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Noureddine, Olivier, Pascal, Sandrine, Steph, V�ero, Vincent, Yves.

Je pense �egalement �a tous mes amis du Service de Radioth�erapie o�u j'ai travaill�e

deux ann�ees durant. Ils m'ont non seulement transmis leurs connaissances et aid�e pour les

diverses exp�erimentations, mais aussi int�egr�e v�eritablement au sein de leur groupe. Merci

du fond du c�ur �a Alain, Andr�ee, Annie, Christiane, Jean-Yves, Louise et Patrick.

Je remercie en�n mes parents d'avoir �et�e toujours attentifs au cours de mes �etudes

et j'exprime ma plus profonde reconnaissance �a ma s�ur Aela pour m'avoir soutenu sans

relâche.
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Introduction

Dans Le pavillon des canc�ereux, roman autobiographique dont l'action se d�eroule au Kaza-

khstan en 1955, Solj�enitsyne d�ecrit de mani�ere saisissante l'univers de la canc�erologie.

L'�ecrivain, qui fut d'abord physicien, y d�e�nit �egalement avec une grande justesse le prin-

cipal probl�eme de la radioth�erapie, qui reste enti�erement d'actualit�e :

\Le probl�eme le plus important, ici, le plus dangereux et le plus mal connu

�etait de veiller �a un dosage pr�ecis des rayons. Il n'existait pas de formule

permettant de calculer l'intensit�e et la dose de rayons les plus mortelles pour

chaque tumeur et les moins nocives pour le reste du corps ; une telle formule

n'existait pas ; en revanche il y avait une certaine part d'exp�erience, un certain


air, et aussi la possibilit�e de se r�ef�erer �a l'�etat du malade. Il s'agissait, l�a

aussi, d'une op�eration aux rayons, men�ee �a l'aveuglette, �etir�ee dans le temps.

Il �etait impossible de ne pas l�eser, de ne pas d�etruire des cellules saines."

Les rayonnements ionisants (rayons X, rayons 
, etc.) ont pour principal e�et de

d�elivrer de l'�energie aux corps qui leur sont expos�es. La radioth�erapie est bas�ee sur

l'utilisation de ces densit�es massiques d'�energie, commun�ement appel�ees doses, pour d�e-

truire les tumeurs canc�ereuses. Cette technique, en comparaison �a la chirurgie, pr�esente

l'�enorme avantage d'être non invasive, et de ne n�ecessiter, sauf cas exceptionnels, ni

anesth�esie, ni hospitalisation. Cependant, comme en t�emoigne le texte de Solj�enitsyne, les

rayons sont loin d'être aussi bien contrôl�es qu'un bistouri par un chirurgien. Lors d'une

irradiation, en e�et, chaque partie du corps re�coit une certaine dose, aussi r�eduite soit

elle : il est donc indispensable, avant le traitement, d'optimiser la distribution de dose en

fonction de sa coh�erence radiobiologique.

Ainsi, la tumeur et les zones �a risque d'extension sont des tissus cibl�es, et doivent

n�ecessairement recevoir une dose minimale prescrite par le praticien. Les tissus sains, au

contraire, sont prot�eg�es en fonction de leur radiosensibilit�e. La m�lle �epini�ere, par exem-

ple, est un tissu extrêmement radiosensible, dont une irradiation excessive est quasiment

synonyme de paralysie. D'autres tissus (vessie, rectum, etc.) pr�esentent souvent des in-


ammations qui, sans constituer un v�eritable danger pour le patient, lui sont r�eellement

inconfortables.

9



En pratique, l'�etude dosim�etrique pr�e-op�eratoire est r�ealis�ee par un radiophysicien,

et consiste �a d�eterminer une balistique de traitement qui satisfasse au mieux les di��erentes

contraintes. Le radiophysicien commence par choisir une balistique qui lui semble convenir

et calcule la r�epartition de dose correspondante : il proc�ede ensuite par modi�cations suc-

cessives jusqu'�a obtenir une dosim�etrie satisfaisante. Une telle approche est, en partie,

bas�ee sur l'exp�erience et l'intuition du physicien. Si elle permet un traitement m�edicale-

ment correct, elle ne peut, cependant, mener �a une r�epartition de dose �a proprement parler

optimale. Le probl�eme de dosim�etrie inverse correspond au probl�eme inverse suivant :

supposons donn�ee une r�epartition tridimensionnelle de dose, souhait�ee par le praticien.

Il s'agit de d�eterminer les balistiques d'irradiation dont l'application donne lieu �a cette

r�epartition.

Nous e�ectuons, dans un premier chapitre, une introduction �a la m�edecine et �a la

radiophysique. D'un point de vue m�edical, nous nous int�eresserons exclusivement au can-

cer de la prostate, l'un des plus fr�equents, et pour lequel les m�edecins ont estim�e que

le traitement radioth�erapique pouvait être nettement am�elior�e. Nous d�ecrivons les bases

physiques de la radioth�erapie et d�e�nissons la terminologie correspondante, utile pour la

suite.

Le calcul de la dose, �etape oblig�ee avant l'optimisation de la balistique, est rendu

d�elicat par la complexit�e de l'interaction des rayonnements avec la mati�ere. Le Chapitre 2

pr�esente, en premier lieu, les nombreuses m�ethodes existant actuellement, qui continuent

toujours d'�evoluer. Nous avons impl�ement�e l'une d'elles, la m�ethode de Clarkson, bas�ee

sur la s�eparation de la dose primaire et de la dose di�us�ee.

Dans le cas d'un faisceau �a section circulaire �x�ee, a�n d'obtenir une m�ethode plus

rapide, nous avons ensuite construit un mod�ele dosim�etrique bas�e sur un lissage tridimen-

sionnel, par fonctions spline, de mesures de dose. Le r�esultat est compar�e �a une simple

interpolation sur ces donn�ees.

Bien que le Chapitre 3 prenne son point de d�epart dans le domaine de la radio-

th�erapie, il repr�esente incontestablement une digression. En e�et, dans le but d'automatiser

le centrage de la cible, nous avons trait�e, de mani�ere approfondie, le probl�eme consistant

�a d�eterminer la plus petite boule contenant un ensemble �ni de points. Dans un premier

temps, nous survolons l'�enorme bibliographie de ce probl�eme.

Nous pr�esentons un algorithme centenaire, l'algorithme de Chrystal-Peirce, qui traite

le probl�eme en dimension 2. Nous construisons ensuite une g�en�eralisation en dimension

quelconque, et montrons que l'algorithme obtenu converge en un nombre �ni d'it�erations.

Nous exposons en�n l'interpr�etation analytique du probl�eme et montrons que notre

algorithme, sous sa forme g�eom�etrique, est en fait un algorithme de plus grande pente �a

pas optimal.



Le dernier chapitre est consacr�e �a l'optimisation de la dose. Nous y pr�esentons, dans

une partie bibliographique, plusieurs approches de ce probl�eme, qui utilisent des m�ethodes

math�ematiques vari�ees. Nous choisissons, ensuite, notre formalisme en d�e�nissant un

espace des param�etres, une fonctionnelle �a minimiser, et des contraintes �a r�ealiser. Les

r�esultats m�edicaux sont en�n pr�esent�es.





Chapitre 1

Rappels de m�edecine et de radiophysique

1.1 Rappels de m�edecine

1.1.1 Anatomie de la r�egion prostatique

La prostate (19) est une masse glandulaire, constitu�ee d'une quarantaine de glandes, de

consistance assez ferme, et qui a la taille et la forme d'une châtaigne. Elle est situ�ee sous

le fond de la vessie (18), cavit�e pouvant contenir jusqu'�a 700 ml d'urine, et dont la forme

est �a peu pr�es celle d'un coussin ovale et aplati. Sur l'arri�ere de la vessie sont plac�ees deux

glandes, les v�esicules s�eminales (17). Vessie, prostate, et v�esicules s�eminales se situent en

arri�ere de la symphyse pubienne (3), qui relie les deux os iliaques, et en avant du rectum

(21). Ce dernier, qui se prolonge avec le canal anal, constitue la �n du gros intestin.

Figure 1.1: Coupe sagittale des organes pelviens et g�enitaux masculins (d'apr�es [KLP89])
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1.1.2 Le cancer de la prostate

1.1.2.1 Donn�ees �epid�emiologiques

Le cancer de la prostate est un cancer fr�equent : on estime �a environ 200 000 le nombre

de nouveaux cas d�eclar�es dans le monde chaque ann�ee, ce qui place cette maladie au cin-

qui�eme rang des cancers masculins, au second rang dans les pays industrialis�es. Les taux

les plus �elev�es s'observent aux Etats-Unis (75 pour 100 000 habitants), les plus faibles

dans les populations asiatiques (3 au Japon), alors que l'Europe, �a l'exception de la Scan-

dinavie, pr�esente des taux interm�ediaires (entre 10 et 40, en particulier 23 pour la France).

En termes de mortalit�e, les taux les plus �elev�es avoisinent 20 pour 100 000 habitants

(Scandinavie). En France, avec un taux de mortalit�e de 15 (7112 d�ec�es d�eclar�es en 1982),

le cancer de la prostate occupe le second rang des d�ec�es par cancer chez l'homme apr�es

le cancer du poumon et avant le cancer colo-rectal. Sa progression, estim�ee sur la p�eriode

de 1955 �a 1980, est de 11,5%, et semble donc tout �a fait mod�er�ee en comparaison �a celle

des bronches (102%) et de la vessie (75%).

Il est �a noter, en�n, l'importance de l'âge pour le cancer de la prostate. La maladie,

consid�er�ee comme rare avant 50 ans, pr�esente une fr�equence de 30% entre 50 et 59 ans,

qui augmente ensuite jusqu'�a 67% entre 80 et 89 ans. On estime cependant que 90%

des cancers prostatiques survenant chez des hommes de plus de 70 ans ne seront pas

diagnostiqu�es.

1.1.2.2 Le diagnostic

Les symptômes r�ev�elateurs d'un cancer de la prostate sont tr�es souvent des troubles mic-

tionnels. On distingue trois principaux degr�es d'extension de la maladie. Le stade local

correspond �a un volume tumoral inclus dans la prostate, et, �eventuellement, �a un fran-

chissement se limitant aux v�esicules s�eminales. Le stade r�egional voit apparâ�tre un en-

vahissement d'une partie de la vessie et des ganglions lymphatiques. Le stade g�en�eralis�e,

en�n, correspond aux m�etastases, qui apparaissent g�en�eralement �a l'os, aux poumons, et

au foie. Tout ceci justi�e la pratique syst�ematique d'un bilan d'extension de la maladie.

Le m�edecin dispose, au niveau local, de plusieurs moyens de diagnostic :

� le toucher rectal a pour but de d�ecouvrir et de localiser, en palpant �a travers la paroi

rectale, une l�esion de la prostate.

� l'antig�ene prostatique sp�eci�que (APS) est une mol�ecule pr�esente dans le liquide

s�eminal et dans le sang, dont le taux s�erique normal est inf�erieur �a 2,5 ng/ml. Au

del�a de 10 ng/ml, on soup�conne fortement un cancer prostatique, et le taux d'APS,

qui peut aller jusqu'�a 100 ng/ml est alors tr�es utile pour surveiller l'�evolution de la

maladie.



� l'�echographie endorectale permet de d�etecter des irr�egularit�es ou des l�esions de la

prostate.

� la biopsie prostatique, e�ectu�ee grâce �a une aiguille guid�ee par �echographie, a pour

but d'apporter la preuve histologique du cancer de la prostate. De plus, elle permet

de classer la tumeur en lui attribuant un score : le Gleason.

Ces examens sont en fait compl�ementaires. En e�et, le toucher rectal et l'�echographie

endorectale peuvent ne r�ev�eler que des calci�cations laiss�ees par des pathologies an-

t�erieures, pass�ees inaper�cues. De même, le taux d'APS peut n'être �elev�e que de mani�ere

transitoire, suite �a une pathologie b�enigne ou même �a un simple toucher rectal. Il est clair

que le diagnostic formel du cancer de la prostate provient essentiellement de la biopsie :

celle-ci ne sera cependant jamais pratiqu�ee avant le toucher rectal, qui fournit souvent

de riches informations quant �a la localisation de la tumeur, et reste le principal examen

clinique.

On notera que les deux puissants moyens d'imagerie que sont la tomodensitom�etrie

(scanner) et l'Imagerie par R�esonance Magn�etique (IRM) ne sont, pour le diagnostic du

cancer de la prostate, que d'une tr�es faible utilit�e, si ce n'est lors du bilan d'extension,

a�n de d�eterminer d'�eventuelles m�etastases osseuses ou pulmonaires. Ce même bilan

d'extension peut donner lieu �a l'utilisation de l'urographie et de la scintigraphie.

1.1.2.3 Le traitement

De mani�ere g�en�erale, le traitement d'un cancer de la prostate d�epend du bilan d'extension

de la maladie. Ce traitement peut être curatif pour un stade local, et parfois r�egional,

mais sera seulement palliatif pour une tumeur trop �etendue ou m�etastatique. Par ailleurs,

le cancer prostatique ayant souvent une �evolution tr�es lente, le traitement n'est pas sys-

t�ematiquement d�eclench�e au diagnostic, en particulier pour des patients âg�es et expos�es �a

un d�ec�es rapide.

Dans le cas d'un cancer su�samment localis�e, deux traitements sont habituellement

pratiqu�es :

� la prostatectomie radicale consiste �a enlever la prostate et les v�esicules s�eminales. Elle

est accompagn�ee d'un curage des ganglions lymphatiques dans le but d'un examen

histologique, et ainsi, d'une �evaluation du stade de la maladie.

� la radioth�erapie emploie les propri�et�es des rayonnements ionisants pour soigner les

tumeurs. Il peut s'agir de radioth�erapie externe, utilisant les rayons X, ou, dans le

cas de tumeurs tr�es peu volumineuses, de curieth�erapie, qui consiste �a implanter de

l'iode 125 radioactif dans la prostate.



Si le bilan de la maladie r�ev�ele une tumeur assez �etendue, voire m�etastatique, le

traitement hormonal s'impose. Celui-ci est bas�e sur la notion d'hormono-d�ependance du

cancer de la prostate, et a pour but de r�eduire autant que possible le taux d'androg�enes

dans le sang. Pour cela, on dispose principalement de deux moyens :

� la castration chirugicale provoque l'e�ondrement du taux de testost�erone, qui est le

principal androg�ene.

� des agents chimiques peuvent, soit s'opposer �a la synth�ese testiculaire des androg�enes,

soit inhiber le m�etabolisme des androg�enes d�ej�a pr�esents dans le sang.

Cependant, dans bien des cas, l'e�et du traitement hormonal n'est que temporaire,

et la maladie reprend tôt ou tard, malgr�e un taux de testost�erone minimal. C'est la phase

d'�echappement, o�u seul subsiste r�eellement le traitement des douleurs. On consid�ere alors

que 80% des patients vont mourir dans les deux ans, et que 10% seulement seront vivants

dans cinq ans.

1.2 Rappels de radiophysique

Les deux principaux faisceaux de photons utilis�es en m�edecine sont les rayons X et les

rayons 
. Dans le domaine m�edical, les photons X sont cr�e�es arti�ciellement (d�ecouverte de

Roentgen en 1895), alors que les rayons 
 sont �emis par des corps radioactifs. Les rayons 
,

avec une �energie pouvant d�epasser le MeV, ont longtemps �et�e consid�er�es comme les plus

puissants, mais ce n'est plus le cas de nos jours, puisque nous disposons d'appareils pouvant

facilement produire des rayons X de plusieurs dizaines de MeV. De plus, les sources 
,

dont le cobalt 60 est un exemple fr�equent, doivent être prot�eg�ees en permanence, et ont

une activit�e qui d�ecrô�t avec le temps. Tout ceci explique que les rayons X commencent

actuellement �a prendre un pas d�e�nitif sur les rayons 
.

1.2.1 La production des rayons X

Le principe physique des rayons X consiste �a acc�el�erer des �electrons sur une cible mat�erielle.

Les rayons X r�esultent alors de deux types d'interactions avec les atomes de cette cible :

� un �electron interagissant avec un noyau de la cible subit une force d'attraction

coulombienne et voit sa trajectoire incurv�ee. Ce ph�enom�ene s'accompagne d'une

perte d'�energie cin�etique et, donc, de l'�emission d'un photon. Ce rayonnement est le

rayonnement de freinage, �egalement connu sous le nom de Bremsstrahlung.

� un �electron incident peut �egalement percuter et �ejecter l'�electron d'un atome cible.

Il est ainsi cr�e�e un ion excit�e, dont le retour �a l'�etat fondamental se traduit par

l'�emission d'un photon. L'�energie de ce photon ne pouvant prendre que des valeurs

quanti��ees qui d�ependent de l'atome cible, ce rayonnement est parfois appel�e rayon-

nement caract�eristique.



L'�energie cin�etique des �electrons incidents est principalement transform�ee en pho-

tons X, mais �egalement en chaleur. On montre par ailleurs que le rendement du rayon-

nement de freinage est proportionnel au num�ero atomique de la cible. Le tungst�ene, de

num�ero atomique 74, de point de fusion 3370�C, et d'excellente conductivit�e thermique,

repr�esente en fait le meilleur compromis pour toutes ces contraintes, et est actuellement

le mat�eriau le plus employ�e pour la cible.

Les appareils permettant la production des rayons X sont g�en�eralement constitu�es

d'une enceinte dans laquelle r�egne un vide pouss�e, o�u les �electrons sont produits par e�et

thermo�electronique en chau�ant un �lament, avant d'être acc�el�er�es vers la cible. C'est la

m�ethode d'acc�el�eration qui di��erencie ces appareils, dont on distinguera principalement :

� le tube de Coolidge (cf. Fig. 1.2) : le �lament jouant le rôle de cathode et la cible

celui d'anode, on applique entre ces deux bornes un potentiel positif : sous l'action

du champ �electrique ainsi cr�e�e, les �electrons sont acc�el�er�es vers la cible. Pour des

tensions avoisinant les 200 000 V, ils acqui�erent ainsi une �energie de 200 keV.
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Figure 1.2: Tube de Coolidge

� l'acc�el�erateur lin�eaire (cf. Fig. 1.3) : il s'agit l�a encore d'une acc�el�eration �electrique.

L'appareil est constitu�e d'une s�erie d'�electrodes cylindriques reli�ees �a un g�en�erateur

alternatif, et dans lesquelles r�egne un potentiel uniforme. La longueur des �electrodes

est calcul�ee de sorte qu'un �electron sortant de l'une d'elles (o�u il s'est d�eplac�e �a

vitesse constante) trouve une di��erence de potentiel qui l'acc�el�ere vers la suivante.

Les �electrons subissent ainsi une s�erie d'acc�el�erations vers la cible, et atteignent

habituellement une �energie allant jusqu'�a 40 MeV.

~

RX

filament cible

Figure 1.3: Acc�el�erateur lin�eaire



� le b�etatron (cf. Fig. 1.4) : il s'agit d'un acc�el�erateur magn�etique. L'enceinte sous

vide a cette fois la forme d'un tore, et un champ magn�etique alternatif est cr�e�e par

un �electro-aimant. Les �electrons inject�es dans le tore ont une trajectoire circulaire et

sont acc�el�er�es : lorsqu'ils ont une �energie maximale, qui peut s'�elever �a 100 MeV, un

champ magn�etique suppl�ementaire les fait \d�eraper" de leur trajectoire et les envoie

vers une cible de platine.

RX
cible

Figure 1.4: B�etatron

Pour l'acc�el�erateur lin�eaire comme pour le b�etatron, les �electrons sont inject�es �a in-

tervalles r�eguliers, suivant la fr�equence du courant d'alimentation : l'�emission de rayons X

est alors discontinue.

Par ailleurs, pour les faibles �energies (tube de Coolidge), les rayons X sont �emis de

mani�ere quasi-isotrope autour de la cible, alors que pour des �energies �elev�ees (acc�el�erateur

lin�eaire, b�etatron), ils sont �emis principalement dans la direction du faisceau incident. Le

faisceau �nal s'obtient en utilisant un diaphragme, suppos�e arrêter tous les photons qui le

frappent. La cible �etant souvent de faibles dimensions, la source peut alors être consid�er�ee

comme quasi-ponctuelle (cf. Fig. 1.5).

diaphragme

source axe
S

Figure 1.5: Faisceau de photons. Section du faisceau �a une distance donn�ee.

1.2.2 L'interaction des photons avec la mati�ere

Il existe, de mani�ere g�en�erale, cinq interactions possibles entre les photons (qu'il s'agisse

de photons X ou 
) et la mati�ere. Nous ne d�ecrirons cependant que l'une d'elles, l'e�et



Compton, largement majoritaire dans le domaine m�edical.

1.2.2.1 L'e�et Compton

L'e�et Compton est une interaction entre un photon incident et un �electron du milieu

irradi�e. Le photon percute l'�electron et le projette en lui communiquant une partie de

son �energie ; il repart dans une direction faisant un angle � avec la direction incidente

(cf. Fig. 1.6). En traitant ce probl�eme par la conservation de la quantit�e de mouvement

et la conservation de l'�energie, on parvient aux relations de Compton, dont on d�eduit

que l'�electron est toujours projet�e \en avant", alors que le photon peut repartir dans une

direction quelconque.
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Figure 1.6: E�et Compton

Dans un milieu irradi�e par un faisceau de photons, on distinguera ainsi les photons

primaires, qui n'ont subi aucune interaction, des photons di�us�es, apparus au cours d'un

e�et Compton. L'e�et Compton est �nalement li�e �a trois ph�enom�enes clairement d�e�nis :

� l'att�enuation est la diminution du nombre de photons primaires;

� la di�usion est l'apparition de photons di�us�es;

� l'absorption est le transfert d'�energie aux �electrons Compton, qui l'�epuisent par chocs

successifs contre les atomes et la communiquent ainsi �a la mati�ere.

1.2.2.2 Perspectives m�edicales

L'interaction des faisceaux de photons avec la mati�ere trouve, avec le radiodiagnostic et la

radioth�erapie, deux de ses principales applications, d�ecouvertes d�es la �n du si�ecle dernier

et utilis�ees peu apr�es.

Le radiodiagnostic est bas�e sur le ph�enom�ene d'att�enuation : un faisceau de pho-

tons traversant le corps humain est plus ou moins att�enu�e selon les tissus qu'il traverse.

La plupart des tissus, dont la masse volumique est proche de celle de l'eau, pr�esente une

att�enuation homog�ene. Toutefois, l'att�enuation de la graisse et des os est plus �elev�ee,



alors que celle des cavit�es a�eriennes et des poumons est plus faible. Ainsi, l'image \ra-

diante" transport�ee par le faisceau de photons pr�esente des contrastes, mat�erialis�es lors

de sa transformation en image \lumineuse". Pour cela, on utilise, par exemple, un �lm

radiographique (radiographie) ou un �ecran luminescent (radioscopie), qui permettent donc

une exploration des structures anatomiques internes (cf. Fig. 1.7).
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Figure 1.7: Principe du radiodiagnostic

1.2.3 La radioth�erapie

La radioth�erapie utilise les e�ets des radiations sur la mati�ere vivante pour d�etruire les

tumeurs. Nous avons vu que l'e�et Compton s'accompagne de l'expulsion d'�electrons de

leurs orbites (d'o�u la d�enomination de radiations \ionisantes"), et, par suite, d'un transfert

d'�energie �a la mati�ere (ph�enom�ene d'absorption). On sait qu'une irradiation correspondant

�a l'absorption de 10�2 Joule par gramme de tissu tue toutes les cellules, alors qu'une telle

�energie, r�epartie uniform�ement sous forme de chaleur, ne pourrait �elever la temp�erature

que de 2=1000�C. Ce ph�enom�ene s'explique en fait par le d�epôt tr�es localis�e de l'�energie,

qui endommage quelques grosses mol�ecules indispensables �a la vie cellulaire.

La radioth�erapie a pour but de d�etruire toutes les cellules d'une tumeur sans d�etruire,

pour autant, les cellules saines des tissus environnants. Pour cela, on adapte la r�epartition

de l'�energie dans les tissus, mais on se sert �egalement de l'e�et di��erentiel entre cellules

saines et tumorales, qui ne se reproduisent pas �a la même allure.

1.2.3.1 Dosim�etrie et balistique

La grandeur habituellement utilis�ee en radiophysique pour quanti�er l'absorption d'�energie

est la dose. En un point donn�e, une quantit�e dE est d�epos�ee dans le volume dV de masse



dm. La dose absorb�ee en ce point est alors d�e�nie par :

D =
dE

dm

La dose est donc une �energie par unit�e de masse, et s'exprime en J.kg�1, ou Gray

(Gy). Il existe plusieurs moyens de mesure de la dose dans un milieu irradi�e, dont le plus

fr�equent est la chambre d'ionisation. Les mesures se font g�en�eralement dans l'eau, et la

dosim�etrie du faisceau est habituellement caract�eris�ee par :

� le rendement en profondeur, qui repr�esente la dose sur l'axe du faisceau;

� les rendements en travers�ee (ou pro�ls), qui repr�esentent la dose �a une profondeur

donn�ee;

� les courbes isodoses, lieus des points o�u la dose est constante.

milieu

axe

air

S (source)

DSP

Figure 1.8: Irradiation par un faisceau de photons

La distribution de la dose dans le milieu irradi�e d�epend de plusieurs facteurs, dont

les principaux sont l'�energie, la g�eom�etrie du faisceau, et la distance source-peau (DSP ).

Consid�erons, par exemple, pour un faisceau de section carr�ee (S = 25 cm2 �a 1 m de la

source), et pour DSP = 80 cm, les rendements en profondeur correspondant �a des �energies

de 1,25 MeV (Cobalt 60), 8 MeV et 30 MeV (cf. Fig. 1.9). On remarque que les courbes de

rendement, normalis�ees par rapport �a leur maximum, pr�esentent un fort accroissement ini-

tial, atteignent une valeur maximale, puis d�ecroissent ensuite. Ce comportement s'explique

parfaitement par l'e�et Compton. D'une part, l'accroissement initial de la dose est justi��e

par le fait que les photons incidents projettent \en avant" les �electrons du milieu. Ce

ph�enom�ene, comme on peut le constater, est d'autant plus accentu�e que l'�energie du fais-

ceau est �elev�ee. Par ailleurs, la diminution de la dose re
�ete le ph�enom�ene d'att�enuation

du faisceau de photons : cette diminution est d'autant plus lente que l'�energie du faisceau

est �elev�ee.

Il apparâ�t donc que les tumeurs super�cielles peuvent être trait�ees avec des rayons

de faible �energie, alors que les tumeurs plus profondes n�ecessitent des �energies �elev�ees.
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Figure 1.9: Rendements en profondeur pour des faisceaux de haute �energie

Cependant, il semble di�cile de traiter une tumeur avec un faisceau unique : en e�et, la

dose re�cue par les tissus sains voisins de la tumeur serait tr�es proche de la dose re�cue par

la tumeur. On r�esout ce probl�eme en utilisant diverses strat�egies d'irradiation :

� les feux crois�es : plusieurs faisceaux de directions di��erentes sont positionn�es de

mani�ere �a \englober" la tumeur (cf. Fig. 1.10 (a)).

� la cycloth�erapie : la source se d�eplace sur une trajectoire circulaire centr�ee sur la

tumeur (cf. Fig. 1.10 (b)).
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Figure 1.10: Strat�egies de traitement : (a) Feux crois�es (b) Cycloth�erapie

La technique des feux crois�es est la plus utilis�ee. En pratique, un radiophysicien

r�ealise toujours une dosim�etrie pr�e-op�eratoire : �a partir de coupes scanner ou IRM, il

choisit d'abord la position des di��erents faisceaux, et leur donne une forme en s'aidant

�eventuellement de caches (ou att�enuateurs) qui permettent de prot�eger certaines zones

radiosensibles. Il d�etermine ensuite, pour chacun de ces faisceaux, un temps d'exposition

(ou pond�eration) de telle sorte que la distribution de la dose satisfasse aux contraintes

m�edicales. De nos jours, cette op�eration est r�ealis�ee �a l'aide d'un logiciel informatique de



calcul de dose ; cependant, elle n�ecessite souvent plusieurs essais avant de parvenir �a une

dosim�etrie ad�equate.

1.2.3.2 Distribution de la dose dans le temps

Lors des premiers traitements radioth�erapiques, au d�ebut du si�ecle, il �etait pratiqu�e

une unique irradiation, d�elivr�ee en plusieurs heures. Une meilleure connaissance des

ph�enom�enes radiobiologiques a conduit �a un fractionnement du traitement : de nos jours,

un traitement complet s'�etale couramment sur plusieurs semaines, voire plusieurs mois,

au rythme de quelques s�eances hebdomadaires.

L'origine du fractionnement est en fait le comportement di��erent des cellules saines

et tumorales apr�es une irradiation. En e�et, si la restauration de ces cellules semble �a peu

pr�es identique, l'aptitude des cellules saines �a se reproduire est, par contre, tr�es sup�erieure.

Ceci a pour cons�equence un e�et di��erentiel sur les populations de cellules, qui favorise

largement la survie du tissu sain (cf. Fig. 1.11).
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Figure 1.11: E�et di��erentiel de la radioth�erapie fractionn�ee. On consid�ere que chaque irradiation

r�eduit de 50% le nombre de cellules viables. (1) une cellule sur deux se divise entre deux s�eances

(cellules saines) (2) une cellule sur 10 se divise entre deux s�eances (cellules tumorales)

1.3 Conclusion : l'irradiation de la prostate

Le probl�eme pos�e par le traitement radioth�erapique de la prostate provient du fait que la

glande est coll�ee �a la fois au rectum et �a la vessie (cf. Fig. 1.1). Ainsi, ces deux organes

�etant tr�es radiosensibles, leur irradiation provoque fr�equemment des in
ammations, qui se

traduisent par des rectites et des cystites.



En France, l'irradiation localis�ee de la prostate se fait, le plus souvent, aux rayons X

�a 25 MV (tension de l'acc�el�erateur), en utilisant quatre faisceaux concentriques, de section

carr�ee 9 � 9 cm2 au niveau de la tumeur ([MLM92], cf. Fig. 1.12). Cette technique pro-

duit une distribution de dose assez homog�ene dans un cube qui, s'il englobe la prostate,

d�eborde largement sur la vessie et le rectum. Le nombre r�eduit de faisceaux est directe-

ment li�e �a un souci de rapidit�e, la plupart des hôpitaux ne poss�edant qu'un acc�el�erateur

lin�eaire pour un grand nombre de patients. Par ailleurs, les dimensions �elev�ees de ces

faisceaux se justi�ent par le fait que le patient peut avoir de l�egers mouvements au cours

de l'irradiation. Il est clair, cependant, qu'une telle balistique n'est pas tr�es adapt�ee �a la

volont�e d'attribuer une dose �elev�ee �a la prostate tout en irradiant peu la vessie et le rectum.

Figure 1.12: Irradiation de la prostate : coupe transversale, 4 champs \en bô�te"



Chapitre 2

La dosim�etrie directe

2.1 Introduction

La r�esolution du probl�eme d'optimisation de la balistique n�ecessite de pouvoir �evaluer la

dose absorb�ee. Ainsi, on appelle \dosim�etrie directe" le probl�eme consistant, pour une ba-

listique et un patient donn�es, �a d�eterminer la distribution de dose. Or, comme nous avons

pu le constater au 1.2.2, l'interaction des rayonnements avec la mati�ere est un ph�enom�ene

tr�es complexe, dont la mod�elisation physique est essentiellement microscopique. Cette

mod�elisation ne m�ene �a des expressions analytiques qu'au prix de grosses simpli�cations,

et la dose est plutôt �evalu�ee par des moyens num�eriques. Nous pr�esentons dans ce chapitre

les principales m�ethodes de calcul de dose, puis exposons les choix que nous avons retenus.

2.2 Les di��erentes m�ethodes de calcul de dose

Les m�ethodes num�eriques de calcul de dose sont tr�es vari�ees ; on distinguera, cependant, les

m�ethodes bas�ees sur la physique de celles bas�ees sur les math�ematiques ou l'informatique.

Les principaux crit�eres permettant d'�evaluer une m�ethode sont : d'une part les di��erentes

possibilit�es qu'elle inclut (prise en compte de la nature, de l'�energie, de la g�eom�etrie des

faisceaux, etc.), d'autre part sa pr�ecision (on consid�ere qu'une pr�ecision de 2 �a 3 % est

n�ecessaire pour un syst�eme de dosim�etrie clinique), en�n sa rapidit�e.

2.2.1 Les m�ethodes �a caract�ere physique

2.2.1.1 La s�eparation primaire-di�us�e (m�ethode de Clarkson)

On rappelle qu'un photon primaire est un photon qui n'a pas encore subi d'interaction avec

la mati�ere. Un photon di�us�e, au contraire, a �et�e d�evi�e de sa trajectoire initiale par une

ou plusieurs interactions. On distingue ainsi un rayonnement primaire et un rayonnement
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di�us�e, qui donnent lieu �a une dose primaire et une dose di�us�ee, dont la somme est la

dose totale. La m�ethode de Clarkson, introduite en 1941 ([Cla41]), puis r�eellement ex-

ploit�ee par Cunningham en 1972 ([CSW72]), consiste �a calculer s�epar�ement dose primaire

et dose di�us�ee. Ceci peut se faire grâce �a des d�e�nitions et mod�elisations qui peuvent

être subtils, et que nous d�etaillerons compl�etement au paragraphe 2.3.

La m�ethode de Clarkson est actuellement l'une des plus utilis�ees pour les logiciels

cliniques, car elle pr�esente la possibilit�e d'un calcul de dose pour des champs de forme

quelconque, tout en restant un bon compromis entre pr�ecision et temps de calcul.

2.2.1.2 La convolution de kernels

La m�ethode des kernels (\noyaux") est relativement r�ecente puisqu'elle fut introduite

notamment par Boyer ([BM85]), Mackie ([MSB85]) et Ahnesj�([Ahn87]). Cette m�ethode

est bas�ee sur une remarque physique : l'interaction d'un photon en un point ne donne pas

lieu �a un d�epot local de l'�energie, mais �a une r�epartition de cette �energie autour du point

d'interaction. Dans le cas d'un milieu homog�ene, on d�e�nit ainsi la fonction kernel de dose

h(r� r0) comme �etant la fraction d'�energie apport�ee en r (rayon-vecteur par rapport �a la

source) par les �electrons et photons interagissant en r0 (cf. Fig 2.1). h est g�en�eralement

suppos�e invariant dans l'espace.

S (source)

point d'interaction

r-r0

air

r0

point de calcul

r

r0

milieu

Figure 2.1: Contribution �a la dose en r d'une interaction en r
0

On montre ainsi ([BM85]) que la dose en r peut s'�ecrire :

D(r) =

Z
V

f(r0)h(r � r
0)d3r0 (2.1)

o�u V est le volume irradi�e et f la 
uence en photons primaires.

Cette �equation, qui est une simple convolution, exprime le cumul des contributions

�energ�etiques �el�ementaires d�epos�ees autour de r, pond�er�ees par la 
uence en photons pri-

maires.



L'application de cette m�ethode de calcul de dose n�ecessite donc d'une part la con-

naissance de la fonction kernel h, d'autre part le calcul en tout point de la 
uence en

photons primaires :

� le kernel de dose est g�en�eralement pr�e-calcul�e grâce aux m�ethodes de Monte Carlo

(cf. 2.2.1.3, [AAB87])), et stock�e sous forme de matrices de \dispersion de dose".

On note ici la grande utilit�e de ces m�ethodes, dont la pr�ecision permet �a l'erreur de

ne pas être ampli��ee par (2.1).

� la 
uence en photons primaires s'exprime analytiquement par :

h(r) = h(r0)(
r0
r
)
2

exp(�
Z r

r0

�(l)�(l)dl)

o�u r0 est le point d'intersection avec la surface du milieu (cf. Fig. 2.1), � le coe�cient

d'att�enuation massique, et � la densit�e.

Le calcul direct de la distribution de dose �a partir de (2.1) peut atteindre rapidement

plusieurs heures de calcul, et il est beaucoup plus e�cace d'e�ectuer la convolution dans le

domaine de Fourier ([FB87],[BWM88]). Ceci revient en fait �a une simple multiplication :

D = F�1(F(f):F(h))

o�u F et F�1 d�esignent respectivement la transform�ee de Fourier et la transform�ee de

Fourier inverse.

Dans le cas d'un milieu h�et�erog�ene, Boyer et Mok ([BM86]) ont montr�e qu'il est

encore possible d'exprimer la dose sous forme de convolutions de kernels. Cependant, la


uence primaire n'est alors plus su�sante, et il est n�ecessaire d'introduire une 
uence

multiple.

En d�e�nitive, la m�ethode des kernels est une m�ethode pr�ecise, mais, bien qu'applicable

pour des champs irr�eguliers, elle est encore trop lente pour être utilis�ee dans le cadre d'un

syst�eme de dosim�etrie clinique. Cependant, au vu de l'accroissement continuel de la puis-

sance des machines utilis�ees, on ne peut douter que cette m�ethode soit prometteuse et

parvienne rapidement �a remplacer la m�ethode de Clarkson.

2.2.1.3 Les m�ethodes de Monte Carlo

Les m�ethodes de Monte Carlo ont pour but de reconstruire l'e�et macroscopique de dose

par simulation d'un grand nombre d'interactions de particules avec la mati�ere. On ne

d�ecrira pas ici la th�eorie de ces m�ethodes, bas�ee sur des notions probabilistes tr�es pr�ecises

([HH67],[Shr62]). Notons que l'application au calcul de dose consiste en fait �a \tirer au

sort" le devenir des particules (d'o�u le nom de la m�ethode), en se basant sur les di��erentes

probabilit�es d'interaction, connues des physiciens ([And90]).



Consid�erons, par exemple, le cas d'un choc Compton, qui est l'interaction la plus

observ�ee dans le domaine de la radioth�erapie (cf. 1.2.2.1). Si un photon d'�energie E heurte

un �electron, les relations de Klein et Nishina ([TDDJ63]) fournissent la probabilit�e K(�)

qu'un photon soit �emis �a l'angle � par rapport �a la direction incidente :

K(�) = r0
2:

1

[1 + a(1� cos �)]
2 :
1 + cos2 �

2
:(1 +

a2(1� cos2 �)2

(1 + cos2 �)[1 + a(1� cos �)]
)

r0 est le rayon de l'�electron, et a = E

m0c2
, o�u E est l'�energie du photon incident, m0

la masse de l'�electron, c la vitesse de la lumi�ere.

0 1

a=0,01

a=0,1
a=1

a=10
a=100

θ=π/4

Figure 2.2: Repr�esentation en coordonn�ees polaires de K(�), probabilit�e pour qu'un photon soit

di�us�e �a l'angle �. On remarque que pour de faibles �energies, les photons sont �emis �a peu pr�es

uniform�ement dans toutes les directions, alors que pour de hautes �energies, ils sont majoritairement

�emis �a � proche de 0, et quasiment pas r�etrodi�us�es.

On a repr�esent�e sur la Figure 2.2 la fonction K(�) en coordonn�ees polaires, pour

di��erentes valeurs de a. La connaissance de K(�) et des autres lois de probabilit�e r�egis-

sant les di��erentes interactions permet de simuler les trajectoires des particules �etape par

�etape. L'e�et de dose est ensuite interpr�et�e comme moyenne d'e�ets individuels des dif-

f�erentes particules. Il est clair que pour obtenir une repr�esentation statistique �d�ele, il est

indispensable d'e�ectuer un tr�es grand nombre de simulations : une pr�ecision acceptable

(2 �a 3%) n�ecessite la reconstruction des trajectoires de plusieurs dizaines de millions de

photons incidents. Ceci requiert des temps de calcul impressionnants, qui peuvent facile-

ment atteindre plusieurs jours.

Les m�ethodes de Monte Carlo semblent donc peu adapt�ees �a la dosim�etrie clinique.

Cependant, elles restent tr�es utiles pour des �etudes th�eoriques ou pour valider d'autres

mod�eles de calcul dosim�etrique (calcul des kernels de dose).

2.2.2 Les m�ethodes �a caract�ere math�ematique et informatique

2.2.2.1 Le stockage informatique des donn�ees

La m�ethode de calcul utilisant le stockage informatique des doses est l'une des plus an-

ciennes, directement issue des m�ethodes manuelles de calcul (notons que le calcul infor-



matique des doses a �et�e introduit au C.H.U. de Grenoble en 1977). Les doses sont d'abord

mesur�ees, avant d'être stock�ees dans des tables : on pourrait imaginer des tables tridimen-

sionnelles de dose, mais ceci n'est jamais le cas au vu de la quantit�e des mesures �a r�ealiser.

On se contente, en fait, de mesurer les doses dans un plan contenant l'axe du faisceau ;

en e�ectuant des mesures d'une part sur cet axe, d'autre part, sur des axes transverses et

�a di��erentes profondeurs, on obtient ainsi des \grilles" de doses, qui peuvent être cart�e-

siennes ou pas (cf. Fig. 2.3).

(a)

axe axe

(b)

Figure 2.3: Exemples de grilles : (a) grille cart�esienne (b) grille en �eventail, avec lignes concourantes

�a la source

Il est clair, cependant, que le fait de se contenter de donn�ees bidimensionnelles a

pour cons�equence de limiter cette m�ethode �a des champs su�samment r�eguliers (champs

circulaires, carr�es, etc.). Dans ce cas, on peut ensuite calculer la dose dans un plan de

profondeur quelconque en e�ectuant di��erentes interpolations sur les donn�ees.

A�n de limiter le travail exp�erimental et la quantit�e de mesures e�ectu�ees, diverses

corrections sont r�ealis�ees. Par exemple, le calcul de la dose pour un champ rectangulaire

de côt�es a et b peut se ramener �a un champ carr�e de côt�e l, dit \champ carr�e �equivalent"

([BDM74]) :

l =
2ab

a + b

La m�ethode de calcul par stockage des donn�ees repr�esente un bon compromis en-

tre temps de calcul et pr�ecision, et peut ainsi être un outil e�cace pour les logiciels de

dosim�etrie clinique. Par contre, on notera ses limitations pour des situations complexes

comme les champs irr�eguliers.

2.2.2.2 La mod�elisation analytique de la dose

Comme nous l'avons pr�ecis�e pr�ec�edemment, nous ne disposons pas de repr�esentation ana-

lytique de la dose qui soit directement issue de la physique. Il est possible, cependant, de



d�eterminer une mod�elisation analytique de la dose �a partir de donn�ees exp�erimentales.

La dose primaire �a l'axe se repr�esente rigoureusement par une exponentielle. Pour la

dose totale, somme de la dose primaire et de la dose di�us�ee, il est classique de consid�erer

une combinaison lin�eraire de deux ou plusieurs exponentielles ([Mel70],[GMBF88]). Le

rendement en profondeur RP peut ainsi se mod�eliser sous la forme suivante (cf. Fig. 2.4) :

RP (z) = a(e�bz � e�cz)

o�u z est la profondeur, a, b, c des param�etres �a d�eterminer.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
z

0.0

0.2

R
P

(z
)

c=1,7
c=2
c=2,3

Figure 2.4: Repr�esentation de RP (z) pour a = 1, b = 1, et trois valeurs de c

Les rendements en travers�ee, quant �a eux, font moins l'unanimit�e. Ils peuvent, selon

la dimension des faisceaux, être repr�esent�es �a l'aide de la fonction arctan ([GMBF88]) ou

de gaussiennes (minifaisceaux).

La d�etermination des di��erents param�etres se fait par minimisation de l'erreur sur

les donn�ees exp�erimentales. Il convient ensuite de d�eterminer les domaines de validit�e

des expressions analytiques obtenues : on constate qu'il est souvent n�ecessaire de s�eparer

l'espace des param�etres en sous-ensembles associ�es �a des formules analytiques disctinctes,

et, parfois, d'introduire des coe�cients correctifs. La mod�elisation analytique de la dose

pr�esente donc le fort inconv�enient d'avoir une pr�ecision un peu incontrôlable ; il est �evident,

d'autre part, qu'elle est tr�es limit�ee quant �a la complexit�e des faisceaux mod�elis�es.

2.2.3 Conclusion

Les m�ethodes pr�esent�ees pr�ec�edemment ont toutes leurs avantages et leurs inconv�enients,

et doivent donc être choisies selon les situations. Les m�ethodes physiques sont parti-

culi�erement utiles pour les situations complexes : champs irr�eguliers (notamment dans

le cadre de l'utilisation d'un collimateur multilames), prise en compte d'att�enuateurs,

milieux h�et�erog�enes, etc. Ces m�ethodes pr�esentent, de mani�ere g�en�erale, une pr�ecision

satisfaisante, mais des temps de calcul qui le sont moins. Ceci peut, par exemple, poser

probl�eme lorsque l'on veut r�ealiser une v�eritable dosim�etrie tridimensionnelle. La rapidit�e



est, en fait, le seul point fort des m�ethodes de calcul par stockage de donn�ees et mod�eli-

sation analytique, qui doivent être utilis�ees dans des conditions physiques su�samment

simples pour garder une pr�ecision tol�erable. Elles sont appr�eci�ees, notamment, pour cal-

culer des surfaces isodoses, qui sont destin�ees �a être visualis�ees et, donc, ne n�ecessitent pas

une pr�ecision extrême. Notons, en�n, l'importance des donn�ees exp�erimentales servant

pour ces di��erentes m�ethodes, et de leur ajustement en fonction des appareils e�ective-

ment utilis�es. Dans le cas de donn�ees inadapt�ees, on s'�eloigne de la r�ealit�e de mani�ere

incontrôl�ee.

Notre choix : deux m�ethodes de calcul de dose

Comme nous l'avons pr�ecis�e ci-avant, le choix d'une m�ethode de calcul de dose doit se faire

suivant la complexit�e des faisceaux utilis�es, donc, indirectement, selon le protocole choisi.

Nous avons d�ecid�e, d'une part, d'impl�ementer la m�ethode de Clarkson, utile pour les pro-

tocoles comportant des faisceaux �a g�eom�etrie variable, incontournables dans le contexte

de la radioth�erapie conformative. Par ailleurs, et ce en vue d'un protocole poss�edant un

unique faisceau circulaire, nous avons r�ealis�e une mod�elisation analytique de ce faisceau

qui utilise les fonctions spline, ce qui, dans ce cas bien pr�ecis, et en comparaison avec la

m�ethode de Clarkson, nous a permis d'accrô�tre la pr�ecision tout en diminuant le temps

de calcul.

Nous d�etaillons ci-apr�es les deux m�ethodes choisies. Pr�ecisons que nous nous sommes

plac�es dans des conditions physiques tr�es simples.

Nous avons suppos�e, en premier lieu, que le milieu irradi�e �etait d�elimit�e par une

surface plane, et que l'axe du faisceau consid�er�e �etait orthogonal �a cette surface. Cette

hypoth�ese ne peut �evidemment être maintenue dans le cadre de l'irradiation du corps

humain, et une correction d'obliquit�e du faisceau s'impose alors, que nous expliquons au

2.3.3.

D'autre part, on a suppos�e le milieu irradi�e homog�ene �equivalent �a l'eau : cette

\approximation" est tr�es commune en radioth�erapie, ce qui se justi�e par le fait que les

tissus du corps humain ont une densit�e tr�es proche de celle de l'eau. Il est vrai que les os,

et surtout les poumons, repr�esentent des h�et�erog�en�eit�es non n�egligeables, qui n�ecessitent

certaines corrections. Cependant, ceci concerne assez peu la r�egion pelvienne, et nous ne

nous sommes donc pas attard�es sur ces corrections.

2.3 La m�ethode de Clarkson

Le principe de la m�ethode consiste donc �a calculer s�epar�ement dose primaire et dose

di�us�ee. La technique g�en�erale �etant bas�ee sur le d�ecoupage des champs en secteurs

circulaires, il convient, dans un premier temps, d'analyser la situation dans le cas des

champs circulaires, avant de d�etailler le calcul pour un champ quelconque.



2.3.1 La s�eparation primaire-di�us�e pour des champs circulaires

Consid�erons un milieu homog�ene irradi�e par un faisceau : soit M un point appartenant

�a l'axe du faisceau, et situ�e �a la profondeur z dans le milieu. On suppose ce faisceau de

section circulaire de rayon r �a la profondeur z (cf. Fig. 2.5).

r

DSP

axe

air

milieu

S (source)

M

z

Figure 2.5: Irradiation par un faisceau de section circulaire

On d�e�nit le rapport tissu-air au point M par :

T (z; r) =
D(z; r)

DA(z; r)

o�u :

D(z; r) est la dose absorb�ee au point M ;

DA(z; r) est la dose absorb�ee, dans l'air, par une petite masse de milieu plac�ee au-

tour du point M .

Notons que la dose DA(z; r), directement issue du rayonnement primaire, sera sup�e-

rieure �a la dose D(z; r), qui subit les e�ets de l'att�enuation et de la di�usion. Pour s�eparer

les contributions du primaire et du di�us�e au rapport tissu-air, on constate que lorsque

les dimensions du champ diminuent, donc lorsque r tend vers 0, le rayonnement di�us�e

disparâ�t, et seul subsiste le rayonnement primaire. La contribution de ce dernier sera

donc T (z; 0), qui ne d�epend ainsi que de l'�epaisseur de milieu z. Celle du rayonnement

di�us�e, que l'on appelera rapport di�us�e-air sera par cons�equent :

S(z; r) = T (z; r)� T (z; 0)

Il est clair que T (z; 0) n'est qu'une notation math�ematique, et ne peut être mesur�e

directement. Pour acc�eder �a cette valeur, il su�t en fait de r�ealiser une extrapolation en

r = 0 de la courbe T (z; r) provenant de mesures exp�erimentales.



Le rapport tissu-air poss�ede une propri�et�e qui justi�e pleinement son utilisation

dans le cadre du calcul de doses. En e�et, il a �et�e montr�e ([JBR58]) que T (z; r) est

ind�ependant de la distance �a la source SM , et il en est de même de l'att�enuation T (z; 0)

et du rapport di�us�e-air S(z; r). Ainsi, les valeurs du primaire et du di�us�e provenant

de mesures exp�erimentales peuvent facilement être tabul�ees et, pour une �energie donn�ee,

restent valides pour une DSP quelconque.

2.3.2 Cas des champs de forme complexe

On se place maintenant dans le cas plus g�en�eral d'un champ irr�egulier, souvent r�ealis�e grâce

�a un cache focalis�e (cf. Fig 2.6 (a)), mais qui peut l'être �egalement avec un collimateur

multilames. On suppose un tel champ d�e�ni par une ligne polygonale, dans un plan

orthogonal �a son axe. On veut maintenant calculer la dose en un point M de profondeur

z : pla�cons-nous dans le plan de profondeur z (cf. Fig. 2.6 (b)). Il s'agit d'�evaluer

s�epar�ement dose primaire et dose di�us�ee.

i

r ij

A

B
C

D

E

M

∆θ

axe

(b)

S (source)

cache

axe

plan de calcul

(a)

Figure 2.6: (a) cache focalis�e (b) calcul de la dose en M par d�ecoupage en secteurs circulaires

2.3.2.1 Calcul de la dose di�us�ee

La premi�ere �etape consiste �a d�ecouper le champ en triangles (AMB, BMC, etc.) indic�es

par i. Chacun de ces triangles est ensuite lui-même d�ecompos�e en secteurs circulaires de

centre M , d'angle ��i et de rayons rij. Prenons l'exemple du triangle AMB (i = 1) :

on peut consid�erer que la contribution du secteur j au rapport di�us�e-air en M sera

��i=2�S(z; rij), la valeur de S(z; rij) pouvant être d�etermin�ee par interpolation dans

la table correspondante. Le rayonnement di�us�e provenant du triangle AMB est donc,



approximativement, ��i=2�
P

j S(z; rij). On peut donc ainsi, en sommant les contribu-

tions de tous les triangles, obtenir une valeur approch�ee du rapport di�us�e-air au point M .

Cependant, il est indispensable de prendre en compte les di��erentes concavit�es du champ :

c'est le cas, par exemple, du triangle DME, dont la contribution sera �a retrancher, et non

�a ajouter. On d�e�nit ainsi, pour chaque triangle, un coe�cient Gi qui vaut 1 si l'angle

en M est orient�e dans le sens trigonom�etrique (triangle AMB) et -1 dans le cas contraire

(triangle DME). Finalement, le rapport di�us�e-air peut donc s'�ecrire :

S(z;M) =
X
i

Gi

��i
2�

X
j

S(z; rij) (2.2)

On en d�eduit, ensuite, la dose di�us�ee par :

DS = DA(z)S(z;M) (2.3)

Le termeDA(z) ne concerne en fait que les points sur l'axe du faisceau. Cependant, la

relative validit�e de l'�equation pr�ec�edente est admise pour tout point du plan de profondeur

z ([CSW72]), et a pu être v�eri��ee par comparaison avec diverses mesures exp�erimentales.

2.3.2.2 Calcul de la dose primaire

Pour un point M appartenant �a l'axe du faisceau, la dose primaire est obtenue par :

DP = DA(z)T (z; 0)

Cependant, lorsque M n'appartient pas �a l'axe du faisceau, cette �equation doit être

corrig�ee. On tiendra compte, en premier lieu, de l'�epaisseur e�ective de milieu sur la

droite oblique joignant S �a M : z0. Par ailleurs, il est indispensable, pour le rayonnement

primaire, de tenir compte de la p�enombre, cons�equence du fait que, d'une part, la source

n'est jamais vraiment ponctuelle, d'autre part, le collimateur n'arrête jamais la totalit�e

des photons en provenance de la source. Ceci se traduira par un facteur P (M) tel que :

DP = DA(z)P (M)T (z0; 0) (2.4)

Expliquons bri�evement le calcul du coe�cient de p�enombre P (M). Ce calcul est en

fait bas�e sur le mod�ele de Wilkinson ([WRC70]), qui, pour traduire le fait que la source

ne peut être vraiment ponctuelle, introduit une fonction d'intensit�e d�e�nie dans le plan

de cette source :

I(r0) =
1

2�
�02e��

0r0

o�u r0 est la distance �a la source S, et �0 une constante d�ependant du syst�eme de collimation.

On consid�ere ainsi une source virtuelle d�e�nie dans un disque de tr�es large diam�etre

et �emettant un rayonnement d'intensit�e I . La correction de p�enombre g�eom�etrique P (M)
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Figure 2.7: Calcul de la p�enombre g�eom�etrique en utilisant une source virtuelle d'intensit�e I

est ensuite obtenue en int�egrant I(r0) sur la partie de la source virtuelle vue depuis M �a

travers le cache (cf. Fig. 2.7). Ceci peut se faire grâce au d�ecoupage en secteurs circulaires

d�ej�a utilis�e pour calculer le rayonnement di�us�e. L'int�egrale de I sur un disque de centre

S et de rayon R est : Z R

0
I(r0) 2�r0dr0 = 1� (�0R+ 1)e��

0R

Si l'on tient compte du coe�cient de transmission t du collimateur, qui sera en

pratique de l'ordre de 1 ou 2%, et dont la cons�equence principale est d'obtenir une dose

non nulle en dehors des limites g�eom�etriques du faisceau, l'expression �nale de P (M) peut

s'�ecrire :

P (M) = t + (1� t)
X
i

Gi

��i
2�

X
j

[1� (� rij + 1)e�� rij ] (2.5)

o�u � est la constante telle que �r = �0r0.

2.3.2.3 Calcul de la dose totale

En d�e�nitive, la dose totale est la somme de la dose primaire et de la dose di�us�ee :

D = DP +DS = DA(z):[P (M)T (z0; 0) + S(z;M)] (2.6)

L'expression entre crochets ayant �et�e �evalu�ee pr�ec�edemment, il reste �a calculer

DA(z), dose absorb�ee dans l'air par une petite masse de milieu plac�ee sur l'axe, �a la

profondeur z. Ceci peut se faire simplement grâce �a la loi dite de \l'inverse carr�e des



d
Σd’

Σ

S

Figure 2.8: Flux et intensit�e du 
ux sur une surface d'un faisceau circulaire

distances".

Consid�erons un faisceau circulaire d'�emission uniforme. Soit d une distance donn�ee :

on d�e�nit la surface �d, intersection de la sph�ere de centre S et de rayon d avec le faisceau

(cf. Fig. 2.8). Alors le 
ux � de photons �a travers �d ne d�epend pas de d, et l'intensit�e

Id du 
ux �a la distance d est uniforme sur �d. L'aire de �d �etant proportionnelle �a d2, il

existe donc k tel que :

� = k:Id:d
2

La loi de l'inverse carr�e des distance s'exprime de mani�ere g�en�erale sous la forme

suivante : soient d et d0 deux distances �a la source, alors :

Id:d
2 = Id0 :d02

La dose DA �etant une dose dans l'air, on peut donc la calculer en appliquant la loi

de l'inverse carr�e des distances. Fixons un point de r�ef�erence sur l'axe, dans l'air, �a une

distance dref de la source, et supposons qu'il re�coive une dose D0. La dose totale en M

s'exprime donc �nalement par :

D = D0:

�
dref

DSP + z

�2

:[P (M)T (z0; 0)+ S(z;M)] (2.7)

On sait donc calculer la dose en tout point, �a un coe�cient multiplicatif pr�es (D0).

Notre but �etant d'optimiser les pond�erations des di��erents faisceaux, la connaissance de

la dose D0 relative �a chaque faisceau ne nous est pas n�ecessaire. En revanche, elle le sera

aux radiophysiciens, qui calculent les di��erents d�ebits de dose avant le traitement.

2.3.3 La correction d'obliquit�e

Rappelons que, pour la m�ethode pr�ec�edente, nous nous sommes plac�es dans le cas o�u la

surface d�elimitant le milieu irradi�e est un plan, et avons suppos�e que l'axe du faisceau est

orthogonal �a ce plan. Il est clair qu'il est di�cile de maintenir ces hypoth�eses dans le cadre

de l'irradiation du corps humain. Pourtant, dans certains cas o�u la surface �a traiter est tr�es

irr�eguli�ere, les radiophysiciens utilisent un accessoire appel�e bolus permettant de ramener



les conditions d'irradiation �a une surface plane orthogonale �a l'axe, et ainsi d'\�egaliser"

les isodoses. Les bolus, fabriqu�es en moulant sur la surface �a traiter un �equivalent tissu

(para�ne, cire, etc.), sont en fait surtout utilis�es dans le cadre des traitements aux �elec-

trons, a�n d'accrô�tre la dose �a la peau. Pour ce qui est de l'irradiation prostatique, �etant

donn�e les incidences vari�ees des di��erents faisceaux, l'utilisation des bolus n'est, en fait,

pas envisageable.

1M
DSP’

surface du corps

axe

M
(point de calcul)

S (source)

surface virtuelle
z’

Figure 2.9: Correction de la dose pour une surface courbe

Dans le cas d'un faisceau oblique (ou, de mani�ere plus g�en�erale, d'une surface

courbe), la dose primaire et la dose di�us�ee se trouvent modi��ees. Cependant, les nouvelles

conditions physiques d'irradiation sont trop complexes pour permettre un calcul pr�ecis de

ces doses : on se contente, dans la plupart des cas, d'une correction par rapport aux con-

ditions \normales" ([TDDJ63],[BDM74],[MB74]). La r�egle des deux tiers, par exemple,

est une m�ethode connue des radiophysiciens, bas�ee sur des remarques empiriques, perme-

ttant de construire des isodoses pour une surface quelconque �a partir des isodoses de base.

Cette m�ethode est cependant assez limit�ee puisque l'erreur faite devient importante �a une

profondeur de 10 cm environ.

La m�ethode de correction que nous avons utilis�ee consiste, pour un point de calcul

M , �a d�eterminer l'intersection M1 de la droite (SM) avec la surface du corps (cf. Fig. 2.9).

On d�e�nit ainsi une surface plane passant par M1 et orthogonale �a l'axe du faisceau, puis

on consid�ere que la dose r�eelle re�cue en M est peu di��erente de la dose que recevrait ce

point sous cette surface virtuelle, c'est �a dire pour une distance source-peau DSP 0 et une

profondeur z0. On notera ainsi que le rendement en profondeur (dose �a l'axe) est inchang�e

par rapport aux conditions normales, ce qui semble avoir �et�e v�eri��e exp�erimentalement

([TDDJ63]).

Il est �a noter que cette m�ethode, si elle est simple et bien �etablie, n'en n�ecessite

pas moins la connaissance de la surface du corps et, pour chaque point M , le calcul du

pointM1. Ceci alourdira s�ev�erement la d�emarche informatique, tant du point de vue de la



place m�emoire utilis�ee que du temps de calcul, notamment lors de l'�evaluation de matrices

tridimensionnelles de dose.

2.3.4 Exemples

2.3.4.1 La m�ethode de Clarkson

Comme nous l'avons d�etaill�e pr�ec�edemment, la m�ethode de Clarkson est bas�ee sur une

s�eparation du primaire et du di�us�e. En pratique, ceci se traduit par l'utilisation de deux

tables, valables pour une �energie donn�ee, et contenant, pour un nombre �ni de valeurs de

z et de r :

� l'att�enuation T (z; 0);

� le rapport di�us�e-air S(z; r).

L'obtention de ces tables n�ecessite de nombreuses mesures, d'une grande pr�ecision,

e�ectu�ees avec le mat�eriel ad�equat. Le Service de Radiophysique de l'Institut Curie, qui

poss�ede une grande exp�erience de ces m�ethodes de calcul, a eu l'amabilit�e de nous fournir

ses donn�ees. Bien que celles-ci ne soient pas repr�esentatives de l'acc�el�erateur lin�eaire uti-

lis�e �a Grenoble, elles nous seront su�santes dans le cadre de l'optimisation dosim�etrique.

Consid�erons maintenant un champ d�e�ni, dans un plan Oxy orthogonal �a son axe,

par une ligne polygonale (cf. Fig. 2.10). On suppose la distance SO (o�u S est la source)

�egale �a 150 cm : les caches focalis�es sont souvent d�e�nis �a partir d'une radiographie e�ec-

tu�ee �a cette distance.

x

y

a

O (axe)
a

Figure 2.10: D�e�nition d'un faisceau par une ligne polygonale

Les calculs de dose ont �et�e e�ectu�es pour une �energie de 23 MeV. Nous avons choisi

des valeurs habituelles pour les param�etres de la m�ethode de Clarkson :

� �� = 10� (d�ecoupage en secteurs angulaires);

� � = 3 (coe�cient de p�enombre g�eom�etrique);



� t=2% (coe�cient de transmission du collimateur).

Nous avons �etudi�e le comportement dosim�etrique du faisceau pour deux tailles dif-

f�erentes : a=5 cm et a=2 cm. La Figure 2.11 comporte di��erentes courbes de rendement,

o�u les valeurs a�ch�ees repr�esentent la dose �a une constante multiplicative pr�es. On re-

marque, sur les rendements en profondeur, le fort accroissement au voisinage de z = 0,

caract�eristique des hautes �energies. Par ailleurs, le maximum de dose se situe �a la pro-

fondeur z = 3 cm (ce qui est quasiment ind�ependant de la forme du faisceau), et la dose

maximale est sup�erieure pour a=5 cm.

Les rendements en travers�ee, contrairement aux rendements en profondeur, sont

fort di��erents. Le rendement pour a=5 cm montre un palier, correspondant aux points in-

t�erieurs aux limites g�eom�etriques du faisceau (les points avoisinant ces limites constituent

la zone de p�enombre). Pour a=2 cm, par contre, le rendement ne pr�esente plus de palier,

et a plutôt l'allure d'une gaussienne, trait repr�esentatif des faisceaux de petite taille.

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
z (cm)

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

do
se

a=5 cm
a=2 cm

-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0
x (cm)

0.000

0.005

0.010

0.015

do
se

a=5 cm
a=2 cm

Figure 2.11: Rendements en profondeur (z) et en travers�ee (z =10 cm, y = 0)

Comme le montrent, plus clairement encore, les repr�esentations de la dose dans

le plan z = 10 cm (cf. Fig. 2.12, Fig. 2.13), les pro�ls dosim�etriques de deux faisceaux

de même forme, mais de dimensions distinctes, peuvent être radicalement di��erents. La

prise en compte de ce ph�enom�ene lors du choix d'une balistique de traitement est tr�es

importante.



Figure 2.12: a=5 cm ; repr�esentation de la dose dans le plan z=10 cm

Figure 2.13: a=2 cm ; repr�esentation de la dose dans le plan z=10 cm



2.3.4.2 La correction d'obliquit�e

Consid�erons un faisceau de section circulaire, de diam�etre 7 cm �a 1 m de la source, et

supposons le milieu irradi�e d�elimit�e par un plan. Nous nous int�eressons aux deux cas

suivants :

� le plan est orthogonal �a l'axe du faisceau;

� le plan est inclin�e de 45� par rapport �a l'axe du faisceau : il est alors n�ecessaire de

r�ealiser une correction d'obliquit�e.

Nous avons, dans ces deux cas, calcul�e les courbes isodoses dans un plan contenant

l'axe du faisceau (cf. Fig. 2.14, Fig. 2.15). On constate, ainsi, que les isodoses s'�etirent

d'un côt�e dans le cas d'une incidence oblique, ce qui s'explique par la di��erence de mi-

lieu travers�e. Il est donc �evident que la correction d'obliquit�e est indispensable pour

l'�evaluation de la dose dans le corps humain.

2.4 Mod�elisation d'un faisceau par fonctions spline

Le but, ici, est la mod�elisation analytique d'un faisceau de g�eom�etrie donn�ee �a partir de

mesures exp�erimentales. Comme nous l'avons constat�e pr�ec�edemment, une telle mod�elisa-

tion n'est r�eellement possible que pour des g�eom�etries simples. Nous avons d�ecid�e, apr�es

discussion avec les m�edecins, de nous int�eresser �a un faisceau circulaire. Math�ematique-

ment, ceci est avantageux par le fait qu'un tel faisceau pr�esente une invariance par rotation

autour de son axe, ce qui supprime donc une variable d'espace. On r�eduit ainsi le nombre

de mesures n�ecessaires �a la mod�elisation. M�edicalement, la forme de la prostate s'adapte

a priori tr�es bien �a un tir de faisceaux circulaires concentriques. C'est moins le cas si l'on

cherche �a traiter �egalement les v�esicules s�eminales, ce qui donne une forme plus allong�ee

�a la cible.

Etant donn�e la vari�et�e des faisceaux habituellement utilis�es en radioth�erapie, il peut

sembler inhabituel de se concentrer sur la mod�elisation d'un seul et unique faisceau. Il faut

savoir, cependant, que cette �etude s'inscrit dans un protocole de traitement n'utilisant que

ledit faisceau, que l'on a donc cherch�e �a mod�eliser de mani�ere aussi pr�ecise que possible

tout en conservant des temps de calcul raisonnables. Ici, les variables se limitent �a la dis-

tance source-peau DSP , la profondeur dans l'eau z, et la distance �a l'axe r (cf. Fig. 2.16).

On suppose donc disposer de mesures exp�erimentales de la dose D en un certain nombre

de points (DSP i; zi; ri) (i = 1 �a n).

D�es lors, et notamment dans le cas o�u ces points sont r�epartis sur un maillage, il

est ais�e de calculer la dose re�cue par interpolation. Or on note, a priori, que ceci peut

poser probl�eme dans la mesure o�u la fonction de dose D est tr�es r�eguli�ere, propri�et�e issue



Figure 2.14: Courbes isodoses pour une incidence orthogonale

Figure 2.15: Courbes isodoses pour une incidence oblique
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Figure 2.16: Irradiation par un faisceau circulaire : variables d'espace

du ph�enom�ene physique de di�usion. La mod�elisation par fonctions spline, qui permet de

prendre en compte des contraintes de r�egularit�e, nous a donc sembl�e tout �a fait adapt�ee �a

notre probl�eme.

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques notions sur les fonctions spline, et

notamment l'approximation de surfaces, puis expliquons l'utilisation que nous en avons

faite pour une extension �a une mod�elisation en dimension trois. Nous pr�esentons ensuite les

r�esultats obtenus, et comparons notamment le calcul par fonction spline �a l'interpolation

multilin�eaire.

2.4.1 Rappels : approximations et fonctions spline en dimensions 1 et 2

2.4.1.1 En dimension 1

Soit H2[a; b] l'espace vectoriel des fonctions �a valeurs r�eelles d�e�nies sur [a; b], dont la

d�eriv�ee est continue, et dont la d�eriv�ee seconde est de carr�e sommable.

On consid�ere par ailleurs n abscisses distinctes :

a = x1 < : : : < xn = b

ainsi que n valeurs frig.

Il s'agit de repr�esenter les donn�ees (xi; ri) (i = 1 : : :n) par une fonction de H2[a; b].

Pour cela, on peut proc�eder de deux mani�eres distinctes : l'interpolation impose �a la

fonction approximante de passer par les points (xi; ri), alors que le lissage tol�ere une

erreur en chaque point. Le lissage est particuli�erement adapt�e lorsque les valeurs ri sont

bruit�ees, par exemple lorsqu'il s'agit de donn�ees mesur�ees.



Posons les probl�emes d'optimisation suivants ([Lau72]) :

� pour l'interpolation, on cherche parmi les fonctions f 2 H2[a; b] qui v�eri�ent :

8i = 1 : : :n f(xi) = ri (2.8)

celle qui minimise la fonctionnelle :

J(f) =

Z b

a

(f 00(x))2dx (2.9)

J correspond �a l'�energie de 
exion d'une latte mince. La minimisation de cette

expression permet d'obtenir une courbe aussi lisse que possible.

� pour le lissage, on cherche la fonction f 2 H2[a; b] qui minimise :

J(f) =
Z b

a

(f 00(x))2dx+ �
nX

i=1

(f(xi)� ri)
2 (2.10)

On a ainsi supprim�e les contraintes (2.8) et introduit, dans l'expression �a minimiser,

un terme de lissage mesurant l'erreur aux points xi. Le coe�cient � permet de

pond�erer l'importance de ce terme par rapport au terme de 
exion.

On montre ([Lau72]) que les solutions aux probl�emes d'interpolation et de lissage

appartiennent au même sous-espace S de H2[a; b], relatif aux abscisses fxig, et d�e�ni

comme suit :

f 2 S si et seulement si :

� f est un polynôme de degr�e 3 par morceaux sur [a; b];

� f 2 C2[a; b].

2.4.1.2 En dimension 2

On suppose ici travailler sur un pav�e 
 = [a; b]� [c; d]. Contrairement �a la dimension 1,

la r�epartition des points dans 
 peut se faire de diverses mani�eres :

� le cas le plus g�en�eral correspond �a un nombre �ni de points, r�epartis al�eatoirement

dans 
. Les donn�ees s'�ecriront donc sous la forme : (xi; yi; ri), i = 1 : : :n.

� un maillage est le produit cart�esien d'une subdivision de [a; b] et d'une subdivision de

[c,d] : fx1; : : : ; xnxg�fy1; : : : ; ynyg. Dans ce cas, les donn�ees s'�ecriront sous la forme

(xi; yj; rij), i = 1 : : :nx, j = 1 : : :ny. Un maillage r�egulier est le produit cart�esien de

deux subdivisions r�eguli�eres.

Les notions d'interpolation et de lissage sont ici d�e�nies de la même mani�ere qu'en

dimension 1. La fonctionnelle �a minimiser, par contre, peut prendre des formes diverses,

et donne donc lieu �a de nombreuses solutions. On distinguera principalement les splines

\plaque mince" et les splines bicubiques.



Les splines \plaque mince"

On red�e�nit ici la fonctionnelle �a minimiser comme �etant l'�energie de 
exion d'une plaque

mince :

J1(f) =
Z



 �
@2f

@x2

�2
+ 2

�
@2f

@x@y

�2
+

�
@2f

@y2

�2!
dxdy

Les donn�ees �etant r�eparties al�eatoirement, Duchon ([Duc76],[Duc80]) montre que,

pour l'interpolation comme pour le lissage, il existe une et une seule solution �, et que

celle-ci s'exprime sous la forme :

�(t) =
nX

i=1

�i j t� ai j2 log j t� ai j2 +�1x+ �2y + �

avec :
nX

i=1

�i = 0 et
nX

i=1

�iai = 0

On a not�e : t = (x; y), ai = (xi; yi), j � j la norme euclidienne sur R2. Les coe�cients �i,

�1, �2, et � s'obtiennent en r�esolvant un syst�eme lin�eaire ([Pai78]).

Les splines bicubiques

Les donn�ees sont ici suppos�ees r�eparties sur un maillage, et la fonctionnelle �a minimiser

s'exprime par :

J2(f) =
Z



�
@4f

@x2@y2

�2
dxdy + �

X
i;j

(f(xi; yj)� rij)
2

Le terme int�egral n'a aucune signi�cation physique particuli�ere. De Boor ([Boo62])

montre que les fonctions minimisant la fonctionnelle J2 sont en fait des produits tensoriels

de fonctions splines cubiques, et peuvent donc s'�ecrire sous la forme :

�(x; y) =
X
i;j

�ijB
x
i (x)B

y
j (y)

o�u Bx
i et By

j sont les fonctions spline de degr�e 3 relatives, respectivement, aux subdivisions

de [a; b] et [c; d].

Les splines bicubiques \pseudo-plaque mince"

Champleboux ([Cha91]) mêle les approches de Duchon et de De Boor pour obtenir les

bicubiques \pseudo-plaque mince". En supposant les donn�ees r�eparties al�eatoirement, il

d�etermine, parmi les splines bicubiques relatives �a un maillage r�egulier donn�e, celle qui

minimise la fonctionnelle :

J1(f) =

Z



 �
@2f

@x2

�2
+ 2

�
@2f

@x@y

�2
+

�
@2f

@y2

�2!
dxdy + �

nX
i=1

(f(xi; yi)� ri)
2



f peut s'�ecrire sous forme matricielle :

f(x; y) =
X
i;j

�ijB
x
i (x)B

y
j (y) = Bx

t�By

o�u Bx et By sont les vecteurs contenant les valeurs des di��erentes fonctions spline aux

points x et y, et � une matrice, qui d�etermine enti�erement la fonction f . On peut donc

exprimer J1 et son gradient en fonction de �, puis annuler celui-ci a�n de minimiser la

fonctionnelle. On obtient �nalement un syst�eme lin�eaire creux.

2.4.1.3 Conclusion

Les splines \plaque mince" de Duchon repr�esentent ind�eniablement un r�esultat th�eorique

puissant, par le fait qu'il s'agit d'une solution analytique, applicable pour des donn�ees

r�eparties de mani�ere quelconque. Cette m�ethode est cependant de mise en �uvre peu

pratique : dans le cas de donn�ees nombreuses, le calcul de la fonction interpolante, puis

son �evaluation, deviennent en e�et tr�es lourds.

Les splines bicubiques de De Boor sont en cela plutôt avantageuses, mais elles n�ecessi-

tent une r�epartition des donn�ees sur un maillage, ce qui est une contrainte non n�egligeable.

Les bicubiques \pseudo-plaque mince" repr�esentent donc a priori un bon compromis

entre ces deux m�ethodes puisqu'elles permettent de traiter des donn�ees �eparses tout en

conservant des temps de calcul raisonnables. De plus, ces fonctions conservent la propri�et�e

\physique" de minimiser l'�energie de 
exion d'une plaque mince. Tous ces avantages font

que nous avons e�ectivement choisi cette m�ethode pour mod�eliser notre faisceau.

2.4.2 Une m�ethode pour la dimension 3

Comme nous l'avons pr�ecis�e pr�ec�edemment, notre but est de mod�eliser la dose en fonction :

� de la profondeur dans le milieu z;

� de la distance �a l'axe r;

� de la distance source-peau DSP .

Les variables se situeront donc dans un espace de dimension 3, cas naturellement

moins abordable que dans des espaces de dimensions 1 et 2. Nous avons donc d�ecid�e,

plutôt que d'e�ectuer directement une minimisation dans un espace de fonctions �a trois

variables, de r�ealiser, �a DSP �xe, plusieurs mod�elisations 2D de la dose (en z et r), puis

un lissage 1D des coe�cients des fonctions spline.

On d�ecide ici de travailler sur un pav�e 
 de R3 :

(z; r;DSP ) 2 
 = [zmin; zmax]� [rmin; rmax]� [DSPmin; DSPmax]



i

r j

DSP
k

z

DSP

z

r

Figure 2.17: Disposition des donn�ees

On dispose de mesures exp�erimentales de dose : fDlg, l = 1 : : :n, r�eparties aux

points (zl; rl; DSPl) ; on suppose que ces points appartiennent aux plans DSP = DSPk,

k = 1 : : :nDSP (cf. Fig. 2.17).

Consid�erons, par ailleurs, un maillage r�egulier du pav�e � = [zmin; zmax]�[rmin; rmax] :

fzig � frjg (i = 1 : : :nz, j = 1 : : :nr). Ce maillage, qui n'a pas n�ecessairement de lien

avec les donn�ees, a pour but de d�e�nir une base de splines bicubiques, qui engendreront

l'espace S des fonctions qui prennent la forme suivante :

f(z; r) =
X
i;j

�ijB
z
i (z)B

r
j (r)

On peut, dans chacun des plans DSP = DSPk, e�ectuer un lissage des donn�ees.

Pour k �x�e, ceci revient donc �a d�eterminer la fonction fk de S qui minimise la fonctionnelle :

Jk(f) = �:

Z
�

 �
@2f

@z2

�2
+ 2

�
@2f

@z@r

�2
+

�
@2f

@r2

�2!
dzdr+

X
DSPl=DSPk

(f(zl; rl)�Dl)
2 (2.11)

Notons que, dans le but de pouvoir annuler le terme de 
exion, nous avons invers�e,

dans l'expression de Jk, le rôle du coe�cient de pond�eration (ici �).

La solution s'�ecrit :

fk(z; r) =
X
i;j

�k
ijB

z
i (z)B

r
j (r)

La seconde �etape, apr�es avoir minimis�e Jk (k = 1 : : :nDSP ), consiste �a r�ealiser, pour

chaque couple (i; j), un lissage 1D des donn�ees (DSPk; �
k
ij) (k = 1 : : :nDSP ). On d�etermine

donc la fonction de H [DSPmin; DSPmax] qui minimise :

Jij(f) = �:

Z DSPmax

DSPmin

(f 00(u))2du+
nDSPX
k=1

(f(DSPk)� �k
ij)

2 (2.12)



La solution s'�ecrit :

�ij(DSP ) =
X
k

�ijkB
DSP
k (DSP ) (2.13)

On obtient �nalement une fonction approximante de l'ensemble des donn�ees en

�ecrivant :

D(z; r;DSP ) =
X
i;j

�ij(DSP )B
z
i (z)B

r
j (r) =

X
i;j;k

�ijkB
z
i (z)B

r
j (r)B

DSP
k (DSP ) (2.14)

Ainsi, la fonction D est une combinaison lin�eaire de splines tricubiques, mais elle n'a

cependant pas �et�e obtenue par minimisation d'une fonctionnelle sur cet espace de fonctions.

2.4.3 Mise en �uvre

Nous avons appliqu�e la m�ethode pr�esent�ee pr�ec�edemment dans le cas d'un faisceau cir-

culaire de diam�etre 7 cm �a 1 m de la source. Dans un premier temps, nous d�etaillons

la construction du mod�ele de dose, qui comprend, d'une part, l'acquisition des donn�ees

exp�erimentales, puis le calcul de la fonction spline. Nous pr�esentons ensuite des tests

num�eriques.

2.4.3.1 Construction du mod�ele de dose

Acquisition des donn�ees exp�erimentales

Il s'agit ici d'une �etape longue et d�elicate. En e�et, la manipulation d'un acc�el�erateur

lin�eaire n'est jamais banale, et les tirs incessants peuvent donner lieu �a des comporte-

ments impr�evisibles de la machine (lors de nos exp�eriences, celle-ci est d'ailleurs tomb�ee

en panne plusieurs fois). Il est donc �evident que ces manipulations se font toujours avec

l'aide d'un radiophysicien.

On distingue, dans le mat�eriel utilis�e pour ces acquisitions de doses, le mat�eriel

d'irradiation �a proprement parler, du mat�eriel servant pour les mesures.

Le mat�eriel d'irradiation comprend :

� un acc�el�erateur lin�eaire SIEMENS KD2, que nous avons utilis�e �a 25 MeV, �energie

habituelle pour pour les traitements de prostate. L'ouverture du collimateur est de

10� 10 cm2 �a 1 m de la source.

� un cache circulaire focalis�e : contrairement �a ce que l'on pourrait penser a pri-

ori, les champs circulaires ne sont que peu utilis�es en radioth�erapie, la seule excep-

tion �etant les faisceaux de petites dimensions servant pour l'irradiation des tumeurs

c�er�ebrales. A�n de disposer d'un champ circulaire de diam�etre 7 cm �a 1 m de la



source, il nous a donc fallu fabriquer un cache focalis�e. Pour cela, nous avons em-

ploy�e le cerrobend, alliage de bismuth, cadmium, �etain et plomb pr�esentant le double

avantage d'être d'une grande densit�e et de fondre �a 70�C : il est ainsi possible de le

mouler dans du polystyr�ene.

Le mat�eriel utilis�e pour les mesures de dose comprend :

� une chambre d'ionisation cylindrique et �etanche, de marque PTW. Le principe

d'une telle chambre, comme son nom l'indique, est de mesurer le nombre d'ionisations

ayant lieu dans sa petite cavit�e (cf. Fig. 2.18), et, ainsi, de donner une information

directe sur la dose re�cue.

Figure 2.18: Chambre d'ionisation

� une chambre d'ionisation de marque RK, positionn�ee au niveau du collimateur, et

permettant de tenir compte des variations de d�ebit de l'acc�el�erateur. Ces variations,

impr�evisibles, peuvent être caus�ees par di��erents facteurs, comme une augmentation

de la temp�erature due �a des tirs r�ep�et�es.

� un explorateur de fantôme RFA300 comprenant une cuve de 40 cm de côt�e, rem-

plie d'eau, ainsi qu'un ordinateur PC permettant de piloter la chambre d'ionisation

dans cette cuve, et de r�ecup�erer et stocker les donn�ees mesur�ees.

Notons que la qualit�e des donn�ees acquises passe par un excellent positionnement

de tous ces appareils de mesure. Il s'agit, en premier lieu, du r�eglage de la cuve, qui se fait

grâce aux plans laser pr�esents en salle de traitement. Par ailleurs, on s'aide d'un t�el�em�etre

pour le positionnement de la chambre d'ionisation par rapport au faisceau.

Le choix du pav�e 
 sur lequel doivent être r�ealis�ees les mesures s'est fait en fonction

des donn�ees habituelles d'irradiation de la prostate, sachant que celles-ci varient in�evitable-

ment selon les patients. La DSP , par exemple, d�ependra beaucoup de la corpulence de

l'individu, et l'exp�erience montre que l'on est toujours confront�e �a des cas \hors-normes".

Nous avons �nalement �x�e :

� zmin = 0, zmax = 400 mm

� rmin = �80 mm, rmax = 80 mm (r �etant d�e�ni comme la distance �a l'axe, on devrait

en th�eorie se limiter �a r � 0 ; cependant, nous avons r�ealis�e des pro�ls complets a�n

de v�eri�er - en partie - la sym�etrie du champ)

� DSPmin = 80 cm, DSPmax = 95 cm



Dans le but d'�ecourter les mesures, rmax a �et�e choisi assez faible. Ceci se justi�e

par le fait que, pour un champ de diam�etre 7 cm �a 1 m de la source et pour les valeurs

consid�er�ees de DSP et z, un point dont la distance �a l'axe r d�epasse 8 cm est toujours

largement ext�erieur aux limites g�eom�etriques du faisceau. On consid�ere ainsi que la dose

en un tel point est nulle.

L'acquisition des mesures �etant g�er�ee par l'explorateur de fantôme, celles-ci se sont

naturellement inscrites sur un maillage, ce qui, �etant donn�e la m�ethode choisie, n'�etait pas

indispensable. Ce maillage, qui n'est pas r�egulier, est constitu�e du produit cart�esien des

subdivisions suivantes :

� z : 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180, 200, 220, 240, 260, 280, 300,

320, 340, 360, 380, 400 (mm)

� r : -80, -76, -72, : : : 76, 80 (mm)

� DSP : 80, 85, 90, 95 (cm)

Comme on peut le noter, la subdivision en z n'est pas r�eguli�ere : nous avons tenu

compte du fait que la dose varie beaucoup de 0 au maximum, puis moins ensuite. Pour

r, par contre, nous avons choisi une subdivision r�eguli�ere et �ne puisque les variations des

pro�ls de dose se situent au voisinage de la limite g�eom�etrique du champ, et d�ependent

donc de la profondeur. Nous nous sommes content�es, en�n, de seulement quatre DSP ,

sachant que la dose varie assez lentement avec ce param�etre.

En pratique, les manipulations ont consist�e, pour chacune des quatre DSP , �a

mesurer un rendement en travers�ee aux di��erentes profondeurs (soit 24 rendements par

DSP ) (cf. Fig. 2.19). Ces mesures se trouvent normalis�ees par rapport au point maximum.

r

z

Figure 2.19: Repr�esentation des mesures de dose e�ectu�ees �a DSP=90 cm



Le calcul de la fonction spline

La fonction approximante d�ecrite au 2.4.2 d�ependra principalement de deux facteurs :

1. le maillage r�egulier d�e�nissant l'espace des splines tricubiques auquel appartien-

dra la fonction approximante. Nous rappelons que la m�ethode choisie impose que

la subdivision en DSP corresponde aux plans de mesure : on aura donc nDSP = 4.

Par contre, les subdivisions en z et r - donc nz et nr - peuvent être choisies ind�epen-

damment des points de mesure.

2. les param�etres de pond�eration entre termes de 
exion et de moindres carr�es :

�etant donn�e que notre m�ethode passe par plusieurs lissages, on peut, en e�et, choisir

des param�etres di��erents pour ces lissages. En fait, on s'en est tenu �a :

� un param�etre commun aux lissages 1D qui, e�ectu�es sur 4 donn�ees, ne posent

aucun probl�eme : nous avons �x�e ce param�etre �a 10�5

� un param�etre � commun aux lissages 2D, ce qui se justi�e par le fait que les

donn�ees mesur�ees aux di��erentes DSP ont des \pro�ls" tout �a fait analogues

Le calcul de la spline �a proprement parler consiste �a d�eterminer les coe�cients �ijk

qui la d�e�nissent (cf. (2.14)). Nous ne d�etaillerons pas cette �etape, qui consiste en fait en

une suite de lissages 1D et 2D ([Cha91]). La r�esolution de syst�emes lin�eaires creux par la

m�ethode de Cholesky aboutit �nalement �a un tableau tridimensionnel � = f�ijkg de taille
(nz + 2)� (nr + 2)� (nDSP + 2).

Notons que le temps d'�evaluation de la fonction approximante est constant, et ne

d�epend pas de nz ,nr, et nDSP . En e�et, on rappelle :

D(z; r;DSP ) =
X
i;j;k

�ijkB
z
i (z)B

r
j (r)B

DSP
k (DSP )

Les fonctions Bz
i �etant des splines cubiques, il existera au plus 4 indices i tels que

Bz
i (z) soit non nul. De même pour Br

j et BDSP
k . La somme ci-dessus ne comporte donc

jamais plus de 43 = 64 termes non nuls, et le calcul se trouve ainsi consid�erablement all�eg�e.

2.4.3.2 R�esultats

Nous pr�esentons dans cette partie di��erents tests num�eriques. Il s'agit, d'une part, de

d�egager l'in
uence des param�etres dont d�epend la fonction approximante (le maillage

r�egulier et le param�etre de pond�eration �) a�n de pouvoir e�ectuer un choix satisfaisant.

En second lieu, nous avons voulu comparer un mod�ele obtenu par notre m�ethode avec une

interpolation multilin�eaire sur la grille des donn�ees : que gagne-t-on de l'un �a l'autre?

Nous nous sommes bas�es, a�n d'appr�ecier la qualit�e de la fonction approximante,

sur l'erreur maximale et l'erreur moyenne aux points de mesure. Il est clair que celles-ci



ne re
�etent pas le comportement global du mod�ele obtenu, et notamment les ph�enom�enes

d'oscillation possibles dans le cas de l'approximation par fonctions spline. Dans notre cas,

cependant, nous pouvons consid�erer que ces oscillations sont limit�ees par la quantit�e et la

qualit�e des donn�ees utilis�ees.

Rappelons que, si fDlg, l = 1 : : :n, sont les mesures exp�erimentales de dose, r�eparties

aux points (zl; rl; DSPl), et D la fonction approximante, on d�e�nit :

� l'erreur maximale :

Emax =
n

max
l=1

jD(zl; rl; DSP l)�Dlj

� l'erreur moyenne :

Emoy =
1

n

nX
l=1

jD(zl; rl; DSP l)�Dlj

Dans notre cas, les donn�ees se trouvant normalis�ees par rapport au maximum (qui

vaut donc 100), les erreurs maximale et moyenne sont donc �egalement des erreurs relatives.

In
uence des di��erents param�etres

1. Le maillage

Le maillage r�egulier d�etermine l'espace de fonctions auquel appartiendra la fonction ap-

proximante. Ce maillage est enti�erement d�e�ni par nz et nr . Si l'on suppose � �x�e (ici

� = 10�5), nous aimerions donc �etudier l'erreur en fonction de ces deux param�etres. Pour

cela, il nous a sembl�e int�eressant d'introduire les deux variables suivantes :

� = nz :nr � = log
nz
nr

Ainsi, � repr�esente le nombre total de points du maillage, alors que � re
�ete la r�e-

partition de ces points : on aura ainsi une pr�epond�erance en z si � > 0, en r si � < 0

(cf. Fig. 2.20).

Notons (�; �) = �(nz ; nr) : on remarquera que � est une bijection de E = (N�)2

dans �(E), et, pour (�; �) 2 �(E) :

nz =
p
�:10 � nr =

p
�:10��

Pour (�; �) 62 �(E), nous nous sommes servis de cette formule d'inversion en ar-

rondissant aux entiers les plus proches.

Dans un premier temps, nous avons, pour plusieurs valeurs de �, trac�e les courbes

d'erreur en fonction de � : comment �evolue l'erreur lorsque, pour un nombre de points

�xe du maillage, on fait varier la r�epartition de ces points? Nous avons fait varier � dans

l'intervalle [�1; 1], ce qui, aux extr�emit�es, correspond �a nr = 10:nz et nz = 10:nr.



(a)

z

r

z

r

(b)

Figure 2.20: Ces deux maillages du même pav�e comportent 60 points (soit � = 60). La r�epartition

de ces points est d�etermin�ee par � : (a) � = 0; 38, soit nz = 12, nr = 5 (b) � = �0; 22, soit nz = 6,

nr = 10

Les r�esultats (cf. Fig. 2.21) montrent des courbes pr�esentant toutes un minimum

en � < 0. Lorsque � augmente, ce minimum tend �a se rapprocher de 0 (soit nz = nr), et

l'erreur (maximale comme moyenne) en ce point diminue. On notera, d'autre part, que

les maxima des courbes se situent au voisinage de � = �1 pour l'erreur maximale, alors

qu'ils se situent au voisinage de � = 1 pour l'erreur moyenne.

Nous avons, ensuite, �x�e � = �0; 25 (qui se situe dans la zone proche du minimum

pour les courbes pr�esent�ees pr�ec�edemment), et repr�esent�e les erreurs maximale et moyenne

en fonction de �, que l'on a fait varier entre 50 et 800 points (cf. Fig 2.22). On remarque

ici que les courbes d�ecroissent assez brutalement jusqu'�a � = 200, puis plus lentement

ensuite. On constate ainsi qu'�a partir d'un certain seuil, on gagne peu sur l'erreur en

augmentant le nombre de points du maillage.

2. Le param�etre de pond�eration

Le param�etre � a pour but de pond�erer le terme de 
exion de la fonctionnelle �a mini-

miser - terme \r�egularisateur" - par rapport au terme de lissage - ou de moindres carr�es

(cf. (2.11)). En pratique, augmenter � a pour e�et de \tendre" la spline, alors que � = 0

correspond �a une simple minimisation aux moindres carr�es. Lorsque les donn�ees sont peu

nombreuses ou bruit�ees, de faibles valeurs de � peuvent conduire �a une fonction approxi-

mante qui, tout en �etant \proche" des donn�ees, pr�esente de fortes oscillations. Le choix

de ce param�etre est donc important, et doit permettre de r�ealiser un bon compromis entre

r�egularit�e et rapprochement des donn�ees.

Nous avons choisi un maillage r�egulier (nz = 16 et nr = 29, soit � = 464 et

� ' �0; 26), et avons trac�e les courbes d'erreur en fonction de � = � log � , pour � 2 [0; 7].

Les deux courbes obtenues (cf. Fig. 2.23) sont logiquement d�ecroissantes, avec une d�ecrois-

sance exponentielle pour ce qui est de l'erreur moyenne.
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Figure 2.21: Repr�esentation de l'erreur en fonction de � pour �=200, 400, 700
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Figure 2.22: Repr�esentation de l'erreur en fonction de � pour �= -0,25
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Figure 2.23: Repr�esentation de l'erreur en fonction de � = � log � pour nz = 16 et nr = 29

Figure 2.24: Repr�esentation de la fonction approximante pour DSP=90 cm
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Figure 2.25: Repr�esentation de l'erreur de la fonction approximante aux points de mesure pour

DSP=90 cm

Apr�es avoir observ�e l'in
uence du maillage et du coe�cient de pond�eration sur

l'erreur, nous avons pu e�ectuer un choix satisfaisant des param�etres �, � et � (ou nz, nr

et �). Nous avons, d'une part, conserv�e le maillage pr�ec�edent (nz = 16 et nr = 29) qui,

d'apr�es les tests pr�ec�edents, permet d'atteindre des erreurs su�samment faibles. Pour ce

qui est du coe�cient � , la grande densit�e et l'excellente qualit�e des donn�ees mesur�ees, tr�es

peu bruit�ees, nous a men�e �a essayer � = 0. Les erreurs obtenues sont, dans ce cas :

Emax = 4; 31% Emoy = 0; 25%

La repr�esentation du mod�ele de dose pour DSP=90 cm (cf. Fig. 2.24) montre de

l�eg�eres oscillations au niveau du maximum. La d�emarche naturelle pour y rem�edier serait

donc d'augmenter � . Il s'est av�er�e, cependant, que ces oscillations persistaient jusqu'�a

� = 0; 1. Dans ce cas, les erreurs Emax=54,5% et Emoy=2,9% sont bien trop �elev�ees : nous

avons �nalement conserv�e � = 0. Notons que, dans notre cas, la di�cult�e �a obtenir une

fonction approximante parfaitement lisse rel�eve du caract�ere quasi-discontinu des pro�ls

de doses.

Il est int�eressant de savoir o�u se situent les points d'erreur maximale. Nous avons

donc repr�esent�e, pour DSP=90 cm, la fonction d'erreur, d�e�nie comme suit aux points

de mesure :

E(zl; rl; DSPl) = jD(zl; rl; DSPl)�Dlj

On constate ainsi (cf. Fig. 2.25) que l'erreur r�eside surtout dans les zones �a fort

gradient de dose, c'est �a dire au voisinage de la limite g�eom�etrique du champ (cf. Fig. 2.19).

Par ailleurs, une analyse de l'erreur pour les quatre valeurs de la DSP utilis�ees montre que

celle-ci vaut Emax=4,31% en un unique point du planDSP=80 cm, alors qu'elle ne d�epasse

pas 2,8% pour DSP=85, 90, 95 cm. L'erreur moyenne de 0,25% con�rme �nalement la

bonne qualit�e du mod�ele obtenu.



Comparaison avec l'interpolation multilin�eaire

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, nos mesures pr�esentent la particularit�e d'être

dispos�ees en tout point d'un maillage tridimensionnel. Il est ainsi possible de r�ealiser

une interpolation multilin�eaire qui peut, �etant donn�e la tr�es bonne qualit�e des donn�ees,

constituer un mod�ele satisfaisant ([Bat82],[ZT91]). Ce mod�ele pr�esentant par ailleurs

l'avantage d'être tr�es peu coûteux �a l'�evaluation, il nous a donc sembl�e int�eressant de le

comparer au mod�ele obtenu par splines \pseudo-plaque mince".

Rappelons, dans notre cas, le calcul de la fonction d'interpolation multilin�eaire. Soit

fzig�frjg�fDSPkg le maillage de 
 sur lequel sont d�e�nies nos donn�ees : nous noterons

Dijk la dose mesur�ee au point (zi; rj; DSPk). Consid�erons (z; r;DSP )2 
 : alors il existe

trois indices i, j, k tels que :

(z; r;DSP ) 2 �ijk = [zi; zi+1]� [rj; rj+1]� [DSP k; DSPk+1]

rj

rj+1

zi+1zi

DSP k+1

DSP k

(z; r;DSP )

L'interpolation est e�ectu�ee �a partir des huits sommets du pav�e �ijk. Nous pouvons

�ecrire :

� z 2 [zi; zi+1] : il existe �0 � 0 et �1 � 0 tels que �0 + �1 = 1 et :

z = �0 zi + �1 zi+1

�0 et �1 sont des polynômes du premier degr�e en z qui ont pour expression :

�0 =
z � zi+1
zi � zi+1

�1 =
zi � z

zi � zi+1

De même :

� r 2 [rj ; rj+1] : r = �0 rj + �1 rj+1

� DSP 2 [DSPk; DSPk+1] : DSP = �0DSP k + �1DSP k+1

On peut donc exprimer (z; r;DSP ) comme combinaison convexe des sommets de �ijk :

(z; r;DSP ) = (�0 zi + �1 zi+1; �0 rj + �1 rj+1; �0DSP k + �1DSP k+1)

=
X

(�;�;
)2f0;1g3
�� �� �
 (zi+�; rj+�; DSPk+
)



On d�e�nit la valeur de la fonction interpolante au point (z; r;DSP ) comme moyenne

des mesures aux di��erents sommets, pond�er�ee par les coe�cients barycentriques pr�ec�e-

dents, soit :

D(z; r;DSP ) =
X

(�;�;
)2f0;1g3
�� �� �
 Di+�;j+�;k+
 (2.15)

Il est clair que la fonctionD ainsi d�e�nie interpole les donn�ees aux points du maillage,

c'est �a dire :

8i; j; k D(zi; rj ; DSPk) = Dijk

D'autre part, d'apr�es les expressions de ��, ��, et �
 , les applications partielles de

D sont des polynômes du premier degr�e, d'o�u le nom d'interpolation multilin�eaire. Cette

propri�et�e apparâ�t clairement dans l'exemple que nous avons r�ealis�e et repr�esent�e pour la

seule dimension 2 (cf. Fig. 2.26) : on peut constater, en e�et, que les restrictions de la

fonction interpolante aux côt�es du pav�e sont des droites.

Figure 2.26: Interpolation bilin�eaire sur un pav�e de R2

Notre but est donc de comparer la fonction d'interpolation avec celle obtenue par

splines de lissage. Cependant, d'apr�es la d�e�nition-même de l'interpolation, l'erreur de la

fonction en tout point du maillage des points de mesure est nulle : c'est donc �egalement le

cas de l'erreur maximale et de l'erreur moyenne. A�n de pouvoir �etablir une comparaison,

nous avons �nalement partitionn�e le maillage de d�epart (3936 points, cf. page 50) en deux

sous-ensembles :

� un nouveau maillage (2016 points) dont le pas de la subdivision en r est de 8 mm

au lieu de 4 mm;

� un ensemble de points-test constitu�e des points restants (1920 points).

Ainsi, on construit �a partir du nouveau maillage, qui ne comprend qu'une par-

tie des donn�ees, des fonctions de lissage (Dlis) et d'interpolation (Dint). Les points-test

n'appartenant pas au maillage, on peut y d�e�nir des erreurs maximales (Elis
max, E

int
max) et



moyennes (Elis
moy, E

int
moy) qui nous permettent de comparer les deux mod�eles.

La fonction d'interpolation sur le maillage des donn�ees est parfaitement d�e�nie. On

obtient comme erreurs aux points-test :

Eint
max = 12; 21% Eint

moy = 1; 2%

La fonction de lissage, quant �a elle, d�epend �a nouveau des param�etres nz , nr et � .

Nous avons choisi, apr�es quelques essais, nz = 28 et nr = 18 pour ce qui est de la d�e�nition

de l'espace des bicubiques. Par ailleurs, il s'est av�er�e int�eressant de repr�esenter �a nouveau

les erreurs en fonction de � = � log � (cf. Fig. 2.27) :

� d'une part les erreurs maximale et moyenne aux points du maillage, comme nous

l'avons fait au paragraphe pr�ec�edent (cf. Fig. 2.23) : les courbes sont, l�a encore,

d�ecroissantes.

� d'autre part les erreurs maximale et moyenne aux points-test, qui sont ind�ependants

du maillage : Elis
max et E lis

moy . On note, ici, que ces courbes pr�esentent un minimum

entre � = 4 et � = 5. Ceci nous montre qu'il est important d'�evaluer l'erreur en des

points qui n'ont pas servi �a construire le mod�ele. On se rapproche par l�a de la notion

de validation crois�ee, qui a pour but de d�eterminer le coe�cient � minimisant cette

erreur. Nous ne nous �etendrons cependant pas sur cette m�ethode, pour laquelle le

lecteur peut se r�ef�erer �a [Utr79], [Gir87], [Cha91].
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Figure 2.27: Repr�esentation de l'erreur en fonction de � = � log �

Nous avons �nalement choisi � = 10�4. Dans ce cas, les erreurs aux points-test

sont :

E lis
max = 11; 58% Elis

moy = 1; 14%



On constate donc que les erreurs sont du même ordre pour le lissage et l'interpolation

multilin�eaire. Les donn�ees �etant tr�es peu bruit�ees, les deux mod�eles doivent logiquement

rester comparables en termes de pr�ecision lorsqu'on les construit sur la totalit�e des mesures.

L'�evaluation de la fonction interpolante, qui comprend une somme de 8 termes (cf. 2.15),

est avantageuse en comparaison de celle de la fonction spline, qui en comporte 64. De

plus, chacun de ces termes est compos�e du produit de trois polynômes du premier degr�e

pour la fonction interpolante, alors qu'ils sont du troisi�eme degr�e pour la fonction spline.

En revanche, la fonction spline pr�esente une r�egularit�e au second ordre �a laquelle ne peut

pr�etendre la fonction interpolante, continue sur 
 mais non di��erentiable aux fronti�eres

des pav�es �ijk. Cette qualit�e peut être d�ecisive, par exemple lorsque l'on cherche �a calculer

le gradient de la dose.

2.4.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons construit, pour un faisceau circulaire de diam�etre 7 cm �a

1 m de la source, un mod�ele de calcul de dose s'exprimant sous forme de fonctions spline

tricubiques. Ce mod�ele, obtenu par une suite de lissages 1D et 2D, d�epend principalement

du maillage d�e�nissant l'espace de fonctions spline (param�etres nz et nr), ainsi que du coef-

�cient � pond�erant lissage et moindres carr�es. Nous avons r�ealis�e une �etude permettant

de montrer l'in
uence de chacun de ces param�etres sur la qualit�e de la fonction approxi-

mante, puis d'en r�ealiser un choix acceptable en termes de pr�ecision. Il est clair qu'on ne

peut envisager une telle �etude pour chaque nouvelle mod�elisation : en pratique, quelques

essais s'imposent pour le choix du maillage, l'optimisation se situant ensuite au niveau

du param�etre � . La comparaison avec une fonction d'interpolation multilin�eaire nous a

montr�e que les deux mod�eles ont une pr�ecision comparable : l'interpolation repr�esente un

bon compromis pour ce qui est du temps d'�evaluation, alors que la fonction spline, par sa

r�egularit�e, pr�esente l'avantage de rester proche du mod�ele physique, notamment �a cause

du ph�enom�ene de di�usion. Notons par ailleurs que le lissage par fonctions spline fonc-

tionne aussi bien pour des donn�ees r�eguli�erement r�eparties que pour des donn�ees r�eparties

al�eatoirement : ce n'est �evidemment pas le cas de l'interpolation multilin�eaire.

Comme pour la m�ethode de Clarkson, le calcul de la dose pour un faisceau de

position quelconque par rapport au milieu doit se faire avec une correction d'obliquit�e.

Pour cela, on utilise �a nouveau la m�ethode d�ecrite au 2.3.3.



Chapitre 3

Le probl�eme de la plus petite boule

englobante

3.1 Introduction

Lors de la phase de dosim�etrie clinique pr�ec�edant un traitement, le radiophysicien, qui

dispose d'une s�erie de coupes scanner du patient, doit d�ecider d'un certain nombre de

param�etres d�e�nissant la balistique d'irradiation. Dans le cadre de la dosim�etrie de la

prostate, il s'agit, entre autres, de choisir un centre unique (\isocentre") qui sera le point

de convergence des axes des di��erents faisceaux. Cette tâche, qui n'a qu'une importance

relative lorsque les faisceaux sont de grande taille, peut r�eellement in
uer sur la dosim�etrie

�nale pour des faisceaux de petite taille, voire des minifaisceaux. Nous avons donc d�ecid�e

d'automatiser le choix de l'isocentre, ce qui nous a permis d'int�egrer r�eellement les donn�ees

tridimensionnelles d'imagerie : en l'occurrence, il s'agit des points d�e�nissant la surface

de la zone �a irradier, et provenant d'une pr�e-segmentation r�ealis�ee par le praticien sur les

di��erentes coupes scanner.

Beaucoup de manuels d'anatomie ([KLP89],[Rou78]) comparent la prostate �a une

châtaigne. D�e�nir la zone �a irradier comme une boule englobant la prostate semble donc

a priori être un choix coh�erent. A�n de \viser" au mieux la prostate, tout en �evitant

d'irradier les zones voisines, nous avons donc d�ecid�e de d�eterminer la plus petite boule

l'englobant, et de positionner l'isocentre au centre de cette boule. On notera que cette

approche s'inscrit parfaitement dans le contexte d'une irradiation par faisceaux circulaires

�a g�eom�etrie �xe, que nous avons pr�evue dans la partie dosim�etrique. Dans ce cas, en e�et,

le rayon de la boule obtenue indique si la zone cible pourra ou non être incluse �a l'int�erieur

de tous les faisceaux. L'�equivalence entre les probl�emes de plus petite boule et de plus

petit cône a d'ailleurs �et�e montr�ee par Lawson ([Law65]).
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Une approche analogue a �et�e r�ealis�ee par Mazal ([Maz90]) pour l'irradiation st�er�eo-

taxique de tumeurs c�er�ebrales par des minifaisceaux. Il propose, pour le probl�eme de

plus petite boule englobante, un algorithme assez simple, qui nous aurait sans doute su�.

Nous avons cependant d�ecid�e d'explorer le côt�e math�ematique de ce probl�eme, et sommes

parvenus �a un algorithme fort e�cace fonctionnant en dimension quelconque. Dans ce

chapitre, nous commen�cons par donner un aper�cu de l'abondante litt�erature de ce sujet,

puis pr�esentons notre algorithme sous un angle compl�etement g�eom�etrique et montrons,

entre autres, qu'il converge en un nombre �ni d'it�erations. Nous l'interpr�etons en�n en

termes d'optimisation et montrons qu'il s'agit en fait d'un algorithme de sous-gradient.

3.2 Pr�esentation et donn�ees bibliographiques

Le probl�eme de la plus petite boule englobante peut se formuler ainsi : consid�erons un

espace a�ne A de dimension �nie d et E = fP1; P2; : : : ; Pmg un ensemble de m (m > 0)

points distincts inclus dans A. Il s'agit de d�eterminer la boule de rayon minimal contenant

E. Un tel probl�eme appartient �a la classe des probl�emes dits \minimax", et s'exprime

math�ematiquement sous la forme :

(P) min
O2A

max
i2I

OPi

o�u on a not�e OPi la distance euclidienne de O �a Pi, et I = f1; 2; : : : ; mg.

En Recherche Op�erationnelle, le probl�eme (P) correspond �a la traduction de nom-

breuses applications pratiques. Les exemples classiques sont : un �emetteur, que l'on d�esire

positionner au mieux par rapport �a un ensemble de r�ecepteurs ; une installation, qui

doit être rendue accessible �a un certain nombre d'habitations, etc. De telles applications

peuvent d'ailleurs mener �a un probl�eme plus g�en�eral :

(P 0) min
O2A

max
i2I

wiOPi

o�u les coe�cients de pond�eration wi sont des r�eels positifs.

Les probl�emes (P) et (P 0) admettent chacun une unique solution. Dans le cas de

(P), il est ais�e de montrer que cette solution ne d�epend que des points de E d�e�nissant

son enveloppe convexe : le probl�eme est donc inchang�e si l'on �ecarte les autres points.

Bibliographie

Le probl�eme de la plus petite boule englobante a, apparemment, �et�e pos�e pour la premi�ere

fois par Sylvester en 1857 ([Syl57]). C'est un classique dont la bibliographie, particuli�ere-

ment fournie, ne cesse pourtant d'�evoluer. Une des particularit�es de ce probl�eme est

la grande diversit�e des approches, qui peuvent être d�ecrites, principalement, par deux

crit�eres. On distinguera, d'une part, les approches g�eom�etriques, de celles abordant (P)



comme un probl�eme d'optimisation. D'autre part, certains articles se limitent au seul plan

euclidien, alors que d'autres traitent le probl�eme pour une dimension quelconque. Nous

donnons ici une br�eve description, par ordre chronologique, des principaux algorithmes.

Par ailleurs, on trouvera dans [HV82] une �etude int�eressante comparant quelques-uns de

ces algorithmes et comportant notamment des tests num�eriques.

La premi�ere solution au probl�eme (P) fut d�ecouverte par Peirce et pr�esent�ee par

Sylvester en 1860 ([Syl60]), par Chrystal en 1885 ([Chr85]). L'id�ee est intuitive : il

s'agit d'englober l'ensemble de points dans une boule de rayon su�sant, puis de diminuer

ce rayon continûment jusqu'�a ce qu'il soit minimal. Bien que Chrystal mentionne rapide-

ment la dimension trois, l'algorithme est limit�e au plan et bas�e sur de simples propri�et�es

des triangles. Chrystal montre par ailleurs la convergence en un nombre �ni d'it�erations,

ce qui ach�eve de nous convaincre de l'�etonnante modernit�e de cet article pour son �epoque.

Notons en�n que [HV82] propose une extension de cet algorithme au probl�eme pond�er�e

(P 0).

Lawson, dans un tr�es court article ([Law65]), pr�esente, en dimension quelconque,

un algorithme fort concis que nous pouvons citer :

1. 8i 2 I �i = 1=m

2. O =
P

P2E �P P , � =
P

i2I �iOPi
2, � = maxi2I OPi

2

3. si (� � �) < � : stop

sinon : - 8i 2 I �i =
�iOPiP
j2I �j OPj

- aller en 2.

Le point O, initialis�e �a l'isobarycentre des points de E, est donc construit comme

combinaison convexe de ces points, dont on fait varier les coe�cients de pond�eration �i.p
� est le rayon de la plus petite boule de centre O et contenant E. Soit

p
�� la solution

de (P) ; alors Lawson montre :

� � �� � �

et a�rme que � crô�t strictement jusqu'�a une situation stationnaire.

Kuhn ([Kuh75]), grâce �a une approche duale de (P), propose une interpr�etation

physique du probl�eme. Supposons que E constitue un syst�eme rigide de points mat�eriels

de masse totale 1, �i �etant la masse du point Pi. Le centre de gravit�e de ces points est

donc O =
P

i2I �i Pi, son moment d'inertie
P

i2I �iOPi
2. Alors le dual de (P) consiste

�a distribuer les masses �i de mani�ere �a maximiser le moment d'inertie du syst�eme. On

constate ainsi que l'algorithme de Lawson r�esout directement ce probl�eme dual.

Elzinga et Hearn ([EH72]) traitent le probl�eme (P) pour le seul plan euclidien en

construisant une suite de cercles au rayon strictement croissant. Chaque it�eration com-



prend un sous-ensemble Sn de deux ou trois points de E, ainsi que le plus petit cercle

Cn contenant Sn. L'it�eration suivante est ensuite construite en rajoutant �a Sn un point

ext�erieur �a Cn. L'algorithme s'arrête lorsque Cn contient E. Cet algorithme est bas�e sur

de nombreuses remarques g�eom�etriques permettant de r�esoudre rapidement le probl�eme

du plus petit cercle pour trois ou quatre points. Il peut être �egalement �etendu au probl�eme

pond�er�e ([HV82]), et son temps de calcul est en O(m2).

Shamos et Hoey ([SH75]) utilisent la notion de diagramme de Vorono�� du point

le plus �eloign�e. Rappelons que le FPVD (\furthest-point Vorono�� diagram") est une par-

tition fV (Pi)gi2I du plan en convexes non born�es ou vides : V (Pi) est le lieu des points

plus �eloign�es de Pi que de tout autre point de E ; c'est une intersection de demi-plans. Si

V (Pi) et V (Pj) ont un côt�e en commun, on dit que Pi et Pj sont voisins dans le FPVD.

Lorsque l'on relie par une arête chaque paire de voisins, on obtient le dual du FPVD :

c'est la FPT (\furthest-point triangulation"). Notons en�n que seuls les points de E se

situant sur la fronti�ere de son enveloppe convexe d�eterminent le FPVD (cf. Fig. 3.1).

1

P2

P3

P4

P5

P6

P1V(    )P2V(    )

P3

P

V(    )

FPT

P4V(    )

FPVD

Figure 3.1: Diagramme de Vorono�� du point le plus �eloign�e (FPVD) et son dual (FPT). On note

que V (P5) = V (P6) = �, puisque P5 et P6 appartiennent �a l'int�erieur de l'enveloppe convexe de

E. D'autre part, seules les r�egions V (P1) et V (P3) n'ont pas d'arête commune : P1 et P3 ne sont

donc pas reli�es dans la FPT.

L'algorithme est construit sur une propri�et�e connue. Dans le plan, on sait, en e�et,

que le plus petit cercle contenant E est :

� soit d�etermin�e par trois points dont il est le cercle circonscrit. Il est montr�e dans

[SH75] que, dans ce cas, le centre du cercle est un sommet du FPVD. Celui-ci en

comporte au plus m� 2.

� soit d�etermin�e par les deux points les plus �eloign�es de E : ces points d�e�nissent le



diam�etre de E. Shamos a�rme ([Sha78]) que ce diam�etre est repr�esent�e par l'arête

la plus longue de la FPT.

Ainsi, on a largement r�eduit le nombre de points susceptibles d'être solution de (P) :
une fois le FPVD calcul�e, il su�t de d�eterminer lequel de ces points r�ealise le minimum.

Cependant, il a �et�e montr�e ([BT85]) que la seconde propri�et�e de Shamos est fausse, et que

le diam�etre de E ne correspond pas toujours �a l'arête la plus longue de la FPT. Toutefois,

les auteurs d�emontrent �egalement que l'algorithme reste valide.

Il est clair que la complexit�e de cet algorithme, en O(m logm), est domin�ee par

le calcul du FPVD. Shamos et Hoey ([SH75]) ont conjectur�e que cette complexit�e �etait

optimale, conjecture qui, l�a encore, s'est av�er�ee erron�ee avec l'apparition d'algorithmes en

O(m), que nous mentionnons ci-apr�es.

L'approche de Jacobsen ([Jac81]), limit�ee au plan euclidien, inclut le probl�eme sous

sa forme pond�er�ee. (P 0) est abord�e sous un angle strictement analytique, qui consiste �a

minimiser sur R2 la fonction � d�e�nie par :

�(u; v) = max
i2I

wi

q
(u� xi)

2
+ (v � yi)

2

o�u (xi; yi) sont les coordonn�ees de Pi (i 2 I).

Il s'agit ici d'une m�ethode de descente. En un point donn�e, on d�etermine le cône

des directions de descente de �. Si ce cône est vide, l'algorithme s'arrête. Dans le cas

contraire, une direction particuli�ere est choisie et un pas calcul�e. On d�eplace ensuite le

point, et l'op�eration est r�eit�er�ee. Jacobsen montre la convergence de son algorithme en

utilisant, entre autres, la continuit�e de la direction et du pas de descente.

[HV82] donne une interpr�etation g�eom�etrique int�eressante de l'algorithme de Jacob-

sen. En notant le fait que la direction choisie est la bissectrice du cône des directions de

descente, il est montr�e que, dans le cas particulier du probl�eme (P), les it�er�es sont les

mêmes que ceux de l'algorithme de Chrystal-Peirce. L'algorithme de Jacobsen converge

donc �egalement en un nombre �ni d'it�erations.

Meggido ([Meg83]) est le premier �a proposer un algorithme lin�eaire en temps pour

le probl�eme du plus petit cercle englobant. Il traite, en premier lieu, le probl�eme contraint

o�u l'on force le centre du cercle �a rester sur une droite, et se sert ensuite de ce r�esultat

pour d�evelopper un algorithme g�en�eral. Cette m�ethode, bas�ee sur une multitude de petites

remarques, semble cependant peu concise en comparaison aux autres algorithmes.

Welzl ([Wel91]) adapte une id�ee de Seidel, d�evelopp�ee dans le cadre de la program-

mation lin�eaire ([Sei90]), pour r�esoudre en dimension quelconque le probl�eme de la plus

petite boule, et, de mani�ere plus g�en�erale, le probl�eme du plus petit ellipso��de. Cet al-

gorithme fort original, qui est pr�esent�e sous une forme r�ecursive, semble �egalement tr�es

e�cace puisque lin�eaire en temps. Cependant, un probl�eme majeur, que l'on ne saurait



n�egliger, se pose �a la mise en �uvre. En e�et, pour des valeurs tr�es �elev�ees du nom-

bre de points, il est quasiment impossible d'utiliser l'algorithme sous sa forme r�ecursive.

Par ailleurs, cet algorithme n�ecessite la programmation, en dimension d, de la plus petite

sph�ere contenant d+ 1 points, d�etail sur lequel l'auteur ne s'attarde gu�ere.

La liste ci-dessus est loin d'être exhaustive. On pourra la compl�eter un tant soit peu

par les approches int�eressantes de Rademacher et Toeplitz ([RT57]), Smallwood ([Sma65]),

Francis ([Fra67]), Bass et Schubert ([BS67]), Francis et White ([FW74]), Skyum ([Sky]).

Melville ([Mel85]), en�n, reproche aux auteurs de donner trop peu de d�etails quant �a

la programmation de leurs algorithmes, en particulier pour ce qui est des approches

g�eom�etriques, et des cas d�eg�en�er�es qu'elles peuvent pr�esenter. Il consacre un article entier

�a l'impl�ementation de deux de ces algorithmes.

Conclusion

On notera donc la grande vari�et�e d'approches du probl�eme de la plus petite boule en-

globante. Les solutions g�eom�etriques sont, certes, les plus fr�equentes, mais n'en sont

pas moins tr�es diverses. L'algorithme de Shamos et Hoey, qui utilise le diagramme de

Vorono�� du point le plus �eloign�e, est, en ce sens, le plus sp�eci�quement repr�esentatif de la

G�eom�etrie Algorithmique. Il n'est cependant pas le plus ais�e �a mettre en �uvre, cet aspect

ne repr�esentant pas non plus une qualit�e des algorithmes �a complexit�e lin�eaire (Meggido,

Welzl). Par ailleurs, les algorithmes g�eom�etriques sont consacr�es, pour la plupart, �a la

seule dimension 2, ce qui est assez limitatif. Or, il nous a sembl�e que l'algorithme de

Chrystal-Peirce, qui est un algorithme assez e�cace, �etait bas�e sur une id�ee su�samment

simple pour être transpos�e au cas multidimensionnel. C'est dans cette direction que nous

avons orient�e nos recherches. Nous nous sommes consacr�es, dans un premier temps, �a

un travail qui, tout en restant bas�e sur la g�eom�etrie, avait pour but de nous lib�erer de

la g�eom�etrie du plan euclidien. Nous avons ensuite �eclair�e ce travail d'un point de vue

analytique, retrouvant ainsi l'analogie entre Chrystal-Peirce et Jacobsen.

3.3 L'algorithme de Chrystal-Peirce

Nous nous pla�cons ici dans le cadre du plan euclidien. Comme nous l'avons pr�ecis�e aupa-

ravant, l'algorithme de Chrystal-Peirce, qui est plus que centenaire ([Syl60],[Chr85]), est

bas�e sur l'id�ee tr�es simple qui consiste �a enfermer l'ensemble de points E dans un cercle

dont on fait diminuer le rayon. Chrystal, dans son article, ne se prive d'ailleurs pas de

cette description tr�es intuitive (\Let us diminish the radius of this circle continuously: : :").



L'algorithme utilise principalement les deux propri�et�es suivantes, qui traitent le cas

de trois points du plan :

Proposition 1 Soient trois points A, B, C : consid�erons le cercle de diam�etre [A;B].

Alors si l'angle ACB est aigu, le point C est hors du cercle. S'il est obtus, le point C est

dans le cercle. S'il est droit, le point C est sur le cercle.

Proposition 2 Le plus petit cercle contenant trois points est leur cercle circonscrit si le

triangle qu'ils forment est aigu ou droit. C'est le cercle ayant pour diam�etre le segment

joignant les deux points les plus �eloign�es si le triangle qu'ils forment est obtus.

(b)

A
B

C

A B

C

O O

(a)

Figure 3.2: Plus petit cercle contenant trois points A, B, C, dans le cas d'un triangle aigu (a) et

d'un triangle obtus (b)

L'algorithme

n=1;

D�eterminer le polygone d�e�nissant l'enveloppe convexe de E : F � E;

S1 = fA;Bg un côt�e quelconque de ce polygone;

1. Soit C le point qui minimise l'angle AMB pour M 2 F n Sn;
2. si l'angle ACB est obtus :

- le cercle recherch�e est le cercle de diam�etre [A;B];

- stop;

Soit Cn+1 le cercle circonscrit au triangle (ABC), de centre On+1;

3. si le triangle (ABC) est aigu :

- le cercle recherch�e est Cn+1;

- stop;

Soit Sn+1 la paire de points formant le côt�e oppos�e �a l'angle obtus;

Nommer A et B les deux points de Sn+1;

Incr�ementer n;

Aller en 1;
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D�etaillons le d�eroulement de l'algorithme, que nous avons illustr�e. On notera, en

premier lieu, que le cercle C1 n'est pas d�e�ni. Chrystal pr�ecise que la droite port�ee par

S1, qui est un côt�e du polygone, est en fait un cercle de rayon \in�ni", et constitue en

quelque sorte le C1 id�eal. L'�etape consistant �a ne conserver que les sommets du polygone

qui d�e�nit l'enveloppe convexe de E, pourrait être appliqu�ee �a tous les algorithmes. Il est

clair qu'elle est facultative. Ici, il su�t en e�et d'initialiser C1 par un cercle contenant E

et passant par deux de ses points, A et B, que l'on pourra nommer \points de contact".

Notons que [NC71] et [CC81] proposent une optimisation de cette �etape d'initialisation.

Passons maintenant �a la boucle de l'algorithme. Celle-ci a pour but de d�eterminer

le plus petit cercle contenant F et passant par les points de Sn (nomm�es A et B �a chaque

�etape) : c'est ce qui explique que l'on recherche le point C qui minimise l'angle AMB :

� si l'angle ACB est obtus, alors c'est �egalement le cas de tous les angles AMB

(M 2 F nSn) : F est donc inclus dans le cercle de diam�etre [A;B] (cf. Proposition 1).

Ce cercle est donc bien le plus petit contenant F .

� si l'angle ACB n'est pas obtus, on consid�ere le cercle Cn+1 circonscrit au triangle

(ABC), de centre On+1 (on note que On et On+1, centres de cercles passant par A

et B, se situent sur la m�ediatrice de [A;B]). Ce cercle contient F : en e�et, s'il

existait D 2 F qui soit hors de Cn+1, on aurait : ADB < ACB, ce qui contredirait

la d�e�nition de C :

{ si le triangle (ABC) est aigu, alors Cn+1 est le plus petit cercle contenant les

points A, B et C (cf. Proposition 2) : c'est donc le plus petit cercle contenant

F .

{ si le triangle (ABC) est obtus, on r�eit�ere l'op�eration en choisissant pour Sn+1 le

côt�e oppos�e �a l'angle obtus : le cas de l'angle ACB obtus ayant d�ej�a �et�e trait�e,

on aura Sn+1 = fA;Cg ou Sn+1 = fB;Cg.

On obtient par cette m�ethode une suite de cercles dont le rayon d�ecrô�t (strictement,

sauf cas particulier). En e�et, Cn contient F et passe par les points de Sn, alors que Cn+1

est le plus petit cercle v�eri�ant ces propri�et�es. Comme, de plus, il existe un nombre �ni

de possibilit�es pour Sn, on en conclut que l'algorithme est �ni et converge en un nombre

d'it�erations major�e par C2
p = p(p�1)

2
(o�u p est le cardinal de F ).

3.4 G�en�eralisation de l'algorithme de Chrystal-Peirce au cas

multidimensionnel

Comme nous avons pu le constater, l'algorithme de Chrystal-Peirce est relativement sim-

ple, et bas�e sur une id�ee qui pourrait vraisemblablement être utilis�ee en dimension quel-

conque. Cependant, cet algorithme, avec des tests portant sur la nature des angles et des



triangles, est exprim�e sous une forme qui convient presque exclusivement au plan eucli-

dien. Presque, car Chrystal ([Chr85]) s'est bien risqu�e �a aborder la dimension trois dans

des termes analogues. Le r�esultat, on pourra l'imaginer, n'est pas un mod�ele de concision!

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons l'approche qui, tout en se maintenant dans

un formalisme g�eom�etrique, nous a permis de traiter le cas multidimensionnel. Nous

exposons ensuite des r�esultats exp�erimentaux, qui montrent que l'algorithme obtenu peut

être r�eellement performant, en particulier pour des dimensions �elev�ees.

3.4.1 Notations et d�e�nitions

Rappelons que A est un espace a�ne euclidien de dimension d et E = fPigi2I un ensemble

de m (m > 0) points distincts inclus dans A. On consid�ere ici le probl�eme non pond�er�e :

(P) min
O2A

max
i2I

OPi

(P) peut être interpr�et�e comme la minimisation sur A de la fonction � d�e�nie comme

suit :
� : A �! R

O 7�! max
i2I

OPi

Pour un point donn�e O, �(O) est le rayon de la plus petite boule de centre O qui

contient E. Nous d�e�nissons les points de contact de cette boule avec E par :

IO = fi 2 I=OPi = �(O)g

On peut d�ej�a noter que IO 6= �.

Si J � I , nous d�e�nissons : eJ = Conv (fPi=i 2 Jg), o�u nous avons not�e Conv

l'enveloppe convexe.

Les vecteurs seront not�es en caract�eres gras. AB:CD est le produit scalaire entre

les vecteurs AB et CD.

3.4.2 R�esultats pr�eliminaires

3.4.2.1 Caract�erisation de la solution

Reprenons le cas de trois points A, B, C du plan (cf. Fig. 3.2) : O est le centre du plus petit

cercle contenant ces trois points. On peut remarquer que, lorsque le triangle (ABC) est

aigu, O, qui est aussi le centre du cercle circonscrit aux trois points, est situ�e �a l'int�erieur

du triangle. Lorsque le triangle (ABC) est obtus, O est le milieu du segment joignant les

deux points les plus �eloign�es. On constatera donc que, dans les deux cas, O appartient �a

l'enveloppe convexe des points de contact.



En r�ealit�e, cette propri�et�e est v�eri��ee pour un nombre quelconque de points et en

toute dimension : il s'agit d'une caract�erisation de la solution du probl�eme (P). Ce r�esul-

tat, connu dans le contexte des probl�emes d'optimisation, semble avoir �etonnamment peu

inspir�e les g�eom�etres. Nous en donnons ici une d�emonstration qui sera �a la base de notre

algorithme.

Th�eor�eme 1 O est l'unique minimum de la fonction � si et seulement si O 2 fIO.
Ce que nous pouvons exprimer plus simplement par : O est le centre de la plus petite boule

englobante si et seulement s'il appartient �a l'enveloppe convexe des points de contact.

Pour d�emontrer le th�eor�eme, nous avons besoin de la caract�erisation de la projec-

tion d'un point O sur un convexe K, ou meilleure approximation de O sur K ([Lau72]).

Rappelons que celle-ci est d�e�nie comme �etant l'unique solution du probl�eme suivant :

min
P2K

OP

Lemme 1 Soient O 2 A et K � A un ensemble convexe. Alors H est la projection de O

sur K si et seulement si :

8P 2 K HO:HP � 0

O

H

D

K
P

Figure 3.3: La droite D (ou, en dimension d, l'hyperplan HO:HP = 0) s�epare K et le point O

Preuve du th�eor�eme. 1) Supposons que O 62 fIO et montrons que O n'est pas le minimum

de �. Nous allons chercher un point O0 tel que : �(O0) < �(O). Posons OO0 = �:OH ,

o�u H est la projection de O sur fIO et � un r�eel �a d�eterminer tel que 0 < � � 1. Nous

avons :

8� 2]0; 1] 8P 2 A O0P 2 = (OP � �:OH)2

= OP 2 + �:(�� 2):OH2 + 2:�:HP :HO

Nous pouvons �ecrire, pour les points de contact (cf. Lemme 1) :

8� 2]0; 1] 8i 2 IO O0Pi
2 � OPi

2 + �:(�� 2):OH2 < OPi
2 = �(O)

2



Si IO = I , alors nous pouvons conclure imm�ediatement que �(O0) < �(O), et cela ne

d�epend pas de �. Sinon, I n IO 6= �, et nous pouvons �ecrire l'in�egalit�e triangulaire pour

les autres points :

8� 2]0; 1] 8i 2 I n IO O0Pi � OPi + �:OH �M + �:OH

o�u M = max
i2InIO

OPi.

Il su�t de choisir � tel que :

M + �:OH < �(O), � <
�(O)�M

OH

Pour O < � < min(
�(O)�M

OH
; 1), nous obtenons :

8i 2 I O0Pi < �(O), �(O0) < �(O)

O n'est donc pas minimum de la fonction �.

2) Supposons maintenant que O 2 fIO : nous allons prouver qu'il s'agit de l'unique mini-

mum de la fonction �. Pour cela, consid�erons un point O0 distinct de O, et montrons que

�(O0) > �(O).

On notera d'abord qu'il existe un indice i0 2 IO tel que : OO
0:OPi0

� 0

En e�et, supposons que : 8i 2 IO OO
0:OPi > 0

Comme O 2 fIO, il existe une famille f�igi2IO de r�eels positifs, l'un au moins �etant non

nul, telle que : X
i2IO

�i:OPi = 0

Ceci implique :

0 = OO0:
X
i2IO

�i:OPi =
X
i2IO

�i:OO
0:OPi > 0

ce qui est une contradiction.

Nous pouvons �ecrire :

O0Pi0

2 = O0O2 +OPi0
2 + 2:O0O:OPi0

= O0O2 +�(O)
2
+ 2:O0

O:OPi0 � O0O2 + �(O)
2
> �(O)

2

Donc �(O0) > �(O). O est bien l'unique minimum de �. 4

On notera une cons�equence imm�ediate de ce th�eor�eme, qui est que le centre de la

plus petite boule contenant E appartient toujours �a l'enveloppe convexe de E.



3.4.2.2 Autres r�esultats et corollaires

Les r�esultats que nous montrons ici nous seront utiles par la suite, notamment pour prouver

la convergence de l'algorithme en un nombre �ni d'it�erations.

Proposition 3 Soient O 2 A, H la projection de O sur fIO, JO = fi 2 IO=HO:HPi = 0g.
Alors JO 6= � et H 2 fJO.
Preuve. Nous savons (cf. Lemme 1) :

8i 2 IO HO:HPi � 0

Supposons que JO = �, ce qui signi�e :

8i 2 IO HO:HPi < 0

Par d�e�nition, H 2 fIO : il existe une famille f�igi2IO de r�eels positifs, l'un au moins �etant

non nul, telle que : X
i2IO

�i:HPi = 0

Ceci implique :

0 =HO:
X
i2IO

�i:HPi =
X
i2IO

�i:HO:HPi < 0

Nous en concluons donc que JO 6= �, et pouvons maintenant �ecrire :

0 =
X
i2IO

�i:HO:HPi =
X

i2IOnJO
�i:HO:HPi

Donc, n�ecessairement :

8i 2 IO n JO �i = 0

Nous obtenons en�n : X
i2JO

�i:HPi = 0

ce qui signi�e exactement (l'un au moins des �i, i 2 JO, �etant non nul) que H 2 fJO . 4
Corollaire 1 Soient O 2 A, H la projection de O sur fIO, JO = fi 2 IO=HO:HPi = 0g.
Alors la boule B de centre H et de rayon � =

q
�(O)

2 � OH2
est la plus petite boule

contenant fPi=i 2 IOg et, �egalement, la plus petite boule contenant fPi=i 2 JOg.

Preuve. Nous pouvons �ecrire :

8i 2 IO OPi
2 = �(O)

2
= OH2 +HPi

2 + 2:OH:HPi

Donc :

8i 2 IO HPi
2 = �(O)

2 � OH2 + 2:HO:HPi � �(O)
2 � OH2 (3.1)
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Figure 3.4: Nous avons ici : IO = f1; 2; 3; 4g, JO = f1; 4g. fJO est donc le côt�e du polygone, d�e�ni

par IO, sur lequel est projet�e O. En dimension 3, ce sera l'arête ou la face d'un polytope.

L'in�egalit�e (3.1) est une �egalit�e si et seulement si i 2 JO. Comme JO 6= � (cf. Proposi-

tion 3), nous avons donc :

max
i2IO

HPi =
q
�(O)

2 �OH2

Ainsi, B est la plus petite boule de centreH qui contient fPi=i 2 IOg ; ses points de contact
avec cet ensemble sont fPi=i 2 JOg. Or, d'apr�es la Proposition 3, H 2 fJO : le Th�eor�eme 1

nous permet donc de conclure que B est la plus petite boule contenant fPi=i 2 IOg. De la
même mani�ere, c'est �egalement la plus petite boule contenant fPi=i 2 JOg. 4

Corollaire 2 Soient O 2 A, H la projection de O sur fIO, Rmin le rayon de la plus petite

boule contenant E. Alors :

0 � �(O)� Rmin � �(O)�
q
�(O)

2 �OH2

Preuve. La plus petite boule contenant E contient �egalement fPi=i 2 IOg. Nous pouvons
donc �ecrire, d'apr�es le Corollaire 1 :

� =
q
�(O)

2 � OH2 � Rmin � �(O)

d'o�u la majoration obtenue. Si le majorant est su�samment faible, alors on sait que �(O)

est une bonne approximation de Rmin. Ceci peut servir, par exemple, comme test d'arrêt

pour un algorithme. 4

3.4.3 L'algorithme

Le point 1) de la d�emonstration du th�eor�eme de caract�erisation (Th�eor�eme 1) nous inspire

un algorithme dont le principe est analogue �a celui de Chrystal-Peirce. Consid�erons un

point O 62 fIO (O n'est donc pas minimum de �), et soit H la projection de O sur fIO.



Nous \d�epla�cons continûment" O vers H jusqu'�a obtenir un ou plusieurs nouveaux points

de contact (cf. Fig. 3.5). On peut alors r�eit�erer.
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H
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Figure 3.5: \Diminuons le rayon de ce cercle continûment" (Chrystal)

Construction de l'algorithme

D�etaillons une it�eration de l'algorithme : nous consid�erons le point O� d�e�ni par :

8� 2 [0; 1] OO� = �:OH

Pour � = 0, nous avons donc O� = O, et nous voulons augmenter � jusqu'�a ce que la boule

de centre O� et de rayon �(O�) contienne un nouveau point de contact. Nous avons :

8� 2 [0; 1] 8P 2 A O�P
2 = OP 2 + �:(�� 2):OH2+ 2:�:HO:HP

Nous pouvons �ecrire, pour les points de contact :

8i 2 IO O�Pi
2 = �(O)

2
+ �:(�� 2):OH2 + 2:�:HO:HPi

� �(O)
2
+ �:(�� 2):OH2

(3.2)

Les points de contact pour lesquels (3.2) est une �egalit�e sont exactement les points de

JO (cf. 3.4.2.2). Nous avons montr�e, dans la Proposition 3, que JO 6= � : il existe donc

i0 2 JO tel que :

O�Pi0
2 = �(O)

2
+ �:(�� 2):OH2

Nous pouvons donc conclure :

8� 2 [0; 1] �(O�)
2 � �(O)

2
+ �:(�� 2):OH2 (3.3)

Pour � = 0, cette in�egalit�e est une �egalit�e. Nous montrons que c'est le cas sur un intervalle

[0; ��] � [0; 1].



(3.3) est une �egalit�e si et seulement si :

8i 2 I n IO O�Pi
2 � �(O)

2
+ �:(�� 2):OH2

, 2:�:HO:HPi � �(O)
2 � OPi

2 (3.4)

Soit i 2 I n IO :

� si HO:HPi � 0 : (3.4) est v�eri��ee au sens strict;

� si HO:HPi > 0 : la condition sur Pi est � � �(O)
2 �OPi

2

2:HO:HPi

.

On peut donc d�eterminer ��, � 2 [0; 1] maximal tel que (3.4) soit v�eri��ee. Soit

KO = fi 2 I n IO=HO:HPi > 0g. Alors :

� si KO = �, il est clair que �� = 1;

� si KO 6= �, la contrainte sur � peut s'�ecrire :

� � �m = min
i2KO

�(O)
2 �OPi

2

2:HO:HPi

et on a : �� = min(�m; 1).

Nous obtenons donc �nalement :

8� 2 [0; ��] �(O�)
2 = �(O)2 + �:(�� 2):OH2 < �(O)2 (3.5)

Comme nous le souhaitions au d�epart, le rayon de la plus petite boule de centre O�

contenant E d�ecrô�t continûment sur l'intervalle [0; ��]. La valeur � = �� correspond en

fait �a l'apparition de nouveaux points de contact.

Soit LO = fi 2 KO=
�(O)

2 �OPi
2

2:HO:HPi

= ��g : alors JO et LO repr�esentent les points

pour lesquels les in�egalit�es (3.2) et (3.4) sont des �egalit�es. Ce sont les points de contact

de la boule de centre O�� et de rayon �(O��) :

IO�� = JO [ LO (3.6)

Proposition 4 Soit �� 2 [0; 1] d�etermin�e comme pr�ec�edemment. Alors �� 6= 0 et :

� si �� 2]0; 1[, LO 6= �;

� si �� = 1, O�� est le centre de la plus petite boule contenant E.

Preuve. �� 6= 0 car, soit �� = �m > 0, soit �� = 1.



� si �� 2]0; 1[, alors n�ecessairement KO 6= � et :

�� = �m = min
i2KO

�(O)
2 � OPi

2

2:HO:HPi

LO, qui est l'ensemble des indices r�ealisant ce minimum, est donc non vide : les

points correspondants sont les nouveaux points de contact.

� si �� = 1, on obtient, en se servant de la Proposition 3 : O�� = H 2 fJO � gIO�� .
Le Th�eor�eme 1 nous permet �nalement de conclure que O�� est le centre de la plus

petite boule englobante. Ce cas est important, car il justi�e la contrainte � 2 [0; 1]

impos�ee au d�epart : il n'est jamais n�ecessaire d'aller au del�a de 1. 4

L'algorithme

n = 1;

Soit O1 2 A un point quelconque;

1. �(On) = max
i2I

OnPi;

In = fi 2 I=OnPi = �(On)g;
Soit Hn la projection de On sur fIn;

2. si On = Hn :

- �O = On;

- stop;

Kn = fi 2 I n In=HnOn:HnPi > 0g;
3. si Kn = � :

- �n = 1;

- �O = Hn;

- stop;

�n = min
i2Kn

�(On)
2 � OnPi

2

2:HnOn:HnPi
;

4. si �n � 1 :

- �n = 1;

- �O = Hn;

- stop;

On+1 = �n:Hn + (1� �n):On;

Incr�ementer n;

Aller en 1;

On d�e�nit, �a chaque it�eration :

Jn = fi 2 In=HnOn:HnPi = 0g Ln = fi 2 Kn=
�(On)

2 �OnPi
2

2:HnOn:HnPi
= �ng
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Figure 3.6: Une it�eration de l'algorithme : In = f1; 2; 3g, Jn = f1; 3g, Kn = f4; 5; 6g, Ln = f4; 6g,

In+1 = Jn [ Ln = f1; 3; 4; 6g

Nous savons, d'apr�es (3.6), que In+1 = Jn [ Ln. Nous pouvons, en premier lieu,

remarquer que la distance de On �a fIn est strictement d�ecroissante, ce qui montre la co-

h�erence de l'algorithme avec le Th�eor�eme 1.

Preuve. D'une part,Hn+1 est la projection de On+1 sur gIn+1. Par ailleurs, Hn 2 fJn � gIn+1.
Nous savons donc, d'apr�es le Lemme 1, que :

Hn+1On+1:Hn+1Hn � 0

Il est ais�e de prouver que cette in�egalit�e signi�e exactement que Hn+1 appartient �a la boule

de diam�etre [On+1; Hn]. Nous pouvons donc �ecrire :

On+1Hn+1 � On+1Hn = (1� �n):OnHn < OnHn 4

On peut remarquer, dans le cadre du plan euclidien, le parall�ele entre l'algorithme de

Chrystal-Peirce et notre algorithme : le test 2 du premier (angle ACB obtus) correspond

aux tests 3 (Kn = �) et 4 (�n � 1) du second ; de même, le test 3 du premier (triangle

(ABC) aigu) correspond au test 2 (On 2 fIn) du second. On notera que l'algorithme

de Chrystal-Peirce se base, �a chaque it�eration, sur deux points de contact seulement (les

points de Sn), alors que nous tenons compte directement de tous les points. C'est la seule

di��erence entre les deux m�ethodes.

3.4.4 Convergence de l'algorithme

La suite (�(On)) est strictement d�ecroissante (cf. (3.5)), et minor�ee par 0 : elle admet

donc une limite. Cependant, rien ne permet, a priori, d'a�rmer que cette limite sera le

minimum de �, et, d'autre part, que la suite (On) converge dans A. La ressemblance avec

Chrystal-Peirce laisserait toutefois entendre que notre algorithme converge en un nombre

�ni d'it�erations. C'est ce que nous montrons dans ce paragraphe.



Proposition 5 Le rayon �n de la plus petite boule contenant fPi=i 2 Ing est strictement

croissant.

Preuve. Nous savons, d'apr�es le Corollaire 1, que la plus petite boule contenant fPi=i 2 Ing,
qui est �egalement la plus petite boule contenant fPi=i 2 Jng, est Bn, de centre Hn et de

rayon �n =
q
�(On)

2 � OnHn
2. Nous supposons ici qu'il ne s'agit pas de la derni�ere it�era-

tion de l'algorithme, ce qui implique (cf. Proposition 4) : �n 2]0; 1[, et donc Ln 6= �. Nous

voulons prouver :

8n �n < �n+1

Nous pouvons, en premier lieu, remarquer que Hn 6= Hn+1. Supposons que Hn = Hn+1,

alors soit j 2 Ln :

� j 2 Ln � Kn : HnOn:HnPj > 0

� j 2 Ln � In+1 : Hn+1On+1:Hn+1Pj � 0 , HnOn+1:HnPj � 0

, (1� �n):HnOn:HnPj � 0 , HnOn:HnPj � 0

Nous avons donc une contradiction. Utilisons maintenant le Corollaire 1 pour �ecrire :

�n+1 = max
i2In+1

Hn+1Pi = max
i2Jn[Ln

Hn+1Pi

� max
i2Jn

Hn+1Pi > max
i2Jn

HnPi = max
i2In

HnPi = �n 4

Th�eor�eme 2 L'algorithme converge en un nombre �ni d'it�erations.

Preuve. Le nombre de sous-ensembles de E = fP1; P2; : : : ; Pmg est
Pm

k=0C
k
m = 2m, o�u les

Ck
m sont les coe�cients du binôme : Ck

m = m!
k! (m�k)! . Ainsi, �n, qui est le rayon de la plus

petite boule contenant fPi=i 2 Ing, peut prendre au plus 2m valeurs distinctes. Comme

nous avons prouv�e que �n est strictement croissant (cf. Proposition 5), nous pouvons con-

clure que l'algorithme s'arrête apr�es au plus 2m it�erations. 4

2m est un �enorme majorant du nombre d'it�erations : nous pouvons l'am�eliorer en

nous servant du th�eor�eme de Carath�eodory ([Ber]).

Th�eor�eme 3 (Carath�eodory) Soient A un espace a�ne de dimension d, et fP1; : : : ; Pmg
m points. Alors P 2 Conv (fP1; : : : ; Pmg) si et seulement si :

9 q � d+ 1 9fi1; : : : ; iqg � f1; : : : ; mg P 2 Conv (fPi1 ; : : : ; Piqg)

En utilisant nos notations, ceci s'exprime sous la forme :

P 2 eI , 9J � I Card (J)� d+ 1 P 2 eJ



Proposition 6 On suppose m � d. Alors

dX
k=0

Ck
m est un majorant du nombre d'it�erations

de l'algorithme.

Preuve. Utilisons le Th�eor�eme 3 :

� d'une part, la d�e�nition de Jn = fi 2 In=HnOn:HnPi = 0g nous montre que

fPi=i 2 Jng est inclus dans un hyperplan a�ne, sous-espace a�ne de A de dimension

d� 1 (nous supposons ici Hn 6= On : sinon, l'algorithme s'arrête) ;

� d'autre part, nous savons, d'apr�es la Proposition 3, que Hn 2 fJn.
D'apr�es le th�eor�eme de Carath�eodory, nous pouvons donc trouver 
n � Jn tel que

Card (
n) � d et Hn 2 f
n.

Par ailleurs, nous avons, d'apr�es le Corollaire 1 :

8i 2 
n � Jn HnPi = �n

Le Th�eor�eme 1 nous permet donc de conclure que la boule Bn de centre Hn et de rayon

�n est la plus petite boule contenant fPi=i 2 
ng. Or, le nombre de sous-ensembles de

E = fP1; P2; : : : ; Pmg dont le cardinal est inf�erieur ou �egal �a d est
Pd

k=0C
k
m, qui ma-

jore ainsi le nombre de valeurs distinctes prises par �n. �n �etant strictement croissant

(cf. Proposition 5), on en conclut que l'algorithme converge en au plus
Pd

k=0C
k
m it�era-

tions. 4

Nous avons donc prouv�e que le nombre d'it�erations de notre algorithme a une ma-

joration polynômiale. Notons que, pour des valeurs �elev�ees de m :

dX
k=0

Ck
m �

md

d !

Rien ne prouve qu'il s'agit l�a d'un bon majorant. Les r�esultats exp�erimentaux ont pour

objectif, entre autres, de nous �eclaircir sur ce point.

3.4.5 Mise en �uvre

3.4.5.1 Impl�ementation

L'impl�ementation de notre algorithme ne comporte, en fait, qu'un seul point \d�elicat".

La projection, �a chaque it�eration, de On sur fIn constitue, en e�et, un probl�eme �a part

enti�ere :

Hn = arg min
P2 eInOnP

2



Ecrivons sous forme alg�ebrique la projection d'un point O 2 A sur Conv (fP1; : : : ; Pkg).
Si l'on se place dans un rep�ere donn�e de A, on note par XM le vecteur, de taille d, des

coordonn�ees de M dans ce rep�ere. Nous savons :

Conv (fP1; : : : ; Pkg) = f
kX
i=1

�iPi = 8i �i � 0;
kX
i=1

�i = 1g

Pour P 2 Conv (fP1; : : : ; Pkg), nous pouvons donc �ecrire :

XP =
kX
i=1

�iXPi = A�

A est une matrice de dimensions d� k, et � un vecteur de taille k :

A = (XP1 XP2 : : :XPk) � =

0BB@
�1
...

�k

1CCA
On obtient donc :

OP 2 = (A��XO)
t
(A��XO) = �tAtA�� 2XO

tA�+XO
tXO

Ainsi, la projection de O sur Conv (fP1; : : : ; Pkg) se ram�ene �a la minimisation d'une

fonctionnelle quadratique J(�) = 1
2
�tQ� + ct� sur l'ensemble de contraintes lin�eaires

K = f� 2 (R+)
k
=
Pk

i=1 �i = 1g. La matrice Q = AtA est sym�etrique, positive. Il est

clair qu'elle est d�e�nie si et seulement si kerA = f0g, donc si et seulement si le rang de A

vaut k. En se repla�cant dans notre contexte, on sait donc que, si le nombre de points de

contact est strictement sup�erieur �a la dimension (k > d), la matrice Q n'est pas d�e�nie.

Il existe, pour ce probl�eme classique, de nombreux algorithmes, �gurant dans toutes

les librairies math�ematiques. Nous avons, pour notre part, choisi l'impl�ementation de

Powell ([Pow85]), bas�ee sur la m�ethode de Goldfarb et Idnani ([GI83]) et utilis�ee dans la

librairie IMSL.

Il y a un autre d�etail �a noter quant �a l'impl�ementation de l'algorithme. En e�et,

nous avons �enonc�e celui-ci sous une forme th�eorique qu'il faut l�eg�erement modi�er pour

une exploitation num�erique. Ainsi, on est amen�e �a d�e�nir une pr�ecision ", telle que deux

distances d et d0 sont \num�eriquement �egales" si et seulement si jd� d0j � ". " est donc

homog�ene �a une distance euclidienne de A, et intervient �nalement :

� pour la recherche des points de contact :

I"n = fi 2 I=�(On)�OnPi � "g

� pour le test On = Hn, qu'on remplace par OnHn � ".

Par la suite, la pr�ecision adopt�ee est toujours " = 10�5.



3.4.5.2 R�esultats

Pour la pr�esentation des r�esultats exp�erimentaux, nous proc�edons en deux temps. En

premier lieu, pour un ensemble de points et une initialisation donn�es, nous illustrons

le d�eroulement de l'algorithme et v�eri�ons quelques propri�et�es montr�ees pr�ec�edemment.

Ensuite, nous testons l'e�cacit�e de l'algorithme en faisant varier le nombre de points et la

dimension. Ces tests num�eriques ont �et�e e�ectu�es sur une machine DEC4000 �a processeur

Alpha (165 MHz), instrument particuli�erement puissant. Il convient donc d'être prudent

dans l'appr�eciation des temps d'ex�ecution (temps CPU), qui sont �a juger dans leur globalit�e

plus qu'individuellement.

D�eroulement de l'algorithme

En dimension 2, nous avons repris l'exemple simple de la Figure 3.1 et repr�esent�e en

niveaux de gris la fonction � correspondante (cf. Fig. 3.7) : on reconnâ�tra, �a travers les

points anguleux des lignes de niveau, les fronti�eres du diagramme de Vorono�� du point le

plus �eloign�e. Deux points d'initialisation di��erents ont �et�e choisis, volontairement �eloign�es

de la solution. La convergence de l'algorithme se fait en deux et trois it�erations. De

mani�ere tout �a fait g�en�erale, le nombre de points de contact est au moins �egal �a deux, la

premi�ere it�eration mise �a part. Ainsi, on pourra remarquer que le point On (n � 2) se

d�eplace toujours sur les fronti�eres du diagramme de Vorono��.

A�n d'obtenir une comparaison, nous avons �egalement programm�e le tr�es court al-

gorithme de Lawson (cf. page 63), qui est syst�ematiquement initialis�e �a l'isobarycentre de

l'ensemble de points. 126 it�erations sont n�ecessaires pour � = 10�2, 443 it�erations pour

� = 10�5. On constate donc la faible e�cacit�e de cet algorithme, qui devient compl�etement

inutilisable lorsqu'on augmente la dimension et le nombre de points.

Nous avons ensuite consid�er�e un ensemble de m = 5000 points en dimension d = 10,

uniform�ement r�epartis dans la boule unit�e, et initialis�e l'algorithme au point O1 dont

toutes les composantes sont �egales �a 1,5. La convergence a n�ecessit�e 29 it�erations, et nous

avons pu repr�esenter en fonction de n (ordre de l'it�eration) :

� Rn = �(On), rayon de la plus petite boule de centre On contenant l'ensemble de

points;

� �n =
q
�(On)

2 �OnHn
2, rayon de la plus petite boule contenant les points de con-

tact;

� OnHn, distance de On aux points de contact;

� OnOn+1, pas de l'algorithme;

� Card (In), nombre de points de contact.



Figure 3.7: D�eroulement de l'algorithme pour deux initialisations di��erentes : on parvient �a la

solution en deux et trois it�erations.

On remarquera (cf. Fig. 3.8) que les suites (Rn) et (�n) sont adjacentes : (Rn) est

d�ecroissante, (�n) est croissante, et les deux suites ont la même limite. On pourrait donc

se contenter d'arrêter l'algorithme d�es que Rn � �n < " (cf. Corollaire 2).

Pour ce qui est du nombre de points de contact (cf. Fig. 3.9), on notera que celui-ci

\crô�t globalement" entre 1 et d + 1. Nous avons pu constater, au cours d'autres tests,

que cette courbe est quasiment monotone lorsque m est faible (de l'ordre de d), et devient

irr�eguli�ere pour m �elev�e. Par ailleurs, on peut remarquer que, sauf �a la �n de l'algorithme,

le nombre de points de contact reste inf�erieur �a d. Dans ce cas, la matrice Q d�e�nissant

la projection de On sur fIn est donc d�e�nie.

Performances de l'algorithme

Nous avons test�e les performances de l'algorithme en fonction du nombre de points m et de

la dimension d. Les ensembles de points ont �et�e choisis al�eatoirement dans la boule unit�e

d'une part, dans le cube unit�e ([0; 1]
d
) d'autre part. Le point d'initialisation O1, dont ne

d�epend pas la convergence de l'algorithme, a �et�e choisi al�eatoirement hors de l'enveloppe

convexe de E. Nous avons, dans chaque cas, relev�e le nombre total d'it�erations (n), le

temps total d'ex�ecution (T ), et le temps moyen d'ex�ecution par it�eration (�). Tous les

r�esultats fournis proviennent de la moyenne sur dix essais di��erents.
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Figure 3.8: Repr�esentation des di��erentes variables au cours de l'algorithme
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boule unit�e cube unit�e

m n T (s) � (ms) n T (s) � (ms)

10 3,8 1,8.10�3 0,45 6,3 3,7.10�3 0,6

50 7,5 6,6.10�3 0,88 11,2 10�2 0,9

100 11 1,6.10�2 1,4 12 1,8.10�2 1,5

500 21,1 0,11 5,2 15,4 8.10�2 5,2

1000 24,2 0,24 9,8 18,3 0,18 9,8

5000 32,1 1,5 46 19,4 0,91 47

104 35,2 3,2 92 21 2 94

5:104 41,7 21 496 22 11 503

105 42,6 42 995 23 23 1010

Table 3.1: R�esultats en fonction du nombre de points m en dimension 10

boule unit�e cube unit�e

d n T (s) � (ms) n T (s) � (ms)

2 5,3 0,14 27 2,6 8.10�2 31

3 10,9 0,3 28 4,9 0,15 30

5 15,6 0,51 33 10 0,34 34

10 31,9 1,5 46 19,8 0,93 47

20 52,6 3,9 74 35,5 2,6 74

30 66,6 6,9 104 43,4 4,5 103

40 79 11 133 47,5 6,2 131

50 83,5 14 165 54 8,6 159

Table 3.2: R�esultats en fonction de la dimension d pour 5000 points

boule unit�e cube unit�e

d n T (s) � (s) n T (s) � (s)

2 7,4 4 0,55 2,9 1,8 0,63

3 12,6 7,5 0,6 4,4 2,9 0,67

5 21,9 16 0,72 10,2 7,6 0,75

10 43,7 44 1 21,3 22 1

20 84 134 1,6 42 67 1,6

30 118,9 267 2,2 57,7 131 2,3

40 143,5 406 2,8 60,6 173 2,9

50 166,4 585 3,5 69,4 241 3,5

Table 3.3: R�esultats en fonction de la dimension d pour 105 points
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Figure 3.10: En dimension 10, repr�esentation du temps d'ex�ecution de l'algorithme et du temps

d'ex�ecution par it�eration en fonction du nombre de points m
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Figure 3.11: En dimension 10, repr�esentation du nombre total d'it�erations en fonction du nombre

de points m (�echelle logarithmique)
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Figure 3.12: Pour 5000 points, repr�esentation du temps d'ex�ecution de l'algorithme et du temps

d'ex�ecution par it�eration en fonction de la dimension d
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Figure 3.13: Pour 5000 points, repr�esentation du nombre total d'it�erations en fonction de la di-

mension d



En dimension 10, nous avons test�e des ensembles dont le cardinal varie entre 10 et

105 (cf. Table 3.1, Fig. 3.10, Fig. 3.11). Ensuite, pour des ensembles de 5000 et 105 points,

l'algorithme a �et�e ex�ecut�e dans des dimensions allant de 2 �a 50 (cf. Table 3.2, Table 3.3,

Fig 3.12, Fig. 3.13). On note, en premier lieu, que l'algorithme est toujours plus long pour

des points r�epartis dans la boule unit�e que pour des points r�epartis dans le cube unit�e.

Intuitivement, cela s'explique ais�ement par le fait que, dans le cas du cube, le nombre de

points susceptibles d'être des points de contact est nettement r�eduit : il s'agit des points

proches des sommets du cube. On notera cependant que, dans les deux cas, les courbes

repr�esentant les temps d'ex�ecution par it�eration sont lin�eaires et confondues (cf. Fig. 3.10,

Fig. 3.12).

On constate, de mani�ere g�en�erale, que le nombre total d'it�erations de l'algorithme

reste tr�es modeste, même pour des valeurs �elev�ees dem ou de d. Consid�erons, par exemple,

le cas o�u d = 10 etm = 105, les points �etant r�epartis dans la boule unit�e : l'algorithme con-

verge en 43 it�erations, alors que le majorant de la Proposition 6 vaut
Pd

k=0C
k
m ' 2; 8:1043 !

Il est clair, en�n, que les r�esultats seraient am�elior�es par une initialisation �a l'isobarycentre

de E. Pour le même exemple, on passe ainsi de 43 it�erations �a 14 it�erations.

3.5 Approche analytique du probl�eme de la plus petite boule

englobante

L'algorithme pr�esent�e au paragraphe 3.4, bien que d�evelopp�e dans un esprit essentielle-

ment g�eom�etrique, correspond, typiquement, �a un algorithme de descente. L'analyse nous

propose un grand nombre de ces m�ethodes it�eratives, qui consistent �a se d�eplacer \pas �a

pas", et dans des directions bien choisies, vers le minimum d'une fonctionnelle. Il nous a

donc sembl�e important d'explorer ce domaine, a�n de replacer notre algorithme dans un

contexte qui, somme toute, est �egalement le sien.

Dans cette partie, nous e�ectuons d'abord quelques rappels concernant les probl�emes

de minimisation et les m�ethodes permettant de les r�esoudre. Nous nous int�eressons en-

suite au cas o�u la fonctionnelle �a minimiser est la borne sup�erieure d'un nombre �ni de

fonctions, et traitons �a nouveau le probl�eme de la plus petite boule englobante. Nous

constatons, ainsi, que notre algorithme est en fait une m�ethode de sous-gradient. Divers

r�esultats num�eriques sont ensuite pr�esent�es.

On pourra se r�ef�erer aux ouvrages, classiques, de Ciarlet ([Cia85]) et Laurent ([Lau72]),

ainsi qu'au livre assez complet de Bazaraa et Shetty ([BS]).

3.5.1 G�en�eralit�es

Soit U un espace vectoriel de dimension �nie, muni du produit scalaire euclidien, not�e

< � ; � >. La norme induite sera not�ee jj � jj. Soit F une fonction d�e�nie sur U , �a valeurs



dans R, convexe et continue. On consid�ere le probl�eme d'optimisation sans contraintes

suivant :

(Q) min
x2U

F (x)

Nous supposerons que (Q) admet une unique solution x. En pratique, l'existence

ou l'unicit�e de la solution peuvent souvent se d�eduire de di��erentes propri�et�es de F . No-

tamment :

� si F est coercive (F (x)!1 quand jjxjj ! 1), (Q) admet au moins une solution;

� si F est strictement convexe, la solution, lorsqu'elle existe, est unique;

� si F est a�convexe (a > 0), (Q) admet une unique solution.

Rappelons que F est a�convexe (ou fortement convexe, ou encore elliptique) si, pour

tout (x; y) 2 U2 et pour tout � 2 [0; 1] :

F (�x+ (1� �)y) � �F (x) + (1� �)F (y)� a

2
�(1� �)jjx� yjj2 (3.7)

Une telle fonction est �a la fois coercive et strictement convexe.

La fonction F �etant convexe et continue, elle admet en tout point x 2 U et pour toute

direction d 2 U une d�eriv�ee directionnelle �nie :

F 0(x; d) = lim
t!0+

F (x+ td)� F (x)

t

Soit x 2 U . On dit que d 2 U est une direction de descente de F en x si :

9� > 0 8t 2]0; �] F (x+ td) < F (x)

En utilisant la convexit�e de F , on montre que cette d�e�nition �equivaut �a chacune des deux

propri�et�es suivantes :

1. 9� > 0 F (x+ �d) < F (x) (3.8)

2. F 0(x; d) < 0 (3.9)

Notons �(x) l'ensemble des directions de descente de F en x 2 U , qui est un cône. �(x)

permet une caract�erisation de la solution de (Q) :

x est solution de (Q) , �(x) = � (3.10)

Les algorithmes de descente ont pour but de construire une suite (xn) qui converge

vers la solution x selon le sch�ema it�eratif suivant :

� soit x0 un point d'initialisation;



� au point xn, on choisit une direction de descente dn et un pas �n > 0 tel que

F (xn + �ndn) < F (xn);

� le nouvel it�er�e est d�e�ni par : xn+1 = xn + �ndn;

� on arrête l'algorithme lorsqu'un test de convergence est v�eri��e.

Il est clair que la sp�eci�cit�e des algorithmes de descente va r�esider dans le choix des

directions et des pas. La r�egularit�e de la fonction est, �a ce niveau, tr�es importante. Nous

allons donc distinguer le cas o�u F est di��erentiable du cas o�u elle ne l'est pas.

3.5.1.1 Cas di��erentiable

On rappelle que la fonction F est di��erentiable en x 2 U s'il existe une application

lin�eaire Lx : U ! R telle que :

8d 2 U F (x+ d) = F (x) + Lx(d) + o(jjdjj) (3.11)

Le th�eor�eme de Riesz permet de prouver l'existence d'un vecteur gradient de F en x,

not�e rF (x), tel que :

8d 2 U Lx(d) = <rF (x); d>
Par ailleurs, on v�eri�e imm�ediatement que F 0(x; d) = Lx(d).

On obtient donc l'ensemble des directions de descente en x 2 U (cf. (3.9)), qui est un

demi-espace ouvert :

�(x) = fd 2 U=<rF (x); d> < 0g

On en d�eduit la caract�erisation de la solution de (Q) (cf. (3.10)) :

x est solution de (Q) , rF (x) = 0

Si x n'est pas solution de (Q), on constate que �rF (x) 2 �(x) : c'est la direction de

descente dite \de plus grande pente". Notons que cette propri�et�e, locale, est ind�ependante

de la convexit�e de F . En e�et, on peut toujours utiliser (3.11) pour �ecrire :

8t > 0 F (x� trF (x)) = F (x)� jjrF (x)jj2t + o(t)

et il existe donc � > 0 tel que F (x� trF (x)) < F (x) sur l'intervalle ]0; �].

Le rôle du gradient est donc fondamental : dans le cas di��erentiable, la quasi-totalit�e

des algorithmes se servent, directement ou indirectement, de cette direction de descente

\naturelle". On citera, entre autres, les m�ethodes de gradient �a pas �xe, �a pas optimal, et

de gradient conjugu�e, ainsi que l'algorithme de Newton et les m�ethodes analogues. Nous

ne les d�etaillerons pas ici.



3.5.1.2 Cas non di��erentiable

Dans le cas o�u F n'est pas di��erentiable sur U , on ne peut s'assurer de l'existence du

gradient en un point, et on ne dispose donc plus de direction de descente �evidente. A�n

de g�en�eraliser le gradient, et particuli�erement pour des fonctions convexes, on introduit la

notion de sous-di��erentiabilit�e.

Soit x 2 U . On dit que g 2 U est un sous-gradient de F en x si :

8y 2 U F (y)� F (x) � <g; y� x>

ce qui signi�e que la fonction F est minor�ee par la fonction a�ne de pente g prenant en

x la valeur F (x). La notion de sous-gradient est donc globale, contrairement �a celle de

gradient, qui est locale.

Le sous-di��erentiel de F en x 2 U est l'ensemble des sous-gradients en ce point :

@F (x) = f g 2 U = 8y 2 U F (y)� F (x) � <g; y � x>g

On dira que F est sous-di��erentiable en x 2 U si @F (x) 6= �.

On utilise la convexit�e et la continuit�e de F sur U pour montrer les trois propri�et�es

suivantes :

1. F est sous-di��erentiable sur U . En tout point x 2 U , @F (x) est alors un ensemble

non vide, convexe et compact.

2. la d�eriv�ee directionnelle s'exprime en fonction du sous-di��erentiel par :

8x 2 U 8d 2 U F 0(x; d) = max
g2@F (x)

<g; d> (3.12)

et ce maximum est atteint.

3. si F est di��erentiable en x 2 U , alors :

@F (x) = frF (x)g (3.13)

Prenons l'exemple d'une fonction �a variable r�eelle (U=R). On d�e�nit la fonction F comme

suit (cf. Fig. 3.14) :

F (x) =

(
x2 si x � 0

x si x > 0

La notion de di��erentiabilit�e correspond ici �a la d�erivabilit�e. En x = 0, F admet

une d�eriv�ee �a gauche, 0, et une d�eriv�ee �a droite, 1. Ces valeurs n'�etant pas �egales, F n'est

donc pas d�erivable en ce point. Cependant, on montre ais�ement que les droites passant par



O x
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F(x)

Figure 3.14: Sous-gradients et sous-di��erentiel : on constate l'importance de la convexit�e de F

pour l'existence de fonctions a�nes minorantes et interpolantes

l'origine et qui minorent F ont pour �equation y = ax, avec a 2 [0; 1]. Ceci signi�e exacte-

ment que @F (0) = [0; 1], qui est l'enveloppe convexe des d�eriv�ees �a gauche et �a droite : ce

r�esultat est tr�es g�en�eral. Pour x 6= 0, F est d�erivable en x, et on a donc @F (x) = fF 0(x)g.
Dans ce cas, la tangente en x est la seul droite passant par (x; F (x)) qui minore F .

La caract�erisation de la solution de (Q) provient directement de la d�e�nition du sous-

di��erentiel :

x est solution de (Q) , 0 2 @F (x) (3.14)

En e�et, 0 2 @F (x) s'�ecrit simplement :

8y 2 U F (y)� F (x) � <0; y � x> = 0

Soit x 2 U . Alors d 2 U est une direction de descente de F en x si et seulement si

(cf. (3.9) et (3.12)) :

F 0(x; d) < 0 , max
g2@F (x)

<g; d> < 0 , 8g 2 @F (x) <g; d> < 0

Soit :

�(x) = fd 2 U=8g 2 @F (x) <g; d> < 0g (3.15)

Il n'apparâ�t donc pas, a priori, de direction de descente �evidente, comme c'�etait le

cas pour une fonction di��erentiable. En particulier, si g 2 @F (x), �g n'est pas toujours

une direction de descente. Cependant, on montre que le sch�ema it�eratif bas�e sur de telles

directions converge vers la solution x du probl�eme (Q), �a condition toutefois d'utiliser un

pas ad�equat : ces algorithmes sont dits de sous-gradient. Nous en donnons ici un exemple.



Algorithme de sous-gradient normalis�e

Soit (�n) une suite de termes positifs �a s�erie divergente, c'est �a dire :

�n �! 0 et
+1X
n=0

�n = +1

On consid�ere l'algorithme it�eratif suivant, initialis�e en x0 2 U :

xn+1 = xn � �n
gn
jjgnjj gn 2 @F (xn)

On montre alors que :

� soit il existe n0 tel que xn0 = x

� soit xn �! x

Cet algorithme n�ecessite donc l'acc�es, en tout point x 2 U , �a un �el�ement de @F (x),

le caract�ere global de la notion de sous-gradient permettant ensuite de converger vers la

solution x. Cependant, il est naturel de chercher �a y associer un caract�ere local en d�eter-

minant en x un �el�ement g 2 @F (x) tel que �g soit une direction de descente (�g 2 �(x)).

Consid�erons x 2 U qui ne soit pas solution de (Q), ce qui �equivaut donc �a :

0 62 @F (x). On appelle g(x) la projection de 0 sur @F (x), sous-ensemble non vide, convexe

et ferm�e d'un espace de dimension �nie. g(x) est donc solution du probl�eme :

min
g2@F (x)

jjgjj2 (3.16)

La caract�erisation de g(x), d�ej�a cit�ee au Lemme 1, est donn�ee par :

8g 2 @F (x) <0� g(x); g� g(x)> � 0

On obtient, en notant que g(x) 6= 0 :

8g 2 @F (x) <�g(x); g> � �jjg(x)jj2 < 0 (3.17)

et nous avons donc bien : �g(x) 2 �(x).

De plus, on montre que �g(x) est la direction de plus grande pente, c'est �a dire que

�g(x)=jjg(x)jj est l'unique solution du probl�eme :

min
jjdjj=1

F 0(x; d) (3.18)

En e�et, notons d(x) = �g(x)=jjg(x)jj. Alors (3.17) �equivaut �a :

max
g2@F (x)

<g; d(x)> � �jjg(x)jj , F 0(x; d(x))� �jjg(x)jj



On montre maintenant que pour toute direction d 2 U unitaire, F 0(x; d) � �jjg(x)jj :
supposons qu'il existe une direction d0 2 U telle que jjd0jj = 1 et F 0(x; d0) < �jjg(x)jj. Ceci
se traduit par :

8g 2 @F (x) <g; d0> < �jjg(x)jj
Pour g = g(x), on obtient donc :

<g(x); d0> < �jjg(x)jj , <�g(x); d0> > jj � g(x)jj � jjd0jj

ce qui contredit l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz : d(x) est donc bien solution du pro-

bl�eme (3.18).

Montrons l'unicit�e de la solution : supposons qu'il existe deux directions d1 et d2 uni-

taires distinctes qui soient solution de (3.18) : F 0(x; d1) = F 0(x; d2) = m (m � �jjg(x)jj < 0).

Posons d = d1+d2
2

. On peut alors �ecrire :

jjdjj2 = jjd1 + d2
2 jj

2

= 1� jjd1 � d2
2 jj

2

< 1

D'autre part, la fonction d 7�! F 0(x; d) est convexe et positivement homog�ene. On a donc :

F 0(x;
d

jjdjj) =
1

jjdjjF
0(x;

d1 + d2
2

) � 1

jjdjj(
1

2
F 0(x; d1) +

1

2
F 0(x; d2)) =

m

jjdjj < m

Ceci est une contradiction, et d(x) est donc l'unique solution de (3.18).

On peut donc �enoncer une version am�elior�ee de l'algorithme de sous-gradient nor-

malis�e. Comme pr�ec�edemment, (�n) est une suite de termes positifs �a s�erie divergente :

n = 0;

x0 2 U ;

1. gn = arg min
g2@F (xn)

jjgjj2;
si gn = 0 :

- x = xn;

- stop;

xn+1 = xn � �n
gn
jjgnjj ;

Incr�ementer n;

Aller en 1;

On notera toutefois que cet algorithme n�ecessite en tout point la connaissance du

sous-di��erentiel, alors qu'un sous-gradient seulement �etait n�ecessaire pour la premi�ere

version. En pratique, ceci ne sera possible que pour certaines fonctions, et notamment

lorsque F est la borne sup�erieure d'une famille �nie de fonctions convexes di��erentiables :

c'est le cas que nous abordons ci-apr�es.



3.5.2 Borne sup�erieure de fonctions convexes di��erentiables

3.5.2.1 Cas g�en�eral

On suppose ici la fonction F d�e�nie par :

F (x) = max
i2I

fi(x)

o�u I = f1; 2; : : : ; mg et les fi des fonctions convexes di��erentiables sur U .

La fonction F est convexe, continue sur U , mais pas n�ecessairement di��erentiable

(la fonction valeur absolue, d�e�nie sur R par jxj = max(x;�x), n'est pas d�erivable en 0).

Il est donc n�ecessaire de se placer dans le cadre du paragraphe 3.5.1.2.

Le cas d'une fonction F d�e�nie comme borne sup�erieure est en fait int�eressant car

il conduit �a une expression simple du sous-di��erentiel. On peut montrer, en e�et, que

lorsque les fonctions fi sont convexes et continues :

8x 2 U @F (x) = Conv(
[

i2I(x)
@fi(x))

o�u Conv est l'enveloppe convexe et I(x) = fi 2 I=fi(x) = F (x)g.

Or, notre hypoth�ese est plus forte puisque nous avons suppos�e les fi di��erentiables. Nous

avons donc @fi(x) = frfi(x)g (cf. (3.13)) et, �nalement :

8x 2 U @F (x) = Conv(frfi(x)=i 2 I(x)g) (3.19)

D�es lors, la caract�erisation de la solution de (Q) (cf. (3.14)) peut s'�enoncer de la mani�ere

suivante : x est solution de (Q) si et seulement s' il existe une famille f�igi2I(x) de r�eels

positifs et non tous nuls telle que : X
i2I(x)

�irfi(x) = 0

D'autre part, on montre facilement que l'ensemble des directions de descente (cf. (3.15))

devient :

�(x) = fd 2 U=8i 2 I(x) <rfi(x); d> < 0g =
\

i2I(x)
fd 2 U=<rfi(x); d> < 0g (3.20)

�(x) est donc l'intersection d'un nombre �ni de demi-espaces ouverts.

Avec un sous-di��erentiel d�e�ni comme enveloppe convexe d'un polytope, il sem-

ble maintenant ais�e de d�eterminer la meilleure direction de descente, �g(x), o�u g(x) est

l'�el�ement de @F (x) de norme minimale, ou projection de 0 sur @F (x) (cf. (3.16)) : on



pressent d�ej�a le parall�ele avec toutes les notions utilis�ees au 3.4 pour traiter le probl�eme

de la plus petite boule englobante.

Nous avons repr�esent�e, sur la Figure 3.15, un exemple qui illustre toutes ces pro-

pri�et�es.

rf1(x)

rf2(x)

f1 = a

f2 = a

g(x)

x

Figure 3.15: Pour F (x) = max(f1(x); f2(x)) : les deux courbes repr�esentent les lignes de niveau de

f1 et f2 �a la valeur a. Le point x, qui est �a l'intersection de ces courbes, est tel que I(x) = f1; 2g :

donc @F (x) = Conv (rf1(x);rf2(x)). On a repr�esent�e le cône des directions de descente, et g(x),

de norme minimale sur @F (x) : �g(x) est la direction de plus grande pente.

3.5.2.2 Retour au probl�eme de la plus petite boule englobante

Nous conserverons ici la notation vectorielle adopt�ee dans cette partie. Consid�erons une

famille �nie faigi2I d'�el�ements de U . Au paragraphe 3.4, nous avions traduit le probl�eme

de la plus petite boule englobante par la minimisation de la fonctionnelle �, adapt�ee �a la

g�eom�etrie car homog�ene �a une distance :

�(x) = max
i2I

jjx� aijj

Cependant, la fonction x 7�! jjx� aijj n'est pas di��erentiable en ai. A�n de pou-

voir appliquer les r�esultats pr�ec�edents, nous avons donc pos�e fi(x) =
1
2
jjx� aijj2 : fi est

alors di��erentiable sur U et convexe (le coe�cient 1
2
a �et�e introduit pour des raisons de

commodit�e). La fonction F est d�e�nie par :

F (x) =
1

2
max
i2I

jjx� aijj2 (3.21)

et (Q) co��ncide bien avec le probl�eme de plus petite boule. Par ailleurs, I(x) contient les

indices des \points de contact".

L'existence et l'unicit�e de la solution au probl�eme (Q) sont ici garanties par la

forte convexit�e de F . En e�et, pour tout (x; y) 2 U2 et pour tout � 2 [0; 1], on v�eri�e sans



Figure 3.16: Repr�esentation de la restriction de F �a un carr�e de R2 pour les points de la Figure 3.1.

On observe la non-di��erentiabilit�e de F .

probl�eme l'�egalit�e :

fi(�x+ (1� �)y) = �fi(x) + (1� �)fi(y)� 1

2
�(1� �)jjx� yjj2

On en d�eduit donc :

F (�x+ (1� �)y) � �F (x) + (1� �)F (y)� 1

2
�(1� �)jjx� yjj2

Ceci prouve que F est une fonction 1-convexe (cf. (3.7)).

Explicitons maintenant les di��erentes caract�eristiques du probl�eme. Nous avons, en

premier lieu :

8x 2 U rfi(x) = x� ai

Le sous-di��erentiel de F en x 2 U s'�ecrit donc (cf. (3.19)) :

@F (x) = Conv (fx� ai=i 2 I(x)g) = x� Conv (fai=i 2 I(x)g)

On en d�eduit ainsi la caract�erisation de la solution (cf. (3.14)) :

0 2 @F (x) , x 2 Conv (fai=i 2 I(x)g)

Nous retrouvons donc le th�eor�eme de caract�erisation (Th�eor�eme 1) que nous avions �enonc�e

en 3.4.2.1.

L'ensemble des directions de descente s'�ecrira (cf. (3.20)) :

�(x) =
\

i2I(x)
fd 2 U=<x� ai; d> < 0g
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h(x)
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a1 a3

a4

a5

a1 a2

a3

a4

Figure 3.17: Sous-di��erentiel et cône des directions de descente : dans le cas (a), �@F (x) 6� �(x) ;

dans le cas (b), �@F (x) � �(x)

Nous avons, sur la Figure 3.17, donn�e un exemple montrant que, si g est un sous-gradient

de F en x, �g n'est pas n�ecessairement une direction de descente.

Notons gI(x) = Conv (fai=i 2 I(x)g). Nous savons que la meilleure direction de descente

s'�ecrit �g(x), o�u g(x) est solution du probl�eme :

min
g2x�gI(x) jjgjj2

En e�ectuant le changement de variable g = x � r, on obtient donc que g(x) = x � h(x),

o�u h(x) est solution du probl�eme :

min
r2gI(x) jjx� rjj2

En d'autres termes, h(x) est la projection de x sur Conv (fai=i 2 I(x)g), et h(x)� x,

direction de plus grande pente, n'est autre que la direction OH utilis�ee en 3.4 pour notre

algorithme!

3.5.2.3 Conclusion

L'algorithme que nous avons d�evelopp�e en 3.4 fait donc partie des algorithmes de sous-

gradient, qui se di��erencient principalement par le choix d'un �el�ement gn 2 @F (xn) et

d'un pas �n > 0. Essayons de distinguer les avantages et les inconv�enients des di��erentes

possibilit�es.

Pour ce qui est du sous-gradient, nous avons vu que tout �el�ement de @F (xn) convient.

g(xn), s'il fournit la direction de descente de plus grande pente, sera coûteux en temps



de calcul. Cependant, le test jjg(xn)jj < " est excellent puisqu'il provient directement de

la caract�erisation de la solution. Une autre possibilit�e, au contraire tr�es peu coûteuse,

pourrait �egalement être :

gn =
1

Card(I(xn))

X
i2I(xn)

rfi(x)

En ce qui concerne le pas, on peut toujours choisir (�n) �a s�erie divergente, soit,

typiquement : �n = �=(n+ 1). Le choix de � est important car il d�etermine la vitesse de

la convergence de l'algorithme. Lorsque �gn est une direction de descente, en particulier

pour gn = g(xn), on peut chercher �a optimiser le pas, ce qui consiste �a �evaluer :

�n = argmin
t>0

F (xn � t
gn
jjgnjj)

Il est �evident qu'en pratique, une �evaluation exacte de �n serait trop longue : on se

contente donc souvent d'une valeur acceptable. Cependant, dans le cas de la plus petite

boule englobante, nous avons pu d�eterminer �n explicitement, et avons montr�e que la

convergence se fait alors en un nombre �ni d'it�erations. Il va sans dire que l'e�cacit�e de

l'algorithme s'en trouve am�elior�ee.

3.5.3 Mise en �uvre de l'algorithme de sous-gradient normalis�e

3.5.3.1 Exemple d'une fonction �a variable r�eelle

D'une mani�ere g�en�erale, le cas d'une fonction �a variable r�eelle n'est pas tr�es complexe

puisqu'il n'existe que deux directions unitaires. Ainsi, si x n'est pas minimum de F ,

0 62 @F (x). @F (x), qui est un intervalle ferm�e de R, est donc inclus soit dans R�
+, soit

dans R�
�, et on choisira respectivement �1 ou 1 comme direction de descente. Ce cas sim-

ple est cependant int�eressant, car il va nous permettre de juger l'importance de la suite

(�n) pour la qualit�e de la convergence.

Nous avons choisi pour cet exemple F (x) = max(f1(x); f2(x); f3(x)), avec :

f1(x) = x4 f2(x) = �x+ 4 f3(x) = x2 + 2x+ 3

Ces fonctions sont convexes et d�erivables, comme le n�ecessitent les hypoth�eses de 3.5.2,

et on calcule facilement le minimum x, qui est �a l'intersection de la droite et de la parabole

(cf. Fig. 3.18) : x = �3+p13
2

' 0; 303.

Nous avons appliqu�e l'algorithme de sous-gradient normalis�e �a la fonction F , avec

le pas �a s�erie divergente �n = �=(n + 1). L'initialisation �etant �x�ee �a x = 3, nous avons

repr�esent�e, pour di��erentes valeurs de �, les 200 premiers it�er�es de l'algorithme. Comme
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Figure 3.18: Repr�esentation de F : on a I(x) = f2; 3g, et @F (x) = [f 0
2(x); f

0
3(x)]. On remarque

que 0 2 @F (x), ce qui caract�erise le fait que x est minimum de F .

on peut le constater sur la Figure 3.19, la qualit�e de la convergence varie beaucoup sui-

vant les valeurs de �. En e�et, la convergence est visiblement tr�es lente pour � = 0; 1 et

� = 0; 3, satisfaisante pour � = 0; 5 et � = 0; 7. Pour � = 5, on constate de fortes oscil-

lations autour de x, qui s'amortissent. En d�e�nitive, le choix de � est donc fondamental

pour obtenir une bonne convergence de l'algorithme.
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Figure 3.19: Algorithme de sous-gradient appliqu�e �a F (x) = max(x4;�x+ 4; x2+ 2x+ 3), avec le

pas �a s�erie divergente �n = �=(n+ 1), initialis�e en x0 = 3. Repr�esentation de xn : sur la �gure de

gauche, � = 0; 1, 0,3, 0,5, 0,7 ; sur la �gure de droite, � = 5.



3.5.3.2 Application au probl�eme de la plus petite boule englobante

Nous supposons ici F d�e�nie par (3.21). Nous avons d'abord repris, en dimension 2,

l'exemple de la Figure 3.7, qui comportait 6 points. En appliquant l'algorithme de sous-

gradient normalis�e avec la direction de plus grande pente et le pas �n = 1; 5=(n+ 1), on

constate sur la Figure 3.20 que, pour deux points d'initialisation di��erents, les chemins

parcourus sont similaires �a ceux de la Figure 3.7, avec, cependant, de nombreuses oscilla-

tions.

Consid�erons ensuite, comme nous l'avions fait en page 82, un ensemble de 5000 points

en dimension 10, uniform�ement r�epartis dans la boule unit�e. En choisissant le même point

d'initialisation, la même pr�ecision " = 10�5 et le même test d'arrêt (soit jjg(xn)jj < "), la

convergence se fait en 12645 it�erations, alors que notre algorithme n�ecessitait 29 it�erations

seulement. On en conclut donc l'importance de la phase d'optimisation du pas, qui est en

fait la seule di��erence entre les deux m�ethodes.

Figure 3.20: D�eroulement de l'algorithme de sous-gradient normalis�e pour deux initialisations

di��erentes.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�evelopp�e, pour le probl�eme de la plus petite boule en-

globante, un algorithme qui pr�esente le double avantage de fonctionner en dimension

quelconque et de converger en un nombre �ni d'it�erations. Cet algorithme, au vu des



r�esultats num�eriques, semble d'une r�eelle e�cacit�e, et pr�esente un bon comportement en

fonction du nombre de points et de la dimension. Nous avons montr�e qu'il repr�esente,

d'une part, une g�en�eralisation de l'algorithme de Chrystal-Peirce au cas multidimension-

nel, mais �egalement un simple algorithme de plus grande pente o�u le pas optimal a pu être

explicit�e. On retiendra ainsi que notre algorithme se situe r�eellement �a la fronti�ere entre

la g�eom�etrie euclidienne et les m�ethodes classiques d'optimisation.



Chapitre 4

L'optimisation dosim�etrique

4.1 Introduction

D�e�nissons de mani�ere aussi absolue que possible ce que peut être le probl�eme de dosim�etrie

inverse. Si l'on consid�ere un corps expos�e �a divers rayonnements, ceux-ci �etant d�ecrits par

un param�etre �, alors le probl�eme de dosim�etrie directe consiste �a d�eterminer la r�epar-

tition de dose D re�cue par ce corps. D est une fonction tridimensionnelle, et l'on peut

�ecrire :

D = T�

On a not�e T l'\op�erateur de dose" repr�esentant le ph�enom�ene physique d'interaction

des rayonnements avec la mati�ere. Le probl�eme inverse peut donc se poser ainsi : pour

une r�epartition de dose D donn�ee, quel est le param�etre � tel que le corps irradi�e re�coive

cette dose? En d'autres termes, il s'agit de d�eterminer l'inverse T�1 de l'op�erateur T :

� = T�1D

Rappelons l'abscence totale, �a ce jour, de repr�esentation analytique exacte pour

l'op�erateur T . D'autre part, l'ensemble des param�etres d�ecrivant l'irradiation et repr�esen-

t�es par � est extrêmement large. Citons principalement : l'�energie des rayons X utilis�es,

la g�eom�etrie des faisceaux, leurs positions respectives par rapport au corps irradi�e, leurs

temps d'exposition. Il n'est pas envisageable de traiter le probl�eme inverse en tenant

compte de la totalit�e de ces param�etres : on s'applique, habituellement, �a travailler dans

un protocole donn�e, qui en �xe une partie. Dans la plupart des cas, on conserve comme

variables les pond�erations (ou temps d'exposition) des faisceaux. L'irradiation d'une zone

cible, en�n, doit se faire en �epargnant au mieux les tissus environnants. La r�epartition de

dose id�eale D pourrait donc être d�e�nie comme une fonction indicatrice de la zone cible :

dans ce cas, celle-ci re�coit une dose constante, alors que les tissus sains re�coivent une dose
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nulle.

Nous avons d�e�ni le probl�eme de dosim�etrie inverse sous sa forme la plus stricte.

Comme nous allons le constater dans l'�etude bibliographique, la d�enomination de \dosim�etrie

inverse" s'�etend rapidement �a l'optimisation des traitements radioth�erapiques en g�en�eral.

4.2 Donn�ees bibliographiques

On distingue, dans la litt�erature, deux approches du probl�eme de dosim�etrie inverse. Cer-

tains auteurs, d'une part, restent dans un cadre assez th�eorique, et travaillent �a partir

de mod�elisations continues de l'op�erateur T . D'autres, plus imm�ediatement int�eress�es par

une mise en �uvre m�edicale, en e�ectuent une mod�elisation discr�ete. Dans ce paragraphe,

nous pr�esentons des exemples repr�esentatifs de ces deux approches.

4.2.1 Des approches continues

La mod�elisation continue est, typiquement, utilis�ee pour les cas d'irradiations dynamiques :

on suppose la source mobile par rapport au patient. Remarquons, a priori, que la tech-

nologie actuelle du mat�eriel d'irradiation ne permet que de tr�es simples mouvements de

cette source.

4.2.1.1 Une solution analytique

Brahme ([BRL82]) est l'un des rares �a proposer une solution compl�etement analytique.

Ceci se fait, bien sûr, au prix d'une grande simpli�cation du probl�eme : il suppose tra-

vailler en 2D, et consid�ere un objet de forme circulaire de rayon R, soumis �a une rotation

d'angle 2� �a vitesse angulaire ! face �a un faisceau parall�ele et immobile (cf. Fig. 4.1). La

repr�esentation analytique de la dose correspondant �a ce faisceau est simpli��ee �a l'extrême :

d(x; z) = d(x)e��z

o�u d(x) est le pro�l de dose (on suppose d(x) = 0 pour x � 0) et � le coe�cient

d'att�enuation.

L'expression de la dose re�cue, apr�es rotation, au point de coordonn�ees polaires (r; �)

s'�ecrit :

D(r) =

I
r

d(x)e��zd�=�

Soit, apr�es changement de variable :

D(r) =
2

�

Z r

0

d(x) cosh[�
p
r2 � x2]p

r2 � x2
dx (4.1)

o�u on a not�e cosh le cosinus hyperbolique.
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Figure 4.1: Objet circulaire en rotation devant un faisceau �xe

L'�egalit�e pr�ec�edente repr�esente donc l'expression analytique du probl�eme direct :

connaissant la fonction d, on en d�eduit la r�epartition de la dose. Le probl�eme inverse

consiste donc, pour une r�epartition de dose D donn�ee, �a d�eterminer la fonction d cor-

respondante. Cette �equation, couramment connue sous le nom d'\�equation de Fredholm

de premi�ere esp�ece", peut rarement être r�esolue analytiquement. Cependant, dans le cas

pr�esent, un changement de variables (x2 = t, r2 = y) permet de mettre (4.1) sous forme

d'une �equation de convolution et de l'inverser en utilisant la transform�ee de Laplace. On

obtient �nalement :

d(x) =
d

dx

Z x

0

cos[�
p
x2 � r2]p

x2 � r2
D(r)rdr (4.2)

Si l'on consid�ere la distribution de dose id�eale, fonction indicatrice d'un disque de

rayon r0 et centr�e en O :

D(r) =

(
D r � r0

O r > r0

(4.2) permet d'exprimer analytiquement d(x), que nous n'expliciterons pas ici.

Barth ([Bar90],[KB90]) reprend le mod�ele pr�ec�edent et en g�en�eralise les r�esultats.

Il montre que pour tout objet de forme convexe, moyennant une correction au niveau de

l'intensit�e, on peut, par rotation de l'objet autour d'un point, obtenir une distribution

de dose �egale �a l'indicatrice d'un disque centr�e en ce point. En multipliant les rotations,

on peut donc obtenir une dose constante sur une r�eunion de disques, et nulle ailleurs.

On en conclut donc que pour un objet convexe, il est possible d'approcher la r�epartition

de dose par l'indicatrice d'un ensemble 
 en \recouvrant" cet ensemble par des disques

(cf. Fig. 4.2).

Comme le souligne Webb ([Web93]), cette m�ethode analytique est �el�egante, mais

s'�eloigne dangereusement du probl�eme r�eel. Outre les suppositions faites sur la d�ecrois-

sance exponentielle de dose (ce qui �equivaut en fait �a n�egliger la dose di�us�ee), on constate



Ω

Figure 4.2: \Recouvrement" d'un ensemble 
 par des disques

en fait que la fonction d(x) obtenue prend, pour certaines valeurs de x, des valeurs n�ega-

tives, ce qui est physiquement irr�ealisable. Face �a ce probl�eme, [Bar90] propose simplement

de remplacer ces valeurs n�egatives par 0 : on s'�eloigne alors de la dose id�eale.

4.2.1.2 Utilisation des kernels de dose

Le second exemple d'approche continue que l'on puisse citer est bas�e sur le calcul de la

dose par la m�ethode des kernels (cf. 2.2.1.2). Si l'on consid�ere un volume homog�ene V ,

rappelons que la dose re�cue en r s'exprime sous la forme :

D(r) =
Z
V

f(r0)h(r � r0)d3r0 (4.3)

o�u f est la 
uence en photons primaires et h le kernel �el�ementaire de dose.

(4.3) est, comme pr�ec�edemment, une �equation de Fredholm de premi�ere esp�ece ;

c'est �egalement une �equation de convolution. D et h �etant suppos�es connus, il s'agit donc

de d�eterminer la fonction f .

Brahme ([Bra88]) utilise l'analyse de Fourier et obtient :

f = F�1(
F(D)

F(h)
)

o�u on a not�e F et F�1 la transform�ee de Fourier et la transform�ee de Fourier inverse.

L'auteur utilise, par ailleurs, un �ltre passe-bas a�n de r�eduire les nombreuses oscillations

de F(f). Pr�ecisons qu'une contrainte d'in�egalit�e sur la solution ne peut être transcrite

dans le domaine de Fourier. Il en r�esulte, comme pour le premier exemple que nous

avons donn�e, que la solution obtenue n'est pas n�ecessairement positive, et, dans ce cas,

pas physiquement r�ealisable : on recti�e alors �a 0 les valeurs n�egatives, ce qui n'est pas

vraiment satisfaisant.

Lind et K�allman ([LK90]), qui sont attentifs aux contraintes physiques, proposent

le sch�ema it�eratif suivant :

� f0 = aD



� fk+1 = C(fk + a(D � fk 
 h))

o�u C est l'op�erateur de contrainte positive, a un scalaire permettant de contrôler la con-

vergence, et 
 l'op�eration de convolution.

Ce sch�ema, qui s'exprime simplement sous forme matricielle, pr�esente une propri�et�e

m�edicalement importante, montr�ee par Lind ([Lin90]) : il n'y a pas de sous-dosage, ce qui

signi�e que la dose obtenue f 
 h est sup�erieure en tout point �a la dose d�esir�ee D. Cette

propri�et�e, qu'on ne pourrait esp�erer montrer par la m�ethode de Fourier, montre, outre la

simplicit�e d'impl�ementation, que cette m�ethode est plus souple que la pr�ec�edente.

Pr�ecisons qu'en pratique, apr�es avoir d�etermin�e la solution f , [Bra88] et [LK90]

d�eterminent les pro�ls de dose correspondants par \r�etro-projection inverse". Il est ensuite

possible de d�eterminer la forme des caches pouvant produire de tels pro�ls, et d'e�ectuer

irradiations et mesures exp�erimentales a�n de v�eri�er la validit�e des calculs.

4.2.2 Des approches discr�etes

La mod�elisation \discr�ete" du probl�eme de dosim�etrie inverse se prête particuli�erement aux

protocoles les plus courants, o�u un corps est expos�e �a un nombre �ni q de faisceaux, dont

on contrôle les temps d'exposition �j . Si l'on �xe n points du corps, alors la formulation

matricielle du probl�eme direct est :

D = A�

o�u D est le vecteur de dimension n contenant les doses aux points consid�er�es, A la matrice

n� q, discr�etisation de l'\op�erateur de dose", et � le vecteur de dimension q contenant les

pond�erations.

Il est, bien entendu, inesp�er�e de pouvoir inverser ce syst�eme au sens strict. Le

but est d'y apporter une solution optimale en tenant compte simultan�ement d'arguments

math�ematiques, physiques, et m�edicaux.

4.2.2.1 Utilisation de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

Lefkopoulos ([LDR88]) choisit comme crit�ere d'optimisation la pr�ecision de reconstruc-

tion � = jjA��Djj. L'utilisation de l'inverse g�en�eralis�ee (A� = (AtA)�1At) semble ici

assez inappropri�ee compte tenu du mauvais conditionnement que pr�esente habituellement

la matrice A. L'auteur propose d'utiliser la d�ecomposition en valeurs singuli�eres : si

(ui; vi; �i) (1 � i � q, on suppose A de rang q) est un syst�eme singulier de la matrice A,

et �1 > �2 > : : : > �q > 0, cette d�ecomposition s'�ecrit :

A =
qX

i=1

�i:ui:vi
t



Alors la solution prenant en compte les p premi�eres composantes singuli�eres est donn�ee

par :

�p =
pX

i=1

1

�i

(ui
t:D):vi

Le cas o�u toutes les composantes singuli�eres sont utilis�ees (soit p = q) correspond au cas de

l'inverse g�en�eralis�ee, et, d'autre part, on force �a 0 les valeurs n�egatives de � a�n d'obtenir

une solution r�ealisable.

Lefkopoulos a test�e cette m�ethode pour des faisceaux coplanaires �equir�epartis, avec

quatre pas angulaires �� di��erents. Il constate que le probl�eme est encore bien conditionn�e

pour �� = 40� : la solution optimale est alors donn�ee par l'inverse g�en�eralis�ee ; par

contre, le conditionnement de A (soit �1=�q) augmente fortement lorsque �� diminue, et

on d�etermine alors p tel que la solution �p minimise le crit�ere d'optimisation �.

4.2.2.2 Utilisation de l'algorithme de Cimmino

La m�ethode utilis�ee par Lefkopoulos est bas�ee sur des arguments math�ematiques et physi-

ques, mais pas m�edicaux : la dose obtenue peut, par endroits, s'�eloigner su�samment de

la dose d�esir�ee, et se r�ev�eler trop faible ou trop �elev�ee. Censor ([CAP88]) choisit une

formulation r�ealiste du probl�eme, consistant �a �xer en chaque point une dose minimale

et une dose maximale (en pratique d�etermin�ees par le m�edecin). Le probl�eme se r�esume

donc �a d�eterminer l'existence du vecteur de pond�eration � tel que :

Di �
qX

j=1

�jAij � Di i = 1 : : :n

�j � 0 j = 1 : : : q

La m�ethode choisie par Censor pour r�esoudre ce probl�eme est l'algorithme it�eratif de

Cimmino. Si l'on �ecrit les in�egalit�es lin�eaires pr�ec�edentes sous la forme :

< ai; � >� bi 1 � i � n

on consid�ere les hyperplans de Rq :

Hi = f� 2 Rq= < ai; � >= big 1 � i � n

et on attribue �a chaque in�egalit�e une pond�eration wi re
�etant son importance. L'algorithme

de Cimmino (1938) consiste, si �k est le ki�eme it�er�e, �a projeter �k sur chacun des Hi, et

�a d�e�nir �k+1 comme �etant le barycentre de ces projections munies des pond�erations wi.

Censor utilise en fait une am�elioration de cet algorithme, adapt�ee aux grands syst�emes

creux.

4.3 Formalisation math�ematique

Comme nous avons pu le constater, il existe une grande vari�et�e d'approches de l'optimisa-

tion dosim�etrique, qui va de la formalisation la plus stricte du probl�eme de dosim�etrie



inverse �a des approches nettement plus tourn�ees vers le côt�e m�edical. Notre travail �etant -

en partie - e�ectu�e dans le cadre d'un projet de Radioth�erapie Conformative de la prostate,

il �etait important de ne pas perdre de vue une �eventuelle mise en �uvre clinique et, donc, de

tenir compte des protocoles actuellement en place et des possibilit�es mat�erielles disponibles

au C.H.U. de Grenoble.

4.3.1 Choix du protocole

Nous avons d�ecid�e de nous placer dans le contexte d'un protocole \multi-faisceaux" (ou

\feux crois�es"), qui est de loin le plus fr�equent en radioth�erapie externe. Dans ce cas, le

patient est irradi�e par q faisceaux distincts de même �energie. Chacun de ces faisceaux est

d�e�ni, dans un r�ef�erentiel Oxyz li�e au patient, par :

� la position de sa source;

� son axe orient�e;

� sa section, d�e�nie dans un plan orthogonal �a l'axe.

O
x

z

axe
section

source

table de
traitement

tumeur

y

Figure 4.3: D�e�nition d'une balistique d'irradiation

Le faisceau Fj cr�ee au point M(x; y; z) un d�ebit de dose dj(x; y; z), exprim�e en Gy/s,

constant pendant la s�eance de traitement, et pouvant être calcul�e grâce aux m�ethodes

indiqu�ees au Chapitre 2. Lorsque le temps d'exposition (ou la pond�eration) de ce faisceau

est �j , la dose absorb�ee en M(x; y; z) sera �jdj(x; y; z). La dose totale correspondant �a

l'exposition de tous les faisceaux sera donc :

d�(x; y; z) =
qX

j=1

�jdj(x; y; z) (4.4)

o�u on a not�e � = (�1; : : : ; �q) le vecteur contenant les pond�erations.

La balistique du traitement sera donc d�e�nie par l'ensemble des faisceaux ainsi que

par les pond�erations correspondantes. Un acc�el�erateur lin�eaire (cf. Fig. 4.4) ne produit



g�en�eralement qu'un faisceau �a la fois : le traitement consistera donc en q irradiations

successives, dont l'e�et radiobiologique est �equivalent �a q irradiations simultan�ees.

socle

table de traitement

isocentre

collimateur

bras

Figure 4.4: Acc�el�erateur lin�eaire : les 7 degr�es de libert�e permettent de nombreuses con�gurations.

4.3.2 Formulation du probl�eme

Dans le cadre de la radioth�erapie de la prostate, on distingue, suivant leurs exigences

dosim�etriques, trois sortes de tissus :

� la tumeur prostatique (P) est la zone cible : d'apr�es le protocole n�22911 de l'EORTC

(European Organization for Research and Treatment of Cancer) actuellement pra-

tiqu�e �a Grenoble, si le praticien prescrit une dose dP (de 10 �a 14 Gy pour le traitement

localis�e), alors, en tout point de cette zone cible, l'�ecart de la dose re�cue par rapport

�a dP doit être inf�erieur �a 10%. Autrement dit, la dose re�cue doit être comprise entre

dmin = 0; 9 dP et dmax = 1; 1 dP . L'e�cacit�e du traitement d�epend, en partie, de

l'homog�en�eit�e de la dose re�cue par la tumeur.

� la vessie (V) et le rectum (R) sont des tissus tr�es radiosensibles : la dose absorb�ee

doit être aussi faible que possible.

� le reste des tissus sains (S) de la r�egion pelvienne doit �egalement être prot�eg�e :

on impose �a la dose de rester inf�erieure �a une valeur dM , a�n d'�eviter tout \point

chaud".

Notre strat�egie est de �xer au pr�ealable, en tenant compte �eventuellement de la

forme de la cible, le nombre de faisceaux et leur g�eom�etrie, puis de d�eterminer les pond�era-

tions optimales en fonction des contraintes dosim�etriques que nous avons �enonc�e. Il s'agit



maintenant de d�e�nir cette phase d'optimisation, qui consiste �a exprimer notre probl�eme

comme minimisation d'une fonctionnelle J sur un ensemble de contraintes � :

(P) min
�2�

J(�)

Nous avons d�e�ni la fonctionnelle J par :

J(�) =
X

R2fP;V;Rg

�
�R:ER(d�

2)� �R:(ER(d�))
2
�

(4.5)

ER(f) est la moyenne de f sur la r�egion R. �R et �R sont des coe�cients de

pond�eration permettant, d'une part, d'accorder plus ou moins d'importance �a R par rap-

port aux autres r�egions, mais �egalement d'obtenir un compromis entre la minimisation et

l'homog�en�eisation de la dose dans R. En e�et :

� pour la prostate, en choisissant �P = �P = 1, le terme correspondant dans J devient :

EP (d�
2)� (EP (d�))

2
= �P

2(d�)

qui est la variance de dose sur la prostate : sa minimisation correspond �a une

homog�en�eisation de la dose sur la zone cible.

� pour la vessie et le rectum, en choisissant �R = 0 et �R = �1, la dose moyenne sur

R est minimis�ee. Cependant, ceci n'interdit pas des zones �a forte dose. Pour �R = 1

et �R = 0, le terme �a minimiser n'est autre que (ER(d�))
2
+ �R2(d�), ce qui permet

de minimiser et d'homog�en�eiser la dose sur R.

Nous avons donc choisi pour J une expression assez g�en�erale, les coe�cients �R et

�R repr�esentant des degr�es de libert�e pour le praticien, qui lui permettront �eventuellement

de s'adapter aux divers cas de �gure. On peut noter, d'apr�es (4.4), que J est une forme

quadratique. A�n de donner un sens �a sa minimisation, il est donc indispensable qu'elle

soit positive. Pour cela, une condition su�sante sur les coe�cients de pond�eration est :

8R 2 fP; V;Rg �R � 0 �R � �R (4.6)

Dans ce cas, on obtient en e�et :

J(�) �
X

R2fP;V;Rg
�R�R

2(d�) � 0

Les contraintes sur � sont toutes lin�eaires :

� � � 0 (, 8j 2 f1; : : : ; qg �j � 0)

� 8(x; y; z) 2 P dmin � d�(x; y; z)� dmax

� 8(x; y; z) 2 S d�(x; y; z)� dM

Le probl�eme (P) �etant pos�e analytiquement, il est maintenant n�ecessaire de le dis-

cr�etiser a�n de pouvoir le r�esoudre num�eriquement.



4.3.3 Discr�etisation du probl�eme

Consid�erons une r�egionR, dont on extrait les points (xi; yi; zi) (i = 1 : : :n). On appelle dR�
le vecteur de dimension n dont la i�eme composante est la dose re�cue en (xi; yi; zi) lorsque

la pond�eration vaut �. D'apr�es (4.4), nous pouvons �ecrire :

8i = 1 : : :n (dR� )i =
qX

j=1

�jdj(xi; yi; zi)

Ceci s'�ecrit matriciellement sous la forme :

dR� = AR �

o�u AR est une matrice de dimensions n � q telle que : (AR)ij = dj(xi; yi; zi).

On rejoint ainsi l'approche discr�ete pr�esent�ee au 4.2.2. Supposons la r�egion R ho-

mog�ene, hypoth�ese d�ej�a e�ectu�ee au Chapitre 2 : alors si les points (xi; yi; zi) sont r�epartis

sur une grille tridimensionnelle r�eguli�ere, on peut approcher ER(f) par :

ER(f) =
1

n

nX
i=1

f(xi; yi; zi)

Ecrivons maintenant l'expression matricielle de la fonctionnelle J . Nous avons,

d'une part :

ER(d�
2) =

1

n

nX
i=1

d�(xi; yi; zi)
2
=

1

n

�
dR�
�t
dR� =

1

n
(AR �)

t
(AR �) =

1

n
�t (AR

tAR)�

o�u on a not�e M t la transpos�ee de M .

Par ailleurs, notons 1n le vecteur de dimension n dont toutes les composantes sont �egales

�a 1. Alors il vient :

(ER(d�))
2

=

 
1

n

nX
i=1

d�(xi; yi; zi)

!2

=

�
1

n
1tnd

R
�

�2
=

1

n2

�
1tnd

R
�

�t �
1tnd

R
�

�
=

1

n2
(1tnAR �)

t
(1tnAR �) =

1

n2
�t (AR

t
JnAR)�

o�u Jn = 1tn1n est la matrice carr�ee de dimension n dont tous les �el�ements sont �egaux �a 1.

Nous obtenons donc �nalement l'expression de J (cf. (4.5)) :

J(�) = �tH�

avec :

H =
X

R2fP;V;Rg

�
�R
nR

AR
tAR � �R

nR2
AR

t
JnRAR

�



H est la matrice de la forme quadratique : elle est sym�etrique, de dimension q. Les

conditions (4.6) �etant v�eri��ees, H est �egalement une matrice positive.

Les contraintes s'expriment sous forme matricielle par :

� � � 0

� dmin:1nP � AP � � dmax:1nP

� AS � � dM :1nS

que nous �ecrirons :

C� � D

En d�e�nitive, il nous faut donc minimiser une forme quadratique sur un simplexe,

probl�eme classique que nous avons d�ej�a rencontr�e au 3.4.5.1. La matrice H �etant posi-

tive, notre probl�eme admet une solution lorsque l'ensemble � des contraintes est non vide.

Pr�ecisons, de plus, la propri�et�e suivante : soient k1, k2, k3 trois r�eels strictement

positifs. Posons H 0 = k1H , C0 = k2C, D
0 = k3D. Alors on montre sans di�cult�e que :

�� est solution de min
C0��D0

�tH 0� , k2
k3

�� est solution de min
C��D

�tH�

Cette propri�et�e nous permet d'a�rmer que, lorsqu'on ne connâ�t les matrices de

dose qu'�a un coe�cient multiplicatif pr�es (ce qui correspond aux m�ethodes habituelles

de calcul, cf. Chapitre 2), et, par ailleurs, lorsqu'on pr�ecise �egalement les contraintes de

dose �a un coe�cient pr�es (la plupart du temps en pourcentages), la solution obtenue et la

solution \r�eelle" sont deux vecteurs li�es. En pratique, ceci est su�sant car le traitement

est toujours pr�ec�ed�e d'un �etalonnage de l'acc�el�erateur.

4.4 Mise en �uvre

L'optimisation dosim�etrique, telle qu'elle est d�ecrite ci-avant, ne peut être r�ealis�ee que

dans un large contexte informatique permettant d'int�egrer les informations anatomiques

et dosim�etriques. Le Service de Radioth�erapie du C.H.U. de Grenoble poss�ede un syst�eme

dosim�etrique (\Scandiplan" de Scanditronix) destin�e �a l'usage des radiophysiciens, mais

n'o�rant aucune possibilit�e d'interface avec le r�eseau informatique. La mise en �uvre a

donc fait l'objet d'une programmation ind�ependante. Nous d�ecrivons, dans un premier

temps, la d�emarche globale dans laquelle elle s'inscrit, avant de pr�esenter les di��erents

r�esultats.



4.4.1 La d�emarche globale

4.4.1.1 Les donn�ees d'imagerie et leur pr�e-traitement

L'examen habituellement pratiqu�e avant une �etude dosim�etrique est la tomodensitom�etrie

(scanner) ou l'Imagerie par R�esonnance Magn�etique (IRM). Dans le cas du cancer de la

prostate, on acquiert une reconstruction de coupes transversales d'un patient allong�e sur

le dos (position de decubitus dorsal). Ces coupes s'�etendent du bas des ischions au bord

sup�erieur de la vessie ; dans notre cas, et ce a�n d'obtenir un calcul de doses pr�ecis, elles

sont au nombre d'une centaine et la distance intercoupe est de 2 mm seulement. Leur

r�esolution est de 256� 256 pixels.

z

x

y

Figure 4.5: Coupes transversales du bassin pour un patient suppos�e en decubitus dorsal. L'axe z

est g�en�eralement dirig�e des pieds vers la tête.

A�n de noter la di��erence entre des images scanner et IRM, nous avons choisi deux

coupes se situant au même niveau du bassin (cf. Fig. 4.6, cf. Fig. 4.7). L'emplacement et

la forme des di��erents organes d�ependent �evidemment de l'individu, mais les positions de

la prostate, de la vessie, et du rectum sont approximativement les suivantes :

prostate

vessie

rectum

femorale
tete

Sur l'image scanner, la vessie apparâ�t tr�es clairement grâce �a un produit de contraste

inject�e au patient avant le traitement. Ce produit provoque toutefois quelques artefacts.

Par ailleurs, les os apparaissent en blanc alors que la reconstruction des tissus mous est

peu d�etaill�ee.

Pour ce qui est de l'image IRM, on notera par contre la tr�es bonne restitution de

tous les tissus mous : la prostate, la vessie, et le rectum y sont tr�es nets. On remarquera



Figure 4.6: Coupe scanner

Figure 4.7: Coupe IRM



�egalement la couche graisseuse se situant sous la peau, qui, contrairement au scanner,

apparâ�t de mani�ere tr�es contrast�ee.

L'IRM est manifestement l'examen le plus appropri�e pour la r�egion prostatique : en

pratique, pour des raisons de disponibilit�e des appareils, c'est pourtant le scanner qui est

de loin le plus utilis�e.

Les images doivent subir un pr�e-traitement ayant pour but de les interpr�eter :

� la segmentation consiste �a d�eterminer, sur les coupes, les contours des di��erents

organes. C'est, de loin, l'�etape la plus longue, et elle est faite de mani�ere :

{ manuelle pour la prostate, la vessie et le rectum, ce qui repr�esente environ une

cinquantaine de coupes. Ce travail tr�es d�elicat doit être r�ealis�e par un m�edecin.

Dans le cas de la prostate, en e�et, le contour de la glande apparaissant tr�es

peu, le praticien sera parfois amen�e �a utiliser son exp�erience pour le \deviner".

{ semi-automatique pour les contours du corps, donc sur toutes les coupes. Cette

segmentation est moins probl�ematique car l'image pr�esente un fort gradient au

niveau des contours recherch�es.

Figure 4.8: Reconstruction du bassin et de di��erents organes par segmentation ; on distingue, sur

cette image, la vessie (qui cache la prostate) et le rectum.

� �a chaque contour est associ�ee une carte binaire, de même format que l'image, et

qui vaut 1 �a l'int�erieur du contour, 0 �a l'ext�erieur : on acc�ede ainsi �a une description

volumique des di��erents organes. Ceci est notamment indispensable dans le cas du

corps, a�n de r�ealiser la correction d'obliquit�e du calcul de dose (cf. 2.3.3)



4.4.1.2 Le choix des faisceaux

Il est n�ecessaire, a�n de d�e�nir l'ensemble des faisceaux, de se �xer un r�ef�erentiel li�e au

patient :

� l'origine est habituellement confondue avec le point de concours des di��erents fais-

ceaux. Nous avons choisi de placer ce point au centre de la plus petite boule con-

tenant la prostate, qui se trouve ainsi bien \cibl�ee". L'algorithme que nous avons

d�evelopp�e au Chapitre 3 permet de d�eterminer cette origine sans probl�eme.

� on conserve naturellement les axes d�e�nis par l'examen scanner ou IRM (cf. Fig. 4.5).

Il s'agit ensuite de �xer le nombre de faisceaux (concentriques, d'�energie 25 MeV),

ainsi que leur g�eom�etrie :

� sur un acc�el�erateur lin�eaire, la source est toujours situ�ee �a 1 m de l'isocentre. Dans le

r�ef�erentiel Oxyz li�e au patient, elle peut donc être rep�er�ee en coordonn�ees sph�eriques,

par le couple (�; ') (cf. Fig. 4.9). En pratique, un ensemble de sources sera souvent

d�e�ni par le produit cart�esien de deux subdivisions de [�min; �max] et ['min; 'max] :

f�ig � f'jg (i = 1 : : :n�, j = 1 : : :n'). Par exemple, le traitement classique de q

faisceaux coplanaires �equir�epartis correspond �a :

{ �min = �max = 0

{ 'min = 0 'max = 2� 'j =
2�

q
j (j = 1 : : : q)

� les axes sont tous dirig�es de la source vers l'isocentre.

axe

x

y

z

ϕ

θ

S (source)

Figure 4.9: De�nition d'un faisceau par rapport au bassin du patient.

� pour ce qui est de la section des faisceaux, nous avons envisag�e plusieurs possibilit�es :

{ une section circulaire, de diam�etre 7 cm �a l'isocentre : pour ce faisceau, nous

avons construit, �a partir de mesures exp�erimentales, un mod�ele de calcul de dose

(cf. 2.4). Un tel protocole, compos�e de faisceaux �a section identique, pr�esente

l'avantage de ne n�ecessiter qu'un seul cache.



{ une section rectangulaire, de taille adapt�ee �a la forme de la cible. On utilise ici

la m�ethode dite de \Beam Eye View" (BEV), qui consiste, pour un faisceau,

�a travailler sur l'image de la cible telle qu'on la verrait depuis la source. On

d�etermine sur cette image, qui est orthogonale �a l'axe du faisceau, le rectangle

d'aire minimale qui contient la cible (cf. Fig. 4.10 (a)). Le calcul de la dose se fait

par la m�ethode de Clarkson. De tels faisceaux peuvent être r�ealis�es sans cache

focalis�e, avec le seul diaphragme, rectangulaire et r�eglable, de l'acc�el�erateur

lin�eaire.

{ une section polygonale, de forme adapt�ee �a la cible. On se base �a nouveau sur le

BEV pour d�eterminer automatiquement un polygone satisfaisant (cf. Fig. 4.10

(b)). Ces faisceaux peuvent être r�ealis�es avec un cache focalis�e, mais il est hors

de question, en pratique, de r�ealiser plus de 4 ou 5 caches di��erents pour un

même patient (n'oublions pas, de plus, que ces caches doivent être interchang�es

pendant la s�eance de traitement!). Cependant, le collimateur multilames, dont

la forme est r�eglable, repr�esente une solution technologique tout �a fait adapt�ee �a

notre approche. Il n'est toutefois pas encore disponible au C.H.U. de Grenoble.

cible

(a) (b)

axe

Figure 4.10: Choix d'un faisceau de section rectangulaire (a) ou polygonale (b) sur une image de

Beam Eye View.

4.4.1.3 L'optimisation

Elle se d�eroule en plusieurs �etapes :

� la d�etermination, pour chaque r�egionR, de nR points sur une grille tridimensionnelle

r�eguli�ere. Habituellement, nR varie entre quelques centaines et quelques milliers;

� le calcul des matrices de dose AR;

� le choix des doses de prescription dP et dM ;

� le choix des coe�cients �R et �R;

� le calcul de H , matrice de la forme quadratique J , ainsi que des matrices C et D

repr�esentant les contraintes;

� la d�etermination des pond�erations optimales en utilisant la librairie IMSL. Il peut

n'y avoir aucune solution lorsque les contraintes ne sont pas r�ealisables.



Les deux premi�eres �etapes sont les plus longues. Cependant, pour un même patient,

elles ne sont r�ealis�ees qu'une fois, et il est ensuite possible de tester la qualit�e des r�esultats

suivant les doses de prescription et les coe�cients de pond�eration de la fonctionnelle.

Par ailleurs, on ne conserve, apr�es l'optimisation, que les temps d'exposition signi-

�catifs : ainsi, nous avons d�ecid�e de tronquer les �i tels que :

�i < 0; 01:
1

q

qX
j=1

�j

4.4.1.4 L'�evaluation des r�esultats

Apr�es avoir calcul�e les pond�erations optimales, il est indispensable, pour le praticien, de

pouvoir juger la distribution de dose correspondante a�n de s'assurer qu'elle lui convient,

ou, �eventuellement, de l'am�eliorer en changeant certains param�etres. Nous avons employ�e,

pour �evaluer les r�esultats :

� le calcul des doses minimale, maximale, moyenne, ainsi que l'�ecart-type de dose

pour la prostate, la vessie, et le rectum.

� la repr�esentation de l'histogramme dose-volume cumul�e pour les mêmes r�e-

gions. Si l'on consid�ere une r�egion R et une distribution de dose d, l'histogramme

correspondant est d�e�ni par la fonction F suivante :

F : R+ �! [0; 1]

t 7�! F (t) =
!(Vt)

!(R)

o�u :

Vt = f(x; y; z) 2 R=d(x; y; z)� tg
!(A) est le volume de A.

Ainsi, F (t) est le pourcentage, en volume, de points recevant une dose sup�erieure

�a t. F (0) = 1, la fonction F est d�ecroissante, et elle vaut 0 pour toute valeur de t

sup�erieure �a la dose maximale sur R. On montre �egalement que l'aire couverte par

l'histogramme (soit
R +1
0 F (t)dt) est la dose moyenne sur la r�egion R.

L'histogramme dose-volume permet d'appr�ecier la r�epartition de la dose sur un or-

gane. Pour ce qui est de la prostate, par exemple, nous avons repr�esent�e Figure 4.11

l'histogramme id�eal, qui correspond �a une dose uniforme et �egale �a la dose de pres-

cription dP .

� la visualisation des isodoses : habituellement, elle se fait sur les coupes d'origine,

en particulier la coupe isocentrique lorsque les faisceaux sont coplanaires. Dans

notre cas, la distance intercoupe �etant de 2 mm seulement, nous avons pu obtenir,
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100
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Figure 4.11: Repr�esentation de l'histogramme dose-volume cumul�e correspondant �a une dose uni-

forme �egale �a dP .

par simple interpolation, une reconstruction satisfaisante de coupes sagittales et

frontales, et visualiser les courbes isodoses sur ces coupes.

� une repr�esentation tridimensionnelle du patient, des di��erents organes, et d'une

surface isodose, e�ectu�ee �a partir de la totalit�e des contours. Ce dernier outil est

cependant compl�ementaire, et ne permettrait pas, �a lui seul, de juger v�eritablement

la dosim�etrie.

4.4.2 Les r�esultats

Dans cette partie, nous testons notre m�ethode d'optimisation en l'appliquant dans divers

cas de �gure. Nous nous pla�cons, dans un premier temps, dans le contexte du protocole

actuellement en place pour les irradiations de la prostate. Nous �etudions ensuite l'in
uence

de la g�eom�etrie des faisceaux sur la dosim�etrie avec, entre autres, les faisceaux conformatifs

(�a section rectangulaire et polygonale), dont la g�eom�etrie est adapt�ee �a celle de la cible.

Nous observons en�n l'in
uence des di��erents param�etres (coe�cients de pond�eration de

la fonctionnelle J , doses de prescription).

Nous nous sommes limit�es, pour les tests, �a des faisceaux coplanaires (� = 0). En

e�et, le nombre de coupes, bien que d�ej�a tr�es �elev�e, est insu�sant pour permettre le calcul

informatique de la correction d'obliquit�e dans le cas d'incidences r�eellement signi�catives

(par exemple � = 10�). N�eanmoins, il ne fait aucun doute que ce type de probl�eme sera

bientôt r�esolu avec l'am�elioration des moyens d'imagerie.

Notons en�n que nous avons �x�e, dans tous les cas, la dose de prescription : dP = 100

(cf. page 113). Ainsi, la dose re�cue en tout point de la prostate doit être comprise entre

dmin = 90 et dmax = 110. La dose maximale re�cue par les tissus sains (dM) reste, par

contre, un param�etre du probl�eme d'optimisation.

4.4.2.1 Le traitement actuel

Rappelons que le traitement actuellement pratiqu�e pour les cancers localis�es de la prostate

comporte quatre champs carr�es de 9 cm de côt�e �a l'isocentre : un champ ant�ero-post�erieur,



un champ post�ero-ant�erieur, et deux champs lat�eraux. Habituellement, les physiciens ajus-

tent les pond�erations en proc�edant par essais successifs ; cependant, ils avouent eux-même

ne pas y accorder une tr�es grande importance, car il est 
agrant que la taille des champs

ne permet pas d'�epargner la vessie et le rectum.

Nous avons, pour ces faisceaux, utilis�e notre m�ethode a�n de d�eterminer les pond�era-

tions optimales. Les param�etres choisis sont les suivants :

� �P = �P = 1, �V = �R = 0, �V = �R = �1;

� dM = 60 (pour dM < 60, les contraintes ne peuvent être satisfaites).

On obtient ainsi quatre faisceaux dont les pond�erations, qui varient entre 1,8 et 3,

sont donc du même ordre de grandeur. Les r�esultats dosim�etriques (cf. Table 4.1) mon-

trent, d'une part, une tr�es grande homog�en�eit�e de dose sur la prostate. Ce point est donc

positif pour l'e�cacit�e du traitement, mais n'est gu�ere �etonnant au vu de la taille des

faisceaux. Cependant, on constate �egalement l'�enorme inconv�enient de ces faisceaux de

grandes dimensions, qui m�enent �a une dose �elev�ee sur la vessie et, surtout, le rectum. Pour

ce dernier, la dose moyenne s'approche en e�et dangereusement de la dose de prescription,

ce qui explique clairement les in
ammations qui accompagnent syst�ematiquement ce pro-

tocole de traitement.

Nous avons, par ailleurs, repr�esent�e les di��erents histogrammes dose-volume (cf.

Fig. 4.13). Sur l'axe des abscisses, les doses y sont normalis�ees par rapport �a la dose

maximale. On note que l'histogramme de la prostate se rapproche du cas id�eal, et que la

vessie est plus �epargn�ee que le rectum.

La repr�esentation des isodoses sur la coupe isocentrique (cf. Fig. 4.14) traduit bien,

en�n, la forme carr�ee et les directions des champs, et permet de juger, partiellement,

la distribution de dose. Notons que la vessie n'apparâ�t pas sur cette coupe, assez basse.

L'isodose �a 90, la plus \serr�ee" autour de la zone cible, d�eborde toutefois largement autour.

Il apparâ�t donc clairement que c'est en adaptant la g�eom�etrie des faisceaux que l'on

parviendra �a une am�elioration dosim�etrique.

4.4.2.2 In
uence de la g�eom�etrie des faisceaux

Pour 16 faisceaux coplanaires �equir�epartis, nous avons cherch�e �a d�eterminer l'in
uence

de la section des faisceaux (circulaire, rectangulaire, polygonale) sur l'optimisation de la

pond�eration. Pour cela, nous avons conserv�e, pour les coe�cients �R et �R, les mêmes

valeurs qu'au 4.4.2.1. Nous avons, par contre, choisi dM = 40, ce qui �etait impossible dans

le cas pr�ec�edent.

On obtient ainsi de 11 �a 13 pond�erations non nulles. La principale di��erence entre

ces faisceaux et ceux utilis�es pr�ec�edemment est leur plus petite taille. Ainsi, la premi�ere



section section section section

carr�ee circulaire rectangulaire polygonale

prostate minimum 90 90 90 90

maximum 93,7 108,4 110 110

moyenne 91,3 103 106,5 106,3

�ecart-type 0,7 3 4,6 4

vessie minimum 3,5 2,1 2,2 2,2

maximum 92,5 95,3 45,7 59,3

moyenne 48,8 16,4 5,7 6,4

�ecart-type 33,6 20,8 8 9,6

rectum minimum 3,3 2,1 2,2 2,2

maximum 90,9 101 110 108,7

moyenne 72,5 44,8 50,8 35,1

�ecart-type 26,3 33,9 39 31

Table 4.1: Valeurs caract�eristiques de la dosim�etrie pour les di��erents organes et faisceaux.

cons�equence est la relative perte d'homog�en�eit�e de dose au niveau de la prostate (cf. Ta-

ble 4.1), que l'on peut constater �egalement, sur les histogrammes dose-volume, par des

courbes plus \lisses" (cf. Fig. 4.15, Fig. 4.16, Fig. 4.17). Par contre, la dose sur la vessie

et le rectum est nettement plus faible que dans le cas de 4 champs carr�es. On constate

ainsi que, pour la vessie, la meilleure solution est la section rectangulaire, alors que pour

le rectum, c'est la section circulaire. De mani�ere g�en�erale, il est clair que le meilleur com-

promis est la section polygonale, qui permet r�eellement de viser la cible.

La repr�esentation des courbes isodoses sur la coupe isocentrique (cf. Fig. 4.18,

Fig. 4.19, Fig. 4.20) permet �egalement d'appr�ecier la dosim�etrie. On notera ainsi que,

dans le cas de la section circulaire, l'isodose �a 105 et le maximum de dose sont d�ecal�es par

rapport �a la cible. Pour la section polygonale, par contre, cette isodose est quasiment con-

fondue avec le contour de la cible, ce qui prouve une tr�es bonne qualit�e d'irradiation. En

comparaison avec les champs carr�es (cf. Fig. 4.14), le progr�es est appr�eciable. Nous avons

compl�et�e cette image par la repr�esentation de courbes isodoses sur les coupes isocentriques

sagittale (cf. Fig. 4.21) et frontale (cf. Fig. 4.22), ce qui permet de con�rmer que la vessie

et le rectum sont �epargn�es.

Nous avons en�n repr�esent�e, pour les trois g�eom�etries di��erentes, la dose dans le

plan isocentrique transversal (cf. Fig. 4.23, Fig. 4.24, Fig. 4.25). On remarque, dans

chacun des cas, trois directions privil�egi�ees (correspondant �a six faisceaux) qui semblent

ind�ependantes de la g�eom�etrie. Il semblerait donc que, dans le souci de se maintenir dans

un protocole tr�es simple, une telle strat�egie \en �etoile" soit pr�ef�erable �a la strat�egie \en

croix" pratiqu�ee habituellement.



4.4.2.3 In
uence des di��erents param�etres

Consid�erons 32 faisceaux coplanaires �a section rectangulaire : notre but, ici, est d'�evaluer

le rôle des coe�cients de pond�eration �R et �R d'une part, de la dose maximale dM im-

pos�ee aux tissus sains d'autre part.

En premier lieu, lorsque l'on optimise les pond�erations pour les mêmes valeurs de

�R et �R que pr�ec�edemment, et pour dM = 40, les r�esultats pour 32 faisceaux sont quasi-

ment identiques �a ceux obtenus pour 16 faisceaux. Ainsi, les performances ne peuvent être

am�elior�ees ind�e�niment en augmentant le nombre de faisceaux.

Nous avons ensuite constat�e que, pour une valeur donn�ee de dM , les r�esultats

dosim�etriques ne changent pas de mani�ere signi�cative lorsque l'on fait varier les coef-

�cients �R et �R.

Par contre, lorsque l'on augmente dM , ce qui signi�e \�etendre" l'ensemble � sur

lequel la fonctionnelle J est minimis�ee, les r�esultats se trouvent alors am�elior�es. Ainsi, la

courbe repr�esentant la dose moyenne re�cue par le rectum en fonction de dM est d�ecrois-

sante (cf. Fig. 4.12).
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Figure 4.12: Repr�esentation de la dose moyenne re�cue par le rectum en fonction de la dose dM

(�P = �P = 1, �V = �R = 0, �V = �R = �1).

En pratique, il appartiendra au praticien de choisir, selon le patient, la dose dM ,

qui permet ainsi de r�ealiser un compromis entre la dose re�cue par les tissus radiosensibles

(vessie, rectum) et par ceux qui ne le sont pas.



4.5 Conclusion

Les r�esultats pr�ec�edents montrent que l'on peut ais�ement am�eliorer le traitement actuel de

la prostate en adaptant la g�eom�etrie et les dimensions des di��erents faisceaux �a la cible.

Nous avons constat�e une nette am�elioration pour des champs circulaires et rectangulaires,

mais la meilleure solution est incontestablement celle des champs �a section polygonale, qui

peuvent être cr�e�es par un collimateur multilames.

Rappelons, toutefois, que la grande taille des champs utilis�es actuellement a pour

but de rem�edier, d'une part, au positionnement approximatif du patient sur la table de

traitement, d'autre part, �a ses mouvements incontrôl�es. Ces deux probl�emes doivent donc

être parfaitement r�esolus a�n de permettre une mise en �uvre clinique de protocoles uti-

lisant des champs de plus petite taille. Pour cela, l'�equipe de Radioth�erapie Conformative

du C.H.U. de Grenoble a pr�evu un repositionnement par �echographie accompagn�e d'une

contention du patient au niveau des membres inf�erieurs ([TMB+93]).
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Figure 4.13: Histogrammes dose-volume pour 4 faisceaux carr�es de 9 cm �a l'isocentre.

Figure 4.14: Isodoses �a 30, 45, 60, 90 pour 4 faisceaux carr�es de 9 cm �a l'isocentre.
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Figure 4.15: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux �a section circulaire.
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Figure 4.16: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux �a section rectangulaire.
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Figure 4.17: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux �a section polygonale.



Figure 4.18: Isodoses �a 30, 45, 60, 90 et 105 pour des faisceaux �a section circulaire.

Figure 4.19: Isodoses �a 30, 45, 60, 90 et 105 pour des faisceaux �a section rectangulaire.

Figure 4.20: Isodoses �a 30, 45, 60, 90 et 105 pour des faisceaux �a section polygonale.



Figure 4.21: Isodoses �a 30, 60, 90 et 105 pour des faisceaux �a section polygonale (reconstruction

sagittale).

Figure 4.22: Isodoses �a 30, 60, 90 et 105 pour des faisceaux �a section polygonale (reconstruction

frontale).



Figure 4.23: Repr�esentation de la dose sur la coupe isocentrique (section circulaire).

Figure 4.24: Repr�esentation de la dose sur la coupe isocentrique (section rectangulaire).

Figure 4.25: Repr�esentation de la dose sur la coupe isocentrique (section polygonale).





Conclusion

Comme le lecteur a pu le constater, le probl�eme de l'optimisation des balistiques d'irra-

diation est un sujet tr�es �eclectique puisqu'il nous a confront�es �a des domaines aussi vari�es

que les math�ematiques, l'informatique, la radiophysique et, dans une moindre mesure, la

m�edecine.

La dosim�etrie directe, qui consiste, pour une balistique donn�ee, �a calculer la dose en

un point d'un objet irradi�e, nous a donn�e l'occasion, d'une part, d'impl�ementer la m�ethode

de Clarkson, et, ainsi, de saisir toute la complexit�e de l'interaction des rayonnements

avec la mati�ere. Par ailleurs, nous avons employ�e, a�n de construire le mod�ele de dose

d'un faisceau donn�e, une m�ethode utilisant des fonctions spline tridimensionnelles et qui

pourrait être g�en�eralis�ee �a des dimensions sup�erieures.

Nous avons retenu de cette partie la comparaison entre les di��erentes m�ethodes de

calcul de dose : si les m�ethodes �a dominante math�ematique et informatique sont plus

rapides, elles ne peuvent prendre en compte qu'un nombre insu�sant de param�etres. La

puissance de calcul des ordinateurs augmentant de mani�ere r�eguli�ere, il ne fait aucun doute

que les m�ethodes physiques, avec Clarkson, les kernels, puis Monte Carlo, sont vou�ees �a

prendre le dessus.

L'�etude d�etaill�ee du probl�eme de la plus petite boule englobante ne prenait pas place

naturellement dans notre sujet. Cependant, elle nous a permis de nous consacrer enti�ere-

ment aux math�ematiques. Ainsi, dans le cas multidimensionnel, nous avons caract�eris�e la

solution de ce probl�eme et sommes parvenus �a un algorithme convergeant en un nombre

�ni d'it�erations. Nous avons montr�e que cet algorithme peut être interpr�et�e de mani�ere

g�eom�etrique d'une part, de mani�ere analytique d'autre part, en utilisant les outils du cal-

cul sous-di��erentiel. Nous avons ainsi pu constater combien ces domaines peuvent être

proches.

La d�e�nition de l'optimisation d'un traitement radioth�erapique est tr�es subjective.

A�n de faciliter une �eventuelle mise en �uvre, nous nous sommes plac�es dans le cadre

d'un protocole multi-faisceaux, dont la forme peut être pr�e-d�etermin�ee en fonction de la

cible. Nous avons veill�e ensuite �a ce que notre formulation du probl�eme reste aussi proche

que possible des souhaits exprim�es par les praticiens. Math�ematiquement, ceci nous a

men�e �a la minimisation d'une forme quadratique sous contraintes lin�eaires, qui fournit
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les pond�erations des di��erents faisceaux. Les meilleurs r�esultats sont obtenus pour des

faisceaux �a section polygonale, qui n�ecessitent l'utilisation d'un collimateur multilames.

Les dosim�etries correspondantes montrent, par rapport aux traitements actuels, une tr�es

nette baisse des doses re�cues par la vessie et le rectum tout en maintenant une bonne

homog�en�eit�e de dose sur la prostate.

La mise en place de notre m�ethode devra, comme tout protocole radioth�erapique,

être pr�ec�ed�ee d'une validation clinique. La radioth�erapie est un domaine de la m�edecine o�u

les r�esultats cliniques ne peuvent être jug�es ni tr�es rapidement, ni tr�es clairement. Il sera

donc indispensable de con�er �a un m�edecin une �etude clinique approfondie, comportant un

nombre important de patients a�n d'obtenir des donn�ees statistiques �ables. C'est alors

que l'e�cacit�e de notre protocole pourra être r�eellement �evalu�ee.
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