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Introduction

Dans Le pavillon des cancéreuz, roman autobiographique dont I’action se déroule au Kaza-
khstan en 1955, Soljénitsyne décrit de maniere saisissante ['univers de la cancérologie.
L’écrivain, qui fut d’abord physicien, y définit également avec une grande justesse le prin-

cipal probleme de la radiothérapie, qui reste entierement d’actualité :

“Le probleme le plus important, ici, le plus dangereux et le plus mal connu
était de veiller & un dosage précis des rayons. Il n’existait pas de formule
permettant de calculer I'intensité et la dose de rayons les plus mortelles pour
chaque tumeur et les moins nocives pour le reste du corps ; une telle formule
n’existait pas ; en revanche il y avait une certaine part d’expérience, un certain
flair, et aussi la possibilité de se référer a I’état du malade. 1l s’agissait, la
aussi, d’une opération aux rayons, menée a 'aveuglette, étirée dans le temps.

Il était impossible de ne pas léser, de ne pas détruire des cellules saines.”

Les rayonnements ionisants (rayons X, rayons 7, etc.) ont pour principal effet de
délivrer de I’énergie aux corps qui leur sont exposés. La radiothérapie est basée sur
I’utilisation de ces densités massiques d’énergie, communément appelées doses, pour dé-
truire les tumeurs cancéreuses. Cette technique, en comparaison a la chirurgie, présente
I’énorme avantage d’étre non invasive, et de ne nécessiter, saul cas exceptionnels, ni
anesthésie, ni hospitalisation. Cependant, comme en témoigne le texte de Soljénitsyne, les
rayons sont loin d’étre aussi bien controlés qu’un bistouri par un chirurgien. Lors d’une
irradiation, en effet, chaque partie du corps recoit une certaine dose, aussi réduite soit
elle : il est donc indispensable, avant le traitement, d’optimiser la distribution de dose en
fonction de sa cohérence radiobiologique.

Ainsi, la tumeur et les zones a risque d’extension sont des tissus ciblés, et doivent
nécessairement recevoir une dose minimale prescrite par le praticien. Les tissus sains, au
contraire, sont protégés en fonction de leur radiosensibilité. La mcelle épiniere, par exem-
ple, est un tissu extrémement radiosensible, dont une irradiation excessive est quasiment
synonyme de paralysie. D’autres tissus (vessie, rectum, etc.) présentent souvent des in-
flammations qui, sans constituer un véritable danger pour le patient, lui sont réellement

inconfortables.



En pratique, I’étude dosimétrique pré-opératoire est réalisée par un radiophysicien,
et consiste a déterminer une balistique de traitement qui satisfasse au mieux les différentes
contraintes. Le radiophysicien commence par choisir une balistique qui lui semble convenir
et calcule la répartition de dose correspondante : il procede ensuite par modifications suc-
cessives jusqu’a obtenir une dosimétrie satisfaisante. Une telle approche est, en partie,
basée sur 'expérience et I'intuition du physicien. Si elle permet un traitement médicale-
ment correct, elle ne peut, cependant, mener a une répartition de dose a proprement parler
optimale. Le probleme de dosimétrie inverse correspond au probleme inverse suivant :
supposons donnée une répartition tridimensionnelle de dose, souhaitée par le praticien.
Il s’agit de déterminer les balistiques d’irradiation dont I’application donne lieu a cette

répartition.

Nous effectuons, dans un premier chapitre, une introduction a la médecine et a la
radiophysique. D’un point de vue médical, nous nous intéresserons exclusivement au can-
cer de la prostate, I'un des plus fréquents, et pour lequel les médecins ont estimé que
le traitement radiothérapique pouvait étre nettement amélioré. Nous décrivons les bases
physiques de la radiothérapie et définissons la terminologie correspondante, utile pour la

suite.

Le calcul de la dose, étape obligée avant 'optimisation de la balistique, est rendu
délicat par la complexité de l'interaction des rayonnements avec la matiere. Le Chapitre 2
présente, en premier lieu, les nombreuses méthodes existant actuellement, qui continuent
toujours d’évoluer. Nous avons implémenté 'une d’elles, la méthode de Clarkson, basée

sur la séparation de la dose primaire et de la dose diffusée.

Dans le cas d’un faisceau a section circulaire fixée, afin d’obtenir une méthode plus
rapide, nous avons ensuite construit un modele dosimétrique basé sur un lissage tridimen-
sionnel, par fonctions spline, de mesures de dose. Le résultat est comparé a une simple

interpolation sur ces données.

Bien que le Chapitre 3 prenne son point de départ dans le domaine de la radio-
thérapie, il représente incontestablement une digression. En effet, dans le but d’automatiser
le centrage de la cible, nous avons traité, de maniere approfondie, le probleme consistant
a déterminer la plus petite boule contenant un ensemble fini de points. Dans un premier

temps, nous survolons I’énorme bibliographie de ce probleme.

Nous présentons un algorithme centenaire, ’algorithme de Chrystal-Peirce, qui traite
le probleme en dimension 2. Nous construisons ensuite une généralisation en dimension

quelconque, et montrons que ’algorithme obtenu converge en un nombre fini d’itérations.

Nous exposons enfin l'interprétation analytique du probleme et montrons que notre
algorithme, sous sa forme géométrique, est en fait un algorithme de plus grande pente a

pas optimal.



Le dernier chapitre est consacré a ’optimisation de la dose. Nous y présentons, dans
une partie bibliographique, plusieurs approches de ce probleme, qui utilisent des méthodes
mathématiques variées. Nous choisissons, ensuite, notre formalisme en définissant un
espace des parametres, une fonctionnelle & minimiser, et des contraintes a réaliser. Les

résultats médicaux sont enfin présentés.






Chapitre 1

Rappels de médecine et de radiophysique

1.1 Rappels de médecine

1.1.1 Anatomie de la région prostatique

La prostate (19) est une masse glandulaire, constituée d’une quarantaine de glandes, de
consistance assez ferme, et qui a la taille et la forme d’une chataigne. Elle est située sous
le fond de la vessie (18), cavité pouvant contenir jusqu’a 700 ml d’urine, et dont la forme
est a peu pres celle d’un coussin ovale et aplati. Sur ’arriere de la vessie sont placées deux
glandes, les vésicules séminales (17). Vessie, prostate, et vésicules séminales se situent en
arriere de la symphyse pubienne (3), qui relie les deux os iliaques, et en avant du rectum

(21). Ce dernier, qui se prolonge avec le canal anal, constitue la fin du gros intestin.

Figure 1.1: Coupe sagittale des organes pelviens et génitaux masculins (d’apres [KLP89])
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1.1.2 Le cancer de la prostate
1.1.2.1 Données épidémiologiques

Le cancer de la prostate est un cancer fréquent : on estime a environ 200 000 le nombre
de nouveaux cas déclarés dans le monde chaque année, ce qui place cette maladie au cin-
quieme rang des cancers masculins, au second rang dans les pays industrialisés. Les taux
les plus élevés s’observent aux Etats-Unis (75 pour 100 000 habitants), les plus faibles
dans les populations asiatiques (3 au Japon), alors que I’Europe, a I’exception de la Scan-

dinavie, présente des taux intermédiaires (entre 10 et 40, en particulier 23 pour la France).

En termes de mortalité, les taux les plus élevés avoisinent 20 pour 100 000 habitants
(Scandinavie). En France, avec un taux de mortalité de 15 (7112 déces déclarés en 1982),
le cancer de la prostate occupe le second rang des déces par cancer chez 'homme apres
le cancer du poumon et avant le cancer colo-rectal. Sa progression, estimée sur la période

de 1955 & 1980, est de 11,5%, et semble donc tout & fait modérée en comparaison a celle
des bronches (102%) et de la vessie (75%).

Il est a noter, enfin, I'importance de I’age pour le cancer de la prostate. La maladie,
considérée comme rare avant 50 ans, présente une fréquence de 30% entre 50 et 59 ans,
qui augmente ensuite jusqu’a 67% entre 80 et 89 ans. On estime cependant que 90%
des cancers prostatiques survenant chez des hommes de plus de 70 ans ne seront pas

diagnostiqués.

1.1.2.2 Le diagnostic

Les symptomes révélateurs d’un cancer de la prostate sont tres souvent des troubles mic-
tionnels. On distingue trois principaux degrés d’extension de la maladie. Le stade local
correspond a un volume tumoral inclus dans la prostate, et, éventuellement, a un fran-
chissement se limitant aux vésicules séminales. Le stade régional voit apparaitre un en-
vahissement d’une partie de la vessie et des ganglions lymphatiques. Le stade généralisé,
enfin, correspond aux métastases, qui apparaissent généralement a 1’os, aux poumons, et

au foie. Tout ceci justifie la pratique systématique d’un bilan d’extension de la maladie.

Le médecin dispose, au niveau local, de plusieurs moyens de diagnostic :

e le toucher rectal a pour but de découvrir et de localiser, en palpant a travers la paroi

rectale, une lésion de la prostate.

e l'antigéne prostatique spécifique (APS) est une molécule présente dans le liquide
séminal et dans le sang, dont le taux sérique normal est inférieur & 2,5 ng/ml. Au
dela de 10 ng/ml, on soupconne fortement un cancer prostatique, et le taux d’APS,
qui peut aller jusqu’a 100 ng/ml est alors trés utile pour surveiller ’évolution de la

maladie.



e ’échographie endorectale permet de détecter des irrégularités ou des lésions de la

prostate.

o la biopsie prostatique, effectuée grace a une aiguille guidée par échographie, a pour
but d’apporter la preuve histologique du cancer de la prostate. De plus, elle permet

de classer la tumeur en lui attribuant un score : le Gleason.

Ces examens sont en fait complémentaires. Fn effet, le toucher rectal et I’échographie
endorectale peuvent ne révéler que des calcifications laissées par des pathologies an-
térieures, passées inapercues. De méme, le taux d’APS peut n’étre élevé que de maniere
transitoire, suite a une pathologie bénigne ou méme a un simple toucher rectal. Il est clair
que le diagnostic formel du cancer de la prostate provient essentiellement de la biopsie :
celle-ci ne sera cependant jamais pratiquée avant le toucher rectal, qui fournit souvent
de riches informations quant a la localisation de la tumeur, et reste le principal examen

clinique.

On notera que les deux puissants moyens d’imagerie que sont la tomodensitométrie
(scanner) et 'Imagerie par Résonance Magnétique (IRM) ne sont, pour le diagnostic du
cancer de la prostate, que d’une tres faible utilité, si ce n’est lors du bilan d’extension,
afin de déterminer d’éventuelles métastases osseuses ou pulmonaires. Ce méme bilan

d’extension peut donner lieu a I'utilisation de 'urographie et de la scintigraphie.

1.1.2.3 Le traitement

De maniere générale, le traitement d’un cancer de la prostate dépend du bilan d’extension
de la maladie. Ce traitement peut étre curatif pour un stade local, et parfois régional,
mais sera seulement palliatif pour une tumeur trop étendue ou métastatique. Par ailleurs,
le cancer prostatique ayant souvent une évolution tres lente, le traitement n’est pas sys-
tématiquement déclenché au diagnostic, en particulier pour des patients agés et exposés a

un déces rapide.

Dans le cas d’un cancer suffisamment localisé, deux traitements sont habituellement

pratiqués :

e la prostatectomie radicale consiste a enlever la prostate et les vésicules séminales. Elle
est accompagnée d’un curage des ganglions lymphatiques dans le but d’un examen

histologique, et ainsi, d’une évaluation du stade de la maladie.

e la radiothérapie emploie les propriétés des rayonnements ionisants pour soigner les
tumeurs. Il peut s’agir de radiothérapie externe, utilisant les rayons X, ou, dans le
cas de tumeurs tres peu volumineuses, de curiethérapie, qui consiste a implanter de

I'iode 125 radioactif dans la prostate.



Si le bilan de la maladie révele une tumeur assez étendue, voire métastatique, le
traitement hormonal s’impose. Celui-ci est basé sur la notion d’hormono-dépendance du
cancer de la prostate, et a pour but de réduire autant que possible le taux d’androgenes

dans le sang. Pour cela, on dispose principalement de deux moyens :

e la castration chirugicale provoque 'effondrement du taux de testostérone, qui est le

principal androgene.

o des agents chimiques peuvent, soit s’opposer a la synthese testiculaire des androgenes,

soit inhiber le métabolisme des androgenes déja présents dans le sang.

Cependant, dans bien des cas, I'effet du traitement hormonal n’est que temporaire,
et la maladie reprend t6t ou tard, malgré un taux de testostérone minimal. C’est la phase
d’échappement, ou seul subsiste réellement le traitement des douleurs. On considere alors
que 80% des patients vont mourir dans les deux ans, et que 10% seulement seront vivants

dans cinq ans.

1.2 Rappels de radiophysique

Les deux principaux faisceaux de photons utilisés en médecine sont les rayons X et les
rayons 7. Dans le domaine médical, les photons X sont créés artificiellement (découverte de
Roentgen en 1895), alors que les rayons vy sont émis par des corps radioactifs. Les rayons 7,
avec une énergie pouvant dépasser le MeV, ont longtemps été considérés comme les plus
puissants, mais ce n’est plus le cas de nos jours, puisque nous disposons d’appareils pouvant
facilement produire des rayons X de plusieurs dizaines de MeV. De plus, les sources v,
dont le cobalt 60 est un exemple fréquent, doivent étre protégées en permanence, et ont
une activité qui décroit avec le temps. Tout ceci explique que les rayons X commencent

actuellement a prendre un pas définitif sur les rayons 7.

1.2.1 La production des rayons X

Le principe physique des rayons X consiste a accélérer des électrons sur une cible matérielle.

Les rayons X résultent alors de deux types d’interactions avec les atomes de cette cible :

e un électron interagissant avec un noyau de la cible subit une force d’attraction
coulombienne et voit sa trajectoire incurvée. Ce phénomene s’accompagne d’une
perte d’énergie cinétique et, donc, de I’émission d’un photon. Ce rayonnement est le

rayonnement de freinage, également connu sous le nom de Bremsstrahlung.

e un électron incident peut également percuter et éjecter I’électron d’un atome cible.
Il est ainsi créé un ion excité, dont le retour a I’état fondamental se traduit par
I’émission d’un photon. L’énergie de ce photon ne pouvant prendre que des valeurs
quantifiées qui dépendent de I’atome cible, ce rayonnement est parfois appelé rayon-

nement caractéristique.



L’énergie cinétique des électrons incidents est principalement transformée en pho-
tons X, mais également en chaleur. On montre par ailleurs que le rendement du rayon-
nement de freinage est proportionnel au numéro atomique de la cible. Le tungsténe, de
numéro atomique 74, de point de fusion 3370°C, et d’excellente conductivité thermique,
représente en fait le meilleur compromis pour toutes ces contraintes, et est actuellement

le matériau le plus employé pour la cible.

Les appareils permettant la production des rayons X sont généralement constitués
d’une enceinte dans laquelle régne un vide poussé, ot les électrons sont produits par effet
thermoélectronique en chauffant un filament, avant d’étre accélérés vers la cible. C’est la

méthode d’accélération qui différencie ces appareils, dont on distinguera principalement :

o le tube de Coolidge (cf. Fig. 1.2) : le filament jouant le réle de cathode et la cible
celui d’anode, on applique entre ces deux bornes un potentiel positif : sous 'action
du champ électrique ainsi créé, les électrons sont accélérés vers la cible. Pour des

tensions avoisinant les 200 000 V, ils acquierent ainsi une énergie de 200 keV.
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Figure 1.2: Tube de Coolidge

o laccélérateur linéaire (cf. Fig. 1.3) : il s’agit la encore d’une accélération électrique.
L’appareil est constitué d’une série d’électrodes cylindriques reliées & un générateur
alternatif, et dans lesquelles regne un potentiel uniforme. La longueur des électrodes
est calculée de sorte qu’un électron sortant de I'une d’elles (ou il s’est déplacé a
vitesse constante) trouve une différence de potentiel qui I'accélere vers la suivante.
Les électrons subissent ainsi une série d’accélérations vers la cible, et atteignent

habituellement une énergie allant jusqu’a 40 MeV.
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Figure 1.3: Accélérateur linéaire



e le bétatron (cf. Fig. 1.4) : il s’agit d’un accélérateur magnétique. L’enceinte sous
vide a cette fois la forme d’un tore, et un champ magnétique alternatif est créé par
un électro-aimant. Les électrons injectés dans le tore ont une trajectoire circulaire et
sont accélérés : lorsqu’ils ont une énergie maximale, qui peut s’élever a 100 MeV, un

champ magnétique supplémentaire les fait “déraper” de leur trajectoire et les envoie

%x

cbe -

vers une cible de platine.

Figure 1.4: Bétatron

Pour I'accélérateur linéaire comme pour le bétatron, les électrons sont injectés a in-
tervalles réguliers, suivant la fréquence du courant d’alimentation : ’émission de rayons X

est alors discontinue.

Par ailleurs, pour les faibles énergies (tube de Coolidge), les rayons X sont émis de
maniére quasi-isotrope autour de la cible, alors que pour des énergies élevées (accélérateur
linéaire, bétatron), ils sont émis principalement dans la direction du faisceau incident. Le
faisceau final s’obtient en utilisant un diaphragme, supposé arréter tous les photons qui le
frappent. La cible étant souvent de faibles dimensions, la source peut alors étre considérée

comme quasi-ponctuelle (cf. Fig. 1.5).

diaphragme

A

Figure 1.5: Faisceau de photons. Section du faisceau a une distance donnée.

1.2.2 L’interaction des photons avec la matiére

Il existe, de maniere générale, cinq interactions possibles entre les photons (qu’il s’agisse

de photons X ou v) et la matiere. Nous ne décrirons cependant que I'une d’elles, 'effet



Compton, largement majoritaire dans le domaine médical.

1.2.2.1 L’effet Compton

L’effet Compton est une interaction entre un photon incident et un électron du milieu
irradié. Le photon percute I’électron et le projette en lui communiquant une partie de
son énergie ; il repart dans une direction faisant un angle 8 avec la direction incidente
(cf. Fig. 1.6). En traitant ce probleme par la conservation de la quantité de mouvement
et la conservation de ’énergie, on parvient aux relations de Compton, dont on déduit
que I’électron est toujours projeté “en avant”, alors que le photon peut repartir dans une

direction quelconque.

photon diffuse
ES
photon incident 5
E
electron Compton Ea

Figure 1.6: Effet Compton

Dans un milieu irradié par un faisceau de photons, on distinguera ainsi les photons
primaires, qui n’ont subi aucune interaction, des photons diffusés, apparus au cours d’un

effet Compton. L’effet Compton est finalement lié & trois phénomenes clairement définis :
o 'atténuation est la diminution du nombre de photons primaires;
e la diffusion est 'apparition de photons diffusés;

o 'absorption est le transfert d’énergie aux électrons Compton, qui I’épuisent par chocs

successifs contre les atomes et la communiquent ainsi a la matiere.

1.2.2.2 Perspectives médicales

L’interaction des faisceaux de photons avec la matiere trouve, avec le radiodiagnostic et la
radiothérapie, deux de ses principales applications, découvertes des la fin du siecle dernier

et utilisées peu apres.

Le radiodiagnostic est basé sur le phénomene d’atténuation : un faisceau de pho-
tons traversant le corps humain est plus ou moins atténué selon les tissus qu’il traverse.
La plupart des tissus, dont la masse volumique est proche de celle de I’eau, présente une

atténuation homogene. Toutefois, Iatténuation de la graisse et des os est plus élevée,



alors que celle des cavités aériennes et des poumons est plus faible. Ainsi, 'image “ra-
diante” transportée par le faisceau de photons présente des contrastes, matérialisés lors
de sa transformation en image “lumineuse”. Pour cela, on utilise, par exemple, un film
radiographique (radiographie) ou un écran luminescent (radioscopie), qui permettent donc

une exploration des structures anatomiques internes (cf. Fig. 1.7).
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Figure 1.7: Principe du radiodiagnostic

1.2.3 La radiothérapie

La radiothérapie utilise les effets des radiations sur la matiere vivante pour détruire les
tumeurs. Nous avons vu que leffet Compton s’accompagne de 'expulsion d’électrons de
leurs orbites (d’ou la dénomination de radiations “ionisantes”), et, par suite, d’un transfert
d’énergie a la matiére (phénomene d’absorption). On sait qu’une irradiation correspondant
a labsorption de 10~% Joule par gramme de tissu tue toutes les cellules, alors qu’une telle
énergie, répartie uniformément sous forme de chaleur, ne pourrait élever la température
que de 2/1000°C. Ce phénomene s’explique en fait par le dépot tres localisé de énergie,

qui endommage quelques grosses molécules indispensables a la vie cellulaire.

La radiothérapie a pour but de détruire toutes les cellules d’une tumeur sans détruire,
pour autant, les cellules saines des tissus environnants. Pour cela, on adapte la répartition
de I’énergie dans les tissus, mais on se sert également de 'effet différentiel entre cellules

saines et tumorales, qui ne se reproduisent pas a la méme allure.

1.2.3.1 Dosimétrie et balistique

La grandeur habituellement utilisée en radiophysique pour quantifier ’absorption d’énergie

est la dose. En un point donné, une quantité dF est déposée dans le volume dV de masse



dm. La dose absorbée en ce point est alors définie par :
_dr
dm

La dose est donc une énergie par unité de masse, et s’exprime en J.kg™', ou Gray
(Gy). 1l existe plusieurs moyens de mesure de la dose dans un milieu irradié, dont le plus
fréquent est la chambre d’ionisation. Les mesures se font généralement dans ’eau, et la

dosimétrie du faisceau est habituellement caractérisée par :

e le rendement en profondeur, qui représente la dose sur ’axe du faisceau;

e les rendements en traversée (ou profils), qui représentent la dose a une profondeur

donnée;

e les courbes isodoses, lieus des points ou la dose est constante.
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Figure 1.8: Irradiation par un faisceau de photons

La distribution de la dose dans le milieu irradié dépend de plusieurs facteurs, dont
les principaux sont I’énergie, la géométrie du faisceau, et la distance source-peau (DSP).
Considérons, par exemple, pour un faisceau de section carrée (S = 25 cm? & 1 m de la
source), et pour DSP = 80 cm, les rendements en profondeur correspondant a des énergies
de 1,25 MeV (Cobalt 60), 8 MeV et 30 MeV (cf. Fig. 1.9). On remarque que les courbes de
rendement, normalisées par rapport a leur maximum, présentent un fort accroissement ini-
tial, atteignent une valeur maximale, puis décroissent ensuite. Ce comportement s’explique
parfaitement par 'effet Compton. D’une part, 'accroissement initial de la dose est justifié
par le fait que les photons incidents projettent “en avant” les électrons du milieu. Ce
phénomene, comme on peut le constater, est d’autant plus accentué que I’énergie du fais-
ceau est élevée. Par ailleurs, la diminution de la dose reflete le phénomene d’atténuation
du faisceau de photons : cette diminution est d’autant plus lente que I’énergie du faisceau

est élevée.

Il apparait donc que les tumeurs superficielles peuvent étre traitées avec des rayons

de faible énergie, alors que les tumeurs plus profondes nécessitent des énergies élevées.
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Figure 1.9: Rendements en profondeur pour des faisceaux de haute énergie

Cependant, il semble difficile de traiter une tumeur avec un faisceau unique : en effet, la
dose recue par les tissus sains voisins de la tumeur serait tres proche de la dose recue par

la tumeur. On résout ce probleme en utilisant diverses stratégies d’irradiation :

o les feuxr croisés : plusieurs faisceaux de directions différentes sont positionnés de

maniere & “englober” la tumeur (cf. Fig. 1.10 (a)).

e la cyclothérapie : la source se déplace sur une trajectoire circulaire centrée sur la
tumeur (cf. Fig. 1.10 (b)).
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Figure 1.10: Stratégies de traitement : (a) Feux croisés (b) Cyclothérapie

La technique des feux croisés est la plus utilisée. En pratique, un radiophysicien
réalise toujours une dosimétrie pré-opératoire : a partir de coupes scanner ou IRM, il
choisit d’abord la position des différents faisceaux, et leur donne une forme en s’aidant
éventuellement de caches (ou atténuateurs) qui permettent de protéger certaines zones
radiosensibles. 1l détermine ensuite, pour chacun de ces faisceaux, un temps d’exposition
(ou pondération) de telle sorte que la distribution de la dose satisfasse aux contraintes

médicales. De nos jours, cette opération est réalisée a I'aide d’un logiciel informatique de



calcul de dose ; cependant, elle nécessite souvent plusieurs essais avant de parvenir a une

dosimétrie adéquate.

1.2.3.2 Distribution de la dose dans le temps

Lors des premiers traitements radiothérapiques, au début du siecle, il était pratiqué
une unique irradiation, délivrée en plusieurs heures. Une meilleure connaissance des
phénomenes radiobiologiques a conduit & un fractionnement du traitement : de nos jours,
un traitement complet s’étale couramment sur plusieurs semaines, voire plusieurs mois,

au rythme de quelques séances hebdomadaires.

L’origine du fractionnement est en fait le comportement différent des cellules saines
et tumorales apres une irradiation. En effet, si la restauration de ces cellules semble a peu
pres identique, I'aptitude des cellules saines a se reproduire est, par contre, tres supérieure.
Ceci a pour conséquence un effet différentiel sur les populations de cellules, qui favorise

largement la survie du tissu sain (cf. Fig. 1.11).
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Figure 1.11: Effet différentiel de la radiothérapie fractionnée. On considére que chaque irradiation
réduit de 50% le nombre de cellules viables. (1) une cellule sur deux se divise entre deux séances

(cellules saines) (2) une cellule sur 10 se divise entre deux séances (cellules tumorales)

1.3 Conclusion : l’irradiation de la prostate

Le probleme posé par le traitement radiothérapique de la prostate provient du fait que la
glande est collée & la fois au rectum et & la vessie (cf. Fig. 1.1). Ainsi, ces deux organes
étant tres radiosensibles, leur irradiation provoque fréquemment des inflammations, qui se

traduisent par des rectites et des cystites.



En France, I'irradiation localisée de la prostate se fait, le plus souvent, aux rayons X
a 25 MV (tension de 'accélérateur), en utilisant quatre faisceaux concentriques, de section
carrée 9 X 9 cm? au niveau de la tumeur ([MLM92], cf. Fig. 1.12). Cette technique pro-
duit une distribution de dose assez homogene dans un cube qui, s’il englobe la prostate,
déborde largement sur la vessie et le rectum. Le nombre réduit de faisceaux est directe-
ment lié & un souci de rapidité, la plupart des hopitaux ne possédant qu’un accélérateur
linéaire pour un grand nombre de patients. Par ailleurs, les dimensions élevées de ces
faisceaux se justifient par le fait que le patient peut avoir de légers mouvements au cours
de l'irradiation. Il est clair, cependant, qu’une telle balistique n’est pas tres adaptée a la

volonté d’attribuer une dose élevée a la prostate tout en irradiant peu la vessie et le rectum.

Figure 1.12: Irradiation de la prostate : coupe transversale, 4 champs “en boite”



Chapitre 2

La dosimétrie directe

2.1 Introduction

La résolution du probleme d’optimisation de la balistique nécessite de pouvoir évaluer la
dose absorbée. Ainsi, on appelle “dosimétrie directe” le probleme consistant, pour une ba-
listique et un patient donnés, a déterminer la distribution de dose. Or, comme nous avons
pu le constater au 1.2.2, I'interaction des rayonnements avec la matiere est un phénomene
tres complexe, dont la modélisation physique est essentiellement microscopique. Cette
modélisation ne mene a des expressions analytiques qu’au prix de grosses simplifications,
et la dose est plutot évaluée par des moyens numériques. Nous présentons dans ce chapitre

les principales méthodes de calcul de dose, puis exposons les choix que nous avons retenus.

2.2 Les différentes méthodes de calcul de dose

Les méthodes numériques de calcul de dose sont tres variées ; on distinguera, cependant, les
méthodes basées sur la physique de celles basées sur les mathématiques ou 'informatique.
Les principaux criteres permettant d’évaluer une méthode sont : d’une part les différentes
possibilités qu’elle inclut (prise en compte de la nature, de I’énergie, de la géométrie des
faisceaux, etc.), d’autre part sa précision (on considere qu’une précision de 2 a 3 % est

nécessaire pour un systeme de dosimétrie clinique), enfin sa rapidité.
2.2.1 Les méthodes a caractére physique

2.2.1.1 La séparation primaire-diffusé (méthode de Clarkson)

On rappelle qu’un photon primaire est un photon qui n’a pas encore subi d’interaction avec
la matiere. Un photon diffusé, au contraire, a été dévié de sa trajectoire initiale par une

ou plusieurs interactions. On distingue ainsi un rayonnement primaire et un rayonnement
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diffusé, qui donnent lieu a une dose primaire et une dose diffusée, dont la somme est la
dose totale. La méthode de Clarkson, introduite en 1941 ([Cla41]), puis réellement ex-
ploitée par Cunningham en 1972 ([CSW72]), consiste & calculer séparément dose primaire
et dose diffusée. Ceci peut se faire grace a des définitions et modélisations qui peuvent

étre subtils, et que nous détaillerons completement au paragraphe 2.3.

La méthode de Clarkson est actuellement 'une des plus utilisées pour les logiciels
cliniques, car elle présente la possibilité d’un calcul de dose pour des champs de forme

quelconque, tout en restant un bon compromis entre précision et temps de calcul.

2.2.1.2 La convolution de kernels

La méthode des kernels (“noyaux”) est relativement récente puisqu’elle fut introduite
notamment par Boyer ([BM85]), Mackie ([MSB85]) et Ahnesjg([Ahn87]). Cette méthode
est basée sur une remarque physique : 'interaction d’un photon en un point ne donne pas
lieu a un dépot local de I’énergie, mais & une répartition de cette énergie autour du point
d’interaction. Dans le cas d’un milieu homogene, on définit ainsi la fonction kernel de dose
h(r —r’) comme étant la fraction d’énergie apportée en r (rayon-vecteur par rapport a la
source) par les électrons et photons interagissant en ' (cf. Fig 2.1). h est généralement

supposé invariant dans ’espace.
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Figure 2.1: Contribution & la dose en # d’une interaction en =’

On montre ainsi ([BM85]) que la dose en 7 peut s’écrire :
D(r) :/ Fr (e — v d (2.1)
v
ol V est le volume irradié et f la fluence en photons primaires.
Cette équation, qui est une simple convolution, exprime le cumul des contributions

énergétiques élémentaires déposées autour de r, pondérées par la fluence en photons pri-

maires.



L’application de cette méthode de calcul de dose nécessite donc d’une part la con-
naissance de la fonction kernel h, d’autre part le calcul en tout point de la fluence en

photons primaires :

e le kernel de dose est généralement pré-calculé grace aux méthodes de Monte Carlo
(cf. 2.2.1.3, [AABST])), et stocké sous forme de matrices de “dispersion de dose”.
On note ici la grande utilité de ces méthodes, dont la précision permet a ’erreur de

ne pas étre amplifiée par (2.1).

e la fluence en photons primaires s’exprime analytiquement par :
To 2 r
h(r) = h(ro) ("2) exp(= [ u(Dp(Dydl)
ol rq est le point d’intersection avec la surface du milieu (cf. Fig. 2.1), i le coefficient

d’atténuation massique, et p la densité.

Le calcul direct de la distribution de dose a partir de (2.1) peut atteindre rapidement
plusieurs heures de calcul, et il est beaucoup plus efficace d’effectuer la convolution dans le

domaine de Fourier ([F'B87],[BWMS88]). Ceci revient en fait a une simple multiplication :
D=F"F(f).F(h)

ou F et F~! désignent respectivement la transformée de Fourier et la transformée de

Fourier inverse.

Dans le cas d’un milieu hétérogene, Boyer et Mok ([BM8&6]) ont montré qu’il est
encore possible d’exprimer la dose sous forme de convolutions de kernels. Cependant, la
fluence primaire n’est alors plus suffisante, et il est nécessaire d’introduire une fluence

multiple.

En définitive, la méthode des kernels est une méthode précise, mais, bien qu’applicable
pour des champs irréguliers, elle est encore trop lente pour étre utilisée dans le cadre d’un
systeme de dosimétrie clinique. Cependant, au vu de "accroissement continuel de la puis-
sance des machines utilisées, on ne peut douter que cette méthode soit prometteuse et

parvienne rapidement a remplacer la méthode de Clarkson.

2.2.1.3 Les méthodes de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo ont pour but de reconstruire I'effet macroscopique de dose
par simulation d’un grand nombre d’interactions de particules avec la matiere. On ne
décrira pas ici la théorie de ces méthodes, basée sur des notions probabilistes tres précises
([HH67],[Shr62]). Notons que I’application au calcul de dose consiste en fait & “tirer au
sort” le devenir des particules (d’ou le nom de la méthode), en se basant sur les différentes

probabilités d’interaction, connues des physiciens ([And90]).



Considérons, par exemple, le cas d’un choc Compton, qui est I'interaction la plus
observée dans le domaine de la radiothérapie (cf. 1.2.2.1). Si un photon d’énergie I heurte
un électron, les relations de Klein et Nishina ([TDDJ63]) fournissent la probabilité K ()

qu’un photon soit émis a I’angle 8 par rapport a la direction incidente :

1 14 cos? 6 a*(1 — cos? §)?

rO= roz'h Fal et 2 T e O+ all - cost)]

)

rg est le rayon de I’électron, et @ = #, ol F est I’énergie du photon incident, mq

la masse de I’électron, ¢ la vitesse de la lumiere.

Figure 2.2: Représentation en coordonnées polaires de K (f), probabilité pour qu’un photon soit
diffusé a ’angle 8. On remarque que pour de faibles énergies, les photons sont émis a peu prés
uniformément dans toutes les directions, alors que pour de hautes énergies, ils sont majoritairement

émis a § proche de 0, et quasiment pas rétrodiffusés.

On a représenté sur la Figure 2.2 la fonction K (#) en coordonnées polaires, pour
différentes valeurs de a. La connaissance de K(f) et des autres lois de probabilité régis-
sant les différentes interactions permet de simuler les trajectoires des particules étape par
étape. L’effet de dose est ensuite interprété comme moyenne d’effets individuels des dif-
férentes particules. Il est clair que pour obtenir une représentation statistique fidele, il est
indispensable d’effectuer un tres grand nombre de simulations : une précision acceptable
(2 a 3%) nécessite la reconstruction des trajectoires de plusieurs dizaines de millions de
photons incidents. Ceci requiert des temps de calcul impressionnants, qui peuvent facile-

ment atteindre plusieurs jours.

Les méthodes de Monte Carlo semblent donc peu adaptées a la dosimétrie clinique.
Cependant, elles restent tres utiles pour des études théoriques ou pour valider d’autres

modeles de calcul dosimétrique (calcul des kernels de dose).

2.2.2 Les méthodes a caractéere mathématique et informatique
2.2.2.1 Le stockage informatique des données

La méthode de calcul utilisant le stockage informatique des doses est I’'une des plus an-

ciennes, directement issue des méthodes manuelles de calcul (notons que le calcul infor-



matique des doses a été introduit au C.H.U. de Grenoble en 1977). Les doses sont d’abord
mesurées, avant d’étre stockées dans des tables : on pourrait imaginer des tables tridimen-
sionnelles de dose, mais ceci n’est jamais le cas au vu de la quantité des mesures a réaliser.
On se contente, en fait, de mesurer les doses dans un plan contenant ’axe du faisceau ;
en effectuant des mesures d’une part sur cet axe, d’autre part, sur des axes transverses et
a différentes profondeurs, on obtient ainsi des “grilles” de doses, qui peuvent étre carté-

siennes ou pas (cf. Fig. 2.3).

@ (b)

Figure 2.3: Exemples de grilles : (a) grille cartésienne (b) grille en éventail, avec lignes concourantes

a la source

Il est clair, cependant, que le fait de se contenter de données bidimensionnelles a
pour conséquence de limiter cette méthode a des champs suffisamment réguliers (champs
circulaires, carrés, etc.). Dans ce cas, on peut ensuite calculer la dose dans un plan de

profondeur quelconque en effectuant différentes interpolations sur les données.

Afin de limiter le travail expérimental et la quantité de mesures effectuées, diverses
corrections sont réalisées. Par exemple, le calcul de la dose pour un champ rectangulaire

de cotés a et b peut se ramener a un champ carré de coté [, dit “champ carré équivalent”

([BDM74]) :
2ab

| =
a+b

La méthode de calcul par stockage des données représente un bon compromis en-
tre temps de calcul et précision, et peut ainsi étre un outil efficace pour les logiciels de
dosimétrie clinique. Par contre, on notera ses limitations pour des situations complexes

comme les champs irréguliers.

2.2.2.2 La modélisation analytique de la dose

Comme nous ’avons précisé précédemment, nous ne disposons pas de représentation ana-

lytique de la dose qui soit directement issue de la physique. 1l est possible, cependant, de



déterminer une modélisation analytique de la dose a partir de données expérimentales.

La dose primaire a I’axe se représente rigoureusement par une exponentielle. Pour la
dose totale, somme de la dose primaire et de la dose diffusée, il est classique de considérer
une combinaison linéraire de deux ou plusieurs exponentielles ([Mel70],[GMBF88]). Le

rendement en profondeur RP peut ainsi se modéliser sous la forme suivante (cf. Fig. 2.4) :
RP(z) = a(e™” — %)

ou z est la profondeur, a, b, ¢ des parametres a déterminer.
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Figure 2.4: Représentation de RP(z) pour @ = 1, b = 1, et trois valeurs de ¢

Les rendements en traversée, quant a eux, font moins 'unanimité. lls peuvent, selon
la dimension des faisceaux, étre représentés a ’aide de la fonction arctan ((GMBFS8S]) ou

de gaussiennes (minifaisceaux).

La détermination des différents parametres se fait par minimisation de 'erreur sur
les données expérimentales. Il convient ensuite de déterminer les domaines de validité
des expressions analytiques obtenues : on constate qu’il est souvent nécessaire de séparer
I’espace des parametres en sous-ensembles associés a des formules analytiques disctinctes,
et, parfois, d’introduire des coefficients correctifs. La modélisation analytique de la dose
présente donc le fort inconvénient d’avoir une précision un peu incontrélable ; il est évident,

d’autre part, qu’elle est tres limitée quant a la complexité des faisceaux modélisés.

2.2.3 Conclusion

Les méthodes présentées précédemment ont toutes leurs avantages et leurs inconvénients,
et doivent donc étre choisies selon les situations. Les méthodes physiques sont parti-
culierement utiles pour les situations complexes : champs irréguliers (notamment dans
le cadre de l'utilisation d’un collimateur multilames), prise en compte d’atténuateurs,
milieux hétérogenes, etc. Ces méthodes présentent, de maniere générale, une précision
satisfaisante, mais des temps de calcul qui le sont moins. Ceci peut, par exemple, poser

probleme lorsque I’on veut réaliser une véritable dosimétrie tridimensionnelle. La rapidité



est, en fait, le seul point fort des méthodes de calcul par stockage de données et modéli-
sation analytique, qui doivent étre utilisées dans des conditions physiques suffisamment
simples pour garder une précision tolérable. Elles sont appréciées, notamment, pour cal-
culer des surfaces isodoses, qui sont destinées & étre visualisées et, donc, ne nécessitent pas
une précision extréme. Notons, enfin, I'importance des données expérimentales servant
pour ces différentes méthodes, et de leur ajustement en fonction des appareils effective-
ment utilisés. Dans le cas de données inadaptées, on s’éloigne de la réalité de maniere

incontrolée.

Notre choix : deux méthodes de calcul de dose

Comme nous ’avons précisé ci-avant, le choix d’une méthode de calcul de dose doit se faire
suivant la complexité des faisceaux utilisés, donc, indirectement, selon le protocole choisi.
Nous avons décidé, d’une part, d’implémenter la méthode de Clarkson, utile pour les pro-
tocoles comportant des faisceaux a géométrie variable, incontournables dans le contexte
de la radiothérapie conformative. Par ailleurs, et ce en vue d’un protocole possédant un
unique faisceau circulaire, nous avons réalisé une modélisation analytique de ce faisceau
qui utilise les fonctions spline, ce qui, dans ce cas bien précis, et en comparaison avec la
méthode de Clarkson, nous a permis d’accroitre la précision tout en diminuant le temps

de calcul.

Nous détaillons ci-apres les deux méthodes choisies. Précisons que nous nous sommes
placés dans des conditions physiques tres simples.

Nous avons supposé, en premier lieu, que le milieu irradié était délimité par une
surface plane, et que 'axe du faisceau considéré était orthogonal a cette surface. Cette
hypothese ne peut évidemment étre maintenue dans le cadre de l'irradiation du corps
humain, et une correction d’obliquité du faisceau s’impose alors, que nous expliquons au
2.3.3.

D’autre part, on a supposé le milieu irradié homogene équivalent a l'eau : cette
“approximation” est tres commune en radiothérapie, ce qui se justifie par le fait que les
tissus du corps humain ont une densité tres proche de celle de 'eau. Il est vrai que les os,
et surtout les poumons, représentent des hétérogénéités non négligeables, qui nécessitent
certaines corrections. Cependant, ceci concerne assez peu la région pelvienne, et nous ne

nous sommes donc pas attardés sur ces corrections.

2.3 La méthode de Clarkson

Le principe de la méthode consiste donc a calculer séparément dose primaire et dose
diffusée. La technique générale étant basée sur le découpage des champs en secteurs
circulaires, il convient, dans un premier temps, d’analyser la situation dans le cas des

champs circulaires, avant de détailler le calcul pour un champ quelconque.



2.3.1 La séparation primaire-diffusé pour des champs circulaires

Considérons un milieu homogene irradié par un faisceau : soit M un point appartenant
a I’axe du faisceau, et situé a la profondeur z dans le milieu. On suppose ce faisceau de

section circulaire de rayon r a la profondeur z (cf. Fig. 2.5).

S (source)
DSP
air
milieu
z
M~ r
axe

Figure 2.5: Irradiation par un faisceau de section circulaire

On définit le rapport tissu-air au point M par :
T(z,r)= Dizr)
Da(z,r)
ol :
D(z,r) est la dose absorbée au point M;
D4(z,1) est la dose absorbée, dans ’air, par une petite masse de milieu placée au-

tour du point M.

Notons que la dose D 4(z,r), directement issue du rayonnement primaire, sera supé-
rieure a la dose D(z, 1), qui subit les effets de I’atténuation et de la diffusion. Pour séparer
les contributions du primaire et du diffusé au rapport tissu-air, on constate que lorsque
les dimensions du champ diminuent, donc lorsque r tend vers 0, le rayonnement diffusé
disparait, et seul subsiste le rayonnement primaire. La contribution de ce dernier sera
donc T'(z,0), qui ne dépend ainsi que de I’épaisseur de milieu z. Celle du rayonnement

diffusé, que 'on appelera rapport diffusé-air sera par conséquent :

S(z,r)=T(z,r)—=T(20)

Il est clair que T'(z,0) n’est qu’une notation mathématique, et ne peut étre mesuré
directement. Pour accéder a cette valeur, il suffit en fait de réaliser une extrapolation en

r =0 de la courbe T'(z,r) provenant de mesures expérimentales.



Le rapport tissu-air possede une propriété qui justifie pleinement son utilisation
dans le cadre du calcul de doses. En effet, il a été montré ([JBR58]) que T'(z,r) est
indépendant de la distance & la source SM, et il en est de méme de 'atténuation 7'(z,0)
et du rapport diffusé-air S(z,r). Ainsi, les valeurs du primaire et du diffusé provenant
de mesures expérimentales peuvent facilement étre tabulées et, pour une énergie donnée,

restent valides pour une DS P quelconque.

2.3.2 Cas des champs de forme complexe

On se place maintenant dans le cas plus général d’un champ irrégulier, souvent réalisé grace
a un cache focalisé (cf. Fig 2.6 (a)), mais qui peut ’étre également avec un collimateur
multilames. On suppose un tel champ défini par une ligne polygonale, dans un plan
orthogonal a son axe. On veut maintenant calculer la dose en un point M de profondeur
z : placons-nous dans le plan de profondeur z (cf. Fig. 2.6 (b)). Il s’agit d’évaluer

séparément dose primaire et dose diffusée.

© S (source)

L axe

(3 (b)

Figure 2.6: (a) cache focalisé (b) calcul de la dose en M par découpage en secteurs circulaires

2.3.2.1 Calcul de la dose diffusée

La premiére étape consiste a découper le champ en triangles (AM B, BMC', etc.) indicés
par i. Chacun de ces triangles est ensuite lui-méme décomposé en secteurs circulaires de
centre M, d’angle A#; et de rayons r;;. Prenons 'exemple du triangle AMB (¢ = 1) :
on peut considérer que la contribution du secteur j au rapport diffusé-air en M sera
Ab; /27 S(z,r;5), la valeur de S(z,r;;) pouvant étre déterminée par interpolation dans

la table correspondante. Le rayonnement diffusé provenant du triangle AM B est donc,



approximativement, A#@; /2% > S(z,ri;). On peut donc ainsi, en sommant les contribu-
tions de tous les triangles, obtenir une valeur approchée du rapport diffusé-air au point M.
Cependant, il est indispensable de prendre en compte les différentes concavités du champ :
c’est le cas, par exemple, du triangle DM F, dont la contribution sera a retrancher, et non
a ajouter. On définit ainsi, pour chaque triangle, un coefficient G; qui vaut 1 si I’angle
en M est orienté dans le sens trigonométrique (triangle AM B) et -1 dans le cas contraire

(triangle DM F). Finalement, le rapport diffusé-air peut donc s’écrire :

S(Z’M):ZGi%ZS(Z7rij) (2.2)

On en déduit, ensuite, la dose diffusée par :

Ds = Da(2) S(z, M) (2.3)

Le terme D 4(z) ne concerne en fait que les points sur I’axe du faisceau. Cependant, la
relative validité de ’équation précédente est admise pour tout point du plan de profondeur

z ([CSWT2]), et a pu étre vérifiée par comparaison avec diverses mesures expérimentales.

2.3.2.2 Calcul de la dose primaire

Pour un point M appartenant a ’axe du faisceau, la dose primaire est obtenue par :

Dp = Dy(2)T(z,0)

Cependant, lorsque M n’appartient pas a I'axe du faisceau, cette équation doit étre
corrigée. On tiendra compte, en premier lieu, de I’épaisseur effective de milieu sur la
droite oblique joignant S a M : z/. Par ailleurs, il est indispensable, pour le rayonnement
primaire, de tenir compte de la pénombre, conséquence du fait que, d’une part, la source
n’est jamais vraiment ponctuelle, d’autre part, le collimateur n’arréte jamais la totalité

des photons en provenance de la source. Ceci se traduira par un facteur P(M) tel que :

Dp = Da(z) P(M) T(%,0) (2.4)

Expliquons brievement le calcul du coefficient de pénombre P(M). Ce calcul est en
fait basé sur le modele de Wilkinson ([WRCT70]), qui, pour traduire le fait que la source
ne peut étre vraiment ponctuelle, introduit une fonction d’intensité définie dans le plan
de cette source :

1 2 11
I N — 12 _—pB'r
() = 55"

ol ' est la distance a la source 5, et §' une constante dépendant du systeme de collimation.

On consideére ainsi une source virtuelle définie dans un disque de trés large diametre

et émettant un rayonnement d’intensité /. La correction de pénombre géométrique P(M)



plan dela source

plan du cache

plan decalcul

Figure 2.7: Calcul de la pénombre géométrique en utilisant une source virtuelle d’intensité 1

est ensuite obtenue en intégrant I(r’) sur la partie de la source virtuelle vue depuis M a
travers le cache (cf. Fig. 2.7). Ceci peut se faire grace au découpage en secteurs circulaires
déja utilisé pour calculer le rayonnement diffusé. L’intégrale de I sur un disque de centre

S et de rayon R est :

R
/ I(r)2rr'dr =1—- (F'R+ 1)€_ﬁIR
0

Si 'on tient compte du coeflicient de transmission ¢ du collimateur, qui sera en
pratique de 'ordre de 1 ou 2%, et dont la conséquence principale est d’obtenir une dose
non nulle en dehors des limites géométriques du faisceau, ’expression finale de P(M) peut

s’écrire :

S Sl (B e (25

P(M):t—|—(1—t)ZGi 2

ol ( est la constante telle que Br = §'r'.

2.3.2.3 Calcul de la dose totale

En définitive, la dose totale est la somme de la dose primaire et de la dose diffusée :
D =Dp+ Ds=Dy(2).[P(M)T(z,0)+ S(z, M)] (2.6)
L’expression entre crochets ayant été évaluée précédemment, il reste a calculer

D4(z), dose absorbée dans l'air par une petite masse de milieu placée sur 'axe, a la

profondeur z. Ceci peut se faire simplement grace a la loi dite de “I’inverse carré des



Figure 2.8: Flux et intensité du flux sur une surface d’un faisceau circulaire

distances”.

Considérons un faisceau circulaire d’émission uniforme. Soit d une distance donnée :
on définit la surface >, intersection de la sphere de centre S et de rayon d avec le faisceau
(cf. Fig. 2.8). Alors le flux ® de photons a travers ¥, ne dépend pas de d, et I'intensité
I; du flux & la distance d est uniforme sur ¥,. L’aire de X, étant proportionnelle & d?, il

existe donc k tel que :

@ - k‘.]d.dz

La loi de l'inverse carré des distance s’exprime de maniere générale sous la forme

suivante : soient d et d' deux distances a la source, alors :

Id.d2 - Idl.d/2

La dose D, étant une dose dans I’air, on peut donc la calculer en appliquant la loi
de 'inverse carré des distances. Fixons un point de référence sur ’axe, dans lair, & une
distance d,.; de la source, et supposons qu’il recoive une dose Dy. La dose totale en M

s’exprime donc finalement par :

dref

Do) PN T, 0)+ S(: 1) (2.7)

D:D()(

On sait donc calculer la dose en tout point, & un coefficient multiplicatif pres (D).
Notre but étant d’optimiser les pondérations des différents faisceaux, la connaissance de
la dose Dy relative a chaque faisceau ne nous est pas nécessaire. En revanche, elle le sera

aux radiophysiciens, qui calculent les différents débits de dose avant le traitement.

2.3.3 La correction d’obliquité

Rappelons que, pour la méthode précédente, nous nous sommes placés dans le cas ot la
surface délimitant le milieu irradié est un plan, et avons supposé que ’axe du faisceau est
orthogonal & ce plan. Il est clair qu’il est difficile de maintenir ces hypotheses dans le cadre
de l'irradiation du corps humain. Pourtant, dans certains cas ou la surface a traiter est tres

irréguliere, les radiophysiciens utilisent un accessoire appelé bolus permettant de ramener



les conditions d’irradiation & une surface plane orthogonale a 'axe, et ainsi d’“égaliser”
les isodoses. Les bolus, fabriqués en moulant sur la surface a traiter un équivalent tissu
(paraffine, cire, etc.), sont en fait surtout utilisés dans le cadre des traitements aux élec-
trons, afin d’accroitre la dose a la peau. Pour ce qui est de I'irradiation prostatique, étant
donné les incidences variées des différents faisceaux, I'utilisation des bolus n’est, en fait,

pas envisageable.

S (source)

surface du corps

M

(point de calcul) surface virtuelle

axe

Figure 2.9: Correction de la dose pour une surface courbe

Dans le cas d’un faisceau oblique (ou, de maniére plus générale, d’une surface
courbe), la dose primaire et la dose diffusée se trouvent modifiées. Cependant, les nouvelles
conditions physiques d’irradiation sont trop complexes pour permettre un calcul précis de
ces doses : on se contente, dans la plupart des cas, d’une correction par rapport aux con-
ditions “normales” ([TDDJ63],[BDM74],[MB74]). La régle des deux tiers, par exemple,
est une méthode connue des radiophysiciens, basée sur des remarques empiriques, perme-
ttant de construire des isodoses pour une surface quelconque a partir des isodoses de base.
Cette méthode est cependant assez limitée puisque 'erreur faite devient importante & une

profondeur de 10 cm environ.

La méthode de correction que nous avons utilisée consiste, pour un point de calcul
M, a déterminer I'intersection M; de la droite (SM) avec la surface du corps (cf. Fig. 2.9).
On définit ainsi une surface plane passant par M; et orthogonale a 'axe du faisceau, puis
on considere que la dose réelle recue en M est peu différente de la dose que recevrait ce
point sous cette surface virtuelle, c’est a dire pour une distance source-peau DS P’ et une
profondeur z’. On notera ainsi que le rendement en profondeur (dose a ’axe) est inchangé

par rapport aux conditions normales, ce qui semble avoir été vérifié expérimentalement

([TDDJ63]).

Il est a noter que cette méthode, si elle est simple et bien établie, n’en nécessite
pas moins la connaissance de la surface du corps et, pour chaque point M, le calcul du

point M;. Ceci alourdira séverement la démarche informatique, tant du point de vue de la



place mémoire utilisée que du temps de calcul, notamment lors de I’évaluation de matrices

tridimensionnelles de dose.

2.3.4 Exemples
2.3.4.1 La méthode de Clarkson

Comme nous ’avons détaillé précédemment, la méthode de Clarkson est basée sur une
séparation du primaire et du diffusé. En pratique, ceci se traduit par I'utilisation de deux
tables, valables pour une énergie donnée, et contenant, pour un nombre fini de valeurs de

zetder:
e 'atténuation 7'(z,0);

e le rapport diffusé-air S(z,r).

L’obtention de ces tables nécessite de nombreuses mesures, d’une grande précision,
effectuées avec le matériel adéquat. Le Service de Radiophysique de I'Institut Curie, qui
possede une grande expérience de ces méthodes de calcul, a eu "amabilité de nous fournir
ses données. Bien que celles-ci ne soient pas représentatives de l'accélérateur linéaire uti-

lisé & Grenoble, elles nous seront suffisantes dans le cadre de I'optimisation dosimétrique.

Considérons maintenant un champ défini, dans un plan Oxy orthogonal a son axe,
par une ligne polygonale (cf. Fig. 2.10). On suppose la distance SO (ol S est la source)
égale & 150 cm : les caches focalisés sont souvent définis & partir d’une radiographie effec-

tuée a cette distance.

N e
/

Figure 2.10: Définition d’un faisceau par une ligne polygonale

Les calculs de dose ont été effectués pour une énergie de 23 MeV. Nous avons choisi

des valeurs habituelles pour les parametres de la méthode de Clarkson :
o AP =10° (découpage en secteurs angulaires);

e 3 = 3 (coefficient de pénombre géométrique);



dose
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o t=2% (coefficient de transmission du collimateur).

Nous avons étudié le comportement dosimétrique du faisceau pour deux tailles dif-
férentes : a=5 cm et a=2 cm. La Figure 2.11 comporte différentes courbes de rendement,
ol les valeurs affichées représentent la dose & une constante multiplicative pres. On re-
marque, sur les rendements en profondeur, le fort accroissement au voisinage de z = 0,
caractéristique des hautes énergies. Par ailleurs, le maximum de dose se situe a la pro-
fondeur z = 3 cm (ce qui est quasiment indépendant de la forme du faisceau), et la dose

maximale est supérieure pour a=>5 cm.

Les rendements en traversée, contrairement aux rendements en profondeur, sont
fort différents. Le rendement pour a=5 cm montre un palier, correspondant aux points in-
térieurs aux limites géométriques du faisceau (les points avoisinant ces limites constituent
la zone de pénombre). Pour a=2 cm, par contre, le rendement ne présente plus de palier,

et a plutot Pallure d’une gaussienne, trait représentatif des faisceaux de petite taille.

0.015

a=5cm

0.010

[0]

(%]

o

kel
0.005

L L L L 0.000 —
10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 -10.0 -5.0 0.0 5.0
z (cm) x (cm)

Figure 2.11: Rendements en profondeur (z) et en traversée (z =10 cm, y = 0)

Comme le montrent, plus clairement encore, les représentations de la dose dans
le plan z = 10 cm (cf. Fig. 2.12, Fig. 2.13), les profils dosimétriques de deux faisceaux
de méme forme, mais de dimensions distinctes, peuvent étre radicalement différents. La
prise en compte de ce phénomene lors du choix d’une balistique de traitement est tres

importante.



Figure 2.12: a=5 cm ; représentation de la dose dans le plan z=10 cm

Figure 2.13: a=2 cm ; représentation de la dose dans le plan z=10 cm



2.3.4.2 La correction d’obliquité

Considérons un faisceau de section circulaire, de diametre 7 cm a 1 m de la source, et
supposons le milieu irradié délimité par un plan. Nous nous intéressons aux deux cas

suivants :
e le plan est orthogonal a I’axe du faisceau;

e le plan est incliné de 45° par rapport a ’axe du faisceau : il est alors nécessaire de

réaliser une correction d’obliquité.

Nous avons, dans ces deux cas, calculé les courbes isodoses dans un plan contenant
I’axe du faisceau (cf. Fig. 2.14, Fig. 2.15). On constate, ainsi, que les isodoses s’étirent
d’un coté dans le cas d’une incidence oblique, ce qui s’explique par la différence de mi-
lieu traversé. Il est donc évident que la correction d’obliquité est indispensable pour

I’évaluation de la dose dans le corps humain.

2.4 Mod¢élisation d’un faisceau par fonctions spline

Le but, ici, est la modélisation analytique d’un faisceau de géométrie donnée a partir de
mesures expérimentales. Comme nous I’avons constaté précédemment, une telle modélisa-
tion n’est réellement possible que pour des géométries simples. Nous avons décidé, apres
discussion avec les médecins, de nous intéresser a un faisceau circulaire. Mathématique-
ment, ceci est avantageux par le fait qu’un tel faisceau présente une invariance par rotation
autour de son axe, ce qui supprime donc une variable d’espace. On réduit ainsi le nombre
de mesures nécessaires a la modélisation. Médicalement, la forme de la prostate s’adapte
a priori tres bien a un tir de faisceaux circulaires concentriques. C’est moins le cas si 'on
cherche a traiter également les vésicules séminales, ce qui donne une forme plus allongée

a la cible.

Etant donné la variété des faisceaux habituellement utilisés en radiothérapie, il peut
sembler inhabituel de se concentrer sur la modélisation d’un seul et unique faisceau. 1l faut
savoir, cependant, que cette étude s’inscrit dans un protocole de traitement n’utilisant que
ledit faisceau, que 'on a donc cherché a modéliser de maniere aussi précise que possible
tout en conservant des temps de calcul raisonnables. Ici, les variables se limitent a la dis-
tance source-peau DS P, la profondeur dans Ieau z, et la distance a I’axe r (cf. Fig. 2.16).
On suppose donc disposer de mesures expérimentales de la dose D en un certain nombre
de points (DSP;, z;,r;) (i =1an).

Des lors, et notamment dans le cas ou ces points sont répartis sur un maillage, il
est aisé de calculer la dose recue par interpolation. Or on note, a priori, que ceci peut

poser probléeme dans la mesure ol la fonction de dose D est tres réguliere, propriété issue



Figure 2.14: Courbes isodoses pour une incidence orthogonale

Figure 2.15: Courbes isodoses pour une incidence oblique
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Figure 2.16: Irradiation par un faisceau circulaire : variables d’espace

du phénomene physique de diffusion. La modélisation par fonctions spline, qui permet de
prendre en compte des contraintes de régularité, nous a donc semblé tout a fait adaptée a

notre probleme.

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques notions sur les fonctions spline, et
notamment ’approximation de surfaces, puis expliquons I’utilisation que nous en avons
faite pour une extension a une modélisation en dimension trois. Nous présentons ensuite les
résultats obtenus, et comparons notamment le calcul par fonction spline a l'interpolation

multilinéaire.

2.4.1 Rappels: approximations et fonctions spline en dimensions 1 et 2
2.4.1.1 En dimension 1

Soit H?[a,b] 'espace vectoriel des fonctions & valeurs réelles définies sur [a,b], dont la

dérivée est continue, et dont la dérivée seconde est de carré sommable.

On considere par ailleurs n abscisses distinctes :
o= <...<xz,=0b

ainsi que n valeurs {r;}.

Il s’agit de représenter les données (x;,r;) (i = 1...n) par une fonction de H?[a,b].
Pour cela, on peut procéder de deux manieres distinctes : 'interpolation impose a la
fonction approximante de passer par les points (z;,r;), alors que le lissage tolere une
erreur en chaque point. Le lissage est particulierement adapté lorsque les valeurs r; sont

bruitées, par exemple lorsqu’il s’agit de données mesurées.



Posons les problemes d’optimisation suivants ([Lau72]) :
e pour ’interpolation, on cherche parmi les fonctions f € H?*[a, b] qui vérifient :
Vi=1l...n  f(z;) = (2.8)

celle qui minimise la fonctionnelle :

1) = [ ) (2.9)

J correspond a I’énergie de flexion d’une latte mince. La minimisation de cette

expression permet d’obtenir une courbe aussi lisse que possible.

e pour le lissage, on cherche la fonction f € H?[a,b] qui minimise :
b n
I = [r@)de+pY () = o’ (2.10
@ i=1

On a ainsi supprimé les contraintes (2.8) et introduit, dans I'expression & minimiser,
un terme de lissage mesurant I'erreur aux points z;. Le coefficient p permet de

pondérer 'importance de ce terme par rapport au terme de flexion.

On montre ([Lau72]) que les solutions aux problemes d’interpolation et de lissage
appartiennent au méme sous-espace S de HZ%[a,b], relatif aux abscisses {z;}, et défini

comme suit :

f € S si et seulement si :
e f est un polynéome de degré 3 par morceaux sur [a, b];

o fc(C?a,b].

2.4.1.2 En dimension 2

On suppose ici travailler sur un pavé Q = [a, b] X [¢, d]. Contrairement & la dimension 1,

la répartition des points dans Q2 peut se faire de diverses manieres :

e le cas le plus général correspond a un nombre fini de points, répartis aléatoirement

dans €. Les données s’écriront donc sous la forme : (2, y;,7;),1=1...n.

e un maillage est le produit cartésien d’une subdivision de [a, b] et d’une subdivision de
[c,d] s {z1, ..o, Znn ) X {W1, ..., Yny}. Dans ce cas, les données s’écriront sous la forme
(zi,yj,745), t=1...n,, 7 =1...1ny. Un maillage régulier est le produit cartésien de

deux subdivisions régulieres.

Les notions d’interpolation et de lissage sont ici définies de la méme maniére qu’en
dimension 1. La fonctionnelle a minimiser, par contre, peut prendre des formes diverses,
et donne donc lieu & de nombreuses solutions. On distinguera principalement les splines

“plaque mince” et les splines bicubiques.



Les splines “plaque mince”

On redéfinit ici la fonctionnelle & minimiser comme étant ’énergie de flexion d’une plaque

sn= () +2 () + (58) )t

Les données étant réparties aléatoirement, Duchon ([Duc76],[Duc80]) montre que,

mince :

pour linterpolation comme pour le lissage, il existe une et une seule solution o, et que

celle-ci s’exprime sous la forme :

o) =D _Nlt—a;[Plog|t—a; "tz + asy + 3

i=1

avec :
i=1 i=1
On anoté: t = (z,y), a; = (x;,y;), | - | la norme euclidienne sur R?. Les coefficients A;,

ay, as, et 3 s’obtiennent en résolvant un systeme linéaire ([Pai78]).

Les splines bicubiques

Les données sont ici supposées réparties sur un maillage, et la fonctionnelle a minimiser
s’exprime par :

2

Jz(f):/ﬂ<8524gy2) dedy+p Y (f(2iy;) — rij)°

i3

Le terme intégral n’a aucune signification physique particuliere. De Boor ([Boo62])
montre que les fonctions minimisant la fonctionnelle .J, sont en fait des produits tensoriels

de fonctions splines cubiques, et peuvent donc s’écrire sous la forme :
0(907 y) = ZaijBix(w)B;/(y)
ij

ol Bf et BY sont les fonctions spline de degré 3 relatives, respectivement, aux subdivisions

de [a, b] et [c, d].

Les splines bicubiques “pseudo-plaque mince”

Champleboux ([Cha91]) méle les approches de Duchon et de De Boor pour obtenir les
bicubiques “pseudo-plaque mince”. En supposant les données réparties aléatoirement, il
détermine, parmi les splines bicubiques relatives a un maillage régulier donné, celle qui

minimise la fonctionnelle :

1= ((52) 2 (5 s St

i=1




f peut s’écrire sous forme matricielle :
flx,y) =) ai; Bf (v) BY(y) = B.'aB,
6,

ou B, et B, sont les vecteurs contenant les valeurs des différentes fonctions spline aux
points x et y, et & une matrice, qui détermine entierement la fonction f. On peut donc
exprimer J; et son gradient en fonction de «, puis annuler celui-ci afin de minimiser la

fonctionnelle. On obtient finalement un systeme linéaire creux.

2.4.1.3 Conclusion

Les splines “plaque mince” de Duchon représentent indéniablement un résultat théorique
puissant, par le fait qu’il s’agit d’une solution analytique, applicable pour des données
réparties de maniere quelconque. Cette méthode est cependant de mise en ceuvre peu
pratique : dans le cas de données nombreuses, le calcul de la fonction interpolante, puis

son évaluation, deviennent en effet tres lourds.

Les splines bicubiques de De Boor sont en cela plutét avantageuses, mais elles nécessi-

tent une répartition des données sur un maillage, ce qui est une contrainte non négligeable.

Les bicubiques “pseudo-plaque mince” représentent donc a priori un bon compromis
entre ces deux méthodes puisqu’elles permettent de traiter des données éparses tout en
conservant des temps de calcul raisonnables. De plus, ces fonctions conservent la propriété
“physique” de minimiser I’énergie de flexion d’une plaque mince. Tous ces avantages font
que nous avons effectivement choisi cette méthode pour modéliser notre faisceau.

2.4.2 Une méthode pour la dimension 3

Comme nous 'avons précisé précédemment, notre but est de modéliser la dose en fonction :
e de la profondeur dans le milieu z;
e de la distance a ’axe r;

e de la distance source-peau DSP.

Les variables se situeront donc dans un espace de dimension 3, cas naturellement
moins abordable que dans des espaces de dimensions 1 et 2. Nous avons donc décidé,
plutot que d’effectuer directement une minimisation dans un espace de fonctions a trois
variables, de réaliser, & DSP fixe, plusieurs modélisations 2D de la dose (en z et r), puis

un lissage 1D des coefficients des fonctions spline.

On décide ici de travailler sur un pavé 2 de R3 :

(2’77‘7 DSP) € Q = [Zmin7zmax] X [rmin7rmax] X [DSPmNHDSPmax]



DSP

DSP o -

Figure 2.17: Disposition des données

On dispose de mesures expérimentales de dose : {D;}, [ = 1...n, réparties aux
points (z,r, DSP,) ; on suppose que ces points appartiennent aux plans DSP = DSP;,

Considérons, par ailleurs, un maillage régulier du pavé A = [Zins Zmaz) X [Fmins Pmaz) :
{z:;} x{r;} i=1...n,, j = 1...n,). Ce maillage, qui n’a pas nécessairement de lien
avec les données, a pour but de définir une base de splines bicubiques, qui engendreront

I’espace S des fonctions qui prennent la forme suivante :

=3 B (2)B; (1)

On peut, dans chacun des plans DSP = DSP,, effectuer un lissage des données.

Pour k fixé, ceci revient donc a déterminer la fonction f;, de S qui minimise la fonctionnelle :

Je(f) = T./A ((g—Z)z +2 (;:gr)z + (8];) ) dzdr4+ > (f(z,n)-Di)? (2.11)

DSP=DSP;

Notons que, dans le but de pouvoir annuler le terme de flexion, nous avons inversé,

dans l'expression de J, le role du coefficient de pondération (ici 7).

La solution s’écrit :

=Y aBi(2)Bj(r)
i

La seconde étape, apres avoir minimisé .J, (k= 1...npsp), consiste a réaliser, pour
chaque couple (i, j), un lissage 1D des données (DSP;, af;) (k = 1...npsp). On détermine
donc la fonction de H[DSP,,;,, DS Pp,4,] qui minimise :

DSPoas npsp

T (f) :T./ (f"(u))du + Z (DSP,) — ak)? (2.12)

DSPrin



La solution s’écrit :

k

On obtient finalement une fonction approximante de ’ensemble des données en

écrivant :

D(z,r,DSP) = a;;(DSP)B; (2)B}(r) = >_ \ijzB; (z) Bl (r)BY*"(DSP)  (2.14)

i,j N

Ainsi, la fonction D est une combinaison linéaire de splines tricubiques, mais elle n’a

cependant pas été obtenue par minimisation d’une fonctionnelle sur cet espace de fonctions.

2.4.3 Mise en ceuvre

Nous avons appliqué la méthode présentée précédemment dans le cas d’un faisceau cir-
culaire de diametre 7 cm a 1 m de la source. Dans un premier temps, nous détaillons
la construction du modele de dose, qui comprend, d’une part, ’acquisition des données
expérimentales, puis le calcul de la fonction spline. Nous présentons ensuite des tests

numeériques.

2.4.3.1 Construction du modeéle de dose
Acquisition des données expérimentales

Il s’agit ici d’une étape longue et délicate. En effet, la manipulation d’un accélérateur
linéaire n’est jamais banale, et les tirs incessants peuvent donner lieu & des comporte-
ments imprévisibles de la machine (lors de nos expériences, celle-ci est d’ailleurs tombée
en panne plusieurs fois). Il est donc évident que ces manipulations se font toujours avec

I’aide d’un radiophysicien.

On distingue, dans le matériel utilisé pour ces acquisitions de doses, le matériel

d’irradiation a proprement parler, du matériel servant pour les mesures.

Le matériel d’irradiation comprend :

e un accélérateur linéaire SIEMENS KD2, que nous avons utilisé a 25 MeV, énergie
habituelle pour pour les traitements de prostate. L’ouverture du collimateur est de

10 x 10 em? & 1 m de la source.

e un cache circulaire focalisé : contrairement & ce que 'on pourrait penser a pri-
ori, les champs circulaires ne sont que peu utilisés en radiothérapie, la seule excep-
tion étant les faisceaux de petites dimensions servant pour l'irradiation des tumeurs

cérébrales. Afin de disposer d’un champ circulaire de diametre 7 cm a 1 m de la



source, il nous a donc fallu fabriquer un cache focalisé. Pour cela, nous avons em-
ployé le cerrobend, alliage de bismuth, cadmium, étain et plomb présentant le double
avantage d’étre d’une grande densité et de fondre a 70°C : il est ainsi possible de le

mouler dans du polystyrene.

Le matériel utilisé pour les mesures de dose comprend :

e une chambre d’ionisation cylindrique et étanche, de marque PTW. Le principe
d’une telle chambre, comme son nom 'indique, est de mesurer le nombre d’ionisations

ayant lieu dans sa petite cavité (cf. Fig. 2.18), et, ainsi, de donner une information

=

Figure 2.18: Chambre d’ionisation

directe sur la dose recue.

e une chambre d’ionisation de marque RK, positionnée au niveau du collimateur, et
permettant de tenir compte des variations de débit de 'accélérateur. Ces variations,
imprévisibles, peuvent étre causées par différents facteurs, comme une augmentation

de la température due a des tirs répétés.

e un explorateur de fantéme RFA300 comprenant une cuve de 40 cm de c6té, rem-
plie d’eau, ainsi qu’un ordinateur PC permettant de piloter la chambre d’ionisation

dans cette cuve, et de récupérer et stocker les données mesurées.

Notons que la qualité des données acquises passe par un excellent positionnement
de tous ces appareils de mesure. 1l s’agit, en premier lieu, du réglage de la cuve, qui se fait
grace aux plans laser présents en salle de traitement. Par ailleurs, on s’aide d’un télémetre

pour le positionnement de la chambre d’ionisation par rapport au faisceau.

Le choix du pavé Q sur lequel doivent étre réalisées les mesures s’est fait en fonction
des données habituelles d’irradiation de la prostate, sachant que celles-ci varient inévitable-
ment selon les patients. La DSP, par exemple, dépendra beaucoup de la corpulence de
I'individu, et Pexpérience montre que 'on est toujours confronté a des cas “hors-normes”.

Nous avons finalement fixé :
® 2in = 0, 24, = 400 mm

® pin = —80 mm, 7., = 80 mm (r étant défini comme la distance a I’axe, on devrait
en théorie se limiter a r > 0 ; cependant, nous avons réalisé des profils complets afin

de vérifier - en partie - la symétrie du champ)

e DSP,;, =80 cm, DSF,,,. =95 cm



Dans le but d’écourter les mesures, r,,.» a été choisi assez faible. Ceci se justifie
par le fait que, pour un champ de diametre 7 cm a 1 m de la source et pour les valeurs
considérées de DSP et z, un point dont la distance & 'axe r dépasse 8 cm est toujours
largement extérieur aux limites géométriques du faisceau. On considere ainsi que la dose

en un tel point est nulle.

L’acquisition des mesures étant gérée par 'explorateur de fantome, celles-ci se sont
naturellement inscrites sur un maillage, ce qui, étant donné la méthode choisie, n’était pas
indispensable. Ce maillage, qui n’est pas régulier, est constitué du produit cartésien des

subdivisions suivantes :

e =: 0,10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180, 200, 220, 240, 260, 280, 300,
320, 340, 360, 380, 400 (mm)

e r:-80,-76,-72, ... 76,80 (mm)

e DSP : 80, 85, 90, 95 (cm)

Comme on peut le noter, la subdivision en z n’est pas réguliere : nous avons tenu
compte du fait que la dose varie beaucoup de 0 au maximum, puis moins ensuite. Pour
r, par contre, nous avons choisi une subdivision réguliére et fine puisque les variations des
profils de dose se situent au voisinage de la limite géométrique du champ, et dépendent
donc de la profondeur. Nous nous sommes contentés, enfin, de seulement quatre DSP,

sachant que la dose varie assez lentement avec ce parametre.

En pratique, les manipulations ont consisté, pour chacune des quatre DSP, a
mesurer un rendement en traversée aux différentes profondeurs (soit 24 rendements par

DSP) (cf. Fig. 2.19). Ces mesures se trouvent normalisées par rapport au point maximum.

Figure 2.19: Représentation des mesures de dose effectuées a DSP=90 cm



Le calcul de la fonction spline

La fonction approximante décrite au 2.4.2 dépendra principalement de deux facteurs :

1. le maillage régulier définissant 'espace des splines tricubiques auquel appartien-
dra la fonction approximante. Nous rappelons que la méthode choisie impose que
la subdivision en DSP corresponde aux plans de mesure : on aura donc npsp = 4.
Par contre, les subdivisions en z et r - donc n, et n, - peuvent étre choisies indépen-

damment des points de mesure.

2. les parameétres de pondération entre termes de flexion et de moindres carrés :
étant donné que notre méthode passe par plusieurs lissages, on peut, en effet, choisir

des parametres différents pour ces lissages. En fait, on s’en est tenu a :

e un parametre commun aux lissages 1D qui, effectués sur 4 données, ne posent

aucun probléme : nous avons fixé ce parametre a 10~°

e un parametre 7 commun aux lissages 2D, ce qui se justifie par le fait que les

données mesurées aux différentes DS P ont des “profils” tout & fait analogues

Le calcul de la spline & proprement parler consiste a déterminer les coefficients A,y
qui la définissent (cf. (2.14)). Nous ne détaillerons pas cette étape, qui consiste en fait en
une suite de lissages 1D et 2D ([Cha91]). La résolution de systémes linéaires creux par la
méthode de Cholesky aboutit finalement & un tableau tridimensionnel A = {);;} de taille

(n, +2) x (n, +2) X (npsp + 2).

Notons que le temps d’évaluation de la fonction approximante est constant, et ne

dépend pas de n,,n,, et npgp. En effet, on rappelle :

D(z,r, DSP)=>_ \juBi (2) B} (r)BY*" (DS P)

0,5,k

Les fonctions B étant des splines cubiques, il existera au plus 4 indices ¢ tels que
B; (z) soit non nul. De méme pour B} et BY*F. La somme ci-dessus ne comporte donc

jamais plus de 4® = 64 termes non nuls, et le calcul se trouve ainsi considérablement allégé.

2.4.3.2 Résultats

Nous présentons dans cette partie différents tests numériques. 1l s’agit, d’une part, de
dégager 'influence des parameétres dont dépend la fonction approximante (le maillage
régulier et le parametre de pondération 7) afin de pouvoir effectuer un choix satisfaisant.
En second lieu, nous avons voulu comparer un modele obtenu par notre méthode avec une

interpolation multilinéaire sur la grille des données : que gagne-t-on de 'un a lautre?

Nous nous sommes basés, afin d’apprécier la qualité de la fonction approximante,

sur erreur mazimale et 'erreur moyenne aux points de mesure. Il est clair que celles-ci



ne refletent pas le comportement global du modele obtenu, et notamment les phénomenes
d’oscillation possibles dans le cas de 'approximation par fonctions spline. Dans notre cas,
cependant, nous pouvons considérer que ces oscillations sont limitées par la quantité et la

qualité des données utilisées.

Rappelons que, si {D;}, [ = 1...n,sont les mesures expérimentales de dose, réparties

aux points (z,r, DSP), et D la fonction approximante, on définit :

o l'erreur maximale :

n
D max |D(z, 1, DSP;) — D]
e 'erreur moyenne :

1 n
Emoy = ;Z|D(Zl7r17DSPl) — Dl|

=1

Dans notre cas, les données se trouvant normalisées par rapport au maximum (qui

vaut donc 100), les erreurs maximale et moyenne sont donc également des erreurs relatives.

Influence des différents parametres

1. Le maillage
Le maillage régulier détermine I'espace de fonctions auquel appartiendra la fonction ap-
proximante. Ce maillage est entierement défini par n, et n,. Si l'on suppose 7 fixé (ici
7 = 107°), nous aimerions donc étudier ’erreur en fonction de ces deux parameétres. Pour
cela, il nous a semblé intéressant d’introduire les deux variables suivantes :

nz

©L=n,.n, v =log—
nT

Ainsi, p représente le nombre total de points du maillage, alors que v reflete la ré-
partition de ces points : on aura ainsi une prépondérance en zsi v > 0, en rsiv < 0
(cf. Fig. 2.20).

Notons (u,v) = ¢(n,,n,) : on remarquera que ¢ est une bijection de F = (N*)2
dans ¢(E), et, pour (p,v) € ¢(F) :

n, =/ p.10% n, = /. 107"

Pour (u,v) € ¢(F), nous nous sommes servis de cette formule d’inversion en ar-

rondissant aux entiers les plus proches.

Dans un premier temps, nous avons, pour plusieurs valeurs de p, tracé les courbes
d’erreur en fonction de v : comment évolue l'erreur lorsque, pour un nombre de points
fixe du maillage, on fait varier la répartition de ces points? Nous avons fait varier v dans

I'intervalle [—1, 1], ce qui, aux extrémités, correspond a n, = 10.n, et n, = 10.n,.



(@ (b)

Figure 2.20: Ces deux maillages du méme pavé comportent 60 points (soit u = 60). La répartition
de ces points est déterminée par v : (a) v = 0,38, soit n, = 12, n, =5 (b) v = —0, 22, soit n, = 6,
ny = 10

Les résultats (cf. Fig. 2.21) montrent des courbes présentant toutes un minimum
en v < 0. Lorsque pu augmente, ce minimum tend & se rapprocher de 0 (soit n, = n,), et
lerreur (maximale comme moyenne) en ce point diminue. On notera, d’autre part, que
les maxima des courbes se situent au voisinage de v = —1 pour ’erreur maximale, alors

qu’ils se situent au voisinage de v = 1 pour 'erreur moyenne.

Nous avons, ensuite, fixé v = —0,25 (qui se situe dans la zone proche du minimum
pour les courbes présentées précédemment), et représenté les erreurs maximale et moyenne
en fonction de p, que I'on a fait varier entre 50 et 800 points (cf. Fig 2.22). On remarque
ici que les courbes décroissent assez brutalement jusqu’a p = 200, puis plus lentement
ensuite. On constate ainsi qu’a partir d’un certain seuil, on gagne peu sur ’erreur en

augmentant le nombre de points du maillage.

2. Le paramétre de pondération

Le parametre 7 a pour but de pondérer le terme de flexion de la fonctionnelle & mini-
miser - terme “régularisateur” - par rapport au terme de lissage - ou de moindres carrés
(cf. (2.11)). En pratique, augmenter 7 a pour effet de “tendre” la spline, alors que 7 =0
correspond a une simple minimisation aux moindres carrés. Lorsque les données sont peu
nombreuses ou bruitées, de faibles valeurs de 7 peuvent conduire & une fonction approxi-
mante qui, tout en étant “proche” des données, présente de fortes oscillations. Le choix
de ce parametre est donc important, et doit permettre de réaliser un bon compromis entre

régularité et rapprochement des données.

Nous avons choisi un maillage régulier (n, = 16 et n, = 29, soit u = 464 et
v~ —0,26), et avons tracé les courbes d’erreur en fonction de # = —log 7, pour 6 € [0, 7].
Les deux courbes obtenues (cf. Fig. 2.23) sont logiquement décroissantes, avec une décrois-

sance exponentielle pour ce qui est de ’erreur moyenne.
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Représentation de ’erreur en fonction de p pour v=-0,25
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Figure 2.23: Représentation de ’erreur en fonction de 6 = —log T pour n, = 16 et n, = 29

Figure 2.24: Représentation de la fonction approximante pour DSP=90 cm
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Figure 2.25: Représentation de ’erreur de la fonction approximante aux points de mesure pour

DSP=90 cm

Apres avoir observé l'influence du maillage et du coeflicient de pondération sur
Perreur, nous avons pu effectuer un choix satisfaisant des parametres u, v et 7 (ou n,, n,
et 7). Nous avons, d’une part, conservé le maillage précédent (n, = 16 et n, = 29) qui,
d’apres les tests précédents, permet d’atteindre des erreurs suffisamment faibles. Pour ce
qui est du coeflicient 7, la grande densité et ’excellente qualité des données mesurées, tres

peu bruitées, nous a mené a essayer 7 = 0. Les erreurs obtenues sont, dans ce cas :

Eraw = 4, 31% Epoy = 0,25%

La représentation du modele de dose pour DSP=90 cm (cf. Fig. 2.24) montre de
légeres oscillations au niveau du maximum. La démarche naturelle pour y remédier serait
donc d’augmenter 7. 1l s’est avéré, cependant, que ces oscillations persistaient jusqu’a
7 =0, 1. Dans ce cas, les erreurs F,,,=54,5% et I,,,,=2,9% sont bien trop élevées : nous
avons finalement conservé 7 = 0. Notons que, dans notre cas, la difficulté a obtenir une
fonction approximante parfaitement lisse releve du caractere quasi-discontinu des profils

de doses.

Il est intéressant de savoir ou se situent les points d’erreur maximale. Nous avons
donc représenté, pour DSP=90 cm, la fonction d’erreur, définie comme suit aux points
de mesure :

E(Zl77‘l7DSB) = |D(Zl77‘l7DSB) — Dl|

On constate ainsi (cf. Fig. 2.25) que 'erreur réside surtout dans les zones a fort
gradient de dose, c’est a dire au voisinage de la limite géométrique du champ (cf. Fig. 2.19).
Par ailleurs, une analyse de ’erreur pour les quatre valeurs de la DS P utilisées montre que
celle-ci vaut F,,,,=4,31% en un unique point du plan D.S P=80 cm, alors qu’elle ne dépasse
pas 2,8% pour DSP=85, 90, 95 cm. L’erreur moyenne de 0,25% confirme finalement la

bonne qualité du modele obtenu.



Comparaison avec l’interpolation multilinéaire

Comme nous ’avons vu précédemment, nos mesures présentent la particularité d’étre
disposées en tout point d’un maillage tridimensionnel. 1l est ainsi possible de réaliser
une interpolation multilinéaire qui peut, étant donné la tres bonne qualité des données,
constituer un modele satisfaisant ([Bat82],[ZT91]). Ce modeéle présentant par ailleurs
I’avantage d’étre tres peu coliteux a I’évaluation, il nous a donc semblé intéressant de le

comparer au modele obtenu par splines “pseudo-plaque mince”.

Rappelons, dans notre cas, le calcul de la fonction d’interpolation multilinéaire. Soit
{Zi} x{7;} x {DS Py} le maillage de Q sur lequel sont définies nos données : nous noterons
D, la dose mesurée au point (Z;,7;, DSPy). Considérons (z,r, DSP) € Q : alors il existe

trois indices 1, 7, k tels que :

(Z,T‘7 DSP) € Aijk = [Ei7§i+1] X [Fj7Fj+1] X [DSPk7DSPk+1]

Z; Zit1

L’interpolation est effectuée a partir des huits sommets du pavé A;;z. Nous pouvons
écrire :
e 2 €[Z;,Ziy1] + il existe A\g > 0 et Ay > 0 tels que A\g+ A\ =1 et :

2=X7Z + M Zip

Ag et Ay sont des polynomes du premier degré en z qui ont pour expression :

Ao = % A= EZEZ—;:q
De méme :
o r €1 Tl : r= Tt T4
e DSP € [DSP,,DSP;,1] : DSP =uvy, DSP, +v, DSP;,

On peut donc exprimer (z,r, DSP) comme combinaison convexe des sommets de A,y :

(2’77‘7 DSP) = (AOEZ —|— Al EH_l,,quj —|—,u1 Fj+17l/0 DSPk —|— 141} DSPk+1)

Y Xattp vy (FivasTiass DSPiysy)
(o, 8,7)€{0,1}°



On définit la valeur de la fonction interpolante au point (z,r, DS P) comme moyenne
des mesures aux différents sommets, pondérée par les coefficients barycentriques précé-
dents, soit :

D(z,r,DSP)= " >, Aatg?y Divajipiin (2.15)
(o, 8,7)€{0,1}°

Il est clair que la fonction D ainsi définie interpole les données aux points du maillage,

c’est a dire :

D’autre part, d’apres les expressions de A,, g, et v, les applications partielles de
D sont des polynémes du premier degré, d’otu le nom d’interpolation multilinéaire. Cette
propriété apparait clairement dans I’exemple que nous avons réalisé et représenté pour la
seule dimension 2 (cf. Fig. 2.26) : on peut constater, en effet, que les restrictions de la

fonction interpolante aux cotés du pavé sont des droites.

Figure 2.26: Interpolation bilinéaire sur un pavé de R?

Notre but est donc de comparer la fonction d’interpolation avec celle obtenue par
splines de lissage. Cependant, d’apres la définition-méme de l'interpolation, ’erreur de la
fonction en tout point du maillage des points de mesure est nulle : c’est donc également le
cas de 'erreur maximale et de ’erreur moyenne. Afin de pouvoir établir une comparaison,
nous avons finalement partitionné le maillage de départ (3936 points, cf. page 50) en deux

sous-ensembles :

e un nouveau maillage (2016 points) dont le pas de la subdivision en r est de 8 mm

au lieu de 4 mm;

e un ensemble de points-test constitué des points restants (1920 points).

Ainsi, on construit a partir du nouveau maillage, qui ne comprend qu’une par-
tie des données, des fonctions de lissage (D) et d’interpolation (D). Les points-test

n’appartenant pas au maillage, on peut y définir des erreurs maximales (F'¢ | " ) et
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moyennes (Efff;)y, Eﬁ,?(fy) qui nous permettent de comparer les deux modeles.
La fonction d’interpolation sur le maillage des données est parfaitement définie. On

obtient comme erreurs aux points-test :

int __ int __
E . =12,21% By = 1,2%

La fonction de lissage, quant a elle, dépend a nouveau des parametres n,, n, et 7.
Nous avons choisi, apres quelques essais, n, = 28 et n, = 18 pour ce qui est de la définition
de ’espace des bicubiques. Par ailleurs, il s’est avéré intéressant de représenter & nouveau

les erreurs en fonction de §# = —log 7 (cf. Fig. 2.27) :

e d’une part les erreurs maximale et moyenne aux points du maillage, comme nous
lavons fait au paragraphe précédent (cf. Fig. 2.23) : les courbes sont, la encore,

décroissantes.

e d’autre part les erreurs maximale et moyenne aux points-test, qui sont indépendants
du maillage : E'* et Efff;)y On note, ici, que ces courbes présentent un minimum
entre § = 4 et § = 5. Ceci nous montre qu’il est important d’évaluer ’erreur en des
points qui n’ont pas servi a construire le modele. On se rapproche par la de la notion
de validation croisée, qui a pour but de déterminer le coefficient 7 minimisant cette
erreur. Nous ne nous étendrons cependant pas sur cette méthode, pour laquelle le

lecteur peut se référer a [Utr79], [Gir87], [Cha91].
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Figure 2.27: Représentation de ’erreur en fonction de # = —log T
Nous avons finalement choisi 7 = 10~*. Dans ce cas, les erreurs aux points-test
sont :
Elzs — 117 58% Elzs — 17 14%

max moy



On constate donc que les erreurs sont du méme ordre pour le lissage et U'interpolation
multilinéaire. Les données étant tres peu bruitées, les deux modeles doivent logiquement
rester comparables en termes de précision lorsqu’on les construit sur la totalité des mesures.
L’évaluation de la fonction interpolante, qui comprend une somme de 8 termes (cf. 2.15),
est avantageuse en comparaison de celle de la fonction spline, qui en comporte 64. De
plus, chacun de ces termes est composé du produit de trois polynémes du premier degré
pour la fonction interpolante, alors qu’ils sont du troisieme degré pour la fonction spline.
En revanche, la fonction spline présente une régularité au second ordre a laquelle ne peut
prétendre la fonction interpolante, continue sur  mais non différentiable aux frontieres
des pavés A;ji. Cette qualité peut étre décisive, par exemple lorsque ’on cherche a calculer

le gradient de la dose.

2.4.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons construit, pour un faisceau circulaire de diametre 7 cm a
1 m de la source, un modele de calcul de dose s’exprimant sous forme de fonctions spline
tricubiques. Ce modele, obtenu par une suite de lissages 1D et 2D, dépend principalement
du maillage définissant I'espace de fonctions spline (parametres n, et n,.), ainsi que du coef-
ficient 7 pondérant lissage et moindres carrés. Nous avons réalisé une étude permettant
de montrer 'influence de chacun de ces parametres sur la qualité de la fonction approxi-
mante, puis d’en réaliser un choix acceptable en termes de précision. Il est clair qu’on ne
peut envisager une telle étude pour chaque nouvelle modélisation : en pratique, quelques
essais s'imposent pour le choix du maillage, 'optimisation se situant ensuite au niveau
du parametre 7. La comparaison avec une fonction d’interpolation multilinéaire nous a
montré que les deux modeles ont une précision comparable : I'interpolation représente un
bon compromis pour ce qui est du temps d’évaluation, alors que la fonction spline, par sa
régularité, présente 'avantage de rester proche du modele physique, notamment & cause
du phénomene de diffusion. Notons par ailleurs que le lissage par fonctions spline fone-
tionne aussi bien pour des données régulierement réparties que pour des données réparties

aléatoirement : ce n’est évidemment pas le cas de 'interpolation multilinéaire.

Comme pour la méthode de Clarkson, le calcul de la dose pour un faisceau de
position quelconque par rapport au milieu doit se faire avec une correction d’obliquité.

Pour cela, on utilise a nouveau la méthode décrite au 2.3.3.



Chapitre 3

Le probleme de la plus petite boule

englobante

3.1 Introduction

Lors de la phase de dosimétrie clinique précédant un traitement, le radiophysicien, qui
dispose d’une série de coupes scanner du patient, doit décider d’un certain nombre de
parametres définissant la balistique d’irradiation. Dans le cadre de la dosimétrie de la
prostate, il s’agit, entre autres, de choisir un centre unique (“isocentre”) qui sera le point
de convergence des axes des différents faisceaux. Cette tache, qui n’a qu’une importance
relative lorsque les faisceaux sont de grande taille, peut réellement influer sur la dosimétrie
finale pour des faisceaux de petite taille, voire des minifaisceaux. Nous avons donc décidé
d’automatiser le choix de I'isocentre, ce qui nous a permis d’intégrer réellement les données
tridimensionnelles d’imagerie : en 'occurrence, il s’agit des points définissant la surface
de la zone a irradier, et provenant d’une pré-segmentation réalisée par le praticien sur les

différentes coupes scanner.

Beaucoup de manuels d’anatomie ([KLP89],[Rou78]) comparent la prostate & une
chataigne. Définir la zone a irradier comme une boule englobant la prostate semble donc
a priori étre un choix cohérent. Afin de “viser” au mieux la prostate, tout en évitant
d’irradier les zones voisines, nous avons donc décidé de déterminer la plus petite boule
I’englobant, et de positionner I'isocentre au centre de cette boule. On notera que cette
approche s’inscrit parfaitement dans le contexte d’une irradiation par faisceaux circulaires
a géométrie fixe, que nous avons prévue dans la partie dosimétrique. Dans ce cas, en effet,
le rayon de la boule obtenue indique si la zone cible pourra ou non étre incluse a 'intérieur
de tous les faisceaux. L’équivalence entre les problemes de plus petite boule et de plus

petit cone a d’ailleurs été montrée par Lawson ([Law65]).
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Une approche analogue a été réalisée par Mazal ([Maz90]) pour irradiation stéréo-
taxique de tumeurs cérébrales par des minifaisceaux. Il propose, pour le probleme de
plus petite boule englobante, un algorithme assez simple, qui nous aurait sans doute suffi.
Nous avons cependant décidé d’explorer le coté mathématique de ce probleme, et sommes
parvenus a un algorithme fort efficace fonctionnant en dimension quelconque. Dans ce
chapitre, nous commencons par donner un apercu de ’abondante littérature de ce sujet,
puis présentons notre algorithme sous un angle completement géométrique et montrons,
entre autres, qu’il converge en un nombre fini d’itérations. Nous I'interprétons enfin en

termes d’optimisation et montrons qu’il s’agit en fait d’un algorithme de sous-gradient.

3.2 Présentation et données bibliographiques

Le probleme de la plus petite boule englobante peut se formuler ainsi : considérons un
espace affine A de dimension finie d et E' = {P, P,,..., Py} un ensemble de m (m > 0)
points distincts inclus dans A. 1l s’agit de déterminer la boule de rayon minimal contenant
E. Un tel probleme appartient a la classe des problemes dits “minimax”, et s’exprime
mathématiquement sous la forme :

(P) min max OP,

OcA el

ou on a noté OPF; la distance euclidienne de O a P, et [ = {1,2,...,m}.

En Recherche Opérationnelle, le probleme (P) correspond a la traduction de nom-
breuses applications pratiques. Les exemples classiques sont : un émetteur, que ’on désire
positionner au mieux par rapport a un ensemble de récepteurs ; une installation, qui
doit étre rendue accessible & un certain nombre d’habitations, etc. De telles applications
peuvent d’ailleurs mener a un probleme plus général :

(P") min max w; OF;
OeA i€l

ou les coefficients de pondération w; sont des réels positifs.

Les problemes (P) et (P’) admettent chacun une unique solution. Dans le cas de
(P), il est aisé de montrer que cette solution ne dépend que des points de F' définissant

son enveloppe convexe : le probleme est donc inchangé si I’on écarte les autres points.

Bibliographie

Le probleme de la plus petite boule englobante a, apparemment, été posé pour la premiere
fois par Sylvester en 1857 ([Syl57]). C’est un classique dont la bibliographie, particuliére-
ment fournie, ne cesse pourtant d’évoluer. Une des particularités de ce probleme est
la grande diversité des approches, qui peuvent étre décrites, principalement, par deux

criteres. On distinguera, d’une part, les approches géométriques, de celles abordant (P)



comme un probleme d’optimisation. D’autre part, certains articles se limitent au seul plan
euclidien, alors que d’autres traitent le probleme pour une dimension quelconque. Nous
donnons ici une breve description, par ordre chronologique, des principaux algorithmes.
Par ailleurs, on trouvera dans [HV82] une étude intéressante comparant quelques-uns de

ces algorithmes et comportant notamment des tests numériques.

La premiére solution au probleme (P) fut découverte par Peirce et présentée par
Sylvester en 1860 ([Syl60]), par Chrystal en 1885 ([Chr85]). L’idée est intuitive : il
s’agit d’englober ’ensemble de points dans une boule de rayon suffisant, puis de diminuer
ce rayon continiment jusqu’a ce qu’il soit minimal. Bien que Chrystal mentionne rapide-
ment la dimension trois, 'algorithme est limité au plan et basé sur de simples propriétés
des triangles. Chrystal montre par ailleurs la convergence en un nombre fini d’itérations,
ce qui acheve de nous convaincre de ’étonnante modernité de cet article pour son époque.

Notons enfin que [HV82] propose une extension de cet algorithme au probleme pondéré

(P").

Lawson, dans un trés court article ([Law65]), présente, en dimension quelconque,

un algorithme fort concis que nous pouvons citer :

Veel Ai=1/m
0= ZPeE Ap P, g = Zie[ Ai OPz'27 T = MmaX;ey OPz'Z

si(r—o0)<e: stop

A OP,
sinon:-Vie [l A= ——
Zjel /\j OPJ’

-aller en 2.

Le point O, initialisé a l'isobarycentre des points de F, est donc construit comme
combinaison convexe de ces points, dont on fait varier les coefficients de pondération A;.
/T est le rayon de la plus petite boule de centre O et contenant . Soit /7* la solution
de (P) ; alors Lawson montre :

c<1<rT

et affirme que o croit strictement jusqu’a une situation stationnaire.

Kuhn ([Kuh75]), grace a une approche duale de (P), propose une interprétation
physique du probleme. Supposons que F constitue un systéme rigide de points matériels
de masse totale 1, A; étant la masse du point F;. Le centre de gravité de ces points est
donc O = 3, A P, son moment d’inertie 3,0, A\; OP°. Alors le dual de (P) consiste

a distribuer les masses A; de maniére a maximiser le moment d’inertie du systeme. On

iel
constate ainsi que algorithme de Lawson résout directement ce probleme dual.

Elzinga et Hearn ([EHT72]) traitent le probleme (P) pour le seul plan euclidien en

construisant une suite de cercles au rayon strictement croissant. Chaque itération com-



prend un sous-ensemble S, de deux ou trois points de F, ainsi que le plus petit cercle
(', contenant 5,. L’itération suivante est ensuite construite en rajoutant a S, un point
extérieur & C',. L’algorithme s’arréte lorsque €', contient F/. Cet algorithme est basé sur
de nombreuses remarques géométriques permettant de résoudre rapidement le probleme
du plus petit cercle pour trois ou quatre points. Il peut étre également étendu au probleme
pondéré ([HV82]), et son temps de calcul est en O(m?).

Shamos et Hoey ([SH75]) utilisent la notion de diagramme de Voronoi du point
le plus éloigné. Rappelons que le FPVD (“furthest-point Voronoi diagram”) est une par-
tition {V(F)},er du plan en convexes non bornés ou vides : V() est le lieu des points
plus éloignés de P; que de tout autre point de F ; c’est une intersection de demi-plans. Si
V(F;) et V(P;) ont un c6té en commun, on dit que F; et P; sont voisins dans le FPVD.
Lorsque l'on relie par une aréte chaque paire de voisins, on obtient le dual du FPVD :
c’est la FPT (“furthest-point triangulation”). Notons enfin que seuls les points de E' se

situant sur la frontiere de son enveloppe convexe déterminent le FPVD (cf. Fig. 3.1).

——— FPVD

Figure 3.1: Diagramme de Voronoi du point le plus éloigné (FPVD) et son dual (FPT). On note
que V(Ps) = V(Ps) = @, puisque Ps et Ps appartiennent & ’intérieur de I’enveloppe convexe de
E. D’autre part, seules les régions V(Py) et V(Ps) n’ont pas d’aréte commune : Py et Ps ne sont

donc pas reliés dans la FPT.

L’algorithme est construit sur une propriété connue. Dans le plan, on sait, en effet,

que le plus petit cercle contenant F est :

e so0it déterminé par trois points dont il est le cercle circonscrit. Il est montré dans
[SH75] que, dans ce cas, le centre du cercle est un sommet du FPVD. Celui-ci en

comporte au plus m — 2.

e soit déterminé par les deux points les plus éloignés de F : ces points définissent le



diametre de F. Shamos affirme ([Sha78]) que ce diametre est représenté par ’aréte

la plus longue de la FPT.

Ainsi, on a largement réduit le nombre de points susceptibles d’étre solution de (P) :
une fois le FPVD calculé, il suffit de déterminer lequel de ces points réalise le minimum.
Cependant, il a été montré ([BT85]) que la seconde propriété de Shamos est fausse, et que
le diametre de F ne correspond pas toujours a ’aréte la plus longue de la FPT. Toutefois,
les auteurs démontrent également que ’algorithme reste valide.

Il est clair que la complexité de cet algorithme, en O(mlogm), est dominée par
le calcul du FPVD. Shamos et Hoey ([SH75]) ont conjecturé que cette complexité était
optimale, conjecture qui, 1a encore, s’est avérée erronée avec I’apparition d’algorithmes en

O(m), que nous mentionnons ci-apres.

L’approche de Jacobsen ([Jac81]), limitée au plan euclidien, inclut le probléme sous
sa forme pondérée. (P’) est abordé sous un angle strictement analytique, qui consiste a

minimiser sur R* la fonction ¢ définie par :

O, 0) = max wi /(= )" + (0 - )’

1€

ou (x;,y;) sont les coordonnées de P; (i € I).

Il s’agit ici d’une méthode de descente. En un point donné, on détermine le cone
des directions de descente de ¢. Si ce cone est vide, 'algorithme s’arréte. Dans le cas
contraire, une direction particuliere est choisie et un pas calculé. On déplace ensuite le
point, et 'opération est réitérée. Jacobsen montre la convergence de son algorithme en
utilisant, entre autres, la continuité de la direction et du pas de descente.

[HV82] donne une interprétation géométrique intéressante de I’algorithme de Jacob-
sen. En notant le fait que la direction choisie est la bissectrice du cone des directions de
descente, il est montré que, dans le cas particulier du probleme (P), les itérés sont les
mémes que ceux de l'algorithme de Chrystal-Peirce. L’algorithme de Jacobsen converge

donc également en un nombre fini d’itérations.

Meggido ([Meg83]) est le premier a proposer un algorithme linéaire en temps pour
le probleme du plus petit cercle englobant. Il traite, en premier lieu, le probleme contraint
ou 'on force le centre du cercle a rester sur une droite, et se sert ensuite de ce résultat
pour développer un algorithme général. Cette méthode, basée sur une multitude de petites

remarques, semble cependant peu concise en comparaison aux autres algorithmes.

Welzl ([Wel91]) adapte une idée de Seidel, développée dans le cadre de la program-
mation linéaire ([Sei90]), pour résoudre en dimension quelconque le probleme de la plus
petite boule, et, de maniere plus générale, le probleme du plus petit ellipsoide. Cet al-
gorithme fort original, qui est présenté sous une forme récursive, semble également tres

efficace puisque linéaire en temps. Cependant, un probléeme majeur, que ’on ne saurait



négliger, se pose & la mise en ceuvre. En effet, pour des valeurs tres élevées du nom-
bre de points, il est quasiment impossible d’utiliser 'algorithme sous sa forme récursive.
Par ailleurs, cet algorithme nécessite la programmation, en dimension d, de la plus petite

sphére contenant d + 1 points, détail sur lequel auteur ne s’attarde guere.

La liste ci-dessus est loin d’étre exhaustive. On pourra la compléter un tant soit peu
par les approches intéressantes de Rademacher et Toeplitz ([RT57]), Smallwood ([Sma65]),
Francis ([Fra67]), Bass et Schubert ([BS67]), Francis et White ([FW74]), Skyum ([Sky]).
Melville ([Mel85]), enfin, reproche aux auteurs de donner trop peu de détails quant a
la programmation de leurs algorithmes, en particulier pour ce qui est des approches
géométriques, et des cas dégénérés qu’elles peuvent présenter. Il consacre un article entier

a I'implémentation de deux de ces algorithmes.

Conclusion

On notera donc la grande variété d’approches du probleme de la plus petite boule en-
globante. Les solutions géométriques sont, certes, les plus fréquentes, mais n’en sont
pas moins tres diverses. L’algorithme de Shamos et Hoey, qui utilise le diagramme de
Voronoi du point le plus éloigné, est, en ce sens, le plus spécifiquement représentatif de la
Géométrie Algorithmique. Il n’est cependant pas le plus aisé a mettre en ceuvre, cet aspect
ne représentant pas non plus une qualité des algorithmes a complexité linéaire (Meggido,
Welzl). Par ailleurs, les algorithmes géométriques sont consacrés, pour la plupart, a la
seule dimension 2, ce qui est assez limitatif. Or, il nous a semblé que l'algorithme de
Chrystal-Peirce, qui est un algorithme assez efficace, était basé sur une idée suffisamment
simple pour étre transposé au cas multidimensionnel. C’est dans cette direction que nous
avons orienté nos recherches. Nous nous sommes consacrés, dans un premier temps, a
un travail qui, tout en restant basé sur la géométrie, avait pour but de nous libérer de
la géométrie du plan euclidien. Nous avons ensuite éclairé ce travail d’un point de vue

analytique, retrouvant ainsi ’analogie entre Chrystal-Peirce et Jacobsen.

3.3 L’algorithme de Chrystal-Peirce

Nous nous placons ici dans le cadre du plan euclidien. Comme nous I'avons précisé aupa-
ravant, l'algorithme de Chrystal-Peirce, qui est plus que centenaire ([Syl60],[Chr85]), est
basé sur I’'idée tres simple qui consiste a enfermer ’ensemble de points £ dans un cercle
dont on fait diminuer le rayon. Chrystal, dans son article, ne se prive d’ailleurs pas de

cette description treés intuitive (“Let us diminish the radius of this circle continuously...”).



L’algorithme utilise principalement les deux propriétés suivantes, qui traitent le cas

de trois points du plan :

Proposition 1 Soient trois points A, B, C : considérons le cercle de diamétre [A, B].
Alors si Uangle AC'B est aigu, le point C est hors du cercle. S’il est obtus, le point C' est

dans le cercle. S7il est droit, le point C' est sur le cercle.

Proposition 2 Le plus petit cercle contenant trois points est leur cercle circonscrit si le
triangle qu’ils forment est aigu ou droit. (C’est le cercle ayant pour diamétre le segment

joignant les deux points les plus éloignés si le triangle qu’ils forment est obtus.

@ (b)

Figure 3.2: Plus petit cercle contenant trois points A, B, C, dans le cas d’un triangle aigu (a) et

d’un triangle obtus (b)

L’algorithme

n=1;
Déterminer le polygone définissant ’enveloppe convexe de /' : F C F;

S; = {A, B} un coté quelconque de ce polygone;

Soit C' le point qui minimise 'angle AM B pour M € F'\ S,;
2. si langle AC'B est obtus :
- le cercle recherché est le cercle de diametre [A, B];
- stop;
Soit Cp41 le cercle circonscrit au triangle (ABC'), de centre O, 41;
3. si le triangle (ABC') est aigu :
- le cercle recherché est C,, 4 1;
- stop;
Soit 5,11 la paire de points formant le c6té opposé a I’angle obtus;
Nommer A et B les deux points de S, 1;
Incrémenter n;
Aller en 1;



C minimisel’angle AMB

Algorithme de

_ )' angle ACB aigu,
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triangle (ABC) aigu




Détaillons le déroulement de I'algorithme, que nous avons illustré. On notera, en
premier lieu, que le cercle (] n’est pas défini. Chrystal précise que la droite portée par
S1, qui est un c6té du polygone, est en fait un cercle de rayon “infini”, et constitue en
quelque sorte le (' idéal. L’étape consistant a ne conserver que les sommets du polygone
qui définit ’enveloppe convexe de F/, pourrait étre appliquée a tous les algorithmes. 1l est
clair qu’elle est facultative. Ici, il suffit en effet d’initialiser C'; par un cercle contenant F
et passant par deux de ses points, A et B, que 'on pourra nommer “points de contact”.

Notons que [NC71] et [CC81] proposent une optimisation de cette étape d’initialisation.

Passons maintenant a la boucle de I'algorithme. Celle-ci a pour but de déterminer
le plus petit cercle contenant I’ et passant par les points de 9,, (nommés A et B a chaque

étape) : c’est ce qui explique que I'on recherche le point C' qui minimise I"angle AM B :

e si 'angle AC'B est obtus, alors c’est également le cas de tous les angles AMB
(M € F\S,): F est donc inclus dans le cercle de diametre [A, B] (cf. Proposition 1).

Ce cercle est donc bien le plus petit contenant F.

e si 'angle AC'B n’est pas obtus, on considére le cercle €, circonscrit au triangle
(ABC), de centre O, (on note que O, et O,;1, centres de cercles passant par A
et B, se situent sur la médiatrice de [A, B]). Ce cercle contient F' : en effet, s’il
existait D) € F qui soit hors de C),,1, on aurait : ADB < AC B, ce qui contredirait
la définition de C' :

— si le triangle (ABC') est aigu, alors C,;, est le plus petit cercle contenant les
points A, B et C' (cf. Proposition 2) : c’est donc le plus petit cercle contenant
F.

— si le triangle (ABC') est obtus, on réitere 'opération en choisissant pour S, le

c6té opposé a angle obtus : le cas de 'angle AC'B obtus ayant déja été traité,

on aura S,y = {A,C}ou S,4, ={B,C}.

On obtient par cette méthode une suite de cercles dont le rayon décroit (strictement,

sauf cas particulier). En effet, C, contient I et passe par les points de S,,, alors que C,, 4,

est le plus petit cercle vérifiant ces propriétés. Comme, de plus, il existe un nombre fini

de possibilités pour .S, on en conclut que 'algorithme est fini et converge en un nombre
pp—1)

d’itérations majoré par C? = BE= (ol p est le cardinal de 7).

3.4 Généralisation de ’algorithme de Chrystal-Peirce au cas
multidimensionnel
Comme nous avons pu le constater, I'algorithme de Chrystal-Peirce est relativement sim-

ple, et basé sur une idée qui pourrait vraisemblablement étre utilisée en dimension quel-

conque. Cependant, cet algorithme, avec des tests portant sur la nature des angles et des



triangles, est exprimé sous une forme qui convient presque exclusivement au plan eucli-
dien. Presque, car Chrystal ([Chr85]) s’est bien risqué & aborder la dimension trois dans

des termes analogues. Le résultat, on pourra I'imaginer, n’est pas un modele de concision!

Dans ce paragraphe, nous présentons 'approche qui, tout en se maintenant dans
un formalisme géométrique, nous a permis de traiter le cas multidimensionnel. Nous
exposons ensuite des résultats expérimentaux, qui montrent que l"algorithme obtenu peut

étre réellement performant, en particulier pour des dimensions élevées.

3.4.1 Notations et définitions

Rappelons que A est un espace affine euclidien de dimension d et F' = {P,};c; un ensemble
de m (m > 0) points distincts inclus dans A. On consideére ici le probléme non pondéré :

(P) min max OP,

OcA el

(P) peut étre interprété comme la minimisation sur A de la fonction ¢ définie comme

suit :

®: A— R
O —— maxOP,

i€l

Pour un point donné O, ®(O) est le rayon de la plus petite boule de centre O qui

contient F/. Nous définissons les points de contact de cette boule avec E par :
Io ={i € I/OP, = ®(0)}

On peut déja noter que Io # Q.

Si J C I, nous définissons : J = Conv ({P./i € J}), ol nous avons noté Conv

I’enveloppe convexe.

Les vecteurs seront notés en caracteres gras. AB.C D est le produit scalaire entre
les vecteurs AB et CD.

3.4.2 Résultats préliminaires
3.4.2.1 Caractérisation de la solution

Reprenons le cas de trois points 4, B, C'du plan (cf. Fig. 3.2) : O est le centre du plus petit
cercle contenant ces trois points. On peut remarquer que, lorsque le triangle (ABC') est
aigu, O, qui est aussi le centre du cercle circonscrit aux trois points, est situé a 'intérieur
du triangle. Lorsque le triangle (ABC') est obtus, O est le milieu du segment joignant les
deux points les plus éloignés. On constatera donc que, dans les deux cas, O appartient a

Uenveloppe convexe des points de contact.



En réalité, cette propriété est vérifiée pour un nombre quelconque de points et en
toute dimension : il s’agit d’une caractérisation de la solution du probleme (P). Ce résul-
tat, connu dans le contexte des problemes d’optimisation, semble avoir étonnamment peu
inspiré les géometres. Nous en donnons ici une démonstration qui sera a la base de notre

algorithme.

Théoréme 1 O est Uunique minimum de la fonction ® si et seulement st O € Io.

Ce que nous pouvons exprimer plus simplement par : O est le centre de la plus petite boule

englobante si et seulement s’il appartient a l'enveloppe convexe des points de contact.

Pour démontrer le théoreme, nous avons besoin de la caractérisation de la projec-
tion d’un point O sur un convexe K, ou meilleure approximation de O sur K ([Lau72]).

Rappelons que celle-ci est définie comme étant 'unique solution du probléme suivant :

min OP
PeK

Lemme 1 Soient O € A et K C A un ensemble convexe. Alors H est la projection de O
sur K si et seulement st :
VP e K HO.HP<LJ0

Figure 3.3: La droite D (ou, en dimension d, ’hyperplan HO.H P = 0) sépare K et le point O

Preuve du théoréme. 1) Supposons que O ¢ I5 et montrons que O n’est pas le minimum
de ®. Nous allons chercher un point O’ tel que : ®(0’) < ®(0). Posons OO0’ = «.OH,
ou H est la projection de O sur Io et a un réel & déterminer tel que 0 < o < 1. Nous
avons :
Va €]0, 1] VP e A O'P? =(OP—-a.OH)*
=0OP*+a.(a—2).OH*+2.0.HP.HO

Nous pouvons écrire, pour les points de contact (cf. Lemme 1) :

Ya €)0,1] Vielp, OPF’<OP’+a.(a-2).0H®<OF=®0)



Si Io = I, alors nous pouvons conclure immédiatement que ®(O’) < ®(0), et cela ne
dépend pas de a. Sinon, I\ Io # O, et nous pouvons écrire 'inégalité triangulaire pour

les autres points :
Va €]0, 1] VielI\lp O'P,<OP +a.OH <M+ a.OH

ou M = max OF,.

i€l\Io
Il suffit de choisir « tel que :
¢0)-M
M .OH < 9(0) — _—
+a <®0) - a< o¥ii
¢(0)-M

Pour O < a < min( o¥ii

, 1), nous obtenons :

Viel OP <®0)- o0) < d0)

O n’est donc pas minimum de la fonction ®.

2) Supposons maintenant que O € I5 : nous allons prouver qu’il s’agit de 'unique mini-
mum de la fonction ®. Pour cela, considérons un point O’ distinct de O, et montrons que

B(0") > B(0).

On notera d’abord qu’il existe un indice ¢y € I tel que : OO'.OPi0 <0
En effet, supposons que : Vielo OO'.0OPF; >0
Comme O € j;, il existe une famille {\;};cr, de réels positifs, I'un au moins étant non

nul, telle que :

> A.OP;=0

iclo
Ceci implique :

0=00".> N.OP,=) )\.00".0P;>0

i€lo i€lo

ce qui est une contradiction.

Nous pouvons écrire :

O'R,” =00"+0R,*+2.0'0.0P;
=0'0"+ ®(0)" +2.0'0.0P; > 0'0*+ ®(0)" > ¢(0)’

Donc ©(0O’) > ®(0). O est bien 'unique minimum de ®. A

On notera une conséquence immédiate de ce théoreme, qui est que le centre de la

plus petite boule contenant E appartient toujours a I’enveloppe convexe de F.



3.4.2.2 Autres résultats et corollaires

Les résultats que nous montrons ici nous seront utiles par la suite, notamment pour prouver

la convergence de ’algorithme en un nombre fini d’itérations.

Proposition 3 Soient O € A, H la projection de O sur Io, Jo = {ielp/HO.HP; =0}.
Alors Jo # O et H € Jo.

Preuve. Nous savons (cf. Lemme 1) :

Vi e Ip HO.HP; <0
Supposons que Jo = O, ce qui signifie :

Vi e Ip HO.HP; <0

Par définition, H € f(; : il existe une famille {);};¢;, de réels positifs, I'un au moins étant
non nul, telle que :

Y ANHP,=0

iclo
Ceci implique :

0=HO.) NHP,=) )\N.HOHP; <0

i€lo i€lo
Nous en concluons donc que Jo # @, et pouvons maintenant écrire :

0=> MHOHP, = ) )\HOHP,
i€lo i€lo\Jo
Donc, nécessairement :

Nous obtenons enfin :

> NHP;=0

icJo

ce qui signifie exactement (I’'un au moins des A;, i € Jo, étant non nul) que H € Jo. A

Corollaire 1 Soient O € A, H la projection de O sur I, Jo = {ielop/HO.HP; =0}.
Alors la boule B de centre H et de rayon p = \/@(O)2 — OH”? est la plus petite boule
contenant {P;/i € 1o} et, également, la plus petite boule contenant {P,/i € Jo}.

Preuve. Nous pouvons écrire :
Vielo, OP?>=®(0)’=0H"+HP’+2.0H.HP,

Donc :

Viel, HP?=®(0)’-—0H+2.HO.HP; <®(0)’-0OH* (3.1)



Figure 3.4: Nous avons ici : Ip = {1,2,3,4}, Jo = {1,4}. Jo est donc le coté du polygone, défini

par Io, sur lequel est projeté O. En dimension 3, ce sera l'aréte ou la face d’un polytope.

L’inégalité (3.1) est une égalité si et seulement si ¢ € Jo. Comme Jo # O (cf. Proposi-

tion 3), nous avons donc :

Erel?;(HB =1/®(0)* - OH”
Ainsi, B est la plus petite boule de centre H qui contient {P;/i € I} ; ses points de contact
avec cet ensemble sont {P;/i € Jo}. Or, d’apres la Proposition 3, H € Jo : le Théoreme 1
nous permet donc de conclure que B est la plus petite boule contenant {P;/i € Io}. De la

méme maniere, c’est également la plus petite boule contenant {P;/i € Jo}. A

Corollaire 2 Soient O € A, H la projection de O sur f(;, R, le rayon de la plus petite

boule contenant E. Alors :
0 < ®(0) = Rpin < D(0) —/®(0)* — OH?

Preuve. La plus petite boule contenant E contient également {F,/i € I5}. Nous pouvons

donc écrire, d’apres le Corollaire 1 :
p=1/®(0)" = OH* < Ry < ®(0)

d’ol la majoration obtenue. Si le majorant est suffisamment faible, alors on sait que ®(O)
est une bonne approximation de R,,;,. Ceci peut servir, par exemple, comme test d’arrét

pour un algorithme. A

3.4.3 L’algorithme

Le point 1) de la démonstration du théoréme de caractérisation (Théoréme 1) nous inspire
un algorithme dont le principe est analogue & celui de Chrystal-Peirce. Considérons un

point O ¢ Io (O n’est donc pas minimum de ®), et soit H la projection de O sur Io.



Nous “déplagons continiment” O vers H jusqu’a obtenir un ou plusieurs nouveaux points

de contact (cf. Fig. 3.5). On peut alors réitérer.

Figure 3.5: “Diminuons le rayon de ce cercle contintiment” (Chrystal)

Construction de l'algorithme

Détaillons une itération de 'algorithme : nous considérons le point O, défini par :

Vae[0,1]] OO, =a.OH

Pour o = 0, nous avons donc O, = O, et nous voulons augmenter « jusqu’a ce que la boule

de centre O, et de rayon ®(O,) contienne un nouveau point de contact. Nous avons :

Vae[0,1] VPeA O =0P"+a(a-2)OH+2.0.HO.HP

Nous pouvons écrire, pour les points de contact :

Vielo O, P*

®(0)’ + a.(a —2).0H>+2.0.HO.HP;

) (3.2)
P(0) + a.(a—2).0H?

IN

Les points de contact pour lesquels (3.2) est une égalité sont exactement les points de
Jo (cf. 3.4.2.2). Nous avons montré, dans la Proposition 3, que Jo # © : il existe donc
19 € Jo tel que :

O.P,> = ®(0)* + a.(a — 2).0H?

Nous pouvons donc conclure :

Vae[0,1]  ®(0,)° > ®(0) + a.(a —2).0H? (3.3)

Pour oo = 0, cette inégalité est une égalité. Nous montrons que c’est le cas sur un intervalle
[0, 7] C [0, 1].



(3.3) est une égalité si et seulement si

Vie I\ Io O0.P? < ®(0) + a.(a — 2).0H?
- 2.0.HO.HP; < ®(0)* - OP?

Soit 1 € I'\ Io :

o si HO.HP; <0: (3.4) est vérifiée au sens strict;

®(0)* - OoP?

e si HO.HP; > 0 : la condition sur F, est o < .
2.HO.HP,;

On peut donc déterminer o*, a € [0,1] maximal tel que (3.4) soit vérifiée. Soit
Ko={i€lI\Io/HO.HP; > 0}. Alors :

o si Kp =0, il est clair que o* = 1;
e si Ko # O, la contrainte sur « peut s’écrire :

R ®(0)* - OoP?
4= = K 2. HO.HP,

et on a: o = min(ay,, 1).

Nous obtenons donc finalement :

Vo e[0,a*]  ®(0,) = ®(0)° + a.(a —2).0H* < ®(0)° (3.5)

Comme nous le souhaitions au départ, le rayon de la plus petite boule de centre O,
contenant F' décroit continiment sur l'intervalle [0, @*]. La valeur o = a* correspond en

fait a ’apparition de nouveaux points de contact.

®(0)* - OP?
Soit Lo ={i € KO/Q(I{)OW =a"} : alors Jo et Lo représentent les points

pour lesquels les inégalités (3.2) et (3.4) sont des égalités. Ce sont les points de contact
de la boule de centre O, et de rayon ®(O,+) :

Ioa* - JO U LO (36)

Proposition 4 Soit a* € [0, 1] déterminé comme précédemment. Alors a* # 0 et :

o sia” €]0,1[, Lo £ O;

o sia" =1, O, est le centre de la plus petite boule contenant F.

Preuve. o # 0 car, soit o = v, > 0, soit o = 1.



e si a* €]0,1[, alors nécessairement Ko # O et :

. %0y -opP’
¢ T T ke 2. HOHP,

Lo, qui est I'ensemble des indices réalisant ce minimum, est donc non vide : les

points correspondants sont les nouveauz points de contact.

e si o = 1, on obtient, en se servant de la Proposition 3 : O, = H € j(; C I;;.
Le Théoreme 1 nous permet finalement de conclure que O, est le centre de la plus
petite boule englobante. Ce cas est important, car il justifie la contrainte o € [0, 1]

imposée au départ : il n’est jamais nécessaire d’aller au dela de 1. A

L’algorithme

n=1;

Soit O; € A un point quelconque;

1. ¢(0,) = I?E%XOHB;
L, ={1€1/0.F = 2(0,)}
Soit H,, la projection de O,, sur Z;
2. si 0, =H,
-0 =0y;
- stop;
K,={ielI\Il,/H,O,.H,P; > 0};
3. si K, =0":
-ap, =1
-0 =H,;
- stop;
o, = min (I)(On)z — Onpiz'
" ek, 2.H,0,,.H,P;’

Incrémenter n;
Aller en 1;

On définit, a chaque itération :

$(0,)° -0,

J,={iel,/H,0,.H,P; =0} bn=ti€ k)56 7 P =




Figure 3.6: Une itération de algorithme : I,, = {1,2,3}, J, = {1,3}, K,, = {4,5,6}, L, = {4,6},
Iny1=J, UL, ={1,3,4,6}

Nous savons, d’apres (3.6), que I,y = J, U L,. Nous pouvons, en premier lieu,
remarquer que la distance de O, a I, est strictement décroissante, ce qui montre la co-

hérence de I'algorithme avec le Théoreme 1.

Preuve. D’une part, H,  est la projection de O, sur I;_:l. Par ailleurs, H, € :]; C I:l.

Nous savons donc, d’apres le Lemme 1, que :

Hn+10n+1-Hn+1Hn S 0

I1 est aisé de prouver que cette inégalité signifie exactement que H,, 1 appartient & la boule

de diametre [O, 41, H,]. Nous pouvons donc écrire :

On+1Hn+1 S On+1Hn = (1 - an)Oan < Oan A

On peut remarquer, dans le cadre du plan euclidien, le parallele entre ’algorithme de
Chrystal-Peirce et notre algorithme : le test 2 du premier (angle AC'B obtus) correspond
aux tests 3 (K, = ) et 4 (o, > 1) du second ; de méme, le test 3 du premier (triangle
(ABC) aigu) correspond au test 2 (O, € I,) du second. On notera que l'algorithme
de Chrystal-Peirce se base, a chaque itération, sur deuz points de contact seulement (les
points de S,,), alors que nous tenons compte directement de tous les points. C’est la seule

différence entre les deux méthodes.

3.4.4 Convergence de I’algorithme

La suite (®(0,)) est strictement décroissante (cf. (3.5)), et minorée par 0 : elle admet
donc une limite. Cependant, rien ne permet, a priori, d’affirmer que cette limite sera le
minimum de @, et, d’autre part, que la suite (O,,) converge dans A. La ressemblance avec
Chrystal-Peirce laisserait toutefois entendre que notre algorithme converge en un nombre

fini d’itérations. C’est ce que nous montrons dans ce paragraphe.



Proposition 5 Le rayon p,, de la plus petite boule contenant {P;/i € I,,} est strictement

croissant.

Preuve. Nous savons, d’apres le Corollaire 1, que la plus petite boule contenant {F, /i € I,,},

qui est également la plus petite boule contenant {F,/i € J,}, est B,, de centre H,, et de

rayon p, = \/(I>(On)2 — O, H,”. Nous supposons ici qu’il ne s’agit pas de la derniére itéra-
tion de I’algorithme, ce qui implique (cf. Proposition 4) : «a,, €]0,1[, et donc L,, # @. Nous
voulons prouver :

vn Pn < Pn+1

Nous pouvons, en premier lieu, remarquer que H, # H,,,. Supposons que H, = H, 4,

alors soit 7 € L, :

eje€l,CK,: H,0,H,P;>0
.j € Ln C In+1 : Hn+10n+1-Hn+1-F)j S 0 - Hn0n+1-Hn-F)j S 0
- (l-a,).H,0,.H,P;<0 -  H,0,H,P;<0

Nous avons donc une contradiction. Utilisons maintenant le Corollaire 1 pour écrire :

1, = max H,. P,= max H,. P,
,0n+ i€l n+ g i€ J. UL n+ g

>max H, P, > max H,F, = max H, F;, = p, A
i€ €Ty, iel,

Théoreme 2 L’algorithme converge en un nombre fini d’itérations.

Preuve. Le nombre de sous-ensembles de F = {P, Ps,..., P} est S, Ck = 2™ o les

C* sont les coefficients du binéme : C* = #'—k)' Ainsi, p,, qui est le rayon de la plus
petite boule contenant {P;/i € I,}, peut prendre au plus 2™ valeurs distinctes. Comme
nous avons prouvé que p,, est strictement croissant (cf. Proposition 5), nous pouvons con-

clure que 'algorithme s’arréte apres au plus 2™ itérations. A

2™ est un énorme majorant du nombre d’itérations : nous pouvons ’améliorer en

nous servant du théoreme de Carathéodory ([Ber]).

Théoréme 3 (Carathéodory) Soient A un espace affine de dimensiond, et {Py,..., P,}
m points. Alors P € Conv ({Py,...,P,}) si et seulement si :

dg<d+1 Hi, ..., Cc{l,....m} PeConv({PF,, ..., })
En utilisant nos notations, ceci s’exprime sous la forme :

Pel - Jcl  Card(J)<d+1 PelJ



d

Proposition 6 On suppose m > d. Alors ZC’,’; est un majorant du nombre d’itérations
k=0
de Ualgorithme.

Preuve. Utilisons le Théoreme 3 :

e d’une part, la définition de J, = {¢ € I,/H,0,.H,P; = 0} nous montre que
{P;/i € J,} est inclus dans un hyperplan affine, sous-espace affine de A de dimension

d — 1 (nous supposons ici H, # O, : sinon, 'algorithme s’arréte) ;
e d’autre part, nous savons, d’apres la Proposition 3, que H, € I

D’apres le théoreme de Carathéodory, nous pouvons donc trouver €2, C .J, tel que

Card (Q,) < d et H, € Q,.

Par ailleurs, nous avons, d’apres le Corollaire 1 :

VieQ,CJ, H,b=p,

Le Théoreme 1 nous permet donc de conclure que la boule B, de centre H,, et de rayon
pn est la plus petite boule contenant {F;/i € Q,}. Or, le nombre de sous-ensembles de
E = {P,P,...,P,} dont le cardinal est inférieur ou égal & d est Y.¢_, C* qui ma-
jore ainsi le nombre de valeurs distinctes prises par p,. p, étant strictement croissant
(cf. Proposition 5), on en conclut que algorithme converge en au plus ZZ:O C* itéra-
tions. A

Nous avons donc prouvé que le nombre d’itérations de notre algorithme a une ma-

joration polynomiale. Notons que, pour des valeurs élevées de m :

d

d m
k
> Con~or
k=0 )

Rien ne prouve qu’il s’agit 1a d’un bon majorant. Les résultats expérimentaux ont pour

objectif, entre autres, de nous éclaircir sur ce point.

3.4.5 Mise en ceuvre
3.4.5.1 Implémentation

L’implémentation de notre algorithme ne comporte, en fait, qu'un seul point “délicat”.
La projection, a chaque itération, de O, sur I, constitue, en effet, un probleme & part
entiere :

H, = arg min 0, P?

Pel,



Ecrivons sous forme algébrique la projection d’un point O € A sur Conv ({ P, ..., P.}).
Si I'on se place dans un repeére donné de A, on note par Xj;; le vecteur, de taille d, des
P P ) P ) )

coordonnées de M dans ce repere. Nous savons :

k k
i=1 i=1

Pour P € Conv ({P,..., P:}), nous pouvons donc écrire :

k
XP :ZAiXPz :AA

i=1

A est une matrice de dimensions d X k, et A un vecteur de taille & :
Ay
A= (Xp, Xp,...Xp,) A= :
A
On obtient donc :

OP? = (AN — Xo) (AN — Xo) = MA'AN — 2X0" AN+ X' Xo

Ainsi, la projection de O sur Conv ({ Py, ..., P;}) se ramene a la minimisation d’une
fonctionnelle quadratique J(\) = %/\tQ/\ + ¢'A sur 'ensemble de contraintes linéaires
K ={Xe (R)"/YF_, X\ = 1}. La matrice Q = A'A est symétrique, positive. Il est
clair qu’elle est définie si et seulement si ker A = {0}, donc si et seulement sile rang de A
vaut k. En se replacant dans notre contexte, on sait donc que, si le nombre de points de

contact est strictement supérieur & la dimension (k > d), la matrice () n’est pas définie.

Il existe, pour ce probleme classique, de nombreux algorithmes, figurant dans toutes
les librairies mathématiques. Nous avons, pour notre part, choisi 'implémentation de
Powell ([Pow85]), basée sur la méthode de Goldfarb et Idnani ([GI83]) et utilisée dans la
librairie IMSL.

I'y a un autre détail & noter quant a 'implémentation de ’algorithme. En effet,
nous avons énoncé celui-ci sous une forme théorique qu’il faut légerement modifier pour
une exploitation numérique. Ainsi, on est amené a définir une précision ¢, telle que deux
distances d et d’ sont “numériquement égales” si et seulement si |d — d'| < e. ¢ est donc

homogene a une distance euclidienne de A, et intervient finalement :

e pour la recherche des points de contact :
IE={iel/®(0,)-0,P <&}

e pour le test O, = H,,, qu’on remplace par O, H, <e¢.

Par la suite, la précision adoptée est toujours £ = 107°.



3.4.5.2 Résultats

Pour la présentation des résultats expérimentaux, nous procédons en deux temps. En
premier lieu, pour un ensemble de points et une initialisation donnés, nous illustrons
le déroulement de 'algorithme et vérifions quelques propriétés montrées précédemment.
Ensuite, nous testons l'efficacité de "algorithme en faisant varier le nombre de points et la
dimension. Ces tests numériques ont été effectués sur une machine DEC4000 & processeur
Alpha (165 MHz), instrument particulierement puissant. Il convient donc d’étre prudent
dans I"appréciation des temps d’exécution (temps CPU), qui sont & juger dans leur globalité

plus qu’individuellement.

Déroulement de ’algorithme

En dimension 2, nous avons repris I’exemple simple de la Figure 3.1 et représenté en
niveaux de gris la fonction ® correspondante (cf. Fig. 3.7) : on reconnaitra, a travers les
points anguleux des lignes de niveau, les frontieres du diagramme de Voronoi du point le
plus éloigné. Deux points d’initialisation différents ont été choisis, volontairement éloignés
de la solution. La convergence de l'algorithme se fait en deux et trois itérations. De
maniere tout a fait générale, le nombre de points de contact est au moins égal a deux, la
premieére itération mise & part. Ainsi, on pourra remarquer que le point O, (n > 2) se
déplace toujours sur les frontieres du diagramme de Voronof.

Afin d’obtenir une comparaison, nous avons également programmé le tres court al-
gorithme de Lawson (cf. page 63), qui est systématiquement initialisé a I'isobarycentre de
I’ensemble de points. 126 itérations sont nécessaires pour € = 1077, 443 itérations pour
€ = 107°. On constate donc la faible efficacité de cet algorithme, qui devient complétement

inutilisable lorsqu’on augmente la dimension et le nombre de points.

Nous avons ensuite considéré un ensemble de m = 5000 points en dimension d = 10,
uniformément répartis dans la boule unité, et initialisé D'algorithme au point O; dont
toutes les composantes sont égales a 1,5. La convergence a nécessité 29 itérations, et nous

avons pu représenter en fonction de n (ordre de I'itération) :

e R, = ®(0,), rayon de la plus petite boule de centre O, contenant I’ensemble de

points;

Pn = \/@(On)2 — 0, H,?, rayon de la plus petite boule contenant les points de con-

tact;

0, H,, distance de O,, aux points de contact;

0,0, 41, pas de 'algorithme;

e Card (I,), nombre de points de contact.



Figure 3.7: Déroulement de I’algorithme pour deux initialisations différentes : on parvient a la

solution en deux et trois itérations.

On remarquera (cf. Fig. 3.8) que les suites (R,) et (p,) sont adjacentes : (R,) est
décroissante, (p,) est croissante, et les deux suites ont la méme limite. On pourrait donc
se contenter d’arréter 'algorithme dés que R,, — p,, < ¢ (cf. Corollaire 2).

Pour ce qui est du nombre de points de contact (cf. Fig. 3.9), on notera que celui-ci
“croit globalement” entre 1 et d + 1. Nous avons pu constater, au cours d’autres tests,
que cette courbe est quasiment monotone lorsque m est faible (de l'ordre de d), et devient
irréguliere pour m élevé. Par ailleurs, on peut remarquer que, sauf & la fin de ’algorithme,
le nombre de points de contact reste inférieur a d. Dans ce cas, la matrice () définissant

la projection de O, sur I,, est donc définie.

Performances de I’algorithme

Nous avons testé les performances de 'algorithme en fonction du nombre de points m et de
la dimension d. Les ensembles de points ont été choisis aléatoirement dans la boule unité
d’une part, dans le cube unité ([0, 1]d) d’autre part. Le point d’initialisation O;, dont ne
dépend pas la convergence de 'algorithme, a été choisi aléatoirement hors de ’enveloppe
convexe de F. Nous avons, dans chaque cas, relevé le nombre total d’itérations (n), le
temps total d’exécution (1), et le temps moyen d’exécution par itération (7). Tous les

résultats fournis proviennent de la moyenne sur dix essais différents.
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Figure 3.9: Représentation du nombre de points de contact au cours de ’algorithme



boule unité cube unité
m n T(s) 7 (ms) | n T (s) |7 (ms)
10 | 3,8 |1,8.107% | 045 | 6,3 |3,7.100®*| 0,6
50 | 7,5 |6,6.107° | 0,88 | 11,2 | 107* 0,9
100 | 11 |1,6.107* 1,4 12 | 1,8.107* 1,5
500 |21,1| 0,11 52 | 154 | 8.1072 5,2
1000 | 24,2 | 0,24 9,8 |18,3| 0,18 9,8
5000 | 32,1 1,5 46 194 | 091 47
10* | 35,2 3,2 92 21 2 94
5.10* | 41,7 21 496 22 11 503
10° | 42,6 42 995 23 23 1010

Table 3.1: Résultats en fonction du nombre de points m en dimension 10

boule unité cube unité
d| n |T()|7(ms)| n | T(s) |7 (ms)
2 | 53| 0,14 27 2,6 | 8.107* 31
3
5

10,9 | 0,3 28 | 4,9 | 0,15 30
156 | 0,51 | 33 10 | 0,34 34
10 31,9 1,5 46 | 19,8 | 0,93 47
20 | 52,6 | 3.9 74 [355| 26 74
30 | 66,6 | 6,9 | 104 |434] 45 103
40| 79 | 11 133 [ 475 | 62 131
50 | 835 | 14 165 | 54 | 86 159

Table 3.2: Résultats en fonction de la dimension d pour 5000 points

boule unité cube unité
d n |[T@E)|76) n [T(s)|71(s)
2 7,4 4 0,55 | 2,9 1,8 | 0,63
3
5

126 | 75 | 06 | 44 | 29 | 067
21,9 | 16 | 0,72 | 102 7.6 | 0,75
10| 43,7 | 44 1 | 213] 22 1

20| 84 | 134 | 16 | 42 | 67 | 1,6
30 | 118,9 | 267 | 22 | 57,7 | 131 | 2,3
40 | 143,55 | 406 | 2,8 | 60,6 | 173 | 2.9
50 | 166,4 | 585 | 3,5 | 69,4 | 241 | 3,5

Table 3.3: Résultats en fonction de la dimension d pour 10° points
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En dimension 10, nous avons testé des ensembles dont le cardinal varie entre 10 et
10° (cf. Table 3.1, Fig. 3.10, Fig. 3.11). Ensuite, pour des ensembles de 5000 et 10° points,
lalgorithme a été exécuté dans des dimensions allant de 2 & 50 (cf. Table 3.2, Table 3.3,
Fig 3.12, Fig. 3.13). On note, en premier lieu, que I'algorithme est toujours plus long pour
des points répartis dans la boule unité que pour des points répartis dans le cube unité.
Intuitivement, cela s’explique aisément par le fait que, dans le cas du cube, le nombre de
points susceptibles d’étre des points de contact est nettement réduit : il s’agit des points
proches des sommets du cube. On notera cependant que, dans les deux cas, les courbes
représentant les temps d’exécution par itération sont linéaires et confondues (cf. Fig. 3.10,
Fig. 3.12).

On constate, de maniere générale, que le nombre total d’itérations de I'algorithme
reste tres modeste, méme pour des valeurs élevées de m ou de d. Considérons, par exemple,
le cas ot d = 10 et m = 10°, les points étant répartis dans la boule unité : I’algorithme con-
verge en 43 itérations, alors que le majorant de la Proposition 6 vaut ZZ:O Ck ~ 2 8.10%!
I est clair, enfin, que les résultats seraient améliorés par une initialisation a I'isobarycentre

de F. Pour le méme exemple, on passe ainsi de 43 itérations a 14 itérations.

3.5 Approche analytique du probleme de la plus petite boule

englobante

L’algorithme présenté au paragraphe 3.4, bien que développé dans un esprit essentielle-
ment géométrique, correspond, typiquement, a un algorithme de descente. L’analyse nous
propose un grand nombre de ces méthodes itératives, qui consistent a se déplacer “pas a
pas”, et dans des directions bien choisies, vers le minimum d’une fonctionnelle. 1l nous a
donc semblé important d’explorer ce domaine, afin de replacer notre algorithme dans un

contexte qui, somme toute, est également le sien.

Dans cette partie, nous effectuons d’abord quelques rappels concernant les problemes
de minimisation et les méthodes permettant de les résoudre. Nous nous intéressons en-
suite au cas ou la fonctionnelle & minimiser est la borne supérieure d’un nombre fini de
fonctions, et traitons & nouveau le probleme de la plus petite boule englobante. Nous
constatons, ainsi, que notre algorithme est en fait une méthode de sous-gradient. Divers

résultats numériques sont ensuite présentés.

On pourra se référer aux ouvrages, classiques, de Ciarlet ([Cia85]) et Laurent ([Lau72]),

ainsi qu’au livre assez complet de Bazaraa et Shetty ([BS]).

3.5.1 Généralités

Soit U un espace vectoriel de dimension finie, muni du produit scalaire euclidien, noté

< -, - >. La norme induite sera notée | - |. Soit I’ une fonction définie sur i, & valeurs



dans R, convezxe et continue. On considere le probleme d’optimisation sans contraintes

suivant :

(9) min F(x)

zeU

Nous supposerons que (Q) admet une unique solution Z. En pratique, 'existence
ou l'unicité de la solution peuvent souvent se déduire de différentes propriétés de F. No-

tamment :
e si F' est coercive (F(z) — oo quand |z| — o0), (Q) admet au moins une solution;
e si F est strictement convexe, la solution, lorsqu’elle existe, est unique;

e si F' est a—convexe (a > 0), (Q) admet une unique solution.
Rappelons que F' est a—convexe (ou fortement convexe, ou encore elliptique) si, pour
tout (z,y) € U* et pour tout A € [0,1] :

a
FQu 4 (1= Ny) S AF() + (1= VE(y) — S0 = Ne =yl (3.7
Une telle fonction est a la fois coercive et strictement convexe.

La fonction F étant convexe et continue, elle admet en tout point # € U et pour toute

direction d € U une dérivée directionnelle finie :

F(2id) = Tim F(z +td) — F(2)

t—0+ t

Soit @ € U. On dit que d € U est une direction de descente de F en z si :
da>0 Vt€]0,a]  F(z4td) < F(x)

En utilisant la convexité de F’, on montre que cette définition équivaut a chacune des deux

propriétés suivantes :

1. da>0 F(z+ad) < F(z) (3.8)
2. F'(z;d) <0 (3.9)

Notons A(z) I’ensemble des directions de descente de F en z € U, qui est un cone. A(z)
permet une caractérisation de la solution de (Q) :

x est solution de (Q) — A(z) =0 (3.10)
Les algorithmes de descente ont pour but de construire une suite (2,) qui converge

vers la solution T selon le schéma itératif suivant :

e s0it o un point d’initialisation;



e au point z,, on choisit une direction de descente d,, et un pas «, > 0 tel que

F(z, + a,d,) < F(z,);
e le nouvel itéré est défini par : Tyl = Ty + pdy;

e on arréte 'algorithme lorsqu’un test de convergence est vérifié.

I est clair que la spécificité des algorithmes de descente va résider dans le choix des
directions et des pas. La régularité de la fonction est, a ce niveau, trés importante. Nous

allons donc distinguer le cas ou F' est différentiable du cas ou elle ne ’est pas.

3.5.1.1 Cas différentiable

On rappelle que la fonction F est différentiable en © € U ¢’il existe une application

linéaire L, : U — R telle que :
Vd el F(z+d)=F(z)+ L.(d) + o(|d]) (3.11)

Le théoréeme de Riesz permet de prouver l'existence d’un vecteur gradient de F' en z,
noté VI (z), tel que :
VdelUd  L,(d)= <VF(z),d>

Par ailleurs, on vérifie immédiatement que I’ (z;d) = L.(d).

On obtient donc I'ensemble des directions de descente en € U (cf. (3.9)), qui est un

demi-espace ouvert :

Alz)={delU/<VF(z),d>< 0}

On en déduit la caractérisation de la solution de (Q) (cf. (3.10)) :

z est solution de (Q) — VF(z)=0

Si @ n’est pas solution de (Q), on constate que —VF(z) € A(z) : c’est la direction de
descente dite “de plus grande pente”. Notons que cette propriété, locale, est indépendante

de la convezité de I'. En effet, on peut toujours utiliser (3.11) pour écrire :
vVt >0 F(z —tVF(z)) = F(z) - ||VF(96)||2t + o(t)

et il existe donc a > 0 tel que F(z —tVF(2)) < F(z) sur l'intervalle ]0, a].

Le role du gradient est donc fondamental : dans le cas différentiable, la quasi-totalité
des algorithmes se servent, directement ou indirectement, de cette direction de descente
“naturelle”. On citera, entre autres, les méthodes de gradient a pas fixe, a pas optimal, et
de gradient conjugué, ainsi que 'algorithme de Newton et les méthodes analogues. Nous

ne les détaillerons pas ici.



3.5.1.2 Cas non différentiable

Dans le cas ou F' n’est pas différentiable sur i/, on ne peut s’assurer de ’existence du
gradient en un point, et on ne dispose donc plus de direction de descente évidente. Afin
de généraliser le gradient, et particulierement pour des fonctions convexes, on introduit la

notion de sous-différentiabilité.

Soit @ € U. On dit que g € U est un sous-gradient de F en x si :
Vyeld Fly)-F(e) 2 <gy—z>

ce qui signifie que la fonction F est minorée par la fonction affine de pente g prenant en
z la valeur F(z). La notion de sous-gradient est donc globale, contrairement a celle de

gradient, qui est locale.

Le sous-différentiel de F' en = € U est I’'ensemble des sous-gradients en ce point :
IF(x)={geU/VyelU Fly)— F(z)> <g,y—a>}

On dira que I est sous-différentiable en z € U si dF(z) # O.

On utilise la convexité et la continuité de F' sur U/ pour montrer les trois propriétés

suivantes :

1. F est sous-différentiable sur /. En tout point z € U, dF(x) est alors un ensemble

non vide, convexe et compact.

2. la dérivée directionnelle s’exprime en fonction du sous-différentiel par :

Veeld NYdeld  F'(z;d)= max <g,d> (3.12)

gEOF ()

et ce maximum est atteint.

3. si F est différentiable en x € U, alors :

dF(z) = {VF(2)} (3.13)

Prenons ’exemple d’une fonction a variable réelle (/= R). On définit la fonction F' comme

suit (cf. Fig. 3.14) :
F(ac):{ 22 siz <0

r sie>0

La notion de différentiabilité correspond ici a la dérivabilité. En x = 0, F' admet
une dérivée a gauche, 0, et une dérivée a droite, 1. Ces valeurs n’étant pas égales, I n’est

donc pas dérivable en ce point. Cependant, on montre aisément que les droites passant par



F(x)

Figure 3.14: Sous-gradients et sous-différentiel : on constate I'importance de la convexité de F

pour P'existence de fonctions affines minorantes et interpolantes

lorigine et qui minorent F' ont pour équation y = ax, avec a € [0, 1]. Ceci signifie exacte-
ment que JF(0) = [0, 1], qui est I'enveloppe convexe des dérivées & gauche et a droite : ce
résultat est tres général. Pour o # 0, F' est dérivable en z, et on a donc 0F(z) = {F"(z)}.

Dans ce cas, la tangente en 2 est la seul droite passant par (z, F'(2)) qui minore F.

La caractérisation de la solution de (Q) provient directement de la définition du sous-
différentiel :

z est solution de (Q) — 0€ 0F(x) (3.14)

En effet, 0 € 0F(z) s’écrit simplement :

Vyeld  Fly)—F(z)> <0,y—z>=0

Soit z € U. Alors d € U est une direction de descente de F en z si el seulement si

(cf. (3.9) et (3.12)) :

F'(z;d) <0 — max <g,d><0 — Vg€ oF() <g,d><0
gEOF (x)
Soit :
Alz)={deU/Vg € 0F(z) <g,d> <0} (3.15)

Il n’apparait donc pas, a priori, de direction de descente évidente, comme c’était le
cas pour une fonction différentiable. En particulier, si ¢ € dF(z), —g n’est pas toujours
une direction de descente. Cependant, on montre que le schéma itératif basé sur de telles
directions converge vers la solution T du probléeme (@), a condition toutefois d’utiliser un

pas adéquat : ces algorithmes sont dits de sous-gradient. Nous en donnons ici un exemple.



Algorithme de sous-gradient normalisé

Soit (a,) une suite de termes positifs a série divergente, c’est a dire :
+oo
o, — 0 et Z o, = +00
n=0

On considere 'algorithme itératif suivant, initialisé en o € U :

9n
]

gn € OF (x,,)

$n+1 =Ty — Oy

On montre alors que :
e soit il existe ny tel que z,, =7

e soit ,, — T

Cet algorithme nécessite donc 'acces, en tout point € U, a un élément de 9F(z),
le caractere global de la notion de sous-gradient permettant ensuite de converger vers la
solution T. Cependant, il est naturel de chercher a y associer un caractere local en déter-

minant en z un élément g € 0F(z) tel que —g soit une direction de descente (—g € A(z)).

Considérons = € U qui ne soit pas solution de (Q), ce qui équivaut donc a :
0 ¢ 0F(x). On appelle g(z) la projection de 0 sur dF(z), sous-ensemble non vide, convexe

et fermé d’un espace de dimension finie. g(z) est donc solution du probleme :

min_ ol (3.16)

gEOF (&

La caractérisation de g(z), déja citée au Lemme 1, est donnée par :

Vg € 0F (z) <0—g(x),9—g(x)><0

On obtient, en notant que g(z) # 0 :
Vg € 0F(z)  <—glx),g> < —|g(x)]* <0 (3.17)
et nous avons donc bien : —g(z) € A(z).
De plus, on montre que —g(z) est la direction de plus grande pente, c’est a dire que
—g(z)/|g(z)] est 'unique solution du probleme :

min F'(z;d) (3.18)

Idl=1

En effet, notons d(z) = —g(z)/|g(z)|. Alors (3.17) équivaut a :

max <g.de)> < -lgl@)] - Flad(@) < -lg@)]



On montre maintenant que pour toute direction d € U unitaire, F'(z;d) > —|g(2)] :
supposons qu’il existe une direction dy € U telle que |do| = 1 et F'(2;dy) < —|g()|. Ceci
se traduit par :

Vg € OF(x) <g,do> < —|g(z)|

Pour ¢ = g(x), on obtient donc :
<g(x),do> < —|g(x)] - <=g(x),do>> | = g(z)] - |do]

ce qui contredit I'inégalité de Cauchy-Schwarz : d(z) est donc bien solution du pro-
bleme (3.18).

Montrons 'unicité de la solution : supposons qu’il existe deux directions d; et d, uni-
taires distinctes qui soient solution de (3.18) : F'(2;d;) = F'(z;ds) = m (m < —|g(z)] < 0).

di1t+do
2

Posons d = . On peut alors écrire :

d doy? di —do .2
ldf = |95 %] =1 - |95 %2] <1

D’autre part, la fonction d — F'(x; d) est conveze et positivement homogéne. On a donc :

Flo,—)= —F(v;——) < —F'(z;d)) + =F'(2;d2)) = — < m
g = gt T ) S et ) g ) = g

Ceci est une contradiction, et d(z) est donc I'unique solution de (3.18).

On peut donc énoncer une version améliorée de l'algorithme de sous-gradient nor-

malisé. Comme précédemment, (o) est une suite de termes positifs a série divergente :
n = 0;

1. g, =arg min [g|*;
gEIF (wn)

$n+1 =Ty — O‘n”g—n”7
n

Incrémenter n;

Aller en 1;

On notera toutefois que cet algorithme nécessite en tout point la connaissance du
sous-différentiel, alors qu’un sous-gradient seulement était nécessaire pour la premiere
version. En pratique, ceci ne sera possible que pour certaines fonctions, et notamment
lorsque F' est la borne supérieure d’une famille finie de fonctions convexes différentiables :

c’est le cas que nous abordons ci-apres.



3.5.2 Borne supérieure de fonctions convexes différentiables
3.5.2.1 Cas général

On suppose ici la fonction I’ définie par :
P() = max fi(2)

ou I ={1,2,...,m} et les f; des fonctions convexes différentiables sur /.

La fonction F est convexe, continue sur {/, mais pas nécessairement différentiable
(la fonction valeur absolue, définie sur R par |z| = max(z, —z), n’est pas dérivable en 0).

Il est donc nécessaire de se placer dans le cadre du paragraphe 3.5.1.2.

Le cas d’une fonction F' définie comme borne supérieure est en fait intéressant car
il conduit a une expression simple du sous-différentiel. On peut montrer, en effet, que

lorsque les fonctions f; sont convexes et continues :

Veeld  OF(xz)= Conv( U afi(z))

i1el(x)

ot Conv est 'enveloppe convexe et I(z) ={i € I/fi(z) = F(z)}.

Or, notre hypothese est plus forte puisque nous avons supposé les f; différentiables. Nous

avons done df;(xz) = {V fi(z)} (cf. (3.13)) et, finalement :

Veeld  O0F(z)=Conv({Vfi(z)/iel(x)}) (3.19)

Des lors, la caractérisation de la solution de (Q) (cf. (3.14)) peut s’énoncer de la maniere
suivante : z est solution de (Q) si et seulement s’ il existe une famille {A;};c;() de réels

positifs et non tous nuls telle que :

S AVi()=0

i1el(x)

D’autre part, on montre facilement que I’ensemble des directions de descente (cf. (3.15))

devient :

Alw)y={deU/Vie I(z) <Vfi(x),d><0}= () {deU/<Vfi(x),d><0} (3.20)

i1el(x)

A(z) est donc l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces ouverts.

Avec un sous-différentiel défini comme enveloppe convexe d’un polytope, il sem-
ble maintenant aisé de déterminer la meilleure direction de descente, —g(z), ou g(z) est

I’élément de 0F(z) de norme minimale, ou projection de 0 sur 9F(z) (cf. (3.16)) : on



pressent déja le parallele avec toutes les notions utilisées au 3.4 pour traiter le probleme

de la plus petite boule englobante.

Nous avons représenté, sur la Figure 3.15, un exemple qui illustre toutes ces pro-

priétés.

Figure 3.15: Pour F'(x) = max(fi(x), f2(#)) : les deux courbes représentent les lignes de niveau de
f1 et fa & la valeur a. Le point 2, qui est & I’intersection de ces courbes, est tel que I(z) = {1,2} :
donc 9F(x) = Conv (V f1(x), Vfa(x)). On a représenté le cone des directions de descente, et g(z),

de norme minimale sur dF (z) : —g(x) est la direction de plus grande pente.

3.5.2.2 Retour au probléme de la plus petite boule englobante

Nous conserverons ici la notation vectorielle adoptée dans cette partie. Considérons une
famille finie {a;};c; d’éléments de . Au paragraphe 3.4, nous avions traduit le probléme
de la plus petite boule englobante par la minimisation de la fonctionnelle ®, adaptée a la

géométrie car homogene a une distance :

®(2) = max|e - a]

Cependant, la fonction @ — |z — a;| n’est pas différentiable en a;. Afin de pou-

. . , - . 2
voir appliquer les résultats précédents, nous avons donc posé fi(z) = |z —a;|” = fi est
alors différentiable sur ¢ et convexe (le coefficient £ a été introduit pour des raisons de

commodité). La fonction F' est définie par :
F(z) . || I (3.21)
v) = 5 max|e - a .

et (Q) coincide bien avec le probleme de plus petite boule. Par ailleurs, I(z) contient les

indices des “points de contact”.

[’existence et I'unicité de la solution au probleme (Q) sont ici garanties par la

forte convexité de F. En effet, pour tout (x,y) € U? et pour tout A € [0, 1], on vérifie sans



Figure 3.16: Représentation de la restriction de I" 4 un carré de R? pour les points de la Figure 3.1.

On observe la non-différentiabilité de F.
probleme I’égalité :

Fihe (1= 0y) = M) + (1= N fily) = 570 = Ve = o
On en déduit donc :

FOe (1= A)g) £ AF(2) + (1= N F(y) = 501 = Ve = gl

Ceci prouve que F' est une fonction 1-convexe (cf. (3.7)).

Explicitons maintenant les différentes caractéristiques du probleme. Nous avons, en

premier lieu :

Veeld Vfi(z)=z—-q

Le sous-différentiel de F' en 2 € U s’écrit donc (cf. (3.19)) :

JF(z) = Conv ({z —a;/i € I(2)}) = 2 — Conv ({a,;/i € I(z)})

On en déduit ainsi la caractérisation de la solution (cf. (3.14)) :
0 € dF(x) — z € Conv ({a;/i € I(z)})

Nous retrouvons donc le théoréme de caractérisation (Théoreme 1) que nous avions énoncé
en 3.4.2.1.

L’ensemble des directions de descente s’écrira (cf. (3.20)) :

Al@)= () {deU/<z—a;,d> <0}

i1el(x)



Figure 3.17: Sous-différentiel et cone des directions de descente : dans le cas (a), —0F (z) ¢ A(x) ;
dans le cas (b), —0F (x) C A(x)

Nous avons, sur la Figure 3.17, donné un exemple montrant que, si g est un sous-gradient

de I en z, —¢g n’est pas nécessairement une direction de descente.

Notons I’(;) = Conv ({a;/i € I(x)}). Nous savons que la meilleure direction de descente

s’écrit —g(x), ol g(x) est solution du probleme :

. 2
min__[g|
g€r—1I(x)
En effectuant le changement de variable ¢ = @ — r, on obtient donc que ¢g(z) = = — h(z),

ou h(z) est solution du probleme :

. 2
min |z —r|
rel(x)

En d’autres termes, h(z) est la projection de & sur Conv ({a;/i € I(2)}), et h(z) — z,
direction de plus grande pente, n’est autre que la direction O H utilisée en 3.4 pour notre

algorithme!

3.5.2.3 Conclusion

L’algorithme que nous avons développé en 3.4 fait donc partie des algorithmes de sous-
gradient, qui se différencient principalement par le choix d’un élément g, € dF(x,) et
d’un pas «, > 0. Essayons de distinguer les avantages et les inconvénients des différentes

possibilités.

Pour ce qui est du sous-gradient, nous avons vu que tout élément de F'(z,,) convient.

g(z,), s’il fournit la direction de descente de plus grande pente, sera coiiteux en temps



de calcul. Cependant, le test |g(z,)| < ¢ est excellent puisqu’il provient directement de
la caractérisation de la solution. Une autre possibilité, au contraire tres peu cotiteuse,

pourrait également étre :

In = Card( (2, Z Vil

zEI(xn)

En ce qui concerne le pas, on peut toujours choisir (o) a série divergente, soit,
typiquement : o, = p/(n + 1). Le choix de p est important car il détermine la vitesse de
la convergence de l'algorithme. Lorsque —g,, est une direction de descente, en particulier

pour ¢, = g(x,), on peut chercher & optimiser le pas, ce qui consiste a évaluer :

a, = argmin F(z, —t In )
>0 191
Il est évident qu’en pratique, une évaluation exacte de «,, serait trop longue : on se
contente donc souvent d’une valeur acceptable. Cependant, dans le cas de la plus petite
boule englobante, nous avons pu déterminer o, explicitement, et avons montré que la
convergence se fait alors en un nombre fini d’itérations. Il va sans dire que efficacité de

I’algorithme s’en trouve améliorée.

3.5.3 Mise en ceuvre de ’algorithme de sous-gradient normalisé
3.5.3.1 Exemple d’une fonction a variable réelle

D’une maniere générale, le cas d’une fonction a variable réelle n’est pas tres complexe
puisqu’il n’existe que deux directions unitaires. Ainsi, si = n’est pas minimum de F,
0¢ 0F(x). O0F(x), qui est un intervalle fermé de R, est donc inclus soit dans RY,
dans R*, et on choisira respectivement —1 ou 1 comme direction de descente. Ce cas sim-

soit

ple est cependant intéressant, car il va nous permettre de juger I'importance de la suite

(ovn) pour la qualité de la convergence.

Nous avons choisi pour cet exemple F'(z) = max(fi(z), fo(z), fs(z)), avec :

fH@)y=2"  file)=-2+4 fs(z)=2"+22+3

Ces fonctions sont convexes et dérivables, comme le nécessitent les hypotheéses de 3.5.2,
et on calcule facilement le minimum 7, qui est a 'intersection de la droite et de la parabole
(cf. Fig. 3.18) : T = =2£/13 ~ (), 303.

Nous avons appliqué 'algorithme de sous-gradient normalisé a la fonction F, avec
le pas a série divergente a,, = p/(n + 1). L’initialisation étant fixée & # = 3, nous avons

représenté, pour différentes valeurs de pu, les 200 premiers itérés de ’algorithme. Comme



Figure 3.18: Représentation de F' : on a I(Z) = {2,3}, et IF(Z) = [f5(T), f4(F)]. On remarque

que 0 € JF(T), ce qui caractérise le fait que T est minimum de F.

on peut le constater sur la Figure 3.19, la qualité de la convergence varie beaucoup sui-
vant les valeurs de u. En effet, la convergence est visiblement tres lente pour g = 0,1 et
1 = 0,3, satisfaisante pour p = 0,5 et ¢ = 0,7. Pour g = 5, on constate de fortes oscil-
lations autour de Z, qui s’amortissent. En définitive, le choix de p est donc fondamental

pour obtenir une bonne convergence de ’algorithme.

3.0

20

1.0

[ 25 50 75 100 125 150 175

-1.0

0.0 . . . . . . . 2.0

Figure 3.19: Algorithme de sous-gradient appliqué & F'(z) = max(z?* —z + 4,22 + 2z + 3), avec le
pas & série divergente o, = p/(n + 1), initialisé en 2 = 3. Représentation de ,, : sur la figure de

gauche, 4 =0,1,0,3, 0,5, 0,7 ; sur la figure de droite, 4 = 5.



3.5.3.2 Application au probléme de la plus petite boule englobante

Nous supposons ici I’ définie par (3.21). Nous avons d’abord repris, en dimension 2,
I’exemple de la Figure 3.7, qui comportait 6 points. En appliquant 'algorithme de sous-
gradient normalisé avec la direction de plus grande pente et le pas o, = 1,5/(n+ 1), on
constate sur la Figure 3.20 que, pour deux points d’initialisation différents, les chemins
parcourus sont similaires a ceux de la Figure 3.7, avec, cependant, de nombreuses oscilla-

tions.

Considérons ensuite, comme nous ’avions fait en page 82, un ensemble de 5000 points
en dimension 10, uniformément répartis dans la boule unité. En choisissant le méme point
d’initialisation, la méme précision £ = 107> et le méme test d’arrét (soit |g(z,)| < ), la
convergence se fait en 12645 itérations, alors que notre algorithme nécessitait 29 itérations
seulement. On en conclut donc 'importance de la phase d’optimisation du pas, qui est en

fait la seule différence entre les deux méthodes.

Figure 3.20: Déroulement de 'algorithme de sous-gradient normalisé pour deux initialisations

différentes.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé, pour le probleme de la plus petite boule en-
globante, un algorithme qui présente le double avantage de fonctionner en dimension

quelconque et de converger en un nombre fini d’itérations. Cet algorithme, au vu des



résultats numériques, semble d’une réelle efficacité, et présente un bon comportement en
fonction du nombre de points et de la dimension. Nous avons montré qu’il représente,
d’une part, une généralisation de algorithme de Chrystal-Peirce au cas multidimension-
nel, mais également un simple algorithme de plus grande pente ot le pas optimal a pu étre
explicité. On retiendra ainsi que notre algorithme se situe réellement a la frontiere entre

la géométrie euclidienne et les méthodes classiques d’optimisation.



Chapatre 4

L’optimisation dosimétrique

4.1 Introduction

Définissons de maniere aussi absolue que possible ce que peut étre le probleme de dosimétrie
inverse. Si ’on considére un corps exposé a divers rayonnements, ceux-ci étant décrits par
un parametre p, alors le probleme de dosimétrie directe consiste a déterminer la répar-
tition de dose D recue par ce corps. D est une fonction tridimensionnelle, et 'on peut
écrire :

D=Tu

On a noté T I’“opérateur de dose” représentant le phénomene physique d’interaction
des rayonnements avec la matiere. Le probleme inverse peut donc se poser ainsi : pour
une répartition de dose D donnée, quel est le parametre p tel que le corps irradié recoive

cette dose? En d’autres termes, il s’agit de déterminer I'inverse T~! de 'opérateur T :
u=T"'D

Rappelons P’abscence totale, a ce jour, de représentation analytique exacte pour
I'opérateur T'. D’autre part, I’ensemble des parametres décrivant 'irradiation et représen-
tés par pu est extrémement large. Citons principalement : I’énergie des rayons X utilisés,
la géométrie des faisceaux, leurs positions respectives par rapport au corps irradié, leurs
temps d’exposition. 1l n’est pas envisageable de traiter le probleme inverse en tenant
compte de la totalité de ces parametres : on s’applique, habituellement, a travailler dans
un protocole donné, qui en fixe une partie. Dans la plupart des cas, on conserve comme
variables les pondérations (ou temps d’exposition) des faisceaux. L’irradiation d’une zone
cible, enfin, doit se faire en épargnant au mieux les tissus environnants. La répartition de
dose idéale D pourrait donc étre définie comme une fonction indicatrice de la zone cible :

dans ce cas, celle-ci recoit une dose constante, alors que les tissus sains recoivent une dose
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nulle.

Nous avons défini le probleme de dosimétrie inverse sous sa forme la plus stricte.
Comme nous allons le constater dans I’étude bibliographique, la dénomination de “dosimétrie

inverse” s’étend rapidement a 'optimisation des traitements radiothérapiques en général.

4.2 Données bibliographiques

On distingue, dans la littérature, deux approches du probleme de dosimétrie inverse. Cer-
tains auteurs, d’une part, restent dans un cadre assez théorique, et travaillent a partir
de modélisations continues de 'opérateur T'. D’autres, plus immédiatement intéressés par
une mise en ceuvre médicale, en effectuent une modélisation discrete. Dans ce paragraphe,

nous présentons des exemples représentatifs de ces deux approches.

4.2.1 Des approches continues

La modélisation continue est, typiquement, utilisée pour les cas d’irradiations dynamiques :
on suppose la source mobile par rapport au patient. Remarquons, a priori, que la tech-
nologie actuelle du matériel d’irradiation ne permet que de trés simples mouvements de

cette source.

4.2.1.1 Une solution analytique

Brahme ([BRL82]) est I'un des rares a proposer une solution complétement analytique.
Ceci se fait, bien siir, au prix d’une grande simplification du probléme : il suppose tra-
vailler en 2D, et considere un objet de forme circulaire de rayon R, soumis a une rotation
d’angle 27 & vitesse angulaire w face a un faisceau parallele et immobile (cf. Fig. 4.1). La

représentation analytique de la dose correspondant a ce faisceau est simplifiée a 'extréme :
d(z,z)=d(x)e™**

ot d(z) est le profil de dose (on suppose d(z) = 0 pour 2 < 0) et p le coefficient

d’atténuation.

L’expression de la dose reque, apres rotation, au point de coordonnées polaires (r, 6)
s’écrit :
D(r) = ?{d(x)e_“zde/ﬂ'

Soit, apres changement de variable :

D(r) = 2 /0’" d(z) cosh[pvr? — xz]dw

T

(4.1)

r2 — g2

ol on a noté cosh le cosinus hyperbolique.



Figure 4.1: Objet circulaire en rotation devant un faisceau fixe

L égalité précédente représente donc I'expression analytique du probleme direct :
connaissant la fonction d, on en déduit la répartition de la dose. Le probleme inverse
consiste donc, pour une répartition de dose D donnée, a déterminer la fonction d cor-
respondante. Cette équation, couramment connue sous le nom d’“équation de Fredholm
de premiere espece”, peut rarement étre résolue analytiquement. Cependant, dans le cas
présent, un changement de variables (2? = t, r? = y) permet de mettre (4.1) sous forme

d’une équation de convolution et de 'inverser en utilisant la transformée de Laplace. On

_d (7 cos[pva? —r?]
~dx Jo Var—r?

obtient finalement :

d(z) D(r)rdr (4.2)

Si ’on considere la distribution de dose idéale, fonction indicatrice d’un disque de

D <
D(r):{ A )]
O T > T

rayon rq et centré en O :

(4.2) permet d’exprimer analytiquement d(z), que nous n’expliciterons pas ici.

Barth ([Bar90],[IKB90]) reprend le modeéle précédent et en généralise les résultats.
Il montre que pour tout objet de forme convexe, moyennant une correction au niveau de
I'intensité, on peut, par rotation de 'objet autour d’un point, obtenir une distribution
de dose égale a 'indicatrice d’un disque centré en ce point. En multipliant les rotations,
on peut donc obtenir une dose constante sur une réunion de disques, et nulle ailleurs.
On en conclut donc que pour un objet convexe, il est possible d’approcher la répartition
de dose par l'indicatrice d’un ensemble €2 en “recouvrant” cet ensemble par des disques
(cf. Fig. 4.2).

Comme le souligne Webb ([Web93]), cette méthode analytique est élégante, mais
s’éloigne dangereusement du probleme réel. Outre les suppositions faites sur la décrois-

sance exponentielle de dose (ce qui équivaut en fait a négliger la dose diffusée), on constate



Figure 4.2: “Recouvrement” d’un ensemble €2 par des disques

en fait que la fonction d(z) obtenue prend, pour certaines valeurs de z, des valeurs néga-
tives, ce qui est physiquement irréalisable. Face a ce probléeme, [Bar90] propose simplement

de remplacer ces valeurs négatives par 0 : on s’éloigne alors de la dose idéale.

4.2.1.2 Utilisation des kernels de dose

Le second exemple d’approche continue que 'on puisse citer est basé sur le calcul de la
dose par la méthode des kernels (cf. 2.2.1.2). Si l'on consideére un volume homogene V,

rappelons que la dose recue en r s’exprime sous la forme :

D(r) = /V Fr)h(r — ) (4.3)

ou f est la fluence en photons primaires et i le kernel élémentaire de dose.

(4.3) est, comme précédemment, une équation de Fredholm de premiére espece ;
c’est également une équation de convolution. D et h étant supposés connus, il s’agit donc

de déterminer la fonction f.

Brahme ([Bra88]) utilise I’analyse de Fourier et obtient :

F= G
ol on a noté F et F~! la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse.
L’auteur utilise, par ailleurs, un filtre passe-bas afin de réduire les nombreuses oscillations
de F(f). Précisons qu'une contrainte d’inégalité sur la solution ne peut étre transcrite
dans le domaine de Fourier. 1l en résulte, comme pour le premier exemple que nous
avons donné, que la solution obtenue n’est pas nécessairement positive, et, dans ce cas,
pas physiquement réalisable : on rectifie alors a 0 les valeurs négatives, ce qui n’est pas

vraiment satisfaisant.

Lind et Kallman ([LK90]), qui sont attentifs aux contraintes physiques, proposent

le schéma itératif suivant :

.fOIQD



e firn=C(fi+a(D— f,@h))

ol C' est opérateur de contrainte positive, a¢ un scalaire permettant de contréler la con-

vergence, et @ 'opération de convolution.

Ce schéma, qui s’exprime simplement sous forme matricielle, présente une propriété
médicalement importante, montrée par Lind ([Lin90]) : il n’y a pas de sous-dosage, ce qui
signifie que la dose obtenue f ® h est supérieure en tout point a la dose désirée D. Cette
propriété, qu’on ne pourrait espérer montrer par la méthode de Fourier, montre, outre la

simplicité d’implémentation, que cette méthode est plus souple que la précédente.

Précisons qu’en pratique, aprés avoir déterminé la solution f, [Bra88] et [LK90]
déterminent les profils de dose correspondants par “rétro-projection inverse”. Il est ensuite
possible de déterminer la forme des caches pouvant produire de tels profils, et d’effectuer

irradiations et mesures expérimentales afin de vérifier la validité des calculs.

4.2.2 Des approches discretes

La modélisation “discrete” du probleme de dosimétrie inverse se préte particulierement aux
protocoles les plus courants, ol un corps est exposé a un nombre fini ¢ de faisceaux, dont
on controle les temps d’exposition p;. Sil’on fixe n points du corps, alors la formulation

matricielle du probleme direct est :

D= Au

ou D est le vecteur de dimension n contenant les doses aux points considérés, A la matrice
n X q, discrétisation de I’“opérateur de dose”, et u le vecteur de dimension ¢ contenant les

pondérations.

Il est, bien entendu, inespéré de pouvoir inverser ce systeéme au sens strict. Le
but est d’y apporter une solution optimale en tenant compte simultanément d’arguments

mathématiques, physiques, et médicaux.

4.2.2.1 Utilisation de la décomposition en valeurs singuliéres

Lefkopoulos ([LDRS88]) choisit comme critére d’optimisation la précision de reconstruc-
tion A = |Au — D|. L’utilisation de I'inverse généralisée (A° = (A'A)~'A") semble ici
assez inappropriée compte tenu du mauvais conditionnement que présente habituellement
la matrice A. L’auteur propose d’utiliser la décomposition en valeurs singulieres : si
(ui,vi,0;) (1 <4< g, onsuppose A de rang ¢) est un systéme singulier de la matrice A,

et o > 05 > ...> 0, > 0, cette décomposition s’écrit :

q
_ t
A= E O;.U;.U;
i=1



Alors la solution prenant en compte les p premieres composantes singulieres est donnée

par :

Le cas ol toutes les composantes singuliéres sont utilisées (soit p = ¢) correspond au cas de
I’inverse généralisée, et, d’autre part, on force a 0 les valeurs négatives de p afin d’obtenir

une solution réalisable.

Lefkopoulos a testé cette méthode pour des faisceaux coplanaires équirépartis, avec
quatre pas angulaires A# différents. Il constate que le probleme est encore bien conditionné
pour Af = 40° : la solution optimale est alors donnée par I'inverse généralisée ; par
contre, le conditionnement de A (soit 0;/0,) augmente fortement lorsque A# diminue, et

on détermine alors p tel que la solution g, minimise le critere d’optimisation A.

4.2.2.2 Utilisation de l’algorithme de Cimmino

La méthode utilisée par Lefkopoulos est basée sur des arguments mathématiques et physi-
ques, mais pas médicaux : la dose obtenue peut, par endroits, s’éloigner suffisamment de
la dose désirée, et se révéler trop faible ou trop élevée. Censor ([CAPS8S8]) choisit une
formulation réaliste du probleme, consistant a fixer en chaque point une dose minimale
et une dose maximale (en pratique déterminées par le médecin). Le probléeme se résume

donc & déterminer ’existence du vecteur de pondération p tel que :

q
Z i=1...n
j=
0

j=1...q

|
IA

| \/

La méthode choisie par Censor pour résoudre ce probleme est 'algorithme itératif de

Cimmino. Si ’on écrit les inégalités linéaires précédentes sous la forme :
<ai,,u>§bi 1<t <n
on considere les hyperplans de R? :
Hi={peR/<d,p>=b} 1<i<n

et on attribue a chaque inégalité une pondération w; reflétant son importance. L’algorithme
de Cimmino (1938) consiste, si u* est le kieme itéré, a projeter y;, sur chacun des H;, et

*! comme étant le barycentre de ces projections munies des pondérations w;.

a définir p*
Censor utilise en fait une amélioration de cet algorithme, adaptée aux grands systemes

creux.

4.3 Formalisation mathématique

Comme nous avons pu le constater, il existe une grande variété d’approches de "optimisa-

tion dosimétrique, qui va de la formalisation la plus stricte du probleme de dosimétrie



inverse a des approches nettement plus tournées vers le coté médical. Notre travail étant -
en partie - effectué dans le cadre d’un projet de Radiothérapie Conformative de la prostate,
il était important de ne pas perdre de vue une éventuelle mise en ceuvre clinique et, donc, de

tenir compte des protocoles actuellement en place et des possibilités matérielles disponibles

au C.H.U. de Grenoble.

4.3.1 Choix du protocole

Nous avons décidé de nous placer dans le contexte d’un protocole “multi-faisceaux” (ou
“feux croisés”), qui est de loin le plus fréquent en radiothérapie externe. Dans ce cas, le
patient est irradié par ¢ faisceaux distincts de méme énergie. Chacun de ces faisceaux est

défini, dans un référentiel Ozyz lié au patient, par :
e la position de sa source;
e son axe orienté;

e sa section, définie dans un plan orthogonal & l'axe.

source

table de
traitement

Figure 4.3: Définition d’une balistique d’irradiation

Le faisceau Fj crée au point M(z,y, z) un débit de dose d;(z,y, z), exprimé en Gy /s,
constant pendant la séance de traitement, et pouvant étre calculé griace aux méthodes
indiquées au Chapitre 2. Lorsque le temps d’exposition (ou la pondération) de ce faisceau
est p;, la dose absorbée en M (z,y, z) sera p;d;(z,y,z). La dose totale correspondant a

I’exposition de tous les faisceaux sera donc :
4
(z,y,2 Z (z,y,2 (4.4)
ot on a noté p = (1, ..., 1) le vecteur contenant les pondérations.

La balistique du traitement sera donc définie par 'ensemble des faisceaux ainsi que

par les pondérations correspondantes. Un accélérateur linéaire (cf. Fig. 4.4) ne produit



généralement qu’un faisceau a la fois : le traitement consistera donc en ¢ irradiations

successives, dont 'effet radiobiologique est équivalent & ¢ irradiations simultanées.

table de traitement

Figure 4.4: Accélérateur linéaire : les 7 degrés de liberté permettent de nombreuses configurations.

4.3.2 Formulation du probléeme

Dans le cadre de la radiothérapie de la prostate, on distingue, suivant leurs exigences

dosimétriques, trois sortes de tissus :

e la tumeur prostatique (P) est la zone cible : d’apres le protocole n°22911 de 'EORTC
(European Organization for Research and Treatment of Cancer) actuellement pra-
tiqué a Grenoble, si le praticien prescrit une dose dp (de 10 & 14 Gy pour le traitement
localisé), alors, en tout point de cette zone cible, ’écart de la dose reque par rapport
a dp doit étre inférieur & 10%. Autrement dit, la dose recue doit étre comprise entre
Apin = 0,9dp et d,,.. = 1,1dp. Llefficacité du traitement dépend, en partie, de

I’homogénéité de la dose recue par la tumeur.

o la vessie (V) et le rectum (R) sont des tissus tres radiosensibles : la dose absorbée

doit étre aussi faible que possible.

e le reste des tissus sains (S) de la région pelvienne doit également étre protégé :

on impose a la dose de rester inférieure a une valeur dy;, afin d’éviter tout “point

chaud”.

Notre stratégie est de fixer au préalable, en tenant compte éventuellement de la
forme de la cible, le nombre de faisceaux et leur géométrie, puis de déterminer les pondéra-

tions optimales en fonction des contraintes dosimétriques que nous avons énoncé. 1l s’agit



maintenant de définir cette phase d’optimisation, qui consiste a exprimer notre probleme

comme minimisation d’une fonctionnelle J sur un ensemble de contraintes A :

(P)  minJ()

HEA

Nous avons défini la fonctionnelle J par :

Jw= Y (ar-Br(d) - Br(Fr(d)?) (4.5)

RE{PV,R}

Exr(f) est la moyenne de f sur la région R. agr et Oz sont des coefficients de
pondération permettant, d’une part, d’accorder plus ou moins d’importance a R par rap-
port aux autres régions, mais également d’obtenir un compromis entre la minimisation et

I’homogénéisation de la dose dans R. En effet :
e pour la prostate, en choisissant ap = Bp = 1, le terme correspondant dans J devient :
Ep(d,*) = (Ep(d,))” = 0p*(d,)
qui est la variance de dose sur la prostate : sa minimisation correspond & une

homogénéisation de la dose sur la zone cible.

e pour la vessie et le rectum, en choisissant ar = 0 et Sz = —1, la dose moyenne sur
R est minimisée. Cependant, ceci n’interdit pas des zones a forte dose. Pour g = 1
et Br = 0, le terme & minimiser n’est autre que (Ex(d,))” + or?(d,), ce qui permet

de minimiser et d’homogénéiser la dose sur R.

Nous avons donc choisi pour J une expression assez générale, les coeflicients ag et
[Or représentant des degrés de liberté pour le praticien, qui lui permettront éventuellement
de s’adapter aux divers cas de figure. On peut noter, d’apres (4.4), que J est une forme
quadratique. Afin de donner un sens a sa minimisation, il est donc indispensable qu’elle

soit positive. Pour cela, une condition suffisante sur les coefficients de pondération est :

VR € {P, V, R} aR Z 0 aR Z ﬁR (46)

Dans ce cas, on obtient en effet :

J(p)> Y. aror’(d,) >0

Re{PV,R}

Les contraintes sur p sont toutes linéaires :
o 20 (= Vie{l....q} ;20
o V(z,y,z)€ P Aimin < dy(z,y,2) < dimay
o V(z,y,z) €S dy(z,y,2) < dy

Le probleme (P) étant posé analytiquement, il est maintenant nécessaire de le dis-

crétiser afin de pouvoir le résoudre numériquement.



4.3.3 Discrétisation du probléme

Considérons une région R, dont on extrait les points (z;,y;, z;) (1 = 1...n). On appelle dﬁ
le vecteur de dimension n dont la iéme composante est la dose recue en (z;, y;, z;) lorsque

la pondération vaut p. D’apres (4.4), nous pouvons écrire :

Vi=1...n Z,u] (@i, iy 2i)

Ceci s’écrit matriciellement sous la forme :
R
dN = AR H
ol Ar est une matrice de dimensions n X ¢ telle que : (AR) =d;(z;,y, %)

On rejoint ainsi "approche discrete présentée au 4.2.2. Supposons la région R ho-
mogene, hypothese déja effectuée au Chapitre 2 : alors si les points (2, y;, z;) sont répartis

sur une grille tridimensionnelle réguliére, on peut approcher Ex(f) par :
1 n
= Z ACINT
n i=1

Ecrivons maintenant ’expression matricielle de la fonctionnelle J. Nous avons,
d’une part :

n

1
ER(duz) = ;Zdu(xhyhzi)z =

i=1

¢ 1 1
(dR) dR =~ (A )" (Ax ) = — s (Ar" Ar) p

3|

ol on a noté M la transposée de M.

Par ailleurs, notons 1,, le vecteur de dimension n dont toutes les composantes sont égales

a 1. Alors il vient :

2 L& 1 =) _ 1 r\" R
(ER(du)) = (Elzl du xwyzvzz ) = (E 1;du) = ﬁ (1;du) (1;du)
1
_2

1
1 Ar ) (1, A p) = i (AT Ar) p

ot J,, =11, est la matrice carrée de dimension n dont tous les éléments sont égaux a 1.

Nous obtenons donc finalement I’expression de J (cf. (4.5)) :
J(p) = p' Hy

avec !

H= Y (a—RARtAR— IR gt AR)



H est la matrice de la forme quadratique : elle est symétrique, de dimension ¢. Les

conditions (4.6) étant vérifiées, H est également une matrice positive.

Les contraintes s’expriment sous forme matricielle par :
o 1>0

4 dmin-]-np S AP,M S dmax-]-

np

[ ] AS,M S dM]-ns

que nous écrirons :

Cu<D

En définitive, il nous faut donc minimiser une forme quadratique sur un simplexe,
probleme classique que nous avons déja rencontré au 3.4.5.1. La matrice H étant posi-

tive, notre probleme admet une solution lorsque ’ensemble A des contraintes est non vide.

Précisons, de plus, la propriété suivante : soient ki, ko, k3 trois réels strictement
positifs. Posons H' = k1 H, C' = k', D' = k3D. Alors on montre sans difficulté que :

k
_ . . t / _ _2 _ . . t
1t est solution de C;ﬂg})/ u H'p kS,u est solution de CILIISI}) u Hy

Cette propriété nous permet d’affirmer que, lorsqu’on ne connait les matrices de
dose qu’a un coefficient multiplicatif prés (ce qui correspond aux méthodes habituelles
de calcul, cf. Chapitre 2), et, par ailleurs, lorsqu’on précise également les contraintes de
dose & un coefficient pres (la plupart du temps en pourcentages), la solution obtenue et la
solution “réelle” sont deux vecteurs liés. En pratique, ceci est suffisant car le traitement

est toujours précédé d’un étalonnage de ’accélérateur.

4.4 Mise en ceuvre

L’optimisation dosimétrique, telle qu’elle est décrite ci-avant, ne peut étre réalisée que
dans un large contexte informatique permettant d’intégrer les informations anatomiques
et dosimétriques. Le Service de Radiothérapie du C.H.U. de Grenoble possede un systeme
dosimétrique (“Scandiplan” de Scanditronix) destiné a 'usage des radiophysiciens, mais
n’offrant aucune possibilité d’interface avec le réseau informatique. La mise en ceuvre a
donc fait ’objet d’une programmation indépendante. Nous décrivons, dans un premier
temps, la démarche globale dans laquelle elle s’inscrit, avant de présenter les différents

résultats.



4.4.1 La démarche globale
4.4.1.1 Les données d’imagerie et leur pré-traitement

L’examen habituellement pratiqué avant une étude dosimétrique est la tomodensitométrie
(scanner) ou I'Imagerie par Résonnance Magnétique (IRM). Dans le cas du cancer de la
prostate, on acquiert une reconstruction de coupes transversales d’un patient allongé sur
le dos (position de decubitus dorsal). Ces coupes s’étendent du bas des ischions au bord
supérieur de la vessie ; dans notre cas, et ce afin d’obtenir un calcul de doses précis, elles
sont au nombre d’une centaine et la distance intercoupe est de 2 mm seulement. Leur

résolution est de 256 x 256 pixels.

Figure 4.5: Coupes transversales du bassin pour un patient supposé en decubitus dorsal. L’axe z

est généralement dirigé des pieds vers la tete.

Afin de noter la différence entre des images scanner et IRM, nous avons choisi deux
coupes se situant au méme niveau du bassin (cf. Fig. 4.6, cf. Fig. 4.7). L’emplacement et
la forme des différents organes dépendent évidemment de I'individu, mais les positions de

la prostate, de la vessie, et du rectum sont approximativement les suivantes :

QQ_

prostate tete

femorale
A

" rectum

Sur 'image scanner, la vessie apparait tres clairement grace a un produit de contraste
injecté au patient avant le traitement. Ce produit provoque toutefois quelques artefacts.
Par ailleurs, les os apparaissent en blanc alors que la reconstruction des tissus mous est
peu détaillée.

Pour ce qui est de 'image IRM, on notera par contre la tres bonne restitution de

tous les tissus mous : la prostate, la vessie, et le rectum y sont tres nets. On remarquera



Figure 4.6: Coupe scanner

Figure 4.7: Coupe IRM



également la couche graisseuse se situant sous la peau, qui, contrairement au scanner,

apparait de maniere tres contrastée.

L’IRM est manifestement ’examen le plus approprié pour la région prostatique : en
pratique, pour des raisons de disponibilité des appareils, c’est pourtant le scanner qui est

de loin le plus utilisé.
Les images doivent subir un pré-traitement ayant pour but de les interpréter :

e la segmentation consiste a déterminer, sur les coupes, les contours des différents

organes. C’est, de loin, ’étape la plus longue, et elle est faite de maniere :

— manuelle pour la prostate, la vessie et le rectum, ce qui représente environ une
cinquantaine de coupes. Ce travail tres délicat doit étre réalisé par un médecin.
Dans le cas de la prostate, en effet, le contour de la glande apparaissant tres

peu, le praticien sera parfois amené a utiliser son expérience pour le “deviner”.

— semi-automatique pour les contours du corps, donc sur toutes les coupes. Cette
segmentation est moins problématique car I'image présente un fort gradient au

niveau des contours recherchés.

Figure 4.8: Reconstruction du bassin et de différents organes par segmentation ; on distingue, sur

cette image, la vessie (qui cache la prostate) et le rectum.

e & chaque contour est associée une carte binaire, de méme format que I'image, et
qui vaut 1 a 'intérieur du contour, 0 a I’extérieur : on acceéde ainsi a une description
volumique des différents organes. Ceci est notamment indispensable dans le cas du

corps, afin de réaliser la correction d’obliquité du calcul de dose (cf. 2.3.3)



4.4.1.2 Le choix des faisceaux

Il est nécessaire, afin de définir I’ensemble des faisceaux, de se fixer un référentiel lié au

patient :

e 'origine est habituellement confondue avec le point de concours des différents fais-
ceaux. Nous avons choisi de placer ce point au centre de la plus petite boule con-
tenant la prostate, qui se trouve ainsi bien “ciblée”. L’algorithme que nous avons

développé au Chapitre 3 permet de déterminer cette origine sans probleme.

e on conserve naturellement les azes définis par ’examen scanner ou IRM (cf. Fig. 4.5).

Il s’agit ensuite de fixer le nombre de faisceaux (concentriques, d’énergie 25 MeV),

ainsi que leur géométrie :

e sur un accélérateur linéaire, la source est toujours située a 1 m de I'isocentre. Dans le
référentiel Ozyz lié au patient, elle peut donc étre repérée en coordonnées sphériques,
par le couple (8, ¢) (cf. Fig. 4.9). En pratique, un ensemble de sources sera souvent
défini par le produit cartésien de deux subdivisions de [0,in, 0maz] €t [©mins Pmaz]
{6;} x{¢;} (i=1...n5, j = 1...0n,). Par exemple, le traitement classique de ¢

faisceaux coplanaires équirépartis correspond a :
- Omzn = Omax =0
- S‘sznzo S‘QmaxZQﬂ- SO]:_] (jzlq)

e les axes sont tous dirigés de la source vers I'isocentre.

S (source)

Figure 4.9: Definition d’un faisceau par rapport au bassin du patient.

e pour ce qui est de la section des faisceaux, nous avons envisagé plusieurs possibilités :

— une section circulaire, de diametre 7 cm a l'isocentre : pour ce faisceau, nous
avons construit, a partir de mesures expérimentales, un modele de calcul de dose
(cf. 2.4). Un tel protocole, composé de faisceaux a section identique, présente

I’avantage de ne nécessiter qu’un seul cache.



— une section rectangulaire, de taille adaptée a la forme de la cible. On utilise ici

la méthode dite de “Beam Eye View” (BEV), qui consiste, pour un faisceau,
a travailler sur 'image de la cible telle qu’on la verrait depuis la source. On
détermine sur cette image, qui est orthogonale a ’axe du faisceau, le rectangle
d’aire minimale qui contient la cible (cf. Fig. 4.10 (a)). Le calcul de la dose se fait
par la méthode de Clarkson. De tels faisceaux peuvent étre réalisés sans cache
focalisé, avec le seul diaphragme, rectangulaire et réglable, de l'accélérateur
linéaire.

une section polygonale, de forme adaptée a la cible. On se base a nouveau sur le
BEV pour déterminer automatiquement un polygone satisfaisant (cf. Fig. 4.10
(b)). Ces faisceaux peuvent étre réalisés avec un cache focalisé, mais il est hors
de question, en pratique, de réaliser plus de 4 ou 5 caches différents pour un
méme patient (n’oublions pas, de plus, que ces caches doivent étre interchangés
pendant la séance de traitement!). Cependant, le collimateur multilames, dont
la forme est réglable, représente une solution technologique tout a fait adaptée a

notre approche. Il n’est toutefois pas encore disponible au C.H.U. de Grenoble.

@ (b)

Figure 4.10: Choix d’un faisceau de section rectangulaire (a) ou polygonale (b) sur une image de

Beam Eye View.

4.4.1.3 L’optimisation

Elle se déroule en plusieurs étapes :

la détermination, pour chaque région R, de ng points sur une grille tridimensionnelle

réguliere. Habituellement, ng varie entre quelques centaines et quelques milliers;
le calcul des matrices de dose Ax;

le choix des doses de prescription dp et dy;

le choix des coefficients ar et Ox;

le calcul de H, matrice de la forme quadratique .J, ainsi que des matrices C' et D

représentant les contraintes;

la détermination des pondérations optimales en utilisant la librairie IMSL. 1l peut

n’y avoir aucune solution lorsque les contraintes ne sont pas réalisables.



Les deux premieres étapes sont les plus longues. Cependant, pour un méme patient,
elles ne sont réalisées qu’une fois, et il est ensuite possible de tester la qualité des résultats
suivant les doses de prescription et les coefficients de pondération de la fonctionnelle.

Par ailleurs, on ne conserve, apres 'optimisation, que les temps d’exposition signi-

ficatifs : ainsi, nous avons décidé de tronquer les p; tels que :

1 q
i <0,01.§Zuj

j=1
4.4.1.4 L’évaluation des résultats

Apres avoir calculé les pondérations optimales, il est indispensable, pour le praticien, de
pouvoir juger la distribution de dose correspondante afin de s’assurer qu’elle lui convient,
ou, éventuellement, de "améliorer en changeant certains parametres. Nous avons employé,

pour évaluer les résultats :

e le calcul des doses minimale, maximale, moyenne, ainsi que ’écart-type de dose

pour la prostate, la vessie, et le rectum.

e la représentation de I'histogramme dose-volume cumulé pour les mémes ré-
gions. Si 'on considére une région R et une distribution de dose d, I’histogramme

correspondant est défini par la fonction /' suivante :

F: R, —s [0,1]
t— F(t) =

ou :
Vo= {(2) € RYd(r.2) > 1)
w(A) est le volume de A.

Ainsi, F'(t) est le pourcentage, en volume, de points recevant une dose supérieure
at. I'(0) = 1, la fonction I est décroissante, et elle vaut 0 pour toute valeur de ¢
supérieure a la dose maximale sur . On montre également que I’aire couverte par

Phistogramme (soit fF*° F(t)dt) est la dose moyenne sur la région R.

L’histogramme dose-volume permet d’apprécier la répartition de la dose sur un or-
gane. Pour ce qui est de la prostate, par exemple, nous avons représenté Figure 4.11
I’histogramme idéal, qui correspond a une dose uniforme et égale a la dose de pres-

cription dp.

e la visualisation des isodoses : habituellement, elle se fait sur les coupes d’origine,
en particulier la coupe isocentrique lorsque les faisceaux sont coplanaires. Dans

notre cas, la distance intercoupe étant de 2 mm seulement, nous avons pu obtenir,



volume (%)

100

0 dp dose

Figure 4.11: Représentation de ’histogramme dose-volume cumulé correspondant a une dose uni-

forme égale a dp.

par simple interpolation, une reconstruction satisfaisante de coupes sagittales et

frontales, et visualiser les courbes isodoses sur ces coupes.

e une représentation tridimensionnelle du patient, des différents organes, et d’une
surface isodose, effectuée & partir de la totalité des contours. Ce dernier outil est
cependant complémentaire, et ne permettrait pas, a lui seul, de juger véritablement

la dosimétrie.

4.4.2 Les résultats

Dans cette partie, nous testons notre méthode d’optimisation en 'appliquant dans divers
cas de figure. Nous nous placons, dans un premier temps, dans le contexte du protocole
actuellement en place pour les irradiations de la prostate. Nous étudions ensuite 'influence
de la géométrie des faisceaux sur la dosimétrie avec, entre autres, les faisceaux conformatifs
(a section rectangulaire et polygonale), dont la géométrie est adaptée a celle de la cible.
Nous observons enfin I'influence des différents parametres (coefficients de pondération de

la fonctionnelle J, doses de prescription).

Nous nous sommes limités, pour les tests, a des faisceaux coplanaires (# = 0). En
effet, le nombre de coupes, bien que déja tres élevé, est insuffisant pour permettre le calcul
informatique de la correction d’obliquité dans le cas d’incidences réellement significatives
(par exemple § = 10°). Néanmoins, il ne fait aucun doute que ce type de probleme sera

bientot résolu avec 'amélioration des moyens d’imagerie.

Notons enfin que nous avons fixé, dans tous les cas, la dose de prescription : dp = 100
(cf. page 113). Ainsi, la dose reque en tout point de la prostate doit étre comprise entre
diin = 90 et dpe, = 110. La dose maximale recue par les tissus sains (dy) reste, par

contre, un parametre du probleme d’optimisation.

4.4.2.1 Le traitement actuel

Rappelons que le traitement actuellement pratiqué pour les cancers localisés de la prostate

comporte quatre champs carrés de 9 cm de co6té a Iisocentre : un champ antéro-postérieur,



un champ postéro-antérieur, et deux champs latéraux. Habituellement, les physiciens ajus-
tent les pondérations en procédant par essais successifs ; cependant, ils avouent eux-méme
ne pas y accorder une tres grande importance, car il est flagrant que la taille des champs

ne permet pas d’épargner la vessie et le rectum.

Nous avons, pour ces faisceaux, utilisé notre méthode afin de déterminer les pondéra-

tions optimales. Les parametres choisis sont les suivants :
eap=fp=1ayr=ar=0,0v =0r=-1

e dy = 60 (pour dy; < 60, les contraintes ne peuvent étre satisfaites).

On obtient ainsi quatre faisceaux dont les pondérations, qui varient entre 1,8 et 3,
sont donc du méme ordre de grandeur. Les résultats dosimétriques (cf. Table 4.1) mon-
trent, d’une part, une tres grande homogénéité de dose sur la prostate. Ce point est donc
positif pour efficacité du traitement, mais n’est guere étonnant au vu de la taille des
faisceaux. Cependant, on constate également I’énorme inconvénient de ces faisceaux de
grandes dimensions, qui menent a une dose élevée sur la vessie et, surtout, le rectum. Pour
ce dernier, la dose moyenne s’approche en effet dangereusement de la dose de prescription,
ce qui explique clairement les inflammations qui accompagnent systématiquement ce pro-

tocole de traitement.

Nous avons, par ailleurs, représenté les différents histogrammes dose-volume (cf.
Fig. 4.13). Sur I'axe des abscisses, les doses y sont normalisées par rapport a la dose
maximale. On note que ’histogramme de la prostate se rapproche du cas idéal, et que la

vessie est plus épargnée que le rectum.

La représentation des isodoses sur la coupe isocentrique (cf. Fig. 4.14) traduit bien,
enfin, la forme carrée et les directions des champs, et permet de juger, partiellement,
la distribution de dose. Notons que la vessie n’apparait pas sur cette coupe, assez basse.
L’isodose a 90, la plus “serrée” autour de la zone cible, déborde toutefois largement autour.
Il apparait donc clairement que c’est en adaptant la géométrie des faisceaux que 'on

parviendra a une amélioration dosimétrique.

4.4.2.2 Influence de la géométrie des faisceaux

Pour 16 faisceaux coplanaires équirépartis, nous avons cherché a déterminer 'influence
de la section des faisceaux (circulaire, rectangulaire, polygonale) sur I'optimisation de la
pondération. Pour cela, nous avons conservé, pour les coeflicients ag et gz, les mémes
valeurs qu’au 4.4.2.1. Nous avons, par contre, choisi dy; = 40, ce qui était impossible dans

le cas précédent.

On obtient ainsi de 11 a 13 pondérations non nulles. La principale différence entre

ces faisceaux et ceux utilisés précédemment est leur plus petite taille. Ainsi, la premiere



section | section section section
carrée | circulaire | rectangulaire | polygonale
prostate | minimum 90 90 90 90
maximum 93,7 108,4 110 110
moyenne 91,3 103 106,5 106,3
écart-type 0,7 3 4.6 4
vessie minimum 3,5 2,1 2,2 2,2
maximum 92,5 95,3 45,7 59,3
moyenne 48,8 16,4 5,7 6,4
écart-type | 33,6 20,8 8 9,6
rectum | minimum 3,3 2,1 2,2 2,2
maximum 90,9 101 110 108,7
moyenne 72,5 44 8 50,8 35,1
écart-type | 26,3 33,9 39 31

Table 4.1: Valeurs caractéristiques de la dosimétrie pour les différents organes et faisceaux.

conséquence est la relative perte d’homogénéité de dose au niveau de la prostate (cf. Ta-
ble 4.1), que I'on peut constater également, sur les histogrammes dose-volume, par des
courbes plus “lisses” (cf. Fig. 4.15, Fig. 4.16, Fig. 4.17). Par contre, la dose sur la vessie
et le rectum est nettement plus faible que dans le cas de 4 champs carrés. On constate
ainsi que, pour la vessie, la meilleure solution est la section rectangulaire, alors que pour
le rectum, c’est la section circulaire. De maniere générale, il est clair que le meilleur com-

promis est la section polygonale, qui permet réellement de wviser la cible.

La représentation des courbes isodoses sur la coupe isocentrique (cf. Fig. 4.18,
Fig. 4.19, Fig. 4.20) permet également d’apprécier la dosimétrie. On notera ainsi que,
dans le cas de la section circulaire, I'isodose a 105 et le maximum de dose sont décalés par
rapport a la cible. Pour la section polygonale, par contre, cette isodose est quasiment con-
fondue avec le contour de la cible, ce qui prouve une tres bonne qualité d’irradiation. En
comparaison avec les champs carrés (cf. Fig. 4.14), le progres est appréciable. Nous avons
complété cette image par la représentation de courbes isodoses sur les coupes isocentriques
sagittale (cf. Fig. 4.21) et frontale (cf. Fig. 4.22), ce qui permet de confirmer que la vessie

et le rectum sont épargnés.

Nous avons enfin représenté, pour les trois géométries différentes, la dose dans le
plan isocentrique transversal (cf. Fig. 4.23, Fig. 4.24, Fig. 4.25). On remarque, dans
chacun des cas, trois directions privilégiées (correspondant a six faisceaux) qui semblent
indépendantes de la géométrie. 1l semblerait donc que, dans le souci de se maintenir dans
un protocole tres simple, une telle stratégie “en étoile” soit préférable a la stratégie “en

croix” pratiquée habituellement.



4.4.2.3 Influence des différents parameétres

Considérons 32 faisceaux coplanaires a section rectangulaire : notre but, ici, est d’évaluer
le role des coefficients de pondération o et Gz d’une part, de la dose maximale dj; im-

posée aux tissus sains d’autre part.

En premier lieu, lorsque ’on optimise les pondérations pour les mémes valeurs de
ar et fr que précédemment, et pour dy; = 40, les résultats pour 32 faisceaux sont quasi-
ment identiques a ceux obtenus pour 16 faisceaux. Ainsi, les performances ne peuvent étre

améliorées indéfiniment en augmentant le nombre de faisceaux.

Nous avons ensuite constaté que, pour une valeur donnée de djs, les résultats
dosimétriques ne changent pas de maniere significative lorsque 'on fait varier les coef-

ficients ar et Ox.

Par contre, lorsque 'on augmente dy;, ce qui signifie “étendre” I’ensemble A sur
lequel la fonctionnelle J est minimisée, les résultats se trouvent alors améliorés. Ainsi, la
courbe représentant la dose moyenne recue par le rectum en fonction de dy; est décrois-
sante (cf. Fig. 4.12).
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Figure 4.12: Représentation de la dose moyenne recue par le rectum en fonction de la dose dys

(ap=pp=1,ay =ar=0, fy = fr = —1).

En pratique, il appartiendra au praticien de choisir, selon le patient, la dose dy;,
qui permet ainsi de réaliser un compromis entre la dose recue par les tissus radiosensibles

(vessie, rectum) et par ceux qui ne le sont pas.



4.5 Conclusion

Les résultats précédents montrent que 'on peut aisément améliorer le traitement actuel de
la prostate en adaptant la géométrie et les dimensions des différents faisceaux a la cible.
Nous avons constaté une nette amélioration pour des champs circulaires et rectangulaires,
mais la meilleure solution est incontestablement celle des champs a section polygonale, qui
peuvent étre créés par un collimateur multilames.

Rappelons, toutefois, que la grande taille des champs utilisés actuellement a pour
but de remédier, d’une part, au positionnement approximatif du patient sur la table de
traitement, d’autre part, a ses mouvements incontrolés. Ces deux problémes doivent donc
étre parfaitement résolus afin de permettre une mise en ceuvre clinique de protocoles uti-
lisant des champs de plus petite taille. Pour cela, I’équipe de Radiothérapie Conformative
du C.H.U. de Grenoble a prévu un repositionnement par échographie accompagné d’une

contention du patient au niveau des membres inférieurs ([TMB*93]).
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Figure 4.13: Histogrammes dose-volume pour 4 faisceaux carrés de 9 cm a ’isocentre.

Figure 4.14: Isodoses & 30, 45, 60, 90 pour 4 faisceaux carrés de 9 cm a 'isocentre.
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Figure 4.15: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux & section circulaire.
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Figure 4.16: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux & section rectangulaire.
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Figure 4.17: Histogrammes dose-volume pour des faisceaux & section polygonale.



Figure 4.19: Isodoses & 30, 45, 60, 90 et 105 pour des faisceaux & section rectangulaire.

Figure 4.20: Isodoses a 30, 45, 60, 90 et 105 pour des faisceaux a section polygonale.



Figure 4.21: Tsodoses & 30, 60, 90 et 105 pour des faisceaux & section polygonale (reconstruction

sagittale).

Figure 4.22: Tsodoses & 30, 60, 90 et 105 pour des faisceaux & section polygonale (reconstruction

frontale).



Figure 4.23: Représentation de la dose sur la coupe isocentrique (section circulaire).

Figure 4.24: Représentation de la dose sur la coupe isocentrique (section rectangulaire).

Figure 4.25: Représentation de la dose sur la coupe isocentrique (section polygonale).






Conclusion

Comme le lecteur a pu le constater, le probleme de 'optimisation des balistiques d’irra-
diation est un sujet tres éclectique puisqu’il nous a confrontés a des domaines aussi variés
que les mathématiques, I'informatique, la radiophysique et, dans une moindre mesure, la

médecine.

La dosimétrie directe, qui consiste, pour une balistique donnée, a calculer la dose en
un point d’un objet irradié, nous a donné ’occasion, d’une part, d’implémenter la méthode
de Clarkson, et, ainsi, de saisir toute la complexité de I'interaction des rayonnements
avec la matiere. Par ailleurs, nous avons employé, afin de construire le modele de dose
d’un faisceau donné, une méthode utilisant des fonctions spline tridimensionnelles et qui
pourrait étre généralisée a des dimensions supérieures.

Nous avons retenu de cette partie la comparaison entre les différentes méthodes de
calcul de dose : si les méthodes a dominante mathématique et informatique sont plus
rapides, elles ne peuvent prendre en compte qu’un nombre insuffisant de parametres. La
puissance de calcul des ordinateurs augmentant de maniere réguliere, il ne fait aucun doute
que les méthodes physiques, avec Clarkson, les kernels, puis Monte Carlo, sont vouées a

prendre le dessus.

L’étude détaillée du probleme de la plus petite boule englobante ne prenait pas place
naturellement dans notre sujet. Cependant, elle nous a permis de nous consacrer entiere-
ment aux mathématiques. Ainsi, dans le cas multidimensionnel, nous avons caractérisé la
solution de ce probleme et sommes parvenus & un algorithme convergeant en un nombre
fini d’itérations. Nous avons montré que cet algorithme peut étre interprété de maniere
géométrique d’une part, de maniere analytique d’autre part, en utilisant les outils du cal-
cul sous-différentiel. Nous avons ainsi pu constater combien ces domaines peuvent étre

proches.

La définition de 'optimisation d’un traitement radiothérapique est tres subjective.
Afin de faciliter une éventuelle mise en ceuvre, nous nous sommes placés dans le cadre
d’un protocole multi-faisceaux, dont la forme peut étre pré-déterminée en fonction de la
cible. Nous avons veillé ensuite a ce que notre formulation du probleme reste aussi proche
que possible des souhaits exprimés par les praticiens. Mathématiquement, ceci nous a

mené a la minimisation d’une forme quadratique sous contraintes linéaires, qui fournit
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les pondérations des différents faisceaux. Les meilleurs résultats sont obtenus pour des
faisceaux a section polygonale, qui nécessitent I'utilisation d’un collimateur multilames.
Les dosimétries correspondantes montrent, par rapport aux traitements actuels, une tres
nette baisse des doses recues par la vessie et le rectum tout en maintenant une bonne

homogénéité de dose sur la prostate.

La mise en place de notre méthode devra, comme tout protocole radiothérapique,
étre précédée d’une validation clinique. La radiothérapie est un domaine de la médecine ou
les résultats cliniques ne peuvent étre jugés ni tres rapidement, ni tres clairement. Il sera
donc indispensable de confier a un médecin une étude clinique approfondie, comportant un
nombre important de patients afin d’obtenir des données statistiques fiables. C’est alors

que Pefficacité de notre protocole pourra étre réellement évaluée.
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