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164 CHAPITRE 6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

qui force les sommets ous dont un des p�eres devient ou, �a choisir leur p�ere d�e�nitif.
Des strat�egies ont �et�e cr�e�ees pour �eviter la formation de r�egions d�econnect�ees dans
la pyramide oue.

Toutes les proc�edures restent parall�elisables et l'ordre d'�evaluation des �el�ements
des graphes repr�esentant les plusieurs niveaux de la pyramide n'a pas d'importance.

Par rapport �a la pyramide irr�eguli�ere stochastique, nous avons remarqu�e que la
pyramide oue traite plus ais�ement les images textur�ees. La r�eduction de l'inuence
du bruit se fait grâce �a la possibilit�e qu'a un sommet de repousser la d�ecision d'atta-
chement d�e�nitif. Les entit�es allong�ees sont mieux d�etect�ees, mais il n'a pas d'am�e-
lioration signi�cative lorsque les images test�ees sont bien contrast�ees.

Il existe encore plusieurs points d'int�erêt concernant la pyramide irr�eguli�ere oue
qui m�eritent d'être �etudi�es plus attentivement, comme par exemple : l'exploitation
des crit�eres autres que les niveaux de gris (surface, texture, ...), la mise �a jour
de voisinages, l'automatisation du choix des param�etres de \fuzzi�cation" et de
\d�efuzzi�cation" ainsi que l'extension des mesures classiques au cas ou (surface,
p�erim�etre, compacit�e, ...).

Nous remarquons que, comme toute pyramide de graphe, la pyramide oue a
des di�cult�es �a traiter les informations de contour. Une coop�eration r�egion/contour
pour la d�etection de fronti�eres oues semble être l'un des points les plus importants
�a d�evelopper.

Le processus de post-segmentation fond�e sur l'accumulation de r�esultats des py-
ramides des graphes est adapt�e �a la pyramide oue ; l'int�egration d'une proc�edure
de multi-r�esolution plus riche, avec l'apport de l'accumulation de r�esultats des py-
ramides oues, peut aussi être prometteuse.

Nous pouvons encore citer la possibilit�e de la g�en�eralisation au cas 3D ainsi que
l'exploitation avec l'existant (coop�erations avec des techniques de seuillage dans le
but de d�eterminer automatiquement le seuil global ou de fournir des informations
de contours, par exemple).

Il est vrai que, malgr�e les progr�es faits ces derni�eres ann�ees dans le domaine
de l'analyse d'images, nous ne sommes pas encore arriv�es �a mettre au point une
technique de segmentation adapt�ee �a tous les types d'images. Dans ce travail, un
pas de plus a �et�e fait dans une direction qui pourra, peut être, aporter une solution
�a ce genre de probl�eme.



Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons �etudi�e l'introduction de la logique oue dans les pro-
cessus de segmentation d'images. Des techniques de premier et de deuxi�eme ordres
ont �et�e pr�esent�ees et appliqu�ees �a plusieurs images. Les techniques de premier ordre
ont �et�e abord�ees au chapitre 3. Lors de la pr�esentation de ce chapitre, nous avons
fait un survol des m�ethodes classiques traditionnelles et nous les avons compar�ees
avec des techniques utilisant la logique oue.

Deux m�ethodes fond�ees sur l'entropie oue ont �et�e d�evelopp�ees. Une coop�eration
entre ces m�ethodes et l'entropie adapt�ee classique a �et�e propos�ee pour la segmen-
tation d'images cytologiques. Cette coop�eration s'av�ere robuste au bruit et fournit
de meilleurs r�esultats, pour les images cytologiques, que toute autre technique, de
premier ou deuxi�eme ordre, pr�esent�ee dans ce travail.

L'�etude des propri�et�es des mesures propos�ees, ainsi que leurs g�en�eralisations pour
k classes nous semble être un sujet d'extrême int�erêt.

Dans le chapitre 4, nous avons pr�esent�e les m�ethodes de segmentation de deuxi�eme
ordre, utilisant la notion de pyramide. Les pyramides irr�eguli�eres ont �et�e �etudi�ees et
leur support th�eorique, fond�e sur la th�eorie de graphes, a �et�e formalis�e.

L'introduction d'un facteur d'incertitude dans le processus de segmentation, fond�e
sur la pyramide de graphes, a �et�e propos�ee au chapitre 5. Cela se fait �a l'aide des
sommets ous, qui peuvent retarder leur choix d'un p�ere. Ces sommets resteront donc
attach�es �a tous leurs p�eres potentiels jusqu'�a ce qu'ils puissent d�ecider d�e�nitivement
de leur a�ectation. Ce type d'attachement donne naissance aux fausses adjacences
dans le graphe repr�esentant chaque niveau de la pyramide. Ces adjacences non r�eelles
sont r�ealis�ees par les arêtes oues, qui �a leur tour, permettent que, dans les zones
les plus homog�enes de l'image, le taux de fusion soit sup�erieur �a celui des zones
d'homog�en�eit�e inf�erieure.

Les possibilit�es de mesurer l'homog�en�eit�e des fusions obtenues au moyen des
arêtes oues sont nombreuses. On a pr�esent�e deux mani�eres de r�ealiser cette tâche,
fond�ees sur la variance et sur la somme des di��erences des niveaux de gris. Il serait
int�eressant de prendre en compte la surface des r�egions lors de la d�etermination de
l'homog�en�eit�e associ�ee �a chaque arête oue.

La propagation de l'incertitude dans la pyramide est contrôlable grâce �a la r�egle

163
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Proc�edure 12 It�eration k0

1. POUR TOUT sommet F ou FAIRE

Choix de P prov(F ) ;

SI (le seuil sdefuzz est satisfait ou F est le sommet le plus âg�e d'une châ�ne
oue ou c'est la derni�ere it�eration) ALORS

P (F ) = P prov(F ) ;

SINON

age flou[F ] = age flou[F ] + 1;

FIN SI

2. �Eliminer les voisins ous des sommets ous (proc�edure 1) ;

3. POUR TOUT sommet F ou FAIRE

SI (F reste ou) ALORS

age flou[F ] = age flou[F ] + 1;

mettre �a jour P (F ) ;

SINON

F est marqu�e pour mourir ;
�Eliminer la clique oue engendr�ee par F (proc�edure 6) ;

Transformer en arêtes r�eelles celles entre P (F ) et les autres p�eres de F
(proc�edure 8) ;

Transmettre les attributs de F au p�ere choisi (�equations 5.34 �a 5.36) ;

F est marqu�e pour mourir ;

FIN SI

4. Recalculer les attributs des sommets (voir section 5.10) ;

5. Reconstruction des cliques engendr�ees par les sommets ous et les nouveaux
ous ;

6. Refaire les graphes d'adjacence et de similarit�e (voir section 5.10) ;
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Proc�edure 11 It�eration k - Continuation

3. POUR TOUT sommet F ou FAIRE

Enlever les attributs transmis aux p�eres (�equations 5.25 �a 5.27) ;

SI (jflux[F ]j> 0) ALORS

choix d'un ux par F ;

P (F ) = S tel que le ux choisi va vers S ;

POUR TOUT sommet VM 2 P (F ) qui vient de mourir FAIRE

SI (P prov(VM) = P (F )) ALORS

P (VM) = P prov(V M) ;

VM est marqu�e pour mourir ;

SINON

P prov(V M) = NULL ;

VM est marqu�e pour devenir ou ;

FIN SI

F est marqu�e pour mourir ;
�Eliminer la clique oue engendr�ee par F (proc�edure 6) ;

Transformer en arêtes r�eelles celles entre P (F ) et les autres p�eres de F
(proc�edure 8) ;

Transmettre les attributs de F au p�ere choisi (�equations 5.31 �a 5.33) ;

SINON

Faire la mise �a jour de P (F ) ;

FIN SI

4. Chaque sommet VM tel que P prov(V M) = P (V M) passe ses attributs �a son
p�ere (�equations 5.37 �a 5.39) ;

5. Reconstruction des cliques oues par les sommets ous et les nouveaux ous ;

6. Recalculer les attributs des survivants (voir section 5.10) ;

7. Refaire les graphes d'adjacence et de similarit�e (voir section 5.10) ;

8. Les sommets marqu�es deviennent ous ou morts selon leurs marques ;
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Proc�edure 9 Mise �a jour du voisinage des p�eres d'un sommet F qui reste ou

POUR chaque P (Pi(F )) 6= P (Pj(F )) FAIRE

cr�eer l'arête }(P (Pi(F )); F; P (Pj(F ))) ;

FIN POUR

Proc�edure 10 It�eration k - Premi�ere partie

1. POUR TOUT sommet F ou FAIRE

jflux[F ]j = 0 ;

somme flux[F ] = 0 ;

max flux[F ] = 0 ;

2. POUR TOUT sommet VM qui vient de mourir FAIRE

Choisir P prov(V M) ;

SI (le seuil sfuzz n'est pas satisfait) ALORS

P prov(V M) = NULL ;

VM est marqu�e pour devenir ou ;

SINON

SI (le lien entre VM et P prov(V M) utilise un sommet ou F ) ALORS

jflux[F ]j = jflux[F ]j+ 1 ;

SI (�A[}(VM;F; P prov(V M))] > max flux[F ]) ALORS

max flux[F ] = �A[}(VM;F; P prov(V M))] ;

FIN SI

SINON

P (VM) = P prov(V M) ;

VM est marqu�e pour mourir ;

FIN SI

FIN SI

Aller �a la proc�edure 11 (page 160).
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Proc�edure 7 �Evaluation du voisinage de chaque sommet VM

POUR chaque �el�ement de �(V M) FAIRE

SI (cet �el�ement est un sommet survivant S 6= P (VM)) ALORS

SI (�A(VM;S) = 1) ALORS

SI (S =2 �(P (V M)) ou �A(S; P (VM)) < 1) ALORS

cr�eer l'arête r�eelle (P (V M); S) ;

FIN SI

SINON

SI (�A(VM;S) < 1 et F r�ealisant le lien reste ou) ALORS

cr�eer l'arête oue }(P (V M); F; S) ;

FIN SI

FIN SI

SINON

SI (cet �el�ement est un sommet VM 0 et P (VM 0) 6= P (V M)) ALORS

SI (�A(VM;V M 0) = 1) ALORS

cr�eer l'arête r�eelle (P (V M); P (V M 0)) ;

FIN SI

SINON

SI (�A(VM;V M 0) < 1 et F r�ealisant le lien reste ou) ALORS

cr�eer l'arête oue }(P (V M); F; P (VM 0)) ;

FIN SI

FIN SI

FIN SI

FIN POUR

Proc�edure 8 Mise �a jour du voisinage des p�eres d'un sommet ou F qui a d�ecid�e

POUR chaque P (Pi(F )) tel que P (Pi(F )) 6= P (F ) FAIRE

cr�eer l'arête (P (Pi(F )); P (F )) ;

FIN POUR
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La baisse de r�esolution dans les zones les plus homog�enes est plus rapide que
dans les autres zones. Cela s'explique par le fait que, dans ces zones, il y a beaucoup
plus de sommets ous, ce qui entrâ�ne des fusions multiples g�en�er�ees par les ux
privil�egi�es par les sommets ous.

Les graphes ous ne sont pas forc�ement planaires mais ils sont simples car seule
l'arête la plus forte entre deux sommets quelconques survit. Les autres sont �elimin�ees.
De toute fa�con, les graphes trait�es dans les pyramides, oues ou non, sont toujours
�nis.

Un sommet ou F peut choisir un autre ou F 0 comme p�ere. Une situation
classique qui oblige cela est celle ou tous les p�eres du sommet F deviennent ous. Or,
dans la deuxi�eme partie de l'it�eration, le sommetF sera oblig�e de prendre sa d�ecision
car il est forc�ement le plus âg�e d'une ou plusieurs châ�nes oues. Les attributs des
sommets ous changent au fur et �a mesure que la pyramide est construite.

La convergence de la pyramide oue est assur�ee par le fait que les ensembles
de survivants d�ecroissent �a chaque it�eration. Lorsque tous les sommets ous sont
oblig�es de d�ecider, le nombre de sommets baisse, on est donc oblig�e de terminer,
dans le pire cas, avec un seul sommet survivant. Le nombre d'it�erations dans une
pyramide oue est du même ordre que celui de la pyramide irr�eguli�ere.
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5.15 Commentaires

Le crit�ere qui oblige la prise de d�ecision d�e�nitive du sommet ou le plus âg�e d'une
châ�ne oue est en fait un crit�ere de contrôle naturel qui empêche la propagation de
l'incertitude dans la pyramide oue. Il est aussi possible de forcer un sommet ou
�a choisir un p�ere lorsqu'il arrive �a un certain âge. Ce deuxi�eme facteur de contrôle
est moins naturel que le premier. Une troisi�eme id�ee peut être utilis�ee : lorsqu'un
sommet ou atteint un certain âge, s'il ne peut pas choisir son p�ere il se transforme
en un sommet survivant. Cette strat�egie ne serait qu'une \correction" du crit�ere de
choix des survivants. Finalement, une autre mani�ere de contrôler l'incertitude dans
la pyramide oue vient de l'obligation du choix d'un p�ere par les sommets ous lors
du dernier niveau.

Lorsqu'un sommet ou F favorise un ux vers un survivant S, il est n�ecessaire
de r�ealiser les liens du type }(VM;F; S) tels que P prov(V M) = S et de trans-
former les sommets VM 0 li�es au survivant S0 au moyen de }(VM 0; F; S0) tels que
P prov(V M 0) = S; S 6= S0 en sommets ous. Il est possible de consid�erer ce type
de situation autrement. Chaque sommet VM 0 qui choisit un p�ere non favoris�e par
le ux aurait la possibilit�e de s'attacher �a son voisin survivant plac�e en deuxi�eme
position de similarit�e. Pour cela chaque sommet choisit son p�ere provisoire et son
p�ere rempla�cant. Ce deuxi�eme peut devenir le p�ere d�e�nitif si le premier n'est pas
favoris�e par le ux du sommet ou et si l'attachement entre VM 0 et P rempl(VM 0)
peut se r�ealiser sans probl�emes.

Les changements apport�es par l'introduction des sommets et arêtes oues dans
la pyramide irr�eguli�ere n'empêchent pas que des proc�edures de post-segmentation
(consensus, taille minimale des r�egions, etc.) soient utilis�ees apr�es la �n de l'al-
gorithme. Cela est dû au fait qu'�a l'apex de la pyramide oue, tous les sommets
ous disparaissent ainsi que les arêtes oues. Nous pouvons, d'une certaine fa�con,
consid�erer que ce qui vient apr�es la \derni�ere it�eration" est d�ej�a une proc�edure de
post-segmentation puisque les changements apport�es par les it�erations suppl�emen-
taires ne sont que locaux.

L'existence de sommets ous entrâ�ne la cr�eation de fronti�eres oues entre les
r�egions. Cela parce que les fronti�eres entre les p�eres des sommets ous ne sont
pas bien d�e�nies. Pour cette raison, lorsqu'on utilise une coop�eration du type \r�e-
gions/contours" qui �evolue parall�element avec le graphe d'adjacence entre les r�egions,
il est n�ecessaire de consid�erer aussi les arêtes oues. Cela se traduit par l'utilisation
d'un �el�ement de contour �A(A;B)� � dans la pyramide oue �a la place de � dans
la pyramide irr�eguli�ere classique.

�A chaque fois que l'on parcourt la liste des voisins d'un sommet A, il ne su�t
pas de v�eri�er si un sommet B fait partie de cette liste. Il est n�ecessaire de v�eri�er
quel est le type de lien entre A et B. Pour cela nous devons v�eri�er si l'arête (A;B)
est r�eelle ou oue ; si elle est oue, normalement il est important de connâ�tre le
sommet ou qui est responsable du lien entre A et B. La structure de voisinage
de la pyramide irr�eguli�ere oue est donc plus complexe que celle de la pyramide
irr�eguli�ere classique.
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(b)(a)

niveau 1

niveau 2

niveau 3

niveau 6

niveau 5

niveau 4

Fig. 5.32 - Les sommets ous des 7 premiers niveaux de deux pyramides oues,
construites avec un seuil global �egal �a 33, mais n'ayant pas les mêmes seuils de
\fuzzy�cation" et \defuzzi�cation".



154 CHAPITRE 5. PYRAMIDE IRR�EGULI�ERE FLOUE

sdefuzz , en prenant en compte les zones homog�enes et h�et�erog�enes dans l'image.
Cela permettrait de mieux contrôler l'incertitude dans la pyramide.

La r�epartition des sommets ous dans l'image

Les sommets ous ne sont pas uniform�ement r�epartis sur l'image et cela se voit
bien dans la �gure 5.32. Cela veut dire qu'il y a des zones o�u ces sommets disparais-
sent rapidement et que, dans d'autres zones, ils ont du mal �a choisir un p�ere d�e�nitif.
La distribution (et aussi la quantit�e) des sommets ous dans l'image d�epend alors
de l'homog�en�eit�e dans l'image.

Le param�etre tmax

Un facteur qui nous semble int�eressant �a consid�erer est la surface des sommets
ous. Lorsque l'attribut surface associ�e �a un sommet ou est de taille importante,
ce sommet peut impêcher la localisation des entit�es allong�ees dans l'image. Il nous
a donc paru important de limiter la naissance des sommets ous dont la surface
d�epasse tmax. Pour les images bien contrast�ees, nous pouvons utiliser tmax = 500
sans probl�eme, en revanche, pour les images textur�es, cette valeur doit être r�eduite.
L'inuence de cette contrainte peut être remarqu�ee dans la �gure 5.32, �a partir du
passage entre le 4e et le 5e niveau (tr�es peu de sommets deviennent ous).

Le temps de calcul

L'utilisation des attributs des sommets ous, pour calculer les attributs de leurs
p�eres (comme la surface et le niveau de gris, par exemple), introduit des calculs plus
lourds dans la pyramide, car les nouvelles valeurs des niveaux de gris et des surfaces
ne sont plus des nombres entiers. Cela en revanche, est tr�es important, car la r�egion
oue, repr�esent�ee \un peu" par chacun de ces p�eres, est prise en consid�eration et
exerce une inuence sur les fusions.

La mise �a jour des adjacences, r�ealis�ee �a partir des mises �a jour des cliques oues
�a chaque niveau de la pyramide oue augmente consid�erablement le temps de calcul
de l'algorithme, par rapport �a la pyramide irr�eguli�ere stochastique.

Les param�etres sfuzz et sdefuzz , qui contrôlent le nombre de sommets ous dans la
pyramide, ont un lien direct avec le temps utilis�e pour la convergence du processus.
Cela veut dire que plus on doit traiter de sommets ous, plus algorithme est lent.

Nous pouvons dire qu'en moyenne, la pyramide irr�eguli�ere oue prend une fois
et demi le temps de calcul d'une pyramide irr�eguli�ere stochastique pour arriver �a
l'apex.
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(f)(e)(d)

(c)(b)(a)

Fig. 5.31 - Segmentations sur l'image-test 8, contenant (a et d) 27 r�egions, (b et
e) 39 r�egions et (c et f) 70 r�egions.

5.14.2 L'inuence des param�etres

Les seuils de \fuzzi�cation" et de \defuzzi�cation"

Le crit�ere d�eterminant si un sommet qui vient de mourir devient ou ou non,
d�epend d'un seuil de \fuzzi�cation" sfuzz (voir section 5.12). De la même mani�ere,
le seuil de \defuzzi�cation" sdefuzz d�etermine si un sommet ou s'attache d�e�nitive-
ment �a son p�ere le plus similaire ou si ce sommet reste encore ou. Ces crit�eres, en
fait, �evaluent la di��erence de similarit�e entre le sommet et ses deux p�eres les plus
similaires; si la di��erence d�epasse le seuil, le sommet d�ecide de s'attacher d�e�nitive-
ment.

La �gure 5.32 montre l'inuence de ces deux param�etres �a plusieurs niveaux d'une
pyramide oue. Remarquons que, dans la pyramide illustr�ee en (a), la quantit�e de
sommets ous n'est pas aussi importante que dans la pyramide (b). Cela est dû au
fait que sfuzz utilis�e dans (b) est sup�erieur �a celui utilis�e dans (a). D�es lors, on voit
nâ�tre un grand nombre de sommets ous en (b).

La �gure 5.32 montre aussi que le taux de \defuzzi�cation" est plus �elev�e en (b)
qu'en (a). Cela indique que le seuil sdefuzz utilis�e en (a) est sup�erieur �a celui utilis�e
en (b). Les sommets ous dans (b) peuvent alors d�ecider plus facilement que ceux de
(a), ce qui justi�e qu'au septi�eme niveau, la di��erence entre le nombre de sommets
ous dans (a) et (b) ne soit pas tr�es importante.

Il serait int�eressant de choisir de mani�ere automatique et dynamique sfuzz et
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.30 - (a) L'apex trouv�e par la pyramide oue, pour sg = 14, en 18 niveaux
et (b) la carte de contours respective montrant les 145 r�egions. (c) L'apex trouv�e
pour sg = 13 en 16 niveaux et (d) la carte de contours respective montrant les 180
r�egions.

Image-test 8

Les trois r�esultats sur l'image-test 8, qui sont montr�es en �gure 5.31, nous am�e-
nent dire que la pyramide oue arrive �a localiser de fa�con assez nette les formes
dans l'image. Remarquons que l'image segment�ee en 27 r�egions (a et d), fournit des
contours qui permettent d'avoir une id�ee de la forme des quatre entit�es pr�esentes
dans l'image. En r�eduisant le seuil global, le nombre de r�egions augmente, mais les
zones occup�ees par les quatre entit�es restent toujours d�etectables (b et e). Dans le
troisi�eme r�esultat, on constate que la pyramide oue r�eduit l'inuence de la texture
du fond sur l'image.

Par rapport aux r�esultats fournis par la pyramide �a maillage irr�egulier (�gure 4.14,
page 98), nous pouvons dire que la pyramide oue est plus adapt�ee au traitement
de la texture. Cela est certainement dû au fait que, dans les zones o�u des textures
di��erentes sont voisines, la quantit�e de sommets ous est grande. Ces sommets ne
se d�ecident qu'apr�es quelques it�erations, lorsque les zones textur�ees se distinguent
assez nettement.
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(d)(c)

(a) (b)

Fig. 5.28 - (a) L'apex trouv�e pour sg = 10, en 15 niveaux et (b) la carte de contours
respective montrant les 48 r�egions. (c et d) Les 36 r�egions trouv�ees en 15 niveaux,
pour sg = 12.

(b)(a)

Fig. 5.29 - (a) L'apex trouv�e pour sg = 11 en 16 niveaux et (b) la carte de contours
respective montrant les 90 r�egions.

les entit�es allong�ees dans l'image. C'est le cas du premier r�esultat (a et b), o�u l'on
aper�coit que des entit�es allong�ees, qui avaient �et�e s�epar�ees en plusieurs morceaux par
la pyramide irr�eguli�ere stochastique (les vaisseaux moins contrast�es avec le fond),
restent plus connexes. En baissant le seuil global, la segmentation perd en qua-
lit�e (c et d).
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(a)

(d)

(b) (c)

(e) (f)

(g) (i)(h)

Fig. 5.27 - (a) L'apex trouv�e pour sg = 10 en 16 niveaux, (b) la carte de contours
respective montrant les 78 r�egions et le niveau 8 de cette pyramide. (d et g) Les 45
r�egions trouv�ees en 13 niveaux, pour sg = 12. (e et h) Les 44 r�egions trouv�ees en 14
niveaux, pour sg = 12. (f et i) Les 62 r�egions trouv�ees en 14 niveaux, pour sg = 11.

�a maillage irr�egulier. Pour v�eri�er cela, il su�t de comparer les r�esultats montr�es
dans les �gures 4.11 (page 96) et 4.12 (page 96) avec ceux des �gures 5.28 et 5.29.

La coop�eration propos�ee dans la section 3.5, fond�ee sur l'entropie oue et non-
oue, reste toujours plus adapt�ee �a la segmentation de ce type d'image.

Image-test 7

Pour l'image-test 7, nous montrons deux r�esultats de l'application de la pyramide
oue (�gure 5.30). Par rapport aux r�esultats fournis par la pyramide �a maillage irr�e-
gulier (page 97), ceux obtenus avec l'introduction du ou arrivent �a mieux d�etecter
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1 2 3 4 5 6 7

1 3 6 7

1 3

(a)

1

3

(b)

Fig. 5.26 - (a) Le graphe d'attachement ou et (b) la con�guration �nale.

Le graphe d'attachements ou de la �gure 5.12(b) devient celui illustr�e en �-
gure 5.26(a). La con�guration �nale est montr�ee en �gure 5.26(b).

5.14 Mise en �uvre

Nous allons, dans cette section, analyser le comportement (en nombre et position
dans l'image) des sommets ous, en fonction des param�etres sg; sfuzz; sdefuzz et tmax,
ainsi que comparer les r�esultats obtenus par la pyramide oue, avec ceux obtenus
auparavant.

5.14.1 R�esultats

Image-test 6

Pour l'image-test 6, la pyramide oue fournit de meilleurs r�esultats que ceux qui
sont montr�es en �gure 4.10 (page 95). Cette sup�eriorit�e est due au fait que la pyra-
mide irr�eguli�ere stochastique se laisse tromper par le bruit, tandis que la pyramide
oue est adapt�ee au traitement de zones entach�ees d'incertitude. Les r�esultats four-
nis en �gure 5.27, pour sg �egal �a 10 (a et b), 11 (f et i) et 12 (d, g, e et h) illustrent
bien cela. Nous montrons aussi le niveau 8 (o�u l'on peut voir l'inuence du bruit)
avant que l'apex (b) soit atteint au seizi�eme niveau.

En g�en�eral, pour un même seuil global, la pyramide oue atteint son apex en
moins de niveaux que la pyramide �a maillage irr�egulier.

Images-test 1 et 2

La pyramide oue, appliqu�ee aux images des �broblastes observ�es en contraste
de phase, ne donne gu�ere de meilleurs r�esultats que ceux obtenus par la pyramide
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NG(6) = 110�2+0:300�4�105
2+0:300�4

= 108; 13 ;

NG(7) = 115�4+0:267�4�105
4+0:267�4

= 112; 89.

Avec les nouveaux niveaux de gris, le degr�e d'existence des arêtes oues (et cons�e-
quement le degr�e de similarit�e) doit changer selon (5.21). Calculons-les :

s(1; 3) = 1� 59:206
512

= 0:89 ;

s(1; 7) = 1� 22:034
512

= 0:96 ;

s(6; 3) = 1� 52:956
512 = 0:90 ;

s(6; 7) = 1� 15:789
512 = 0:97.

Ainsi, le graphe montrant le degr�e d'existence des arêtes est celui de la �gure 5.25(a),
le graphe de similarit�e est illustr�e en �gure 5.25(b) et le graphe de similarit�e orient�e
est celui montr�e en �gure 5.25(c).

Il existe deux noyaux maximaux dans ce graphe : f1; 3g et f6; 3g. Restons, par
exemple, avec f1; 3g. Il faut d'abord �evaluer les sommets qui viennent de mourir (6
et 7). Ces sommets s'attachent au sommet survivant 1. Comme l'arête }(7; 5; 1) a
�et�e valid�ee, le sommet ou 5 s'attache ainsi naturellement au sommet 1.

(a)

1 3

6 7

1 1

0.89

0.97

0.96

0.90

1 3

6 7

0.89

0.97

0.96

0.90
0.93

0.97

(b)

1 3

6 7

(c)

Fig. 5.25 - (a) Le degr�e d'existence des arêtes, (b) le graphe de similarit�e et (c) le
graphe de similarit�e orient�e.
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�evalue chaque sommet qui vient de mourir (ou qui est d�ej�a ou) pour v�eri�er s'il est
capable de d�ecider.

Nous proposons que ce crit�ere soit fond�e sur la di��erence de similarit�e entre le
sommet en question et ses deux p�eres potentiels les plus similaires. Soit alors Pi

le p�ere potentiel le plus similaire, Pj le deuxi�eme mieux plac�e et s la fonction de
similarit�e qui varie entre 0 et 1. Le sommet A choisit d�e�nitivement Pi comme p�ere
si

s(A;Pi) = 1 ou s(A;Pi)� s(A;Pj) �

(
sfuzz si A vient de mourir
sdefuzz si A est ou

(5.40)

Les valeurs de sfuzz et sdefuzz sont dans ]0; 1[. Remarquons que, même si s(A;Pi)�
s(A;Pj) = 0, le sommet doit s'attacher �a Pi au cas o�u la similarit�e est maximale.

Un autre param�etre qui entre en jeu dans ce processus est la taille maximale tmax

pour qu'une r�egion puisse devenir oue. Lors que la surface associ�ee �a un sommet
qui vient de mourir d�epasse tmax, le sommet est oblig�e de prendre sa d�ecision.

Ces param�etres feront objet d'une �etude �a la section 5.14.2.

5.13 Synth�ese et exemple

Selon ce qui a �et�e d�evelopp�e dans ce chapitre, une pyramide irr�eguli�ere oue est
construite par l'algorithme 4. D'apr�es la section 5.9.3, l'�etape 3 de cet algorithme doit
être remplac�ee par la proc�edure 2 (page 133) si on veut permettre que de nouveaux
regroupements locaux se produisent.

Le processus it�eratif commence par le choix des sommets survivants. Apr�es cela,
pour passer d'un niveau k au niveau k + 1 deux proc�edures sont n�ecessaires, la
premi�ere �evaluant les sommets qui viennent de mourir, et la deuxi�eme, �evaluant les
sommets ous. Ce sont respectivement les proc�edures 10 et 12.

D�eveloppement d'un exemple

Consid�erons l'exemple de la section 4.5.4, o�u le graphe initial est celui de la
�gure 4.4(b) et l'ensemble de survivants est S = f1; 3; 6; 7g. Les sommets 2 et
4 d�ecident de s'attacher respectivement aux survivants 3 et 1, mais le sommet 5
devient ou. Le graphe montrant ces attachements est celui de la �gure 5.12(b). Les
nouvelles adjacences sont illustr�ees en �gure 5.12(a).

En fait, au moment de recalculer le niveau de gris des survivants, on n'a pas pris
en compte l'information apport�ee par le sommet ou. On le fera maintenant, en
utilisant les �equations de la section 5.11 :

NG(1) = 100�2+0:300�4�105
2+0:300�4 = 101:87 ;

NG(3) = 135�4+0:133�4�105
4+0:133�4 = 131:48 ;
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Ak+1(S) = Ak0

(S) +
X
FS

�S(F ) �A(F )

S NGk+1(S) = NGk0

(S) +
X
FS

�S(F ) �A(F ) �NG(F )

NGk+1(S) =
S NGk+1(S)

Ak+1(S)

selon le moment o�u le sommet S est �evalu�e au niveau k.

S1

S
2

S
3

S
4

VM1 VM 2

F

S1

S
2

S
3

S
4VM1

VM 2

S1

S
2

S
3

S
4

S1

S
2

S
3

S
4

F

(a) (b)

(c) (d)

F

Fig. 5.24 - La con�guration montr�ee en (b) r�esulte de celle de (a) apr�es les fusions
des sommets VM1 avec S1 et VM2 avec S4. La clique oue d'ordre 5 de (c) donne
lieu �a la nouvelle clique illustr�ee en (d).

5.12 Crit�ere de \fuzzi�cation" et \defuzzi�cation"

Durant le d�eveloppement de la pyramide irr�eguli�ere oue nous avons plusieurs
fois dit \qu'un sommet peut devenir ou". Il est temps de d�e�nir un crit�ere qui
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(Pi(F ); P (F )). En fait, pour avoir la certitude que le voisinage est mis �a jour cor-
rectement, il est n�ecessaire de consid�erer aussi les p�eres potentiels de F qui ne sont
pas survivants et, d'utiliser �a la place de Pi(F ) leurs p�eres P (Pi(F )). �A la place
de (Pi(F ); P (F )) on aura donc (P (Pi(F )); P (F )). La �gure 5.23(a �a d) illustre la
transformation de la clique oue compos�ee des sommets S1; S2; S3; V M1 et VM2 en
un graphe d'adjacence qui ne poss�ede pas forc�ement les mêmes �el�ements de la clique.
C'est le cas du sommet V M1 qui disparâ�t ou de VM2 qui introduit son p�ere S4 dans
les nouvelles relations d'adjacence. La proc�edure 8 (page 158) e�ectue la mise �a jour
du voisinage des p�eres des sommets ous.

Les sommets ous qui restent ous

Maintenant, il ne reste dans le graphe que les survivants et les sommets ous qui
n'ont pas encore pu choisir un p�ere. Il faut refaire les cliques oues engendr�ees par
ces sommets car l'ensemble des p�eres de chacun des sommets ous a pu changer. Cela
s'explique par le fait qu'apr�es chaque it�eration, l'ensemble P (F ) = fS1; S2; � � � ; Svg
devient fP (S1); P (S2); � � � ; P (Sv)g. Comme la cardinalit�e de cet ensemble soit dimi-
nue, soit reste la même, les cliques oues engendr�ees par F deviennent de plus en
plus simples. Il faut remarquer que lorsqu'une châ�ne oue est d�etect�ee, l'ensemble
P (F ) contient au moins un sommet ou.

Le traitement des sommets ous qui restent ous est r�ealis�e par la proc�edure 9
(page 159).

Comme exemple remarquons ce qui se passe avec la con�guration de la �gure 5.24(a)
si le sommet ou F reste ou : P k(F ) = fS1; S2; S3; V M1; V M2g devient fS1; S2; S3; S4g,
comme nous montre la �gure 5.24(b), et la clique oue de la �gure 5.24(c) devient
celle montr�ee en �gure 5.24(d).

5.11 La mise �a jour des attributs des survivants

D'apr�es ce qui a �et�e pr�esent�e �a la section 5.10.1, les attributs de chaque sommet
S survivant sont donn�es dans un premier temps par :

Ak0

(S) = Ak(S) +
X
FS

�S(F )A(F ) +
X
VMS

A(VM)

S NGk0

(S) = NGk(S) +
X
FS

�S(F )A(F )NG(F ) +
X
VMS

A(VM)NG(V M)

NGk0

(S) =
SNGk0

(S)

Ak0(S)

o�u F S repr�esente les sommets ous qui ont choisi S comme p�ere d�e�nitif et VMS

repr�esente les sommets qui viennent de mourir et qui ont d�ecid�e de s'attacher �a S.
Dans la deuxi�eme partie de l'it�eration k, o�u il n'y a plus de sommets tu type V M ,
ces mêmes attributs sont donn�es par :
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5.10.4 Le traitement complet des sommets ous

Apr�es avoir trait�e les sommets qui viennent de mourir, il est temps de mettre �a
jour les arêtes oues entre les survivants. Cela se fait au moyen des sommets ous.
Nous allons traiter d'abord les sommets ous qui ont choisi leurs p�eres et ensuite
ceux qui restent ous. C'est grâce �a l'analyse des sommets ous que le voisinage ou
des sommets qui viennent de mourir est trait�e en totalit�e.

S1

S
2

S
3

S
4

VM1 VM 2

F S1

S
2

S
3

S
4

S1

S
2

S
3

S
4VM1

VM 2

S1

S
2

S
3

S
4

F

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.23 - La con�guration montr�ee en (b) r�esulte de celle de (a) apr�es les fusions
des sommets V M1 avec S1, VM2 avec S4 et F avec S3. La clique oue d'ordre 5 de
(c) donne lieu aux adjacences r�eelles montr�ees en (d).

Les sommets ous qui ont choisi un p�ere

Soit F un sommet ou qui a choisi d�e�nitivement son p�ere P (F ). La clique oue
engendr�ee par F a d�ej�a �et�e �elimin�ee par la proc�edure 6 (page 137) et les attributs de
ce sommet ont �et�e d�ej�a transmis �a son p�ere au moyen des �equations (5.31) �a (5.36). Il
faut donc transformer quelques unes des arêtes de l'ancienne clique oue engendr�ee
par F en arêtes r�eelles. Ce sont les anciennes arêtes du type }(Pi(F ); F; P (F )), o�u
chaque Pi(F ) �etait un p�ere potentiel de F avant le choix de P (F ), qui deviennent
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correspondant �a la con�guration de la �gure 5.21(a) apr�es la fusion de VM
avec S.

P (V M) =2 P (F ) Les liens du type }(VM;F; V ) deviennent }(P (VM); F; P (V )) �a la
condition que le sommetF continue �a être ou et que l'arête }(P (VM); F; P (V ))
repr�esente le plus fort lien entre P (VM) et P (V ). Sur la �gure 5.22(a et b) nous
pouvons remarquer que le sommet V2 devient voisin de S par l'interm�ediaire
de F , grâce �a la fusion de VM avec S.

V1 V2 V1

V2

S

VM

F

F

S

(a) (b)

Fig. 5.21 - Apr�es la fusion de VM avec S, le graphe d'adjacence repr�esentant la
con�guration montr�ee en (a) devient celui montr�e en (b).

V1

V2

F

S

(b)

V2

V1

(a)

S

VM

F

Fig. 5.22 - Apr�es la fusion de VM avec S, le graphe d'adjacence repr�esentant la
con�guration montr�ee en (a) devient celui montr�e en (b).

Si le sommet ou F choisit son p�ere d�e�nitif, l'arête oue }(P (V M); F; P (V )) pourra
devenir une arête r�eelle (si P (F ) 2 �(V ) ou P (F ) 2 �(VM)) ou disparâ�tre.

Eventuellement, le voisinage ou d'un sommet qui vient de mourir peut être trait�e
lorsque les cliques oues sont �elimin�ees ou mises �a jour au moyen des proc�edures 6
et 9.

La proc�edure d'�evaluation du voisinage de chaque sommet VM

Cette synth�ese des cas possibles nous m�ene �a la cr�eation de la proc�edure 7
(page 158) qui �evalue chaque sommet qui vient de mourir.
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S S’

(a) (b)

S SS’ S’

VM VM’

VM VM’

(d)(c)

S’S

Fig. 5.19 - La con�guration des r�egions en (a) devient celle montr�ee en (b) apr�es
la fusion de VM avec S et de VM 0 avec S0. Le graphe d'adjacence montr�e en (d)
est le r�esultat de celui de (c) apr�es contraction des sommets VM et S et VM 0 et S0.

S S’

(a) (b)

S S’

S SS’ S’

VM VM’

VM VM’

F F

(d)(c)

F F

Fig. 5.20 - La con�guration des r�egions en (a) devient celle montr�ee en (b) apr�es
la fusion de VM avec S et de VM 0 avec S0. Le graphe d'adjacence montr�e en (d)
est le r�esultat de celui de (c) apr�es contraction des sommets VM et S et VM 0 et S0.

Le voisinage ou d'un sommet VM

Les voisins V de VM li�es par une arête oue ont en commun avec ce sommet la
paternit�e d'un sommet ou F . Si le sommet ou reste ou deux cas sont possibles :
soit P (V M) est aussi un p�ere de F , soit il ne l'est pas.

P (VM) 2 P (F ) Dans ce cas rien ne doit être fait car toutes les arêtes du type
}(VM;F; V ) poss�edent leur correspondant }(P (VM); F; V ) ou (P (V M); V ).
C'est le cas des arêtes (S; V1) et }(S;F; V2) du graphe de la �gure 5.21(b)
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Les voisins qui viennent de mourir d'un sommet V M

Soit le sommet qui vient de mourir VM 0, voisin de VM tel que P (VM 0) = S0 6=
S = P (VM). Trois situations sont �a analyser :

S0 n'est pas voisin de S Cette situation est montr�ee en �gure 5.18(a). Le r�esultat
apr�es la fusion de VM avec S et de VM 0 avec S0 est celui montr�e par la
�gure 5.18(b). Nous voyons que les r�egions S et S0 deviennent voisines donc
l'arête (S; S0) doit être cr�e�ee. Les graphes repr�esentant les adjacences sont ceux
de la �gure 5.18(c et d).

S0 est voisin r�eel de S Dans ce cas, l'arête (S; S0) existe d�ej�a donc on n'a rien �a
faire, simplement les attributs de V M doivent être transmis �a S, et ceux de
VM 0 seront transmis au p�ere de VM . La �gure 5.19(a �a d) montre ce qui
se passe au niveau de la con�guration des r�egions et au niveau du graphe
d'adjacence.

S0 est voisin ou de S L'arête oue (S;F; S0) doit être transform�ee en une arête
r�eelle comme le montrent les graphes de la �gure 5.20(c et d). La con�guration
de la �gure 5.20(b) r�esulte de celle montr�ee par la �gure 5.20(a). Les p�eres
VM et VM 0 de F doivent être �elimin�es de la liste P (F ). Cela sera fait lors du
traitement du sommet F .

S S’

(a) (b)

S S’

S SS’ S’

VM VM’

VM VM’

(d)(c)

Fig. 5.18 - La con�guration des r�egions en (a) devient celle montr�ee en (b) apr�es
la fusion de VM avec S et de VM 0 avec S0. Le graphe d'adjacence montr�e en (d)
est le r�esultat de celui de (c) apr�es contraction des sommets VM et S et VM 0 et S0.
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S

VM

S’

(a) (b)

S S’

S SS’ S’VM

(c) (d)

Fig. 5.15 - Avant ((a) et (c)) et apr�es ((b) et (d)) la fusion de V M avec S.

S

VM

S’

(a) (b)

S S’

S SS’ S’VM

(c) (d)

Fig. 5.16 - Avant ((a) et (c)) et apr�es ((b) et (d)) la fusion de V M avec S.

S

VM

S’

(a) (b)

S S’

S SS’ S’

F F

(c) (d)

F F

VM

Fig. 5.17 - Avant ((a) et (c)) et apr�es ((b) et (d)) la fusion de V M avec S.
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La mise �a jour des voisinages entrâ�n�ee par le choix des sommets ous sera faite
seulement apr�es l'analyse des sommets qui viennent de mourir. Cela permet de
calculer correctement le degr�e d'existence des arêtes oues, car tous les attributs des
survivants ont d�ej�a �et�e mis �a jour.

5.10.3 Le traitement des sommets qui viennent de mourir

Dans cette section nous ne traitons que les sommets qui viennent de mourir et
qui ont choisi un p�ere. Cela parce que les sommets qui sont devenus ous seront
trait�es par la proc�edure qui �evalue les sommets ous. Soit alors VM un sommet qui
vient de mourir et qui a choisi son p�ere P (VM). Tout d'abord, les attributs de ce
sommet doivent passer �a son p�ere :

Ak0

(P (VM)) = Ak(P (VM)) +A(VM) (5.37)

S NGk0

(P (VM)) = S NGk(P (V M)) +A(VM) �NG(V M) (5.38)

NGk0

(P (VM)) =
S NGk0

(P (V M))

Ak0(P (VM))
(5.39)

Ensuite le voisinage de P (VM) doit être mis �a jour en fonction de celui de V M .
Plusieurs situations peuvent se pr�esenter, et il est n�ecessaire d'avoir une proc�edure
qui les traite toutes. Nous pr�esentons ensuite les con�gurations possibles et la ma-
ni�ere de les traiter. �A la �n de cette pr�esentation la proc�edure de mise �a jour des
voisinages est donn�ee.

Les voisins survivants d'un sommet VM

Soit S0 un voisin survivant du sommet VM qui a choisi S comme p�ere. Trois
situations sont �a analyser :

S0 n'est pas voisin de S Cette situation est montr�ee sur la �gure 5.15(a). Le r�e-
sultat apr�es la fusion de VM avec S est celui montr�e sur la �gure 5.15(b). Nous
voyons que les r�egions S et S0 deviennent voisines donc l'arête (S; S0) doit être
cr�e�ee. Les graphes repr�esentant les adjacences sont ceux des �gures 5.15(c et d).

S0 est voisin r�eel de S Dans ce cas, l'arête (S; S0) existe d�ej�a donc on n'a rien
�a faire, simplement les attributs de VM doivent être transmis �a S. Les �-
gures 5.16(a �a d) montrent ce qui se passe avec la con�guration des r�egions et
le graphe d'adjacence.

S0 est voisin ou de S L'arête oue (S;F; S0) doit être transform�ee en une arête
r�eelle comme le montrent les graphes des �gures 5.17(c et d). La con�guration
de la �gure 5.17(b) r�esulte de celle montr�ee en �gure 5.17(a). Le p�ere VM de
F doit être �elimin�e de la liste P (F ).
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doivent être �elimin�ees pour permettre aux sommets ous qui n'ont pas d�ecid�e de
cr�eer ou d'agrandir leurs cliques oues associ�ees. Si l'arête }(A;F1; B) existe, l'arête
}(A;F2; B) ne peut être cr�e�ee qu'apr�es l'�elimination de l'arête }(A;F1; B) car
�A[}(A;F1; B)] > �A[}(A;F2; B)].

Soit alors F un sommet ou qui vient de choisir son p�ere P (F ). Tout d'abord,
les attributs de ce sommet doivent être enlev�es de ses anciens p�eres Pi(F ). Cela se
fait �a deux moments di��erents dans un niveau k : dans un premier temps, lorsque
les sommets ous privil�egient un ux, la mise �a jour se fait au moyen de :

Ak0

(Pi(F )) = Ak(Pi(F ))� �Pi(F )(F ) �A(F ) 8i (5.25)

S NGk0

(Pi(F )) = S NGk(Pi(F ))� �Pi(F )(F ) �A(F ) �NG(F ) 8i (5.26)

NGk0

(Pi(F )) =
S NGk0

(Pi(F ))

Ak0(Pi(F ))
8i (5.27)

et dans un deuxi�eme temps, d�edi�e �a la prise de d�ecision des sommets ous, les
�equations (5.25), (5.26) et (5.27) deviennent :

Ak+1(Pi(F )) = Ak0

(Pi(F ))� �Pi(F )(F ) �A(F ) 8i (5.28)

S NGk+1(Pi(F )) = S NGk0

(Pi(F ))� �Pi(F )(F ) �A(F ) �NG(F ) 8i (5.29)

NGk+1(Pi(F )) =
S NGk+1(Pi(F ))

Ak+1(Pi(F ))
8i (5.30)

Ensuite le sommet ou doit passer d�e�nitivement ses attributs �a son p�ere P (F ).
Cela se fait aussi en deux temps, tout d'abord, dans la premi�ere partie du niveau k,
au moyen de :

Ak0

(P (F )) = Ak(P (F )) +A(F ) (5.31)

S NGk0

(P (F )) = S NGk(P (F )) +A(F ) �NG(F ) (5.32)

NGk0

(P (F )) =
S NGk0

(P (F ))

Ak0(P (F ))
(5.33)

et dans la deuxi�eme partie au moyen de :

Ak+1(P (F )) = Ak0

(P (F )) +A(F ) (5.34)

S NGk+1(P (F )) = S NGk0

(P (F )) +A(F ) �NG(F ) (5.35)

NGk+1(P (F )) =
S NGk+1(P (F ))

Ak+1(P (F ))
(5.36)

Il faut ensuite traiter les arêtes oues que ce sommet a cr�e�ees. Ces arêtes doivent
être �elimin�ees selon la proc�edure 6 (page 137).
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Proc�edure 5 �Elimination de l'arête oue }(A;F;B)

1. Parcourir �(A)

SI (B 2 �(A) et lien flou(A;B) = F ) ALORS

aller �a 2 ;

SINON

rien �a faire puisque }(A;F;B) n'existe plus ;

FIN SI

2. CAS B 2 �(A) et lien flou(A;B) = F ALORS

�(A)[position de B] = NULL ;

�A[position de B] = 0 ;

lien ou[position de B] = NULL ;

Parcourir �(B) jusqu'�a trouver A et faire

�(B)[position de A] = NULL ;

�A[position de A] = 0 ;

lien ou[position de A] = NULL ;

Proc�edure 6 �Elimination de la clique oue engendr�ee par F

POUR toute arête }(Pi; F; Pj); Pj 6= Pi de p�eres de F FAIRE

�eliminer l'arête oue }(Pi; F; Pj) ;

FIN POUR

pour être �elimin�ee, il faut aussi que le sommet qui sert de lien soit bien le sommet
F .

5.10.2 Le traitement des sommets ous qui ont choisi un
p�ere

Il est essentiel que les sommets ous qui ont choisi un p�ere soient trait�es avant
les autres. Cela se justi�e parce que les cliques oues qu'ils avaient engendr�ees
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Proc�edure 4 Cr�eation de l'arête oue }(A;F;B)

1. Parcourir �(A)

SI (B 2 �(A)) ALORS

SI (�A[position de B] = 1) ALORS

FIN (puisqu'une arête oue ne remplace pas une arête r�eelle).

SINON

aller �a 2 ;

FIN SI

SINON

aller �a 3 ;

FIN SI

2. CAS B 2 �(A) et �A[position de B] 6= 1

SI (�A[position de B] � �A[}(A;F;B)]) ALORS

rien �a faire puisque }(A;F;B) est moins puissante que }(A;Fancien; B) ;

SINON

�A[position de B] = �A[}(A;F;B)] ;

lien ou[position de B] = F ;

Parcourir �(B) jusqu'�a trouver A et faire

�A[position de A] = �A[}(A;F;B)] ;

lien ou[position de A] = F ;

FIN SI

3. CAS B =2 �(A)

Parcourir �(A) jusqu'�a trouver une place libre et faire

�(A)[place libre] = B ;

lien ou[place libre] = F ;

�A[place libre] = �A[}(A;F;B)] ;

Parcourir �(B) jusqu'�a trouver une place libre et faire

�(B)[place libre] = A ;

lien ou[place libre] = F ;

�A[place libre] = �A[}(A;F;B)] ;
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Proc�edure 3 Cr�eation de l'arête r�eelle (A,B)

1. Parcourir �(A)

SI (B 2 �(A)) ALORS

aller �a 2 ;

SINON

aller �a 3 ;

FIN SI

2. CAS B 2 �(A)

SI (lien ou(A;B) = NULL) ALORS

rien �a faire puisque (A;B) existe d�ej�a ;

SINON

�A[position de B] = 1 ;

lien ou[position de B] = NULL ;

Parcourir �(B) jusqu'�a trouver A et faire

�A[position de A] = 1 ;

lien ou[position de A] = NULL ;

FIN SI

3. CAS B =2 �(A)

Parcourir �(A) jusqu'�a trouver une place libre et faire

�(A)[place libre] = B ;

�A[place libre] = 1 ;

lien ou[place libre] = NULL ;

Parcourir �(B) jusqu'�a trouver une place libre et faire

�(B)[place libre] = A ;

�A[place libre] = 1 ;

lien ou[place libre] = NULL ;
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{ les arêtes oues peuvent devenir r�eelles.

Cette liste n'est pas exhaustive, mais elle permet de voir qu'il est n�ecessaire
d'�etablir un bon ordre entre les proc�edures de mise �a jour des adjacences pour que
cela se fasse correctement.

Tout d'abord, on pr�esente les proc�edures responsables de la cr�eation de plusieurs
sortes d'arêtes dans le graphe d'adjacence.

5.10.1 Proc�edures de base

La cr�eation d'une arête r�eelle

Supposons que l'arête (A;B) doive être cr�e�ee. Il faut pour cela v�eri�er si le sommet
B fait partie de la liste �(A) des voisins de A. Le cas �ech�eant, il est n�ecessaire de
savoir si l'arête (A;B) existante est oue ou r�eelle. Si cette arête est r�eelle on n'a
pas besoin d'en cr�eer une autre ; dans le cas contraire il faut remplacer la valeur de
l'ancien �A[(A;B)] par 1 et mettre \NULL" �a la place du sommet ou responsable
du lien entre A et B. Si, en revanche, B ne fait pas partie de la liste des voisins
du sommet A, il est n�ecessaire de trouver la premi�ere place libre dans cette liste
pour y mettre B, avec �A[(A;B)] = 1 et \NULL" �a l'endroit r�eserv�e au sommet ou
responsable du lien entre A et B.

Un raisonnement similaire �a celui fait pour le sommet A doit être employ�e pour
B. La proc�edure 3 (page 135) r�ealise ces tâches.

La cr�eation d'une arête oue

Supposons que l'arête }(A;F;B) doive être cr�e�ee. Similairement �a ce qui a �et�e
d�evelopp�e pour la cr�eation d'une arête r�eelle, il faut tout d'abord v�eri�er si le sommet
B fait partie de �(A). Le cas �ech�eant, deux situations sont possibles : soit B est un
voisin r�eel de A, soit A et B sont li�es par une arête oue. Si B est un voisin r�eel,
il n'y a rien �a faire, dans le cas contraire le lien le plus fort doit être privil�egi�e,
c.-�a-d. : si �A[}(A;F;B)]> �A[}(A;Fancien; B)], le sommet ou qui sert de lien doit
être chang�e par F , ainsi que le degr�e d'existence de l'arête oue. Si par contre le
sommetB ne fait pas partie du voisinage de A, il faut trouver la premi�ere place libre
dans �(A) pour y mettre B avec le degr�e d'existence de l'arête oue }(A;F;B). Le
sommet F responsable de la cr�eation de cette arête doit remplacer NULL.

Un raisonnement similaire doit être employ�e pour B. La proc�edure 4 (page 136)
r�ealise ces tâches.

L'�elimination d'une arête oue

Supposons que l'arête }(A;F;B) doive être �elimin�ee. Cela veut dire que le sommet
B doit disparâ�tre de la liste de voisins de A et vice versa. La proc�edure 5 (page 137)
r�ealise cette tâche.

L'importance de l'utilisation de cette proc�edure vient du fait qu'elle permet l'�eli-
mination d'une arête oue pr�ecise : il ne su�t pas que l'arête reliantA et B soit oue



5.10. MISE �A JOUR DES VOISINAGES ET DES ATTRIBUTS 133

Proc�edure 2 Version am�elior�ee de l'�etape 3 de l'algorithme 4

SI (l'it�eration k pr�ec�edente correspondait au dernier niveau) ALORS

choisir Sk+1 ;

SI (jSkj = jSk+1j) ALORS

FIN

SINON

analyse des sommets qui viennent de mourir ;

{ choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des survivants ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

(niveau (k + 1)0) analyse des sommets ous ;

{ le choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des sommets ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

FIN SI

SINON

d�ecimation du niveau k + 1 courant ;

analyse des sommets qui viennent de mourir ;

{ choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des sommets ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

(niveau k0) analyse des sommets ous ;

{ le choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des sommets ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

FIN SI
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Les sommets ous peuvent être trait�es autrement. Cela veut dire qu'il est possible
de permettre aux r�egions oues qui poss�edent un degr�e de dissimilarit�e tr�es grand
par rapport �a leur voisinage de ne pas fusionner et d'être reconnues comme des
r�egions �a part enti�ere. Pour mettre en �uvre cela, on n'a besoin que d'un seuil.

Remarquons que si tous les sommets ous d�ecident, les attributs des sommets
survivants changent et cela peut entrâ�ner encore d'autres fusions. Il est alors possible
de r�ealiser des fusions locales �a l'aide de quelques it�erations suppl�ementaires. Dans
ce cas, l'�etape 3 de l'algorithme 4 doit être remplac�ee par la proc�edure 2 (page 133).
Cette \derni�ere it�eration" ne serait alors qu'une mani�ere de lever de temps en temps
l'incertitude dans la pyramide.

5.10 Mise �a jour des voisinages et des attributs

Apr�es la d�etermination de l'ensemble Sk des survivants �a l'it�eration k et le choix
des p�eres, il faut mettre �a jour les attributs des sommets survivants (tels que la
surface et le niveau de gris moyen) ainsi que leurs voisinages.

Nous tenons �a ce que cela se fasse en parall�ele sur toute l'image et que l'ind�epen-
dance de l'ordre d'�evaluation des sommets soit pr�eserv�ee.

Cette mise �a jour n'est pas aussi naturelle que celle de la pyramide irr�eguli�ere,
car dans le cas ou, il faut tenir compte de l'inuence des sommets et des arêtes
oues. Il est n�ecessaire de consid�erer que :

{ lorsqu'un sommet ou d�ecide, avant qu'il soit consid�er�e commemort, la châ�ne
oue qu'il avait g�en�er�ee doit être �elimin�ee et les attributs qu'il avait pass�es �a
ses p�eres potentiels doivent cette fois-ci être a�ect�es seulement �a son p�ere
d�e�nitif ;

{ lorsqu'une clique oue est �elimin�ee, d'autres cliques oues peuvent être �elar-
gies ; cela veut dire qu'une arête oue utilisant un sommet ou F1 peut être
remplac�ee par une autre arête qui utilise le sommet ou F2 ;

{ ainsi comme au cas pr�ec�edent, lorsqu'une clique oue est cr�e�ee, d'autres cliques
oues peuvent être r�eduites ;

{ �a chaque fois qu'un sommet ou ne d�ecide pas, il devient \plus âg�e" ;

{ les attributs des sommets doivent être mis �a jour avant que les arêtes oues
soient cr�e�ees ;

{ lorsqu'une clique oue doit disparâ�tre, cela doit se faire avant la mise �a jour
des voisinages ;

{ deux sommets voisins qui viennent de mourir peuvent devenir ous en même
temps. Dans ce cas il n'y a pas de châ�ne oue. Il est donc, n�ecessaire de
consid�erer ce cas ;
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5.9.2 Le choix des sommets ous

A ce moment, les sommets qui restent ous ont l'opportunit�e de r�e�evaluer les
attributs de leurs p�eres pour �eventuellement r�ealiser la d�ecision d�e�nitive d'attache-
ment.

Parmi eux, quelques uns sont oblig�es de r�ealiser le choix du p�ere. Ce sont les
sommets les \plus âg�es" des châ�nes oues9. Il peut arriver aussi que deux voisins
deviennent ous en même temps dans la premi�ere partie de l'it�eration k. Dans
ce cas, pour maintenir le parall�elisme et l'ind�ependance d'�evaluation des sommets,
nous avons d�ecid�e de privil�egier les attachements locaux les plus forts. Cela veut
dire qu'un sommet ou qui poss�ede un voisin ou est oblig�e de d�ecider s'il est plus
similaire �a son p�ere provisoire que son voisin ou ne l'est au sien. Cela est r�eiter�e
jusqu'au moment o�u chaque sommet ou ne poss�ede plus de voisins ous, selon la
proc�edure 1.

Chaque sommet ou devient alors mort ou reste ou, mais il n'y aura pas deux
sommets voisins qui resteront ous. Le traitement des sommets ous est r�ealis�e par
la proc�edure 12 (page 161).

Proc�edure 1 �Elimination des voisins ous d'un sommet ou

REPETER jusqu'�a ce que les sommets ous ne poss�edent plus de voisins ous

POUR TOUT sommet F non marqu�e, ayant age flou = 1 FAIRE

SI (F poss�ede au moins un voisin F 0 ou non marqu�e) ALORS

SI (�A[(F;P prov(F ))] > �A[(F 0; P prov(F 0))] 8F 0 2 �(F ) non
marqu�e) ALORS

P (F ) = P prov(F ) ;

marquer F ;

FIN SI

FIN SI

FIN POUR

5.9.3 La derni�ere it�eration

Lorsque les survivants ne changent plus du niveau k au niveau k + 1, l'apex est
atteint. A ce moment, toute impr�ecision doit disparâ�tre de la pyramide pour que
les r�egions soient bien d�e�nies en taille, forme et niveaux de gris.

Il faudra donc forcer les sommets ous �a d�ecider puisqu'il n'existe plus de sommets
qui viennent de mourir. L'algorithme s'arrête.

9Voir la d�e�nition 75.
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chang�e ainsi que les attributs de chacun d'entre eux. De cette mani�ere, les sommets
ous pourront peut-être choisir un p�ere d�e�nitif.

La construction de la pyramide irr�eguli�ere oue est faite selon l'algorithme 4.

Algorithme 4 Algorithme de construction de la pyramide irr�eguli�ere oue

1. Lecture de l'image et des param�etres d'entr�ee ;

2. Construction de la base de la pyramide ;

3. R�ep�eter les �etapes suivantes jusqu'�a ce qu'une condition d'arrêt soit v�eri��ee :

d�ecimation du niveau k courant ;

analyse des sommets qui viennent de mourir ;

{ choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des sommets ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

(niveau k0) analyse des sommets ous ;

{ choix des p�eres ;

{ mise �a jour des attributs des sommets ;

{ mise �a jour des graphes d'adjacence et de similarit�e ;

4. D�etection des entit�es dans l'image ;

5. Processus de post-segmentation.

5.9.1 Le choix des sommets qui viennent de mourir

Chaque sommet qui vient de mourir doit faire le choix provisoire d'un p�ere dans
cette premi�ere partie de l'it�eration. Le sommet devient ou s'il est incapable de
r�ealiser ce choix. Pour ceux qui aboutissent �a une d�ecision, la validation du p�ere
d�epend en fait de l'arête qui les unit. Si cette arête est r�eelle il n'y a pas de probl�eme,
mais si l'arête est oue il est n�ecessaire de savoir d'abord si elle fait partie du ux8

privil�egi�e par le sommet ou responsable du lien. Un sommet qui vient de mourir
peut alors devenir ou ou mourir.

Ceux qu'on vient de pr�esenter sur le traitement des sommets qui viennent de
mourir est r�ealis�e dans les �etapes 1 �a 3 de la proc�edure 10 (page 159).

Apr�es cette premi�ere partie de l'it�eration k, il ne reste que les sommets ous
qui peuvent changer d'�etat. On arrive alors �a l'it�eration k0, interm�ediaire entre les
it�erations k et k + 1.

8Les strat�egies concernant les ux qui utilisent un sommet ou ont �et�e expos�ees �a la section 5.5.
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Fig. 5.13 - L'�evolution de l'�etat des sommets dans la pyramide irr�eguli�ere. �A la
base tous les sommets sont vivants (V). Ils se partagent alors en deux classes, ceux
qui viennent de mourir (VM) et les survivants (S) qui seront les vivants du premier
niveau. Ceux qui viennent de mourir choisissent leurs p�eres et deviennent morts (M).
Le processus se r�eit�ere jusqu'�a l'apex o�u il ne reste que des survivants et des morts.

ils s'attachent au p�ere choisi et meurent. L'�evolution de l'�etat des sommets dans la
pyramide irr�eguli�ere oue est montr�ee par la �gure 5.14.
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Fig. 5.14 - L'�evolution de l'�etat des sommets dans la pyramide irr�eguli�ere oue. Une
fois qu'un sommet devient ou (F), soit il reste ou, soit il meurt. Les morts (M)
restent toujours dans le même �etat. La di��erence par rapport au sch�ema d'�evolution
de l'�etat des sommets de la pyramide irr�eguli�ere classique est qu'un sommet qui
vient de mourir peut rester temporairement ou avant de mourir. �A l'apex tous les
sommets ous sont oblig�es de prendre une d�ecision.

Il y a donc deux classes de sommets qui sont cens�es faire un choix d'attachement :
les ous et ceux qui viennent de mourir. Les ous ne sont pas capables de changer
leur statut car ils poss�edent exactement les mêmes p�eres (survivants ou non) qu'�a la
�n de l'it�eration pr�ec�edente. En plus, si un sommet ou d�ecide, il inactive les arêtes
oues qu'il a cr�e�ees, ce qui entrâ�ne l'obligation d'une mise �a jour des voisinages
en même temps que les sommets r�ealisent leur choix d'attachement. On perdrait
dans ce cas le parall�elisme et l'ind�ependance par rapport �a l'ordre d'�evaluation des
sommets.

Comme on veut garder ces deux caract�eristiques dans la pyramide irr�eguli�ere
oue, il faut s�eparer chaque niveau de la pyramide en deux parties par rapport au
choix des p�eres. La premi�ere partie est celle qui permet aux sommets qui viennent de
mourir de r�ealiser leur choix. La deuxi�eme, donne la même opportunit�e aux sommets
ous, puisqu'apr�es les derniers attachements l'ensemble de ses p�eres potentiels a
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5.8.3 Processus de d�ecimation stochastique ou adaptatif?

Apr�es la d�etermination du graphe de similarit�e orient�e du niveau k de la pyra-
mide, il est n�ecessaire de choisir les survivants. Lors de la pr�esentation du processus
de d�ecimation de la pyramide irr�eguli�ere nous l'avons s�epar�e en deux cat�egories :
stochastique ou adaptatif.

Dans notre approche oue, il faut tenir compte de la taille des r�egions pour
�eviter que de grandes surfaces deviennent oues, car �a une grande r�egion oue est
associ�ee une grande incertitude. On essayera donc d'empêcher que de grandes r�egions
deviennent oues, en laissant mourir plutôt les r�egions de taille moins importante.

Le choix de la valeur associ�ee �a chaque sommet sera, par cons�equent, en même
temps stochastique et adaptatif. Stochastique parce qu'on associe �a chaque sommet
xi une variable al�eatoire pi uniform�ement r�epartie entre 0 et 1 ; adaptatif car cette
valeur subit une modi�cation en fonction de la surface Ai associ�ee �a la r�egion, g�e-
n�erant p0

i. On cherchera donc �a maximiser l'�evaluation d'un op�erateur local, donn�e
par :

p0
i = pi �

Ai

Amax
(5.24)

o�u 0 � Ai
Amax

� 1.

L'analyse fond�ee sur la th�eorie des graphes qui a �et�e pr�esent�ee �a la section 4.5.3
reste valable pour la pyramide irr�eguli�ere oue car la structure de transformation
des graphes d'adjacence en graphes de similarit�e n'a pas �et�e a�ect�ee par la pr�esence
des �el�ements ous.

5.9 Le choix d'un p�ere

L'ensemble de survivants �etant d�etermin�e, l'�etape suivante consiste �a r�ealiser les
a�ectations de chaque sommet non-survivant �a un voisin qui sera pr�esent au niveau
suivant de la pyramide.

Dans l'algorithme de la pyramide irr�eguli�ere, �a la �n de l'it�eration k � 1, les
sommets peuvent être actifs ou inactifs. Les sommets actifs sont les survivants et les
inactifs les morts. Les survivants se transforment en vivants au niveau k tandis que
les morts disparaissent. Le sch�ema de la �gure 5.13 montre l'�evolution de l'�etat des
sommets dans la pyramide irr�eguli�ere.

Avec l'introduction des sommets ous ce sch�ema se modi�e. Tout d'abord, �a la
�n de l'it�eration k � 1, si tous les sommets du graphe initial sont consid�er�es, ceux-
ci peuvent être des sommets survivants, morts ou ous. Comme les morts restent
toujours morts et disparaissent au niveau k, il ne restent que les ous et les survivants
qui peuvent changer d'�etat. Les sommets survivants deviennent les sommets vivants
du niveau k et apr�es le choix de Sk ils se partagent en survivants du niveau k et
en ceux qui viennent de mourir. Les sommets ous du niveau k continuent d'être
ous au niveau k + 1 s'ils n'arrivent pas �a choisir un p�ere ; dans le cas contraire,
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Pour adapter l'utilisation d'un même seuil global aux arêtes r�eelles et oues,
puisque ces derni�eres repr�esentent en fait trois sommets, nous sugg�erons que ce
seuil soit exprim�e en fonction des attributs des sommets qui entrent en jeu dans la
formation de chaque arête.

Le crit�ere (4.2), d�eterminant les arêtes du graphe d'adjacence qui seront exclues
du graphe de similarit�e, adapt�e au cas ou, devient alors : le lien7 entre A et B est
�elimin�e si

s(A;B) < sg (5.21)

o�u la fonction de similarit�e s(A;B) est donn�ee par :

s(A;B) =

8><
>:

1� jNG(A)�NG(B)j
max�min

si �A[(A;B)] = 1

�A[(A;B)] si 0 < �A[(A;B)] < 1

(5.22)

o�u �A[(A;B)] est calcul�e selon ce qui a �et�e expos�e �a la section 5.4.3. La fonction de
similarit�e prend alors en compte les niveaux de gris des deux ou trois sommets en
jeux, selon que l'arête soit r�eelle ou oue.

Dans ce cas, le seuil global est contenu dans [0; 1]. Lorsque sg vaut 1, le cri-
t�ere (5.21) n'accepte que les regroupements des sommets ayant le même niveau de
gris.

Le seuil local adapt�e aux arêtes oues

La d�etermination d'un seuil local pour chaque sommet sert �a prendre en compte
les caract�eristiques locales de l'image et entrâ�ne la transformation du graphe de
similarit�e en un graphe orient�e. �A chaque sommet xi du graphe du niveau k de la
pyramide irr�eguli�ere est associ�e un seuil local 0 � sl(xi) � sg fond�e sur la similarit�e
entre ce sommet xi et ses voisins.

De par l'existence des arêtes non r�eelles, il est n�ecessaire d'adapter la d�etermina-
tion de la similarit�e au cas ou. Nous proposons de conserver la similarit�e donn�ee
par la fonction (5.22). De cette mani�ere nous pouvons conserver le crit�ere de choix
du seuil local de la pyramide irr�eguli�ere, d�ej�a pr�esent�e �a la section 4.5.1.

Ainsi que pour le seuil global, il est n�ecessaire d'adapter le crit�ere d'accepta-
tion des voisins. Pour qu'on ne s'�eloigne pas trop de l'algorithme de la pyramide
irr�eguli�ere, seuls les voisins xj de xi qui satisfont :

s(xi; xj) � sl(xi) (5.23)

sont retenus dans le graphe de similarit�e orient�e.

7Par lien on entend tous les types d'arêtes.
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Dans l'algorithme de la pyramide irr�eguli�ere la cardinalit�e de Sk est li�ee directe-
ment au nombre d'arêtes du graphe au niveau k. Il est donc n�ecessaire de bien d�e�nir
le rôle des arêtes r�eelles et oues dans cette �etape de l'algorithme de la pyramide
irr�eguli�ere oue.

Si les arêtes oues ne sont pas consid�er�ees pour �etablir le choix de Sk, l'ensemble
de survivants ne sera pas repr�esentatif car les relations de similarit�e entre les som-
mets seront d'autant moins prises en consid�eration que le nombre de liens entre
les sommets vivants est r�eduit. Lorsque le nombre de sommets ous est grand, on
observe un taux important de d�econnexions dans le graphe d'arêtes r�eelles, d'o�u le
besoin de consid�erer les arêtes oues.

Comme nous l'avons d�ej�a dit, les sommets ous n'interviennent qu'indirectement
dans le choix de Sk, en revanche les adjacences oues cr�e�ees par ces sommets ont la
même importance que celles repr�esent�ees par les arêtes r�eelles.

5.8.1 Le crit�ere d'arrêt

La condition (5.20) �etant satisfaite, l'algorithme de la pyramide irr�eguli�ere oue
peut s'arrêter lorsque la cardinalit�e de Sk ne change pas par rapport �a celle de
Sk�1. Cela veut dire qu'on garde le même crit�ere d'arrêt que celui de la pyramide
irr�eguli�ere classique.

5.8.2 Le rôle des seuils

Lorsqu'un sommet devient ou, il cr�ee des liens entre ses p�eres. Cela veut dire que
l'arête oue }(Pi(F ); F; Pj(F )) est cr�e�ee si Pi(F ) et Pj(F ), p�eres de F , ne sont pas
voisins ou alors }(Pi(F ); F; Pj(F )) remplace une autre arête oue }(Pi(F ); F 0; Pj(F ))
�a la condition que �A[}(Pi(F ); F; Pj(F ))] > �A[}(Pi(F ); F 0; Pj(F ))]. Ce sont en fait
les conditions de cr�eation de la clique oue engendr�ee6 par le sommet ou F .

D'apr�es le crit�ere \deux voisins ne peuvent pas survivre en même temps", il y aura,
au maximum, un p�ere du sommet ou qui survivra si aucun seuil sur le voisinage
n'est utilis�e. Cela est en d�esaccord avec le principe de la pyramide oue, qui pr�etend
fournir un choix plus vaste �a chaque sommet au moment de s'attacher �a un p�ere. Il
est donc essentiel, comme dans la pyramide irr�eguli�ere classique, de consid�erer les
seuils de similarit�e. On pr�esente dans la suite une �etude de l'adaptativit�e des seuils
global et local au cas ou.

Le seuil global adapt�e aux arêtes oues

Lorsqu'on utilise un seuil global sg, les arêtes qui ne respectent pas un minimum
de similarit�e ne seront pas pr�esentes dans le graphe de similarit�e. Dans la pyramide
irr�eguli�ere cette condition se traduit par le fait qu'une arête (A;B) est pr�esente dans
le graphe de similarit�e si jNG(A)�NG(B)j < sg.

6La d�e�nition d'une clique oue engendr�ee par un sommet peut être trouv�ee �a la page 124.
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voisins 3 6 7
�[(1; voisin)] 0.85 1 0.93
lien flou F NULL F

Tab. 5.2 - La structure repr�esentant le voisinage du sommet 1.

Un deuxi�eme changement dans la structure de donn�ees vient du besoin de pou-
voir a�ecter provisoirement les sommets aux p�eres avant l'a�ectation d�e�nitive. Cela,
parce qu'�a chaque fois qu'un sommet VM , qui vient de mourir, choisit son p�ere, la
validation de ce choix d�epend des ux privil�egi�es par les sommets ous. Le \p�ere
provisoire" choisi reste ainsi dans Pprov(VM) jusqu'�a ce que les sommets ous vali-
dent les ux. Cela sert �a �eviter la cr�eation de liens entre p�eres et �ls risquant de se
d�efaire �a cause du choix des sommets ous.

Comme une nouvelle classe de sommets a �et�e cr�e�ee (les sommets ous), nous avons
besoin de la liste de ces sommets, ainsi que de leur âge, c.-�a-d. qu'il est important
de savoir depuis combien de niveaux un sommet est ou. Cela est utile lors de la
d�etection des châ�nes oues (d�e�nition 75) qui servent �a forcer les sommets ous les
plus âg�es �a s'attacher d�e�nitivement.

Les changements d�ecrits ci-dessus nous permettent de conserver la relation entre
sommets et champs r�ecepteurs �a un niveau quelconque de la pyramide oue.

Comme nous l'avons vu dans la section 4.5, un algorithme pour la construction
d'une pyramide irr�eguli�ere comporte trois �etapes :

{ le choix des survivants, o�u les graphes d'adjacence et de similarit�e entrent en
jeu ;

{ le choix d'un p�ere par les sommets non-survivants ;

{ la mise �a jour des voisinages et des attributs associ�es aux sommets.

Les trois prochaines sections sont d�edi�ees �a l'extension des trois �etapes cit�ees
ci-dessus, pour le mod�ele irr�egulier classique, au cas ou.

5.8 Le choix des survivants

Dans l'algorithme de la pyramide irr�eguli�ere, l'ensemble Sk de survivants est
extrait de l'ensemble des sommets vivants du niveau k. Apr�es le choix de Sk on
aura, �a la place des vivants, ceux qui viennent de mourir et les survivants. Ces
derniers sont en fait les vivants du niveau k + 1.

De cette mani�ere, la suite d'ensembles S de survivants est telle que :

S0 � S1 � S2 � � � � � Sapex�1 = Sapex (5.20)

Nous voulons pr�eserver cette propri�et�e dans la pyramide irr�eguli�ere oue. Pour
cela les sommets ous ne peuvent intervenir qu'indirectement dans le choix de Sk

car ils ne sont plus pr�esents au niveau k de la pyramide.
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Les cliques et les châ�nes ont d�ej�a �et�e d�e�nies lors de la pr�esentation de la th�eorie
des graphes. C�ependant nous avons besoin de faire l'extension de ces d�e�nition au
cas ou.

D�e�nition 73 Une clique oue est une clique o�u les arêtes ne sont pas toutes
r�eelles.

D�e�nition 74 Les arêtes oues cr�e�es par un sommet F forment la clique oue

engendr�ee par F. La cardinalit�e des arêtes oues d'une clique oue d'ordre n
engendr�ee par F est alors inf�erieure ou �egale �a celle d'une clique oue d'ordre n.

Cette d�e�nition sera utile lors du traitement des cliques engendr�ees par les som-
mets ous. Lorsqu'on parlera de clique oue engendr�ee par un sommet F , on exclut
alors les arêtes r�eelles faisant partie de la clique oue, ainsi que les arêtes oues qui
utilisent un autre sommet ou �a la place de F . Cela veut dire qu'une clique oue
engendr�ee par F contient seulement les arêtes du type }(�; F;�).

Exemple 12 Le graphe montr�e en �gure 5.12(a) est une clique oue d'ordre 4,
mais la clique oue engendr�ee par le sommet 5 est compos�e par les arêtes: }(1; 5; 3),
}(1; 5; 7), }(6; 5; 3) et }(6; 5; 7).

D�e�nition 75 Une châ�ne oue est une châ�ne dont les sommets extr�emit�es sont
ous.

Un sommet extr�emit�e �es d'une châ�ne oue est toujours un sommet ou F et l'un
de ces p�eres Pi(F ) qui devient ou. Remarquons qu'une châ�ne oue est une entit�e
qui n'existe pas dans un niveau sp�eci�que de la pyramide oue car elle traverse
plusieurs niveaux.

Lorsqu'une châ�ne oue est d�etect�ee dans le graphe d'attachements ou, le som-
met ou le plus ancien de la châ�ne doit imp�erativement prendre sa d�ecision. Cette
r�egle nous permet de contrôler la propagation de l'incertitude dans la pyramide
oue.

5.7 Structure de donn�ees

La structure de donn�ees de la pyramide irr�eguli�ere oue, par rapport �a la pyramide
irr�eguli�ere stochastique, a besoin d'une adaptation.

Pour exprimer le voisinage des sommets, trois listes sont n�ecessaires : celle conte-
nant les voisins de chaque sommet, celle du degr�e d'existence des arêtes et la derni�ere,
qui contient les sommets ous responsables pour les liens. Pour un sommet A, par
exemple, si le voisin d'indice i est le sommetB, le degr�e d'existence de l'arête (A;B)
est l'�el�ement i de la liste �A ; et si cette arête est oue, le sommet ou responsable
de ce lien doit être mis �a la place i dans la liste lien flou. Si l'arête (A;B) est r�eelle
nous devons avoir lien flou[i] = NULL.

Exemple 13 La structure d�eterminant le voisinage du sommet 1 de la �gure 5.12(a)
est donn�ee par la table 5.2.
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sans passer par des liens interm�ediaires. Le graphe d'attachements ou n'est plus
biparti.

Exemple 11 Le graphe de la �gure 5.5(b), o�u il y a 4 sommets survivants et un
sommet ou, donne naissance aux relations d'adjacence montr�ees en �gure 5.5(d).
Consid�erons alors � = 0:01 et  max = 256 pour calculer le degr�e d'existence de
chacune des arêtes du graphe montr�e en �gure 5.5(d).

D'apr�es (5.8), les arêtes r�eelles ont la valeur 1 :

{ �A(1; 6) = 1 ;

{ �A(3; 7) = 1.

Le degr�e d'appartenance de chaque arête oue �a A peut être calcul�e en utili-
sant (5.7) :

{ �A(1; 3) = maxf1� j100�105j+j100�135j+j105�135j
512

� 0:01; 0:01g = 0:85 ;

{ �A(1; 7) = maxf1� j100�105j+j100�115j+j105�115j
512 � 0:01; 0:01g = 0:93 ;

{ �A(6; 3) = maxf1� j110�105j+j110�135j+j105�135j
512 � 0:01; 0:01g = 0:87 ;

{ �A(6; 7) = maxf1� j110�105j+j110�115j+j105�115j
512 � 0:01; 0:01g = 0:95.

et cela nous donne le graphe de la �gure 5.12(a), d�e�ni par la matrice (5.19).

M =

0
BBB@

0 0:85 1 0:93
0:85 0 0:87 1
1 0:87 0 0:95

0:93 1 0:95 0

1
CCCA (5.19)

(a)

1 2 3 4 5 6 7

1 3 6 7

(b)

1

1
1 1 1

10.3

0.3

0.267
0.133

1 3

6 7

1 1

0.85

0.93

0.95

0.87

Fig. 5.12 - (a) Graphe d'adjacence ou et (b) graphe d'attachement ou.

Le graphe d'attachements ou, obtenu �a partir de la con�guration illustr�ee en
�gure 4.4(a), est montr�e en �gure 5.12(b). Nous remarquons dans ce graphe que les
sommets survivants restent attach�es �a eux mêmes (P (1) = 1; P (3) = 3; P (6) = 6 et
P (7) = 7) et que seuls les sommets ous s'attachent �a plusieurs sommets (P (5) =
f1; 3; 6; 7g). Chaque sommet qui a choisi son p�ere s'attache �evidement �a ce p�ere,
(P (2) = 3 et P (4) = 1).
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Dans le cas o�u X = Y est compos�e par les n sommets d'un graphe G, la relation
R peut repr�esenter les adjacences ou la similarit�e entre ses sommets, et la matrice
Mn�n est carr�ee et sym�etrique.

Cependant, pour d�ecrire la pyramide des graphes ous, il nous faut pouvoir d�e�nir
une relation qui prenne en compte non seulement les liens ous entre les sommets
r�eels (les adjacences dans chaque niveau), mais aussi toute autre forme d'adjacence,
comme celle qui associe les sommets ous �a ses p�eres potentiels (adjacences entre
plusieurs niveaux) ou bien �a d'autres sommets ous. Nous devons donc d�e�nir un
graphe ou pour pouvoir repr�esenter une pyramide oue.

D�e�nition 69 G(S;A) est un graphe ou lorsque S et/ou A sont des ensembles
ous.

Il est n�ecessaire de d�e�nir les graphes repr�esentant les relations d'adjacence et
similarit�e entre les arêtes (oues ou non) �a un niveau quelconque de la pyramide
oue.

D�e�nition 70 GA(X;A) est un graphe d'adjacence ou lorsque A est un en-
semble ou d�e�ni par la relation oue (5.8). Cette relation associe �a chaque arête
dans X �X son degr�e d'appartenance �a A.

D�e�nition 71 GS(X;A) est un graphe de similarit�e ou lorsque A est un
ensemble ou d�e�ni par une relation de similarit�e 5. Cette relation associe �a chaque
arête ou arc du type (xi; xj) dans X �X la similarit�e entre xi et xj.

La matrice repr�esentant un graphe de similarit�e orient�e n'est pas sym�etrique car
l'existence d'un arc du type (A;B) n'entrâ�ne pas l'existence de (B;A).

Maintenant nous allons d�e�nir les attachements entre les p�eres et ses �ls entre
deux niveaux successifs de la pyramide oue.

D�e�nition 72 Les attachements entre les sommets d'un niveau k et ceux du niveau
k + 1 sont repr�esent�es par le graphe d'attachements ou G(S;A). L'ensemble
des sommets Sk+1 du niveau k + 1 est contenu dans Sk, qui est un ensemble ou.
Chacun des ensembles Sk est d�e�ni comme suit :

�xi
(S) =

(
0:5 si xi est ou
1 si xi est survivant

(5.18)

et chaque arc (xi; P (xi)) ;xi 2 Sk; P (xi) 2 Sk+1 vaut 1 si �xi
(S) = 1 ou alors cette

valeur est donn�ee par l'�equation (5.1).

Lorsqu'un sommet ou F d�ecide, les arcs du type (F;Pi(F )) sont remplac�es par
un seul arc (F;P (F )), qui rattache directement le sommet ou �a son p�ere d�e�nitif,

5La relation que nous proposons, donn�ee par (5.22), est d�e�nie dans la section 5.8.2.
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[0; 1], le 1 repr�esentant des liens r�eels, le 0 indiquant qu'il n'existe pas de lien ; et
lorsque les sommets i et j sont li�es par une arête oue, celle-ci est �evalu�ee dans ]0; 1[.

Nous allons donc utiliser la d�e�nition de relation oue pour aboutir �a la d�e�nition
de graphe ou, et la particulariser au cas qui nous int�eresse.

D�e�nition 68 Soit X = fx1; x2; : : : ; xmg et Y = fy1; y2; : : : ; yng deux ensembles
�nis. Une relation oue R entre X et Y est d�e�nie comme un sous-ensemble
ou de X � Y et peut être d�ecrite par la matrice Mm�n(R) des valeurs de sa fonc-
tion d'appartenance, o�u �R(xi; yj) s'interpr�ete comme le degr�e de satisfaction de la
relation R entre xi et yj.

M(R) =

0
BBBB@

�R(x1; y1) �R(x1; y2) � � � �R(x1; yn)
�R(x2; y1) �R(x2; y2) � � � �R(x2; yn)

...
...

. . .
...

�R(xm; y1) �R(xm; y2) � � � �R(xm; yn)

1
CCCCA

Exemple 10 La relation oue R = \approximativement �egal �a", d�e�nie par la
fonction (5.16),

fR(x; y) =

(
1

1+(x�y)2
si jx� yj < 3

0 sinon
(5.16)

peut être repr�esent�ee par la matrice M3�2 (5.17), lorsque X = f1; 3; 4g et Y =
f1; 4g.

M =

0
B@ 1 0

1=5 1=2
0 1

1
CA (5.17)

Les matrices des relations oues servent �a repr�esenter des relations de similarit�e
ou d'ordre entre les �el�ements de deux ensemblesX et Y . La matrice (5.17) peut alors
repr�esenter une relation de similarit�e entre les sous-ensembles X et Y de sommets
d'un graphe. La �gure 5.11 illustre la relation f1; 3; 4g � f1; 4g de l'exemple 10.

1

4

1

3

4

1

1

1/5

1/2

(a)

Fig. 5.11 - Graphe pond�er�e associ�e �a la matrice M.
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Strat�egie 2(b) � favorise l'arête la plus forte :

�(Sj) = max
i
f�A(Mi; F; Sj)g (5.14)

Une fois que cette arête est d�etermin�ee, le sommet ou choisit son p�ere au
moyen de (5.12). Tous les autres sommetsMi qui l'avaient aussi choisi a priori,
fusionnent d�e�nitivement avec lui. Dans notre exemple l'arête la plus forte est
}(M1; F; S1). Comme les sommets M3 et M4 avaient choisi S2 comme p�ere a
priori, la nouvelle con�guration sera form�ee par les sommets :M1, M3, M4, F
et S2, ce qui nous donne un r�esultat identique �a celui fourni par la strat�egie 2(b)
(�gure 5.10(c)).

Strat�egie 2(c) � maximise la moyenne des degr�es d'appartenance �a A des arêtes
oues qui vont dans une même direction :

�(Sj) =

X
i

�A(Mi; F; Sj)

jM j
(5.15)

o�u M = fMi : �A(Mi; F; Sj) > �A(Mi; F; Sk); k 6= jg.

Dans ce cas nous aurons �(S1) =
0:9+0:5+0:4

3 = 0:6 < �(S2) =
0:8+0:2

2 = 0:8, ce qui
privil�egie le ux des sommets M2, M5 et F vers le survivant S2.

Ces strat�egies peuvent toutes être impl�ement�ees en parall�ele puisque ce sont les
sommets ous qui doivent privil�egier les attachements les plus robustes. La derni�ere
proposition est celle que prend en compte le maximum d'information concernant le
degr�e d'existence des arêtes oues.

Les attachements qui n'ont pas �et�e priviligi�es doivent être �elimin�es et les sommets
respectifs deviennent ous car leur meilleur choix ne peut pas s'e�ectuer ; il est donc
plus int�eressant d'attendre un peu pour ne pas prendre une d�ecision pr�ecipit�ee.

5.6 Formalisation du mod�ele au moyen des graphes

ous

Normalement, dans les graphes, les relations d'adjacence peuvent être d�e�nies en
utilisant une matrice Mn�n o�u n est le nombre des sommets du graphe, de mani�ere
�a ce que m(i; j) = 1 si les sommets i et j sont adjacents, en cas contraire m(i; j) = 0.

Or, avec la nouvelle approche, on introduit une nouvelle classe de sommets qui
existent partiellement dans le graphe repr�esentant un niveau k de la pyramide.
Grâce �a la logique oue nous pouvons repr�esenter les relations d'adjacence entre
ces sommets, dit ous, et les sommets r�eels au moyen des arêtes oues auxquelles on
associe un degr�e d'existence. Les �el�ements de Mn�n seront �evalu�es dans l'intervalle
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{ �A[}(M4; F; S1)] > �A[}(M4; F; S2)] ;

{ �A[}(M5; F; S1)] < �A[}(M5; F; S2)].

Il est �evident que tous ces attachements a priori ne peuvent pas aboutir parce
qu'au moment de la prise de d�ecision d�e�nitive de la r�egion oue, celle-ci s'attachera
soit �a S1, soit �a S2. Pour r�ealiser son choix, la r�egion oue peut utiliser plusieurs
strat�egies :

Strat�egie 1

Le sommet ou ne favorise que l'arête ayant le plus grand degr�e d'appartenance
�a l'ensemble A, donn�ee par :

max
i;j

f�A(Mi; F; Sj)g (5.11)

Dans notre exemple, cela se traduit par la fusion des r�egions M1, F et S1.

Strat�egie 2

Le sommet ou favorise l'un des ux � passant par lui, vers un sommet survivant :

max
j

f�(Sj)g (5.12)

La fonction � peut tenir compte autant de la quantit�e que de la qualit�e du nouveau
regroupement, comme suit :

Strat�egie 2(a) � ne fait que compter les sommets qui s'attachent �a chaque survi-
vant, passant par F :

�(Sj) = jM j o�u M = fMi : �A(Mi; F; Sj) > �A(Mi; F; Sk); k 6= jg (5.13)

Dans ce cas le crit�ere (5.12) maximise la cardinalit�e des regroupements, per-
mettant que le sommet ou induise des fusions plus nombreuses. Dans notre
exemple, on aurait �(S1) = 3 et �(S2) = 2, ce qui fournit max

j
f�(Sj)g = 3.

Par cons�equent les r�egions M1, M3, M4, F et S1 fusionneraient. Ce r�esultat
est montr�e dans la �gure 5.10(c). Nous remarquons que la fonction � d�e�nie
de cette mani�ere ne prend pas en compte l'information la plus importante �a
propos des arêtes oues : leur degr�e d'appartenance �a A. Cela risque de former
des con�gurations qui ne sont pas homog�enes.
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M2

M3

M1

S3

S2

S1

F

(a)

Fig. 5.9 - Trois arêtes oues qui s'interdisent mutuellement.

seulement.D'apr�es ce qui a �et�e d�evelopp�e jusqu'�a pr�esent dans ce chapitre, le sommet
ou responsable de la cr�eation d'une arête oue ne participe qu'�a une seule fusion.

Si on mâ�trise bien le rôle des sommets et des arêtes oues dans une structure
pyramidale, il est encore possible d'en tirer d'autres pro�ts. En fait, quand on dit
qu'une arête oue permet le regroupement de 3 r�egions en même temps, cela veut dire
au moins 3 r�egions. Cela peut surprendre puisque dans les structures pyramidales,
y comprises les irr�eguli�eres, chaque arête ne peut entrâ�ner qu'une seule fusion.

Pour illustrer cela, supposons que les r�egionsM1 �aM5 de la �gure 5.10(a) doivent
s'attacher �a l'une des deux r�egions survivantes : S1 ou S2, et que leurs choix soient
repr�esent�es par les �eches de la con�guration de la �gure 5.10(b).

M2

M1

M3

M4

M5

F

S1

S2

(a)

0.9

0.5

(b)

0.8

0.8

0.4

S1

S2

(c)

Flou

Flou

(d)

S1

Flou

Flou

Flou

S2

Fig. 5.10 - (a) Cinq r�egions qui viennent de mourir (M1 �a M5) et (b) leurs choix a
priori d'attachement, formant deux ux vers S1 et S2. (c) Le ux vers S1 se concr�etise
et pas l'autre. (d) Situation inverse �a celle de (c).

Le sommet ou F fait partie de toutes les arêtes reliant les sommets M1 �a M5

aux sommets S1 et S2. D'apr�es la �gure 5.10(b), on conclut que :

{ �A[}(M1; F; S1)] > �A[}(M1; F; S2)] ;

{ �A[}(M2; F; S1)] < �A[}(M2; F; S2)] ;

{ �A[}(M3; F; S1)] > �A[}(M3; F; S2)] ;
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�A(A;B) = max
L}(A;Fi;B)

[minf�A(Fi); �B(Fi)g] (5.10)

o�u L}(A;Fi; B) repr�esente tous les liens ous possibles entre A et B.
L'inconv�enient de cette approche est que chaque sommet ou peut cr�eer des arêtes

ayant des degr�es d'existence similaires. Cela ne permettrait gu�ere d'�etablir un ordre
d'importance entre les arêtes non r�eelles.

5.5 Le probl�eme de d�econnexion

Essayons de voir ce qui se passerait avec le graphe de la �gure 5.5(d) poss�edant
4 arêtes oues et 2 r�eelles si l'ensemble de survivants est donn�e par S = f3; 7g et le
sommet 1 choisit le survivant 7, tandis que 6 choisit 3 comme p�ere.

On s'aper�coit que le sommet ou F a �et�e utilis�e deux fois, c.�a-d., }(1; F; 7) et
}(6; F; 3) doivent être valid�es en même temps, g�en�erant les deux con�gurations mon-
tr�ees par les �gures 5.8(a et b) respectivement. Or, si l'arête oue }(1; F; 7) est
valid�ee, le sommet ou F doit imp�erativement s'attacher �a 7, ce qui empêche la
validation de }(6; F; 3) et vice versa.

6

3 1

7

3

(a) (b)

7

Fig. 5.8 - Deux arêtes oues qui s'interdisent mutuellement.

Il est alors impossible de faire les deux attachements en même temps sans cr�eer
une incoh�erence dans la topologie de l'image ; d'o�u le besoin d'e�ectuer seulement
l'un des attachements.

�Evidemment, cette situation peut se produire avec plus de 4 sommets. Il est facile
d'imaginerM1,M2 et M3, non-survivants utilisant le sommet ou F pour s'attacher
aux survivants S1, S3 et S2 respectivement, comme le montre la �gure 5.9(a).

On presente dans la suite des strat�egies de fusion qui �eliminent ces probl�emes de
d�econnexion.

Strat�egies de fusion

On a d�ej�a remarqu�e qu'une arête oue permet le regroupement de 3 r�egions, ce
qui n'est pas le cas des arêtes classiques, qui permettent la fusion de deux r�egions
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{ }(M;F2; S);

{ }(M;F3; S).

Nous pouvons quanti�er la valeur de chacune de ces arêtes au moyen de la for-
mule (5.7), comme suit 4 :

{ �A[}(A;F1; B)] = 1 � j10�50j+j50�10j+j50�50j
2� max

= 1� 40
 max

;

{ �A[}(A;F2; B)] = 1 � j60�50j+j60�50j+j50�50j
2� max

= 1� 10
 max

;

{ �A[}(A;F3; B)] = 1 � j50�50j+j50�50j+j50�50j
2� max

= 1� 0
 max

.

Or, �etant donn�e que  max > 0, le crit�ere (5.6) nous fait choisir F3 pour r�ealiser
le lien entre A et B car maxf1 � 40

 max
; 1 � 10

 max
; 1g = 1. Selon (5.8), le degr�e

d'appartenance de l'arête }(A;F3; B) �a l'ensemble A des arêtes est :

maxf1�
0

 max
� �; �g = maxf1� �; �g = 1� �: (5.9)

Supposons que  max = 80 et � = 0:01. Les r�esultats sont montr�es en �gure 5.7(c)
et les deux arêtes oues non privil�egi�ees (}(A;F1; B) et }(A;F2; B)) doivent alors
être �elimin�ees.

50

F1

F2

F3

SM 50 60 50

100

M

(b) (c)(a)

S

0.01

0.74

0.99

Fig. 5.7 - (a) Les trois possibilit�es d'attacher le sommet M au sommet S, passant
par F1; F2 ou F3. (b) Avec les niveaux des gris, (c) la valeur associ�ee �a chaque arête
oue est calcul�ee.

5.4.4 Degr�e de connexit�e adapt�e

Il est possible d'utiliser une adaptation de l'�equation du degr�e de connexit�e (voir
d�e�nition 59), pour calculer le degr�e d'existence des arêtes oues. Cela nous fournit :

4L'�equation (5.7) pourra aussi être utilis�ee.
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�A[}(A;F
�; B)] = max

1�i�k
f�A[}(A;Fi; B)]g (5.6)

o�u le degr�e d'appartenance de chaque arête oue }(A;Fi; B) �a A peut être �evalu�e
par :

�A[}(A;Fi; B)] =

= 1 �
jNG(Fi)�NG(A)j+ jNG(B)�NG(Fi)j+ jNG(B)�NG(A)j

2 �  max

= 1 �
max fNG(A); NG(Fi); NG(B)g �min fNG(A); NG(Fi); NG(B)g

 max

o�u  max = (max�min) � 0. L'�egalit�e max = min caract�erise une image uniforme.
Grâce �a  max, l'�equation (5.7) ne prend pas de valeurs sup�erieures �a l'unit�e.

A la place de (5.7), il est possible d'utiliser :

�A[}(A;Fi; B)] =

= 1 �
�(NG(A); NG(Fi); NG(B))

�max
=

= 1 �
1
3

q
(NG�NG(A))2 + (NG �NG(Fi))2 + (NG �NG(B))2

�max
(5.7)

o�u �max est le maximum des variances pour tous A;Fi et B.
Nous proposons, alors, que le degr�e d'appartenance des arêtes �a l'ensemble A,

devienne au lieu de (5.5) :

�kA(A;B) =

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

1 si A et B sont voisins

B =2 �k(A) mais
maxf�A[}(A;F �; B)]� �; �g si 9 F � 2 F ;

P k(F ) � fA;Bg

0 sinon

(5.8)

o�u F = fF1; F2; : : : ; Fkg est la famille des sommets ous capables de r�ealiser le lien
entre les sommets A et B.

Exemple 9 Les �gures 5.7(a et b) montrent les 3 possibilit�es d'attacher le sommet
M au sommet survivant S. Les trois arêtes oues qui peuvent être cr�e�ees, montr�ees
en �gure 5.7(c), sont :

{ }(M;F1; S);
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R�egle 2 �A chaque fois qu'un sommet M d�ecide de s'attacher �a un sommet S au
moyen d'une arête oue }(M;F; S), le sommet ou F doit s'attacher lui aussi �a S.
Nous dirons alors que l'arête oue }(M;F; S) est valid�ee.

Nous remarquons que la fonction �A, d�e�nie par l'�equation (5.5) ne tient pas
compte du niveau de gris du sommet ou faisant partie d'une arête oue qui a �et�e
valid�ee. D'apr�es la r�egle 2, la prise en compte de cette information est d'extrême
importance car le sommet ou va s'attacher, lui aussi, au sommet survivant.

Il n'est pas di�cile d'imaginer une situation de d�ecision erron�ee, o�u l'arête
}(M1; F; S1), est valid�ee �a la place de }(M2; F; S2), simplement parce que
jNG(M1) �NG(S1)j < jNG(M2)�NG(S2)j. Prenons comme exemple les valeurs :
100, 160, 100, 180 et 170 qui repr�esentent les niveaux de gris des sommetsM1, M2,
S1, S2 et F respectivement, comme le montrent les �gures 5.6(a et b). Il est �evident
que le fait que S1 et M1 soient plus similaires que S2 et M2 va g�en�erer la r�egion
fM1 [F [ S1g montr�ee en �gure 5.6(c). N�eanmoins cette r�egion est plus h�et�erog�ene
que celle qui aurait �et�e cr�e�ee si }(M2; F; S2) avait �et�e valid�ee (voir la �gure 5.6(d)).

M1

M2

F

S1

S2

100

160

100

180

170

(a) (b)

M2 S2

M1 S1S1

S2

(c) (d)

Fig. 5.6 - (a) Des r�egions, (b) leurs niveaux de gris et (c-d) deux con�gurations
possibles r�esultant de la validation des arêtes oues.

Il y a encore une deuxi�eme raison pour ne pas travailler avec la fonction (5.5). S'il
peut arriver qu'un sommet A soit li�e �a un sommet B �a travers un sommet ou F1,
rien n'empêche qu'il existe un autre sommet ou F2 capable de faire le même lien.
Il faut donc d�ecider quelle arête repr�esentera (A,B) : }(A;F1; B) ou }(A;F2; B). En
g�en�eralisant, s'il existe p sommets ous, disons F1; F2; : : : ; Fp, qui puissent r�ealiser
le lien entre les sommets A et B, comment alors choisir le meilleur d'entre eux, �etant
donn�e que �A(}(A;F1; B)) = �A(}(A;F2; B)) = : : : �A(}(A;Fp; B))?

Ainsi, il est n�ecessaire et plus rationnel d'utiliser le maximum d'information dans
le but d'obtenir une valeur plus coh�erente dans le calcul de �A.

�Etant donn�e qu'au moment o�u une arête oue est valid�ee, les trois sommets mis en
jeu fusionnent, il est important de coop�erer avec les fusions les plus homog�enes. Pour
mesurer cette homog�en�eit�e, nous proposons d'utiliser soit la somme des di��erences
entre les niveaux de gris des r�egions mises en jeu, soit la variance normalis�ee des
niveaux de gris de ces r�egions. �Evidement, d'autres mesures peuvent être utilis�ees.

S'il existe plusieurs sommets ous, disons F1, F2, : : : , Fk, qui peuvent r�ealiser le
lien entre les sommets A et B, l'arête oue qui aura le plus de chances d'être valid�ee
sera celle pour laquelle l'homog�en�eit�e est maximale, c.�a-d. l'arête qui appartient avec
le degr�e le plus fort �a �A :
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Il nous faut donc d�e�nir une fonction adapt�ee �a toutes les situations. Voici notre
premi�ere proposition :

�kA(A;B) =

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

1 si A et B sont voisins

B =2 �k(A) mais

maxf1� jNG(A)�NG(B)j
max�min

� �; �g si 9 F ou ;

P k(F ) � fA;Bg

0 sinon

(5.5)

o�u � est un r�eel positif proche de z�ero.
�A propos de la fonction �A ainsi d�e�nie, nous pouvons dire que :

{ Elle permet de di��erencier les deux types d'arêtes : r�eelles (qui ont toujours la
valeur 1) et oues (qui grâce �a l'introduction de � ne peuvent pas prendre la
valeur 1) ;

{ Grâce �a l'introduction de la fonction max, elle empêche que les arêtes poss�edant
un sommet ou soient consid�er�ees inexistantes lorsque jNG(A) � NG(B)j =
max�min ;

{ Elle construit un ordre entre les arêtes de mani�ere �a ce que les plus fortes
soient celles qui poss�edent les plus faibles di��erences de niveaux de gris entre
les deux sommets correspondants.

Le nouveau param�etre � doit repr�esenter le degr�e d'existence minimal d'une arête
oue entre deux sommets A et B tels que jNG(A)�NG(B)j = max�min.

Dans la suite, on proposera l'utilisation d'un maximum d'informations dans le
but d'obtenir des valeurs plus repr�esentatives dans le calcul de �A.

5.4.3 L'information apport�ee par les sommets ous

Reprenons le graphe de la �gure 5.5(d), et voyons ce qui se passe si l'ensemble
des survivants est compos�e des sommets 3 et 7 3. Le sommet 1 (portant un niveau
de gris 100) s'attachera au sommet survivant 7 (qui poss�ede le niveau de gris 115)
grâce �a l'existence de l'arête oue }(1; 5; 7).

Cet attachement ne peut se faire sans l'aide du sommet ou 5, car si la r�egion 1
s'attache �a la r�egion 7, la r�egion oue 5 doit aussi s'y attacher ; comme cela on ne
risque pas de construire une r�egion ayant 2 composantes connexes. Cela veut dire
qu'une arête oue est responsable de la fusion de trois r�egions (au minimum) en
même temps. Par cons�equent on �etablit la r�egle suivante :

3Cela est tout �a fait possible car des arêtes qui traduisent une dissimilarit�e peuvent être �elimin�ees
au moyen d'un seuil.
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{ }(6; 5; 3) ;

{ }(6; 5; 7) ;

{ }(1; 5; 6) ;

{ }(3; 5; 7).

Remarquons que ces 6 arêtes oues forment une clique dans le graphe. Comme il
y a un degr�e d'existence associ�e �a chacune de ces arêtes, la clique engendr�ee par le
sommet 5 est oue. La d�e�nition d'une \clique oue" est donn�ee �a la page 124.

La cr�eation de }(1; 5; 6) et }(3; 5; 7) est inutile puisque les arêtes (1; 6) et (3; 7)
existent d�ej�a. La �gure 5.5(d) montre une con�guration capable de g�en�erer cela. En
revanche, ce n'est pas le cas des 4 autres arêtes. Nous devons alors trouver un moyen
de di��erencier les arêtes r�eelles au niveau topologique (celles qui n'ont pas besoin
d'un sommet ou pour exister) de celles qui sont oues.

5.4.2 Degr�e d'existence des arêtes

Il est n�ecessaire de cr�eer la fonction d'appartenance de chaque arête �a l'ensemble
d'arêtes A. Cette fonction doit permettre de di��erencier les arêtes oues des arêtes
r�eelles ainsi que d'�etablir un ordre d'importance entre les arêtes non r�eelles. Au
premier abord, il semble que cette fonction puisse être d�e�nie pour tous sommets A
et B du graphe repr�esentant le niveau k de la pyramide par :

�kA(A;B) =

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

1 si A et B sont voisins

A et B ne sont pas

1� jNGk(A)�NGk(B)j
maxk�mink

si voisins mais 9F ou :

P k(F ) � fA;Bg

0 sinon

(5.4)

o�u NGk(A) est le niveau de gris moyen de la r�egion A, et maxk �mink repr�esente
l'�ecart maximal entre les niveaux de gris de deux sommets quelconques. Le cas o�u
maxk = mink n'est pas consid�er�e, car il traduit une image uniforme en niveaux de
gris. Dans la suite, pour simpli�er la notation, on n'utilisera pas l'exposant k pour
indiquer le niveau de la pyramide dans les fonctions NG et �A.

La fonction �A g�en�ere des valeurs dans l'intervalle [0,1].
Or, cette fonction est na��ve car, quand les sommets A et B poss�edent le même

niveau de gris, �A(A;B) est �egal �a 1 empêchant ainsi la bonne s�eparation entre arêtes
r�eelles et oues. De plus, dans le cas o�u NG(A) et NG(B) sont aux extrêmes de la
dynamique des niveaux de gris dans l'image (c.�a-d.NG(A) = min et NG(B) = max
ou vice versa), �A(A,B)=0 indiquant que l'arête (A,B) n'existe pas.
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fusionnent \plus ou moins" avec la r�egion oue) deviennent tous voisins les uns des
autres.

Malgr�e ces \voisinages ous", il est n�ecessaire de di��erencier les arêtes qui existent
vraiment de celles n�ees des sommets ous. L'importance de cette di��erenciation vient
du besoin de contrôler la propagation de l'incertitude dans la pyramide, car lorsqu'un
sommet ou d�ecide, les liens qu'il avait cr�e�es doivent disparâ�tre. Une autre raison
qui justi�e ce contrôle est la possibilit�e que des r�egions d�econnect�ees se forment. La
section 5.5 est consacr�ee �a ce probl�eme.

5.4.1 L'id�ee de base

Le graphe repr�esentant la con�guration de la �gure 5.5(a) est montr�e dans la �-
gure 5.5(b). Ce graphe contient deux arêtes r�eelles, ainsi que les 4 attachements ous
entre le sommet 5 et ses voisins. Ces attachements traduisent plusieurs possibilit�es :

1. Le sommet ou pourra s'attacher d�e�nitivement au sommet 1. Si cela arrive,
la r�egion 1 sera adjacente aux r�egions 3 et 7, mise �a part l'adjacence qui existe
d�ej�a avec la r�egion 6.

2. Le sommet ou pourra s'attacher d�e�nitivement au sommet 6. Si cela arrive,
la r�egion 6 sera adjacente aux r�egions 3 et 7, mise �a part l'adjacence qui existe
d�ej�a avec la r�egion 1 :

3. Le sommet ou pourra s'attacher d�e�nitivement au sommet 3. Si cela arrive,
la r�egion 3 sera adjacente aux r�egions 1 et 6, mise �a part l'adjacence qui existe
d�ej�a avec la r�egion 7 :

4. Le sommet ou pourra s'attacher d�e�nitivement au sommet 7. Si cela arrive,
la r�egion 7 sera adjacente aux r�egions 1 et 6, mise �a part l'adjacence qui existe
d�ej�a avec la r�egion 3.

A la vue de ces possibilit�es, le graphe d'adjacence de la �gure 5.5(b) devient celui
montr�e dans la �gure 5.5(c). Dans ce graphe on aper�coit la pr�esence d'arêtes oues
(les arêtes form�ees par des traits en pointill�e). Nous donnons ci-apr�es la d�e�nition
de ces arêtes :

D�e�nition 67 Une arête oue, not�ee }(A;F;B), est une arête non r�eelle qui r�ea-
lise le lien entre les sommets A et B au moyen du sommet ou F .

Chaque arête oue garde alors la trace du sommet ou responsable de sa cr�eation,
outre les deux sommets qui lui sont adjacents. Voici la liste des arêtes oues du
graphe de la �gure 5.5(c) :

{ }(1; 5; 3) ;

{ }(1; 5; 7) ;
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qui viennent de mourir), les morts (qui ne sont plus actifs) et les ous. Quelques
questions concernant ces derniers surgissent :

1. Quels moyens utiliser pour que les sommets ous ne fassent pas partie des
prochains ensembles des survivants, puisqu'ils ne sont plus actifs, alors que
les r�egions qu'ils repr�esentent n'appartienent pas encore d�e�nitivement �a une
entit�e dans l'image?

2. Comment exploiter les liens entre le graphe d'adjacence et la topologie des
r�egions (qui peuvent se chevaucher grâce �a la notion d'appartenance oue) au
niveau de la sc�ene �a segmenter?

3. De quelle mani�ere pouvons nous utiliser les informations apport�ees par les
sommets ous?

4. Comment peut-on tenir compte des arêtes adjacentes �a un sommet ou, puis
du fait que ce sommet ne sera pas actif dans les it�erations suivantes?

La solution �a ces probl�emes dus aux sommets ous passe par la cr�eation d'une
nouvelle classe d'arêtes. Dans la section suivante on pr�esente la mani�ere d'exploiter
l'information introduite par biais des sommets ous au moyen des \arêtes oues"
dans les graphes repr�esentant l'image.

1 3

6 7

5

1 3

6 7

1 3

6 7

(a) (b) (c) (d)

1

6

5

3

7

Fig. 5.5 - (a) Con�guration de 5 champs r�ecepteurs �a la base de la pyramide a�ect�es
par un facteur de ou. (b) Graphe r�ealisant les relations d'attachement entre les 5
regions de (a). (c) Graphe au niveau k repr�esentant toutes les arêtes oues et (d) le
graphe ant�erieur sans les arêtes qui n'ont pas d'int�erêt.

5.4 La cr�eation d'arêtes oues

Consid�erons la con�guration montr�ee en �gure 5.5(a), qui pr�esente 4 r�egions vi-
vantes et une oue, celle de num�ero 5. Selon la r�egle 1, la r�egion 5 appartient partiel-
lement aux autres 4 r�egions en même temps. Cette id�ee de gradation d'appartenance
d'un �el�ement �a plusieurs classes compl�ementaires, venue de la th�eorie des ensembles
ous, nous permet de dire que les sommets repr�esentant ces r�egions vivantes (qui
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(a)

5

(b)

5

2 3 4

11

3

Fig. 5.4 - (a) Le sommet 1 est attach�e �a ses trois p�eres qui fusionnent formant les
deux classes de la �gure (b) repr�esent�ees par les sommets 3 et 5. Dans cette derni�ere
con�guration le sommet ou poss�ede deux p�eres.

contrôler la propagation de l'incertitude. Pour que le nouveau sommet ou puisse
prendre une d�ecision il est essentiel que l'autre sommet ou (le plus ancien) d�ecide.

Les situations d�ecrites ci-dessus montrent l'importance de l'attachement d'un
sommet ou �a tous ses p�eres potentiels ainsi qu'aux voisins qui viennent de mourir
avec lui �a la même it�eration. Cela justi�e la cr�eation de la r�egle 1 puisqu'il est
n�ecessaire de garder le lien avec tous ses voisins, pour que le graphe d'adjacence
du niveau sup�erieur repr�esente la vraie con�guration des champs r�ecepteurs. Cette
trace peut être mise �a jour en prenant �a chaque nouveau niveau de la pyramide
seulement les p�eres des voisins du sommet ou. Cela impêche qu'on travaille avec les
sommets morts, et introduit la prise en consid�eration de nouveaux p�eres potentiels
qui ne faisaient pas partie du niveau pr�ec�edent.

Revenons �a l'exemple de la section 4.5.4. Dans cet exemple, �a l'it�eration k, le voi-
sinage du sommet 5 est donn�e par �k(5) = f1; 4; 6; 7; 2g et comme l'ensemble des sur-
vivants est Sk = f1; 3; 6; 7g, P k(5) = f1; 6; 7g. Du fait que s(5; 1) = s(5; 6) > s(5; 7)
o�u s est la fonction de similarit�e, le sommet 5 devient ou. Comme �a la �n de l'it�e-
ration k des nouveaux regroupements se sont form�es, on peut remettre en question
le choix du sommet ou 5. La �gure 5.5(a) montre la nouvelle con�guration, o�u l'on
passe de �k(5) = f1; 4; 6; 7; 2g �a fP k(1); P k(4); P k(6); P k(7); P k(2)g = f1; 6; 3; 7g
qui n'est compos�e que de sommets survivants.

Le sommet ou peut donc remettre en question son choix. Comme NG(1) =
NG(4), on a encore s(5; 1) = s(5; 6), donc le sommet 5 reste ou. Cela veut dire,
qu'il y a la propagation de l'incertitude d'un niveau k de la pyramide vers le niveau
sup�erieur k+1. Cette propagation doit être repr�esent�ee sur les graphes d'adjacence
et de similarit�e.

Nous remarquons que les sommets seront partag�es en 3 groupes au niveau k+1 :
les vivants (qui, apr�es l'�etape de d�ecimation, se sous-divisent en survivants et ceux
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associ�e �a chaque sommet, donne de la souplesse �a la pyramide et permet des fusions
plus coh�erentes et signi�catives. Le r�esultat est montr�e en �gure 5.3(b).

Le cas pr�esent�e ci-dessus peut être g�en�eralis�e par la construction de P k(F ) =
fS1; S2; � � � ; Spg qui se r�eduit �a Sj au niveau k + 1, Sj =2 P k(F ).

(a)

5

(b)

5

2 3 4

11

Fig. 5.3 - (a) Con�guration montrant le sommet ou 1 li�e �a ses trois voisins, lorsque
ces derniers d�ecident de tous s'attacher au sommet 5. La fusion des sommets 2, 3, 4
et 5 g�en�ere le graphe contract�e (b), qui permet au sommet 1 de se lier �a 5.

Situation 3

Il peut arriver que seuls les sommets 3 et 5 survivent au niveau k+1 comme dans
la situation 1, mais les deux sommets qui viennent de mourir, 2 et 4, choisissent
respectivement 3 et 5 comme p�eres. Nous aurons alors la con�guration montr�ee
dans la �gure 5.4(a). L'ensemble des p�eres potentiels du sommet ou 1 devient
au niveau k + 1 : P k+1(1) = fP k(2); P k(3); P k(4)g = f3; 5g. Cette situation �etait
inattendue au d�epart, car le sommet 5 ne faisait pas partie des p�eres possibles de 1,
mais comme l'un des p�eres potentiels du sommet 1 est mort, il a �et�e n�ecessaire de
mettre �a jour les liens entre ce sommet ou et les survivants du niveau sup�erieur.
Dans ce cas, le sommet 1 aura le choix entre les survivants 3 et 5 �a l'it�eration k+1.
S'il choisit le sommet 3 comme �etant son p�ere d�e�nitif, cela veut dire que la r�egion
qu'il repr�esente est plus similaire au regroupement form�e par les r�egions 2 et 3 qu'�a
celui form�e par les r�egions 4 et 5.

Il est possible, par contre, que ce sommet ou ne puisse pas d�ecider. Dans ce
cas, il reste encore ou, mais attach�e aux nouveaux p�eres 3 et 5. Le graphe de la
�gure 5.4(b) montre la con�guration des sommets au niveau k + 2.

Situation 4

Il peut arriver qu'un sommet qui devient ou poss�ede un �ls qui �etait d�ej�a ou
dans un niveau inf�erieur k � b; b � 1. Dans cette situation, il est n�ecessaire de
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Situation 1

Seuls les sommets 3 et 5 survivent au niveau suivant. Les deux sommets qui
viennent de mourir (2 et 4) ayant le choix entre les survivants 3 et 5, choisissent le
premier, comme nous le montre la �gure 5.2(a). �A ce moment, le sommet ou n'a
qu'�a s'attacher au survivant 3 puisque celui-ci devient son unique p�ere potentiel.

Voyons l'�evolution de l'ensemble P k(1) des p�eres potentiels du sommet 1. Au
d�epart, P k(1) = f2; 3; 4g mais comme �a l'it�eration k + 1 les sommets 2 et 4 ont
d�ecid�e de s'attacher au survivant 3, le sommet 1 se retrouve avec : P k+1(1) =
fP k(2); P k(3); P k(4)g = f3g.

Cette situation n'est qu'un cas particulier d'une con�guration plus g�en�erale, o�u
l'ensemble des p�eres potentiels P k(F ) = fS1; S2; � � � ; Spg d'un sommet ou F se
r�eduit �a un seul survivant Sj, 1 � j � p au niveau k + 1, auquel se rattachent tous
les autres.

En permettant �a ses voisins de fusionner, le sommet ou s'attache ainsi naturel-
lement au survivant repr�esentant la nouvelle r�egion contenant tous les �el�ements de
P k(F ). Cela est montr�e en �gure 5.2(b).

5

1

2 3 4

(a)

5

1

3

(b)

Fig. 5.2 - (a) Con�guration montrant le sommet ou 1 attach�e �a ses p�eres qui
fusionnent, formant le graphe contract�e (b). Cette con�guration permet au sommet 1
de s'attacher �a son voisin 3.

Situation 2

Consid�erons maintenant le cas o�u tous les �el�ements de P k(F ) meurent �a l'it�eration
k+1 et d�ecident de s'attacher �a un seul sommet survivant, le sommet 5. Dans ce cas,
illustr�e par la �gure 5.3(a), l'ensemble des p�eres potentiels du sommet ou �evolue
de la mani�ere suivante : P k(1) = f2; 3; 4g et P k+1(1) = fP k(2); P k(3); P k(4)g = f5g.
Le sommet 1 peut maintenant s'attacher au seul survivant qui peut le repr�esenter
au niveau suivant.

Remarquons qu'au d�epart le sommet 5 ne faisait pas partie des p�eres potentiels
du sommet ou 1. Cette �evolution qui prend en compte le vrai voisinage topologique
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{ lorsqu'un sommet ou prend sa d�ecision d�e�nitive, l'arête en pointill�e qui est
valid�ee se transforme en arc, indiquant l'absorption de ce sommet par un sur-
vivant. Un exemple est montr�e en �gure 5.2(b) o�u le sommet 3 absorbe le
sommet 1 ;

{ les sommets survivants peuvent se distinguer des vivants par leur couleur plus
sombre, comme par exemple les sommets 3 et 5 du graphe de la �gure 5.2(a) ;

{ les arêtes oues (qui n'ont pas encore �et�e d�e�nies) sont repr�esent�ees par des
traits pointill�es. Dans le graphe de la �gure 5.5(d), on voit 4 arêtes oues.

5.3 Gestion des attachements ous

Nous avons dit au d�ebut de ce chapitre que \l'introduction des sommets ous dans
la structure pyramidale permettrait aux autres sommets de se regrouper entre eux,
formant des nouvelles r�egions, permettant ainsi �a chaque sommet ou de r�ealiser un
meilleur choix". Nous allons �eclaircir cette a�rmation en pr�esentant la mani�ere de
g�erer les liens entre chaque sommet ou et ses p�eres possibles.

Fondamentalement, quatre situations peuvent se produire. Pour les illustrer nous
allons utiliser le graphe de la �gure 5.1(b) qui est une version simpli��ee de celui
montr�e par la �gure 5.1(a). Nous montrons ces deux graphes pour justi�er l'existence
d'arêtes entre deux sommets survivants sans que cela entrâ�ne un non respect de la
condition \deux sommets voisins ne peuvent pas survivre en même temps".

5

1

2 3 4

1

2 3 4

5

(a) (b)

Fig. 5.1 - Le graphe (b) est obtenu �a partir de (a) par absorption des sommets non
num�erot�es.

Supposons alors que les sommets 2, 3 et 4 de la �gure 5.1(a) survivent au niveau k
et que le sommet 1 devienne ou parce qu'il vient de mourir et il ne peut pas r�ealiser
son choix entre ses p�eres potentiels (les survivants 2, 3 et 4). Nous allons d�ecrire
maintenant les di��erentes situations possibles au niveau k + 1 :
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En calculant 0:98 + 0:92 + 0:98 + 0:96 = 3:84, les degr�es d'appartenance, obtenus
au moyen de l'�equation (5.1) sont :

�1(5) =
0:98
3:84

= 0:255 ;

�3(5) =
0:92
3:84

= 0:240 ;

�6(5) =
0:98
3:84

= 0:255 ;

�7(5) =
0:96
3:84

= 0:250.

La deuxi�eme possibilit�e, qui utilise l'�equation (5.3) et
X
j

jNG(F ) � NG(Pj)j =

5 + 30 + 5 + 10 = 50 fournit :

s(5; 1) = 1� j105�100j
50

= 0:9 ;

s(5; 3) = 1� j105�135j
50 = 0:4 ;

s(5; 6) = 1� j105�110j
50 = 0:9 ;

s(5; 7) = 1� j105�115j
50 = 0:8.

On obtient alors, grâce �a (5.1) :

�1(5) =
0:9
3 = 0:300 ;

�3(5) =
0:4
3 = 0:133 ;

�6(5) =
0:9
3 = 0:300 ;

�7(5) =
0:8
3 = 0:267.

La deuxi�eme proc�edure fournit des r�esultats plus discriminants, comme nous pou-
vons voir dans la table 5.1.

Nous allons pr�esenter maintenant la mani�ere de g�erer les liens entre chaque som-
met devenu ou et ses p�eres potentiels.

5.2 Notations utilis�ees dans ce chapitre

{ Dor�enavant, nous allons repr�esenter en pointill�es les sommets ous, ainsi que
les arêtes qui leur sont adjacentes. Comme illustration, voir le sommet ou F
de la �gure 5.2(a) et les 3 arêtes qui l'attachent aux sommets non ous 2, 3 et
4 ;
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Pi(5) 1 3 6 7
NG 100 135 110 115
�Pi

(5) - selon l'�equation 5.2 0.255 0.240 0.255 0.250
�Pi

(5) - selon l'�equation 5.3 0.300 0.133 0.300 0.267

Tab. 5.1 - Degr�es d'appartenance du sommet 5 �a ses p�eres potentiels.

F et ce p�ere possible, tandis que la premi�ere est beaucoup plus restrictive. Cela nous
am�ene �a la d�e�nition de la r�egle suivante :

R�egle 1 Chaque sommet ou sera partiellement attach�e �a ses p�eres potentiels. Cela
signi�e que la r�egion qu'il repr�esente fera partiellement partie de chacun des champs
r�ecepteurs correspondants voisins �a la base de la pyramide.

Ainsi, le degr�e d'appartenance �Pi
(F ) du sommet F �a son p�ere Pi peut être donn�e

par :

�Pi
(F ) =

s(F;Pi)X
j

s(F;Pj)
8i (5.1)

(ce qui nous donne
X
j

�Pj
(F ) = 1), o�u s(F;Pi) est donn�e par

s(F;Pi) = 1�
jNG(F )�NG(Pi)j

256
(5.2)

ou alternativement par :

s(F;Pi) = 1�
jNG(F )�NG(Pi)jX
j

jNG(F )�NG(Pj)j
(5.3)

Exemple 8 Pour comparer les �equations (5.2) et (5.3), nous allons les appliquer
au graphe montr�e en �gure 5.5(b). Dans ce graphe le sommet ou 5, de niveau de
gris 105, poss�ede 4 p�eres potentiels. Dans la table 5.1 il est montr�e le niveau de gris
de ces sommets.

En utilisant l'�equation (5.2), nous avons :

s(5; 1) = 1� j105�100j
256 = 0:98 ;

s(5; 3) = 1� j105�135j
256 = 0:92 ;

s(5; 6) = 1� j105�110j
256 = 0:98 ;

s(5; 7) = 1� j105�115j
256 = 0:96.
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de similarit�e est maximal ; F devient alors un sommet ou. De ce fait, ce sommet
ne peut pas être pr�esent au niveau k+1 de la pyramide puisque seuls les survivants
y seront. Le sommet F sera alors repr�esent�e par ses p�eres (et on ne parle plus de
mettre �a jour son voisinage dans la pyramide de graphes parce que ce sommet ne
fait pas partie des survivants) aux niveaux sup�erieurs jusqu'�a ce qu'il puisse d�ecider.

Nous devons d�evelopper une strat�egie pour mettre �a jour l'ensemble des p�eres
de F aux it�erations k + 1; k + 2; � � � puisque au fur et �a mesure que les graphes
se contractent �a chaque nouveau niveau de la pyramide, le sommet ou risque de
ne rester attach�e qu'�a des sommets non-survivants. Si on ne retient de P k(F ) que
les sommets survivants, de fortes similarit�es seront abandonn�ees et le choix de F
deviendra restreint, ce qui contredit notre id�ee d'origine. Il est donc plus int�eressant
de choisir P k+1(F ) dans fP k(V1); P

k(V2); � � � ; P
k(Vv)g. De cette mani�ere,P k(F ) peut

faire partie de P k+1(F ), car pour chaque sommet Si, voisin survivant de F , on a
P k(Si) = Si. En plus, le sommet ou F aura un choix plus riche �a r�ealiser puisque
des �el�ements Sj =2 P k(F ) peuvent être pr�esents dans P k+1(F ) (il su�t que 9Vc non
survivant dans P k(F ) tel que P k(Vc) = Sj).

Il existe plusieurs mani�eres de d�eterminer l'ensemble des p�eres P k+1(F ) du niveau
k + 1 �a partir de P k(F ) :

1. F ne reste attach�e qu'aux p�eres potentiels qui survivent au niveau k+1 et qui
ont le même degr�e maximal de similarit�e, en �eliminant les moins similaires.
Dans ce cas l'ensemble des p�eres P k+1(F ) du sommet ou F au niveau k + 1
est tel que P k+1(F ) � fS1; S2; � � � ; Spg.

2. F d�ecide de s'attacher �a tous les �el�ements de fP k(V1); P k(V2); � � � ; P k(Vv)g
ind�ependemment des similarit�es. L'ensemble P k+1(F ) contiendra P k(S1),
P k(S2), � � �, P k(St), mais pas forc�ement ni �k(F ), ni P k(F ). En revanche, tout
sommet survivant p�ere d'un des voisins morts de F fera partie des p�eres de F
au niveau k + 1. Ce choix garde en fait tous les liens possibles entre F et les
survivants du niveau sup�erieur.

3. Il est possible de s�eparer les p�eres potentiels du niveau k d'un sommet ou F
en deux groupes au niveau k+1. Cette s�eparation peut être r�ealis�ee au moyen
d'un seuil bas�e sur les di��erences de niveaux de gris entre F et chaque �el�ement
de fP k(S1); P k(S2); � � � ; P k(Sm)g. Des possibilit�es de d�etermination des deux
classes ont �et�e expos�ees au chapitre 3 et dans la section 4.5.1 lors de la pr�esenta-
tion de techniques capables de fournir des seuils locaux. Dans ce cas, P k(F ) =
fS1; S2; � � � ; Stg devient un sous-ensemble de fP k(S1); P k(S2); � � � ; P k(Sm)g,
m < t.

Malgr�e l'aspect int�eressant de la troisi�eme proposition, la d�etermination d'un
nouveau seuil se fait n�ecessaire, en plus des seuils global et local, d�ej�a d�e�nis dans
le chapitre pr�ec�edent. Nous pr�ef�erons la deuxi�eme option car un p�ere potentiel qui
n'est pas \pour le moment" l'un des plus similaires peut le devenir dans l'une des
it�erations suivantes. La deuxi�eme option n'�ecarte pas la possibilit�e d'une fusion entre
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pyramidale, et on permet la propagation (avec contrôle) d'une certaine incertitude.

5.1 Attachement ou

L'une des contraintes du mod�ele pyramidal, impos�ee par la logique classique, est
l'unicit�e d'appartenance d'une r�egion �a un seul champ r�ecepteur. Cela veut dire
qu'une r�egion ne peut appartenir qu'�a un seul regroupement, et par cons�equent,
dans le graphe repr�esentant l'image, chaque sommet qui vient de mourir ne peut
choisir qu'un seul p�ere.

Dans notre approche nous proposons que cette contrainte soit relax�ee lorsque,
pour l'une des raisons expos�ees au d�ebut de ce chapitre, un sommet qui vient de
mourir a une certaine incertitude sur son choix. Au moyen de la logique oue,
en permettant qu'un sommet puisse s�electionner plusieurs p�eres jusqu'au moment
de la prise de d�ecision d�e�nitive, nous esp�erons pouvoir obtenir un processus de
segmentation plus ais�e.

Retournons �a l'exemple de la section 4.5.4. Dans cet exemple, �a l'it�eration k le
sommet 5 ne pouvait pas d�ecider �a quel survivant il s'attacherait avec les infor-
mations qu'il poss�edait. Nous proposons donc que ce sommet ne soit pas oblig�e de
d�ecider. La r�egion qu'il repr�esente restera en veille, permettant aux autres r�egions
de fusionner entre elles, en esp�erant que, dans les prochaines it�erations, elle pourra
r�ealiser son choix grâce aux nouvelles informations d�evelopp�ees. Cela veut dire que
ce sommet devra rester dans un \�etat d'ind�ecision" jusqu'au moment o�u les chan-
gements apport�es par les nouveaux champs r�ecepteurs lui permettront de d�ecider.

Les attributs d'un sommet qui poss�ede plus d'un p�ere seront pris en compte
partiellement par ces p�eres. Ainsi la r�egion repr�esent�ee par ce sommet contribuera
en surface et niveau de gris moyen, selon son degr�e d'appartenance, aux champs
r�ecepteurs auxquels elle est attach�ee.

D�e�nition 66 Un sommet ind�ecis, qui n'arrive pas �a choisir parmi ses voisins sur-
vivants son p�ere, sera d�enomm�e sommet ou tant qu'il reste dans cet �etat d'ind�e-
cision.

Il est important de contrôler la propagation de l'incertitude dans la pyramide,
pour �eviter des incoh�erences et pouvoir en tirer le maximum de pro�t.

Soit F un sommet qui vient de mourir au niveau k de la pyramide et �k(F ) =
fV1; V2; � � � ; Vvg l'ensemblede ses voisins. Consid�erons l'ensemble des p�eres potentiels2

de F , P k(F ) = fS1; S2; � � � ; Sp; � � � ; Stg, au niveau k, tel que s(F; S1) = s(F; S2) =
� � � = s(F; Sp) > s(F; Sj) 8j > p, o�u s est la fonction de similarit�e. Comme cha-
cun des p�eres potentiels est un sommet survivant, nous avons P k(F ) � �k(F ), d'o�u
t � v. Or, F ne peut pas choisir son p�ere dans l'ensemble P k(F ) car il existe plu-
sieurs p�eres potentiels auxquels ce sommet est identiquement similaire, et ce degr�e

2Pour chaque sommet ou F , on notera P k(F ) l'ensemble des ses p�eres potentiels au niveau k

de la pyramide.



Chapitre 5

Pyramide irr�eguli�ere oue

Nous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent que le choix d'un ensemble de survivants
Sk au niveau k de la pyramide irr�eguli�ere entrâ�ne la s�eparation des sommets en deux
groupes : ceux qui font partie de Sk, qui seront les vivants du niveau k + 1 et les
autres, qui seront consid�er�es comme �etant morts au niveau k + 1.

Chaque sommet vivant du niveau k qui ne fait pas partie des survivants est encore
actif pendant qu'il choisit son p�ere et qu'il passe ses attributs �a ce survivant qui le
repr�esentera au niveau prochain. Le rôle de ces sommets est d'extrême importance,
car le r�esultat du processus de segmentation d�epend fortement des bonnes fusions.
Nous nous r�ef�ererons aux sommets qui ne font pas partie des survivants, mais qui
sont encore vivants comme des sommets qui viennent de mourir 1.

Le choix d'un p�ere est facile lorsqu'un sommet qui vient de mourir ne poss�ede
qu'un seul voisin survivant qui respecte le seuil global sg, c.�a-d. un seul p�ere potentiel.
Ce choix �etant unique, le sommet ne peut que s'attacher �a ce p�ere, même s'il ne lui est
pas tr�es similaire. Au niveau informatique, lorsqu'un sommet est oblig�e de fusionner
avec son unique p�ere potentiel la tâche �a r�ealiser est facile, en revanche de mauvaises
fusions peuvent se r�ealiser.

Un sommet qui vient de mourir est oblig�e de faire un choix unique, même s'il est
identiquement similaire �a quelques uns de ses p�eres potentiels. Dans ce cas un choix
al�eatoire doit se produire.

Or, il serait int�eressant de permettre �a chaque sommet qui n'est pas prêt �a r�ea-
liser son choix (soit parce qu'il poss�ede plusieurs voisins qui lui sont identiquement
similaires, soit parce que son unique voisin survivant et lui ne sont pas assez simi-
laires) de repousser la d�ecision d'attachement. Cette souplesse dans une structure
pyramidale permettrait aux autres sommets de se regrouper entre eux, formant peu
�a peu de nouvelles r�egions. Ces derni�eres peuvent ou non devenir plus similaires �a
la r�egion ind�ecise, lui permettant alors de r�ealiser un meilleur choix.

Dans ce chapitre, on va d�evelopper un mod�ele qui permet de repousser la d�ecision
des sommets qui viennent de mourir sans que des incoh�erences ne se produisent. De
cette mani�ere, on introduit la remise en cause des d�ecisions dans une structure

1Le fait de nommer cet �etat interm�ediaire, nous �evitera de parler des \sommets vivants qui ne
sont pas survivants" �a chaque fois qu'on fera r�ef�erence aux sommets qui \viennent de mourir".

101
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di�cile �a automatiser car il y a des techniques qui ont un fort potentiel pour traiter
certains types d'images mais �echouent lorsqu'elles sont appliqu�ees �a d'autres.

Des am�eliorations sur la base de la multi-r�esolution dans la pyramide irr�eguli�ere
sont d�evelopp�es par Pascal Bertolino [6].

La segmentation d'images au moyen des pyramides est un processus g�en�eral qui
essaye de s'adapter �a tous les types d'images. L'introduction des coop�erations du
type r�egion/contours est �egalement prometteuse.

Nous remarquons que :

{ en g�en�eral, une d�ecision prise n'est jamais remise en cause ; en outre, des
mauvaises fusions sont r�ealis�ees car les d�ecisions d'attachement ne peuvent
pas être repouss�ees ;

{ l'information port�ee par une arête ne concerne que les deux sommets qui lui
sont adjacents, sans tenir compte ni des voisins de ses sommets, ni des regrou-
pements, similaires ou non, qui lui sont proches ;

{ chaque �el�ement a le droit d'appartenir �a une et seule une entit�e.

Dans le chapitre suivant nous allons introduire la logique oue dans les structures
pyramidales irr�eguli�eres, pour essayer de donner plus de souplesse �a l'algorithme de
segmentation, et pour obtenir un processus plus ais�e.

La nouvelle technique, comme pour les pyramides irr�eguli�eres, se traduit par des
agr�egations it�eratives de r�egions, mais qui ne sont pas forc�ement adjacentes. La prise
de d�ecision, pour r�ealiser la fusion et la contraction du graphe repr�esentant l'image,
pourra être repouss�ee pour �eviter l'introduction d'un processus de d�ecision al�eatoire.
Cette structure pyramidale oue conservera la propri�et�e d'obtention d'un niveau k de
la pyramide directement du niveau k�1, ainsi que les caract�eristiques de parall�elisme
de l'ind�ependance d'ordre d'�evaluation. En outre, une classe d'arêtes sera d�e�nie de
mani�ere qu'elles puissent intervenir dans la fusion de multiples sommets.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 4.14 - (a) L'image-test, (b) son histogramme de niveaux de gris et (c) l'image
originale de taille 256 � 256. R�esultats contenant : (d et g) 20 r�egions, (e et h) 64
r�egions et (f et i) 79 r�egions.

4.6 Commentaires

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre les structures pyramidales les plus connues.
Une attention sp�eciale a �et�e donn�ee aux processus de segmentation d'images en
niveaux de gris bas�es sur ces structures.

Des aspects comme le parall�elisme, la multir�esolution et la r�ecursivit�e ont �et�e
abord�es, ainsi que la complexit�e et convergence des structures pyramidales.

Un autre point d'int�erêt des structures irr�eguli�eres vient du fait que la position,
orientation et la forme des r�egions dans l'image n'ont aucune inuence dans le pro-
cessus de segmentation.

Malgr�e les progr�es des derni�eres ann�ees, la segmentation d'images reste toujours
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Image-test 7

Deux r�esultats de l'application de la pyramide irr�eguli�ere stochastique �a l'image-
test 7 sont pr�esent�es en �gure 4.13. Sur l'un d'entre eux (c et d), on remarque un
fond assez homog�ene, mais des entit�es allong�ees (les vaisseaux moins contrast�es avec
le fond) ont �et�e partitionn�es en plusieurs morceaux. Pour tenter d'avoir la connexit�e
des vaisseaux, on a baiss�e le seuil global. Le r�esultat (e et f), n�eanmoins, est plutôt
d�ecevant, car il est trop charg�e d'informations non signi�catives ; en outre le fond et
les vaisseaux ne se sont pas distingu�es.

(a)

(d)

(b) (c)

(e) (f)

Fig. 4.13 - (a) L'image originale et son (b) histogramme. (c) L'apex trouv�e, par
la pyramide irr�eguli�ere stochastique, pour sg = 18 en 15 niveaux et (d) la carte de
contours respective montrant les 174 r�egions. (e) L'apex trouv�e pour sg = 15 en 19
niveaux et (d) la respective carte de contours montrant les 232 r�egions.

Image-test 8

Trois r�esultats sur l'image-test 8 sont montr�es en �gure 4.14. Nous remarquons
qu'avec un seuil assez grand, seules les formes du haut sont d�etect�ees (d et g). En
baissant le seuil, nous passons de 20 �a 64 r�egions, mais la pr�esence des entit�es dans
la partie inf�erieure de l'image est claire (e et h). Le troisi�eme r�esultat (f et i) est
un peu similaire au deuxi�eme, n�eanmoins il fournit des contours plus pr�ecis pour le
carr�e du bas �a gauche.
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globaux plus bas (voir �gures 4.11(d et e) et 4.12(b et c)). Bien que meilleurs, ces
r�esultats ne fournissent pas une bonne interpr�etation s�emantique des images, car le
fond se montre h�et�erog�ene et des morceaux des anneaux de r�efringence (pr�esents dans
la p�eriph�erie des cellules) sont consid�er�es comme �etant des r�egions �a part enti�ere.

La coop�eration propos�ee dans la section 3.5 se montre plus e�cace pour segmenter
ce type d'image.

(a) (b) (c)

(e)(d)

Fig. 4.11 - (a) L'image originale, (b) l'apex trouv�e pour sg = 15, en 15 niveaux et
(c) la carte de contours respective montrant les 25 r�egions. (d et e) Les 50 r�egions
trouv�ees en 13 niveaux, pour sg = 12.

(a) (b) (c)

Fig. 4.12 - (a) L'image originale, (b) l'apex trouv�e pour sg = 13 en 16 niveaux et
(c) la carte de contours respective montrant les 211 r�egions.
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Image-test 6

La �gure 4.10(c �a f) montre deux r�esultats de l'application de la pyramide irr�egu-
li�ere stochastique �a l'image montr�ee dans (a). Le premier de ces r�esultats, accompa-
gn�e de sa carte de contours (c et d), laisse transparâ�tre la di�cult�e de l'algorithme
�a traiter l'information bruit�ee (il y a beaucoup de petites r�egions dans les zones
textur�es et le fond de l'image n'est pas homog�ene). En augmentant le seuil global de
10 �a 12, on passe de 153 �a 71 r�egions �a l'apex (e et f). Ce r�esultat n'est pas meilleur
que le pr�ec�edent car on a une perte d'information �a l'int�erieur du torse et les deux
organes de taille importante ne sont pas correctement identi��es.

(a) (b) (c)

(f)(d) (e)

Fig. 4.10 - (a) Image-test 6 normalis�ee et son (b) histogramme de niveaux de gris.
(c) R�esultat obtenu en utilisant la pyramide irr�eguli�ere stochastique, avec un seuil
global sg = 10 et (d) la carte de contours montrant les 153 r�egions. (e) L'apex,
atteint en 18 niveaux, pour sg = 12 et (f) la carte de contours respective avec les 71
r�egions.

Images-test 1 et 2

La technique d�ecrite dans ce chapitre a �et�e utilis�ee pour segmenter les images
de �broblastes observ�es en contraste de phase et les r�esultats sont montr�es dans les
�gures 4.11(b �a e) et 4.12(b et c).

Ces images ont la particularit�e d'avoir la teinte de l'int�erieur des cellules similaire
�a celle du fond, ce qui entrâ�ne des fusions erron�ees entre les cellules et le fond (voir
�gure 4.11(b et c)). Pour empêcher ce ph�enom�ene, on a essay�e d'utiliser des seuils
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Pour la même image, mais avec un seuil global inf�erieur, moins de fusions se
r�ealisent. Cela est montr�e en �gure 4.9, o�u l'on peut voir les trois derniers niveaux de
la pyramide. Remarquons qu'�a la �n du processus, le taux de r�eduction de sommets
est tr�es r�eduit (nous passons de 23 �a 21 sommets du niveau 11 au niveau 12, pour
avoir 20 sommets �a l'apex).

Les �el�ements allong�es dans l'image-test 5 sont d�etect�es facilement par la pyra-
mide irr�eguli�ere stochastique. Nous pouvons dire, qu'en g�en�eral, cette image est
bien segment�ee, car elle est bien contrast�ee.

(d) niveau 7 (e) niveau 9

(b) niveau 3 (c) niveau 4(a) niveau 2

(f) niveau 11 (apex)

Fig. 4.8 - L'�evolution des champs r�ecepteurs pour l'image-test 5. Nombre de r�egions
composant chaque niveau : (a) 814, (b) 365, (c) 175, (d) 38, (e) 16 et (f) 13.

(a) niveau 11 (b) niveau 12 (c) niveau 13 (apex)

Fig. 4.9 - Les 3 derniers niveaux, ayant chacun : (a) 23, (b) 21 et (c) 20 r�egions,
pour un seuil global inf�erieur �a celui utilis�e pour la �gure 4.8.
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4.5.5 Mise en �uvre

Dans cette section, nous pr�esentons quelques r�esultats exp�erimentaux obtenus par
la pyramide irr�eguli�ere stochastique. Nous rappelons que pour le choix des survivants
cet algorithme prend en compte le graphe de similarit�e orient�e.

Description des images

Les r�esultats montr�es dans cette section sont obtenus sur les images-test pr�esen-
t�ees au chapitre 3 (dont la description se trouve en page 58) et les images suivantes :

Image-test 6 : �gure 4.10(a) C'est une image de r�esonance magn�etique (IRM)
qui montre essentiellement la coupe d'un torse sur un fond. L'image est bruit�ee
et les di��erents organes sont di�cilement segmentables. L'histogramme de
niveaux de gris est montr�e en �gure 4.10(b).

Image-test 7 : �gure 4.13(a) Cette image a �et�e obtenue �a partir d'une radiogra-
phie analogique d'un r�eseau vasculaire. L'une des di�cult�es lors de la segmen-
tation de cette image est la conservation de la connexion des vaisseaux, car leur
contraste avec le fond varie le long de leur trajet. L'histogramme de niveaux
de gris est montr�e en �gure 4.13(b).

Image-test 8 : �gure 4.14(a) Cette image est compos�ee de quatre formes ayant
des textures di��erentes, sur un fond textur�e. L'histogramme de niveaux de gris
est montr�e en �gure 4.14(b).

Les images-test 4, 6, 7 et 8 font partie de la banque du GDR TDSI 10. Les images
test�ees sont �a l'origine de dimensions 256�256, mais la structure pyramidale prenant
beaucoup de place en m�emoire, nous les traitons en dimension 64 � 64. Lors de
cette r�eduction, faite par sous-�echantillonage et calcul de la moyenne, des d�etails
dans l'image originale peuvent disparâ�tre ou devenir moins visibles. Pour illustrer
cela, nous pr�esentons en �gure 4.14 l'image-test 8 de taille r�eduite (a) et l'image
originale (c), o�u l'on peut voir, outre les 4 formes, deux autres (�a l'int�erieur du
cercle et du carr�e).

A�n de faciliter l'interpr�etation des r�esultats, les r�egions peuvent être accompa-
gn�ees de leur carte de contours.

Ces premiers r�esultats essayent de mettre en �evidence les points positifs et les
faiblesses de la m�ethode. Ils seront utilis�es dans le chapitre suivant pour une com-
paraison avec la technique que nous allons proposer.

Image-test 5

Nous montrons en �gure 4.8 la con�guration des champs r�ecepteurs dans 6 ni-
veaux de la pyramide. Au fur et �a mesure que les champs fusionnent, l'image converge
vers son apex, constitu�e de 13 r�egions.

10Groupement De Recherche - Traitement Du Signal et de l'Image.



92CHAPITRE 4. STRUCTURES PYRAMIDALES POUR LA SEGMENTATION

et le graphe de similarit�e orient�e. Les �gures 4.5(e �a h) montrent les mêmes choses
mais en consid�erant que le sommet 5 a �et�e a�ect�e au survivant 6.

A l'�etage suivante, quel que soit le choix fait par le sommet 5, l'ensemble des
survivants est le noyau f1; 3; 7g et le sommet 6 est a�ect�e �a 1, g�en�erant la con�-
guration du niveau k + 2 montr�ee dans la �gure 4.6(a). Les niveaux de gris des
r�egions et les graphes d'adjacence et de similarit�e sont montr�es respectivement par
les �gures 4.6(b �a d). Le r�esultat �nal �a l'apex peut être vu dans les �gures 4.7(a et
b).

(c) (d)(b)(a)

115

1353

7

1 105

3

7

1

3

7

1

Fig. 4.6 - (a) La con�guration au niveau k + 2, suivie des (b) r�egions avec leurs
niveaux de gris et les graphes (c) d'adjacence et (d) de similarit�e.

(b)(a)

1353

1 108

Fig. 4.7 - (a) Con�guration et (b) niveaux de gris des r�egions �a l'apex.

Si un seuil global n'avait pas �et�e utilis�e, il y aurait encore une it�eration o�u les
deux r�egions de la �gure 4.7(a) auraient fusionn�e, ne laissant qu'un seul sommet �a
l'apex de la pyramide. En revanche si ce seuil avait �et�e inf�erieur �a 10, des fusions
qui ont �et�e r�ealis�ees auraient �et�e empêch�ees de sorte que l'apex serait atteint plus
tôt dans la pyramide.

Remarquons aussi qu'au cas o�u le niveau de gris de la r�egion 7 �etait au d�epart
111 ou 112, la con�guration des r�egions montr�ee dans la �gure 4.6(a) ne serait pas la
même, car l'a�ectation du sommet 5 �a la r�egion 6 au niveau k + 1 entrâ�nerait qu'�a
la prochaine it�eration le sommet 6 choisisse le sommet 7 comme p�ere �a la place de 1.
On remarque donc que l'utilisation d'un choix al�eatoire peut (dans un cas r�eel, o�u le
nombre de sommets est beaucoup plus important) entrâ�ner des mauvaises fusions.
Il serait int�eressant d'�eviter le plus possible l'utilisation d'une variable al�eatoire pour
r�ealiser la fusion des r�egions dans les cas o�u un sommet poss�ede plusieurs voisins
survivants ayant le même degr�e de similarit�e.
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10 = sg, seul le seuil global sera consid�er�e pour ce sommet. Le graphe de similarit�e
orient�e de la �gure 4.4(c) peut alors être g�en�er�e. Remarquons que les arêtes (4; 6),
(2; 7) et (2; 5) ont �et�e �elimin�ees, ainsi que l'arc (1,5).

Le prochain pas apr�es l'extraction du graphe de similarit�e orient�e du graphe
d'adjacence est le choix des survivants. Nous l'avons choisi comme �etant le noyau
S = f1; 3; 6; 7g. Ensuite chaque sommet non-survivant doit choisir son p�ere.

�Etudions ce qui se passe avec chacun de ces sommets :

{ Le sommet 4 ne peut que choisir le sommet 1 comme p�ere car celui-ci est
l'unique voisin survivant qui peut l'absorber ;

{ de la même fa�con le sommet 2 s'attache au sommet 3. Remarquons que le
sommet survivant 7 aurait pu être un p�ere potentiel mais il a �et�e �elimin�e grâce
au seuil global ;

{ Le sommet 5 doit faire son choix entre les sommets 1, 6 ou 7. �Evidemment
l'hypoth�ese du choix du sommet 7 est �elimin�ee car il est le moins similaire. Le
choix doit se faire entre les deux autres survivants : 1 ou 6. Or, le sommet 5 est
autant similaire �a l'un qu'�a l'autre, et dans ce cas, l'algorithme de la pyramide
irr�eguli�ere oblige la r�egion 5 �a choisir al�eatoirement.

6

3

7

1

1 3

6 7

1 3

6 7

110 115

135104

(c) (d)(b)(a)

115

1353

7

1 3

6 7

1 3

6 7

1

6

100

107

(e) (f) (g) (h)

Fig. 4.5 - (a-e) Deux con�gurations possibles des r�egions au niveau k + 1, avec
(b-f) le niveau de gris de chaque r�egion et les graphes (c-g) d'adjacence et (d-h) de
similarit�e respectifs.

Les �gures 4.5(a �a d) montrent respectivement la nouvelle con�guration au niveau
k+1 lorsqu'on a�ecte 5 �a 1, les nouveaux niveaux de gris des r�egions form�ees (obtenus
par la moyenne des niveaux de gris pond�er�es par les surfaces), le graphe d'adjacence
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r�egion niveau de gris surface (u.a.) voisinage

1 100 1 4,5
2 135 3 3,7,5
3 135 1 2
4 100 1 1,5,6
5 105 4 1,4,6,7,2
6 110 2 4,5
7 115 4 5,2

Tab. 4.1 - Donn�ees relatives �a l'exemple de la section 4.5.4.

voisins 1 4 6 7 2
jNG(5) �NG(voisin)j 5 5 5 10 20

Tab. 4.2 - Les di��erences entre le niveau de gris du sommet 5 et celui de ses voisins.

4.5.4 D�eveloppement d'un exemple

Consid�erons la �gure 4.4(a) repr�esentant 7 r�egions �a un niveau k de la pyramide.
La table 4.1 donne le niveau de gris, la surface et le voisinage (en ordre d�ecroissant
de similarit�e) associ�es �a chacune de ces r�egions.

6

2

7

5

4

1 3

75

1 2 3

74

6

5

1 2 3

4

6

(b) (c)(a)

Fig. 4.4 - (a) Con�guration des r�egions au niveau k qui donne naissance aux graphes
(b) d'adjacence et de (c) similarit�e.

Consid�erons le seuil global sg = 10 ; cela permet d'enlever quelques-unes des arêtes
du graphe d'adjacence Gk

A, montr�e dans la �gure 4.4(b). En utilisant le crit�ere de
similarit�e non sym�etrique propos�e par [83] et pr�esent�e dans la section 4.5.1, Gk

A est
transform�e en Gk

S de fa�con �a ce que seuls les voisins plus similaires �a chaque sommet
du graphe soient retenus comme p�eres potentiels. Pour le sommet 5, par exemple,
l'�ecart le plus grand dans la suite de di��erences de niveaux de gris donn�ee par la
table 4.2 est �egal �a 10, correspondant �a la s�eparation des voisins en deux groupes :
f1; 4; 6; 7g et f2g. Cela entrâ�ne la cr�eation des arcs : (5,1), (5,4), (5,6) et (5,7). Par
cons�equent nous avons le seuil local sl(5) = 10.

Avec le même raisonnement on obtient : sl(1) = 0, sl(2) = 20, sl(3) = 0, sl(4) = 0
ou 5 (on va rester avec ce dernier), sl(6) = 5 et sl(7) = 10. Comme sl(2) = 20 >
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C2' Deux sommets ayant une relation d'absorption entre eux ne peuvent pas sur-
vivre au même temps.

La condition C1' est traduite dans la th�eorie des graphes par la recherche d'un
ensemble absorbant 7 S. Cette condition garantit que tout sommet non-survivant
peut s'attacher �a un survivant pour que ses attributs soient pris en compte dans les
prochaines it�erations. La condition C2' n'est l'autre que l'exigence que S soit aussi
un ensemble stable.

Il est int�eressant de remarquer que, dû �a la transformation du graphe d'adjacence
en graphe de voisinage, plusieurs arêtes qui �etaient pr�esentes dans Gk

V (V;E) ne
seront pas repr�esent�ees dans Gk

S(V;A). Cela arrive �a chaque fois qu'un sommet xi
d�ecide que son voisin xj n'est pas similaire. Si auparavant les sommets xi et xj ne
pouvaient pas survivre en même temps car ils �etaient voisins, maintenant ils peuvent
tous les deux être pr�esents au niveau k + 1 de la pyramide puisqu'ils ne sont pas
similaires malgr�e leur adjacence. De cette mani�ere on peut d�ej�a pr�evoir un nombre
plus important de survivants lorsqu'on utilise le graphe de similarit�e orient�e.

Dans la th�eorie des graphes, le sous-ensemble de sommets d'un graphe orient�e
qui satisfait C1' et C2' s'appelle le noyau 8.

Comme il a d�ej�a �et�e montr�e dans la section 2.3.3, tous les graphes ne poss�edent
pas de noyaux. La condition qui garantit la pr�esence d'un noyau est que le graphe ne
poss�ede pas de circuits d'ordre impair. Comme on n'est jamais sûr de ne pas avoir
des circuits d'ordre impair dans les graphes de similarit�e on ne peut pas garantir
l'existence d'un noyau. Cela exige une relaxation des conditions C1' et C2'.

Nous savons qu'il est essentiel que les sommets non-survivants poss�edent des
voisins survivants qui puissent les absorber, donc C1' doit être respect�ee. Comme
il est impossible de garantir la stabilit�e, la condition C2' doit être relax�ee. Comme
la deuxi�eme condition garantit une bonne r�epartition des survivants sur l'image, et
qu'elle �evite que l'on trouve comme solution le propre ensemble des sommets V ,
nous ne devons pas nous �eloigner de ces caract�eristiques. Il faut donc s'approcher le
plus possible d'un noyau et s'il est possible, en trouver un 9. Cela se traduit par :

C2' relax�ee L'ensemble S des survivants doit être minimal au sens o�u il accrô�t le
moins possible un stable maximal pour qu'il devienne un ensemble absorbant.

Avec C2' relax�ee on assure la d�ecroissance de la cardinalit�e de S en restant
toujours avec un nombre pas trop r�eduit de survivants. L'application de cette condi-
tion au graphe de la �gure 2.9 exigerait d'abord le choix d'un stable maximal ; ce
pourrait être S = f1g, par exemple. Ensuite, l'agrandissement minimal �etant d'un
sommet, nous aurions comme solutions S = f1; 2g ou S = f1; 3g.

L'utilisation de C2, C2' ou C2' relax�ee garantit la convergence du processus.

7Voir d�e�nition 37 �a la page 22.
8Conform�ement �a la d�e�nition 39 de la page 23.
9Il n'est pas question de trouver le noyau maximum car ce probl�eme est NP -complet.
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minimal peut ne pas être un stable (il su�t de choisir S = f4; 5; 6g dans le graphe
de la �gure 2.8(a)). Nous pouvons donc �enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5 Dans un graphe G, la cardinalit�e d'un stable maximal est sup�erieure
ou �egale �a celle d'un ensemble dominant minimum.

Pour v�eri�er ce th�eor�eme il su�t de remarquer que dans un graphe G la cardinalit�e
d'un ensemble dominant minimum est inf�erieure ou �egale �a celle de chaque ensemble
dominant minimal et que chaque stable maximal est aussi un ensemble dominant
minimal. L'�egalit�e se v�eri�e dans le cas o�u le stable est aussi un ensemble dominant
minimum, comme celui montr�e en �gure 2.8(f).

Le th�eor�eme pr�ec�edent n'empêche pas qu'au moment de choisir l'ensemble des
survivants S, on tombe sur un ensemble dominant minimum, qui peut, comme on
l'a d�ej�a expliqu�e, ne pas donner un r�esultat de segmentation qui d�epende fortement
du contenu de l'image. En tout cas, C1 et C2 fournissent une grande possibilit�e aux
sommets non-survivants d'avoir plusieurs p�eres potentiels en même temps que la
garantie de la r�eduction du nombre de sommets survivants d'une it�eration �a l'autre ;
quand ce nombre ne change plus, l'algorithme s'arrête.

Une question se pose alors forc�ement : pourquoi ne pas chercher plutôt un stable
maximum �a la place d'un stable maximal ? Il est vrai que si un stable maximal
permet d'avoir un ensemble de survivants plus riche que celui qui aurait pu être
fourni par un ensemble dominant minimum, un stable maximum permettrait de
prendre davantage en compte les caract�eristiques de l'image. Malheureusement le
calcul d'un stable maximum dans un graphe est un probl�eme NP-complet, raison
pour laquelle nous nous contentons de rester avec un stable maximal.

Nous avons vu que tout stable maximal est aussi un ensemble dominant minimal
(th�eor�eme 4), mais le choix de ce dernier ne nous convient pas par la seule raison
qu'un ensemble dominant minimal n'est pas forc�ement bien r�eparti sur l'image. Cela
pourrait entrâ�ner une mauvaise distribution des survivants dans le graphe, ce qui
est mauvais surtout aux premi�eres it�erations de l'algorithme.

Les changements apport�es par le graphe de similarit�e orient�e

Pour tenir compte des caract�eristiques de l'image, le graphe de similarit�eGk
S(V;A)

est construit �a l'aide des seuils locaux �a partir du graphe d'adjacence Gk
V (V;E).

Comme le crit�ere qui d�e�nit les seuils locaux n'est pas sym�etrique, le graphe qui
repr�esente les similarit�es est orient�e.

L'arc (xi; xj) traduit que le sommet xi reconnâ�t xj comme similaire. Le sommet
xj sera alors un p�ere potentiel de xi s'il est choisi comme survivant, et xi non. Dans
ce cas il y a une relation d'absorption entre ces deux sommets. Les conditions C1
et C2, d�e�nies pour les graphes non-orient�es, doivent alors être adapt�ees au graphe
de similarit�e, o�u l'on parle plutôt d'absorbance que de dominance, comme suit :

C1' Tous les sommets non-survivants doivent poss�eder au moins un sommet survi-
vant qui les absorbe ;
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par des �eches. �Evidemment si l'on prend S = V , on est sûr d'avoir un ensemble
dominant, mais dans ce cas on n'aura pas de r�eduction du nombre de sommets entre
les it�erations k et k+1. Pour avoir le maximum de r�eduction, l'ensemble de survi-
vants S doit être un ensemble dominant minimum 5. L'un de ces ensembles est
montr�e en �gure 2.8(f). Remarquons dans cet exemple que seul le sommet 4 aura
un choix pour son p�ere, car les autres non-survivants ne poss�edent qu'un seul p�ere
potentiel et donc leur choix ne d�epend pas des attributs associ�es aux survivants
car ils sont oblig�es de s'attacher �a l'unique voisin survivant qu'ils poss�edent. On voit
alors qu'avec le choix d'un ensemble dominant minimum les sommets non-survivants
risquent de ne pas avoir une quantit�e consid�erable de voisins survivants auxquels ils
peuvent s'attacher.

Comme premi�ere conclusion, nous pouvons dire qu'un ensemble dominant doit
être choisi pour que la condition C1 soit satisfaite, mais que cet ensemble ne doit pas
être minimum. Pour mieux diriger le choix vers un ensemble optimal de survivants
qui garantisse la d�ecroissance du nombre de sommets pr�esents au niveau k+1 de la
pyramide, le crit�ere suivant a �et�e cr�e�e :

C2 Deux voisins ne peuvent pas survivre en même temps.

Cela veut dire, l'ensemble des survivants S � V doit être un stable 6, mais pas
n'importe lequel, comme nous pouvons le remarquer dans la �gure 2.8(b) qui montre
un stable qui n'est pas un ensemble dominant. Cette �gure illustre qu'un stable n'est
pas forc�ement un ensemble dominant ; de même, un ensemble dominant n'est pas
forc�ement un stable, comme le montre la �gure 2.8(c).

Cependant, pour que les crit�eres C1 et C2 soient satisfaits, c.�a-d., pour que
l'ensemble des survivants S soit un stable et un ensemble dominant en même temps,
il su�t qu'il soit un stable maximal.

Th�eor�eme 4 Dans un graphe G, un stable maximal est aussi un ensemble dominant
minimal.

La v�eri�cation de ce th�eor�eme est assez simple. Supposons que le stable S ne soit
pas un ensemble dominant, alors il existe au moins un sommet de G qui n'est pas
adjacent �a S. Dans ce cas il peut être ajout�e �a S, formant un stable de cardina-
lit�e sup�erieure �a celle de S. Or, S n'�etait pas alors un stable maximal. Supposons
maintenant que S soit un ensemble dominant, mais pas minimal, cela veut dire qu'il
contient au moins un sommet qui �etant enlev�e de S ne casse pas la condition de
dominance. Or, dans ce cas, ce sommet poss�ede forc�ement un voisin qui est dans S.
S n'�etait pas alors un stable.

Des stables maximaux sont pr�esent�es dans les �gures 2.8(d �a f). Remarquons
que la r�eciproque du th�eor�eme pr�ec�edent n'est pas vraie car un ensemble dominant

5En th�eorie des graphes, pour une propri�et�e donn�ee il y a une di��erence entre les d�enominations
\minimal" et \minimum" (voir page 22).

6Selon la d�e�nition 2.8 pr�esent�ee �a la page 23.
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g�en�eit�e permet d'enlever ou de rajouter des arcs sur le graphe de similarit�e.

4.5.3 Support venu de la th�eorie des graphes

Des r�egles concernant le processus de d�ecimation dans les algorithmes bas�es sur
les pyramides irr�eguli�eres ont �et�e pr�esent�ees dans les sections pr�ec�edentes sans être
profondement analys�ees au niveau th�eorique. D�es lors plusieurs questions surgissent :

{ Pourquoi l'ensemble des survivants doit-il être un stable?

{ L'utilisation des seuils locaux introduit le besoin de repr�esenter des similarit�es
dans l'image au moyen d'un graphe orient�e. L'algorithme converge-t-il alors
plus rapidement? Les conditionsC1 etC2 (page 83) doivent elles être adapt�ees
�a ce nouveau graphe? Si oui, comment le faire?

{ Plus on augmente le taux de r�eduction du nombre de sommets d'un niveau
�a l'autre de la pyramide, plus tôt le processus converge. Est-il alors tr�es im-
portant d'avoir le maximum de r�eduction possible? Si l'on r�eduit moins, cela
permettrait il d'obtenir des r�esultats plus adapt�es �a l'image?

Dans cette section nous allons ordonner les id�ees concernant le processus de d�e-
cimation (qui entrâ�ne des contractions dans le graphe d'adjacence), d'une part en
r�epondant �a ces questions, d'autre part en fournissant une formalisation, encore
inexistente, de ce processus �a l'aide de la th�eorie des graphes.

Pour mieux justi�er l'utilisation des di��erentes entit�es (stables, ensembles domi-
nants et absorbants, noyaux, ...) au moment de choisir l'ensemble de survivants et
leurs inuences sur les r�esultats de la segmentation, nous avons s�epar�e cette pr�e-
sentation en deux parties : le choix des survivants dans le graphe d'adjacence, et les
changements apport�es par le graphe de similarit�e orient�e.

Le choix des survivants dans le graphe d'adjacence

Le graphe d'adjacence (ou de voisinage) Gk
A(V;E) �a l'it�eration k, associe �a chaque

r�egion de l'image un sommet et �a chaque voisinage topologique entre deux r�egions
une arête entre les deux sommets respectifs.

Pour choisir le sous-ensemble S, dans V , des sommets survivants, qui seront
pr�esents �a l'it�eration k+1, le crit�ere C1, qui nous rappelons ici, doit être respect�e :

C1 Chaque sommet non-survivant doit poss�eder au moins un voisin survivant.

La condition C1 vient du fait que chaque sommet non-survivant doit être repr�e-
sent�e dans les niveaux sup�erieurs de la pyramide, sinon ses attributs ne seront pas
pris en compte et la segmentation risque de ne pas être repr�esentative.

La condition C1 exige alors que l'ensemble S � V des survivants soit un en-
semble dominant 4. Les �gures 2.8(c �a f) montrent des ensembles dominants ex-
traits du graphe de la �gure 2.8(a) avec leurs relations de dominance repr�esent�ees

4Conform�ement �a la d�e�nition 33 de la page 21.
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segmentation par rapport �a une autre, autrement que par des crit�eres de contrôle
visuel [82].

En travaillant avec une composante al�eatoire dans la proc�edure de d�ecimation,
nous pouvons aboutir �a di��erents r�esultats associ�es �a di��erentes ex�ecutions de l'algo-
rithme sur une même image. Une image, dite d'accumulation, peut être calcul�ee, de
fa�con �a que chaque point m�emorise le nombre de ses voisins qui sont dans la même
r�egion que lui, cela �etant calcul�e sur toutes les r�ealisations de l'algorithme. Un point
qui re�coit une accumulation forte traduit son appartenance �a une r�egion. Cette ac-
cumulation est d'autant plus faible que le point est souvent situ�e �a la fronti�ere entre
plusieurs r�egions. Un seuillage de l'image d'accumulation permet de partager les
points en trois cat�egories : des points de contour, ceux qui appartiennent �a l'int�e-
rieur d'une r�egion et ceux qui ne peuvent pas apporter d'information �a cause de
l'ambigu��t�e d'appartenance. Cette approche est d�evelopp�ee dans [5, 30, 80, 82].

L'�evaluation de la qualit�e d'une segmentation reste pourtant, malgr�e les derniers
d�eveloppements, un des points immatures de l'analyse d'images. Pour aboutir �a de
meilleurs r�esultats il est possible de d�e�nir une taille minimale tm pour les r�egions [50,
30]. Si �a la �n du processus il reste des r�egions ayant une taille inf�erieure �a un certain
seuil, elles doivent se regrouper les unes avec les autres pour atteindre la taille
minimale accept�ee ou fusionner avec des r�egions ayant une taille d�ej�a importante.

4.5.2 Coop�eration avec les contours

L'utilisation d'une technique de multi-r�esolution en segmentation d'images peut
entrâ�ner la fusion erron�ee de r�egions dont la fronti�ere commune �etait bien contrast�ee
au d�epart, ou bien des fusions pertinentes sont progressivement rendues impossibles
lorsque les r�egions fusionnent et recalculent leurs attributs. Il peut donc être im-
portant d'utiliser dynamiquement une information de contour dans un processus
pyramidal de segmentation.

Il est propos�e dans [5, 80] une coop�eration r�egion-contour qui utilise un crit�ere de
qualit�e du voisinage sur une structure de graphes repr�esentant l'image dans toutes
les r�esolutions de la pyramide. La mesure de qualit�e des contours est r�ecursivement
d�eriv�ee des informations de discontinuit�e obtenues de l'image. Le graphe de similarit�e
utilise alors les mesures de niveaux de gris et celles de la qualit�e des contours.

Cette approche associe �a chaque arête du graphe d'adjacence le nombre d'�el�e-
ments homog�enes situ�es sur la fronti�ere s�eparant les deux r�egions adjacentes et le
nombre d'�el�ements non homog�enes situ�es sur cette même fronti�ere. La gestion de
ces nouveaux attributs est e�ectu�ee en deux phases : la premi�ere �etant l'initialisation
de la base de la pyramide avec les donn�ees apport�ees par un d�etecteur de contour
et la deuxi�eme est la mise �a jour de ces nouveaux attributs durant la construction.
Cette mise �a jour est bas�ee sur le principe qu'une arête au niveau k + 1 repr�esente
plusieurs arêtes du niveau k, par cons�equent, chaque nouvelle arête est d'autant
plus un �el�ement de contour que les arêtes qu'elle repr�esente le sont aussi ; le même
raisonnement est valable pour les arêtes d'homog�en�eit�e.

Concr�etement, un crit�ere bas�e sur le nombre d'�el�ements de contours ou d'homo-
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degr�e de similarit�e), ce choix est fait grâce �a l'aide d'une variable al�eatoire a�ect�ee
�a chaque sommet. Au moment de se rattacher �a un sommet survivant, les champs
r�ecepteurs fusionnent et chaque sommet survivant garde en fait les attributs de son
nouveau champ r�ecepteur.

Les liens entre deux niveaux successifs de la pyramide sont form�es par les liaisons
entre p�eres et �ls. En termes de graphes, nous pouvons dire que cela forme un graphe
biparti. En plus, si on consid�ere toute la pyramide, ces liens sont repr�esent�es par
un graphe h-parti, o�u h est la hauteur de la pyramide. Ces graphes bipartis ne sont
pas complets car chaque sommet du niveau k poss�ede un et un seul p�ere au niveau
k + 1.

Mise �a jour des attributs des sommets survivants

Une fois que toutes les d�ecisions d'attachement ont �et�e prises par les sommets non-
survivants, c'est au tour des survivants de mettre �a jour leurs attributs en fonction
de leurs �ls. Un sommet survivant portera la surface A et le niveau de gris moyen
NG de la r�egion qu'il repr�esente :

A(sommet) =
X
fils

A(fils) (4.6)

NG(sommet) =

X
fils

[NG(fils)�A(fils)]

X
fils

A(fils)
(4.7)

Le calcul de ces param�etres est donc r�ecursif, lors de la contraction du graphe.

D�etection des entit�es de l'image

Dans une pyramide irr�eguli�ere, la d�etection des entit�es est obtenue par la d�ecom-
position de l'image en zones de niveaux de gris homog�enes.

Les proc�edures d'a�ectation des sommets non-survivants et de mise �a jour du
graphe d'adjacence permettent que tout sommet de la pyramide connaisse les som-
mets qui sont ses �ls aux niveaux inf�erieurs et le sommet qui est son p�ere au niveau
sup�erieur, ainsi que les sommets qui sont ses voisins sur son niveau.

Chaque sommet est donc capable de redescendre sur un niveau inf�erieur quel-
conque pour trouver les sommets qui lui ont �et�e attach�es, et en particulier sur la
base de la pyramide pour trouver la r�egion de l'image qu'il repr�esente. Par construc-
tion, cette r�egion est connexe. Nous pouvons v�eri�er que deux sommets adjacents �a
l'apex repr�esentent des r�egions adjacentes de l'image initiale.

Post-segmentation

Un des probl�emes de fond dans le processus d'analyse d'images vient du fait
que jusqu'�a maintenant nous ne sommes pas capables d'�evaluer la qualit�e d'une
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Une pyramide comporte g�en�eralement une quinzaine de niveaux pour une image
de taille 256� 256, ce nombre ne d�epassant pratiquement jamais trente si le seuil sg
est coh�erent [5].

D�ecimation

Le choix des sommets du niveau k qui seront pr�esents dans le niveau k + 1
est d'extrême importance. Ces sommets doivent être bien r�epartis sur le graphe
d'adjacence pour pouvoir bien repr�esenter l'image en une r�esolution inf�erieure �a
celle du niveau pr�ec�edent. En plus, la possibilit�e de n'utiliser que des op�erations
locales, parall�elisables, permet une am�elioration du temps de calcul.

Le processus de d�ecimation est fait en parall�ele selon les crit�eres suivants :

C1 Chaque non-survivant doit avoir au moins un voisin survivant ;

C2 Deux survivants ne peuvent pas être voisins.

En th�eorie des graphes un ensemble de sommets deux-�a-deux non-adjacents (cri-
t�ere C2) est appel�e un stable (voir la d�e�nition 34). Pour certi�er que chaque
sommet non-survivant a un voisin survivant (C1) le stable doit être maximal.
Dans [32, 70, 76, 77] sont propos�es des algorithmes parall�eles pour trouver un stable
maximal dans un graphe.

Une �etude plus approfondie du processus de d�ecimation est pr�esent�ee dans la
section 4.5.3.

Meer [76] propose un processus parall�ele qui choisit les sommets survivants �a
chaque niveau d'une pyramide de graphes. Ce processus, d�ecrit ci-apr�es, satisfait les
conditionsC1 etC2, conservant le principe de la r�eduction du volume d'information.

�A chaque sommet xi est associ�ee une variable al�eatoire pi uniform�ement r�epartie
entre 0 et 1. Un sommet xi est retenu si pi > pj 8xj voisin de xi. La probabilit�e
pour qu'un sommet soit retenu dans le cas de la 8-connexit�e �etant de 1=9 (pour
les sommets du bord, cette valeur est adapt�ee au nombre de voisins du sommet),
il est n�ecessaire de mettre en �uvre une structure de consolidation it�erative. Cette
structure est la suivante : d�es qu'un sommet est retenu, ses voisins sont �elimin�es,
permettant alors aux sommets qui n'�etaient pas des maxima locaux de r�e�evaluer
leur statut. Ce processus se stabilise apr�es 3 it�erations et le facteur de r�eduction est
de 5,44 [77].

La pyramide adaptative, propos�ee par Jolion et Montanvert [49, 50], est bas�ee sur
l'interpr�etation globale de l'image obtenue par l'accumulation d'�evidences locales.
La di��erence par rapport �a la pyramide stochastique est qu'�a la place des variables
al�eatoires, c'est la variance des niveaux de gris du champ r�ecepteur de chaque r�egion
qui est utilis�ee. Pour la premi�ere it�eration une fenêtre 3 � 3 est utilis�ee.

A�ectation des sommets non-survivants

Chaque sommet non-survivant s'attache au voisin survivant le plus similaire. Au
cas o�u il existe plusieurs voisins survivants identiquement similaires (ayant le même
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Le placement de sl(xi) peut se faire de plusieurs mani�eres. La plus simple est de ne
conserver que le voisin le plus similaire, c.�a-d. : sl(xi) = �1. L'inconv�enient principal
de ce choix est qu'il empêche la majorit�e des fusions et le taux de r�eduction d'un
niveau �a l'autre de la pyramide est tr�es r�eduit. La g�en�eralisation de cette proc�edure
se traduit par le choix des k voisins plus similaires (sl(xi) = �k) ou une fraction �xe
des voisins satisfaisant sg (sl(xi) = ��g), mais cela entrâ�nerait l'introduction des
nouveaux param�etres k ou �.

Des bons r�esultats ont �et�e obtenus avec le choix qui maximise la di��erence des
moyennes entre les deux groupes [83]. Le seuil local que nous allons utiliser est donc
celui qui partage les voisins au point o�u l'�ecart dans (4.5) est maximal.

Puisque chaque seuil local sl(xi) est sp�eci�que �a xi, le crit�ere n'est pas sym�etrique.
Cela veut dire que

jNG(xi)�NG(xj)j � sl(xi) n'implique pas jNG(xj)�NG(xi)j � sl(xj)

et vice versa car chaque sommet analyse son voisinage. Il est tout �a fait normal
qu'une arête (xi; xj) pr�esente dans le graphe de similarit�e bas�e sur un seuil global ne
soit plus pr�esente au moment de repr�esenter la similarit�e locale. Cela peut venir du
fait qu'un seul sommet reconnait l'autre comme voisin similaire ou qu'aucun d'entre
eux ne reconnaissent l'autre comme �etant similaire. De ce fait, pour repr�esenter la
relation de similarit�e locale, l'utilisation d'un graphe orient�e devient n�ecessaire.

La r�eduction du nombre de sommets survivants d'une it�eration �a l'autre est le
facteur qui d�etermine le nombre de niveaux qu'une pyramide poss�ede. Il est impor-
tant de r�eduire ce nombre pour avoir un meilleur temps de calcul, en revanche si le
facteur de r�eduction est trop important, le crit�ere de fusion risque de ne pas être
d�ependant du contenu de l'image.

La cr�eation du graphe de similarit�e orient�e permet qu'un nombre sup�erieur de
sommets survivent d'une it�eration �a l'autre. L'utilisation des crit�eres locaux dans le
graphe de similarit�e sera encore abord�ee dans la section 4.5.3.

Test d'arrêt

En fonction du seuil global sg le graphe Gk
S est obtenu �a partir du graphe Gk

A.
La d�ecimation et la mise �a jour des adjacences dans ces graphes traduisent en fait
un processus de contraction qui g�en�ere le graphe Gk+1

A . Ainsi �a chaque it�eration
le graphe d'adjacence (et par cons�equent, celui de similarit�e) se contracte jusqu'au
moment o�u plus aucune contraction n'est possible. L'apex de la pyramide est alors
atteint. Cela peut être v�eri��e de plusieurs mani�eres di��erentes :

{ deux niveaux successifs de la pyramide poss�edent le mêmenombre de sommets ;

{ le graphe de similarit�e n'est compos�e que de sommets isol�es ;

{ Gk
S(X;E) est tel que E = ;.
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Fig. 4.3 - Construction des arêtes du graphe d'adjacence au niveau k + 1 �a partir
des adjacences du niveau k.

Nous remarquons que le graphe de similarit�e, ayant pour base un seul seuil valable
pour tous les sommets est construit de mani�ere syst�ematique sans tenir compte
des caract�eristiques locales dans l'image. Pour prendre en compte ces derni�eres,
Montanvert et al [83, 81] proposent l'extraction d'un graphe de similarit�e �a partir
d'une analyse plus �ne de l'environnement de chaque sommet.

Cette extraction est ex�ecut�ee en parall�ele sur toute l'image et partage le voisinage
de chaque sommet en deux groupes, ceux des sommets qui lui sont similaires et les
autres. Pour cela, un seuil local sl(xi), tel que 0 � sl(xi) � sg, est associ�e �a chaque
sommet xi. Seuls les voisins xj de xi qui satisfont :

jNG(xi)�NG(xj)j � sl(xi) (4.4)

sont retenus. Pour satisfaire les crit�eres (4.2) et (4.4) en même temps, nous allons
rester, pour chaque sommet xi, avec le minimum entre sg et sl(xi). Le cas extrême
o�u sl(xi) = 0 correspond �a l'extraction d'une composante connexe de niveau de
gris NG(xi). Pour que le crit�ere soit vraiment local, chacun des seuils locaux doit
être calcul�e en fonction du sommet et de son voisinage. Soit alors, �k, k = 1; 2; : : : ; v
la suite ordonn�ee des di��erences absolues �k = jNG(xi)�NG(xk)j entre xi et ses v
voisins. On a :

0 � �1 � �2 � : : : � �s � sl(xi) � : : : � �g � sg < : : : � �v: (4.5)
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Construction des graphes d'adjacence et de similarit�e

Tout d'abord, �a la base de la pyramide, un sommet reconnâ�t ses 4 ou 8 voisins
(sauf les voisins du bord de l'image) selon la 4 ou 8-connexit�e utilis�ee. Il est donc
facile de construire le graphe d'adjacence (ou de voisinage) de ces sommets ; il su�t
de cr�eer l'arête (x; y) si x et y sont adjacents.

Dans les niveaux sup�erieurs, le niveau k par exemple, la proc�edure adopt�ee pour
chaque sommet survivant S1 est la suivante : on parcourt la liste �k

G(S1) des voisins
du sommet S1 dans le graphe G au niveau k. Pour chaque sommet de cette liste,

{ si ce sommet est survivant (appelons le S2), rien ne change par rapport �a lui,
comme nous montre la �gure 4.3(a) ;

{ si, par contre, ce sommet n'est pas survivant (il sera repr�esent�e par M1), il est
�elimin�e de la liste des voisins de S1. Deux situations sont possibles :

{ le sommet M1 a choisi comme p�ere un autre survivant, disons S2. Dans
ce cas, l'arête (S1; S2) doit être cr�e�ee, conform�ement �a la �gure 4.3(b), si
elle n'existe pas encore ;

{ le sommet M1 a choisi S1 comme p�ere. Dans ce cas, chaque voisin sur-
vivant du sommet M1 qui n'est pas voisin de S1 le devient, comme
nous montre la �gure 4.3(c). Si le sommet M1 poss�ede des voisins non-
survivants, les p�eres de ces sommets deviennent voisins de S1, s'ils ne le
sont pas encore, cf. �gure 4.3(d).

Dans la �gure 4.3 les rectangles en pointill�e repr�esentent l'op�eration de contraction
dans le graphe. Grâce �a cette op�eration les sommets non-survivants sont �elimin�es des
listes de voisins des survivants, mais ils transmettent �a leur p�ere leurs ses propres
voisins, ce qui cr�ee une bijection entre les adjacences des champs r�ecepteurs des
survivants et le voisinage de ces sommets dans chaque niveau de la pyramide.

Pour reconstituer un niveau de la pyramide �a partir d'un niveau plus haut il est
donc n�ecessaire de savoir �a quel niveau chaque sommet est devenu non-survivant.

Nous pr�esentons maintenant la construction d'un autre graphe, mais cette fois-ci,
orient�e, qui est utilis�e pour mieux d�ecrire les relations de similarit�e entre les sommets
d'un même niveau d'une pyramide au moyen d'un op�erateur local.

L'extraction du graphe de similarit�e

L'utilisation d'un seuil global de similarit�e sg dans le graphe d'adjacence repr�e-
sentant le voisinage de l'image �a un niveau de r�esolution pr�ecis, permet d'�eliminer
les adjacences sans int�erêt, cr�eant le graphe de similarit�e. Cela veut dire que, même
si les les champs r�ecepteurs des sommets xi et xj sont voisins, il n'y aura une arête
d'adjacence entre les sommets xi et xj que si la condition (4.2) est satisfaite.

Le graphe d'adjacence est le cas particulier du graphe de similarit�e pour lequel le
seuil global sg est le plus grand �ecart entre les niveaux de gris de la dynamique.



4.5. PYRAMIDES IRR�EGULI�ERES STOCHASTIQUES 79

[0::255].
L'un des principaux param�etres d'entr�ee est le seuil global sg. Grâce �a l'intro-

duction de ce seuil, un sommet peut choisir parmi ses voisins les plus similaires.
Toute arête (xi; xj) du graphe d'adjacence Gk

A qui ne satisfait pas

jNG(xi)�NG(xj)j � sg (4.2)

o�u NG(xk) est le niveau de gris de la r�egion repr�esent�ee par le sommet xk, sera
�elimin�ee. Le graphe de similarit�e ainsi d�e�ni Gk

S est un graphe partiel de Gk
A. Il peut

être consid�er�e comme non orient�e car le crit�ere (4.2) est sym�etrique. Il est possible
d'utiliser d'autres attributs dans 4.2 que le seul niveau de gris.

C'est au moyen de sg que le niveau o�u la pyramide doit s'arrêter est d�etermin�e. En
th�eorie, la construction d'une pyramide se �nit au moment o�u il ne reste qu'un seul
sommet. Cependant, pour une image contenant plusieurs entit�es, il est n�ecessaire
de s'arrêter l�a o�u les sommets repr�esentant ces entit�es sont d�etect�es. Il y aura un
moment o�u aucune paire de sommets adjacents dans Gk

A ne v�eri�e la condition (4.2).
Le graphe Gk

S de similarit�e sera alors compos�e seulement par des sommets isol�es, c.�a-
d. que l'ensemble d'arêtes sera vide. Aucune fusion ne sera possible et l'algorithme
s'arrête. �A ce moment chaque sommet repr�esentera une entit�e dans l'image.

Le choix de sg s'av�ere di�cile car si ce seuil est grand, plusieurs fusions entre
des r�egions ayant une certaine similarit�e se produiront, cr�eant le risque de ne pas
d�etecter toutes les entit�es dans l'image. En revanche, si le seuil est trop petit, des
r�egions n'ayant pas de sens peuvent être d�etect�ees.

Meer [30] propose la s�election automatique de sg bas�ee sur une proc�edure d'accu-
mulation des di��erences entre le niveau de gris de chaque pixel et celui de ses voisins
dans la base de la pyramide. Dans la pratique le seuil global est choisi \un peu au
hasard" en fonction du type d'image �a segmenter.

Pour une image bruit�ee la valeur de sg doit être sup�erieure �a celle de la même
image non bruit�ee pour compenser les variations locales induites par le bruit.

Un autre param�etre, souvent utilis�e, surtout dans la post-segmentation, est la
d�e�nition d'une taille minimale tm pour les r�egions. Si, �a la �n de la segmentation,
il reste des r�egions ayant une taille inf�erieure �a tm, chacune de ces r�egions doit
imp�erativement fusionner avec le voisin le plus similaire.

Ce param�etre peut aussi être utilis�e pour la d�etection de r�egions qui ne survivent
pas au niveau k+1 mais pr�esentent un fort contraste avec tous leurs voisins [49, 50].
Cette mesure de contraste tient compte de la taille de la r�egion non conserv�ee. En
e�et, plus une r�egion est petite plus elle devra être contrast�ee pour être d�etect�ee.
Ce crit�ere est �equivalent �a un seuil global qui peut être �elargi en fonction de la taille
t(x) de chaque r�egion x et de la taille minimale tm souhaitable [50], conform�ement
�a :

sg(x) =

(
sg si t(x) � tm
sg � e�(tm�t(x)) sinon

(4.3)

Remarquons que cette proc�edure demande la d�e�nition de nouveaux param�etres.
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Algorithme 3 Algorithme de construction d'une pyramide irr�eguli�ere stochastique

1. Lecture de l'image et des param�etres d'entr�ee ;

2. Construction de la base de la pyramide ;

3. REPETER les �etapes suivantes jusqu'�a ce qu'une condition d'arrêt soit v�eri-
��ee :

d�ecimation du niveau k courant ;

a�ectation des sommets non survivants ;

mise �a jour des graphes d'adjacence et similarit�e ;

mise �a jour des attributs des survivants ;

4. D�etection des entit�es dans l'image ;

5. Processus de post-segmentation.

sont adjacents dans l'image. L'extraction d'un graphe de similarit�e �a l'aide du seuil
global et/ou des seuils locaux �a partir du graphe d'adjacence est aussi possible.

Le processus it�eratif qui suit ces premi�eres �etapes est compos�e tout d'abord de la
d�ecimation du niveau k courant, qui se traduit par le choix des sommets qui seront
pr�esents au niveau k + 1, appel�es survivants. Cette �etape de d�ecimation peut être
r�ealis�ee en parall�ele, et de plusieurs mani�eres di��erentes. Ensuite, chaque sommet
non-survivant doit être a�ect�e au voisin survivant le plus similaire. De cette mani�ere
les sommets non-survivants sont repr�esent�es dans les niveaux prochains de la pyra-
mide. Il est donc possible de mettre �a jour les nouvelles relations d'adjacence entre
les sommets qui seront pr�esents au niveau k + 1, grâce �a leurs champs r�ecepteurs
respectifs. En�n, ces sommets auront leurs attributs (surface, �ecart-type, niveau de
gris moyen, seuil local) recalcul�es et mis �a jour pour une nouvelle it�eration.

La condition d'arrêt �etant atteinte, il ne reste qu'�a associer �a chaque sommet
pr�esent �a l'apex de la pyramide une r�egion dans l'image. Des proc�edures de post-
segmentation peuvent être alors r�ealis�ees.

Nous allons maintenant d�ecrire avec plus de pr�ecision les �etapes de l'algorithme
pr�ec�edent.

Lecture de l'image et des param�etres d'entr�ee

L'image, contenant NL � NC (le plus souvent 2M � 2M ) pixels, o�u NL et NC
sont respectivement les nombres de lignes et de colonnes, sera repr�esent�ee par une
matrice. �A chaque �el�ement ilc de cette matrice est associ�e le niveau de gris du pixel
de la l-�eme ligne et c-�eme colonne, cod�e sur 8 bits, c.�a-d. prenant une valeur dans
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tant. D'ailleurs, la position des sommets dans le graphe n'a aucun int�erêt dans le
processus.

Pour la segmentation en r�egions homog�enes d'une image en niveaux de gris, les
pyramides irr�eguli�eres peuvent être s�epar�ees en deux cat�egories :

pyramide irr�eguli�ere stochastique : [82, 83, 81] lorsque les sommets survivants
de chaque niveau correspondent �a des maxima locaux obtenus de fa�con al�ea-
toire ;

pyramide irr�eguli�ere adaptative : [49, 50] lorsque l'on cherche localement, dans
chaque niveau, les sommets qui maximisent l'�evaluation d'un op�erateur d'in-
t�erêt.

La section 4.5 pr�esente la pyramide irr�eguli�ere stochastique en d�etails.

4.5 Pyramides irr�eguli�eres stochastiques

4.5.1 L'algorithme

La pyramide irr�eguli�ere sthochastique d'une image est construite r�ecursivement
de la base �a l'apex et chaque niveau est repr�esent�e par un graphe d'adjacence. Il
est donc n�ecessaire de d�e�nir la proc�edure de d�erivation du graphe du niveau k �a
partir de celui du niveau k � 1 pr�ec�edent. Nous verrons plus tard que cette tâche
est r�ealis�ee �a l'aide d'op�erations de contraction sur le graphe.

Pour que les principes g�en�eraux des structures pyramidales soient pr�eserv�es, tels
que le parall�elisme et l'appel �a des op�erations locales, il est n�ecessaire de d�e�nir des
r�egles de fusion. Ces derni�eres se traduisent dans une structure irr�eguli�ere par le choix
des sommets survivants, suivi de la g�en�eration des liens parent-enfant pour chaque
non-survivant et de la mise �a jour du graphe d'adjacence. L'une des di��erences entre
les pyramides irr�eguli�eres stochastiques et les techniques de croissance de r�egions
vient du fait qu'un sommet peut participer �a plusieurs contractions dans une même
it�eration.

Le nombre d'it�erations dans une pyramide irr�eguli�ere stochastique est
d'ordre O(log(taille classe)), o�u \taille classe" est le plus grand diam�etre interne des
composantes connexes3. Ce nombre n'est pas �xe et la construction est d�e�nie par
l'algorithme 3.

Apr�es la lecture de l'image et le choix des param�etres d'entr�ee, comme le seuil
global, par exemple, la base de la pyramide doit être construite. L'image est alors
repr�esent�ee par un graphe d'adjacence qui associe �a chaque pixel un sommet dans le
graphe et une arête est cr�e�ee entre deux sommets si les deux pixels correspondants

3D�e�ni par max
CC

�
max

x;y2contour
fminfdistance g�eod�esique(x; y)gg

�
, o�u CC repr�esent les compo-

santes connexes dans l'image.
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4.4.1 L'utilisation d'un arbre couvrant

L'id�ee d'utilisation d'un arbre couvrant de poids minimal a �et�e d�evelopp�ee [75, 84]
dans le but de repr�esenter l'image par un graphe optimal, ce qui permettrait une
meilleure segmentation.

4.4.2 Pyramides li�ees

Cette m�ethode [21, 46], moins sensible en translation que d'autres, permet de
d�elimiter des r�egions de tailles et de formes di��erentes. Chaque �el�ement d'un niveau k
poss�ede 4 p�eres potentiels et doit choisir l'un d'entre eux, mais ce choix sera remis
en cause plus tard. Chaque p�ere du niveau k + 1 a 16 �ls au niveau k cependant il
partage ces �ls avec ces 4 voisins du niveau k+1. Apr�es le choix d'un p�ere \provisoire"
pour chaque �ls, les attributs des p�eres sont mis �a jour en fonction de ses nouveaux
�ls. En �evaluant les nouveaux attributs des p�eres potentiels, les �ls ont le droit de
changer le p�ere \provisoire" par un autre ou de rester avec lui. Au niveau suivant
on initialise les attributs des p�eres selon les attributs de leurs 16 �ls. Quand un �ls
n'a pas de p�ere qui lui ressemble, il est consid�er�e comme �etant une entit�e recherch�ee
sur la base de la pyramide. Cette situation est identique pour le cas d'un p�ere qui
n'a pas de �ls. Le point fort de cette m�ethode est la remise en cause du choix des
�el�ements dans la pyramide.

4.4.3 Pyramides duales

Kropatsch et Willersinn [62, 59, 125] utilisent un processus qui r�eduit le nombre
de sommets d'une it�eration �a l'autre par contraction du graphe dual repr�esentant
l'image, de mani�ere �a ce que le degr�e de chaque sommet soit limit�e (contrairement
aux pyramides irr�eguli�eres). Dans cette approche les relations topologiques entre
survivants sont pr�eserv�ees et d'importants taux de r�eduction du nombre de sommets
peuvent être atteints.

4.4.4 Pyramides irr�eguli�eres

Les �echecs connus auparavant par les techniques de segmentation bas�ees sur les
pyramides r�eguli�eres, tels que la di�cult�e de d�etection d'objets allong�es, la d�econ-
nexion des r�egions et la variation en translation ont engendr�e ces derni�eres ann�ees
des recherches visant �a la conception d'une structure plus exible prenant en compte
la sp�eci�t�e des donn�ees.

En �eliminant la rigidit�e pos�ee par la d�etermination pr�ecise du nombre de �ls ou
de p�eres potentiels des sommets �a chaque niveau, les pyramides irr�eguli�eres ouvrent
une nouvelle voie dans le domaine de la segmentation d'images.

L'image segment�ee est consid�er�ee comme un ensemble de r�egions ayant des forme,
taille et position variables.

Les pyramides irr�eguli�eres sont robustes en translation. Un autre avantage vient
du fait qu'un sommet connâ�t ses voisins, mais leur positionnement n'est pas impor-
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La planarit�e du graphe d'adjacence dans un niveau k quelconque n'est assur�ee que
si la base a �et�e construite en utilisant la 4-connexit�e, car les relations de voisinage se
forment selon la topologie des champs r�ecepteurs. Deux con�gurations non-planaires
possibles, repr�esent�ees par K5 (la clique d'ordre 5 de la �gure 4.2(c)), sont montr�ees
dans les �gures 4.2(a et b).

x

(a)

x

(c)

x

(d)

x

(b)

Fig. 4.1 - Un pixel x et son (a) 4-voisinage, (c) 8-voisinage. Graphe d'adjacence
g�en�er�e par x en relation �a la (b) 4-connexit�e, (d) 8-connexit�e.
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Fig. 4.2 - (a - b) Deux con�gurations montrant 5 r�egions, toutes connexes les unes
aux autres. (c) K5, le graphe d'adjacence de ces r�egions.

Un niveau k de la pyramide est construit �a partir du niveau k � 1. Les sommets
pr�esents au niveau k�1 sont appel�es vivants. Un sous-ensemble des sommets vivants
sera choisi selon des r�egles qui seront pr�esent�ees plus tard, formant alors l'ensemble
des survivants. Les survivants du niveau k� 1 seront les sommets vivants pr�esents
au niveau k. Nous remarquons qu'�a la base de la pyramide, tous les sommets sont
vivants et qu'�a l'apex, il n'y en aura qu'un seul.

C'est grâce aux relations entre les sommets vivants d'un niveau k � 1 et leurs
champs r�ecepteurs respectifs que les arêtes entre les sommets survivants du graphe
repr�esentant le niveau k sont construites.

�A la �n du processus, les liens entre les h niveaux de la pyramide sont mod�elis�es
par un graphe h-parti. Chaque �el�ement d'un niveau k est reli�e avec des �el�ements
du niveau k � 1, appel�es ses �ls, et �a un �el�ement du niveau k + 1, appel�e son
p�ere. Ces relations d�e�nissent une structure arborescente. Pendant le processus,
chaque �el�ement d'un niveau k susceptible d'être p�ere d'un sommet du niveau k� 1,
est consid�er�e comme �etant un p�ere potentiel de ce sommet. Remarquons qu'un
sommet peut être p�ere potentiel de plusieurs sommets.
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Dans le graphe repr�esentant l'image, chaque sommet dans un niveau k est p�ere
de 4 sommets du niveau k+1 (pour l'arbre quaternaire) ou 3 (pour Delaunay), sauf
au moment o�u la r�egion qu'il repr�esente respecte le crit�ere d'homog�en�eit�e et ne se
divise plus.

4.3.2 La fusion

La con�guration obtenue par la phase de division, puis �a un niveau k quelconque
de la pyramide, est repr�esent�ee au moyen d'un graphe d'adjacence o�u �a chaque arête
est associ�e le coût de fusion entre les deux sommets adjacents. Ce graphe pond�er�e
est utilis�e dans le but de fusionner les r�egions les plus similaires. A chaque fois que
deux sommets fusionnent, une op�eration de contraction1 est r�ealis�ee sur le graphe.

La m�ethode la plus naturelle et la plus simple pour d�ecider quelles sont les fusions
qui doivent se produire est celle o�u l'arête ayant le coût minimal parmi toutes les
arêtes du graphe, not�ee (xi; xj), est d�etermin�ee. Les deux sommets adjacents �a cette
arête fusionnent et l'un des deux, xi ou xj, repr�esentera la nouvelle r�egion. Les
nouveaux attributs obtenus prenant en compte les informations de xi et xj, ainsi
que les nouveaux coûts de fusion, seront recalcul�es. La proc�edure est r�eit�er�ee jusqu'�a
ce qu'il ne soit plus possible de fusionner. Malgr�e son optimalit�e et l'ind�ependance
par rapport �a l'ordre d'�evaluation des arêtes, c'est une approche s�equentielle tr�es
coûteuse en temps de calcul.

Pour cela il semble être int�eressant d'utiliser les techniques parall�eles de fusion �a
la place des techniques s�equentielles. Ces techniques se basent sur la recherche d'un
couplage2 de coût minimal dans le graphe. Cela veut dire que l'on cherche un sous-
ensemble d'arêtes du graphe d'adjacence qui soit ind�ependant. Il est donc interdit
qu'un sommet participe �a plusieurs fusions en même temps.On gagne alors en temps
de calcul mais on perd en optimalit�e. Des approches parall�eles pour la fusion sont
pr�esent�ees dans [7, 26, 31, 79, 117].

Nous remarquons que l'ordre d'�evaluation n'est pas inuent sur le r�esultat, et
chaque sommet ne peut intervenir qu'�a une seule fusion �a chaque it�eration.

4.4 Pyramides de graphes

La mod�elisation du niveau 0 de la pyramide par des graphes est r�ealis�ee de la
mani�ere suivante : �a chaque pixel de l'image, on associe un sommet et l'arête (xi; xj)
est cr�e�ee si et seulement si les deux pixels repr�esent�es par les sommets xi et xj sont
voisins. Dans le cas o�u on travaille avec un maillage carr�e, il est possible d'associer
�a un pixel son 4-voisinage ou son 8-voisinage. Si on travaille avec le 4-voisinage, la
base de la pyramide est un graphe planaire, ce qui n'est pas le cas pour le 8-voisinage
(voir la �gure 4.1(a �a d)). Aux niveaux sup�erieurs de la pyramide chaque sommet
repr�esente un ensemble connexe de sommets de la base, appel�e champ r�ecepteur.

1La contraction d'un graphe est d�e�nie �a la page 19.
2Voir d�e�nition 31.
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Nous allons, dans la suite de ce chapitre, faire un survol des techniques utilis�ees
en analyse d'images (surtout en segmentation), fond�ees sur des proc�edures pyra-
midales, partant des structures r�eguli�eres, les plus classiques, et allant jusqu'aux
pyramides irr�eguli�eres, pour proposer alors, au chapitre 5, une structure plus adap-
t�ee aux images, appel�ee pyramide oue.

4.2 Pyramides gaussienne et laplacienne

Les pyramides gaussienne et Laplacienne [21, 22] sont des structures ascendantes,
construites en utilisant comme base les concepts du traitement du signal (�ltrage et
sous-�echantillonnage sur l'image).

Une pyramide gaussienne est une suite d'images dans laquelle l'image au niveau k
est de taille 4 fois inf�erieure �a celle du niveau k � 1, obtenue au moyen d'un �ltrage
de type passe-bas et d'un sous-�echantillonnage. Le �ltrage est obtenu par un noyau
de convolution utilisant des coe�cients qui approximent les valeurs d'une courbe
gaussienne.

La pyramide laplacienne repr�esente une d�ecomposition fr�equentielle de l'image de
mani�ere �a ce que les composantes de plus basses fr�equences se trouvent au sommet
de la pyramide. Le niveau k de la pyramide est d�e�ni par :

Lk = Gk � Expansion(Gk+1) (4.1)

o�u Gk et Gk+1 repr�esentent les niveaux k et k + 1 d'une pyramide gaussienne. Le
noyau gaussien est g�en�eralement de dimension 5 � 5. Nous pouvons consid�erer Lk

comme l'information perdue lorsqu'on passe du niveau Lk au niveau Lk+1.

4.3 Pyramides de partitionnement g�eom�etrique

Dans les approches g�eom�etriques, tout d'abord l'image est partag�ee r�ecursive-
ment en polygones (carr�es, triangles, ... selon la technique utilis�ee). C'est l'�etape
de division. Ensuite vient la deuxi�eme �etape, la fusion, o�u les �el�ements g�eom�e-
triques adjacents peuvent ou non fusionner selon un crit�ere pr�e-�etabli, permettant
la d�etection des entit�es dans l'image.

4.3.1 La division

Les principales techniques de division sont d�ecrites dans la section 2.1.3 �a la
page 9. Elles sont :

{ le quadtree ou l'arbre quaternaire, qui d�ecoupe l'image en carr�es ;

{ la triangulation de Delaunay qui partitionne l'image en triangles ;

{ les polygones de Vorono�� o�u l'image est partitionn�ee en polygones qui compor-
tent un nombre de côt�es variable.
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Par la simpli�cation de l'information de d�epart (�a travers la r�eduction de son
volume) la pyramide devient un outil de compression de donn�ees. Par l'a�nement de
ce r�esultat, dans un deuxi�eme temps (en retournant r�ecursivement vers la r�esolution
de d�epart), la pyramide sert �a segmenter des images.

Dans le cas des images binaires, chaque sommet transporte son appartenance �a
un objet ou au fond. La proc�edure de d�etection des composantes connexes revient
�a induire un graphe G0 �a partir de G (le graphe d'adjacence) par suppression de
toutes les arêtes qui ne relient pas deux sommets de la même classe. Les sous-
graphes connexes maximaux de G0 correspondent aux composantes connexes de
l'image initiale. Lorsqu'il existe plusieurs entit�es dans l'image, l'apex de la pyramide
est atteint lorsque chaque composante connexe de l'image initiale est repr�esent�ee
par un seul sommet.

Nous nous int�eressons dans ce travail �a l'application du mod�ele pyramidal �a la
segmentation d'images en niveaux de gris.

4.1.2 Avantages et inconv�enients

Bister [13] pr�esente quelques avantages du mod�ele pyramidal, tels que : la r�educ-
tion de l'inuence du bruit par l'�elimination de l'importance des d�etails non signi�-
catifs, la possibilit�e de travailler avec les di��erents niveaux de r�esolution des r�egions
d'int�erêt dans l'image, la conversion des caract�eristiques globales en caract�eristiques
locales et la possibilit�e de trouver les r�egions avec peu de coût.

Mais cela n'est pas tout ; la combinaison du parall�elisme, de la r�ecursivit�e et de la
multir�esolution fait de la structure pyramidale un outil fort pour la repr�esentation
et le traitement de donn�ees. Le parall�elisme donne la possibilit�e d'am�eliorer consi-
d�erablement le temps de calcul ; la multir�esolution r�eduit le nombre d'op�erations
n�ecessaires au traitement d'une image, facilitant la d�etection et la localisation des
entit�es ; et la r�ecursivit�e joue un rôle important dans la coh�erence et la simpli�cation
des algorithmes, en permettant d'appliquer le même traitement plusieurs fois.

En contre-partie nous pouvons dire que la di�cult�e �a traiter des informations
de contour est l'un des inconv�enients associ�es aux pyramides. Un autre probl�eme
est la fusion erron�ee de r�egions dont la fronti�ere commune �etait bien contrast�ee sur
l'image initiale. Cela arrive, car au fur et �a mesure qu'on s'�eloigne de la base de
la pyramide les informations de discontinuit�es ne sont pas trait�ees. En outre, des
discontinuit�es qui n'existaient pas au d�epart sont g�en�er�ees en même temps que les
r�egions recalculent leurs attributs.

4.1.3 Structures pyramidales

Les structures pyramidales les plus simples sont celles d�e�nies sur un maillage
carr�e, poss�edant un nombre �xe de niveaux, des facteurs de r�eduction et de r�esolution
constants, ainsi que des relations horizontales et verticales pr�e-�etablies.

Par la relaxation d'une ou plusieurs de ces contraintes on obtient des mod�eles
plus exibles, comme les pyramides �a maillage non-carr�e, par exemple.



Chapitre 4

Structures pyramidales pour la

segmentation

Une pyramide est une structure de donn�ees capable de repr�esenter une image �a
di��erents niveaux de r�esolution. De la base, qui normalement est l'image initiale,
�a l'apex, qui est le dernier niveau de la pyramide, la r�esolution de l'image d�ecrô�t,
permettant l'�elimination des d�etails contenus dans l'image.

L'image repr�esent�ee �a la base d'une pyramide est une matrice de pixels contenant
le plus souvent 2M � 2M �el�ements, o�u 2M caract�erise la taille de l'image. Il est
�egalement aussi tout �a fait possible de manipuler des images qui ne sont pas carr�ees.

Nous allons, dans la suite, introduire la philosophie du mod�ele pyramidal et es-
sayer de citer ses avantages et inconv�enients, ainsi que de donner une id�ee de ses
applications possibles. Apr�es cela, nous allons d�ecrire les principales structures py-
ramidales.

4.1 Le mod�ele pyramidal

4.1.1 Historique et applications

L'utilisation du concept de pyramide en analyse d'images a �et�e d'abord introduit
en 1975 par Tanimoto et Pavlidis [108]. Les r�esultats des premi�eres recherches dans
ce domaine sont pr�esent�es dans [24], [104] et [115]. Une �etude sur la robustesse
des algorithmes implant�es dans une architecture pyramidale est pr�esent�ee dans [78],
cependant cette �etude n'aborde pas les structures irr�eguli�eres.

Des analyses comparant les di��erents aspects des mod�eles pyramidaux, comme
la multir�esolution, le parall�elisme, la robustesse ou la complexit�e sont pr�esent�es
dans [12], [13], [48], [51] et [78].

Nous pouvons citer comme exemples d'application des techniques pyramidales :
la pyramide laplacienne qui fournit une d�ecomposition fr�equentielle de l'image [21],
la d�etection des zones contrast�ees dans une image [15] ou la discrimination de tex-
tures [63, 114].

71
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Dans la suite, nous allons passer aux techniques de deuxi�eme ordre. Tout d'abord,
au chapitre 4, les techniques bas�ees sur les pyramides, dont les structures irr�eguli�eres,
seront pr�esent�ees. Cela nous permet de d�e�nir au chapitre 5, une nouvelle structure
pyramidale : la pyramide irr�eguli�ere oue, bas�ee sur les graphes ous.
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cas pr�ec�edent, toute information inutile. Les r�esultats, illustr�es dans la �gure 3.9(c
et d), montrent que le nombre de r�egions d�etect�ees est le même que celui de l'image
originale non bruit�ee.

Le même processus a �et�e appliqu�e dans l'image-test 3 (voir l'image bruit�ee et l'his-
togramme dans la �gure 3.10(a et b)). Les r�esultats sont aussi comparables �a ceux
obtenus auparavant avec l'image non bruit�ee, mais on remarque une d�eformation
dans la forme des cellules d�etect�ees. Cela est montr�e en �gure 3.10(c et d).

Cela nous montre la robustesse aux bruits additif et impulsionnel.

(a) (c) (d)(b)
93

Fig. 3.9 - (a) L'image-test 2 bruit�ee et (b) l'histogramme des niveaux de gris. (c)
La binarisation au moyen de sNEF = 93 et (d) le r�esultat obtenu par traitement
morphologique.

(a) (c) (d)(b)
155

Fig. 3.10 - (a) L'image-test 3 bruit�ee et (b) l'histogramme des niveaux de gris. (c)
La binarisation au moyen de sEPA = 155 et (d) le r�esultat obtenu par traitement
morphologique.

3.7 Commentaires

Dans ce chapitre nous avons fait un survol des m�ethodes traditionnelles de seuillage.
Ces m�ethodes ont �et�e compar�ees avec des techniques bas�ees sur la logique oue. Nous
avons d�evelopp�e deux m�ethodes utilisant des variantes de l'entropie oue, qui, asso-
ci�ees �a l'entropie classique, nous permettent de segmenter des images cytologiques
qui sont r�eput�ees être di�ciles �a segmenter. Cette coop�eration se montre robuste
aux bruits additif et impulsionnel.
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3.6 La robustesse des m�ethodes

Dans le but de v�eri�er la robustesse de la coop�eration entre les techniques oues et
non-oues propos�ees dans la section 3.5, nous avons bruit�e les images d�ej�a pr�esent�ees
ayant un histogramme unimodal, avant de proc�eder �a leur segmentation.

L'image-test 1 a �et�e bruit�ee 6 et le r�esultat ainsi que l'histogramme sont montr�es
dans la �gure 3.8(a et b). Le seuil sEPA = 153, fourni par le maximum de l'entropie
a posteriori adapt�ee, permet de d�etecter les �broblastes en mitose dans l'image. En-
suite, en utilisant la coop�eration propos�ee dans la section 3.5, l'entropie oue adapt�ee
nous donne le seuil sEFA = 102, cherch�e dans l'intervalle [0; 153]. Cette deuxi�eme
valeur su�t pour la d�etection des cellules fonc�ees dans l'image. La �gure 3.8(c �a
f) montre ces r�esultats : d'abord seulement les binarisations, et ensuite les entit�es
trouv�ees �a l'aide de la morphologie math�ematique, qui nous a permis d'�eliminer le
bruit et les r�egions trop petites n'ayant pas de sens. Les r�esultats sont aussi bons
que ceux obtenus avec l'image originale non bruit�ee.

(a) (c) (d)

(e) (f)

102 153
(b)

Fig. 3.8 - (a) L'image-test 1 bruit�ee et (b) l'histogramme des niveaux de gris. (c)
La binarisation au moyen de sEPA = 153 et (d) le r�esultat obtenu par traitement
morphologique. (e) La binarisation au moyen de sEFA = 102 et (f) le r�esultat obtenu
par traitement morphologique.

La �gure 3.9(a et b) montre l'image-test 2 bruit�ee 7 et le nouvel histogramme
des niveaux de gris. La coop�eration entre les m�ethodes oues et non-oues fournit
sNEF = 93, cherch�e dans l'intervalle [0; 146], qui permet la localisation des �bro-
blastes dans l'image. Le traitement morphologique sert �a �eliminer, comme dans le

6Par un bruit impulsionnel de distribution uniforme.
7Par un bruit additif (entre -35 et 35) de distribution uniforme.
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En fait, dans ce genre d'image, trois classes doivent être d�etect�ees : les cellules
fonc�ees, les cellules claires et le fond, conform�ement �a ce qui a �et�e expos�e lors de la
description de l'image-test 1 �a la page 58.

On pourrait, �a la limite, d�e�nir une autre classe d'�el�ements : les cellules interm�e-
diaires (celles qui sont encore en d�ebut de mitose) et qui, par cons�equent, ne sont pas
aussi sph�eriques (circulaires dans R2) que les cellules claires mais ne poss�edent pas
non plus une forme poly�edrique et une structure plate comme les cellules fonc�ees.
Dans ce cas, leurs bords ne sont pas aussi clairs que ceux des �broblastes en mitose,
mais pr�esentent d�ej�a un signe de luminosit�e sur leur p�eriph�erie.

Parmi les m�ethodes de seuillage �etudi�ees, il y en a deux classiques qui fournis-
sent un seuil permettant de s�eparer les �broblastes en mitose des autres classes de
l'image. Ces m�ethodes sont la maximisation de l'entropie a posteriori adapt�ee et la
minimisation de l'erreur. Parmi les m�ethodes qui utilisent la logique oue, la dis-
similarit�e param�etr�ee par Poisson et aussi par deux distributions normales fournit
des seuils proches des deux premi�eres techniques cit�ees ; en revanche elles sont plus
coûteuses en temps de calcul. L'�ecart entre les deux premi�eres m�ethodes n'�etant pas
su�samment grand pour changer les r�esultats, nous n'avons pas de pr�ef�erence entre
ces deux techniques.

La sensibilit�e de ces m�ethodes s'arrête l�a. Nous pouvons donc sans probl�emes
�eliminer la partie de l'histogramme qui se trouve entre le seuil choisi par une des
techniques pr�ec�edentes et la limite maximale de la dynamique pour continuer la
recherche dans la partie restante.

Pour localiser les �broblastes (cellules fonc�ees) il est n�ecessaire d'utiliser une
technique qui est plus sensible aux changements de couleur entre le fond et ces mêmes
cellules. Pour cela, les deux variantes de l'entropie oue que nous avons propos�ees
se montrent e�caces. Il nous parâ�t important de rappeler ici que les m�ethodes de
Fisher et FCM adapt�es fournissent, elles aussi (appliqu�ees �a trois classes) un seuil
(normalement le plus petit) qui permet de localiser les cellules fonc�ees de l'image. La
di��erence entre l'approche de Fisher ou FCM par rapport �a l'entropie oue adapt�ee
ou �a la nouvelle entropie oue vient du fait que les deux premi�eres travaillent sur un
crit�ere d'arrêt approximatif, c.-�a-d. que le nombre d'it�erations est inconnu. �Ca n'est
pas le cas des deux derni�eres techniques qui �evaluent un crit�ere dans la dynamique de
l'image et choisissent, en fonction des valeurs obtenues, les meilleurs seuils. Voil�a la
raison pour laquelle on sugg�ere l'utilisation des �equations de l'entropie oue adapt�ee
ou de la nouvelle entropie oue pour localiser les �broblastes dans les images de
cellules observ�ees en contraste de phase.

Cette coop�eration entre les techniques oues et non-oues de seuillage permet
la d�etection, d'une part par les techniques classiques, des �broblastes en mitose et
d'autre part, en utilisant une des m�ethodes oues, des cellules fonc�ees. L'astuce de
ne prendre en compte que la partie de la dynamique qui est en-dessous du seuil qui
sert �a localiser les cellules claires nous aide �a avoir une meilleure pr�ecision et gagner
en temps de calcul puisqu'on n'�evalue pas les niveaux de gris qui ont d�ej�a �et�e a�ect�es
aux cellules en mitose.
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m�ethodes localisent bien les �broblastes en mitose mais en ce qui concerne les
seuils fournis par 3 classes, les r�esultats ne sont pas bons car la m�ethode de
Fisher permet l'identi�cation du fond mais ne localise pas bien les cellules.
FCM, en revanche, localise les deux cellules mais partage le fond en deux
classes. En�n, pour 4 classes, Fisher rajoute un nouveau seuil sans alt�erer les
deux seuils ant�erieurs et le r�esultat change peu. FCM donne, parmi ses trois
seuils, deux valeurs identiques �a ceux de Fisher. L'autre seuil est celui qui
s�epare le fond en deux classes.

type II Pour l'image-test 4, les seuils donn�es par les m�ethodes de Fisher et FCM
sont les mêmes �a deux unit�es pr�es, en revanche, appliqu�ee �a l'image-test 5 pour
4 classes, FCM arrive �a bien localiser les maisons et fournit une localisation
assez bonne des routes mais Fisher m�elange encore ces �el�ements. Appliqu�ees �a
deux classes, les m�ethodes sont comparables et en�n, appliqu�ees �a trois classes
on ne peut pas dire que les m�ethodes fournissent des r�esultats assez bons.

synth�ese On conclut que les r�esultats fournis par les deux m�ethodes sont compa-
rables dans la majorit�e des cas, que les images soient de type I ou II. Les
nuances qu'on a pu trouver entre les deux m�ethodes ne nous permettent pas
de dire qu'une des techniques est meilleure que l'autre.

Nouvelle entropie oue et entropie oue adapt�ee (sections 3.3.1 et 3.3.2)

type I Les r�esultats montrent que ces techniques sont e�caces dans la localisation
d'un bon seuil lorsque celui-ci se trouve pr�es du pic de l'histogramme. Dans le
cas des images-test 1 et 2, les seuils fournis permettent de d�etecter les cellules
fonc�ees pr�esentes dans les images.

type II Ces m�ethodes ne sont pas adapt�ees aux images de type II car elles ne
donnent pas des seuils pr�es des vall�ees de l'histogramme.

synth�ese Ces deux m�ethodes sont adapt�ees aux images ayant un histogramme uni-
modal.

3.5 Coop�erations entre les m�ethodes

Dans le but de segmenter les images cytologiques, surtout celles des �broblastes
observ�es en contraste de phase, nous avons �etudi�e et propos�e plusieurs m�ethodes.
Ces images sont di�ciles �a segmenter car les cellules sont bruit�ees et, dans certains
cas, petites. Il faut �eliminer les r�egions du fond qui sont souvent confondues avec
les cellules. Les \jambes" qui relient les �broblastes ne doivent pas faire partie des
entit�es localis�ees dans l'image. Dans la section 3.4.3, nous avons fait remarquer qu'il
y a des techniques capables de d�etecter les di��erents �el�ements constituant les images
des populations cellulaires.
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que cette classe est aussi d�etermin�ee par l'un des seuils fournis par la
divergence oue. Cette deuxi�eme mesure est alors plus puissante que la
mesure de dissimilarit�e.

{ Cas param�etrique : Poisson

type I Pour les histogrammes unimodaux, deux points de maxima sont loca-
lis�es et le plus grand d'entre eux permet de localiser �a peu pr�es les cellules
en mitose. On a remarqu�e que ce seuil n'est pas, dans la majorit�e des cas,
tr�es �eloign�e du seuil fourni par la m�ethode de maximisation de l'entropie
a posteriori adapt�ee.

type II �Etant appliqu�ee aux images de type II, cette technique fournit nor-
malement une solution unique, mais pas toujours la bonne.

synth�ese Nous pouvons donc dire qu'en appliquant cette technique aux images
de type I, les r�esultats peuvent être satisfaisants pour la localisation des
cellules claires dans l'image.

{ Cas param�etrique : normal

type I Sur les histogrammes de type I, les r�esultats ne sont pas bons.

type II Le seuil le plus grand, parmi les deux trouv�es, fournit un r�esultat
proche de celui donn�e par la maximisation de l'entropie a posteriori adap-
t�ee. L'autre seuil peut être abandonn�e.

synth�ese Malgr�e la lenteur de cette technique, elle fournit des bons r�esultats
pour les images poss�edant un histogramme unimodal.

�Evaluation de l'entropie oue (section 3.2.7)

type I Cette m�ethode fournit des seuils localis�es pr�es du pic de l'histogramme mais
normalement au-dessus des bonnes valeurs.

type II Pour les images de type II les r�esultats ne servent pas normalement �a
localiser les classes.

synth�ese Comme cette m�ethode donne des seuils �a la proximit�e du pic de l'histo-
gramme de niveaux des gris, elle n'est pas adapt�ee aux images qui poss�edent
les bons seuils pr�es des vall�ees.

FCM x Fisher (sections 3.2.6 et 3.1.5)

type I Pour les images-test 1 et 3, les r�esultats pr�esent�es par les deux m�ethodes
sont presque les mêmes et permettent de s�eparer les cellules fonc�ees des claires
lorsqu'on travaille avec 3 classes. Pour deux et quatre classes, en revanche, il
arrive que les seuils ne soient pas repr�esentatifs. L'image-test 2 pr�esente une
h�et�erog�en�eit�e des r�esultats assez int�eressante. D'abord, pour deux classes, les
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�et�e trouv�ee si on avait maximis�e l'entropie a posteriori. Ce seuil s�epare donc
l'histogramme en deux classes poss�edant presque la même quantit�e de pixels
chacune. Le seuillage ne poss�ede gu�ere de signi�cation visuelle car le seuil est
attach�e �a une valeur qui ne repr�esente pas toujours une transition de classe
dans l'image.

type II Ce ph�enom�ene se reproduit aussi quand cette m�ethode est appliqu�ee aux
images de type II. Dans ce cas, plusieurs seuils sont fournis, un pour chaque
classe pr�esente dans l'histogramme.

synth�ese Nous pouvons donc dire que cette technique r�ealise pour chaque classe
dans l'histogramme ce que l'entropie a posteriori r�ealise pour l'histogramme
comme un tout. Les r�esultats ne poss�edent gu�ere de signi�cation visuelle.

La divergence oue (section 3.2.3)

type I Cette m�ethode ne pr�esente pas de bons r�esultats quand elle est appliqu�ee
aux images de type I car les seuils fournis se situent toujours dans les limites
inf�erieure et sup�erieure de la dynamique de l'image.

type II Appliqu�ee aux histogrammes de type II, la m�ethode nous donne plusieurs
maxima locaux qui correspondent �a des classes dans l'image. Pour obtenir
ces seuils, la valeur de k, qui d�e�nit l'intervalle d'incertitude, joue un rôle
important.

synth�ese Pour les images de type II, compos�ees par les histogrammes �a plusieurs
pics, des valeurs de k entre 10 et 40 fournissent de bons seuils, n�eanmoins on
n'obtient pas de seuils raisonnables si l'histogramme n'a qu'un seul pic. Les
�gures 3.6(c et d) et 3.7(d) nous permettent de voir des �el�ements identi��es
dans les images-test 4 et 5, lors de l'utilisation des seuils fournis par cette
m�ethode.

La maximisation de la dissimilarit�e (section 3.2.4)

{ Cas non param�etrique

type I La m�ethode se montre ine�cace lorsqu'elle est appliqu�ee aux images
de type I. Les maxima locaux se trouvent toujours aux extrêmes de l'his-
togramme.

type II Cette m�ethode pr�esente un bon r�esultat lorsqu'elle est appliqu�ee �a
l'image 4 d�es qu'on utilise l'�equation (3.33) pour mesurer la dissimilarit�e
entre deux niveaux de gris. Pour l'image 5 c'est l'�equation (3.34) qui nous
permet de trouver un bon seuil.

synth�ese Apr�es le choix d'une mesure de dissimilarit�e appropri�ee, la m�ethode
peut être appliqu�ee dans la localisation d'une seule classe d'�el�ements sur
les images qui poss�edent un histogramme multimodal. Nous remarquons
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type I type II
image 1 image 2 image 3 image 4 image 5

(64,159) (53,127) (63,238) (44,249) (66,234)
DF min, max min, max min, max 68, 89, 216 86, 157, 214
NP min, max min, max min, max 88 212
Po 45, 152 99, 154 100, 146 130 142
No 74, 159 59, 124 100, 144 161 187
FCM 120 90 141 125 148
FCM3 102, 132 82, 101 118, 147 102, 170 124, 169
FCM4 97, 116, 145 77, 91, 107 116, 133, 166 92, 147, 195 107, 151, 202
EF 107 86 117 54 110

EFA 108 88 sans int�erêt 62 122
NEF 103, 127 86, 103 sans int�erêt 153 142

Tab. 3.2 - R�esultats fournis par les techniques utilisant la notion d'ensemble ou

r�esultats pr�esent�es dans les �gures 3.1(c et k) et 3.5(c et d) montrent bien cela.
On trouve donc pour les images 3.1(a) et 3.5(a) leur binarisation utilisant le
seuil fourni par l'entropie a posteriori adapt�ee (�gures 3.1(c) et 3.5(c)) et le
r�esultat apr�es un traitement morphologique 4 et l'utilisation d'un seuil sur la
surface 5 (�gures 3.1(k) et 3.5(d)). Les deux grandes cellules en mitose ont pu
être d�etect�ees.

Même dans l'image-test 2, o�u il n'y a pas de �broblastes en mitose, le seuil
fourni nous permet de visualiser l'anneau de r�efringence qui est pr�esent �a la
p�eriph�erie de chacune des cellules (voir l'image 3.4(d)), cela veut dire que ces
cellules ont d�ej�a commenc�e �a changer de forme.

type II Ces techniques sont aussi comparables lorsqu'elles sont appliqu�ees �a l'image-
test 5, mais ce n'est pas le cas pour l'image-test 4 o�u le seuil fourni pour la
m�ethode qui minimise l'erreur sert �a localiser les cellules plus fonc�ees et le seuil
obtenu en maximisant l'entropie a posteriori adapt�ee, localise en outre le bord
des cellules plus claires.

synth�ese On peut donc conclure que pour les images poss�edant un histogramme de
type I, ces deux m�ethodes servent �a localiser la classe d'�el�ements les plus clairs
(les cellules en mitose ou si c'est le cas, l'anneau de r�efringence des cellules en
d�ebut de mitose).

Coe�cient d'anisotropie (section 3.1.3)

type I Pour les images de type I, les r�esultats fournis pour la m�ethode qui uti-
lise le coe�cient d'anisotropie donnent un seuil pr�es de la valeur qui aurait

4Ce traitement a �elimin�e le bruit et a permis la localisation des composantes connexes.
5Seuls les �el�ements ayant l'aire satisfaisante ont �et�e retenus.
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1. Celles de la section 3.1, bas�ees sur la logique binaire :

{ EPA : entropie a posteriori adapt�ee ;

{ CA : coe�cient d'anisotropie ;

{ ME : minimum d'erreur ;

{ F , F3 et F4 : Fisher pour 2, 3 et 4 classes respectivement ;

2. Celles de la section 3.2, qui utilisent la logique oue en essayant de donner
plus de souplesse au choix du seuil s :

{ DF : divergence oue ;

{ NP, Po et No : mesures de probabilit�es non-param�etriques, bas�ees sur les
distributions de Poisson et sur les normales ;

{ FCM , FCM3 et FCM4 : fuzzy c-means adapt�e pour 2, 3 et 4 classes ;

3. Les deux m�ethodes oues que nous avons d�evelopp�ees, propos�ees dans la sec-
tion 3.3 :

{ EFA : entropie oue adapt�ee ;

{ NEF : nouvelle entropie oue.

Les tables 3.1 et 3.2 montrent les seuils trouv�es pour chacune de ces m�ethodes,
ainsi que la dynamique des niveaux de gris de chaque image. Ces r�esultats sont
maintenant interpr�et�es et analys�es s�epar�ement pour les images de type I et II.

type I type II
image 1 image 2 image 3 image 4 image 5

(64,241) (53,181) (63,238) (44,249) (66,234)
EPA 159 127 149 147 136
CA 105 86 116 151 103, 175, 227
ME 155 128 142 75 148
F 123 92 142 126 143
F3 101, 133 82, 102 131, 164 102, 168 78, 151
F4 97, 118, 148 78, 92, 110 78, 131,164 92, 147, 194 71, 122, 166

Tab. 3.1 - R�esultats fournis par les techniques classiques

L'entropie adapt�ee et le minimum d'erreur (sections 3.1.2 et 3.1.4)

type I Ces m�ethodes se focalisent sur deux points di��erents dans leur approche
th�eorique mais, malgr�e cela, les r�esultats sont tout �a fait comparables en trai-
tant des images du type I. En plus, les r�esultats nous permettent de localiser
les cellules en mitose, autant dans l'image-test 1 que dans l'image-test 3. Les
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(a) (c) (d)(b)
149

Fig. 3.5 - (a) L'image des �broblastes en mitose observ�es en contraste de phase
avec une plus grande r�esolution, (b) l'histogramme des niveaux de gris, le r�esultat
de binarisation �a partir du seuil (c) sEPA = 149 et (d) le r�esultat �nal apr�es un
traitement morphologique.

(a) (c) (d)(b)
89 216

Fig. 3.6 - (a) L'image de �bres musculaires en section transversale, (b) l'histo-
gramme des niveaux de gris et le r�esultat de deux binarisations �a partir des seuils
(c) s1DF = 89 et (d) s2DF = 216.

(a) (c) (d)
157 214

(b)

Fig. 3.7 - (a) L'image d'une vue a�erienne, (b) l'histogramme des niveaux de gris et
le r�esultat de deux binarisations �a partir des seuils (c) s1DF = 157 et (d) s2DF = 214.

3.4.3 R�esultats, interpr�etation et comparaisons

Nous avons impl�ement�e les di��erentes m�ethodes pr�esent�ees dans ce chapitre.
Pour mieux interpr�eter et comparer les r�esultats, ces m�ethodes ont �et�e s�epar�ees
en trois groupes :
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(a) (c) (d)

(e) (f) (g)

(b)
10386

Fig. 3.4 - (a) L'image des �broblastes observ�es en contraste de phase avec une
plus grande r�esolution, (b) l'histogramme des niveaux de gris et deux r�esultats de
binarisations �a partir des seuils suivants : (c) s1NEF = 86 et (d) s2NEF = 103. Le
traitement morphologique est appliqu�e au r�esultat obtenu par le seuil s1NEF = 86 :
(e) fermeture binaire appliqu�ee sur l'image (c), (f) l'ouverture binaire appliqu�ee sur
l'image (e) et (g) l'imposition d'un seuil sur la surface dans l'image (f).

Image-test 3 : �gure 3.5(a) De la même nature que l'image pr�ec�edente, au ni-
veau de sa r�esolution, cette image pr�esente des �broblastes en mitose qui se
di��erencient des pr�ec�edents par leurs forme, teinte et taille. Visuellement ces
cellules poss�edent un int�erieur beaucoup plus fonc�e que leur bord, o�u l'on peut
d�etecter des anneaux de r�efringence. Souvent \une" cellule peut être observ�ee
en double ; c'est en fait la �n du processus de mitose qui la partage en deux
nouvelles cellules identiques.

Image-test 4 : �gure 3.6(a) Ce sont des �bres musculaires en section transver-
sale. Cette image a la particularit�e de contenir des cellules presque toutes
similaires en taille et forme. En raison de l'homog�en�eit�e ou de l'h�et�erog�en�eit�e
des niveaux de gris des pixels qui composent les cellules, celles-ci peuvent être
plus ou moins facilement d�etect�ees. Les cellules plus fonc�ees, par exemple, ne
posent pas de probl�eme de d�etection.

Image-test 5 : �gure 3.7(a) C'est une prise de vue a�erienne o�u l'on trouve des
maisons (les parties les plus claires) et des routes. L'un des probl�emes, au
moment de segmenter cette image, est la di�cult�e de s�eparer les maisons des
routes.
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populations cellulaires, surtout au niveau de la segmentation des sc�enes observ�ees
en microscopie �a contraste de phase.

L'image des �broblastes pr�esent�ee jusqu'�a pr�esent a �et�e utilis�ee pour donner une
premi�ere vision des r�esultats obtenus par les m�ethodes que nous avons d�ecrites.

Dans la suite on va pr�esenter d'autres tests sur un jeu d'images, chacune poss�edant
des caract�eristiques di��erentes. Ensuite, les r�esultats obtenus seront interpr�et�es et
compar�es.

3.4.2 Les images test�ees et leurs histogrammes

Nous avons partag�e les images en deux groupes selon la forme de leur histo-
gramme : celles dont l'histogramme des niveaux de gris poss�edant un seul mode ne
permet pas de distinguer les classes, qui seront appel�ees dans la suite de type I
(c'est le cas, par exemple, de l'image des �broblastes vue jusqu'�a pr�esent) ; et celles
qui pr�esentent un histogramme avec des classes bien di��erenci�ees (plusieurs modes),
appel�ees dor�enavant de type II.

Les cinq images sont repr�esent�ees en 256 niveaux de gris et leur taille est 256 � 256,
�a l'exception de l'image 5 qui poss�ede 64�64 pixels. Voici maintenant une description
simple de ces images.

Image-test 1 : �gure 3.1(a) Cette image est compos�ee essentiellement de trois
classes : les �broblastes (cellules fonc�ees de forme poly�edrique due �a leur forme
plate, qui sont normalement li�ees par des \jambes"), les �broblastes en mitose
(cellules claires, pr�esentent des anneaux de r�efringence en p�eriph�erie, dus �a leur
forme sph�erique) et le fond. La localisation des �broblastes est assez di�cile,
car ils ne poss�edent pas de grande di��erence de niveaux de gris par rapport
au fond, ce qui entrâ�ne la n�ecessit�e d'une bonne pr�ecision du seuil. Si le
seuil trouv�e est au-dessus de la bonne valeur, des r�egions du fond peuvent
être confondues avec les �broblastes et même plusieurs �broblastes peuvent
être regroup�es comme s'ils n'�etaient qu'un seul. Autrement, si le seuil est en-
dessous de la bonne valeur, un �broblaste peut être interpr�et�e comme �etant
plusieurs cellules �a cause de la non connexit�e entre ses pixels.

Image-test 2 : �gure 3.4(a) Cette image est compos�ee essentiellement de deux
classes : les �broblastes et le fond. La localisation des �broblastes est di�cile
pour les mêmes raisons que celles expos�ees pour l'image-test 1. La particularit�e
de cette image, qui ne contient pas de cellules en mitose, est le fait que sa
r�esolution est sup�erieure �a celle utilis�ee pour l'image-test 1 (car on a augment�e
le grossissement des cellules). Par cons�equent les cellules sont beaucoup plus
grandes et les erreurs commises par un seuil mal plac�e seront beaucoup plus
importantes, car plus perceptibles.
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niveaux de gris peuvent, si c'est le cas, être compens�ees par une forte appartenance
�a la classe.

La mesure d'information associ�ee �a la s�eparation par un seuil S est :

NEF (Xns; k) = NEF (Ons; k) +NEF (Fns; k) =
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(3.50)

Pour l'image 3.1(a), en utilisant k = 5 et une dynamique [64; 159], la fonc-
tion (3.50) poss�ede deux maxima : S1NEF = 103, comme le montre la �gure 3.1(g),
et S2NEF = 127 qui d�etecte des anneaux de forte r�efringence dans la p�eriph�erie des
cellules. Le premier seuil permet de localiser les cellules fonc�ees dans l'image et le
deuxi�eme permet la localisation des cellules qui sont ou qui seront bientôt en mitose
(voir �gure 3.1(d)).

On remarque que la pr�ecision est tr�es importante lorsqu'on prend des seuils pr�es
du mode de l'histogramme, o�u une grande quantit�e de pixels change de classe au
moindre changement du seuil (voir �gures 3.1(e �a h)), contrairement �a ce qui se
passe pr�es des fronti�eres de la dynamique.

Le point fort de cette technique est l'association de la fr�equence de chaque niveau
de gris avec son degr�e d'appartenance aux classes.

3.4 Mise en �uvre

Dans les sections pr�ec�edentes nous avons pr�esent�e plusieurs techniques (oues et
non oues) de seuillage bas�ees sur l'histogramme de niveaux de gris d'une image.
Pour comparer ces techniques nous avons choisi cinq images di��erentes, chacune
poss�edant des caract�eristiques particuli�eres.

3.4.1 Domaines d'application

Dans l'introduction de ce travail (page 1) nous avons pr�esent�e les domaines d'ap-
plication du processus d'analyse d'images. Nous avons cit�e la m�edecine, l'industrie,
l'astronomie, la robotique, la g�eophysique, la m�et�eorologie, etc. Nous avons aussi dit
que nous nous int�eressons particuli�erement au probl�eme de l'analyse quantitative des
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EFA(Xns; k) = EFA(Ons; k) + EFA(Fns; k) =
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Les points clefs de cette technique sont la normalisation des degr�es d'appartenance
des niveaux de gris dans chaque classe, et la prise en consid�eration des �el�ements en
dehors de l'intervalle d'incertitude. Normalement le seuil fourni se trouve pr�es du
mode de l'histogramme.

La maximisation de l'entropie oue adapt�ee fournit le seuil sEFA = 108 pour
l'image de la �gure 3.1(a). Le r�esultat est montr�e dans la �gure 3.1(e). Nous pouvons
noter qu'il y a eu quelques changements par rapport au r�esultat donn�e par l'entropie
oue mais ce dernier r�esultat ne donne pas une bonne interpr�etation s�emantique de
l'image.

3.3.2 Nouvelle entropie oue

Consid�erons maintenant les deux distributions suivantes :

DO :
�O(0)p0
PO

;
�O(1)p1
PO

; : : : ;
�O(N � 1)pN�1

PO

DF :
�F (0)p0
PF

;
�F (1)p1
PF

; : : : ;
�F (N � 1)pN�1

PF

o�u PO =
s+kX
i=0

�O(i)pi et PF =
N�1X
i=s�k

�F (i)pi.

Dans ce cas, les distributions prennent en compte la fr�equence et le degr�e d'appar-
tenance de chaque niveau de gris, associ�es directement au moyen d'une multiplication
et normalis�es dans chaque classe. Grâce �a cette association, les basses fr�equences de
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HF (s) = �
N�1X
i=0

pi � [�O(i) ln�O(i) + (1 � �O(i)) ln(1 � �O(i))] (3.47)

o�u �O(i) peut être donn�e par (3.21). Comme en dehors de [s � k; s + k] il n'y a
pas d'incertitude, ln�O(i) = 0 8i 2 [0; s � k] et �O(i) = 0 8i 2 [s + k;N � 1].
L'�equation (3.47) devient alors :

HF (s) = �
s+k�1X
i=s�k+1

pi � [�O(i) ln�O(i) + (1� �O(i)) ln(1� �O(i))] (3.48)

La maximisation de l'entropie oue permet de trouver un seuil pr�es du mode
de l'histogramme. Pour l'image des �broblastes observ�es en contraste de phase (�-
gure 3.1(a)), en utilisant k = 5, le seuil sEF = 106 est obtenu. Un r�esultat similaire
est montr�e dans la �gure 3.1(f).

Dans la section 3.3 nous proposons d'autres distributions possibles, de nature
oue aussi, qui peuvent fournir des seuils di��erents, plus adapt�es aux images �a
seuiller.

3.3 Nouvelles techniques fond�ees sur l'entropie

oue

Notre id�ee consiste �a utiliser l'entropie oue, mais en consid�erant la totalit�e de la
dynamique, même en dehors de l'intervalle d'incertitude. Deux nouvelles approches
seront pr�esent�ees dans la suite. La force de ces m�ethodes est leur pouvoir de fournir
des seuils plus adapt�es aux images.

3.3.1 Entropie oue adapt�ee

Nous proposons l'utilisation des distributions des degr�es d'appartenance norma-
lis�es par rapport �a la classe (objet O ou fond F) o�u ils se trouvent, comme suit :

DO :
�O(0)

PO
;
�O(1)

PO
; : : : ;

�O(N � 1)

PO

DF :
�F (0)

PF
;
�F (1)

PF
; : : : ;

�F (N � 1)

PF

o�u PO =
s+kX
i=0

�O(i) et PF =
N�1X
i=s�k

�F (i) ont la même fonction que Ps d�e�ni dans la

section 3.1.2.
Chaque seuil s possible fournira �a la place de (3.48) :
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Cela illustre la di�cult�e du choix de c car on n'a pas toujours int�erêt �a prendre c
�egal au nombre de classes recherch�ees.

Algorithme 2 Algorithme FCM adapt�e

1. Initialisation

{ Fixer les param�etres c (2 � c � M), m 2 [1;1) et " (seuil de conver-
gence) ;

{ Initialiser le vecteur v des centres des classes ;

{ Calculer la fr�equence fi de chaque niveau de gris dans l'image ;

2. R�ep�eter jusqu'�a jJ it
m � J it�1

m j � "

Calculer les distances dik entre tous les niveaux de gris i(i = 1; 2; : : : ; N � 1)
et les centres vk des classes (k = 1; 2; : : : ; c) ;

Calculer la partition U oue :

�ik = 1=
cX

j=1

(
dik
djk

)
2
m�1 (3.43)

Calculer les nouveaux centres vk des c classes :

vk =

N�1X
i=0

(�ik)
mifi

N�1X
i=0

(�ik)
mfi

(3.44)

3.2.7 �Evaluation de l'entropie oue

Pour s�eparer les niveaux de gris en deux classes il faut trouver un seuil s qui
partage l'histogramme de ces niveaux de fa�con �a retenir un maximumd'information.

Si on veut tenir compte de l'information ambigu�e fournie par les niveaux proches
de la fronti�ere s�eparatrice des deux classes, il est int�eressant d'utiliser la mesure
d'information d�e�nie par l'entropie oue [34] donn�ee par l'�equation (2.24).

Pour mesurer le degr�e de ou associ�e �a une image seuill�ee, l'utilisation des deux
distributions de nature oue suivantes est propos�ee [90] :

DO : �O(0); �O(1); : : : ; �O(N � 1) (3.45)

DF : �F (0); �F (1); : : : ; �F (N � 1) (3.46)

En consid�erant que pour chaque seuil s possible il y a un intervalle [s� k; s+ k]
o�u l'information est ambigu�e 3, et en �eliminant la partie constante de (2.30), cette
�equation devient :

3Le degr�e d'appartenance de chacun des �el�ements de cet intervalle �a l'objet et au fond est
contenu dans (0; 1).
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3.2.6 L'algorithme FCM appliqu�e �a la segmentation d'images

Un algorithme de segmentation par classi�cation oue de pixels est constitu�e de
deux �etapes :

1. la division de l'ensemble des pixels en un nombre donn�e de classes non-disjointes.
Durant cette premi�ere partie, on cherche �a conserver le plus longtemps possible
les informations utiles, jusqu'au moment de la prise de d�ecision (defuzzi�ca-
tion) ;

2. la d�e�nition des di��erents r�egions contenues dans l'image, qui pourra s'e�ec-
tuer par un seuillage par rapport �a un degr�e d'appartenance donn�e ou plus
simplement en choisissant d'attribuer chaque pixel �a la classe pour laquelle
son degr�e d'appartenance est maximal.

Une autre mani�ere, qui permet de reculer la prise de d�ecision d'une �etape sup-
pl�ementaire, est d'op�erer sur une partition oue de l'ensemble des pixels en deux
classes non-disjointes : les contours et le reste de l'image.

Comme dans les techniques de segmentation par classi�cation il n'est pas n�eces-
saire de classer tous les pixels d'une image, mais de classer simplement les di��erentes
valeurs de niveaux de gris que l'on trouve dans celle-ci, l'algorithme FCM peut être
adapt�e au cas de la classi�cation oue des N niveaux de gris d'une image.

Avec cette version adapt�ee de l'algorithme FCM, pr�esent�ee �a la page 54, la r�e-
duction du nombre d'informations manipul�ees est tr�es importante. Pour une image
256 � 256, repr�esent�ee en 256 niveaux de gris, par exemple, on passe de 2562(=
65:536) �a un maximum de 256 formes �a classer, cela parce que si l'image n'est pas
�etal�ee sur toute la dynamique disponible, on ne consid�ere que les niveaux de gris
pr�esents dans l'image.

De plus, le temps de traitement d'une image 512 � 512 est sensiblement le même
que pour une image 256 � 256 ou 128 � 128 si elles sont quanti��ees sur le même
nombre de niveaux de gris (non n�ecessairement les mêmes).

Il a �et�e remarqu�e que le nombre d'it�erations de l'algorithme FCM adapt�e n�e-
cessaire �a la convergence ne crô�t pas syst�ematiquement avec les valeurs de c [64].
La raison en est simplement que l'algorithme converge plus rapidement lorsque le
nombre de classes form�ees s'approche du nombre de classes r�eelles.

Des op�erateurs pour la d�etection des contours qui �evaluent les variations locales
des degr�es d'appartenance de chaque pixel aux classes par rapport �a ses voisins, ont
�et�e d�e�nis dans [64] et compar�es avec l'op�erateur gradient dans [25]. Les r�esultats de
cette comparaison montrent que l'utilisation des op�erateurs contours peut apporter
d'importantes informations quand les images sont bruit�ees.

L'algorithme FCM-adapt�e �etant appliqu�e �a l'image des �broblastes de la �-
gure 3.1(a) fournit sFCM = 120, qui n'est pas un seuil repr�esentatif. Lorsqu'on
l'utilise pour la d�etection de trois classes dans cette même image, nous ne pouvons
dire de même car l'un des deux seuils d�etect�es, s1FCM3

= 102, donne un bon r�esultat,
similaire �a celui montr�e dans la �gure 3.1(h), qui permet de localiser les cellules fon-
c�ees. L'autre seuil (s2FCM3

= 132) ne sert pas �a repr�esenter des entit�es dans l'image.
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U = [1=c], ce qui n'o�re pas de r�eel int�erêt. Pour les valeurs de m proches de 1, les
degr�es d'appartenance sont tr�es stricts (proches des valeurs binaires) et ne traduisent
pas l'ambigu��t�e d'a�ectation des formes de X. En�n, les valeurs de m prises dans
l'intervalle [1:5; 2] permettent d'obtenir des r�esultats int�eressants et d'interpr�etation
ais�ee.

Algorithme 1 Algorithme FCM

1. Initialisation

{ Fixer les param�etres c (2 � c � M), m 2 [1;1) et " (seuil de conver-
gence) ;

{ Initialiser la partition oue U ou le vecteur v des centres des classes ;

2. R�ep�eter jusqu'�a jJ it
m � J it�1

m j � "

Calculer les centres vk des c classes :

vk =

MX
i=1

(�ik)
mxi

MX
i=1

(�ik)
m

(3.41)

Calculer la partition U oue :

�ik = 1=
cX

j=1

(
dik
djk

)
2
m�1 (3.42)

Le nombre d'it�erations de l'algorithme FCM augmente avec la pr�ecision demand�ee
sur les valeurs des centres (ou des degr�es d'appartenance, si le test d'arrêt est fait en
fonction de celles-ci). Pour les formes enti�eres (les niveaux de gris, par exemple) un
seuil de convergence de 0.01 donne des erreurs inf�erieures �a 0.5%, ce qui nous apporte
un bon compromis entre la rapidit�e de convergence et la pr�ecision des r�esultats.

En classi�cation oue, l'appartenance d'un �el�ement �a une classe est d'autant plus
forte que son degr�e d'appartenance �a cette classe est proche de 1 et que ses degr�es
d'appartenance aux autres classes sont proches de 0. La meilleure classi�cation oue
r�ealisable est donc la classi�cation qui correspond le plus �a une partition binaire.

Dans [64] une comparaison des di��erentes mesures de validit�e de classi�cation
dans le but de d�ecider pour quelle valeur de c la classi�cation oue donne les meilleurs
r�esultats a �et�e r�ealis�ee.

Des ph�enom�enes de scission ou d'agr�egation des classes sont observables au fur
et �a mesure que l'on ex�ecute l'algorithme FCM pour 2,3,: : : ,c classes.

La convergence de l'algorithme FCM vers un minimum local est assur�ee quelle
que soit la con�guration initiale choisie, �a condition que plusieurs centres ne soient
pas initialis�es aux mêmes valeurs.
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Les mesures de probabilit�e ont �et�e utilis�ees pour seuiller l'image de la �gure 3.1(a).
Pour le cas non-param�etrique (cf. le crit�ere 3.35) les deux seuils obtenus sont les
limites de la dynamique. De la même fa�con que pour les r�esultats fournis par la
divergence oue, ces deux derniers sont aussi peu signi�catifs. N�eanmoins le cas
param�etrique fournit s1Po = 74 et s2Po = 159 pour des distributions de Poisson et
s1No = 45 et s2No = 152 pour deux lois normales. Seules s2Po et s

2
No sont repr�esentatifs

et un r�esultat similaire a d�ej�a �et�e montr�e par la �gure 3.1(c).

Nous remarquons que ces deux mesures ne travaillent pas avec l'aire de recouvre-
ment entre les deux distributions de probabilit�e choisies, ce qui n'est pas le cas des
m�ethodes reposant sur la divergence oue ou sur l'entropie.

3.2.5 L'algorithme fuzzy c-means (FCM)

Le fuzzy c-means (FCM) [8, 36] est un algorithme it�eratif, non-supervis�e de clas-
si�cation oue. Cet algorithme, pr�esent�e �a la page 52, est bas�e sur un crit�ere qua-
dratique qui sert �a classi�er des formes en classes non-disjointes en permettant de
conserver longtemps un volume d'information important, sans avoir �a prendre la
d�ecision pr�ematur�ement.

Le crit�ere quadratique �a minimiser est la somme pond�er�ee, pour toutes les classes
form�ees, des �ecarts quadratiques intra-classes.

Soit X = fx1; x2; : : : ; xMg un ensemble �ni de formes de dimension p, c un entier
appartenant �a f2; 3; : : : ;Mg repr�esentant le nombre de classes et U = �ik une par-
tition oue de X en c classes, o�u chaque �ik est le degr�e d'appartenance �k(xi) de
la forme xi �a la classe k.

Supposons
cX

k=1

�ik = 1 8i, alors le crit�ere quadratique de classi�cation Jm est

d�e�ni par :

Jm(U; v) =
MX
i=1

cX
k=1

(�ik)
m(dik)

2 (3.40)

o�u m est le facteur de ou (1 � m < 1), dik est une distance quelconque entre la
forme xi et le vecteur v = (v1; v2; : : : ; vc) des centres des classes. Lorsque m tend
vers 1 et d est la distance euclidienne, l'algorithme FCM est connu comme Hard
c-fuzzy (HCF). Dans ce cas il fournit la partition binaire optimale.

Une �etude sur l'inuence de plusieurs variables dans l'algorithme FCM se trouve
dans [64]. Quelques-uns de ces r�esultats seront pr�esent�es ci-apr�es.

Il n'y a pas de r�egles pour �xer la valeur de m car il n'existe pas de base th�eorique
pour l'optimisation de ce param�etre. Cela permet de mettre en valeur l'ambigu��t�e
existante dans l'ensemble �a classer, ou au contraire, de l'att�enuer. Le facteur de ou
m interf�ere sur deux caract�eristiques de l'algorithme : la rapidit�e de convergence
d�ecrô�t avec l'augmentation de m, en même temps que l'apport de chaque �el�ement
dans le calcul des centres des classes d�ecrô�t.

Pour les valeurs de m sup�erieures �a 2, les partitions tendent, lorsque m crô�t,
vers le centre de gravit�e de l'espace des partitions oues, c.�a.d. vers la partition
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Non-param�etrique

Dans ce cas, on consid�ere l'histogramme comme repr�esentant deux distributions
de probabilit�e et (3.32) devient alors :

max

8>>>>><
>>>>>:

sX
i=0

N�1X
j=s+1

�D(xi; xj)
fi
sX

k=0

fk

fj
N�1X
k=s+1

fk

9>>>>>=
>>>>>;

(3.35)

Param�etrique

Les deux distributions de probabilit�e, celle de l'objet et celle du fond peuvent
être approch�ees par deux lois normales ou deux distributions de Poisson. Dans le
premier cas, (3.32) est remplac�e par :

max
s

8<
: 1

�1(s)�2(s)

1

2�

sX
i=0

N�1X
j=s+1

�D(xi; xj)e
� 1

2 (
i�m1(s)
�1(s)

)2
e
� 1

2 (
j�m2(s)
�2(s)

)2

9=
; (3.36)

o�u

�k(s) =

bX
i=a

ifi

bX
i=a

fi(s)

et �2k(s) =

bX
i=a

[i� �k(s)]
2fi(s)

bX
i=a

fi(s)

(3.37)

pour

a =

(
0 k = 1

s+ 1 k = 2
et b =

(
s k = 1

N � 1 k = 2

Dans le deuxi�eme cas, (3.32) est remplac�e par :

max
s

8<
:

sX
i=0

N�1X
j=s+1

�D(xi; xj)
(�1(s))i

i!
� e��1(s)

(�2(s))j

j!
� e��2(s)

9=
; (3.38)

o�u :

�1(s) =

sX
i=0

ifi

sX
i=0

fi(s)

et �2(s) =

N�1X
i=s+1

ifi

N�1X
i=s+1

fi(s)

(3.39)
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max
s

(
2

N
�
N�1X
i=0

Di(O;F ) � fi

)
(3.29)

o�u Di(O;F ) est donn�ee par l'�equation (3.26). Alternativement, en fonction d'un seul
ensemble ou, (3.29) devient :

max
s

(
2

N
�
N�1X
i=0

[2�O(xi)� 1] ln
1 + �O(xi)

2 � �O(xi)
� fi

)
(3.30)

�Etant appliqu�e �a l'histogramme de l'image des �broblastes en contraste de phase,
le crit�ere donn�e par (3.30) fournit deux seuils : s1DF = 64 et s2DF = 241, qui sont
les limites inf�erieure et sup�erieure de la dynamique. Ces r�esultats sont alors peu
int�eressants.

3.2.4 L'utilisation des mesures de probabilit�e

Soit deux ensembles disjoints X1 = f0; 1; : : : ; k1g et X2 = fk1+1; k1+2; : : : ; k2g.
Soit un ensemble ou D, avec sa fonction d'appartenance �D(xi; xj) qui d�etermine
la dissimilarit�e entre xi et xj. La probabilit�e que X1 et X2 ne soient pas similaires
(c.�a.d. la mesure de dissimilarit�e entre X1 et X2) est donn�ee par [9] :

P =
X
i2X1

X
j2X2

Diss(i; j)P (i 2 X1)P (j 2 X2) (3.31)

ou

P =
k1X
i=1

k2X
j=k1+1

�D(xi; xj)P (i;X1)P (j;X2) (3.32)

Pour appliquer cette mesure de dissimilarit�e �a l'histogramme des niveaux de gris,
on consid�ere pour chaque seuil s possible, k1 et k2 comme �etant s et N � 1 respec-
tivement. La fonction �D peut être d�e�nie de plusieurs mani�eres. Citons quelques
exemples :

�D(i; j) =
ji� jj

N � 1
(3.33)

�D(i; j) = 1 � e�ji�jj (3.34)

Remarquons que (3.33) et (3.34) donnent comme r�esultats des valeurs contenues
dans l'intervalle [0; 1]. La fonction �D fournie par (3.33) fournit une distribution
r�eguli�ere, contrairement �a celle d�e�nie par (3.34) qui regroupe ses valeurs pr�es de
l'unit�e. Pour v�eri�er cela, il su�t de comparer �D(0; 10) dans les deux cas. En
utilisant (3.33) on obtient 0.0392 alors que (3.34) fournit 1 � 1

e10
= 0:9999546.

Selon la distribution de probabilit�e de X1 et X2, on peut s�electionner le seuil s
de fa�con param�etrique ou non-param�etrique.
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D(A;B) =
1

N

N�1X
i=0

[Di(A;B) +Di(B;A)] (3.23)

o�u Di(A;B) et Di(B;A) sont d�e�nis par (3.24) et (3.25), et donnent l'information
par unit�e de support i �a partir de A au d�etriment de B et vice versa.

Di(A;B) = �A(xi) ln
�A(xi)

�B(xi)
+ [1� �A(xi)] ln

1� �A(xi)

1� �B(xi)
(3.24)

Di(B;A) = �B(xi) ln
�B(xi)

�A(xi)
+ [1� �B(xi)] ln

1� �B(xi)

1� �A(xi)
(3.25)

= ��B(xi) ln
�A(xi)

�B(xi)
� [1� �B(xi)] ln

1 � �A(xi)

1� �B(xi)

La seconde partie de (3.24) et (3.25) prend en compte la divergence entre les
compl�ements de A et B mais ces �equations ne servent pas �a mesurer la divergence
entre deux ensembles classiques car pour chaque �el�ement xi soit �A(xi) = 0, soit
�B(xi) = 0. Pour tenir compte des ensembles classiques, (3.24) et (3.25) seront
remplac�ees par :

Di(A;B) = �A(xi) ln
1 + �A(xi)

1 + �B(xi)
+ [1� �A(xi)] ln

2� �A(xi)

2 � �B(xi)
(3.26)

Di(B;A) = �B(xi) ln
1 + �B(xi)

1 + �A(xi)
+ [1� �B(xi)] ln

2� �B(xi)

2� �A(xi)
(3.27)

= ��B(xi) ln
1 + �A(xi)

1 + �B(xi)
� [1� �B(xi)] ln

2� �A(xi)

2� �B(xi)

D'apr�es (3.26) et (3.27), l'�equation (3.23) peut s'�ecrire comme :

D(A;B) =
1

N

N�1X
i=0

"
(�A(xi)� �B(xi)) ln

1 + �A(xi)

1 + �B(xi)
+

+[�B(xi)� �A(xi)] ln
2� �A(xi)

2� �B(xi)

#
(3.28)

La maximisation de la divergence oue peut être utilis�ee pour trouver le niveau
de gris le plus ambigu dans l'histogramme [9]. On doit donc choisir, l'intervalle
d'incertitude [s � k; s + k] et poser �O(s) = �F (s) = 0:5, s �etant l'�el�ement le
plus ambigu. Pour cela la fonction SZ se montre tout �a fait coh�erente. Comme
�O(xi) + �F (xi) = 1 8xi 2 X, Di(O;F ) = Di(F;O) 8xi 2 X. Le crit�ere de
maximisation de la divergence entre l'objet et le fond, max

s
D(O;F ), peut s'�ecrire

de la mani�ere suivante :
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Remarquons que la fonction SZ satisfait ces conditions. En acceptant ces deux
id�ees, on aura pour chaque seuil s possible le degr�e d'appartenance de tous les
niveaux de gris aux deux classes : le fond et l'objet, comme suit :

�i(fond) =

8><
>:

0 si x < s� k
SZ(s; x) si s� k � x � s + k

1 si x > s+ k
(3.21)

�i(objet) =

8><
>:

1 si x < s� k
1� SZ(s; x) si s� k � x � s+ k

0 si x > s+ k
(3.22)

3.2.2 L'utilisation des indices de ou

Le degr�e d'appartenance de chaque niveau de gris pr�esent dans une image �etant
donn�e par la fonction SZ , cf. (3.17), cela permet aux indices de ou l et q donn�es
respectivement par les �equations (2.28) et (2.29) d'être utilis�es dans le but de mesurer
l'ambigu��t�e associ�ee �a l'image. �A chaque valeur de croisement possible correspond
une partition oue de l'image.

Soit une image X ayant un histogramme des niveaux de gris bimodal, le point de
croisement s choisi comme seuil optimal s�eparant l'image en deux classes est celui
pour lequel l'ambigu��t�e est maximale, c.�a d. S(s) = 0:5. Les di��erents niveaux de
gris seront s�epar�es en deux classes : x 2 [0; s� 1] o�u S(x) < 0:5 et x 2 [s+1; N � 1]
o�u S(x) > 0:5.

La valeur de s pour laquelle l'intervalle [s � k; s + k] poss�ede un nombre mini-
mum d'�el�ements x ayant �O(x) ' 0:5 et un nombre maximum d'�el�ements ayant
�O(x) ' 0 ou 1 correspond �a une vall�ee dans l'histogramme. Le pic, �a son tour, est
repr�esent�e par la valeur de s qui poss�ede un nombre maximum d'�el�ements x ayant
�O(x) ' 0:5 et un nombre minimumd'�el�ements ayant �O(x) ' 0 ou 1. L'utilisation
des indices de ou peut ne pas donner des bons r�esultats lorsque les images trait�ees
ne poss�edent pas des seuils repr�esentatifs dans les vall�ees de l'histogramme. C'est le
cas de l'image 3.1(a) ayant un histogramme unimodal (�gure 3.1(b)).

Dans les cas o�u l'histogramme est multimodal, il est possible de tomber sur un
minimum local. Pour �eviter cela, un crit�ere pour le choix de k d�eterminant la largeur
de bande2 est propos�e dans [85].

3.2.3 Maximisation de la divergence oue

La divergence oue est une mesure de di��erence entre deux ensembles ous.

D�e�nition 65 Soit A et B deux ensembles ous d�e�nis dans X = fx0; x1; : : : ; xN�1g
tels que 0 < �A(xi); �B(xi) < 1 8i, la divergence oue entre A et B est donn�ee
par [9] :

2Ce crit�ere a �et�e propos�e dans la section 3.2.1.
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Fig. 3.2 - (a) Fonction SZ et (b) une fonction d'appartenance non sym�etrique

hinf (x) =

(
0 si min � x � min + "

x� " si min + " � x � max
(3.19)

hsup(x) =

(
x+ " si min � x � max � "
1 si max � " � x � max

(3.20)

La �gure 3.3 montre les fonctions-limite hinf et hsup d�evelopp�ees pour min =
s� k, max = s+ k et " = 0:25.

1

0.75

0.5

0.25

0
ss-k s+k

sup

inf

x

Fig. 3.3 - Fonctions limite
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Dans [85] une mani�ere de r�esoudre le premier probl�eme en utilisant la distance
entre deux maxima de l'histogramme de niveaux de gris est pr�esent�ee. En fait, si
l'intervalle [s�k; s+k] est trop petit, il est possible que des seuils non repr�esentatifs
soient d�etect�es, par contre si cet intervalle est trop grand, des bons seuils peuvent
être �elimin�es. Pour �eviter cela, il est important que k soit inf�erieur, en restant proche,
de la moiti�e de la distance entre deux maxima de l'histogramme [85]. L'hypoth�ese de
la convexit�e de l'histogramme entre les maxima a �et�e utilis�ee. Pour les histogrammes
ayant plus de deux maxima ou alors n'en ayant qu'un seul, cette r�egle ne donne pas
toujours de bons r�esultats. En tout cas, pour �eviter la d�etection des maxima locaux,
il est conseill�e de lisser l'histogramme d'abord.

Le deuxi�eme probl�eme peut facilement être contourn�e par l'utilisation de la fonc-
tion SZ (connue comme fonction S de Zadeh). Cette fonction est d�e�nie de mani�ere
que, pour tout �el�ement x dans un intervalle (a; c) inclus dans [0; N � 1], la valeur de
SZ(x) soit dans l'intervalle (0; 1) :

SZ(x) =

8>>>><
>>>>:

0 si x � a
2[x�a

c�a
]2 si a � x � b

1� 2[x�c
c�a

]2 si b � x � c

1 si x � c

Le point b = (c + a)=2, pour lequel SZ poss�ede valeur 0.5, est appel�e point
de croisement et la valeur de c � a est dite \largeur de bande". Soit s le point
de croisement et 2k la largeur de bande, la fonction SZ peut alors être d�e�nie en
fonction de ces param�etres (voir la �gure 3.2(a)), comme suit :

SZ(x) =

8>>>><
>>>>:

0 si x � s� k
[x�(s�k)]2

2k2
si s� k � x � s

1� SZ(2s� x) si s � x � s+ k
1 si x � s+ k

(3.17)

Cette fonction poss�ede la particularit�e de ne pas avoir une grande variation de
ses valeurs concentr�ee dans un petit intervalle, en d�epit d'une petite variation en
dehors de cet intervalle (comme la fonction de la �gure 3.2(b), par exemple). Il est
sugg�er�e dans [85] que deux conditions soient satisfaites pour �eviter le probl�eme pos�e
par les fonctions comme celle montr�ee par la �gure 3.2(b) :

{ le respect de la sym�etrie par rapport �a s, c.�a.d. :

�(s� x) + �(s + x) = 1 8x � k (3.18)

{ le respect de hinf (x) � �(x) � hsup(x) 8x � k o�u les fonctions-limite hinf et
hsup sont donn�ees par :
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o�u P = fP1; P2; : : : ; Pkg est une partition des niveaux de gris 0; 1; 2; : : : ; N � 1, fi
est le nombre de points de la partition qui poss�edent le niveau de gris i et G(Pl) est
la moyenne pond�er�ee des valeurs de gris de la classe l, donn�ee par :

G(Pl) =

X
i2Pl

fi � i

X
i2Pl

fi
(3.16)

L'�evaluation est faite sur toute la dynamique des niveaux de gris et le nombre de
classes est un param�etre d'entr�ee.

La m�ethode de Fisher appliqu�ee �a l'image des �broblastes de la �gure 3.1(a) four-
nit sF = 123, qui n'est pas un seuil repr�esentatif. N�eanmoins, lorsqu'on l'utilise pour
la d�etection de trois classes dans cette même image, l'un des deux seuils d�etect�es,
s1F3 = 101, donne le r�esultat montr�e dans la �gure 3.1(h), qui permet de localiser les
cellules fonc�ees. L'autre seuil (s2F3 = 133) n'est pas repr�esentatif.

Le r�esultat �nal, apr�es un post-traitement en morphologie math�ematique et l'im-
position d'un seuil sur la surface, est montr�e dans la �gure 3.1(j).

3.2 M�ethodes utilisant la notion d'ensemble ou

Dans la section 2.4.5 nous avons pr�esent�e l'utilisation de notions venues de la
logique oue en segmentation d'images. Plusieurs indices de ou ont �et�e pr�esent�es
dans le but de trouver le meilleur seuil qui s�epare l'histogramme des niveaux de
gris. Dans cette section nous allons �etudier la fa�con dont ces indices de ou peuvent
être utilis�es et nous porterons une attention sp�eciale �a l'entropie oue. Des crit�eres
utilisant la divergence oue et des mesures de probabilit�e seront pr�esent�es et discu-
t�es, ainsi que l'algorithme \FCM" (d�ej�a cit�e en page 36) adapt�e �a la segmentation
d'images monochromes.

3.2.1 Ambigu��t�e en niveaux de gris

Au moment de la s�eparation des niveaux de gris en deux classes par un seuil s,
il est possible de prendre en compte l'incertitude d'appartenance de quelques pixels
aux deux classes, principalement ceux qui ont un niveau de gris tr�es proche de s.

La logique oue permet de laisser les niveaux de gris appartenant �a l'intervalle
[s� k; s+ k] attach�es aux deux classes de mani�ere oue. On supposerait alors qu'en
dehors de cet intervalle les niveaux de gris n'ont aucune incertitude quant �a la classe
�a laquelle ils appartiennent.

Deux nouveaux probl�emes surgissent alors :

{ Comment choisir un tel intervalle?

{ Comment d�e�nir les degr�es d'appartenance des niveaux de gris de cet intervalle
aux deux classes?



3.1. LES M�ETHODES TRADITIONNELLES DE SEUILLAGE 43

Le crit�ere (3.9) donne pour chaque seuil s possible, le chevauchement minimal
entre les mod�eles gaussiens des classes repr�esent�ees par les distributions. Le probl�eme
de la s�election du seuil qui donne l'erreur minimale associ�ee aux deux classes peut
être formul�e comme :

min
s

8<
:X
i�s

fi � �(i; s) +
X
i>s

fi � �(i; s)

9=
; (3.10)

qui apr�es avoir �et�e d�evelopp�e dans [57] nous permet de remplacer (3.9) par :

min
s

(
1 + 2

"
pO(s) ln

�O(s)

pO(s)
+ pF (s) ln

�F (s)

pF (s)

#)
(3.11)

o�u

pO(s) =
X
i�s

fi et pF (s) =
X
i>s

fi (3.12)

�O(s) =

X
i�s

ifi

pO(s)
et �F (s) =

X
i>s

ifi

pF (s)

(3.13)

�2
O(s) =

X
i�s

[i� �O(s)]
2fi

pO(s)
et �2

F (s) =

X
i>s

[i� �F (s)]
2fi

pF (s)

(3.14)

Cette m�ethode fournit le seuil sME = 155 lorsqu'elle est appliqu�ee �a l'image
de la �gure 3.1(a). Le r�esultat est similaire �a celui obtenu par la maximisation de
l'entropie a posteriori adapt�ee, montr�e par la �gure 3.1(c). Cela nous fait remarquer
que pour les images ayant un histogramme unimodal, il n'est pas n�ecessaire d'avoir
une grande pr�ecision lorsque le seuil se trouve beaucoup plus proche des fronti�eres
de la dynamique que du mode.

Nous remarquons aussi que jusqu'�a pr�esent les cellules fonc�ees de l'image test
n'ont pas encore pu être d�etect�ees.

3.1.5 La m�ethode Fisher pour multiseuils

La m�ethode de Fisher [37] d�etermine la partition des N niveaux de gris en k
classes qui minimise la somme des variances des niveaux de gris de chacune de ces
classes, donn�ee par :

min
P

8<
:

kX
l=1

X
i2Pl

h
fi � (i�G(Pl))

2
i9=
; (3.15)
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(a) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(k)(j)(i)

(b)
127 159103

Fig. 3.1 - (a) L'image des �broblastes observ�es en contraste de phase, (b) l'histo-
gramme des niveaux de gris et quelques r�esultats de la binarisation �a partir des seuils
suivants : (c) sEPA = 159, (d) s2NEF = 127, (e) sEP = sEFA = 108, (f) sCA = 105,
(g) s1NEF = 103 et (h) s1F3 = 101. (i) L'image (g) trait�ee par la morpholgie math�e-
matique et (j) le r�esultat apr�es l'imposition d'un seuil sur la surface. (k) L'image (c)
apr�es un traitement venu de la morpholgie math�ematique et l'imposition d'un seuil
sur la surface.

rapport �a un seuil s [57]. Ces populations sont caract�eris�ees par leurs moyennes �O(s)
et �F (s) et leurs �ecarts-type �O(s) et �F (s). L'id�ee ici est de minimiser l'erreur de
classi�cation �(i; s) associ�ee �a cette s�eparation �a travers :

min
s

(
N�1X
i=0

fi � �(i; s)

)
(3.9)

o�u, pour deux classes, on a :

�(i; s) = finj(s) � pj(s)=fi pour j =

(
O si i � s
F si i > s
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Cette fois-ci, en utilisant la fr�equence de chaque niveau de gris dans la classe
�a laquelle il appartient, on essaye de trouver le seuil s qui maximise l'entropie de
l'objet, additionn�ee �a celle du fond, qui grâce �a la propri�et�e P 5 (page 12) est donn�ee
par :

max
s

fHO(s) +HF (s)g = max
s

8<
:�

sX
i=0

pi
Ps

ln
pi
Ps

�
N�1X
i=s+1

pi
1� Ps

ln
pi

1 � Ps

9=
; (3.6)

En simpli�ant la formule 3.6, on cherche �a maximiser par rapport �a s :

max
s

�
lnPs(1 � Ps) +

Hs

Ps
+

Hn �Hs

1 � Ps

�
(3.7)

o�u Hs = �
sX
i=0

pi ln pi, pour s = 0; 1; : : : ; N � 1.

La maximisation de l'entropie a posteriori adapt�ee fournit sEPA = 159 comme
seuil optimal pour l'image des �broblastes de la �gure 3.1(a). Le r�esultat, montr�e
dans la �gure 3.1(c), permet de localiser les cellules claires et quelques anneaux de
r�efringence en p�eriph�erie des cellules.

3.1.3 Prise en compte du coe�cient d'anisotropie

Une autre mani�ere de s�electionner un seuil, fond�ee sur le coe�cient d'anisotropie,
qui est obtenu �a partir de l'asym�etrie de l'histogramme des niveaux de gris de l'image
est propos�ee dans [96]. Une heuristique qui donnerait le même r�esultat [53], consid�ere
simplement la fonction :

g(s) =

sX
i=0

pi lnpi 
sX
i=0

pi

!
�

 
N�1X
i=0

pi ln pi

! (3.8)

Le seuil choisi sera la valeur de s pour laquelle g(s) approche le plus possible
l'unit�e.

On remarque que pour s = N � 1, g(s) = 1 mais �evidemment cette valeur doit
être �elimin�ee. Aussi il serait int�eressant de trouver un autre point optimal qui soit
assez �eloign�e des derni�eres valeurs des niveaux de gris.

Pour l'image de �broblastes observ�es en contraste de phase et seuill�ee par cette
technique, on obtient le seuil sCA = 105. La �gure 3.1(f) montre que ce r�esultat
n'est pas tr�es loin d'une bonne segmentation.

3.1.4 S�election du seuil qui minimise l'erreur

Souvent il est correct de supposer que les niveaux de gris pr�esents dans une image
sont distribu�es en deux populations de densit�e normale, objet(O) et fond(F), par
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p1 =
sX
i=0

fi=M et p2 =
N�1X
i=s+1

fi=M (3.1)

L'entropie a posteriori de I binaris�ee sera donc :

H(I1; I2) = �p1 log2 p1 � p2 log2 p2 (3.2)

o�u p1 et p2 sont donn�es par (3.1).
En maximisant H(I1; I2), on maximise l'information a posteriori contenue dans

I binaris�ee. Cette op�eration fournit la valeur de s, comprise entre 0 et N � 1, qui
partage l'image I de mani�ere �a optimiser l'information retenue, c.�a.d. s�eparer le
mieux possible les pixels clairs des pixels fonc�es. D'apr�es la propri�et�e P 3 (page 12)
le seuil s retenu sera alors celui qui approche le plus possible p1 de p2. Dans le cas
o�u l'�egalit�e est possible, on a

sX
i=0

pi =
N�1X
i=s+1

pi (3.3)

et par cons�equent H(I1; I2) = �2 � 0:5 log2 0:5 = log2 2 = 1, qui est sa valeur
maximale (c.�a.d. l'entropie d'une exp�erience ayant deux �ev�enements �equiprobables
(S = fI1; I2g o�u p(I1) = p(I2) = 0:5) est �egale �a 1). Pour l'image des �broblastes
observ�es en contraste de phase 1 (�gure 3.1(a)) le seuil obtenu par la maximisation
de l'entropie a posteriori est sEP = 108. Le r�esultat, même s'il n'est gu�ere signi�catif
visuellement, est montr�e en �gure 3.1(e). La raison pour laquelle ce r�esultat a l'air
de ne pas être trop mauvais vient du fait qu'un bon seuil se trouve pr�es du mode de
l'histogramme et, par co��ncidence, le point qui partage les pixels en deux classes de
même cardinalit�ee n'en est pas tr�es loin.

Le choix de la base 2 pour le logarithme n'est pas essentiel, comme on l'a d�ej�a
fait remarquer dans la section 2.2.1 (page 11). Nous allons dans la suite utiliser le
logarithme n�ep�erien sans consid�erer la partie constante log2 e.

3.1.2 Maximisation de l'entropie a posteriori adapt�ee

L'utilisation de l'histogramme des niveaux de gris normalis�e comme�etant une dis-
tribution de probabilit�e est propos�e dans [53]. Les distributions DO et DF sugg�er�ees,
pour repr�esenter l'objet et le fond respectivement, sont les suivantes :

DO :
p0
Ps
;
p1
Ps
; : : : ;

ps
Ps

(3.4)

DF :
ps+1

1 � Ps
;
ps+2

1� Ps
; : : : ;

pN�1
1 � Ps

(3.5)

o�u Ps =
sX
i=0

pi.

1Cette image est d�ecrite �a la page 58.



Chapitre 3

Segmentation oue par seuillage

Dans la section 2.1.3 (page 7) nous avons introduit le seuillage d'une image.
Dans ce chapitre on va tout d'abord faire un survol des m�ethodes traditionnelles
de seuillage, bas�ees sur des crit�eres d'entropie, d'anisotropie, de l'erreur et de la
variance associ�ees �a la s�eparation des pixels en classes.

Deuxi�emement nous allons pr�esenter des m�ethodes utilisant la notion d'ensemble
ou. L'apport de la logique oue en segmentation d'images a d�ej�a �et�e abord�ee dans
la section 2.4.5 (page 29).

De nouvelles approches utilisant la notion d'entropie oue seront propos�ees dans
la suite. Les m�ethodes seront compar�ees et une coop�eration entre les techniques
oues et non oues de seuillage est sugg�er�ee dans le but de d�etecter les entit�es dans
des images cytologiques r�eput�ees être di�ciles �a segmenter.

3.1 Les m�ethodes traditionnelles de seuillage

Ces m�ethodes maximisent ou minimisent une fonction qui traduit un crit�ere et
est d�e�nie par rapport �a la quantit�e de pixels de chaque niveau de gris, qui peuvent
être plac�es dans les classes suivant lesquelles l'image a �et�e partag�ee. Ce sont alors
des crit�eres bas�es sur l'histogramme des niveaux de gris de l'image. Voir : [53], [57],
[65], [87], [96] ou [97].

Nous pr�esentons dans la suite quelques unes de ces m�ethodes.

3.1.1 Maximisation de l'entropie a posteriori

Soit I une image compos�ee de M pixels, repr�esent�es sur N niveaux de gris. Soit
fi la fr�equence de chacun des N niveaux de gris et pi = fi=M la probabilit�e associ�ee
�a chacun de ces niveaux.

La formule (2.3) nous fournit l'entropie a priori de I. Apr�es sa binarisation, cette
image sera partag�ee en deux classes, not�ees I1 et I2 par un seuil s. La probabilit�e
associ�ee �a chacune des ces classes est :

39
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Pyramides oues

Une m�ethode hi�erarchique pour localiser des courbes de longueur importante dans
une image en utilisant pour cela une structure pyramidale symbolique est pr�esent�ee
dans [11]. Les notions de relation oue, division et fusion oues et fermeture oue
sont utilis�ees dans cette approche.

Une structure pyramidale ayant pour but de construire la pyramide oue des ca-
ract�eristiques utilisant des fenêtres circulaires et des secteurs est pr�esent�ee dans [68].

2.5 Commentaires

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e les notions qui servent de base aux d�eve-
loppements des prochains chapitres.

Une coop�eration entre les entropies classique et oue est pr�esent�ee au chapitre 3
dans le but de seuiller des images. La th�eorie des graphes est utilis�ee au chapitre 4
comme fondement de la construction des pyramides irr�eguli�eres. Dans le chapitre 5,
la notion de \graphe ou" est utilis�ee lors du d�eveloppement des pyramides oues.
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avoir �a prendre la d�ecision pr�ematur�ement. Le \Fuzzy-C Means (FCM)" [8] est
un algorithme it�eratif de classi�cation oue. Dans cet algorithme, lors de la prise
de d�ecision, chaque �el�ement est a�ect�e d�e�nitivement �a la classe pour laquelle son
degr�e d'appartenance est maximal.

L'algorithme \Fuzzy-C Means - FCM" est pr�esent�e dans la section 3.2.5. Les
m�ethodes oues de classi�cation (supervis�ees ou non), principalement l'algorithme
\FCM" ont �et�e �etudi�ees par plusieurs auteurs. Ci-dessous nous citons quelques uns
des r�esultats obtenus.

Deux op�erateurs ous de d�etection de contours ont �et�e propos�es dans [64]. Le
principe de ces op�erateurs est de r�ealiser, pour chaque pixel, dans la classe o�u son
degr�e d'appartenance est maximal, les variations maximale et moyenne par rapport
�a ses voisins. Un seuil sera utilis�e pour la prise en compte ou non du pixel comme
un �el�ement de contour.

Une extension de l'algorithme \FCM" en utilisant un classi�eur qui proc�ede par
focalisation graduelle en prenant en compte le voisinage spatial de chaque pixel est
pr�esent�ee dans [19].

Une �etude de l'apport du contexte en segmentation non supervis�ee d'images, dans
le cas d'un mod�ele statistique incluant des classes oues est pr�esent�ee dans [23].

Une m�ethode pour la classi�cation supervis�ee d'objets utilisant la d�etection oue
de fronti�eres au moyen des op�erateurs min et max est pr�esent�ee dans [33].

Un crit�ere pour trouver le nombre optimal de classes dans l'algorithme \FCM",
bas�e sur la s�eparabilit�e et la compacit�e des classes possibles, est propos�e dans [126].

La th�eorie des possibilit�es utilis�ee avec l'analyse de classes, dans le but de s�elec-
tioner les variables les plus signi�catives dans une base de donn�ees multidimension-
nelles, est propos�ee dans [35].

Une coop�eration bas�ee sur le seuillage et l'algorithme \FCM" [67] a �et�e propos�ee
dans le but de segmenter des images en couleurs.

Dans [90] l'�etude d'une technique de seuillage fond�ee sur la compacit�e oue est
pr�esent�ee. Une formulation math�ematique qui �etablit les crit�eres de choix de la
fonction d'appartenance dans une fenêtre d'incertitude est pr�esent�ee dans [85].

Segmentation oue par division et fusion

Dans les approches de segmentation par division et fusion, l'image initiale est
partitionn�ee en r�egions qui peuvent ou non fusionner selon un crit�ere d'homog�en�eit�e.
En logique oue chaque r�egion est repr�esent�ee par un ensemble ou. Fusionner deux
r�egions qui satisfassent un crit�ere de similarit�e donn�e equivaut �a fusionner deux
sous-ensembles ous �1 et �2, c.�a.d. �a combiner ses fonctions d'appartenance dans
une nouvelle fonction au moyen d'un op�erateur [103]. Cet op�erateur peut être, par
exemple, le max ou alors 1� (1��1) � (1��2), qui peut être �ecrit autrement comme
�1 + �2 � �1 � �2.

Dans [41] il a �et�e d�evelopp�e un processus de segmentation par croissance de
r�egions, utilisant des concepts ous et des proc�edures de retour arri�ere (\backtrack").
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Les concepts d'�erosion et de dilatation ont �et�e adapt�es au cas d'une image d�e�nie
par la fonction d'appartenance oue � comme suit :

D�e�nition 63 L'�erosion oue d'un ensemble de fonction d'appartenance � par
un �el�ement structurant binaire B est d�e�nie par \fuzzi�cation" �a partir des �erod�es
binaires des coupes de hauteur � de � par B :

I 	B =
Z 1

0
inf
y2Bx

[��(y)]d� (2.43)

o�u, pour all�eger l'�ecriture, �� = fx 2 Xj��(x) = 1g:

Le calcul en un point x quelconque de I donne :

(I 	B)(x) = inf
y2Bx

[�(y)]: (2.44)

D�e�nition 64 La dilatation oue d'un ensemble de fonction d'appartenance �
par un �el�ement structurant binaire B est d�e�nie par la \fuzzi�cation" de la dilatation
binaire, construite �a partir de l'ensemble des coupes de hauteur � de � dilat�ees par
B :

I �B =
Z 1

0
sup
y2Bx

[��(y)]d� (2.45)

Le calcul en un point x quelconque de I donne :

(I �B)(x) = sup
y2Bx

[�(y)]: (2.46)

Dans le cas o�u B est un disque de rayon �, on remplace le degr�e d'appartenance
d'un point x par l'in�me (ou par le suprême au si l'op�eration r�ealis�ee est la dilatation)
des degr�es d'appartenance des points situ�es �a une distance inf�erieure �a � de x.

D'autres options pour d�e�nir la dilatation et l'�erosion oues sont propos�ees dans [17].
Une �etude des di��erentes mani�eres de construir une morphologie math�ematique oue
est pr�esent�ee dans [18].

Une technique fond�ee sur la morpholgie math�ematique oue ayant pour but la
restauration et la r�ecup�eration de propri�et�es structurales d'images astronomiques
est propos�ee dans [72].

Extension de la logique oue aux m�ethodes de classi�cation

Les m�ethodes de classi�cation non supervis�ees consistent �a partitionner un en-
semble d'�el�ements en un nombre donn�e de classes en optimisant une fonction objectif.
Chaque classe de la partition poss�ede un centre de gravit�e (prototype de la classe).
Dans l'approche oue, on calcule les valeurs d'appartenance de chaque �el�ement �a
chacune des classes it�erativement jusqu'�a l'optimisation d'un crit�ere. De cette ma-
ni�ere chaque �el�ement peut appartenir �a plusieurs classes avec un degr�e plus ou moins
fort, permettant de conserver longtemps un volume d'information important sans
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Des r�esultats �a propos de la concavit�e et de la convexit�e dans les ensembles ous
sont pr�esent�es dans [29] ou [47]. Dans [86] une �etude concernant la connexit�e oue
et les fonctions continues dans les images est faite.

Ensembles ous et morphologie math�ematique

La morphologie math�ematique est connue pour ses relations ensemblistes entre
l'ensemble X �a analyser (dans notre cas, une image) et un �el�ement structurant 12

B que l'on fait varier selon les besoins de l'analyse. Ces relations sont en e�et �a la
base des op�erateurs morphologiques �el�ementaires que sont l'�erosion et la dilatation.

Soit B un �el�ement structurant et I une image. Pour tout point x de l'image I on
note Bx la translation de B en x.

Sur une image binaire on peut d�e�nir l'�erosion et la dilatation comme suit [112] :

D�e�nition 61 L'�erosion de l'image I par le disque B est l'ensemble des points x
de I sur lesquels on peut faire co��ncider le centre de B quand B est inclus dans I.

I 	B = fx 2 I : Bx � Ig (2.38)

L'op�eration duale de l'�erosion est la dilatation.

D�e�nition 62 La dilatation d'une image est l'ensemble des points x de I tels que
le disque B centr�e en x a au moins un point en commun avec I.

I �B = fx 2 I : Bx \ I 6= ;g (2.39)

Consid�erons, pour une image �a niveaux de gris, f : N� N! N la fonction image
et x un point de N2. L'�erosion et la dilatation sont d�e�nis comme suit :

(I 	B)(x) = min
y2Bx

[f(y)] (2.40)

(I �B)(x) = max
y2Bx

[f(y)] (2.41)

(2.42)

L'�erosion et la dilatation d'une image reviennent alors �a remplacer chaque point
de l'image par le minimum et le maximum respectivement sur une fenêtre centr�ee
sur ce point.

�A partir de ces d�e�nitions de base de la morphologie math�ematique, d'autres
op�erateurs peuvent être d�e�nis, comme par exemple : l'ouverture et la fermeture.
Des techniques de segmentation d'images utilisent ces deux derniers op�erateurs [71].

12Un �el�ement structurant est un sous-ensemble de Rn. Dans le cas des images, n vaut 2.
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D�e�nition 57 La compacit�e d'un ensemble ou � ayant une surface �(�) et un
p�erim�etre p(�) est d�e�nie par :

Comp(�) =
�(�)

p2(�)
(2.33)

Physiquement, la compacit�e est la fraction du maximum de surface occup�ee par
l'objet de p�erim�etre p.

Un algorithme reposant sur la minimisation de la compacit�e oue, qui a par
but de trouver les squelettes ou et non-ou d'une image donn�ee, a �et�e d�evelopp�e
dans [89, 90]. Dans [116] une m�ethode de seuillage qui utilise la mesure de compacit�e
oue pr�esent�ee ci-dessus est d�evelopp�ee.

D�e�nition 58 La hauteur et la largeur d'un ensemble ou � sont ses projections
sur des lignes verticale et horizontale respectivement.

h(�) =
Z
[max

x
�(x; y)]dy (2.34)

w(�) =
Z
[max

y
�(x; y)]dx (2.35)

o�u les int�egrales sont calcul�ees sur une r�egion telle que �(x; y) 6= 0

L'utilisation de disques ous pour la repr�esentation d'images au moyen de leurs
axes m�edians (squelettes) est propos�ee dans [91].

Connexit�e dans les ensembles ous

Les op�erateurs ensemblistes simples se g�en�eralisent ais�ement au cas des ensembles
ous, en revanche, il n'en va pas de même pour la connexit�e. La notion de connexit�e
des ensembles binaires se g�en�eralise au cas ou en degr�e de connexit�e. Nous pr�e-
sentons ensuite quelques d�e�nitions concernant la connexit�e dans les ensembles
ous [100, 103, 102]. Ces concepts seront utiles lors de la pr�esentation des pyra-
mides oues au chapitre 5.

D�e�nition 59 Le degr�e de connexit�e entre deux points P et Q quelconques d'un
ensemble ou � est d�e�ni par [103] :

C�(P;Q) = max
LP;Q

�
min
1�i�n

�(Pi)
�

(2.36)

o�u LP;Q = [P1; � � � ; Pn] est un chemin de P = P1 �a Q = Pn dans X.

Nous disons que P et Q sont connect�es dans � si C�(P;Q) � minf�(P ); �(Q)g.
La relation entre le coût de connexion 	� et le degr�e de connexit�e C� entre deux

�el�ements P et Q de X est repr�esent�ee par 	� = 1� C� [16].

D�e�nition 60 Dans un ensemble ou � la composante connexe oue associ�ee
�a un point Q est l'ensemble ou de fonction d'appartenance �0 :

�0�(Q) = C�(P;Q) 8P 2 X (2.37)
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q(X) =
2

(MN)1=2
X
i

h
(�X(xi)� � ~X(xi))

2 � f(i)
i1=2

(2.29)

HF (X) =
1

MN ln 2

X
i

[S(�X(xi)) � f(i)] (2.30)

Dans les m�ethodes de segmentation par seuillage, le but est de trouver le meilleur
seuil permettant d'extraire les objets de l'image. En raisonnant avec la logique oue,
l'objectif est trouver la valeur seuil qui minimise l'incertitude associ�ee �a l'image.
Cette incertitude peut être d�etermin�ee par un des indices de ou pr�esent�es ci-dessus.
Dans la section 3.2 nous allons �etudier cette technique en d�etails.

Un algorithme pour seuiller une image fond�e sur le concept d'entropie oue et
sur le principe de l'entropie maximum �etendu est pr�esent�e dans [66].

Il est pr�esent�e dans [52] un algorithme utilisant un raisonnement ou, pour la d�e-
tection de fronti�eres dans des images en couleur. Une autre m�ethode de segmentation
oue envisageant la d�etection des fronti�eres est pr�esent�ee dans [123].

Mesures de divergence oue et probabilit�es d'�ev�enements ous sont utilis�ees dans [9]
pour seuiller une image. Ces algorithmes sont pr�esent�es en d�etails dans la section 3.2.

G�eom�etrie oue

Plusieurs concepts et propri�et�es g�eom�etriques venus de la th�eorie classique des
ensembles ont �et�e g�en�eralis�es au cas ou dans [100, 101, 103, 107]. Pour simpli�er
leurs pr�esentations nous noterons la fonction d'appartenance �X(xmn) par � tout
simplement.

Consid�erons que le support de l'ensemble ou en question est born�e et que ses
sous-ensembles sont constants par morceaux (\piecewise constant set").

D�e�nition 55 La surface d'un ensemble ou � est d�e�nie par :

�(�) =
Z
� (2.31)

o�u l'int�egrale est calcul�ee sur une r�egion telle que � 6= 0. Lorsque � est constant par
morceaux, X forme une partition X =

[
i

Xi telle que 8x 2 Xi; �(x) = �i. Dans ce

cas, �(�) est la somme des surfaces de ces morceaux (r�egions) o�u � a des valeurs
constantes pond�er�ees par ces derni�eres, et la fronti�ere entre deux morceaux Xi et
Xj est une r�eunion d'arcs recti�ables Aijk. Le p�erim�etre de � est alors d�e�ni par :

D�e�nition 56 Le p�erim�etre d'un ensemble ou � est d�e�ni par :

p(�) =
X
i; j; k
i < j

j�i � �jj � jAijkj (2.32)

o�u jAijkj est la longueur de l'arc joignant les deux r�egions i et j ayant pour valeurs
�i et �j respectivement.
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l(A) =
2

n
dl(A; ~A)

=
2

n

X
x2X

j�A(x)� � ~A(x)j

=
2

n

X
x2X

�A\ ~A(x) (2.22)

q(A) =
2

n1=2
dq(A; ~A)

=
2

n1=2
X
x2X

h
(�A(x)� � ~A(x))

2
i1=2

(2.23)

Pour �evaluer l'ambigu��t�e associ�ee �a un ensemble ou il est aussi possible d'utiliser
la mesure d'information classique d'entropie adapt�ee au cas ou 10. L'incertitude 11

de nature oue (et non plus de nature al�eatoire, comme en (2.3)) dans un ensemble
ou A peut être mesur�ee par [34] :

HF (A) =
1

n ln 2

X
x2A

S(�A(x))

= �
1

n ln 2

X
x2A

[�A(x) ln�A(x) + (1� �A(x)) ln(1 � �A(x))] (2.24)

o�u S est appel�ee la fonction de Shannon.
Dans le cas d'une image X de dimensionsM�N , ces fonctions se traduisent par :

l(X) =
2

MN

MX
m=1

NX
n=1

�X\ ~X(xmn) (2.25)

q(X) =
2

(MN)1=2

MX
m=1

NX
n=1

h
(�X(xmn)� � ~X(xmn))

2
i1=2

(2.26)

HF (X) =
1

MN ln 2

MX
m=1

NX
n=1

S(�X(xmn)) (2.27)

Soit f la fonction qui associe �a chaque niveau de gris i (0 � i � M) le nombre
d'occurrences f(i) du niveau i (d�e�nition 1), les mesures oues (2.25), (2.26) et
(2.27) peuvent s'�ecrire comme suit :

l(X) =
2

MN

X
i

[�X\ ~X(xi) � f(i)] (2.28)

10L'entropie oue peut avoir une interpr�etation compl�etement di��erente de l'entropie classique,
car elle n'est fond�ee sur aucun concept probabilistique.

11L'incertitude peut être aussi interpr�et�ee comme la quantit�e d'information obtenue, conform�e-
ment �a ce qui a �et�e dit dans la section 2.2.2.



30 CHAPITRE 2. NOTIONS DE BASE

En logique oue, o�u un �el�ement peut appartenir �a plusieurs classes en même
temps, la condition 2 (page 7) r�ef�erente �a la partition d'une image X en r�egions Xi

n'est pas, en g�en�eral, v�eri��ee.

Indices de ou appliqu�es aux m�ethodes de seuillage

Soit une imageX de dimensionsM�N , repr�esent�ee sur L niveaux de gris, not�ee :

X = �X(xmn) =
X
m2M

X
n2N

�mn=xmn (2.17)

o�u �X(xmn) 2 [0; 1] repr�esente le degr�e de brillance du pixel (m;n) d'intensit�e xmn.
Pour �evaluer l'ambigu��t�e associ�ee aux niveaux de gris pr�esents dans l'image X, par
la valeur d'un indice de ou, plusieurs mesures existent. Ces mesures prennent en
compte la distance entre l'ensemble ou X et l'ensemble ordinaire ~X le plus proche.
Cet ensemble ordinaire est tel que :

� ~X(xmn) =

(
1 si �X(xmn) � 0.5
0 si �X(xmn) < 0.5

(2.18)

D�e�nition 52 L'indice de ou d'un ensemble A ayant n points est d�e�ni comme
suit [55] :

(A) =
2

nk
d(A; ~A) (2.19)

o�u d(A; ~A) est la distance entre A et le sous-ensemble ordinaire ~A le plus proche.
~A est donn�e par l'�equation (2.18), et k est une constante positive de normalisation
dont la valeur d�epend du type de distance utilis�ee.

D�e�nition 53 La distance euclidienne entre deux ensembles ous �1 et �2 sur
X est d�e�nie par [55] :

dl(�1; �2) =
X
x2X

j�1(x)� �2(x)j (2.20)

D�e�nition 54 La distance quadratique entre deux ensembles ous �1 et �2 sur
X est d�e�nie par [55] :

dq(�1; �2) =

"X
x2X

(�1(x)� �2(x))
2

#1=2
(2.21)

D'autres distances sont propos�ees dans [105, 102].
Plusieurs indices de ou ont �et�e d�evelopp�es selon plusieurs distances existantes. La

distance Euclidienne (d�e�nition 53) �equivaut �a utiliser k = 0:5 dans l'�equation (2.19)
et la distance quadratique (d�e�nition 54) �equivaut �a utiliser k = 1. Les indices de
ou d'un ensemble A correspondant �a ces distances sont l'indice de ou lin�eaire
l(A) et l'indice de ou quadratique q(A), qui s'�ecrivent :
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D�e�nition 51 Pour toute valeur � 2 [0; 1] le sous-ensemble de niveau �;A�
9

d'un ensemble ou A de X est l'ensemble fx 2 X tel que �A(x) � �g, de fonction
caract�eristique :

�A� = 1 si et seulement si �A(x) � � (2.16)

�A partir de l'ensemble ou A de l'exemple 7 on peut construire : A0:5 = f20; 60g
ou A0:4 = f20; 40; 60g.

Nous pouvons remarquer que pour � = 0 on a toujours A0 = X et pour � = 1,
A1 = noy(A).

Si A et B sont deux ensembles ous, les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :

{ (A \B)� = A� \B� ;

{ (A [B)� = A� [B� ;

{ si A � B alors A� � B�.

2.4.4 D'autres outils ous

En fait, le d�eveloppement de la logique oue va beaucoup plus loin que les
quelques �el�ements pr�esent�es. Nous pouvons citer encore, sans être exhaustifs : les op�e-
rations alg�ebriques sur ensembles ous, le principe d'extension, les relations oues,
la th�eorie des possibilit�es, les variables linguistiques et les propositions oues.

2.4.5 Logique oue en segmentation d'images

Nous pouvons trouver l'incertitude et l'impr�ecision �a tous les niveaux d'un sys-
t�eme de traitement, d'analyse et d'interpr�etation d'images. Ce genre d'information
\incompl�ete" peut être pr�esente soit au niveau de l'image bidimensionnelle form�ee
�a partir de la projection d'une sc�ene r�eelle �a trois dimensions, soit au niveau de la
pr�ecision et de la manipulation des instruments qui sont toujours sujets �a des er-
reurs. Sans vouloir être exhaustifs, nous pouvons aussi dire que lorsqu'il faut porter
un jugement sur un r�esultat, ce jugement �etant souvent subjectif, l'incertitude est
pr�esente.

Avoir un mod�ele math�ematique qui sache appr�ehender ce genre d'information
incertaine et impr�ecise �a un niveau quelconque d'un syst�eme de vision, qui puisse
contrôler sa propagation et pouvoir en tirer pro�t aux niveaux suivants peut être
alors int�eressant. En pensant de cette mani�ere, plusieurs auteurs ont essay�e de cr�eer
les moyens n�ecessaires �a l'application de la logique oue en analyse d'images. Une
discussion �a propos de l'�etat de l'art des m�ethodologies et des algorithmes qui utili-
sent la logique oue dans le domaine de la reconnaissance des formes est pr�esent�ee
dans [93]. Nous nous int�eressons surtout aux applications concernant la segmenta-
tion d'images.

9Ce sous-ensemble est aussi connu comme �-coupe.
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Il est possible de d�e�nir ces op�erations autrement qu'au moyen des op�erateurs
\max", \min" et de la compl�ementation �a 1, mais ce choix se justi�e par le fait qu'il
pr�eserve toute la structure de la th�eorie classique des ensembles. Voici des propri�et�es
classiques pr�eserv�ees lorsqu'on consid�ere les ensembles A, B et C ous :

{ commutativit�e : A [ B = B [A et A \B = B \A ;

{ associativit�e : (A [B) [ C = A [ (B [ C) et (A \B) \ C = A \ (B \ C) ;

{ distributivit�e :A[(B\C) = (A[B)\(A[C) et A\(B[C) = (A\B)[(A\C) ;

{ A [ ; = A et A [X = X ;

{ A \ ; = ; et A \X = A ;

{ A [B � A � A \ B ;

{ jAj+ jBj = jA \Bj+ jA [Bj ;

{ jAj+ jAj = jXj ;

{ A = A ;

{ A [B = A \B ;

{ A \B = A [B.

Voici des propri�et�es classiques qui ne se v�eri�ent pas toujours quand on travaille
avec des ensembles ous :

{ A \A = ; ;

{ A [A = X.

Exemple 7 Soit A= 1/20 + 0.3/30 + 0.4/40 et B= 0.3/30 + 0.6/60 deux en-
sembles ous d�e�nis sur X = f20; 30; 40; 50; 60g. Les op�erations d�e�nies dans cette
section nous donnent comme r�esultat : A [ B = 1=20 + 0:3=30 + 0:4=40 + 0:6=60,
A \ B = 0:3=30, A = 0:7=30 + 0:6=40 + 1=50 + 1=60 ; B = 1=20 + 0:7=30 + 1=40 +
1=50 + 0:4=60.

2.4.3 Les �-coupes des ensembles ous

Il peut être int�eressant de se r�ef�erer �a des ensembles ordinaires comme une ap-
proximation classique �a un ensemble ou donn�e, surtout pour la prise de d�ecision,
lorsqu'on est oblig�e de faire de la \defuzzi�cation". La mani�ere la plus simple de faire
cela est de �xer un seuil � dans l'ensemble ou A de mani�ere �a accepter seulement
les �el�ements qui poss�edent un degr�e d'appartenance �a A sup�erieur ou �egal �a �.
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Apr�es cette vision de base de la th�eorie des ensembles ous, on va pr�esenter
avec rigueur quelques uns de ses �el�ements m�ethodologiques. Commen�cons par ses
op�erations ensemblistes.

2.4.2 Op�erations sur les ensembles ous

Pour pouvoir manipuler les ensembles ous, il a fallu g�en�eraliser les op�erations en-
semblistes classiques. Consid�erons pour les prochaines d�e�nitions, propos�ees dans [127],
que A et B sont deux ensembles ous d�e�nis dans X.

D�e�nition 46 A et B sont �egaux si

�A(x) = �B(x) 8x 2 X (2.11)

D�e�nition 47 Le compl�ement Ac (ou A) de A par rapport �a X est d�e�ni par la
fonction d'appartenance suivante :

�A(x) = 1 � �A(x) 8x 2 X (2.12)

D�e�nition 48 A est inclus dans B si et seulement si

�A(x) � �B(x) 8x 2 X (2.13)

D�e�nition 49 L'union de A et B est l'ensemble ou ayant la fonction d'apparte-
nance suivante :

�A[B(x) = maxf�A(x); �B(x)g 8x 2 X (2.14)

D�e�nition 50 L'intersection de A et B est l'ensemble ou ayant la fonction d'ap-
partenance suivante :

�A\B(x) = minf�A(x); �B(x)g 8x 2 X (2.15)

Il semble être naturel de dire que deux ensembles ous sont �egaux si leurs fonctions
d'appartenance prennent la même valeur en tout point de X (voir d�e�nition 46).
La compl�ementation (d�e�nition 47), comme elle a �et�e pr�esent�ee, semble aussi être
naturelle. Essayons maintenant d'interpr�eter l'inclusion (d�e�nition 48), l'union (d�e-
�nition 49) et l'intersection (d�e�nition 50) comme elles ont �et�e d�e�nies.

La d�e�nition 48 nous dit que chaque �el�ement qui appartient �a A, A �etant inclus
dans B, appartient �a B au moins de la même fa�con qu'il appartient �a A. Tout
d'abord, un �el�ement x 2 X appartient �a A [ B s'il appartient �a A ou �a B. Pour
que cet �el�ement x appartienne �a A\B il faut qu'il soit dans A et B. En d�e�nissant
l'union comme le \max", on d�etecte le plus petit ensemble ou qui contient A et B.
En d�e�nissant l'intersection comme le \min", on d�etecte le plus grand ensemble ou
qui est contenu dans A et B. De cette fa�con, un ensemble ou qui contient A et B
contient A [B, qui �a son tour contient A \B.
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Voici la notation normalement adopt�ee pour repr�esenter le sous-ensemble ou A
de X :

A =
Z
X
�A(x)=x si A est in�ni

A =
X
x2X

�A(x)=x si A est �ni (2.6)

Le symbole \+" dans la repr�esentation d'un ensemble ou A �ni d�enote l'op�era-
tion union.

Il existe plusieurs d�e�nitions qui servent �a mieux d�ecrire un ensemble ou en
fonction de ses caract�eristiques. Nous allons les pr�esenter maintenant. Pour cela,
consid�erons A un sous-ensemble ou de l'ensemble de r�ef�erence X et �A sa fonction
d'appartenance.

D�e�nition 41 Le support supp(A) de A est le sous-ensemble classique de X tel
que ses �el�ements appartiennent au moins un peu �a A.

supp(A) = fx 2 Xj�A(x) > 0g (2.7)

D�e�nition 42 La hauteur h(A) de A est le degr�e le plus fort avec lequel un �el�ement
de X appartient �a A.

h(A) = sup
x2X

�A(x) (2.8)

D�e�nition 43 A est dit normalis�e s'il existe au moins un �el�ement de X qui lui
appartienne de fa�con absolue (c.�a.d. avec un degr�e d'appartenance �egal �a 1). Par
cons�equent, A est normalis�e si sa hauteur est �egale �a 1.

D�e�nition 44 Le noyau noy(A) de A est compos�e par tous les �el�ements de X qui
appartiennent �a A de fa�con absolue.

noy(A) = fx 2 Xj�A(x) = 1g (2.9)

D�e�nition 45 Lorsque X est �ni, on d�e�nit la cardinalit�e jAj de A comme �etant
le degr�e global avec lequel les �el�ements de X appartiennent �a A.

jAj =
X
x2X

�A(x) (2.10)

Exemple 6 Soit X1=f20,30,40g, X2=f30,60,90g et A d�e�ni dans X1 et X2 en
utilisant :

�A(x) =

8><
>:

1 si x � 25
0 si x � 70

x=100 sinon

On a alors A= 1/20 + 0.3/30 + 0.4/40 si l'ensemble de r�ef�erence est X1 et A=
0.3/30 + 0.6/60 + 0/90 = 0.3/30 + 0.6/60 si l'ensemble de r�ef�erence utilis�e est
X2. Dans le premier cas on a supp(A)=X1, jAj= 1.7 et A est normalis�e. Dans le
deuxi�eme cas, h(A)=0.6, supp(A)=f30,60g et jAj= 0.9. Remarquons que noy(A)=;
par rapport �a X2 et noy(A)=f20g par rapport �a X1.
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similaires.

Les informations qu'on re�coit peuvent être aussi entach�ees d'une certaine incer-
titude. Voici des phrases qui sont entach�ees d'incertitude : M. Dubu, qui n'a que 46
ans, \ne doit pas" encore être �a la retraite. \Il est possible" qu'il neige puisque la
temp�erature est descendue vers z�ero degr�e.

Les incertitudes font aussi partie du monde scienti�que ; par exemple, lorsqu'on
dit \il est fort probable que les cellules rentrent en mitose dans une demi-heure".

Il n'est pas di�cile de trouver une situation attach�ee d'incertitude et d'impr�ecision
en même temps. Pour cela il su�t de dire \il est possible que nous ayons un l�eger
retard". Qu'est-ce que c'est un l�eger retard? Quelle est la possibilit�e de produire ce
retard? Remarquons que la derni�ere question ne porte pas sur la probabilit�e d'un
l�eger retard, mais sur sa possibilit�e.

L'être humain est habitu�e �a utiliser des informations entach�ees d'incertitude et
d'impr�ecision dans la vie de tous les jours. Il utilise ces informations incompl�etes,
raisonne avec elles et prend des d�ecisions. Dans le domaine scienti�que, il a �et�e
n�ecessaire de cr�eer une logique que admette des valeurs de v�erit�e en dehors de l'en-
semble fvrai; fauxg pour pouvoir tenir compte et manipuler ce genre d'information
incompl�ete.

Contrairement �a la logique classique, les logiques multivalentes permettent de
manipuler d'autres valeurs de v�erit�e que le \vrai" et le \faux" absolus.

L'incertain a �et�e abord�e par la notion de probabilit�e d�es le XV IIe si�ecle mais
celle-ci ne permet pas de traiter des croyances subjectives et dans certains cas, il est
aussi naturel �a l'homme de traiter des donn�ees a�ect�ees d'incertitude que d'utiliser
des crit�eres subjectifs, donc impr�ecis.

Lukasiewicz propose en 1920 une logique ayant les trois valeurs de v�erit�e sui-
vantes : \vrai", \faux" et \doute". Ces valeurs, qui �etaient repr�esent�ees par l'en-
semble f0,1,0.5g, ont �et�e ensuite �etendues �a l'intervalle [0,1].

N�eanmoins c'est Zadeh [127] qui, �a partir de l'id�ee d'appartenance partielle d'un
�el�ement �a plusieurs classes, a formellement introduit en 1965 la logique oue.

Cette logique permet de mod�eliser les connaissances incertaines et impr�ecises �a
travers les ensembles ous. Voyons maintenant les concepts de base de la th�eorie des
ensembles ous.

2.4.1 La th�eorie des ensembles ous

D�e�nition 40 �Etant donn�e un ensemble de r�ef�erence X, un sous-ensemble ou

A de X est d�e�ni par une fonction d'appartenance �A qui associe �a chaque
�el�ement x de X, son degr�e d'appartenance �A(x) �a A, compris entre 0 et 1 :

�A : X ! [0; 1]: (2.5)

Le sous-ensemble ou A est un sous-ensemble classique de X lorsque �A ne prend
que des valeurs 0 et 1. Plus �A(x) tend vers 1, plus x appartient �a A.
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Fig. 2.9 - (a) Graphe sans noyau et (b) graphe avec deux noyaux (f1,3g ou f2,4g).

2.3.4 Les graphes en analyse d'images

Les graphes jouent un rôle important dans le contexte du processus d'analyse
d'images. Ils sont utilis�es pour la repr�esentation topologique de la sc�ene �etudi�ee. Dans
ce cas, les sommets correspondent aux r�egions dans la sc�ene et les arêtes d�ecrivent
les relations de voisinage entre ces r�egions. En outre, des relations de similarit�e entre
des r�egions voisines peuvent être repr�esent�ees par la simple pond�eration des arêtes.

Les graphes de Delaunay, de Gabriel, de voisinage relatif et de Vorono�� peuvent
être utilis�es pour repr�esenter des images (voir par exemple [27, 45]), comme cela a
d�ej�a �et�e mentionn�e dans la section 2.1.3.

Les forts liens entre la morphologie math�ematique 8 et les graphes sont pr�esent�es
dans [45], [120], [121] ou [122]. L'�erosion et la dilatation, les deux op�erateurs de base
de la morphologie math�ematique, seront utilis�es dans le chapitre 3 pour am�eliorer
les r�esultats obtenus �a partir du seuillage des images �etudi�ees.

Le chapitre 4 est d�edi�e �a la segmentation d'images par des approches pyramidales.
Dans ces approches, l'image est repr�esent�ee par un graphe, qui peu �a peu se contracte
�a l'aide du choix d'un ensemble de sommets survivants. Les relations entre deux
niveaux successifs de la pyramide sont repr�esent�ees �a travers un graphe biparti.
Pour optimiser ce processus de contraction il est possible utiliser l'arbre de poids
minimum d�e�ni sur le graphe repr�esentant l'image [75]. Une nouvelle technique
utilisant, cette fois-ci, la structure d'un graphe ou est propos�ee dans le chapitre 5
pour donner plus de souplesse �a l'algorithme de segmentation bas�e sur la structure
pyramidale.

2.4 La logique oue

Dans la vie de tous les jours, nous nous trouvons dans des situations o�u les
informations dont nous disposons ne sont pas toujours pr�ecises. Un exemple de
cette impr�ecision, qui peut nous arriver assez souvent, c'est quand quelqu'un nous
dit \je vais rentrer tard ce soir". Une autre situation impr�ecise peut être remarqu�ee
dans une simple conversation o�u une personne dit qu'elle n'a pas pay�e \trop cher"
pour un livre de cuisine.

Des impr�ecisions peuvent être aussi vues dans le domaine de la science ; par
exemple, lorsqu'on veut �etablir une valeur qui caract�erise combien deux formes sont

8Les notions de base de la morphologie math�ematique sont pr�esent�ees dans la section 2.4.5.
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dominant minimum car la cardinalit�e de S4 est sup�erieure �a celles de S3, et de
S5 = f1; 6; 7g. Ce dernier, montr�e dans la �gure 2.8(f) est un ensemble dominant
minimum et un stable maximal.
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5 6
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7 9

32
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(a) G(V,E)

1 2

5 6

7 8 9

3

4

(d) (e) (f)S  ={2,4,6,8} S  = {1,3,5,7,9} S  = {1,6,7}3 4 5

(b) S  ={3,7} (c) S  ={3,4,5,6}1 2

Fig. 2.8 - (a) Un graphe, (b) un ensemble stable S1 = f3; 7g, (c) un ensemble
dominant S2 = f3; 4; 5; 6g, (d) un ensemble dominant minimal S3 = f2; 4; 6; 8g qui
est aussi un ensemble stable maximal, (e) un ensemble dominant S4 = f1; 3; 5; 7; 9g
qui est aussi un ensemble stable maximum et (f) un ensemble dominant minimum
S5 = f1; 6; 7g qui est aussi un ensemble stable maximal.

D�e�nition 39 �Etant donn�e un graphe orient�e G(V;U) on dit que l'ensemble N � V
est un noyau si N est �a la fois stable et absorbant ; on a donc ;

�(x) \N = ; 8x 2 N (Stable)

�+(x) \N 6= ; 8x 2 XnN (Absorbant)

Voici quelques propri�et�es �a propos des noyaux dont les preuves peuvent être
trouv�ees dans [3] ;

P1 Si N est un noyau, c'est aussi un ensemble stable maximum et un ensemble
absorbant minimum ;

P2 G(V;A) sans circuit admet un noyau ; en outre, ce noyau est unique ;

P3 G(V;A) sans circuit d'ordre impair admet un noyau (pas n�ecessairement unique).

Ces propri�et�es nous montrent que tous les graphes ne poss�edent pas de noyaux,
comme celui de la �gure 2.9(a), ou alors, il peut arriver qu'un noyau ne soit pas
unique, comme dans la �gure 2.9(b).
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a g c h i e

b f d j k l m

Fig. 2.7 - Le même arbre que celui de la �gure 2.6(a) repr�esent�e autrement.

D�e�nition 37 Un ensemble S de sommets d'un graphe G(V,U) est absorbant si

�+(x) \ S 6= ; 8 x 2 Xn S:

D�e�nition 38 �Etant donn�e un graphe G(X,E) et une propri�et�e P sur un sous-
ensemble S des sommets de X ou de arêtes de E, nous disons que :

(a) S est minimal par rapport �a P si, quel que soit l'�el�ement que l'on enl�eve, P
n'est plus v�eri��e ; autrement dit, si S ne poss�ede aucun sous-ensemble propre
qui v�eri�e P.

(b) S est maximal par rapport �a P si, quel que soit l'�el�ement de XnS que l'on
rajoute, P n'est plus v�eri��e ; autrement dit, si S n'est pas un sous-ensemble
propre d'un ensemble qui v�eri�e P.

(c) S est minimum par rapport �a P s'il est de cardinalit�e minimale parmi les
sous-ensembles minimaux qui v�eri�ent P.

(d) S est maximum par rapport �a P s'il est de cardinalit�e maximale parmi les
sous-ensembles maximaux qui v�eri�ent P.

Les �gures 2.8(a-f) illustrent ces principes. �A partir du graphe G(V;E) de la
�gure 2.8(a) on obtient S1 = f3; 7g, montr�e dans la �gure 2.8(b), qui repr�esente
un ensemble stable et S2 = f3; 4; 5; 6g, montr�e dans la �gure 2.8(c), qui repr�esente
un ensemble dominant (les �eches ont le seul objectif de montrer les relations de
dominance). Remarquons que S1 n'est pas un stable maximal car les sommets 1,5
et 9 peuvent être rajout�es �a S1 sans casser sa stabilit�e. S1 n'est pas, non plus,
un ensemble dominant car ces mêmes sommets 1, 5, et 9 ne sont voisins ni du
sommet 3, ni du sommet 7. S2 n'est pas un ensemble dominant minimal car l'on
peut enlever le sommet 3 et il reste encore dominant. On d�e�nit S3 = f2; 4; 6; 8g
(�gure 2.8(d)) qui est un ensemble dominant minimal et stable simultan�ement. Il
est alors un stable maximal dans G(V;E) (car il n'est pas possible d'y mettre un
autre �el�ement sans casser sa condition de stabilit�e), mais pas forc�ement un stable
maximum. L'ensemble stable maximum est S4 = f1; 3; 5; 7; 9g (voir �gure 2.8(e)) qui
�a son tour est un ensemble dominant minimal (car il n'est pas possible d'enlever
un de ses �el�ements sans casser sa condition de dominance), mais pas un ensemble
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a

(a) (b)

a b c d e

f g h

j k l m

i

Fig. 2.6 - (a) Un arbre et (b) une arborescence de racine \a".

D�e�nition 32 �Etant donn�e un graphe G(X,E), un transversal est un sous-ensemble
de sommets X 0 � X tel que chaque arête de E est adjacente �a au moins un sommet
de X 0.

Les arêtes (a; b), (f; g), et (i;m) du graphe de la �gure 2.6(a) forment un couplage
dans ce graphe. Un transversal dans ce même graphe est celui form�e par les sommets
b, d, g, h et i.

D�e�nition 33 S est un ensemble dominant dans G(V,E) si chaque sommet
de V nS est adjacent �a au moins un sommet de S, c.�a.d. si chaque sommet qui
n'appartient pas �a S poss�ede au moins un voisin dans S.

�(x) \ S 6= ; 8 x 2 Xn S:

Un ensemble dominant est aussi appel�e une couverture des sommets par des som-
mets.

D�e�nition 34 Un ensemble S de sommets d'un graphe G(V,E) est un stable si les
sommets de S sont deux �a deux non adjacents dans G(V,E).

�(x) \ S = ; 8 x 2 S:

Th�eor�eme 3 X 0 est un stable du graphe G(X,E) si et seulement XnX 0 est un trans-
versal.

D�e�nition 35 Un graphe G(X [ Y,E) est dit biparti si l'ensemble des sommets
peut être partitionn�e en deux classes X et Y de telle sorte que chaque arête ait une
de ses extr�emit�es dans une classe et l'autre extr�emit�e dans l'autre.

Les arbres sont des graphes bipartis. L'arbre de la �gure 2.6(a) peut être re-
pr�esent�e autrement (voir �gure 2.7) de mani�ere �a ce que les ensembles X et Y
soient plus facilement visualis�es. Dans cet exemple on a X = fa; g; c; h; i; eg et
Y = fb; f; d; j; k; l;mg ou vice versa.

La d�e�nition de graphe biparti peut être g�en�eralis�ee comme suit :

D�e�nition 36 Un graphe est dit k-parti (ou multiparti) si son ensemble de som-
mets admet une partition en k stables.
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fortement connexes 7 et il existe un arc entre deux composantes fortement connexes
si et seulement si il existe au moins un arc entre un sommet d'une composante et
un sommet de l'autre composante.

2.3.3 Structures d�e�nies dans les graphes

D�e�nition 28 Un arbre est un graphe connexe et sans cycle.

Th�eor�eme 2 Dans un graphe G ayant m � 2 sommets, les propri�et�es suivantes
sont �equivalentes et caract�erisent un arbre (voir la d�emonstration dans [109]) ;

(i) G est connexe et sans cycle.

(ii) G est connexe et minimal pour cette propri�et�e.

(iii) G est connexe et poss�ede m-1 arêtes.

(iv) G est sans cycle et maximal pour cette propri�et�e.

(v) G est sans cycle et poss�ede m-1 arêtes.

(vi) Il existe dans G une châ�ne et une seule joignant tout couple de sommets.

Si les arêtes d'un graphe sont pond�er�ees, l'arbre de poids minimum dans ce
graphe est le graphe partiel de G qui est un arbre pour lequel la somme des poids
des arêtes est minimum. L'arbre de poids minimum peut être trouv�e au moyen
d'un algorithme glouton : tout d'abord on ordonne les arêtes par poids d�ecroissants,
puis on doit parcourir cette liste. Si l'inclusion d'une arête forme un cycle dans
le graphe partiel �a d�eterminer, elle n'est pas accept�ee, dans le cas contraire, elle
l'est. L'ensemble des arêtes retenues forme un arbre, qui aura un poids minimal. Le
même processus peut être utilis�e pour obtenir l'arbre de poids maximum, il su�t de
changer le signe des poids des arêtes.

D�e�nition 29 Un sommet \a" d'un graphe est une racine s'il existe dans G un
chemin joignant \a" �a x, pour tout x 2 X:

D�e�nition 30 Un graphe G ayant deux arcs ou plus est une arborescence de
racine \a" si \a" est une racine de G et si G est un arbre.

Remarquons que le concept d'arborescence est essentiellement orient�e car la no-
tion de racine est utilis�ee dans sa d�e�nition. De l�a nous pouvons conclure que toute
arborescence est un arbre, mais l'inverse n'est pas toujours vrai. La �gure 2.6 montre
un arbre et une arborescence de racine \a" (qui est aussi un arbre).

D�e�nition 31 �Etant donn�e un graphe G(X,E) simple, un couplage est un sous-
ensemble d'arêtes E0 � E tel que deux arêtes quelconques de E0 ne sont pas adja-
centes.

7La notion de composante fortement connexe est similaire �a celle de composante connexe �a la
di��erence que l'on associe des arcs et non des arêtes
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La relation

x<y() soit x=y, soit il existe une châ�ne joignant x et y

est une relation d'�equivalence (r�eexive, sym�etrique et transitive).

D�e�nition 23 Les partitions de X en X1;X2; : : : ;Xp induites par < forment les
composantes connexes de G. G est dit connexe si p=1.

D�e�nition 24 Un point d'articulation d'un graphe est un sommet dont la sup-
pression augmente le nombre de composantes connexes.

Exemple 5 Le graphe de la �gure 2.5(a) est connexe. En supprimant le sommet b
cette propri�et�e n'est plus v�eri��e car il passe de une �a trois composantes connexes. Ce
graphe (sans le sommet b) poss�edant trois composantes connexes est montr�e dans la
�gure 2.5(b). On peut remarquer que si �a la place du sommet b on avait supprim�e soit
le sommet a, soit le sommet c, le nombre de composantes connexes aurait augment�ee
d'une unit�e.

a

d

(b)

a

d

(a)

b

c c

Fig. 2.5 - (a) Un graphe connexe et (b) un graphe avec trois composantes connexes.

D�e�nition 25 Soit G un graphe planaire connexe, le dual G� de G est le graphe
o�u chaque sommet x� correspond �a la face x dans G et chaque arête e� reliant les
sommets x� et y� correspond �a l'arête commune aux faces x et y dans G.

D�e�nition 26 Un graphe G=Y contract�e de G(X,E) par rapport �a Y � X est le
graphe G(X � Y + fyg; � ) o�u le sous-ensemble de sommets Y de X est remplac�e
par le seul sommet y et les arêtes sont de la forme :

{ (i,j) si i 2 X � Y , j 2 X � y et (i; j) 2 E ;

{ (i,y) si i 2 X � Y et s'il existe j 2 Y tel que (i; j) 2 E.

L'op�eration de contraction de graphes sera utilis�ee dans le chapitre 4 lors de la
pr�esentation des techniques de segmentation bas�ees sur les pyramides irr�eguli�eres.

D�e�nition 27 On appelle graphe r�eduit de G, le quotient du graphe G par la
relation de forte-connexit�e Gr = G=R. Les sommets de Gr sont les composantes
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N�eanmoins si on analyse les degr�es de ces mêmes sommets, mais dans le graphe
non orient�e de la �gure 2.3(c), �ca change ; dG(1) = dG(4) = 2 et dG(2) = dG(3) = 3.

Le sommet 4 du graphe de la �gure 2.4(a) poss�ede �+G(4) = f1; 2; 3g et ��
G(4) =

f1; 2; 5g. Les voisins du sommet 1 dans ce même graphe sont �G(1) = f2; 4g. Le
2-voisinage de ce sommet est �2G(1) = f2; 3; 4; 5g.

D�e�nition 18 Un sous-graphe G(X',E') de G(X,E) est un graphe pour lequel X'
� X et E' � E est compos�e par les arêtes de E qui poss�edent les deux extr�emit�es
dans X'.

D�e�nition 19 Un graphe partiel G(X,E') de G(X,E) est un graphe pour lequel
E' � E.

Exemple 4 (Gondran et Minoux [42]) Si G est le graphe repr�esentant les routes de
France, celui qui repr�esente les routes de Bretagne est un sous-graphe et celui qui
repr�esente les routes nationales de France est un graphe partiel. Celui qui repr�esente
alors les routes nationales de Bretagne est un sous-graphe partiel.

D�e�nition 20 Le compl�ementaire du graphe G(X',E') en relation au graphe
G(X,E) est le graphe G(X",E") tel que E00 = EnE0 5 et V" contient seulement
les sommets auxquels les arêtes de E" sont incidentes.

Normalement, lorsqu'on parle du compl�ementaire G" d'un graphe G' et on ne dit
pas quel est le graphe G, on suppose que G est un graphe complet.

D�e�nition 21 Un graphe G est dit planaire s'il est possible de le repr�esenter sur
un plan de sorte que les sommets soient des points distincts et les arêtes des courbes
simples qui ne se rencontrent pas en dehors de leurs extr�emit�es.

Comme exemples de graphes planaires nous pouvons citer les arbres, les arbores-
cences (�gures 2.6(a et b)) et les graphes complets ayant au plus 4 sommets.

Th�eor�eme 1 (Kuratowski-1930) Un graphe est planaire si et seulement si il ne
contient aucun sous-graphe isomorphe 6 aux subdivisions du graphe complet �a 5
sommets (K5) ou au graphe biparti complet sur deux groupes de 3 sommets (K3;3).

D�e�nition 22 Un graphe G est dit connexe si, pour tout couple de sommets x et
y dans G, soit x=y, soit il existe une châ�ne joignant x et y.

5Si A et B sont deux ensembles, A n B d�esigne l'ensemble des �el�ements de A qui n'appartiennent
pas �a B.

6Deux graphes G(X;E) et G(X0; E0) sont isomorphes lorsqu'il existe une bijection entre chaque
sommet x de X et x0 de X0 telle que l'arête (x0; y0) existe dans G(X0; E0) si et seulement si l'arête
(x; y) existe dans G(X;E).
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[(2,4),(4,1),(1,2),(2,4),(4,3)] car l'arc (2,4) se r�ep�ete. Si on veut transformer l'un des
ces trois chemins en un circuit, il su�t d'y rajouter l'arc (3,2) puisqu'il appartient
�a U .

Dans la �gure 2.3(b) il existent plusieurs châ�nes reliant les sommets 1 et 4,
par exemple ; [(1,2),(2,3),(3,4)], [(1,2),(2,4)] ou [(1,2),(2,3),(3,1),(1,2),(2,4)]. Les deux
premi�eres sont �el�ementaires (et par cons�equent, simples) ; quant �a la troisi�eme, elle
n'est ni simple ni �el�ementaire. Remarquons que la troisi�eme châ�ne pr�esent�ee contient
d�ej�a un cycle ; [(2,3),(3,1),(1,2)]. C'est un cycle �el�ementaire.

D�e�nition 15 A tout sommet x du graphe G on associe :

(a) Le degr�e sortant (demi-degr�e ext�erieur) de x ; d+G(x) = jfu 2 U tel que x est
l'extr�emit�e initiale de ugj 4 o�u U est l'ensemble d'arcs de G ;

(b) Le degr�e entrant (demi-degr�e int�erieur) de x ; d�G(x) = jfu 2 U tel que x est
l'extr�emit�e terminale de ugj o�u U est l'ensemble d'arcs de G ;

(c) Le degr�e de x ; dG(x) = d+G(x) + d�G(x) ;

(d) Le degr�e de x dans un graphe non orient�e ; dG(x) = jfe 2 E tel que x est
l'une des extr�emit�es de egj o�u E est l'ensemble d'arêtes de G.

D�e�nition 16 A tout sommet x du graphe G on associe :

(a) L'ensemble des successeurs �+G(x) = fy 2 X : (x; y) 2 Ug ;

(b) L'ensemble des pr�ed�ecesseurs ��G(x) = fy 2 X : (y; x) 2 Ug ;

(c) L'ensemble des voisins �G(x) = fy 2 X : (x; y) 2 Eg ;

D�e�nition 17 Un sommet y appartient au �-voisinage d'un sommet x dans un
graphe G(X,E) si x 6= y et s'il existe un chemin entre x et y de longueur inf�erieure
ou �egale �a �, c.�a-d. ;

dist(x; y) � � (2.4)

Exemple 3 Les sommets du graphe de la �gure 2.3(b) poss�edent les degr�es suivants ;

d+G(1) = 2, d�G(1) = 2 et dG(1) = 4 ;

d+G(2) = 3, d�G(2) = 3 et dG(2) = 6 ;

d+G(3) = 3, d�G(3) = 3 et dG(3) = 6 ;

d+G(4) = 2, d�G(4) = 2 et dG(4) = 4.

4o�u jM j d�esigne le cardinal de M.
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D�e�nition 10 Un sous-ensemble de sommets K � X dans un graphe G(X,E) tel
que deux sommets quelconques de K sont reli�es par une arête est appel�e une clique.

Les sommets 1, 2 et 3 du graphe de la �gure 2.3(c) forment une clique, not�ee ;
K3.

D�e�nition 11 (a) Un chemin de longueur q dans un graphe G(X,U) est une
s�equence d'arcs [(x1; x2); (x2; x3); : : : ; (xq�1; xq)] telle que l'extr�emit�e initiale
du premier arc de la s�equence est x1, l'extr�emit�e initiale de chacun des autres
arcs de la s�equence co��ncide avec l'extr�emit�e terminale de l'arc pr�ec�edent et
�nalement, l'extr�emit�e terminale du dernier arc de la s�equence est xq.

(b) Une châ�ne de longueur q dans un graphe G(X,E) non orient�e est une s�e-
quence d'arêtes [(x1; x2); (x2; x3); : : : ; (xq�1; xq)] telle que l'une des extr�emit�es
de la premi�ere arête est x1, chaque arête est li�ee �a l 'arête pr�ec�edente par une
extr�emit�e et �a l'autre arête de la s�equence par l'autre extr�emit�e, de mani�ere
que xq soit li�e �a la derni�ere arête de la s�equence.

D�e�nition 12 (a) Un chemin est dit simple si la s�equence d'arcs qui le constitue
ne comporte pas plusieurs fois le même �el�ement.

(b) Un chemin est dit �el�ementaire si les sommets de G sont adjacents �a deux
arcs du chemin au plus.

(c) Une châ�ne dans un graphe non orient�e est dite simple si la s�equence d'arêtes
qui la constitue ne comporte pas plusieurs fois le même �el�ement.

(d) Une châ�ne dans un graphe non orient�e est dite �el�ementaire si les sommets
de G sont adjacents �a deux arêtes de la châ�ne au plus.

D�e�nition 13 (a) Un circuit dans un graphe est un chemin simple o�u l'extr�emit�e
initiale co��ncide avec l'extr�emit�e terminale.

(b) Un cycle dans un graphe non orient�e est une châ�ne simple o�u l'extr�emit�e
initiale co��ncide avec l'extr�emit�e terminale.

D�e�nition 14 (a) Un circuit est dit �el�ementaire si tout sommet est adjacent
�a deux arcs de la s�equence au maximum.

(b) Un cycle dans un graphe non orient�e est dit �el�ementaire si tout sommet est
adjacent �a deux arêtes de la s�equence au maximum.

Pour illustrer ces d�e�nitions, rapportons-nous �a la �gure 2.2(a). Dans ce graphe
nous trouvons plusieurs chemins allant du sommet 2 au sommet 3. Voici deux
d'entre eux ; [(2,1),(1,4),(4,3)] et [(2,5),(5,4),(4,2),(2,4),(4,3)]. Le premier chemin
est �el�ementaire (et par cons�equent, simple), par contre le deuxi�eme n'est pas �el�e-
mentaire (mais il est simple). Un chemin non simple possible serait, par exemple,
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D�e�nition 5 Un graphe G(X,E) est dit non orient�e quand il est d�e�ni par un
ensemble X de sommets et un ensemble E d'arêtes qui associe �a chaque arête (xi; xj)
les sommets xi et xj.

D�e�nition 6 Un multigraphe est un graphe o�u il peut exister plusieurs arêtes
entre deux sommets xi et xj donn�es.

D�e�nition 7 (a)Un graphe est dit simple s'il ne poss�ede ni boucles ni deux arcs
ayant même extr�emit�e initiale et même extr�emit�e terminale.

(b)Un graphe non orient�e est dit simple s'il ne poss�ede ni boucles ni deux arêtes
ayant les mêmes extr�emit�es.

Tous les graphes vus jusqu'�a pr�esent sont simples. Les �gures 2.4(a et b) mon-
trent deux graphes non simples qui ont �et�e construits �a partir des deux graphes de
la �gure 2.2. Les graphes non simples sont utilis�es normalement pour repr�esenter
plusieurs mani�eres di��erentes d'arriver �a un point y �a partir d'un point x donn�e.
C'est le cas, par exemple, d'un r�eseau routier o�u il existe plusieurs routes qui relient
les villes x et y. Chaque route est repr�esent�ee par un arc (si elle poss�ede sens unique)
ou par une arête.

1 2

3 4

5

1 2

3 4

5

(a) (b)

Fig. 2.4 - Deux graphes non simples.

Nous allons maintenant pr�esenter quelques concepts de th�eorie des graphes.

2.3.2 Notions fondamentales en th�eorie de graphes

D�e�nition 8 Un graphe simple G(X,U) est dit :

(a) sym�etrique si 8(x; y) 2 U =) (y; x) 2 U ;

(b) antisym�etrique si 8(x; y) 2 U =) (y; x) =2 U ;

Tous les graphes sym�etriques peuvent être transform�es en graphes non orient�es.

D�e�nition 9 Un graphe simple non orient�e G(X,E), est dit complet si 8x; y 2
X =) l'arête (x; y) 2 E: Un graphe complet d'ordre n (poss�edant n sommets) est
not�e Kn.
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1 2

3 4

5

1 2

3 4

5

(a) (b)

Fig. 2.2 - Deux mani�eres di��erentes de repr�esenter le graphe
G(f1,2,3,4,5g,f(1,2),(1,4),(2,1),(2,4),(2,5),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),(5,2),(5,4)g).

deux sommets xi et xj sont li�es dans les deux sens nous pouvons remplacer, par
raison de commodit�e, les deux arcs correspondants (xi; xj) et (xj; xi) par une arête
ei;j = (xi; xj) qui associe les deux extr�emit�es sans ordre. Le graphe de l'exemple 1
peut être, alors, repr�esent�e autant par celui de la �gure 2.2(a) que par celui de la
�gure 2.2(b).

Parfois, on travaille avec des graphes o�u les notions d'extr�emit�e initiale et termi-
nale ne sont pas importantes car �a chaque fois que deux sommets sont li�es, ils sont
li�es dans les deux sens. Nous pouvons remplacer alors deux arcs sym�etriques par
l'arête respective. Voyons un exemple o�u on peut se passer de l'utilisation des arcs :

Exemple 2 Repr�esentons chacune des r�egions de la �gure 2.3(a) par un sommet et
cr�eons un arc partant d'une r�egion xi vers la r�egion xj chaque fois que les r�egions
xi et xj sont voisines. Comme la relation de voisinage est sym�etrique, �a chaque
fois qu'un arc (xi; xj) est cr�e�e, son correspondant sym�etrique (xj; xi) doit être cr�e�e
aussi. Ainsi nous pouvons repr�esenter la relation de voisinage des r�egions de la
�gure 2.3(a) par les graphes repr�esent�es dans les �gures 2.3(b et c). �Evidemment
celui qui n'utilise que des arêtes est pr�ef�erable �a l'autre.

1 4

3

2

1

2

3

4 1

2

3

4

(c)(b)(a)

Fig. 2.3 - (a) Un graphe et ses repr�esentations utilisant (b) soit des arcs, (c) soit
des arêtes.

D�e�nition 4 Dans un graphe G(X,U) un arc (xi; xi) dont les extr�emit�es co��ncident
est appel�e boucle.
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P 4 H(p1; p2; : : : ; pk) = H(p1; p2; : : : ; pk; 0)

P 5 H(A;B) = H(A) +H(B) si A et B sont deux exp�eriences ind�ependantes.

2.2.3 L'entropie en segmentation d'images

Soit une image repr�esent�ee en N niveaux de gris (0; 1; : : : ; N � 1) et compos�ee de
M pixels, comme il a �et�e d�e�ni dans la section 2.1.1. Soit fi la fr�equence de chacun
des N niveaux de gris et pi = fi=M la probabilit�e associ�ee �a chacun de ces niveaux.
D'apr�es l'�equation (2.2), la quantit�e d'information associ�ee �a cette source de donn�ees
est :

H(p0; p2; : : : ; pN�1) = �
N�1X
i=0

pi ln pi (2.3)

La notion d'entropie est utilis�ee en analyse d'images pour segmenter des images de
mani�ere �a maximiser la qualit�e de l'information retenue. R�ecemment [73], l'entropie
spatiale, qui peut mesurer le comportement statistique d'un pixel dans la classe �a
laquelle il appartient, a �et�e propos�ee pour contrôler l'�evolution des algorithmes de
classi�cation it�eratifs.

Nous allons pr�esenter et proposer dans le chapitre 3 quelques m�ethodes pour
seuiller des images utilisant comme crit�ere la fonction entropie et des variantes.

2.3 Th�eorie des graphes

\Il est incontestable que les r�esultats (souvent fort abstraits) obtenus en th�eorie
des graphes l'ont �et�e - ou du moins leur obtention a-t-elle �et�e grandement facilit�ee -
parce qu'on peut faire de petits dessins" [109]. C'est cette repr�esentation graphique
facile qui permet une mod�elisation claire et une compr�ehension rapide d'un pro-
bl�eme.

Nous allons maintenant introduire plusieurs concepts qui seront utilis�es dans la
suite de ce travail. On essayera de donner toujours des exemples pour illustrer ces
concepts.

2.3.1 Un graphe et ses repr�esentations

D�e�nition 3 Un graphe G(X,U) est d�e�ni par un ensemble X de sommets et un
ensemble U d'arcs qui associe �a chaque arc u = (xi; xj) le sommet xi comme extr�e-
mit�e initiale et le sommet xj comme extr�emit�e terminale.

Exemple 1 Soit X = f1; 2; 3; 4; 5g et U = f(1; 2); (1; 4); (2; 1); (2; 4); (2; 5); (3; 2);
(4; 1); (4; 2); (4; 3); (5; 2); (5; 4)g. Le graphe G(X,U) peut être repr�esent�e par la �-
gure 2.2(a).

Remarquons que dans l'exemple 1 les arcs (1; 2) et (2; 1) appartiennent �a U . La
même situation existe avec (1; 4) et (4; 1) et bien d'autres arcs. Dans ces cas, quand
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avec
kX

i=1

pi = 1, est appel�ee entropie.

En choisissant la base 2, l'expression de l'entropie utilise l'incertitude d'une exp�e-
rience ayant deux �ev�enements �equiprobables (S = fs1; s2g o�u p1 = p2 = 0:5) comme
unit�e de mesure. Cette unit�e de mesure s'appelle bit (binary unit). La formule (2.1)
donne alors le nombre de bits n�ecessaires pour coder l'exp�erience.

Il faut remarquer que le choix de la base 2 pour le logarithme n'est pas essentiel
car il est possible de passer d'une base �a une autre �a l'aide de loga b = loga c � logc b.

La formule (2.1) peut s'exprimer alors (en utilisant commebase pour le logarithme
le nombre d'�el�ements de S) �a un facteur constant pr�es, comme :

H(p1; p2; : : : ; pk) = � log2 k
kX

i=1

pi logk pi (2.2)

Dans la suite de ce travail, on travaillera avec cette expression sans tenir compte
de la constante.

2.2.2 L'entropie comme mesure d'information

Lorsque nous connaissons le r�esultat d'une exp�erience, nous pouvons aussi être
int�eress�es par la quantit�e d'information qui caract�erise ce r�esultat. Nous voudrons
donc mesurer la quantit�e d'information que nous recevons lorsqu'une exp�erience a
eu lieu et que nous connaissons le r�esultat

Une information est consid�er�ee comme telle si et seulement si elle �elimine une
certaine incertitude, d'o�u le lien tr�es �etroit entre information et incertitude. On peut
dire que plus l'incertitude est grande au d�ebut d'une exp�erience, plus l'information
que l'on obtient �a la �n est grande.

Du fait que l'information supprime une incertitude, la mesure d'incertitude (2.2)
peut être aussi utilis�ee pour quanti�er l'information obtenue [43]. Dans ce cas, le
sens de variation de l'incertitude est oppos�e au sens de variation de l'information.
La di��erence entre ces deux interpr�etations consiste seulement dans le fait que nous
pouvons nous placer soit avant la r�ealisation de l'exp�erience (o�u l'�equation (2.1) me-
sure l'incertitude des �ev�enements de l'espace de probabilit�e des solutions possibles),
soit apr�es que cette exp�erience ait eu lieu (dans ce dernier cas l'�equation (2.1) mesure
la quantit�e d'information obtenue).

On pr�esente ci-apr�es quelques propri�et�es associ�ees �a la fonction entropie. Les
preuves peuvent être trouv�ees dans [43].

P 1 H(p1; p2; : : : ; pk) � 0.

P 2 H(p1; p2; : : : ; pk) = 0 si 9i j pi = 1.

P 3 H(p1; p2; : : : ; pk) � H(1=k; 1=k; : : : ; 1=k| {z }
k fois

).



2.2. L'ENTROPIE ASSOCI�EE �A UNE IMAGE 11

peuvent être obtenues par :

{ des mesures topologiques des objets comme leur surface, p�erim�etre ou nombre
de cavit�es ;

{ la mise en �evidence de la forme des entit�es par mesures de compacit�e et d'al-
longement ;

{ un comptage d'objets ;

{ la mise en relief des alt�erations de couleur ou de texture ;

{ des mesures statistiques des objets comme par exemple : moyenne, variance,
entropie, �energie, dissym�etrie ou aplatissement.

Les entit�es peuvent être d�ecrites en termes de ces nouveaux param�etres et des
d�ecisions peuvent être alors prises plus facilement car la quantit�e d'information �a
cette �etape du processus de l'analyse d'images n'est plus aussi importante qu'elle
l'�etait avant.

Parfois, pour rendre les images segment�ees plus exploitables il est int�eressant
d'utiliser des op�erateurs morphologiques comme l'�erosion ou la dilatation. Ces op�e-
rateurs seront pr�esent�es �a la page 34.

2.2 L'entropie associ�ee �a une image

2.2.1 L'entropie comme mesure d'incertitude

�Etant donn�e une exp�erience dont le r�esultat avant sa r�ealisation est inconnu,
mais pour laquelle nous pouvons d�ecrire l'ensemble des tous les r�esultats possibles,
il s'ensuit que cette exp�erience contient une certaine incertitude qui sera �elimin�ee
apr�es sa r�ealisation.

Comment pourrions-nous mesurer cette incertitude? �Etant donn�e que nous connais-
sons les probabilit�ees a priori de chacun des �ev�enements qui caract�erisent le r�esultat
de l'exp�erience, il est d�ej�a possible de pr�evoir que l'incertitude associ�ee �a des �ev�ene-
ments �equiprobables est sup�erieure �a celle associ�ee au cas o�u il y a des �ev�enements
qui ont une probabilit�e d'occurrence plus grande que d'autres, ou au cas extrême o�u
il y a un �el�ement dont la probabilit�e est �egale �a 1. Dans ce dernier cas, l'incertitude
associ�ee �a l'exp�erience est nulle.

L'incertitude sur une exp�erience d�epend donc des probabilit�es attach�ees aux dif-
f�erents r�esultats possibles.

Shannon, en 1948, a donn�e l'expression qui fournit l'incertitude associ�ee �a un
ensemble �ni S = fs1; s2; : : : ; skg d'�ev�enements ind�ependants o�u pi est la probabilit�e
d'occurrence de chaque �ev�enement si.

D�e�nition 2 La mesure d'incertitude associ�ee �a S, calcul�ee par

H(p1; p2; : : : ; pk) = �
kX

i=1

pi log2 pi (2.1)
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�xe. �A chaque fois qu'un polygone ne satisfait pas un crit�ere de similarit�e, il est
partitionn�e en d'autres polygones. Une des di��erences par rapport aux deux
structures pr�ec�edentes est que lorsqu'un polygone est partitionn�e, la topologie
de polygones voisins change aussi, s'adaptant �a ce nouveau partitionement. En
analyse d'images le diagramme de Vorono�� repr�esente un moyen e�cace pour
d�ecrire, manipuler et interpr�eter des entit�es g�eom�etriques. Plus de d�etails sur
les travaux fond�es sur l'utilisation du graphe de Vorono�� sont donn�es dans [1],
[27], [28], [63], [99] ou [119].

�A la �n de la proc�edure de division vient la deuxi�eme �etape, la fusion, o�u les
�el�ements g�eom�etriques adjacents peuvent ou non fusionner selon un crit�ere de si-
milarit�e pr�e-�etabli, permettant la d�etection des entit�es dans l'image. Une �etude des
strat�egies sur la fusion des r�egions est pr�esent�ee �a la section 4.3.2.

Le lien entre les approches de segmentation bas�ees sur la croissance de r�egions en
utilisant les regroupements d'ensembles de points et les techniques de segmentation
par division et fusion est tr�es �etroit. En fait, lorsqu'on commence la fusion on a deux
choix : soit les primitives r�egions sont les pixels (m�ethodes bas�ees sur la croissance de
r�egions), soit elles sont des regroupements de pixels ayant une certaine homog�en�eit�e,
fournis par l'�etape de division (m�ethodes de division et fusion). Cela veut dire, si
l'image passe d'abord par l'�etape de division, que la fusion d�ebute �a partir de r�egions
homog�enes, sinon les germes sont des pixels.

Approches pyramidales

En traitement d'images, une structure pyramidale est un empilement d'images
de r�esolution d�ecroissante depuis la base jusqu'�a l'apex. En fait, les techniques de
croissance de r�egion qui proc�edent par fusion sont consid�er�ees comme des techniques
pyramidales. La base de la pyramide est repr�esent�ee par un graphe d'adjacence o�u
chaque pixel de l'image est un sommet du graphe. Chaque sommet qui n'est pas
pr�esent dans un niveau k de la pyramide, est obligatoirement repr�esent�e par un
autre sommet qui appartient �a ce niveau.

Dans [11, 60, 61] l'id�ee d'utiliser une structure irr�eguli�ere pour la repr�esentation
de courbes est d�evelopp�ee. Plus de d�etails �a propos du mod�ele pyramidal en analyse
d'images peuvent être trouv�es dans [13], [50], [76], [83] ou [106].

Les structures pyramidales sont pr�esent�ees au chapitre 4 et une attention sp�eciale
est donn�ee �a la structure irr�eguli�ere dans la section 4.5. Le chapitre 5 est d�edi�e au
d�eveloppement d'une structure pyramidale oue.

2.1.4 La post-segmentation

Au terme de la segmentation on dispose d'une repr�esentation du support de
l'image en entit�es. Selon l'application vis�ee, il peut être important de d�e�nir claire-
ment des connaissances pr�ecises que l'on a sur les formes �a traiter. Ces connaissances
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de sorte que chaque r�egion crô�t pixel par pixel.

{ regroupement d'ensembles de points Au d�epart les r�egions-germes peu-
vent être les pixels. Un graphe 2 repr�esentant les adjacences entre les primitives
r�egions est construit de mani�ere �a ce que chaque r�egion-germe soit repr�esent�ee
par un sommet, et une arête est cr�e�ee entre deux sommets si et seulement si les
r�egions qu'ils repr�esentent sont adjacentes. Si on associe �a chaque arête de ce
graphe le coût de fusion entre les deux sommets adjacents, nous pouvons utili-
ser ce \nouveau graphe pond�er�e" pour choisir les meilleures fusions de fa�con �a
minimiser la perte d'information. Chaque fusion entrâ�ne une contraction dans
le graphe d'adjacence. Les strat�egies sur la fusion des r�egions sont pr�esent�ees
�a la section 4.3.2.

Pour plus de d�etails �a propos de la segmentation par croissance de r�egions,
voir [40], [92], [98], [117], [118] ou [128].

Approches par division et fusion

Dans les approches de segmentation par division et fusion l'image initiale est
consid�er�ee tout d'abord comme une seule r�egion. Elle sera ensuite partag�ee it�erative-
ment en r�egions de plus en plus petites, selon un crit�ere de similitude. Ce d�ecoupage
est r�ecursif, s'arrêtant pour une r�egion lorsqu'elle respecte un crit�ere d'homog�en�eit�e.
Cette phase de division est normalement r�ealis�ee selon une structure g�eom�etrique.
Citons trois structures possibles :

{ l'arbre quaternaire (structure \quadtree") En segmentation d'images,
la structure quadtree [38, 39, 111, 113] op�ere de fa�con �a ce que l'image soit
d�ecoup�ee r�ecursivement en carr�es jusqu'�a ce que chaque carr�e soit homog�ene.
La r�ecursivit�e vient du fait qui chaque carr�e doit être d�ecoup�e en 4 carr�es s'il
ne respecte pas le crit�ere d'homog�en�eit�e. Deux inconv�enients de cette approche
sont la non invariance en translation 3 de l'image, et le fait que la segmentation
par quadtree est totalement fond�ee sur des crit�eres g�eom�etriques.

{ structure de Delaunay Cette approche [20] consiste �a partitionner l'image
en triangles. Tant qu'un triangle ne respecte pas un crit�ere d'homog�en�eit�e, il
est subdivis�e en trois triangles par l'insertion d'un germe �a son barycentre. La
triangulation de Delaunay est alors une proc�edure r�ecursive, parall�ele, moins
stricte que la pr�ec�edente (car la longueur des arêtes des triangles est variable),
mais la segmentation reste largement guid�ee par un facteur g�eom�etrique.

{ structure de Vorono�� La structure de Vorono�� est duale de la structure
de Delaunay, en revanche ses contraintes g�eom�etriques sont moins fortes car
l'image est partitionn�ee en polygones qui comportent un nombre de côt�es non

2La section 2.3 est d�edi�ee �a la pr�esentation des notions de base de la th�eorie des graphes.
3Nous dirons qu'une m�ethode est invariante par translation si les r�esultats ne varient pas en cas

de translation ou rotation de l'image.
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Les m�ethodes de classi�cation

En reconnaissance de formes, les techniques de classi�cation sont celles qui ont
pour but d'organiser un ensemble de donn�ees en classes (\clusters") de mani�ere
que chaque forme (�el�ement) dans une classe soit plus similaire au \prototype" qui
repr�esente cette classe qu'�a toute autre forme appartenant �a une autre classe.

La technique de classi�cation la plus simple proc�ede par binarisation, o�u les pixels
de l'image sont partag�es par un seul seuil s en deux classes : ceux qui appartiennent
au fond et ceux qui appartiennent �a la sc�ene. C'est le processus de seuillage. L'image
est alors s�epar�ee en deux classes de fa�con �a ce que l'information comprise entre 0 et
s soit retenue (c.�a.d. les pixels de niveau de gris entre 0 et s seront accept�es) et les
autres non ; ou vice-versa. Chacune de ces classes sera d�ecompos�ee en composantes
connexes pour constituer les entit�es dans l'image.

Cette technique est malheureusement tr�es sensible aux bruits et ne peut être
employ�ee que dans des applications sp�eci�ques. Le grand avantage des m�ethodes de
seuillage par classi�cation vient du fait que si on consid�ere deux pixels quelconques de
même niveau de gris, ils seront trait�es de la même fa�con. Ces deux pixels auront donc
le même degr�e d'appartenance �a chacune des classes. Il n'est pas alors n�ecessaire de
classer tous les pixels d'une image, mais simplement de classer les di��erentes valeurs
de niveaux de gris que l'on trouve dans celle-ci.

Plusieurs m�ethodes de seuillage peuvent être trouv�ees dans [65], [87], [53], [57], [96]
ou [97]. Les quatre derni�eres seront �etudi�ees plus attentivement dans le chapitre 3.

Il est souvent n�ecessaire de diviser l'image en un nombre de classes sup�erieur �a
deux ; dans ce cas, pour obtenir k classes il faut k � 1 seuils ; c'est le processus de
multiseuillage. Nous pouvons dire alors que, plus g�en�eralement, seuiller une image
�equivaut �a regrouper les niveaux de gris en classes selon un crit�ere de similitude.
Chaque r�egion est ensuite �etiquet�ee par identi�cation des composantes connexes.
La di�cult�e de cette approche consiste �a d�eterminer le nombre de classes pr�esentes
dans l'image. Les algorithmes de multiseuillage les plus repr�esentatifs sont celui de
Fisher [37], qui est pr�esent�e dans la section 3.1.5, et celui de Bhattacharya [10], qui
est fond�e sur le comportement du logarithme de la fonction histogramme de l'image.

D'autres m�ethodes de classi�cation peuvent être trouv�ees dans [44], [56] ou [124]
par exemple.

Croissance de r�egions

Dans cette technique, l'image est initialement d�ecompos�ee en primitives r�egions,
une r�egion pouvant être compos�ee d'un seul pixel. Ensuite, ces r�egions sont regrou-
p�ees it�erativement selon un crit�ere de similarit�e jusqu'�a ce qu'il n'y ait plus de fusion
possible.

Ces m�ethodes peuvent être partag�ees en deux groupes selon la fa�con de regrouper
les r�egions :

{ agr�egation de points Des germes sont judicieusement choisis, chaque germe
fusionne avec un premier pixel, puis avec un deuxi�eme, et ainsi it�erativement
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2. les op�erations sur voisinages o�u la nouvelle valeur du pixel est obtenue �a partir
des valeurs des niveaux de gris de ses voisins ;

3. les op�erations globales o�u l'�etendue de la transformation est toute l'image,
pixel par pixel.

Le �ltrage est une op�eration de pr�e-traitement qui, �a un signal d'entr�ee x appar-
tenant �a un espace E, associe un signal y appartenant �a un sous-espace F de E [110].
Souvent il est utilis�e pour l'extraction de l'information d'un signal bruit�e. Pour plus
d'informations �a propos des techniques de pr�e-traitement, voir [2], par exemple.

Apr�es l'�elimination des informations superues et inutiles par le pr�e-traitement,
l'image peut être segment�ee.

2.1.3 La segmentation d'images

Le but de la segmentation est d'extraire dans l'image les objets constituant la
sc�ene, plus pr�ecis�ement, le support de l'image devra être partitionn�e en �el�ements
de surface, de mani�ere �a ce que chaque �el�ement corresponde �a une entit�e au niveau
de la sc�ene analys�ee. A chaque entit�e localis�ee est associ�ee une composante connexe
�etiquet�ee. Une image X est alors partitionn�ee en r�egions Xi telles que :

1. Ri 6= ; 8i ;

2. Ri \ Rj = ; si i 6= j ;

3. X =
[
i

Ri ;

4. Ri est connexe 8i ;

5. il existe un pr�edicat 1 P tel que P(Ri) = vrai 8i ;

6. P(Ri [Rj) = faux si i 6= j et Ri et Rj sont adjacentes.

Les m�ethodes de segmentation existantes peuvent être s�epar�ees en deux groupes :
segmentation par r�egions (o�u les pixels de chaque r�egion sont connect�es par l'unifor-
mit�e de leurs caract�eristiques, telles que : luminance, couleur, coordonn�ees, d�esordre
local) et segmentation par contours (bas�ee sur la recherche des discontinuit�es lo-
cales). De nombreux d�etecteurs de contours ont d�ej�a �et�e propos�es. Les premiers
([74], [95]) utilisaient la notion de gradient ou de laplacien ; ensuite d'autres tech-
niques utilisant la multi-r�esolution ([4], [69]) et d'autres crit�eres ([14], [54]) sont
apparues.

Nous nous int�eressons aux techniques de segmentation fond�ees sur les r�egions.
Ci-dessous nous d�ecrivons les plus connues.

1Le pr�edicat est un crit�ere d'homog�en�eit�e qui peut être fond�e sur la luminance, le d�esordre local
ou un indice de texture, par exemple.
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�Etant bruit�ees ou oues, ces images doivent passer par un pr�e-traitement avant
toute op�eration de d�etection, o�u l'information d�egrad�ee est restaur�ee. Dans cette
�etape, des d�etails de l'image peuvent être rehauss�es par plusieurs techniques.

Ensuite vient la phase la plus importante et la plus di�cile du processus d'analyse
d'images : la segmentation. Segmenter une image correspond �a trouver les r�egions
qui ont un sens. Cette �etape doit permettre d'interpr�eter la sc�ene aussi bien que le
ferait l'observateur.

A partir de l�a, viennent les traitements de haut niveau, tels que la description
de l'image, la reconnaissance des formes et les d�ecisions qui pourront être prises �a
partir des r�esultats fournis par la segmentation.

Comme nous l'avons remarqu�e, pour arriver �a la reconnaissance des formes dans
une image, plusieurs �etapes sont n�ecessaires. Nous les avons d�ecrites bri�evement
mais plusieurs termes restent �a d�e�nir. Nous le faisons maintenant, en même temps
qu'on donne une notion plus pr�ecise de chacune de ces �etapes.

2.1.1 La repr�esentation discr�ete d'une image

La notion d'image qui est utilis�ee dans la suite est de nature bidimensionnelle
discr�ete. A chaque �el�ement (pixel) de l'image, correspond un niveau d'intensit�e lu-
mineuse (appel�e niveau de gris) appartenant �a f0; 1; : : : ; N � 1g o�u 0 correspond
au manque total d'illumination (couleur noire), N � 1 est la couleur blanche et les
autres valeurs sont des niveaux de gris entre le noir et le blanc.

D�e�nition 1 On d�e�nit l'histogramme des niveaux de gris d'une image comme
�etant la fonction h : [0::N � 1] ! N qui associe �a chaque niveau de gris entre 0
et N-1 la quantit�e de pixels de l'image qui poss�edent cette intensit�e lumineuse.

Une image (1; : : : ;M1)� (1; : : : ;M2), compos�ee donc de M = M1 �M2 �el�ements,
sera repr�esent�ee en N niveaux de gris (0; 1; : : : ; N � 1). Voir, comme exemple, l'his-
togramme montr�e dans la �gure 3.1(b) (page 42).

2.1.2 Pr�e-traitement

Des images brutes m�emoris�ees par un syst�eme de vision contiennent une quantit�e
�enorme d'information. Cette quantit�e, souvent trop importante, peut être r�eduite
en utilisant des proc�edures de pr�e-traitement.

Le pr�e-traitement consiste �a s�electionner dans l'espace de repr�esentation E l'in-
formation F � E n�ecessaire �a l'application [2]. Cette s�election passe souvent par
l'�elimination du bruit dû aux conditions d'acquisition, par la normalisation des don-
n�ees ainsi que par l'homog�en�eisation (suppression des informations redondantes,
superues et inutiles pour l'application vis�ee).

Les op�erations de pr�e-traitement peuvent être class�ees en 3 groupes :

1. les op�erations ponctuelles qui modi�ent ponctuellement les valeurs des niveaux
de gris des pixels ;



Chapitre 2

Notions de base

Nous allons tout d'abord faire la pr�esentation du processus d'analyse d'images
dans ce chapitre. Les �etapes de ce processus seront d�ecrites et nous allons �etudier
avec plus d'attention la partie concernant la segmentation d'images.

Le deuxi�eme point d'int�erêt est la pr�esentation de l'entropie comme mesure d'in-
formation, qui sera utilis�ee surtout dans le chapitre 3 au moment de d�evelopper
des m�ethodes de seuillage. La th�eorie des graphes, qui donne le support th�eorique
des algorithmes d�evelopp�es dans le chapitre 4 constitue le point d'int�erêt suivant,
avant la pr�esentation de la logique oue, qui sert de point de d�epart pour tous les
d�eveloppements nouveaux apport�es par ce travail. Dans ce chapitre, en particulier,
un historique de la logique oue en segmentation d'images est pr�esent�e.

2.1 Le processus d'analyse d'images

Le processus d'analyse d'images, qui a pour but de fournir une description ou
une interpr�etation d'une sc�ene �a partir de l'information extraite de l'image, peut
être d�ecompos�e en plusieurs �etapes, comme le montre la �gure 2.1.

ACQUISITION

DESCRIPTION SEGMENTATION

SCENE

DECISION

PRE-TRAITEMENT

Fig. 2.1 - �Etapes du processus d'analyse d'images

Au d�ebut, on doit faire l'acquisition d'une sc�ene, en discr�etisant l'image r�eelle
continue. Normalement la quantit�e d'information brute initiale, apr�es la discr�eti-
sation, est tr�es volumineuse et di�cile �a manipuler. De plus, cette discr�etisation
entrâ�ne une perte d'information, de même qu'elle nous pose des probl�emes d'ordre
technique, comme l'illumination et la texture, entre autres.

5



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION



3

segmentation permettra de faire la corr�elation des caract�eristiques physiologiques
des cellules (contenu en ADN, activit�e mitochondriale, constituants du cytosque-
lette), r�ev�el�ees par des marqueurs sp�eci�ques uorescents, avec les caract�eristiques
morphologiques de la cellule enti�ere (forme, surface, mouvements). Les principales
di�cult�es r�esident dans l'h�et�erog�en�eit�e interne des cellules et dans la pr�esence d'un
fond inhomog�ene dont l'histogramme de niveaux de gris est confondu avec celui des
objets.

Apr�es cette br�eve introduction, nous allons d�ecrire dans le chapitre 2 les princi-
pales �etapes du domaine le plus vaste de la reconnaissance des formes : le processus
d'analyse d'images. En outre, l'entropie comme mesure d'information, la th�eorie des
graphes et la logique oue, des outils de base n�ecessaires �a la compr�ehension et au
d�eveloppement de ce travail, seront pr�esent�es. Dans le chapitre 3 un survol des
m�ethodes les plus connues de seuillage est fait. Encore dans ce chapitre, des nou-
velles techniques de seuillage oues fond�ees sur l' entropie seront propos�ees. Une
coop�eration entre les techniques �etudi�ees sera propos�ee avec pour but de seuiller
des images cytologiques qui sont r�eput�ees être di�ciles �a segmenter. Les structures
pyramidales pour la segmentation sont pr�esent�ees dans le chapitre 4. Une attention
sp�eciale est donn�ee �a la structure irr�eguli�ere. Le chapitre 5 est d�edi�e �a l'introduc-
tion d'�el�ements venus de la logique oue dans les m�ethodes de segmentation bas�ees
sur les pyramides de graphes. Une comparaison entre les r�esultats obtenus dans ce
chapitre et ceux des chapitres 3 et 4 est pr�esent�ee. Finalement, dans le chapitre 6
les conclusions et perspectives de ce travail sont expos�ees.
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{ la reconnaissance des empreintes digitales.

L'incertitude peut être pr�esente au niveau d'une image form�ee �a partir des don-
n�ees acquises car une image en deux dimensions n'est que la projection d'une sc�ene
sur un plan, r�ealis�ee par des instruments qui sont toujours sujets �a des erreurs de
pr�ecision et de manipulation. Même �a la �n du processus d'analyse d'images, quand
il est n�ecessaire de porter un jugement sur un r�esultat, ce jugement �etant souvent
subjectif, l'incertitude est pr�esente.

Ainsi nous pouvons trouver l'incertitude et l'impr�ecision �a tous les niveaux
d'un syst�eme de traitement, analyse et interpr�etation d'images. Il est important de
savoir appr�ehender ce genre d'information, incertaine et impr�ecise, dans un niveau
quelconque du syst�eme pour pouvoir travailler avec elle dans les niveaux suivants,
de fa�con �a contrôler sa propagation et pouvoir en tirer pro�t.

Avoir un mod�ele math�ematique qui traite des informations tach�ees d'incertitude
et d'impr�ecision dans un syst�eme visionique peut être alors int�eressant.

Une logique multivalente1 qui consid�ere et manipule ce genre d'information in-
compl�ete, fond�ee sur l'id�ee d'appartenance d'un �el�ement �a plusieurs classes en même
temps, est la logique oue.

\La logique oue est une branche de l'intelligence arti�cielle qui aide les ordina-
teurs �a teinter de gris et de bon sens des repr�esentations d'un monde incertain [58]."

Dans la th�eorie classique des ensembles, un �el�ement ne peut appartenir �a la fois
�a un ensemble et �a son compl�ementaire ; il ne peut pas, non plus, n'appartenir �a
aucun des deux. C'est le principe qui �evite �a un objet la contradiction d'être, en
même temps une chose, et de ne pas l'être. Les ensembles ous violent �a un certain
niveau ces lois du tiers exclu et de non-contradiction [58].

En logique oue les �el�ements poss�edent des degr�es d'appartenance �a des en-
sembles. La seule contrainte est que la somme des degr�es d'appartenance d'un �el�e-
ment �a des ensembles compl�ementaires soit �egale �a l'unit�e.

La fonction d'appartenance n'est pas de nature al�eatoire. Il ne faut pas confondre
ses valeurs avec des pourcentages issus des probabilit�es car ces derni�eres mesurent
si quelque chose risque de se produire et le ou mesure le degr�e d'existence d'un fait
ou d'une condition.

L'impr�ecision dans une image peut s'exprimer soit en termes d'ambigu��t�e d'ap-
partenance d'un pixel �a l'image ou au fond (s'il est noir ou blanc), soit au niveau de
l'ind�e�nition de la forme et de la g�eom�etrie d'une r�egion dans l'image, soit de l'asso-
ciation des deux facteurs pr�ec�edents [88]. Nous allons introduire des m�ecanismes de
la logique oue en segmentation d'images avec l'objectif d'obtenir des r�esultats
plus pr�ecis �a travers deux strat�egies de segmentation : le seuillage et l'agr�egation de
r�egions par pyramides de graphes.

Dans ce travail nous nous int�eressons particuli�erement au probl�eme de l'analyse
quantitative des populations cellulaires dont la segmentation est une des �etapes
cl�es. Dans des sc�enes observ�ees en microscopie �a contraste de phase, une bonne

1Une logique est multivalente si elle admet des valeurs de v�erit�e en dehors de l'ensemble :
fvrai; fauxg:



Chapitre 1

Introduction

En donnant �a la machine la possibilit�e de percevoir, l'homme a certainement
franchi un pas important dans l'automatisation de ses tâches quotidiennes. Cette
automatisation est sensible dans le domaine de la reconnaissance de la parole,
par exemple, o�u la commande vocale, la dict�ee automatique et la traduction en temps
r�eel de langues �etrang�eres sont quelques unes de ses applications les plus connues.
Nous pouvons citer aussi la reconnaissance de l'�ecriture avec l'identi�cation des
ch�eques bancaires, l'archivage de documents et la lecture et reconnaissance d'adresses
pour le tri automatique du courrier.

En quelques ann�ees, les progr�es techniques au niveau du traitement des images
num�eriques ont permis un �elargissement consid�erable dans le domaine de la vision
assist�ee par ordinateur [94].

Parmi les applications dans ce domaine, qui comprend le traitement, l'analyse et
l'interpr�etation d'images, nous pouvons signaler, sans être exhaustifs :

{ la m�edecine avec l'analyse d'images de radiographies ou d'�echographies, la nu-
m�eration cytologique des pr�eparations microscopiques (indication du nombre
de chaque type de cellules pr�esentes dans le champ d'observation) ;

{ le contrôle de qualit�e dans l'industrie avec l'analyse de d�efauts dans des pi�eces
ou l'identi�cation, le triage et la localisation d'objets ;

{ l'astronomie avec les mesures astrom�etriques et la d�etection automatique d'�etoi-
les ;

{ la robotique avec le contrôle des mouvements des robots et la plani�cation de
trajectoires ;

{ la g�eophysique avec l'analyse d'images du sol en p�etrographie ou l'analyse
d'images a�eriennes d'une aire g�eographique, pour la d�etection des �etendues
d'eau, des forêts, des zones cultiv�ees, des routes ou des voies ferr�ees ;

{ l'analyse d'images de satellites pour les pr�evisions m�et�eorologiques ou la sur-
veillance de cultures ;

1
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Abstract

In opposite to classic logic, fuzzy logic enables to manipulate another truth values
than \true" or "false". In this work, we study the introduction of this logic in image
segmentation process. First and second order techniques are presented and applied
to several images.

Two thresholding methods, based on fuzzy entropy are developped. A cooperation
between these methods and the adaptated classic entropy is proposed to segment
cytological images.

Second order segmentation techniques that use the pyramid notion are presented.
Irregular pyramids are studied and their theoretic support based on graphs theory
is formalised. The introduction of a fuzzy factor on segmentation process, based in
the graphs pyramid is proposed. This is donne with fuzzy vertices and edges, which
create the fuzzy pyramid. All procedures are parallelisable. The order in which the
graphs elements of the pyramid levels are evaluated doesn't have any importance.

Key-words:

Fuzzy logic, image segmentation, graphs theory, entropy, irregular pyramids, fuzzy
pyramid, thresholding.
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R�esum�e

Contrairement �a la logique classique, la logique oue permet de manipuler d'autres
valeurs de v�erit�e que le \vrai" et le \faux" absolus. Dans ce travail, nous �etudions
l'introduction de cette logique dans les processus de segmentation d'images. Des
techniques de premier et de deuxi�eme ordre sont pr�esent�ees et appliqu�ees �a plu-
sieurs images.

Deux m�ethodes de seuillage bas�ees sur l'entropie oue sont d�evelopp�ees. Une
coop�eration entre ces m�ethodes et l'entropie adapt�ee classique est propos�ee pour la
segmentation d'images cytologiques.

Nous pr�esentons les m�ethodes de segmentation de deuxi�eme ordre utilisant la no-
tion de pyramide. Les pyramides irr�eguli�eres sont �etudi�ees et leur support th�eorique,
bas�e en th�eorie des graphes, est formalis�e. L'introduction d'un facteur d'incertitude
dans le processus de segmentation, bas�e sur la pyramide de graphes, est propos�ee.
Cela se fait �a l'aide de sommets et arêtes ous, cr�eant la pyramide oue. Toutes les
proc�edures restent parall�elisables et l'ordre d'�evaluation des �el�ements des graphes
repr�esentant les niveaux de la pyramide n'a pas d'importance.

Mots-cl�es :

Logique oue, segmentation d'images, th�eorie des graphes, entropie, pyramides
irr�eguli�eres, pyramides oues, seuillage.
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