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Résumé

L’objectif de cette these est de montrer comment la géométrie algorithmique en
générall'et les diagrammes de Voronoi en particulier peuvent intervenir en analyse
d’imagesl'discipline qui est notre centre d’intérét.

Le propos de I’analyse d’'images est la description du contenu d’une imagel'en
vue de l'interprétation et de la prise de décision.

La géométrie algorithmique consiste a trouver des algorithmes efficaces en vue de
résoudre des problemes a caractere géométrique.

Nous nous intéresserons ici au probleme de représentation des images par des
partitionnements plus ou moins complexesl'adaptés ou non au contenu informatif
des images. Parmi les partitionnementsI'nous développerons plus particulierement
celui en régions de Voronoi.

Nous aborderons ensuite le probleme du codage de formes tridimensionnelles par
leur squelette qui est lié au graphe de Voronoi.

La segmentation des images est une partie importante de ’analyse des images.
Nous en donnerons une nouvelle approche dans un contexte pyramidallinitialisé par
une partition en régions de Voronoi et contrélé par les réseaux de Hopfield.

EnfinI'une utilisation des champs de Markov pour déterminer une partition opti-

male en un sens a définir sera abordée.
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Notations et Conventions

Notations

DVP ... ... ... Diagramme de Voronoi Ponctuel

DVG ......... Diagramme de Voronoi Généralisé

Voxel ......... “Volume element”

Pixel ......... “Picture element”

S Ensemble fini de points (ou d’objets)

VOR(S) ...... Diagramme de Voronoi Ponctuel de I’ensemble S
DEL(S) ...... Diagramme de Delaunay de I’ensemble S
CONV(S) .... Enveloppe convexe des points de S

Vors(p) ...... Région de Voronoi associée au site p dans S
Ns(p) «oonent. Ensemble des sites voisins de p dans DFEL(S)
PE(p) ........ Polyedre étoilé associé au site p

DEL,S) ..... Tétraedres de Delaunay ne contenant pas p
E,(S) ... Sommets de VOR(S) supprimés en insérant le site p
B(p1,pa, ps,pa)  Sphere circonscrite aux germes p;I'paI'pslet py
Card(F) ..... Cardinal d’un ensemble fini

Vol(X) ....... Nombre de voxels contenus dans X

Surf(X) ..... Surface de X (Polyedre ou polygone)

m(X) ........ Moyenne des voxels contenus dans X

o(X) ool Ecart type des voxels contenus dans X
Bary(X) ..... Barycentre de X

n(v) oo Niveau de gris d’un voxel

B(X,)Y) ...... Bissectrice de deux éléments simples
Sep(X,Y) .... Séparateur de deux ensembles

HX,)Y) ...... Région des points plus proches de X que de Y
Sp(X) oo, Squelette d’une forme

vii



Conventions

Pour plus de clartél’ quand nous renvoyons a une section sans mentionner le
chapitrelelle se trouve dans le chapitre ; sinonI'nous indiquons le chapitre. Nous ap-
pliquons la méme regle aux définitionsI'théoremes['propositions. S’ils sont référencés
dans la section ou ils sont définisI'nous ne mentionnons ni la section ni le chapitre ;
s’ils sont référencés dans le chapitre ou ils sont définis nous ne mentionnons pas le

chapitre; sinon nous mentionnons et le chapitre et la section.
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Chapitre 1

Introduction

“La Fievre d’Urbicande” (Schuiten et Peeters).

“Human intuition is often guided by visual perception. If one sees an underlying

structure, the whole situation may be understood at a higher level.”

. Aurhennamer



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Introduction

Dans ce mémoire de these nous allons montrer comment utiliser des outils issus
de la la géométrie algorithmique et plus particulierement les diagrammes de Voronot
en analyse d’images [411'115].

Nous utiliserons donc les diagrammes de Voronoi dans différents problemes d’ana-

lyse d’images :
e représentation d’images en régions de Voronoil’
e squelettisation d’objets polyédriquesl’
e segmentation d’images.

Nous donnerons aussi une ouverture sur le probeme du partitionnement optimal
d’une image en régions de Voronoi.

La géométrie algorithmique [107'491'27] est une science encore jeune et géné-
ratrice de nombreux problemes faisant intervenir des entités géométriques: pointsl’
polyedresI'spheres... Ces problemes sont souvent posés en termes simples etl'pour-
tant'les solutionsI'quand elles existentl'utilisent souvent des outils complexes issus
des mathématiques. L’optimalité recherchée dans les solutions est souvent la source
de la principale difficulté. Mais ce souci d’efficacité est justifié par la grande taille
des problemes traités.

De nos jours les diagrammes de Voronoi et de Delaunay [781'5] forment une
partie importante de la géométrie algorithmique. Le diagramme qui porte le nom
de Voronoi serait apparu pour la premiere fois dans des écrits de Descartes en 1664
pour I’étude des planetes de notre systeme solaire. Mais ce n’est que bien plus tardl’
en 1850I'sous I'impulsion de DirichletI'puis en 19081'sous I'impulsion de Voronoi que
ce diagramme a trouvé ses lettres de noblesse.

Ce n’est qu’en 1934 que Delaunay introduit le diagramme qui porte son nom. Les
diagrammes de Voronoi et de Delaunay sont intimement liés puisqu’ils forment deux
graphes duaux.

Nous allons voir dans cette introduction pourquoi le diagramme de Voronoi est
un outil fondamental. Nous verrons ensuite les applications de ce diagramme a diffé-

rentes disciplines. Nous présenterons enfin un plan détaillé de ce mémoire de these.
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1.2 Voronoi... Pourquoi?

La question naturelle que nous sommes en droit de nous poser avant d’aborder
ce mémoire est la suivante: d’ou vient I'intérét porté aux diagrammes de Voronoi?

Un premier élément de réponse peut étre donné en considérant la simplicité de
la définition du diagramme de Voronoi donnée dans Preparata [107]. Soit ST un
ensemble de N points dans ’espace. Pour chaque point p; de ST'quel est I’ensemble
des points (x,y, z) dans I'espace qui sont plus proches de p; que de n’importe quel
autre point de 57

La solution au probleme posé est de partitionner ’espace en régions de Voronoi.

Un deuxieme élément de réponse est donné dans 'article de Aurenhammer [5] en

quatre points:

1. Les régions de Voronoi se retrouvent dans la nature: les cellules d'un tissu
dans le plan forment approximativement une partition de Voronoi [69][ ainsi
que les alvéoles des abeillesI'les bulles de savon [126] (Figure 1)I'les molécules

chimiques [421'92]T'ou encore les cristaux [56].

2. Les régions de Voronoi ont des propriétés mathématiques intéressantes et sur-
prenantes. C’est ce qui fait penser que les diagrammes de Voronoi sont I'une des
plus fondamentales constructions géométriques découvertes pour un ensemble

de points [5].

3. Il existe des algorithmes efficaces pour construire les diagrammes de Voronoi.
De plus ces diagrammes sont tres puissants pour résoudre en temps optimal
de nombreux problemes de géométrie algorithmique [107]: enveloppe convexel

problemes de proximité['arbre de poids minimum (minimum spaning tree)l’

graphe de Gabriel... [107].

4. La structure duale du diagramme de Voronoi (le diagramme de Delaunay)
admet elle aussi de tres bonnes propriétés géométriques et topologiques [107].
De plus le graphe de Delaunay est le graphe qui contient toutes les informations

locales [135].

Toutes ces remarques nous ont amené a exploiter du mieux que nous pouvions

les diagrammes de Voronoi et de Delaunay.
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———————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________

F1G. 1 - Bulles de savon (tiré de [126))
1.3 Applications des diagrammes de Voronoi

1.3.1 Applications en géométrie algorithmique

De nombreuses recherches portent sur la construction des diagrammes de Voronof.

Les deux classes d’algorithme les plus utilisées sont :
o la classe “split and merge”l’
o la classe “incrémentale”.

Ces deux classes sont extrémement intéressantes puisqu’elles permettent de ré-
soudre d’autres problemes de géométrie algorithmique commel'par exemplel'la dé-

termination de ’enveloppe convexe d’un ensemble de points du plan ou de I'espace
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[1071200'50].

De plus le calcul des diagrammes de Voronoi et de Delaunay permet de résoudre
en temps optimal des problemes de géométrie algorithmique commel'par exemple:
la recherche de tous les plus proches voisinsI'le calcul de I'enveloppe convexel'le
graphe de Gabriell'le MSTL..

Les calculs de la complexité de la construction des diagrammes de Voronoi et de
Delaunay donnent lieu a de nombreuses recherchesI'notamment en analyse “rando-
misée” [461'1321'24]'ou en moyenne [48]. Les techniques de calcul font appel a la

théorie des probabilités et sont assez élégants.

1.3.2 Applications diverses

Il est aussi a noter que les diagrammes de Voronoi et de Delaunay sont tres utiles

dans de nombreux domaines. Nous pouvons citer par exemple:

1. la sociologie cellulaire qui est 1’étude structure-fonction des cellules au sein

d’un tissu cellulaire [871'86]"

2. la reconstruction de surfaces a partir d’'un modele numérique de terrain [111T°

34T°6]0

3. la compression des images a 'aide de la théorie des IFS (Iterated Function

System) [441'431'37]"
4. la percolation au sein du diagramme de Delaunay ou de Voronoi [137]I
5. la reconstruction d’un volume [221'231'26]T"
6. l'interpolation de données tridimensionnelles obtenues par stéréo [25]T

7. la représentation et la segmentation des images 2D ou 3D [1T'1131'1361'106T°
381401'121'110]T°

8. la squelettisation d’objets bidimensionnels ou tridimensionnels [831'251'121T
74031194141

9. la classification vectorielle [79]T



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

10. la résolution des équations aux dérivées partielles en utilisant la méthode des
éléments finis sur des partitionnements en triangles ou en tétraedres ayant de

“bonnes” propriétés [1281'82]T
11. la morphologie mathématique [1381'84]|T"

12. la physique et la chimie [421'921'56].

Cette liste est bien entendue non exhaustivel'et nous ne doutons pas un instant

que d’autres applications existantes ont échappé a notre attention.

1.4 Plan

Ce mémoire de these sera articulé de la maniere suivante.

Dans le chapitre 2 nous rappellerons les notions essentielles a propos des dia-
grammes de Voronoi et de Delaunay. Nous donnerons donc les définitions et pro-
priétés fondamentales qui nous seront utiles par la suite. Puis nous insisterons sur les
algorithmes de construction: méthode incrémentalel’“divide and conquer”... Nous
détaillerons aussi les algorithmes de recherche des points les plus proches. Un algo-
rithme original de suppression de points sera proposé et enfin des calculs de com-
plexité concluront ce chapitre.

Dans le chapitre 3 nous parlerons de partitionnements du plan et de ’espace par
des éléments géométriques. Nous distinguerons les partitionnements non adaptatifs
(i.e. ne tenant pas compte des informations de niveaux de gris contenus dans les
images) des partitionnements adaptatifs (i.e. tenant compte des informations de
niveaux de gris contenus dans les images). Dans chacune de ces deux classes['nous
distinguerons les partitionnements rigides (i.e. le nombre d’éléments de base est
limité) des partitionnements non rigides (i.e. le nombre d’éléments de base est non
limité). Nous étudierons plus particulierement les partitionnements en carrés ou
en cubesl'en quadtrees ou en octreesl'en triangles ou en tétraedres de Delaunayl'et
enfin en polygones ou en polyedres de Voronoi. Nous apporterons une étude détaillée
comparative pour clore ce chapitre.

Dans le chapitre 4 nous étudierons la généralisation des diagrammes de Voronoi

a des éléments plus complexes que des points: segmentsl'polygones de I’espace ou
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polyedres. Ce chapitre est intéressant dans deux domaines:

1. en géométrie algorithmiquel'puisque nous donnons les équations des sépara-

teursl'et que nous proposons un algorithme de calcul pour approcher le DVG

3D par le DVP 3DTI’

2. en analyse d’images['puisqu’il existe une connexion entre les DVG 3D et les

squelettes d’objets 3D.

Ce chapitre sera largement illustré par des exemples.

Dans le chapitre 5 nous donnerons une nouvelle approche pour segmenter des
images dans un contexte pyramidal. L’originalité vient du fait que nous initialisons
la base de la pyramide avec les régions de Voronoi. Ceci permet de réduire le nombre
de niveaux de la pyramide au cours du processus de segmentationl'de diminuer
les temps de calcul et de pouvoir traiter des images de grande taille. Une autre
originalité provient du controle du processus de décimation de la pyramide. Nous
utilisons en effet I’approche nouvelle de Bischof [17]'qui construit un stable a ’aide
des réseaux de Hopfield. Notre méthode sera validée par quelques exemplesI'mais
nous insisterons sur les orientations futures a prendre pour poursuivre notre travail.

Le chapitre 6 est une prospection sur les champs de Markov liés aux diagrammes
de Voronoi. Une premiere application est une généralisation du travail de Geman &
all pour segmenter des images texturées [60]. Notre généralisation consiste a utiliser
un partitionnement en régions de Voronol adapté aux images plutot que d’utiliser
un partitionnement rigide en carrés. Une deuxieme application consiste a générer un
partitionnement en régions de Voronoi optimall'en un sens que nous préciserons.

Nous donnerons enfin une conclusion générale a tous nos travaux.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Diagramme de Voronoi Ponctuel

3D.

Ce chapitre est une présentation approfondie du diagramme de Voronoi ponctuel
3D (DVP 3D)I'branche de la géométrie algorithmique.

Nous insistons sur les définitions formelles et les propriétés fondamentales du
DVP 3D. Une large part est consacrée aux algorithmes de constructionl'en particu-
lier aux algorithmes incrémentaux quil'par leur nature mémel'sont intrinsequement
dynamiques. Nous présentons aussi un algorithme de remise a jour par suppression
de germes['algorithme qui nous sera utile par la suite. Des études de complexité
théoriques sont détailléesI'puisque efficacité des algorithmes de construction du
DVP 3D en dépend.

Toutes les notions introduites dans ce chapitre seront constamment utilisées par
la suite. Notre but est donc aussi de donner les bases nécessaires a la compréhension

des autres chapitres.
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2.1 Introduction

La géométrie algorithmique concerne 1’étude algorithmique de problemes géomé-
triques. Les deux ouvrages de base concernant la géométrie algorithmique sont ceux
de Preparata&Shamos [107] et de Edelshrunner [49].

L’étude des DVP 3D est une branche importante de la géométrie algorithmique
[5I'781'64]. Les raisons en sont la diversité et la richesse des algorithmes de construc-
tion des DVP: algorithmes de type “divide and conquer”I'algorithmes de type in-
crémental... (section 2.3) et les liaisons avec d’autres problemes constituant une
préocupation de la géométrie algorithmiquel' notamment la recherche de tous les
plus proches voisinsIle calcul de la triangulation de Delaunayl'le calcul d’enveloppes
convexes...

La raison d’étre de ce chapitre est de donner les notions de base des DVPI'qui
nous seront utiles tout au long de ce mémoire de these.

Nous apportons aussi une contribution sur les points suivants:

e amélioration de I'algorithme de Bowyer (section 2.4)I"
e amélioration de I'algorithme d’incrémentation quaternaire (section 2.5.3)I'
e amélioration de I'algorithme de suppression (section 2.6)I"

e calculs de complexité des algorithmes incrémentaux (section 2.7).

Il est a noter que dans tout ce chapitrel'sauf mention explicite du contrairel'nous

nous mettrons sous I’hypothese (H) suivante:

Hypothese H. Soit S un ensemble de n points appelés aussi sites ou germes

de lespace :

S={peRi=1,...,n}

Nous supposerons que cing sites ne sont pas cosphériques, et que quatre sites ne sont

pas coplanaires

Cette hypothese est classique en géométrie algorithmiquelet évite des ambiguités
topologiques au sein du graphe de Delaunay (Définition 2.3). Elle assure que le

graphe de Delaunay existe et est unique.
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En 2DI'Thypothese (H) suppose simplement que quatre sites ne sont pas cocir-
culaires.
L’illustration 2 donne un exemple dans IR* de 4 points cocirculaires: dans cet

exemple on ne sait pas dire si les sites p; et p; sont voisins (de méme pour les sites

e et pr).

pk

pi

FiG. 2 - Exemple de quatre sites cocirculaires donnant une ambiguité sur la topo-

logie du graphe de Delaunay.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans un premier temps (section 2.2)I'nous
donnons les définitions et propriétés nécessaires a la compréhension de notre ex-
posé. La section 2.3 est une présentation générale des algorithmes de construction
du DVP 3D. La section 2.4 détaille plus spécifiquement les algorithmes incrémen-
taux pour la construction du DVP 3D. La section 2.5 montre comment localiser un
point dans l'espacel’en fonction d’une structure de données. La section 2.6 présente
un algorithme général pour supprimer un germe dans un DVP 3D. Des calculs de
complexité seront faits dans la section 2.7. Enfin nous donnons une conclusion et

une conjecture dans la section 2.8.

2.2 Définitions et propriétés

Dans cette sectionl'nous allons exposer les quelques définitions de base et les
propriétés fondamentales attachées aux diagrammes de Voronoi. Ce sont ces dé-

finitions et propriétés qui rendent les DVP si intéressants a étudier en géométrie
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algorithmiquel'et dans notre cas a utiliser en analyse d’images.

Définition 2.1 (Région de Voronoi) Soit S un ensemble fini de points de IR’.
Soit p un point de S. La région de Voronoi Vors(p) associée a p est 'ensemble des

points de IR® plus proches de p que de tous les aulres points de S :
VOTS(p) = {l‘ S BS,d(x,p) < d(l’,q),\V/q €5 _p}
ou d est la distance euclidienne.

Soit p et ¢ deux points de S. Si on note Il(p, ¢) le plan médiateur de p et de ¢
défini dans la section 4.3.1 du chapitre 4I'et H(p, ¢) le demi-espace limité par le plan
I(p, q) et contenant le point pl'alors on a:

Vors(p) = () H(p,q) (1)

qeES—p

Par conséquentl'chaque région de Voronoi est polyédrale et convexe comme inter-

section de demi-espaces. On peut donc écrire:

Propriété 2.1 (Polyeédre de Voronoi) Toutes les régions de Voronoi sont polyé-

drales et converes (Figure 3).

* pl

*ps

* pil

F1G. 3 - Polyedre de Voronoi associé au site p; : les sites p;I'j € {1,...,11} sont les
sites voisins de p; (Définition 2.3).
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On pourra désormais parler de polyedres de Voronoi. De plusl'la définition 2.1
s’étend en dimension quelconque. Les polyedres de Voronoi deviennent des polytopes
de Voronoi.

A partir de la définition 2.1I'nous pouvons maintenant introduire la notion de
diagramme de Voronoi 3D pour un ensemble fini de pointsl'ou diagramme de Voronoi
ponctuel 3DI"que nous noterons DVP 3D. Il ne faudra pas confondre cette notion
avec la notion plus générale de diagramme de Voronoi pour un ensemble d’éléments
simples ou d’objetsl'ou diagramme de Voronoi généralisé 3D que nous noterons DVG

3D. Cette notion sera introduite dans le chapitre 4.

Définition 2.2 (Diagramme de Voronol Ponctuel) Le diagramme de Voronoi
(ou partition de Voronoi) d’un ensemble fini de points S est Uensemble de tous les
polyedres de Voronoi de S :

VOR(S) = | Vors(p).

p€eS
A partir de la définition 2.2['1 est intéressant de noter que le DVP 3D est une par-
tition de I'espace. Cette notion sera tres importante dans le chapitre 3 ou nous nous
intéresserons aux partitions volumiques adaptées a des images tridimensionnelles.
Le diagramme de Voronoi induit une notion de voisinage a travers les faces des
polyedres de Voronoi. Cette notion est codée dans le graphe de Delaunay. Formelle-

mentI'nous pouvons définir le graphe de Delaunay comme suit :

Définition 2.3 (Graphe de Delaunay) Le graphe dual du diagramme de Voro-
noi d’un ensemble fini S de points est le graphe de Delaunay. Deux points de S, p
et q, créent une aréte dans le graphe de Delaunay (i.e. p et g sont voisins) si, et

seulement si, Vors(p) et Vors(q) sont adjacents dans le diagramme de Voronoi':
DEL(S) = (S, E = {(p,q) € S*,Vors(p) N Vors(q) # 0}).

La définition 2.3 permet de donner la définition du voisinage d’un point p au sens

de Delaunay.

Définition 2.4 (Voisinage) Le voisinage au sens de Delaunay d’un point p € S
est défini par:
Ns(p) = {q € S tel que (p,q) € E}

ou I est 'ensemble des arétes du graphe de Delaunay.
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On peut noter que dans le voisinage (au sens de Delaunay) de p nous n’intégrons
pas p.

Une propriété extréemement intéressante et importante du graphe de Delaunayl’
que nous exploiterons dans le chapitre 3I'montre que ce graphe peut aussi étre
considéré comme une partition en tétraedres de ’enveloppe convexe de 'ensemble

des points de S (Figure 5). La propriété suivante précise cette notion :

Propriété 2.2 (Diagramme de Delaunay) Sous l'hypothése (H), le graphe de
Delaunay de S peut étre aussi considéré comme 'unique tétraédrisation de [’en-
veloppe convexe de S telle que lintérieur des sphéres circonscrites aux tétraédres

(pi, pi» Prs 1) € S* me contiennent aucun point de S :

DEL(S) = {(pi,pj» pr>p1) € S* tel que B(pi, pj, pr, pr) N (S — pi — pj — pr — p1) = 0}

Démonstration: Cette propriété est démontrée dans [107]. [ |
On pourra donc définir un tétraedre de Delaunay comme suit :

Définition 2.5 (Tétraedre de Delaunay) Un tétraédre T = (p;, pj, px, p1) ot p;,
Pj, Pk, el pp sont dans S est un tétraedre de Delaunay si, et seulement si, l'intérieur

de la spheére circonscrite a T ne contient aucun point de S :

B(pivpjvpkvpl) N (S_pl —P; — Pk _pl) = @

Dans un tel cas, les arétes [p,ql, p,q € (pi,pj,Pr,p1), P # q, sont des arétes de
Delaunay.

Nous pourrons donc désormais parler de tétraedres de Delaunay (Figure 4).
Comme pour les régions de Voronoil'la définition 2.5 s’étend en dimension quel-
conque. Les tétraedres de Delaunay deviennent des simplexes de Delaunay.

La figure 5 est une illustration du diagramme de Voronoi et de la triangulation
de Delaunay pour un ensemble de points du plan.

Introduisons maintenant d’autres propriétés qui seront importantes pour la suite.

Propriété 2.3 Sous l'hypothése (H), chaque sommet de Voronoi provient de Uinter-

section d’exactement quatre polyédres de Voronot.

Propriété 2.4 Soit s un sommet de Voronoi de VOR(S). Sous Uhypothése (H), il

existe exactement j sites générateurs de s et 4 sommets voisins.
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B(Pi, Fj, Pk, Pl)

F1G. 4 - Tétraedre de Delaunay : la sphere B(p;, pj, p, p1) est vide de tout point de
S.

Démonstration: s est voisin de 4 sommets de Voronoi car (propriété 2.3) s est a
I'intersection d’exactement quatre polyedres de Voronoi. Les quatre sites générateurs
de ces quatre polyedres sont les quatre sites créant s (i.e les quatre sites définissant

le tétraedre dual de s). [ |

Cette propriété a permis a Bowyer [30] de trouver un codage astucieux de la

structure du diagramme de Voronoi comme nous le verrons dans la section 2.3.

Propriété 2.5 Soit p un point de S. Si q est le point le plus proche (au sens de la
distance euclidienne) de p parmi les points de S — p, alors Uaréte [p,q] est une aréte

de DEL(S).

Cette propriété est tres utile pour les algorithmes incrémentaux comme nous le

verrons dans la section 2.3.

Une autre propriété intéressante montre qu’il est facile de construire ’enveloppe

convexe des points de STCONV (S)l'a partir de VOR(S).

Propriété 2.6 Soit p un point de S. Le polyédre convexe Vors(p) est non born€ si,
et seulement si, p appartient ¢ CONV(S).

C’est cette propriété qui permet de dire que DEL(S) est une partition en tétra-
edres de CONV(S).
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Fi1G. 5 - Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay.

2.3 Construction du DVP 3D

Dans la littérature on trouve de nombreuses méthodes de construction du dia-
gramme de Voronoi dans le plan [62'101T'1271'89I'611'102]. Dans 'espace (3D)
et en dimension dl'les articles sont moins nombreux. Les méthodes utilisées sont

essentiellement de deux types:
o méthodes globalesI’
e méthodes incrémentales.

Les méthodes seront dites globales si la connaissance de tous les points doit étre
donnée avant de commencer la construction du diagramme de Voronoi.
Les méthodes seront dites incrémentales si cette connaissance préalable n’est pas

nécessaire. Contrairement aux méthodes globalesl'les méthodes incrémentales sont
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intrinsequement dynamiques. Ces deux types de méthode sont donc fondamentale-
ment différents et leur utilisation dépend entierement des applications envisagées.

Pour ce qui nous concernel'nous verrons dans le chapitre 3 qu’une gestion dy-
namique du diagramme de Voronoi sera nécessaire. C’est pourquoi nous mettrons
I’accent dans cette section sur les algorithmes incrémentaux.

Avant de décrire plus en détail différentes méthodes de construction du DVP 3DI’
on peut noter que I'idée maitresse est le souci de s’affranchir de toute notion d’ordre.
En effetI'T’algorithme de Green et Sibson proposé dans [62] est intrinsequement 2D
puisqu’il utilise fortement la possibilité d’ordonner les sommets d’un polygone sous
la forme d’un polygone simple comme le montre la figure 61'ce qui ne peut pas se

généraliser en dimension dlI'd > 3.

sl s2

sui v prec

F1G. 6 - Polygone simple et structure de données 2D. Ertrait de [39].

2.3.1 Meéthodes globales

Nous allons donner ici une liste (non exhaustive) des algorithmes globaux deman-

dant la connaissance de tous les sites avant de calculer le diagramme de Voronoi.

“Divide and Conquer”

La célebre méthode “divide and conquer” initialement proposée par Preparata
dans [107] est une méthode globale. I.’idée de base de cet algorithme est de diviser
récursivement le probleme en deux sous-problemes de méme tailleI'puis de fusionner
les sous-diagrammes de Voronoi ainsi obtenus. Cet algorithme peut étre décrit dans

ses grandes lignes comme suit (pour plus de détails voir [107T'51]):

1. Diviser récursivement le probleme en deux sous-problemes.
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2. Calculer les DVP des sous-problemes.

3. Fusionner les DVP ainsi obtenus (Figure 7).

F1G. 7 - Fusion des deux diagrammes de Voronoi VOR(S1) et VOR(S,) (aréte o)’
pour calculer VOR(S, U S;) dans 'algorithme “divide and conquer”.

C’est dans cette étape de fusion que I'algorithme est le plus difficile & mettre en
ceuvre. Il a été montré que cet algorithme est optimal en 2D avec une complexité
en O(nlogn) [107]. 1l est aussi optimal en 3D avec une complexité en O(n?) [51]
(Voir aussi 2.7.1 Corollaire 2.2). L’algorithme “divide and conquer” a été récem-
ment implémenté en 3D par Elbaz [51] a I’aide d’une notion de carte introduite par
Spehner [125]. 1l est a noter que 'optimalité de cet algorithme dans le pire des cas

est associée a de grandes difficultés dans la mise en oeuvre informatique.
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Projection d’une enveloppe convexe

Cette méthode consiste a ramener la construction du DVP d’un ensemble S de
points de IR? & la construction d’une enveloppe convexe dans un espace de dimension
supérieure (IRT).

L’initiateur de cette méthode est Brown [33]. Il utilise la projection stéréogra-
phique d’une sphere sur le plan pour la construction du diagramme de Voronoi en
2D.

Dans [49]I' Edelsbrunner utilise la projection orthogonale d’un paraboloide de
révolution sur le plan pour la construction en 2D. Une implémentation effective en
3D a été réalisée par Buckey [35].

En dimension dI'cette méthode consiste a relever les points de S sur un hyper-
paraboloide de révolution dans IR**!. On calcule alors I’enveloppe convexe de ces
points ainsi relevés. On obtient donc un polytope de R dont les hyperfaces sont
des d-simplexes. On démontre que la projection orthogonale des d-simplexes du po-
lytope constituant I'enveloppe convexe de R™! donne les d-simplexes de Delaunay
cherchés dans R,

La figure 8 illustre ce principe pour le calcul du diagramme de Delaunay dans le

plan. Cet algorithme peut étre décrit dans ses grandes lignes et en 3D comme suit

(pour plus de détails voir [331'35]):

1. Relever les points de S sur un hyperparaboloide de révolution dans R*.
2. Calculer alors I’enveloppe convexe C'de ces points ainsi relevés.

3. Projeter orthogonalement les faces du polytope C' de R (i.e. des tétracdres)

dans R (ces tétraedres ainsi projetés sont les tétraedres de Delaunay).

Dans son article['Buckey [35] a choisi un algorithme de type “divide and conquer”
pour le calcul de I'enveloppe convexe dans R*I'mais d’énormes difficultés apparais-
sent pour I'implémentation effective.

A notre sensl'les algorithmes utilisant la projection d’une enveloppe convexe en
dimension supérieure présentent un intérét théorique puisqu’on arrive a relier le

nombre de (d—k)-faces de Voronoi aux k-faces d'un polytope en dimension supérieure

[49].
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FiG. 8 - Projection d’une enveloppe convexe pour calculer le diagramme de Delau-

nay.

Dans ’algorithme que nous venons de décrirelles 3-faces (tétraedres) du polytope
de IR* sont mises en relation avec les tétraedres de Delaunaylet donclI'par dualitél
avec les 0-faces (sommets) de Voronoi.

L’avantage est que les résultats sur la complexité des polytopes sont relativement
nombreuxI'notamment en ce qui concerne le théoreme de la borne supérieure (upper
bound theorem) [91]I'liant le nombre maximum de k-faces d’un polytope a celui
obtenu par un polytope cyclique.

Ce théoreme permet d’obtenir le calcul de la complexitél'dans le pire des casl'du
nombre de k-faces d’un polytope de RT0 < k < d.

L’intérét pratique ne nous semble pas évidentI’puisque la tendance serait plutot de
ramener des problemes de géométrie de R? dans un espace de dimension inférieure

(R par exemple) afin de réduire la taille du probléme [116].

Autres algorithmes

On peut également citer I'algorithme 2D de Mauss [89]['généralisé en dimension
quelconque et analysé en moyenne par Dwyer [48] (section 2.7.2). Cet algorithme

a aussi été parallélisé sur une machine a quatre transputers par Moreau [100]. La
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possibilité de paralléliser qu’offre cette méthode est sans doute son point fort.
D’autres méthodes moins connues et aussi moins récentes ont été publiées. Le
probleme de ces méthodes est leur mauvaise complexité théorique (complexité >
O(n?)). Cela s’explique car le caractere local de Voronoi n’est pas suffisamment
exploité dans leurs approches. Parmi ces algorithmesI'on trouve 1’algorithme de
Tanemura & All [130] celui de Finney [53]['et celui de Brostow [32]. Ces trois

derniers algorithmes ont été détaillés dans [7]; nous ne les expliciterons donc pas ici.

Méthodes discrétes

Des méthodes dérivées de la géométrie discrete peuvent étre utilisées pour calculer
une approximation du diagramme de Voronoi. Une illustration en a été donnée dans
[94].

Les distances discretes utilisées sont variables : la distance aux quatre plus proches
voisins notée d4 (Cityblock)['aux huit plus proches voisins notée d8 (Chessboard)I
toutes les distances du chanfrein (par exemple: chanfrein 3-41" chanfrein 5-7-11)
[391'133].

Une extension immeédiate de ces algorithmes en 3D est possible. En effetl'les
distances discretes en 3D ont été étudiées par Borgefors dans [28].

Les problemes posés par 1'utilisation des distances discretes en géométrie algorith-
mique sont multiples. PremierementI'le résultat discret est une approximation du
résultat continu obtenu par les méthodes précédentes et les méthodes incrémentales
(section 2.4). Il est donc nécessaire d’avoir une bonne estimation de I’erreur ainsi
faite au vu des applications envisagées. DeuxiemementI'le diagramme de Voronoi
n’est pas structuré dans un environnement de graphes (comme nous le verrons dans
la structure de données que nous présentons dans la section 2.4.2)['permettant le
calcul rapide de parametres [11]. Et troisiemementlle calcul n’est pas dynamique.
L’ajout d’un point nécessite de nouveau le calcul de tout le diagramme de Voronoi.

Toutes ces remarques font que nous avons préféré utiliser les algorithmes incré-

mentaux que nous présentons maintenant.

2.3.2 Méthodes incrémentales

Les algorithmes incrémentaux peuvent étre résumés comme suit. Supposons que

nous ayons construit le DVP de S. L’algorithme consiste a insérer un nouveau site
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p dans VOR(S) pour obtenir VOR(S U p):

e Insérer un nouveau site dans VOR(S) (Figure 9).

FiGg. 9 - Construction du diagramme de Voronoi par ajouts successifs de germes
et modification locale du diagramme. Le germe noir correspond au dernier germe

ajouté entre deux étapes successives de la construction du diagramme.

L’insertion d’un nouveau site modifie VOR(S) de maniere a pouvoir créer la
région de Voronoi notée Vorgy,(p) dans VOR(S U p): des polyedres de Voronoi de
VOR(S) seront a modifier etI'de maniere dualel'des tétraedres de Delaunay seront

a supprimer. Cette insertion se fait en 2 grandes étapes:

1. Chercher un premier tétraedre a modifier (Watson) ou un premier polyedre a

modifier (Bowyer).

2. Mettre a jour VOR(S U p).

L’étape 1 est une étape qui n’est pas locale (section 2.5) alors que 1’étape 2 est
locale en général (proposition 2.7I'section 2.7.2). L’étape 1 sera détaillée dans la
section 2.5. Le calcul effectif de la complexité des algorithmes incrémentaux est

reporté dans la section 2.7.
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Notons que nous avons développé un nouvel algorithme incrémental en 1990 [719].
Nous ne le détaillerons pas dans ce mémoire de these puisque 1’algorithme de BowyerI”
avec les modifications que nous y avons apportéesl's’est avéré plus performant.

Nous développerons donc dans la section suivante les algorithmes de Watson
[140] pour la construction de la partition de Delaunayl'et de Bowyer [30] pour la

construction de la partition de Voronoi.

2.4 Meéthodes incrémentales

2.4.1 Algorithme de Watson

L’algorithme de Watson concerne plus spécialement la construction directe du
diagramme de Delaunay (le diagramme de Voronoi est retrouvé avec une structure de
données sous-jacente suffisamment riche). Cet algorithme a été proposé par Watson
en 1981 [140]. 1l a été implémenté en 3D par Field en 1986 [52]. Une amélioration lui
a été apportée par Schmitt et Borouchaki en 1990I'notamment en ce qui concerne
la structure de données [120].

On peut brievement décrire I’algorithme original de Watson de la maniere sui-
vante. Supposons qu’on ait construit le diagramme de Delaunay pour n sites. On

veut ajouter dans la structure un nouveau site p,11. L’algorithme de Watson procede

alors comme suit en 3D (pour plus de détails [140I'521'120]) :

1. Chercher un tétraedre T" de DEL(S) dont la sphere circonscrite contient le

nouveau site.

2. Chercher tous les tétraedres dont la sphere circonscrite contient le nouveau site.
L’ensemble de ces tétraedres forme le polyedre étoilé P E(p,41) (Définition 2.6

section 2.6).

3. Retétraédriser le polyedre étoilé.

Dans I’étape 1I'le tétraedre T' existe bien (Propriété 2.51'2.2)I'mais sa recherche
n’est pas locale. Cette recherche peut se faire par un algorithme de descente en

gradient que nous détaillons dans la section 2.5.
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AN

P5

Pz

g

(a) (P2, P4, Ps) est le triangle contenant (b) On démontre que PFE(Q) est étoilé
le site de départ (étape 1), (Py, Pa, Ps), par rapport a @ et que pour calculer la
(P2, Ps, Py), (P4, Ps, Ps) sont les autres nouvelle triangulation il suffit de relier le
triangles & supprimer. Par conséquent site @ a tous les P, i€ {1,...,6}.

les sites (Py, Pa, Ps, P4, Ps, Ps) forment

PE(Q).

FiG. 10 - Insertion du nouveau site () dans la structure de Delaunay par la méthode

de Watson.

L’étape 2 se fait par un parcours (local en général) dans la structure de données.
Les tétraedres trouvés ne sont plus des tétraedres de Delaunay (Définition 2.5I'sec-
tion 2.2). Ces tétraedres sont donc a supprimer et forment le polyedre étoilé associé

au nouveau site inséré.

Pour I’étape 3T'on démontre que retétraédriser le polyedre étoilé P E(p,41) revient
a supprimer toutes les arétes intérieures a PF/(p,41)let & créer toutes les arétes liant
le nouveau site a tous les sommets de PF(p,41). La technique de démonstration de

ce fait rejoint celle utilisée dans la proposition 2.5 de la section 2.6.
La figure 10 est une illustation en 2D de I’étape 3 de ’algorithme de Watson.

Nous n’avons pas implémenté cet algorithme puisque nous nous intéressons da-
vantage au calcul du DVP et que des améliorations ont déja été réalisées par Schmitt

et Borouchaki [120] en 1990.
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2.4.2 Algorithme de Bowyer

L’algorithme de Bowyer construit directement le diagramme de Voronoi. L origi-
nalité de cet algorithme réside dans la structure de données proposée.
Structure de données

La structure de données de Bowyer est liée a la propriété 2.4 exposée dans la
section 2.2T'a savoir qu'un sommet de Voronoi est associé a 4 sites générateurs et a
4 sommets voisins. En effetI'l'information contenue dans cette propriété est codée

dans la structure de données. Par conséquentl'a un sommet de Voronoi sl'on associe:
o les 4 sommets de Voronoi voisins de sI’
o les 4 sites de Delaunay créateurs de s.

L’intérét immédiat est que I'information a coder est bornée. La figure 11 est une

illustration de cette structure de données.

\ »
A P

3

FiG. 11 - Structure de données de Bowyer. Le sommet de Voronoi s a pour sommets

voisins s1'sy's3let s4 et pour germes créateurs py I'poI'psliet py

De plusl' pour pouvoir accéder au graphe de Voronoi a partir des germes de
Delaunayl'nous avons associé a un germe pl'un sommet s quelconque appartenant a
Vors(p).

Avec une telle structure de données on peut non seulement retrouver le graphe

de Delaunayl'mais aussi :

1. l'ensemble des sommets constituant un polyedre de Voronoil Vorg(p)I'
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2. I’ensemble des sommets constituant une face quelconque de Vorg(p)l'
3. les deux sommets constituant une aréte quelconque de Vorg(p).

Les algorithmes pour calculer ces ensembles exploitent tres fortement la struc-
ture de données. La connaissance de tous ces ensembles est indispensable pour une
exploitation efficace du DVP 3D que nous présentons dans les chapitres qui suivent.
Les faces obtenues dans le point 2 sont des polygones qui sont représentés sous forme

de polygones simples pour des raisons de visualisation.

Algorithme

Cet algorithme incrémental a été proposé et implémenté par Bowyer en 1981
[30]. Nous lui avons apporté quelques modifications en 1992 [9] notamment pour la
recherche du premier sommet & supprimer (étape 1 des algorithmes incrémentaux).
En effet dans [30]'pour effectuer une telle recherchel Bowyer est obligé de maintenirl’
pour chaque sitella liste (a priori non bornée) de tous ses voisins au sens de Delaunay.

Notre amélioration permet d’alléger la structure de données présentée par Bowyer
en supprimant toutes ces listes (section 2.5.2).

Ainsil'il nous a été possible de calculer le DVP 3D pour un ensemble de 80000
sites'représentant environ 560000 tétraedresI'sur une Silicon Graphics Indigo. Les
performances pratiques sont indiquées en fin de section.

L’algorithme de Bowyer peut étre décrit comme suit. On suppose qu’on insere un

(n+1)ieme site p,11 au DVP calculé sur n sites (VOR(S)).
1. Chercher un premier sommet de Voronoil'sI'a supprimer.

2. Chercher tous les autres sommets de Voronoi a supprimer. Nous noterons

I’ensemble de ces sommets: E(p,41).
3. Créer tous les nouveaux sommets de Voronoi et leurs relations de voisinage.

Comme dans "algorithme de WatsonI'dans ’étape 11's existe bien (Propriété 2.5
section 2.2)['mais sa recherche n’est pas locale. Les détails sont donnés dans la
section 2.5.

Dans I’étape 2 la recherche de tous les sommets de Voronoi a supprimer s’effectue
par un parcours (local en général) dans la structure de données. De tels sommets

sont plus proches du nouveau site que des sites créateurs de s.
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(a) Le sommet de Voronoi Sg est intérieur (b) Le sommet Sy est a supprimer. Il
au triangle contenant (). Les autres som- est voisin de Sp, S3, et Sg. On montre
mets de Voronoi & supprimer sont les som- que les sommets a créer sont situés sur
mets (Sa, S5, Se, S7). les arétes de Voronoi {S;,S5;}, ot S; est

& supprimer et S; est & conserver. Dans
cet exemple, on crée donc un nouveau
sommet S) sur {Ss,5;}. Ce sommet est
le centre du cercle circonscrit au triangle
(Py, Ps, Q). De méme, on crée un sommet
Sy sur {S5,S5}. Enfin, on ne crée pas de
sommet sur aréte {Sa2,Sg}, car les deux
sommets sont a supprimer.

FiG. 12 - Insertion du nouveau site () dans la structure de Voronoi par la méthode

de Bowyer.

L’étape 3 consiste a parcourir tous les sommets de E(p,4+1). Soit s un sommet de
E(pny1)s1Ts2s3let s4l'ses quatre sommets voisins et pi'pal'ps et py ses quatre
germes créateurs. Si ;17 = 1,...,4'n’appartient pas a E(p,4+1)lon crée un nouveau
sommet s centre du nouveau tétraedre défini par les trois germes p;I'p; et py créant
Paréte [s;, s] et par le germe inséré p,iq. Si s;I'c = 1,...,4 appartient & E(p,41)I
alors on ne fait rien.

Une illustration en 2D de I’étape 3 est donnée en figure 12.

La différence entre I’algorithme de Bowyer et I’algorithme de Watson réside dans
le critere utilisé pour savoir si un sommet de Voronoi est a supprimer de VOR(.S) ou

non. Watson cherche si les simplexes de Delaunay sont a hypersphere vide et Bowyer
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cherche si les sommets de Voronoi sont plus proches du nouveau site a insérer que
de ses germes créateurs. Les deux ensembles obtenusl' F(p,41) et PE(pu41) sont
duaux. On peut donc dire que 'algorithme de Watson qui construit le diagramme
de Delaunay est équivalent a ’algorithme de Bowyer qui construit le diagramme de

Voronoil'en supposant que la structure de données est suffisamment riche.

Résultats

Nous avons implémenté ’algorithme de Bowyer en apportant la modification que
nous avons déja mentionnée. Les temps CPU indiqués ici ont été obtenus sur une
Silicon Graphics Indigo R 4000 (85 MIPS). La distribution des points est uniforme
dans le carré unité en 2DT'et dans le cube unité en 3D. L’étape 1 de I’algorithme de
Bowyer est accélérée par une localisation de type octreel’que nous détaillons dans

la section 2.5. Ces temps sont reportés dans les deux tableaux suivants:

Temps CPU obtenus sur une Silicon Graphics Indigo en 3D.

Points | 1000 | 5000 | 10000 | 40000 | 50000 | 60000 | 70000 | 80000
CPU | <17 47 10”7 | 17107 | 1’307 | 1’507 | 2’10" | 27507

Temps CPU obtenus sur une Silicon Graphics Indigo en 2D.

Points | 10000 | 40000 | 50000 | 60000 | 70000 | 80000
CPU 27 8” 107 127 147 16”7
Points | 100000 | 200000 | 300000 | 400000 | 500000 | 600000
CPU 207 427 1’107 1734”7 2797 4’

2.5 Localisation d’un point dans I’espace

Dans les algorithmes incrémentauxI'nous avons vu que 1’étape 2 est une étape
globale dans la construction du diagramme de Voronoi. Cette étape consiste a loca-
liser un point dans ’espace. En effet le probleme peut étre posé en ces termes: étant
donné VOR(S) et un nouveau point p,411'trouver le polyedre Vorg(q) contenant
pnt1lou trouver le tétraedre T' € DEL(S) contenant py41.

L’objet de cette partie est de décrire cette étape de localisation liée & une structure

de données. Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées:

1. localisation dans le graphe de Delaunayl’
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2. localisation dans le graphe de Voronoil’
3. localisation dans un octree.

Pour les deux premieres méthodesI'une descente en gradient dans le graphe de
Delaunay (cas 1) ou de Voronoi (cas 2) sera utilisée. Dans la troisieme méthodel
nous emploierons une gestion dynamique dans un octree.

Les meilleurs résultats sont obtenus par la derniere méthode qui a une complexité
théorique plus faible. Le gain de temps obtenu s’effectue aux dépens d’une structure

de données plus importante en mémoire.

2.5.1 Localisation dans le graphe de Delaunay

Cette méthode a été proposée dans 'article de Green et Sibson [62]. Elle revient
a chercher le point p de S le plus proche du point p,4q a insérer. L’algorithme est

le suivant :

1. Initialisation : choisir un site p quelconque de 5.

2. Si pour tout ¢ dans Ng(p)I'd(p, pny1) < d(q, put1)lalors p est le point cherchél

et ’algorithme a convergé.

3. Sinon prendre ¢ dans Ng(p) tel que d(p,pnt1) > d(q, pny1)poser p = ¢ et

retourner en 2.
La validité de cet algorithme repose sur les deux propositions suivantes:

Proposition 2.1 Soit S un ensemble de points. Soit p,y1 ¢ S. SiVq € Ns(p), d(p, put1) <
d(q, pn+1), alors p est le point le plus proche de p,iq.

Démonstration: En effetl'la condition de cette proposition montre que p,11 ap-

partient a Vorgs(p) (Définition 2.1T'section 2.2). [ |

De plusl'comme p,,41 se trouve dans Vorg(p)['Vors(p) est a modifier.

Proposition 2.2 L’algorithme converge en O(/n) dans le cas ou la distribution
des points suit une loi de probabilité uniforme dans IR® et en O(n) dans le pire des

cas.
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Démonstration: p,.; n’a qu’un seul point le plus proche (en excluant les cas
d’égalités). De plusl'a chaque étapel'd(p,41,p) décroit et il n’y a qu’un nombre fini
de germes dans S. Dans le cas ou la distribution des points suit une loi de probabilité
uniforme dans IR’T1algorithme converge en O(3/n) en moyenneloli n est le cardinal
de S. En effetl'la recherche du point le plus proche aura tendance a suivre la “ligne
de plus grande pente”’l'et donc a suivre des diagonalesI'la plus grande étant en
O(3/n). Dans le pire des casl'la convergence s’effectura en O(n). Par exemplel'dans

le cas ou tous les points sont alignés. [ |

Une illustration de I'algorithme est donnée en figure 13.

FiG. 13 - Recherche a partir de py et dans le graphe de Delaunay du site p le plus
proche de p,41.

2.5.2 Localisation dans le graphe de Voronoi

Cette méthode a été proposée dans I’article de Schmitt et Borouchaki [120]. Elle
consiste a rechercher un sommet a supprimer dans VOR(S) quand on insere un
nouveau site p,i1.

Comme I’a remarqué Bowyer [30]'le sommet le plus proche du nouveau point

n’est pas forcément a supprimer ainsi que le montre 'exemple de la figure 14.



2.5. LOCALISATION D’UN POINT DANS L’ESPACE 31

(b) Le sommet s n’est pas & supprimer
(a) Diagramme de Voronoi bien qu’il soit le plus proche du germe

Pn+1.

FiG. 14 - Probleme de localisation dans le diagramme de Voronoi.

Si on utilise le méme principe que celui employé dans 1’algorithme précédentl'sur
le graphe de Voronoil'il peut donc y avoir un échec. Par conséquentI’'Bowyer a été
obligé de maintenir une structure supplémentaire de voisinage entre les points pour
se ramener a l’algorithme précédent relatit au graphe de Delaunay.

Pour éviter de garder cette structure en mémoirel'nous avons utilisé ’algorithme
de Schmitt et Borouchaki [120] relatif aux sommets de Voronoi.

Cet algorithme se présente de la maniere suivante (on suppose ici que le nouveau

site puy1 est inséré dans CONV(9)):

1. Initialisation : choisir un sommet quelconque s de Voronoi dans VOR(S).

2. Soit p1I'paI'pslet py les germes créateurs de s. Si pour tout (p;, p;, pr)l's # 5T
J # klet k #£il'e, 5,k € {1,2,3,4} <3g’,pip;+1> < Ol'ou s’ est tel que 'aréte
[s8"] ait pour germes créateurs p;I'p;l'et pylalors s est le sommet cherchélet

I’algorithme converge.

3. Sinon prendre s’ dans les sommets voisins de s tel que <3g’,pip;+1> > 0l'poser

s = s’ et retourner en 2.
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La validité de cet algorithme repose sur les deux propositions suivantes:

Proposition 2.3 Soit S un ensemble de points. Soit pyi1 ¢ S, ppy1 € CONV(S).
Soit s € VOR(S), et p1, pa, ps, €t ps les germes créateurs de s. Si pour tout
(pivpjvpk); U 7£ j; ] 7£ k; et k 7£ i; ivjvk S {1727374} <55/7pip7%+1> < 0; ou s’
est un sommet de Voronoi tel que Uaréte [ss'] ait pour germes créateurs p;, p;, et

pi, alors s est un sommet a supprimer.

Démonstration: La condition de la proposition implique que p, 41 est intérieur au
tétraedre T' dual a sI'par conséquentI'p,+1 € B(T). Doncl'par définition'T" n’est pas
un tétraedre de Delaunay de DEL(S U p,11) et le sommet s est bien un sommet a

supprimer. [ |

Proposition 2.4 L’algorithme converge en O(/n) dans le cas ou la distribution
des points suit une loi de probabilité uniforme dans IR> et en O(n?) dans le pire des

cas.

Démonstration: Il existe un tétraedre unique contenant p,y; parce qu’on in-
sere ppy1 dans CONV(S) et que DEL(S) forme une partition en tétraedres de
CONYV(S). De plusI'soit s un sommet de Voronoil'et s’ un de ses quatre voisins
tel que <3§’,pip;+1> > 0. Cette relation définit un demi-espace H = {<3g’,p?x> <0}
avec la propriété p,,1 ¢ H. Sion repasse par s dans ['algorithmelalors on produit un
cycle dans le graphe de Voronoil'donc ’ensemble des demi-espaces H obtenu couvre
tout IR’T'ce qui est en contradiction avec Pexistence d’un tétraedre contenant p, .
Par conséquentl’on ne visite qu'une seule fois les sommets de Voronoil'etI'comme le
nombre des sommets de Voronoi est finil'l’algorithme converge.

Dans le cas ou la distribution des points de S suit une loi de probabilité uni-
forme dans R’TT’algorithme converge en O(:/n) en moyennelot n est cardinal de S
(méme argument que dans la proposition 2.2). Dans le pire des casl'la convergence

s’effectuera en O(n?) (section 2.7l corollaire 2.1). [ ]

Une illustration de cette recherche dans le graphe de Voronoi est donnée en figure

15.
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FiG. 15 - Recherche a partir de sgl'dans le graphe de Voronoil'du sommet s dont

le triangle dual contient p,yq.

2.5.3 Localisation dans un octree

L’idée d’utiliser un octree vient de la méthode d’incrémentation quaternaire de
Ohyal'lri et Murota [101] pour le cas 2D. Leur algorithme consiste a placer les points
dans un quadtreel’ce qui leur permet de trouver un ordre pour insérer ces points.
Le probleme de cette méthode est que la donnée initiale des points est nécessairel’
et qu’on perd donc le c6té dynamique des algorithmes incrémentaux.

Nous proposons par conséquent de construire 'octree dynamiquement. Ainsil’

I’algorithme peut étre décrit comme suit dans ses grandes lignes:
1. Initialisation: insérer p,y; dans l'octreel’et trouver son site “pere”'p.

2. Utiliser l'algorithme relatif au graphe de Delaunay en l'initialisant avec pI’
ou l'algorithme relatif au graphe de Voronoi en I'initialisant avec un sommet

quelconque de Vorg(p).

L’étape 1 est réalisée en O(loggn)l'en supposant que l'octree soit bien équilibré

(i.e. la distribution des points de S suit une loi uniforme). L’étape 2 peut se faire
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en O(1)I'si le site p est bien localisé par 1'octree. Ainsi la recherche du plus proche

voisin se fait en O(loggn).

A

T
NB
/=

FiG. 16 - Apres insertion dans l'octree de p,y11'recherche a partir de poI'dans le
graphe de Delaunayl'du site le plus proche de p,.;. La localisation préalable par

I'octree permet de rendre plus rapide la localisation dans le graphe de Delaunay.

Pour insérer p, . et lui attribuer son “pere” noté pI'deux cas se présentent :

1. L’insertion de p,11 se fait sur une feuille vide de 'octree. Soit N le noeud
pere de cette feuille. Par construction' vV contient au moins un site dans son

arborescence. Le pere de p,y1 est un de ces sites.

2. L’insertion de p,4q se fait sur une feuille contenant un site p. On crée un

nouveau noeud dans 'octree et le pere de p, 1 est p.

PratiquementInous avons constaté que la structure d’octree accélere sensiblement
I’algorithme de Bowyer. Pour 70000 germes nous obtenons un gain d’une minute sur
3 minutes environ.

Notre algorithme est illustré en figure 16.

2.6 Suppression

Comme il était intéressant de pouvoir insérer dynamiquement des points dans la

structure du diagramme de Voronoi a l’aide d’un algorithme incrémental (section
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2.4)I'il nous semble avantageux de pouvoir également supprimer des points interac-
tivement et ce en temps optimal.

Supposons donc que nous ayons construit le DVP de S. L’algorithme consiste a

supprimer un site p de VOR(S) pour obtenir VOR(S — p):

e Supprimer un site de VOR(Y5).

L’étape 1 de localisation des algorithmes incrémentaux (recherche globale) n’existe
plus ici. La suppression peut donc se faire localement en général (Théoreme 2.1 de
cette section). C’est la différence fondamentale entre suppression et insertion.

L’objet de cette section est de proposer un algorithme de suppression et de donner
une analyse de sa complexité. Nous aurons besoin pour commencer de la notion de

polyedre étoilé.

Définition 2.6 (polyédre étoilé) Soit S un ensemble de points de IR> et DEL(S)
la tétraédrisation de Delaunay des points de S. Soit p un point de S. Le polyédre

€toilé associ€ a p, PE(p), est composé des points voisins de p au sens de Delaunay.
Sommets de PE(p) = Ns(p)

Les faces de PE(p) sont triangulaires et sont définies comme suit :
Faces de PE(p) = {(pi,pi,px) € (S — p)° tel que (pi,pjs p,p) € DEL(S)}

Le polyedre PE(p) est bien étoilé par définition méme de la tétraédrisation de
Delaunay. Il est a noter que ce polyedre n’est pas forcément convexe. ’algorithme

de suppression d'un point p peut alors étre résumé comme suit :
1. Rechercher le polyedre étoilé PE(p).
2. Retétraédriser I'intérieur du polyedre étoilé PE(p).
La validité de notre algorithme repose sur la proposition 2.5:

Proposition 2.5 Soit S un ensemble de points de IR® et VOR(S) le DVP 3D des
points de S. Supprimer un point p de S est équivalent a retétraédriser l'intérieur du

polyédre étoilé PE(p).
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Démonstration: Soit DEL,(5) 'ensemble des tétraedres de Delaunay de DEL(S)

ne contenant pas p.

DEL,(S) = {(pi,pj, pr, ) € DEL(S) tel que p;, pj, px, p1 # p}

Par définition de DEL(.S)l'avant suppression de pll'intérieur de toutes les spheres
circonscrites aux tétraedres de DFEL,(5) est vide de tout point de S. Par conséquent
I'intérieur de toutes ces spheres est vide de tout point de S —p. Donclapres suppres-
sion du point p dans DEL(S)'tous les tétraedres de DFEL,(S) restent des tétraedres
de DEL(S — p). De plus la tétraédrisation de Delaunay des points de S — p existe
et est unique. Donc pour calculer DEL(S — p)T'il suffit de retétraédriser PE(p). A

Le caractere local de notre algorithme est contenu dans la proposition suivante:

Proposition 2.6 Soit S un ensemble de points de IR®. Si un tétracdre T, intérieur a
PE(p), est un tétraédre de Delaunay de DEL(Ns(p)), alors T est aussi un tétraédre
de Delaunay de DEL(S — p).

Démonstration: D’apres la proposition 2.5on sait que la tétraédrisation DFEL(S—
p) est 'union des tétraedres de DEL,(S) et des tétraedres intérieurs a PF(p). Maisl’
comme la tétraédrisation de Delaunay d’un ensemble de points est uniquelles tétra-
edres de Delaunay intérieurs a PFE(p) plongés dans DEL(S — p) et les tétraedres
de Delaunay intérieurs a PFE(p) plongés dans DEL(Ng(p)) sont identiques. Ceci

acheve la démonstration. [ ]

Par conséquentI’ pour retétraédriser le polyedre étoilél'il suffit de tester si les
nouveaux tétraedres calculés sont vides des points de PFE(p)I'd’ou le caractere local
de l'algorithme.

Pour conclure sur la suppression des points dans la structure de Voronoil'nous
pouvons donner la complexité de notre algorithme dans le cas ou les points de S

suivent une densité de probabilité uniforme dans la boule unité.

Théoreme 2.1 Soit S un ensemble de points générés suivant une densité de pro-
babilité uniforme dans la boule unité de IR®. Supprimer un point dans le diagramme

de Voronoi s’effectue en temps constant : O(1).
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Démonstration: D’apres la proposition 2.5'supprimer un point p revient a reté-
traédriser I'intérieur de PFE(p). D’apres la proposition 2.6I'pour retétraédriser 'in-
térieur de PF(p)lil suffit de ne considérer que les points de PE(p). Enfin['d’apres le
corollaire 2.4 de la section 2.7.2I'le nombre de sommets de Vorg(p) est bornél'donc
le nombre de points de PE(p) (i.e. le nombre de points de Ng(p)) est borné. Par

conséquentI'supprimer un point s’effectue en temps constant. |

La définition 2.61'les propositions 2.5I'2.6 et le théoreme 2.1 de cette section
ont volontairement été donnés en 3DI'par souci de clarté. Le passage en dimension

quelconque est évident et n’est qu’un jeu d’écriture.

2.7 Complexité

Dans cette section'nous allons étudier la complexité théorique des algorithmes
de construction du DVP 3D. Nous donnerons la complexité de 1’algorithme “divide
and conquer” dans le pire des casl'et nous donnerons une analyse originale de la
complexité des algorithmes incrémentaux dans le cas ou les points sont distribués

uniformément dans la boule unité.

2.7.1 Analyse du pire des cas

Théoréme 2.2 (Edelsbrunner) Soit S un ensemble de points de IR, d > 1. Le
nombre Ny de k-faces du diagramme de Voronoi de S est majoré de la maniére

suwvante :

Nk S O(nmin{d+1—k,|—%-|})7 0 S k S d

Les bornes supérieures sont atteintes.

Démonstration: Elle est détaillée dans [49]. Comme nous I'avons déja remarqué
dans la section 2.3.1 (projection de I’enveloppe convexe)l'cette démonstration est

liée au calcul du nombre de (d 4+ 1 — k)-faces d’un polytope de R, [ |

Le théoreme 2.2 permet de donner le corollaire suivant en 3D :

Corollaire 2.1 Soit S un ensemble de points de IR?. Les nombres N, 0 < k <3,

de k-faces du diagramme de Voronoi de S sont majorés de la maniére suivante :

NO S O(TLQ)
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N, < O(n?)
Ny < 0(n?)
N; < O(n)

ou Ny représente le nombre de sommets de Voronoi, Ny le nombre d’arétes de Vo-
ronoi, Ny le nombre de faces de Voronoi et N3 le nombre de polyédres de Voronot.

De plus les bornes supérieures sont atteintes.

Démonstration: Il suffit d’utiliser le théoreme 2.2 et de constater que [2] = 2
et que 4 —k > 2I'pour 0 < k < 2Tet 4 — k = 1'pour k& = 3. De plus les bornes

supérieures sont atteintes dans les exemples que nous citons ci-apres. [ |

Corollaire 2.2 L’algorithme “divide and conquer” pour construire le diagramme de

Voronoi (section 2.3.1) est optimal en 3D.

Démonstration: D’apres le corollaire 2.1'la taille du diagramme de Voronoi en
3D est en O(n?) dans le pire des cas. D’apres [51]T1algorithme “divide and conquer”
est en O(n?)I'donc il est optimal. [ |

L’exemple donné dans le chapitre 4Isection 4.3.1cas 4T'est une illustration du pire
des cas: les points sont distribués sur deux segments orthogonaux et non coplanaires.
Un autre exemplel'issu de la théorie des graphesl'est constitué par le K5 (graphe
complet a 5 noeuds). En effet un K peut représenter un diagramme de Delaunay a
5 noeuds comme I'illustre la figure 17.

Plus généralementlil existe des graphes de Delaunay 3D complets dont le nombre

de noeuds est nI'n entier quelconque [51].

Remarque 2.1 En 2D, la taille du diagramme de Voronoi est en O(n) dans le pire

des cas et Ualgorithme “divide and conquer” reste optimal mais sa complexité est en

O(nlog,n).

2.7.2 Analyse du cas uniforme

Dans toute cette section on considerera la distribution de points S suivante: soit

S un ensemble de points suivant la densité g de probabilité uniforme dans la boule
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pl

p3

p4

FiG. 17 - Dans cet exemple le K5 est un graphe de Delaunay : tous les tétraedres
(pispjy Py p)lot o, 5,k L€ {1...5} et p;I'p;I'py et p; sont distinctsI'sont des tétra-

edres de Delaunay.

unité de RT'd > 1. Le nombre moyen ES, de simplexes de Delaunay de DEL(S)

est donné par I’équation :
n
d+1

ou P, est la probabilité définie par Dwyer [48]:

P, = /]Rd . /]Rdu T g(21) . . g(xasn)des . . dTas (3)

I'y étant le volume normalisé de l'intérieur de I'hypersphere circonscrite aux ;I
(t=1,...,d+1).

A partir des équations 2 et 3I'Dwyer a démontré le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 (Dwyer) Le nombre moyen ES, de simplexzes de Delaunay de
DEL(S) est:
N d!dd_l‘/den

N )

ou Vy est le volume de la boule unité et My le volume moyen occupé par un simplexe

inscrit sur la d-sphére unité.
Démonstration: La démonstration est trés technique et calculatoire. Tous les dé-

tails sont donnés dans [48]. [ |

Corollaire 2.3 En 3D, le nombre moyen ES, de tétraédres de Delaunay de DEL(S)
est: ES, =~ 6,7n.
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Démonstration: Le théoreme 2.3 et le calcul des constantes V5 et M5 donnent le

résultat. [ ]

Le résultat du corollaire 2.3 se retrouve parfaitement en pratique.

En 2DTon trouve que le nombre moyen F.5,, de triangles de Delaunay est: E.S, ~
2nl'ce qui peut aussi se démontrer par la formule de Gauss et qui se retrouve en
pratique.

On peut noter que le théoreme 2.3 montre quel’contrairement au pire des casl'la

taille finale du probleme est linéaire:
Card(DEL(S)) = O(n).

Une analyse de la complexité de 1’algorithme incrémental pour la construction
du diagramme de Voronoi 3D nécessite de connaitre le nombre total de tétraedres
de Delaunay (ou de maniere dualel'le nombre de sommets de Voronoi) construits au

cours de 'algorithme.

Proposition 2.7 Le nombre moyen EP, de sommets par polyedre de Voronoi ne

dépend pas de n. Plus précisément on a:
EP, = d\d*='V; M, (5)

ou Vy et My sont définis dans le théoréme 2.3.

Démonstration: On sait que £S, = ( ) P, (équation 2). On a donc EP, =

d+1
n JE—
( p ) P, (On fixe un pointl'et on cherche le nombre moyen de tétraedres attachés

a ce point). On peut donc écrire:

On obtient alors:

d+1
Ep, =2 ps, (6)
n
et on trouve EP, ~ d!'d""'V,; M, en utilisant I’équation 4. [ |

Corollaire 2.4 Dans IR®, le nombre moyen EP, de sommets par polyédre de Vo-
ronoi est : 1S, ~ 28.
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Démonstration: Le corollaire 2.3 et la proposition 2.7 donnent le résultat. [ |

Ce résultat se retrouve tres bien dans la pratique en 3D.

En 2DT'on trouve ES, & 6I'ce qui se retrouve également en pratique.

Proposition 2.8 Le nombre moyen ET,, de sommets de Voronoi construits a la fin

de Ualgorithme incrémental est:
ET, ~ (d+1)ES,.

Démonstration: A chaque insertion d’un nouveau point dans le diagramme de
Voronoil'on construit un nouveau polyedre de Voronoi; par conséquent d’apres la
proposition 2.7T'on construit £ P, sommets de Voronoi. Apres n insertions on a donc

ET, =nEP,Tet d’apres ’équation 6 on trouve le résultat voulu. [ |

Dans la pratique on retrouve bien le méme résultat: on construit 4 fois trop de
sommets de Voronol pour d = 3 et 3 fois trop pour d = 2.

On peut maintenant énoncer le théoreme final.

Théoreme 2.4 Soit S un ensemble de n points distribués selon une loi uniforme
dans la boule unité de IR®. La complexité de la construction incrémentale du dia-

gramme de Voronoi basé sur les points de S est en O(nlog,an).

Démonstration: Quand on insere un nouveau point dans la structure de Voronoil’
la recherche du plus proche voisin peut se faire dans un 2%-tree (arbre a 2¢ branches).
Cette premiere étape (étape 1 des algorithmes incrémentaux) est donc réalisée en
O(logyan) (section 2.5.3). De plus la mise a jour du diagramme est locale d’apres
la proposition 2.7. Cette deuxieme étape s’effectue donc en O(1) (étape 2 des algo-
rithmes incrémentaux). Par conséquentIlinsertion d’un nouveau point s’effectue en

O(logyan) et donc I'insertion des n points se fait en O(nlogyan). |

De nouvelles techniques d’analyse (analyses randomisées) des algorithmes incré-
mentaux sont étudiées a 'INRIA Sophia Antipolis [132]. L’idée maitresse est de
maintenir une structure parallele a la structure de Voronoil'celle des arbres de De-
launayl'pour accélérer la recherche du plus proche voisin dans la premiere étape de
I’algorithme incrémental (section 2.5.3). La clef de ’analyse de la complexité réside
dans le fait qu’elle est réalisée en moyenne. Une théorie utilisant de puissants théo-

remes de probabilités a été élaborée. Comme dans le cas de la structure d’octree que
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nous proposons dans la section 2.5.3'le probleme est de trouver un bon compromis

entre place mémoire et complexité.

2.8 Conclusion

Dans tous les cas pratiques produits par 1’algorithme “split and merge” (Cha-
pitre 3'section 3.3.1)I'I’algorithme incrémental vérifie la proposition 2.8Tet les co-

rollaires 2.3 et 2.4. Cette remarque nous amene a énoncer la conjecture suivante:

Conjecture 2.1 S5i S est un ensemble fini de points suivant un densité de probabi-
lité, alors ES,, est en O(n).

Cette conjecture expliquerait tres bien les excellentes performances pratiques des
algorithmes incrémentaux dans les cas courants.

On peut donc dire quel'malgré I'optimalité théorique de ’algorithme “split and
merge”['les algorithmes incrémentaux ont un comportement optimal dans tous les
cas pratiques que nous avons rencontrés. Nous avons en effet montré que leur com-
plexité était meilleure dans le cas de distribution uniforme de points dans la boule
unité.

Les algorithmes incrémentaux présentent donc deux avantages:

e les algorithmes incrémentaux sont dynamiques (insertion et suppression)I’

e les algorithmes incrémentaux sont optimaux dans la plupart des cas.

Ces deux conditions sont nécessaires pour rendre possible ’exploitation des DVP

en analyse d’images 2D et 3DI'comme nous allons le voir dans les chapitres suivants.



Chapitre 3

Partitionnements du plan et de

I’espace

Ce chapitre est consacré aux partitions du plan et de 'espace.

Nous distinguerons essentiellement deux classes de partitionnements:
e les partitionnements non adaptatifsl’
e les partitionnements adaptatifs.

Chacune de ces deux grandes classes sera a son tour divisée en deux types de parti-

tionnements :
o les partitionnements rigidesI’
o les partitionnements non rigides.

Nous développerons plus spécifiquement le partitionnement en polyedres de Vo-
ronoi. Un tel pavage permet de réaliser un codage haut niveau (par les polyedres de
Voronoi)'structuré dans le graphe de voisinage de Delaunay et adapté aux données.

D’autres modeles de partitionnement seront étudiés : essentiellement les partitions
en octreel'et de Delaunay.

Nous appliquerons ensuite ces partitionnements a ’analyse d’images: compres-

sionl'représentation et mesure.

43



44 CHAPITRE 3. PARTITIONNEMENTS DU PLAN ET DE L’ESPACE
3.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de montrer 'utilité des modeles géométriques pour
obtenir une partition de données volumiques (images tridimensionnelles).

L’idée principale est de partitionner 'espace en utilisant des régions convezes.
Pour nousl'ces régions seront les polyedres de Voronoi. En effetI'les diagrammes de
Voronol permettent d’obtenir une partition de I'espace avec de bonnes propriétés
géométriques (Chapitre 2I'section 2.2).

Par définition méme du DVPI'le codage du partitionnement est tres simple. En
effetl’a chaque polyedre de Voronol on peut associer un germe etl'inversementl'a
chaque germe on peut associer un polyedre de Voronoi. Le contenu d’un polyedre
sera la moyenne des niveaux de gris des voxels qui lui sont intérieurs.

De plusl'les relations topologiques entre les polyedres sont contenues dans le
graphe de Delaunay. Les relations de voisinage qui en résultent sont tres informatives

(Chapitre 2I'section 2.2).

Ces relations rendront possibles les étapes d’analyse et de synthese d’images:

e reconstruction 3DT’

e segmentationl’

e analyse quantitativel’
e Visualisationl’

e animation.

L’étape de segmentation est abordée dans la section 3.3.3I'mais elle sera dévelop-
pée plus en profondeur dans le chapitre 5 en relation avec les modeles neuronaux
associés aux pyramides et aux DVPIlet dans le chapitre 6 en relation avec les modeles
markoviens associés aux DVP.

Les étapes de visualisation et d’animation sont décrites dans [96]. Nous utilisons
les outils classiques issus de la synthese d’images : lissage de Gouraudl'Tumieres (com-
posante ambiantel émisel'diffusel’et spéculaire)l’ couleursl'algorithme de Z-bufferl’
assombrissement en fonction de la profondeurltransparencel rotation... Nous ne

détaillerons pas davantage ces étapesl’'ce qui nous éloignerait trop de notre propos.



3.1. INTRODUCTION 45

Les relations topologiques peuvent aussi étre utilisées pour construire des outils
de morphologie mathématique [111'841'1381'139].

En résumél'un partitionnement est constitué d’éléments de volume qui peuvent
parfaitement étre décrits par leur contenu et les relations de voisinage.

Nous mettrons donc 'accent sur les modeles de partitionnement par polyedres de
Voronoil'mais d’autres partitionnements seront présentés.

Les résultats présentés (section 3.3.4) sont issus d’images obtenues sur des prépa-

rations biologiques 3D. Les images proviennent d’un microscope confocal a balayage

laser (ZEISS CLSM LSM10) [103] (Figure 18).

——————————————————————————————————————————————————————————————

______________________________________________________________

F1G. 18 - 18 sections d’une série de 41 sections (256 x 256) d’un noyau cellulaire
obtenue avec un microscope confocal a balayage laser (CLSM) (LSM10 ZEISS). La
taille des voxels est 0.14um x 0.14pm x 0.29um.

Avec un tel capteur la résolution est de 0,14 pm dans chaque direction dans le
plan focal et de 0,29 pm dans la direction axiale. Le microscope confocal a balayage
laser donne la possibilité de réaliser des coupes optiques de spécimens transparents
et fluorescents selon un processus non destructif. Les données sont digitalisées par
coupe et mémorisées dans un tableau 3D dans lequel les valeurs sont proportionnelles
a I'intensité de la fluorescence correspondant au sous-volume du voxel considéré. Ces
valeurs sont comprises entre 0 et 255 et représentent des niveaux de gris. Ainsil'pour
donner un ordre de grandeur['un volume de 256 x 256 x 256 représente 16 Méga-
Octets en mémoire. Dans ce volumella dimension réelle des voxels est définie par les

pas de discrétisation S;I'S;I'et SiT'utilisés durant ’acquisition du volume. Comme la
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résolution axiale est différente de la résolution latéralelle volume discret est composé
de voxels non-cubiquesl'ce qui génere un artéfact du systeme d’acquisition. Dans nos
applications en biologie (cellules de coeur ou noyaux cellulaires) ou le volume est de
256 x 256 x 411'S; et S; sont égaux a 0,14 pm et Spl'a 0,29 pm. On peut dire que

les principaux artéfacts générés par le systeme d’acquisition sont :
e des voxels non cubiquesI’
e un bruit de type haute fréquencel’
e une contribution des plans voisins hors focal.

Divers algorithmes pour corriger ces artéfacts existent [104]. Une fois les artéfacts
corrigés par des prétraitements liés au systeme d’acquisitionl'l’algorithme de parti-
tionnement que nous présentons dans la section 3.3.1 peut étre utilisé.

Le plan de ce chapitre consacré aux partitionnements sera le suivant. Dans la
section 3.2I'nous parlerons des modeles de partitionnement en général: nous dis-
tinguerons les partitionnements non adaptatifs des partitionnements adaptatifsl’et
les modeles rigidesI'des modeles non rigides. Dans la section 3.3'nous détaillerons
notre algorithme de partitionnement en polyedres de Voronoil'modele adaptif et non
rigide en 3D. La section 3.4 s’attachera a donner d’autres modeles de partitionne-
ments (octreel'section 3.4.1; Delaunayl'section 3.4.2)['avec un souci de comparaisonI’
section 3.4.3['des différentes méthodes de partitionnement présentées dans ce cha-
pitre. Nous donnerons enfin (section 3.5)['une conclusion. Dans ce chapitrel'tous
les algorithmes ont été implémentés en 2D et en 3D. Les illustrations seront donc

données indifféremment en 2D ou en 3D.

3.2 Partitionnements: généralités

Il existe une infinité de pavages du plan IR? et de I'espace IR®. De nombreux dessins
d’Esher sont des exemples de pavage du plan ou les éléments de surface s’emboitent
a l'infini. Mais ces partitionnements sont difficiles a exploiter. En effetl’dans le
but précis de la représentation d’imagesl’des contraintes particulieres peuvent étre
imposées pour des raisons évidentes de formation des images et d’implémentation

algorithmique [39].
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Les partitionnements peuvent étre classés en deux grandes catégories: les pavages
adaptatifs et les pavages non adaptatifs. Chacune de ces deux classes peut étre a son
tour divisée en deux: les modeles rigides et les modeles non rigides. C’est autour de

ces différents modeles que nous allons articuler cette section.

3.2.1 Partitionnements non adaptatifs

Ce type de partitionnement n’est pas adapté au contenu du volume de données.
Tout se passe comme si le volume a partitionner était homogene. Par conséquentl’
chaque élément de volume constituant la partition est tres peu informatif. De mémel’
les liaisons structurant ces éléments ne seront pas significatives.

Nous pouvons donner une définition plus précise des partitionnements non adap-

tatifs comme suit :

Définition 3.1 (Partitionnements non adaptatifs) Un partitionnement non adap-
tatif d’une image I (2D ou 3D) est un partitionnement ou la position de chaque €lé-
ment de partition est géré par une fonction externe au contenu informatif de 'image

(e.g. niveaux de gris).
Dans cette classe nous distinguons :

o les modeles rigides non adaptatifsI’

o les modeles non rigides non adaptatifs.

Modeles rigides

Par modeles rigidesI'nous entendons les modeles dont les motifs de base sont figés
et en petit nombre. Parmi les pavages non adaptatifs et réguliersI'nous avons les
fameux pavages dessinés par Escher (Figure 19)['etI'en ce qui nous concernel'les
pavages par des polygones réguliers en 2DI'ou par des polyedres réguliers en 3D.

En 2DTl existe une infinité de polygones réguliers (angles égaux deux a deux et
longueurs des arétes égales deux a deux) et on sait qu’il n’existe que trois partition-

nements réguliers (i.e composés de polygones réguliers):
e le partitionnement carrél’

o le partitionnement triangulairel’



48 CHAPITRE 3. PARTITIONNEMENTS DU PLAN ET DE L’ESPACE

FiG. 19 - Le ciel et 'enfer. M. C. Escher.

o le partitionnement hexagonall’

et 8 pavages semi-réguliers (composés de deux polygones réguliers de base) [39].
En 3DT'il n’existe plus que cing polyedres réguliers: le tétraedrel'le cubel'l’octa-
edrel'le dodécaedre et I'icosaedrel’et il n’existe plus qu’'un seul pavage régulier de

I’espace :
e le partitionnement cubique.

Le modele rigide le plus utilisé est sans doute le partitionnement par des carrés

en 2D et le partitionnement par des cubes en 3DI'pour une raison essentielle: la
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facilité algorithmique. On peut décrire le processus de la maniere suivante : Soit une

image 3D de taille (2")°Tet p = 2"T'0 < m < nl'le pas de discrétisation.
Algorithme: Partitionnement cubique

1. Partitionner 'image 3D en (2"7)? cubes ' de taille (2™ ).

2. Pour tous les cubes CT'calculer la moyenne des niveaux de gris.

Les figures 20 et 21 montrent le résultat d’un tel partitionnement en 2D.

"

Fi1G. 20 - Partitionnement en 1024 carrés 8 * 8 de I'image “femme”.

FiG. 21 - Partitionnement en 4096 carrés 4 * 4 de I'image “femme”.
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Modeéles non rigides

Par modeles non rigidesI'nous entendons les modeles qui ne possedent pas des mo-
tifs de base. Parmi ces partitionnements non adaptatifs et non rigidesI'nous pouvons
citer les partitionnements en régions de Voronoi (polygones en 2DI'polyedres en 3D)I'
ou les positions des germes associés aux régions de Voronol ne sont pas adaptées aux

données [1]. L’algorithme peut étre décrit tres simplement de la maniere suivante :

Algorithme: Partitionnement de Voronoi non adaptatif

1. Ensemencer 'image par un grand nombre de germes selon un processus de

Poisson.
2. Calculer le diagramme de Voronol associé a ces germes.

3. Pour tous les polyedres de Voronoil'calculer la moyenne des niveaux de gris.

L’étape 1 montre que la position des germes ne dépend pas de I'image. Comme
nous le verrons dans la section 3.31'ce principe ne sera plus vérifié dans un environ-
nement de type “split and merge”.

On voit bien que pour un partitionnement non adaptatifl’'un algorithme dyna-
mique (i.e. incrémental) de construction du DVP est inutile. En effetI'nous avons
comme donnée initialel'la connaissance de la position et du nombre total de tous les
germes. Par conséquent un algorithme de construction du DVP de type global (e.g.
“divide and conquer”'Chapitre 2 section 2.3.1) pourra étre utilisé. Une illustration
d’un partitionnement de Voronoi non adaptatif 2D est donnée dans la figure 22.

Un autre partitionnement non adaptatif et non rigide est le partitionnement en
tétraedres de Delaunayl'les tétraedres étant distribués uniformément dans 'image.
Le principe algorithmique est similaire a celui que nous venons de présenter pour
le partitionnement de Voronoi non adaptatif. La figure 23 est une illustration du

partitionnement 2D en triangles de Delaunay non adaptatif.

3.2.2 Partitionnements adaptatifs

Ce type de partitionnement est adapté au contenu du volume de données. Par
conséquentl'chaque élément de volume constituant la partition contiendra une infor-
mation tres richel'et les liaisons structurant ces éléments seront tres significativesl’

surtout en ce qui concerne les partitions de Voronoi adaptatives.
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FiG. 22 - Partitionnement non adaptatif avec 4000 polygones de Voronoi de I'image

“femme”.

Fi1G. 23 - Partitionnement non adaptatif avec 4000 triangles de Delaunay de I'image

“femme”.

Définition 3.2 (Partitionnements adaptatifs) Un partitionnement adaptatif d’une
image I (2D ou 3D) est un partitionnement ot la position de chaque élément de par-
tition est gérée par une fonction dépendant du contenu informatif de l'image (e.g.

niveaur de gris).

Comme dans la section précédentel'nous distinguons dans cette classe:
o les modeles rigides adaptatifsl’
o les modeles non rigides adaptatifs.

L’idée directrice est de trouver un codage haut niveau adapté au volume de don-

nées. Une fagon correcte de procéder est de travailler dynamiquementl'de maniere a
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ce que l'image puisse guider la localisation des éléments de volume. Pour répondre
a une telle contraintel'nous utiliserons un algorithme général de type “split and

merge” ou division et fusion [38]:
1. Phase de division

2. Phase de fusion

(C’est dans la phase de division que la localisation des éléments est guidée par le
contenu de 'image. Il est donc nécessaire de trouver des regles simples pour insérer

des éléments de volumes lors de la phase de division.

Modeles rigides

Les partitionnements en quadtrees et en octrees représentent une solution aux
partitionnements adaptatifs [1181'108]. ToutefoisI'nous qualifierons ce type de par-
titionnement de rigide puisque que les éléments de volume sont exclusivement cu-
biques. L’étude détaillée des partitionnements en octrees est réalisée dans la section
3.4.1.

Les partitionnements Horizontal Vertical (HV) font aussi partie des modeles ri-
gides. Ils consistent a diviser récursivement I'image en deux['alternativement hori-
zontalement et verticalementl'suivant un critere d’homogénéité. Le découpage ré-
cursif en deux parties peut étre réalisé de maniere optimale (par exemple la somme
des variances des deux parties doit étre minimale). Ces partitionnements semblent
mieux adaptés aux données que les octrees [54].

Le c6té dynamique de ces deux partitionnements se retrouve dans le coté récursif

des algorithmes associés.

Modeéles non rigides

Les partitionnements en polyedres de Voronoi (section 3.3) ou en tétraedres de
Delaunay (section 3.4.2) sont eux aussi bien adaptés au probleme.

En effetI'nous savons insérer des sites dans un diagramme de Voronoi ou de
Delaunay dynamiquementI'par les algorithmes incrémentaux (Chapitre 21 section
2.4). De plusl'contrairement aux cubes contenus dans le partitionnement en octreesI’
les polyedres de Voronoi et les tétraedres de Delaunay présentent 'avantage d’étre

non rigides.
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Dans la section 3.4.3'nous tenterons d’établir une comparaison entre ces différents

partitionnements.

3.3 Partitionnement par le modele de Voronoi

Nous allons détailler dans cette section notre algorithme de partitionnement
d’images volumiques en niveaux de gris par le modele de Voronoi. Cette méthode
est adaptative et non rigide. Notre algorithme est une généralisation du “split and
merge” sur les structures régulieres de type quadtree (rigide) [55] et sur la structure
irréguliere de type Voronoi (non rigide) en 2D [38] étendue a la structure irréguliere

de type Voronoi (non rigide) en 3D [12].

3.3.1 Algorithme “split and merge”

Notre algorithme procede en deux étapes: les deux étapes de 'algorithme “split
and merge”.

Dans I’étape de divisionI'des polyedres sont ajoutés dans I'image jusqu’a conver-
gence. Cette étape demande une gestion dynamique du DVP. Dans | "étape de tfusionl’
des polyedres sont supprimés. Les polyedres sont ajoutés et supprimés selon des cri-

teres que nous allons définir ci-apres.

Définition 3.3 (Polyédre homogene) Un polyédre de Voronoi, Vors(p), est dit
homogene si, et seulement si, Uécart type des niveauxr de gris des voxels contenus

dans Vors(p), noté o(Vors(p)), est inférieur a un seuil s; donné.
Vors(p) homogéne <= o(Vors(p)) < s1

L’homogénéité est donc calculée sur un simple critere statistique. Des fonctions
plus robustesl' comme le gradient morphologique [1221' 123]T'ont été testées sans

apporter une amélioration significative a l’algorithme “split and merge”.

Définition 3.4 (Polyedre inutile) Un polyédre de Voronoi, Vors(p), est dit in-
utile si, et seulement si, la différence des niveaux de gris de Vors(p) et de chaque
polyédre voisin de Vors(p) est plus petite qu'un seuil sy fizé.

Si on note m(Vors(p)) le niveau de gris moyen associé a un polyédre Vors(p),

on a.
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Vors(p) inutile <= Vp; € Ns(p), Im(Vors(p)) —m(Vors(p:))| < sq

GlobalementI'si un polyedre est non homogene (Définition 3.3)['on ajoute des
germes selon un critere géométrique (Définition 3.5)I'sinon on ne fait rien. On conti-
nue ainsi jusqu’a la convergence (tous les polyedres sont homogenes). Dans "étape

de fusionl'on suppime les polyedres inutiles (Définition 3.4).

Définition 3.5 (Ajout polyedres) Soit Vors(p) un polyédre non homogéne. Un
germe q est ajouté sur chaque barycentre des faces séparant Vorg(p) de Vors(q),
q € Ns(p). Si la surface est trop petite par rapport @ un pourcentage ss fizé de la
surface totale de Vors(p), le germe ¢ n’est pas inséré.

 Surf(Vors(p) N Vors(p:))

Vp; € Ns(p), ¢ = Bary(Vors(p) N Vors(p;)) si Sur f(Vors(p)) -

Une illustration dans le plan de la procédure d’ajout est donnée en figure 24.
Le barycentre est ici simplement le milieu des segments de Voronoi considérés. On
remarque quel' pour un seuil s3 raisonnablel'on n’ajoute pas de site sur ’aréte générée
par les germes p et n. On peut noter que cette procédure permet de diviser un

polygone etl'de maniere similairel'de diviser un polyedre.

Fic. 24 - Exemple d’ajout de germes en 2D. La région en pointillé représente la

nouvelle zone de Voronoi de p.
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F1G. 25 - Exemple d’ajout de germes en 2D utilisé dans [94].

Avec le processus d’ajout utilisé dans [94]I'les germes sont ajoutés sur les arétes
joignant le germe du polygone a diviser a chacun des sommets constituant ce poly-
gone (Figure 25).

L’avantage de notre méthode est de pouvoir descendre au niveau du pixel etl'de
plusl’a chaque étape nous ajoutons globalement deux fois moins de sitesI'ce qui nous
permet d’étre plus adaptatif. D’autre partl’en 3DI'un polyedre possede beaucoup
moins de faces que de sommets de Voronoil'ce qui nous permet de mieux controler
I'insertion des nouveaux germes. Ces remarques permettent de justifier des résultats
de meilleure qualité.

Plus précisémentl'l’algorithme peut étre décrit dans ses grandes lignes comme

suit :
Algorithme: Partitionnement Voronoi

1. Ensemencer 'image par un petit nombre de germes selon un processus de

Poisson (ou avec un germe central et un germe dans chaque coin de I'image).

2. Répéter jusqu’a la convergence (tous les polyedres sont homogenes (Définition

3.3)).

(a) Calculer le diagramme de Voronoi.

(b) Calculer la moyenne des niveaux de grisI'’écart typel'et le volume de

chaque polyedre.
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(¢) Pour chaque polyedrel'effectuer une division si le polyedre est non homo-

gene (Définition 3.5).

3. Fusion: suppression des polyedres inutiles (Définition 3.4).

L’étape de fusion (étape 6) consiste a chercher tous les polyedres inutilesl'et une
fois cette recherche terminéel’on procede a leur suppression de la structure. Cette
suppression peut se faire en O(1) en utilisant 1’algorithme de suppression décrit dans

le chapitre 2I'section 2.6.

L’algorithme précédent converge. En effetl'la procédure d’ajout donnée dans la
définition 3.5 divise bien les polyedres non homogenes. Dans le pire des casl'a la
convergencel chaque polyedre ne contient plus qu'un seul voxell'ce qui donne un

écart type de Ol'etI'dans ce casl'tous les polyedres sont homogenes.

L’étape 1 des algorithmes incrémentaux (Chapitre 21 section 2.4) est réalisée
en O(1) dans un environnement “split and merge”. En effetI'si Vorg(p) est un
polyedre non homogenel'on peut calculer les germes a insérer ¢ en leur donnant p
comme “pere”. Quand les germes ¢ seront insérés dans la structurel'la phase 1 des
algorithmes incrémentaux (Chapitre 2I'section 2.4) peut étre initialisée a partir du
“pere” p de ¢. Par constructionl'p et ¢ ne sont pas tres éloignés (¢ € Nsup(p) dans
DEL(S Ugq)): par conséquent la recherche peut se faire en O(1) en moyenne.

De plusl'en pratiquel'l’étape 2 des algorithmes incrémentaux est aussi en O(1);

par conséquentl'dans un environnement “split and merge”I'1’algorithme incrémental

pour construire le DVP 3D est en O(n).

Une alternative a I’algorithme “split and merge” est proposée dans le chapitre 61"
section 6.5.

Une illustration de notre algorithme est donnée en 2D dans la figure 26I'ou la
taille de 'image est de 256 x 256. Le résultat final est obtenu en quelques secondes
sur une silicon graphics indigo.

La figure 27 illustre le processus “split and merge” en 3D. La taille de I'image est
ici de 128 x 128 x 31 et le temps de calcul est de 3 minutes approximativement sur
une silicon graphics indigo.

D’autres illustrations en 3D sont données dans la section 3.3.4.
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(a) Division. De la gauche vers la droite et de haut en
bas: image originale, b polygones, 13 polygones, 41 po-
lygones, 126 polygones, 410 polygones, 1316 polygones,
3906 polygones, 9977 polygones.

(b) Résultat. A gauche, image originale ; au centre, ré-
sultat de la division (10585 polygones) et le graphe
correspondant au dessous; a droite résultat de la fu-
sion (9033 polygones) et le graphe correspondant au
dessous.

FiG. 26 - Algorithme “split and merge” basé sur le DVP 2D.
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Fi1G. 27 - Convergence de I’algorithme de “split and merge” dans un environnement

de Voronoi sur I'image d’un chromosome.

3.3.2 Etiquetage

Une étape d’étiquetage de chaque polyedre Vorg(p) est nécessaire pour permettre

le calcul du volumel'Vol(Vors(p))['de la moyennel’

1
m(Vors(p)) = mvevgs(p)n(v)
et de I’écart typel’
1 2
a(Vors(p)) = \l Vol(Vors(p)) Uev%:g(p)(n(v) —m(Vors(p)))

de chaque polyedre.

C’est un probleme classique de géométrie algorithmique mais tres difficile dans
notre cas puisque 256 x 256 x 41 voxels sont a étiqueter dans 1’exemple de la cellule
(section 3.3.4).

En 2D une solution utilisant les outils de géométrie discrete a été développée
grace a une bonne connaissance des droites discretes dans le plan. En 3D la notion
de plan discret est bien plus complexe [2]. Par conséquentI'nous avons opté pour

une solution issue de la géométrie algorithmique.
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La difficulté est donc de réaliser un étiquetage de maniere efficace. C'est dans
cette étape que les partitionnements réguliers de type octree sont extrémement per-
formants puisque les éléments de volume sont cubiques et quel'par conséquentI'un
simple balayage permet de trouver tous les voxels intérieurs au cube. Dans notre casl’
les éléments de volume sont polyédraux mais structurés dans le graphe de Delau-
nay. La nouveauté de notre technique d’étiquetage vient justement de 1’utilisation

de cette structure. Notre algorithme peut étre décrit comme suit.
Algorithme d’étiquetage d’un polyeédre
1. Chercher le plus petit parallélépipede rectangle P, contenant Vorg(p).

2. Pour chaque voxel v € P,I'chercher le germe ¢ le plus proche de v. Cette re-
cherche est faite dans le graphe de Delaunay. Elle est initialisée par p (Chapitre
2I'section 2.5.1).

3. Affecter v a Vors(q).

L’intérét de cet algorithme est que I'étape 2 se fait en O(1). En effet la recherche
du germe ¢ le plus proche de v peut étre initialisée par le germe p qui n’est pas tres

éloigné de v puisque v est contenu dans P, (Figure 28).

F1G. 28 - Boite englobante associée au polygone Vorgs(p). Le germe le plus proche
de v est ¢I'la recherche se fait a partir de p.
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Notre algorithme est donc théoriquement efficace. En pratiquel'la labélisation de
tous les polyedres de Voronoi d’un volume de 256 x 256 x 41 se fait en quelques

secondes.

3.3.3 Compression, extraction et mesures

Avant de nous plonger dans des exploitations plus complexes (chapitre 5 et cha-
pitre 6)I'nous présentons dans cette section les premieres applications possibles du

partitionnement en polyedres de Voronoi: compressionl'extraction et mesures.

Compression

Le codage par partitionnement en polyedres de Voronoi d’une image 3D donne
une représentation compressée du volume de données. Le taux T de compression
est calculé de la maniere suivante:

byxyz
n(ne +mny +n. +by)

Te =

ou xI'y et z représentent la taille en zI'en y et en z du volume de donnéesl'n
représente le nombre de polyedres obtenu apres la phase de fusion de ’algorithme
“split and merge” (section 3.3.1)'n, (resp. n, et n,) représente le nombre de bytes
pour coder les abscisses (resp. les ordonnées et les altitudes) des germesl'et enfin
b, est le nombre de bytes nécessaire pour coder I'intensité des niveaux de gris. Le
numérateur représente donc le nombre total de bytes pour coder I'image avant la
compression et le dénominateur représente le nombre total de bytes pour coder
I'image apres la compression.

Dans I’exemple de la cellule (3.3.4)I'T'image est composée de 256 x 256 x 41 voxels.
Chaque voxel est codé sur 256 niveaux de gris. Le volume de données aura donc une
taille de 256 x 256 x 41 x 8. Le nombre de polyedres obtenul'pour un écart type de
7 et apres fusionl'est d’environ 12000 ; le nombre de bytes nécessaire pour coder les
polyedres avec leurs niveaux de gris moyen est donc égal a (8 + 8 + 6 + 8) x 12000.

Le taux de compression est par conséquent de 60.

Extraction

Le principal outil utilisé pour extraire un objet 3D de I'image tridimension-

nelle est ’algorithme de recherche d’une composante connexe dans un graphe sous



3.3. PARTITIONNEMENT PAR LE MODELE DE VORONOI 61

contraintes. La contrainte estI'dans ce casl'sur les niveaux de gris.

L’algorithme consiste donc a regrouper de maniere séquentielle les polyedres qui
ont un niveau de gris similaire. Chaque objet devra par conséquent correspondre a
une composante connexe.

Cette méthode se révele tres efficace sur les images provenant du microscope
confocal a balayage laser car les objets se distinguent tres bien du fondI'fond non
exploitable pour l'utilisateur. Les exemples donnés dans la section 3.3.1 illustrent
bien ce fait.

Pour des images plus complexesI'nous verrons dans les chapitres 5 et 6 que des
techniques plus évoluées seront utiles pour extraire les objets.

Nous nous sommes aussi intéressés aux algorithmes issus de la morphologie ma-
thématique sur les graphes [139]. Nous en avons implémenté quelques uns: dilatation
binaire et numériquelérosion binaire et numériquelzones d’influencesI'Ligne de Par-
tage des Eaux (LPE)... [84].

Il est apparu que les résultats n’étaient pas probants en ce qui concerne la segmen-
tation. L’explication que nous en avons donnée est d’ordre théorique: si les boules
sont convexes sur des grilles régulieres (carrées ou hexagonales par exemple)lce n’est
plus le cas sur des graphes aléatoiresI'et en particulier sur le graphe de Delaunay
(Figure 29). De ce faitI'nous n’avons plus I'inclusion des boules de rayon croissant
et de méme centre (avec la distance graphel'deux points voisins sont a distance 1).

L’extraction des objets est nécessairel'si on veut par la suite procéder a des

mesures de parametres caractérisant 1’objet.

Mesures

En biologiel'et particulierement dans I’étude du mode d’organisation du génome
humainl'il est nécessaire de calculer la distance entre une séquence d’ADN (révélée
par fluorescence) et une marque caractéristique (centromere) du chromosome. Un
tel calcul est difficile puisque le plus souvent les objets (chromosomes) ne sont pas
convexes.

Pour résoudre ce problemel'nous avons utilisé I'algorithme de Dijkstra [117] qui
consiste a rechercher le plus court chemin reliant deux noeuds dans un graphe a
poids positifs. Pour ce qui nous concernel'le graphe utilisé pour un tel calcul est
le graphe de Voronoil'et le poids associé a deux noeuds du graphe est la distance

euclidienne les séparant.
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FiG. 29 - Probleme posé par la dilatation binaire en morphologie mathématiques
sur le graphe de Delaunay. Les points noirs forment la boule de rayon 1 et les points
noirs et blancs la boule de rayon 2. Un point de la boule de rayon 2 est contenu dans

I’enveloppe convexe des points formant la boule de rayon 1.

La raison fondamentale de ce choix provient d’une propriété importante du dia-
gramme de Voronoi que nous détaillerons dans le chapitre 4: le squelette d’un objet
O est un sous-graphe du DVG de O. Cette propriété permet de lier une approxi-
mation du squelette des objets a un sous-graphe Sq du DVP : nous verrons que le
DVG peut étre approximé par le DVP en discrétisant 1’objet O. Les sommets de
Voronol appartenant a S¢ seront ceux ayant leurs quatre germes créateurs associés
a des polyedres intérieurs a 1'objet (polyedres appartenant a la composante connexe

de I'objet obtenu par extraction).

Le calcul de la distance entre deux sommets sy et sy de S¢ consiste alors a
calculer la plus courte distance d,, entre s; et s, dans le graphe de Voronoi restreint
a Sq en utilisant 'algorithme de Dijkstra. La complexité de cet algorithme est en
O(Card(Sq)). En pratiquelle calcul est fait en temps réel. Des études sont effectuées
pour calculer 'erreur commise dans le calcul de S¢ [4] et donc pour calculer U'erreur

commise sur la distance d,,.

La figure 30 montre un résultat que nous avons obtenu en 3D.
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Fi1G. 30 - Calcul de distances intra-chromosomales a I’aide de ’algorithme de Dijks-
tra. Le chemin est composé d’arétes de Voronoi et s’approche du squelette du chro-

mosome.

3.3.4 Résultats sur des images 3D

Le premier exemple est donné par I'image 3D d’un chromosome. L’étude de
tels chromosomes est intéressante dans le cadre du projet européen Human Ge-
nom (GENO-CT91-0029). Le volume de données est composé de 31 coupes optiques
de 128 x 128 pixels chacune. [’algorithme “split and merge” converge avec environ
7000 polyedres en utilisant un écart type de 13. Il reste a peu pres 6000 polyedres
apres ’étape de fusion. Pour cet exemple le taux de compression est de 25. Le temps
de calcul total est de 1 mn 30 s (Figure 27).

Le second exemple est I'image d’un noyau cellulaire. Le volume de données est
composé de 41 coupes optiques de 256 x 256 pixels chacune (Figure 18). L’algorithme
“split and merge” converge avec environ 15000 polyedres en utilisant un écart type
de 7. Il reste a peu pres 12000 polyedres apres I’étape de fusion. Pour ce deuxieme
exemple le taux de compression est de 60. Le temps de calcul total est de 3 mn
(Figure 31).

Un troisieme exemple est donné par I'image d’un autre chromosome. Le volume
de données est composé de 21 coupes optiques de 128 x 128 pixels chacune (Figure
32). On peut remarquer que ces images sont tres bruitées. L’algorithme “split and
merge” converge avec environ 6000 polyedres en utilisant un écart type de 7. Il reste
a peu prés H000 polyedres apres ’étape de fusion. Pour ce troisieme exemple le taux

de compression est de 13 environ. Le temps de calcul total est de 1 mn (figure 33).
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Fic. 31 - Différentes vues du résultat de I'algorithme “split and merge” a partir

des polyedres de Voronoi sur un noyau cellulaire

3.4 Etude du modele octree et du modele de De-

launay. Comparaison des partitionnements

L’algorithme “split and merge” sur le modele de Voronoil'décrit dans la section
3.3I'peut étre étendu a d’autres modeles géométriques. Nous avons testé cet algo-
rithme sur le partitionnement en octrees ou les éléments de volume sont des cubesl’

et sur le partitionnement de Delaunay ou les éléments de volume sont des tétraedres.
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F1G. 32 - 16 sections d’une série de 21 sections (128 x 128) d’un chromosome obtenu

avec un microscope confocal a balayage laser (CLSM) (LSM10 ZEISS).

3.4.1 Partitionnement par le modele octree

De nombreux articles traitent des partitionnements en quadtrees et en octrees
[118]. L’idée ici est d’utiliser ces partitions en analyse d’images. Une récente publi-
cation traite du sujet en 3D [108]. Les partitionnements en quadtrees ou en octrees
font partiel'comme nous "avons déja soulignél'des partitionnement que nous avons
appelés rigides. L’algorithme peut étre décrit séquentiellement et dans ses grandes

lignes de la maniere suivante :

Algorithme: Partitionnement octree

1. Initialiser 'octree avec toute 'image 3D (une seule feuille pour le volume

entier).
2. Itérer jusqu‘a convergence (toutes les feuilles sont homogenes).

a) Calculer la movyenne des niveaux de grisl'l’écart typel'et le volume de
Y g yp

chaque cube.

(b) Pour chaque cubel'si le cube est non homogene (Définition 3.3I'adaptée

a des cubes)alors le cube est subdivisé en 8 sous-cubes.
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Fic. 33 - Différentes vues du résultat de I'algorithme “split and merge” a partir

des polyedres de Voronoi sur un chromosome.

De nombreuses variantes des octrees sont étudiéesI'notamment en ce qui concerne
le découpage d’une feuille'de facon a rendre moins rigide la maniere de partition-
ner un cube. NéanmoinsI'tous les éléments de volume seront des parallélépipedes
rectangles. Telle que nous I"avons définie dans la section 3.3.11'la fusion n’est pas

réalisable pour les quadtrees ou les octrees.

La figure 34 illustre le processus en 2DI'résultat a comparer avec les résultats des
figures 26 et 36. La figure 35 donne le résultat obtenu pour le chromosome en 3DI’

résultat a comparer avec les résultats des figures 27 et 37.
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FiG. 34 - Partitionnement en quadtrees de I'image “femme”. De la gauche vers la
droite et de haut en bas: image originalel'4 carrésl'16 carrésI'64 carrés['244 carrésl’

874 carrésl'3037 carrésl'9823 carrésl'représentation des carrés.

3.4.2 Partitionnement par le modele de Delaunay

Comme nous 'avons déja vu dans le chapitre 2I'section 2.2I'si S est un ensemble
fini de points de IR°’T'le diagramme de Delaunay de S est une partition en tétraedres
de 'enveloppe convexe de S. Comme pour le modele de Voronoil'on voudrait utiliser
ce partitionnement en analyse d’images. Une récente publication traite du sujet en
2D [40]. La différence essentielle entre ce partitionnement et celui obtenu avec des
polyedres de Voronoi consiste dans le fait que les éléments de volume disposent d'un
nombre de faces figé (4 pour un tétraedre). La procédure d’ajout s’effectuera selon

le critere suivant :

Définition 3.6 (Ajout tétraédre) Soit T un tétraedre non homogéne. Un germe

q sera ajouté sur le barycentre de T'.

L’algorithme peut étre décrit de la maniere suivante:
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F1G. 35 - Partitionnement en octrees d'un chromosome (11500 cubes).

Algorithme: Partitionnement Delaunay

1. Ensemencer 'image par un petit nombre de germes selon un processus de

Poisson.

2. Répéter jusqu’a convergence (tous les tétraedres sont homogenes).

(a) Calculer le diagramme de Delaunay.

(b) Calculer la moyenne des niveaux de grisI'’écart typel'et le volume de

chaque tétraedre.

(c¢) Diviser (Définition 3.6) chaque tétraedre non homogene (Définition 3.3

adaptée a des tétraedres).

3. Fusion: suppression des tétraedres inutiles (Définition 3.7).

En l'absence d’un critere aussi simple que celui employé dans le cas du parti-
tionnement en polyedres de Voronoi pour supprimer un tétraedrel'l’étape de fusion

(étape 6) est basée sur la définition suivante:
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Définition 3.7 (Tétraedre inutile) Soit p € S. Si tous les tétraédres du polyedre
étoilé PE(p)) sont homogénes et de méme niveau de gris, alors les tétraédres de

PE(p) sont dits inutiles.

L’algorithme de fusion consiste alors a chercher tous les tétraedres inutilesI'cor-
respondant aux polyedres étoilés PE(p)let a supprimer de la structure de Delaunay
les germes pllassociés a ces polyedres étoilés.

La figure 36 donne une illustration du processus en 2D a comparer avec les figures
26 et 34 et la figure 37 donne le résultat obtenu sur le chromosome 3D a comparer

avec les figures 27 et 35.

3.4.3 Comparaison des modeles de partitionnement

Pour commencerI'prenons I’exemple du noyau cellulaire que nous avons présenté
dans la section 3.3.4. Pour chaque modele de partitionnementI'nous avons comparé

certains parametres.

Modele Voronoi | Delaunay octree
Eléments de volumes | polyedres | tétraedres cubes
Nombre n de faces 4 <n<24 n—=4 n==06
Orientation des faces | arbitraire | arbitraire | OQzyl'OzzI'Oyz
Type du modele non rigide | non rigide rigide
Nombre d’éléments 12000 15000 20000
Fusion oul oul non
Squelette oul oul non
Temps CPU 3 4 107

Plusieurs points se dégagent de ce tableau. Nous notons d’abord un fait assez
général que nous avons constaté dans la plupart des images que nous avons étudiéesl’
aussi bien en 2D qu’en 3D.

Le partitionnement en polyedres de Voronoi est le mieux adapté a 'image. En
effetI'c’est le partitionnement possédant le moins d’éléments de volume. A titre de
comparaisonl'pour le partitionnement cubiquel'un calcul simple montre qu’il faut
41984 cubes de tailles 4 x 4 x 4 pour partitionner I'image du noyau cellulaire.

De mémel'en 2D et pour I'image muscle du GRECOT'avec un écart type de 13T
nous obtenons 8203 polygonesI'12657 triangles['14224 carrés dans un quadtree et

16384 carrés de taille 2 x 2 dans le partitionnement carré.
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(a) Division. De la gauche vers la droite et de haut en
bas: image originale, 5 triangles, 13 triangles, 62 tri-
angles, 155 triangles, 365 triangles, 822 triangles, 1703
triangles, 3821 triangles.

(b) Résultat. Image originale & gauche, résultat de la
division (5530 triangles) au centre et le graphe cor-
respondant au-dessous, résultat de la fusion (4215 tri-
angles) a droite et le graphe correspondant au-dessous.

FI1G. 36 - Algorithme “split and merge” basé sur le diagramme de Delaunay.
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—————————————————————————————————————————————————————————————————————

_____________________________________________________________________

F1G. 37 - Partitionnement en tétraedres de Delaunay d’un chromosome (6500 té-

traedres).

D’apres notre étude les partitionnements 3D peuvent étre classés du moins adap-

tatif au plus adaptatifl’et du plus rigide au moins rigide['comme suit :

1. partitionnement non-adaptatif cubiquel’
2. partitionnement adaptatif en octreesI’
3. partitionnement adaptatif en tétraedres de Delaunayl’

4. partitionnement adaptatif en polyedres de Voronoi.

Toutefois on peut dire que les partitionnements en tétraedres de Delaunay et ceux
en polyedres de Voronoi sont assez comparables au niveau des résultats obtenus.

De plusl'ces deux modeles non rigides que nous avons présentés permettent de
calculer une approximation du squelettel'de I'exosquelette et du squelette par zone
d’infuence d’objets. Une étude complete sera présentée dans le chapitre 4. La repré-

sentation en quadtrees ou octrees ne permet pas un tel calcul (Figure 38).
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————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

____________________________________________________________________________

Fic. 38 - Avec le partitionnement de Voronoi il y a émergence du squelette et
du SKIZ des objets. Une telle émergence n’existe pas avec un partitionnement en

quadtrees.

Ces deux modelesI'du fait de 1’étape de fusionl'sont beaucoup plus robustes a
la translation et a la rotation que le modele octree. La figure 39 illuste ce fait. De
la gauche vers la droite et de haut en bas on obtient sur I'image d’un carré: 16
carrés pour I'image originale avec un quadtreel'745 carrés en translatant I'image de
1 pixel en diagonalel'et 811 carrés avec une rotation de 10 degrés. Dans les mémes
conditionsI'on obtient 408 polygones pour l'image originalel'383 polygones pour
I'image translatée et 404 pour I'image avec un rotation de 10 degrés. Par conséquentI’
le nombre de polygones reste constant dans une certaine limitel'alors que le nombre
de carrés est instable.

De plusl'on remarque que dans la représentation par polygones de Voronoil'l’ap-
proximation du squelette est a peu pres conservée.

Le prix a payer est un temps de calcul plus important pour les deux modeles non

rigides (Voronoi et Delaunay)l'en comparaison du modele rigide (octree).

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre différents modeles géométriques de parti-

tionnement d’une image bidimensionnelle ou tridimensionnelle.



3.5. CONCLUSION 73

Fic. 39 - Non-invariance en rotation et translation des quadtrees et pseudo inva-

riance des polygones de Voronoi en rotation et translation.

Deux composantes sont essentielles dans les partitionnements :
1. les régionsI’
2. les relations de voisinage entre les régions.

Le premier point permet d’avoir un codage haut niveau des voxelsl'et le deuxieme
point permet de structurer les régions dans un graphe extrémement informatif en ce
qui concerne les pavages de Voronoi.

Dans ce casl'le partitionnement sera construit dans un environnement “split and
merge”. Des modifications peuvent encore étre apportées a cet algorithme: le critere
d’homogénéité peut étre modifiél'et la procédure d’ajout peut aussi étre modifiée
dans un environnement markovien comme nous le verrons dans le chapitre 6I'section
6.5.

Des exploitations ont été présentées (compressionl'segmentationI'mesures). Nous
en verrons d’autres dans les chapitres 5 et 6I'en ce qui concerne la segmentation
dans un environnement pyramidal controlé par un réseau de Hopfield'ou dans un

environnement markovien.
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Nous verrons aussi comment obtenir une partition de Voronoi répondant a un
critere d’optimalité.

Notre méthode de partitionnement peut étre utilisée dans d’autres applications
demandant des outils d’analyse d’images 3D (e.g.Itomographiel'scannerl'résonnance
magnétique...)l'et permet de réduire la taille des données (16 Méga-Octets) avant

de procéder aux étapes d’analyse d’images.



Chapitre 4

Diagramme de Voronoi généralisé

3D.

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la généralisation du diagramme de Voronoi
a un ensemble d’objets composés de parties affines (par exemple des polyedres). Ces
objets sont définis dans la section 4.2. Trois axes principaux ont été développés.

Le premier axe est une étude théorique sur les équations des séparateurs entre
ces objets. Cette étude débouche sur un théoreme de caractérisation.

Le deuxieme axe est consacré au calcul d’une solution approchée du diagramme de
Voronoi généralisé 3D (DVG 3D) en utilisant le diagramme de Voronoi ponctuel 3D
(DVP 3D). Dans un théoreme de convergencel nous apportons une démonstration
de la validité de notre approche algorithmique.

Le troisieme axe donne les connexions existantes entre squelettel’exosquelettel’
SKIZ (squelette par zones d’influence) et le diagramme de Voronoi généralisé 3D.

Comme dans le chapitre 3['ces connexions permettent de lier a nouveau la géo-

métrie algorithmique a ’analyse d’images.

75
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4.1 Introduction

L’étude de la généralisation du diagramme de Voronoi a un ensemble de poly-
edres est liée a 1’étude des squelettesl'exosquelettes et SKIZ (squelettes par zone
d’influence) (section 4.5). En effetl'il a été démontré [83] que le squelettel I'exos-
quelette et le SKIZ d’un ensemble de polyedres sont des sous-graphes du graphe
de Voronoi généralisé. C’est cette connection entre I'analyse d’image et la géomé-
trie algorithmique qui a motivé notre étude. Nous étudierons ici une classe d’objets
plus large que celle des objets polyédriquesI'celle des objets que nous désignerons
“affines” (Définition 4.2I'section 4.2).

Ce chapitre sera donc consacré aux diagrammes de Voronoi généralisés. Le concept

de généralisation peut étre vu sous différents angles:

1. généralisation par le choix de la métrique: en analyse d’imageslon peut utiliser
différentes distances discretes d4I'd8I'les distances du chanfrein ou la distance

euclidienne [39]"
2. généralisation au sens de la dimension: 2DI'3D et nD [91'301'1401'49]"

3. généralisation en fonction des éléments: pointsl'segments'polygones [831'74]T

ou polyedres [10].

En 2D de nombreux résultats existent déja. On sait par exemple que les dia-
grammes de Voronoi basés sur un ensemble de polygones sont constitués de para-
boles et de portions de droites (demi-droites et segments de droite). La figure 40
extraite de [74] en est une illustration. Nous donnerons une généralisation de ce
résultat en 3D.

De pluslil existe un algorithme pour calculer le DVG 2D de I'intérieur d’un po-
lygone [741'83] et pour I'extérieur d’un ensemble de polygones [74]. Les approches
utilisées sont de type “divide and conquer” pour l'intérieur des polygonesl'et incré-
mentale pour 'extérieur d’un ensemble de polygonesl'approches que nous avons déja
rencontrées lors de 1’étude du DVP 3D (Chapitre 2I'section 2.3). Un tel algorithme
n’existe pas en 3DI et nous proposerons une approche non exactel  généralisation
tridimensionnelle du travail trouvé en 2D dans [250'311'94].

Dans ce chapitrel'nous nous occuperons spécifiquement de la généralisation au
sens des éléments (polyedres...) et au sens de la dimension (3D). La métrique consi-

dérée dérive de la distance euclidienne (Définition 4.3I'section 4.2).
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4.1. INTRODUCTION

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

F1G. 40 - Bissectrices de deux éléments de type: point-point (a)I'point-segment (b)I"

point-segment dégénérés (c)l'deux segments ouverts disjoints (d) et deux segments

ouverts ayant une extrémité commune (e) (extrait de [7/)])
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Le plan que nous suivrons dans ce chapitre est le suivant. Dans la section 4.2I"
nous donnons quelques définitions formelles. La section 4.3 est consacrée a une étude
détaillée du DVG 3D. Cette section aboutit au théoreme 4.1. Dans la section 4.4I'un
algorithme est présenté pour calculer le DVG 3D a partir du DVP 3D. Une démons-
tration de la convergence de notre algorithme est apportée a travers le théoreme 4.2.
Dans la section 4.5I'nous étudions les connexions existant entre squelettel'exosque-
lette'SKIZ (squelette par zones d’influence) et le diagramme de Voronoi généralisé
3D. La section 4.6 est une annexe a la section 4.3.1 apportant des compléments de
calculs. Enfin['dans la section 4.7 nous donnons une conclusion et quelques perspec-

tives.

4.2 Définitions

Notre but ici est de donner une définition de ce que nous entendons par élément
simple et objetl’et de définir une distance entre les objets. Les bissectricesI'sépara-
teurs et donc le DVG 3D que nous définirons ensuite seront dépendants du choix
de cette distance. Cette section est donc destinée a apporter toutes les définitions
nécessaires a la compréhension de ce chapitre.

Pour commencerl'la notion de base est celle d’éléments simples

Définition 4.1 (Eléments simples) Points, segments ouverts et polygones ou-

verts seront appelés éléments simples.
PuisI'nous passons a la notion d’objet.

Définition 4.2 (Objet) Un objet (affine) Obj est défini comme un ensemble connexe

d’éléments simples.

Par exemple un segment fermé [a,b] est I'union de trois éléments simples (un
segment ouvert et ses deux extrémités): [a, b] =]a,b] U {a} U {b} (Figure 41).

De mémelun polygone fermélrT'dont les sommets sont : {ag, ...,an_1}lag,...,an_1 €
R*Test 1'union de de son bordI'noté dxlet de son intérieur 7. Nous avons donc

7 =0r U 7lolt Or est une union de segments fermés (Figure 42). 11 en découle:

N-1 N-1
87'(' = U ]ai,a(i_l_l) mod N[ U {CLZ}
1=0 1=0

(o]
T = 7w — 0.
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a

F1G. 41 - Segment fermé [a, b] décomposé en un segment ouvert |a, b] et deux points

extrémités a et b.

Par le méme procédé de décompositionI'un polyedre quelconque de R? peut étre
vu comme une union d’éléments simples. Les polyedres (convexes ou non) seront
doncl'de maniere naturellel'considérés comme des objets.

al
a3

az
a7’

a6
£ a4
ab

FiG. 42 - Polygone fermé décomposé en éléments simples: polygone ouvertl'seg-

ments ouverts et points.

Définition 4.3 (Distance) Soit p et ¢ deux points de IR>. On note d(p,q) la dis-
tance euclidienne entre p et q. La distance entre un point p et un ensemble non vide

S, notée d(p, S), est définie par:
d(p, 5) = inf d(p, ).

Définition 4.4 (Projection) La projection d’un point p de IR® sur un polygone
7, notée Pr(p), est la projection orthogonale du point p sur le plan I contenant le

polygone .

Une définition identique donne la projection d’un point p sur un segment faisant

intervenir la droite supportant ce segment.
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Définition 4.5 (Image) L’image d’un point p de IR® sur un polygone w dont les

sommets sont {ag,...,an_1}, do,...,an_1 € IR, notée Im(p), est la suivante :

o Im(p) = P(p,1), sila projection est située sur =, ou 1l est le plan contenant ©

(Figure 43, point py).

e Im(p) = P(p,D;), s’il existe v € {0,...,N — 1} tel que la projection soit sur

]ai,a( ot les D; sont les droites contenant les ]ai,a(

i+1) mod vl i+1) mod vl

i € {0,...,N — 1} (Figure 43, point py).

o Im(p) = a;, ou a; est le point extrémité le plus proche, sinon (Figure 43, point

p3).

La figure 43 illustre cette notion.

1
p
p. e ? » 3
2\ I ,
\ 1 /
\ az2 1 /
\ ~—
é a3=h3
al h1 h2

ad

ad

FiG. 43 - L’image de p; est sur le polygonel'celle de py sur un segment et celle de

p3 sur un point.
D’apres cette définition nous avons: d(p,7) = d(p, Im(p,)).

Définition 4.6 (Bissectrice) La bissectrice B(e;,e;) entre deux éléments simples
e; et e; est définie comme Uensemble des points de Uespace équidistants de e; el de

€/
Bleisej) = {q € R, d(q. e;) = d(q,¢;)}-
ou la distance est donnée dans la définition 4.5.

Les équations de ces bissectrices seront discutées dans la section 4.3.1.
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Définition 4.7 (Séparateur) Le séparateur entre deux objets distincts Objy et
Obja, noté Sep(Objy,Objs), est défini comme Uensemble des points équidistants de
Ob]l et de Ob]z N

Sep(Objy, Obj) = {q € I, d(g, Objy) = d(g, Obja)}
ou la distance est donnée dans la définition 4.3

Définition 4.8 Soit S = {Obj,,p = 0,...,N — 1} un ensemble de N objets. Le
séparateur entre un Oby, € S et les autres objets de S est défini comme l'ensemble

des points équidistants de Objy, et de S — Oby, :

Sep(Objpv S — Ob]p) = {q S BSvd(Q7 Ob]p) = d(Qv Ob]l); Ob]l €5 — Ob]p}
ou la distance est donnée dans la définition 4.5.

Quant aux équations de ces séparateursl’elles seront discutées dans la section

4.3.2.

Définition 4.9 (Région) La région H(e;, e;) associée a Uélément e; au vu de ['élé-

ment e; est U'ensemble des points plus proches de U¢lément e; que de U'élément ¢;:
H(eiv 6]‘) = {q S B37d(Q7 62') S d(Qv 6])}‘

Il est a noter quel'contrairement au cas du DVP 3DI'H (e;, e;) n’est pas un demi-

espace en générall'comme nous le verrons dans la section 4.3.

Définition 4.10 Soit Obj; et Objy deux objets. La région de Voronoi notée Cel(Objy, Objs)
associée a Obyy par rapport a Objy est l'ensemble des points plus proches de Objy

que de Objy. Pour un élément simple e;, nous avons :

Cel(e;, Objs) = () Heiey),

e, €0bjs

donc, pour un objet, nous pouvons écrire :

Cel(Objy, 0bjy) = | Cel(es, Obya).

e;€0bj;
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Plus généralementI'nous avons la définition suivante.

Définition 4.11 Soit S = {Obj,,p = 0,...,N — 1} un ensemble de N objets. La
région de Voronoi notée Cel(Oby,, S —Obj,), associée a l'objet Obj, par rapport aux
objets de S — Oby,, est Uensemble des points plus proches de Uobjet Objy, que des

objets de S — Obyj,. Pour un élément simple e;, nous avons:

Cel(e;, S —Obj,)= () Hlesej),

e, €S—0bjp

donc, pour un objet, nous pouvons écrire :

Cel(Obj,, S — 0bj,) = |J Cel(e;, S — 0bj,).
e;€0bjp
D’apres les définitions 4.7 et 4.10I'nous pouvons dire que les régions C'el(Objy, Oby2)
et Cel(Obyz, Objy) sont adjacentes par le séparateur Sep(Objr,Objy). Les régions
de Voronoi de ces deux objets seront donc connues des I'instant ou 1’équation de
Sep(Objy, Objy) sera donnée. C’est pourquoi nous menerons une étude approfondie
sur les séparateurs par le biais des bissectrices dans la section 4.3.
Nous pouvons maintenant définir la notion de diagramme de Voronoi généralisé

3D d’un ensemble d’éléments simples:

Définition 4.12 (DVG 3D basé sur les éléments simples) Le diagramme de
Voronoi généralisé, VOR(S), pour un ensemble S d’éléments simples, est l'ensemble

de toutes les régions de Voronoi associées a chaque élément simple :

VOR(S) = U Cel(e;, S — €;).
e, ES
La figure 44 illustre cette notion en 2DI'ou les éléments simples sont des points
ou des segments ouverts.
Une autre notionl'liée a celle du squelette par zone d’influencel’est la notion
du diagramme de Voronoi généralisé 3D d’un ensemble d’objets. Le DVG 3D d’un
ensemble d’objets est en fait un sous-graphe du DVG 3D basé sur les éléments

simples. Plus précisément nous avons la définition suivante :

Définition 4.13 (DVG 3D basé sur les objets) Le diagramme de Voronoi gé-
néralisé, VOR(S), pour un ensemble S d’objets, est 'ensemble de toutes les régions

de Voronoi associées a chaque objet :



4.2. DEFINITIONS 83

———————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________

Fi1G. 44 - DVG 2D basé sur les éléments de l'intérieur d’un polygone (extrait de

[74])-

VOR(S)= |J Cel(Obj,, S — Obj,).

Objp€eS

La figure 45 extraite de [74] illustre cette notion en 2DI'ou les éléments simples
sont des points ou des segments ouverts.

Le DVG 3D d’un ensemble d’objets peut étre calculé a 'aide du DVG 3D de
I’ensemble des éléments simples composant les objets.

Nous avons donc deux notions de DVG 3D : I'une est basée sur les éléments simples
et Pautre sur les objets. La premiere notion sera a mettre en correspondance avec
les squelettes et les exosqueletteslet la deuxieme notion avec le SKIZ (section 4.5).

De plusl'par constructionl'nous avons la propriété suivante liant ces deux notions:

Propriété 4.1 Le DVG 3D basé sur un ensemble O d’objets est un sous-ensemble
du DVG 3D basé sur les éléments simples composant les objets de O.
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———————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________

Fic. 45 - A gauche'DVG 2D de I'extérieur d’un ensemble de polygones basé sur

les éléments. A droite'DVG 2D P'extérieur d’un ensemble de polygones basé sur les

objets (extrait de [7/]).

Pour résumerl'le DVG 3D d’un ensemble d’éléments simples (resp. objets) est
I’ensemble des régions associées aux éléments simples (resp. objets)I'tel que chaque
région R est composée des points plus proches de 1’élément simple (resp. objet)

associé a R que de tous les autres.

Remarque 4.1 5i l'ensemble S est composé exclusivement de points, on reconnait

la définition classique du DVP 3D.

4.3 Equations des bissectrices et des séparateurs

Dans la partie 4.3.1 les équations des bissectrices entre les éléments simples sont
données en 3D. I’étude préliminaire que nous effectuons a propos de ces équations
déboucheral'dans la partie 4.3.2'sur un théoreme général relatif aux équations des

séparateurs entre des objets.
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4.3.1 Equations des bissectrices

Nous entendons ici par bissectricel'la surface définie par I’ensemble des points les
plus proches de deux éléments simples (Définition 4.6). Cette étude nous amene a

considérer différents cas:
1. deux points a et bI'
2. un point a et un segment ]b, ¢[I’
3. un point a et un polygone 7’
4. deux segments |a, b[ et e, d[I’
5. un segment |a, b[ et un polygone xT']a,b[ N I # 0T
6. un segment |a, b[ et un polygone xT']a, b N I = T’
7. deux polygones 7 et ms.

Nous ne considererons pas les cas dégénérés qui compliqueraient inutilement notre
présentation.
Dans toute cette sectionl'(x,y, z) désigneront les coordonnées d'un point quel-

conque P de IR®.

e Cas 1: deux points a et b. B(a,b) est le plan médiateur entre a et b (Figure
16).

On obtient donc le lemme suivant :

Lemme 4.1 La bissectrice entre deux points a et b est le plan médiateur des points

a et b.

Ce cas est le seul rencontré lorsque 'on s’intéresse au DVP 3D.
On retrouve bien qu’une cellule de Voronoi est un polyedre convexe comme in-

tersection de demi-espaces.

e Cas 2: un point ¢ et un segment b, ¢[.
Le probleme se ramene a un probleme bidimensionnel en considérant le plan
IT défini par les trois points al'b et ¢. Dans ce plan la bissectrice est divisée en

trois parties: 2 demi-droites créées respectivement par les deux points a et b et
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FiG. 46 - Bissectrice de deux points

les deux point b et cl'et un arc parabolique de foyer a et de directrice (a,b) [74].
Par conséquentl'en 3DI'la bissectrice devient une portion de surface parabolique

complétée de deux parties planes (Figure 47).

F1G. 47 - Bissectrice entre un point a et un segment |b, ¢[ (surface parabolique et

deux demi-plans).
Ce résultat nous permet d’écrire le lemme 4.2.

Lemme 4.2 La bissectrice entre un point a et un segment |b, c[ est une union de

parties planes et d’une portion parabolique.
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e Cas 3: un point ¢ et un polygone 7.

Considérons d’abord le cas d'un plan Il et d’un point a. Soit {z = 0 I’équation du
plan IITet @ le point de coordonnées (0,0, 1). La projection orthogonale de P sur II
est H(x,y,0). Les points P situés a égale distance de Il et de a sont caractérisés par
Iéquation z2 4 y? + 1 = 2z qui représente 1’équation d’un paraboloide de révolution

(Figure 48).

F1G. 48 - Bissectrice entre un point @ et un carré (on ne considere ici que la partie

paraboloide de révolution).

Si I’équation du plan II est plus complexel'par réduction de la forme quadratique
obtenuel'on retrouve la forme réduite de ’équation d’un paraboloide de révolution.

Considérons le cas plus général d’un polygone 7 représenté par ses N sommets
(ag,...,an—1). Le probleme se décompose alors en sous-problemes: les points a et
a;I't € {0,..., N —1}I'donnent des parties planes (cas 1). Le point « et les segments
]ai,a(i_l_l) mod ) [['(z € {0,...,N —1}) génerent des surfaces paraboliques (cas 2).
De plus la bissectrice entre le point @ et le polygone ouvert T est une partie d’un
paraboloide de révolution (Figure 48). Pour obtenir la partie de ce paraboloide de
révolution il suffit de considérer la restriction du plan II (contenant le polygone
ouvert 7) a wl'et d’utiliser le résultat précédent. Nous pouvons donc conclure avec

le lemme 4.3.
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Lemme 4.3 La bissectrice entre un point et un polygone est une union de parties

planes, de parties paraboliques et d’une partie de paraboloide de révolution.

e Cas 4: deux segments |a, b] et |c, d[.

Nous supposerons que les deux segments ne sont pas coplanaires (le cas de la
coplanarité se ramenant de maniere évidente & un probleme bidimensionnel).

Avant d’analyser le cas de deux segmentsl'étudions le cas de deux droites ortho-

gonales et non coplanaires )y and Dy données par les équations suivantes:

y=20 x=0
D, 1eth:

z =

La projection orthogonale d’un point P sur Dy est Hy(x,0,1) et la projection ortho-
gonale de ce méme point P sur Dy est Hy(0,y, —1). Les points situés a égale distance
de D; et de D, sont caractérisés par ’équation: y* — 2% = 4z. Cette équation est

celle d'un paraboloide hyperbolique (appelé aussi col) (Figure 49).

F1G. 49 - Bissectrice entre deux segments (on ne considere ici que la partie hyper-

bolique).

Le cas général de deux droites Dy et Dy non-coplanaires est obtenu par réduction

de la forme quadratique obtenue. Le résultat est la forme réduite d’un paraboloide
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hyperbolique. Les détails sont reportés dans ’annexe 4.6.1'et montrent que nous
obtenons toujours un paraboloide hyperbolique.

Nous pouvons aborder maintenant le cas de deux segments non coplanaires. La
bissectrice contient 9 parties. Quatre parties planes générées par les bipoints {a, ¢}’
{a,d}I'{b,c} et {b,d} (cas 1)['quatre portions de surface parabolique générées par
les points extrémités al'bl'c ou dl'et le segment complémentaire Ja, b[l'ou ]e, d[ (cas
2). De plusI'nous avons une portion de paraboloide hyperbolique générée par les
deux segments ouverts |a, b et Je,d[ (Figure 49). Ce dernier résultat s’obtient en
considérant les restrictions des droites Dy (resp. D) contenant |a, b] (resp. e, d[) a
Ja, b (resp. J¢,d]) et en utilisant le résultat précédent. Le cas 4 permet d’énoncer le

lemme 4.4.

Lemme 4.4 La bissectrice entre deur segments est une union de parties planes, de

parties paraboliques, et d’une partie de paraboloide hyperbolique.

Dans les cas 5 et 6'r désignera un polygone et II le plan contenant 7. De plus le

segment |a, b[ et le polygone 7 seront supposés non coplanaires.

e Cas 5: un segment |a, b[ et un polygone =, avec Ja,b[ N II # 0.
Pour commencerl'considérons une droite D orthogonale a un plan III'donnés par

les équations suivantes:

D {:1;:0 etIl : {z=0
y=20

La projection orthogonale d’un point P sur D est Hy(0,0,z) et sa projection or-

thogonale sur Il est Hz(x,y,0). Les points P équidistants de Il et de D vérifient

2% 4+ y* — 22 = 0. On reconnait un cone de révolution d’axe z (Figure 50).

Le cas général d’une droite D non orthogonale a un plan 11 est donné par réduction
de la forme quadratique obtenue. Les détails sont reportés dans ’annexe 4.6.21'et
montrent que nous obtenons également un cone.

En ce qui concerne le cas d’un segment |a, b[ et d’un polygone wI'sous les hypo-
theses du cas 5HI'par décomposition du probleme et en utilisant les lemmes précédentsl’

comme nous 'avons fait dans les cas 2I'31'et 4I'nous obtenons le lemme 4.5.

Lemme 4.5 La bissectrice entre un segment et un polygone sous les hypotheses

du cas 5 est une union de parties planes, de parties paraboliques, de parties de
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—————————————————————————————————

_________________________________

FIG. 50 - Bissectrice entre un carré et un segment orthogonal.

paraboloides hyperboliques, de parties de paraboloides de révolution, et d’une partie

CONLqUE.

e Cas 6: un segment ]a, b[ et un polygone =, avec Ja,b[ N I = .

Le cas général d’une droite D et d’un plan II est reporté dans "annexe 4.6.31'et
montre que nous obtenons comme bissectricel'une surface parabolique (Figure 51).

En ce qui concerne le cas d’un segment |a, b[ et d’un polygone wI'sous les hypo-
theses du cas 6I'par décomposition du probleme et en utilisant les lemmes précédentsl’

comme nous 'avons fait dans les cas 2I'31'41'et 5I'nous obtenons le lemme 4.6.

Lemme 4.6 La bissectrice entre un segment et un polygone sous les hypotheses du
cas O est une union de parties planes, de parties de paraboloides hyperboliques, et

d’une partie parabolique.

e Cas 7: deux polygones m; and .
Il est bien connu que la bissectrice entre deux plans est un plan. De mémel'par

restriction]'pour deux polygonesI'la bissectrice contiendra une partie plane générée
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FI1G. 51 - Bissectrice entre un carré et un segment “parallele”.

par w1 et my. Les autres parties de la bissectrice résultent des lemmes précédents en

utilisant la technique de décomposition. FinalementI'nous avons le lemme 4.7.

Lemme 4.7 La bissectrice entre deux polygones est une union de parties planes, de
parties paraboliques, de parties de paraboloides hyperboliques, de parties de parabo-

loides de révolution et de parties coniques.

4.3.2 Equations des séparateurs

L’étude des différents cas examinés dans la partie 4.3.1 pour rechercher les équa-
tions des bissectrices nous conduit au théoreme 4.1. Ce théoreme est le résultat

général relatif aux équations des séparateurs entre des objets tridimensionnels.

Théoréme 4.1 (Caractérisation des séparateurs) Soit S un ensemble d’objets
“affines” (Définition 4.2). Les séparateurs entre les objets de S sont composés de
parties des quadriques suivantes : paraboloide de révolution : x* +y? +z = 1, parabo-

2

loide hyperbolique : 2? — y* = z, surface parabolique : x* = z, cone : 2? +y* — 22 =0,

et plan: ax + by 4+ cz+d = 0.

Démonstration: Tous les objets sont formés d’une réunion d’éléments simples

(définition 4.2). D’apres ’étude de cas menée dans la partie 4.3.11'les équations
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des bissectrices entre éléments simples sont celles de parties planesl’de surfaces
paraboliquesl’de paraboloides hyperboliquesI’de paraboloides de révolution et de
cones. La définition 4.11 montre que les séparateurs seront uniquement composés de

ces surfaces élémentaires et le théoreme 4.1 est démontré. [ ]

Remarque 4.2 5i les objets ne sont pas affines, alors les séparateurs ne sont pas

nécessairement des surfaces représentées par des quadriques.

4.4 Approximation du DVG 3D par le DVP 3D

Le calcul exact du DVG 3D pour un ensemble d’éléments simples ou d’objetsl’
est un probleme de géométrie algorithmique qui n’est pas encore résolu. En effetI'de
nombreuses difficultés algorithmiques apparaissent en 3D : le calcul de 'intersection
de quadriqueslla construction de I’enveloppe convexe en 3DIle probleme de visibilité
de deux objets en 3D...

Par conséquentI'nous proposons dans cette section un algorithme qui permet de
calculer une approximation du DVG 3D pour un ensemble d’éléments simples ou
d’objets.

Le principe est de procéder a une discrétisation Oj, des objets (Définition. 4.14)
et d’utiliser le DVP 3D de ’ensemble des points obtenus par discrétisation. Cette
approche demande donc une définition de la discrétisation des objetsl'la présentation
de 'algorithme de calcull'et la démonstration du fait que le résultat de ’algorithme
est bien une approximation du DVG 3D. C’est ce que nous nous proposons de faire

dans cette section.

Définition 4.14 (Discrétisation: Objet) Soit S un ensemble d’objets “affines”
et O un objet de S. Une discrétisation de O est un ensemble fini de points Oy, tel
que, pour tout point P appartenant a O, il existe Py dans Oy, tel que d(P, P,) < h,

ou h est appelé le pas de discrétisation.

Définition 4.15 (Discrétisation: Ensemble d’Objets) Soit S un ensemble d’ob-

jets. La diserétisation de S, notée Sy, est définie comme suit :

S,= | oy

oresS
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Nous aurons également besoin de la notion d’arétes inutiles dans 1’algorithme qui

va sulvre.

Définition 4.16 (Arétes inutiles) Soit S un ensemble d’objets et Sy, une discré-
tisation de S. Les arétes de VOR(Sy) créées par trois points de Uensemble Sy, ap-

partenant @ un méme objet sont appelées arétes inutiles (Figure 52).

L’algorithme de calcul du DVG 3D a partir du DVP 3D peut étre décrit dans ses

grandes lignes de la maniere suivante :
Algorithme de calcul du DVG 3D a partir du DVP 3D

1. Discrétisation des objets de I'ensemble S (Une telle discrétisation donne un

ensemble S}, de points).
2. Calcul du DVP 3D des points de I’ensemble S},.

3. Suppression des arétes inutiles (Définition 4.16).

Cet algorithme est une généralisation en 3D d’un algorithme existant en 2D [25T
311'94]. Le théoreme 4.2 montre que le résultat obtenu avec I'algorithme précédent

est bien une approximation du DVG 3D de I’ensemble S d’objets.

Théoreme 4.2 (Convergence) Soit S un ensemble d’objets, et Sy, une discréti-
sation de S. Le DVP 3D de Sy converge vers le DVG 3D de S quand le pas de

discrétisation tend vers 0.

Démonstration: Soit O' (resp. O?) deux objetsTet O} (resp. O3) leur discrétisa-
tion. Soit O 1'union de O} et de OF. Soit s, un sommet de Voronoi du DVP 3D
basé sur Op. sj, est créé par quatre points p;I'poI'ps['et py n’appartenant pas au

méme objet car O' et O? sont linéaires. Deux cas se présentent :

L. piDpelet ps sont sur O' et py sur O?. (pi1,p2, p3,ps) est un tétraedre de
Delaunayl’ donc la sphere B circonscrite a ce tétraedre est vide. De plus
soit H (resp. H') la projection sur O' (resp. O?) de s, (Figure 53a). On a
d(H,p;) < h,i € {1,2,3}. En effetUsi d(H,p;) > hlalors il existe p, sur O}

tel que p, se trouve dans B (Définition 4.14)I'ce qui donne une contradiction.
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——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

______________________________________________________________________________

FiG. 52 - Suppression des arétes inutiles: -a- et -c- avant la suppressionl'-b- et -d-
apres la suppression. Les arétes inutiles sont créées par trois points appartenant au

méme objet.
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Pour la méme raison d(H’,p4) < h. Donc quand h tend vers zérol' H'p; I'po T’

et ps convergent vers le méme pointlI'de méme pour H' et py. A la limitel'on a

lim d(H',s;) = }lbin% d(H,sp)

h—0

et donc sp, converge vers s quand h tend vers 0l'ou s est un sommet de Voronoi

de VOR(O" U O*)I'ce qui complete la preuve pour ce cas.

2. p1 et py sont sur O'Tet p3 et py sont sur O* (Figure 53b). Un raisonnement

similaire permet de conclure.

L’étude de ces deux cas termine la preuve du théoreme 4.2. [ |

(a) Premier cas du théoréme. (b) Deuxiéme cas du théoréme.

Fi1G. 53 - Tllustration du théoreme de convergence.

Il est & noter que ce théoreme a été démontré a 1’aide d’outils issus de la mor-
phologie mathématique dans 'article de Schmitt [121].

La convergence de notre algorithme peut étre visualisée en 3D par la figure 54.

D’autre partl'il faut noter que d’apres le théoreme 4.2 les surfaces qui émergent
dans toutes les figures de cette section ne sont que des approximations des surfaces

quadratiques décrites dans le théoreme 4.1.
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————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

____________________________________________________________________________

FiG. 54 - Convergence de ’algorithme d’approximation du calcul du DVG 3D par
le DVP 3D.

4.5 DVG 3D et squelette 3D

Les squelettes d’objets binaires ont été étudiés par Blum en 1964 dans [21]. L’idée
est d’avoir un codage des objets préservant leur connectivité et leur homotopie.
Une maniere naturelle de définir le squelette d’un objet binaire tridimensionnel

quelconque est formalisée dans la définition 4.17.

Définition 4.17 (Squelette) Soit O un objet. Le squelette Si(O) de O est l'en-

semble des centres des boules maximales (Définition 4.18).
Soit B(p,r) la boule ouverte de centre p et de rayon r.
B(p,r) = {q € R? tel que d(p,q) < r}
Une boule maximale est alors définie de la maniere suivante:

Définition 4.18 (Boule maximale) Soit O un objet. By(p,t) est une boule maxi-

male de O st, et seulement si:

® BM(p,t) C O
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e VB(q,r), si B(q,r) D Bu(p,t), alors B(q,r) ¢ O.

Définissons d’une maniere équivalente a la définition 4.17 les squelettes. La nou-

velle formalisation qui en découle est utile pour obtenir la proposition 4.1.

Définition 4.19 Soit O un objet. Le squelette Si(O) de O est lensemble des points
s intérieurs a O tel qu’il existe au moins deux points sur le bord de O noté 00 qui

sont équidistants de s et qui sont les plus proches de s. Formellement :
Sp0) ={s € BS/EIPDPQ € 00, d(s,p1) = d(s,pz) = d(s,00)}.

En 2D et 3D des études ont été faites pour calculer le squelette d’objets binaires
quelconques par des approches discretes [31'981'112]. La notion utilisée est 1’axe
médian. [’axe médian est I’ensemble des centres des boules maximales définies sur
une grille discrete. L’axe médian est donc dépendant de la distance discrete utilisée.
A partir de 'axe médian la notion de graphe de ligne médiane a été définie de
maniere a obtenir une approximation discrete hiérarchique et connexe du squelette
continu [391'97].

Dans cette section nous nous placerons dans une approche résolument continue et
sur une classe d’objets restreinte aux polyedres (convexes ou non convexes). L’idée
de notre approche est contenue dans la proposition 4.1. Mais avant de présenter cette
propositionl'il nous faut rappeler une propriété propre aux DVG. Cette propriété
est une généralisation aux DVG de la définition 2.5 du chapitre 2I'section 2.2.

Nous désignerons dans la suite par O un objet polyédriquelet ;1% € {0,..., N—1}

sa décomposition en éléments simples :

Propriété 4.2 Deux éléments simples de O, e;, et €j, 1 # j, créent un sommet
de Voronoi s si, et seulement si, B(s,d(s,e;)) est vide (par définition, d(s,e;) =

d(s,e;)).

De cette propriété fondamentalel'on déduit immédiatement la proposition sui-

vante :

Proposition 4.1 Le squelette de O est un sous-graphe du DVG 3D basé sur les
éléments simples e;, © € {0,..., N —1}.
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Pour obtenir une équivalencellll est nécessaire d’introduire la notion de bissectrice

dégénérée.

Définition 4.20 Une bissectrice entre deux éléments simples e; et €; est dégénérée

si, et seulement si, les deux éléments sont sur la méme face, ou sur la méme aréte

(Figure 55).

Fi1G. 55 - L’aréte ]s,b] (resp. |s',b]) est dégénérée car créée par le segment |a,b]

(resp. ]b, ¢[) et le point b appartenant a ’aréte.

Cette définition est une généralisation du concept de “concavité” de Lee [83].
Nous avons préféré opter ici pour une définition moins géométriquel'car la notion
visuelle de “concavité” ne se généralise pas facilement en 3D. Beaucoup plus de cas
sont & considérer: sommets concavesl'convexesI'hyperboliques... Tous ces cas sont
pris en considération dans notre définition.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition liant le squelette 3D et le DVG

3D.

Proposition 4.2 Le squelette de O est Uensemble des bissectrices définies par le
DVG 3D basé sur les éléments simples e;, + € {0,...,N — 1}, dont on a supprimé

toutes les bissectrices dégénérées.

Démonstration: Soit B(e;,¢e;) la bissectrice entre deux éléments simples e; et
e;I't # 5. Pour tout s sur B(e;,e;)l'on a d(s,e;) = d(s,e;) = d(s,00). De plus
la projection h; de s sur e; (resp. h; sur e;) se situe par définition sur e; (resp.

sur ;). Entre autre h; # h; car la bissectrice B(e;, €;) est non dégénérée. D’apres
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la définition 4.191's appartient bien au squelette. RéciproquementI'si B(e;, e;) est
dégénéréel’alors les projections h; et h; sont confondues et on obtient une sphere

vide au contact d’un seul point du bord de Ol'ce qui contredit la définition 4.19. W

La figure 56 est une illustration du squelette 3D pour 'intérieur d’un cube.
La proposition 4.2 peut s’étendre immédiatement a 'exosquelette de O etl'avec

quelques aménagementsl'au SKIZ d’un ensemble d’objets.

———————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________

FiG. 56 - Squelette pour l'intérieur d’un cube.

En faitlle SKIZ d’un ensemble d’objets est exactement I’ensemble des séparateurs
obtenus par le DVG 3D basé sur les objets.

L’avantage de cette méthode pour calculer le squelette ou 'exosquelette d’un
objet est que nous sommes libérés d’une grille discrete.

Un autre avantage est d’avoir'de maniere naturellel'le squelette et 'exosquelette
codés dans le graphe du DVG 3D basé sur les éléments simples. De pluslle squelette
ainsi calculé est exact.

Bien entendul’en utilisant la méthode que nous avons présentée dans la section

4.4Tle squelette que nous obtenons est une approximation du squelette réel.
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4.6 Annexes

4.6.1 Annexe A

Nous considérons ici I’étude du séparateur de deux droites non-coplanaires D et
D, de R®. Dans un tel cas nous pouvons prendre pour équation de D et de Dy en

toute généralité:
=10 ar +by =10
Dl:{y 1etD2:{ Y a# 0.

Soit P(x,y, #) un point quelconque de IR”. La projection de P sur Dy est P (x,0, —1)

et la projection de P sur Dy est Py(xp,,yp,,1) ou:

—aby + b*x —abx + a®y

ThT Tary T Tagp

Apres calculsI'T'équation de la bissectrice est la suivante: 4z = a(x + fy)? — yy*T

etI'si nous posons X = x4+ Syl'Y =y et Z = zI'nous obtenons:

417 = aX? —~Y? (7)

ou les expressions de al'3 et v sont les suivantes:

a = (a2 n 62)2(G4+a252)2 (8)
a’b + ab’®
b= drer )
a’b + ab?
v = (az T 52)2(a4 + azbz)[(m)z + 1] (10)

Les équations 8 et 10 montrent que « et v sont strictement positifs (a # 0). En
conséquencel T’équation (7) est bien I’équation d’un paraboloide hyperbolique.

Si a = 0lalors Dy et Dy sont coplanairesl'et la bissectrice dégénere selon le plan
d’équation {z = 0}.

Dans le cas ou les deux droites sont coplanaires (dans le plan II) et non parallelesI
alors nous nous ramenons au 2D en considérant le séparateur bidimensionnel dans

le plan II.
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4.6.2 Annexe B

Dans cette annexel'nous considérons I’étude du séparateur entre une droite D et
un plan IIT'sachant que II et D ne sont pas coplanaires et sont d’intersection non
vide. En toute généralitél'nous pouvons considérer les équations suivantes pour II

et D:
ar +bz =10
D (a,b) # (0,0) et II : {z =0.
y=0
Soit P(x,y, ) un point quelconque de IR”. La projection de P sur D est P (zp,,0, 2p,)
ou:
—abz + b*x —abr + a*z
T ey YRT T aip
et la projection de P sur Il est Py(x,y,0). Apres calculsI'nous trouvons I’équation

2

suivante pour le séparateur: a(x + $2)* +y* —vz* = 0.

Si nous posons X =z + zI'Y = y et Z = z nous obtenons finalement :

aX’+Y?—4Z* =0 (11)

Les expressions de al'3 et v sont données par les équations 81'9 et 10. De mémel’

comme « et v sont strictement positifs (a # 0)['"équation 11 est bien celle d’une
quadrique représentant un cone.

Si a = 0l'alors D est contenu dans [II'et le séparateur dégénere selon le plan

d’équation {y = 0}.

4.6.3 Annexe C

Dans cette annexel'nous considérons I’étude du séparateur entre une droite D et
un plan IlI'sachant que Il et D ne sont pas coplanaires et sont d’intersection vide.
En toute généralitéI'nous pouvons considérer les équations suivantes pour Il et D :

x=0
D (a,b) #(0,0) et II : {z = 0.
z=1

Soit P(z,y, z) un point quelconque de IR”. La projection de P sur D est P;(0,y,1)
et la projection de P sur Il est Py(x,y,0). Apres calculsI'nous trouvons I’équation

suivante pour le séparateur :

2?41 =2z (12)

L’équation 12 est bien celle d’une quadrique représentant une surface parabolique.
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4.7 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons donné des résultats généraux sur les DVG 3D. No-
tammentI'nous avons montré (Théoreme 4.1 de caractérisation) que le DVG 3D
d’objets “affines” tels que nous les avons définis dans la définition 4.2 est une union
de quadriques: paraboloides de révolutionl'paraboloides hyperboliquesI'surfaces pa-
raboliquesI'conesl'et plans.

En fonction de cette propriétél'une idée naturelle serait de vouloir construire le
DVG 3D de maniere exactel'avec une approche spécifiquel’comme on procede déja
dans le cas bidimensionnel [741'83].

Malheureusementl'de nombreuses difficultés algorithmiques apparaissent en 3D :
le calcul de I'intersection de quadriquesl'la construction de 1’enveloppe convexe en
3DT'le probleme de visibilité de deux objets tridimensionnels...

Par conséquentI'nous avons proposé un algorithme (partie 4.4) pour calculer une
approximation du DVG 3D. Cet algorithme consiste a générer une discrétisation des
objetsI'a calculer le DVP 3D de I’ensemble ainsi trouvél'et a supprimer les arétes
inutiles.

Nous avons ensuite étudié la connexion qui existe entre le DVG 3D basé sur les
élémentsl'd’une partl'et les squelettes et exosquelettes 3DI'd’autre part. Nous avons
également fait état de la connexion entre le DVG 3D basé sur les objets et les SKIZ.

Les études menées dans [4] montrent que la difficulté essentielle pour étendre
notre travail a des objets quelconquesl’afin de calculer le squelette a partir d’un
sous-graphe du DVP 3D par la technique que nous avons proposée dans la section
4.4Test dans la discrétisation des points.

Le probleme réside dans le fait que I’échantillonnage des points entraine du bruit

sur les arétes de Voronoi. Par conséquent plusieurs questions se posent :

o Quelle est la robustesse du calcul du DVG 3D a partir du DVP 3D si les points

de discrétisation sont bruités?
e Comment éliminer les arétes provenant de ce bruit?

e Comment choisir une “bonne” discrétisation?

Pour la premiere questionI'il semble que le calcul du DVG 3D a partir du DVP

3D soit assez robuste. Pour la deuxieme questionl'des solutions sont apportées en
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2D dans [41'31]. EtI'pour la troisieme questionl'il semble raisonnable de penser que
le pas de discrétisation doit dépendre de la complexité de la forme (i.e. du rayon de
courbure).

De plusl’dans le cas d’objets quelconquesI'nous pouvons noter que le théoreme
4.1 n’est plus valableI'ni méme la preuve du théoreme 4.2.

Le calcul des squelettes 3D d’objets quelconques a partir du DVG 3D est donc un
sujet qui demande encore beaucoup de formalisations théoriques et de réalisations

pratiques.
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Chapitre 5

Segmentation : approche
pyramidale dans un

environnement de Voronoi

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme de segmentation d’images uti-
lisant une approche pyramidale dans un environnement de Voronoi.

Contrairement a l'approche classique qui consiste a initialiser le processus py-
ramidal avec la grille 8 connexe des pixelsI'nous commencons par appliquer a la
structure du diagramme de Voronoi 1’algorithme “split and merge” que nous avons
déja présenté dans le chapitre 3I'section 3.3.

Le contenu des nceudsl'a la base de la pyramidelsera représenté par les polygones
de Voronoil'et leurs relations de voisinage par le graphe de Delaunay.

Ceci présente ’avantage de réduire le nombre de nceuds a la base de la pyramide
et donc de réduire le nombre de niveaux du processus pyramidal.

Pour la construction de la pyramide irrégulierel' nous présentons un réseau de
Hopfield controlant le processus de décimation [17].

Notre contribution concerne principalement 'initialisation de la pyramide irré-
guliere par le graphe de Voronoi et celui de Delaunayl'ce qui permet de traiter des
images de grande taille (e.g. des images tridimensionnelles). La validité de notre

approche est illustrée par des exemples.
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5.1 Introduction

Dans un processus de segmentation d’images a base de régionsl'le but est de
trouver une partition de I'image ou chaque région vérifie un certain critere d’homo-
généité (e.g. homogénéité dans les niveaux de grisl'ou dans la texture). L’idéal serait
aussi que chaque région obtenue par le processus de segmentation corresponde a un
objet (ou une partie d’un objet) de la scene réelle. Pour tendre vers de tels objec-
tifsI'"de nombreux de nombreux algorithmes de segmentation ont déja été proposés
[1421730'1191'1341991°63].

Quant a la définition formelle de la segmentationl'elle peut étre formulée de la

maniere suivante :

Définition 5.1 (Segmentation) La segmentation d’une image I est définie comme
ctant une partition de I en sous-ensembles I,, n = 1,..., N, tels que, si Pred re-

présente un prédicat d’homogénéité sur les composantes connexes, nous avons :

N
o [, est une composante connexe, n =1,..., N

o Pred(l,) est VRAI pour tous lesn € {1,..., N}

o Pred(l, U I,) est FAUX pourp+# q, p,q € {1,...,N}.

Le prédicat dépend du modele utilisé pour la segmentation: on peut avoir une
similarité dans I'intensité des pixels (niveaux de gris similaires)l'ou dans la texturel’
ou encorel'une dissimilarité en termes de formes...

Il existe trois approches principales pour réaliser I’étape de segmentation :

1. I'approche régionl’
2. 'approche contourl’

3. Papproche région-contour.

A Theure actuellel'les chercheurs semblent s’orienter vers des méthodes qui co-
operent. Ils utilisent plusieurs détecteurs de contoursl'et I'intersection de tous les

résultats doit donner la segmentation finale. Une autre voie d’investigation est de
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trouver des méthodes a parametres variablesI'de les faire varier dans un certain do-
mainel'et de chercher la combinaison optimale des parametres donnant le meilleur
résulat en segmentation. On parle alors d’approche multi-échelle.

L’approche que nous utilisons icil'est une technique multirésolution utilisant les
pyramides irrégulieres [99]. Cette technique fait partie de ’approche région.

La technique pyramidale a déja montré son efficacité pour la segmentation des
images. L’apport original de notre approche est d’appliquer au préalable I’algorithme
“split and merge” basé sur la structure irréguliere et non rigide du diagramme de
Voronoil'ce qui nous donne une partition adaptée a I'image (Cf Chapitre 3['section
3.3). On construit alors sur cette structure de Voronoi une pyramide irréguliere. Le
contenu des nceudsl’a la base de la pyramidel'est représenté par les polygones de
Voronoil'et leurs relations de voisinage par le graphe de Delaunay.

[’avantage de notre approche réside dans le fait que le graphe de Delaunay donne
une description compressée de I'image a segmenterl'et que cette description est
adaptée a 'image. Par conséquentI'nous obtenons moins de nceuds a la base de la
pyramidel'et donc moins de niveaux dans le processus pyramidall’en l'initialisant
avec le graphe de Delaunay. Ceci devra nous permettre de traiter des images 3D.

Dans notre algorithmel'le processus de décimation (Définition 5.4) est controlé
par un réseau de Hopfield. En effetl’ Bishof a montré que ce type de réseau de
neurones [70I'17] peut étre utilisé pour déterminer les survivants a chaque niveau de
la pyramide irréguliere.

De plusl'ce processus a "avantage de pouvoir influencer directement la décimation
en tenant compte des niveaux de gris pour la segmentation.

Il est aussi important de noter qu’en 2DI'le graphe de Delaunay présente ’avan-
tage d’étre planaire (ce qui n’est pas le cas pour la grille 8-connexe) et que la plana-
rité est préservée dans la construction de la pyramide [81]. De plusl'en utilisant le

! n’augmente pas [30]T

principe des pyramides dualesI'on sait que le degré des faces
ce qui rend possible une implémentation des pyramides duales irrégulieres'en vue
de la segmentationl'en parallele.

La structure de ce chapitre est articulée de la maniere suivante. Dans la section 5.2
nous présentons brievement les pyramides irrégulieres. La section 5.3 a pour objet
la présentation du processus de décimation de Horst Bishof [17] utilisant les réseaux

de Hopfield. Dans la section 5.4 nous exposons quelques résultats expérimentaux.

'Le degré d’une face est le nombre de sommets que contient cette face
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Nous proposonsl'dans la section 5.5I'des perspectives importantes vers lesquelles
) s o . . ,
s’orienter en vue d’améliorer de maniere significative et innovante les résultats de

segmentation. Enfinl'la section 5.6 est consacrée a une conclusion.

5.2 Pyramide

En analyse d’imagesl'une pyramide peut étre définie comme étant une succession
d’images dont la résolution décroit de maniere exponentielle [131]. ClassiquementI’
la base de la pyramide est I'image originale. Dans le plus simple des casl'les diffé-
rents niveaux de la pyramide sont obtenus a partir des précédents par une simple
opération de filtrage suivie d’une opération de décimation [66]. Des fonctions plus
générales peuvent étre utilisées pour permettre la réduction désirée. Ces fonctions
sont appelées fonctions de réduction.

Trois propriétés importantes caractérisent une pyramide:

1. la structure: e.g. voisinagel'relations peres-fils entre les différents niveauxI’
2. le contenu d’un neceud: e.g. pixellaréte...I"

3. la fonction exécutée par les nceuds: e.g. filtrage.

Dans cette section nous étudierons uniquement la structure des pyramides.

5.2.1 Structure

La structure d’une pyramide est déterminée par les relations de voisinage a un
niveau donné et par les relations peres-fils entre deux niveaux consécutifs. Chaque
niveau ¢ de la pyramide peut étre décrit par le graphe de voisinage G; = (V;, A;)T
ou ’ensemble des sommets V; correspond aux pixels du niveau :I'et ou A; C V; x V;
exprime les relations de voisinage des pixels. Deux sommets p, ¢ € V; sont adjacents

dans (4; §’ils sont voisins dans la structure (Figure 57).

Définition 5.2 (Voisinage dans les pyramides ou graphe d’adjacence) Le voi-

sinage d’un sommet p € V; est défini par

I(p) = {p} U{q € Vil(p,q) € Ai}.
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FiG. 57 - Exemple d’un graphe d’adjacence.

Dans I'algorithme de segmentation que nous présentons en section 5.4I'a la base
de la pyramidelle voisinage sera a mettre en relation avec le voisinage de Delaunay
défini dans le chapitre 2I'section 2.2I'définition 2.4.

La structure verticale de la pyramide (i.e. les connexions entre deux niveaux
consécutifs) peut étre décrite par un graphe bipartie R, = (V; U Viyq), L; C (V; x
Vig1))-

Toute pyramide avec n niveaux peut étre décrite par n graphes de voisinage et
n — 1 graphes verticaux (structure verticale).

La notion de graphe de voisinage (définition 5.2) et de structure verticale permet

de donner la notion tres importante de champ récepteur (Figure 58).

Définition 5.3 (Champ récepteur) Le champ récepteur (i.e. 'ensemble des fils)
d’un neud g € Viyq est défini par:

RE(q) =A{pl(p.q) € L:}.
On peut distinguer dans les pyramides différentes structures:

o structures régulieres

o structures irrégulieres
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FiG. 58 - Représentation des champs récepteurs.

Pour les structures réguliéeres (Figure 59)I'les relations de voisinage sont données
par un graphe régulierl’homogenel'de degré fixé (si on ne tient pas compte des
problemes de bords). Dans ce casl'les relations de voisinage sont indépendantes du
neeud choisi dans le graphe (ce graphe peut tres bien provenir d’un partitionnement
non adaptatif et rigide tel que le partitionnement en carrés (chapitre 31 section
3.2.1)).

Si ces relations de voisinage sont dépendantes du nceud choisi dans le graphel’

alors la pyramide est dite irréguliere.

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

_______________________________________________________________________

FI1G. 59 - Pyramide réguliere.
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Les pyramides régulieres peuvent étre mises en relation avec les partitionnements
non adaptatifs et rigides (chapitre 3I'section 3.2.1)let les pyramides irrégulieres avec
les partitionnements adaptatifs (chapitre 3I'section 3.2.2).

Dans ce chapitre nous nous intéressons uniquement aux pyramides irrégulieres.

5.2.2 Pyramides irrégulieres

Dans ces pyramides les contraintes de régularité des pyramides régulieres sont
relachées. Ces pyramides operent sur un graphe quelconque.

La principale raison de l'introduction des pyramides irrégulieres est le comporte-
ment rigide (e.g. non invariance en translation et en rotation) des structures régu-
lieres [18]. Les pyramides irrégulieres sont beaucoup plus flexibles [99].

Il existe essentiellement deux possibilités de construire des pyramides:
1. la contraction parallele du graphe de voisinage [114]|T
2. la décimation du graphe de voisinage [93].

Comme la contraction parallele est possible uniquement pour certains types de
graphes [114]'nous détaillerons seulement la décimation du graphe de voisinage [93].
Le processus de décimation de Meer [93] divise les noeuds de la pyramide a un
niveau donné en deux catégories: les nceuds qui survivent au niveau supérieur de la
pyramide (survivants)l'et les nceuds qui n’apparaissent plus au niveau supérieur
(non survivants). Meer [93] a donné deux regles pour le processus de décimation.

Ces regles sont les suivantes:

Définition 5.4 (Regles de décimation)

1. Deux voisins a un niveau v ne peuvent survivre ensemble.
2. Un neud non survivant doit étre voisin d’un neud survivant.

Une décimation vérifiant ces deux regles est appelée décimation valide. Il est
bien connu que les regles 1 et 2 sont équivalentes au fait que les nceuds V;y; du
graphe (7,41 au niveau ¢ + 1 définissent un stable du graphe G; = (V;, A;) (Figure
60).

Dans [93]T'il a été montré comment on pouvait obtenir le stable en parallele par

un algorithme stochastique.
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L d

FiG. 60 - Deux exemples de stable pour un méme graphe: les points noirs sont des

neeuds survivants et les points blancs sont des nceuds non survivants.

L’algorithme de décimation stochastique de Meer peut étre décrit dans ses grandes

lignes (pour plus de détails voir [80]) comme suit :

Algorithme: Décimation stochastique:

1.

Donner un nombre aléatoire suivant une loi de probabilité uniforme a chaque

neeud.

. Sélectionner les maxima locaux comme les nceuds survivants.

Boucher les trousl(i.e. répéter I’étape 2 tant qu’il existe des nceuds non sur-

vivants n’ayant pas de nceuds survivants dans leur voisinage).

Chaque neeud non survivant sélectionne un pere. Cette construction définit le

champ récepteur d’un noeud survivant.

Construire le graphe de voisinage du niveau supérieur. Deux nceuds survivants
N7 et Ny deviennent voisins s’il existe un nceud dans le champ récepteur de

N7 et un neeud dans le champ récepteur de Ny voisins au niveau inférieur.

Répéter les étapes 1-5 pour construire les niveaux supérieurs suivants jusqu’a

ce qu’il ne reste plus qu’un nceud.

Cet algorithme peut étre modifié pour tenir compte du contenu de chaque nceud

(e.g. niveaux de gris). Ceci est réalisé par les pyramides adaptatives [76]I'qui sont

utilisées en segmentation d’image.
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Nous allons donner dans la section suivante une alternative a l’algorithme de
décimation de Meer par les réseaux de Hopfield. Cette nouvelle approche est due a
Bischof [17]"avec lequel nous avons collaboré pour 'adapter a la segmentation des

images en niveaux de gris.

5.3 Reéseaux de Hopfield

5.3.1 Réseaux de Hopfield

Une définition des réseaux de neuronesl'donnée par Hecht-Nielsen [67]'a été

résumée de la maniere suivante dans [88]:

“Un réseau de neurones est une structure de traitement de I'information parallele
et distribuéel'constituée d’unités de calcul interconnectées par des canaux unidirec-
tionnels appelés connexions. Chaque unité de traitement n’a qu’une seule connexion
de sortie qui peut étre dupliquée en autant d’exemplaires que désirél'les duplicata
transportant tous le méme signal. Le traitement effectué par chaque unité peut étre
défini de maniere arbitraire pourvu qu’il soit completement locall'c’est-a-dire qu’il
ne dépende que des valeurs des signaux arrivant a 1’'unité par ses connexions en-
trantes et du contenu de la mémoire attachée a cette unité (Figure 61).” De plusl’
chaque connexion a un poids qui lui est attachél'et le traitement local considéré

pourra étre une simple somme pondérée suivie d’un seuillage.

Il existe une grande variété de modeles de réseaux de neurones. En 1982 Hopfield
en a introduit un nouveau [70]. Son réseaul’appelé réseau de Hopfieldl'est composé
d’unités binaires (i.e. chaque unité a deux états: 0 ou 1) totalement interconnectées
les unes aux autres (excepté a elles-mémes) : chaque unité : émet sa sortie vers toutes

les unités j du réseau a travers une connexion affectée d'un poids w;;.

HabituellementI'chaque modele de réseau de neurones est lié a un algorithme
d’apprentissage qui lui est spécifique (i.e. un algorithme qui spécifie comment chan-
ger les poids des connexions sous l'influence d’un stimulus extérieur). Les réseaux
de Hopfieldl'euxI'seront plus volontiers attachés aux problemes d’optimisation com-
binatoire [88].

Les états des unités du réseaul’a un moment donnél'constituent une matrice qui

peut étre considérée comme étant la matrice d’état du systeme.
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——————————————————————————————————————————————

______________________________________________

F1G. 61 - Architecture d’un réseau de Hopfield Extrait de [88].

Hopfield a montré que le réseau converge toujours vers un état stable si:

e les poids associés aux connexions sont symétriques (i.e. w;; = w;; ou w;; est

le poids de la connexion entre I'unité ¢ et I'unité j)I'

e les unités sont mises a jour de maniere asynchrone selon la sortie décrite

ci-apres.

La sortie d’une unité 7 est donnée par la procédure suivante :
1 sil; + > wijs(j) > U,
s(1) = J#t
0 sinon
En effetl’Hopfield a montré que le réseau est gouverné par l’énergie F donnée

dans ’équation 13:

E= —% Zwas(z)s(j) — Z]ZS(Z) + Z Us;s(v) (13)

ou w;; € R est le poids entre les neeuds ¢ et jI'1; le champ extérieur et U; le seuil
associé au neeud ¢.

Cette énergie ne peut que décroitre au cours du temps. En effetl'si au cours d’une
itération une unité ¢ change d’étatl'la variation d’énergie AFE peut s’écrire de la

maniere suivante :
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AE = —> w;s(j) + I — U] As(7) (14)
i#i

Or la quantité As(¢) est positivel'sil'et seulement sil'la quantité entre crochets de
I’équation 14 est positivel'et similairement pour le cas négatif. Par conséquentltous
les changements d’état du réseau vont contribuer a la décroissance de I’énergie F. De
plus E est bornéel'donc le réseau converge vers un état stable. Cet état correspond
a un minimum local de ET'et non a un minimum globall'puisque 'algorithme de

minimisation correspond a une descente en gradient.
Hopfield a aussi présenté un algorithme d’apprentissage mémorisant quelques
formes qui correspondent aux états stables du réseau. MalheureusementlIla capacité
de mémorisation des réseaux de Hopfield est tres limitée. Dans [90] il a été montré

que dans un réseau de n unités binairesl'le nombre de formes que I’'on peut apprendre

est borné asymptotiquement par 41:gn.

C’est pourquoil'l’aspect le plus intéressant des réseaux de Hopfield réside dans
leur capacité a converger vers un minimum d’énergie [88]. Cette propriété peut donc
étre utilisée pour résoudre des problemes d’optimisation (e.g. voyageur de commerce
[T2I'77]) en les codant dans le réseau. Les variables doivent correspondre aux états
des unitésl'et les contraintesl'ainsi que la fonction a optimiserI'doivent étre codées
dans les poids de telle sorte qu'un état d’énergie minimale corresponde a une solution
repectant les contraintes.

En 1984 Hopfield a introduit un modele continu [71] (i.e. I’état des unités peut
changer continiment ). Ce modele a les mémes caractéristiques que le modele binaire.

Dans cette section nous utiliserons les réseaux de Hopfield comme une procédure
d’optimisationl'pour trouver un stable a un niveau donné de la pyramide. Par contrel’
nous ne serons pas intéressés par le minimum global de I’énergie de 1’équation 15.
En effetl'comme il va étre montré dans le théoreme 5.1 que Bishof a énoncél'il nous

sera suflisant de trouver un minimum local.

5.3.2 Décimation par réseaux de Hopfield

Dans cette section nous allons montrer comment Bishof a remplacé les étapes 1-3
de lalgorithme de décimation stochastique de Meer['par un réseau de Hopfield qui

opere sur le graphe de voisinage G = (V, A) 2. Il est a noter qu’une décimation par

?L’indice ¢ est supprimé car ’algorithme travaille & un niveau donné
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réseaux de Hopfield est plus générale que la décimation stochastique telle qu’elle a été
proposée par Meerl'et qu’elle contient de maniere naturelle le concept de pyramide
adaptative (section 5.5.1).

Avant de poursuivrel'introduisons une définition :

Définition 5.5 (Fonction d’état) L état d’'un neud p € V est donné par la fonc-

tion :

s:V —{0,1} avec s(p) =

1 si le neeud p survit
0 sinon

L’énergie que nous considérerons est la suivante:

E=—g 3 wps(i)s) — X Ls(h) (15)

(i,j)EA keV

Bishof a montré le résultat suivant :

Théoréme 5.1 (Bishof) L énergie E donnée dans l’équation 15 converge vers un
minimum local, Fn, avec Iy > 0 ¥k € Viw,; = w;; < 0et I, < |wy| Vk €
V,(i,7) € A si, et seulement si, attribution des neuds survivants et non-survivants,
s(p), donne une décimation valide (i.e. les régles 1 et 2 de la définition 5.4) ou, de

maniere équivalente, forme un stable de G.

Démonstration: La preuve est détaillée pour un cas plus particulier dans [171'16]

et pour le cas général dans [§] . [ |

Le résultat remarquable contenu dans le théoreme 5.1 est quel'pour obtenir un
stable & un niveau donné d’une pyramide (irréguliere ou non)I'il suffit de trouver un
minimum local de I’énergie donnée par I’équation 15. Bien souventI'c’est plutot le
minimum global qui est intéressant (e.g. segmentation par champ de Markov).

Pour minimiser I'énergie £ (équation 15)['on peut définir un réseau de Hopfield
opérant sur le graphe de voisinage G'. Il suffit de poser dans 1’équation 13I'U; = O
pour obtenir 1’énergie donnée par 1’équation 15.

Un minimum local donnera le stable (ou décimation validel'définition 5.4) a un
niveau donné de la pyramide irréguliere. La mise a jour de la valeur d’une unité p
dans le réseau est faite comme suit :

1 sil,+ > wyeps(q) >0

3(p) = (q.p)€A
0 sinon
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L’état initial du réseau de Hopfield peut étre choisi de maniere aléatoire.

Les résultats sur la complexité de la convergence sont importants car on sait que
I’algorithme de Meer [93] converge en O(|V]) étapes dans le pire des cas.

Dans [124]T'i] a été montré que les réseaux de Hopfield avec des poids négatifs (si
un poids est null'la connexion sera considérée comme non présente) conjugués a un
algorithme séquentiel de mise & jour (i.e. a un temps donné seulement une unité est
mise a jour) convergent dans le pire des cas en 2|V| étapes.

Dans tous les cas pratiques que nous avons rencontrésl'pour |V| ~ 10000I'’algo-
rithme converge apres seulement 6 itérations environ.

La figure 62 est une illustration de la décimation d’un graphe de Delaunay par
un réseau de Hopfield.

Dans la section 5.4 nous allons montrer comment choisir les poids entre les arétes

de maniere a avoir de bons résultats en segmentation.

5.4 Application en segmentation

Nous présentons ici quelques résultats obtenus illustrant la coopération entre les
pyramidesl'les diagrammes de Voronoi et les réseaux de Hopfield. Les poids des

arétes du graphe de voisinage sont choisis comme suit :

wi; = — f(di;) avec di; = |g; — gj|

ou ¢; et g; sont les niveaux de gris des nceuds ¢ et jlet f une fonction a définir.

Nous avons choisi de prendre comme fonction :

2 si ¢ et j sont voisins et d;; < O
fdij) = { -

0 sinon

Une telle fonction permet non seulement de construire la pyramide en tenant
compte de l'information des niveaux de gris contenus dans l'image a segmenterl’
mais aussi de vérifier les deux regles de décimation de Meer si on se place dans le

cadre du graphe de similarité qui est un sous- graphe du graphe de voisinage.

Définition 5.6 (Graphe de similarité) Soit G = (V, A). Le graphe de similarité
est le graphe R = (V, A®), ou:

AR = {(p,q) € A tel que w,, # 0}
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FiG. 62 - Décimation d’un graphe de Delaunay. Les points noirs sont les survivants.
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Contrairement au graphe de voisinagel'le graphe de similarité n’est pas connexe
en général. En effetl'au dernier niveau de la pyramide de segmentationl'chaque nceud
correspond & une composante connexe (i.e. un objet de 'image) et donc le graphe
de similarité correspond a un graphe ou le nombre de composantes connexes est
égal au nombre de nceuds (graphe totalement déconnecté). La contrainte imposée
dans AT montre quel'si deux régions ¢ et j ont a peu pres le méme niveau de gris
(i.e. w;; < ©)lalors elles auront la possibilité de fusionner; dans le cas contrairel'la
dissimilarité des niveaux de gris fait que les deux nceuds ne pourront plus fusionner
car ces deux nceuds ne sont plus voisins dans le graphe de similarité.

Si une aréte dans le graphe de voisinage lie deux nceuds dont la différence des
niveaux de gris est supérieure au seuil (0)lalors ces deux neeuds ne sont pas voisins
dans le graphe de similarité. Ce graphe n’est pas connexe en générall'et ’algorithme
de Horst Bishof permet de définir un stable sur chaque composante connexe de ce
graphe.

Dans ses grandes lignesI'I’algorithme pyramidal dans un environnement de Voro-

noi peut étre décrit de la maniére suivante :
Algorithme: Pyramide dans un environnement de Voronoi

1. Calculer une partition de Voronoi adaptée a l'image avec 1’algorithme “split

and merge” (Chapitre 3['section 3.3).

2. Construire la pyramide avec la décimation adaptative.

La figure 63 est une illustration de 1’algorithme pyramidal dans un environnement
de Voronoi controlé par un réseau de Hopfield (0 = 7) (256 x 256).

La figure 64 est une autre illustration de ’algorithme pyramidal dans un environ-
nement de Voronoi contr6lé par un réseau de Hopfield (© = 7) (64 x 64).

La figure 65 donne un résultat de la segmentation de I'image “femme” en utilisant
de fausses couleurs. (O = 9)(256 x 256). Le processus entier (algorithme “split
and merge” suivi de 'algorithme de décimation) prend 2 minutes environ sur une
Sun 4. Des améliorations peuvent étre apportées: par exemplel'en ce qui concerne le
seuillage local [99].0On peut aussi tenir compte de la surface des polygones: beaucoup
de polygones de petite surface sont localisés dans des zones a fort gradientl'et peu
de polygones de grande taille dans des zones a faible gradient (niveaux de gris

homogenes).
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(a) De la gauche vers la droite et du haut vers le bas. Image
originale. Diagramme de Voronoi: 1500 polygones. Niveau 1: 521
régions. Niveau 2: 225 régions. Niveau 3: 110 régions. Niveau 4 :
57 régions. Niveau 5: 33 régions. Niveau 6: 20 régions. Niveau
7: 14 régions.

I I T_
{— “ o
(b) Tmage originale. Diagramme de Voronol. Résultat final (ni-

veau 11): il ne reste plus que 5 régions.

FiG. 63 - Processus pyramidal basé sur les diagrammes de Voronoil'contrélé par les

réseaux de Hopfield.
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(a) De la gauche vers la droite et du haut (b) Tmage Originale. Diagramme de Voro-
vers le bas. Image originale. Diagramme de nol. Résultat final (niveau 8): il ne reste
Voronoi : 1043 polygones. Niveau 1: 322 ré- plus que 12 régions.

gions. Niveau 2: 122 régions. Niveau 3: 70
régions. Niveau 4 : 48 régions. Niveau 5 : 38
régions. Niveau 6: 36 régions. Niveau 7: 34
régions.

FiG. 64 - Autre processus pyramidal basé sur les diagrammes de Voronoil'contrélé

par les réseaux de Hopfield.

La figure 66 donne un résultat de la segmentation de 'image “Lena”. (O =
7)(256 x 256)'avec approximativement le méme temps de calcul que pour I'exemple
précédent.

Ce travail contient des perspectives intéressantes. Nous allons brievement les dé-

cire dans la section suivante.

5.5 Perspectives

5.5.1 Décimation adaptative

Dans I’énergie de 1’équation (15)I'les poids w;; et les données externes [; sont des

parametres libres. Ces parametres peuvent influencer le processus de décimation en



122 CHAPITRE 5. DVP ET APPROCHE PYRAMIDALE

FIG. 65 - Image “femme” et résultat final de la segmentation. Au départ il y a 9033

polygones de Voronoi. Il reste 50 régions.

FIG. 66 - Image “Lena” et résultat final de la segmentation. Au départ il y a 8033

polygones de Voronoi. Il reste 32 régions.

vue de la segmentation des images en niveaux de gris. Les poids w;; expriment une
contrainte entre les nocuds ¢ et j.

Si wj; est proche de 2I'les neeuds ¢ et j pourront se retrouver dans la meéme
région. Au contrairel'si w;; est proche de 0I'les nceuds ¢ et j ne se retrouveront pas
dans la méme région. Dans les cas intermédiaireslle fait qu’un nceud survive ou non
dépendra de tout le voisinage.

Il est a noter quel’si les poids w;; varient continiiment entre 0 et 2'les conditions
du théoreme 5.1 ne sont plus remplies. Par conséquentl'la regle 1 de Meer peut ne
pas étre vérifiée a la convergence de ’algorithme de Hopfield. Par contre la regle 2

sera toujours vérifiée. En effetI'soit p un neeud de V. Si pour tout ¢ € I'(p)I's(¢) = 0T
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alors I, + Y wyps(q) = I, > 0l'et doncl'd’apres la regle de mise a jour que nous
(9:p)€A
nous sommes fixée (section 5.3.2)['s(p) doit prendre la valeur 1. Par conséquentl’

meéme si les conditions du théoreme de Bischof sont non remplieslla regle 2 de Meer
reste vérifiéel'ce qui est tres important pour garder la localité et donc pour conserver
le parallélisme.

Cette relache dans les contraintes nous permet d’avoir une plus grande latitude
quant au choix des poids entre les arétes en vue de la segmentation.

Par exemple la fonction suivante:

2 si ¢ et j sont voisins et d;; < 0
fldi;) = % si ¢ et j sont voisins et Oy < d;; < O,
0 sinon

devrait permettre d’obtenir une décimation plus adaptée au contenu de I'image.

5.5.2 Coopération région contour

Le partitionnement en régions de Voronoi produit un lissage de I'image et donc
provoque une perte d’information dans les contours. Cette perte pourra étre suppri-
mée par une coopération de type région contour. Cette notion est déja présente dans
les pyramides [141'13]. L’idée est de déterminer dans I'image les contours significatifs
qui sont a transmettre et faire évoluer a tous les niveaux de la pyramide. C’est une

amélioration qui devrait étre importante et completement adaptée a notre approche.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un algorithme pyramidal utilisant les po-
lygones de Voronoil'la triangulation de Delaunayl'et les réseaux de Hopfield. La
combinaison de toutes ces notions nous a permis de construire un algorithme de
segmentation pour des images de niveaux de gris. L’initialisation de la pyramide par
un diagramme de Voronoi adapté a I'image et par son graphe de Delaunay donne
la possibilité de réduire le nombre de niveaux contenus dans la pyramide puisque sa
base contient un nombre de neeuds réduit. Ceci nous a permis de traiter des images
256 x 256 et 512 x 512 rapidement. De nombreuses améliorations sont a apporter

comme nous ’avons vu dans la section précédente:

o l'utilisation de fonctions permettant de mieux s’adapter au contenu des imagesI’
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e la coopération région contourl’

o l'utilisation des informations géométriques des polygones de Voronoi.

Nous pouvons donc dire que la coopération des pyramidesI'des diagrammes de
Voronoi et des réseaux de Hopfield semble extrémement prometteuse et riche dans

le but de segmenter rapidement des images de grande taille.



Chapitre 6

Partition de Voronol et champs de

Markov

Dans ce chapitrel'nous allons montrer comment nous pouvons lier le contexte
markovien au contexte de Voronoi.

Le premier probleme auquel nous serons confrontés sera la segmentation des tex-
tures. Nous verrons quelques connexions avec le chapitre 5.

L’idée essentielle sous-jacente de ce premier probleme est de réduire la taille de
I’espace des configurations et de réduire le nombre de relations de voisinage associées
au champ de Markov. Le but est donc d’accélérer les algorithmes d’optimisation
combinatoire.

Le deuxieme probleme sera de trouver une partition de Voronoi qui vérifie un
certain critere d’optimalité.

Le but auquel nous conduit ce deuxieme probleme est de trouver une alternative

a ’algorithme “split and merge” proposé dans la section 3.3 du chapitre 3.
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6.1 Introduction

C’est en 1984 que les champs de Markov font une apparition remarquée dans le
domaine de I'analyse d’images [58].

Associés a ’approche bayésiennel'ou le probleme de décision est posé en terme
de probabilitél'les champs de Markov fournissent un cadre mathématique cohérent
pour I'extraction de primitives a partir d’observations [65].

Dans le domaine de ’analyse d’imagesI'les principales applications des champs

de Markov sont :
e la classification de textures [601'291'45]I"
e la détection de contours [19I'571'129]T"
e la restauration et le filtrage [191'581'36]I"
o la détection du mouvement.

L’idée consiste a trouverl pour un systeme composé d’atomes (ou une image
composée de pixels)['un état stable correspondant a un minimum d’énergie.

L’approche par champs de Markov (Markov Random Field) permet de ne prendre
en compte que les interactions locales entre les atomes du systeme (ou les pixels
de I'image) en dotant I’ensemble de ses particules d’une topologie.

Les deux notions essentielles pour modéliser une image par un champ de Markov

sont donc:
o le graphe de voisinage induisant la notion de cliquel’
e le modele d’énergie.

L’objectif est alors de trouver le bon modele d’énergie correspondant au probleme
d’analyse d’images considéré.

L’équivalence contenue dans le théoreme de Hammersley-Cliffordlentre les champs
de Markov et les distributions de GibbsI'permet de montrer que I’énergie peut étre
mise sous la forme d’une somme de potentiels locaux intégrant les relations de voi-
sinage.

L’espace des configurations possibles est en général extrémement vaste. C'est
une des raisons qui nous a motivé pour introduire les modeles markoviens dans les

diagrammes de Voronoi.
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Nous nous intéresserons donc plus particulierement ici au graphe de voisinage.
L’idée de base est la méme que celle trouvée dans le chapitre 5: coder les images par
les informations de haut niveau contenues dans les régions de Voronoil permettant
d’avoir des relations de voisinage cohérentes et adaptées aux images obtenues dans
le graphe de Delaunay.

Le plan que nous suivrons dans ce chapitre est le suivant: tout d’abordl nous
donnons les définitions et théoremes relatifs aux champs de Markov (section 6.2).
Puis nous développons quelques algorithmes d’optimisation en vue de minimiser
I’énergie contenue dans la distribution de Gibbs: algorithmes déterministes et sto-
chastiques (section 6.3). Dans la section 6.4I'nous donnons un exemple d’utilisation
des champs de Markov liés au modele de Voronoi pour la segmentation des textures.
Nous expliquons ensuite comment trouver une partition optimale (en un sens qui
sera défini) d’une image en région de Voronoi (section 6.5). Finalement nous donnons

une conclusion et quelques perspectives (section 6.6).

6.2 Champs markoviens

Nous ne redéfinirons pas ici toutes les notions de base des probabilités. Dans toute

la suite nous utiliserons les notations suivantes :

e Soit S un ensemble fini de sites de IR? ou IR®. En analyse d’imagesIl’ensemble
S représente ’ensemble des pixels contenus dans une image. Nous verrons dans
la section 6.4 et 6.5 quel'pour nousl'ces sites sont associés a une partition de

Voronor.

e Soit A I'espace des états qui représente ’ensemble des valeurs prises par un site
de S. Nous supposerons que A est fini. En générall'A représente les 256 niveaux
de gris d’une imagel'ou les différents labels correspondant a des textures par

exemple.

e Soit Q I'ensemble de toutes les configurations de ST(2 = A®). Si x € Qlalors

on peut écrire x = {z,I's € S}.
e Soit P(Q) la tribu des parties de Q.

e Soit P la probabilité définie sur P(2).
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L’hypothese minimale relative a S est sa dénombrabilité [47].

Définition 6.1 (Champ aléatoire) Le triplet (2, P(Q), P) est appelé champ aléa-

toire ou espace probabilisé.

Définition 6.2 (Vecteur aléatoire) X = (X;)ses désignera un vecteur aléatoire

st, et seulement si, pour tout s € S, Xy est une variable aléatoire de ['espace

(Q, P(), P) a valeur dans A.

Comme dans le chapitre H5I'S est structuré dans un graphel'a partir des relations

de voisinage.

Définition 6.3 (Systéme de voisinage) L’ensemble

Vs = {VS(S), s€S, et Vs(S) C S}
définit un systéme de voisinage sur S si, et seulement si:
o s ¢& Vs(s),

o Vs, 1 €5, seVs(t)=1e Vs(s).

Les éléments de Vs(s) sont les voisins de s dans STrelativement au systeme de
voisinage considéré. Vs produit donc un graphel’appelé graphe de voisinage. Vs nous
servira a définir la notion tres forte de localité dans les champs de Markov.

Comme nous ’avons déja mentionnél'les sites s représenteront les germes de
Delaunay. Par conséquentl'le graphe précédent sera le graphe de Delaunay et nous
aurons Vs(s) = Ng(s)l'ou Ng(s) est défini dans le chapitre 2I'section 2.1.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de champ de Markov relativement

a un systeme de voisinage.

Définition 6.4 (Champs de Markov) Un vecteur aléatoire X est un champ de

Markov relativement a Vs si, et seulement si:

o Vr e ona:

P(X=2)>0 (16)
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o Vse S, ona:

P(Xs = 2| X, =a,,r # 8) = P(Xs = 25| X, = 2,1 € Vs(s)). (17)

Le fait que les champs de Markov sont des processus locaux est contenu dans
les relations de voisinagel'a travers la relation 17. On comprend bien l'intérét de
préserver des relations de voisinage pas trop étendues.

Par la suitel'une image sera considérée comme la réalisation d’un champ de Mar-
kov.

Dans la modélisation mathématique des champs de MarkovI'nous introduisons la

notion de cliquel'notion classique de la théorie des graphes.

Définition 6.5 (Clique) Soit ¢ une partie de S. ¢ est une clique relativement a Vs
si, et seulement si, ¢ est un sous-graphe complet du graphe de voisinage. Le cardinal

de ¢ s’appelle Uordre de la clique.

Il est intéressant de noter qu’en 2DI'le diagramme de Delaunay est planaire et
quel'par conséquentl'il n’y a pas de clique d’ordre 5 (Figure 67).

En 3DI'Vordre des cliques dans le diagramme de Delaunay n’est pas bornél'puis-
qu’il existe des diagrammes de Delaunay complets (chapitre 2I'section 2.7.1). Nous
avons vu en particulier un exemple de clique d’ordre 5 (figure 17). Dans les cas pra-
tiquesI'Tordre des cliques sera borné puisque nous avons vu (chapitre 2) quel'dans
de tels casl'le nombre de voisins d’un site ne dépend pas de Card(5).

Les cliques vont nous permettre de localiser la notion d’énergie dans les mesures
de Gibbs associées a un potentiel. De pluslles cliques permettent de relier un champ
de Markov a une mesure de Gibbs associée a un potentiell' comme nous le verrons
dans le théoreme de Hammersley-Clifford (théoreme 6.1).

Avant d’en arriver a ce théoremel'il nous reste a introduire la notion de mesure

de Gibbs modélisant les systemes thermodynamiques.

Définition 6.6 (Mesure de Gibbs) Soit U une énergie définie sur Q et a valeur
dans IR. La mesure de Gibbs d’énergie U est la probabilité 11 sur Q) définie par:

Ve e Q, Il(z) = %exp(—U(:p)) (18)

ou /Z est la constante de normalisation définie par:



130 CHAPITRE 6. DVP ET APPROCHE MARKOVIENNE

/

F1G. 67 - Exemple de cliques sur le graphe de Delaunay : {a }I'{b}I'{c}I'{d} sont des
cliques d’ordre 1I'{a, b}T{a, c}1I'{a,d}I'{b, c}I'{b,d}I'{c,d} sont des cliques d’ordre
2I'{a, b, c}1'{a,b,d}'{a, c,d}'{b, c,d} sont des cliques d’ordre 3I'{a, b, ¢, d} est une

clique d’ordre 4. Il ne peut pas exister des cliques d’ordre > 5 car le graphe de

Delaunay est planaire en 2D.

Z =3 exp(=U(x)). (19)

La fonction d’énergie U précédente peut étre globale dans le sens ou elle peut
prendre en compte toutes les interactions entre les points de 5.

C’est pourquoi il est intéressant d’examiner le cas ou ’énergie s’exprime en ne
considérant que des informations locales a partir de la notion de clique définie
relativement au systeme de voisinage Vs. Dans un tel casl'on parlera de mesure de

Gibbs associée au systeme de voisinage Vs ou a un potentiel.

Définition 6.7 (Mesure de Gibbs associée a un systéme de voisinage) La me-
sure de Gibbs d’énergie U est dite associée au systéeme de voisinage Vs st, et seule-

ment si:
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Ule) = 3 Ve(w) (20)

ceC
ou C est l'ensemble des cliques relativement a Vs et V. est une fonction des

éléments contenus dans la clique ¢. V = {V.,c € C} désigne le potentiel.

L’équation 20 montre que le potentiel V' est nul en dehors des cliques. La décom-
position de I’énergie U (équation 20)I'en la somme de potentiels V.I'permet donc de
décomposer ’énergie globale d’une image en une somme de potentiels locaux sur les
cliques [109].

A partir du cadre proposé précédemmentl'nous pouvons énoncer le théoreme de

Hammersley-Clifford liant un champ de Markov a une mesure de Gibbs.

Théoréme 6.1 (Hammersley-Clifford) Soit Vs un systéme de voisinage. Un vec-
teur aléatoire X est un champ de Markov relativement a Vs si, et seulement st,
H(x) = P(X = x) est une mesure de (Gibbs associée a Vs et d’énergie donnée dans

[équation 20.

La localité des champs de Markov a travers le systeme de voisinage et 1’équation
17 se retrouve donc dans la localité de la mesure de Gibbs associés a un potentiel a
travers I’équation 20 qui integre la notion de clique.

Le théoreme 6.1 montre que maximiser la probabilité P (i.e maximiser la proba-
bilité 11T’
trouver « € Q, Il(x) = me%(l_[(x’),
'€
revient a minimiser 1’énergie UI’
trouver x € Q, U(x) = migU(:Jc').
'€
Ce théoreme permet donc de transformer une approche bayésienne en une ap-
proche ou le probleme est posé en terme énergétique.
Tout revient donc a trouver le minimum de 1"énergie U dans ’espace de configu-
ration ). En général une telle énergie n’est pas convexel'et de plus 'espace () est
extréemement vaste. Des algorithmes d’optimisation devront donc étre mis en oeuvre

afin de trouver le minimum global de 1’énergie UU. C’est ce que nous nous proposons

de faire dans la section suivante.
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6.3 Algorithmes d’optimisation

Nous n’examinerons pas ici les deux algorithmes déterministes : GNC (Graduated
Non Convexity) [19]'et MFA (Mean Field Annealing) [57] plus adaptés a un certain
type d’énergie (modele de la membrane a continuité lache) [141].

Nous détaillerons uniquement ’algorithme stochastique (i.e. non déterministe)
de recuit simulé [581'59]'et I'algorithme déterministe ICM (Iterated Conditionned
Mode) [15]. Notons qu’il existe d’autres algorithmes d’optimisation que nous ne
présenterons pas icil'par exemple 'algorithme de Creutz qui est présenté dans la

these de Hérault [68].

6.3.1 Recuit simulé

Cet algorithme a été proposé initialement par Metropolis en 1953 [95]. La dé-
monstration de sa convergence a été fournie par Geman& Geman [58].

Cette approche provient de techniques utilisées en physique statistiquel'consistant
a trouverl'pour un systeme donnél'un état stable correspondant a un minimum
d’énergie.

En physiquel'une bonne fagon de trouver les états stables d’un systeme complexe
est de le réchauffer a une température élevée puis de le laisser refroidir lentement.

Dans le cas des métauxl'on porte le systeme a la température de fusion (état
énergétique élevé) avant de le refroidir lentement. On atteint ainsi des états de tres
faible énergie. C’est cette procédure qui porte le nom de recuit.

Sil'au contrairel'le métal est refroidi trop rapidementl’'on obtient un état méta-
stablel'qui correspond a un minimum local de ’énergie. Cette procédure porte le

nom de trempe [68].

Algorithme: Recuit simulé
1. Tirer une configuration initiale aléatoire = dans ).
2. Poser T =T, (température initiale élevée).
3. Pour tous les sites s de S

(a) Changer la valeur z, en une valeur z, (z, et z, sont dans A). Cette

opération est appelée transformation élémentaire.
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(b) Evaluer la modification induite sur I’énergie par cette transformation élé-
mentaire :

AU=U"-U

ou U’ est I'énergie apres la transformation élémentaire et UI'avant une

telle transformation.
(c¢) Si AU < O0l'accepter la transition (I’énergie décroit).
(d) Si AU > Olaccepter la transition avec la probabilité

AU

exp(~ ).

4. Diminuer la température T
5. Répéter 3-4 jusqu’a la convergence.

On peut démontrer que cet algorithme produit une chaine de Markov X™7 de
mesure invariante [I7l'ou Il7 est la mesure de Gibbs associée a ’énergie HTQ et au

systeme de voisinage Vs :

lim P(X™T =) = Ilp(2). (21)

n—oo

Par ailleursI'T’algorithme converge car on a la proposition suivante:

Proposition 6.1 Quand T — 0, IIt converge simplement vers la probabilité uni-
forme sur les minima de la fonction énergie U. St U posséde k minima globauz

m,...,my, alors on a:

lim [yp(x) = 0siax¢{my,...,mg}

T—0
) I
ilrl_r% Hp(x) = 7 Sinon.

Démonstration: Cette proposition est classique et la démonstration se trouve dans

[109]. |

Cette proposition et ’équation 21 montrent quelsi on fait tendre simultanément n
vers I'infini et T' vers 0l'alors I’algorithme de recuit simulé converge vers un minimum
global de I’énergie.

Il est a noter que 1'étape 3 peut étre réalisée un certain nombre de fois a tempé-

rature constante (palier de température ou thermalisation).
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Geman& Geman ont démontré qu’'une décroissance exponentielle de la tempéra-
ture (étape 4) apres chaque thermalisation est nécessaire pour assurer la convergence

ieme

de l'algorithme de recuit simulé. Sil'au n palier de températurel'la température

notée T, satisfait la condition suivante:
¢
T, > ————
~ log(l+n)
ou c est une constante indépendante de nl'alors ’algorithme de recuit simulé converge
vers le minimum global de I’énergie quand n — oc.
Le probleme est qu’une telle décroissance de la température est trop cotiteuse au

niveau des temps de calcul. Pratiquementl'on choisit une décroissance linéaire de la

température :
o I, = 0.937T,_1 si 10% des transformations élémentaires sont acceptées au
(n — 1)"™* palier.

o T, —0.965 T,_; sinon.

La procédure se termine quand moins de 1% des transformations élémentaires
sont acceptées [68].

L’algorithme de recuit simulé est une bonne alternative aux techniques déter-
ministes qui sont rapidement limitées par le trop grand nombre d’informations a
prendre en compte. NéanmoinsI'l’algorithme ICM que nous présentons dans la sec-
tion suivante peut étre préféré a ’algorithme de recuit simulé si on a une connais-

sance a priori sur la solution.

6.3.2 ICM (Iterated Conditionned Mode)

Cet algorithme a été proposé initialement par Besag [15]. Contrairement a 1’al-
gorithme de recuit simulé qui contient des tirages aléatoiresl cet algorithme est
parfaitement déterministe dans le sens ou le résultat ne dépend que de 1’état ini-
tial. Le probleme est que la convergence se trouve piégée dans un minimum local.

L’algorithme peut étre décrit de la maniere suivante:

Algorithme: ICM

1. Choisir une configuration initiale = de € aussi proche que possible de la confi-

guration optimale.
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2. Pour tous les sites s de 5':

(a) Calculer 'ensemble des probabilités conditionnellesI'déduites de PI'du

site s considéré.

(b) Sélectionner I'état o € A) le plus probable de sI'(zs «— «).
3. Répéter 2 pour un nombre déterminé d’itérations.

En pratiquel'l’algorithme ICM converge apres une dizaine d’itérations.

Dans I’étape 2(a)l'la probabilité conditionnelle peut s’écrire de la maniere sui-

vante :
1
P(Xs =a4|X, = a1 # s) = exp[— Z Ve(a (22)
ZS T
ceC,s€c )
ol on a:
Z exp|— Z V(| zozu)]
u€EA ceC,s€c
ou:

|z, représente la configuration z avec z, = w.

Cette propriété classique des champs de Markov est démontrée dans [109]. On
voit bienl'a partir de ’équation 22I'que 1’état le plus probable d’un site est obtenu de
maniere locale. De plusI'pour choisir la probabilité conditionnelle d’état maximumlI’
il suffit de ne considérer que le numérateur. Pour comparer toutes les probabilités
quand u variel'il suffit de minimiser le terme 3 o . Vi(2)I'et donc de minimiser
I’énergie U.

PratiquementI'l’algorithme converge tres vitel'mais dans un minimum local. En
effetl’comme dans 'algorithme de Hopfield (chapitre 5I'section 5.3)['a chaque ité-
ration de 'ICMI'Ténergie décroit et se trouve donc piégée dans un minimum local.

Effectivementl'quand on sélectionne ’état le plus probable (étape 2(a))l'on obtient :
P(X = 51?|x5:op) > P(X =ux)
donc d’apres le théoreme 6.11°

H(2|p.=0,) > ()
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et donc AU < 0I'ce qui montre que 1’énergie décroit.

La convergence vers un minimum local montre que I'lCM peut étre utilisé si on
connait une solution assez proche de 'optimum (étape 1)I'de maniere a converger
dans un minimum global. Cet état proche de 'optimum dépend de connaissances
a priori. L’ICM est donc bien adapté aux processus pyramidaux par exemple (cha-
pitre 5'section 5.2) [105]. Quand on descend la pyramidel'chaque niveau peut étre

initialisé par le niveau précédent.

6.4 Application a la segmentation de textures

Les algorithmes d’optimisation présentés dans la section 6.3 sont souvent tres
cotteux. Nous proposons donc ici de réduire au préalable la taille du probleme (i.e.
la taille de A®) en réduisant le nombre de sites de S.

Une solution est d’associer les champs de Markov a une structure pyramidale
[105]. Nous les associons ici aux diagrammes de Voronoi. Nous précisons d’abord la
notion de voisinage et d’ordre du champ de Markov dans la section 6.4.1. Puis dans
la section 6.4.2'nous définissons le critere de similarité proposé dans [60] et donc

I’énergie associée a notre champ de Markov.

6.4.1 Voisinage et ordre

Au lieu de considérer ’ensemble de tous les pixels d'une imagel'nous ne prendrons
en compte que les sites associés aux polygones de Voronoi. L’intérét de 1'utilisation

des diagrammes de Voronoi est double:

e On obtient moins d’éléments dans S : le nombre de sites de Voronoi est plus

faible que le nombre de pixels contenus dans 'image.

e Les connexions sont moins nombreuses mais plus informatives dans le graphe

de Delaunay que dans le graphe des quatre ou huit voisins utilisé classiquement.

De plusl'avec un tel graphe il ne se pose plus la question de I"ordre du champ de
Markov (i.e. jusqu’a quelle distance on considere un pixel voisin d’un autre). Cette
question peut étre formulée de la maniere suivante: quel est l'ordre du champ de

Markov représenté ou contenu dans l'image étudiée? [110].
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Nous avons vu dans les chapitres précédents que la structure du graphe de De-
launay permet de décrire les propriétés locales adaptées a l'image étudiée. Par
conséquentI'nous pensons que la question de 'ordre du champ de Markov dans le
graphe de Delaunay n’a plus lieu d’étrel’'ce qui est un avantage non négligeablel’
puisque plus 'ordre du champ de Markov augmentel'plus les temps de calcul sont
longs.

Une derniere motivation nous ayant poussé a utiliser les diagrammes de Voronoi
est de pouvoir se passer des configurations interdites définies dans [60]. Ceci tient au

fait que le contenu de chaque région de Voronoi est significatif et adapté aux images.

6.4.2 Segmentation des textures

Notre objectif est d’affecter a chaque région de Voronoil'le label le plus en confor-
mité avec les données. Comme nous ’avons remarqué dans I'introduction de ce cha-
pitrel'cet objectif sera atteint si on choisit une bonne énergie liée a la distribution
de Gibbs associée au systeme de voisinage engendré par le graphe de Delaunay.

Dans le modele de texturesI'nous n’introduisons pas de connaissance a priori etl’
en ce sensl'la segmentation des textures sera dite non supervisée.

Avant de présenter I’énergie correspondant a notre probleme de classification des
texturesI'nous allons définir quelques notions de base.

En effetl'la segmentation des textures consiste a analyser chaque région de Vo-
ronoi et a définir un critere de similarité. Ce critere sera donné par la distance de

Kolmogorov-Smirnov.

Définition 6.8 (Distance de Kolmogorov-Smirnov) Soit Vorg(p) et Vors(q)
deux régions de Voronoi. On pose Fyo, ), (T€sp. Fyory(q)), la fonction de répartition
empirique des niveaux de gris des pivels contenus dans Vors(p), (resp. Vors(q)). La
distance de Kolmogorov-Smirnov est alors:

dp(Vors(p), Vors(q)) = deo(Fvorsp)s IVors(q)) =  max__|[Fvoro(0)(2) = Fyvors(g) ()]

z€{0,...,255}

Une propriété remarquable de la distance de Kolmogorov-Smirnov est son inva-
riance par toute transformation strictement monotone des données [60].
Nous pouvons alors définir le critere de similarité entre deux régions de Voronoi

voisines.
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Définition 6.9 (Critere de similarité) Soit Vorg(p) et Vors(q) deux régions voi-

sines de Voronoi. Ces deux régions sont semblables si, et seulement si:

®(p,q) = -1

ot ® est la fonction de disparité entre Vors(p) et Vors(q) (Définition 6.10).
La fonction de disparité peut s’écrire de la maniere suivante :

Définition 6.10 (Fonction de disparité) La disparité entre deux régions de Vo-

ronoi, Vors(p) et Vors(q), est calculée de la maniére suivante :
O(p,q) = 26{dx(Vors(p),Vors(q)) < seuel} — 1

Le seuil est un parametre de I'algorithme qui sera a régler. Il est important de
noter que la relation induite par ® n’est pas transitive. Sinonl'l’algorithme de re-
cherche de composantes connexes (chapitre 3I'section 3.3.3) sous la contrainte @
serait suffisant pour la segmentation des textures.

Le modele d’énergie que nous présentons ici a été proposé dans [60]. Soit = un
élément de ) = A°Toli A représente un ensemble de p étiquetteslet S les germes de

Delaunay. I.’énergie du systeme peut alors étre donnée de la maniere suivante:

Ulz) = 3 0.(2)0, (23)

ceC

ou ¢ = {®.I'c € C} est une famille de disparités sur S généralisée a des cliques
d’ordre quelconquel’'et ¥ = {W.I'c € C'} une famille de fonctions de controles dé-
pendant des labels affectés aux sites des cliques ¢ € C'.

Nous nous limiterons ici aux cliques d’ordre 2. L’énergie 23 prend alors la forme

suivante :

Ulz) = Y. Yyla)®(s,1). (24)

(s,t)EDEL(S)

Dans le modele d’étiquetage qui nous intéressel'nous avons:

\Il(w)(:z;) = 6{xs, 24}

et ® est la fonction décrite dans la définition 6.10. La variation de I’énergie prend

donc 'expression suivante :

AU= 37 Wipy(@)0(s,p) = D Wiop(@)®(s,p).

SENg(p) sENs(p)
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Nous pouvons alors décrire brievement notre algorithme de détection des textures

de la maniere suivante :

Algorithme: Segmentation des textures

1. Calculer une partition de Voronoi adaptée a l'image avec 1’algorithme “split

and merge” (Chapitre 3['section 3.3).

2. Minimiser I’énergie U (équation 23) avec I'algorithme de recuit simulé (section

6.3.1).

Dans 'algorithme de recuit simulé (section 6.3.1)I'le changement d’état opéré
dans I'étape 3(a) pour un sitel'revient a changer la valeur de I’étiquette de ce site.
Une amélioration certaine du résultat de la segmentation de textures serait de
calculer le partitionnement adaptatif avec un autre critere que la variance dans
I’algorithme “split and merge”. Ce critere pourrait étre une fonction de ’énergie U

que nous chercherions a minimiser.

6.5 Application a une partition optimale

6.5.1 Position du probleme

Le probleme ici est de vouloir optimiser le partitionnement d’une image en régions
de Voronoi. [’optimisation est liée a la minimisation d’une énergie U associée a la
position des germes dans I'image.

Nous avons donc un ensemble fini .S de N germes. ’espace des étatsI'noté Al'estl’
pour un germe p donnél'toutes les positions possibles de p sur une grille discrete Ip
(N << Card(Ip)). L’ensemble Q de toutes les configurations de S est donc toutes
les positions possibles des N germes de S sur Ipl'deux germes ne pouvant occuper

la méme position. Nous avons donc:

Card(Q) = (Card(]D) )

N

L’énergie que nous voulons minimiser est la suivante:

U=> o(Vors(p)). (25)

peES
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Nous avons choisi une telle énergie car dans ’algorithme “split and merge” pré-
senté chapitre 3I'section 3.3.1T'la division des régions de Voronoi est faite selon un
critere d’écart type. Nous n’assurions alors nullement la minimisation de ce critere.

Une telle minimisation peut se faire avec un algorithme de type recuit simulé.
Avant de présenter des solutions pratiquesI'nous allons nous attacher a résoudre

quelques problemes théoriques.

6.5.2 Problemes théoriques

Le problemelicil'est quel’si nous considérons tout ’espace 2I'nous ne sommes plus
dans un contexte markovien. En effetl'il existe deux configurations possible wy et wy
telles que DFEL(wq) et DEL(wy) ne soient pas topologiquement équivalents. Nous ne
pouvons donc pas garantir la stabilité topologique du champ de Markov puisqu’elle
est liée d’apres la définition 6.4 de la section 6.2I"aux relations de voisinage et donc
au graphe de Delaunay.

Une solution théorique est de forcer le systeme a rester dans un contexte mar-
kovien en maintenant les relations de voisinage et donc en conservant la stabilité
topologique du graphe de Delaunay. Ceci nécessite de restreindre I’espace ) en consi-

dérant la proposition suivante:

Proposition 6.2 (Stabilité topologique) Soit S un ensemble de points et p € S.

Soit ¢ un point n’appartenant pas a S.

Ns(p) = N(S—p)Uq(q)

si, et seulement st,

q € [(UBs(Ns(p))) ] N [NBs-p(Ns(p))]

o Bs(Ns(p)) désigne Uintérieur d’un cercle circonserit a un triangle de Delaunay
de DEL(S) défini par deux points de Ng(p) et un point de S — (Ns(p) U p)
et (UBs(Ns(p)))© la surface complémentaire de (UBs(Ns(p))) dans PE(p)
(Figure 68 ¢),

o Bs_,(Ns(p)) désigne Uintérieur d’un cercle circonscrit a un triangle de Delau-

nay de DEL(S — p) défini par trois points de Ng(p) (Figure 68 D).
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Démonstration: Pour que ¢ soit voisin de tous les points de Ng(p)lil est nécessaire
que ¢ € NBs_,(Ns(p)) d’apres la propriété du cercle vide (définition 2.5 chapitre 21"
section 2.2). Nous allons monter que ¢ € (UBs(Ns(p)))° par 'absurde. S’il existe un
cercle de Delaunay contenant p et n’appartenant pas a UBg(Ng(p))[alors il existe
au moins un point « de S — (Ng(p) U p) qui est voisin de ¢. Or toutes les arétes
frontieres de PFE(p) sont dans DEL((S — p) U ¢) puisque ¢ € (UBs(Ns(p)))°. Pour
relier ¢ a x il faut donc couper une aréte frontieres de PFE(p) car = est a l'extérieur
de PE(p). Ce qui est en contradiction avec le fait que la triangulation de Delaunay

est planaire. [ |

La figure 68 tirée de [85] est une illustration de la proposition précédente.
La proposition 6.2 montre qu’il est possible de rester avec le méme champ de

Markov durant 1’évolution du systeme que nous cherchons a rendre optimal.

6.5.3 Solutions pratiques

Nous allons présenter ici une solution au probleme posé en restreignant ’espace
des configurarations € a I'espace 2'Tou ' est 'espace de toutes les configurations
possibles w’ des NV germes sur [p garantissant la stabilité topologique du graphe de
Delaunay. Cette solution permet de garder un modele de Markov.

La variation de I’énergie s’écrit comme suit en supposant que le site p est remplacé

par ¢ dans le domaine de stabilité topologique donné par la proposition 6.2:

AU = > Vorgs—pu(@) = > (Vors(x)).
TEN(s_pyugr(a)U{a} z€Ns(p)U{p}

Il nous suffit alors d’utiliser ’algorithme de recuit simulé proposé section 6.3.1
pour minimiser 1’énergie U de 1’équation 25.

Toutefois['un probleme théorique important se pose. Nous ne pouvons garantir
de pouvoir atteindre toutes les configurations de Q'T'a partir d’une configuration
w' € Q'T'le changement d’état étant fait de maniere séquentielle. Par exemplel'si
nous prenons un systeme carréI'nous ne pourrons jamais atteindre une configuration
rectangulairel'puisque le domaine de stabilité topologique d’un germe situé sur une
grille carrée est réduit a I’ensemble vide.

Une alternative est alors de minimiser /' dans ’espace {2 et donc dans un contexte

markovien. Malgré toutI'T’écriture de la variation d’énergie AU est encore locale. En
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c) d)

FIG. 68 - Recherche de la surface de stabilité topologique d’un germe au sein du
graphe de Delaunay. Quelle que soit la position du germe a l'intérieur de cette
surfacel'les relations de voisinage restent inchangées. a- Diagramme de Voronoi. b-
La surface grisée est la surface de stabilité des relations de premier voisinage du point
considéré. c- La surface grisée est la surface de stabilité du reste du diagramme. d-

La surface en gris foncé représente la surface de stabilité du point considéré.

effet]’nous restons dans un contexte de graphe de Delaunay. L’expression de la
variation de ’énergie est plus complexe que précédemment car il faut tenir compte

du changement possible de topologie :

U = Z o(Vors(z)) + Z o(Vors(z)).
zENs(p)U{p} E€N(s—pyufq(9)
U Y. o(Vors—pug () + > o(Vor(s—puie(2)).

AU

z€Ngs(p)

U —U.

c€N(s—pyuiqr(@){e}
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ExpérimentalementI'l’algorithme de recuit simulé dans un contexte non marko-

vien semble converger.

6.6 Conclusion

Nous avons montré dans la section 6.4 commentI'sur les structures conjointes des
graphes de Voronoi et de Delaunayl'on peut associer un modele de Markov. Cette
approche est de plus en plus de plus en plus exploitée et permet d’associer I’approche
markovienne a une structure de données plus souple que les grilles rigides classiques.

Une perspective possible pour améliorer I'algorithme de segmentation des textures
serait de réaliser I'algorithme “split and merge” (Chapitre 3I'section 3.3.1) avec un
critere plus adapté a 'application considérée.

Une autre possibilité serait d’introduire des cliques d’ordre 3 dans le modele
énergétique. On pourrait aussi introduire des transformations strictement croissantes
sur la distance de Kolmogorov-Smirnov [60]'ou bien tester des criteres plus fins que
cette distance.

L’algorithme de classification pourrait étre intégré dans un processus pyramidal
comme dans le chapitre 5. Dans ce type de pyramide nous perdons la notion de
noeuds survivants et non-survivantsI'mais nous gardons la notion de champ récep-
teur. Pour nousl’un champ récepteur sera simplementl’a un niveau donné de la
pyramidel'l’ensemble des composantes connexes ayant la méme étiquette.

Dans la section 6.5'nous avons proposé un algorithme pour obtenir une partition
optimale par régions de Voronoi. Si nous utilisons la stabilité topologique du graphe
de Delaunayl'nous restons dans un cadre markovien et la convergence du systeme
est assurée. Cette approche pourrait constituer une nouvelle facon de concevoir
I’algorithme “split and merge” décrit dans la section 3.3 du chapitre 3.

ToutefoisI'si nous ne respectons pas la stabilité topologique du graphe de Delau-
nayl'le systeme semble converger dans un recuit simulé. Nous pouvons donc nous
demander s’il est bien utile de rester dans un contexte markovien. En effetI'si nous
pouvions nous en passer['nous pourrions non seulement minimiser une énergie UT’
mais aussi le nombre de régions de Voronoil'en nous autorisant des suppressions et
des insertions de germes dans la structure de Voronoi au cours de 'optimisation du
systeme par 1’algorithme de recuit simulé.

Quoi qu’il en soitl'l’approche markovienne demeure un outil puissant pour traiter



144 CHAPITRE 6. DVP ET APPROCHE MARKOVIENNE

des problemes liés a ’analyse d’images. C’est pourquoi les techniques qui en décou-
lent sont de plus en plus développéesl'dans 'objectif de trouver une alternative aux

approches déterministes parfois impuissantes devant certains problemes.



Chapitre 7

Conclusion

————————————————————————————————————————————————————————

________________________________________________________

“Quand je pense que cela ne fait que trois ans, jour pour jour, qu’un cube d’ap-
parence anodine a €té déposé sur cette table. Tant de choses se sont passées depuis,

je ne sais pas ce que lavenir nous réserve.”

“La Fievre d’Urbicande” (Schuiten et Peeters).

145
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7.1 Conclusion

Dans ce mémoire de these nous avons voulu montrer comment nous pouvions ex-

ploiter des outils issus de la géométrie algorithmique au profit de ’analyse d’images.

Dans le chapitre 2I'nous avons présenté de maniere approfondie le diagramme
de Voronoi ponctuel 3D. De I'étude des différents algorithmes de construction du
diagramme de Voronoi ponctuel 3DT'l est ressorti que I"approche incrémentale était
la mieux adaptée par son c6té dynamique aux problemes d’analyse d’images que
nous nous sommes proposé d’étudier. De plusl'il est apparu que dans la plupart
des casI'’approche incrémentale était optimalel’avantage non négligeable puisque
nous avions a traiter des problemes de grande taille. Nous avons aussi présenté un
algorithme de remise a jour par suppression de germesl'algorithme qui nous a été

utile dans le chapitre 6'consacré aux champs de Markov.

Le chapitre 3 a été consacré a l’étude de différents modeles géométriques de
partitionnement de volumes de données dans un but de représentation. Nous avons
mis 'accent sur les partitionnements adaptatifsl’et plus particulierement sur les
partitionnements en régions de Voronoi. L’adaptation des régions de Voronoi aux

onnées a été réalisée dans un environnement “split and merge”. Nous avons constaté
d t lisée d t “split and 7N tat
que les partitionnements en polyedres de Voronoi et en tétraedres de Delaunay sont
comparables au niveau du nombre d’éléments de volume composant la partition.
ous avons aussi constaté que les partitionnements en octrees demandent moins
N tat 1 t1t t t d dent

e temps de calcul mais plus d’éléments cubiques composant la partition et une
de t d lcul lus d’él t b t 1 tit t

structure moins riche.

Dans le chapitre 4 nous avons montré comment on pouvait lier les diagrammes de
Voronol généralisés a un ensemble de polyedres aux squelettes, exosquelettes et sque-
lettes par zones d’influence. Nous avons donné un théoreme de caractérisation des
équations des séparateurs. Nous avons ensuite proposé un algorithme pour calculer
une approximation du diagramme de Voronoi 3D. L’idée était de procéder a une
discrétisation des objets polyédriquesl’ce qui nous donne un ensemble S de points
3D. 11 suffit ensuite de calculer le diagramme de Voronoi ponctuel des points de S
et de supprimer les arétes dites inutiles. La validité de cet algorithme est prouvée

dans un théoréme de convergence.

Le but du chapitre 5 était d’exposer une exploitation possible en segmentation de

la représentation des images en régions de Voronoi. Nous avons donc lié ’algorithme
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“split and merge” a un algorithme pyramidal controlé par un réseau de Hopfield
dans le but de fusionner les régions de Voronoi. L.’avantage de cette méthode est de
pouvoir traiter des images de grande taillel'de réduire le nombre de niveaux dans la

pyramide et de diminuer les temps de calcul.

Nous avons envisagé quelques perspectives dans le chapitre 6. Nous avons voulu
lier la théorie des champs de Markov aux diagrammes de Voronol et de Delaunay
dans deux buts bien distincts. Le premier était de segmenter des images texturées.
L’idée consistait a avoir un graphe adapté aux données et des régions avec un tres bon
contenu informatif. [’avantage est qu’il suffit de prendre des cliques d’ordre 1 pour
caractériser le champ de Markov. Le deuxieme but était de définir un algorithme
permettant de minimiser la somme des écarts types de chaque polygone associé a
une image donnée. Les résultats obtenus sont décevants. En effetl'il nous semble
quel'pour la segmentation des images texturées'aucun probleme d’ordre théorique

ne peut expliquer la mauvaise qualité des résultats.

7.2 Perspectives

De nombreuses perspectives sont a envisager de pres. Nous en avons donné

quelques-unes au cours de ce mémoire de these.

On peut sans doute retenir la coopération pyramide-diagramme de Voronoi contro-
lée par un réseau de Hopfield avec des fonctions continues. Celle-ci permettra de
rendre plus souple la décimation dans la pyramide au cours du processus. La coopé-
ration région-contour sera sans doute aussi un élément déterminant pour I'amélio-

ration de la qualité des résultats.

Pour ce qui est des champs de MarkovI'tous les algorithmes sont implémentés.
Pour les images texturés il est nécessaire de trouver une énergie plus fine pour obtenir
de meilleurs résultats. Nous croyons fermement que c’est une voie a exploiter et
qui doit donner de bons résultats. Pour ce qui est du partitionnement optimal du
plan il nous apparait que des problemes d’ordre théorique sont encore a résoudre.
Une question est de savoir si on doit rester dans un contexte markovien ou non
pour obtenir un meilleur partitionnement. Nous sommes encore loin d’avoir apporté
une solution satisfaisante a ce probleme d’optimisation'mais nous pensons que son

intérét est tel qu’il mérite qu’on cherche d’autres solutions théoriques et pratiques.
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7.3 Autres travaux

D’autres applications n’ont pas été abordées dans ce mémoire. Elles ont été réa-
lisées en collaboration avec d’autres personnes et nous allons tres brievement les
exposer ici.

Parmi celles-ci figure la compression d’images par fractals qui repose sur la théo-
rie fractale des LIFS (Local Iterated Function System) [75]. L’idée est d’utiliser un
partitionnement de I'image en triangles de Delaunay pour diminuer le nombre de
transformations affines utiles au codage de I'image. Les résultats obtenus sont d’ores
et déja convaincants et constituent une nouvelle démonstration de 'utilité de par-

titionnements adaptés aux imagesI'moins rigides que des partitionnements de type

quadtree [441'37].

Nous avons aussi participé a une recherche relative au probleme de la reconstruc-
tion d’une surface a partir d’'un modele numérique de terrain (M.N.T.) irrégulier.
L’idée est de calculer la triangulation de Delaunay des points du M.N.T. projetés
dans le plan d’équation {z = 0}. Une fois la triangulation calculéel'la surface est
obtenue en remontant les triangles dans l’espace tout en respectant l'altitude des
points du M.N.T. La méthode est justifiée par I'article [111] qui montre que cette
maniere de procéder lisse la surface en minimisant la semi-norme de Sobolev. A par-
tir de cette surface ainsi triangulée nous avons construit un algorithme qui calcule
les courbes de niveau. Nous appliquons ensuite un lissage par des fonctions splines
d’interpolationI'pour obtenir une meilleure qualité visuelle. De nombreux travaux
sont encore a réaliser pour améliorer les temps de calcul et avoir ainsi un logiciel
opérationnel [6].

Des travaux auxquels nous avons encore participé ont été réalisés en 2D et en
3D sur la sociologie cellulaire [85]. Il apparait que la conjugaison du diagramme de
Voronoi et du graphe de Delaunay permet de connaitre de maniere assez précise et
robuste le désordre interne a une population cellulairel'chaque germe étant le centre
de gravité d’'un noyau cellulaire. Cette connaissance peut étre obtenue aussi bien
de maniere globale que de maniere locale. Des perspectives relatives a ce travail se
trouvent du coté de la modélisation dans un contexte de recuit simulé. [.’idée serait
de modéliser le passage d’un tissu sain a un tissu cancéreuxl'en trouvant une énergie
adéquate [86)].

De plusI'nous avons réalisé une étude a propos de la percolation en 2D et en 3D
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sur le graphe de Delaunay. Les germes sont distribués uniformément dans un carré en
2D et dans un cube en 3D. I.’idée consiste a supposer que chaque germe possede une
marque a 0 ou a 1. Le but est alors de pouvoir passer d’une aréte donnée a une aréte
opposée du carrél'ou d'une face donnée a une face opposée du cube par les arétes de
Delaunay reliant deux germes ayant une marque a 1. Nous avons obtenu de maniere
statistique un processus de percolation. Pour avoir un systeme qui percole en 2DT'il
faut que 50% des germes aient une marque a 1l'alors qu’en 3D 21% suffisent. Une
interprétation biologique d’un tel résultat devrait étre possible.

Nous espérons que d’autres applications suivront pour que les diagrammes de Vo-
ronol et de Delaunay deviennent un jour des outils incontournables dans de multiples

disciplines dont I’analyse d’images.
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