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Résumé

Les distances de chanfrein sont définies dans ’espace discret ; elles reposent sur
la définition et 'application de masques de pondération, et permettent de bonnes
approximations de la distance euclidienne réelle. Elles sont couramment utilisées
en analyse d’images, pour quantifier ou décrire des régions dans une image. Elles
permettent en particulier le calcul de squelettes pondérés, avec des algorithmes ef-

ficaces.

Notre propos est de compléter les connaissances sur ces distances a tous les ni-

veaux, et de généraliser les notions et algorithmes.

Apres quelques rappels de base, nous étudions les propriétés arithmétiques et géo-
métriques des boules de chanfrein, de maniere a déterminer les contraintes exactes
pour qu’elles induisent bien une distance. Ces propriétés sont de plus a 'origine
de formules de calcul direct. L’optimisation des masques est ensuite accomplie. Le
but est de minimiser I’erreur commise par rapport a la distance euclidienne. Notre
méthode est validée par I'obtention de nouveaux masques optimaux. Nous donnons
un algorithme universel de calcul de ’axe médian, qui génere des tables de corres-
pondance de fagon tres rapide. Nous proposons une méthode unifiée pour extraire
le squelette pondéré d’une image de distance, calculée avec les distances discretes
les plus courantes. En dernier lieu nous présentons une méthode de description de
formes, par la polygonalisation du squelette, qui ramene une forme discrete a une

représentation vectorielle, conservant un certain degré de réversibilité.

MOTS CLES: analyse d’images, chanfrein, distance discrete, axe médian, ligne

médiane, squelette, description de formes.
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Abstract

Chamfer distances are defined in the discrete space; they rely on the definition
and the application of weighted masks, and they provide good approximations of the
real Euclidean distance. They are often used in image analysis, for quantification
and to describe the regions constituting the shape. In particular they allow the

computation of weighted skeletons, with efficient algorithms.

Our goal is to complete the knowledge above each level of these distances, and

to generalise notions and algorithms.

After some recalls, we study arithmetical and geometrical properties of chamfer
disks, in such a way that we are able to determine the exact constraints, so as to
induce a distance. These properties give also direct computation formulas. The mask
optimization is then accomplished. The aim is to minimize the error relative to the
Euclidean distance. Our method is validated with new optimal masks obtaining.
We provide a universal medial axis computation algorithm, which generates look-up
tables in a very fast way. A unified distance-driven scheme is proposed to extract
the weighted skeleton of a digital pattern, which runs whichever distance is selected
among the most common ones. Finally we present a shape description method, where
the skeleton is suitably decomposed by a polygonal approximation. Any digital shape

is reduced to a vectorial representation, which keeps some degree of reversibility.

KEY WORDS: image analysis, chamfer, discrete distance, medial axis, medial

line, skeleton, shape description.
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a, byl Points visibles

O v Point non affecté
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AM oo Axe médian
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Chapitre 1

Introduction générale

CHANFREIN : nom masculin
(ancien francais chant, c6té,
et fraindre, briser). Surface
oblique obtenue lorsque ’'on
abat l’aréte d’une pierre,
d’une piece de bois ou de

métal.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE
1.1 Analyse d’images

Depuis les années 1950, I'association de I'image et de 'ordinateur connait un essor
considérable, tant en ce qui concerne le domaine de "analyse que celui de la synthese
d’images. [’analyse d’images et la vision par ordinateur s’attachent a construire une
description explicite du contenu de I'image, tandis que la synthese d’images part de

la modélisation d’une scene pour construire une image cohérente.

L’imagerie couvre des champs d’application tres variés, pour lesquels les capteurs,
les objectifs de traitement et les conditions d’exécution peuvent étre de natures tres
diverses. On peut citer les techniques de transmission de 'image (compression),
I'imagerie biologique ou médicale, la robotique (détection, guidage, controle de qua-
lité) qui impose généralement le temps réel et I'autonomie, I'imagerie satellitaire,

qui est caractérisée par I'important volume de données a traiter, etc.

L’élément commun a tous ces domaines est I'image, qui intervient aussi bien du
point de vue du stockage et de la visualisation de I'information que des traitements
a réaliser. Ces aspects sont fortement liés a la donnée informatique, tant au niveau
logiciel qu’au niveau des capteurs, des matériels d’affichage et de I"architecture des
unités de traitement. Ces contraintes ont conduit a représenter I'image dans I’espace

discret, puis a raisonner en restant dans cet espace: la géométrie discrete était née.

La géométrie euclidienne a une tres grande influence sur notre intuition. Par
exemple I'intersection de deux droites continues non paralléles est un point dans R2,
alors que dans Z? l'intersection de deux droites discretes peut étre vide, ou com-
posée de plusieurs points, parfois répartis en sous-ensembles déconnectés [Rev9l].
La synthese d’images, ainsi que 'analyse d’images, utilisent encore aujourd’hui ces
modeles continus, alors méme qu’ils ne sont pas adaptés a la nature discrete des

images (ni des processeurs).

La géométrie discrete a donc été développée ex nihilo, indépendamment de 1’ar-
senal euclidien existant. Elle existe pour 'imagerie et pour elle-méme. Elle fait par-
tie des themes de nombreuses conférences internationales. Les travaux cités dans
[Cha9l], et les sujets qui sont exposés au colloque Discrete Geometry for Computer

Image', attestent de sa grande richesse et de ses potentialités.

1Ce colloque annuel a lieu alternativement 4 Strasbourg et & Grenoble; il est organisé par J.M.
Chassery, J. Francon, A. Montanvert et J.P. Reveillés.



1.2. DISTANCE DE CHANFREIN 3

1.2 Distance de chanfrein

Les informations présentes dans une image sont au départ purement locales; on
dispose d’une collection de points, dont 'organisation globale nous échappe. Une
des premieres techniques visant a structurer I'information dans une image a été de
doter les points d’une information de profondeur dans la forme. Ce concept est a la

base de I"image de distance.

Malheureusement, la notion de ‘distance’” au sens ou nous ’entendons habituel-
lement, qui est la distance euclidienne /22 + y2, provient du monde continu, et
n’est plus du tout adaptée a 'espace discret. Il est mathématiquement possible de
construire d’autres fonctions de distance, qui donnent des résultats entiers, mais
relativement proches de la distance euclidienne. Ce domaine est un véritable volet

de la géométrie discrete, que 1’on peut appeler la géométrie des distances.

Les familles de distances discretes imaginables sont tres variées, et il faut bien
prendre en compte les contraintes liées au calcul de la carte de distance, puis de
son utilisation. On a tout intérét a se focaliser sur des distances qui se calculent
localement dans I'image, qui demandent le moins d’arithmétique possible au niveau
du processeur, qui ont des propriétés mathématiques intéressantes et qui permettent

une approximation de qualité variable de la distance euclidienne.

Nous avons été totalement séduit par les distances de chanfrein. 1l s’agit de dis-
tances basées sur un masque de pondérations, dont I’application locale permet le
calcul de I'image de distance. Les schémas algorithmiques de base sont dus a Rosen-
feld [Ros66], et leur grande efficacité est a I'origine des développements des distances

de chanfrein, popularisées par Borgefors [Bor84, Bor86a].

Les applications développées autour des distances de chanfrein sont nombreuses
et variées, en atteste la richesse de la littérature spécialisée. Quand il s’agit de faire
de la mise en correspondance, de la morphométrie, de calculer des axes médians,
lignes médianes et squelettes, d’en extraire des caractéristiques géométriques ou

topologiques, 'option distance de chanfrein se révele tres performante.

Le sujet est situé a la rencontre de plusieurs domaines, dont 1’arithmétique, I’op-
timisation, I’analyse et la description de formes. Il fait pleinement partie de la pro-

blématique de la géométrie discrete, et est de plus intéressant en soi.



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1.3 Objectifs

Les distances de chanfrein ont, a n’en pas douter, de fortes potentialités encore
inexploitées ; un état des lieux s’impose. Les connaissances mathématiques relatives
aux distances de chanfrein sont tres parcellaires. Il s’agit de formules au cas par cas,
destinées a exprimer des propriétés constatées pour des petits masques, mais jamais
généralisées. Il est impossible de montrer dans ces conditions si un masque induit
une distance par exemple. Pour ce qui est de I'optimisation, c’est le phénomene
inverse qui prédomine: il y a beaucoup de techniques publiées, mais aucun travail
ne fait la part des choses. Enfin dans la partie des squelettes, c’est une approche

globale qui fait défaut.

Notre objectif est d’extraire le plus possible de propriétés mathématiques, pour
constituer une ‘théorie des chanfreins’. Grace a elle, nous tenterons d’adopter une
démarche unificatrice, de clarifier les problemes et d’apporter des solutions générales.
Nous voulons mieux connaitre les images de distance calculées avec les distances de

chanfrein, pour appuyer les développements ultérieurs, théoriques et applicatifs.

1.4 Plan

Le document est organisé de la facon suivante.

Nous rentrons dans le vif du sujet au chapitre 2, ou nous rappelons les éléments
de la géométrie discrete qui seront utiles dans notre espace de travail: les images
binaires 2D et le maillage carré. Cette étude bibliographique est ensuite centrée sur
le domaine des distances discretes. Le choix des distances de chanfrein est justifié
par rapport aux autres distances classiques au niveau conceptuel, puis par 'efficacité
des schémas algorithmiques relatifs au calcul des images de distances. Ces dernieres
jouent un role fondamental en analyse d’image, et nous en rappelons les principales

applications.

La littérature est tres pauvre en ce qui concerne les résultats théoriques pour les
distances de chanfrein; elle se contente de quelques formules extraites au cas par
cas. Nous présentons au chapitre 3 notre contribution mathématique au domaine.
La structure des masques et les propriétés relatives aux pondérations sont reliées a

des théoremes arithmétiques bien connus. De la on peut exprimer les conditions de
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distance et de norme en faisant ressortir des propriétés géométriques. L'intérét des
distances locales est le calcul a grande échelle sur toute une image ; mais certaines
applications demandent aussi des formules de calcul direct de distance entre points,

qui sont développées a la fin de ce chapitre, grace aux nouveaux théoremes.

Les distances de chanfrein ont pour but avoué d’approximer la distance eucli-
dienne. Quelques auteurs ont développé leur propre approche, que nous analysons
au chapitre 4. Les techniques employées vont du cas par cas au plus général, le
choix du critere d’optimisation est mis en exergue, et les résultats contradictoires
abondent. Notre approche est double; il s’agit dans un premier temps de départager
ou de relier les méthodes existantes, en mettant en avant les formules de passage.
La seconde étape est de profiter de cette expérience pour développer une méthode
plus simple et plus générale. De nouveaux masques optimaux sont ainsi proposés, et
peuvent étre comparés aux masques des autres chercheurs, grace aux ponts établis

dans la premiere étape.

A la suite de ces questions théoriques, est étudiée dans le chapitre 5 'extraction
de l'axe médian. Il s’agit d’une application fondamentale des images de distance,
dont certaines propriétés permettent d’extraire un recouvrement de la forme par des
tests uniquement locaux. Les méthodes existantes sont limitées a quelques distances,
et font appel a des batteries de méthodes, tres spécifiques et difficilement générali-
sables, sauf I'une d’entre elles qui est fondée sur des tables de correspondance. Nous
proposons un algorithme tres efficace de calcul de ces tables, qui fonctionne pour
tous les masques de chanfrein ; il utilise une propriété liant les images de distance et
les images inverses. La caractérisation de ’axe médian est indispensable au calcul

du squelette pondéré.

Les squelettes sont une représentation de forme tres employée en analyse d’images.
Nous ne revenons pas au chapitre 6 sur les squelettes binaires, mais sur le calcul des
squelettes pondérés, mené avec une distance de chanfrein. Les algorithmes existants
font flores, mais sont généralement congus pour une distance précise. En effet, les
cartes de distance ont de nombreuses propriétés, soit générales aux distances, soit
particulieres, dues a des phénomenes arithmétiques. Or il est difficile de faire le
tri entre ces propriétés si I’on n’adopte pas une démarche globale. C’est ainsi que
nous proposons un algorithme multi-distance, qui est présenté pour les distances de

chanfrein les plus courantes.
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Le squelette pondéré a pour vocation la description de formes. On développe au
chapitre 7 une représentation s’appuyant sur l’approximation polygonale du sque-
lette pondéré. La forme est ramenée a un codage vectoriel, quasi-réversible, qui
permet de s’affranchir de 'espace de I'image, pour raisonner en terme de la géo-
métrie des régions liées aux segments de la polygonalisation. Une étude est faite
pour simplifier la représentation, en annihilant ou en fusionnant certaines régions
élémentaires. L’objectif est d’aboutir a une représentation plus proche de I'intuition

humaine, pour faciliter la description de la forme.

L’analyse d’images est un domaine ou théorie et expérimentation font bon mé-
nage. Nous décrivons au chapitre 8 I’environnement logiciel et les applications déve-
loppées durant la these. L'interface de traitement d’images Image Package Software
a été développée et diffusée pour faciliter I'interaction entre les disciplines liées a
I'imagerie. Des programmes de calcul de squelette ont été écrits sur différentes plates-
formes. Le suivi des différentes applications a révélé I'efficacité des algorithmes, et

élargi encore le champ d’application des squelettes.

Une conclusion générale clot ce travail au chapitre 9.



Chapitre 2
Géométrie discrete

Nous présentons dans ce chapitre les distances de chanfrein dans le contexte de
la géométrie discrete.

Parmi les espaces de travail habituels, nous orientons notre discours vers le plan
et le maillage carré, dont les propriétés topologiques de voisinages et connexités sont
rappelées, ainsi que le théoreme de Jordan discret.

Les distances discretes et les images de distance sont définies, puis nous revenons
sur la bibliographie et les performances de chacune des principales distances discretes
de l'analyse d’images.

Le choix des distances de chanfrein est justifié par un bon compromis entre ’ap-
proximation de la distance euclidienne, la facilité d’utilisation, et 'efficacité des

schémas algorithmiques.
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2.1 Espace de travail

L’analyse d’images par ordinateur doit travailler sur des données discretes, de
support fini. La représentation de base est 'image discrete, dont le support est
associé a un maillage, qui précise I'arrangement des points entre eux.

L’échantillonnage de la scene est fourni par un capteur, dont les cellules sont le
plus souvent disposées régulierement. On a donc tout intérét a se placer dans I'espace
de l'acquisition, ou le maillage est régulier.

Les trois maillages réguliers dans le plan [Cha91] sont le maillage carré, hexagonal
et triangulaire. Les deux premiers sont représentés figure 1; quant au dernier, il est

inusité en pratique.

X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X

(a) (b)

Fi1G. 1 - Maillage carré (a) et hexagonal (b)

Le maillage carré est bien sir le plus commun, les capteurs ainsi que les écrans
d’ordinateur 'utilisent. Le support est le réseau fondamental de Z2, qui est le plus
aisé a manipuler. Il faut cependant tenir compte des types de connexités, avec 4 ou

8 voisins, directs ou indirects, et d’une dualité dans le théoreme de Jordan (§2.2).

On parle de maillage rectangulaire pour certains capteurs qui n’ont pas la
méme résolution ligne/colonne (typiquement 4/3); plutét que de procéder a un
rééchantillonnage carré, on conserve parfois inchangée cette représentation. En fait
le support de I'image est encore Z% mais on tient compte du rapport de résolution
(par exemple en morphométrie). Des problemes théoriques en découlent. On étudie

les distances de chanfrein en maillage rectangulaire au §3.6.

Les écrans de télévision ont utilisé le maillage hexagonal pour améliorer le
rendu de I'image (entrelacement, antialiasing, densité des points). Les capteurs hexa-
gonaux sont cependant tres rares. Les images sont donc souvent rééchantillonnées
depuis le maillage carré. De méme les écrans d’ordinateurs sont tres rarement hexa-
gonaux, et le rendu est obtenu en simulant une grille hexagonale sur I’écran. Malgré

ces artifices, I'intérét pour le maillage hexagonal n’a jamais décru. En effet, la grille
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hexagonale est une meilleure approximation des récepteurs de la rétine que la grille
carrée. Au niveau morphologique, il peut étre intéressant de travailler avec six voi-
sins directs, et la méme connectivité pour le fond et la forme. Enfin, les architectures
massivement paralleles sont plus facilement implémentables [Ste85]. Mais les résul-

tats et notions peuvent passer facilement d’une représentation a 1’autre.

En trois dimensions, des applications importantes apparaissent par exemple
avec les capteurs qui procedent par coupes. On distingue I’acquisition destructive,
puis empilage des données, inférence [Mon93] ou mise en correspondance [Rol91],
de lacquisition non destructive, par exemple avec le microscope confocal [Paw90,
Par93, Uss94]. Le volume de données a traiter consécutivement est gigantesque, va
souvent de pair avec des voxels parallélépipédiques, et est malcommode a visualiser

[Tro87]. La question des réseaux 3D généralisant la maille hexagonale est traitée

dans [Gra93].

Nous notons E notre espace de travail. Dans tout cet ouvrage, E est le plan Z*
et le maillage carré. Nous nous attachons dans la suite a y développer les questions
théoriques et les applications. Leur passage aux autres maillages et dimensions est

souvent possible.

2.2 Voisinages et connexité

Nous rappelons dans cette partie les notions de topologie discrete qui sont utiles
dans la suite.

Une image binaire de taille N x M a valeurs dans [0, 1] est codée par une matrice
d’entiers de méme taille. Elle contient des objets, qui sont des ensembles connexes

de points étiquetés a 1, le fond étant a 0 (figure 2).

001110
010000
\ —— = 011100
001000
J 0001 00

FI1G. 2 - Représentation d’une image discrete
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Un point p de I'image est défini par ses coordonnées cartésiennes (abscisse, or-

donnée). Le point p a 4 voisins directs et 4 voisins indirects (figure 3).

] HEl

| |P P

NN

F1G. 3 - Voisins directs (a) et indirects (b)

@ (b)

On définit donc le 4-voisinage et le 8-voisinage, en considérant respectivement
les voisins directs, ou directs et indirects. Ces notions sont si intimement liées aux

distances dy et ds (§2.3.1) qu’on ne sait jamais dans quel ordre les présenter!

Un chemin de py a p est une suite de points pg, py, ..., pr telle que p; est voisin
de pi—1 pour 1 < ¢ < k. On dit que le chemin est n-connexre (n = 4 ou 8) selon le

type de voisinage, ou *-conneze si le type n’est pas établi.

Un are est un chemin tel que chaque point a exactement 2 voisins, sauf les extré-

mités qui n’en ont qu'un. Enfin une courbe est un arc fermé.

Pour compléter le vocabulaire, deux points voisins sont dits adjacents, et deux

points reliés par un chemin sont connectés.

Les définitions d’objet, d’arc et de courbe sont toutes a prendre pour un type de

connexité fixé.

O 000 0 0 O 0O 00O 0O
0 X X X X 0o 0 00 X 00O
0 X OO0 X X o 0 0 X OX o
0 X X X O0OX o 0 X O0X o
0 00 X X X o 0 0 X X 0O
0O 00 0 00 O 0O 00 00O
Courbe 4-connexe et Courbe 8-connexe et
intérieur 8-connexe intérieur 4-connexe

Fi1G. 4 - Dualité des connexités

Dans la figure 4, on constate que le théoreme de Jordan n’est pas vérifié si I’'on

considere la méme connexité pour le fond et l'objet. Ces problemes sont simplement
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résolus [Kon89] si le complémentaire d’un objet n-connexe (n = 4, 8) est analysé en

(12 — n) connexité. Le théoreme de Jordan se reformule alors:

Théoréme 2.1 (Jordan discret) Le complémentaire de toute courbe discréte 4-
connexe (respectivement 8-connexe) est formé de deux composantes 8-connexes (res-

pectivement 4-connexes) : Uintérieur et Uextérieur de la courbe.

Les nombres de connexité suivants donnent en un point p le nombre de compo-
santes connexes formées par son 8-voisinage en ‘tournant’ autour du point. Ils sont
donc compris entre 0 et 4. Soit B = {b; € [0,1], ¢ = 0..7} I’ensemble des points

constituant le 8-voisinage de p, numérotés dans 1’ordre

bs by by
by p bo
bs b b7

et soit b; = 1 — b;. Les indices sont & prendre modulo 8.

Le ‘crossing number’” X4 est le nombre de composantes 4-connexes [Rut66]

1 7
Xa(B) =5 > 1brgr — byl

k=0

Le ‘connectivity number’ Cy est le nombre de composantes 8-connexes [Yok75]

3
Cs(B) = bobababs + (sz - 52k52k+152k+2)

k=0
(si le premier terme bobybsbs vaut 1, alors p est 4-interne, et le second terme vaut 0;

on néglige parfois le calcul du premier terme).

Ces nombres X, et Cg trouvent leur utilité dans la conservation de la connexité

pour le calcul de squelettes et I’extraction des points selle (chapitre 6).

2.3 Distances discretes

La notion de distance est utile pour quantifier et décrire les objets présents dans
une image. La volonté de rester dans ’espace de 'image impose l'utilisation de
distances spécifiques, qui fournissent des résultats exclusivement entiers. Apres les
définitions d’usage, nous faisons un inventaire et un comparatif des principales dis-

tances discretes utilisées en analyse d’images.
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2.3.1 Définitions

Définition 2.1 (Distance discrete) On appelle distance discréte sur un espace E

une application d : E X E — N vérifiant: ¥V A, B, C' € E

1. d(A,B)>0;d(A,B)=0 — A=RB définie positive
2. d(A,B)=d(B, A) symétrie
3. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B) in€galité triangulaire
Les normes usuelles pour ({1, ..., &,) dans R™

dy = |&i] dy= | > 1&I doo = sup |§;]
=1 =1 g

vont devenir respectivement dy > dp > ds dans Z?, en 'occurrence

o di(A,B) = vy — xo| + |ys — Yl city block, Manhattan, diamond
o ds(A, B) = max(|ay — xa|, |y6 — Yal) chessboard, square, échiquier
e dp(A,B) = \/(:L'b — :L'a)2 + (yp — ya)2 distance euclidienne

pour deux points A(x,,y,) et B(ap, yp).

Les distances discretes dy et dg sont les premieres a avoir été employées dans les
images de distance, car elles sont simplissimes a calculer, tandis que dg n’est pas
une distance discrete (§2.3.3).

Les distances d4 et dg tirent leur notation de leur disque unité (figure 5).

1 111

101 101

1 111
@) (b)

F1G. 5 - Disques unité de (a) dy et (b) ds

Définition 2.2 (Image de distance) FEtant donné un ensemble X dans un espace
métrique (E, d), on appelle image (ou carte) de distance l'image notée DMx telle

que la valeur attribuée en tout point p est égale a la distance de p au complémentaire

de X :
E — N

DMx — —
(p — d(p, X) =inf{d(p,q), ¢ € X}
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Les cartes de distance de dy et dg présentent des courbes de niveaux caractéris-
tiques (figure 6). En effet ces distances sont relatives a la connexité entre points

d’une image.

111 11111 111 11111
112221122221 111211112221
1223332233321 1122222222321
1234443344321 1223333333321
1234554454321 12334444 43221
1 2346544344321 1233333333211
12344332332 1[ 12233222222 1[
1233322122221 1122221112211
12221 1] 11121 11211 1] 11111

111 @ 11 111 ) 11

Fi1G. 6 - DM pour (a) dy et (b) ds

Les boules de dy et ds n’étant pas circulaires (§2.6), les valeurs obtenues sont
sensiblement différentes (chapitre 4) de celles associées a dg, d’ou une anisotropie,

et une non-robustesse a la rotation de I'image des traitements fondés sur d4 et ds.

Les images de distance sont utilisées dans de nombreuses applications. En gé-
néral, les résultats seront d’autant meilleurs que la distance employée approximera
correctement dg. Mais une ‘meilleure’ distance requiert souvent plus de calculs ou

de mémoire. Il est donc intéressant de disposer de distances variées.

L’idée centrale de la plupart des distances discretes consiste a approcher dp par
propagation de distances locales' [Ros66]. La raison en est I'efficacité de calcul, car

pour étiqueter un point, seul un petit voisinage doit étre consulté.

Un historique complet des distances digitales est réalisé dans [Mel91]. Les alter-
natives a d4 et dg que 'on rencontre le plus souvent en analyse d’images sont les
distances octogonales (§2.3.2), la distance euclidienne adaptée au discret (§2.3.3) et
les distances de chanfrein (§2.3.4). D’autres possibilités existent dans la littérature,

voir par exemple [Yam84b, Das89, Das90c, Cha92] mais elles sont plus anecdotiques.

2.3.2 Distance octogonale

Le concept de distance octogonale fut introduit par Rosenfeld et Pfaltz dans

[Ros68]. Ils montrerent que ’emploi alterné de dy et dg sur chaque courbe de niveaux

1Cotit associé 4 un déplacement.
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définit une nouvelle distance, notée d,., telle que dy > dyey > dg. La boule est un

octogone, de cotés perpendiculaires aux axes et aux bissectrices.

Les distances octogonales sont généralisées par Das dans [Das90b], a des cycles de
longueur arbitraire alternant dy et ds. La séquence (d4, dg) correspond a la distance
octogonale primitive, que 'on note encore d. (1/2, 1/2). La séquence (dy, ds, d4)
définit d,.; (2/3, 1/3), qui est proposée dans [Das90b]. On compare figure 7 les cartes

de distance obtenues. On trouve encore d’autres résultats dans [Das90a, Das91].

111 11111 111 11111
112221122221 112221122221
1222322223321 1222322223321
1233433334321 1233433334321
123 4444 4 4 4321 12346544 4 4 4321
1234443333221 1234443333221
12343322232 1[ 12343322232 1[
1223222122221 1223222122221
12221 1] 11121 122211] 11121

111 @ 11 111 ) 11

F1G. 7- DM pour (a) doet (1/2, 1/2) et (b) doet (2/3,1/3)

Les distances hyperoctogonales sont la généralisation naturelle a la dimension 3
[Dan93a). Ce sont des cycles alternés de dg, dig et dys. Danielsson propose ainsi

doet (3/5, 1/5, 1/5).

Pour toutes ces distances, Ragnemalm donne un algorithme de calcul de la dis-
tance au fond, en 3 passages séquentiels sur 'image en 2D, et en 4 passages pour le
3D [Rag92]. Cependant un compteur de modulo doit étre stocké pour chaque point,
et le nombre de passages est plus grand que pour 'algorithme de Rosenfeld (§2.4).

Selon Danielsson, les distances octogonales présentent un intérét pour les opéra-
tions morphologiques sur les images binaires, et permettent d’approximer correcte-
ment la distance euclidienne.

On peut minimiser tres finement ’aire signée, comprise entre la boule et le disque
euclidien, par le choix de la séquence. Mais dans le plan, les boules sont encore des
octogones, et le taux d’erreur maximale par rapport a dg reste élevé. Autrement dit,
les d,.; généralisées apportent un progres figé par rapport aux distances de base, et
ne sont ni simples a manier ni a étudier.

Finalement, les distances octogonales restent marginales en analyse d’images.
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2.3.3 Distance euclidienne

Utiliser la distance euclidienne serait bien entendu la solution idéale, mais comme
il était déja souligné dans [Ros68], ni (dg)?, int(dg), ou trunc(dg) ne sont des dis-
tances. Ces fonctions ne respectent pas 'inégalité triangulaire, en particulier pour les
petites valeurs. Cela n’est pas sans conséquences dans les applications. Par exemple,
Forchhammer montre dans [For89] que la reconstruction de squelettes pondérés
donne de faux résultats, contrairement aux fonctions de distance purement discretes,
vues dans cette section 2.3.

On est donc contraint de changer de systeme de représentation, en stockant des
vecteurs au lieu de distances. Ces vecteurs indiquent le point le plus proche du
fond, et peuvent étre signés, ou stockés en valeurs absolues. On désigne par image
euclidienne le couple d’images de coordonnées. La figure 8 montre un exemple de

couple d’images de coordonnées (non signées).

100 10000 01 1 01111
101010010001 011211112220
1101210012021 0122222222300
1221210012321 0023333333000
1234210013221 0000444442200
1234121013210 0000433331111
12231210122 1[ 00223222220 0[
1122101010010 0112221112211
110100[ [t0011 012111 Jo1110

100 @ 10 011 01

(b)

F1G. 8 - DM pour (a) dg : x et (b) dg : y

Différents algorithmes de calcul de I"image des distances au fond ont été publiés.
Celui de Danielsson [Dan80] opere en 4 passages séquentiels sur I'image, mais pro-
duit des erreurs dans certaines configurations, et n’est pas tres rapide. Une version
modifiée par Ye [Ye88] permet le calcul de I'image signée. De son c6té Yamada
[Yam84a] a donné un algorithme parallele, qui dépend donc de la taille des objets
dans I'image et est assez lent. Le résultat est quasi-exact, les erreurs étant tres
rares [For89]. Forchhammer présente un calcul de I'image euclidienne a partir d’une
image de chanfrein avec une table de correspondance [For89], qui est exact pour des
petites valeurs (inférieures & /17 & partir de chanfrein 3,4 et /104 pour chanfrein

19,27,42). La transformation de distance euclidienne est approfondie par Ragnemalm
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dans [Rag89, Rag90b, Rag90a]. Il propose un algorithme séquentiel en 3 passes sur
I'image, avec un masque éclaté en 3 parties. Le procédé est exact et rapide. La mé-
thode la plus rapide consiste a faire évoluer une chaine du contour vers 'intérieur des

objets [Vin91]; le résultat est exact, mais requiert une grosse structure de données.

L’isotropie des propriétés et la fiabilité des mesures sont importantes en analyse
d’images. Cela explique le volume de travaux autour de la distance euclidienne. Mais
son emploi présente un certain nombre de désagréments, dont ’absence de définition
locale est une cause. Que 'on stocke I'information de distance sous la forme vecto-
rielle (z,y), par le carré 2?4+ y2, voire méme en réel /22 + y2, les transformations de
distance que 'on a passées en revue sont complexes et relativement cotiteuses. On
souligne de plus le probleme de 'utilisation de telles cartes de distance, en citant la
difficulté a discriminer les centres des boules maximales (§5.4.2).

Il peut donc étre judicieux de se placer dans 'espace discret, et de construire des

distances qui réalisent un bon compromis entre efficacité et maniabilité.

2.3.4 Distances de chanfrein

La définition de d4 et dg revient a associer un cout de 1 aux déplacements directs
ou diagonaux (figure 9.a,b). Il semble naturel de donner des poids plus significatifs
du déplacement euclidien réalisé, comme & la figure 9.c avec (1, v/2). Mais cela n’est
pas suffisant, car si I'erreur est annulée suivant les directions multiples de 45°, elle

prend des valeurs importantes ailleurs.

1 V2 V2 (V5 4 7|11
0|1 0|1 0|1 01 0| 3 0| 5

(@) (b) (© (d) (e) ()

F1G. 9 - Pondérations locales

Montanari a ainsi eu I’idée de pondérer d’autres déplacements dans des voisinages
plus grands [Mon68], avec par exemple (1, v/2, v/5) figure 9.d. La distance ration-
nelle qu’il obtient en prenant le chemin de longueur minimale d’un point a un autre,
formé des déplacements autorisés, peut en théorie approcher dp autant qu’on le
souhaite. Comme ces distances ne sont pas entieres, Hilditch a le premier utilisé les

poids (2, 3) dans [Hil69], ce qui revient & approcher (1, v/2) par (1, 3/2). On trouve
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une apparition ultérieure de (2, 3) dans [Bar77], pour de la mise en correspondance.

C’est Borgefors qui popularise ces distances de chanfrein dans deux papiers cé-
lebres [Bor84] et [Bor86a)]. Elle préconise et justifie 'approximation de (1, v/2) par
(1, 4/3) et celle de (1, v/2, v/5) par (1, 7/5, 11/5) (figure 9.e,f). Les distances résul-
tantes sont le chanfrein (3,4) et le chanfrein (5,7,11), notés ds 4 et ds711. Des cartes

de distance les utilisant sont montrées figure 10.

3 3 3 3 33 3 3 55 5 555 5 5
3346 433466 63 5 571075 5 7101010 5
3467876678296 3 5 7 101114 11101011 141510 5
36 81011109 9 1011 9 6 3 5 10 14 16 18 16 15 15 16 18 1510 5
3 6 912141312121311 8 6 3 5 10 15 20 22 21 20 20 21 18 14 10 5
3 6 9121211109 1010 7 4 3 5 1015202118 16 1516 16 11 7 5
36811108 7 6 7 8 6 3| 5 1014 18 16 14 1110111410 5|
34787643466 43 5 7111411107 5 7 10107 5
346 433[ |33343 57107 565] |555 75
3 33 @ 3 3 55 5 ) 5 5

F1G. 10 - DM pour (a) ds 4 et (b) ds 11

Le principe des distances de chanfrein, notées d¢, est de pondérer les déplace-
ments dans un voisinage donné avec des entiers, puis de fixer la distance entre tout
couple de points, au cotit du chemin de cotit minimal les rejoignant, formé des dépla-
cements autorisés. L’ensemble des pondérations affectées aux déplacements autorisés
est appelé le masque.

A ce niveau, aucune définition explicite n’est donnée, mais cela n’est pas génant
dans la mesure ou les distances de chanfrein sont congues pour le calcul global
d’images de distances par propagation de distances locales. Des formules explicites
seront données au §3.5.2, suite aux développements théoriques du chapitre 3.

Plus généralement, on se donne la possibilité de travailler sur le maillage carré
avec des masques entiers de taille m x m quelconque, symétriques par rapport a
Iorigine. Ces masques sont définis au §3.2. Pour les dimensions supérieures, voir
[Bor84, Bor86a], et pour le maillage hexagonal, voir [Bor88].

Le choix des pondérations et de leur emplacement est primordial. Nous définis-
sons au chapitre 3 les conditions strictes pour que ces masques induisent bien des
métriques discretes. Un choix judicieux permet alors de bonnes approximations de
la distance euclidienne (chapitre 4).

Ces distances sont concues des le départ dans 'espace discret, et jouissent de
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propriétés élégantes, que nous ferons apparaitre dans ce travail. Mais la caractéris-
tique la plus importante, qui justifie grandement notre intérét pour les distances de

chanfrein, réside dans l'efficacité des algorithmes de transformation de distance.

2.4 Schémas algorithmiques

Une transformation de distance convertit une image binaire en carte de distance
DM. Le calcul des distances est en principe une tache globale. La méthode ex-
haustive, qui pour chaque point teste toute l'image, est excessivement coiiteuse.
Heureusement il est possible de restreindre les tests a de petits voisinages, puisque
les distances de chanfrein sont basées sur la propagation de distances locales. Les
schémas algorithmiques de balayage de I'image peuvent étre parallele ou séquentiel.

Le calcul séquentiel de DM fut publié en 1966 [Ros66] et le parallele en 1968
[Ros68]. L’équivalence entre les deux méthodes y est montrée. Mais au chapitre 3
on verra un contre-exemple, qui indique que I’équivalence est effective uniquement

lorsque le masque de chanfrein induit une distance.

2.4.1 Calcul parallele

La premiere approche est mise en ceuvre par une propagation sur les contours
de l'objet. On initialise le bord de 1’'objet a 1, puis a chaque étape on étiquette
le contour de l'objet formé par les points non traités (figure 11). Cet algorithme

s’apparente a un calcul par pelage pour dy et dg, et s’écrit tres facilement.

Fia. 11 - Parcours parallele avec dy

Dans le cas plus général des chanfreins, on procede avec des masques, par exemple
ceux de la figure 12. On place le centre du masque sur chaque pixel, et la distance
locale de chaque point du masque est ajoutée a la valeur du point de I'image corres-

pondant. La nouvelle valeur du pixel central est le minimum de toutes ces sommes.
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Le processus est répété jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de pixel qui soit modifié. Cet

algorithme est massivement parallélisable.

l11]  [11]
1] 1] 1 4|34 111/ 7|5 7[11]
[1]0]1] 1/0]1 3| o3 SRE
1 1)1 4|34 111/ 7|5 7|11]
IR 11] |11
(a) (b) () —(d)—

F1G. 12 - Masques paralleles de (a) dy (b) ds (¢) dsa (d) ds 711

Dans ces deux méthodes, le nombre d’itérations dépend de 1’épaisseur de 1’objet,
et la complexité est en O(N?) pour une image N x N. On préferera cependant
des algorithmes ou le nombre de passages sur 'image est fixe, car ceux-ci sont plus

performants sur machine séquentielle.

2.4.2 Calcul séquentiel

L’algorithme séquentiel qui suit est dit de ‘Rosenteld’. On décompose le masque

parallele en deux demi-masques symétriques par rapport a 0 (figure 14).

NEOEGE 11] |11 JE
3sTo| [4]3]4 11/ 7|5 7]11] [11] 7[5 7]11]
5/0 11) |11
(@) (b) (©) (d)

F1G. 13 - Masques séquentiels de ds 4 et d5 711, avant (a,c) et arriere (b,d)

Le demi-masque avant contient les points antérieurs au milieu 0 dans le sens du
balayage. Ses n points ont les coordonnées (x;, y;) et le poids w;. Le demi-masque
arriére est donc constitué des n points (—x;, —y;) de poids w;. Aucun des deux

demi-masques ne contient le point 0.

Parcours avant : de haut en bas et de gauche a droite
Parcours arriéere: de bas en haut et de droite a gauche

A[x,y]:min{A[x,y], A[l’—l’i, y_yi]—l_wi}
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Cet algorithme est tres efficace en O(N?), puisqu’il ne nécessite que deux consul-
tations par point de I'image A, et ce sur un voisinage restreint du point, indépen-

damment de la taille des objets a traiter (figure 14).

Fig. 14 - DM pour ds 4 en 2 balayages séquentiels

2.4.3 Transformation inverse

La transformation inverse part d’une image de poids, et génere le disque associé
a chacun de ces poids; elle permet par conséquent la génération de formes. Le type

de l'algorithme est le méme que celui du §2.4.2, et utilise les mémes demi-masques.
Parcours avant : de haut en bas et de gauche a droite

A[l’,y] = maX{A[x,y], A[l’ + 2, y—l_yl] - wl}
Parcours arriere: de bas en haut et de droite a gauche

Alz,y] = max{ Alz,y], Alz —z;, y —y] —w; }

[’axe médian est défini au chapitre 5. Il est extrait de DM et permet de retrouver

la forme initiale par une transformation inverse de distance (figure 15).
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Fic. 15 - DM™! pour ds4 en 2 balayages séquentiels

Dans [Bor91b] est donné pour dg un algorithme de transformation inverse en
3 passes, qui est I'extension de [Rag90b]. Cet algorithme ne fournit pas une vraie
image de distance, car chaque vecteur pointe vers un germe au lieu d’un point du

fond. Mais c’est aussi le cas pour les distances de chanfrein.
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2.4.4 Parallélisation

Les multiples schémas algorithmiques présentés dans cet ouvrage sont souvent pa-
rallélisables. Lorsqu’une transformation est définie localement, et indépendamment
du devenir du voisinage, alors 1’algorithme est dit parallele, et la parallélisation est
triviale. On peut citer par exemple 'extraction de ’axe médian et des points selle.

Par contre, lorsque la transformation est définie séquentiellement, le calcul d’un
point ne peut étre fait qu’apres celui de multiples autres, en respectant la chrono-
logie. Il faut alors repenser ou adapter les algorithmes. C’est ce qui a été fait par
Miguet et Robert dans [Mig91], pour I'algorithme de Rosenfeld, la machine cible
étant un anneau de processeurs (typiquement des transputers). Leur algorithme est
paramétré par la granularité des calculs élémentaires et la stratégie d’allocation des
données. Dans la figure 16, on calcule le début d’un bloc a la méme étape que la fin
du bloc précédent, ici de taille 3 x 4 pixels.

bloc calculé par
numéro étape un processeur

S EEnE Gr L
T T
e o e e e
N GG

F1G. 16 - Algorithme sur machine parallele [Mig91]

Toute une étude théorique est menée pour trouver un équilibre entre la charge de
répartition des calculs entre processeurs, avec un délai d’initialisation minimal, et
le volume de communications, pour ne pas dégrader les performances. Les résultats
sont éloquents: sur un anneau de 32 transputeurs, le facteur d’accélération est de

26 par rapport a ’algorithme sur machine séquentielle.

Toujours sur des machines MIMD, Embrechts propose dans [Emb94] des algo-
rithmes de type ‘divide and conquer’ pour les distances dy, ds 4 et dg.

Cette approche demande une transformation de distance partielle dans chaque
neeud, suivie par des échanges de données entre nceuds, grace auxquelles une image

de distance cohérente peut étre produite. Plusieurs algorithmes sont donnés.
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On mentionne enfin les travaux de Paglieroni [Pag92b] qui propose une architec-
ture spécialisée, et ceux de Borgefors [Bor89], dont 1’algorithme est présenté conjoin-

tement avec une méthode de stockage dans des pyramides.

2.5 Applications

Dans ce document, les images de distance forment le substrat pour le calcul de
I’axe médian, de la ligne médiane et du squelette pondéré. Les images de distance
permettent de nombreuses autres applications; parmi elles, la mise en correspon-
dance [Bar77, Bor86b], le lissage, la fusion, I'interpolation [Pag92a], la morphologie

[Nac94]. Des variantes de transformation de distance sont également possibles:

2.5.1 Image avec contraintes

Les images de distance avec contraintes sont un cas spécial, ou les images sources
consistent non seulement en pixels objet et pixels fond, mais aussi en pixels obstacle.
Une valeur dans une carte de distance avec contraintes donne la distance au fond
non ‘a vol d’oiseau’, mais par un chemin qui évite tous les obstacles.

Une application typique est le déplacement en robotique [Dor86b], ou le plus
court chemin entre deux points est recherché. Des approfondissements théoriques
sur les distances géodésiques sont cités dans [Mel91].

Deux classes d’algorithmes peuvent étre appliqués. La premiere opere sur de
simples images ou les obstacles restent dans le méme espace discret. L’adaptation
de I’algorithme de Rosenfeld pour les distances de chanfrein est faite en mettant les
pixels obstacle a une valeur ‘infinie’, et en interdisant leur mise a jour. Mais cette
méthode est rarement suffisante [Dan93b]. Les algorithmes itératifs par les contours
sont ici supérieurs [Rag90a, Ver89]. La deuxieme classe agit sur une description pa-
ramétrique des obstacles, typiquement vectorielle. Ragnemalm décrit dans [Rag93al

un tel algorithme pour la distance euclidienne.

2.5.2 Diagramme de Voronoi

Le calcul du diagramme de Voronoi peut étre effectué de facon exacte par la
géométrie algorithmique [Ber94], ou de fagon approchée en temps constant avec une

image de distance [Bor86a).
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On étiquette chaque germe avec un label unique dans une image A, et dans B on
met les germes en fond et le complémentaire en objet. On applique une transforma-
tion de distance sur B, tout en conservant la trace des provenances de I'information
de distance dans A. A l'arrivée, chaque région de Voronoi est étiquetée a la valeur
de son germe dans A.

Les résultats sont d’autant meilleurs que la distance est plus euclidienne. Melkemi
souligne dans [Mel92] que cet algorithme fonctionne également pour le calcul du
Voronol généralisé, et que ’approche discrete, par un échantillonnage, peut aider la

réalisation du résultat continu.

2.6 Boules classiques

Alors que la boule de la distance euclidienne est un cercle, et que les boules des
distances octogonales sont toujours des octogones, les distances de chanfrein peuvent
avoir des boules d’aspect varié.

On peut obtenir une boule de rayon R pour un masque (a,b,...) donné en éti-
quetant chaque point a sa distance a l'origine. La boule est alors ’ensemble des
points de valeur inférieure ou égale & Ra + r, ou r € [0, a — 1]. Pour un rayon R
fixé il y a donc une famille de a boules, en faisant varier r (figure 17). Le fait qu’il

y ait plusieurs boules par rayon laisse supposer des phénomenes arithmétiques tres

intéressants.

(9] 10[ 9 [10 11[10[ 9 [10[11
8|7|6|7]|8 g|l7]/6|7]|8 11|87 6|7 |8 |11
714|347 10/7(4|3]4]|7]10 10/7]4|3]4|7]10
9/6(3(0(3|6]9 9(6(3(0|3|6|9 9/6(3|(0|3|6]|9
714|347 10/7(4|3]4]|7]10 10/7(4|3]4|7]10
8|7|6|7]|8 8|7]/6|7]|8 11|87 /6|7 |8|11

9] 10| 9 [10 11|10] 9 |10[11

—
1
o
-
1
[
=
1
N

FiG. 17 - Boules de d3 4 avec R =3

L’allure générale de ces boules (figure 18) est un losange pour dy, un carré pour
ds, un octogone pour dy 3 et ds 4, un hexadécagone pour ds 7 11, etc. A mesure que 1’on
enrichit le masque, le nombre de cotés de ces polygones augmente. Les propriétés

arithmétiques et géométriques sont étudiées au chapitre 3.
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dy ds dy 3 ds.4 ds 711

FiG. 18 - Boules classiques

Les taux d’erreur relativement a la distance euclidienne vont de 41% pour dj a
2% pour ds 7 11. En pondérant des masques plus grands il est possible d’approximer

plus finement encore la distance euclidienne (chapitre 4).

2.7 Conclusion

Des concepts de géométrie discrete ont été introduits. La présentation est faite en
2D, et les notions passent souvent tres bien a la dimension supérieure, a I’exception
de certains points fondamentaux tels que le théoreme de Jordan 3D [Mal94], qui
demandent une nouvelle étude.

Nous avons présenté les principales distances discretes existantes. Par leurs qua-
lités intrinseques et leurs potentialités, les distances de chanfrein forment une alter-
native tres enrichissante.

De plus les distances de chanfrein ont des algorithmes de transformation de dis-
tance séquentiels tres performants. Leur passage au 3D est immédiat. La paralléli-
sation de ces transformations 1’est moins, mais des stratégies efficaces existent.

Les distances de chanfrein sont bien assises dans la littérature, sauf au niveau
théorique, ou des points obscurs subsistent ; notre objectif est de les éclaircir.

Par exemple, Borgefors montre qu’un masque a deux coefficients induit une dis-
tance si on peut 1’écrire comme combinaison linéaire positive de d4 et dg. Ce raison-
nement est juste pour les masques 3 x 3, mais par contre il devient insuffisant pour
les masques plus grands; il manque une condition de convezité sur la boule, comme

nous le verrons au chapitre 3.



Chapitre 3
Arithmétique et distances

Paradoxalement, on ne trouve quasiment rien dans la littérature sur les proprié-
tés arithmétiques et géométriques des boules de chanfrein. De méme, personne jus-
qu’alors n’a répondu de facon globale a la question majeure : dans quelles conditions

un masque de chanfrein induit-il une distance?

La théorie des chanfreins que nous allons exposer dans ce chapitre, a démarré
dans [Thi92c], puis a continué dans [Thi92a]. Suite a une étude complémentaire,

nous présentons ici de tous nouveaux résultats.

Un rappel sur les suites de Farey et les points visibles est nécessaire pour dé-
finir le masque de chanfrein et les notations. La géométrie de la boule laisse ap-
paraitre les structures de cone d’influence et de déplacement élémentaire. Traduite
de la convexité et de la symétrie, la condition de distance est donnée en termes de
contraintes sur les pondérations. Leur liste par voisinage est établie, et illustrée par
des contre-exemples. La condition de norme est enfin liée a la régularité du masque
choisi. En complément nous donnons une collection de formules analytiques, et une

extension au maillage rectangulaire.

25



26 CHAPITRE 3. ARITHMETIQUE ET DISTANCES
3.1 Points visibles et suites de Farey

Avant de nous plonger dans 1’étude des masques de chanfrein, nous présentons
dans cette section les éléments arithmétiques indispensables.

Nous rappelons d’abord certaines propriétés des rationnels positifs, ou fractions
‘naives’, telles que % ou % On trouve la démonstration de ces théoremes, ainsi que

d’autres propriétés intéressantes, au chapitre 3 de [Har78].

Définition 3.1 (Suites de Farey) Les suites de Farey I, d’ordren sont les séries
croissantes de fractions irréductibles entre 0 et 1, dont les dénominateurs n’excedent

pas n. Donc%EFn st0 < h<k<n etpged(h,k)=1.

Théoreme 3.1 5i % < Z—j sont deuz termes successifs de F,, alors
kb —hk =1. (1)
Théoreme 3.2 5i % < Z—:: < Z—j sont trois termes successifs de F,, alors
ey 2

La définition 3.1 donne la premiere série Fy. Selon (2), on obtient F), connaissant

. ! .
F,_1: entre chaque couple successif % < % de F,,_1, on intercale le nouveau terme

S A < n.

k+E!
oY <e
Iy 1<5<3
By S<ic<i<icy
By 1<3<35<3<5<i<]
Fy S<ici<iciciciciciaiay
Fo 3<i<i<i<i<ici<icicicici<s

De telles fractions % peuvent étre regardées comme la relation entre deux entiers
positifs premiers entre eux, coordonnées du point (k, ) sur le réseau fondamental

de 72

Définition 3.2 (Point visible) Un point P(x,y) est dit visible (i.e visible depuis
Uorigine) s’il n’y a aucun point du réseau sur (OP) qui soit situé entre O et P. Une

condition nécessaire et suffisante est pged(x,y) = 1.
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F1G. 19 - Noms des Points visibles (pour x < 6)

On note a, b, ¢, .. .les points visibles dans le premier octant, dans I’ordre croissant
de leur distance euclidienne a 'origine (figure 19). Cette notation est utilisée dans
tout le document.

Regardons ce qui se passe lorsque les points visibles sont triés angulairement dans

le sens trigonométrique par rapport a l'origine. Pour la figure 19 il vient :

a/kfh/f]d[ifc/j]e[g/l/m/[b (3)

Tp Ty

Soit deux points visibles P(z,,y,) et Q(x,,y,), et soit A? = det I’aire du

P q

parallélogramme ¢ défini par (OP) et (OQ). L’ordre angulaire se traduit par
£(0x,0P) < £(02,0Q) — Al >0. (4)

Théoreme 3.3 5i Al =1 alors 6 ne contient aucun poinl sur le réseau; si Al > 1

alors 6 contient au moins un point.

Le théoreme suivant relie les suites de Farey et les points visibles. L’équiva-
lence entre l'ordre angulaire et I'ordre de Farey est immédiate [Har78]. Pour s’en

convaincre, comparer (3) et F.

Théoréeme 3.4 Soit V,, l'ensemble des points visibles M;(x;,y;) classés dans lordre

angulaire et tels que x; < n. Alors les y;/x; forment exactement la suile croissante

de Farey F, d’ordren.
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3.2 Définition du masque de chanfrein

Un masque de chanfrein consiste en un voisinage centré en O, de taille m x m,
dans lequel on pondere certains déplacements. Le poids w > 0 affecté a un point
(x,y) du masque est nommé pondération locale. Ce w engendre par translation les
périodes 2w, 3w, etc (figure 20.a). Pour des raisons évidentes d’efficacité liée aux

algorithmes du §2.4, un masque ne sera donc constitué que de points visibles.

(@) (b)

F1G. 20 - (a) Point visible et périodes; (b) Premier octant.

Notre but est de trouver les conditions exactes pour qu'un tel masque induise bien
une distance. Nous verrons a la section 3.4 que le théoreme 3.8 impose la symétrie

du masque par rapport a l’origine.

Le cas général pour lequel cette étude est poursuivie est le maillage carré. 1l
implique la symétrie par rapport aux axes et aux bissectrices, appelée §-symétrie. La
section 3.6 est consacrée aux particularités de la maille rectangulaire, qui n’implique

que la symétrie aux axes, appelée 4-symétrie.

On appelle générateur la partie d’'un masque de laquelle sont déduites, par la

symétrie adéquate, tous les autres poids: il s’agit ici du premier octant (figure 20.b).

On continue a employer la notation statique a, b, ¢ ...de la figure 19 pour les
points visibles. On emploie également dans la suite la notation M;(x;,y;,w;), des

points visibles (a;,y;) affectés, de poids w;, triés dans 'ordre angulaire avec (4). On

note enfin |(x,y)| le poids en (x,y) et ||(x,y)|| = Va2 + 2.

Définition 3.3 (Masque de chanfrein) Un masque de chanfrein est valide si son
générateur posséde au moins les points a et b, ne comporte que des points visibles,

et si ses pondérations locales vérifient certaines inégalités.
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On retrouve dg aveca =1, b=1, et dy aveca =1, b= 2.

Le point fondamental est de fixer les bonnes inégalités, dont le role est de faire
respecter 'inégalité triangulaire, la séparabilité, etc, de telle sorte qu'un masque de
chanfrein induise bien une métrique discrete. Par exemple, dans un masque de taille
3 x 3, les contraintes sont

a <b<2a
et pour un masque 5 X 5 on doit avoir
20 <¢,3b<2c, c<a+b

comme nous le montrons par la suite. Nous établissons les conditions nécessaires et
suffisantes pour tous les voisinages au théoreme 3.10 de la section 3.4.

" un tel masque, en remplacgant a,b,c,... par leur

On note ‘chanfrein a,b, ¢, ...
valeur, ou par ‘¢’ si le point correspondant n’est pas affecté.

En effet, on est libre de ne pas pondérer certains points visibles parmi ¢, d, e, . ..
tout en conservant la validité de la définition du chanfrein. Ces choix éventuels vont
conférer certaines propriétés a la distance discrete obtenue, et influer sur la géométrie

de sa boule. Un tres grand nombre de métriques sont donc possibles.

3.3 Géométrie de la boule

L’allure générale des boules classiques, présentées a la section 2.6, va du carré
a I’hexadécagone. Les boules de chanfrein semblent toutes étre des polygones, dont
le nombre de cotés augmente au fur et a mesure que 'on enrichit le masque. Nous

allons caractériser ce phénomene.

3.3.1 Cone d’influence

On étudie la structure de la carte des distances a 'origine, obtenue avec 1’algo-
rithme du §2.4, qui donne a un point le minimum des valeurs affectées aux points
alentour augmentées des pondérations locales. Dans I'exemple de la figure 21, pré-
senté pour ds 711, nous avons noté dans le haut de chaque case la ou les provenances

possibles parmi 5,7,11 de ces minimums.

Définition 3.4 (Cone d’influence) On appelle cone d’influence de M;, M;11, le

cone délimité par les droites (O, M;) et (O, M;11). On Uappelle aussi : cone w;, wiy1.
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Légende : 7
56

7 11,7 +3
déplacements ’
T*dy eplacem 49 | 53
élémentaires - w7 | 17

+dx_ constatés 42 | 46 | 50 +4
7 11,7 11,7 11,7
35 | 39 | 43| 47

pondérations 7 1,7 | 11,7 17| 12 |

et périodes 28 | 32 | 36| 40| 44
7 11,7 11,7 11 511 511

21| 25| 29| 33 | 38| 43 1
7 | 17| 12 [ 511 511 511 511 *

14 | 18 | 22 | 27| 32| 37| 42

5,11 511 511 511 511 511
711 16| 21| 26| 31| 36| 41 e
5 5 5 5 5 5 5
015 |10|15]| 20| 25| 30| 35 40

FiG. 21 - Cénes d’influence de chanfrein 5,7,11

Définition 3.5 (Déplacements élémentaires) Les déplacements élémentaires
de et dy a partir d’un point (x,y) correspondent au cout d’un déplacement d’une

case ; ainsi dv = |(z +1,y)] — (@, y)| et dy = (2,5 +1)] = |(2,9)]-

Dans 'exemple de la figure 21 avec ds 711, les cones 5?1 et 11\7 sont délimités

par les zones grisées. Voici une propriété essentielle des cones:

Théoreme 3.5 Dans un cone w;, w;y1, les seuls points du masque a intervenir dans

la recherche du minimum pour le caleul des distances a O, sont les distances locales

w; el Wiy ;

o w; et w11 engendrent par translations leurs périodes respectives ;

e lous les points strictement compris entre les droites (O, M;) et (O, M;41) et
qui sont au dela du parallélogramme (OM;,OM;41), sont obtenus par w; ou

pPar witq .

Démonstration: Les pondérations locales w; du masque engendrent chacune leur
période par définition. Pour montrer le 2°¢ point du théoreme dans le cone w;; w1,
on commence par considérer le parallélogramme discret (OM;, OM,;1), de sommets

O, M;, M;y1, M; + M;, 4, éventuellement d’intérieur vide, comme illustré figure 22.
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DA

F1G. 22 - Le parallélogramme discret (OM;, OM, 1)

Les points intérieurs a ce parallélogramme, s’il y en a, sont déterminés par certains
points du masque, mais sans étre atteints par M; ou M, ; dans tous les cas, le point
M; 4+ M,y a bien la valeur w; + w;y1; comme minimum.

A partir de la, on translate le parallélogramme et les valeurs de son adhérence
(I'intérieur plus les points de bord, qui sont ici les sommets) dans tout le cone
M;, M,y : pour calculer le poids en un point P, il suffit de chercher a quel point X du
premier parallélogramme il correspond, et de lui ajouter le nombre de déplacements
M; et M1 nécessaires pour 'atteindre; donc ce sont bien les distances locales w;
et w;11 qui interviennent dans le cone.

En notant A = P — M;y1 et B = P — M, (figure 22), on a bien A et B sur le
grand parallélogramme qui mene a X ; A et B sont deux points du cone d’influence,
et la valeur P est donc bien obtenue par M; ou M,;1 (de facon similaire) dans la

recherche du minimum local, depuis A comme depuis B. O

3.3.2 Déplacements élémentaires

Lorsque les points M; et M, sont successifs au sens de Farey, on dit encore que
ces points sont consécutifs, et que le cone wy, w;yy est régulier. Un masque est dit

régulier si tous ses points affectés sont consécutifs.

Théoréeme 3.6 Sile cone w;, w;y est régulier, alors les déplacements élémentaires
dx; et dy; sont constants dans tout 'intérieur du cone, et leurs poids sont donnés
par:

(5)

dr; = Yig1r Wi — Y; Wi
dy, = ;Wwip1 — Tig1 W5
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0 w;
FiGc. 23 - Notations des cones

Démonstration: Avec les notations de la figure 23, nous montrons d’abord (i) que

les déplacements élémentaires sont constants, puis (ii) nous les calculons.

(i) D’apres le théoreme 3.5, toutes les valeurs P a Uintérieur du come M;, M1,
privé du parallélogramme (OM;, OM,1), sont égales a des combinaisons linéaires
de M; et M;;q1, plus un point X du parallélogramme (figure 22); c’est a dire P =
X+uM;+vMy.

Or ici M; et M;y, sont consécutifs, donc d’apres le théoreme 3.3, le parallélo-
gramme est d’intérieur vide. Donc X est égal a un des sommets du parallélogramme,
dou P =u' M; + v M.

Autrement dit, tous les points de I'intérieur du cone sont atteints par une com-
binaison linéaire de M; et M1, et donc les différences entre deux points 'un au
dessus de 'autre, ou 'un a coté de autre, sont indépendantes de leur position, ce

qui prouve (i).
(ii) Pour calculer dx; et dy; il faut trouver des couples (s,t) et (s',1') tels que
sri+teyy =1
syi+typ =1

pour des déplacements horizontaux ou verticaux de 1 case.

Or ici M; et My, sont consécutifs', donc (th. 3.1) AN = gy — it =1

Lot { Yirr Ti — Yiip1 =1 o { 5= Uit L=~y

7 7
—Ti Y + T Y1 =1 st = —rip U=y
de; =sw; —twigr = Yip1 W — Yi Wig1
finalement ) )
dy; =sw —t'wip1 = =T wi + T Wi

Dans le cas contraire, les déplacements élémentaires sont AZ»"'l—périodiques.
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qui est bien I'expression (5). O
On retrouve de la sorte les déplacements élémentaires figure 21 avec ds 711 :

— [de =1x5-0x11 =5 — [de =1x11—-1x7 =4
5,11 11,7
dy =1x11-2x5 =1 dy =2x7—1x11 =3

Comme autre exemple on prend les points visibles consécutifs ¢(2,1) et j(5,3)

dans la figure 24. On a bien 3 x 2 —1 x5 =1, d'ou de = 3¢ —1j et dy = 25 — 5ec.

2]
| +dy
5¢c
4c
j | 3c
—
2c +dx

Fia. 24 - Déplacements élémentaires dans le cone c/,z

Corollaire 3.1 Dans le cone régulier w;, w;11, les intervalles de niveaux |n — a,n]

sont des droites *-connexes.

Il suffit de remarquer que dz; < a et dy; < a selon le principe méme des chanfreins.
Les droites discretes *-connexes ont des propriétés tres riches [Rev91], mais ne sont
pas étudiées ici. Les courbes de niveaux dans les images de distance sont elles aussi
k-connexes.

—dx;

dy; °

Corollaire 3.2 Dans le cone régulier w;, wiy1, la pente du coté associé est

On peut maintenant expliquer la caractéristique déja remarquée a propos des
boules de chanfrein: ce sont des polygones 8-symétriques, dont chaque coté est
porté par un cone d’influence. Pour un masque de chanfrein dont le générateur a n
points, la boule est un polygone a 8 x (n — 1) c6tés au plus, car 2 pentes successives

peuvent étre identiques (cas de dy et dg par exemple).
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3.3.3 Lien avec Montanari

Les distances de chanfrein ont pour ancétre les distances de Montanari [Mon68].
Elles consistent a pondérer les déplacements dans un réseau donné, avec leur valeur
euclidienne réelle.

Nous rappelons la longueur d’un chemin minimal sur un réseau (théoreme 1,
formule (6) dans [Mon68]) puis nous la généralisons au cas discret, en retrouvant le

théoreme 3.6.

Définition 3.6 (Réseau) Un réseau de type n (n # 0) est constitué des points de
72, ot chaque point P est connecté par une ligne droite a chaque point Q) appartenant

au carré centré en P et de coté (2n + 1).

Soit P(x,y) un point du premier octant, et ¢t = £ la pente de (OP), avec 0 <t < 1.
On note T'(O, P) la longueur d’un chemin minimal, joignant O a P, sur un réseau

de type n.

Théoréme 3.7 (Chemin minimal de Montanari) Supposons que le rationnel t
n‘appartienne pas a la suite de Farey F,,. Soit t; et t; deuxr lermes successifs de F),
encadrant t, alors

t—1 ty—t
_ J 2 4 Y / 2 . ,
T(Ovp)—“’[t, t»’/1+tf+tl—t» 1+ti] , <t <ty (6)

J ? J ?

En écrivant ¢; = i—’ et t; = % sous leur forme irréductible, il vient /1 + =

Ty z;

(idem pour j) avec w; = \/a? + y? le poids du déplacement, d’ou

t— ti w t,—1 w;
T(O,P)==x AT .
t]‘—til']‘ t]‘—til'i
or 1; et 1; sont successifs, donc y;z; — y;z; = 1, et t]iti = Waji_x;m] = x;x;. En
revenant aux coordonnées, (6) devient dans le cone w;, w;
T(0, P) = x (yjw; — yiwy) + y (wiw; — jw;) (7)

et on retrouve exactement les déplacements élémentaires du théoreme 3.6.

La validité de (7) est établie lorsque les poids w correspondent aux déplacements
euclidiens. Elle est conservée pour un systeme de poids w entiers, sous réserve de

bien définir une distance.
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3.4 Condition de distance

La section 3.3 nous ayant renseignés sur la géométrie de la boule, il nous parait

élégant de formuler la condition de distance sous un aspect géométrique.
Théoreme 3.8 n est une norme ssi sa boule est convere et symétrique.

Démonstration: Soit X un espace vectoriel euclidien. On appelle jauge sur X
toute f : X — R convexe et telle que f(Ax) = Af(x) Va VA > 0. Berger [Ber7g]
montre que la boule C(f) ={x € X : f(x) <1} est un convexe de X, et que toute
norme sur X est une jauge. Réciproquement, soit ' un convexe compact contenant
O il en dérive une jauge fo(x) = inf{A : A > 0, 2 € AC'} , qui est une norme

uniquement lorsque C' est symétrique. O

3.4.1 Contraintes exactes

Le théoreme 3.8 nous fit définir des la section 3.2, le masque de chanfrein comme
étant symétrique par rapport a l'origine. Il en va donc de méme pour la boule.

Connaissant la pente de chaque c6té, il est possible de rendre la boule convexe:

Théoréme 3.9 (Condition de distance) Soit M un masque de chanfrein défini
par les n points (x;,y;, w;). Soit dx;, dy; les déplacements élémentaires donnés par le
théoréeme 3.6. Alors M induit une distance ssi pour tout ¢ on a

dy; _ dyq
0< < <1 t dx; > 0. 8
- dl‘Z - dwi-l—l - ‘ vz ( )

Sin < 3 (un seul cone), (8) s’écrit 0 < % <1 etdr; >0.

Démonstration: La boule est convexe si dans le premier octant, la pente de chaque

coté est inférieure a celle de son prochain, et est comprise entre la verticale et la

diagonale :
— 00 —dei < i
dy; — dyiy1 —
. 0o > dog > dripr ~ 1
- dy;  — dyiy1  —
_ 0 < I o< dvn 1
- dl’l - dl’i+1 -

Les pentes sont définies lorsque dx; > 0. O

On obtient les contraintes exactes sur les poids en appliquant le théoreme 3.6 :
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Théoreme 3.10 (Contraintes sur les pondérations) Soit M un masque de
chanfrein défini par les n points (x;,y;, w;). Alors M induit une distance ssi pour

tout v on a

Tit1 Tit1 + Yit1 +2 +2 +1
" w; S Wit S ﬁ w; et Az-l— Wi41 S Azil w; + Az-l_ Wi42 (9)
K3 K3 K3

g _
avec Al = 2y, — Tqy,p-

Démonstration: Les n points du masque sont triés par angles et appartiennent

au 1¢" octant. On résume ces hypotheses par
0<y; <ai,0<m,0<uw, L<¥H vy
Z; Tipq

On décompose (8) en 4 étapes:

dy;  dy; .
0<d:1;i,0§dyi,dy¢§dxi,i< yH,‘v’z.
dl‘i d$i+1
1. Dela condition 0 < dz;, il vient 0 < y;41w; —y;w;41. S1y; = 0 alors la condition

y’;ﬁl w;. Or on a
2

revient a 0 < w;, qui est déja en hypothese, sinon a w;;; <

Ti41+Yit1 Yit1
ity < Yi
condition dy; < dx;, et n’apparait pas dans le théoreme.

Yit1
Tip1

toujours puisque £ < Donc 0 < dz; est impliquée par la

3éme

2. 0 < dy; donne x—;‘;—l w; < Wigq.

Ti41+Yit1

Y+l 9p.. Son seul role est de conte-
Tty

3. Leterme dy; < dz; se traduit par w;1; <
nir la pente des c6tés en dessous de la diagonale, pour permettre la convexité

apres 8-symétrie.

4. On a dyi dyit1 TiWig1 —Ti1 W < TitlWitd —Tip2Wit1
: dz; — dwig Yit1Wi =Y Wikl — Yid2 Wil —Yitb1Wit2

nule, puis en divisant tout par wiy, A% w,, < Ajﬁ w; + Aj»"'l Witq. Cette

K3

N )
, OU T Y1 W W42 S all-

condition exprime l'inégalité triangulaire, et ne s’applique que lorsque n > 3.
Tout raisonnement inductif est empéché par le terme Af = x,y, — x4y, qui

vaut 1 ssi w, et w, sont successifs (théoremes 3.1 et 3.3). O

3.4.2 Liste par voisinage

Dans cette partie nous allons appliquer le théoreme 3.10 a différents voisinages,

pour illustrer davantage sa signification, mais aussi dans un but pratique.
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=
o = =8

_ o
L
— = Y~
— W &y
o Ot

— N0

W Ot .

N R ]
ot ooy 3
— = o~

o W o
W = Q

FiG. 25 - Coordonnées des points visibles

Masque | xw; < wipq < *w; | *wipy < w; + Wigo

3x3 a<b<2a

5xh 20 <c<3a c<a-+b
%cﬁbﬁ%c

TxT 3a<d<4a d<a++c
%dgcgid 3ce<d+e
%cﬁeﬁ%c e<c+b
%eﬁbﬁ%e

13 x 13 6a<k<Ta kE<a-+h
%kﬁhggk 2h<k+f
sh<f<Zh 2f<h+d
2f<d<if 3d < f+i
%dﬁiéid 1 <d+e¢
%igcggi S5c<t+4y
%cﬁjﬁ%c j<c+e
2j<e<2j 3e<j+yg
%egggge 29 <e—+1
sg<i<y 20<g+m
sl<m< Gl m < 1+b
émﬁbﬁ%m

FiG. 26 - Contraintes par masques

37

On classe les points visibles de la figure 19 dans l'ordre angulaire, et on obtient

la figure 25. D’apres le théoreme 3.10, un masque de chanfrein défini dans 1'un des

voisinages de la figure 26 n’induira une distance que lorsque les inégalités correspon-

dantes seront respectées.
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Le calcul d’'un masque de chanfrein se fait comme suit: on choisit un voisinage
de points visibles M; (x;,y;) et on les pondere avec 'une des méthodes décrites au
chapitre 4. Le modele classique consiste a fixer une valeur pour a, puis a affecter les
autres coefficients, avec w; = round(ay/z? + y?) ou w; = trunc(ay/z? + y?). 1l est
aisé de rechercher les valeurs de a € [1..255] qui sont interdites par le théoreme 3.10

en fonction de la taille du masque (figure 27).

masque | a interdits pour 'arrondi
3 X3
dXd |2
TxT7 11.4,6,7,9,15
9x9 |1..4,6,7,9..11,15,16,19,23

masque | a interdits pour la partie entiere
3 X3
XD
TxT 12,4712
9x9 ]1..4,6..9,11..14,16, 18,19, 21, 23,24, 26, 28,31, 33, 36,41

FiGg. 27 - Listes de a interdits

3.4.3 Contre-exemples

Dans les exemples de non-distances qui suivent, on se propose de montrer les

répercussions négatives du non-respect du théoreme 3.10.

‘Masque 5, 7,9‘

Ce masque 5 x 5 n’étant pas construit avec un modele classique, au lieu de sim-
plement vérifier si a = 5 est permis (figure 27), il faut tester toutes les inégalités
(figure 26), a savoir 2a < ¢ < 3a, %cg b < %c, c<a+b Orni2a<cnib< %c
ne sont respectées, donc ds 79 n’est pas une distance.

Cela se traduit par le non respect de l'inégalité triangulaire, dans 1'image des
distances figure 28.a. Les calculs séquentiel et parallele (§2.4) ne donnent pas le
meéme résultat, ce qui forme un contre-exemple a I"assertion de 1’équivalence de ces

deux méthodes.
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25 25
18 23 18 23
14 16 18 14 16 18
7 (9) 14 19 79 14 19
Inégalité triangulaire Résultat différent
@ 5 10 15 @ 0 5 10 15
(a) Séquentiel (b) Paralléle

F1G. 28 - Séquentiel # parallele

Masque 2,3,4

Ce masque quant a lui a bien été construit avec le modele classique (arrondi),

mais avec une valeur de @ interdite pour 5 x 5; donc d; 34 n’est pas une distance.

Sur I'image des distances figure 29.a, la pondération b n’engendre plus sa période,
et I'algorithme de Rosenfeld est mis en défaut. Cette image est ainsi différente de

I'image théorique (figure 29.b), qui correspond au modele du §3.3.

11 12

La pondération b ne vérifie pas 2¢ >= 3b

n’engendre plus
sa période 10 10

6 7 8 6 7
3 4 6 8 3 4 6 8
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
(a) Séquentiel (b) Théorique

F1G. 29 - Séquentiel # théorique

Nous retiendrons de ces contre-exemples que la validité de 1’algorithme de Rosen-
feld (§2.4.2) par rapport au modele théorique, et son équivalence au schéma parallele,

sont toutes étroitement liées au fait que le masque induise une distance.



40 CHAPITRE 3. ARITHMETIQ UE ET DISTANCES

3.5 Compléments sur les distances

3.5.1 Norme

Une distance est une norme si elle respecte Uhomogénéité: n(Ax, Ay) = || n(z,y).
Le théoreme suivant précise le rapport entre une norme et les notions de régularité

pour le masque et le cone, qui sont définies au §3.3.2.

Théoreme 3.11 Une distance de chanfrein dérive d’une norme si son masque est

réqulier.

Démonstration: [’homogénéité au niveau d’un cone revient a dire que les dépla-
cements élémentaires sont constants. Or d’apres le théoreme 3.6, c’est le cas des lors
que le cone est régulier.

Réciproquement, dans un coéne irrégulier M;, M;,1, on a vu dans la démonstra-
tion du théoreme 3.6 que le premier parallélogramme (OM;, OM;;1) n’est pas vide,
mais contient au moins un point X, qui ne provient ni de M; ni de M,y;, mais
de pondérations extérieures ; cela engendre des perturbations dans les déplacements
élémentaires, qui contreviennent a ’lhomogénéité du cone, et interdit au masque de

dériver d’'une norme. O

Un masque de voisinage complet est toujours régulier.

Par exemple (a, b, ¢, d, €) dans le voisinage 5 x 5 est régulier. .’'ordre angulaire est
a/d/c/e/b; or a/c et ¢/b sont chacun consécutifs, donc les masques (a,b,c,d, ) et
(a,b,c,0,€) sont réguliers.

Par contre, b/d ne sont pas consécutifs, donc (a, b, ¢, d, €) n’est pas régulier.

Fi1G. 30 - Arbre des masques réguliers obtenus avec la regle suivante: toute feuille

est supprimable ; un noeud est supprimé avec tous ses fils.
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Au chapitre 4, on sera amené a optimiser le masque en répartissant équitablement
les angles des cones, ce qui revient a supprimer certaines pondérations. Il est possible
de construire des masques incomplets qui restent réguliers (figure 30). On conserve
alors les propriétés édictées dans ce chapitre.

Mais quid des masques irréguliers? Les trop nombreux cas de figure envisageables
nous contraignent au cas par cas. L’expérience nous apprend que dans les cones
irréguliers, les déplacements élémentaires ne sont plus constants mais cycliques, et
que les intervalles de niveaux |n — a, n| sont encore des droites *-connexes. On garde

la distance, mais on perd la norme (et ’axe médian, cf chapitre 5).

3.5.2 Formules directes

Le calcul d’une carte de distance se fait tres facilement grace a ’algorithme de
Rosenfeld, dont la rapidité a donné leur nom aux distances de chanfrein. Il est
bien utile également de pouvoir calculer directement la distance entre deux points.
Voici donc regroupées dans cette section, des formules analytiques pour les distances
de chanfrein. On expose trois méthodes générales, avec leur application a 2 et 3
pondérations, puis leur expression pour les distances classiques. On développe enfin

le calcul avec 5 pondérations.

Soit P(ap,yp) et Q(xg,yqg) deux points, et = |zg — xp|, vy = |yo — yp|.

e La premiere méthode consiste a écrire de(P, Q) = x dax + y dy, ou dx et dy sont
les déplacements élémentaires dans le cone basé en P et contenant (). Il faut donc
trouver le cone, puis calculer les dz et dy correspondants avec le théoreme 3.6.

Dans le cone c?,\b, ona:dr =a,dy=b—a;dans a,¢: dv = a,dy = ¢—2a; et dans
c/,\b: de =c—b,dy=2b—c.Doncdyp =ax+(b—a)y,et dyp.=ax+ (c—2a)y
ou (¢ —b)x+ (2b—¢)y, suivant le cone a, ¢ ou c/,\b

Pour les distances classiques, en supposant que () est dans le premier octant de

Ponadiy=dia=2+4+y,ds=dig=2,dss=3c+y,ds711 =5x+y oudxr 4+ 3y.

e La deuxieme méthode consiste a écrire de dans chaque cone comme combinaison
linéaire de dy et ds. Comme dy = x + y et ds = max(x,y), on trouve que do =
dy dy+(de—dy)ds. Donc d,p = (b—a)ds+(2a—b)ds et dyp. = (¢—2a)ds+(3a—c)ds
ou (2b—c¢)dy+ (2¢ — 3b) ds.

Ainsi on retrouve ds 4 = dy + 2dg [Arc88]. Enfin ds 711 = dy + 4 ds ou 3d4 + ds.
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e La troisieme et derniere méthode consiste a écrire la distance de P a @) en
fonction de déplacements horizontaux et diagonaux H et D. Il est facile de voir
que H = 2ds —dy et D = dy —ds. De la, dyy = a H 4+ bD [Arc88] et dyp. =
a H+bD+(c—a—>b) min(H, D) [Thi94b]. Cette derniere est calculable directement,
sans avoir a chercher le cone ni a se ramener au premier octant par des symétries.

Par conséquent, dy = H + 2D, ds = H+ D, dsy = 3H +4D et ds 711 = H5H +
7D —min(H, D) (formule nettement plus condensée que dans [Arc92]).

En résumé, les expressions que 1’on utilisera pour un calcul efficace au chapitre 6

sont d273 == d4 + dg, d374 == d4 + ng, et d577711 =bHH + D — min(H, D)

On s’inspire de ces méthodes pour calculer d, . 4., dont aucune expression ne
figure dans la littérature. En appliquant le théoreme 3.6 aux coordonnées des 5

points a, d, ¢, e, b (figure 25), on peut écrire dans chaque cone:

desne = drxx+dyy = dyds+ (de —dy)ds

daAd = ax+(d—3a)y = (d—3a)dy+ (4a — d)ds
dc?c = (d—c)x+Bc—2d)y = (3c—2d)ds+ (3d —4¢c)ds
d= = (2c—e)x+(2¢e —3c)y = (2¢ —3c¢)ds+ (he—3e)ds
d;b = (e—=2b)x4+Bb—e)y = (3b—e)ds+ (2¢ —5b)ds

Comme nous 1’avons dit plus haut, il est plus intéressant de s’affranchir de la

détermination des cones, en utilisant les déplacements H et D.

desne = de H + (dy +dx) D

daAd = aH+(d—2a)D 2D < H
de. = (d—c)H+(2c—d)D D<H<2D
d- = (2c—e)H+(e—¢c)D H<D<2H
dy = (e—=200H+bD 2H < D

En posant un systeme d’équations on trouve finalement
dopede = aH4+bD+ 3c—d—e)min(H, D)+
(e —c¢—b) min(2H, D) 4 (d — ¢ — @) min(H,2D) (10)
Les termes en facteur devant les ‘min’ correspondent visiblement a
(A§+2 Wip1 — Wi — Wiyz).

Cette indication nous met sur la voie d’une formulation générale des distances de

chanfrein avec H et D.
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3.6 Maille rectangulaire

Certains systemes de vision industrielle, utilisant une caméra matricielle, numé-
risent les images avec un pas de discrétisation différent en abscisse et en ordonnée.
Dans ce contexte, il peut étre intéressant de réétudier les opérateurs de distance
pour tenir compte de la forme rectangulaire des pixels [Bol92]. Cette adaptation

permet d’éviter les problemes de rééchantillonnage.

Plutot que de se placer sur un réseau rectangulaire, donc a coordonnées non
i¢ 11 le ré fond tal de z* de t il
entieres, nous allons conserver le réseau fondamental de Z* comme espace de travail,

et reporter la rectangularité sur 1’allure ovale des boules.

Les masques de chanfrein a employer ici sont donc 4-symétriques. Leur générateur
est le premier quartant, pour lequel on adopte les notations de la figure 31. On étend

également la notation angulaire M;(x;,y;, w;) a tout le quartant.

4 F G

3 D|E g
2 C e
1|A|b|c|d|f
0 a

Fi1G. 31 - Noms des points en maille rectangulaire

Les propriétés des cones et déplacements élémentaires du §3.3 sont intégralement

conservées. Par contre, les conditions de distance vont différer.

Une boule 4-symétrique est convexe si, dans le premier quartant, la pente de
chaque coté est inférieure a celle de son prochain, et est comprise entre la verticale

et ’horizontale. Le passage de la 8- a la 4-symétrie revient simplement a remplacer

‘diagonale’ par ‘horizontale’, i.e iyg", < 1 par % < 400 dans (8). La condition de

distance se réécrit en remplagant (8) dans le théoreme 3.9 par:

0<
- dl‘Z - d$i+1

(11)

dy; - dy;v1 ot dz; > 0 dans le premier octant
dy; > 0 dans le second octant

Pour obtenir les contraintes sur les pondérations, on supprime simplement la
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condition dy; < dx; dans la démonstration du théoreme 3.10. Des lors, il faut re-
mettre les conditions 0 < dx; ou 0 < dy; suivant l'octant. Les contraintes (9) sur les

pondérations sont donc remplacées par

Lit1 Yir1 +2 +2 41
——wi < Wi < o et A wiy <AT w + A wigs (12)
1 1
avec w;11 < £ w,; dans le premier octant, et “* w; < w;;; dans le second octant.

Yu Tq
Le tableau 26 est remplacé par la figure 32, ou sont réécrites avec (12) les inégalités

pour les voisinages 3 X 3 et 5 x 5.

Masque *w; < wipy < kw; * Wiy < W+ Wiy

3x3 a<b A<) hb<a-+ A

5 x5h 2a < ¢ 2A<C |c<a+b C<A+D
b<c<2b b<C<2b b<c+C

FiG. 32 - Contraintes par masques en maille rectangulaire

Le calcul d’'un masque est effectué en tenant compte du rapport L de rectangu-
larité, par w; = round(ay/x? 4+ (L y;)?) ou w; = trunc(ay/a? + (L y;)?). Il n’est donc
pas possible d’établir une liste de a interdits indépendamment de L.

La condition de norme du §3.5.1 est inchangée, le masque devant étre régulier sur
le quartant. Il faut par contre recalculer les formules analytiques du §3.5.2, car les

poids ne sont plus les mémes dans les deux octants.

La validité de nos développements autour des masques de chanfrein est donc
globalement conservée en maillage rectangulaire. Il en va de méme pour les schémas

algorithmiques du §2.4.

3.7 Conclusion

Quelques éléments arithmétiques liés aux points visibles et aux suites de Farey, et
la notation dans l'ordre angulaire des points du masque, nous ont permis de dégager

les structures générales de cones et de déplacements élémentaires.

Ces concepts ont fait apparaitre la géométrie de la boule. Nous avons alors tra-

duit, d’une condition de convexité, les contraintes exactes sur les pondérations pour
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qu’un masque induise bien une distance. Des contre-exemples ont montré la nécessité
d’avoir une vraie distance, pour la validité de I'algorithme de Rosenfeld. La régula-
rité du masque a été reliée aux normes, et de nouvelles formules de calcul direct ont
été établies.

Nous avons montré que la théorie pouvait s’adapter sans probleme au maillage
rectangulaire. Celui-ci peut étre employé pour éviter un rééchantillonnage. Mais
au niveau de 'image, I’emploi d’une telle distance est moins isotrope que dans le

maillage traditionnel carré [Coq93].

Ces travaux sont naturellement extensibles en trame hexagonale d’une part, et
dans l'espace 3D d’autre part. Il suffit de reprendre les notations et de dérouler les

raisonnements.

Dans le calcul des pondérations, la possibilité de prendre un facteur d’échelle
différent de a est exploitée au chapitre 4. On peut enfin imaginer des variantes aux
masques de chanfrein, par exemple en travaillant en sous-résolution, ou en distin-
guant des pondérations proches, de pondérations plus éloignées, qui ‘rattraperaient’

I’erreur par rapport a la distance euclidienne.
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Chapitre 4
Optimisation

Ce chapitre est consacré a l'optimisation des masques de chanfrein. Le principe
général de calcul des pondérations dans un voisinage donné est de minimiser I’erreur
commise par rapport a la distance euclidienne.

Le sujet a porté a polémique, chaque nouvel article publié répondant aux précé-
dents, et apportant de nouveaux criteres, dans le but d’améliorer I'isotropie ou de
minimiser plus finement. De multiples masques ont été proposés, ainsi que des taux
d’erreur, voire des approches philosophiques.

Nous ajoutons notre pierre a l’édifice, avec la définition d’une erreur relative,
une méthode de calcul et un algorithme d’optimisation, suffisamment souples pour
s’appliquer a des masques de taille quelconque.

Les performances des masques sont systématiquement comparées, et les rapports

théoriques entre notre méthode et la bibliographie sont analysés.

47
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4.1

CHAPITRE 4. OPTIMISATION

Introduction

Une raison importante de l'attrait des distances de chanfrein est la possibilité

d’approximer autant que souhaité la distance euclidienne, en jouant sur la taille du

masque et la valeur des pondérations.

Les applications nécessitent souvent un compromis spécifique entre la qualité de

I’approximation et la charge de calcul. On a donc intérét a disposer d’une variété de

masques, chacun étant optimisé pour une taille précise.

Les desiderata a concilier sont multiples:

On travaille principalement sur des images de taille 512 x 512 codées sur 16 bits

(0..65535). Un objet dans cette image ne pourra avoir une épaisseur supérieure

a % = 256, et donc la premiere pondération a qui joue le role de facteur
d’échelle devra étre impérativement inférieure a 63;26 = 256. Les valeurs de a

que 'on s’autorise sont donc comprises entre 1 et 255, en privilégiant les plus

petites valeurs de a, qui diminuent les couts de stockage et de calcul.

On souhaite que le masque induise une distance (chapitre 3). Si I’on utilise la
méthode classique de calcul des pondérations a partir de a (§3.4.2), il suffit de

se cantonner aux a permis (figure 27).

L’optimisation sous-entend la minimisation d’un critere. Se posent alors les
problemes du choix du critere, et de la méthode d’optimisation, bien souvent

liée a la nature du critere.

D’autres éléments sont a prendre en compte, par exemple pour permettre le
calcul de I'axe médian (chapitre 5). Ainsi, le choix de coefficients premiers
entre eux par cone, permet de stocker des tables de correspondance de taille

finie, et un a petit limite considérablement la taille de ces tables.

Respecter la condition de norme peut se révéler indispensable (par exemple,
pour le calcul de I'axe médian encore une fois). La norme dépend non des
poids, mais de la régularité du masque. La figure 30 du §3.5.1 montre comment

obtenir de tels masques. Bien entendu tous les masques complets sont réguliers.

Enfin, les méthodes que nous allons voir sont plus ou moins complexes a mettre
en ceuvre. Pour le calcul de grands masques, la simplicité et la souplesse sont

les bienvenues !
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Les méthodes existantes sont étudiées au §4.2; les concepts y sont introduits au
fur et a mesure. Nous développons notre approche au §4.3, puis nous proposons au

§4.4 de nouveaux masques de chanfrein.

4.2 Méthodes existantes

4.2.1 Approches locales

L’approche locale consiste a approximer les déplacements euclidiens v/2, v/5, . ..

b ¢

£ ... (cf figure 19 pour les notations a, b, ¢, ...). Pour des masques de

par a’ a’

chanfrein a deux points a et b, I'idée la plus intuitive consiste a utiliser les fractions

continues
1

En initialisant par « = 1 et b = 2 et en bouclant sur ¥ = 2a + b, ' = a + b on

obtient la série

2 410 20055 L0 BS 816
1737 77177417 99 7 2397 577

qui converge tres vite vers v/2, mais dont les termes deviennent aussi trés grands ;

(14)

or la borne supérieure des a que 'on fixe au §4.1 est 255, ce qui est dépassé des le
8¢ terme. L’autre inconvénient des fractions continues est qu’elles ne permettent

pas "approximation simultanée des déplacements euclidiens.

(C’est pourquoi nous développames dans [Thi92¢| la méthode locale suivante.

Fixons un voisinage de pondération (x;, y;, w;). Pour un a donné, les autres
pondérations prennent classiquement la valeur w; = round(a v/z;2 + y;2) (§3.4.2). 11
faut donc trouver un a tel que la partie tronquée w; — a /x;2 + y;2 soit la plus petite

possible pour chaque coefficient w; du masque. On note

F, = max (wi —a+/x? + yiz) (15)

le maximum des erreurs des w; pour ce a. Pour chaque a € [1..255] on calcule £,,
puis on les classe par ordre croissant, de telle sorte que les a intéressants soient en
téte de liste.

Cette méthode est tres simple, et permet de calculer rapidement de grands
masques [Thi92b]. Mais en méme temps, elle ne s’intéresse qu’a une approxima-
tion locale de dg. Elle ne permet pas 1’évaluation de ’erreur sur les points éloignés,

ou a l'intérieur des cones par exemple.
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4.2.2 La méthode de Borgefors

Borgefors propose une approche qui consiste a minimiser le maximum de ’erreur
commise par rapport a dg sur une droite verticale, parce que le support de 'image
est rectangulaire [Bor86a].

Les masques 3 x 3, 5 x 5 et 7 x 7 sont analysés. La partie mathématique de
I'optimisation est développée dans ’espace continu.

Dans chaque cone délimité par les droites y = ax et y = Fa, la distance de

chanfrein est ramenée a une expression du type
de =y S+aT (16)

ou les bornes du cones et les valeurs de S et T sont calculées au cas par cas (sans la
généralisation du chapitre 3).

On considere la droite verticale x = M sur 'image des distances a 1'origine, et le
cone de pentes «, 3, dans lequel sont déterminés S et T'. La différence entre d¢ et

dp sur la droite est

Diff(y) =y S+ MT —\/M?*+y*, aM<y<pgM. (17)

Le maximum absolu de (17) est la mesure de Borgefors de I'optimalité de la dis-
tance dans ce cone. Son but est de déterminer les pondérations qui minimisent ce

maximum. Le maximum est atteint lorsque la dérivée s’annule, ou aux bornes de

Iintervalle y = a M et y = M. La dérivée de Diff(y) est

Y

Diff (y) = § — ———. 18
L’extremum est atteint lorsque Diff’(y) = 0, i.e pour
M S
(19)

W=
en s’arrangeant pour que |S| < 1, et siaM < yy < M.
Le maximum de la différence (17) dans l'intervalle a M <y < 8 M est

Diff, = Diff(yo) = (7' — V1 —52) M (20)
et les valeurs aux bornes sont

Diffy = Diff(a M) = (o S+ 17— VI+a?) M, Diffy=Diff(3M).  (21)
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Le taux maximal d’erreur dans le cone est donc
maxdiff = max (|Diffy|, |Diffy|, |Diffs]) (22)

et il faut minimiser globalement I'erreur sur tous les cones du masque.
Comme les expressions dans (20) et (21) sont facteurs de M, Borgefors optimise

de fait 'expression
de — dg
M

ce qui a son importance dans les sections suivantes.

(23)

Nous ne revenons pas sur le détail de la détermination des pondérations, abon-
damment détaillée dans [Bor86a]. En résumé, sont d’abord calculés des coefficients
optimaux réels, en fixant un certain degré de liberté, ou en intersectant des courbes.
Puis elle cherche une approximation entiere des coefficients optimaux, en les multi-
pliant par un facteur d’échelle.

Par exemple dans le voisinage 3 x 3, en fixant a = 1 elle trouve

1
bopt = 7 + vV V2 -1~ 1.35070. (24)

qui est correctement approché par %. Elle justifie de cette fagon le masque (3,4)
dans le voisinage 3 x 3, puis (5,7,11) dans le voisinage 5 x 5. Elle ne recommande
pas de masque précis dans le voisinage 7 X 7, ni leur emploi.

La méthode s’effectue au cas par cas, et devient vite tres lourde a gérer pour de
plus grands voisinages. Le passage au discret est abrupt.

Certains auteurs ont critiqué le choix du critere (23) a optimiser, ainsi que le sup-

port de test, une droite verticale, qui n’est peut-étre pas le meilleur gage d’isotropie.

4.2.3 Améliorer l’isotropie

Borgefors suggere dans [Bor86a] I'utilisation d’un autre critere pour 'optimisa-
tion, qui consiste a minimiser la différence moyenne avec la distance euclidienne.
C’est Vossepoel qui se charge de cette étude [Vos88]. Il reprend 'analyse de Borge-
fors dans les voisinages 3 x 3 et 5 x 5, et tente d’améliorer 'isotropie.

En effet dans 1’équation (17), la variable y n’est pas idéale, car dans le calcul de
I'intégrale requise pour cette optimisation, le méme incrément de y engendrera des

incréments variables de I'angle ¢. Vossepoel opere donc la substitution y = M tan e
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dans (17). Il obtient une fonction de ¢

_ Diff(M tan ) C T4 S tang —

fle) i cos

(25)

puis minimise la moyenne de la variance

7o) = —— [ Pe)ds (26)

2= ¥1 /e
dans chaque cone d’angles ¢1, ©s.

La méthode de Vossepoel suit une démarche similaire en tous points a celle de
Borgefors, seul le critere ayant changé. Apres avoir déterminé des coefficients opti-
maux, différents de ceux de Borgefors, il revient a des fractionnels, mettant en avant
les masques (2,3), (7,10) et (16,23) dans le voisinage 3 x 3, et confortant (5,7,11)
dans le voisinage 5 x 5.

En fait, Vossepoel minimise encore une fois I’expression (23), simplement par une

autre méthode. Ce n’est pas un progres décisif pour l'isotropie.

Le calcul des coefficients optimaux effectué par Vossepoel est commenté par Be-
ckers et Smeulders dans [Bec89]. Ces derniers proposent de remplacer la droite ver-
ticale de test par des ‘droites aléatoires de distribution isotrope’. Leurs coefficients
optimaux restent assez proches de ceux de Vossepoel, dont les masques ne sont pas

remis en cause.

Verwer propose de porter 'optimisation sur un cercle euclidien [Ver91]. Il mini-
mise successivement les criteres de ’erreur maximale et de la variance. Sa démarche
mathématique est radicalement différente des précédentes. Elle possede I’avantage
indéniable de fonctionner en dimension n et dans des voisinages de coté m quel-
conque.

Il commence par analyser le critere d’isotropie, sur lequel nous reviendrons au
§4.3.1. 1l justifie de la sorte ’emploi du cercle pour normaliser I'erreur. Son étude
est effectuée dans le continu, ayant bien argumenté le passage entre distance de
chanfrein discrete, et distance de chanfrein continue. Cela lui permet de restreindre
ses calculs d’un cercle discret de rayon infini au cercle euclidien unité.

Pour le calcul de 'erreur maximale absolue, il cherche les valeurs minimales et
maximales de I’erreur. Les minima de 'erreur sont situés sur les vecteurs pondérés,
et il suffit donc de chercher leur minimum global. Les maxima sont atteints dans les

cones. Il calcule leurs valeurs par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Le
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maximum de ’erreur est le maximum global. Lorsque les coefficients optimaux sont

déterminés, des approximations entieres sont recherchées.

Verwer utilise le support du cercle pour optimiser et calculer I'erreur. C’est encore
le cas dans [Bec92] et [Coq93]. Ces auteurs jouent également sur un autre élément,

le facteur d’échelle, qui fait 1’objet de la section 4.2.4.

4.2.4 Facteur d’échelle

L’emploi d’un facteur d’échelle ¢ est indispensable pour comparer une distance
de chanfrein dTC a la distance euclidienne df.

En général on fixe ¢ = a, car ce principe permet une définition cohérente des
intervalles de niveaux sur une image de distance. Sinon, les alternatives possibles
sont un facteur d’échelle entier ¢ # a [Coq93], rationnel [Bec92] ou réel [Ver9l].

Une fonction d’erreur possede un minimum global et un maximum global. La
valeur absolue de ces grandeurs est le taux d’erreur, leur différence est 1’amplitude.
En jouant sur le facteur d’échelle, on peut ramener le taux d’erreur a la moitié de
I"amplitude.

Vossepoel est le premier a exploiter ce concept [Vos88], et suggere un processus
itératif pour trouver . En réponse, Borgefors calcule analytiquement les £ optimaux
pour les masques 3 x 3 et 5 x 5 [Bor9la], en complétant son approche originelle
(§4.2.2).

Les trois papiers [Ver91, Bec92, Coq93] ont en commun le support de calcul de
I’erreur, un arc de cercle, mais exposent des méthodes pour le critere de 'erreur
maximale qui sont tres différentes, et développées indépendamment les unes des

autres.

Verwer donne les taux optimaux théoriques en 2D et 3D [Ver91] pour des voisi-
nages de coté 3 a 25. En 2D, il propose une formulation compacte du taux d’erreur,
apres avoir constaté que dans un voisinage m x m, 'erreur est la plus grande dans
le cone de plus grand angle . Ce cone est toujours celui délimité par les vecteurs
(1, 0) et (3(m —1), 1). Le taux d’erreur optimal théorique 7 est une fonction de 1 :

1
o 1 — cos 37
1 4+ cos %;/}

avec Y = atan

(27)

m— 1
Par exemple pour m = 3, 7 = 3.95% et pour m = 5, 7 = 1.35%. Verwer montre

que ces taux sont atteints avec les coefficients optimaux 1, V2 et 1, \/5, NG pour
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des facteurs d’échelle de 1.0412 et 1.0137. Les valeurs des coefficients optimaux
correspondent aux déplacements euclidiens, ce qui n’est pas paradoxal par rapport
aux coefficients de Borgefors [Bor86a], car les facteurs d’échelle ont varié.

Au niveau des approximations entieres, dans le voisinage 3 x 3, ce sont les masques
(2, 3), (5, 7) et (12, 17) qui sont préférés. Dans le voisinage 5 x 5, le masque (¢ = 5,
b="1T¢=11,¢ = 5.0092, 7 = 1.79%) est dépassé par (¢ = 17, b = 24, ¢ = 38,
e =17.2174, 7 = 1.43%), mais il représente toujours un bon rapport qualité / cott
de stockage. Enfin dans le voisinage 7 x 7, le masque (a = 12, b= 17, ¢ = 27, d = 38,
e = 12.1033, 7 = 0.85%) est tres intéressant, car il est régulier et son taux est la

moitié de celui de (5, 7, 11), avec seulement un poids de plus.

La méthode de Becker est simple et élégante. Elle s’appuie sur un modele continu,
dans lequel s’inscrit le cas discret [Bec92]. Il montre que toute I'étude peut se faire
dans le cadre classique des distances de jauge (cf §3.4).

Le support de test est a nouveau le cercle unité, qui garantit I'isotropie du rai-
sonnement. Becker revient explicitement aux cones et utilise les suites de Farey, par
extension de [Mon68]. Il illustre toute sa démarche dans le voisinage 7 x 7.

La distance de Becker est une fonction continue affine par morceaux facile a
manipuler. Il montre comme Verwer que le maximum de l’erreur se situe toujours au
niveau du premier cone. Il propose donc de diviser I’erreur par 2 en la répartissant de
maniere symétrique dans ce cone. Au lieu de changer directement le facteur d’échelle,
il translate juste une partie de la fonction d’erreur en y ajoutant une fonction affine,
ce qui revient a une déformation géométrique de la boule convexe.

Le taux optimal prévu par Becker dans le voisinage 7 x 7 est de 0.66%, comme

Verwer. Apres quelques ajustements numériques pour obtenir une solution entiere,

Becker retient le masque (¢ = 47, b = 67, ¢ = 106, d = 149, e = 170, ¢ = %,
7 = 0.72%), qui est légerement meilleur que la proposition de Verwer, et avec un
facteur d’échelle rationnel, mais avec un poids supplémentaire et un cotit de stockage

plus grand.

En dernier lieu, Coquin et Bolon présentent ’adaptation littérale de la méthode
de Borgefors a une trajectoire circulaire [Coq93], et optimisent un masque 5 x 5.

Les calculs sont effectués en maillage rectangulaire (voir aussi [Bol92]), dont le
maillage carré est un cas particulier. Le nombre de cas a traiter se dédouble puisque

le masque n’est plus symétrique dans ce cas général.
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Les coefficients optimaux déduits par Coquin et Bolon dans la maille carrée sont
tres proches de ceux de Borgefors. L’erreur n’est plus proportionnelle a M (sur la
droite ¥ = M) mais a R (sur le cercle de rayon R). Le critere optimisé en fin de

compte est
de — R
R

et les taux optimaux d’erreur sont les mémes que ceux donnés par Verwer, calculables

(28)

directement par (27).

L’approximation entiere est effectuée avec le choix d’un facteur d’échelle. Le
masque proposé! est (¢ = 73, b = 104, ¢ = 163, ¢ = T4, 7 = 1.49%), ce qui le
situe entre les deux masques 5 x 5 cités plus haut pour Verwer. Le facteur d’échelle

est cette fois entier, mais le cotit de stockage est élevé.

L’expérience nous a montré que lorsqu’on optimise le taux d’erreur avec ¢ = a, les
petites valeurs de @ sont a I’honneur, alors que pour 'optimisation de ’amplitude,
ce sont les valeurs plus élevées de a qui prennent le pas (cf §4.4.4). En effet, des
que a croit, les coefficients tendent vers les déplacements euclidiens, ce qui profite
d’abord a ’amplitude de l'erreur.

Le facteur d’échelle permet de ramener ’erreur a la moitié de 'amplitude ; dans
ces conditions, c’est 'amplitude qui est vraiment optimisée, et si le facteur d’échelle
est libre, les pondérations finalement intéressantes sont automatiquement portées a
étre plus grandes. Comme il est plus difficile de trouver un facteur ¢ # a entier qui

centre 'erreur que de calculer directement un ¢ réel, ce phénomene est accru.

4.3 Meéthode proposée

4.3.1 La bonne erreur relative

Dans [Bor86a] et [Vos88], les criteres du maximum de Ierreur et de la variance
ont été optimisés. Ni1'un ni l'autre n’ont été normalisés par la longueur euclidienne,
mais par M dans 1’équation (23). Ce sont donc des mesures absolues, non relatives
de P'erreur par rapport a la distance euclidienne.

Ces deux méthodes exploitent la droite verticale z = M. Comme la distance aux

points de cette droite a 45° est supérieure de celle a 0°, 'erreur commise dans la

LCeci est un erratum de article original.
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direction diagonale a une influence exagérée par rapport a l’erreur commise dans
d’autres directions. Pour préserver lisotropie, il faut donc normaliser erreur par
la distance euclidienne.

Notre analyse coincide exactement avec celle de Verwer [Ver91], qui a choisi de
normaliser 'erreur (28) en se placant sur le cercle euclidien. Nous allons normali-
ser l'erreur sur une droite verticale par (29), en reprenant les calculs de Borgefors

rappelés au §4.2.2, puis nous verrons quels sont les avantages de notre approche.
Le point de départ est (16), dans le cone a, 3, oit nous cherchons a minimiser

Mo —d

Gy) = e (29)

avec dg = /M? + y? et ¢ le facteur d’échelle. La dérivée de G(y) est

_l\/Mzi—l-y?S—ij\fT%(yS—l—MT)

G 30
(y) c M?2 + y2 ( )
qui atteint son extremum lorsque G'(y) = 0, i.e pour
S

qui est indépendant de . Le maximum de (29) dans I'intervalle a M < y < 3 M est
1

G2 :G(yo) = —\/52—|-T2—1 (32)
€

et les valeurs aux bornes sont

1l aS+T
= GlaM) =2 T

On remarque immédiatement que (32) et (33) sont de la forme

1, Gs=G(AM). (33)

1
Gem =L o (34)
3
et de valeurs indépendantes de M, donc de la droite. La conclusion s’impose:

Lemme 4.1 L’erreur relative sur une droite verticale coupant le cone est stricte-
ment équivalente a Uerreur relative sur un arc de cercle?, et pl ‘néral t
q , et plus généralement sur

toute trajectoire intersectant le cone.

2L’erreur est automatiquement relative sur un cercle (O, R) puisque dg = R.
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On calcule globalement a partir des Gy, G5 et GG3 de chaque cone, 'erreur relative
minimale 7,,;, et maximale 7,,,,. Le taux d’erreur est 7 = max(|Tminl, |Tmaz|) €t
Pamplitude est 6 = |Tae — Timinl-

Le lemme 4.1 rend ces quatre grandeurs indépendantes de la trajectoire de calcul,

des lors qu’elle intersecte bien tous les cones.

Notre calcul de I'erreur relative fournit donc les mémes 7 (pour le méme &) que
dans [Ver91, Bec92, Coq93], mais des valeurs différentes de I'erreur absolue dans
[Bor86a]. Par exemple, Borgefors donne une erreur de 8.09% pour ds 4 (avec e = 3).
Notre calcul avec S =b—a=1,T =a =3, ¢ = a donne G; =0, G5 ~ —5.72%
et Gy ~ 5.41%. Le maximum relatif de Ierreur est donc 5.72%, et se situe au
niveau des bissectrices. C’est a cet endroit que ’absence de normalisation est la plus

importante dans le calcul de Borgefors, avec un facteur de v/2, et en effet on retrouve

bien 5.72v/2 =~ 8.09.

4.3.2 Changer de facteur d’échelle

Supposons connu, pour un masque donné et un facteur d’échelle ¢, le taux d’erreur
7.. Ce dernier provient de 7,,;, ou de T4, €t par (34) s’écrit 7. = %H(S, T, &) —1.
Prenons maintenant un autre facteur d’échelle ¢’. Si le nouveau taux d’erreur .- a
la méme provenance parmi 7,,i, OU Tyqr, cela ce traduit par 7. = & H(S, T, ¢) — 1,

et on peut écrire (7. + 1) e = (7 + 1)&’, d'ou le théoreme:
Théoreme 4.1 Le taux 7. est déduit de . par la relation
€
7—5’:;(7—5—'_1)_1 (35)

si &' est tel que ce soit le méme extremum qui fournisse ces taux.

Le facteur d’échelle qui permet de ramener ’erreur a la moitié de 'amplitude est

noté e, Il est défini par la relation
— Topt (déduit de 7,5,) = Tope (déduit de 7,0,) (36)
qui par (35) devient

(Tmin + 1) + 1= c (Tmax + 1) —1 (37)

a":oymf a":oymf
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et de la:

Théoreme 4.2 On calcule directement le facteur d’échelle optimal avec
Eopt = € (ﬂmn—gﬂ + 1) (38)

connaissant les extrema T, €t Toae du masque.

Comme exemple, pour dsz711 on trouve 7, = —1.61% et 7., = 1.98%. On
se ramene aux chiffres de Verwer avec e,,; = 5 (w + 1) ~ 5.0092, et

——(0.0198 + 1) — 1 ~ 1.79%.

Topt = 50092

Le facteur d’échelle optimal &,,; permet aussi de clarifier le théoreme 4.1: le
passage de £ a &’ est valide s’ils sont tous les deux plus grands ou plus petits que
€opt- Comme il est toujours possible de calculer ¢,,; par (38), puis 7,,: par (35), alors

le passage ¢ — ¢, — &’ I'est aussi, avec pour la derniere étape

6/

Eopt : 7
I — 22 (1 = Tope) sio& > eopt-

(39)

{Eopt (Topt +1) =1 si & <eopt,
T =

4.3.3 Calcul de ’erreur

Etant donné un masque de taille quelconque, on cherche a calculer son erreur
relative a la distance euclidienne, par un moyen simple et efficace. Les deux méthodes
présentées ci-apres vont dans ce sens. Lorsque les extrema sont connus pour un
facteur d’échelle donné, on peut se ramener a tout autre facteur d’échelle avec la

méthode exposée au §4.3.2.

e Dans chaque cone w;, w;yy, on calcule S = dy; et T' = dx; par le théoreme 3.6,
puis on évalue (32) et (33) avec € = a. De la sont déterminés les extrema 7,,;, et
Tmaz, 1€ taux d’erreur 7 et 'amplitude 6.

Cette méthode fonctionne uniquement pour les masques réguliers, mais permet

de localiser précisément les extrema et donne les valeurs exactes.

e On génere le premier octant des distances a 1’origine jusqu’a une droite verticale
& = M. Sur chaque point (M, y)=o..a) de cette droite, on calcule I'erreur relative
par (29), avec ¢ = a. On en extrait les grandeurs Tpin, Tmaz, T €t 0.

Cette démarche est valable pour tous les masques induisant une distance, et
permet en plus de tracer la courbe de 'erreur. Les résultats seront d’autant plus

précis que M sera grand. Typiquement, on prend M = 6! = 120.
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Les courbes d’erreur sont toujours données sous la méme forme que figure 33, avec
en ordonnée le taux d’erreur en %, et en abscisse le nom des pondérations délimitant
les cones sur le chemin du calcul.

6 .

4l 57,11 —— ]

Fi1c. 33 - Courbes d’erreur de d3 4 et ds 711

On insiste sur 'indépendance théorique des résultats par rapport a la trajectoire,
droite ou cercle, contrairement a ce qui fut dit dans [Coq93]. Dans leur article, ils
calculerent I’erreur sur un cercle 8-connexe, et annoncerent pour le masque (a = 73,
b =103, ¢ = 163, ¢ = 74) un taux 7 = 1.42%. Or il se trouve que 'erreur est
maximale avec 1.58% sur la bissectrice, et que leur cercle n’intersecte pas exactement
celle-ci, d’ou cette imprécision (en fait b = 104 et 7 = 1.49%).

Dans la pratique discrete, il est plus précis (et facile) de tester la droite verticale

que le cercle.

4.4 Nouveaux chanfreins

4.4.1 Recherche des poids

Les auteurs cités dans la section 4.2 cherchent d’abord des coefficients optimaux,
puis se ramenent a des poids entiers par ‘ajustement numérique’, c’est-a-dire en
multipliant chaque coefficient optimal par de multiples facteurs d’échelle, jusqu’a
trouver une solution satisfaisante.

Nous avons vu au §4.3.3 comment calculer tres simplement (et rapidement) ’er-

reur relative pour tout masque. Dans la méme veine, nous proposons de supprimer
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I’étape de recherche des coefficients optimaux, et d’appliquer 1’algorithme suivant :

1. Choisir un ensemble de points visibles a pondérer.

2. Pour a = 1...255 faire

(a) Pondérer avec w; = round(ay/z? 4+ y?) ou w; = trunc(ay/a? + y?) les

points choisis.

(b) Vérifier que ce masque induit une distance par le théoreme 3.10, sinon le

rejeter.

(c¢) Calculer I'erreur relative du masque (§4.3.3).

3. Trier puis afficher les masques par intérét décroissant.

Cet algorithme est exhaustif et se base sur les erreurs effectives, plutot que de
chercher a approcher des coefficients optimaux. Il suppose le choix préalable d’un

critere d’optimisation, et d’un ensemble de points a pondérer.

Pour le critere d’optimisation on a 'embarras du choix : (Optl) le taux d’erreur 7,
(Opt2) Pamplitude 6 ou le taux optimal 7,,;, (Opt3) le taux 7. avec &’ = round(eyp),
suivant que I'on cherche un masque avec un facteur d’échelle ¢ = a, ¢ # «a entier ou
réel. On prend en compte également le ‘cout de stockage’ du masque dont il était

question au §4.1, en privilégiant les a petits.

Quant au choix des points a affecter, il dépend de la taille du voisinage. Si le
voisinage est petit on retient tous les points visibles; si le voisinage est plus grand, on
peut économiser sur le cout du masque, en choisissant les points a affecter. On peut
méme jouer sur la géométrie de la boule, en essayant de bien répartir les angles des
différents cones, pour approximer harmonieusement le cercle euclidien. On montre
au §3.5.1 les conditions pour que de tels masques soient réguliers et définissent une

norme.

4.4.2 Masques 5 x5 et 7T x7

Coquin et Bolon ont proposé un masque 5 x5 (a = 73, b = 104, ¢ = 163, ¢ = T4,
7 = 1.492%) avec un facteur d’échelle différent de ¢ mais entier [Coq93]. En nous
plagant sur le méme terrain, notre algorithme du §4.4.1 avec le critere (Opt3) a
donné le masque (¢ = 72, b = 102, ¢ = 161, ¢ = 73, 7 = 1.369%), qui est encore

meilleur, pour un cotit semblable. La figure 34 montre les deux courbes d’erreur.
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15 '
Coquin-Bolon 73,104,163 ——
Thiel 72,102,161 — 1

1+

FiG. 34 - Alternative au masque de Coquin-Bolon

On constate dans la figure 35 que les deux masques sont tous les deux proches
des coefficients optimaux calculés par Coquin et Bolon. Ces coefficients ne sont pas
a remettre en cause. Ils sont d’ailleurs presque identiques a ceux de Verwer dans
[Ver91] (mais pour le critere de la minimisation de la variance). Simplement il est
difficile de déterminer a priori, en ne se basant que sur les coefficients optimaux,
lequel des masques est vraiment le meilleur. Cela justifie notre méthode du §4.4.1,

ou I’étape du calcul des coefficients optimaux est supprimée.

Masque Coeft. opt. Coeft. opt. Masque

poids | Coquin-Bolon | Coquin-Bolon Verwer Thiel
a ;—i ~ 0.9865 0.9864 0.9801 ;—g ~ 0.9863
D~ 1.4054 1.4079 1.4060 2~ 1.3973
c 182 & 2.2027 2.2057 2.2044 B~ 2.2055

Fic. 35 - Comparaison aux coefficients optimaux de Coquin-Bolon

Becker a calculé le masque 7 x 7 (a = 47, b = 67, ¢ = 106, d = 149, e = 170,

= 2 7 = 0.724%), avec un facteur d’échelle réel [Bec92]. Nous proposons le

30

masque (a = 62, b = 88, ¢ = 139, d = 196, e = 224, ¢ = 62.3908, 7 = 0.657%),
optimisé avec le critere (Opt2). La figure 36 montre les deux courbes d’erreur; tout

se joue dans le premier octant.
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Becker 47,67,106,149,170 ——
Thiel 62,88,139,196,224

FiG. 36 - Alternative au masque de Becker

4.4.3 Grands masques

L’optimisation de grands masques ne pose aucun probleme avec notre méthode.
Nous donnons en exemple les résultats obtenus pour un voisinage 13 x13, qui contient

les points visibles de a & m (cf figure 19 au §3.1).

La premiere optimisation est effectuée pour le critere (Optl), et donne le masque
(a =68, b=96, c =152, d =215, e = 245, f = 280, ¢ = 340, h = 346, ¢ = 366,
J =396, k =413, 1 =435, m = 531, ¢ = 68, 7 = 0.269%). La seconde optimisation
est faite avec le critere (Opt2), et le résultat est (a = 233, b = 330, ¢ = 521, d = 737,
e =840, f = 961, g = 1165, h = 1188, « = 1255, j = 1359, k = 1417, | = 1492,
m = 1820, ¢ = 233.3632, 7 = 0.175%). La figure 37 montre leurs courbes respectives.

Le taux théorique optimal pour un tel voisinage est de 0.1707% d’apres [Ver91]. Le
deuxieme masque que I'on a donné est de performance tres voisine avec 7 = 0.175%.
Mais les masques de cette taille sont couteux en temps de calcul. L’étude des
courbes d’erreur laisse supposer qu’il est possible de garder les mémes taux en sup-
primant certaines pondérations. Il suffit que chaque courbe d’erreur reste dans le
méme intervalle. Comme nous tenons a ce que les masques restent réguliers (§4.1),

nous utilisons ’arbre des masques réguliers de la figure 30.

Les points immédiatement supprimables sont ¢ et 7. Ensuite, on a le choix entre
k et m pour la prochaine suppression. Or I'erreur sur un masque complet centré est
toujours la plus grande dans le premier cone (§4.2.4), donc on ne va pas toucher a

k, mais supprimer m puis [. On vérifie que les deux masques proposés, privés des
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points 7, 7, m, [ conservent le méme taux d’erreur. Les points effectivement pondérés

sont a..h, k, et les courbes d’erreur sont tracées figure 38.

Le gain en temps de calcul est de 33%, puisque le nombre total de points affectés
dans le voisinage 13 x 13 passe de 96 a 64. Ce nombre est de 16 pour les masques

5 x 5. Pour un temps de calcul multiplié par 4, le taux d’erreur est divisé par 10.

0.3 — — . — —
0.25 (trunc) 68 a.m —— -
0.2 (round) 233 a.m —--- |
0.15
0.1
0.05
0
-0.05
0.1 f
-0.15 |
-0.2
-0.25

j e g Im b

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

(trunc) 68 a..h,k —— -
(round) 233 a..h,k - |

-0.05 H
0.1 f
-0.15 |
-0.2
-0.25 L - - - -

FiG. 38 - Masques optimaux 13 x 13, allégés mais réguliers

4.4.4 Compléments

La figure 39 vient illustrer la discussion de la fin du §4.2.4, a propos de la tendance

des a a étre petits ou grands, suivant le critere d’optimisation.
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(round) + (Optl) (trunc) + (Optl)
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FiG. 39 - Distribution des taux d’erreur dans un masque 5 x 5 en fonction de a

Les taux optimaux théoriques sont donnés par la formule (27) de Verwer, et sont

quasiment atteints par les masques que nous avons proposés. Nous tracons figure 40
1

m"

la courbe de I’équation (27) en fonction de m ; elle se comporte comme

4 T T T T T

taux optimal ——
Coquin-Bolon l
3 Becker
I Thiel

N
6]
T

=
(6)]
T

o
(]
T

FiG. 40 - Courbe des taux optimaux théoriques
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4.5 Conclusion

Les méthodes existantes de la bibliographie ont été développées parce que les
approches purement locales ne sont pas satisfaisantes. La méthode de Borgefors a
inauguré le domaine de 'optimisation des distances de chanfrein, avec un test sur une
droite verticale. D’autres auteurs ont proposé de changer le critere d’optimisation
dans le but d’améliorer I'isotropie, en prenant la variance plutét que le maximum de
I’erreur, ou en changeant le support de test, par des droites obliques ou des cercles.

Ils ont aussi joué sur le facteur d’échelle pour améliorer les résultats.

Par notre approche, nous avons montré que ’erreur relative est un meilleur critere
que ’erreur absolue, et que pour cette premiere les supports de test et les méthodes
de calculs sont équivalents. Lorsque le taux d’erreur est connu pour un facteur
d’échelle, on peut se ramener a toute autre échelle, y compris le facteur optimal, qui

rend 'erreur optimale en centrant la courbe de I'erreur.

Notre algorithme d’optimisation est basé sur le calcul du taux effectif de 'erreur;
il évite le calcul de coefficients optimaux. Il génere des masques optimaux, dont la
comparaison avec les masques de Becker et Coquin-Bolon valide notre démarche. De
grands masques sont également calculés, pour illustrer la souplesse de la méthode,

et montrer I'intérét de la notion de masques allégés.

La distribution de l’erreur montre I'influence du critere employé sur 'ordre de
grandeur des pondérations. La courbe des taux optimaux théoriques montre que
I’on peut approximer tres finement la distance euclidienne; le terme de distance

quasi-euclidienne pour les distances de chanfrein est parfaitement justifié.

L’optimisation en 3D est étudiée par les mémes auteurs, principalement par Bor-
gefors et Verwer. Le passage de notre approche au 3D est triviale, en particulier
celui de I’algorithme ; il suffit de générer un simplexe de distances et de tester un
plan vertical. Dans le maillage rectangulaire, I'optimisation est réalisée en 2D dans

[Bol92, Coq93], et en 3D dans [Coq94] pour de petits voisinages.
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Chapitre 5
Axe médian

[’axe médian est un concept faisant intervenir le recouvrement d’une forme par
des boules, de maniere a accéder a une représentation minimale de 1'image. Cette
notion est indispensable au calcul de la ligne médiane et du squelette pondéré. Ce

chapitre est donc consacré au calcul de I’axe médian.

Les méthodes existantes sont spécifiques a chaque distance, et utilisent des criteres
différents. Nous proposons pour la premiere fois un algorithme universel et efficace

de calcul de "axe médian pour les distances de chanfrein.

Nous recensons enfin les propriétés de 'axe médian et ses applications.

67
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5.1 Introduction

La description de formes nécessite des méthodes pour extraire les caractéristiques
importantes des objets présents dans une image. Un objet binaire est un ensemble de
points qui, pris séparément, ne donnent pas d’information pertinente. C’est pourquoi
les objets sont fréquemment représentés par leur contour. Une alternative intéres-
sante consiste a rechercher un ‘axe de symétrie généralisé’” dans la forme. Cet ancétre
du squelette fut introduit dans ’espace continu en 1964 par Blum, qui le baptisa
‘axe médian’ [Blu67]. Cette terminologie a ensuite évolué.

Toute forme peut étre ramenée a une union de sous-ensembles de ses points,
eux-mémes codés par une position et un parametre de taille. Ce codage permet
de retrouver la forme. Pfaltz et Rosenfeld ont défini 'axe médian en termes de

‘voisinages maximaux’ dans l’espace discret [Pfa67]. Nous redonnons leur définition.
Etant donné une famille de boules, que nous préciserons plus loin, et une forme,

nous considérons les boules strictement incluses dans la forme.

Définition 5.1 (Boule maximale) Une boule est dite maximale dans la forme si

elle n’est incluse dans aucune autre boule.
Une telle boule peut cependant étre incluse dans I'union de plusieurs autres (§5.6).

Définition 5.2 (Axe médian) [ aze médian, noté AM, est le lieu des centres des

boules maximales dans la forme.

L’allure de 'axe médian et son mode de calcul dépendent de la géométrie des
boules choisies, celles-ci pouvant étre de toute nature. Par exemple, voici schématisé

figure 41, ’axe médian recouvrant une forme par des cercles.

FiG. 41 - Axe médian avec des cercles
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Comme autre exemple, dans [Wu86, Jen92] on cherche a recouvrir un objet dis-
cret par des rectangles de taille variable. Pour ce faire, des algorithmes spécialisés,
séquentiels et paralleles, ont été développés. A partir de cette représentation, les au-
teurs sont en mesure de calculer aire et périmetre, et aussi de réaliser des opérations

ensemblistes.

L’image de distance DM est une des premieres approches pour donner une struc-
ture a une image binaire, et pour révéler ses propriétés. C’est dans ce contexte que
I’axe médian prend tout son sens. En effet, les boules considérées pour une distance
donnée sont les disques de différents rayons, et nous verrons comment il est possible

de caractériser localement les centres de boules maximales sur une image de distance.

L’axe médian AM est mémorisé au niveau de la position des centres, et du rayon
des boules maximales. Il est suffisant pour retrouver la forme, car il correspond
a un recouvrement. L’axe médian joue donc aussi un role pour la compression de
données [Ros82]. Le retour a la forme initiale a partir de AM est aisé, grace a
I’algorithme de transformation inverse de distance du §2.4.3. Celui-ci a été conc¢u
pour que chaque point de I’axe médian génere le disque associé a son poids, en deux

passages séquentiels globaux sur 'image.

Ce chapitre est consacré a l'extraction de I'axe médian suivant les différentes

distances de chanfrein.

Rosenfeld et Pfaltz ont montré dans [Ros66] que les maxima locauxr définis au
§5.2, qui sont présents dans DM, sont nécessaires pour identifier AM. Mais si leur
critere fonctionne bien pour les distances dy et dg, il en va autrement pour les
autres distances pondérées. Borgefors considere que les algorithmes de calcul de
I’axe médian sont spécifiques a chaque distance. Elles demandent ainsi la recherche
de disques équivalents (§5.3) pour les distances d, ;. Dans le cas de d5 7 11, une autre

stratégie doit étre adoptée, avec 'emploi de tables de correspondance (§5.4).

La figure 54 au chapitre 6 montre ’axe médian d’une forme calculé suivant les

distances dy, ds, ds 4 et ds711.

Il n’existe actuellement pas d’algorithme universel de calcul de 1’axe médian,
valable pour toute distance de chanfrein. Nous répondons a cette attente au §5.4.3,
puis nous explorons certains points au §5.5. Le chapitre est clos par un énoncé des

propriétés plus classiques au §5.6, suivi de quelques applications au §5.7.
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5.2 Maxima locaux

Considérons un masque de chanfrein (z;, y;, w;). Dans la carte de distance, chaque
point p recoit l'information de distance de 'un au moins de ses voisins n;(p) (sur
le masque). Tout voisin de ce type est placé sur un chemin minimal, constitué uni-
quement de déplacements permis du fond a p. De méme, le point p peut propager
I'information de distance a certains voisins, qui sont plus internes dans 'objet que

p. Lorsqu’une telle propagation a lieu de p a un voisin n;(p), alors n;(p) = p + w;.

Définition 5.3 (Maximum local) On appelle mazimum local un point p qui ne

propage Uinformation de distance a aucun de ses voisins, ¢’est-a-dire
nz(p) < p+w; Vi . (40)

Un maximum local p peut avoir des voisins plus grands que lui, mais ils recoivent
leur poids depuis d’autres points, plus petits que p. Aux origines de cette appellation,
seules d4 et dg étaient considérées, et un tel point était un vrai extremum. Ce n’est
plus le cas lorsque a # 1 dans le masque, mais appellation est conservée.

Pour dy et dg, les maxima locaux coincident exactement avec ’axe médian [Ros66].
Une illustration est donnée figure 42. De ce fait on peut définir un Critere de Centre

Maximal noté CCM, qui sélectionne tous les maxima locaux de DM.
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Fi1G. 42 - DM et AM (cerclé) pour dy (en haut) et ds (en bas); allure des boules.

Le CCM n’est plus exact des que ¢ # 1 dans le masque, car il peut sélectionner

en plus de AM, des centres de boules non maximales. Ces points erronés sont encore
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appelés points redondants, ou pseudo AM. Un exemple est donné pour ds4 figure
43, dans lequel le CCM fournit de nombreux points redondants; toutes les boules
de rayon 3, et certaines boules de rayon 6, sont completement recouvertes par des

boules voisines.
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F1G. 43 - DM et AM inexact (cerclé) pour ds4; allure des boules.

La présence des points redondants est tres génante, car elle est susceptible de

nuire irrémédiablement a la propagation de la ligne médiane.

5.3 Disques équivalents

Il est important d’analyser les valeurs possibles et impossibles dans une image de
distance, a partir de ’ensemble des pondérations du masque. Ce probleme est cité
dans la littérature sous le nom de probleme de Frobenius [Huj87, Ser93].

Nous consacrons cette section au cas d'un masque (a, b). Le probleme de Frobe-

nius a deux variables est résolu dans [Syl84].

Théoréme 5.1 (Sylvester, 1884) Soit 0 < a < b deux nombres premiers entre
eur et posons x = (a—1)(b—1), que l'on appelle conducteur de a et b. On considére
l’équation

ax +by =t, (x,y) €N,

1. Sit > v, cette équation admet toujours au moins une solution ;
2. sit =x — 1, cette équation n’a pas de solution ;

3. il y a exactement %X valeurs de t pour lesquelles il n’y a pas de solution.
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Par exemple avec (3, 4), on a y = 6; on peut atteindre {3,4} U [6, 400, mais
pas les valeurs 1, 2 et 5, qui sont dites non représentables.

On constate que ce sont certaines valeurs inférieures au conducteur qui mettent a
mal le CCM, plus exactement les labels précédés de valeurs non représentables. Leur
existence est liée a la notion de disque équivalent, introduite dans [Arc87]. On dit que
deux disques sont équivalents si ils recouvrent les mémes pixels, indépendamment

des valeurs de ces pixels.

Théoréme 5.2 (Disques équivalents) Soit 0 < a < b deux entiers, et ¢ < p
deux termes successifs de la suite des entiers représentables par a et b. Alors la
classe d’équivalence du disque associ€ a p est Uintervalle [¢+ 1, p]. On note p = ¢+1

le plus petit représentant de la classe.

Démonstration: On obtient le disque B(p) associé a p avec I’algorithme de trans-
formation inverse du §2.4.3 appliqué a p. Les valeurs présentes dans B(p) sont de la

forme p — (ax + by) > 0. Par construction on a B(p — 1) € B(p). On a aussi
B(p—1) G Blp) <= I(z,y) €N/ p—(az +by) =1
puisque les points a 1 dans B(p) sont a 0 pour p — 1. On peut donc écrire

p — 1 est représentable <= 3J(2’,y') €N /p—1=az'+by
— I, y) e/ p—(ax’ +by) =1
< B(p—1)& B(p)
d’ou a l'inverse, B(p — 1) = B(p) si p — 1 est non représentable. O
Dans les exemples suivants on écrit les entiers de 1 a x(a, b), on souligne les entiers

représentables, et on place entre crochets les classes d’équivalences.

e Dans le cas de x(3,4) = 6, la suite [1,2,3] [4] [5,6] correspond bien a la figure 44.

1l211] [2]3]2
1\2 52| [3|6]3
1l211] [2]3]2

1] [2] [8] [

[ [a]

F1G. 44 - Disques équivalents pour ds 4
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e Notre second exemple est y(5,7) = 24, pour lequel la suite
[1,2,3,4,5][6,7][8,9,10] [11, 12] [13, 14] [15] [16, 17} [18, 19] [20] [21] [22] [23, 24]

est conforme a la figure 45, dans laquelle nous montrons seulement les octants.

1 2 3

Lela] [7 2 [8]s] [of4] fofs

o o 1
4 5 6 7] 2 8|3
l11]6]1] [12]7] 2] [13]8]3] [14] 9|4 15/10| 5
2 3 4 5 6]1
94 10/ 5 11]6[1 12|72 13| 8
16/11)6 | 1] |17]22] 7] 2| |18]13]8]3]| [19]14] 9 20[15]10] 5
1 2 3
7]2 8|3 9|4 10/ 5
14]9 |4 15/10] 5 16/11] 6 |1 17]12[ 72
21016116 [1] [22[1719 7] 4  [23)18)13]8[3 | [24]1914 o[4

F1Gg. 45 - Octants équivalents pour ds 7

Arcelli et Sanniti di Baja ont montré que dans le cas d’une distance d, p, il suffit
d’abaisser chaque label p a la valeur correspondante p sur 'image de distance; on

obtient une nouvelle image, sur laquelle le CCM est exact [Arc87, Arc88].
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F1G. 46 - Image de disques équivalents et axe médian exact (cerclé) pour ds4

Pour d4 et dg, a =1 donc xy = 0 et aucun label n’est changé. Dans le cas de ds 4,
on effectue 6 = 5 et 3 = 1 [Arc86], et on obtient I’axe médian exact figure 46. De
méme, pour ds; onab =1,7=6,10 =8, 12 = 11, 14 = 13, 17 = 16, 19 = 18,
24 = 23. Etant donné que ¥p > x(a,b), p=p, on aintérét a choisir des pondérations
a et b petites et premieres entre elles, de telle sorte que x(a,b) soit fini et le plus

petit possible, pour limiter la quantité de labels a abaisser.
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5.4 Tables de correspondance

5.4.1 Cheminement

Dans I’ensemble des masques de chanfrein, les masques 3 x 3 forment un cas
particulier, en vertu du fait qu’ils ne définissent qu’un seul cone dans le premier
octant. Cette propriété biaise souvent les généralisations que 1’on pourrait attendre

de I’étude de d, ; ; il en va ainsi pour la méthode des disques équivalents.

Prenons le cas de ds 711, qui va bien illustrer les problemes de la généralisation.
Cette distance possede les cones 5,11 et 11,7, pour lesquels on a X(5,11) = 40 et
x(11,7) = 60. En appliquant le théoreme 5.2 non plus aux disques mais a chaque
cone, dans 5,11 on trouve 5 = 1, 10 = 6, 15 = 12, 20 = 17, 25 = 23, 30 = 28,
35 = 34 et 40 = 39, tandis que dans 11,7 les équivalences sont 7 = 1, 11 = 8,
14 =12, 18 = 15, 21 = 19, 25 = 23, 28 = 26, 32 = 30, 35 = 34, 39 = 37, 42 = 41,
46 = 45, 49 = 48, 53 = 52 et 60 = 59.

On peut imaginer d’appliquer les équivalences suivant le déplacement testé, mais
que dire du cas de 11, qui intervient dans les deux cénes? On peut encore essayer
de déterminer de quel cone un point p a le plus de chance d’avoir des centres dont
les boules recouvrent son disque, puis d’appliquer 1’équivalence correspondante. Une
derniere idée consiste a chercher les disques équivalents a partir des classes dans les
deux cones. On obtient 5=1,7 =6, 10 =8, 14 = 12, 18 = 17, 20 = 19, 25 = 23 et
35 = 34.

On trouve toujours des contre-exemples a ce genre de méthodes, qui n’apportent

au mieux qu’une solution approchée; il faut donc explorer des voies différentes.

Arcelli et Frucci utilisent dans[Arc92] un axe médian avec dsr11; mais ils ne

donnent aucun détail sur la facon dont ils le calculent.

La voie choisie par Nacken [Nac94] est issue de la morphologie mathématique.
Son raisonnement le conduit a distinguer les boules ouvertes des boules fermées, les
images de distance ‘externes’ des ‘internes’, puis les classes d’entiers appartenant a
SN 4 11N ou a 11N 4 7N. Son algorithme final se fait en 4 passages: 2 pour I'image
de distance, 1 pour abaisser les labels en image de distance ‘interne’, puis 1 passage
d’extraction de 'axe médian, avec des tests spécifiques a chaque type de voisin. La
démarche pour aboutir a cet algorithme est assez complexe, et ne laisse pas prévoir

une extension immédiate a des masques plus grands.
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Nous retenons la solution la plus générale et la plus simple, qui est la méthode

des tables de correspondance.

5.4.2 Principe

Considérons un masque de chanfrein (@, y;, w;) définissant une distance d¢, et une
image de distance DM calculée sur une forme X. On peut déterminer si un point
p € X est un centre maximal, en recherchant dans son voisinage de pondération
n;(p) si il existe un point ¢ € X, dont le disque recouvre completement celui de p.
Dans ce cas, la présence de ¢ interdit a p d’appartenir a ’axe médian.

Supposons que pour toute valeur de p, on connaisse les valeurs minimales de ces

voisins ¢, que l'on stocke chacune dans LUT;(p). Alors
pE€AM — Vi, ni(p) < LUT(p). (41)

On appelle ces LUT; les tables de correspondance de la distance d¢. Leur appli-
cation par (41) est on ne peut plus simple et rapide; le probleme réside dans le

précalcul des tables, que 'on aborde dans la suite.

La premiere apparition notable des LUT est due a Borgefors, Ragnemalm et
Sanniti di Baja dans [Bor91a] pour la distance euclidienne. L.’approche par les tables
de correspondance semble étre la seule opérationnelle pour di. Deux LUT indexées
sur dg® € N sont employées, pour les voisins directs et indirects. Les tables sont
élaborées par des tests systématiques; la combinatoire est énorme, mais les calculs
sont effectués une fois pour toutes. Les auteurs donnent ainsi les LUT pour des

boules de rayon inférieur a v/80.

Borgefors propose dans [Bor93] une caractérisation de I’axe médian pour la dis-
tance ds711. Trois LUT sont données pour les voisins de type a, b et c. Les entrées
dans les tables sont limitées aux valeurs possibles dans une DM, et bornées par 60,
qui est le plus grand des deux conducteurs x(5,11) = 40 et x(11,7) = 60. Au dela,
le CCM est valide puisque chaque disque est unique, tandis qu’en deca, I’existence
de labels impossibles implique des configurations particulieres de recouvrement, qui
justifient I'emploi des LUT.

La taille des tables est faible, tout en assurant le calcul de AM pour des objets
d’épaisseur quelconque. Mais Borgefors ne dit pas comment retrouver ses tables, ni

comment procéder avec d’autres masques.
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Indépendamment de Borgefors, nous avons proposé dans [Thi94d, Thi94b], des
tables de correspondance totalement identiques pour ds 711 ; nous les redonnons fi-
gure 47. Les cases vides et les entrées non représentées dans les tables correspondent

au cas ou le CCM est exact.

a | b | c plal|lb| c
51 7 (1014 25128130135 p | al b
11 27 33 40 | 44
10 | 14 | 15 | 20 29 | 33 42 48
14 118 | 20 31 37 46 52
16 22 32 38 49 55
18 | 22 28 35139 |41 | 45 53 59
20 26 | 30 38 44 60 66
21 27 39 45

Fia. 47 - Table de correspondance de d5 711

L’application de ces tables a ’extraction de 1’axe médian est illustrée figure 48.
La méthode de calcul de ces tables est exposée au §5.4.3; elle a été congue pour

fonctionner avec des masques de toutes tailles.

5 7107 5
71114117 5

(1) 1418 14 105

71114117 5

510107 5

F1G. 48 - Axe médian exact (cerclé) pour ds 11

5.4.3 Algorithme

Le calcul d’'une entrée dans la table de correspondance pour une boule de rayon r
dans la direction n; consiste a rechercher le plus petit disque de rayon r’ centré en n;
qui le recouvre completement. Un disque de rayon r est obtenu par la transformation

inverse du §2.4.3 sur un point étiqueté a r. On note ce disque D; .
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Il est possible de déterminer r’ en testant différentes valeurs, ce qui demande a
chaque fois une transformation inverse. Au niveau de la LUT entiere, cette méthode

exhaustive est extrémement cotiteuse.

Notons D,(p) = {q|dc(p,q) < r}. Comme D '(p) = {q|r —dc(p,q) > 0} on a

immédiatement le lemme suivant :
Lemme 5.1 D, = D;};.

Cette simple constatation est a la base de tout l'algorithme qui va suivre: en
effet il suffit de calculer l'octant des distances a l'origine une seule fois au départ de
I’algorithme; le lemme 5.1 permet alors de tester les recouvrements de boules sur

cet octant. Le calcul de "octant est effectué en un passage séquentiel.

La seconde astuce que nous employons est de mettre toutes les LUT a jour au
fur et & mesure en un seul parcours de 'octant des distances. La troisieme idée est

d’économiser la mémoire en passant par un index des valeurs possibles.

L’algorithme est présenté en 8 phases. Toutes les variables sont des entiers ou des
tableaux d’entiers. L'image originale contenant DT est accédée par imagel[x,y].
On calcule d’abord les LUT dans image2, qui contient ensuite I'axe médian. Les
images sont de taillexsiz * ysiz. On gere un bord vide autour des images, qui vaut
au moins le rayon du masque. Le masque (z;, y;, w;) est stocké dans les tableaux
mx[i], my[i], mw[i], de telle sorte que les mnl premiers points soient ceux du

premier octant, et que le nombre total de points (déduits par symétries) soit mn8.

1) Initialisations
L’entier rayon est le rayon du plus grand disque (par exces) que l'on puisse

trouver dans une image de cette taille. Le poids @ est assigné a mA.

rayon = min (xsiz, ysiz) / 2 + 2;
max_index = rayon * mi;

max_mini = (rayon + bord) * mi;

index = allouer_memoire (max_index);

for (i = 0; i < max_index; i++)
index[i] = FAUX;

2) Construction de 'octant des distances
L’octant des distances inférieures a max_mini est calculé (a), et I'index des valeurs

possibles index est rempli (b). Le point origine de I'octant est [bord,bord].
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for (y = 0; y < ysiz; y++) for (x = 0; x < xsiz; x++)
image2[x,y] = INFINI;
image2[bord,bord] = O;

for (x = bord+l; x < bord + rayon + bord; x++)
for (y = bord; y <= x; y++)
{

mini = image2[x-mx[0],y-my[0]] + mw[O];
for (1 = 1; i < mnl; i++)

{

v = image2[x-mx[i],y-my[i]] + mw[il;

if (v < mini) mini = v;
}
if (mini > max_mini) break; /* sort de ‘for y’ */
image2[x,y] = mini; /% 2.a) x/
if (mini < max_index) index[mini] = VRAI; /* 2.b) *x/

3) Disques équivalents

On remplit I'index par les disques équivalents. Cette phase est nécessaire car
on va tester image2 + 1, ce qui nous fait sortir des valeurs possibles. Au niveau du
résultat, on peut retrouver si i est une valeur possible avec index[i] < index[i+1].

Durant cette phase, on calcule aussi la taille max_lut des LUT.

index[0] = VRAI; max_lut = 0;
for (i = 0; i < max_index; i++)
if (index[i])
index[i]
else index[i]

max_lut++;

max_lut;
max_lut++;

4) Créer les LUT
On alloue la mémoire pour les LUT, puis on les initialise a 0. Lorsque mA est
grand, de nombreuses valeurs sont impossibles dans 'octant, et max_lut est tres

inférieur a max_index (d’ou les économies importantes de mémoire).

for (i = 0; 1 < mnil; i++)
{
lut[i]
for (t

allouer_memoire (max_lut);
0; t < max_lut; t++) lut[il[t] = 0O;
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5) Remplir les LUT
On parcourt l'octant colonne a colonne, et on met a jour les LUT'. Le but est
que D7'(lut[i] [index[r]]) soit le plus petit disque contenant D~'(r) dans la

direction i. Le lemme 5.1 nous amene a tester image2 + 1.

for (x = bord; x < bord + rayon; x++)
for (y = bord; y <= x; y++)
{

t2 = image2[x,y] + 1;
if (2 < max_index)

{
it2 = index[t2];
for (i = 0; 1 < mnl; i++) lut[i][it2] =
max (lut[i][it2], image2[x+mx[i],y+my[il] + 1);
}

else break; /* sort de ‘for y’ */

6) Corriger les inclusions

Le test de la phase (5) détecte les recouvrements maximaux en chaque point
du bord des disques. Pour passer du niveau local au niveau global, il faut encore
corriger certaines de ces inclusions, ce qui est fait simplement en rétablissant ’ordre

croissant dans les LUT.

for (i = 0; 1 < mnl; i++)
{
v = 0;
for (t = 1; t < max_lut; t++)
if (Qutlil[t] > v)
v = lut[i][t];
else lut[il[t] = v;
}

7) Extraction de ’axe médian

Les tables de correspondance sont maintenant completes, et on peut calculer
I’axe médian dans image2. Les LUT sont stockées pour le premier octant, et on
se ramene par 8-symétries a tout le masque. Le tableau mg[i] donne le numéro de

LUT inférieur a mn1 qu’il faut appliquer dans la direction i.
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for (y = 0; y < ysiz; y++) for (x = 0; x < xsiz; x++)
if (imagel[x,y] == 0 or imagel[x,y] >= max_index)
image2[x,y] = imagell[x,y];
else {
test = VRAI; itl = index[imagell[x,y]l];
for (i = 0; 1 < mn8; i++)
if (imagel[x+mx[i],y+my[i]l] >= lut[mgl[il][it1])
{ test = FAUX; break; } /* sort de ‘for i’ */
image2[x,y] = (test) 7 imagellx,y] : O;

8) Destruction des LUT

for (i = 0; 1 < mnl; i++) liberer_memoire (lut[i]);
liberer_memoire (index);

5.4.4 Commentaires

L’octant de distance est construit par un passage séquentiel sur 'image, avec un
huitieme de masque. Le calcul des LUT est effectué en un seul passage sur 1’octant,
auquel il faut ajouter quelques parcours linéaires des LUT. Cet algorithme est donc

particulierement efficace.

La méthode employée ne suppose aucune condition sur la distance de chanfrein
employée, et est donc valable quel que soit le masque. L’algorithme choisit la taille
des LUT en fonction de la dimension des images, et non en fonction de conducteurs
(cf §5.3). Les tables ne sont pas stockées mais recalculées a chaque fois. Il n’est donc
point besoin de rechercher des masques dont les pondérations sont premieres entre

elles par cone.

Les valeurs données par les LUT sont les plus petits rayons des disques assurant
le recouvrement, autrement dit les valeurs minimales dans les disques équivalents.
Pour revenir a des tables ne recensant que les valeurs possibles dans une image
de distance, il faut remplacer les bornes inférieures des classes par leurs bornes
supérieures (c’est ce qu’on a fait pour produire la figure 47). Cette manipulation est
nécessaire pour déterminer quels sont les points qui different du CCM (§5.2), mais

n’est d’aucune utilité dans 1’algorithme.

La figure 49 montre les premieres valeurs des LUT pour quelques distances.
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pl al b a| bl ¢ pl al b| c¢l| d
30 4] 5 51 6] 8112 12 | 13 | 18 | 28 | 39
41 71 8 711 |12 |17 17125128 |39 |51
61 8| 9 1012 15|19 24 128 |35 | 45| 55
7110 |11 11116 | 17 | 22 27137139 | 51|63
8111 |12 14 |17 |19 | 23 34 139 |45 | 55 | 66
9112 |13 15|19 | 22| 26 36 | 45|52 |62 |72
10 |13 | 14 16 | 21 | 22 | 27 38 149 |52 |63 |75
11 114 |15 18 | 22 | 23 | 28 44 | 51 | 55| 66 | 77
12 115 | 16 20 [ 23126 | 30 48 | 55 | 62 | T2 | 82
13 |16 | 17 21 |26 | 27 | 32 50 | 61 | 63 | THh | 87

Fi1aG. 49 - Début des LT de d3747 d577711 et d12717727738

5.5 Conditions de calculabilité

L’algorithme décrit au §5.4.3 donne les LUT exactes. On peut donc maintenant
explorer le point suivant. Par I’emploi de la méthode des tables de correspondance,
on a postulé que 'axe médian est détectable localement, c’est-a-dire par des tests
dans le voisinage de pondération. C’est vrai pour les distances classiques dy, ds, ds 4
et ds711. Mais est-ce bien le cas pour tous les masques de chanfrein, définis dans un
voisinage plus grand?

Une condition nécessaire a la détectabilité locale est que le masque doit définir
une norme, autrement dit que le masque doit étre régulier (§3.5.1). En effet dans le
cas contraire, il existe un cone irrégulier, dans lequel les déplacements élémentaires
sont non constants, ce qui fausse completement le test local.

Mais cette condition n’est pas suffisante: nous avons trouvé des contre-exemples
(tres rares) pour certains masques réguliers, ou un disque n’était pas recouvert lo-
calement, mais par un grand disque situé beaucoup plus loin. Ces contre-exemples
ont été trouvés par des test systématiques, et sont assez surprenants.

Prenons I'exemple de dy42031,44. Dans I'image de distances calculée sur D32, le
point (4,2) vaut 291, et se situe en dehors du masque de pondération. Ce point est
détecté comme centre maximal, car aucune boule de son voisinage ne recouvre son
disque D34, qui pourtant est recouvert par D3}.

Ce probleme est fondamental, mais la question reste ouverte.
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5.6 Propriétés de 'axe médian

[’axe médian que 'on a caractérisé pour les distances de chanfrein possede un

certain nombre de propriétés, classiques ou moins connues, que nous énumérons ici.

Réversibilité

[’axe médian correspond a un recouvrement de la forme par des boules de la
métrique choisie. Il suffit donc de régénérer les boules, connaissant leur position
et leur rayon, pour retrouver la forme initiale. Les algorithmes du §2.4.3 présentent
I'intérét majeur d’y parvenir globalement, en un nombre de passages fixe sur l'image :
2 pour les distances de chanfrein, et 3 pour la distance euclidienne. Le type de ces

algorithmes est le méme que ceux permettant le calcul d’une image de distance.

Codage

La simplicité du stockage et du décodage de I'axe médian en font une propriété
appréciable dans le maniement des images binaires. L’utilisation de cette forme de
codage est facilitée par I'indépendance de I’axe médian par rapport a la position de

la forme dans I'image, contrairement au codage en quadtree par exemple [Cha91].

Non-minimalité

[’axe médian est composé des boules maximales, mais le principe de cette dé-
finition n’assure pas forcément que ’ensemble des points retenus pour assurer la
réversibilité est minimal. En effet une boule maximale n’est incluse dans aucune
autre, mais peut étre incluse dans I'union de plusieurs autres, comme le montre la

figure 50. La détection de ces points est abordée au §5.7.

F1G. 50 - Non-minimalité (italique) de AM (cerclé) pour dg et ds 4

Stabilité
L’application de la transformation de distance inverse a un axe médian génere une

forme, ou les points sont étiquetés souvent différemment de I'image de distance de
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départ, car les labels proviennent des poids de AM, et non plus de points du fond. Les
problemes de caractérisation de I’axe médian en découlent. De toute image porteuse
d’une information de distance on peut générer une forme ; mais I’axe médian de cette

derniere sera sans doute différent de I'image de départ (figure 51).

F1Gc. 51 - Image de poids, image reconstruite, DM et AM pour ds 4

Déconnexion

Une propriété essentielle de ’axe médian est sa déconnexion. Elle distingue 'axe
médian discret des squelettes continus définis par Blum [Blu67], qui sont simul-
tanément connexes et réversibles. Cette déconnexion limite I'exploitation de I’axe
médian, qui ne respecte pas I’homotopie de la forme. C’est pourquoi on s’emploie,

au chapitre 6, a construire la ligne médiane qui est un sur-ensemble connecté de

AM.

Epaisseur

On remarque également que 1’axe médian peut comporter localement une cer-
taine épaisseur, due par exemple a un diametre pair de la forme. Voila une diffé-
rence supplémentaire avec les squelettes, qui sont ‘filiformes’ dans 1’espace continu,
et ‘d’épaisseur 1’ dans 'espace discret (chapitre 6). Cette épaisseur est fort heureu-

sement limitée, I’axe médian ne formant quasiment jamais de bloc 3 x 3.

Trous

La derniere propriété que 1’on cite est la présence possible de trous dans I’axe mé-
dian. Cette éventualité est rare, mais il faut en tenir compte dans le calcul ultérieur
de la ligne médiane. Dans I'exemple figure 52, la forme est obtenue par transfor-
mation inverse sur l'ensemble de gauche avec ds7;;. La partie droite montre une
portion de I'image de distance dans laquelle ’axe médian en grisé forme un trou de

deux pixels.
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136 38 40 41 41 40 38 36
140 43 44 46 46 44 43 40

51[51 43 47 496)(5) 4947 43
54|55 55 54 ——= 44 49(4) 55 55(5% 49 44
60| 60 45 50 5560(60 55 50 45

144 49 53 55 5553 49 44
142 46 49 50 50 49 46 42

Fi1a. 52 - Trou dans 'axe médian avec ds 711

5.7 Applications

La premiere application a laquelle on pense est la compression de données.
Les performances peuvent encore étre améliorées en cherchant a obtenir un sous-
ensemble réversible minimal de ’axe médian. Les opérations pour y parvenir sont
délicates et cotiteuses. Davies propose dans [Dav80] un algorithme itératif pour la

distance dg dans la maille hexagonale, mais qui n’assure ni 'unicité ni la minimalité.

Des opérations ensemblistes et géométriques sont possibles a partir de I’axe mé-

dian [Cha91], mais elles sont relativement limitées.

Une idée intéressante consiste a améliorer le rendu d’une rotation discrete sur
un objet binaire. En effet les rotations dans I'espace discret [And92] ont la facheuse
tendance de perturber le contour des objets. Le résultat est nettement meilleur si on
extrait ’axe médian, que 'on rote, avant de régénérer la forme, de prétérence avec

une distance quasi-euclidienne, par exemple ds 7 17.

L’exploitation de "axe médian peut se révéler suffisante pour la granulométrie, ou
le décomptage de cellules, si les objets en présence sont de taille régulieres et assez
ronds, et que 'on veut privilégier la vitesse sur la précision. Le procédé classique
consiste a rechercher le plus grand centre maximal, a supprimer tous les autres

centres situés dans son disque, puis a boucler avec un seuil d’épaisseur.

Les applications de calcul de périmetre et d’aire citées dans [Wu86, Cor89] utili-
sent un axe médian calculé avec dg, qui est rendu homotope par le rajout de points,
et affiné; il s’agit en réalité d’un squelette.

De fait, on a presque toujours intérét a travailler avec la forme reconnectée de

I’axe médian, qui autorise des raisonnements globaux sur les objets, et rend les



5.8. CONCLUSION 85

applications plus robustes. En ce sens, I’axe médian n’est qu’une étape du calcul du

squelette pondéré, et non un but en soi. Mais cette étape est indispensable.

5.8 Conclusion

Diverses caractérisations de 'axe médian ont été proposées dans la littérature.
Elles sont toutes destinées a une distance spécifique. La méthode la plus simple
utilise des tables de correspondance; c’est alors la table qui est dépendante de la

distance, non plus la méthode.

Nous avons proposé un algorithme de calcul des tables de correspondance en un
seul passage sur 'octant des distances. Il est tres rapide et fonctionne pour tous les

masques. Le passage de cet algorithme au 3D est de plus immédiat.

L’exploration des propriétés de masques plus grands que les habituels ds 4 et d5 7 11
a contredit pour certains masques un postulat communément admis, selon lequel un
centre maximal peut étre détecté dans le voisinage de pondération. La nécessité
d’avoir une norme, c’est-a-dire un masque régulier, est acquise; la détermination

d’une loi précise, qui assure la détectabilité locale, est le prochain défi a relever.
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Chapitre 6
Squelette pondéré

Nous proposons une méthode pour extraire le squelette pondéré d’une image de
distance, calculée avec les distances discretes les plus courantes.

Le squelette obtenu est quasi réversible car il inclut presque tous les points de
I’axe médian. Il est robuste en rotation si I’on adopte une distance qui approxime
correctement la distance euclidienne. [’algorithme comporte une étape d’élagage et
d’embellissement, qui permet de simplifier la structure du squelette selon les besoins
et d’en améliorer 'esthétique. Le temps de calcul est tres limité et est indépendant

de I’épaisseur des objets a squelettiser.
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6.1 Introduction

La description de formes est une étape importante en analyse d’images. Sil’objet a
une forme simple, i.e une silhouette compacte ou une frontiere convexe, sa description
peut étre donnée en termes géométriques comme 'aire, le périmetre, le facteur de
forme, les moments, etc. Ces traits sont parfois suffisants pour classifier, mais non
pour décrire de facon appropriée une forme complexe, de frontiere non convexe et
pouvant étre percue comme 'union de régions simples. Dans ce cas, il vaut mieux

suivre une approche structurelle.

La notion de squelette est apparue dans [Blu67]. La définition donnée par Blum
est intuitive; il s’agit de modéliser, dans I'espace continu, 'intersection d’un front
d’onde partant du bord d’un objet, de facon a obtenir une représentation filiforme

de I'objet.

Les propriétés majeures que 1'on attend du squelette sont d’étre centré d’épais-
seur 1, homotope et réversible. L.homotopie signifie que 'image et son squelette
ont le méme nombre de composantes connexes, et pour chacune d’entre elles, le
meéme nombre de trous. Centré dans la forme, le squelette fournit une représenta-
tion équivalente a I’objet et unidimensionnelle. La description de I'objet peut se faire
entierement a travers celle du squelette, qui possede toute 'information synthétisée

sous forme de valeurs de distances.

Le calcul du squelette est une opération difficile. Quasiment impossible dans ’es-

pace continu, elle a divergé en trois familles de méthodes.

e A partir d’une polygonalisation du contour, une formulation analytique en

segments de droites et en arcs de paraboles en produite dans [Mar87].

o Une autre méthode semi-continue prend en entrée un échantillonnage du
contour. On calcule le diagramme de Voronoi [Ber94], duquel on extrait un
squelette sous forme de graphe [Att93, Att94b, Att94a]. La comparaison de

cette approche avec les squelettes pondérés discrets est effectuée dans [Thi93a].

o Quant a la famille de méthodes dédiées a ’espace discret, on distingue les sque-
lettes binaires, résultats d’un calcul itératif, des squelettes pondérés, construits

sur une image de distance.
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Les méthodes de calcul de squelettes binaires sont fondées sur la suppression
itérative de points du contour. Les points a supprimer sont détectés par analyse de
leur voisinage, en faisant intervenir la plupart du temps des masques de détection
[Cha9l]. Une tres abondante littérature traite de ce sujet; on peut entre autres

trouver 140 références dans [Lam92].

Le squelette pondéré est généralement considéré comme une bonne représenta-
tion de formes binaires lorsque leur épaisseur varie ou est non négligeable, et est
utilisé comme un puissant outil pour la décomposition et la description de formes
[Cor84, Mon86, Thi92¢|. En effet, les poids des points du squelette nous informent
sur ’épaisseur locale, et ainsi élargissent le nombre de classes de figures analysables

par leur squelette.

Les algorithmes de squelettisation menée en distance produisent justement des
squelettes dont les points sont correctement étiquetés a leur distance au fond [Cha91].
Différentes cartes de distance peuvent guider la squelettisation, avec les distances

dy [Arc89], ds [Mon8Ta], ds4 [San94], ds711 [Arc92] et aussi dg [Arc93], avec des
algorithmes de différents types.

L’idée de trouver une méthode multi-distances semble étre naturelle, mais les al-
gorithmes existants sont généralement pensés pour un cas spécifique. Une exception
peut étre trouvée dans [Dor86al, qui est la premiere approche multi-distances (pour
dy, ds, dys et dsrz11). On y retrouve les grandes étapes que nous décrirons dans
la suite, mais avec des définitions ad hoc de ’axe médian et des points selles. Les
résultats obtenus ne sont pas a proprement parler des squelettes, car ils ne sont pas

d’épaisseur 1 et ne passent pas forcément par le vrai axe médian.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de squelettisation, valable pour

toute distance de chanfrein a 2 ou 3 poids dans un voisinage 5 x 5 (en particulier

d4, dg, d374 et d577711) [Th194d, Th194b]

6.2 Trame de la squelettisation

Une image binarisée sur le maillage carré contient des objets (ensembles de points
connexes non nuls) et le fond a 0. Pour éviter un paradoxe topologique, nous consi-
dérons la 8-connexité pour les objets et la 4-connexité pour le fond (théoreme de

Jordan §2.2). Aucune limitation n’est demandée sur le nombre de trous du fond,
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mais nous supposons qu’une phase préliminaire de nettoyage nous débarrasse des
trous nuisibles (par exemple, un filtrage par aire, qui respecte bien les détails, ou
bien une ouverture / fermeture, plus brutale). En effet, les boucles en correspondance
avec de tels trous pourraient irréparablement affecter la structure du squelette. A
I'inverse, les branches du squelette provenant de renflements non significatifs seront

supprimées pendant 1’élagage du squelette.

La carte de distance notée DM est une copie de I'image ou chaque point est
étiqueté a la valeur de sa distance au fond (§2.4). L’algorithme que nous proposons

extrait le squelette de DM, calculé selon 'une des distances dy, ds, ds 4 et d5711.
Le squelette S d’un objet en est un sous-ensemble, donc S est 8-connexe (et son

complémentaire est 4-connexe) quelle que soit la distance pour DM.

Définition 6.1 (Squelette pondéré) S est caractérisé par les propriétés :

1. S a le méme nombre de 8-composantes que l'objet, et chaque composante de
S a le méme nombre de jJ-trous que sa partie correspondante dans le fond

(homotopie).
2. S est centré dans ['objet.
3. S est Uunion d’épaisseur 1, de 8-arcs et de 8-courbes [Ros73].
4. Les points de S sont étiquetés a leur distance au fond.

5. S inclut presque tous les points de Uaxe médian (Uinclusion compléte est in-

compatible avec le 3°™° point).

En général, le voisinage N(p) d’un point p inclut les voisins n;(p) qui peuvent
étre atteints par un déplacement simple depuis p. Ainsi N(p) devrait inclure de 4
points pour dy a 16 points pour ds711. Dans ce chapitre, N(p) inclut toujours les
16 voisins de p (figure 53). Dans la suite, p indique indifféremment le point ou son

poids.

L’algorithme que nous proposons comprend trois grandes étapes:
1. Calcul de la carte de distance et extraction de ’axe médian ;
2. Propagation de la ligne médiane;

3. Extraction du squelette.
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9 10 (o (o

8|1 2| 3|11 cl|blalb]|c
O|p| 4 alp| a

15| 7| 6| 5| 12 cl|blal|b]|c
14 13 @) (o (o (b)

F1G. 53 - Notations utilisées dans tout le chapitre pour les 16 points (figure a) du
voisinage N(p) de p. Nous attribuons les valeurs adéquates aux poids «a, b, ¢ (aussi

notés w;) selon la distance employée. Les voisins n;(p) sont encore appelés a-voisins

(1=10,2,4,6), b-voisins (¢ = 1,3,5,7) ou c¢-voisins (¢ = 8..15) (figure b).

La construction de la ligne médiane nécessite le calcul des points selle, une phase
de propagation et le remplissage de faux trous. L’extraction du squelette inclut la

réduction de la ligne médiane a I’épaisseur unité, un élagage et un embellissement.

L’algorithme est implémenté sur machine séquentielle. Pour des raisons de clarté,
nous préférons décrire les étapes de la squelettisation comme si elles étaient accom-
plies individuellement. Le nombre d’inspections est en réalité faible, et indépendant

a la fois de la taille des objets dans I'image et de la distance choisie.

6.3 Premiere étape: DM et AM

La premiere étape de 1’algorithme est le calcul de la carte de distance et la dé-

tection de 'axe médian.

Comme l'information de distance peut étre propagée d’un point a tous ses voisins,
des opérations locales sont suffisantes pour construire la carte de distance DM pour
dope. Au §2.4 on donne 'algorithme de Rosenfeld qui, en deux passages séquentiels
sur I'image, fi(p) pour le passage avant, et fy(p) pour le passage arriere, étiquette

chaque point p des objets a sa distance au complémentaire.

filp) = min{no(p) + a, n1(p) + b, na(p) + @, nz(p) + b, ng.11(p) +c}
fo(p) = min{p, na(p) + a, ns(p) + b, ne(p) + a, nz(p) + b, n12.15(p) + ¢}
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En donnant la valeur oo aux poids correspondant a des déplacements interdits
pour une distance d, ;. donnée, il est possible de traiter de fagon homogene cette
transformation de distance. On fixe ainsi « = 1, b = ¢ = o0 pour dy; a = b = 1,

c=oopourdg;a=3,b=4 c=ocopourdss;a=>5b=7 c=11 pour dsz71;.

L’axe médian AM est le lieu des centres des boules maximales dans la forme,
i.e qui ne sont incluses dans aucune autre. Il correspond a un recouvrement de
la forme, et est donc réversible: il suffit d’appliquer sur AM la transformation de

distance inverse du §2.4.3.

L’inclusion des points de AM dans la ligne médiane L M garantit une localisation
correcte par ses extrémités des renflements de la forme. La boule maximale située sur
une telle extrémité est le cercle osculateur du renflement correspondant ; lorsqu’on
déplace cette boule maximale sur sa branche, elle touche le bord de 1'objet en de

multiples endroits, centrant au mieux LM dans sa forme.

Il n’est pas suffisant d’inclure AM pour garantir la stabilité du squelette en
rotation. En effet, les boules des métriques discretes sont des polygones dont les
cOtés ont des orientations fixes (§3.3). Ainsi le nombre et la localisation des disques
nécessaires pour recouvrir une figure dépendent de sa géométrie et de l'orientation
de ses contours. La stabilité en rotation croit avec le nombre de cétés caractérisant
le disque. De ce fait les disques construits avec ds 711 et ds4 doivent étre préférés

aux disques construits avec dy ou ds.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de I'axe médian. On extrait I’axe médian en
un seul passage sur I'image de distance avec des opérations locales, en employant de

petites tables de correspondance précalculées.

Nous illustrons notre algorithme de squelettisation en montrant a chaque étape
les résultats pour les 4 distances sur le méme exemple synthétique. La figure 54

montre I'image originale et ’axe médian.

6.4 Propagation de la ligne médiane

La deuxieme étape de I'algorithme consiste a calculer la ligne médiane. Elle né-
cessite la détection de points selle, une propagation avec un suivi de gradients, et

une détection de faux trous.
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FiG. 54 - Axe médian et bord externe de 'objet initial
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6.4.1 Détection des points selle

Les points selle constituent une créte connectant deux parties de la carte de
distance comportant des poids plus grands. La plupart des points selle sont des AM,
et leur identification est donc déja assurée. Cependant, les extrémités de ces crétes
(voire la créte entiere, lorsque sa taille est d’au plus 2 points), sont susceptibles de

ne pas étre des AM [Arc93].

Un p non AM est un point selle si il remplit I'une au moins des Conditions de
Point Selle notée CPS (cf figure 53 pour la notation des voisinages, et figure 55 en

exemple) :

1. Le 8-voisinage de p comprend plus d’une composante 4-connexe de points plus

petits que p.

2. Le 8-voisinage de p comprend plus d’'une composante 8-connexe de points plus

grands que p.

3. Les poids de 1'un des triplets suivants sont égaux a p: (no(p),n1(p), n2(p)),
(na2(p), na(p), nalp)); (na(p), ns(p), ns(p)), (n6(p); n7(p), no(p))-

111111 @
122221 114
12®® 21111112 1
122032 2223002 1
1122%@@@@%@11
11123® 22 2 1 1
12222 111
111111

F1G. 55 - Carte de distance ds, axe médian (cercles) et points selle (losanges) de

types 2, 3, 1 de gauche a droite

Les nombres de composantes 4 ou 8-connexes dans les conditions 1. et 2. peuvent
étre facilement calculés avec le ‘crossing number’ X, et le ‘connectivity number’ Cy
(cf §2.2) respectivement: on doit avoir Xy(n; < p) > 1 ou Cs(n; > p) > 1. La
condition 3. est testée pour tous les points si @ = 1, seulement pour les points a a

sinon.
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6.4.2 Propagation des chemins

En général, I’ensemble des points AM et des points selle n’est pas connecté. Aussi
des points supplémentaires sont nécessaires. Dans [Arc85], les points de reconnection
sont détectés en deux passages sur I'image pour dg, en utilisant des propriétés spé-
cifiques a cette distance. La méthode habituellement retenue pour les distances de
chanfrein, consiste a propager des chemins suivant les gradients positifs; la structure

de la carte de distance garantit la bonne reconnection du résultat.

La propagation ne doit en principe démarrer que dans les configurations selle
au niveau des extrémités des crétes. En effet seuls ces points dans la créte ont des
voisins de poids supérieur. Un seul chemin est tracé pour chacun d’entre eux, excepté
lorsque la longueur de cette créte est de 1 (ses extrémités sont confondues), auquel

cas 2 chemins proviendront du méme point selle.

Nous n’opérons aucun test pour distinguer les extrémités d’une créte des autres
points selle, ou pour mesurer la taille des crétes. Les points selle pouvant faire partie
de AM, le suivi des chemins doit étre tenté pour tout point AM ou selle. Soit p un
tel point, N(p) contient au plus 2 composantes 8-connexes de points plus grands
que p, desquels un chemin ascendant peut étre commencé. Pour chaque point de
la composante courante, le gradient est calculé. Le voisin n;(p) qui maximise le
gradient dans sa composante est marqué comme premier point du chemin. De la, les
voisins ng(n;(p)) sont inspectés pour trouver le prochain point (plus grand que n;(p)),
nécessairement unique, qui continuera le chemin. Le tracé du chemin se poursuit sur

le plus grand gradient, tant que des points possédant un gradient positif sont trouvés.

Certains problemes doivent étre traités, qui découlent de ce que les chemins 8-
connexes sont tracés, alors que la carte DM ou le gradient est calculé n’a pas été
nécessairement obtenue avec la distance dg. De plus, sélectionner indifféremment
tous les voisins maximisant le gradient peut épaissir excessivement les chemins,
voire former un delta. Pour éviter cela et pour obtenir des chemins 8-connexes,
nous assignons des valeurs spéciales aux poids v; = @', ¥/, ¢ utilisés pour calculer le

gradient. (voir figure 53 pour la notation des voisinages).

Pour chaque voisin n;(p) > p, le gradient est grad, = [ni:(p) — p]/v; avec: o' = 2,
V=3, =—1lpourdyetds;a =30 =4, = —1pourdsy; d =58 =1,

¢ =11 pour ds711.
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Dans le cas de ds4, au plus 2 points adjacents n;(p) (¢ = 0..7) maximisent le
gradient dans la méme composante. Lorsque c’est le cas, seul le voisin direct (¢ pair)

est propagé pour éviter I’épaississement du chemin.

Dans le cas de ds 711, 3 points peuvent maximiser simultanément le gradient (un
a-,un b-, et un ¢-voisin). Pour éviter I’épaississement, et suivre le gradient correct (le
maximisant du a-voisin de p n’est pas toujours le ¢-voisin de p), on ne doit accepter
que le ¢-voisin pour la propagation. A partir du moment ou un e-voisin de p est
choisi, on rajoute simplement le a- ou le b-voisin intermédiaire pour respecter la

8-connexité du chemin (de préférence celui des deux qui a le plus fort gradient).

6.4.3 Remplissage des faux trous

Les fausses boucles dans la ligne médiane sont des sous-ensembles de points multi-
connectés de LM, qui n’entourent aucun trou de 'objet. Ces faux trous doivent étre
remplis (en les marquant comme points de LM ) pour obtenir une LM topologique-

ment correcte.

Les faux trous sont provoqués par I’axe médian (figure 52), ou sont obtenus lorsque
des chemins propagés (presque) paralleles se rencontrent (phénomene typiquement
discret). Dans les cas de dy, ds et ds4, la seule possibilité est la rencontre de deux
chemins orientés diagonalement. Ces faux trous ont une taille de 1 pixel. Pour ds 711,
puisque les chemins peuvent suivre une direction du cavalier, il est de plus possible

de voir des faux trous de 2 pixels.

Un point p appartient a un faux trou si I'une des conditions suivantes est remplie:

L. p & LM, {no(p),n2(p),na(p),ne(p)} C LM ;
2. p & LM, {no(p), n2(p), na(p), ns(p), ne(p), na(na(p))} C LM ;
3. p & LM, {no(p), n2(p), na(p), ns(p), nz(p), ne(ns(p))} C LM.

Ce test doit étre effectué a la fin de la propagation de la ligne médiane, et peut
se simplifier (on teste d’abord p, no(p), na2(p), etc). Le remplissage ne provoque
pas d’épaississement excessif de LM, car les trous sont en général extrémement
clairsemés dans I'image. A cet endroit du procédé, la ligne médiane obtenue est 8-
connexe, homotope, comprend tous les points de I’axe médian et est donc réversible,

mais n’est pas d’épaisseur 1 (figure 56).
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X z
z ds 711

Fi1G. 56 - Ligne médiane
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6.5 Extraction du squelette

6.5.1 Réduction a I’épaisseur 1

La réduction de la ligne médiane a ’épaisseur 1 peut étre obtenue en appliquant
des opérations séquentielles de suppression qui préservent la topologie, et qui évitent
le raccourcissement des branches du squelette. La réduction a 1’épaisseur 1 est ici
un processus de re-marquage plutot que de suppression réelle, I'information ‘ancien
LM’ pouvant servir par la suite. On désigne par S ’ensemble des points restant a

un moment donné.

I arrive que la ligne médiane présente une forme irréductible [Eck88], qui done
ne peut étre amincie. Dans le cas général, la ligne médiane peut contenir des points
4-internes, voire 8-internes (bien plus rares). Pour favoriser le centrage du squelette
dans la ligne médiane, cette étape est réalisée en 2 passes. Au 17" passage, les points
4-internes dans LM ne sont pas supprimables, puis au 2"¢ passage, tous les points

restants sont candidats a la suppression (figure 57).

4-interne dans LM
supprimé

[ XX L]
414X X
X[14|4|X X -
X144 X[X]|X[X -
XX 4|X [ 11
X[ 14[X[X] ] ]
X4 [
1€rpassage X[X[ ] 2nd passage ]

FiG. 57 - Réduction de la ligne médiane a I’épaisseur 1

Un point p est supprimé dans la 1°7° inspection de S (la 2"%) si il satisfait
les conditions C04C1 (conditions C04+C2). CO préserve la topologie et évite en
meéme temps tout raccourcissement des branches de S. C1 centre S dans LM, et C2

empéche la création de trous dans 5.

CO Au moins un triplet de voisins n;(p), niy2(p), niys(p) existe (¢ = 0,2, 4,6, addi-
tion modulo 8), tel que n;(p) et niyo(p) € S alors que ny5(p) € 5.

C1 Au moins un 4-voisin de p n’appartient pas a LM (originale).

C2 Au moins un 4-voisin de p n’appartient pas a S (points restants a cet instant).
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F1G. 58 - Squelette pondéré non élagué et points perdus (sur les bords)
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Cette méthode tres simple réduit considérablement le cardinal des points du sque-
lette. Comme certains points de I'axe médian peuvent étre supprimés, la transfor-
mation n’est plus totalement réversible, mais les points perdus (au niveau du bord)
sont si épars et insignifiants (leur existence est fortement liée a la digitalisation
de départ de I'objet) que le squelette peut nonobstant étre considéré comme une

représentation fidele de 1’objet (figure 58).

6.5.2 Elagage

L’élagage est effectué pour simplifier la structure du squelette, en supprimant
des branches périphériques (i.e branches délimitées par un point terminal) qui ne
correspondent pas a des renflements significatifs pour une application donnée. Il
s’agit entre autres de branches créées par des bruits du contour, ou artefacts de la
réduction de la ligne médiane a 1’épaisseur unité. L’élagage est de plus important

pour réduire la sensibilité du squelette a la rotation et au changement d’échelle.

Elaguer une branche implique cependant la suppression des points de I’axe médian
) . . ). . ,
qu’elle contient. Pour tenir compte de la perte d’information causée par la coupe
de la branche, il est souhaitable de se baser sur un critere convenable d’importance
relative de la branche. En général, une branche peut étre coupée ‘en sécurité’ si la
différence recouvrée avant et apres la coupure est négligeable. Cette différence peut
étre évaluée en terme de degré de recouvrement entre les disques centrés sur les deux

extrémités de la branche a couper [San94].

Critére de I'élagage:

p-g+d<0

FI1G. 59 - Degré de recouvrement

Soit p le point terminal de la branche et ¢ > p un point s’éloignant de p sur la

branche. Soit P et () leurs disques associés. La branche peut étre élaguée de p a ¢
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lorsque () recouvre largement P. Le degré de recouvrement entre P et () peut se
traduire par (p — ¢ + d(p,q)), ou d est la distance discrete utilisée pour construire
la carte de distance. On utilise un seuil de tolérance # qui dépend de la qualité
de réversibilité attendue (figure 59). Le choix du seuil introduit une description

hiérarchique des régions, par analogie avec les squelettes semi-continus [Att93].

Nous généralisons 'expression définie en [San94] de telle sorte qu’elle puisse étre
calculée quelle que soit la distance utilisée. Pour toute distance discrete, la distance
entre deux points p et ¢ peut étre exprimée en fonction du nombre de déplacements
unitaires horizontaux H et diagonaux D, le long d’un chemin 8-connexe de longueur

minimale les rejoignant (voir section 3.5.2).

Pour d, ., le degré de recouvrement entre les disques P et () est donc:
p—q+aH+bD+émin(H, D)

ou 6 =0 si ¢c= o0 (cas de dy, ds et ds4), sinon é =c—b—a (6 = —1 pour ds711).

Le seuil 6 peut étre fixé a a fois le nombre maximum de lignes ou colonnes

périphériques dont on accepte la perte. On utilise couramment § = 2 x a.

-3

\

[ ] Forme B Zone non recouverte
FiG. 60 - Elagage controlé

Dans [San94], I'élagage est aussi interrompu lorsque ¢ < p, ou lorsqu’un nceud
est atteint. En effet un nceud intermédiaire pourrait se transformer durant 1’élagage

en point terminal et provoquer une sommation des pertes. Mais ici nous ne limitons
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pas l’élagage aux branches externes du squelette. Nous propageons une étiquette
unique pour chaque point terminal sur sa branche, et chaque fois que des branches
se rencontrent en nceud, nous ajoutons leurs étiquettes dans des listes circulaires. De
la, chaque point ¢ connait tous ses ancétres py, pa..p,, et le critere de recouvrement
est testé pour chaque couple (¢, p;); des que 'un d’eux dépasse le seuil on stoppe

(figure 60).

6.5.3 Embellissement et simplification

Au niveau macroscopique, le squelette comporte des branches périphériques de
moindre importance, qui sont élaguées au §6.5.2. Au niveau des pixels, on peut

distinguer 3 catégories de points dans le squelette:

e le point extrémité, qui a une unique composante 4-connexe de voisins non dans

le squelette;
o le point normal, qui a exactement 2 8-voisins;

o le point de branchement, non-extrémité, qui a au moins 3 8-voisins.

On fait apparaitre ces catégories de points sur un fragment de squelette figure 61.

extrémité branchement D normal

dent supprimé
zigzag décalé

EEEN EEEN

Fi1G. 61 - Fragment de squelette

L’algorithme d’amincissement du §6.5.1 privilégie la rapidité, mais provoque de
nombreux ‘zigzags’ et de ‘dents’ (point extrémité voisin d’un point de branchement).
Tout I'intéréet consiste a produire le squelette le plus simple structurellement, pour
faciliter le parcours ultérieur des arcs du squelette, et le squelette le plus ‘lissé’, pour
la robustesse de la polygonalisation de ces arcs, effectuée au chapitre 7. Pour obtenir

de beaux squelettes, on doit donc corriger les zigzags et supprimer les dents.
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dy

P
PARS

ds.4 ds711

F1G. 62 - Squelette définitif (apres élagage § = 2 X a et embellissement) et bord

externe de la région codée
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La correction des zigzags s’opere en déplacant le marqueur de certains points vers
un voisin. Un point p n’ayant dans S que 2 voisins n;(p) et n;42(p) (¢ = 1,3,5,7,
addition modulo 8) est supprimé de 5, au profit de son voisin n;41(p), qui est marqué
a la place de p dans le méme temps. On peut décider de n’accepter n;1(p) que s’il
faisait partie de LM (originale) avant sa réduction a I’épaisseur unité, auquel cas il

est un point de squelette de plein droit.

La détection des dents est tres simple, vu leur définition. La suppression du point

extrémité peut modifier (c’est le but) la catégorie du point de branchement voisin

(figure 61).

On doit tenir compte du fait qu'un déplacement ou une suppression peuvent
causer un épaississement de S dans le voisinage, qui fera supprimer d’autres points,
créant des dents, zigzags, etc.

Nous avons implémenté la phase complete d’élagage / embellissement / correc-
tion selon un schéma parallele. On mémorise au départ tous les points terminaux,
puis chaque sous-phase est accomplie et donne lieu éventuellement a un voisinage
a traiter. On ne balaie plus I'image, d’ou la tres grande rapidité du processus. La

figure 62 montre le résultat final sur notre exemple.

6.6 Discussion

Dans la méthode de squelettisation que nous avons présentée dans ce chapitre,

on peut regrouper certaines phases, et nous ramener a 1’algorithme suivant :

1. calculer I'image de distances DM (2 parcours);

2. marquer I’axe médian, les points selles et les chemins de reconnection (1 par-

cours alterné avec une propagation);
3. remplir les faux trous et mémoriser les points du squelette (1 parcours);
4. réduire a I'épaisseur 1 (les points sont directement adressés);

5. élaguer et simplifier (le squelette est parcouru a partir des points extrémité).

On ne peut pas parler ici de complexité de ’algorithme, mais de nombre de passages
sur 'image. Le cott de cet algorithme est modeste en temps de calcul car seulement
5 parcours de l'image sont nécessaires, quelle que soit 1’épaisseur de la forme a

squelettiser.
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Cependant le temps de calcul dépend du ratio entre les points objet et fond de
I'image, ainsi que de la distance employée. L’algorithme a été testé sur un ensemble
d’images 512 x 512 dans [Thi94b]. La comparaison des résultats montre que le temps
de calcul est légerement plus grand pour ds 711, puisqu’il nécessite des opérations
sur un plus grand nombre d’arguments. La distance dg est a peine plus cotiteuse que

dy et ds 4, la ligne médiane étant plus épaisse pour ds.

Le critere d’arrét pour 1’élagage est donné au §6.5.2 en terme de degré de recou-
vrement, et se traduit par une plus ou moins grande perte en nombre de pixels selon
la distance employée. Cela est di a la géométrie des boules. Le ratio entre les points

objet et les points perdus donne une mesure de la réversibilité de la méthode.

Un compromis raisonnable entre le temps de calcul et la réversibilité est ds 4. Le
squelette produit par cette distance présente aussi une bonne stabilité en rotation.
C’est pourquoi ds 4 est généralement employée dans les applications.

La distance ds 711 doit étre préférée lorsque une plus grande fidélité est requise,
car elle est tres proche de la distance euclidienne. Le temps de calcul légerement
supérieur est compensé par la plus grande stabilité en rotation, et la précision utile

par exemple en morphométrie.

Le critere d’élagage peut étre amélioré. Une estimation de I’aire non recouvrée
affinerait la réversibilité, mais peut-étre aussi au détriment de la simplicité du sque-

lette.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une méthode unifiée pour extraire le sque-
lette pondéré d’une image de distance, construite avec les distances discretes les
plus courantes. Nous avons utilisé des distances a un poids (dy), deux poids (ds et
ds4) et trois poids (dsz11). L’algorithme peut étre facilement étendu a toute dis-
tance d,; ou d,p .. Pour ce faire, il suffit de recalculer les tables de correspondance
pour 'extraction de I'axe médian. L’extension aux distances de plus de trois pondé-
rations est possible, avec quelques modifications supplémentaires: au niveau de la
ligne médiane, il faut adapter le suivi de gradient et la recherche des faux trous. Si
la démarche est voisine pour la distance euclidienne, on peut difficilement unifier le

détail des opérations et des structures.
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Employer différentes distances produit naturellement des cartes de distance et
des squelettes d’aspect et de propriétés différentes. Cela nous permet de choisir la
distance la plus appropriée a une application donnée. Dans la figure 62 on montre
la géométrie des squelettes, ainsi que la forme recouverte tres caractéristique. Evi-

demment la distance qui produit les meilleurs résultats est la plus isotrope, ds711.

Le temps de calcul est tres limité, et les phases de 1’algorithme peuvent étre re-
groupées a 5 inspections de I'image. Certains algorithmes de squelettisation sont
congus directement sur machines paralleles [Ube93]. Notre méthode peut étre paral-
lélisée, mais avec une stratégie spécifique pour chaque étape. Les cartes de distances
sont traitées au §2.4.4. L’extraction des points selle et de I’axe médian est une opé-
ration locale. Les phases de propagation et de parcours du squelette demandent une

étude particuliere.



Chapitre 7
Description de formes

Une forme binaire, pouvant étre percue comme la superposition de régions élon-
gées, est décomposée en régions simples a travers son squelette. Le squelette pondéré
est interprété comme une courbe 3D, ou les coordonnées de chaque pixel sont les
coordonnées planaires plus le poids. La courbe 3D est polygonalisée, chaque segment
représentant 1’échine d’une région élémentaire, i.e dont I’épaisseur change linéaire-
ment et dont 'orientation est fixe. De la les échines sont analysées, pour simplifier la
décomposition du squelette et éviter la redondance. Certaines échines sont annihilées
tandis que d’autres sont fusionnées.

Les éléments résultants sont utiles pour la représentation et la description de
la forme. La décomposition peut étre menée a différents niveaux de résolution, en

jouant sur la polygonalisation et la fusion.

107
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7.1 Introduction

Partant d’un systeme de représentation, la description est une étape importante
pour la compréhension ou le traitement de formes.

La description est spécifique au type de scene a analyser (images binaires ou en
niveaux de gris, volumes, mouvements, robotique). Nous nous intéressons au cas des
images binaires 2D. Les deux grandes classes de codage d’un objet binaire sont les

représentations par les régions, et les représentations par les contours.

Le contour d’une forme discrete, constitué d’une suite de points, est une in-
formation locale. De nombreuses applications peuvent s’en satisfaire, par exemple
la décomposition en parties convexes a partir du contour [Ong92]. Les méthodes
orientées contour sont généralement plus efficaces lorsqu’elles s’appuient sur une
approximation du bord, qui est plus simplifiée, par exemple avec des segments de

droite [PavT77], des segments et des arcs de cercles, ou avec des splines [Pav92].

Le codage des régions est une approche alternative et complémentaire au co-
dage par les contours. La forme est dissociée par partitionnement ou recouvre-
ment. L’exemple typique de partitionnement est le quadtree [Sam90]. Un deuxieme
exemple, qui n’est pas contraint par le maillage, est le pavage de Voronoi [Ber94].
[’axe médian (chapitre 5) et le squelette pondéré (chapitre 6) donnent un recouvre-

ment de la forme; on y revient dans la suite.

Les représentations axiales allient contours et régions. Elles sont dédiées a une
classe de formes appelées rubans. Les rubans de Blum [Blu78] sont générés en faisant
glisser un disque sur une courbe planaire. Les rubans de Brooks [Bro81] utilisent le
meéme principe, mais avec des segments perpendiculaires a la courbe. Les rubans de
Brady [Bra84] sont définis par des symétries locales. Ces trois familles de rubans

sont comparées dans [Ros86, Pon88].

Pour évaluer une représentation, il est nécessaire de prendre en compte ses qualités
de compression, son degré de réversibilité, les caractéristiques de la structure de
données, le cout de calcul de la représentation, ainsi que son potentiel d’adaptation
a différents traitements. En ce sens, il n’existe pas de représentation idéale, chacune

d’entre elles se révélant mieux adaptée a certains objectifs.

Nos objectifs sont relatifs aux traitements des objets contenus dans une image,

en termes d’interprétation et de manipulation.
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L’interprétation de formes géométriques peut s’exprimer par un systeme de repré-
sentation fondé sur des formes élémentaires, qui par exemple coincident localement
avec les régions. Un graphe permet alors d’accéder a une description hiérarchisée.

La manipulation peut étre la décomposition d’objets complexes en entités plus
simples, ou le filtrage par la suppression de parties non significatives.

Nous excluons de ce chapitre les traitements géométriques et ensemblistes, qui ne

relevent pas de la description et de la compréhension de formes.

Un premier moyen d’appréhender le contenu d’une image est ’extraction de pa-
rametres. Ainsi les moments et les projections sur les axes sont directement calculés
a partir du squelette pondéré (avec ds) dans [San90]. On mentionne d’autres para-
metres géométriques, tels que 'aire, le périmetre et le centre de gravité, et les para-
metres topologiques comme le nombre d’Euler et les nombres de connexité [Cha9l], a
partir desquels on peut avoir une évaluation de la complexité de la forme, et produire
d’autres parametres, tels que le facteur d’allongement ou le degré de convexité.

Le degré d’appariement est un élément descriptif pour la reconnaissance; il est lié
a une base de formes, nécessairement finie. Il peut étre calculé a I'aide d’une image
de distance [Bar77, Bor86b]. L’appariement peut également étre effectué a partir de
la polygonalisation du contour [Ste90].

Dans [Rom93], le contour est approximé par des B-splines quadratiques. Les axes
de symétries locales en sont ensuite extraits, suivant ’approche des rubans de Brady
[Bra84]. Par nature cette représentation est locale, tres sensible aux bruits, et cot-
teuse a calculer. L’utilisation de B-splines leve ces problemes. Les axes de symétrie
sont ensuite exploités pour la décomposition de formes, fondée sur I'importance re-
lative des régions et leurs relations spatiales. Mais certains phénomenes liés aux

B-splines, et la non-homotopie des axes de symétrie, limitent cette méthode.

Disposant d’un squelette pondéré calculé dans le chapitre 6, notre objectif est de
mettre a ’épreuve cette représentation, en développant une description souple et

utilisable pour la manipulation et I'interprétation de formes [Thi94a, Thi94c].

Dans la bibliographie antérieure, on trouve dans [Sir91], une représentation uni-
quement fondée sur la polygonalisation d’un squelette binaire. Une méthode plus éla-
borée [Chi89] approxime un squelette pondéré (avec dg) par des segments de droites
et des arcs de cercles. L’appariement de deux graphes structurels quelconques, pro-

venant de la polygonalisation d’un squelette, est développé dans [Dar94]. Le contexte
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de ces deux dernieres méthodes est la reconnaissance de caracteres.

Ces représentations tiennent peu compte de 1’épaisseur des objets, et sont trop
focalisées sur une méme problématique. Nous effectuons au §7.2 "approximation
polygonale sur le squelette pondéré (multi-distance), en tenant compte de I’épaisseur.
L’exploitation des propriétés du codage a lieu au §7.3. La simplification et la fusion

de la description, dans le but de faciliter 'interprétation, sont présentées au §7.4.

7.2 Polygonalisation du squelette

7.2.1 Préliminaires

Le squelette pondéré est calculé au chapitre 6 sur des objets pouvant étre percus

comme 'union de régions élongées (ou de rubans).

La classification des points de squelette en point extrémité, point normal et point
de branchement est définie au §6.5.3. Un point extrémité est placé en correspondance
avec le bout d’une région élongée de I'objet. Un point de branchement identifie la
rencontre d’arcs du squelette, et est positionné au niveau de la superposition des

régions élongées.

Les points extrémité et de branchement nous autorisent a interpréter le squelette
comme la concaténation de branches de squelette. Ce sont des arcs du squelette,
dont les points sont tous normaux, sauf les terminaisons. A ce propos, on appelle

branche de squelette périphérique une branche délimitée par un point extrémité.

Lorsque tous les pixels de S sont des points normaux, alors le squelette est une
simple courbe. Cette courbe est traitée comme une unique branche de squelette, dont
les extrémités sont choisies arbitrairement parmi 2 points adjacents du squelette. Ces
deux pixels sont considérés comme deux points de branchement, pour traiter toutes

les branches de squelettes de facon homogene.

Une région élémentaire de ’objet B est un ensemble R, obtenu par transformation

de distance inverse (§2.4.3) sur une section de branche de squelette, tel que:

o |’épaisseur locale de R change linéairement et monotoniquement le long de la

section de branche de squelette;

o les parties du contour communes a R et B sont des segments.
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La section de branche de squelette correspondant a la région élémentaire R est
I’échine de R. L’échine peut étre raisonnablement représentée par les coordonnées
et le poids de ses extrémités. En retour, une approximation de R peut étre obtenue
avec l'enveloppe convexe des deux disques associés aux extrémités de 1’échine. Les
disques ont des allures différentes suivant la distance adoptée, alors que la portion
centrale de ’enveloppe est un trapeze.

Cortopassi a proposé le terme gyrel pour une région élémentaire, en s’appuyant
sur la distance dy [Cor88]. Nous conservons cette appellation pour les distances de

chanfrein. Un gyxel est représenté figure 63.

F1G. 63 - Un gyxel pour ds 4 (avec ’échine en pointillé)

7.2.2 Approximation polygonale

Le squelette est traité branche par branche. La décomposition effectuée est équi-
valente a celle que 1’on obtiendrait individuellement sur chaque région, résultant de
la transformation inverse de distance sur chaque branche. Les branches du squelette
sont en principe toutes significatives, suite a la phase d’élagage du §6.5.2.

Une structure de graphe est adoptée, pour mémoriser les terminaisons des

branches de squelette et les relations spatiales entre branches.

Chaque branche du squelette est ensuite partitionnée au moyen d’une approxima-
tion polygonale, de telle sorte que chaque portion rectiligne du squelette constitue
I’échine d’une région élémentaire.

Les points de division doivent étre placés aux changements de direction sur le
squelette qui refletent un changement d’orientation au niveau du contour. Des points
de division doivent aussi étre placés lorsque la variation de 1’épaisseur n’est plus
linéaire ou monotone. Pour localiser ces deux types de points de division, nous
considérons chaque branche de squelette comme un arc dans I'espace 3D, repéré par

les coordonnées planaires et la distance normalisée.
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La valeur normalisée d’un point du squelette étiqueté a p, est le plus petit entier

k, tel que k > p/a, pour une distance d,p,....

Nous normalisons la distance pour traiter de facon uniforme les trois coordonnées,
en autorisant une variation d’une unité dans chacune des trois directions, lorsque
I’on passe d’un point du squelette a 'un de ses voisins. Grace a cela, la branche de

squelette est encore un arc connexe dans la représentation 3D.

L’approximation polygonale est effectuée avec I’algorithme récursif de Pavlidis
[Pav77]. Sa mise en ceuvre est tres simple, et le résultat n’est pas influencé par le
sens de parcours de 'arc. D’autres propriétés intéressantes liées a cet algorithme

viennent conforter son choix au §7.3.

Les terminaisons de la branche courante, notées v; et vy, sont acceptées comme
points de division, et sont stockées dans la structure de données. De la sont identifiés
récursivement de nouveaux sommets (mémorisés dans la structure de données). La
distance euclidienne dsp(p) entre chaque pixel p de la branche de squelette et la
droite 3D (v;,vs) est calculée. Celui des points p qui maximise dsp est pris comme
nouveau sommet v, a condition que dsp(v) soit supérieur a un seuil 8, fixé a priori. Le

processus est relancé sur les sous-arcs (v, v) et (v, vy); il s’arréte lorsque dsp(v) < 6.

Si plusieurs pixels de la branche du squelette maximisent dsp(p), les deux points
vy et vy qui sont respectivement les plus proches de v; et vy sont acceptés comme
sommets, et le processus est relancé sur les 3 sous-arcs (v;,vy1), (v1,v2) et (vg,vg).
En effet, accepter tous les points qui maximisent dsp(p) pourrait engendrer une ap-
proximation polygonale avec trop de sommets, pas tous nécessairement significatifs.
A contrario, n’accepter qu'un seul point rendrait la décomposition dépendante de

I’ordre dans lequel les pixels sont examinés.

Nous remarquons que le calcul de la racine carrée nécessaire pour obtenir la
distance euclidienne dsp(p) peut étre évité, puisque le méme résultat est obtenu en

comparant le carré de la distance et le carré du seuil.

La valeur du seuil é est fixée selon la tolérance considérée comme acceptable pour
une tache donnée. Le seuil doit étre assez petit pour favoriser un recouvrement fidele
des régions élémentaires. La valeur § = 1.5 s’est révélée expérimentalement correcte ;

elle est utilisée figure 64 sur une forme synthétique.
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Fi1Ga. 64 - Partition du squelette pour ds 4 et § = 1.5. Les sommets sont numérotés.
7.3 Propriétés du partitionnement

7.3.1 Aspect multirésolution

Des algorithmes de calcul d’un squelette multirésolution ont été proposés dans
la littérature [Arc81, Dil87]. Ils tenaient compte de la courbure du contour pour
détecter les points extrémité, et fournissaient différents squelettes, selon la présence
ou la longueur de branches périphériques. De la était possible une hiérarchie entre

les branches de squelette, et donc entre les régions élongées.

Dans la méthode que nous proposons, différentes représentations des mémes
branches de squelette sont réalisées a différents degrés, en faisant varier les seuils
(croissants) de la polygonalisation [Thi93b]. Le but est d’obtenir une description
multirésolution des régions élongées associées aux branches de squelette. Le seuil le

plus petit donne le plus haut degré de description.

En fait, approximation polygonale n’est faite qu’une seule fois, en prenant la
plus petite valeur des seuils que I'on veut tester. Grace a I’algorithme récursif de dé-
coupage de Pavlidis, les sommets candidats au plus bas degré sont déja des sommets
acceptés dans les résolutions supérieures. L’information nécessaire pour identifier les

sommets dans les approximations successives est disponible, car des qu’un sommet
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p est mémorisé a une étape donnée dans le processus récursif, nous stockons la dis-
tance dsp(p). Pour obtenir une description plus grossiere avec un seuil plus grand,

il suffit de le comparer a dsp(p).

vl x|y |k m|t v |y | k|m|t v | |y | k|m|t
113040 |15|5 |b 1011073 |15] 3 |n 191112221415 |e
2120 |38 |12]5 |e 111104169141 |n 20 (106 (25|13 |1 |n
3135 [128]16]5 |e 12195 [67|15|5 |n 21188 [26|13|1 |n
4151 [128 (17| 1 |n 13] 68 |68[12] 2 |n 22173 [32|12] 2 |n
5073 1129|144 |n 14151 |74|11] 3 |n 23155 [34|14|1 |n
6105118 |12]5 |n 1534|7516 |5 |n 24136 [39|13]1 |n
71116104 |14| 3 |n 16| 31 |68[|15| 1 |n 25131 [40(15|5 |b
81117186 |14]5 |n 17] 31 |51 11| 2 |n

91115179 |16 | 1 |n 18] 31 (41({14]5 |b

FiG. 65 - Représentation compacte d’une multirésolution du squelette

Nous proposons une représentation compacte des multiples résolutions effectuées
sur une forme [Thi93b]. Nous associons a chaque sommet de numéro ¢ un quintuplet
(x,y, k, m, t) ou (x, y) sont les coordonnées cartésiennes, k la distance normalisée,
m un compteur de présence du point aux différents niveaux de résolution, et enfin ¢
le type du sommet. La représentation compacte est illustrée dans la table de la figure
65, a partir des sommets numérotés de la figure 64. Les degrés d’approximations avec
=25 0=4 0 =06 et § =8 sont directement déduits de "approximation initiale

ou § = 1.5. Les régions associées sont représentées figure 66.

La complexité de 'algorithme de Pavlidis est en O(nlogn), ou n est le nombre
de points du squelette. La recherche des niveaux de sous-résolution est un simple
parcours d’une approximation plus fine. L’utilisation de la distance normalisée nous
permet de traiter la polygonalisation indépendamment de la distance de chanfrein

ayant permis le calcul du squelette.

Au §7.4 on est amené a distinguer deux niveaux de résolution, avec #; = 1.5 et

0y = 2, pour distinguer les sommets qui affinent les détails des sommets ‘robustes’.
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FiG. 66 - Quatre niveaux de décomposition

7.3.2 Inversibilité

Il n’est pas indispensable de regénérer les gyxels, représentés par les échines, pour
extraire des propriétés géométriques (telles que aire ou le périmetre), ou détecter
des propriétés de la forme (comme lorientation ou la rectangularité). Ces caracteres

peuvent étre facilement déduits a partir des coordonnées 3D des sommets.

Il peut étre cependant utile de recréer la forme, pour illustrer des manipulations
sur les gyxels, ou simplement avoir une représentation réversible. Deux techniques
sont applicables, par la transformation de distance inverse, ou par le tracé des gyxels.
La structure de données doit contenir les coordonnées planaires des sommets, ainsi

que le poids issu de I'image de distance (le poids normalisé serait moins précis).

Dans la premiere méthode, on trace chaque échine avec un algorithme de segment
discret ad hoc, qui pondere linéairement les pixels tout au long du segment, depuis le

poids d’une extrémité jusqu’au poids de la seconde. On redessine ainsi une forme tres
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proche du squelette pondéré de départ (mais ce n’est pas tout a fait un squelette). Il
suffit de lui appliquer une transformation inverse de distance (§2.4.3) pour retrouver

une forme tres proche de 1’'objet initial.

La seconde méthode consiste a dessiner analytiquement le bord de chaque gyxel.
Pour les distances classiques a 2 et 3 coefficients, le calcul des enveloppes convexes
est faisable par la géométrie algorithmique, connaissant les pentes de chaque coté
(§3.3.2). Pour des masques plus grands, il vaut mieux schématiser le gyxel en em-

ployant directement des cercles.

La premiere méthode reste dans le domaine des images de distances, alors que
la seconde se rapproche plus de la géométrie algorithmique. L’une est efficace pour
régénérer toute la forme et est simple a mettre en ceuvre, tandis que 'autre est plus

appropriée pour dessiner séparément les régions élémentaires.

La qualité de la réversibilité dépend directement du seuil de polygonalisation. Le
but principal de cette méthode n’est cependant pas d’approximer un objet le plus
fidelement possible (on a déja perdu un peu lors du calcul du squelette puis de son
élagage), mais de fournir une représentation simplifiée de la forme.

En ce sens, la polygonalisation du squelette est bien adaptée, nous ramenant a
une expression vectorielle de la forme, tres compacte et souple, qui nous autorise a

développer de I'algorithmique efficace pour la description de la forme.

7.4 Simplification et fusion

Certaines régions représentées par des échines de squelette sont (presque comple-
tement) recouvertes par des régions adjacentes, en particulier lorsque 1’approxima-
tion polygonale est réalisée avec un seuil bas. Pour éviter la redondance, les régions
recouvertes ne devraient plus étre prises en compte, ou alors fusionnées avec des
régions adjacentes [Thi93c]. Pour ce faire, on effectue dans leur ordre d’apparition

les opérations ci-apres, réalisées sur les échines.

7.4.1 Annihilation des échines courtes

Toutes les échines courtes (pour fixer les idées, disons les échines de 4 pixels et
moins) sont examinées. Les échines courtes, dont les échines contigiies ne sont pas

courtes, sont appelées échines courtes isolées.
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Toute échine courte s;, délimitée par deux points normaux, est annihilée, en
déplacant les deux sommets, partagés avec les échines contigiies s;_1 et s;4q1, vers
une position commune dans 'espace 3D. Cette position est soit le barycentre de s;,
soit 'intersection de s;,_1 et s;41, suivant 'angle entre s;_; et s;11. Le pixel commun
aux deux nouvelles échines, obtenues en modifiant s;_; et s;11, n’est pas retenu
comme un sommet, si les deux nouvelles échines sont alignées, dans la limite de la
tolérance définie lors de 'approximation polygonale. Lorsque c’est le cas, les deux
nouvelles échines sont fusionnées en une échine unique, qui représente encore une

région élémentaire.

Toute échine courte délimitée par un point extrémité ou par un point de branche-
ment est supprimée. Cependant, lorsque s; est délimité par un point de branchement,
la trace de s; doit étre gardée, pour respecter la position relative des branches de
squelette, et par la des régions correspondantes dans la décomposition de la forme.
Dans ce cas, ’échine s; joue le role de lien, mais ne possede plus de pouvoir de

représentation dans la décomposition.

7.4.2 Annihilation des échines superflues

Des échines qui ne sont pas courtes peuvent aussi correspondre a des régions
presque completement recouvertes par des régions adjacentes. Ces échines sont su-

perflues pour la représentation et la description de la forme.

Une échine peut étre considérée comme superflue, si I’enveloppe des disques cen-
trés en ses extrémités (le gyxel) ne differe pas significativement de I'union des deux
disques, ce qui peut étre le cas si les deux disques se recouvrent partiellement. Nous
évaluons le recouvrement de la facon suivante. Soit d la distance de chanfrein entre
les deux extrémités de 1’échine, et [y et [ leur poids respectifs. L’échine est jugée

superflue si la condition de recouvrement /12 4 ;> > d? est satisfaite.

Si les extrémités d’une échine superflue s sont deux points normaux et si les deux
échines contigiies sont toutes deux non superflues, alors s est annihilé en suivant la

meéme stratégie que pour les échines courtes du §7.4.1.

Les effets de ’annihilation d’une échine sont illustrés figure 67.
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F1G. 67 - Annihilation d’une échine: dans la partition initiale du squelette (a) en

trois échines (pointillé), le gyxel central non significatif est supprimé (b).

7.4.3 Croisement de régions

Les échines ayant un point de branchement en commun identifient des régions élé-
mentaires qui se croisent. Les échines sont significatives si les régions élémentaires
correspondantes ne se recouvrent pas notablement. Dans le cas contraire, leur pré-
sence n’est nécessaire dans le squelette que pour refléter les relations spatiales entre
les branches de squelette. Comme auparavant au §7.4.1, ces échines sont ramenées

au rang de lien, sans aucun pouvoir de représentation dans la décomposition.

Cependant il peut se produire que considérer 1'une de ces échines comme un
lien n’est pas suffisant, pour éliminer la redondance dans la décomposition, et pour
améliorer la stabilité de la décomposition en rotation. Ainsi des échines successives,
localisées sur la méme branche de squelette, n’ont parfois aucun pouvoir de repré-
sentation. En effet, la branche de squelette peut avoir été excessivement fragmentée
durant la phase de polygonalisation, si bien que la portion de la branche de sque-
lette, qui dans la décomposition finale ne devrait avoir qu’un role de lien, se retrouve
morcelée en de multiples fragments. D’autre part, ’approximation polygonale du
squelette, extraite avec un seuil bas, est rarement stable lorsque 1'orientation de la
forme initiale est changée. De la, une interprétation différente, quant a 1’état de lien,

pourrait survenir si la forme est rotée.

Les sommets extraits pour le seuil bas habituel §; = 1.5, qui demeurent des
sommets pour un seuil plus grand 6, = 2, sont davantage portés a étre présents dans
la décomposition du squelette lorsque la forme est rotée, et a identifier correctement
les portions de branches de squelette ne devant jouer qu’un role de lien dans la
décomposition finale. Ces sommets, dits stables, sont identifiés en se référant au
quadruplet (x, y, label, dsp) stocké pour chaque sommet durant ’approximation

polygonale (§7.2).
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Soit by, by, ..., b, les branches de squelette partageant le point de branchement vy,
et soit v; (¢ = 1 an) le premier sommet localisé sur b; subsistant dans ’approximation
polygonale pour 6,. La partie de b; délimitée par v, et v; est déclarée sans pouvoir
de représentation, si pour un sommet v;, localisé sur b; (j # i), la condition de
recouvrement du §7.4.2 est satisfaite pour les disques centrés en v; et v;. Si c’est
le cas, la partie est maintenue a un role de lien. Dans le cas contraire, la condition
de recouvrement est testée entre le disque centré en v, et entre chaque disque de la
partie de b;, délimitée par vy et v;, pour identifier le plus grand lien et pour simplifier

la décomposition. L’analyse des nceuds est illustrée figure 68.

(a) (b)

() (d) N (e)

FiG. 68 - Analyse des nceuds: les échines non représentatives sont supprimées en

(b) et (e). Les disques extrémes se recouvrent en (a), mais pas en (c); le disque

centré sur le point de branchement recouvre 1'un des trois disques en (d).

7.4.4 Fusion d’échines

A cette étape du processus, toutes les échines subsistantes contribuent a retrou-
ver la forme. En fusionner certaines pourrait étre utile pour réduire le nombre de
régions, qui vont constituer les primitives de la description de la forme. La réduction
du nombre de régions accroit généralement la stabilité en rotation, et fournit des

résultats plus en accord avec I'intuition humaine.

Des régions élémentaires suffisamment proches en épaisseur et en orientation peu-

vent étre fusionnées, en regroupant les échines correspondantes. Une région fusion-
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née, bien que n’étant plus une région simple, peut encore étre décrite a partir des
coordonnées 3D des sommets des échines regroupées. Différentes concaténations sont
possibles, en faisant varier un degré de tolérance, et elles produiront différentes dé-
compositions de la forme. Les décompositions ont toutes le méme pouvoir de repré-
sentation, puisque chaque région fusionnée est 'union de ses régions élémentaires.
Ce n’était pas le cas lorsque différentes décompositions étaient obtenues par chan-

gement de seuil dans la polygonalisation du squelette (cf figure 66).

Le fait de disposer de plusieurs décompositions du méme objet est utile pour faci-
liter la reconnaissance de la forme, et nous permet de sélectionner une décomposition

plus appropriée a la solution d’un probleme spécifique.

L’orientation et I’épaisseur de deux régions élémentaires contigués sont fidelement
reflétées par leurs échines. Si les échines, représentées par des segments 3D, sont
alignées dans les limites d’une tolérance choisie, alors ces régions sont semblables et

devraient etre fusionnées.

Chaque paire d’échines successives, appartenant a la méme branche de squelette,
est examinée. Soit (v;_1, v;) et (v;, v;41) les sommets délimitant la paire courante.
Soit D; la distance euclidienne entre v; et la droite (v,_1, vi41), et L; la distance
euclidienne entre v;_y et v;;1. Un booléen F' est initialisé a 0; il est mis a 1 en
correspondance avec chaque sommet v;, tel que D;/L; est inférieur a un seuil de

fusion ¢, fixé a priori.

Soit vy, vy, ..., v, une suite de sommets pour lesquels le booléen F' = 1. De plus,
soit vy et v,11 les deux sommets précédant immeédiatement vy et suivant immédia-

tement v,,.
e Sin =1, alors les deux échines (vo, v1) et (vy, v,41) sont fusionnées.

e Sin > 1, alors pour chaque 7 de 1 a n, la distance D’; entre v; et la droite
(vo, Vpt1) est divisée par la longueur L'; du segment [vg, vy41]. Si pour chaque
sommet on a D';/L'; < ¢, alors toutes les échines sont fusionnées. Dans le cas
contraire, on tente de fusionner avec la méme stratégie, les suites vy ...vg_1,

Vg ...vj et vj41 ... v, en incrémentant £ et en décrémentant j de concert.

Les sommets délimitant une suite d’échines fusionnées sont considérés comme les ex-

trémités de I’échine complexe résultante. Soulignons que ces sommets maintiennent
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leur pouvoir de représentation, car la région associée a I’échine complexe est |'union

des régions élémentaires associées aux échines fusionnées.

La valeur du seuil de fusion ¢ dépend de la tolérance désirée. Expérimentalement
nous avons adopté la valeur de défaut ¢ = 0.25. Des seuils plus grands peuvent

favoriser la fusion.

Nous prenons comme exemple une coupe de joint en caoutchouc, qui est squelet-
tisée figure 69, avec un seuil d’élagage de 3. Les squelettes sont polygonalisés avec
le seuil § = 1.5. Chaque segment code pour une région (un gyxel). L’ensemble de
ces régions est montré figure 70; I'information est tres redondante. Aux figures 71
et 72, 2 valeurs de fusion différentes ont été employées. Notons que contrairement a

la figure 66, les régions ne sont pas élémentaires.

La possibilité de fusion entre échines partageant un sommet de branchement
devrait aussi étre prise en compte, de facon a ce que la décomposition finale de la
forme ne soit pas conditionnée par la décomposition préliminaire du squelette en ses

branches le constituant. Des travaux complémentaires sont menés en ce sens.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une méthode de décomposition de forme se
basant sur la décomposition de son squelette. La méthode est adéquate pour des
formes pouvant étre percues comme 'union de régions élongées; elle pourrait étre
employée par exemple dans le contexte de ’analyse d’'un document, pour classifier

les symboles alphanumériques qu’il contient.

L’adéquation de la méthode dépend de la signification des donnés de départ, qui
est le squelette pondéré multi-distance développé au chapitre 6. Ce squelette inclut
en particulier une phase d’élagage, pour éviter les branches parasites. Cependant des
distorsions peuvent apparaitre, indépendamment de la technique de squelettisation,
qui sont intrinsequement liées a I'inclusion de I’axe médian dans le squelette (sans
parler de la forme des boules de la métrique discrete employée). La polygonalisation
¢élimine les petites distorsions dues aux bruits du contour ; les phases d’annihilation

et de fusion d’échines répondent aux distorsions plus larges dues a ’axe médian.

La stabilité de la décomposition en rotation est une présupposition indispensable

pour toute application ou 'orientation de la forme n’est pas connue a priori. Cette
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LigL

F1G. 69 - Squelettes pour dy, ds, ds 4 et ds 711 (de gauche a droite), et bord externe

de 'objet initial (un joint en caoutchouc).

FiG. 70 - Toutes les régions correspondant a la polygonalisation du squelette
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stabilité peut étre appréciée par le choix de la distance discrete. Elle peut étre encore
favorisée par les phases d’annihilation et de fusion, qui réduisent aux plus significatifs

le nombre de composants dans la décomposition.

Une caractéristique intéressante de la méthode est la possibilité d’obtenir des
décompositions a différents niveaux. Cela peut étre accompli en changeant les seuils
de 'approximation ou de la fusion. Dans le premier cas, la représentation obtenue
n’a pas le méme pouvoir de représentation. En effet, les éléments décomposés du
squelette sont considérés comme les échines de régions simples, indépendamment du
seuil employé. Les représentations variées peuvent étre données de facon compacte.
Dans le second cas, les décompositions different les unes des autres par le nombre
de leur régions fusionnées, mais ont toutes le méme pouvoir de représentation. Une
région fusionnée avec un seuil faible est plus simple a décrire, mais la description

complete de la forme en termes de ses régions fusionnées est moins maniable.

Le temps de calcul du procédé est tres modeste, car tous les calculs sont effectués
sur un faible volume de données (les points du squelette, puis apres, les sommets de

la polygonalisation), qui sont stockées sous forme vectorielle.

Nous sommes bien conscients que notre méthode peut étre améliorée, spéciale-
ment dans la phase de fusion. Cette phase devrait étre un point de départ pour
pratiquer de meilleures décompositions, adaptées pour une application spécifique. Il

est en effet difficile de concevoir une méthode de décomposition totalement générale.

Pour compléter notre propos, nous mentionnons certains points qui sont a 1’étude.
Nous essayons de prendre en compte plus d’information, provenant toujours des
coordonnées des sommets de la polygonalisation du squelette, qui pourrait provoquer
une fusion de régions plus en accordance avec I'intuition humaine. Ces informations
concernent la détection de sommets dont le signe de la courbure change, ou dont la
valeur de distance est minimale. La détection de tels sommets pourrait nous aider
a ne pas fusionner des objets en forme de ‘S’ ou de clepsydre. De méme la phase
de décomposition du squelette pourrait étre mieux adaptée au traitement de formes
arrondies. Par exemple, a la place d’une approximation polygonale, on pourrait

employer une technique d’approximation de courbes, telle que les B-splines.



Chapitre 8
Développements

Ce chapitre présente les outils développés et leurs environnements d’exploitation,
puis leur utilisation dans le cadre d’applications.

Deux logiciels de traitement d’images sont décrits. Pour chacun d’entre eux, le
contexte et les objectifs sont posés, puis le principe du maniement de l'interface
est donné. Nous abordons ensuite la partie développement, et nous achevons avec
I'intégration des opérateurs.

Des applications en imagerie sont par ailleurs évoquées, traitant la décoalescence

d’agrégats, le béton cellulaire et les fibres de papiers.

125
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8.1 Introduction

L’analyse d’images requiert de multiples expérimentations; des interfaces convi-
viales et puissantes sont donc nécessaires, pour les manipulations et la programma-
tion des opérateurs de traitement d’images.

L’environnement de développement relatif a ce travail a varié, suivant les labora-
toires d’accueil et les applications spécifiques; certaines ont été programmeées pour
une carte d’acquisition donnée, ou d’autres dans un langage fixé. Les différentes

plate-formes ont été:

e stations Sun (langage C);
e PC, ou PC et carte Matrox (C, Pascal, assembleur) ;

e stations Apollo (Pascal).

Les logiciels que nous allons décrire, IPS et GOLT, ont été créés respectivement
sur station Sun et sur PC. Ils ont permis de mettre au point les algorithmes qui sont

au ceeur des applications en imagerie closant ce chapitre.

8.2 Logiciel IPS

8.2.1 Historique

L’équipe INFODIS du laboratoire TIMC-IMAG de Grenoble développe depuis
1985 le logiciel Image Package Software. 1l regroupe le savoir faire du laboratoire en
analyse et traitement d’images. Il est composé autour d’une bibliotheque d’opéra-
teurs et d’'une interface multifenétres chargée de 1’activation des opérateurs.

Le but du projet IPS est triple, avec 'illustration des méthodes, leur tests (pro-
tocoles, faisabilité) et 'autoformation. Il doit faciliter la recherche et les interactions
entre les domaines de compétences, en mettant a la disposition de tous les travaux
de chacun.

Le logiciel a suivi les différentes plate-formes matérielles qui ont été utilisées au
laboratoire : stations Apollo (1985), stations graphiques IBM 6150 (1987), Macintosh
(1990). Nous nous sommes personnellement chargé de I'implémentation d’IPS sur les

stations Sun, avec le systeme UNIX! et le gestionnaire OpenWindows?, ce dernier

ISysteme multi-taches et multi-utilisateurs.
211 offre aux développeurs une vaste panoplie d’outils, trés agréables & programmer.
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étant une sur-couche du systeme graphique X11°. Notre écriture a démarré en 1992,
avec le langage C.

L’expérience des logiciels de recherche dédiés au traitement d’images nous a
conduit a reformuler completement la logique de I'interface. Le but poursuivi était de
rendre le maniement du programme le plus intuitif possible, pour qui est familiarisé
avec Openlook.

IPS est maintenant distribué en deux versions:

e La version globale (G.IPS). Elle regroupe une bibliotheque de quelque 200 opé-
rateurs généraux et spécifiques au laboratoire, qui proviennent essentiellement
des plate-formes antérieures. 1l s’agit de transformations géométriques, algé-
briques ou locales, morphologie mathématique, segmentation, représentation

par régions ou par contours, Fourier, pyramides, etc.

e La version personnelle (P.IPS). Elle comprend I'interface proprement dite, et
un Builder qui facilite 'intégration de nouveaux opérateurs. Chaque utilisa-
teur peut donc définir sa version autonome, tout en ayant la possibilité de

communiquer avec d’autres P.IPS et avec G.IPS.

8.2.2 Description de l'interface

L’interface de IPS a été concue comme un ensemble d’objets — image, opérateur,
macro, graphe, etc — qui ont chacun leur menu contextuel et leur icone appropriés.
Les icones peuvent étre sélectionnés, déplacés, superposés, dupliqués, etc. La figure

73 montre 'allure de 'interface.

La barre de commandes contient les menus File, New, Oper, Macro, Extra et Help.
Le menu New permet de demander la création d’un icone (image, macro, etc). Le
menu Oper contient la hiérarchie des opérateurs; le premier niveau du menu est
punaisé en bas a gauche de la figure 73.

La fenétre principale contient les icones. Dans notre exemple on peut voir 9 icones

image, 1 icone macro (Skeleton Comp) et 2 icones opérateur (Rotation et Area Thre-

shold).

3Systeme de fenétrage orienté réseaux, qui introduit I’entité display, correspondant & un clavier,
une souris et un ou plusieurs écrans ; il permet ’exécution et ’affichage & distance.
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Fig. 73 - L’interface IPS

Le menu contextuel d’un icone image permet d’ouvrir des fenétres d’édition et de
changer les propriétés (taille, palette de couleurs, nom). On peut également éditer

I'image en double-cliquant sur 'icone.

L’éditeur inclus dans IPS permet les manipulations classiques et quelques dessins,
le zoom et le mode loupe. Dans ce dernier sont superposables les valeurs d’une image
avec les couleurs d’'une autre, ce qui est utile par exemple pour localiser ’axe médian

sur une image de distances.

Chaque opérateur possede une boite de parametres. La boite de 'opérateur Area
Threshold est punaisée en bas de la figure 73. Elle précise le nombre d’images en

entrée et en sortie, et demande les seuils d’aire et la connexité a appliquer.

Pour exécuter un opérateur, il faut sélectionner dans 'ordre les images en entrée
(obligatoire) et en sortie (facultatif). Les images non sélectionnées en sortie sont
créées (puis ajoutées dans la sélection), sinon elles sont réutilisées, au besoin en

changeant leur taille.
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Prenons l'exemple de V'opérateur Area Threshold figure 73. L'image #4 a été
sélectionnée en entrée, puis la demande d’exécution a créé en sortie 'image #14,
qui est éditée en bas a droite.

Si maintenant on modifie les parametres de "opérateur et qu’on I'exécute a nou-
veau sans changer la sélection, I'image #4 sera encore lue en entrée, et I'image
#14 sera réutilisée. Lorsque ’exécution sera achevée, |'aspect de I’icone ainsi que le
contenu de la fenétre d’édition seront automatiquement mis a jour.

Il est possible d’attacher la sélection a un opérateur par le biais de son menu
contextuel. Un double-clic sur 'opérateur lance alors son exécution. Chaque opéra-
teur contient un voyant dans son coin inférieur gauche. Il est vert quand il est au
repos, bleu au repos avec un attachement, et rouge pendant I'exécution.

Le méme code de couleur est utilisé pour le petit pictogramme qui orne la partie
inférieure des icones macro. Ces dernieres permettent de mémoriser une séquence
d’opérateurs, qui utiliseront leurs images attachées, ou remplaceront dans leur atta-

chement les images sélectionnées en entrée de la macro.

8.2.3 Développement

Le menu décrivant la hiérarchie des opérateurs est contenu dans un fichier res-

source, ce qui permet de modifier son organisation sans rien recompiler.

La manipulation des icones est entierement gérée par le noyau d’IPS. Il est natu-
rellement possible d’ajouter de nouveaux objets en définissant simplement leur icone
et leurs méthodes. Un icone diagramme de Voronoi est en cours d’implémentation,

et des icones histogramme et masque de convolution sont en projet.

Dans cette interface, tout est dynamique. Un mécanisme interne tres important
est le dispositif de messagerie qui a été implémenté entre les icones et les fenétres.
Tout icone ou fenétre peut s’y abonner, et déclarer de qui elle peut recevoir des
messages. Le but est le suivant : chaque image peut étre éditée un nombre quelconque
de fois; une image peut étre superposée a une autre en mode loupe. De plus une
fenétre de propriétés de 'image peut étre affichée, de méme qu’un repere de I'image
pour telle ou telle fenétre d’édition. Supposons que dans 'une d’elles, nous changions
la palette de couleur. Cette fenétre va simplement envoyer le message ‘la palette a
changé’, qui sera diffusé par IPS a tous les abonnés, qui réagirons en conséquence.

Un autre exemple est le cas d’'un opérateur qui change la taille d’une image. Il
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envoie le message ‘nouvelle taille’, qui est diffusé par IPS, et tous les objets se
mettent d’eux-meémes a jour. Un dernier exemple: lorsqu’on demande a un icone
image de se détruire, il envoie le message ‘destruction’ a la ronde, et chaque objet
qui interagit avec cet icone se détruit aussi. L’icone lui-méme recoit le message et

c’est la seulement qu’il disparait.

Nous avons profité de la puissance offerte par X11 pour permettre la communica-
tion entre IPS et PIPS : il est parfaitement possible de transmettre des icones de I'un
a l'autre, par un simple ‘glisser-lacher’ de la souris. Cela évite de reprogrammer tous
les opérateurs dans chaque version de PIPS, et permet de travailler avec plusieurs

bibliotheques d’opérateurs a la fois.

Ce type de travail n’est jamais terminé, et de nombreux projets sont en attente.
Ainsi le portage de I'interface en Motif, plus répandu que OpenWindows, mais pas
trop différent car basé sur X11; la séparation de l'interface et des opérateurs, qui
seraient regroupés en bibliotheques autonomes, selon un principe client/serveur; la

définition d’un langage de macro-commandes complet.

8.2.4 Versions personnelles

La grande force d’IPS est de faciliter I'intégration de nouveaux opérateurs, grace
a un Builder*. Tout utilisateur désirant développer sa version personnelle PIPS,
lance un programme d’installation, qui crée les répertoires, importe les librairies et
le Builder. Le Builder permet de connecter tres simplement de nouveaux opérateurs,
par un jeu de questions et d’étapes successives. Le menu des opérateurs est édité;
on demande un nouveau sous-menu, ou la création d’un opérateur. Il faut rentrer
son nom ainsi qu'un nom de fonction pour le langage de macrocommandes, qui sert
en méme temps d’identificateur. Le nombre d’images et leurs légendes sont ensuite
demandés, puis le nombre de parametres et leurs types respectifs (entier, réel, poten-
tiometre, menu, chaine de caracteres, case a cocher, etc). Le langage de 1'opérateur
est enfin précisé, parmi le C, le Pascal, le Fortran et le C++ ; 'appel de "opérateur
et la définition de la boite de parametres sont alors générés automatiquement dans
une fenétre d’édition, et 'on peut au besoin compléter ’appel.

Le code généré allant appeler 'opérateur est tres lisible ; en effet, le noyau d’IPS a

*Le Builder et le rapatriement des opérateurs ont été réalisés par E. Piasentin, stagiaire en
M.S.T Expert en Systémes Informatiques, juin—juillet 1992 et juin—aout 1993.
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été systématiquement écrit par le biais de fonctions a arguments variables, s’inspirant
largement en cela de la programmation d’OpenWindows. Un appel d’opérateur est

donné figure 74.

CO_BEGIN_CONNECT (AreaThreshold)

CO_BEGIN_DEF
IPS_NAME, "Area|Threshold",
IPS_IMAGE_IN , 1, "Binary",
IPS_IMAGE_OUT, 2, "Area thresholded",
IPS_PAR_INT, 1, "Min Bg Area", 0, 65535, 10,
IPS_PAR_INT, 2, "Min Fg Area", 0, 65535, 10,
IPS_PAR_CHOICE, 3, "Foreground", 1,

"4 connect'", "8 connect", NULL,

By v e e

CO_END_DEF

CO_BEGIN_EXE
int min_bg
int min_fg
int connex

CO_GET_INT(1);
CO_GET_INT(2);
CO_GET_CHOICE(3);

thresh_area (p->pix[1], p->pix[2], p->xm, p->ym,
min_bg, min_fg, connex);
CO_END_EXE

CO_END_CONNECT

FiG. 74 - Connexion sous IPS de 'opérateur visualisé figure 73

De multiples possibilités sont mises a la disposition des développeurs, comme de
créer des boites de parametres qui réagissent a certains choix, par exemple en grisant
certains parametres. De méme, il est possible de préciser dynamiquement la taille
des images. Par exemple, une transposition doit interchanger les dimensions, et une
pyramide doit pouvoir diviser les tailles successivement par 2. Tout est fait pour que
I'opérateur n’ait pas acces aux données privées d’IPS, mais passe par des macros
en C, qui pourront évoluer de facon transparente. A ce propos, un programme de
mise a jour permet, lorsqu’une nouvelle version d’IPS est disponible, de changer les

librairies et de recompiler PIPS en accordance.

Il y a actuellement une douzaine de développeurs sous leur version propre de
PIPS; les bibliotheques vont de I'imagerie satellitaire aux snakes, en passant par
le redressement géométrique, les approximations polygonales, les images sysmiques,

les images RMN et les squelettes.
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8.3 Logiciel GOLT

8.3.1 Contexte

Un séjour de 6 mois a été réalisé durant la these, dans le cadre d’un programme
‘EuroDoc’, financé par la région Rhone-Alpes. Le laboratoire d’accueil était 1'[stituto
di Cibernetica (CNR) de Naples, avec G. Sanniti di Baja (Directeur de Recherche).

Le sujet de recherche concernait le calcul de squelettes pondérés et leur utilisation
en description de formes, qui font 'objet des chapitres 6 et 7 de ce document.

L’environnement informatique du laboratoire était principalement composé de PC.

A cette occasion, nous avons écrit GOLT, un logiciel spécialisé dans les images
de distances, qui facilite les nombreuses expérimentations et manipulations d’images
demandées par le sujet.

Un certain nombre de contraintes ont guidé le développement de GOLT :

o il fallait que les opérateurs puissent fonctionner sous GOLT et IPS sans réécri-

ture, en langage C;
o le projet devait étre bien adapté a la puissance modeste des PC;

e la réalisation devait étre rapidement achevée.

8.3.2 Interface

L’interface de GOLT se compose d’un écran principal (figure 75) et d’un écran
d’édition. GOLT permet de travailler sur 9 images fixes (150 x 150). La barre du
menu principal contient les noms des sous-menus, qui apparaissent a la droite des

images. Le choix de la distance est réalisé via un menu spécialisé (en haut a droite).

Pour exécuter un opérateur, on commence par cliquer son nom dans le sous-
menu correspondant. Cette action ouvre en bas de I’écran une boite de parametres
spécifique a l'opérateur; on a alors la possibilité de modifier ces valeurs. On clique
enfin sur les images dans 'ordre adéquat ; des que le nombre d’images est atteint,

I'opérateur est exécuté.

Un éditeur est inclus dans GOLT, qui regroupe essentiellement les fonctionnalités
offertes par IPS (dessins, zoom, loupe). L’écran d’édition est statique; les tradition-

nels ascenseurs autour de l'image sont remplacés par une vignette dans un coin
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Barre de commande du menu principal GOLT‘
Choix de la distance
Image 1 Image 2 Image 3
g g g Sous-menu
contenant
des opérateurs
Image 4 Image 5 Image 6
Boite de
Image 7 Image 8 Image 9 | parametres
de l'opérateur

FiG. 75 - L’écran principal de GOLT

de I’écran, qui montre I'image globale et la portion de I'image éditée. On peut se

déplacer dans I'image a partir de la zone d’édition comme de la vignette.

De 'aide est disponible a tout moment; il suffit de cliquer avec le deuxieme
bouton de la souris sur la partie intéressée. Cette aide concerne le maniement de

I'interface comme 'utilisation des opérateurs.

La philosophie de GOLT se distingue de celle d’IPS a de multiple égards. Les
images sont statiques, en nombre restreint, et sont sélectionnées apres l'opérateur.
Une image peut étre sélectionnée plusieurs fois pour un méme opérateur. Les opéra-
teurs ne sont pas organisés en icones; on ne peut donc pas travailler avec plusieurs
exemplaires d’'un méme opérateur dotés de parametres différents, ni attacher des
images a un opérateur.

Les ambitions de GOLT sont ainsi plus modestes, mais la prise en main est
immédiate, les manipulations sont simples et rapides, et ’architecture interne de

GOLT est d’une grande souplesse.

8.3.3 Développement

Nous avons perfectionné un gestionnaire de fenétre existant, écrit sur PC en
Pascal pendant le DEA.

Cette couche se situe immédiatement au dessus de DOS, et gere I'interruption
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souris, le clavier, les fenétres et 'affichage. Les éléments graphiques implémentés
sont les boutons, menus, cases a cocher, boutons radio, zones de saisie, zones gra-
phique. Le gestionnaire est concu de telle sorte que les fenétres et leurs décorations
puissent étre entierement décrites dans un fichier ressource ; la maintenance en est
grandement facilitée. Le déplacement des fenétres n’est pas géré, et le mécanisme
de ventilation des événements est primitif. Notre gestionnaire est simpliste mais

efficace, peu gourmand et bien adapté au projet de GOLT.

Un module écrit en assembleur réorganise la mémoire du PC a la demande, et
permet d’appeler un programme fils, ce qui n’est pas prévu a l'origine dans le couple
DOS / Turbo Pascal. Grace a cela, les opérateurs d’analyse d’images ont pu étre
écrits en langage C, de méme que des macro-commandes regroupant plusieurs opé-
rateurs étaient écrites en batch®.

Cette séparation tres nette entre l'interface et les opérateurs est a l’origine de

I’acronyme de GOLT, pour Graphical On-Line Tool.

Les images sont stockées dans des fichiers tampons; GOLT communique simple-
ment le nom des images selectionnées a ’opérateur, puis remet a jour ’affichage des
images modifiées. La segmentation de la mémoire propre a DOS nous a contraint
a limiter la taille des images a 150 x 150 (plus un bord). Mais cette taille est déja
intéressante, et bien adaptée a la puissance de la machine comme a la capacité de

I’écran.

8.3.4 Appel des opérateurs

Les opérateurs sont exécutables depuis la ligne de commande du DOS. Le nom
des images et les parametres leur sont passés en argument.

Un fichier ressource décrit les sous-menus d’opérateurs et leurs caractéristiques:
pour chaque opérateur est donné un petit script, qui déclare le nombre d’images
en entrée et en sortie, le nombre de parametres et la description de la boite de
parametres, ainsi que la boite d’aide. Lorsque "opérateur est sélectionné, les para-
metres fixés et les images cliquées, alors GOLT interprete le script et compose une
ligne de commande, avec le nom de l'exécutable, le nom des images, les valeurs des

parametres, selon le format demandé.

°Le langage de commandes du DOS.
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Cette organisation est tres souple, et permet de rajouter rapidement des opéra-
teurs, des macros, ou toute autre chose — par exemple, un programme de décom-
pression qui charge des images — sans rien recompiler. Un autre avantage indéniable,
est que durant I'exécution d’un programme fils, la sortie standard de 1’affichage et
des erreurs peut étre redirigée vers un fichier trace, qui permet de faciliter la mise
au point en cas de plantage; de méme, les images qui sont stockées dans des fi-
chiers, sont intégralement conservées. Enfin, grace a 1'utilitaire Smartdrive, qui est

un cache-disque, les chargements d’images et de programmes sont optimisés de fait.

Les opérateurs programmés sont relatifs au calcul de 'axe médian, de la ligne
médiane, du squelette et de leur décomposition, dont les algorithmes ont été décrits

tout au long de ce document :

e Divers: binarisation, inversion, rotation pythagoricienne, symétries, opérations

booléennes, opérations locales.

e Transformations de distance: carte de distance, image inverse, axe médian,

ligne médiane, boule de chanfrein, tests divers.

o Squelette: réduction de I’épaisseur, classification des points, élagage, qualité de
I’approximation, polygonalisation, son inverse, tracé des gyxels, annihilation,

analyse des noeuds, fusion, tracé des régions fusionnées.

e Macro-commandes: enchainement des traitements, calcul du squelette en 4

distances, hiérarchie de la polygonalisation, tests intensifs, etc.

8.4 Applications en imagerie

Nous décrivons brievement les applications développées au fil de cette these en
imagerie, en les illustrant principalement par des figures. La décoalescence d’agrégats
est utile en biologie, par exemple pour le décomptage de cellules. Les propriétés
physiques du béton cellulaire autoclavé sont modélisées par analyse d’images. Enfin

les fibres de papier sont étudiées a partir de la polygonalisation du squelette.

8.4.1 Décoalescence d’agrégats

Un des premiers problemes qui a été résolu [Thi9la] avec ces outils consiste a

détecter des rétrécissements dans une forme (figure 76) [Thi92e]. Nous disposons
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d’une ligne médiane qui contient I'information de distance au fond. Une zone de
rétrécissement détectable, c’est-a-dire un col sur DM, se traduit sur LM par un
minimum local (qui n’est pas une extrémité). Les chemins de séparation sont définis
en suivant la ligne de plus grande pente de part et d’autre du col sur 'image des

distances.

FIG. 76 - Séparation de deux agrégats

La détermination du col sur la ligne médiane peut étre compliquée par I’épaisseur
de la ligne médiane. Un progres considérable est obtenu en la remplacant par le
squelette pondéré. Mais le col peut étre aussi étendu sur une large zone ; 'utilisation
de la polygonalisation du squelette (§7.2) résout efficacement ce probleme.

Le choix de la distance est important, car un rétrécissement détectable pour une
distance ne 'est pas forcément pour une autre. Par exemple dans la figure 77, le

rétrécissement est détectable pour ds4 mais non pour ds.

PN

Fig. 77 - Rétrécissement détectable pour ds 4 mais non pour ds

On a tout intérét a utiliser une distance quasi-euclidienne; ainsi la figure 78
montre le plus grand rétrécissement détectable pour ds 717 mais non pour ds4, qui

soit appréciable.

8.4.2 Béton cellulaire autoclavé

Une application concernant la modélisation des propriétés dans le béton poreux
fut développée pendant le DEA a I'Institut de Mécanique de Grenoble, avec J.P.
Laurent et C. Frendo Rosso [Thi9la, Lau92]. Elle était basée sur la décoalescence a
partir de la ligne médiane et ds 4. L'utilisation de d5 711 et de la polygonalisation du

squelette devrait sensiblement améliorer la robustesse de la méthode.
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F1G. 78 - Plus grand rétrécissement détectable pour ds 11 (a droite) mais non pour

ds 4 (a gauche)

Le béton cellulaire autoclavé est un béton tres riche en pores (15% de matiere,
85% de cavités), que I'on peut produire avec des contraintes quelconques. C’est un
matériau tres intéressant, dont on voudrait pouvoir modéliser certaines propriétés
a partir de coupes. Il est conducteur au niveau de la matiere, et isolant au niveau
des cavités. Pour modéliser la conductivité thermique, I'idée est de considérer cette
matiere comme un réseau de résistances et de calculer par des méthodes relevant
de ’électricité I'impédance équivalente. Etant principalement constitué de vide, le
circuit n’est pas connecté en de nombreux endroits ; ¢’est pour cela qu’il est nécessaire
de considérer la coupe de béton en ZD%, c’est-a-dire de rajouter les liens qui passent
dans les couches supérieures ou inférieures entre les pores.

C’est la que "analyse d’images entre en jeu: on détecte les rétrécissements entre
pores, on rajoute de la matiere au niveau des séparations, puis on calcule ’exosque-
lette, qui sert de base au circuit électrique.

La méthode est tres performante, et fait économiser beaucoup de temps sur des
méthodes d’érodé ultime. De plus elle permet d’accéder a un parametre supplémen-

taire, qui est le taux de ‘tortuosité’.

8.4.3 Fibres

Un logiciel de caractérisation de fibres dans les images de papier par utilisation
des transformées en distances a été développé pour A. Tessadro, de I’Ecole Fran-
caise de Papeterie de Grenoble [Tes94]. Il s’agissait de calculer le squelette et son
approximation polygonale, qui sert de base pour étudier les fibres, au niveau de la

courbure, de la longueur, et de générer par exemple un diagramme de leurs largeurs.



138 CHAPITRE 8. DEVELOPPEMENTS

Le cahier des charges était difficile: il fallait contenir les algorithmes sur une
carte Matrox, avec 2 plans mémoire 512 x 512 de 8 bits chacun. Les algorithmes
sont completement réécrits et optimisés en fonction de l'acces ligne a ligne de la
carte. La phase d’élagage est simplifiée (il faudrait une troisieme image pour stocker
les étiquettes), et la polygonalisation est réalisée en 2D. Le premier plan image est
dévolu a I'image de distance. Comme ce plan est de 8 bits, le choix de d3 4 s'impose

pour traiter toutes sortes de fibres. Le second plan sert d’image de travail.
M LXK
§

Sty

Fic. 79 - Pate mécanique d’épicéa

Les images de fibres sont tres difficiles et de nature assez variée. A la figure 79
est représentée de la pate mécanique d’épicéa. Le traitement complet sur une image
512x512 est de 45 secondes, contre 5 minutes pour Visilog, dont ’algorithme de sque-
lettisation (binaire) plus frustre, ne polygonalise pas le squelette. Les algorithmes

ont été mis au point dans IPS, avec un module simulant la carte Matrox.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit des logiciels de traitement d’images, réalisées
en complément du travail théorique et du développement des outils, ainsi que des

applications utilisant les squelettes.



Chapitre 9

Conclusion générale

Les squelettes discrets au temps des romains

Mosaique, Musée Archéologique National de Naples.
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La géométrie discrete est un domaine tres vaste ou il reste beaucoup a faire.
Dans le contexte de I'analyse d’images, les images de distances ont leur role a jouer.
L’étude réalisée dans ce document, a montré combien les distances de chanfrein sont

une alternative remarquable a la distance euclidienne.

Nous avons développé une théorie des distances de chanfrein, nous permettant de
définir les conditions exactes de distance et de norme, cette derniere étant liée a la
régularité du masque. Nous avons pu établir de nouvelles formules de calcul direct,
et montrer I'impérativité de bien avoir une distance pour la validité des algorithmes

de calcul de I'image de distance.

Nous avons fait un état de 'art en ce qui concerne 'optimisation des masques,
dans le but d’approximer au meilleur cott la distance euclidienne. Une méthode
plus simple et plus efficace a été décrite, qui par le biais de 'exhaustivité, et en se
basant sur 'erreur effective, assure de 'optimalité des masques. De plus nous avons
établi les formules de changement de facteur d’échelle, qui permettent de comparer

les différentes méthodes de la littérature.

Le chapitre concernant 1’axe médian contient un nouvel algorithme remarqua-
blement efficace de calcul de tables de correspondance pour caractériser les centres
de boules maximales. Il nous a donné la possibilité de contredire le postulat selon
lequel une boule recouverte par une autre, 1’était obligatoirement par une boule cen-
trée dans le voisinage de pondération. La condition de détectabilité est ouverte, et

promet d’intéressantes recherches.

Un algorithme de squelettisation multi-distance a été proposé, et la présenta-
tion a été effectuée avec les quatre distances de chanfrein les plus courantes; mais
la méthode est adaptable aux masques plus grands, les deux seuls problemes aux-
quels répondre étant le suivi de gradiant dans de tels voisinages, et la nécessité d’une
formule de calcul direct pour la phase d’élagage. .’algorithme unique permet en par-
ticulier de comparer les mérites des différentes distances. Une étude complémentaire

de la rotation du squelette serait a ce titre intéressante.

La méthode de description de formes, faisant appel a la polygonalisation du sque-
lette, est tres prometteuse. Il reste de nombreux points a compléter, au niveau des
points de branchement et de la fusion de régions; une technique d’approximation
fondée par exemple sur les B-splines serait a étudier. Une autre perspective serait

I'utilisation du squelette pour la mise en correspondance.
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Les squelettes ont été construits dans plusieurs interfaces, élaborées en plus de
la these ; I’application de ces méthodes a des problemes concrets s’est révélée tout a

fait satisfaisante.

Les progres techniques au niveau des ordinateurs et des capteurs permettent de
plus en plus de travailler en 3D. En particulier en robotique, il est indispensable de
se placer dans cet espace. C’est pourquoi la prochaine grande étape de ce travail
doit étre la généralisation des distances de chanfrein au 3D, tant au niveau de la
théorie qu’au niveau des algorithmes. Certains points sont immédiats, mais d’autres
font apparaitre des problemes spécifiques a la troisieme dimension. Nous espérons

que ce travail trouvera son utilité pour aider a cet aboutissement.
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