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Introduction

G�en�eralit�es

La vision arti�cielle a pour but de permettre �a des syst�emes automatiques, informa-
tiques ou robotiques, d'acqu�erir et de traiter des informations visuelles, en s'a�ranchis-
sant au maximum des capacit�es visuelles d'un op�erateur humain. En cela, elle di��ere
de l'imagerie, qui utilise aussi des images, mais qui laisse les op�erations de traitement
de haut niveau et d'interpr�etation �a un op�erateur humain.

On peut diviser la vision en deux grands domaines : l'acquisition des images, et le
traitement de celles-ci.

L'acquisition des images est un domaine fort ancien. On peut consid�erer que la
peinture en est un lointain ancêtre. Plus proche de nous, la photographie, le cin�ema et
la vid�eo sont, entre autres, des syst�emes d'acquisition. Le but est de transformer un
signal physique fugitif, compos�e d'ondes �electromagn�etiques, en un signal d'une autre
nature, �electronique analogique ou digital, magn�etique, chimique ou informatique. Les
domaines concern�es par une telle op�eration sont nombreux : physique, instrumentation,
�electronique, automatique, traitement du signal, micro-informatique: : :

Le traitement des images consiste �a transformer le signal obtenu pour en tirer des
informations de niveau d'abstraction ou de symbolisme croissant. Les informations
peuvent être des mesures, des formes, ou un interpr�etation symbolique compl�ete de la
sc�ene observ�ee.

La vision par ordinateur s'inscrit dans ce deuxi�eme grand domaine. On consid�ere
des images, repr�esent�ees de mani�ere interne �a l'ordinateur par un tableau d'entiers
appel�es pixels, chaque entier codant l'intensit�e lumineuse per�cue en un point. Cette
information est le r�esultat d'un long traitement optique et �electronique, dont le but est
de transformer le signal optique initial en ce tableau. Ce traitement n'est pas sans e�ets
secondaires, et l'information obtenue est tr�es d�egrad�ee [Bey 92]. Toute mesure pr�ecise
�a partir du tableau, que nous appellerons d�esormais image, est d�elicate ; elle n�ecessite
un calcul d'incertitude rigoureux et des m�ethodes robustes pour obtenir un r�esultat
utilisable. Cela dit, l'�il humain sait, non sans mal, utiliser de telles images. Celles-ci

13



14 Introduction

doivent donc encore contenir une information utile : le probl�eme consiste �a trouver les
traitements qui peuvent l'extraire.

Ce probl�eme n'est point trivial. L'homme dispose, en e�et, d'un syst�eme de vision
perfectionn�e et performant, tant par son capteur st�er�eoscopique autofocus �a ouverture
variable, que par les capacit�es de traitement c�er�ebral, qui lui permettent de passer
d'un traitement de bas niveau �a une interpr�etation symbolique. Par contre, l'homme
ne poss�ede pas l'expertise de sa propre vision : il est incapable d'expliquer ce qu'il fait
pour reconnâ�tre et interpr�eter ce qu'il voit, et en particulier, il ne sait donner aucune
m�ethode exploitable directement comme algorithme de reconnaissance.

La psychologie cognitive a, entre autres, pour but de rechercher et d'expliciter les
m�ecanismes de la vision humaine ou animale. La vision par ordinateur ne vise pas direc-
tement une reproduction sur machine de la vision humaine. Elle vise plutôt �a trouver
des algorithmes permettant d'arriver �a des r�esultats proches. C'est un domaine neuf,
tirant ses outils tant de l'informatique et de l'intelligence arti�cielle, que du traitement
du signal, des math�ematiques et de la g�eom�etrie ou de la physique.

On peut classer les traitements de la vision par ordinateur en trois niveaux (cf.
Fig. 0.1).

1. Un premier niveau, dit bas niveau, concerne le traitement d'une seule image :
il s'agit de regrouper les pixels, c'est �a dire les entiers de la matrice formant
l'image, selon certains crit�eres. L'information pr�esente dans une image est, en
e�et, consid�erable, et il convient de la r�eduire et de la condenser, pour pouvoir
l'utiliser plus commod�ement.

Les crit�eres de regroupement sont vari�es : on peut regrouper les pixels de valeurs
voisines pour former des r�egions, ou ceux se trouvant sur une même ligne de dis-
continuit�e d'intensit�e lumineuse pour former des contours. On peut aussi extraire
des points correspondant �a des coins, ou des extremums de courbure. Les contours
et r�egions peuvent �a leur tour être trait�es pour obtenir des segments, des lignes
polygonales ou des courbes alg�ebriques, des fonctions splines par exemple.

2. Un deuxi�eme niveau concerne le calcul de caract�eristiques num�eriques de la sc�ene
observ�ee : il peut s'agir de distances, surfaces, volumes, mouvements, vitesses, ou
d'autres mesures comme des birapports. De telles mesures demandent la plupart
du temps de disposer de plusieurs images. Un premier probl�eme consiste alors �a
apparier les images, ou �a \poursuivre" des indices, c'est �a dire �a retrouver la trace
dans chaque image d'une même caract�eristique de la sc�ene observ�ee. Le deuxi�eme
probl�eme important est l'obtention de mesures pr�ecises et peu bruit�ees. Les al-
gorithmes de ce niveau permettent la reconstruction de la sc�ene, c'est �a dire le
positionnement 3D relatif des divers �el�ements de la sc�ene, le positionnement de
la cam�era par rapport �a la sc�ene, l'�etude des mouvements des di��erentes compo-
santes de la sc�ene ou la reconnaissance de celles-ci, si cela est possible, �a partir
des caract�eristiques g�eom�etriques.

3. Le troisi�eme niveau, dit haut-niveau, concerne l'interpr�etation de ce qui est ob-
serv�e : il s'agit alors d'identi�er le contenu de la sc�ene, et de pouvoir le d�ecrire
dans un langage verbal, plutôt que g�eom�etrique ou math�ematique.
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Niveau R�esultat du traitement Objets obtenus Niveau de traitement

sc�ene objets
+ acquisition

image pixels
1 + bas niveau

primitives contours, r�egions
segments, courbes

2 + niveau interm�ediaire
grandeurs num�eriques vitesses, positions

surfaces, volumes
3 + haut niveau

interpr�etation noms d'objets

Fig. 0.1 - Les niveaux de traitement en vision.

Contenu de la th�ese

Le travail d�ecrit dans cette th�ese se situe au niveau interm�ediaire. Il concerne la
mod�elisation automatique d'objets poly�edriques pour la reconnaissance. On souhaite
pouvoir reconnâ�tre automatiquement des objets dans des images o�u ils sont repr�e-
sent�es. Cette reconnaissance peut être utilis�ee par un robot mobile pour identi�er son
environnement, par un convoyeur industriel pour trier des pi�eces ou v�eri�er leur qualit�e.

Pour reconnâ�tre un objet, il faut le connâ�tre au pr�ealable, c'est �a dire disposer
d'une information su�sante �a son propos pour pouvoir le distinguer d'autres objets.
L'acquisition de cette connaissance pr�ealable est le but de la mod�elisation de l'ob-
jet. Il s'agit de savoir quelle information est n�ecessaire pour la reconnaissance, et de
d�eterminer d'o�u et comment cette information peut être extraite.

Dans cette th�ese la mod�elisation est r�ealis�ee �a partir d'images. On connâ�t un objet
par un ensemble d'images le repr�esentant. On va alors extraire de ces images l'infor-
mation n�ecessaire pour le reconnâ�tre. Ce processus est repr�esent�e sur le sch�ema de la
Fig. 0.2. On part d'un objet dont on prend plusieurs images. Ces images sont trait�ees
et le mod�ele de l'objet est construit �a partir d'elles. Le mod�ele obtenu est rang�e dans
une base de mod�eles. Lors de la reconnaissance, on recherche si un des objets dont le
mod�ele est dans la base de donn�ee n'est pas repr�esent�e sur une nouvelle image.

La premi�ere di�cult�e consiste �a d�eterminer le type d'information utile qui peut être
extrait des images dont on dispose. On consid�ere deux types d'informations dans ce
travail : celles de type num�erique et celles de type visuel. Ce dernier vocable concerne la
notion d'aspect visuel, notion qui se rapproche de celle d'aspect topologique. Ces deux
types d'informations, num�erique et visuel, donnent les deux grands axes de cette th�ese.
Ceux-ci ne sont toutefois pas compl�etement ind�ependants : leur utilisation simultan�ee
permet même d'�eviter certains probl�emes des algorithmes ne relevant que d'un seul de
ces domaines : forte combinatoire et faible robustesse.

Le premier axe de cette th�ese concerne donc l'extraction de grandeurs num�eriques
caract�eristiques d'un objet �a partir d'un ensemble d'images de celui-ci. La plupart
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1 Objet

Des images de cet objet

Modele de l’objet

Base de modeles

Objet identifie

Image inconnue

ACQUISITION

MODELISATION

TRAITEMENT
+

INDEXATION

RECONNAISSANCE

1 Objet

Des images de cet objet

Modele de l’objet

ACQUISITION

MODELISATION

TRAITEMENT
+

1 Objet

Des images de cet objet

Modele de l’objet

ACQUISITION

MODELISATION

TRAITEMENT
+

Fig. 0.2 - Sch�ema d'une m�ethode de mod�elisation reconnaissance.

des grandeurs habituelles, longueur, angle ou surface, ne sont pas conserv�ees dans
les images. Il s'agit donc de rechercher si on peut trouver d'autres grandeurs qui se
conservent, et comment on peut calculer ces grandeurs simplement �a partir des images
de l'objet dont on dispose.

Le but d'une telle recherche est de caract�eriser chaque objet par des quantit�es
num�eriques. Pour les objets du monde 3D habituel, on utilise souvent pour les d�ecrire
leurs longueur, largeur, profondeur, circonf�erence, surface ou volume. Cette information
n'est pas calculable �a partir d'images. On va donc chercher d'autres grandeurs, mais le
but est le même.

Le cadre naturel de cette �etude est celui de la g�eom�etrie et de la th�eorie des inva-
riants. Les grandeurs recherch�ees doivent, en e�et, d�ependre de l'objet observ�e et non
de l'angle sous lequel il est observ�e. D'o�u la recherche d'invariants ind�ependants des
transformations li�ees au changement de point de vue.

L'utilisation des invariants en vision n'est pas r�ecente, mais ce n'est que r�ecemment
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qu'elle a pris son v�eritable essor. Diverses voies ont �et�e �etudi�ees : invariants 2D ou
3D, calcul�es �a partir d'une ou de plusieurs images. Ces di��erents cas correspondent
�a diverses hypoth�eses : dispose-t-on d'informations pr�ealables, d'une ou de plusieurs
images ? Si on a plusieurs images, sont-elles appari�ees ?

Dans cette th�ese, l'�etude des invariants commence par un expos�e g�en�eral de la g�eo-
m�etrie projective et de la th�eorie des invariants. Cette �etude fournit un cadre conceptuel
tr�es riche dans lequel les probl�emes de vision peuvent être pos�es de mani�ere claire et na-
turelle. Cette �etude n'est pas men�ee dans toute la g�en�eralit�e que peut avoir aujourd'hui
la th�eorie des invariants, mais elle l'est de mani�ere �a permettre la r�eponse �a certaines
questions concernant l'ind�ependance et le d�enombrement des invariants.

Diverses m�ethodes de calcul e�ectif des invariants sont propos�ees dans la litt�era-
ture. Pour notre part, nous utilisons la m�ethode in�nit�esimale pour exposer la th�eorie.
Pour la pratique, nous proposons une m�ethode g�eom�etrique, bas�ee sur la recherche des
invariants canoniques li�es �a la g�eom�etrie dans laquelle on se place. Cette m�ethode a
l'inconv�enient, par rapport �a certaines m�ethodes alg�ebriques ou symboliques, de ne pas
être syst�ematique et automatique. Elle requiert de l'agilit�e g�eom�etrique pour trouver
les invariants de certaines con�gurations. En revanche, elle se r�ev�ele tr�es simple d'em-
ploi et tr�es puissante dans le cas o�u on ne consid�ere que des �el�ements d'ordre inf�erieur
ou �egal �a deux : points, droites, plans et coniques. L'utilisation de cette m�ethode est
aussi possible pour des courbes d'ordre sup�erieur, en utilisant des �el�ements di��erentiels,
comme les droites bitangentes ou d'in
exion.

Cette m�ethode est appliqu�ee �a trois probl�emes :

1. la recherche des points coplanaires d'un objet ;

2. le calcul d'invariants 3D caract�eristiques d'un objet 3D ;

3. l'appariement des images.

Dans ces trois applications, une attention toute particuli�ere est port�ee �a la robustesse
et �a l'application des algorithmes propos�es �a des images r�eelles (par opposition �a des
images de synth�ese).

Les deux premi�eres applications sont des exemples particuli�erement probants de
l'utilisation de la \m�ethode des invariants canoniques" dans des cas complexes. L'avan-
tage de cette m�ethode est de fournir une interpr�etation g�eom�etrique simple des calculs
e�ectu�es et du r�esultat obtenu. Cela permet de d�etecter facilement les cas instables ou
certains calculs mal conditionn�es.

La derni�ere de ces applications fait le lien avec le deuxi�eme axe de la th�ese. L'uti-
lisation des invariants se r�ev�ele, en e�et, un moyen e�cace d'apparier deux images :
l'algorithme propos�e est beaucoup plus stable que les algorithmes d'appariements ba-
s�es sur les recherches d'isomorphismes de graphes, il n�ecessite moins d'informations
pr�ealables que ceux bas�es sur l'utilisation de la g�eom�etrie �epipolaire, et il exige moins
de contraintes sur le mouvement de la cam�era entre les prises de vue que les algorithmes
de \poursuite" (tracking en anglais) ou de corr�elation.

Le deuxi�eme axe concerne l'apprentissage des aspects d'un objet, appel�e encore
mod�elisation de cet objet. Pour reconnâ�tre un objet, il faut disposer d'informations
�a son sujet. Le probl�eme est donc de d�eterminer quelles informations sont n�ecessaires



18 Introduction

pour cela, de savoir �a partir de quelles donn�ees on peut extraire ces informations, et
comment cette extraction peut être faite en pratique. C'est cette phase d'extraction
des informations et de leur organisation qui est appel�ee mod�elisation.

Les grandeurs num�eriques envisag�ees au paragraphe pr�ec�edent ne su�sent g�en�e-
ralement pas : elles permettent de d�ecrire les caract�eristiques d'un objet, mais pas sa
nature. On va donc essayer d'extraire un autre type d'information des images. La dif-
�cult�e vient du fait que celui-ci n'est pas num�erique : cette recherche s'inscrit dans
un cadre bien moins formel, et il est di�cile de juger des r�esultats de cette recherche
autrement que subjectivement.

Consid�erons, par exemple, les images de la Fig. 0.3. Elles contiennent, pour un
observateur humain, su�samment d'information pour pouvoir reconnâ�tre l'objet re-
pr�esent�e. Cette information est de grande taille (13 images de taille 512� 512 pixels
dans le pr�esent exemple, mais il peut y en avoir une centaine), di�use (la valeur d'un
pixel ne donne qu'une information extrêmement faible sur l'objet) et bruit�ee. Pour mo-
d�eliser cet objet, il est n�ecessaire de d�eterminer l'information utile contenue dans ces
images, et de trouver le moyen d'extraire cette information de l'ensemble d'images.

Fig. 0.3 - Un ensemble d'images d'un même objet.

Les syst�emes de mod�elisation propos�es dans la litt�erature sont nombreux et vari�es.
Cependant, peu d'entre eux ont r�eussi �a s'imposer et �a être utilis�es dans un cercle
plus vaste que l'�equipe de leurs concepteurs. Cela est d'abord dû �a la di�cult�e du pro-
bl�eme : les solutions sont g�en�eralement adapt�ees �a diverses hypoth�eses et circonstances
explicites ou implicites, mais n'ont pas de caract�ere tr�es g�en�eral. Il ne s'agit pas, bien
sûr, de vouloir r�ealiser un syst�eme de mod�elisation universel, mais, pour un domaine
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d'application bien d�etermin�e, de disposer d'un syst�eme applicable �a un grand nombre
d'images, qui ne soit pas li�e �a un mat�eriel particulier, aux conditions particuli�eres d'un
laboratoire ou au savoir-faire d'un exp�erimentateur donn�e.

Il est propos�e un nouvel algorithme de mod�elisation dans cette th�ese. Celui-ci est
bas�e sur divers principes tir�es de syst�emes existants, organis�es de mani�ere �a obtenir
une grande robustesse.

{ Le bruit dans les images �etant tr�es important et di�cile �a mod�eliser, les mod�eles
d'objets sont construits �a partir de ce qui est per�cu, donc �a partir de donn�ees
similaires �a celles qui serviront pour la reconnaissance. Ceci est un principe tr�es
classique en classi�cation automatique.

{ La reconnaissance d'objets repr�esent�es sur des images 2D est plus ais�ee �a partir
de mod�eles 2D. La plupart des m�ethodes pour images 2D et mod�eles 3D incluent
g�en�eralement une �etape de projection du mod�ele qui est souvent d�elicate (par
exemple, calcul du graphe d'aspect �a partir d'un mod�ele CAO).

{ La robustesse vis-�a-vis du bruit est un objectif prioritaire.

A cela, on ajoute une conjecture qui donne son originalit�e �a la m�ethode : la phase
d'appariement est la plus informative. Reconnâ�tre consiste, en e�et, �a apparier une
image et un mod�ele, mod�eliser consiste �a apparier plusieurs images pour en extraire
l'information stable. C'est cette conjecture qui sous-tend l'organisation de l'algorithme
de mod�elisation et la coh�erence globale du syst�eme de mod�elisation et reconnaissance.

La m�ethode propos�ee est la suivante : on prend de nombreuses images de l'objet �a
mod�eliser depuis des points de vue di��erents. Ces images sont appari�ees deux par deux
puis regroup�ees selon les aspects qu'elles repr�esentent. Un mod�ele de chaque aspect est
construit : il regroupe les caract�eristiques stables de cet aspect. Ces mod�eles sont des-
tin�es �a être index�es dans une base de donn�ees, qui sera utilis�ee pour la reconnaissance.

Contributions majeures

Les principales contributions de cette th�ese sont donc les suivantes :

1. la r�ealisation d'un test de coplanarit�e et l'�etude de stabilit�e de ce test : �a partir
de deux images d'un objet, on retrouve les con�gurations de 4 points coplanaires
de l'objet (voir le paragraphe 2.1) ;

2. le calcul des invariants 3D et l'�etude de la stabilit�e de ces invariants : �a partir de
deux images d'un objet, on calcule des grandeurs num�eriques caract�eristiques de
cet objet (voir le paragraphe 2.2) ;

3. l'appariement de deux images par la technique des invariants locaux : on retrouve
ainsi automatiquement o�u sont les projections dans chacune des deux images de
chaque arête ou sommet de l'objet observ�e (voir le paragraphe 2.3) ;

4. la recherche automatique des aspects d'un objet �a partir d'un ensemble d'images
de celui-ci : cette recherche des aspects est un pas important de l'algorithme de
mod�elisation des objets (voir le chapitre 3).
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Plan de la th�ese

Un premier chapitre regroupe les consid�erations th�eoriques : introduction �a la g�eo-
m�etrie projective, th�eorie et calcul des invariants, introduction �a la vision. Il �xe le
cadre dans lequel prend place le reste du travail, et expose deux th�eories tr�es classiques
en math�ematiques d'une mani�ere plus adapt�ee �a la vision par ordinateur.

Le deuxi�eme chapitre regroupe les applications des invariants �a la vision. Le pre-
mi�ere application concerne la recherche de points coplanaires d'une sc�ene. Cette re-
cherche est e�ectu�ee �a partir de deux images appari�ees, et suppose connue la g�eom�etrie
�epipolaire de ces deux images. L'utilisation d'images de synth�ese permet une �etude
pr�ecise de la stabilit�e du test de coplanarit�e propos�e, test qui est ensuite valid�e avec
des images r�eelles. La r�eciproque de ce test permet, quant �a elle, de construire les
projections dans les deux images de nouveaux points coplanaires.

La deuxi�eme application est le calcul d'invariants 3D. Ce calcul utilise les r�esultats
pr�ec�edemment obtenus. Dans ce cas aussi, des r�esultats sont donn�es sur des images de
synth�ese et des images r�eelles.

La derni�ere application concerne l'appariement d'images. Cette partie, illustr�ee avec
des exemples r�eels, fait le lien avec le chapitre suivant.

Le troisi�eme et dernier chapitre traite de la mod�elisation automatique des aspects
d'un objet. Cette mod�elisation est bas�ee sur l'appariement des images. Les trois �etapes
principales en sont :

1. l'appariement initial des images et l'am�elioration de cet appariement ;

2. la d�etection des aspects et le regroupement des images selon l'aspect qu'elles
repr�esentent ;

3. la mod�elisation de chaque aspect, et le calcul de quantit�es num�eriques qui com-
pl�etent ce mod�ele.

La conclusion d�egage les perspectives ouvertes par ce travail.

Guide de lecture

La r�edaction de cette th�ese essaye de r�epondre �a deux contraintes oppos�ees. D'une
part, la g�eom�etrie projective et la th�eorie des invariants n�ecessitent une grande rigueur
dans l'expos�e, pour permettre une compr�ehension �ne des notions. D'autre part, cer-
tains lecteurs peu familiers de ces th�eories ont besoin d'approches plus intuitives pour
\faire leur intuition".

A destination de ces lecteurs, on a indiqu�e des conseils pour une \lecture rapide" qui
�evite les passages les plus d�elicats math�ematiquement et ceux d'int�erêt moindre pour
l'enchâ�nement des id�ees. D'autre part, on a pr�esent�e beaucoup de notions de mani�ere
intuitive avant de donner leur formulation math�ematique rigoureuse.



Chapitre 1

G�eom�etrie, invariants et vision :

th�eorie

Dans ce chapitre sont rassembl�ees les consid�erations g�en�erales et th�eoriques qui sont
la base du reste du travail. Mais au del�a de la simple description d'un vocabulaire qui ne
serait n�ecessaire que pour pouvoir formuler les r�esultats ult�erieurs de mani�ere pratique,
il s'agit de montrer comment la g�eom�etrie fournit un cadre conceptuel puissant dans
lequel les probl�emes de vision peuvent être pos�es, interpr�et�es et r�esolus de mani�ere
simple et e�cace.

Le probl�eme consiste �a trouver un langage dans lequel les probl�emes de la vision,
tant quantitatifs que qualitatifs, puissent être pos�es et r�esolus. Ce langage doit donc
permettre de d�ecrire des images et de manipuler de telles descriptions.

Diverses approches ont �et�e propos�ees. Tout d'abord, on peut utiliser un langage de
haut-niveau, qui permet des raisonnements symboliques. Cette option est souvent prise
par les chercheurs en apprentissage automatique [Liq 89, Con 90].

Une deuxi�eme approche consiste �a consid�erer plusieurs niveaux de repr�esentations,
avec des langages de descriptions di��erents pour chaque niveau. Une telle approche a
�et�e d�evelopp�ee par Marr [Mar 82].

Une troisi�eme approche utilise un langage proche du signal image et des concepts
tels la r�eponse impulsionnelle, la bande passante: : : . Une telle description est adapt�ee
aux �etudes de bas niveau [Can 86, Der 87a].

La derni�ere approche d�ecrit les images en termes g�eom�etriques et utilise toute la
puissance de la g�eom�etrie. Une telle approche n'est pas r�ecente en vision [LH 81].

Ces di��erentes approches se di��erencient principalement par leur niveau d'abstrac-
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tion. Marr avait une id�ee tr�es g�en�erale de la vision, qui a vieilli techniquement depuis,
mais garde tout son int�erêt par sa g�en�eralit�e et son originalit�e. Les approches de haut
niveau sont, certes, adapt�ees aux raisonnements symboliques, mais le passage entre
les images et leur description est tr�es di�cile, voire impossible pour des images non
simplistes en l'�etat actuel des connaissances. Les descriptions de bas-niveau sont adap-
t�ees au traitement e�ectif des images. La di�cult�e r�eside alors dans la pauvret�e des
raisonnements possibles.

La g�eom�etrie permet de concilier une description vari�ee des images, quoique de bas
niveau, en termes de points, droites, courbes, et un outillage tr�es complet, tant quanti-
tatif (d�erivation, int�egration, invariants: : : ), que qualitatifs (th�eorie de la morphog�en�ese
pour le calcul des aspects d'un objet).

Pour notre part, nous utilisons une description g�eom�etrique et topologique. Les
images contiennent des segments de droites et des points li�es par des relations. C'est
l'ensemble de ces donn�ees qui constitue la description d'une image.

Ce chapitre contient les fondements th�eoriques pour l'�etude de telles images. Il
est divis�e en trois parties. La premi�ere concerne la g�eom�etrie, ou plus pr�ecis�ement
quelques g�eom�etries utiles en vision : g�eom�etries projective, a�ne et euclidienne. A
titre d'information, un premier paragraphe donne quelques indications historiques et
le dernier situe, sans les approfondir, d'autres g�eom�etries, non-euclidienne, alg�ebrique
et riemannienne, et la topologie.

Une deuxi�eme partie expose la th�eorie des invariants, dans un cadre simple, c'est �a
dire sans traiter ce probl�eme dans son cadre alg�ebrique le plus large, mais de mani�ere
su�samment pr�ecise pour pouvoir en tirer des r�esultats e�caces en g�eom�etrie, comme,
par exemple, le d�enombrement des invariants fonctionnellement ind�ependants existant
dans un probl�eme g�eom�etrique.

La derni�ere partie concerne la vision, et plus particuli�erement l'approximation des
transformations r�ealis�ees par une cam�era par des mod�eles optiques et g�eom�etriques.
C'est cette �etude qui fonde la pertinence de l'utilisation de la g�eom�etrie en vision.
Le probl�eme du bruit dans les cam�eras n'est qu'e�eur�e et les traitements dits de bas
niveau ne sont rappel�es que pour m�emoire.

1.1 G�eom�etrie projective

Dans toute la suite de cette th�ese, la g�eom�etrie projective sera consid�er�ee comme la
g�eom�etrie �etalon. Cela est justi��e tout d'abord par la simplicit�e de sa caract�erisation
par M�obius : elle transforme, dans un espace r�eel, un point en un point et une droite
en une droite, ce qui est, au moins approximativement, le cas dans les images obtenues
avec une cam�era �electronique. D'autre part, l'�etude du paragraphe 1.3 montre que la
projection perspective est un mod�ele pertinent pour une cam�era.

Ce paragraphe a pour but de rappeler les principales notions de la g�eom�etrie projec-
tive. Il ne vise ni l'exhaustivit�e des notions ni la d�emonstration rigoureuse des r�esultats
�enonc�es. Pour une �etude plus compl�ete, le lecteur pourra se reporter soit �a [Com 41]
pour une introduction, soit �a [Sem 52] pour une �etude plus d�etaill�ee.

La pr�esentation de la g�eom�etrie faite ici suit le plan suivant : apr�es de brefs rap-
pels historiques, on d�e�nit la notion de repr�esentation d'un ensemble, c'est �a dire son
param�etrage par des coordonn�ees homog�enes, puis on �etudie les propri�et�es et concepts
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invariants par changements de param�etrage. Ce sont :

{ la d�ependance lin�eaire qui d�e�nit les droites, plans et hyperplans ;

{ le birapport qui d�e�nit la relation de conjugaison ;

{ les coniques.

Les g�eom�etries a�ne, euclidienne et non euclidiennes sont alors d�e�nies comme
des restrictions de la g�eom�etrie projective : on n'autorise plus alors qu'un nombre plus
restreint de param�etrages, ce qui permet d'obtenir des invariants et des concepts plus
riches.

1.1.1 Consid�erations historiques

Connâ�tre l'histoire des concepts g�eom�etriques a deux cons�equences appr�eciables.
Tout d'abord, cela oblige �a une certaine modestie vis �a vis de ses propres trouvailles.
Pour les sujets nous int�eressant, la grande majorit�e des r�esultats datent soit de l'anti-
quit�e grecque, soit du dix-neuvi�eme si�ecle. Trouver un r�esultat tant soit peu nouveau
d�epasse donc amplement le cadre de cette th�ese.

Deuxi�emement, cela permet de mieux comprendre la port�ee des concepts et leur
articulation. Ainsi, la g�eom�etrie n'apparâ�t pas comme uni��ee, mais comme subissant
un grand mouvement d'uni�cation (�emergence des structures alg�ebriques sous-jacentes)
lui donnant un champ d'application tr�es vaste, qui la renouvelle et la diversi�e sans
cesse. Ce paragraphe est largement inspir�e du livre de Dahan-Dalm�edico et al. [DD 86]
et de l'article \G�eom�etrie" de l'Encyclop�dia Universalis.

Les origines. Dans les civilisations babylonienne et �egyptienne, la g�eom�etrie �etait
pratique et pragmatique. Il s'agissait de r�epondre �a des probl�emes de la vie courante :
calculs d'aires de champs, constructions d'objets, d'habitations, de monuments: : :Quel-
ques notions g�eom�etriques sont utilis�ees : propri�et�es des similitudes pour reproduire des
dessins, valeur de � estim�ee �a 3, 3 et 1/8 ou 3 et 1/6 pour calculer des aires, ainsi que
quelques formules pour calculer le volume des pyramides.

La g�eom�etrie grecque op�ere une rupture nette avec ces origines pragmatiques. La
g�eom�etrie devient abstraite et d�eductive. L'espace g�eom�etrique est con�cu comme �etant
in�ni, la di��erence entre les dessins r�ealis�es et les objets g�eom�etriques est per�cue, un
grand e�ort est fait pour d�emontrer les r�esultats. Les plus brillantes contributions sont
dues �a Euclide, Apollonius et Archim�ede.

On doit �a Euclide, avec les El�ements, la premi�ere pr�esentation axiomatique et ri-
goureuse de la g�eom�etrie. Certes, de nombreuses imperfections subsistent, mais l'�uvre
d'Euclide reste la r�ef�erence en g�eom�etrie pendant plus de quinze si�ecles. Le postulat des
parall�eles est tr�es vite per�cu comme ayant un statut particulier. Apollonius, un �el�eve
de l'�ecole d'Euclide au mus�ee d'Alexandrie, publie un trait�e sur les sections coniques.
Archim�ede a pour sa part obtenu des r�esultats en th�eorie des aires, et il utilise une
m�ethode d'exhaustion qui est l'ancêtre des techniques d'int�egration.

Suite �a la �n de la p�eriode grecque, la g�eom�etrie n'avance plus gu�ere, mais l'h�eri-
tage d'Euclide est sans cesse retravaill�e et �elargi par les math�ematiciens arabes, puis
europ�eens �a la �n du Moyen âge. De nombreuses tentatives, infructueuses bien entendu,
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sont faites pour d�emontrer le postulat des parall�eles �a partir des autres postulats des
El�ements.

Le d�eveloppement des g�eom�etries. Il faut attendre le d�ebut du quinzi�eme si�ecle
pour voir apparâ�tre les pr�emices du renouvellement de la g�eom�etrie. L'architecte 
oren-
tin Brunelleschi (1377-1446) d�ecrit les r�egles de la perspective, r�egles qui sont reprises
et expos�ees par Piero della Francesca (1470) et Albert D�urer (1525). Dans son ouvrage
publi�e en 1511 [Alb 11], Alberti pose la question de savoir quelles sont les propri�et�es
g�eom�etriques communes �a deux vues perspectives d'une même �gure. Cette question,
pos�ee �a l'�epoque dans le cadre de la peinture et de l'architecture, sera la question �a la
base de la photogramm�etrie lors de l'apparition de la photographie, et de la vision par
ordinateur lors de l'apparition des ordinateurs et des cam�eras �electroniques. Alberti
devient ainsi un pr�ecurseur pour ces domaines modernes.

La personnalit�e la plus marquante, g�eom�etriquement parlant, du dix-septi�eme si�ecle
est sans conteste le lyonnais Girard Desargues, architecte, ing�enieur et familier des ou-
vrages d'Apollonius. Dans son ouvrage principal [Des 39], il d�ecrit les coniques comme
des perspectives de cercles, il introduit les points conjugu�es par rapport �a une conique
et il traite des pôles et des polaires dans le cas g�en�eral. Cette derni�ere notion avait �et�e
introduite par Apollonius, qui s�eparait les di��erents cas de coniques. La con�dentia-
lit�e de son ouvrage tir�e �a seulement une cinquantaine d'exemplaires, la di�cult�e du
vocabulaire utilis�e employant de nombreuses analogies v�eg�etales, expliquent un relatif
insucc�es des id�ees de Desargues.

Ces id�ees seront reprises par Pascal et La Hire, puis oubli�ees durant le dix-huiti�eme
si�ecle, si�ecle domin�e par les m�ethodes in�nit�esimales naissantes et la g�eom�etrie des coor-
donn�ees de Descartes [Des 37]. Les m�ethodes de g�eom�etrie synth�etique (par opposition
�a la g�eom�etrie analytique de Descartes) r�eapparaissent avec la g�eom�etrie descriptive de
Monge, qu'il introduit �a l'Ecole Centrale des Travaux Publics, qui devient un an plus
tard Ecole Polytechnique, et �a l'Ecole Normale de l'an III.

Les id�ees de la g�eom�etrie projective de Desargues sont reprises au dix-neuvi�eme
si�ecle par Jean Victor Poncelet, o�cier napol�eonien, fait prisonnier pendant la cam-
pagne de Russie, et qui, dans sa geôle russe, �ecrit une remarquable synth�ese des id�ees
projectives, qui sera publi�ee [Pon 22] et dans laquelle se retrouvent tous les g�eom�etres
en r�eaction contre la trop forte emprise de la g�eom�etrie analytique.

Poncelet introduit un certain nombre de principes fondamentaux de la g�eom�etrie. Il
met pour la premi�ere fois l'accent sur la notion de transformation. Transformation entre
points par projection ou homologie, et entre points et droites par dualit�e. Il ajoute même
un principe de continuit�e de ces transformations, mais qu'il ne justi�e pas. L'in
uence
de Poncelet fut tr�es grande et elle exacerba l'opposition entre g�eom�etrie analytique
et g�eom�etrie synth�etique qui s'interdisait tout recours aux coordonn�ees, revendiquant
ainsi son autonomie.

L'opposition entre ces g�eom�etrie va être r�eduite peu �a peu. Chasles et M�obius re-
prennent l'�etude des transformations et celles de leurs invariants en particulier : angles,
rapports, birapports. Ils d�esignent les transformations projectives les plus g�en�erales
par le terme d'homographie, et montrent que ce sont les applications qui transforment
les points en points, les droites en droites et conservent le birapport. M�obius montre
que cette derni�ere condition d�ecoule des deux autres. Les notions de d�eplacements,
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similitudes, transformations a�nes, collin�eations apparaissent clairement.

Le d�eveloppement de la g�eom�etrie est alors rapide. La plupart des notions courantes
de g�eom�etrie sont clari��ees. C'est �a cette �epoque que se d�eveloppent les g�eom�etries non
euclidiennes (voir le paragraphe. 1.1.9).

Le programme d'Erlangen. La synth�ese de toute cette �evolution de la g�eom�etrie
est fournie en 1872 par F�elix Klein dans son discours d'admission �a l'Universit�e d'Erlan-
gen intitul�e \Consid�erations comparatives sur les recherches g�eom�etriques modernes"
et appel�e fr�equemment programme d'Erlangen [Kle 74].

Au lieu de d�e�nir chaque g�eom�etrie par les objets sur lesquels elle travaille, il la
d�e�nit par les transformations qui la constituent. Une g�eom�etrie devient l'�etude des
invariants pour un ensemble de transformations. Mais l'apport principal de Klein tient
surtout au rapprochement de la notion de transformation avec celle de groupe.

La notion de groupe, introduite d�es 1830 par Galois, ne fut pas vraiment di�us�ee
avant que Jordan le �t en 1870, et elle restait con�n�ee au cas des groupes de permu-
tations. Klein adopte d'embl�ee le point de vue des groupes, en exhibant une suite de
groupes imbriqu�es les uns dans les autres : le groupe projectif, les similitudes (le groupe
a�ne n'est pas donn�e par Klein), les isom�etries, les d�eplacements, les translations.
Lorsqu'on passe d'un groupe �a un groupe plus g�en�eral, on ne garde qu'une partie des
propri�et�es.

Mais Klein consid�ere aussi des transformations plus g�en�erales, introduisant la g�eo-
m�etrie alg�ebrique avec le groupe des transformations birationnelles et la topologie avec
le groupe des transformations continues. Il introduit aussi la g�eom�etrie en dimension
quelconque (dans une multiplicit�e). C'est en ces termes que le probl�eme g�en�eral est
pos�e : \Etant donn�e une multiplicit�e et un groupe de transformations de cette multipli-
cit�e, en �etudier les êtres au point de vue des propri�et�es qui ne sont pas alt�er�ees par les
transformations du groupe."

Qu'en retenir ? Le programme d'Erlangen nous fournit notre cadre d'�etude de la
g�eom�etrie et de la vision. On mod�elise la cam�era dont nous disposons par des lois
optiques, puis par un mod�ele g�eom�etrique de la transformation r�ealis�ee. Nous �etudions
alors les invariants pour le type de la transformation trouv�ee. Les di��erentes parties de
ce programme d'�etude constituent les paragraphes qui suivent.

1.1.2 Repr�esentation, espace projectif, coordonn�ees homog�enes

Ce paragraphe fournit des approches de la notion d'espace projectif. Les unes, plus
intuitives pourront être pr�ef�er�ees par les lecteurs peu familiers avec cette g�eom�etrie,
qui pourront ne faire que parcourir la derni�ere, plus math�ematique. Cette derni�ere
approche permet une compr�ehension plus �ne de la nature de la g�eom�etrie projective
et du principe de dualit�e par exemple.

Dans toute la suite, IK repr�esente un corps, en pratique IR ou C. Les �el�ements de
ce corps seront appel�es scalaires. On note IKn l'ensemble des n-uplets d'�el�ements de IK
et IKn� l'ensemble des n-uplets �a l'exception du n-uplet nul.
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Approches intuitives

Premi�ere approche. On peut d�e�nir un espace projectif comme un sur-ensemble
d'un espace a�ne habituel. Prenons l'exemple du plan : on ajoute �a ce plan une droite
suppl�ementaire, appel�ee droite de l'in�ni, qu'on peut assimiler �a la droite de l'horizon.
Deux droites parall�eles, qui ne se coupent pas dans l'espace a�ne, se coupent �a l'in�ni
dans l'espace projectif : leur point d'intersection est donc sur cette droite de l'in�ni
D1. Remarquons que toutes les droites parall�eles �a une même direction, se coupent en
un seul point �a l'in�ni. Chaque point de D1 indique ainsi une direction.

Ce fait rejoint une intuition courante : les deux rails du chemin de fer semblent se
rejoindre au loin. C'est aussi la pratique en peinture de repr�esenter la \perspective" en
faisant se couper les parall�eles sur la ligne d'horizon. Cette particularit�e projective de
l'intersection des parall�eles �t �ecrire �a Stendhal : �Au commencement de la g�eom�etrie,
on dit : \ On donne le nom de parall�eles �a deux lignes qui, prolong�ees �a l'in�ni, ne se
rencontreront jamais." Et, d�es le commencement de la statique. cet insigne animal de
Louis Monge a �ecrit �a peu pr�es ceci : \Deux parall�eles peuvent être consid�er�ees comme
se rencontrant si on les prolonge �a l'in�ni."�

En g�eom�etrie classique, les points �a l'in�ni y restent. On a souvent, dans les d�ebuts
de l'�etude des coniques, l'impression que la parabole n'est qu'une ellipse allong�ee �a
l'in�ni dans une direction, et que l'hyperbole est une ellipse tellement allong�ee qu'on
la voit r�eapparâ�tre par \l'autre côt�e" du plan. Cela dit, rien ne permet de conforter
cette intuition. Toutes les applications a�nes transforment les ellipses en ellipses, les
paraboles en paraboles, les hyperboles en hyperboles.

En g�eom�etrie projective, on ne fait que consid�erer la droite de l'in�ni �a l'�egale des
autres. Deux droites se coupent toujours en un point, et il n'y a qu'une seule sorte de
conique.

Le choix de la droite de l'in�ni �etant math�ematiquement arbitraire, on d�enomme
ainsi n'importe quelle droite. C'est ce qui est fait dans les Fig.1.1 et 1.2. On a choisi
une droite comme droite de l'in�ni, et on a indiqu�e ce que devenaient alors les notions
classiques de droites parall�eles ou non, et les trois esp�eces de coniques.

Droite de l’infini

Droites paralleles

Droites non paralleles

Fig. 1.1 - Le parall�elisme pour la g�eom�etrie a�ne.

Deuxi�eme approche. Consid�erons la droite projective. On peut l'envisager comme
�etant la droite a�ne �a laquelle on a ajout�e un point �a l'in�ni. On peut aussi remarquer
qu'elle est isomorphe �a l'ensemble des droites vectorielles du plan. Consid�erons dans le



1.1. G�eom�etrie projective 27

Droite de l’infini

Ellipse
Parabole

Hyperbole

Fig. 1.2 - Les trois esp�eces de coniques pour la g�eom�etrie a�ne.

plan la droite D, d'�equation y = 1. (cf. Fig. 1.3). Chaque droite vectorielle, ou chaque
droite passant par l'origine, d�e�nit un point sur D. La droite Ox d�e�nit un seul point,
dit point �a l'in�ni, qui se trouve aussi bien �a \l'in�ni positif" qu'�a \l'in�ni n�egatif". Il
y a donc une di��erence entre la droite projective, qui ne contient qu'un seul point �a
l'in�ni et la droite num�erique achev�ee IR = IR [ f+1;�1g, qui en contient deux. On
peut faire une construction identique pour le plan projectif dans l'espace.

D

O x

y

point de l’infini
point de l’infini

Fig. 1.3 - D�e�nition de la droite projective.

Troisi�eme approche. Le probl�eme pos�e par les deux approches pr�ec�edentes est celui
du param�etrage. Pour la droite projective, on pourrait utiliser le symbole 1 pour
d�esigner le point de l'in�ni, mais cela ne r�esoudrait pas le probl�eme dans le plan ou
un espace �a 3 ou 4 dimensions. On d�e�nit plutôt un nouveau syst�eme de coordonn�ees,
dites coordonn�ees homog�enes. Consid�erons la droite. Dans une base a�ne, d�e�nie par
deux points distincts A et B, chaque point C est rep�er�e par un r�eel x qui vaut :

x =
AC

AB

Dans un syst�eme de coordonn�ees homog�enes, on va d�e�nir ce même point par tout
couple de r�eels (u; v), tel que v 6= 0 et x = u=v. Ainsi, chaque point poss�ede une in�nit�e
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de couples de coordonn�ees homog�enes. Le point de l'in�ni aura lui pour coordonn�ees,
tout couple (u; v), tel que v = 0 et u 6= 0. La droite projective est ainsi isomorphe au
quotient de IR2� par la relation de proportionnalit�e entre les couples de r�eels.

Dans le plan, la même construction est possible. Un point de coordonn�ees a�nes
(x; y) admet comme coordonn�ees homog�enes tout triplet non nul de r�eels (u; v; w), tels
que x = u=w et y = v=w. La droite de l'in�ni contient les points de coordonn�ees
homog�enes (u; v; 0), o�u u et v ne sont pas simultan�ement nuls. Même �a un facteur de
proportionnalit�e pr�es, on peut donner des coordonn�ees di��erentes �a l'in�nit�e de points
qui sont �a l'in�ni.

Lien avec l'approche math�ematique. Comme souvent, l'approche math�ematique
proc�ede �a l'inverse de l'intuition. Au lieu de d�e�nir d'abord les espaces projectifs, puis
ensuite les coordonn�ees homog�enes, elle commence par d�e�nir ce qu'est un param�etrage
par des coordonn�ees homog�enes, puis d�e�nit les espaces projectifs comme �etant les
espaces qui admettent un param�etrage par des coordonn�ees homog�enes. Dans la suite,
pour \faire son intuition", on pourra rapporter les d�e�nitions qui suivent �a un des
exemples pr�ec�edents, soit au premier exemple, fondamental, donn�e dans ce qui suit.

Approche math�ematique

Commen�cons par d�e�nir la notion de repr�esentation d'un ensemble, c'est �a dire de
param�etrisation de cet ensemble par des coordonn�ees homog�enes. On associe �a tout
�el�ement d'un ensemble tous les n + 1-uplets qui sont proportionnels �a un n + 1-uplet
donn�e non nul. Ces n+ 1-uplets sont appel�es coordonn�ees homog�enes de l'�el�ement.

D�e�nition 1 On dit qu'un ensemble E d'�el�ements quelconques admet une repr�esen-
tation n-dimensionnelle par des coordonn�ees homog�enes appartenant au corps IK, s'il
existe une application surjective de IKn+1� dans E telle que deux vecteurs de IKn+1�

aient la même image si et seulement s'ils sont proportionnels. Un ant�ec�edent d'un point
de E est appel�e vecteur de coordonn�ees homog�enes de ce point. Ces coordonn�ees
sont donc d�e�nies �a un facteur de proportionnalit�e pr�es.

Un espace projectif est alors un ensemble admettant des param�etrisations par coor-
donn�ees homog�enes se d�eduisant les unes des autres par des transformations lin�eaires.

D�e�nition 2 Un ensemble E est un espace projectif de dimension n sur le corps
IK s'il admet une classe (R) de repr�esentations admissibles n-dimensionnelles par des
coordonn�ees homog�enes de IK, telle que, si R0 est une de ces repr�esentations admis-
sibles, la classe (R) contient toutes les repr�esentations qui se d�eduisent de R0 par une
transformation lin�eaire non singuli�ere :

x0
i =

n+1X
k=1

aikxk (i = 1; : : : ; n+ 1)

Notation Tous ces espaces �etant isomorphes, on les note IPn(IK), ou IPn s'il n'y a pas
d'ambigu��t�e sur le corps IK. Les �el�ements d'un tel ensemble sont g�en�eralement
appel�es points.
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Premier exemple Soit � la relation d'�equivalence sur IKn+1� suivante :

(x1; : : : ; xn+1) � (x0
1; : : : ; x

0
n+1) ssi 9� 2 IK� (x1; : : : ; xn+1) = �(x0

1; : : : ; x
0
n+1)

Alors l'ensemble quotient IKn+1�= � est un espace projectif de dimension n sur
IK. Lorsqu'on parle d'espace projectif sans autre pr�ecision, c'est g�en�eralement �a
cet espace que l'on fait allusion.

Il existe une injection de IKn dans IPn(IK). A chaque n-uplet (x1; : : : ; xn) de IK
n,

on fait correspondre le n+1-uplet (x1; : : : ; xn; 1). Cette injection n'est pas surjective :
elle n'atteint pas les �el�ements de IPn(IK) tels que xn+1 = 0. Ces �el�ements sont appel�es
�el�ements de l'in�ni. Cette injection n'�etant pas unique, l'�equation de l'ensemble des
�el�ements de l'in�ni peut donc varier.

Dans la d�e�nition ci-dessus, les repr�esentations admissibles R de IPn(IK) sont re-
li�ees par un groupe de transformations lin�eaires non singuli�eres. Ce groupe est appel�e
le groupe projectif de dimension n sur IK. Il est not�e GP (n; IK). La g�eom�etrie pro-
jective est l'�etude des invariants de ce groupe. Dans toute la suite, et sauf mention
explicite du contraire, on prendra C comme corps de base.

1.1.3 D�ependance lin�eaire, sous-espaces, dualit�e

Ayant d�e�ni les espaces projectifs, la notion primordiale de la g�eom�etrie projective
est celle d'ind�ependance lin�eaire, qui permet de d�e�nir droites, plans et hyperplans. De
mani�ere intuitive, ces ensembles sont identiques �a ce qu'il sont dans les espaces a�nes,
�a condition de leur ajouter leurs points �a l'in�ni. Leurs �equations, qui sont lin�eaires
dans les coordonn�ees a�nes, le sont aussi en coordonn�ees homog�enes. Il n'y a donc pas
de concept nouveau dans ce paragraphe, mais plutôt une actualisation du vocabulaire
�a la g�eom�etrie projective.

Le principe de dualit�e est toutefois digne d'int�erêt. Il stipule simplement que l'en-
semble des hyperplans d'un espace projectif est aussi un espace projectif. On peut donc
manier les hyperplans comme les points : tout ce qui est valable pour les uns l'est pour
les autres, il su�t d'adapter le vocabulaire.

D�e�nition 3 Un ensemble de points P1; : : : ; Pm de IPn est lin�eairement d�ependant

pour une repr�esentation admissible R, si les coordonn�ees homog�enes de ces points x(1),
: : : , x(m) sont li�ees par une relation lin�eaire :

9(�1; : : : ; �m) 2 Cm�
mX
k=1

�kx
(k) = 0

Dans la cas contraire, les points sont lin�eairement ind�ependants.

On peut d�emontrer que cette d�e�nition ne d�epend pas de la repr�esentation R choi-
sie : l'ind�ependance lin�eaire est donc une notion projective. Avec cette notion, on peut
d�e�nir les bases projectives.

Th�eor�eme 1 Dans IPn, soient P1; : : : ; Pn+2 n + 2 points tels que n + 1 de ces points
ne soient pas lin�eairement d�ependants. Si les coordonn�ees homog�enes de ces points sont
�x�ees, la repr�esentation R est enti�erement d�etermin�ee. Les coordonn�ees de ces points
peuvent être �x�ees arbitrairement, pour autant que la condition d'ind�ependance lin�eaire
est v�eri��ee. Un tel ensemble de point forme une base projective de IPn.
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La base canonique de IPn est form�ee des points dont les coordonn�ees homog�enes
sont (1,0,: : : ,0), (0,1,0, : : : ,0), : : : , (0,: : : ,0,1) et (1,: : : ,1). Les n+1 premiers points de
cette base sont appel�es points de r�ef�erence, et le dernier point unit�e. La donn�ee
des points de r�ef�erence et du point unit�e est la mani�ere la plus naturelle de d�e�nir une
repr�esentation R.

Un changement de base est �equivalent �a un changement de repr�esentation. Les
coordonn�ees d'un point dans une des bases se d�eduisent donc de ses coordonn�ees dans
l'autre base par une transformation du groupe projectif qui ne d�epend que des bases.
Cette transformation peut être caract�eris�ee par une matrice (n + 1) � (n + 1) de d�e-
terminant non nul et d�e�nie �a un facteur de proportionnalit�e pr�es. Comme annonc�e
pr�ec�edemment, l'ind�ependance lin�eaire permet de d�e�nir les sous espaces de l'espace
projectif.

Th�eor�eme 2 Soient, dans IPn, m points lin�eairement ind�ependants, avec m � n.
Alors l'ensemble des points qui sont lin�eairement d�ependants de ces m points forment
un espace projectif de dimension m� 1. Quand cette dimension vaut respectivement 1,
2 et n� 1, cet espace est g�en�eralement appel�e droite, plan et hyperplan. L'ensemble
des sous espaces de IPn de même dimension est aussi un espace projectif.

L'ensemble des hyperplans d'un espace projectif est un espace projectif de même
dimension. Toute d�e�nition, propri�et�e ou th�eor�eme pour les points d'un espace projectif
est donc aussi valable pour ses hyperplans. La seule di��erence est li�ee au vocabulaire
employ�e. Ainsi points et droites de IP 2 d'une part, et points et plans de IP 3 d'autre
part ont les mêmes propri�et�es. Ceci est appel�e principe de dualit�e.

Un exemple classique d'emploi de la dualit�e est le th�eor�eme de Desargues. La r�eci-
proque de ce th�eor�eme est en e�et sa forme duale. En le d�emontrant, on d�emontre du
même coup sa r�eciproque, par dualit�e. Voici ce th�eor�eme et sa r�eciproque, les expres-
sions duales �etant plac�ees sur une même ligne.

Th�eor�eme 3 (Desargues)

Th�eor�eme de Desargues Reciproque du th�eor�eme

Si deux triangles sont tels que Si deux triangles sont tels que
les droites joignants les points d'intersection

leurs sommets correspondants de leurs côt�es correspondants
sont concourantes, sont colin�eaires,

alors les points d'intersection alors les droites joignant
de leurs cot�es correspondants leurs sommets correspondants

sont colin�eaires. sont concourantes.

Examinons quelques cas particuliers de sous espaces.

Droites dans IP 2. Elles sont d�e�nies par 2 points lin�eairement ind�ependants. Soient Q
et R deux points et respectivement y et z leur vecteur de coordonn�ees homog�enes.
Alors leurs coordonn�ees v�eri�ent une et une seule relation : u1x1+u2x2+u3x3 = 0,
o�u (u1; u2; u3) est un triplet de scalaires d�e�nis �a un facteur de proportionnalit�e
pr�es. L'ensemble de tous ces triplets forment une repr�esentation de l'espace pro-
jectif des droites de IP 2. Un point P de coordonn�ees x appartient �a cette droite
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si ses coordonn�ees v�eri�ent la même �equation, ou, de mani�ere �equivalente :�������
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

������� = 0

Il existe, d'autre part, deux scalaires � et � dont le rapport est d�etermin�e de
mani�ere unique, et tels que x = �y + �z. Les couples (�; �), pour tous les points
de la droite, forment une repr�esentation de l'espace projectif que constitue cette
droite.

Dans le vocabulaire de l'espace des points, on dit que deux points d�e�nissent
une droite, que trois points sont colin�eaires, qu'une droite est la r�eunion de tous
les points colin�eaires �a deux points donn�es. Dans le vocabulaire de l'espace des
droites, on dit, de mani�ere duale, que deux droites d�e�nissent un point, que
trois droites sont concourantes, qu'un point est l'intersection de toutes les droites
concourantes avec deux droites donn�ees. Le vocabulaire change, mais les concepts
sont les mêmes.

Plans dans IP 3. Ils sont d�e�nis de mani�ere analogue par trois points Q, R, et S de
coordonn�ees y, z et t. Celles-ci v�eri�ent une �equation lin�eaire u1x1+u2x2+u3x3+
u4x4 = 0, o�u (u1; u2; u3; u4) est un vecteur de coordonn�ees homog�enes du plan.

Un point P de coordonn�ees x appartient �a ce plan si ses coordonn�ees v�eri�ent la
même �equation, ou bien si det(x; y; z; t) = 0, ou s'il existe trois scalaires �, �, �
tels que x = �y + �z + �t.

Droites dans IP 3. Elles sont d�e�nies par deux points et forment un espace de dimen-
sion 4. Elles n'ont pas de repr�esentation simple par 5 coordonn�ees homog�enes.
On peut par contre les caract�eriser par un vecteur de 6 coordonn�ees homog�enes
v�eri�ant une relation de compatibilit�e. Voir [Sem 52, chapitre XV].

1.1.4 Birapport, �el�ements conjugu�es

Apr�es celle d'ind�ependance lin�eaire, la deuxi�eme notion fondamentale est celle de
birapport. C'est l'invariant num�erique de base, canonique même, de la g�eom�etrie projec-
tive, l'�equivalent projectif du rapport a�ne ou de la distance euclidienne. Ce birapport
est la mesure la plus simple qui reste invariante par changement de coordonn�ees ho-
mog�enes. Apr�es une br�eve pr�esentation, quelques propri�et�es simples en sont rappel�ees,
dont la conjugaison.

D�e�nition 4 On appelle birapport la fonction rationnelle suivante :

C4 �! C

(x1; x2; x3; x4) 7�! fx1; x2; x3; x4g = x1 � x3
x2 � x3

�
x1 � x4
x2 � x4

Cette fonction peut être formellement �etendue avec les conventions suivantes :

a

1 = 0;
0

0
=
1
1 = 1;

a

0
=1; a:1 =1 avec a 2 C�
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Avec ces conventions, on obtient :

f1; x2; x3; x4g = x2 � x4
x2 � x3

; fx1;1; x3; x4g = x1 � x3
x1 � x4

;

fx1; x2;1; x4g = x2 � x4
x1 � x4

; fx1; x2; x3;1g = x1 � x3
x2 � x3

Par permutation de l'ordre des scalaires, on peut former 24 quadruplets. Cela ne
d�e�nit toutefois que 6 valeurs di��erentes du birapport. Si � est une de ces valeurs, les
cinq autres sont :

1

�
; 1� �;

1

1� �
;

�

�� 1
;
�� 1

�

Il existe trois cas particuliers o�u ces six valeurs ne sont pas distinctes :

1. si deux des quatre valeurs sont confondues, les 6 birapports obtenus valent :
1; 1; 0; 0;1;1.

2. dans un cas particulier important appel�e conjugaison harmonique, les birap-
ports obtenus sont : �1;�1; 0:5; 0:5; 2; 2;

3. dans le dernier cas, appel�e quadruplet �equianharmonique, les six birapports sont
�!, �!, �!, �!2, �!2, �!2, o�u ! = e2i�=3.

On peut alors d�e�nir le birapport de divers �el�ements g�eom�etriques.

{ Quatre points d'une droite projective d�e�nissent un birapport. Soient (Pi)i2f1;2;3;4g
quatre points de coordonn�ees homog�enes respectives (�i; �i). On d�e�nit �i =
�i=�i, ce nombre valant �eventuellement 1 si �i est nul. Alors, la quantit�e :

fP1; P2;P3; P4g = (�1 � �3)(�2 � �4)

(�2 � �3)(�1 � �4)

est ind�ependante de la repr�esentation de la droite choisie. On l'appelle birapport
des quatre points.

{ Un faisceau de droites est un ensemble de droites concourantes. Dans IP 2, un tel
faisceau de quatre droites se coupant en un point P0 d�e�nit un birapport (cf.
Fig. 1.4). En e�et, le birapport des quatre points d'intersection de ces droites
avec une droite quelconque ne passant pas par P0 ne d�epend pas de cette der-
ni�ere droite. On l'appelle birapport des quatre droites du faisceau. Lorsque ces
droites sont d�e�nies par leur point d'intersection P0 et par un point quelconque
de chacune des droites P1; P2; P3; P4, ces points devant être di��erents de P0 mais
pouvant ne pas être align�es, on peut utiliser la formule de M�obius [M�ob 85] pour
calculer le birapport :

fP0 ;P1; P2; P3; P4g = jP0P1P3jjP0P2P4j
jP0P1P4jjP0P2P3j (1:1)

o�u jABCj est le d�eterminant 3� 3 des coordonn�ees des points A, B et C :

jABCj =

�������
xA xB xC
yA yB yC
tA tB tC

�������
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Fig. 1.4 - D�e�nition du birapport de 4 droites.

{ De la même mani�ere, un faisceau de plans est un ensemble de plans ayant une
droite en commun. Un faisceau de quatre plans dans IP 3 d�e�nit un birapport,
les quatre droites d'intersection de ces plans avec un plan n'appartenant pas au
faisceau ayant un birapport ne d�ependant pas de ce dernier plan (cf. Fig. 1.5).

La notion de birapport, ainsi que son calcul par la formule de M�obius, se g�en�era-
lisent pour tout faisceau de quatre hyperplans ayant en commun un sous espace
de dimension n � 1 [Bri 83].

{ On peut, �a partir de ces premi�eres con�gurations ayant un birapport, en d�e�nir
de nouvelles. Par exemple, 5 points du plan (Pi)i2f1;:::;5g dont trois quelconques
d'entre eux ne sont pas align�es d�e�nissent deux faisceaux ind�ependants de quatre
droites. Par exemple, (P1P2), (P1P3), (P1P4), (P1P5) et (P2P1), (P2P3), (P2P4),
(P2P5) (cf. Fig. 1.6). Les birapports de tels faisceaux sont appel�es coordonn�ees
projectives du point P5 dans la base form�ee des quatre autres points. Si cette
base est la base canonique de l'espace projectif, les coordonn�ees projectives sont
reli�ees de mani�ere tr�es simple aux coordonn�ees homog�enes du point [Mor 93].

{ De mani�ere duale, on peut d�e�nir le birapport de 5 droites coplanaires. Quatre de
ces droites coupent la cinqui�eme en quatre points qui d�e�nissent un birapport. On
construit ainsi 5 birapports dont 2 sont ind�ependants (cf.Fig. 1.7). Ces birapports
peuvent être calcul�es en utilisant les coordonn�ees homog�enes des droites et la
formule de M�obius (1.1).

La relation de conjugaison harmonique joue un rôle important en g�eom�etrie pro-
jective. Elle permet de d�e�nir de nombreux �el�ements. Rappelons que 4 �el�ements sont
en relation harmonique si leur birapport vaut -1. Les deux premiers �el�ements sont dits
conjugu�es harmoniques par rapport aux deux derniers, et vice versa.
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Fig. 1.5 - D�e�nition du birapport de 4 plans.
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Fig. 1.6 - Birapports d�e�nis par 5 points coplanaires.
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Fig. 1.7 - Birapport d�e�ni par 5 droites coplanaires.

1.1.5 Transformations projectives

La notion de transformation projective n'a pas la place centrale qu'on pourrait
penser lui accorder. Cela vient du fait qu'une transformation projective d'un espace
projectif dans lui même, une homographie, est �equivalente �a un changement de re-
pr�esentation, notion qui a �et�e introduite au d�ebut de ce paragraphe. Cette notion de
transformation garde toutefois son int�erêt dans le cas o�u on consid�ere deux espaces dif-
f�erents, et particuli�erement dans le cas de deux espaces de dimensions di��erentes. C'est
le cas auquel on s'int�eresse pour la vision, o�u l'op�eration de base est une projection de
IP 3 dans IP 2.

D'un point de vue g�eom�etrique, et comme cela sera d�etaill�e plus loin, ce cas n'est
pas tr�es riche, car le seul invariant g�en�eral existant est la colin�earit�e. Il faudra alors se
ramener aux transformations de IP 2 dans IP 2 (observations de structures planes), ou
passer aux transformations de IP 3 dans IP 2 � IP 2 (observation d'une même structure
dans deux images) qui fourniront un cadre beaucoup plus int�eressant.

Ce paragraphe donne quelques d�e�nitions (collin�eations. homographies et projec-
tions), et indique les liens entre ces di��erents objets.

D�e�nition 5 Soient deux entiers m et n. On appelle transformation projective

de IPn dans IPm, ou collin�eation, toute transformation lin�eaire pour les coordonn�ees
homog�enes. Cette d�e�nition ne d�epend bien sûr pas des repr�esentations choisies dans
chacun des deux espaces.

Une telle transformation est donc d�e�nie par une matrice de taille (m+1)� (n+1)
d�etermin�ee de mani�ere unique �a un facteur de proportionnalit�e pr�es. Rappelons le
th�eor�eme fondamental d�emontr�e par M�obius dans le cas des espaces r�eels.

Th�eor�eme 4 (M�obius) Les transformations projectives sont celles qui transforment
les points en points et les droites en droites. De telles transformations conservent le
birapport.
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R�eciproquement, les transformations qui laissent le birapport invariant sont des
transformations projectives. Dans les espaces complexes, certaines transformations fai-
sant intervenir la conjugaison z 7! z, transforment les points en points et les droites en
droites, mais ne sont pas projectives.

D'une mani�ere g�en�erale, on appellera collin�eation une transformation projective
g�en�erale, homographie une collin�eation d'un espace dans lui même, et projection les
collin�eations d'un espace dans un de ses sous espaces. Les homographies d'un espace
projectif forment un groupe non commutatif isomorphe au groupe projectif GP (n; C)
et que nous confondrons donc avec celui-ci. E�ectuer une homographie revient �a faire
un changement de repr�esentation.

Caract�erisation d'une collin�eation. Une homographie �etant �equivalente �a un chan-
gement de base, elle est d�etermin�ee de mani�ere unique par la donn�ee des images des
points d'une base. Dans le cas d'une collin�eation quelconque, la donn�ee de l'image
d'une base n'est pas n�ecessairement su�sante pour caract�eriser compl�etement cette
collin�eation.

Par exemple, dans le cas des projections de IP 3 dans IP 2, l'ensemble des transfor-
mations forment un espace de dimension 11 (ce sont des matrices de taille 3�4 d�e�nies
�a un facteur de proportionnalit�e pr�es). Or, la donn�ee des images des points d'une base
ne fournit que 5� 2 = 10 contraintes. Il faut donc au moins 6 points pour d�eterminer
une telle projection.

Collin�eations de IP 3 dans IP 2 et projections. Le fait d'appeler projection toute
collin�eation d'un espace projectif dans un autre de dimension inf�erieure n'est-il pas
abusif ? Pour r�epondre �a cette l�egitime question, il faut �etudier le lien entre ces colli-
n�eations, et les projections d�e�nies classiquement, par un centre de projection et un
plan de projection. Rappelons donc les r�esultats d�emontr�es dans [Fau 92b, Mor 93].

Th�eor�eme 5 Soit une collin�eation de IP 3 dans un de ses sous espaces de dimension 2,
repr�esent�ee par sa matrice P de taille 3�4 et soit A la matrice carr�ee form�ee des trois
premi�eres colonnes de P . On suppose l'espace muni d'un rep�ere a�ne (la d�e�nition des
notions a�nes sera faite au paragraphe 1.1.7).

{ Si le rang de A est 3, P repr�esente une projection perspective, c'est �a dire une
projection centrale dont le centre de projection n'est pas �a l'in�ni, et dont le plan
de projection n'est pas l'in�ni et ne contient pas le centre de projection.

{ Si A est de rang 2, alors P repr�esente la compos�ee d'une projection a�ne, c'est
�a dire une projection centrale dont le centre de projection est �a l'in�ni, avec une
homographie du plan image. Si, de plus, la derni�ere ligne de A est nulle, cette
homographie est une transformation a�ne et P est une projection a�ne.

{ Si A est de rang 1, P est une projection sur une droite.

Dans tous les cas, les collin�eations sont donc des projections, suivies �eventuellement
d'un changement de repr�esentation du plan, ce qui justi�e l'emploi du mot projection.
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1.1.6 Coniques

Avec les structures lin�eaires, droites, plans et hyperplans, les coniques sont des
objets naturels de la g�eom�etrie projective. Tout d'abord, les coniques sont des objets
projectifs : une collin�eation ou un changement de repr�esentation transforme une conique
en une conique. D'autre part, et contrairement �a ce qu'il se passe en g�eom�etrie a�ne,
il y a une seule esp�ece de conique, et leur �etude �evite ainsi la multiplication des cas et
des exceptions.

Le fait de travailler dans l'espace projectif complexe est aussi important. C �etant
alg�ebriquement clos, contrairement �a IR, la g�eom�etrie projective complexe permet des
�enonc�es tr�es g�en�eraux d'une grande simplicit�e : deux coniques non d�eg�en�er�ees d'un plan
se coupent en quatre points. De tels �enonc�es sont inimaginables en g�eom�etrie a�ne
r�eelle o�u les cas se multiplient. Cela dit, les coniques de la g�eom�etrie a�nes restent
des coniques en g�eom�etrie projective, c'est plutôt l'intuition qu'on s'en fait qu'il faut
modi�er (cf. Fig. 1.2). Les coniques sont dans les deux cas les courbes d'�equations 2-
homog�enes, mais leurs propri�et�es di��erent selon la g�eom�etrie dans laquelle on se place.

Apr�es avoir donn�e leur d�e�nition, ce chapitre donne quelques notions sur les �el�e-
ments conjugu�es par rapport �a une conique. Ceux-ci ne sont pas fondamentaux pour
la suite, et peuvent donc être ignor�es pour une lecture rapide.

D�e�nition, birapports

D�e�nition 6 On appelle conique du plan IP 2 tout ensemble de points v�eri�ant une
�equation 2-homog�ene pour les coordonn�ees homog�enes :

3X
i=1

3X
j=1

aijxixj = 0 (1:2)

Cette d�e�nition est ind�ependante de la repr�esentation du plan choisie : la notion
de conique est une notion projective. En sym�etrisant l'�equation (1.2), on voit qu'une
conique est caract�eris�ee par une matrice 3� 3 sym�etrique d�e�nie �a un facteur de pro-
portionnalit�e pr�es :

(x1; x2; x3) =

0B@ a11
a12+a21

2
a13+a31

2
a21+a12

2
a22

a23+a32
2

a31+a13
2

a32+a23
2

a33

1CA
0B@ x1

x2
x3

1CA = 0

Quand on associe une matrice �a une conique, on choisit une telle matrice sym�e-
trique qui est unique �a un facteur de proportionnalit�e pr�es. Les coniques forment un
espace projectif de dimension 5, les coe�cients de cette matrice fournissant un syst�eme
de coordonn�ees projectives pour cet espace. Dans le vocabulaire dual de l'espace des
hyperplans (cf. Th. 2 page 30), on parle d'enveloppe de seconde classe.

Les coniques permettent de d�e�nir des birapports de plusieurs mani�eres.

{ Le birapport du faisceau des quatre droites qui joignent un point quelconque
a d'une conique �a quatre points �xes de cette conique �1, �2, �3 et �4 est in-
d�ependant du point a. Il est appel�e birapport des quatre points de la conique
(Th�eor�eme de Chasles). R�eciproquement, �etant donn�es quatre points, l'ensemble
des points sommets d'un faisceau de droites passant par ces quatre points et dont
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le birapport est donn�e est une conique, appel�ee conique de Chasles (cf. Fig. 1.8).
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Fig. 1.8 - D�e�nition de birapports �a partir d'une conique.

{ Soient T1; T2; T3; T4 quatre tangentes quelconques �a une conique. Le birapport des
points d'intersection de ces droites avec une tangente quelconque � �a la conique
ne d�epend pas de cette derni�ere tangente et est appel�e birapport des quatre
tangentes. Cette construction est la duale de la pr�ec�edente.

El�ements conjugu�es par rapport �a une conique

La notion de conjugaison harmonique peut être utilis�ee de mani�ere f�econde avec
les coniques. Elle permet par exemple d'interpr�eter de mani�ere g�eom�etrique certains
invariants alg�ebriques propos�es dans la litt�erature [For 91b], ce qui sera fait au para-
graphe 1.2.9.

D�e�nition 7 Deux points P et Q sont conjugu�es par rapport �a une conique C
s'ils sont conjugu�es par rapport aux deux points M1 et M2 d'intersection de la droite
(PQ) avec la conique C. On a alors : fP;Q;M1;M2g = �1. Si on note MC la matrice
sym�etrique associ�ee �a la conique C, et X et Y les vecteurs de coordonn�ees homog�enes
des points P et Q, on a : tXMCY = 0. Cette derni�ere formule peut être prise comme
d�e�nition de la conjugaison [Sem 52, page 108].

D�e�nition 8 Le lieu des points conjugu�es d'un point donn�e P par rapport �a une co-
nique est une droite appel�ee polaire de ce point.

Avec les notations de la d�e�nition pr�ec�edente, si l est un vecteur de coordonn�ees
homog�enes de cette polaire, on a : �l =MCX , o�u � est un facteur de proportionnalit�e
complexe.

D�e�nition 9 R�eciproquement, toutes les polaires des points d'une droite sont des
droites qui concourrent en un point �xe, appel�e pôle de cette droite.
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En g�eom�etrie a�ne, lorsque le point P n'est pas dans la concavit�e de la conique,
on peut faire une construction simple de sa polaire (cf. Fig. 1.9). Il existe alors deux
droites r�eelles passant par P et tangentes �a la conique C en deux points P1 et P2.
Ces deux points sont conjugu�es avec P par rapport �a la conique ; ils appartiennent �a
la polaire de P qui est donc la droite (P1P2). Lorsque le point est �a l'int�erieur de la
concavit�e de la conique, la même construction est possible, mais avec des droites et des
points imaginaires.

P

P1

P
2

Fig. 1.9 - Construction de la polaire d'un point.

Etude des triangles auto-polaires

Toujours dans le but d'interpr�eter g�eom�etriquement certains invariants alg�ebriques,
introduisons la notion de triangle auto-polaire.

D�e�nition 10 Trois points P;Q;R forment un triangle auto-polaire par rapport
�a une conique, si la polaire de chacun de ces points est la droite d�e�nie par les deux
autres.

Constructions des triangles auto-polaire d'une conique. Soit une conique C de
matrice MC et soient quatre points A, B, C et D de cette conique. On construit alors
les trois points suivants : P = (AB) \ (CD), Q = (AC) \ (BD) et R = (AD) \ (BC)
(cf. Fig. 1.10). Le triangle (P;Q;R) est auto-polaire.

D�emonstration Pour d�emontrer l'auto-polarit�e de ce triangle, il faut remarquer au
pr�ealable que la polaire d'un point par rapport �a une conique r�eduite �a deux
droites passe par l'intersection de ces deux droites. Soient E et F les points tels
que P , E et P , F sont les conjugu�es harmoniques de C,D et A, B respectivement.
E et F appartiennent d'une part �a la polaire de P par rapport aux deux droites
(AC) et (BD) qui se coupent en Q, et d'autre part �a la polaire de P par rapport
aux deux droites (AD) et (BC) qui se coupent en R. Les points E, F , Q et R sont
donc colin�eaires et Q et R appartiennent �a (EF ), la polaire de P par rapport �a
la conique C. Des constructions identiques avec les deux autres sommets m�enent
au r�esultat.
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A

B

C

D

P

R

Q
F

E

Fig. 1.10 - Construction d'un triangle auto-polaire.

Equation d'une conique par rapport �a un triangle auto-polaire. Prenons
comme points de r�ef�erence de la repr�esentation du plan, les trois sommets P , Q et R
d'un triangle auto-polaire par rapport �a une conique C de matrice MC. P , Q et R
ont respectivement comme coordonn�ees homog�enes XP = (1; 0; 0), XQ = (0; 1; 0) et
XR = (0; 0; 1), qui sont aussi les coordonn�ees homog�enes l(QR), l(PR) et l(PQ) des droites
(QR), (PR) et (PQ). On peut alors exprimer l'auto-polarit�e du triangle :

9(�1; �2; �3) 2 C3

8><>:
�1l(QR) = MCXP

�2l(PR) = MCXQ

�3l(PQ) = MCXR

(1:3)

La matrice MC �etant sym�etrique, elle est diagonale, et l'�equation de la conique est
donc, dans cette repr�esentation :

ax2
1 + bx2

2 + cx2
3 = 0 (1:4)

R�eciproquement, si une conique C a une �equation de la forme (1.4) dans une base
projective P , Q, R, S o�u S est le point unit�e, alors le syst�eme (1.3) est v�eri��e et le
triangle (P;Q;R) est auto-polaire par rapport �a la conique C.

Vecteurs propres de la matrice MC d'une conique C non d�eg�en�er�ee. La
matrice MC associ�ee �a une conique C peut être choisie sym�etrique, sans restriction.
Lorsque la conique n'est pas d�eg�en�er�ee, cette matrice est d�e�nie. Elle poss�ede alors
trois vecteurs propres orthogonaux XP ; XQ et XR qui sont les vecteurs de coordonn�ees
homog�enes de trois points P , Q et R.

La polaire de P par rapport �a C admet pour coordonn�ees homog�enes : l =MCXP .
Puisque XP est vecteur propre deMC , on a : l = �XP . Compte tenu de l'orthogonalit�e,
on a XP :XQ = 0 et XP :XR = 0, donc l:XQ = 0 et l:XR = 0 et Q et R sont sur cette
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polaire. On raisonne de même avec les polaires de Q et de R. Les vecteurs propres de
la matriceMC forment donc un triangle auto-polaire par rapport �a la conique C.

1.1.7 G�eom�etrie a�ne

Introduction

La g�eom�etrie projective est un prolongement de la g�eom�etrie a�ne sous deux as-
pects. Tout d'abord, l'espace projectif contient un hyperplan de plus, celui des points
�a l'in�ni. Ensuite, l'ensemble des transformations est plus grand. De ces deux aspects,
c'est le second qui est le plus important.

A l'inverse de cette d�emarche, on peut d�e�nir la g�eom�etrie a�ne comme une restric-
tion de la g�eom�etrie projective. Au lieu de consid�erer toutes les transformations lin�eaires
pour les coordonn�ees homog�enes, on ne garde que des transformations en nombre plus
restreint, celles qui laissent l'hyperplan de l'in�ni globalement invariant.

Les transformations a�nes �etant moins nombreuses, les invariants a�nes sont plus
riches. Par exemple, le parall�elisme est un invariant. Quand deux droites du plan sont
parall�eles, elles se coupent sur la droite de l'in�ni (cf. Fig. 1.1) : on a ainsi trois droites
concourantes. Elles sont transform�ees en trois nouvelles droites concourantes (par pro-
pri�et�es des homographies). La droite de l'in�ni �etant invariante, une de ces nouvelles
droites est celle de l'in�ni et les deux autres droites qui se coupent �a l'in�ni sont donc
parall�eles.

Par ailleurs, toute droite coupe l'hyperplan de l'in�ni et poss�ede un point canonique.
Il ne su�t plus alors que de trois points pour d�e�nir un invariant, qui sera le birapport
de ces points avec celui qui est �a l'in�ni : on l'appelle le rapport des trois points. Ce
rapport permet de d�e�nir le milieu de deux points. Toutes les propri�et�es a�nes peuvent
être d�e�nies de même, �a partir de la g�eom�etrie projective.

Pour une lecture rapide, on pourra omettre la �n de ce paragraphe, qui est une
explicitation de ces mêmes id�ees sous une forme plus math�ematique.

Approche math�ematique

La g�eom�etrie projective �etant pr�esent�ee dans un cadre assez large, comme th�eo-
rie des invariants pour le groupe projectif GP (n; IK), la g�eom�etrie a�ne apparâ�t
simplement comme une restriction de la g�eom�etrie projective. Soit H1 un hyperplan
quelconque de l'espace IPn(IK), appel�e hyperplan de l'in�ni. Les transformations de
GP (n; IK) qui laissent ce plan globalement invariant, c'est �a dire qui ne changent pas
l'�equation de ce plan, forment un sous-groupe de GP (n; IK) appel�e groupe a�ne, et
d�enot�e GA(n; IK). La g�eom�etrie a�ne est l'�etude des invariants de ce groupe.

D'une mani�ere g�en�erale, on peut distinguer dans IPn(C), des points dits r�eels car
admettant un vecteur de coordonn�ees homog�enes dont toutes les composantes sont
r�eelles, et les points complexes qui n'admettent pas de telles coordonn�ees, même �a un
facteur de proportionnalit�e complexe pr�es. Ces deux ensembles sont stables par les
transformations de GP (n; IK) qui ont des matrices r�eelles.

En g�eom�etrie a�ne, ces mêmes ensembles sont aussi stables, et on consid�ere souvent
uniquement la g�eom�etrie a�ne r�eelle, dans un espace r�eel, auquel peut être adjoint des
points complexes. De même, les points de l'hyperplan de l'in�ni sont souvent consid�er�es
comme ne faisant pas partie proprement dit de l'espace a�ne, mais comme �etant ajout�es
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�a cet espace. Dans la suite, nous consid�ererons la g�eom�etrie a�ne comme une restriction
de la g�eom�etrie projective, mais en utilisant le même ensemble de points, complexes et
r�eels, �a distance �nie ou in�nie.

Une fois d�e�ni l'hyperplan de l'in�ni, les notions a�nes s'expriment facilement.
Deux sous espaces parall�eles sont deux droites qui se coupent �a l'in�ni.

Trois points align�es A, B et C d�e�nissent un unique point N align�e avec eux et
appartenant �a l'hyperplan de l'in�ni. Le rapport de ces trois points A, B et C est le
birapport de ces points auxquels on a adjoint N .

fA;B;C;Ng= fA;B;C;1g= AC

BC

o�u AB est une mesure alg�ebrique. De même que le birapport de quatre points align�es
est l'invariant fondamental de la g�eom�etrie projective, le rapport de 3 points align�es
est celui de la g�eom�etrie a�ne.

Etant donn�es deux points A et B, soit N le point d'intersection de la droite (AB)
et de l'hyperplan de l'in�ni. Alors le conjugu�e de N par rapport �a A et B est appel�e le
milieu de A et B. On a dans ce cas : fA;B;C;Ng= �1, et AC = CB.

Dans le cas des transformations d'un espace E vers un espace F de dimension
di��erente, les transformations a�nes sont celles qui envoient les points de l'in�ni de E
dans celui de F , et ceux-l�a seulement.

La g�eom�etrie vectorielle peut être d�e�nie d'une mani�ere analogue �a la g�eom�etrie
a�ne. On consid�ere le groupe lin�eaire, sous groupe des transformations de GP (n; IK)
qui laissent l'hyperplan de l'in�ni et un point n'appartenant pas �a cet hyperplan in-
variants globalement. On construit ainsi un espace a�ne (lorsqu'on d�e�nit l'hyperplan
de l'in�ni), puis le vectorialis�e de cet espace au point invariant [Ram 79, page 127].

1.1.8 G�eom�etrie euclidienne

La g�eom�etrie euclidienne, peut se d�e�nir par restriction de la g�eom�etrie projective,
d'une mani�ere analogue �a ce qui a �et�e fait pour la g�eom�etrie a�ne. Nous appelons
g�eom�etrie euclidienne la g�eom�etrie des similitudes et non celles des isom�etries. Il n'y a
donc pas de di��erences entre les g�eom�etries a�ne et euclidienne en dimension 1.

De même que la g�eom�etrie a�ne est l'�etude des transformations projectives qui
laissent un hyperplan invariant, la g�eom�etrie euclidienne est l'�etude des transformations
qui laissent deux points invariants en 2D, ou une conique en 3D. En 2D ces deux points
d�e�nissent une droite, qui est globalement invariante. De même, en 3D, la conique
d�e�nit un plan globalement invariant. La g�eom�etrie euclidienne est donc aussi une
restriction de la g�eom�etrie a�ne.

L'ensemble des transformations �etant encore plus petit, les invariants sont plus
nombreux. Ainsi, les angles et les rapports de distance sont invariants. Il n'y a pas de
di�cult�e majeure dans cette nouvelle restriction, en dehors du fait que les �el�ements
invariants sont le plus souvent choisis imaginaires, ce qui peut être gênant pour faire
des repr�esentations graphiques et aider son intuition !

G�eom�etrie euclidienne en dimension 2.

Fixons deux points I et J , appel�es points cycliques. On appelle leur ensemble l'ab-
solu. La g�eom�etrie euclidienne est la th�eorie des invariants du groupe des transfor-
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mations qui laisse globalement invariant l'absolu. Ces transformations sont appel�ees
similitudes.

Les transformations projectives, et par cons�equent les similitudes, conservent la co-
lin�earit�e. La droite (IJ) est donc globalement invariante, et en la choisissant comme
droite de l'in�ni, on voit que la g�eom�etrie euclidienne est une restriction de la g�eo-
m�etrie a�ne. En pratique, on prend souvent (1; i; 0) et (1;�i; 0) comme coordonn�ees
homog�enes des deux points cycliques.

On peut introduire facilement la notion d'orientation. Les similitudes qui laissent
l'absolu invariant point par point, sont dites directes, les autres �etant appel�ees indi-
rectes.

On peut, �a partir de la d�e�nition de l'absolu, donner une d�e�nition simple des
concepts euclidiens. Soient deux droites l et l0 et soit P leur point d'intersection. Soient
alors j = (PI) et j0 = (PJ) qui sont appel�ees droites isotropes (cf. Fig. 1.11). L'angle
des deux droites l et l0 peut être calcul�e en utilisant la formule de Laguerre :

bll0 = 1

2i
logfl; l0; j; j0g

L'angle peut aussi être d�e�ni en utilisant les deux points L et L0 d'intersection entre
la droite de l'in�ni et l et l0 respectivement. On a :

bll0 = 1

2i
logfL; L0; I; Jg

J

j’

j

l’

l
P

I

L

L’

Droite de l’infini

Fig. 1.11 - D�e�nition de l'angle en g�eom�etrie euclidienne 2D.

Les deux droites l et l0 sont dites orthogonales si elles sont conjugu�ees par rapport
�a j et j0. Dans ce cas, on a : fl; l0; j; j0g = �1 et :

bll0 = 1

2i
log(�1) = 1

2i
i� =

�

2

car ei� = �1.
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Dans la g�eom�etrie euclidienne telle que nous la d�e�nissons, la distance entre deux
points n'est pas invariante. Par contre, le rapport des distances entre des points quel-
conques (et non pas seulement align�es) est un invariant.

G�eom�etrie euclidienne en dimension 3.

Dans l'espace �a trois dimensions, on choisit comme absolu une conique. Le plan
qui contient cette conique est pris comme plan de l'in�ni, et la g�eom�etrie euclidienne
apparâ�t comme une restriction de la g�eom�etrie a�ne. De mani�ere classique, on choisit
comme absolu la conique imaginaire (
) d'�equations suivantes :(

x2 + y2 + z2 = 0
t = 0

Tout plan de l'espace coupe la conique absolue en deux points, que l'on choisit
comme points cycliques de ce plan. Tout plan est ainsi muni d'une structure euclidienne
canonique. Deux droites quelconques de l'espace l et l0 d�e�nissent un plan P . Celui-ci
coupe la conique absolue en deux points I et J . De plus, ces deux droites coupent le
plan de l'in�ni en deux points L et L0. L'angle des deux droites est alors d�e�ni par ces
quatre points (cf. Fig. 1.12) :

bll0 = 1

2i
logfL; L0; I; Jg

La pr�esentation des g�eom�etries a�ne et euclidienne peut parâ�tre r�ebarbative �a
quiconque est habitu�e �a une pr�esentation plus traditionnelle (partant de l'euclidien
pour arriver vers le projectif). Notons toutefois que les concepts d�evelopp�es sont utilis�es
en vision. Ainsi, la connaissance de la projection de la conique absolue est �equivalente
�a celle des param�etres intrins�eques ou int�erieurs de la cam�era.

1.1.9 Autres g�eom�etries

En cas de lecture rapide, passer directement au paragraphe 1.2.
Les paragraphes pr�ec�edents ont montr�e comment la g�eom�etrie projective pouvait

être restreinte pour donner les g�eom�etries a�ne et euclidienne. Ce sch�ema ne se limite
toutefois pas �a ces deux restrictions. Ce paragraphe montre, sans entrer dans trop de
d�etails, comment les g�eom�etries non euclidiennes planes peuvent aussi être obtenues
par restriction de la g�eom�etrie projective.

Si la g�eom�etrie projective peut être restreinte, elle peut être aussi �elargie. D�ej�a,
Klein, dans son programme d'Erlangen, avait pr�evu de tels �elargissements. Il su�t
pour cela de consid�erer des groupes plus vastes que le groupe projectif. Ainsi peut-on
consid�erer le groupe des transformations birationnelles (transformations rationnelles
bijectives dont la r�eciproque est rationnelle) qui est �a la base de la g�eom�etrie alg�ebrique,
ou même le groupe des transformations bicontinues dont les invariants sont �etudi�es en
topologie.

Pour terminer, on peut signaler que, d�ej�a du temps de Klein, les id�ees du programme
d'Erlangen �etaient d�epass�ees par celles de Riemann, exprim�ees dans son m�emoire d'ad-
mission �a l'universit�e de G�ottingen en 1854, intitul�ees \Sur les hypoth�eses qui servent
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Fig. 1.12 - D�e�nition de l'angle en g�eom�etrie euclidienne 3D.

de fondement �a la g�eom�etrie" et publi�ees en 1867. En e�et, Klein consid�ere les espaces
de mani�ere globale, traitant de groupes ayant un invariant global : les droites, un hy-
perplan particulier, un absolu qui peut être une conique. Riemann consid�ere, lui, des
groupes qui conservent un invariant di��erentiel ds, ouvrant ainsi la voie �a la g�eom�etrie
di��erentielle qui ne rentre pas dans le cadre du programme d'Erlangen. Les invariants
ne sont plus alors alg�ebriques, mais in�nit�esimaux ou di��erentiels, et ne font plus seule-
ment intervenir les formes di��erentielles dxi mais aussi leurs d�eriv�ees. Notons que ces
id�ees commencent �a être reprises en vision pour trouver de nouveaux invariants.

G�eom�etries non euclidiennes planes.

En g�eom�etrie euclidienne plane, on consid�ere les transformations qui laissent in-
variant un absolu qui est r�eduit �a deux points. Lorsque cet absolu est une droite, on
obtient la g�eom�etrie a�ne. Les g�eom�etries non euclidiennes d�ecoulent du choix d'une
conique comme absolu. Dans l'espace, on peut choisir de mani�ere analogue une qua-
drique.

Si l'absolu est une conique r�eelle, la g�eom�etrie obtenue est la g�eom�etrie hyperbo-
lique de Gauss-Bolyai-Lobatchevski ; lorsqu'elle est imaginaire, on obtient la g�eom�etrie
elliptique.

Ces deux g�eom�etries sont apparues tr�es tôt, d�es que certains math�ematiciens ont
voulu montrer par l'absurde que le postulat des parall�eles d'Euclide n'�etait qu'un th�eo-
r�eme. Ils prenaient une n�egation de ce postulat (par un point passent z�ero ou plusieurs
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parall�eles �a une droite donn�ee), et ils essayaient d'obtenir une contradiction. Même si
beaucoup conclurent leurs essais par des succ�es, pensant r�efuter les th�eor�emes qu'ils
obtenaient �a cause de leur monstruosit�e, il fallut attendre le dix-neuvi�eme si�ecle pour
voir ces deux g�eom�etries reconnues coh�erentes. La di�cult�e de cette reconnaissance
�etait due tant au fait d'une g�eom�etrie ne rendant pas compte des propri�et�es usuelles de
l'espace ambiant, qu'aux pr�esuppos�es philosophiques, dus entre autres �a E. Kant, qui
r�egnaient sans partage �a l'�epoque.

Dans un tel espace non euclidien, la distance entre deux points peut être d�e�nie
ais�ement. Soient deux points P1 et P2. La droite (P1P2) coupe l'absolu en deux points
(r�eels ou imaginaires) M1 et M2 (cf. Fig. 1.13). On d�e�nit alors la distance entre P1 et
P2 comme �etant proportionnelle au logarithme du birapport de ces quatre points :

d(P1; P2) = c logfP1; P2;M1;M2g avec c 2 C

On d�e�nit de même l'angle de deux droites l1 et l2 comme �etant proportionnel au
birapport de ces deux droites avec les deux droites �1 et �2 qui passent par le point
d'intersection de l1 et l2 et qui sont tangentes �a l'absolu (cf. Fig. 1.13) :

dl1l2 = c0 logfl1; l2; �1; �2g avec c0 2 C
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Fig. 1.13 - D�e�nition de la distance et de l'angle en g�eom�etrie non euclidienne plane.

Deux droites sont dites parall�eles lorsqu'elles se coupent sur l'absolu. Si celui-ci est
une ellipse r�eelles, on peut voir simplement que par un point P , il peut passer deux
parall�eles D1 et D2 �a une droite D donn�ee (cf. Fig. 1.14).
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Fig. 1.14 - Par le point P , il passe deux parall�eles �a la droite D.
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1.2 Th�eorie des invariants

La th�eorie des invariants prend place naturellement dans la g�eom�etrie. Elle a tout
d'abord �et�e d�evelopp�ee par Cayley, puis par Sylvester et Hermite, mais n'a pris vrai-
ment toute sa vraie dimension qu'avec Hilbert qui la pr�esente sous sa forme alg�ebrique
g�en�erale. Elle est encore aujourd'hui un th�eme actif de recherche, tant en math�ema-
tiques [Mou 91] qu'en vision par ordinateur [Zis 91, Mun 92].

Le probl�eme consiste �a trouver des quantit�es num�eriques caract�eristiques d'un ob-
jet, c'est �a dire invariantes par projection ou transformation g�eom�etrique. En vision,
l'utilisation des invariants n'est pas r�ecente. Les premiers invariants utilis�es furent les
invariants topologiques, tels la colin�earit�e et l'adjacence. Des invariants num�eriques ont
aussi �et�e utilis�es pour le d�eveloppement de syst�emes industriels robustes de reconnais-
sance de formes [Bam 86, Hu 62]. Il s'agissait d'invariants globaux, des moments ou
des rapports d'une aire sur le carr�e d'un p�erim�etre, et les algorithmes n�ecessitaient de
bonnes conditions d'�eclairage et de contraste, et une absence d'occlusion partielle.

R�ecemment, de nombreux travaux ont �et�e faits sur l'utilisation d'invariants lo-
caux, utilisables par cons�equent en cas d'occlusion partielle. Ces invariants peuvent
être des angles et des rapports de distance associ�es �a des paires de segments concou-
rants [Gro 92a], des coordonn�ees a�nes associ�ees �a des quadruplets de points co-
planaires [Lam 90, Wol 90], des invariants a�nes tels les coordonn�ees barycentriques
[Koe 89, Lee 90], des birapports associ�es, par exemple, �a cinq droites ou �a deux coniques
[Spa 90, Spa 91, Nie 91, Moh 91b, Spa 92, Rot 92], des quantit�es di��erentielles calcu-
l�ees en chaque point d'une courbe [Wei 88, Wei 91], ou une combinaison de quantit�es
alg�ebriques et di��erentielles [Goo 91, Goo 92b, Goo 92a].

Il est possible de trouver des quantit�es invariantes associ�ees �a la plupart des �el�e-
ments extraits d'une image : points, segments de droites, courbes, facettes, coniques.
Les recherches actuelles s'orientent dans deux directions principales : tout d'abord, la
recherche de nouveaux invariants alg�ebriques ou di��erentiels pour les courbes planes ou
gauches ; d'autre part, l'utilisation de ces invariants pour r�esoudre des probl�emes de vi-
sion. Ce dernier point am�ene, par exemple, �a �etudier la stabilit�e des invariants [Mor 93].
Les applications principales en vision concernent la mod�elisation, la reconnaissance et
l'indexation.

Dans cette th�ese, nous consid�erons des objets poly�edriques, et nous �etudierons donc
uniquement les invariants alg�ebriques. Tout d'abord, le probl�eme des invariants est re-
plac�e dans un cadre th�eorique qui permet de r�esoudre le probl�eme du d�enombrement
des invariants : combien existe-t-il d'invariants dans un probl�eme donn�e ? Ensuite, nous
nous int�eressons au probl�eme du calcul e�ectif des invariants. Notre approche est ba-
s�ee sur la recherche d'invariants canoniques. Cette m�ethode n'est pas la plus g�en�erale,
mais elle s'av�ere facile, puissante et e�cace pour les objets que nous manipulons. Signa-
lons en�n qu'une m�ethode syst�ematique de calcul existe : c'est la m�ethode symbolique
[For 91b]. Cette m�ethode n'est cependant utilisable que pour des objets alg�ebriques
et pour autant que les calculs, souvent r�ealis�es par des syst�emes de calculs formels,
restent de taille raisonnable. Pour les droites et les points, la m�ethode des invariants
canoniques est plus simple d'emploi et a donc �et�e pr�ef�er�ee. Avec d'autres objets tels
des courbes alg�ebriques, le choix devrait sans doute être di��erent.

Ce paragraphe 1.2 contient les consid�erations g�en�erales. Apr�es une pr�esentation du
probl�eme, la m�ethode in�nit�esimale est expos�ee. Bas�ee sur les notions de sous-vari�et�e et
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de groupe de Lie, elle permet de d�enombrer les invariants et de comprendre l'origine de
la di�cult�e du cas des projections. Deux m�ethodes de calculs sont ensuite expos�ees : une
m�ethode par g�en�eralisation puis contrainte, et la m�ethode des invariants canoniques qui
est appliqu�ee �a deux exemples d'�ecole. Des probl�emes plus complexes et plus proches
de la vision sont envisag�es dans le chapitre 2 : coplanarit�e, invariants 3D, stabilit�e: : :

D'une mani�ere g�en�erale, les notions de ce paragraphe 1.2 n�ecessitent des notions
math�ematiques assez �nes pour pouvoir être utilis�ees de mani�ere optimale. Cependant,
ces notions math�ematiques ne font qu'axiomatiser des concepts courants : une sous
vari�et�e est un ensemble qui admet un param�etrage local r�egulier. La plupart des objets
de la g�eom�etrie classique forment ainsi des sous-vari�et�es. Cette notion est toutefois
n�ecessaire pour donner le cadre exact des th�eor�emes et r�esultats dont nous aurons
besoin.

Pour une lecture rapide, on s'attachera donc aux pr�esentations plus intuitives, en
laissant de côt�e les d�e�nitions formelles (les d�e�nitions 13, 14 et 15 principalement).

1.2.1 Introduction aux invariants

Le probl�eme des invariants est le suivant : on dispose d'un ensemble de con�gura-
tions �, �,: : :qui sont transform�ees par des �el�ements d'un ensemble de transformations.
Ces con�gurations peuvent contenir des points, des droites et des courbes (des coniques
en particulier). Un invariant est alors une quantit�e num�erique f(�) calcul�ee �a partir de
chaque con�guration, qui garde la même valeur lorsque la con�guration est transform�ee
par un des �el�ements � de l'ensemble des transformations : f(�) = f(�(�)).

Dans ce contexte, la con�guration � peut être index�ee dans une base de donn�ees
par la valeur de son invariant f(�). Une autre con�guration � peut se d�eduire de � par
une des transformations seulement si f(�) = f(�). D'autre part, si la con�guration �
est compos�ee de sous-con�gurations � = (�1; �2; : : : ; �n), la fonction peut être utilis�ee
comme fonction de pr�ediction. Si �1; : : : ; �n�1 sont connus ainsi que la valeur f(�), la
sous con�guration �n peut être calcul�ee si la fonction f est inversible.

Pour arriver �a des r�esultats quantitatifs, on a toutefois besoin d'une d�e�nition et
d'un cadre plus rigoureux. Apr�es cette introduction aux invariants, deux m�ethodes sont
expliqu�ees : la m�ethode in�nit�esimale qui permet de r�epondre �a la question du nombre
des invariants ind�ependants, et une m�ethode par g�en�eralisation contrainte qui permet
d'obtenir des r�esultats dans certains cas pratiques. Deux exemples utilisant la g�eom�etrie
projective sont ensuite d�etaill�es.

Deux premiers exemples

1. Supposons que l'on dispose de plusieurs dessins plans contenant chacun 5 points.
A l'aide d'une cam�era, on prend des photos de ces dessins, de di��erents points de
vue. Y a-t-il une m�ethode pour reconnâ�tre quel dessin est repr�esent�ee par chaque
photo?

La th�eorie des invariants a pour but de trouver des indices num�eriques qui ca-
ract�erisent chaque con�guration et ses photos ou images. Si la cam�era r�ealise une
projection a�ne, les angles et les rapports de distance ne sont pas invariants, par
contre les coordonn�ees a�nes de deux de ces points par rapport au rep�ere a�ne
form�e des trois autres sont des invariants. Si la cam�era e�ectue une projection
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perspective, ces coordonn�ees a�nes ne sont plus invariantes. Il faut alors utili-
ser les coordonn�ees projectives d'un des points par rapport �a la base projective
form�ee des quatre autres points.

Ces invariants permettront de trier les photos, �a moins qu'un des dessins ne puisse
se d�eduire d'un autre par une transformation a�ne ou projective.

2. On consid�ere le plan comme ensemble des con�gurations. Chaque con�guration
est donc form�ee d'un seul point. Les transformations sont les rotations de centre
l'origine du plan. Les questions auxquelles nous aimerions r�epondre sont les sui-
vantes.

{ Quelles sont les con�gurations que l'on peut atteindre �a partir d'une con�-
guration donn�ee C, si on lui applique toutes les transformations possibles ?
L'ensemble de ces con�gurations s'appelle l'orbite de C.

{ Etant donn�ees deux con�gurations, ont-elles la même orbite ? Leurs orbites
se coupent-elles ?

{ Combien existe-t-il d'orbites ? Peuvent-elles être caract�eris�ees par des fonc-
tions constantes sur chaque orbite et dont la valeur change d'une orbite �a
l'autre ? Combien faut-il de ces fonctions pour caract�eriser compl�etement
une orbite ?

Dans notre cas, les r�eponses sont simples : chaque point peut atteindre tous les
points qui sont �a même distance de l'origine et cette distance su�t �a caract�eriser
cet ensemble (cf. Fig. 1.15).

O

M’

M

Fig. 1.15 - Cas des points du plan et des rotations de centre l'origine.

Formulation g�en�erale

Soit E un espace appel�e espace des con�gurations et soit G un espace de transfor-
mations sur cet espace E : les �el�ements de G sont des applications de E dans E.

On consid�ere une con�guration particuli�ere x 2 E, �a laquelle on applique les di��e-
rentes transformations de G (cf. Fig. 1.16). On s'int�eresse alors aux questions suivantes.

{ A partir de la con�guration x, peut-on atteindre toutes les con�gurations de E ?

{ Si tel n'est pas le cas, peut-on caract�eriser l'ensemble des con�gurations que l'on
peut atteindre �a partir d'une con�guration initiale donn�ee ?
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1 transformation T

Configuration initiale

Configurations finales

1 transformation T’

1 transformation T"

Fig. 1.16 - Le probl�eme des invariants.

{ Si une telle caract�erisation est possible, combien faut-il de fonctions pour la r�ea-
liser ?

De telles fonctions sont appel�ees invariants pour l'ensemble des transformations
de l'ensemble G. Ce sont des fonctions dont l'ensemble de d�epart est l'ensemble E
des con�gurations, et dont l'ensemble d'arriv�ee est IR ou IRn. Dans toute la suite, et
conform�ement aux choix faits pour la pr�esentation de la g�eom�etrie, nous n'envisagerons
pas le cas des invariants di��erentiels.

Deux exemples suppl�ementaires

1. On consid�ere le plan a�ne comme ensemble des con�gurations et on prend comme
transformations les translations de ce plan. Dans ce cas, n'importe quel point
du plan peut atteindre tous les autres points (cf. Fig. 1.17). Il n'y a donc pas
d'invariants dans ce cas.

M

O

Fig. 1.17 - Cas des points du plan et des translations.
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2. On consid�ere maintenant l'ensemble des couples de points du plan (qui est iso-
morphe �a IR4) et les isom�etries planes, c'est �a dire les translations, rotations,
sym�etries orthogonales et leurs compos�ees. On peut repr�esenter la situation soit
dans le plan (cf. Fig. 1.18), soit dans l'espace �a quatre dimensions. Tous les
couples ne peuvent être atteints : il existe un invariant qui est la distance entre
les deux points du couple.

M

O

N

M’

N’

M"

N"

Fig. 1.18 - Cas des couples de points et des isom�etries.

1.2.2 M�ethode in�nit�esimale de calcul des invariants.

Dans l'article de Forsyth et al. [For 91a], deux m�ethodes (th�eoriques) de calcul
d'invariants sont d�ecrites. La premi�ere est la m�ethode in�nit�esimale dont les grandes
lignes sont indiqu�ees, et qui est pr�esent�ee ici en d�etail, car elle permet, entre autres, de
d�enombrer les invariants ind�ependants existant dans un probl�eme donn�e. La deuxi�eme
est une m�ethode symbolique, bas�ee sur des manipulations formelles, mais qui n'apporte
pas de r�esultat utilisable simplement pour les cas auxquels nous nous int�eressons. Elle
n'est donc point reprise ici.

La m�ethode in�nit�esimale s'inscrit dans un cadre qui, bien que ne faisant appel qu'�a
des notions math�ematiques tr�es classiques (groupes de Lie, vari�et�es di��erentielles), n'est
pas toujours tr�es familier dans la communaut�e de vision par ordinateur. De même que
pour la g�eom�etrie, ce paragraphe ne vise donc pas tant la nouveaut�e, qu'une transmis-
sion de savoir et une formulation plus accessible envers un public donn�e.

Groupes op�erant sur un ensemble

Les d�e�nitions qui suivent ont pour but de formaliser le cadre du programme d'Er-
langen, dans lequel on s'int�eresse aux invariants des groupes g�eom�etriques classiques.
Commen�cons donc par d�e�nir les groupes. Dans le cas des groupes de fonctions, l'op�e-
ration concern�ee est la composition des applications, qui est not�ee multiplicativement
ou par le symbole �.

D�e�nition 11 On appelle groupe tout ensemble muni d'une loi de composition in-
terne (pour nous la composition) qui v�eri�e les trois axiomes suivants :

{ la composition est associative :

8(g; g0; g00) 2 G3 g � (g0 � g00) = (g � g0) � g00 (1:5)
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{ il existe un �el�ement neutre :

9e 2 G 8g 2 G e � g = g � e = g (1:6)

{ chaque �el�ement poss�ede un inverse :

8g 2 G 9g0 2 G g � g0 = g0 � g = e (1:7)

Notons que s'il existe un �el�ement de G qui est surjectif, ou, plus pr�ecis�ement, si :

8x 2 E 9g 2 G 9y 2 E x = g(y)

alors l'�el�ement neutre de G est l'application identique de E, ce qui est le cas en g�en�eral.
On supposera qu'on est dans ce cas d�esormais.

Intuitivement, un groupe G op�erant sur un ensemble E est donc un ensemble d'ap-
plications de E dans E qui poss�ede les trois propri�et�es �el�ementaires des groupes (1.5),
(1.6) et (1.7) : il contient la fonction identit�e de E, et toutes ses applications sont in-
versibles. Dans le deuxi�eme exemple du paragraphe 1.2.1, le groupe consid�er�e est celui
des rotations de centre l'origine. Il op�ere sur le plan a�ne.

L'orbite d'un �el�ement est l'ensemble de ses images par tous les �el�ements du groupe
de transformations. Elle peut être d�e�nie math�ematiquement comme suit.

D�e�nition 12 La relation :

R(x; y) ssi 9g 2 G y = g(x)

est une relation d'�equivalence sur E. La classe d'�equivalence de l'�el�ement x 2 E est
appel�ee orbite de x selon G et not�ee O(x) ou Gx.

O(x) = fx0 2 E j 9g 2 G x0 = g(x)g

L'ensemble des orbites des �el�ements de E forme une partition de E, car les propri�et�es
suivantes peuvent être d�eduites des axiomes (1.5), (1.6) et (1.7) :8><>:

8(x; x0) 2 E2 x0 2 O(x) =) O(x) = O(x0)
8(x; x0) 2 E2 x0 62 O(x) =) O(x)\O(x0) = ;
8x 2 E x 2 O(x)

Les invariants que l'on cherche sont, dans ce cadre, des fonctions dont la valeur
est constante sur chaque orbite, mais dont la valeur change lorsqu'on change d'orbite.
Dans le deuxi�eme exemple du paragraphe 1.2.1, les orbites sont les cercles centr�es sur
l'origine. Dans le dernier exemple du paragraphe 1.2.1, les orbites sont les ensembles
de paires de points �equidistants.

Sous-vari�et�es et groupes de Lie

Voulant calculer les invariants analytiquement, on d�esire param�etrer les con�gura-
tions et les transformations. Pour cela, on fait de nouvelles hypoth�eses : on suppose que
l'espace des con�gurations est une sous vari�et�e de IRn ou de Cn, et que le groupe G est
un groupe de Lie, qui op�ere analytiquement sur E.
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Intuitivement, une sous-vari�et�e est un ensemble qui admet en tout point un pa-
ram�etrage local r�egulier. Mais cette d�e�nition doit être pr�ecis�ee pour �eviter des cas
d�eg�en�er�es. Dans l'espace a�ne 3D, la plupart des courbes et surfaces sont des sous-
vari�et�es, pour autant qu'elles ne contiennent pas de points singuliers. Un groupe de
Lie est un groupe qui admet des param�etrages locaux compatibles avec sa structure de
groupe. Pour plus de d�etails, on pourra se reporter �a [Dem 87, Mne 86, Fav 57].

D�e�nition 13 ([Dem 87]) Soit F un espace vectoriel de dimension �nie n, V une
partie de F et a un point de V . On dit que des fonctions �1,: : : ,�d de classe C1,
d�e�nies au voisinage de a, forment un syst�eme non-d�eg�en�er�e d'�equations locales

de V en a si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

{ il existe un ouvert U de F contenant a dans lequel les �i sont d�e�nies et tel que
V \ U soit l'ensemble des points x 2 U qui v�eri�ent �1(x) = 0,: : : , �d(x) = 0 ;

{ les formes lin�eaires d�i(a) sont lin�eairement ind�ependantes.

On d�emontre que l'entier d est uniquement d�etermin�e. On l'appelle codimension

de V en a. On appelle dimension de V en a et on note dima V l'entier m = n � d.
Par exemple, dans l'espace a�ne 3D, le cercle unit�e de centre l'origine et inclus dans le
plan xOy admet l'ensemble f�1; �2g comme syst�eme non d�eg�en�er�e d'�equations locales,
avec, les coordonn�ees d'un point M �etant not�ees (x; y; z) :

�1(M) = x2 + y2 � 1 et �2(M) = z

La dimension du cercle est donc 1 en chacun de ses points. De la même mani�ere, une
surface r�eguli�ere de l'espace a une dimension 2.

D�e�nition 14 ([Dem 87]) On dit que V est une sous-vari�et�e de F en a si elle poss�ede
un syst�eme non-d�eg�en�er�e d'�equations locales en a ; on dit que V est une sous-vari�et�e
de F s'il en est ainsi en chacun de ses points, c'est �a dire si elle poss�ede en chacun de
ses points un syst�eme non-d�eg�en�er�e d'�equations locales, ou encore s'il existe une famille
d'ouverts de F , recouvrant V , telle que V poss�ede dans chaque ouvert de la famille un
syst�eme non-d�eg�en�er�e d'�equations.

Si V est connexe, V a même dimension en chacun de ses points. D'une mani�ere
g�en�erale, on pose :

dimV = sup
a2V

(dima V )

De fa�con �equivalente, dire que V est en a une sous-vari�et�e de F signi�e qu'il existe
un ouvert U de F contenant a et et un di��eomorphisme f de classe C1 de U sur un
ouvert de IRn = IRm � IRd tel que f(U \ V ) = f(U) \ (f0g � IRm). f fournit ainsi
un syst�eme local de m coordonn�ees curvilignes, qu'on appellera aussi param�etres du
groupe.

D�e�nition 15 Un groupe de Lie est un ensemble qui est �a la fois une sous-vari�et�e
de IRn ou de Cn et un groupe tel que la multiplication et l'inversion sont continues.
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Il faut bien remarquer que ces d�e�nitions sont locales. Ainsi, les rotations planes
de centre l'origine admettent comme param�etrage local leur angle et forment une sous-
vari�et�e, bien que ces angles ne forment pas un param�etrage continu global. Il en est de
même pour les matrices inversibles, pour lesquelles le param�etrage canonique des ma-
trices fournit un param�etrage local, ce qui est su�sant dans les d�e�nitions pr�ec�edentes.

On appelle ordre d'un groupe G sa dimension en tant que sous-vari�et�e. Par mesure
de simplicit�e, on le notera dimG. Voici quelques exemples :

{ le groupe des rotations planes de centre donn�e est d'ordre 1, le param�etrage se
faisant par l'angle de rotation.

{ le groupe des d�eplacements du plan est d'ordre 3 et contient les rotations et
les translations ; les rotations ont pour coordonn�ees les deux coordonn�ees de leur
centre et leur angle, les translations n'ont que deux coordonn�ees, celles du vecteur
de translations.

{ le groupe des applications a�nes planes bijectives, appel�e encore groupe a�ne,
est d'ordre 6. Un �el�ement de ce groupe est en e�et d�e�ni par une matrice 2 � 2
inversible, la matrice de sa partie lin�eaire, et par deux coordonn�ees d'un vecteur
de translation.

{ le groupe des d�eplacements ou vissages de l'espace 3D est d'ordre 6 : 2 param�etres
pour d�e�nir la direction de l'axe, 2 pour la position de l'axe, 1 pour l'angle de
rotation et 1 pour la translation le long de l'axe ;

{ le groupe des applications a�nes bijectives de l'espace 3D est d'ordre 12 (une
telle application est d�e�nie par une matrice 3 � 3 inversible et un vecteur de
translation) ; celui des homographies du plan d'ordre 8 (une matrice 3�3 d�e�nie �a
un facteur de proportionnalit�e pr�es) et celui des homographies de l'espace d'ordre
15 (une matrice 4� 4 d�e�nie �a un facteur de proportionnalit�e pr�es).

Comme toute sous-vari�et�e, un groupe de Lie poss�ede des syst�emes locaux de co-
ordonn�ees. On pose la convention suivante : l'�el�ement neutre du groupe est d�e�ni par
des coordonn�ees nulles, ce �a quoi on peut toujours se ramener par translation sur les
param�etres.

Le fait que G op�ere analytiquement sur E peut se traduire ainsi : les coordonn�ees
(x0

1; : : : ; x
0
n) de l'image x0 d'un �el�ement x de E de coordonn�ees (x1; : : : ; xn) par un

�el�ement g de G de coordonn�ees (a1; : : : ; am) peuvent s'�ecrire :

8h 2 f1; : : : ; ng x0
h = �h(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am) (1:8)

o�u les fonctions �h sont analytiques, et v�eri�ent d'apr�es nos hypoth�eses :

8h 2 f1; : : : ; ng xh = �h(x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0)

Les orbites sont les surfaces d�e�nies par les �equations pr�ec�edentes (1.8) lorsque les xi
sont �xes et que les aj varient (voir l'exemple ci-dessous).
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Invariants et groupes de Lie

Dans le cadre des sous vari�et�es et des groupes de Lie qui vient d'être pr�esent�e, les
invariants sont des fonctions analytiques constantes sur les orbites, mais qui peuvent
distinguer ces di��erentes orbites, c'est �a dire des applications f1,: : : , fp qui v�eri�ent :(

8x 2 E 8y 2 O(x) 8j 2 f1; : : : ; pg fj(x) = fj(y)
8x 2 E 8y 62 O(x) 9j 2 f1; : : : ; pg fj(x) 6= fj(y)

(1:9)

Comme les applications fi sont constantes sur chaque orbite, leur gradient est orthogo-
nal aux espaces tangents aux orbites. Soit fj une fonction invariante dont le gradient
est not�e ~rfj, et soient (Vi(x))i des vecteurs formant une base du sous espace tangent
�a l'orbite de x en x (il su�t en fait que ces vecteurs forment une famille g�en�eratrice de
ce sous espace tangent). On a alors :

8j 8x 8i ~rfj :Vi(x) = 0 (1:10)

Il reste deux probl�emes �a r�esoudre : le calcul e�ectif des vecteurs (Vi(x))i, et la r�esolution
du syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles obtenu.

Un exemple simple. Reprenons le deuxi�eme exemple du paragraphe 1.2.1. Les con�-
gurations sont les points du plan et les transformations sont les rotations de centre
l'origine. On param�etre les points par leurs coordonn�ees cart�esiennes (x1; x2) et
les rotations par leur angle �. Les �equations (1.8) s'�ecrivent alors :(

x0
1 = �1(x1; x2; �) = x1 cos � � x2 sin �

x0
2 = �2(x1; x2; �) = x1 sin � + x2 cos �

Les orbites sont des cercles centr�es sur l'origine. Leur �equation est :

x1 = �1(a; b; t) = a cos t� b sin t
x2 = �2(a; b; t) = a sin t+ b cos t

o�u a et b sont des param�etres �xes et t varie.

Le sous-espace tangent �a l'orbite du point de coordonn�ees (x1; x2) en ce point, est
une droite de vecteur directeur (�x2; x1). On obtient donc l'�equation aux d�eriv�ees
partielles suivante :

8(x1; x2) 2 IR2 � x2
@f

@x1
+ x1

@f

@x2
= 0 (1:11)

La r�esolution de cette �equation (1.11) m�ene �a l'invariant suivant : f(x1; x2) =
x21 + x22.

Cas des groupes non connexes. Certains groupes ne sont pas connexes. Par
exemple, les groupes d'isom�etries du plan et de l'espace admettent comme composantes
connexes l'ensemble des d�eplacements et celui des antid�eplacements ; les groupes des
applications bijectives du plan ou de l'espace ont pour composantes connexes les ap-
plications de d�eterminant strictement positif et celui des applications de d�eterminant
strictement n�egatif. Pour prouver la non-connexit�e d'un groupe, il su�t de trouver une
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fonction continue �a valeurs r�eelles, le d�eterminant dans les cas pr�ec�edents, dont l'image
n'est pas un intervalle. Chacune des composantes connexes ne forme pas toujours un
sous-groupe (c'est le cas des antid�eplacements).

Dans ce cas, les orbites peuvent ne pas être connexes. La r�esolution des �equations
�etablies donne des fonctions invariantes sur les composantes connexes des orbites. Il
est donc parfois n�ecessaire de pouvoir aussi retrouver les composantes qui forment une
orbite. On n�egligera cette di�cult�e dans la suite.

Calcul du sous-espace tangent �a une orbite

Avant de pouvoir r�esoudre les �equations (1.10), il faut calculer les vecteurs (Vi(x))i.
Comme le disent tr�es justement Forsyth et al. dans leur article [For 90], la m�ethode la
plus g�en�erale pour ce calcul utilise les notions d'alg�ebre de Lie et d'exponentielle. Mais,
dans notre cas, l'introduction de ces concepts d�elicats n'est pas strictement n�ecessaire.
Il existe une m�ethode par d�erivation, dont le seul inconv�enient (mineur) est de fournir
des vecteurs qui ne sont pas ind�ependants du choix de la param�etrisation du groupe,
mais dont on peut ais�ement se contenter.

M�ethode par d�erivation. On dispose d'un param�etrage du groupe, et on peut donc
�ecrire l'action du groupe par une �equation du type de l'�equation (1.8) de la page 56, il
su�t alors de d�eriver ces �equations au point de coordonn�ees nulles.

Vi(x) =

 
@x0h
@ai

����
ai=0

!
h2f1;:::;ng

=

 
@�h(x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0; ai; 0; : : : ; 0)

@ai

����
ai=0

!
h2f1;:::;ng

Il faut remarquer que les vecteurs ainsi obtenus ne sont pas forc�ement ind�ependants
(voir le paragraphe 1.2.3), mais ils forment un syst�eme g�en�erateur du sous-espace tan-
gent �a l'orbite. Tout autre syst�eme de vecteurs g�en�erateurs obtenu �a partir de celui ci
fournit des �equations �equivalentes. Pour avoir un nombre minimal d'�equations, il faut
choisir un syst�eme de vecteurs qui soit une base du sous-espace tangent.

Autre remarque, tout param�etrage local du groupe autour de l'unit�e convient. Dans
le cas de groupes n'ayant pas de param�etrage global simple comme celui des matrices
inversibles, il su�t de remarquer que les matrices inversibles forment un ensemble
ouvert : le param�etrage classique des matrices carr�ees fournit donc un param�etrage
local du groupe dans un voisinage de l'unit�e, ce qui est su�sant.

1.2.3 D�enombrement des invariants

Int�erêt d'un tel d�enombrement

Apr�es avoir d�evelopp�e une m�ethode de calcul des invariants, le probl�eme �a r�esoudre
est celui du nombre des invariants.

Pr�ecisons, tout d'abord, la notion de nombre d'invariants. Il faut remarquer que
lorsqu'on dispose de plusieurs fonctions invariantes f1; : : : ; fp, on dispose aussitôt d'une
in�nit�e d'autres invariants qu'on peut exprimer sous la forme �(f1; : : : ; fp) o�u � est
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une fonction quelconque. Les deux questions importantes sont de savoir de combien
de fonctions invariantes ind�ependantes on peut disposer au maximum, c'est ce qu'on
appellera le nombre d'invariants, et s'il existe un ensemble de fonctions invariantes
g�en�eriques, dont toutes les autres d�eriveraient [Dix 90]. Dans ce paragraphe, nous ne
r�epondrons qu'�a la premi�ere.

Enum�eration

D�e�nition 16 Des fonctions f1,: : : , fp sont fonctionnellement ind�ependantes en
un point a, si leur formes di��erentielles df1(a),: : : , dfp(a) sont lin�eairement ind�epen-
dantes.

Le nombre des invariants est reli�e �a la dimension des orbites. En e�et, si f1, : : : , fp
est un syst�eme de p invariants ind�ependants, toute orbite de dimension n� p, o�u n est
la dimension de E, admet un syst�eme non d�eg�en�er�e d'�equations de la forme f1 � r1,
: : : , fp � rp, o�u r1, : : : , rp sont des r�eels.

Le nombre d'invariants existant dans un probl�eme donn�e est �egal au minimum
des codimensions des orbites ; il indique le nombre de param�etres n�ecessaires pour
caract�eriser une orbite. Pratiquement, si, dans un probl�eme, on ne dispose que de k
invariants alors que l'on sait que le probl�eme en admet plus, on sait qu'on ne pourra
pas distinguer toutes les orbites avec les invariants connus.

Il faut remarquer que, même dans les probl�emes les plus simples, les orbites n'ont
pas toutes la même dimension. Par exemple, dans le cas des rotations planes de centre
�x�e, toutes les orbites sont de dimension 1, sauf celle du centre de rotation qui est de
dimension 0. C'est bien alors la dimension maximale, soit 1 dans l'exemple, qu'il faut
consid�erer.

De fa�con plus math�ematique, la premi�ere partie de la d�emonstration est facile.
Soient f1,: : : , fp un syst�eme de p fonctions invariantes fonctionnellement ind�ependantes
v�eri�ant les �equations (1.9). Soit a une con�guration constante. En notant ri = fi(a),
on obtient :

8x 2 O(a) fi(x)� ri = fi(x)� fi(a) = 0

Comme les fonctions fi sont ind�ependantes :

dimO(a) � n� p et p � n� dimO(a)

La r�eciproque est plus d�elicate. Sa formulation �nale est : p = n� dim(O) o�u O est
une orbite g�en�erique pour le probl�eme. Voir [For 69, For 82] pour plus de d�etails.

Sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement

En premi�ere approximation, le groupe des transformations et les orbites devraient
avoir même dimension, �a quelques exceptions pr�es. Si tel �etait le cas, on aurait p =
n � dim(G). Cependant, certaines transformations peuvent laisser des con�gurations
invariantes ; elles forment le sous-groupe d'isotropie de ces con�gurations. Ces trans-
formations ne sont pas \e�caces" pour ces con�gurations, dont l'orbite a donc comme
dimension celle du groupe, moins celle de leur sous-groupe d'isotropie.
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Intuitivement, le sous-groupe d'isotropie est le sous-ensemble des transformations
n'ayant aucune action sur un �el�ement donn�e. La dimension de l'ensemble des trans-
formations \e�caces" d�epend donc directement de la dimension de ce sous-groupe
d'isotropie. Un exemple de sous-groupe d'isotropie est donn�e au paragraphe 1.2.8.

D�e�nition 17 Soit x un �el�ement quelconque de E. On appelle sous-groupe d'iso-

tropie ou stabilisateur de x suivant G et on note Gx, l'ensemble des �el�ements de G
qui laissent x invariant.

Gx = fg 2 G j g(x) = xg

On v�eri�e ais�ement que Gx est un sous-groupe de G. Tout d'abord, il n'est pas vide,
puisque l'�el�ement neutre de G qui est l'identit�e de E est dans Gx. Soient alors g et h
deux �el�ements de Gx. Comme h(x) = x, on a x = h�1(x) et :

x = g(x) = g � h�1(x)
g � h�1 appartient donc �a Gx, qui est donc un sous-groupe [Ram 79].

La dimension n�p de l'orbite d'un point x est alors dimG�dim(Gx), et le nombre
d'invariants est :

dimE �
�
dimG�min

x2E
dim(Gx)

�
(1:12)

Remarque. La dimension de l'orbite d'un point rappelle celle d'un groupe quotient ;
pour trouver la dimension d'une orbite, il faut consid�erer les �el�ements de G modulo
ceux de Gx. Ceci n'est toutefois qu'une analogie non math�ematique, car pour parler
de groupe quotient, il faudrait que le sous-groupe Gx soit distingu�e, ce qui n'est pas
forc�ement le cas.

1.2.4 Quelques exemples

{ On consid�ere les rotations planes de centre l'origine. On peut param�etrer ce
groupe par l'angle de la rotation. On a, dans ce cas, un seul invariant : le groupe
des transformations est de dimension 1, l'espace des con�gurations est de dimen-
sion 2 et le sous-groupe stabilisateur d'un �el�ement di��erent de l'origine, qui est
r�eduit �a l'identit�e de E, est donc de dimension 0. L'action du groupe s'�ecrit : 

x0

y0

!
=

 
cos � � sin �
sin � cos �

! 
x

y

!
=

 
x cos � � y sin �
x sin � + y cos �

!

On d�erive alors cette formule par rapport �a � :

@

@�

 
x0

y0

!
=

 
�x sin � � y cos �
x cos � � y sin �

!

On prend alors cette �equation pour � = 0. On obtient alors @x0

@�
= �y et @y0

@�
= x.

L'�equation que doit donc v�eri�er une fonction invariante est :

�y @f
@x

+ x
@f

@y
= 0



1.2. Th�eorie des invariants 61

Cette �equation aux d�eriv�ees partielles admet pour solutions toutes les fonctions
compos�ees de f(x; y) = x2 + y2.

{ On prend comme con�guration les points de l'espace a�ne r�eel 3D et comme
transformations les translations de vecteur (a; b; 0) avec a; b 2 IR. Les orbites
�etant de dimension 2, il y a un invariant. L'action du groupe s'�ecrit :0B@ x0

y0

z0

1CA =

0B@ x+ a
y + b

z

1CA
En d�erivant cette expression par rapport �a a et �a b, on trouve que le sous espace
tangent �a une orbite en un point a pour vecteurs de base (1; 0; 0) et (0; 1; 0). Une
fonction invariante doit donc v�eri�er :

@f

@x
=

@f

@y
= 0

Les solutions sont les compos�ees de la fonction f(x; y; z) = z.

{ On consid�ere toujours les points du même espace 3D, mais on ne prend plus que
les translations de vecteur port�e par le premier axe de coordonn�ees. On peut alors
trouver 2 invariants ind�ependants. L'�equation �a laquelle on arrive est @f=@x = 0.
On peut prendre comme solutions ind�ependantes f(x; y; z) = y et f(x; y; z) = z,
ou bien f(x; y; z) = y + z et f(x; y; z) = yz.

1.2.5 Cas o�u les transformations ne forment pas un groupe

Dans tout ce qui pr�ec�ede, on est rest�e dans le cas classique o�u les transformations for-
ment un groupe. Cependant, on s'int�eresse parfois �a des ensembles de transformations
qui ne forment pas des groupes, les ensembles de d�epart et d'arriv�ee �etant di��erents.
Tel est le cas de la vision, o�u l'op�eration fondamentale est une projection, a�ne ou
perspective. Les deux di��erences majeures existant avec ce qui pr�ec�ede, o�u on dispose
d'un groupe de transformations, sont que les orbites ne forment plus une partition (elles
peuvent se croiser par exemple), et que tous les points d'une même orbite ne sont plus
�equivalents, car on ne peut passer de l'un �a l'autre par un �el�ement de l'ensemble des
transformations.

Burns et al. [Bur 92] d�emontrent même le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 6 (Burns) Dans la cas des con�gurations de n points et des projections
perspectives, a�nes ou orthogonales, quel que soit l'entier n, les orbites se croisent de
telle mani�ere que toute fonction qui serait constante sur les orbites serait constante sur
tout l'ensemble d'arriv�ee. Aussi, il n'y a pas d'invariants pour ce probl�eme, en dehors
des fonctions constantes qui n'apportent aucune information.

Pour sortir de cette impasse, deux voies sont possibles : il faut soit disposer d'in-
formations suppl�ementaires sur les con�gurations (leur planarit�e par exemple, comme
dans [Mor 93]), soit travailler �a partir de plusieurs images comme cela sera fait au
paragraphe 2.2.
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Dans le cas des groupes, la th�eorie est bien �etablie, venant du programme d'Erlangen
et de Hilbert. Par contre, peu de travaux ont trait�e le cas o�u les transformations forment
seulement une sous-vari�et�e sans former un groupe de Lie. Quelques travaux pr�ecurseurs
existent toutefois, faits par Hilbert et Poincar�e avec son �etude qualitative des �equations
di��erentielles.

En restant dans ce cadre, on peut chercher des fonctions invariantes sur les orbites,
bien qu'elles risquent d'avoir un pouvoir discriminant tr�es r�eduit.

Malgr�e ce tableau peu encourageant, on peut essayer de mieux comprendre d'o�u
viennent les limitations de ce cas.

M�ethode par d�erivation. On peut exprimer de mani�ere di��erentielle le fait qu'une
fonction f est constante sur une orbite. On suppose que l'action d'une transformation
s'exprime �a l'aide de formules analogues �a l'�equation (1.8) de la page 56. On note
respectivement n, n0 et m les dimensions de l'espace de d�epart E, de l'espace d'arriv�ee
F et de l'espace des transformations, qui appliquent les �el�ements de E dans F . On
d�esire que la fonction f v�eri�e :

8 a1; : : : ; am; a0
1; : : : ; a

0
m

f(�1(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am); : : : ; �n
0

(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am))

= f(�1(x1; : : : ; xn; a
0
1; : : : ; a

0
m); : : : ; �

n0

(x1; : : : ; xn; a
0
1; : : : ; a

0
m))

Notons :

�(x1; : : :xn; a1; : : :am) = f(�1(x1; : : :xn; a1; : : :am); : : :�
n0

(x1; : : : ; xn; a1 : : : ; am))

On obtient un syst�eme di��erentiel en d�erivant cette derni�ere �equation par rapport aux
coordonn�ees des transformations. On trouve les m �equations suivantes :

8j 2 f1; : : : ; mg @�
@aj

(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am) =

n0X
i=1

�
@f
@xi

(�1(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am); : : : ; �
n0

(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am))

@�i

@aj
(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am)

�
= 0

Malheureusement, ces �equations qui ne font pas intervenir simplement les d�eriv�ees
de f , mais la compos�ee de ces d�eriv�ees avec les fonctions �, sont d'un degr�e de di�cult�e
suppl�ementaire par rapport �a celles qu'on obtenait dans le cas des groupes. Dans ce
cas, on n'a pas pu se servir des espaces tangents et de la contraintes sur le gradient.

On peut illustrer cette di�cult�e par le sch�ema de la Fig. 1.19. Soit une con�gu-
ration M et son image M 0 par une transformation donn�ee. Dans le cas d'un groupe
de transformations, ce qui est repr�esent�e dans la partie gauche de la �gure, l'orbite de
M et celle de M 0 sont les mêmes et on peut exprimer l'�equation de cette orbite en
fonction d'un quelconque de ses points, soit M , soit M 0. D'autre part, on peut pas-
ser d'un �el�ement de l'orbite �a un autre �el�ement de l'orbite par une transformation du
groupe. Dans le cas o�u les transformations ne forment pas un groupe, les points M et
M 0 n'appartiennent pas au même espace. M 0 peut appartenir �a plusieurs orbites. On
ne peut donc esp�erer trouver une �equation de l'orbite de M en ne connaissant que M 0.
En�n, si M 00 est aussi un point de l'orbite de M (M 00 est image de M par une autre
transformation de l'ensemble), on ne peut passer de M 0 �a M 00 par une transformation
de l'ensemble.
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M

M

M’

M’ M"

Cas d’un groupe

Espace des configurations =
espace des projections

Espace des configurations

Espace des projections

Cas d’une projection
entre deux ensembles distincts

Fig. 1.19 - Une orbite dans le cas des groupes et dans le cas g�en�eral

1.2.6 Conclusion sur la m�ethode in�nit�esimale

Le principal int�erêt de cette m�ethode est son caract�ere rigoureux, qui permet, entre
autres, un d�enombrement pr�ecis des invariants. D'autre part, l'expression des inva-
riants comme l'ensemble des solutions d'une �equation aux d�eriv�ees partielles, permet
d'appliquer aux invariants les r�esultats li�es �a ces �equations.

Toutefois, l'utilisation pratique de cette m�ethode pour le calcul de nouveaux inva-
riants dans des cas non triviaux est d�elicat. Tout d'abord, elle occulte l'aspect g�eom�e-
trique du probl�eme trait�e. Ensuite, elle m�ene, dans le cas g�en�eral, �a des �equations dont
la r�esolution n'est pas ais�ee lorsqu'on n'a aucune id�ee de la solution. Ceci peut parfois
être compens�e par la recherche de solutions particuli�eres, polynomiales par exemple.

1.2.7 M�ethode par g�en�eralisation et contrainte

La m�ethode in�nit�esimale �etant di�cilement applicable pour calculer de nouveaux
invariants dans des cas non triviaux, nous proposons deux m�ethodes pratiques de calcul
de ces invariants ; la premi�ere est pr�esent�ee ici, la deuxi�eme est bas�ee sur la recherche
et l'utilisation des invariants g�eom�etriques canoniques (birapport, rapport, angle: : : ),
et elle sera utilis�ee dans les deux exemples des paragraphes 1.2.8 et 1.2.9.

Principe de la m�ethode

Cette m�ethode est fort classique parmi les math�ematiciens travaillant sur les pro-
bl�emes d'invariants [Dix 90], [Sem 52, pages 191 - 202]. On cherche �a trouver les in-
variants associ�es �a un probl�eme donn�e. On va, pour cela, g�en�eraliser le probl�eme que
l'on doit r�esoudre, trouver les invariants pour cette g�en�eralisation, puis exprimer le fait
que le probl�eme de d�epart est un cas particulier. Le point crucial de la m�ethode est
de trouver une g�en�eralisation du probl�eme de d�epart pour laquelle on sache trouver les
invariants. Nous allons illustrer cette m�ethode sur un exemple.
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Introduction et g�en�eralisation du probl�eme

On se place dans le plan projectif et on s'int�eresse aux invariants de deux coniques
par changement de variables lin�eaire. Pour cela, on g�en�eralise le probl�eme aux cas des
formes quadratiques, et on reviendra �a la �n au cas des coniques.

Soit une conique C d'�equation homog�ene :

ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz = 0

On peut �ecrire cette derni�ere �equation sous la forme tXAX = 0, o�u tX = (x; y; z) et A
est la matrice sym�etrique : 0B@ a d e

d b f

e f c

1CA
Comme l'�equation de la conique C n'est d�e�nie qu'�a un facteur multiplicatif pr�es, la
matrice A n'est, elle aussi, d�e�nie qu'�a un facteur multiplicatif pr�es. A la matrice A, on
associe la forme quadratique dont A est la matrice, c'est �a dire l'application suivante
qui n'est plus d�e�nie �a un facteur de proportionnalit�e pr�es :

C3 �! C

X 7�! tXAX

Les invariants des paires de formes quadratiques

Concernant ce paragraphe, on pourra se reporter �a [Sem 52, page 194]. On prend
comme ensemble de con�gurations l'ensemble des paires de formes quadratiques en
trois variables, qu'on repr�esente par leurs matrices 3 � 3 sym�etriques associ�ees A =
(aij)i;j2f1;2;3g et B = (bij)i;j2f1;2;3g. On consid�ere les transformations suivantes :

(A;B) 7! ( tPAP; tPBP )

o�u on impose detP = 1, qui correspondent aux changements de variables lin�eaires de
d�eterminant �egal �a 1. En e�et, par le changement de variable d�e�ni par la matrice P ,
la matrice A d'une forme quadratique est transform�ee en tPAP . On pourra supprimer
par la suite la contrainte sur le d�eterminant. On note Aij et Bij les cofacteurs de aij et
bij.

On connâ�t deux invariants �el�ementaires pour ce probl�eme, det(A) et det(B), qui
sont des fonctions homog�enes de degr�e 3 : det(tA) = t3 det(A). Plus g�en�eralement, on
dispose de l'invariant det(�A+ �B). On a :

det(�A+ �B) = �3I1 + �2�I2 + ��2I3 + �3I4 (1:13)

avec

I1 =
1

3
(a11A11 + a22A22 + a33A33 + 2a23A23 + 2a13A13 + 2a12A12) = detA

I2 = b11A11 + b22A22 + b33A33 + 2b23A23 + 2b13A13 + 2b12A12

I3 = a11B11 + a22B22 + a33B33 + 2a23B23 + 2a13B13 + 2a12B12

I4 =
1

3
(b11B11 + b22B22 + b33B33 + 2b23B23 + 2b13B13 + 2b12B12) = detB
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Le polynôme (1.13) �etant invariant, ses coe�cients I1; I2; I3 et I4 le sont aussi. On
dispose même du r�esultat plus fort suivant [Dix 90] : tout invariant polynomial de A et
B est fonction polynomiale de I1; I2; I3 et I4.

Si on relaxe la contrainte detP = 1, les Ii ne sont plus des invariants, car au cours
de la transformation, Ii devient (detP )

2Ii. On peut, par contre, prendre pour invariant
les rapports Ii=Ij.

Les invariants de paires de coniques

Revenons au cas des coniques. Une conique d�e�nit une forme quadratique �a un coef-
�cient multiplicatif pr�es. On ne peut donc plus supposer que la matrice associ�ee �a cette
conique a un d�eterminant �egal �a 1. Les invariants de coniques sont donc les invariants
de formes quadratiques, qui sont aussi invariants lorsqu'on multiplie les matrices par
un scalaire. Dans notre cas, on a :

I1(�A; �B) = �3I1(A;B)

I2(�A; �B) = �2�I2(A;B)

I3(�A; �B) = ��2I3(A;B)

I4(�A; �B) = �3I4(A;B)

On cherche alors les monômes In11 In22 In33 In44 vraiment invariants. Comme :

8(�; �) 2 IR2 �3n1In11 :�2n2�n2In22 :�n3�2n3In33 :�3n4In44 = In11 In22 In33 In44

cela implique : (
3n1 + 2n2 + n3 = 0
n2 + 2n3 + 3n4 = 0

On peut prendre pour solutions ind�ependantes n1 = 1, n2 = �2, n3 = 1, n4 = 0, ou
n1 = 0, n2 = 1, n3 = �2, n4 = 1. Ces solutions donnent les invariants suivants :

� =
I1I3
I2 2

; � =
I2I4
I3 2

Conclusion sur la m�ethode

La m�ethode pr�esent�ee ici a le double avantage d'être tr�es classique math�ematique-
ment et tr�es puissante. Elle peut être une tr�es bonne approche pratique dans de
nombreux cas o�u la m�ethode in�nit�esimale est inapplicable, car menant �a des �equations
qu'on ne sait pas r�esoudre. Cela dit, le fait qu'il n'y ait pas de m�ethode syst�ematique
de g�en�eralisation du probl�eme limite grandement la possibilit�e d'utilisation de cette
m�ethode.

1.2.8 Invariants de deux points et deux droites

L'id�ee directrice de cet exemple et du suivant est qu'il existe un invariant canonique
associ�e �a certaines transformations. Tels sont la distance et l'angle pour les transforma-
tions euclidiennes, le rapport pour les transformations a�nes et le birapport pour les
transformations projectives. On cherchera donc �a ramener les probl�emes d'invariants �a
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des recherches de distances, rapports ou birapports. Cela peut être consid�er�e comme
une troisi�eme m�ethode de calcul des invariants. Bien qu'elle paraisse peu syst�ematique,
elle s'av�ere la plus puissante des trois, en particulier pour r�esoudre les probl�emes de
vision o�u n'apparaissent que des �el�ements d'ordre inf�erieurs a deux : points, droites,
plans, coniques.

Il n'est certes pas assur�e que cette recherche d'invariants canoniques puisse être
faite syst�ematiquement, en particulier lorsqu'on manipule des objets qui ne sont pas
�el�ementaires, des courbes ou des surfaces cubiques par exemple. Cette m�ethode permet
toutefois une recherche simple et une interpr�etation g�eom�etrique ais�ee des invariants.
Dans les deux exemples qui suivent, on se placera dans le cas du birapport dans le plan
projectif.

Recherche d'un invariant. On se place donc dans le plan projectif et on consid�ere
les con�gurations form�ees de deux points et de deux droites. On cherche un invariant
pour ces con�gurations, avec l'ensemble de toutes les applications projectives du plan
comme ensemble de transformations.

Il est tr�es facile d'en trouver un. Pour cela, il su�t de construire, �a l'aide de construc-
tions stables par transformation projective, un ou plusieurs birapports qui seront les
invariants cherch�es. Dans le cas pr�esent, on construit la droite passant par les deux
points. Cette droite coupe les deux droites de la con�guration en deux points, qui peu-
vent être �a distance �nie ou in�nie. On dispose alors de quatre points align�es, les deux
points de la con�guration et les deux points d'intersection, et donc d'un birapport qui
est l'invariant cherch�e.

Essayons d'appliquer la th�eorie faite sur les groupes de Lie. L'ensemble des appli-
cations projectives du plan, qui sont d�e�nies par des matrices 3 � 3 �a un facteur de
proportionnalit�e pr�es, est donc une sous-vari�et�e de dimension 8. Le fait de rajouter une
contrainte (d�eterminant non nul) enl�eve une vari�et�e de transformation, mais ne fait pas
varier la dimension. Une droite ou un point sont d�e�nis par 3 param�etres, mais �a un
facteur de proportionnalit�e pr�es. Les con�gurations forment donc une sous-vari�et�e de
dimension 8 aussi.

Bien que les dimensions des espaces de transformations et de con�gurations soient
�egales, l'existence d'un invariant est possible ; elle est due, d'apr�es la formule (1.12)
de la page 60, �a la pr�esence d'un groupe d'isotropie de dimension non-nulle, que nous
allons rechercher.

Recherche du groupe d'isotropie. Pour mener �a bien cette recherche, on consid�ere
une con�guration g�en�erique (non d�eg�en�er�ee), c'est �a dire telle que les droites ne soient
pas confondues et que les points ne soient pas sur ces droites et ne soient pas confondus
(cf. Fig. 1.20). On appelle P1 et P2 les deux points et D1 et D2 les deux droites de la
con�guration. On note D la droite (P1P2), M1 et M2 les intersections de la droite D
avec D1 et D2 respectivement. On note M l'intersection de D1 et de D2.

On choisit une repr�esentation du plan telle que M soit l'origine et ait pour coor-
donn�ees (0; 0; 1) et telle que D soit la droite de l'in�ni, d'�equation x3 = 0.

Soit F une application projective qui laisse cette con�guration invariante. Les points
P1 et P2 sont invariants et la droite D est globalement invariante : en cons�equence, le
point M1 est invariant. De plus, (P1; P2;M1) formant une base projective de la droite
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M

D

P1

P2

M1

M2

D1

D
2

Fig. 1.20 - Une con�guration de 2 points et de 2 droites

D, cette derni�ere est stable (tous ses points sont invariants). En�n, les droites D1 et
D2 �etant globalement stables, leur intersection le point M est invariant.

La droite de l'in�ni D �etant globalement invariante par F , F est une application
a�ne. Comme l'origine M est invariante, F se r�eduit �a sa partie lin�eaire: F est une
application lin�eaire. Tous les points de la droite de l'in�ni, et en particulier les points
cycliques sont invariants : F est une transformation euclidienne, donc une similitude
(c'est �a dire la compos�ee d'une isom�etrie et d'une homoth�etie).

Toute droite qui passe par l'origine admet 2 points invariants : l'origine et son
point �a l'in�ni. Ces droites sont donc globalement invariantes, et toutes les directions
vectorielles sont directions propres pour F . Les homoth�eties sont les seules similitudes
v�eri�ant cette condition : F est donc une homoth�etie de centre M . L'ensemble de ces
homoth�eties est un groupe d'ordre 1, qui est le groupe d'isotropie recherch�e.

Conclusion. Dans cet exemple qui concerne des con�gurations de deux points et
deux droites, la sous-vari�et�e des transformations et celle des con�gurations ont même
dimension. L'existence de l'invariant exhib�e est due �a la pr�esence d'un sous-groupe
d'isotropie pour chaque con�guration, sous-groupe dont la nature a �et�e d�etermin�ee.

1.2.9 Invariants de deux coniques

Soient deux coniques C1 et C2 auxquelles on associe les matrices M1 et M2. On
recherche les invariants de ces coniques, les transformations �etant les homographies du
plan. Les transformations forment une sous-vari�et�e de dimension 8, les coniques une
de dimension 10. On devrait donc trouver 2 invariants au moins, et 2 seulement si le
groupe stabilisateur d'une con�guration est de dimension 0.

Le probl�eme de la recherche des invariants de deux coniques a �et�e abord�e de diverses
mani�eres. Maybank [May 91] calcule les birapports des quatre points d'intersection. For-
syth et al. [For 91a] donnent comme invariants Trace(M2

�1M1) et Trace(M1
�1M2).

En fait, ces traces ne sont des invariants que des formes quadratiques associ�ees �a M1

et M2, et non des coniques. Pour qu'elles le deviennent, il faut imposer aux matrices
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M1 et M2 d'être de d�eterminant 1, ce que font Forsyth et al. [For 91a]. D'un point
de vue pratique, il serait souhaitable d'int�egrer cette contrainte dans la formule même
des invariants, ce que nous ferons dans la suite. Dans leur article [Kap 91], Kapur et
al. interpr�etent ces invariants en fonction du triangle auto-polaire associ�e aux deux
coniques, sans toutefois introduire explicitement ce triangle.

Pour notre part, nous montrons comment interpr�eter ces invariants en termes de
birapports. Ce paragraphe est plus technique que le pr�ec�edent. Pour une lecture rapide,
on pourra donc le parcourir sans approfondir.

Interpr�etation de la matrice M2
�1M1 en termes de birapports

Soient C1 et C2 deux coniques de matrices associ�eesM1 etM2. Ces deux coniques
se coupent en quatre points A;B;C;D, distincts ou confondus, r�eels ou imaginaires. A
partir de ces quatre points, on peut construire un triangle (P;Q;R) qui est auto-polaire
par rapport �a chacune de ces deux coniques. C'est le seul triangle auto-polaire commun
(cf. le paragraphe 1.1.6, page. 39).

Trace de la matrice M2
�1M1. Soit N une matrice 3� 3 non nulle. L'application

projective qui �a tout point de coordonn�ees X fait correspondre le point de coordonn�ees
X 0 tel que X = NX 0, transformeM1 etM2 en tNM1N et tNM2N . On a :

Trace(( tNM2N )�1 tNM1N ) = Trace(N�1M2
�1M1N )

= Trace(M2
�1M1)

La trace de la matrice M2
�1M1 est donc un invariant de cette matrice, mais pas

des coniques associ�ees ; en e�et, celles-ci ne d�e�nissent leurs matrices qu'�a un facteur
multiplicatif pr�es, et la trace n'est pas invariante par homoth�etie sur une des matrices.

La trace n'�etant pas un vrai invariant des coniques, on ne peut donc l'interpr�eter
en termes de birapports.

Vecteurs propres de la matrice M2
�1M1. Soit lP les coordonn�ees homog�enes de

la droite (QR). Le triangle (P;Q;R) �etant auto-polaire par rapport �a chacune des deux
coniques, on a : �lP =M1P et �lP =M2P . DoncM2

�1M1P = �=�P . De même pour
Q et R. Les sommets du triangle auto-polaire commun sont donc les vecteurs propres
de la matriceM2

�1M1.
On peut ainsi lier les vecteurs propres de M2

�1M1 au triangle auto-polaire com-
mun, qui est li�e aux coniques par des birapports.

Valeurs propres de la matrice M2
�1M1. Prenons les points P;Q et R comme

r�ef�erences. Les deux coniques admettent alors chacune une �equation r�eduite :

C1 : a1x
2 + b1y

2 + c1z
2 = 0

C2 : a2x
2 + b2y

2 + c2z
2 = 0

Les valeurs propres d'une matrice ne d�ependant pas de la base, a1; b1; c1 sont les valeurs
propres de M1 et a2; b2; c2 sont celles de M2. Il faut remarquer que ce ne sont pas les
valeurs propres qui sont caract�eristiques des coniques, mais leurs rapports (�a cause du
coe�cient multiplicatif).
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Les valeurs propres de M2
�1M1 sont donc :

�1 =
a1
a2
; �2 =

b1
b2
; �3 =

c1
c2

L�a aussi, seuls les rapports de valeurs propres sont caract�eristiques des coniques. Ces
rapports peuvent d'ailleurs s'interpr�eter g�eom�etriquement.

Soient M1; N1 et M2; N2 les intersections de la droite (PQ) avec C1 et C2 respecti-
vement (cf. Fig. 1.21). Soient respectivement �1; �2; �1; �2 des racines carr�ees, r�eelles

A

B

C

D

M

N

M

N

1

1

2

2

R

P

Q

Fig. 1.21 - Interpr�etation des matrices de coniques en termes de birapports

ou imaginaires, de a1; a2; b1; b2 et soit i2 = �1. L'�equation de la droite (PQ) est : z = 0.
M1; N1, M2 et N2 sont d�e�nis par les syst�emes suivants :(

a1x
2 + b1y

2 + c1z
2 = 0
z = 0

et

(
a2x

2 + b2y
2 + c2z

2 = 0
z = 0

On a alors :

M1 = (�1; i�1; 0)

N1 = (�1;�i�1; 0)

M2 = (�2; i�2; 0)

N2 = (�2;�i�2; 0)

Donc :

fM1;M2;P;Qg = f�i �1
�1

;�i �2
�2

;1; 0g = �1�2
�1�2

et :
�1
�2

= fM1;M2;P;Qg2
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On peut de même interpr�eter les autres rapports de valeurs propres.
Dans le cas o�u les deux coniques ont un point double d'intersection la même

construction est possible. Si, par exemple, A = B, il su�t de remplacer la droite
(AB) par la tangente �a la conique au point A.

Nouvelle interpr�etation des r�esultats du paragraphe 1.6.7

Dans ce paragraphe, on va interpr�eter les invariants trouv�es en fonction de birap-
ports. Pour cela, on prend les sommets du triangle auto-polaire commun comme points
de r�ef�erence et on calcule I1; I2; I3 et I4 avec les �equations r�eduites des deux coniques :

I1 = a1b1c1

I2 = a2b1c1 + b2a1c1 + c2a1b1

I3 = a1b2c2 + b1a2c2 + c1a2b2

I4 = a2b2c2

On peut exprimer les rapports de ces nombres en fonction des valeurs propres de la
matriceM2

�1M1 :

I1
I4

= �1�2�3

I2
I4

= �2�3 + �1�3 + �1�2

I3
I4

= �1 + �2 + �3

On a alors de mani�ere �evidente :

Trace(M2
�1M1) =

I3
I4

Trace(M1
�1M2) =

I2
I1

detM1

detM2

= =
I1
I4

Pour obtenir les invariants de coniques, il faut faire apparâ�tre des birapports, c'est �a
dire des rapports de valeurs propres comme on l'a vu. Par exemple, on peut prendre :

� =
I1I3
I22

=
(�1 + �2 + �3)(�1�2�3)

(�1�2 + �2�3 + �1�3)2
= �3=�2

1 + �2=�1 + �3=�1
(1 + �3=�1 + �3=�2)2

;

� =
I4I2
I23

=
�1�2 + �2�3 + �1�3
(�1 + �2 + �3)2

= �2=�1
1 + �3=�1 + �3=�2

(1 + �2=�1 + �3=�1)2
:

Les invariants donn�es au paragraphe 1.2.7 sont ainsi reli�es �a des birapports.
Il faut remarquer qu'on a aussi :

� =
I1I3
I22

=
Trace(M2

�1M1)

(Trace(M1
�1M2))2

detM2

detM1

� =
I4I2
I23

=
Trace(M1

�1M2)

(Trace(M2
�1M1))2

detM1

detM2



1.2. Th�eorie des invariants 71

Ainsi, les invariants donn�es par Forsyth et al. [For 91a] sont li�es �a des birapports, d�es
qu'on les a combin�es pour en faire de vrais invariants de coniques et non pas de formes
quadratiques seulement.

Birapports et intersection des coniques

Deux coniques se coupent en quatre points. D'apr�es le paragraphe 1.1.6, quatre
points sur une conique d�e�nissent un birapport. Les quatre points d'intersection qui
appartiennent �a chacune des deux coniques d�e�nissent donc deux birapports.

Nous allons faire le lien entre ces birapports et ceux rencontr�es au paragraphe
pr�ec�edent. Soient deux coniques C1 et C2 de matrices M1 et M2, A;B;C;D leurs
points d'intersection et k1 et k2 les deux birapports form�es. Dans son article [May 91],
Maybank montre que ces birapports s'expriment en fonction des racines de l'�equation :

det(M1 + �M2) = 0 (1:14)

Pour cela, il choisit les coordonn�ees de telle sorte que les quatre points d'intersection
soient (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1) et (1; 1; 1). Dans ces coordonn�ees, les coniques ont pour
�equations :

C1 : �1xy +  1yz � (�1 +  1)xz = 0
C2 : �2xy +  2yz � (�2 +  2)xz = 0

o�u �1, �2,  1 et  2 sont des constantes. Les trois racines de l'�equation (1.14) sont donc :

�1 = � 1

 2

�2 = ��1
�2

�3 = ��1 +  1

�2 +  2

D'autre part, dans la param�etrisation suivante de C1 :

s 7! (s[ 1(1� s)� s�1];  1(1� s) � s�1;�s�1)

les quatre points d'intersection ont pour param�etres :1; 0;  1=( 1+�1); 1. On a donc :

k1 = fA;B;C;DgC1
= f1; 0; 1=( 1 + �1); 1g
= 1 +

�1
 1

= f0; �2; �3; �1g

On a de même :

k2 = f1; �2; �3; �1g
En reprenant les notations du paragraphe pr�ec�edent, on a :

det(M1 + �M2) = (a1 + �a2)(b1+ �b2)(c1 + �c2)
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et par cons�equent :
�1 = �1; �2 = �2; �3 = �3

On en conclut :

k1 = �3(�2��1)
�1(�2��3)

=
�2
�1
� 1

�2
�3
� 1

k2 = �2��1
�2��3

=
1� �1

�2

1� �3
�2

Le lien avec les paragraphes pr�ec�edents est donc fait.

Conclusion sur les deux exemples pr�ec�edents

L'id�ee que nous avons voulu d�evelopper dans ces deux exemples, est que les in-
variants de certaines classes de probl�emes peuvent être trouv�es tr�es simplement. Ces
probl�emes sont ceux o�u interviennent un ensemble classique de transformations (trans-
formations a�nes, euclidiennes ou projectives) et des �el�ements simples (points, droites,
coniques). On peut alors chercher les invariants sous formes de rapports, angles, dis-
tances ou birapports suivant le type des transformations utilis�ees. Le lien entre ces
invariants simples et d'autres formes invariantes utilis�ees lorsque l'on manipule des
�el�ements moins �el�ementaires, peut, toutefois, être plus complexe.

Dans le cas des transformations projectives planes, les r�esultats suivants sont ainsi
imm�ediats :

{ la con�guration constitu�ee de deux droites et une conique a un invariant qui est
le birapport des quatre points d'intersection entre les droites et la conique ;

{ deux coniques concentriques et une droite ont pour invariant le birapport des
quatre points intersection de la droite et des coniques ;

{ une conique et deux points ont un invariant, le birapport de ces deux points avec
les deux intersections de la droite qu'ils d�e�nissent et de la conique ;

{ quatre droites et un point se trouvant sur l'une d'elle ont un invariant, le birapport
de ce point avec les intersections de la droite sur laquelle il se trouve avec les trois
autres droites ;

{ : : :

D'apr�es la formule (1.12), on sait qu'on a obtenu le maximum d'invariants ind�ependants
dans tous ces probl�emes.



1.3. El�ements de vision 73

1.3 El�ements de vision

Les paragraphes pr�ec�edents, o�u �etaient d�evelopp�es la g�eom�etrie projective et la th�eo-
rie des invariants, supposaient implicitement que la g�eom�etrie projective est utilisable
pour mod�eliser la formation d'une image par une cam�era. Ce paragraphe a pour but
de justi�er cette supposition, en �etudiant di��erents mod�eles optiques et g�eom�etriques
de cam�eras et en exhibant les projections perspectives ou parall�eles qui r�ealisent des
approximations de ces di��erents mod�eles.

Apr�es cela, les traitements des images dits de bas niveau sont bri�evement pr�esent�es.
Il importe, dans tout ce paragraphe, de bien distinguer les mod�eles optiques et

g�eom�etriques. Le mod�ele optique d'une cam�era, et plus particuli�erement de son objectif,
est une description d'un mod�ele physique. On s'int�eresse alors �a la focale r�eelle de
l'objectif, �a l'axe optique r�eel. Le mod�ele g�eom�etrique mod�elise quant �a lui la formation
de l'image. Peu importe alors la r�ealit�e de la focale ou de l'axe principal par rapport aux
caract�eristiques r�eelles. On peut supposer que l'image s'est form�ee en avant de la cam�era
plutôt qu'au fond de celle-ci. Le mod�ele g�eom�etrique ne rend compte que du r�esultat,
l'image, et non du processus de sa formation. On essayera donc d'utiliser un vocabulaire
di��erent pour ces deux mod�eles, et on �evitera de vouloir relier les grandeurs mesurables
ou donn�ees par le constructeur (focale, interstice) avec les grandeurs intervenant dans
le mod�ele g�eom�etrique.

1.3.1 L'approximation des syst�emes minces

Le premier mod�ele que nous �etudions, est celui des syst�emes minces. Ce mod�ele
sert g�en�eralement �a �etudier les lentilles convergentes ou divergentes, ou des associations
simples de telles lentilles, dont on suppose l'�epaisseur n�egligeable. Pour une pr�esentation
g�en�erale de l'optique g�eom�etrique, on pourra se reporter �a [Sua 74].

Soit un syst�eme mince plac�e dans le plan 
xy et centr�e au point 
 (cf. Fig. 1.22).
On d�e�nit un tel syst�eme par son centre optique 
, son foyer objet F , son foyer image
F 0 et sa distance focale f = 
F = �
F 0, o�u 
F est une mesure alg�ebrique. L'axe 
z
est appel�e axe optique du syst�eme, c'est un axe de sym�etrie de r�evolution du syst�eme.

Ω
F

F’

B

B’
y x

z

Fig. 1.22 - Le mod�ele des syst�emes minces.

On place un plan de capteurs P : ce plan est orthogonal �a l'axe optique, son in-
tersection avec cet axe est le point C, la cote de ce point est 
. Soit un point B, dit
point objet. On cherche �a �etudier l'image de ce point sur le plan des capteurs P (cf.
Fig. 1.23).
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Ω
F

F’

B

B’

C

P

B’’

Fig. 1.23 - Le mod�ele des syst�emes minces avec capteur.

Le point B0, appel�e point image de B, est d�e�ni comme �etant l'intersection de trois
rayons lumineux :

1. le rayon (B
) qui passe aussi par B0,

2. le rayon parall�ele �a 
z qui coupe le rayon (BF ) sur la lentille,

3. le rayon passant par F 0 qui coupe sur la lentille le rayon parall�ele �a 
z qui passe
par B.

Cela donne, dans un syst�eme de coordonn�ees centr�ees en 
 :

B

0B@ x
y

z

1CA 7�! B0

0B@
xf
f�z
yf
f�z
zf
f�z

1CA et B

0BB@
x0f
f+z0

y0f
f+z0

z0f
f+z0

1CCA 7�! B0

0B@ x0

y0

z0

1CA (1:15)

Le point B donne une image nette dans le plan des capteurs si B0 2 P . L'ensemble
des points qui ont une image nette dans P , s'appelle le plan de nettet�e, c'est un plan
parall�ele �a P , de cote z = 
f=(f + 
). Quand 
 tend vers �f , ce plan s'�eloigne vers
l'in�ni.

Dans le cas o�u le syst�eme de coordonn�ees est centr�e en C avec les mêmes axes que
pr�ec�edemment, 
 d�esigne alors la cote du point 
. Les formules (1.15) deviennent alors :

B

0B@ x
y

z

1CA 7�! B0

0B@
xf


+f�z
yf


+f�z


 + (z�
)f

+f�z

1CA et B

0BB@
x0f

f+z0�

y0f

f+z0�


z0�
2+z0f
f+z0�


1CCA 7�! B0

0B@ x0

y0

z0

1CA (1:16)

Dans ces coordonn�ees, le plan de nettet�e a pour cote 
2=(
� f). En inversant cette
formule, on peut calculer la cote que doit avoir la lentille pour qu'un point de cote z
soit net :


 =
z � pz2 � 4zf

2
Le ph�enom�ene de mise au point correspond au fait que le plan de nettet�e a une

cote variable lorsque 
 varie. Pour 
 = f , il est �a l'in�ni, et il se rapproche du point F
lorsque 
 augmente.
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Image d'un point sur l'�ecran

D�es que les objets observ�es ne sont pas parfaitement plans et orthogonaux �a l'axe
optique, tous les points observ�es ne peuvent appartenir au plan de nettet�e. Quelle est
alors leur image sur le plan des capteurs ?

Supposons que la lentille est circulaire de rayon R, et centr�ee sur l'axe optique.
Consid�erons le rayon lumineux qui part d'un point B observ�e de coordonn�ees (x; y; z)
et qui passe par le point L de la lentille de coordonn�ees (l cos �; l sin �; 
). Ce rayon
coupe le plan des capteurs en un point de coordonn�ees :8>><>>:

x00 = l cos �
�
1 + 


f
z�
�f

�z

�
+ 
x


�z

y00 = l sin �
�
1 + 


f
z�
�f

�z

�
+ 
y


�z

z00 = 0

En consid�erant tous les rayons qui partent de B et qui passent par un point de
la lentille, on obtient l'image de B. Pour cela, on fait varier l et � dans les formules
pr�ec�edentes : l'image de B est un cercle de centre B00 et de rayon RB avec :

B00

0B@

x

�z

y

�z

0

1CA et RB = R

�
1 +




f

z � 
 � f


 � z

�

L'existence d'un rayon RB explique le ph�enom�ene de 
ou. Lorsque le point projet�e
n'est pas dans le plan de nettet�e, il se projette non en un point, mais en un cercle
de rayon non nul. Les points projet�es formant un continuum, leurs cercles images se
chevauchent et on ne distingue plus bien la contribution de chacun : l'image est 
oue.

Le centre de l'image de B se d�eduit de ce point par une transformation projective.
En coordonn�ees homog�enes :

0B@

x

�z

y

�z

1

1CA /
0B@ 
 0 0 0

0 
 0 0
0 0 �1 


1CA
0BBB@

x
y

z
1

1CCCA
Si on n�eglige les 
ous, on peut donc repr�esenter la transformation r�ealis�ee par la

cam�era par une transformation projective.

1.3.2 L'approximation des syst�emes �epais

Lorsque le syst�eme optique de la cam�era est plus �epais, le mod�ele pr�ec�edent n'est
plus applicable. Il faut utiliser un mod�ele �a un param�etre suppl�ementaire, l'interstice.
Celui-ci est reli�e �a l'�epaisseur du syst�eme optique, mais aussi aux propri�et�es des dioptres
qui le forment [Sua 74, Lav 91].

Dans l'approximation des syst�emes �epais, un syst�eme est caract�eris�e par son axe
optique, qui est un axe de r�evolution cylindrique, par ses focales image et objet, et par
deux plans orthogonaux �a l'axe optique, appel�es plans principaux image et objet. Ces
plans sont distants d'une longueur i qui est l'interstice, chaque point focal �etant distant
du plan qui lui correspond d'une distance f appel�ee focale du syst�eme (cf. Fig. 1.24).
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F
F’

B’

C

P

B’’

HH’
A

A’

B

x
y

z

i

Fig. 1.24 - Syst�eme optique �epais avec plan de capteurs.

On note F et F 0 les points focaux, H et H 0 les intersections des plans principaux
avec l'axe optique, B un point quelconque, B0 son image par le syst�eme optique, et A et
A0 les projections orthogonales de B et B0 sur l'axe optique. On a : f = HF = �H 0F 0.
On se place dans un rep�ere centr�e en C, point d'intersection entre le plan des capteurs
et l'axe optique. En notant (x; y; z) les coordonn�ees du point B et (x0; y0; z0) celles de
B0, le point B0 est d�etermin�e par les deux lois suivantes :
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Par rapport au mod�ele pr�ec�edent, cela revient �a couper la lentille en deux et �a
s�eparer les deux sous-espaces image et objet d'une distance i, sans modi�er les angles
d'incidence des rayons lumineux sur chacun des \moiti�e de plan" qui sont les plans
principaux. A partir des formules :
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on d�eduit l'existence d'un plan de nettet�e de cote z d�e�nit par :
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Si le syst�eme optique est circulaire de rayon R autour de l'axe optique, l'image d'un
point B quelconque est un cercle de centre B00 et de rayon RB , o�u les coordonn�ees
homog�enes de B00 dans le plan des capteurs sont :
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et :

RB = R

�
1 +
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�
D'un point de vue g�eom�etrique, c'est �a dire lorsqu'on ignore les caract�eristiques

r�eelles du syst�eme optique, ce deuxi�eme mod�ele n'apporte rien de nouveau par rapport
au mod�ele pr�ec�edent : il y a des 
ous, et lorsqu'on les n�eglige, la transformation est
projective. Certes, cette transformation a des param�etres di��erents, mais soit il faut
les d�eterminer par �etalonnage, ce qui �etait aussi n�ecessaire avec le mod�ele pr�ec�edent,
soit il su�t de savoir que la transformation est projective.

1.3.3 Autres mod�eles

On peut utiliser d'autres mod�eles, qui sont de nature g�eom�etrique plutôt qu'op-
tique. Ils sont utilis�es soit comme approximation g�eom�etrique des mod�eles optiques qui
pr�ec�edent, soit comme approximation des syst�emes optiques eux-mêmes.

Mod�ele de projection perspective. Une cam�era est d�e�nie par un centre de pro-
jection 
 et un plan des capteurs P (cf. Fig. 1.25).

Ω

B

C

P

B’’

Fig. 1.25 - Mod�ele de la projection perpective.

On appelle C la projection orthogonale de 
 sur P . La distance C
 = 
 est appel�ee
distance focale de la projection. Il convient de bien di��erencier la focale d'une projection
perspective, qui est la distance entre la centre de projection et le plan de projection,
de la focale d'un syst�eme optique mince ou �epais, qui ne d�epend pas, elle, du plan des
capteurs. La droite (C
) est appel�ee axe optique ou plus justement axe principal de la
projection.

La transformation e�ectu�ee peut s'exprimer comme suit dans un rep�ere centr�e en
C :
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Mod�ele de projection a�ne. La projection a�ne, dite encore projection parall�ele
ou orthographique, est un cas particulier de projection perspective o�u le centre de
projection est �a l'in�ni. Une cam�era est alors d�e�nie par un plan de capteurs ou plan
de projection et par une direction de projection. La transformation r�ealis�ee est a�ne.
Un changement de coordonn�ees dans le plan permet de faire des changements d'�echelle
dans la projection obtenue.

Lorsque la direction de projection est orthogonale au plan des capteurs et que la
transformation e�ectu�ee dans le plan est euclidienne, la projection obtenue est ortho-
gonale.

1.3.4 De la cam�era aux donn�ees

Les mod�eles pr�ec�edents, qu'ils soient de nature plutôt optique ou g�eom�etrique, ne
sont malheureusement que des mod�eles ne rendant pas compl�etement compte de la
r�ealit�e. Tout d'abord, la châ�ne d'acquisition des donn�ees ne comporte pas la seule
partie optique. Ensuite, du bruit vient brouiller le signal �a chaque �etape de traitement.
Il convient donc d'�etudier cette châ�ne d'acquisition et le bruit qu'elle apporte, en
faisant un petit panorama des solutions propos�ees dans la litt�erature pour rem�edier �a
ces e�ets.

Châ�ne d'acquisition des donn�ees

Elle se compose sch�ematiquement des �etapes suivantes :

1. La lumi�ere �emise par les di��erentes parties de la sc�ene observ�ee est projet�ee sur
un plan de capteurs par l'interm�ediaire d'un syst�eme optique.

2. Ce plan de capteurs est une matrice de diodes photomultiplicatrices ou de CCD,
qui transforment le signal lumineux re�cu en un courant �electrique, proportionnel
au nombre de photons re�cu pendant un temps donn�e.

3. Le signal obtenu est analogique sur une dur�ee tr�es br�eve et discret en espace. Il
est converti en signal analogique bidimensionnel, puis converti en digital par une
carte sp�ecialis�ee.

4. L'information se trouve alors sous la forme d'une matrice enti�ere, chaque �el�ement
indiquant un niveau de gris. Les lignes de contraste, c'est �a dire de plus fort gra-
dient sont extraites par lissage, calcul du gradient et hyst�er�esis [Can 86, Der 87a].

5. Les points de contour ainsi obtenus sont châ�n�es. Les châ�nes sont approch�ees par
des lignes droites ou des courbes, telles les B splines [Arb 91a, Arb 91b].

Quelques probl�emes et solutions

Correction des distorsions. Chacune des �etapes pr�ec�edentes est cause de d�efauts.
Tout d'abord, le syst�eme optique utilis�e di��ere du mod�ele de la projection perspective
en deux points : certains points sont projet�es de mani�ere 
oue, et même en n�egligeant
ces 
ous, la projection n'est pas perspective. On peut toutefois se ramener �a une telle
projection, en transformant l'image point �a point, selon une m�ethode d�evelopp�ee par
Peuchot [Peu 92] et Brand [?].
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On proc�ede pour cela en deux temps. On prend une image d'une grille parfaite-
ment carr�ee. L'image de cette grille n'est pas parfaite : les projections des droites sont
courbes et ne sont plus �equidistantes, les angles ne sont plus droits. On calcule donc
la transformation qu'il faut faire subir �a chaque point de la grille pour le ramener sur
un point d'une grille parfaite arbitraire (parfaite signi�e que les lignes sont droites et
�equidistantes, et les angles droits) (cf. Fig. 1.26). La transformation associ�ee de chaque
autre point de l'image est calcul�e par interpolation des transformations des points de
la grille entourant ce point.

P
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Fig. 1.26 - Calcul d'un d�eplacement point par point.

On choisit alors quatre points G1, G2, G3 et G4 de la projection de la grille initiale
comme point de r�ef�erence. Lors de la transformation calcul�ee pr�ec�edemment, ces points
sont devenus P1, P2, P3 et P4. On calcule alors la transformation projective qui trans-
forme ces quatre derniers points en G1, G2, G3 et G4 respectivement (cf. Fig. 1.27).
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Fig. 1.27 - Calcul d'une transformation projective.
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La compos�ee de la premi�ere transformation et de cette deuxi�eme transformation
projective donne la correction �a appliquer �a chaque image. Lorsqu'on dispose d'une
nouvelle image, on lui applique cette correction, et on obtient ainsi l'image qu'aurait
donn�e une \cam�era projective". Cette m�ethode peut être mise en �uvre avec une tr�es
grande pr�ecision (0,02 pixels).

Une autre possibilit�e consiste �a ne pas utiliser le mod�ele projectif, mais un mod�ele
plus riche, tenant compte de la distorsion radiale. Il est alors n�ecessaire d'�etalonner les
cam�eras pour d�eterminer ces param�etres [Bro 71, Tsa 87].

Divers autres bruits. En dehors des distorsions, de nombreux autres bruit a�ec-
tent le signal [Bey 92]. L'objectif de la cam�era est cause des 
ous, des distorsions, des
aberrations chromatiques.

La partie de traitement du signal par des dispositifs �electroniques est riche en sources
de bruit. Les CCD ne sont pas jointifs, et de petits cristaux d�eforment le signal pour
que ces CCD captent plus de photons. Les �el�ements �electroniques sont sensibles �a la
temp�erature : un changement de celle-ci peut entrâ�ner une variation de 5 pixels dans
le r�esultat �nal.

Tous ces traitements agissent �a la fois sur la g�eom�etrie et la radiom�etrie du signal.
La carte de digitalisation proc�ede par r�e�echantillonnage, ce qui entrâ�ne une perte �a la
fois sur l'intensit�e de chaque pixel et sur leur localisation exacte.

Autres traitements. Le 
ou ne peut être supprim�e pour toute l'image d�es que la
sc�ene observ�ee a une profondeur non nulle. Ce 
ou peut dans certains cas être utilis�e.
Tout d'abord pour calculer la profondeur relative des objets de la sc�ene [Pen 87], ou
pour faire une mise au point automatique (autofocus optique passif) [Kro 87]. Cette
mise au point permet de limiter les e�ets de 
ou, �a d�efaut de les supprimer. L'e�et de
ces 
ous est renforc�e par le fait que les capteurs ne sont pas ponctuels.

La d�etection des contours est g�en�eralement faite en utilisant des �ltres qui calculent
le gradient ou le laplacien de la fonction d'intensit�e lumineuse, puis qui cherche les
r�egions homog�enes ou les contours de discontinuit�e. Ces �ltres sont optimaux dans
certaines hypoth�eses qui ne sont malheureusement que tr�es mal respect�ees dans les
images. Par exemple, le �ltre de Deriche [Der 87a] est optimal pour la d�etection en
1D du signal en marche d'escalier (fonction de Heavyside) bruit�ee par un bruit blanc
gaussien. Dans les images, le signal est bidimensionnel et le �ltre n'est pas isotrope. De
plus, les fonctions de Heavyside ne sont pas les seules qu'il faudrait d�etecter. Parmi les
approches novatrices, on peut citer [Sal 92] qui part d'une analyse plus �ne de la notion
de contour et qui d�eveloppe un syst�eme donnant des r�esultats nettement meilleurs. La
contre partie est un temps de calcul cinq �a dix fois plus long, et un algorithme non
vectorisable, même si parall�elisable sur une machine MIMD.

Une fois le mod�ele de cam�era �etabli, deux attitudes sont possibles. Tout d'abord,
l'�etalonnage, qui consiste �a calculer les param�etres de ce mod�ele [Len 87, Tsa 87,
Fau 92c]. On peut alors reconstruire la sc�ene observ�ee en 3D en utilisant plusieurs
images. Malheureusement, cet �etalonnage est souvent instable, peu pr�ecis ou impos-
sible, dans le cas d'une cam�era mobile par exemple. Certaines techniques essayent alors
de n'utiliser que certains des param�etres, les param�etres intrins�eques ou int�erieurs par
exemple [Hor 89, Yua 89, Liu 90]. D'autres auteurs ont essay�e de ne se servir que des
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propri�et�es de la g�eom�etrie projective : si on suppose que la transformation est pro-
jective, cela fournit su�samment de contraintes pour faire du positionnement relatif
[Moh 91a, Moh 92a], de la reconstruction projective [Fau 92a, Moh 92b, Har 92a] ou
du calcul d'indices tridimensionnels [Gro 92b].

1.4 Conclusion du chapitre

Ce premier chapitre d�ecrit deux th�eorie classiques : la g�eom�etrie projective et la
th�eorie des invariants. Celles-ci sont d�etaill�ees en fonction de leurs applications en
vision. La g�eom�etrie est ainsi pr�esent�ee en mettant l'accent sur les di��erentes mani�eres
d'associer et de construire des birapports et des invariants �a partir de �gures simples,
la th�eorie des invariants permet, elle, de r�epondre aux questions suivantes : combien
existe-t-il d'invariants dans un probl�eme donn�e, et comment trouver ces invariants ?

La derni�ere partie du chapitre justi�e l'emploi de ces deux th�eories en vision, et
d�ecrit tr�es succinctement les traitements de bas niveau des images. Les applications de
ces th�eories �a la vision font l'objet du chapitre suivant.





Chapitre 2

G�eom�etrie, invariants et vision :

applications

Le pr�esent chapitre pr�esente trois applications des th�eories du chapitre pr�ec�edent
�a des probl�emes de vision : ces applications, bien qu'illustrant des th�eories math�ema-
tiques, sont au c�ur de v�eritables probl�emes de vision, et elles sont donc abord�ees tant
du point de vue th�eorique qu'exp�erimental. En particulier, les algorithmes propos�es
sont test�es avec des donn�ees r�eelles.

La premi�ere application est la recherche des points coplanaires d'une sc�ene 3D. La
deuxi�eme est le calcul d'invariants 3D caract�eristiques d'un objet, �a partir de deux
images de cet objet. La troisi�eme est l'appariement de deux images. Cet appariement,
suppos�e r�ealis�e dans ce qui pr�ec�ede, est un probl�eme di�cile. Comment reconnâ�tre
dans deux images, les �el�ements qui se correspondent ? Pour r�esoudre ce probl�eme, nous
proposons une m�ethode bas�ee sur l'approximation du mouvement 2D des indices dans
l'image par des transformations simples, puis sur l'utilisation des invariants associ�es �a
ces transformations.

Chacune de ces applications fait l'objet d'un paragraphe du chapitre. Chacun de
ces paragraphes contient une partie th�eorique et des exp�erimentations. Le deuxi�eme
paragraphe utilise la construction des projections de points coplanaires expos�ee dans
le premier, et est donc une suite logique de celui-ci. Le troisi�eme paragraphe est par
contre ind�ependant des deux premiers. Il se situe dans un cadre moins math�ematique
et plus exp�erimental, plus proche des probl�ematiques classiques de la vision.

83
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2.1 G�eom�etrie �epipolaire et coplanarit�e

Dans ce paragraphe, on s'int�eresse au probl�eme suivant : lorsque des points de l'es-
pace 3D sont observ�es dans deux images, peut-on retrouver, �a partir de la seule obser-
vation des deux images, en supposant ces images appari�ees, quels sont les points qui
sont coplanaires dans l'espace 3D? Des images sont appari�ees lorsque l'on sait retrouver
dans chaque images les traces d'un même point de la sc�ene 3D observ�ee. Ces traces, qui
sont des points, sont dites en correspondance ; apparier ou mettre en correspondance
des images consiste �a retrouver ces correspondances.

Pour r�esoudre ce probl�eme, trois m�ethodes sont envisageables. Si la cam�era utilis�ee
est �etalonn�ee, c'est �a dire que l'on connâ�t tous les param�etres de la transformation
qu'elle r�ealise, on peut reconstruire en trois dimensions la sc�ene observ�ee �a partir des
deux images, en utilisant une technique classique de triangulation. On peut alors tra-
vailler sur la reconstruction obtenue.

Lorsque la cam�era n'est pas �etalonn�ee, il est encore possible de faire une reconstruc-
tion de la sc�ene �a une homographie de l'espace pr�es [Fau 92a, Moh 92b]. La coplanarit�e
�etant invariante par transformation projective, il est possible de rechercher les points
coplanaires �a partir de cette reconstruction partielle. La derni�ere m�ethode, que nous
pr�esentons ici, consiste �a rechercher la coplanarit�e sans reconstruction ni �etalonnage,
mais en utilisant les contraintes fournies par la g�eom�etrie �epipolaire.

Les deux premi�eres m�ethodes pr�esentent quelques inconv�enients. La premi�ere n�eces-
site un �etalonnage : ceci n'est th�eoriquement pas n�ecessaire, comme le prouve la seconde
m�ethode, et est contraignant et peu robuste en pratique. En particulier, l'incertitude
sur la profondeur des points peut être grande si le mouvement de la cam�era entre les
deux prises de vues est faible, ce qui peut entrâ�ner une mauvaise d�etection des plans
fronto-parall�eles.

Dans la deuxi�eme m�ethode, la di�cult�e est l'�etablissement d'une mesure de copla-
narit�e. Les points reconstruits sont dans un espace projectif ni a�ne ni euclidien, et
on ne peut donc utiliser ni angle, ni volume, ni distance. Deux points proches dans la
sc�ene initiale peuvent être reconstruits �a une distance euclidienne in�nie. La coplana-
rit�e exacte peut toujours être v�eri��ee ais�ement, mais on ne dispose d'aucune mesure de
coplanarit�e approch�ee qui puisse être utilis�ee lorsque les donn�ees sont bruit�ees. En e�et,
on ne peut calculer aucune quantit�e num�erique projective �a partir de quatre points non
strictement coplanaires.

La m�ethode que nous pr�esentons pallie ces inconv�enients. On suppose qu'on ne
connâ�t que les projections des points dans les deux images et la correspondance entre
ceux-ci. Aucune hypoth�ese n'est faite sur le mouvement de la cam�era ou sur son �eta-
lonnage. Il su�t que le mouvement de la cam�era ne soit pas nul, et que la g�eom�etrie
�epipolaire des deux images puisse être calcul�ee.

La recherche est alors bas�ee sur l'approximation par une projection perspective de
transformation r�ealis�ee par la cam�era. Le fait que la projection est perspective fournit
des contraintes, r�eunies sous le vocable de g�eom�etrie �epipolaire. Les deux projections
d'un même point 3D sont li�ees par une relation quadratique, mais qui n'est que li-
n�eaire en fonction des coordonn�ees de chacun des points. Une utilisation astucieuse
de ces contraintes et des mesures de birapports permet alors de retrouver les points
coplanaires.

La suite du paragraphe est organis�ee comme suit. Apr�es une br�eve pr�esentation de



2.1. G�eom�etrie �epipolaire et coplanarit�e 85

la g�eom�etrie �epipolaire et de quelques m�ethodes de calcul de la matrice fondamentale, le
test de coplanarit�e est expos�e. Une utilisation invers�ee de ce test permet de \construire
les projections de nouveaux points coplanaires". La stabilit�e du test est pr�ecis�ement
�etudi�ee sur des donn�ees simul�ees, et sa validit�e est montr�ee sur des donn�ees r�eelles.

2.1.1 Introduction �a la g�eom�etrie �epipolaire

Lorsque l'on prend deux images d'un même ensemble de points 3D, il existe des rela-
tions g�eom�etriques entre les projections de ces points. La g�eom�etrie �epipolaire exprime
ces relations.

D�e�nition 18 Soient deux cam�eras d�e�nies par leur centre de projection O et O0

respectivement, et leur plan de projection respectif P et P 0. Soit M un point de l'espace
et m et m0 ses projections par chacune des cam�eras (cf. Fig. 2.1).

Si, parmi les trois points M , m et m0, on ne connâ�t que la position de m, on
sait alors que le point M est sur sa ligne de vue, c'est �a dire la droite (Om), et par
cons�equent, le point m0 appartient �a la projection de cette droite sur la deuxi�eme image.
Cette droite est appel�ee droite �epipolaire. Elle passe par la projection e0 de O sur la
deuxi�eme image, qui est appel�e �epipole.

O
O’

M

m’m

e
e’

P P’

Fig. 2.1 - D�e�nition de la g�eom�etrie �epipolaire.

R�eciproquement, on peut aussi associer une droite �epipolaire �a tout point de la
deuxi�eme image, toutes ces droites passant par la projection e de O0 sur la premi�ere
image.

En consid�erant le plan (OO0M), on voit que tous les points de la droite (em) ont
pour droite �epipolaire associ�ee la même droite (e0m0). On dispose ainsi d'une relation
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entre droites �epipolaires. Cette relation exprime le fait que les droites (em) et (e0m0)
sont les projet�ees d'un même plan (OO0M). Cette relation est donc homographique.

La Fig. 2.2 montre deux images d'une même sc�ene. Des paires de points appari�es
ont �ete s�electionn�ees, et les droites �epipolaires correspondantes ont �et�e trac�ees.

Fig. 2.2 - Droites �epipolaires associ�ees �a quelques points de deux images.

D�e�nition 19 On introduit une matrice F appel�ee matrice fondamentale qui ca-
ract�erise cette relation [Fau 92c, Luo 92]. Si x et x0 sont des vecteurs de coordonn�ees
homog�enes de m et m0 respectivement, on a la relation : tx0Fx = 0. Si l0 est un vecteur
de coordonn�ees homog�enes de la droite �epipolaire correspondant �a m, on a : l0 = Fx.
Toutes les droites engendr�ees par cette �equation lorsque x varie passent par un point
�xe, e0. L'image de F est donc un espace de dimension 1, exprim�e en coordonn�ees
homog�enes : le rang de la matrice F est 2. Cette matrice �etant d�e�nie �a un facteur de
proportionnalit�e pr�es, elle poss�ede donc sept degr�es de libert�e.

Calcul de la matrice fondamentale

Chaque fois que l'on sait que deux points, chacun appartenant �a une image, sont
appari�es, c'est �a dire sont les projections dans les deux images d'un même point 3D,
on peut �ecrire une relation tx0Fx = 0. Ceci nous fournit une �equation. La matrice F
poss�edant sept degr�es de libert�e, sept telles �equations devraient permettre de d�eterminer
enti�erement cette matrice. Tel est bien le cas, �a condition que les points 3D ne soient
pas dans des positions d�eg�en�er�ees, ou sur des surfaces critiques. La r�esolution m�ene
alors �a un nombre �ni de possibilit�es [Fau 92c].

Lorsque l'on connâ�t huit appariements de points entre les deux images, on peut
n�egliger la contrainte rgF = 2 et r�esoudre le syst�eme de mani�ere lin�eaire [Fau 92a,
Har 92b, Har 92a]. Une autre m�ethode lin�eaire est possible �a partir de six appariements
seulement, si on sait que quatre des points 3D sont coplanaires. Cette m�ethode est
pr�esent�ee ici �a titre de simple illustration de la notion de g�eom�etrie �epipolaire. Pour
une lecture rapide, on peut passer directement �a la conclusion et au paragraphe 2.1.2.

Calcul de la matrice fondamentale �a partir de six appariements de points.
Soient A, B, C, D, E et F six points 3D, tels que quatre d'entre eux, par exemple A,
B, C et D, soient dans un même plan P (cf. Fig. 2.3). A partir de deux points O1 et
O2, on prend deux images des six points. Notons E0 = P \ (O1E), E00 = P \ (O2E),
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F 0 = P \ (O1F ) et F 00 = P \ (O2F ). Les projet�es de tous ces points sont not�es avec
des minuscules et un indice 1 ou 2 suivant l'image �a laquelle ils appartiennent.

Comme O1, E et E0 sont colin�eaires, e1 et e0
1 sont en fait le même point. Les

coordonn�ees projectives de e0
1 dans la base (a1; b1; c1; d1) peuvent être calcul�ees. Elles

sont aussi les coordonn�ees de E0 dans la base (A;B;C;D) et celles de e0
2 dans la

base (a2; b2; c2; d2). Cela est dû �a la conservation des coordonn�ees projectives par les
collin�eations. Les points e00

1, f
0
2 et f 00

1 peuvent être construits de la même mani�ere.
Par construction, les points O1; O2; E; E

0 et E00 sont coplanaires. Ainsi sont aussi
O1; O2; F; F

0 et F 00. L'intersection de ces deux plans est la droite (O1O2) et l'intersection
de cette droite avec le plan P est l'intersection des deux droites (E0; E00) et (F 0; F 00).
Notons G ce point.

Il est possible de construire les projections de G sur chaque image. :(
g1 = (e0

1e
00
1)\ (f 0

1f
00
1)

g2 = (e0
2e

00
2)\ (f 0

2f
00
2)

Comme les trois points O1; O2 et G sont colin�eaires, g1 et g2 sont les �epipoles des
deux images. Un point quelconque h1 de la premi�ere image peut être interpr�et�e comme
la projection d'un point 3D H appartenant au plan P . La droite �epipolaire associ�ee
�a h1 dans la deuxi�eme image est la droite (g2h2), o�u h2 est le point ayant les mêmes
coordonn�ees projectives dans la base (a2; b2; c2; d2) que h1 dans (a1; b1; c1; d1) et H dans
(A;B;C;D).

Par cette m�ethode, il est donc possible de calculer l'�epipole de chaque image et de
d�eterminer la droite �epipolaire associ�ee �a chaque point d'une des images. La g�eom�etrie
�epipolaire est donc compl�etement d�etermin�ee.

Conclusion. Le grave inconv�enient pratique des m�ethodes �evoqu�ees ci-dessus est
de ne se servir que d'un nombre minimal de donn�ees et de calculer une solution de
mani�ere exacte. Tout bruit dans les donn�ees est report�e dans le r�esultat. La solution �a
ce probl�eme, et qu'il faut donc utiliser dans la pratique, consiste �a partir d'appariements
plus nombreux et �a utiliser un algorithme d'optimisation non lin�eaire avec contrainte
[Fau 92c, Moh 92b]. La redondance des donn�ees permet alors de minimiser les e�ets du
bruit et d'obtenir des r�esultats pr�ecis. On se reportera aux articles cit�es pour le d�etail
des calculs math�ematiques.

2.1.2 Un test de coplanarit�e

Supposons que nous disposons de deux images et que nous connaissons la g�eom�etrie
�epipolaire associ�ee �a ces deux images. Etant donn�ees les projections de quatre points
dans ces deux images, il est possible de dire si ces quatre points, dont on ne connâ�t pas
la position tridimensionnelle, sont coplanaires ou non. Les applications d'un tel test de
coplanarit�e sont nombreuses en vision. Pour notre part, nous l'utiliserons comme pr�e-
diction, pour calculer les projections dans les deux images de l'intersection d'une droite
et d'un plan. Cela nous permettra de calculer de nombreux invariants 3D directement
�a partir des images sans aucune reconstruction en 3D. Cela sera fait au paragraphe 2.2.

Notations. Soient A, B, C et D quatre points de l'espace tridimensionnel, et soient
a1, b1, c1, d1, et a2, b2, c2, d2 leurs projections respectives dans deux images
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Fig. 2.3 - D�etermination de la g�eom�etrie �epipolaire �a partir de six appariements de
points.
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(cf. Fig. 2.4). Soient e1 et e2 les �epipoles des deux images. On suppose que les
projections des points ne sont pas confondues avec les �epipoles et que ces points
sont �etiquet�es de telle sorte que (a1; c1; e1), (b1; d1; e1), (a2; c2; e2) et (b2; d2; e2)
ne soient pas des triplets de points colin�eaires.Notons f1 = (a1c1) \ (b1d1) et
f2 = (a2c2) \ (b2c2).

e

a b

c

d

f

a
b

c

d

f

e

1
21

1

1

1
1

2

2

2

2

2

Fig. 2.4 - Test de coplanarit�e.

Th�eor�eme 7 (Test de coplanarit�e) Les quatre points A, B, C, et D sont copla-
naires si et seulement si les deux faisceaux de droites (e1a1; e1b1; e1c1; e1d1; e1f1) et
(e2a2; e2b2; e2c2; e2d2; e2f2) d�e�nissent les mêmes birapports (les birapports d'un fais-
ceau de droites sont d�e�nis au paragraphe 1.1.4 page 31).

D�emonstration. En e�et, si ces quatre points sont e�ectivement coplanaires, les deux
droites (AC) et (BD) se coupent en un point F . Soient f1 et f2 les projec-
tions de F sur les deux images. Les droites �epipolaires formant deux faisceaux
de droites homographiques, les faisceaux ((e1a1); (e1b1); (e1c1); (e1d1); (e1f1)) et
((e2a2); (e2b2); (e2c2); (e2d2); (e2f2)) sont eux-mêmes homographiques et d�e�nis-
sent les mêmes birapports.

Deuxi�emement, supposons les quatre points A;B;C et D non coplanaires, et plus
pr�ecis�ement, supposons que A;B et C sont �xes, et que le point D se d�eplace
le long de sa ligne de vue par rapport �a la premi�ere image. Dans ces conditions,
a1, b1, c1 et d1 sont des points �xes de la premi�ere image, ainsi que a2, b2 et c2
dans la deuxi�eme. Par contre, le point d2 se d�eplace le long de la droite �epipolaire
sur laquelle il se trouve. Comme nous avons suppos�e que a2, c2 et e2 ne sont pas
colin�eaires, (a2; c2) n'est pas une droite �epipolaire et le point f2 ne reste pas sur
la même droite �epipolaire. Les deux faisceaux de droites consid�er�es ne sont plus
homographiques, et ils ne d�e�nissent donc plus les mêmes birapports.

Calcul. Notons (xpi ; ypi) les coordonn�ees non homog�enes du point pi de l'image i, et
(xpi ; ypi; tpi) ses coordonn�ees homog�enes. Les coordonn�ees homog�enes du point
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f1 sont d�e�nies comme suit �a partir des coordonn�ees non-homog�enes des points
a1; b1; c1 et d1 ;

xf1 = (ya1xc1 � xa1yc1)(xd1 � xb1)� (yb1xd1 � xb1yd1)(xc1 � xa1)

yf1 = (ya1xc1 � xa1yc1)(yd1 � yb1)� (yb1xd1 � xb1yd1)(yc1 � ya1)

tf1 = (yd1 � yb1)(xc1 � xa1)� (yc1 � ya1)(xd1 � xb1)

Les coordonn�ees du point f2 sont obtenues en rempla�cant les indices 1 par 2 dans
les formules pr�ec�edentes.

Le test consiste �a v�eri�er que deux faisceaux de cinq droites d�e�nissent les mêmes
birapports. Prenons le cas d'un de ces birapports, les autres se d�eduisant par
substitution d'un des points. On veut v�eri�er, par exemple :

f(e1a1); (e1b1); (e1c1); (e1f1)g = f(e2a2); (e2b2); (e2c2); (e2f2)g
ou, en utilisant les notations du paragraphe 1.1.4 :

fe1; a1; b1; c1; f1g = fe2; a2; b2; c2; f2g
Pour cela, on se sert de la formule de M�obius (1.1), ce qui donne :

je1a1c1jje1b1f1j
je1a1f1jje1b1c1j =

je2a2c2jje2b2f2j
je2a2f2jje2b2c2j

avec, par exemple :

je1a1c1j =
�������
xe1 xa1 xc1
ye1 ya1 yc1
te1 ta1 tc1

�������
Utilisation. Ce test de coplanarit�e peut s'utiliser de deux mani�eres. Tout d'abord,

pour rechercher des con�gurations de points coplanaires, ces points pouvant en-
suite servir de balises pour un positionnement relatif, comme dans [Mor 93]. Dans
ce cas, il su�t de construire les points f1 et f2 et de calculer les birapports d�e�nis
par les faisceaux de droites ainsi constitu�es. On peut aussi se servir de ce test
de mani�ere constructive pour fabriquer des points coplanaires, ce qui va être fait
dans la suite.

Construction de points coplanaires

On reprend les notations du paragraphe pr�ec�edent.

Th�eor�eme 8 (R�eciproque du test de coplanarit�e) Supposons que nous connais-
sons les projections dans deux images de trois points A;B et C et d'une droite L. Soient
a1, b1, c1, l1, a2, b2, c2 et l2 ces projections. Si la g�eom�etrie �epipolaire est connue, si
(a1; c1; e1), (b1; d1; e1), (a2; c2; e2) et (b2; d2; e2) ne sont pas des triplets de points co-
lin�eaires, et si l1 et l2 ne passent pas par e1 et e2 respectivement, e1 et e2 �etant les
�epipoles des deux images, alors il est possible de construire les projections du point D
d'intersection entre L et le plan (ABC).

Deux m�ethodes sont possibles pour une telle construction. La premi�ere est simple
et intuitive, mais elle n'est pas lin�eaire. La deuxi�eme est lin�eaire et constructive, mais
elle est g�eom�etriquement plus sophistiqu�ee. Elle peut donc être omise en cas de lecture
rapide.
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Premi�ere m�ethode de construction. Cette m�ethode est une simple inversion du
test de coplanarit�e.

1. e1 et e2 �etant les �epipoles des deux images, soit d1 un point quelconque de l1 (cf.
Fig. 2.5). On calcule le birapport k du faisceau de droites (e1a1; e1b1; e1c1; e1d1).
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Fig. 2.5 - Construction de points coplanaires : premi�ere m�ethode.

2. Ce birapport d�e�nit une unique droite �2 de l'image 2, qui passe par e2 et telle
que le faisceau (e2a2; e2b2; e2c2; �2) ait k comme birapport. �2 est donc la droite
�epipolaire associ�ee dans la deuxi�eme image au point d1.

3. Soit d2 le point d'intersection entre �2 et l2, et soient f1 et f2 ceux de (a1c1) et
(b1d1), et (a2c2) et (b2d2) respectivement.

4. D'apr�es le test de coplanarit�e, d1 et d2 sont les projections d'un point D de L co-
planaire avec A;B et C, si et seulement si les deux faisceaux (e1a1; e1b1; e1c1; e1f1)
et (e2a2; e2b2; e2c2; e2f2) ont les mêmes birapports.

Dans cette m�ethode, il faut r�esoudre une �equation �a une seule inconnue, la coordon-
n�ee de d1 sur l1. Malheureusement, cette �equation est quadratique, Il y a en e�et une
deuxi�eme solution, qui correspond au point d1 tel que la droite (b1d1) passe par l'�epipole
e1. Les calculs sont d�etaill�es dans l'annexe A. On peut �eviter cette non lin�earit�e par la
deuxi�eme m�ethode.

Deuxi�eme m�ethode de construction. Cette deuxi�eme m�ethode est une m�ethode
de construction g�eom�etrique des points, qui est lin�eaire, mais un peu plus compliqu�ee
que la pr�ec�edente dans sa formulation. De même que pr�ec�edemment, les calculs sont
d�etaill�es dans l'annexe A.

Etant donn�ees les projections de cinq points A;B;C;D et E dans deux images, on
cherche dans ces images les projections du point J qui est l'intersection du plan (ABC)
avec la droite (DE) (cf. Fig. 2.6). On suppose que la g�eom�etrie �epipolaire entre les
deux images est connue.
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Fig. 2.6 - Deuxi�eme m�ethode de construction de points coplanaires : vue 3D.

Le plan d'interpr�etation de la droite (DE) par rapport �a la premi�ere image, c'est
�a dire le plan qui contient cette droite et le centre de projection de la premi�ere image,
coupe respectivement (AB) et (BC) en F et G. Les droites (DE) et (FG) se coupent
en un point qui est coplanaire avec A;B et C : c'est le point J . Dans la premi�ere image,
la construction des projections de F et G, f1 et g1 respectivement, est imm�ediate (cf.
Fig. 2.7).
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Fig. 2.7 - Deuxi�eme m�ethode de construction de points coplanaires : les deux images.

On peut construire de mani�ere similaire h2 et i2, les projections dans la deuxi�eme
image des points H et I , intersections de (AB) et (BC) avec le plan d'interpr�etation de
(DE) par rapport �a cette deuxi�eme image. A l'aide de la g�eom�etrie �epipolaire, on peut
alors construire h1; i1; f2 et g2. Par exemple, h1 est l'intersection de la droite �epipolaire
associ�ee �a h2 dans la premi�ere image avec la droite (a1b1). Comme J = (FG) \ (HI),
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on a j1 = (f1g1)\ (h1i1) et j2 = (f2g2)\ (h2i2). Ce sont les points que nous cherchons.
Les calculs correspondants peuvent être e�ectu�es tr�es simplement dans un forma-

lisme vectoriel si l'on confond les points et les droites avec les vecteurs tridimensionnels
de leurs coordonn�ees projectives. La droite d�e�nie par deux points ou le point intersec-
tion de deux droites se calculent alors par un simple produit vectoriel. Par exemple, la
droite (d1e1) a pour coordonn�ees d1 ^ e1.

On obtient alors successivement, en notant F la matrice fondamentale :

f1 = (d1 ^ e1) ^ (b1 ^ a1) et f2 = (b2 ^ a2)^ F:f1

g1 = (d1 ^ e1) ^ (b1 ^ c1) et g2 = (b2 ^ c2)^ F:g1

h2 = (d2 ^ e2) ^ (b2 ^ a2) et h1 = (b1 ^ a1)^ tF:h2

i2 = (d2 ^ e2) ^ (b2 ^ c2) et i1 = (b1 ^ c1)^ tF:i2

et �nalement :

j1 = (h1 ^ i1) ^ (f1 ^ g1) = (h1 ^ i1) ^ (d1 ^ e1)

j2 = (f2 ^ g2) ^ (h2 ^ i2) = (f2 ^ g2) ^ (d2 ^ e2)

2.1.3 Exp�erimentation

L'existence math�ematique du test de coplanarit�e et de la construction de l'image
de points coplanaires n'indique malheureusement gu�ere si ces calculs sont utilisables
dans la pratique. Les images dont on dispose sont en e�et bruit�ees, et il est n�ecessaire
de v�eri�er la stabilit�e des calculs vis �a vis de ce bruit.

Pour cela, nous utilisons des exp�erimentations sur des donn�ees arti�cielles. Ces
donn�ees permettent de faire varier pr�ecis�ement le niveau de bruit, et de voir ainsi quel
est le niveau de bruit admissible en fonction des performances attendues. Cela permet
aussi d'�etudier plus particuli�erement certaines con�gurations, ou, au contraire, d'�eviter
des con�gurations d�eg�en�er�ees.

D'un autre côt�e, la r�ealisation de tests sur de nombreuses donn�ees pseudo-al�eatoires
peut rendre l'interpr�etation d�elicate. Des con�gurations d�eg�en�er�ees peu probables dans
la pratique peuvent en e�et apparâ�tre, et d�et�eriorer les r�esultats des calculs s'ils sont
mesur�es en terme d'erreur maximale par exemple.

Le bruit existant dans les images ne pouvant pas être parfaitement mod�elis�e, des
images r�eelles sont aussi utilis�ees pour �etudier la pertinence du test.

Type de bruit utilis�e

Pour notre part, nous avons choisi de travailler avec un bruit uniforme. Ce choix
a �et�e fait pour permettre un contrôle pr�ecis de l'amplitude du bruit, ce qui n'est pas
possible avec un bruit gaussien, dont la variance peut changer, mais pour lequel toute
amplitude est toujours possible même si peu probable. De plus, une partie du bruit
a�ectant l'image, le bruit de discr�etisation par exemple, est par nature plus proche du
bruit uniforme que gaussien.

Comparaison des birapports

Beaucoup des tests faits conduisent �a comparer des birapports. Ces birapports
n'�etant pas des grandeurs m�etriques, une comparaison par di��erence ou rapport n'a
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pas de signi�cation. A cause des propri�et�es de sym�etrie, on voudrait pouvoir poser que
le birapport de valeur 1 est aussi �eloign�e de celui de valeur 0 que de celui de valeur 1.

Pour faire ces comparaisons, nous avons utilis�e la m�ethode des birapports al�eatoires
[�Ast 92, Mor 93]. On choisit quatre points de mani�ere uniforme dans un intervalle, et
on calcule leur birapport. Cela permet de calculer la fonction de densit�e des valeurs
du birapport sur la droite r�eelle, montr�ee sur la Fig. 2.8, et la fonction de r�epartition
de ces valeurs, montr�ee sur la Fig. 2.9. Ces deux Fig. montrent le r�esultat du calcul
th�eorique des deux fonctions et celui d'une simulation num�erique �a partir de tirages
al�eatoires de points.

Pour comparer deux birapports, on calcule alors la di��erence jF (x) � F (y)j, c'est
�a dire le \nombre" de birapports se situant entre les deux valeurs. Comme le point de
l'in�ni joue le même rôle que les autres dans la droite projective, il faut envisager deux
chemins pour aller de x �a y : celui qui reste �a distance �nie, et celui qui passe par le
point �a l'in�ni. On prend donc comme distance entre birapports :

d(x; y) = min (jF (x)� F (y)j; 1� jF (x)� F (y)j) (2:17)

avec :

F (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 si x =1
F1(x) + F3(x) si 1 < x < 0
1=3 si x = 0
1=2 + F2(x) + F3(x) si 0 < x < 1
2=3 si x = 1
1+ F1(x) + F2(x) si 1 < x <1

F1(x) =
1

3

�
x(1� x) ln

�
x� 1

x

�
� x+

1

2

�
F2(x) =

1

3

x� x ln(x)� 1

(x� 1)2

F3(x) =
1

3

(1� x) ln(1� x) + x

x2

Maybank, qui a travaill�e ind�ependamment sur le probl�eme, part d'une distribution
de probabilit�e di��erente, mais arrive �a une fonction de r�epartition tr�es proche dans son
aspect qualitatif et quantitatif, même si son expression analytique di��ere nettement.

On pourrait penser utiliser d'autres fonctions, telles celle donn�ee par Berger [Ber 90,
pages 159 et 160, tome 1] :

f : x 7�! 4

27

(x2 � x+ 1)
3

x2(1� x)2

Une telle fonction est un invariant du birapport pour les permutations de l'ordre des
points. Elle ne permet pas d'interpr�eter une expression telle jf(a) � f(b)j et donc de
comparer des birapports, surtout lorsque l'ordre des points doit être pris en compte.

Calcul de la g�eom�etrie �epipolaire

Pour le calcul de la g�eom�etrie �epipolaire et de la matrice fondamentale, nous avons
utilis�e une m�ethode d'optimisation non lin�eaire sous contrainte. La solution trouv�ee
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Fig. 2.8 - Fonction de densit�e des valeurs du birapport.
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par une premi�ere r�esolution par une m�ethode lin�eaire (SVD) est ensuite am�elior�ee par
une m�ethode it�erative bas�ee sur l'algorithme de Levenberg-Marquardt. La fonction
d'erreur utilis�ee est la somme des carr�es des distances des points �a la droite �epipolaire
sur laquelle ils devraient se trouver. La contrainte portant sur le rang de la matrice est
impos�ee au niveau de la repr�esentation de la matrice. Se reporter �a [Pre 88, Fau 92c]
pour plus de d�etails.

Test utilis�e

On consid�ere quatre points A;B;C etD de l'espace 3D, qui sont projet�es dans deux
images. On dispose donc d'une con�guration de quatre points dans les deux images,
a1; b1; c1; d1 et a2; b2; c2; d2 respectivement. On calcule alors f1 = (a1c1) \ (b1d1) et
f2 = (a2c2) \ (b2d2). e1 et e2 �etant les �epipoles des deux images, on calcule la quantit�e
suivante, ou d est la distance entre birapports pr�esent�ee ci-dessus :

� = d(fe1 ; a1; b1; c1; d1g; fe2 ; a2; b2; c2; d2g)
+ d(fe1 ; a1; b1; c1; f1g; fe2 ; a2; b2; c2; f2g)
+ d(fe1 ; a1; b1; f1; d1g; fe2 ; a2; b2; f2; d2g)
+ d(fe1 ; a1; f1; c1; d1g; fe2 ; a2; f2; c2; d2g)
+ d(fe1 ; f1; b1; c1; d1g; fe2 ; f2; b2; c2; d2g)

Cette quantit�e � est appel�ee, dans la suite, \distance entre les con�gurations de 4
points de chaque images", ou \distance entre les birapports de ces con�gurations", ou
\distance" tout simplement.

M�ethode

Dans ce paragraphe, nous n'avons exp�eriment�e que la partie \test de coplanarit�e".
La partie \construction de points coplanaires", dont l'utilit�e principale est le calcul des
invariants 3D, sera �etudi�ee exp�erimentalement avec ces invariants, au paragraphe 2.2.

La premi�ere �etape de l'exp�erimentation consiste �a d�eterminer un seuil de coplana-
rit�e. En e�et, le test de coplanarit�e est bas�e sur la comparaison de birapports. Ceux-ci
sont �egaux en cas de coplanarit�e, et di��erents dans le cas inverse. Cela dit, si on calcule
ces birapports �a partir d'images, c'est �a dire de donn�ees bruit�ees, en n'utilisant pas une
pr�ecision in�nie lors des calculs, les birapports obtenus en cas de coplanarit�e ne seront
plus strictement identiques. De combien di��erent-ils ?

C'est ce que mesure le seuil que l'on recherche. Des birapports dont la distance est
inf�erieure au seuil seront consid�er�es \�egaux", et le quadruplet de points 3D correspon-
dant sera consid�er�e coplanaire. Dans le cas contraire, on conclura �a la non coplanarit�e.

L'existence d'un seuil entrâ�ne des erreurs de d�etection : des quadruplets coplanaires
ne sont pas reconnus, des quadruplets non coplanaires sont au contraire d�etect�es comme
coplanaires. L'�etude qui suit a pour but d'�etudier ces erreurs pour certains seuils,
sachant qu'il revient ensuite �a l'exp�erimentateur de choisir le seuil �a utiliser en fonction
des performances qu'il souhaite et des erreurs qu'il peut accepter.

L'�etude est r�ealis�ee en plusieurs �etapes.

1. Tout d'abord, on �etudie des quadruplets coplanaires et on mesure la distance entre
les con�gurations qu'ils engendrent dans chaque image, pour di��erents niveaux
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de bruit dans les images (de 0 �a 5 pixels). Cela permet d'�etudier la robustesse du
test et de proposer di��erentes valeurs de seuil pour chaque niveau de bruit. Dans
la suite, on �etudie les erreurs auxquels ces seuils donnent lieu.

2. Pour chacun des seuils propos�es �a chaque niveau de bruit, on �etudie la r�eponse au
test de quadruplets coplanaires. Cela permet de d�eterminer, pour chaque seuil, le
pourcentage des quadruplets coplanaires qui sont reconnus comme tels.

3. Pour ces mêmes seuils, on �etudie aussi la r�eponse de quadruplets quelconques.
Combien sont-ils reconnus ? Les quadruplets �etudi�es sont quelconques et n'ex-
cluent donc pas les quadruplets presque coplanaires. Pour compl�eter l'�etude, on
essaye de corr�eler la distance entre con�gurations et le volume d�e�ni par les quatre
points dans l'espace 3D.

4. En�n, on valide l'approche en utilisant des images r�eelles. Cela �elimine les e�ets
statistiques et permet de tester l'e�et du bruit r�eel qui n'est pas compl�etement
mod�elisable.

2.1.4 R�esultats obtenus avec des donn�ees simul�ees

Proposition de seuils

Cette premi�ere �etape a pour but de proposer des seuils de coplanarit�e pour chaque
niveau de bruit, seuils qui seront �etudi�es par la suite. Pour proposer ces seuils, on
commence par �etudier la distance entre des con�gurations qui sont les projections de
quadruplets de points coplanaires.

On tire au hasard 2500 quadruplets de points coplanaires de la mani�ere suivante :
les trois premiers points sont tir�es uniform�ement dans un cube, et le quatri�eme est tir�e
uniform�ement dans la partie du plan d�e�ni par les trois premiers points qui est dans
le cube. Tous ces points sont ensuite projet�es sur deux images, par deux cam�eras qui
di��erent l'une de l'autre par une rotation de 30 degr�es. Les projet�es sont alors bruit�es
et la g�eom�etrie �epipolaire est calcul�ee.

Chaque quadruplet donne ainsi une con�guration de quatre points dans chaque
image. Ces con�gurations sont �ltr�ees, certaines d'entre elles, consid�er�ees comme in-
stables, �etant supprim�ees. On supprime alors aussi la con�guration correspondante dans
l'autre image. Les cas de suppression sont les suivants :

1. les con�gurations qui contiennent des points distants de moins de dix pixels ;

2. celles qui sont trop colin�eaires, ce que l'on d�etecte en mesurant la distance entre la
droite d�e�nie par les deux points les plus �eloign�es et les deux autres : si cette dis-
tance est inf�erieure �a cinq pixels, la con�guration est �elimin�ee : ce cas correspond
�a des plans vus \sur la tranche" et donc de mani�ere tr�es instable ;

3. les quatre points de chaque image d�e�nissent un faisceau de droites dont le som-
met est l'�epipole. On �elimine les con�gurations dont les faisceaux dans les deux
images n'ont pas des birapports tr�es proches, ce qui est le cas lorsque l'ordre des
points n'est pas conserv�e.
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Il faut bien remarquer que ces trois tests sont r�ealis�es sur les points projet�es, et non
sur les points 3D. Ils consistent juste �a �eliminer des cas pour lesquels on sait que le
calcul du test de coplanarit�e sera instable et donnera donc de mauvais r�esultats.

Sur les con�gurations restantes, on r�ealise le test de coplanarit�e en mesurant la dis-
tance entre con�gurations correspondantes. La Fig. 2.10 montre les valeurs minimales,
moyennes et maximales de cette distance, obtenues pour di��erents niveaux de bruit
compris entre 0 et 5 pixels.

Fig. 2.10 - Seuils pour le test de coplanarit�e.

{ La courbe de valeurs maximales d�epend de l'existence de con�gurations d�eg�en�e-
r�ees non �ltr�ees �a chaque niveau de bruit. Plus il y a du bruit, plus de telles
con�gurations existent. Notons tout de même que ces con�gurations sont beau-
coup plus nombreuses si on n'utilise pas les trois �ltres pr�esent�es ci-dessus.

Cette courbe des valeurs maximales n'est, en fait, pas tr�es signi�cative. Pour s'en
convaincre, il su�t de regarder un histogramme des valeurs obtenues �a divers
niveaux de bruit (cf. Fig. 2.11). Les valeurs maximales sont isol�ees et en petit
nombre, ce qui explique la r�egularit�e de la courbe des valeurs moyennes.

{ La faible pente de la courbe des valeurs moyennes montre la robustesse au bruit du
calcul e�ectu�e pour le test. Pour chaque niveau de bruit, c'est la valeur moyenne
repr�esent�ee par cette courbe qui servira d'�etalon : on consid�erera dans la suite
que des points sont coplanaires si leur leur r�eponse au test est plus petite que la
valeur moyenne, 1,5 ou 2 fois cette valeur, suivant les performances de d�etection
que l'on d�esire.
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Fig. 2.11 - Histogrammes des valeurs au test de coplanarit�e pour des quadruplets
coplanaires.
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{ La courbe de valeur minimale montre qu'�a tous les niveaux de bruit, certaines
con�gurations ne sont pas a�ect�ee par ce bruit.

On propose donc d'�etudier trois seuils pour chaque niveau de bruit : vmoy la valeur
moyenne obtenue au niveau de bruit consid�er�e sur la Fig. 2.10, 1; 5:vmoy et 2:vmoy.

R�eponse des quadruplets coplanaires

On �etudie maintenant les seuils propos�es pour chaque niveau de bruit et, plus
pr�ecis�ement, on veut d�eterminer les erreurs de d�etection que ces seuils entrâ�nent. Le
pr�esent paragraphe concerne le d�etection des quadruplets coplanaires, le suivant celle
des quadruplets quelconques.

On reprend les 2500 quadruplets du paragraphe pr�ec�edent et les trois seuils propo-
s�es pour chaque niveau de bruit. On mesure alors le pourcentage de quadruplets qui
donnent, dans les images, des con�gurations dont la distance est inf�erieure �a chacun
des seuils. Les r�esultats sont montr�es sur la Fig. 2.12.

Fig. 2.12 - Taux de r�esultats positifs au test pour des quadruplets coplanaires.

L'horizontalit�e de ces courbes montrent que le bruit ne fait que dilater les histo-
grammes de la Fig. 2.11 selon l'axe des valeurs, mais sans changer le type de distribu-
tion.

En conclusion, l'accroissement du niveau de bruit pr�esent dans les images implique
l'augmentation de la valeur des seuils si l'on veut garder un taux constant de d�etection
des con�gurations coplanaires.
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R�eponse de quadruplets quelconques

Dans ce paragraphe, on �etudie la r�eponse au test de quadruplets quelconques. Le
terme \quelconque" est plus ad�equat que \non coplanaire". Le tirage e�ectu�e n'ex-
clut pas, en e�et, les quadruplets coplanaires. En supposant que la proportion de ces
quadruplets presque coplanaires reste constante, on peut �etudier l'�evolution du taux de
r�eponse positive �a di��erents niveaux de bruit. Un autre aspect int�eressant est l'�etude de
la corr�elation entre le r�esultat au test et le volume du t�etra�edre des points 3D initiaux,
ceci �a un niveau de bruit donn�e.

Dans ce but, et pour des niveaux de bruit variant entre 0 et 5 pixels, on tire
uniform�ement dans un cube 2500 quadruplets de points 3D que l'on projette dans deux
images, les projections sont bruit�ees, la g�eom�etrie �epipolaire est calcul�ee et le test de
coplanarit�e est e�ectu�e. Avant le calcul du test, on a pr�ealablement �ltr�e certaines
con�gurations : celles dont les points de projections �etaient trop proches les uns des
autres, et celles qui sont trop colin�eaires. Les �ltres utilis�es sont les mêmes qu'avec les
quadruplets coplanaires. On n'a pas, par contre, utilis�e le �ltre bas�e sur la ressemblance
des birapports des projections de quatre points initiaux. Ce birapport �etant int�egr�e dans
le test lui-même, les con�gurations correspondantes sont �elimin�ees lors du seuillage.

La Fig. 2.13 montre les r�esultats positifs obtenus pour les mêmes seuils qu'au
paragraphe pr�ec�edent, soit pour le seuil moyen vmoy , 1; 5:vmoy, et 2:vmoy.

Il faut bien remarquer que le test et les conditions exp�erimentales utilis�es avec les
quadruplets quelconques sont les mêmes que ceux utilis�es avec les quadruplets copla-
naires. La Fig. 2.13 montre un augmentation du taux de d�etection. Cette augmentation
n'est pas due �a une plus grande proportion de quadruplets coplanaires, mais �a la va-
riation des seuils utilis�es en fonction du bruit (cf. Fig. 2.10).

On peut se convaincre de cela en observant la Fig. 2.14 qui montre les histogrammes
de valeurs obtenues par le test pour quelques niveaux de bruit. Ces histogrammes ont
des formes tout �a fait similaires, ne laissant pas apparâ�tre une augmentation du nombre
de con�gurations donnant de faibles r�esultats au test.

En conclusion, le taux de d�etection des quadruplets quelconques ne d�epend pas du
niveau de bruit, mais uniquement de la valeur de seuil utilis�ee.

Corr�elation avec les volumes des t�etra�edres initiaux

Pour a�ner la conclusion obtenue, on �etudie maintenant la corr�elation entre le
volume du t�etra�edre form�e par quatre points dans l'espace 3D et le r�esultat au test de
coplanarit�e obtenu par les projections de ces mêmes quatre points.

Dans cette exp�erimentation, on est confront�e �a la di�cult�e signal�ee au d�ebut ce
ce paragraphe 2.1. Le volume du t�etra�edre form�e par quatre points est-il une bonne
mesure de la coplanarit�e de ces quatre points ? Si l'�echelle d'observation n'a pas de
signi�cation, la r�eponse est clairement n�egative. Deux con�gurations homoth�etiques
n'ont pas le même volume, mais elles sont aussi peu coplanaires l'une que l'autre �a leur
�echelle respective.

Si l'�echelle d'observation a une signi�cation, la r�eponse est positive. Un t�etra�edre
de volume tr�es faible est soit presque ponctuel, soit presque lin�eaire, soit presque plan.
Dans ces trois cas, on peut consid�erer que les points sont presque coplanaires.

Dans le cas de la vision, il y a un �echelle d'observation. Ne serait-ce qu'�a cause des
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Fig. 2.13 - Taux de r�esultats positifs au test pour des quadruplets quelconques.

probl�emes de discr�etisation et de bruit dans l'image, deux points s�epar�es de un ou deux
pixels et deux points s�epar�es de 100 pixels ne peuvent être trait�es de la même mani�ere.
L'incertitude relative sur leur distance est proche de 1 dans le premier cas et n'est que
de quelques pour-cent dans l'autre. Aussi, nous utilisons le volume du t�etra�edre comme
mesure de coplanarit�e.

Pour quelques niveaux de bruit, nous avons trac�e trois graphiques, montr�es en
colonnes dans les Fig. 2.15, 2.16 et 2.17. Dans chacun des graphiques, chaque con�-
guration de quatre points de l'espace donne lieu �a une croix, dont l'abscisse est son
r�esultat au test, et dont l'ordonn�ee est son volume.

L'unit�e de volume a �et�e choisie ainsi : un pixel d'une cam�era a une taille de l'ordre
de 10�m, ce qui correspond �a 0; 5mm vu �a 80cm par une cam�era dont l'objectif �a une
distance focale de 16mm ou �a 1mm vu �a 1; 2m avec un objectif de 12mm. Reprenant
cette derni�ere correspondance, on peut consid�erer que l'unit�e de volume utilis�ee dans
les graphiques est celle d'une cube dont le côt�e mesure 1mm, c'est �a dire 1mm3, ce
cube �etant observ�e �a 1; 2m avec un objectif de focale 12mm.

Les graphiques de haut de colonnes montrent tous les points de corr�elation obtenus
�a partir des con�gurations quelconques utilis�ees pr�ec�edemment. Outre l'accumulation
de points autour de l'origine, le seul r�esultat clair de ces graphiques est, qu'en dehors
�eventuellement de l'origine, il n'y a pas de corr�elation entre le volume et le test de
coplanarit�e. Autrement dit, le test de coplanarit�e ne peut servir �a mesurer un degr�e de
non-coplanarit�e de quatre points dont on connâ�t les projections.

Pour obtenir les graphiques de milieu de colonnes, on a fait subir aux graphiques
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Fig. 2.14 - Histogramme des valeurs au test de coplanarit�e pour des quadruplets
quelconques.
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Fig. 2.15 - Corr�elation entre les volumes de t�etra�edres et les r�esultats au test pour des
bruits de 0 et 0,5 pixels dans les images.
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Fig. 2.16 - Corr�elation entre les volumes de t�etra�edres et les r�esultats au test pour des
bruits de 1 et 2 pixels dans les images.
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Fig. 2.17 - Corr�elation entre les volumes de t�etra�edres et les r�esultats au test pour des
bruits de 3 et 5 pixels dans les images.
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pr�ec�edents une dilatation sur l'axe des abscisses, l'axe des ordonn�ees restant le même.
Ces graphiques permettent donc de r�epondre �a la question suivante : �a quels volumes
correspondent les con�gurations qui ont une petite di��erence entre birapports au test
de coplanarit�e ? R�eponse : �a de petits volumes. Lorsque le bruit augmente, la courbe
est moins plate, vers l'origine en particulier : certaines con�gurations ayant un volume
non n�egligeable donnent quand même une faible di��erence entre birapports au test. On
peut aussi remarquer que le nombre de con�gurations donnant une di��erence faible au
test baisse avec l'augmentation du bruit.

Les graphiques de bas de colonnes sont, eux, obtenus par dilatation de l'autre axe,
celui des ordonn�ees. Ils permettent donc de r�epondre �a la question : que donne le test
avec des con�gurations de faible volume ? R�eponse : de faibles distances lorsque le bruit
est faible, mais certaines d'entre elles, de nombre croissant avec le niveau de bruit,
donnent des r�esultats quelconques.

En conclusion, la corr�elation entre volume du t�etra�edre des points 3D initiaux et
r�esultats au test des projections de ces points est donc forte pour les con�gurations de
petit volume, ou donnant de faibles di��erences au test, mais n'existe pas ailleurs. Le
bruit tend �a supprimer la corr�elation entre ces deux grandeurs, même lorsqu'elles sont
faibles.

R�ecapitulatif

Pour conclure cette partie de l'�etude utilisant des donn�ees simul�ees, on peut faire
un bilan des r�esultats du test pour di��erents seuils et divers niveaux de bruit se-
lon les quatre cat�egories classiques : con�gurations coplanaires accept�ees et rejet�ees,
con�gurations quelconques accept�ees et rejet�ees. La Fig. 2.18 montre les pourcentages
de con�gurations coplanaires accept�ees (colonnes marqu�ees Copl) et de con�gurations
quelconques accept�ees (colonnes marqu�ees Qcq).

Niveau Seuils
de moy moy �1:5 moy �2

bruit Valeur Copl Qcq Valeur Copl Qcq Valeur Copl Qcq

0.0 1.5e-05 61.8 0.06 2.25e-5 76.9 0.06 3e-5 85.4 0.06

0.5 0.017 64.2 3.0 0.026 83.6 5.47 0.034 92.3 7.95

1.0 0.033 64.4 7.0 0.049 83.8 12.2 0.065 91.6 15.8

2.0 0.069 66.7 13.8 0.10 83.0 22.3 0.14 91.1 29.8

3.0 0.11 66.0 20.9 0.16 84.1 32.4 0.21 90.4 41.2

4.0 0.14 67.1 26.9 0.21 84.6 40.2 0.28 90.6 48.9

5.0 0.18 67.0 33.0 0.27 83.7 46.3 0.37 89.5 54.7

Fig. 2.18 - R�ecapitulatif des r�esultats du test de coplanarit�e sur des donn�ees simul�ees :
taux de r�eponses positives des quadruplets coplanaires et quelconques.

Dans ce tableau, l'e�et du bruit apparâ�t clairement : pour garder un taux constant
de d�etection des con�gurations coplanaires, il faut augmenter les seuils lorsque le niveau
de bruit augmente, et cela entrâ�ne un taux de mauvaises d�etections de plus en plus
�elev�e. Garder ce dernier taux constant entrâ�ne une baisse du taux de d�etection des
con�gurations coplanaires. Il y a donc un compromis �a faire, compromis de plus en plus
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d�efavorable lorsque le bruit augmente.
Ce tableau montre aussi la qualit�e des donn�ees n�ecessaire pour garder de bonnes

performances de d�etection. Pour avoir un taux de mauvaises d�etections inf�erieur �a 10%
et un taux de bonnes d�etections sup�erieur �a 90%, il faut choisir un seuil de 0,04 et ne
pas d�epasser un niveau de bruit de 0.7 pixels, ce qui est relativement faible.

2.1.5 R�esultats obtenus avec des images r�eelles

Pour terminer l'�etude du test de coplanarit�e, voici quelques exp�erimentations faites
avec des images r�eelles. Elles n'ont pas pour but une �etude quantitative du test. En par-
ticulier, on ne peut mesurer simplement le taux de bonnes ou de mauvaises d�etections,
car les donn�ees 3D ne sont pas connues, et certaines des coplanarit�es qui apparaissent
ne sont pas �evidentes et ne peuvent pas être v�eri��ees pr�ecis�ement.

Il s'agit plutôt de valider le processus en testant si les r�esultats sont \raisonnables"
lorsque l'on utilise des donn�ees r�eelles. En cela, cette exp�erimentation est compl�emen-
taire de celle faite sur les donn�ees simul�ees.

On consid�ere deux images d'une maison en bois entour�ee de divers objets (cf.
Fig. 2.19). Apr�es extraction des contours, les sommets sont extraits par un d�etec-
teur de coins param�etrique et appari�es. 29 d'entre eux ont �et�e s�electionn�es �a la main
pour cette �etude. Ces sommets sont montr�es sur la Fig. 2.21.

Fig. 2.19 - Deux images d'une maison en bois.

A partir de 29 points, on peut former 23 751 con�gurations de 4 points. Ces con�-
gurations ont �et�e �ltr�ees de même que pr�ec�edemment : celles ayant des points trop
proches ou qui sont presque lin�eaires ont �et�e supprim�ees. Apr�es ce �ltrage, restent 17
745 con�gurations. On applique alors le test �a toutes ces con�gurations. La Fig. 2.20
montre l'histogramme des valeurs obtenues. Celles-ci forment un continuum et il n'y a
pas de seuil naturel de coplanarit�e.

La Fig. 2.22 donne quelques r�esultats plus pr�ecis. Ces r�esultats ont �et�e choisis parmi
les con�gurations donnant les plus petites valeurs au test. La premi�ere colonne contient
les num�eros des quatre sommets de la con�guration et la deuxi�eme le r�esultat obtenu
au test. On peut s�eparer ces con�gurations en deux classes :

{ la premi�ere contient des con�gurations dont la coplanarit�e est di�cile �a �evaluer
et dont on ne peut donc dire ais�ement si ce sont de bonnes ou de mauvaises d�etec-
tions ; de telles con�gurations apparaissent dans la premi�ere partie du tableau ;

{ la deuxi�eme contient les con�gurations dont on connâ�t la coplanarit�e (seconde
partie du tableau).
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Fig. 2.20 - Histogramme des r�esultats du test de coplanarit�e pour les images de la
maison.

Une autre mani�ere d'�evaluer le test consiste �a regarder les r�esultats de toutes les
con�gurations contenant trois points particuliers. La Fig. 2.23 montre ainsi les r�esultats
obtenus par toutes les con�gurations contenant les points 5, 8 et 14 et pour toutes
celles contenant les points 21, 23 et 28. Les premi�ere et troisi�eme colonnes contiennent
le num�ero du quatri�eme point de la con�guration et la deuxi�eme et la quatri�eme le
r�esultat du test. Les con�gurations contenant les trois points 5, 8 et 14 ou 21, 23 et 28
et qui n'apparaissent pas dans le tableau ont �et�e supprim�ees au �ltrage.

Les con�gurations ont �et�e tri�ees dans l'ordre de leur r�esultat. Pour les con�gurations
de la partie gauche du tableau, le seuil �egal �a 0.005 est mat�erialis�e par un trait hori-
zontal. Il en est de même dans la partie droite pour le seuil �egal �a 0.03. Ces deux seuils
partagent les con�gurations coplanaires de celles qui ne le sont point. La seule con�gu-
ration que l'on peut �eventuellement consid�erer comme mal class�ee est celle contenant
les points 5, 8, 14 et 15. En dehors de ce cas limite, les r�esultats sont conformes �a ce
qui peut être estim�e \�a l'�il" sachant que les deux images ne contiennent aucun e�et
sp�ecial (e�et d'optique ou trompe-l'�il).

D'une mani�ere g�en�erale, les r�esultats obtenus sont bons : peu de mauvaises d�e-
tections, les con�gurations de points coplanaires sont d�etect�ees. La di�cult�e se situe
plutôt au niveau de la sc�ene 3D elle-même (jusqu'�a quelle limite consid�ere-t-on des
points coplanaires ?) et au niveau du choix pr�ealable d'un seuil de coplanarit�e.

2.1.6 Conclusion

De toute cette �etude exp�erimentale du test de coplanarit�e, on peut retenir trois
points principaux.

{ Le test est valid�e par les exp�erimentations sur donn�ees r�eelles, même lorsque le
mouvement de la cam�era entre les deux prises d'image est faible (le calcul de la
g�eom�etrie �epipolaire peut alors être instable).
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Fig. 2.21 - Num�erotation des sommets s�electionn�es.

Sommets R�esultat

2 24 25 28 0.000250446
0 11 15 27 0.000313107
7 11 12 20 0.000345824

0 5 12 17 0.00026739
2 10 14 17 0.000313721
1 8 10 15 0.000314295
3 10 12 15 0.000347512
1 2 10 17 0.000366849
1 2 14 17 0.000370531
7 16 19 24 0.00039199
0 1 10 14 0.000396603

Fig. 2.22 - R�esultats obtenus pour quelques con�gurations.
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Points 5, 8 et 14 Points 21, 23 et 28

4�eme point R�esultat 4�eme point R�esultat

0 0.00123847 18 0.00114258
3 0.00142479 12 0.00336455
17 0.00144425 24 0.00361946
1 0.00161304 16 0.0062559
15 0.00307953 19 0.00675905
18 0.00347562 9 0.00860071
2 0.00444478 14 0.00919245
7 0.00576232 22 0.0108486
23 0.0076242 4 0.0158454
4 0.00886061 7 0.0282956
13 0.0133648 5 0.038735
19 0.0157966 2 0.0424568
27 0.0165858 3 0.0453531
9 0.0214658 0 0.0480963
25 0.0353054 25 0.0503932
26 0.0383085 26 0.0510969
21 0.044384 10 0.0540821
11 0.0544166 20 0.0553584
6 0.0563005 6 0.058392

8 0.0588166
1 0.0643018
11 0.0665695
17 0.0715031

Fig. 2.23 - R�esultats obtenus pour les con�gurations contenant les points num�erot�es
5, 8 et 14, et celles contenant les points 21, 23 et 28.
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{ Le test est robuste au bruit ; un l�eger bruit dans les images n'est pas catastro-
phique, mais la l�eg�ere d�egradation des r�esultats engendr�ee par ce bruit fera tout
de même pr�ef�erer des techniques d'extraction des points tr�es pr�ecises : extracteur
de coins param�etrique, techniques sub-pixel: : :

{ Le probl�eme le plus d�elicat pos�e par ce test est la d�etermination du seuil de
coplanarit�e. L'exemple des images de la maison montre en e�et qu'il n'y a pas de
seuil naturel, et que le seuil optimal, celui qui s�epare au mieux les con�gurations
coplanaires des autres, n'est pas le même suivant les plans consid�er�es.

Ce dernier point doit-il disquali�er ce test pour une utilisation pratique ? Le test
n'est certainement pas su�sant comme base d'un syst�eme automatique de d�etection
\sans erreur" de toutes les con�gurations de quatre points coplanaires d'une sc�ene.
Il peut par contre se r�ev�eler utile pour choisir une con�guration coplanaire, il su�t
alors de prendre celle donnant le plus petit r�esultat, ou pour, au contraire, choisir
une con�guration qui ne l'est pas. Il peut être aussi utilis�e conjointement avec d'autres
outils, tel un d�etecteur de polygones, a�n d'introduire dans la recherche des coplanarit�es
d'autres informations que la seule g�eom�etrie.

Par ailleurs, ce test peut être un auxiliaire utile et pratique pour un syst�eme inter-
actif : le test permet de trier automatiquement les con�gurations en fonction de leur
r�esultat, puis l'utilisateur choisit alors le seuil ou s�electionne les con�gurations qu'il
d�esire, op�erations largement facilit�ees par le tri pr�ealable. L'ordinateur n'est plus alors
le syst�eme automatique qui remplace l'op�erateur humain, mais une aide qui facilite le
travail en r�ealisant rapidement les op�erations ou calculs fastidieux. L'op�erateur reste,
quant �a lui, mâ�tre des choix principaux et des jugements qualitatifs.
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2.2 Calcul d'invariants 3D �a partir de plusieurs images

Ce paragraphe concerne le probl�eme de l'extraction de caract�eristiques num�eriques
d'objets 3D �a partir d'images de ces objets. Autrement dit, il s'agit de r�epondre �a la
question : peut-on faire des mesures sur un objet lorsqu'on ne connâ�t que des images
de cet objet ? C'est le probl�eme que r�esolvent les photogramm�etres �a partir de photo-
graphies.

Dans le cas g�en�eral, si l'on ne dispose que d'une seule image de l'objet et que la
cam�era qui a servi �a prendre l'image n'est pas �etalonn�ee, aucune mesure n'est possible,
ou, en exprimant cela plus math�ematiquement, il n'y a pas d'invariant dans cette image
lorsque le point de vue change [Bur 92]. Plusieurs voies sont alors possibles.

Tout d'abord, on peut �etalonner la cam�era. L'utilisation de plusieurs images permet
alors de reconstruire compl�etement l'objet en 3D. C'est le probl�eme classique de la
st�er�eovision, avec ses non moins classiques ennuis. Si le probl�eme de l'appariement
des images st�er�eographiques est maintenant r�esolu de mani�ere satisfaisante [Sko 88,
Fua 90], celui de la stabilit�e num�erique de l'�etalonnage et des quantit�es qui en sont
d�eduites ne l'est encore que partiellement.

Une deuxi�eme approche consiste �a utiliser des contraintes connues �a priori, telles
la coplanarit�e [Mor 93, Rot 93]. Il est alors possible de calculer des invariants �a partir
d'une seule image. La di�cult�e r�eside alors dans la formulation et l'utilisation de ces
connaissances a priori.

Une troisi�eme m�ethode consiste �a utiliser plusieurs images, sans �etalonnage pr�ea-
lable de la cam�era. Comme d�ej�a signal�e au d�ebut du paragraphe 2.1, on peut soit
reconstruire l'objet en 3D �a une homographie de l'espace pr�es, soit calculer les inva-
riants directement �a partir des images. Dans ce dernier cas, on peut soit poser les
�equations et utiliser des m�ethodes alg�ebriques, avec l'aide pr�ecieuse d'un syst�eme de
calcul formel, soit utiliser des constructions g�eom�etriques pour faire apparâ�tre des in-
variants simples, des birapports dans notre cas. C'est cette derni�ere possibilit�e qui est
explor�ee ici.

Ces di��erentes voies possibles ne sont gu�ere comparables entre elles. Elles corres-
pondent en e�et �a des hypoth�eses di��erentes sur l'�etalonnage et les connaissances pr�ea-
lables, et donc �a di��erents cas d'utilisation.

Pour notre part, nous supposerons donc que l'on dispose de deux images repr�esen-
tant la même con�guration tridimensionnelle de points, droites, plans et coniques, et
que l'appariement des deux images et le calcul de la g�eom�etrie �epipolaire sont r�ealis�es
au pr�ealable. Il est alors possible de calculer directement �a partir des deux images, c'est
�a dire sans reconstruction, des invariants, qui seront bien entendu des birapports. Cette
technique est l'�equivalent 3D des m�ethodes 2D utilis�ees aux paragraphes 1.2.8 et 1.2.9.

Les applications d'un tel calcul d'invariants sont nombreuses : ces invariants 3D
peuvent servir �a mod�eliser non seulement topologiquement mais g�eom�etriquement des
objets, �a les indexer dans une base de donn�ees, �a les reconnâ�tre, �a calculer des indices
utilisables facilement en vision �a partir de donn�ees Cao, etc. Il faut remarquer que
tout cela peut être fait avec des images prises d'une cam�era non calibr�ee, ou même
de plusieurs cam�eras di��erentes. La seule hypoth�ese est le caract�ere projectif de la
transformation r�ealis�ee par cette ou ces cam�eras.

Dans tout ce paragraphe, nous consid�erons des invariants de points, droites et co-
niques, qui peuvent être observ�es ais�ement dans les images, �a l'inverse des plans. Il est
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rappel�e que le groupe des homographies de l'espace 3D est un groupe de Lie d'ordre
15, chaque homographie �etant caract�eris�ee par une matrice 4�4 d�e�nie �a un facteur de
proportionnalit�e pr�es. Les invariants de diverses con�gurations sont tout d'abord cal-
cul�es de mani�ere th�eorique, puis l'un d'entre eux, l'invariant de deux paires de droites
coplanaires test�e avec des donn�ees simul�ees et r�eelles.

Ce paragraphe utilise de mani�ere intensive la \construction des projections de nou-
veaux points coplanaires" pr�esent�ee au paragraphe 2.1.2. Une fois cette construction
comprise, ce paragraphe ne pr�esente plus gu�ere d'autres di�cult�es math�ematiques, en
dehors de l'�etude du cas de quatre droites quelconques, qui pourra être laiss�e de côt�e
pour une lecture rapide.

2.2.1 Etude de di��erentes con�gurations

Cas de six points

Soient six points d'un espace 3D. Chaque point est caract�eris�e par quatre coordon-
n�ees homog�enes d�e�nies �a un facteur de proportionnalit�e pr�es, et a donc trois degr�es
de libert�e. L'ensemble des con�gurations forme donc une sous-vari�et�e de dimension 18.
Une homographie �etant enti�erement d�e�nie par les images d'une base projective de cinq
points, une con�guration de six points a un stabilisateur r�eduit �a l'identit�e. L'espace
des homographies a pour dimension 15, et il y a trois invariants dans ce cas.

Notons A;B;C;D;E et F les six points (cf. Fig. 2.24). On construit trois nouveaux
points de mani�ere projective (c'est �a dire en n'utilisant que des constructions projec-
tives) : D0 = (EF ) \ (ABC), E 0 = (DF ) \ (ABC) et F 0 = (DE)\ (ABC), o�u (ABC)
repr�esente le plan contenant les trois points A;B et C. Les six points A;B;C;D0; E0 et
F 0 sont coplanaires ; quatre d'entre eux forment une base projective, et les deux autres
d�e�nissent chacun deux coordonn�ees projectives dans cette base, c'est �a dire quatre
birapports au total. Trois d'entre eux sont ind�ependants et peuvent être pris comme
invariants pour la con�guration initiale.

A
B

C

D

E

F

E’D’F’

Fig. 2.24 - Cas de six points dans l'espace 3D.
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Le calcul direct de ces invariants �a partir de deux images est possible. Il su�t pour
cela d'utiliser une des deux m�ethodes expos�ees au paragraphe 2.1.2 pour construire les
projections dans ces deux images des points D0; E0 et F 0. Les birapports d�e�nis par
des points coplanaires �etant invariants par projection perspective, les invariants de la
con�guration peuvent donc être calcul�es �a partir des deux seules images, et ce de fa�con
simple.

Cas de quatre points et une droite

Une droite dans l'espace poss�ede quatre degr�es de libert�e. Les con�gurations de
quatre points et une droite forment donc un ensemble de dimension 16. Comme le
stabilisateur d'une telle con�guration est r�eduit �a l'identit�e, il existe un unique invariant
dans ce cas.

Trois des quatre points d�e�nissent un plan qui coupe la droite en un point (cf.
Fig. 2.25). Il y a quatre fa�cons de choisir ces trois points, et on peut ainsi construire
quatre points sur la droite. Ces quatre points d�e�nissent un birapport.

A B

C

D L

D’

Fig. 2.25 - Cas de quatre points et une droite.

Comme dans le cas pr�ec�edent, les m�ethodes de construction des projections de
l'intersection d'une droite et d'un plan permettent de calculer ce birapport directement
�a partir des deux images.

On peut calculer l'invariant de cette con�guration de mani�ere di��erente. On consi-
d�ere l'ensemble des plans contenant la droite de la con�guration. Les quatre points
caract�erisent quatre de ces plans, qui d�e�nissent un birapport. Pour calculer ce birap-
port, il faut construire l'intersection de ces quatre plans avec une droite les coupant en
quatre points distincts (cf. x1.1.4).

Cas de trois points et de deux droites.

Une telle con�guration a 3�3+2�4 = 17 degr�es de libert�e et il y a deux invariants.
Les trois points d�e�nissent un plan qui coupe les deux droites en deux points (cf.
Fig. 2.26). On a ainsi cinq points coplanaires, qui d�e�nissent donc deux birapports
ind�ependants, qui peuvent être calcul�es �a partir de deux images seulement.



116 Chapitre 2. G�eom�etrie, invariants et vision : applications

A B

C D

E

L1

L2

Fig. 2.26 - Cas de trois points et deux droites.

Cas de deux points et trois droites.

Ce type de con�guration a 2� 3+3� 4 = 18 degr�es de libert�e, soit trois invariants.
Notons P1; P2; D1; D2 et D3 les points et droites de la con�guration. On peut construire
quatre plans �1; �2; �3 et �4 de la mani�ere suivante : ils contiennent respectivement D1

et P1, D1 et P2, D2 et P1, et D2 et P2. Ces quatre plans coupent D3 en quatre points
qui d�e�nissent un birapport.

Par permutation circulaire sur les indices des droites, on d�e�nit ainsi trois birap-
ports, qui peuvent, comme dans les cas pr�ec�edents, être calcul�es directement �a partir
de deux images. Cela implique toutefois qu'aucune des projections de ces droites ne
passe par un des �epipoles.

Cas de quatre droites dont deux coplanaires

Dans ce cas, une con�guration est compos�ee de deux droites coplanaires et de deux
autres droites. Deux droites coplanaires ont sept degr�es de libert�e et la con�guration a
donc 15 degr�es de libert�e.

Un invariant peut être trouv�e facilement pour cette con�guration : le plan d�e�ni par
les droites coplanaires coupe les deux autres droites en deux points. On obtient deux
droites et deux points dans le même plan, ce qui est la con�guration �etudi�ee au para-
graphe 1.2.8. La pr�esence d'un invariant est due �a l'existence d'un groupe d'isotropie
pour chaque �el�ement.

Comme dans les cas pr�ec�edents, le birapport invariant peut être calcul�e directement
�a partir de deux images, si la g�eom�etrie �epipolaire est connue.

Un cas particulier est constitu�e par les con�gurations comprenant deux paires de
droites coplanaires (cf. Fig. 2.27). Chacune des paires de droites d�e�nit un plan. L'in-
tersection de ces deux plans est une droite qui coupe les quatre droites de d�epart en
quatre points, ce qui d�e�nit un birapport. Dans ce cas, le groupe d'isotropie de chaque
�el�ement est d'ordre 2. C'est cet invariant particulier qui est l'objet des exp�erimentations
des paragraphes 2.2.2 et 2.2.3.
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Fig. 2.27 - Cas de deux paires de coplanaires.

Cas de quatre droites quelconques

Ce cas est plus compliqu�e que le pr�ec�edent et il pourra être omis en cas de lecture
rapide. Comme les con�gurations de quatre droites forment un espace de dimension
16, il doit exister au moins un invariant. Une construction g�eom�etrique de birapports
invariants est possible. Voil�a les di��erentes �etapes de cette construction lorsqu'on se
place dans un espace r�eel. La même construction est possible analytiquement dans un
espace complexe, mais la visualisation est alors d�elicate.

1. Le fait qu'une droite soit incluse dans une quadrique impose trois contraintes �a
cette quadrique. Soient A et B deux points et Q une quadrique d'�equation :

ax2 + by2 + cz2 + dyz + exz + fxy + gx+ hy + jz + k = 0

Supposons que la droite (AB) est incluse dans la quadrique Q : un point quel-
conque de cette droite peut s'�ecrire sous la forme P = �A+B (avec � in�ni pour
P = A). On a :

(8� P 2 Q) =)
a(�xA + xB)2 + b(�yA + yB)2 + c(�zA + zB)2

+ d(�yA + yB)(�zA + zB) + e(�xA + xB)(�zA + zB) + f(�xA + xB)(�yA + yB)
+ g(�xA + xB) + h(�yA + yB) + i(�zA + zB) + j = 0

On obtient les trois contraintes en annulant les termes en �2, �1 et �0.
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2. Une quadrique est caract�eris�ee par dix param�etres d�e�nis �a un facteur de propor-
tionnalit�e pr�es. Le fait que trois droites appartiennent �a cette quadrique fournit
neuf contraintes, ce qui d�e�nit compl�etement la quadrique.

3. Une quadrique contenant des droites est appel�ee quadrique r�egl�ee. C'est soit un
hyperbolo��de �a une nappe, soit un parabolo��de hyperbolique. Les droites incluses
sont appel�ees g�en�eratrices et se r�epartissent en deux familles. En tout point de la
quadrique passe une unique droite de chaque famille. Deux droites de la même
famille ne se coupent pas, mais une droite d'une famille coupe toutes les droites
de l'autre famille.

4. Quatre droites de la même famille d�e�nissent un birapport. En e�et, toute droite
D de l'autre famille coupe ces quatre droites en quatre points qui d�e�nissent un
birapport. Ce birapport ne d�epend pas du choix de la droite D, mais seulement
des quatre droites initiales.

5. On consid�ere quatre droites de l'espace 3D D1, D2, D3 et D4, telles que deux
quelconques d'entre elles ne soient pas coplanaires. Trois d'entre elles, D1, D2 et
D3 par exemple, d�e�nissent une quadrique r�egl�ee (cf. Fig. 2.28). Comme ces trois
droites ne sont pas coplanaires, elles ne se coupent pas et appartiennent donc �a
la même famille F1de g�en�eratrices. La quatri�eme droite coupe cette quadrique en
deux points P1 et P2. Par chacun de ces points, il passe une droite de la famille F1 :
�1 et �2. On obtient ainsi cinq droites de la même famille soit deux birapports.

D D D

D

P

P

1 2 3

4

2

1

∆

∆
1

2

Fig. 2.28 - Cas de quatre droites quelconques.

Si on permute le rôle des droites, on trouve ainsi huit birapports. On peut se po-
ser alors les questions suivantes : combien y a-t-il de birapports ind�ependants ? Ces
birapports sont-ils calculables �a partir de deux images lorsqu'on connâ�t la g�eom�etrie
�epipolaire ?
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On a d�emontr�e qu'il existe deux droites L1 et L2 qui coupent quatre droites quel-
conques. Ces deux droites comportent donc quatre points d'intersection et d�e�nissent
chacune un birapport.

R�eciproquement, il n'existe pas plus de deux telles droites. Si une troisi�eme droite
L3 coupait aussi les quatre droites, elle couperait la quadrique Q en trois points et
serait donc incluse dans Q. Elle couperait donc la quatri�eme droite en P1 ou P2 et
serait �egale �a L1 ou L2 d'apr�es les propri�et�es des familles de g�en�eratrices.

Comme les con�gurations de quatre droites quelconques poss�edent 16 degr�es de
libert�e alors que le groupe des homographies de l'espace n'en poss�ede que 15, il doit
exister un sous-groupe d'isotropie pour chaque con�guration. Hartley1, qui a travaill�e
ind�ependamment sur ces invariants, a trouv�e ce groupe. Si on choisit la repr�esentation
de l'espace de telle mani�ere que les �equations de L1 et L2 soient respectivement :

x = y = 0 et z = t = 0

le sous groupe d'isotropie est form�e des transformations dont la matrice est diago-
nale de la forme diag(�; �; �; �), o�u � et � sont deux constantes d�e�nies �a un facteur
multiplicatif pr�es. Ce groupe est d'ordre 1.

Con�gurations de points, droites et coniques

Cas d'une conique et trois points. Une conique de l'espace tridimensionnel est
d�e�nie par huit param�etres : trois pour d�e�nir le plan dans lequel elle se trouve, et
cinq pour d�e�nir la conique dans ce plan. Chaque point ayant trois param�etres, une
con�guration a 17 degr�es de libert�e. L'ordre du groupe �etant 15, il devrait y avoir deux
invariants au moins.

Les trois points d�e�nissent trois droites, qui coupent le plan en trois points align�es.
La droite ainsi form�ee coupe la conique en deux points : on dispose de cinq points
align�es et donc de deux birapports (cf. Fig. 2.29). Ce sont les seuls invariants.

A

B
C

C’

B’
A’

E’

D’

Fig. 2.29 - Cas d'une conique et de trois points.

1Il a pr�esent�e ses r�esultats �a la journ�ee workshop qui a suivi le congr�es Eccv92, mais n'a pas encore

publi�e d'article sur le sujet.
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Autres cas. Dans le cas d'une conique, d'une droite et de deux points, les deux
points d�e�nissent une droite. On a donc deux droites qui coupent le plan de la conique
en deux points, qui d�e�nissent �a leur tour une droite qui coupe la conique deux fois. Cela
fait quatre points align�es, d'o�u un birapport. Pour trouver les deux autres invariants,
consid�erons les plans comprenant la droite de la con�guration. Deux de ces plans sont
tangents �a la conique, deux passent par un des points de la con�guration et un passe
par le point d'intersection du plan de la conique et de la droite d�e�nie par les deux
points. On a ainsi cinq plans d'un même faisceau, d'o�u deux faisceaux de quatre plans
et deux birapports.

D'une mani�ere similaire, on peut trouver les invariants d'une conique et deux
droites, de deux coniques: : :

2.2.2 Exp�erimentations �a partir de donn�ees simul�ees

M�ethode

De même qu'avec le test de coplanarit�e, la th�eorie a besoin d'être valid�ee exp�e-
rimentalement. On a donc proc�ed�e de mani�ere tout �a fait similaire. Ce paragraphe
pr�esente quelques r�esultats obtenus �a partir d'images de synth�ese, les images r�eelles
�etant �etudi�ees dans le suivant.

On a choisi d'�etudier l'invariant de deux paires de droites coplanaires. Cette con�-
guration pr�esente, en e�et, plusieurs facilit�es pour l'exp�erimentation : on peut �enum�erer
toutes les con�gurations de ce type de mani�ere simple (en �enum�erant les jonctions com-
munes de chacune des deux paires), il n'y a qu'un birapport d�e�ni par cette con�gura-
tion, les segments extraits d'une image sont souvent plus �ables que leurs extr�emit�es.

On a utilis�e les mêmes m�ethodes que pour les tests sur la coplanarit�e : le bruit est
uniforme d'amplitude variable, les birapports sont compar�es en employant la m�ethode
des birapports al�eatoires, la g�eom�etrie �epipolaire est calcul�ee avec le même algorithme.

Le plan d'exp�erience suivi a pour but principal d'�etudier la stabilit�e et la robustesse
des invariants. Pour cela, on fait plusieurs exp�eriences qui permettent des �evaluations
di��erentes : comparaison du calcul men�e dans deux images di��erentes, dans deux paires
d'images d'un même objet, comparaison entre le calcul dans les images et le calcul dans
la sc�ene 3D, entre notre m�ethode et une autre m�ethode. On a donc proc�ed�e de la mani�ere
suivante.

1. On �etudie tout d'abord la stabilit�e du calcul de l'invariant. Pour cela, on se sert du
fait que le calcul peut être men�e dans les deux images : cela donne deux r�esultats
qui devraient être �egaux, et qui di��erent en fait selon le bruit qui a�ecte les
images. Cette �etape permet donc de d�eterminer des seuils de stabilit�e.

2. Pour jauger ces seuils, on compte le nombre d'invariants dont la stabilit�e est
inf�erieure �a chacun d'eux. On appelle stabilit�e la di��erence des valeurs obtenues
lors du calcul dans chaque image.

3. Une deuxi�eme mani�ere d'estimer la stabilit�e du r�esultat est utilis�ee : on calcule
l'invariant 3D directement �a partir des points 3D non bruit�es, et on compare cet
invariant �a celui calcul�e �a partir des images bruit�ees. La premi�ere m�ethode teste
la stabilit�e du calcul, celle-ci la stabilit�e du r�esultat.
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4. On peut alors comparer notre m�ethode de calcul purement 2D avec une m�ethode
par reconstruction. A partir des donn�ees bruit�ees, on reconstruit la sc�ene en
3D par une m�ethode de reconstruction projective, et on compare les invariants
calcul�es �a partir de cette reconstruction avec ceux calcul�es �a partir de la sc�ene
3D initiale.

5. On teste en�n l'invariance par changement de point de vue. On prend quatre
images d'une sc�ene et on calcule les invariants pour les deux paires d'images. En
comparant ces invariants, on peut alors appr�ecier \l'invariance" des invariants.

D�etermination de seuils de stabilit�e

Dans cette premi�ere exp�erimentation et dans toutes les suivantes, les images sont
obtenues de mani�ere identique. On tire 450 points al�eatoires dans un cube puis on
ajoute des segments entre les points 0 et 1, 0 et 2, puis 3 et 4, 3 et 5: : :de mani�ere �a
obtenir les paires de droites coplanaires �a partir desquelles sont calcul�es les invariants.
Cette sc�ene est projet�ee dans plusieurs images (deux ou quatre), la cam�era e�ectuant
une rotation de 30 degr�es entre deux prises de vue. Les projections sont bruit�ees, puis
la g�eom�etrie �epipolaire est calcul�ee.

On �enum�ere alors les 22 350 con�gurations de deux paires de droites coplanaires.
Ces con�gurations sont �ltr�ees pour �eliminer certaines con�gurations :

1. celles qui comportent des segments trop courts ou trop proches les uns des autres ;

2. celles qui comportent des colin�earit�es gênantes : angle trop faible entre deux
droites, �epipole sur une des droites: : :

3. celles qui comportent des coplanarit�es accidentelles : trois des segments appar-
tiennent alors �a un même plan et les quatre points d'intersection ne sont pas tous
d�e�nis.

Les invariants sont alors calcul�es pour les con�gurations restantes, comme indiqu�e
au paragraphe pr�ec�edent. On utilise la deuxi�eme m�ethode de construction des projec-
tions de nouveaux points coplanaires du paragraphe 2.1.2 pour calculer les projections
des points d'intersection entre plans et droites, puis on calcule dans chaque image le
birapport des quatre points ainsi construits. Les exp�erimentations men�ees permettent
donc de tester aussi l'algorithme de construction de points coplanaires.

Dans un premier temps, on mesure juste la distance entre les birapports calcul�es
dans chaque image, pour di��erents niveaux de bruit. On utilise pour cela la distance
de la formule (2.17). Il faut noter que cette formule n'a pas �et�e calcul�ee dans le cas des
birapports de quatre droites concourantes, mais dans celui de quatre points align�es.
Son utilisation ici est justi��ee par le fait que c'est la mesure \la plus raisonnable"
dont on dispose pour comparer des birapports (qui tiennent par exemple compte des
sym�etries du birapport), et par l'�etude exp�erimentale faite dans [�Ast 92] qui montre
que les fonctions de r�epartition du birapport dans le cas de 4 points align�es et dans
celui de 4 droites concourrantes ont des allures similaires.

La Fig. 2.30 montre les valeurs minimales, moyennes et maximales obtenues aux
di��erents niveaux de bruit. Les valeurs moyennes forment une courbe de tr�es faible
pente, ce qui indique donc une tr�es bonne stabilit�e du calcul e�ectu�e. Les valeurs
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maximales correspondent �a des cas d�eg�en�er�es non �ltr�es, et ce même en l'absence de
bruit rajout�e (il reste le bruit num�erique). La qualit�e du calcul vient, entre autres, du
nombre de points pr�esents dans les images. Même avec un fort niveau de bruit, le calcul
de la g�eom�etrie �epipolaire est stable : la m�ethode utilis�ee n'est pas lin�eaire et elle utilise
la redondance des donn�ees, ce qui permet d'�eliminer les e�ets du bruit.

Pour compl�eter ces donn�ees, la Fig. 2.31 montre des histogrammes des valeurs
obtenues pour quelques niveaux de bruit. A partir de ces histogrammes, on a alors
compt�e les con�gurations qui donnent des distances inf�erieures �a trois valeurs : la pre-
mi�ere valeur est le seuil moyen d�etermin�e pour chaque niveau de bruit et repr�esent�e
sur la Fig. 2.30, la deuxi�eme valeur est cette premi�ere valeur multipli�ee par deux et
la troisi�eme est cette même valeur multipli�ee par trois. Le r�esultat est montr�e sur la
Fig. 2.32.

Ces nouvelles donn�ees con�rment le caract�ere d'isolement des valeurs maximales :
85% des valeurs sont inf�erieures �a deux fois la valeur moyenne et 90% sont inf�erieures
�a trois fois cette valeur moyenne.

Fig. 2.30 - Seuils de stabilit�e des invariants de deux paires de droites coplanaires.

Comparaison avec les invariants exacts

A cette �etape, on compare les invariants calcul�es �a partir des images avec ceux que
l'on calcule directement sur la sc�ene 3D. Le calcul est simple dans ce dernier cas : on
calcule les deux plans d�e�nis par la con�guration, les quatre points d'intersection et
leur birapport (cf. Fig. 2.27). On calcule alors la distance entre ce birapport et celui
obtenu dans une des deux images.
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Fig. 2.31 - Histogrammes des distances obtenues lors du calcul de l'invariant de deux
paires de droites coplanaires.
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Fig. 2.32 - Pourcentage de con�gurations de deux paires de droites coplanaires donnant
des distances inf�erieures au seuil moyen et �a deux et trois fois cette valeur.
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La Fig. 2.33 montre les valeurs minimale, moyenne et maximale qui sont obtenues
aux di��erents niveaux de bruit. Il faut bien noter que le calcul �a partir des images est
fait avec des donn�ees bruit�ees, contrairement �a celui fait �a partir de la sc�ene.

En moyenne, le calcul des invariants est donc pr�ecis. De même que pr�ec�edemment,
certaines con�gurations donnent de mauvais r�esultats d�es qu'il existe un peu de bruit
dans les images. Le bruit am�ene une d�egradation r�eguli�ere des r�esultats : il n'y a pas
de valeur critique. Cela est con�rm�e par la Fig. 2.34 qui montre les histogrammes des
valeurs obtenues pour quelques niveaux de bruit.

Fig. 2.33 - Comparaison entre le calcul �a partir des images et celui �a partir de la sc�ene
3D.

Comparaison avec une m�ethode par reconstruction

On compare maintenant les r�esultats obtenus par notre m�ethode avec ceux obtenus
par une m�ethode utilisant une reconstruction de la sc�ene. Dans notre m�ethode, bien
qu'on calcule des informations 3D, le calcul est purement 2D : on fait des construc-
tions dans chaque image, les points coplanaires construits ne sont connus que par leurs
projections.

Dans l'autre m�ethode, on reconstruit la sc�ene �a partir des donn�ees contenues dans
les images, puis les constructions et calculs sont faits �a partir de cette reconstruction.
La m�ethode de reconstruction utilis�ee ici est celle propos�ee dans [Fau 92a].

Cette m�ethode est bas�ee sur le fait que, lorsqu'on dispose de su�samment de points
dans plusieurs images, il est possible de r�esoudre les �equations de projections. Lors de
cette r�esolution, on d�etermine �a la fois les param�etres des cam�eras et les coordonn�ees des
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Fig. 2.34 - Histogrammes des distances entre les invariants calcul�es �a partir de la sc�ene
et ceux calcul�es �a partir des images.
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points 3D de la sc�ene. Cette reconstruction, bas�ee sur l'utilisation d'un algorithme de
r�esolution d'�equations non lin�eaires, ne suppose donc aucune hypoth�ese suppl�ementaire
par rapport �a notre m�ethode : l'�etalonnage des cam�eras, par exemple, n'a pas �a être
connu.

A partir des mêmes images que celles ayant servi aux tests pr�ec�edents, on recons-
truit donc la sc�ene puis on calcule les invariants des con�gurations. La m�ethode de
reconstruction fonctionnant �a partir de points, on reconstruit les points �a partir de
leurs projections bruit�ees dans les deux images, puis les droites sont d�eduites de ces
points. Les points d'intersection des droites faisant partie des points reconstruits, la
coplanarit�e des droites reconstruites est donc assur�ee. Le calcul des invariants ne pr�e-
sentent alors pas de di�cult�e.

On compare alors ces invariants �a ceux calcul�es �a partir de la sc�ene 3D initiale. Les
valeurs minimale, moyenne et maximale de la distance obtenue sont montr�ees sur la
Fig. 2.35. Il faut bien noter que la reconstruction est faite �a partir des donn�ees bruit�ees
des images.

On peut alors comparer les r�esultats des deux m�ethodes. Les courbes des minima et
des maxima sont tr�es semblables. Par contre, la courbe des valeurs moyennes pr�esente
deux di��erences majeures :

1. même avec le grand nombre de points pr�esents dans chaque image, la courbe n'est
pas r�eguli�ere avec la m�ethode par reconstruction. Cette m�ethode utilise aussi un
algorithme utilisant la redondance des informations, mais celui-ci doit être plus
instable que le seul algorithme de calcul de la g�eom�etrie �epipolaire ;

2. les valeurs moyennes sont sup�erieures pour la m�ethode par reconstruction : la
phase de reconstruction, au lieu de supprimer encore les e�ets du bruit, tend �a
d�et�eriorer les r�esultats. Une autre explication de ces r�esultats est le changement
de dimension : les calculs g�eom�etriques en 3D ne sont peut être pas aussi stables
que ceux fait en 2D, les calculs d'intersection en particulier.

Cette comparaison montre l'int�erêt de notre approche 2D. Premi�erement les r�e-
sultats sont plus stables et de meilleure qualit�e. Deuxi�emement, il est possible de ne
calculer que quelques invariants, alors que la m�ethode par reconstruction n�ecessite
d'abord une reconstruction compl�ete et coûteuse, avant tout calcul d'invariant.

Invariance par changement de point de vue

Pour ce dernier test, on �etudie \l'invariance" des invariants par changement de point
de vue et leur caract�ere discriminant. Pour cela, on prend quatre images de la même
sc�ene 3D, chaque image di��erant de la pr�ec�edent par une rotation de la cam�era de 30
degr�es. On consid�ere alors les deux paires d'images form�ees des deux premi�eres et des
deux derni�eres images.

Pour chacune de ces paires d'images, on �enum�ere les con�gurations de deux paires
de droites coplanaires, on les �ltre de la même mani�ere que pr�ec�edemment, puis on
calcule les invariants. Avant de mesurer la distance entre les invariants obtenus dans
chaque paire d'images, on a sym�etris�e ces birapports.

Quatre points sur une droite d�e�nissent par permutation sur l'ordre de ces points
six valeurs de birapport, qui peuvent se d�eduire les unes des autres (cf. 1.1.4). Pour
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Fig. 2.35 - R�esultats obtenus avec une m�ethode de reconstruction.

sym�etriser une de ces valeurs, on la remplace par celle des six qui est, par exemple,
comprise entre 0 et 0,5. Cette valeur ne d�epend plus alors de l'ordre des points. On
peut sym�etriser de même tous les birapports.

On a mesur�e les invariants dans chacune des deux paires d'images, puis sym�etris�e
les valeurs obtenues. On calcule les distances entre tous les invariants de la premi�ere
paire avec tous ceux de la deuxi�eme, et on compare ces invariants �a trois seuils : deux et
trois fois la valeur du seuil de stabilit�e moyen et la valeur du seuil de stabilit�e maximal,
d�etermin�es au d�ebut de cette exp�erimentation.

Pour pr�esenter ces r�esultats, on a s�epar�e deux cas. Le premier cas est celui des in-
variants qui se correspondent : pour chaque con�guration 3D, projet�ee dans les quatre
images, on a calcul�e les invariants dans chaque paire d'images et leur distance, puis
compar�e cette distance aux trois seuils. Le pourcentage de ces con�gurations qui don-
nent une distance inf�erieure �a chacun des seuils est indiqu�e sur la Fig. 2.36. Cette
mesure permet donc d'estimer la stabilit�e des invariants lors d'un changement de point
de vue.

Le deuxi�eme cas est celui de toutes les autres distances calcul�ees. Elles ne correspon-
dent donc pas �a la stabilit�e d'un invariant 3D, mais permettent d'estimer le caract�ere
discriminant des invariants : si on se sert des invariants pour apparier les con�gurations
entre les deux paires d'images, la Fig. 2.36 indique donc le pourcentage d'apparie-
ments corrects e�ectivement d�etect�es, et la Fig. 2.37 celui des appariements incorrects
d�etect�es.

Les pourcentages des appariements corrects d�etect�es forment une courbe avec une
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pente fortement n�egative pour les faibles niveaux de bruit. La courbe a ensuite une pente
n�egative, mais moins �elev�ee en valeur absolue. Par contre, les pourcentages d'apparie-
ments incorrects d�etect�es forment une courbe de faible pente positive. L'e�et principal
du bruit est donc principalement de d�egrader la stabilit�e des invariants. D�es les plus
faibles niveaux de bruit, le pourcentage d'appariements corrects d�etect�es baisse ainsi
de moiti�e pour le premier seuil et de plus de 30% pour le deuxi�eme.

Les courbes obtenues avec le troisi�eme seuil montrent que l'obtention de forts pour-
centages dans la premi�ere �gure (sup�erieur �a 80% pour moins de 3 pixels de bruit)
a pour cons�equence un fort pourcentage d'appariements incorrects d�etect�es : environ
30%.

Fig. 2.36 - Pourcentage d'appariements corrects d�etect�es.

Conclusion

Cette premi�ere �etude des invariants 3D fait ressortir quelques points cl�es :

{ l'in
uence nette du bruit qui d�egrade la pr�ecision et le caract�ere discriminant des
invariants ;

{ le fait qu'il vaut mieux calculer en 2D que faire une reconstruction pr�ealable de
la sc�ene avant de calculer les invariants.
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Fig. 2.37 - Pourcentage d'appariements incorrects d�etect�es.

2.2.3 Exp�erimentations �a partir de donn�ees r�eelles

Pour terminer cette �etude exp�erimentale, on a test�e les mêmes invariants 3D de
deux paires de droites coplanaires sur une paire d'images r�eelles. La di�cult�e d'une
telle �etude provient du fait que cet invariant n'est pas adapt�e �a la plupart des objets
poly�edriques habituels. En e�et, les arêtes de ceux-ci n'ont souvent que trois directions
di��erentes. Lors de la construction, des points sont donc �a l'in�ni, ce qui pose des
probl�emes de pr�ecision et d'arrondi dans les calculs men�es.

Pour rem�edier �a cela, on �etudie deux images d'un di�edre sur lequel on a trac�e des
triangles. Cela donne de nombreuses directions et des calculs plus stables. On a pris
trois images de cet objet (cf. Fig. 2.38). Les contours ont �et�e extraits en utilisant le
d�etecteur de Deriche, puis on a r�ealis�e une approximation polygonale. Ces segments
sont num�erot�es comme indiqu�e sur la Fig. 2.39.

Fig. 2.38 - Trois images d'un di�edre.

On a alors calcul�e, en utilisant les deux premi�eres images ou les deux derni�eres, les
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Fig. 2.39 - Num�erotation des segments du di�edre.

invariants des con�gurations suivantes de segments :

S1 = f0; 2; 3; 5g
S2 = f1; 2; 15; 16g
S3 = f3; 5; 9; 11g
S4 = f3; 5; 12; 14g
S5 = f7; 8; 12; 14g
S6 = f9; 11; 15; 17g
S7 = f12; 13; 15; 17g

La Fig. 2.40 montre alors les distances entre ces invariants. L'�el�ement (i; j) du
tableau contient la distance entre l'invariant de la con�guration Si calcul�ee �a partir des
deux premi�eres images et l'invariant de la con�guration Sj calcul�e �a partir des deux
derni�eres images.

L'invariant apparâ�t tr�es discriminant, en prenant, par exemple, un seuil �egal �a
0,01. La seule ambigu��t�e est form�ee par l'appariement entre les con�gurations entre S1

et S7. Nous employons le terme ambigu��t�e et non erreur, car il est possible que ces
deux con�gurations di��erent l'une de l'autre par une homographie de l'espace. Cela est
di�cile �a exclure ou �a v�eri�er e�ectivement.
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S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7

S1 0.00077 0.03524 0.04605 0.01199 0.08238 0.09704 0.00793
S2 0.03428 0.00020 0.08110 0.04704 0.11742 0.13208 0.02712
S3 0.03767 0.07214 0.00915 0.02491 0.04547 0.06013 0.04483
S4 0.01852 0.05299 0.02831 0.00576 0.06463 0.07929 0.02568
S5 0.07972 0.11419 0.03290 0.06696 0.00343 0.01808 0.08688
S6 0.10603 0.14051 0.05921 0.09327 0.02289 0.00823 0.11320
S7 0.00794 0.02654 0.05476 0.02070 0.09108 0.10557 0.00078

Fig. 2.40 - Distance entre les invariants calcul�es dans les deux paires d'images.

2.2.4 Conclusion

Ce paragraphe concernant les invariants 3D s'oriente selon deux axes :

1. il montre comment la th�eorie des invariants et la m�ethode de calcul par recherche
des invariants canoniques peuvent être appliqu�ees dans des cas non triviaux, avec
des donn�ees bruit�ees ;

2. il expose comment extraire des informations 3D �a partir d'images, sans �etalonnage
des cam�eras, ni reconstruction 3D pr�ealable de la sc�ene.

Les tests, r�ealis�es tant sur les donn�ees arti�cielles que r�eelles, valident la m�ethode,
avec toutefois deux r�eserves. Tout d'abord, le calcul est sensible au bruit. Il faut donc
veiller �a la qualit�e des donn�ees : cela exige de surveiller l'�eclairage de la sc�ene, l'extrac-
tion des contours, l'approximation polygonale: : :Les techniques employ�ees ici ne sont
pas les plus pr�ecises, et on pourrait avec pro�t les remplacer par d'autres : d�etection
des segments �a l'aide de splines, d�etection de coins par un algorithme sp�ecialis�e: : :

Ensuite, les invariants test�es ne sont pas tr�es bien adapt�es aux objets dont les arêtes
ont seulement trois directions. Il faudrait donc compl�eter cette �etude par le test d'autres
invariants.

Ces r�eserves �etant donn�ees, les r�esultats sont tout �a fait satisfaisants. Ils montrent,
en e�et, qu'il est possible d'extraire des donn�ees num�eriques d'images, sans utiliser un
protocole tr�es lourd n�ecessitant l'�etalonnage des cam�eras, l'utilisation de capteurs 3D,
des techniques de reconstruction, la connaissances d'informations pr�ealables: : :
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2.3 Appariement d'images

2.3.1 Introduction

La troisi�eme et derni�ere application des invariants, qui est trait�ee dans ce chapitre,
est g�eom�etriquement bien moins spectaculaire que les deux autres. On y utilise, en
e�et, des invariants fort simples, les invariants pour les similitudes 2D. Par contre, le
probl�eme �a r�esoudre, l'appariement des images, est un probl�eme de base di�cile de la
vision. C'est donc �a l'aune de la vision que ce paragraphe doit être appr�eci�e, plutôt
qu'�a celle de la g�eom�etrie.

Le probl�eme de l'appariement, ou mise en correspondance, des images est le suivant.
On dispose de deux images repr�esentant partiellement le même objet ou la même sc�ene.
Chacune de ces images contient des primitives, points et segments dans notre cas,
courbes et r�egions dans d'autres applications, qui sont les projections de primitives
de la sc�ene observ�ee. Mettre en correspondance deux images consiste �a trouver les
primitives de chaque image qui correspondent �a une même primitive de la sc�ene 3D.
Ainsi, deux points sont appari�es s'ils sont les projections dans chacune des images d'un
même point 3D.

L'appariement des images est un probl�eme central de la vision. On peut, en e�et,
classer grossi�erement les algorithmes de vision en trois cat�egories.

1. Tout d'abord les algorithmes de bas niveau traitant une seule image, pour en ex-
traire des points d'int�erêt [Der 90b], des contours [Can 86, Der 87a], des r�egions
[Naz 84, Mon 87, Fra 90] ou un m�elange des trois [Bar 86, Der 87b, Mon 88]. No-
tons que ces primitives peuvent être regroup�ees ou trait�ees pour obtenir des pri-
mitives de plus haut niveau (approximation polygonale des contours: : :) [Hor 90].

2. Une deuxi�eme cat�egorie regroupe les algorithmes utilisant plusieurs images. A
partir de ces images, on peut obtenir des informations 3D (reconstruction) de
mouvement [Zha 90a] ou de position : c'est le probl�eme classique de la st�er�eovision
[Aya 89, Alo 88, Vai 89, Coc 90]. Ce probl�eme peut être trait�e en utilisant des
cam�eras �etalonn�ees [Tsa 87, Fau 92c, May 92], ou être r�esolu de mani�ere relative,
c'est �a dire �a une transformation projective de l'espace pr�es [Fau 92a, Moh 92b].

3. La derni�ere cat�egorie fait le lien entre les pr�ec�edentes en r�ealisant l'appariement
des images. Cet appariement peut être r�ealis�e tant pour les contours [Sha 85a,
Sko 88] que pour les r�egions [Coc 87, Wro 87].

Plusieurs approches sont classiquement utilis�ees pour r�esoudre le probl�eme de la
mise en correspondance.

Une premi�ere approche, par corr�elation, est utilis�ee lorsque le mouvement de la
cam�era entre les deux prises de vue est faible ou approximativement connu [Gru 85,
Ana 89, Fua 90]. On connâ�t alors la position approch�ee de la primitive recherch�ee dans
la deuxi�eme image, et on peut a�ner cette approximation en calculant le maximum
d'une convolution entre une r�egion de la premi�ere image et une de la seconde.

Cette m�ethode peut être �etendue au cas des s�equences d'images, lorsqu'on suppose
que le mouvement de la cam�era est r�egulier entre les di��erentes prises de vue. Lorsque
deux ou trois images ont d�ej�a �et�e appari�ees, le mouvement de la cam�era, ou celui des
primitives, peut être pr�edit dans chaque image en fonction de ce qui est observ�e dans
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les images pr�ec�edentes de la s�equence. Cette pr�ediction est r�ealis�ee au moyen d'un
�ltre, comme celui de Kalman par exemple. Une telle m�ethode est appel�ee \poursuite
d'indices" ou \tracking" [Mat 89, Cro 90, Der 90a, Vi 90, Zha 90a, Zha 90b, Zha 92].

Une deuxi�eme approche, tr�es utilis�ee en st�er�eovision, suppose connue la g�eom�etrie
�epipolaire entre les 2 ou 3 images �a apparier. On sait alors que le correspondant d'un
point d'une image doit se trouver sur une certaine droite de l'autre image, sa droite �epi-
polaire. La recherche s'e�ectue alors le long de cette droite [Zha 89, Aya 89]. En cas de
st�er�eovision trinoculaire, le syst�eme est presque totalement contraint et les ambigu��t�es
d'appariement disparaissent presque compl�etement.

Une troisi�eme approche est bas�ee sur une description topologique, voire symbolique,
des images. Les images sont, par exemple, d�ecrites comme des graphes de segments, et
l'appariement est bas�e sur les contraintes topologiques [Aya 85, Sko 88, H�91].

La m�ethode propos�ee ici est bas�ee sur une approximation g�eom�etrique du mou-
vement apparent des primitives entre les deux images, par une similitude dans le cas
pr�esent. On peut alors se servir des invariants associ�es �a ce type de transformations.
A chaque paire de segments connect�es, on associe un angle et un rapport de distances.
Les valeurs num�eriques obtenues dans chaque image sont compar�ees, et cela fournit de
premi�eres propositions d'appariements.

On peut �ltrer ces propositions en exprimant la contrainte d'unicit�e du mouve-
ment apparent. A chaque appariement, on peut, en e�et, associer une transformation,
repr�esent�ee par un point dans l'espace des param�etres des transformations. Chaque
proposition donne ainsi un point dans cet espace des param�etres. L'unicit�e du mouve-
ment apparent se traduit alors par l'existence d'un point d'accumulation dans ce même
espace. En ne gardant que les points se trouvant autour du point d'accumulation, on
peut �ltrer les bons appariements des autres.

Cette technique, �a la fois locale par ses invariants, et globale par l'expression de la
contrainte d'unicit�e, pr�esente plusieurs avantages.

{ L'objet observ�e peut ne pas être seul �a apparâ�tre sur les images : le \fond" peut
aussi être repr�esent�e dans l'image. Ce même objet peut aussi être partiellement
occult�e dans l'une des images.

{ Toutes les primitives ne peuvent être appari�ees, d�es que le bruit perturbe la
connexit�e entre les segments. Par contre, les mauvais appariements sont tr�es peu
nombreux. Cette technique d'appariement peut donc être consid�er�e comme un
premier pas d'une m�ethode plus globale, qui la compl�eterait en utilisant d'autres
sources d'information, obtenant ainsi un appariement de meilleure qualit�e (voir
le chapitre 3).

La suite de ce paragraphe contient une description pr�ecise de l'algorithme propos�e
et une justi�cation math�ematique de son principe, puis des r�esultats exp�erimentaux.

2.3.2 Algorithme propos�e

On consid�ere deux images contenant des points et des segments reliant ces points.
On cherche les segments qui sont les projections d'une même arête de l'objet observ�e.
Le r�esultat attendu est donc une relation entre les segments et les points de chacune
des deux images. L'algorithme propos�e comprend plusieurs �etapes qui sont d�etaill�ees
successivement.
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Approximation du mouvement apparent

Soit un point 3D P dont les projections P1 et P2 dans chacune des deux images ont
respectivement pour coordonn�ees dans les images (x1; y1) et (x2; y2). Le mouvement
apparent de P entre les deux images est la transformation qui am�ene P1 sur P2, c'est
�a dire la translation de vecteur (x2 � x1; y2 � y1).

Si on consid�ere plusieurs points ou arêtes, le mouvement apparent est la transforma-
tion entre les images qui am�enent les projections de la premi�ere image en superposition
sur celles de la deuxi�eme.

Dans la suite, on suppose que ce mouvement apparent est, entre les deux images
que l'on consid�ere, une similitude directe, c'est �a dire la compos�ee d'une rotation, d'une
translation et d'une homoth�etie. Ce choix est comment�e plus loin. Il existe donc des
constantes k, �, tx et ty , telles que, pour tous les couples de points appari�es : 

x2
y2

!
= k

 
cos � � sin �
sin � cos �

! 
x1
y1

!
+

 
tx
ty

!
L'algorithme consiste �a calculer cette similitude pour retrouver les primitives des

images qui se correspondent.

Calcul des invariants locaux

Dans chaque image, on consid�ere les paires de segments qui ont une extr�emit�es
commune. Une telle paire est d�e�nie par trois points A;B et C, A �etant l'extr�emit�e
commune au deux segments. On associe �a cette paire deux invariants pour les simili-
tudes : un angle �, et un rapport de longueur �.

L'angle est celui des deux angles d�e�nis par les vecteurs ~AB et ~AC qui est compris
entre 0 et �. Pour le calculer, on utilise le produit scalaire :

(
d~AB; ~AC) = arccos

~AB: ~AC

k ~ABkk ~ACk
Le rapport de longueurs calcul�e est :

� = min(
k ~ABk
k ~ACk ;

k ~ACk
k ~ABk)

Appariement des invariants

Les couples d'invariants des deux images sont compar�es. Pour cela, on utilise deux
seuils : �max = 15� et �max = 1; 5. Ces seuils sont �x�es en fonction du bruit existant
dans les images. Une paire de segments de la premi�ere image d'invariants (�1; �1) est
appari�ee avec une paire de la deuxi�eme image d'invariants (�2; �2) si :

j�2 � �1j < �max
�2
�1

< �max

�1
�2

< �max

A cette �etape, une paire de segments d'une image est classiquement appari�ee avec
une dizaine de paires de segments de l'autre image.
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Filtrage des appariements

Parmi tous les appariement r�ealis�es, seule une petite partie est correcte. Pour la
s�eparer des mauvais appariements, on se sert du fait que tous les appariements corrects
doivent d�e�nir le même mouvement apparent, et on utilise une technique de Hough.

Lorsque deux paires de segments sont appari�ees, on peut calculer la similitude qui
transforme la premi�ere paire en la deuxi�eme. Cette similitude poss�ede quatre para-
m�etres, deux de translation, un angle de rotation et un facteur d'homoth�etie, et peut
donc être repr�esent�ee par un point dans l'espace 4D des param�etres de similitude. On
associe donc un tel point �a tous les appariements r�ealis�es �a l'�etape pr�ec�edente.

Les mauvais appariements ne sont pas corr�el�es, et les points correspondants dans
l'espace des param�etres sont donc r�epartis de mani�ere tr�es uniforme dans une grande
r�egion de cet espace. A l'oppos�e, les bons appariements correspondent eux �a un même
mouvement apparent. Les points correspondants sont donc regroup�es dans une petite
r�egion de l'espace. Ce \point d'accumulation" peut être trouv�e facilement : on projette
tous les points obtenus sur chacun des axes de coordonn�ees. Un simple calcul de convo-
lution permet de trouver l'intervalle de chaque axe o�u se trouvent le plus grand nombre
de ces projections. Un appariement qui donne un point dont les coordonn�ees sont dans
ces intervalles sera consid�er�e comme correct et conserv�e. Les autres appariements sont
�elimin�es. D�etaillons cela.

Calculs de param�etres de similitude. Soient deux paires de segments, d�e�nies res-
pectivement par les points (A1; B1; C1) et (A2; B2; C2). On suppose que ces points sont

d�enomm�es de telle sorte que les angles utilis�es comme invariants soient :
d~A1B1; ~A1C1

et
d~A2B2; ~A2C2. Soient k, �, tx et ty les param�etres de la similitude qui constitue le

mouvement apparent entre les deux paires de segments. Ces param�etres peuvent être
calcul�es de la mani�ere suivante : 

tx
ty

!
= ~A1A2

� =
1

2

�
(

d~A1B1; ~A2B2) + (
d~A1C1; ~A2C2)

�
k =

1

2

 
~A2B2

~A1B1

+
~A2C2

~A1C1

!
L'utilisation des seuls points A1 et A2 pour calculer la translation est motiv�ee par le

fait que les points extr�emit�es de segments ne sont pr�ecis que lorsqu'ils sont l'intersection
de deux segments.

Recherche du point d'accumulation. A chaque appariement de paires de seg-
ments, on associe donc un quadruplet (k; �; tx; ty). Ces quadruplets sont des points d'un
espace �a quatre dimensions, dit espace des param�etres de similitude. On recherche alors
dans cet espace, une accumulation de points.

Pour cela, on projette tous les quadruplets sur chacun des axes de l'espace des
param�etres, selon la direction d�e�nie par les trois autres axes. Sur chaque axe, on
obtient un ensemble de valeurs vi. On d�e�nit alors la fonction :

�(v; s) = Cardfvi j v � s < vi < v + sg
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et on calcule :
vm = sup

vi

�(vi; s)

o�u s est une constante qui d�epend de l'axe consid�er�e. Pour les trois premiers axes, on
prend s = 20, et pour le dernier s = 1. Ce param�etre vm est le param�etre recherch�e, qui
est celui de la similitude qui approche le mieux le mouvement apparent global entre les
deux images.

Filtrage des appariements. De tous les appariements de paires de segments r�ea-
lis�es, on ne garde alors que ceux qui d�e�nissent des param�etres de similitude qui, sur
chaque axe, ne di��ere pas de la valeur vm de plus de s.

Derni�ere �etape

Les appariements de segments sont d�eduits ais�ement des appariements entre paires.
Quelques ambigu��t�es demeurent, mais elles peuvent être facilement lev�ees : un segment
appari�e dix fois �a un segment A et une fois �a un segment B doit correspondre au
segment A.

Epilogue

Cette m�ethode permet un appariement sans connaissance pr�ealable des images,
en autorisant un mouvement apparent des primitives de grande amplitude. En cela,
elle est plus puissante que les m�ethodes de tracking ou de corr�elation. De plus, elle
utilise uniquement des invariants associ�es �a des structures de tr�es petite taille et est
donc robuste au bruit et aux occlusions partielles. Sa premi�ere limite importante est
li�ee au choix du type de transformation utilis�ee comme approximation du mouvement
apparent. Avec des similitudes, on ne peut apparier que des images assez semblables. La
deuxi�eme limite est due aux primitives utilis�ees : des segments reli�es par des sommets.
La m�ethode n'est donc pas utilisable avec des images textur�ees. Le paragraphe suivant
justi�e l'utilisation des similitudes et envisage d'autres choix.

2.3.3 A propos du choix des similitudes

Même en supposant que les cam�eras utilis�ees suivent le mod�ele de la transformation
projective, le mouvement apparent exact des primitives entre deux images n'est pas
une transformation classique : ni euclidienne, ni a�ne, ni projective. Ce mouvement
peut, par contre, être souvent approch�e de mani�ere pr�ecise par une transformation
d'un des types cit�es ci-dessus. Thompson et al. [Tho 87] montrent, par exemple, que
les distorsions projectives sont n�egligeables si la profondeur de l'objet est inf�erieure au
dixi�eme de sa distance �a la cam�era.

Le mouvement apparent est ainsi une similitude �a deux conditions. Premi�erement,
l'objet observ�e est plat et orthogonal �a l'axe principal de la cam�era. Deuxi�emement,
l'axe principal de la cam�era est globalement le même lors des deux prises de vue ; il
peut par contre subir une translation selon sa direction.

Dans la pratique, le respect de ces hypoth�eses, en particulier de la premi�ere, n'a nul
besoin d'être tr�es strict (cf. 2.3.4). Cela est dû, entre autres, au fait que les invariants
ne sont calcul�es qu'�a partir de segments connect�es. Les hypoth�eses peuvent en e�et
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être respect�ees localement, même si elles ne le sont pas globalement. Le calcul des
invariants �a partir de toutes les paires de segments aurait augment�e drastiquement
la combinatoire de l'algorithme. Les exp�eriences montrent que la deuxi�eme hypoth�ese
peut être comprise ainsi : l'axe principal ne doit pas subir une rotation de plus de quinze
degr�es.

Consid�erations math�ematiques.

On peut justi�er plus math�ematiquement l'emploi des similitudes. Cette justi�ca-
tion n'apporte cependant aucune conclusion nouvelle par rapport �a ce qui est �enonc�e
ci-dessus de mani�ere plus \intuitive", et peut donc être saut�ee pour une lecture rapide.

D�e�nition des param�etres. On consid�ere un mod�ele projectif de cam�era, d�e�ni
par la donn�ee d'un point principal, centre de la projection perspective, d'un axe prin-
cipal et d'un plan de projection. On d�e�nit les trois rep�eres orthonorm�es suivants (cf.
Fig. 2.41) :

1. Le rep�ere norm�e de la sc�ene (O;X; Y; Z) li�e �a l'objet qui est observ�e ;

2. le rep�ere de l'image (o; u; v) dont l'orientation est fournie par l'axe principal ; on
suppose ce rep�ere orthogonal, ce qui n'est pas toujours le cas et qui ram�ene le
nombre de param�etres de la cam�era de 11 �a 10 ;

3. le rep�ere norm�e de la cam�era (C; x; y; z) o�u C est le point principal et Cz l'axe
principal de la cam�era ; on suppose ici que l'axe Cx est parall�ele �a l'axe ou.

X

O

Y

Z

M

z
y

x

C

m

o

u

v

c

Fig. 2.41 - D�e�nition des rep�eres li�es �a une projection perspective.

Il faut bien remarquer que o est di��erent de c, projection orthogonale de C sur
le plan de formation des images. On a donc besoin de dix param�etres pour d�e�nir la
projection d'un objet sur le plan des capteurs :

{ six pour d�e�nir le rep�ere de la sc�ene dans le rep�ere de la cam�era (trois composantes
(a; b; c) d'une translation et trois angles de rotation par rapport aux trois axes
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(�; �; 
)); ce dernier param�etrage d'une rotation n'est pas canonique, mais il est
su�sant pour notre d�emonstration ;

{ deux param�etres donnent les rapports de distance entre le axes Cx et ou, et
Cy et ov, ces param�etres pouvant être pris �egaux en se ramenant au cas o�u les
pixels du plan des capteurs sont carr�es. On note alors k cette valeur. Ces deux
param�etres rendent compte �a la fois de la distance focale et du nombre de pixels
par millim�etre dans les deux directions ou et ov ;

{ les deux derniers param�etres (d; e) d�e�nissent la position de o dans le plan par
rapport au point c.

Un onzi�eme param�etre apparâ�t lorsque le rep�ere du plan de l'image n'est pas ortho-
gonal. Les six premiers param�etres, ou plus exactement leurs homologues qui d�e�nissent
le rep�ere de la cam�era par rapport au rep�ere de la sc�ene, sont appel�es param�etres ex-
trins�eques ou ext�erieurs de la cam�era. Les quatre derniers param�etres sont appel�es
param�etres intrins�eques ou int�erieurs de la cam�era.

Equations de la transformation On se place dans des syst�emes de coordonn�ees
homog�enes, et on suppose les pixels carr�es (hypoth�ese �a laquelle on peut toujours se
ramener). Soit un point M de coordonn�ees homog�enes (xM ; yM ; zM ; tM) dans le rep�ere
(O;X; Y; Z). Son image a pour coordonn�ees homog�enes (um; vm; wm) dans (o; u; v) avec :

0B@ um
vm
wm

1CA =

0B@ a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

1CA
0BBB@

xM
yM
zM
tM

1CCCA
et :

a11 = k cos
 cos� + d sin �

a21 = k sin 
 cos� + e sin �

a31 = sin �

a12 = �k cos 
 sin � sin �� k sin 
 cos�+ d cos� sin�

a22 = �k sin 
 sin � sin �� k cos 
 cos�+ e cos � sin �

a32 = sin � cos �

a13 = �k cos 
 sin � cos�� k sin 
 sin �+ d cos� cos�

a23 = �k sin 
 sin � cos�� k cos 
 sin �+ e cos � cos�

a33 = cos� cos �

a14 = ka+ dc

a24 = kb+ ec

a34 = c

Hypoth�eses restrictives On simpli�e ces �equations en se donnant des hypoth�eses
restrictives. Celles-ci ne sont que la traduction math�ematique de celles qui ont �et�e
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expos�ees auparavant.

1. On suppose tout d'abord que les distorsions projectives sont faibles, ce qui peut
se traduire par :

t� z

2. On suppose ensuite que le d�eplacement correspondant aux param�etres extrin-
s�eques de la cam�era est faible dans les directions transversales :

� � 0

� � 0

a � c

b � c

A l'ordre 0, l'�equation de projection devient donc :

0B@ um
vm
wm

1CA =

0B@ k cos
 �k sin 
 d 0
k sin 
 k cos
 e 0

0 0 1 0

1CA
0BBB@

xM
yM
zM
tM

1CCCA
Cette expression peut être d�ecompos�ee comme suit :

0B@ um
vm
wm

1CA =

0B@ k cos
 �k sin 
 d

k sin 
 k cos 
 e
0 0 1

1CA
0B@ 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

1CA
0BBB@

xM
yM
zM
tM

1CCCA
On reconnâ�t la compos�ee de la projection perspective avec une simili-

tude a�ne directe du plan, qui est elle-même la compos�ee d'une homoth�etie, d'une
rotation et d'une translation. On peut donc r�esumer cette formule par :

m = S � P (M)

o�u S est la matrice de similitude et P la matrice de projection. Lorsqu'un point est
projet�e deux fois, on obtient ;

m1 = S1 � P (M)

m2 = S2 � P (M)

On a, par cons�equent :

m2 = S2 � S�11 (m1)

L'inversion et la composition �etant des lois de composition interne �a l'ensemble des
similitudes, les projections d'un même point dans deux images di��erentes se d�eduisent
l'une de l'autre par une similitude ind�ependante de ce point. C'est cette similitude que
l'on estime dans l'algorithme d'appariement. Dans le cadre de nos hypoth�eses, elle est
une approximation �a l'ordre 0 du mouvement apparent.
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Autres transformations utilisables.

La distorsion entre les projections d'un même objet 3D sur plusieurs images prises
sous des angles de vue di��erents ne peut être mod�elis�ee exactement par une application
entre ces deux images. L'utilisation des similitudes est une approximation. Les trans-
formations a�nes ou projectives poss�edent plus de param�etres, de degr�es de libert�e
(6 dans le cas a�ne, 8 dans le cas projectif), et devraient permettre une meilleure
approximation du mouvement apparent.

Cependant, ces transformations plus complexes ont des invariants plus compliqu�es :
rapports et coordonn�ees barycentriques dans le premier cas, birapports et coordonn�ees
projectives dans le second. De tels invariants peuvent être calcul�es �a partir de con�gu-
rations de 4 ou 5 points. Les trois probl�emes pos�es par ces con�gurations sont le choix
de ces points, la stabilit�e des invariants calcul�es [Mor 93], et celle de la transformation.
Même en restreignant les con�gurations de points utilis�ees aux sommets de certains
sous-graphes particuliers, la combinatoire est bien plus grande que pour les similitudes.

2.3.4 Exp�erimentations

Ce paragraphe contient deux exemples d'utilisation de l'algorithme. Ils en valident
le principe et en montrent parall�element les limites.

Premier exemple

Les Fig. 2.42, 2.43 et 2.44 montrent trois exemples. Les images du haut montrent
les images initiales, les primitives extraites de ces images sont montr�ees au milieu, et
les primitives appari�ees sont montr�ees en bas.

Il s'agit de quatre images d'une même s�equence, et on a successivement appari�e
la premi�ere avec les trois autres. Les deux images ayant servi au premier appariement
sont tr�es proches. La seule di��erence notable est due au bruit. La plupart des segments
qui ne sont pas dus au bruit ont �et�e appari�es, en dehors de ceux qui sont divis�es en
plusieurs petits segments dans une image et non dans l'autre. Le bruit est, par contre,
�elimin�e presque totalement.

Les images ayant servi au deuxi�eme appariement di��erent plus nettement, mais le
r�esultat reste de qualit�e comparable. L�a encore, le fait que divers segments ne sont pas
appari�es s'explique par le bruit qui \casse" ces segments en plusieurs parties.

Lors du troisi�eme appariement, la di��erence entre les angles de vue des deux images
devient plus importante. En plus du bruit, la cause majeure de non-appariement est
le fait que les invariants utilis�es ne sont plus invariants dans ce cas. Les similitudes ne
sont plus une approximation valide du mouvement. Dans ce cas, on est sorti du cadre
des hypoth�eses de l'algorithme.

L'utilisation d'un autre type de transformation doit permettre d'am�eliorer ces r�e-
sultats. Par ailleurs, on peut remarquer que les quelques segments appari�es le sont
convenablement. Cela montre bien que les mauvais appariements ne forment aucun
point d'accumulation dans l'espace des param�etres des transformations, et que ce sont
bien les appariements coh�erents qui sont trouv�es même s'il sont peu nombreux.
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Fig. 2.42 - Premier exemple d'appariement.
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Fig. 2.43 - Deuxi�eme exemple d'appariement.
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Fig. 2.44 - Troisi�eme exemple d'appariement.



2.4. Conclusion du chapitre 145

Deuxi�eme exemple

La Fig. 2.45 montre un deuxi�eme exemple d'utilisation de l'algorithme sur deux
images plus complexes que pr�ec�edemment. Ces images contiennent, outre l'objet �etudi�e
qui est la maison, divers petits objets, certains n'�etant pas poly�edriques.

L'appariement des segments des projections de ces petits objets n'est pas tr�es sa-
tisfaisant. Cela est dû �a l'algorithme d'approximation polygonale, dont les r�esultats ne
sont stables que si les objets sont poly�edriques avec des arêtes de longueur su�sante.
En ce qui concerne la maison, le non appariement des segments est dû au bruit, �a
l'instabilit�e de l'approximation polygonale, et au fait que l'algorithme d'appariement
n'est lui-même pas tr�es stable avec les petits segments.

Il faut aussi remarquer, au niveau des fenêtres de la maison, qu'un segment d'une
image peut être appari�e avec deux segments de l'autre image. Ces cas correspondent
au fait que ces deux segments ont les mêmes sommets extr�emit�es.

2.3.5 Conclusion

La m�ethode d'appariement d'images propos�ee dans ce paragraphe est valid�ee par les
r�esultats obtenus sur des images r�eelles. Ces r�esultats mettent parfaitement en valeur
les atouts et d�efauts de l'algorithme.

{ Le mouvement de la cam�era entre les deux prises de vue peut être quelconque
dans certaines directions (rotation autour de l'axe principal par exemple), mais
doit être tr�es limit�e transversalement.

{ La pr�ecision des primitives extraites des images est fondamentale pour la qualit�e
des r�esultats. Les textures, les objets non poly�edriques et les arêtes de petite
dimension sont cause de nombreux non-appariements de segments.

{ Une fois les param�etres de recherche du point d'accumulation ajust�es, la m�ethode
ne n�ecessite aucun seuil d�ependant des images pour fonctionner.

{ L'algorithme ne suppose aucune connaissance pr�ealable sur le contenu des images :
pas de premier appariement, pas d'�etalonnage, même partiel de la cam�era, pas
de connaissance de la g�eom�etrie �epipolaire, pas d'estimation du mouvement de la
cam�era.

Malgr�e quelques imperfections dans les r�esultats obtenus par cet algorithme, ceux-
ci sont tout �a fait satisfaisants si l'on consid�ere cet algorithme comme un premier pas
d'une m�ethode plus globale. Avec les premiers appariements trouv�es, on peut calculer
la g�eom�etrie �epipolaire ou se servir de contraintes de connexit�e pour poursuivre l'ap-
pariement. Il ouvre par ailleurs la voie �a des traitements de plus haut niveau, tels la
mod�elisation qui fait l'objet du chapitre suivant.

2.4 Conclusion du chapitre

La premier chapitre de cette th�ese donne les indications th�eoriques relatives aux
invariants g�eom�etriques et �a la justi�cation de leur emploi en vision. Ce deuxi�eme
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Fig. 2.45 - Exemple d'appariement d'une sc�ene complexe.
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chapitre montre des exemples de calcul e�ectif et d'emploi de ces invariants, pour
r�esoudre des probl�emes r�eels de vision. Les trois applications trait�ees sont

1. la recherche des quadruplets de points coplanaires d'une sc�ene,

2. le calcul d'invariant 3D caract�eristiques d'un objet,

3. l'appariement d'images.

Des conclusions ont �et�e tir�ees pour chacun de ces points. Rappelons toutefois un
point commun. Les donn�ees des images sont bruit�ees, et les primitives �a partir des-
quelles sont calcul�ees les invariants ne sont localis�ees qu'approximativement. De plus
certaines de ces primitives ne correspondent pas �a des �el�ements de la sc�ene observ�ee,
d'autres �el�ements ne donnent lieu �a aucune d�etection de primitives. Il est donc n�eces-
saire d'utiliser des algorithmes pr�ecis et robustes �a toutes les �etapes.

Malgr�e ce constat, de bons r�esultats ont pu être obtenus sur des donn�ees r�eelles, et
ce, pour les trois applications. Il est donc possible de calculer une information num�erique
�a partir d'images.





Chapitre 3

Mod�elisation automatique

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne le probl�eme de la mod�elisation automatique des objets poly-
�edriques. Cette mod�elisation est la premi�ere �etape d'un syst�eme de reconnaissance qui
comporte les parties suivantes : un syst�eme de mod�elisation qui construit un mod�ele
d'un objet �a partir d'images de cet objet, un syst�eme d'indexation de ces mod�eles dans
une base de donn�ees, et une proc�edure de reconnaissance des objets utilisant cette base
de donn�ees [Sos 92].

C'est la partie mod�elisation qui est l'objet de ce chapitre. Le probl�eme est le suivant.
On veut mod�eliser les di��erents aspects visuels d'un objet, pour pouvoir le reconnâ�tre
ult�erieurement, quelque soit l'angle de vue sous lequel il sera per�cu. On entend le mot
aspect dans son acception courante : un objet change d'aspect lorsqu'on le regarde de
di��erents points de vue.

On commence par prendre des images de cet objet sous de nombreux angles de vue.
On essaye alors de retrouver celles de ces images qui appartiennent �a la même vue. Dans
la suite, on appellera vue l'ensemble des images repr�esentant un même aspect visuel
de l'objet. Chacune de ces vues donne lieu �a l'�etablissement d'un mod�ele de l'aspect en
question. Le mod�ele total de l'objet est l'ensemble des mod�eles de tous ces aspects.

Le but d'un tel syst�eme est de r�eduire la taille de la repr�esentation d'un objet. La
premi�ere repr�esentation dont on dispose est l'ensemble des images, mais ces derni�eres
contiennent une quantit�e d'information tr�es importante, redondante, peu maniable et
di�cile �a stocker. L'extraction des mod�eles des aspects de l'objet permet des gains
de place, de vitesse et de maniabilit�e tr�es importants. D'une centaine d'images, on

149
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construit classiquement une dizaine de mod�eles d'aspects.

Les applications d'un tel syst�eme de mod�elisation et reconnaissance sont nombreuses
dans le cadre de la robotique : reconnaissance pour l'identi�cation ou la saisie d'un ob-
jet, positionnement d'un robot mobile par rapport �a son environnement, reconnaissance
des obstacles �a �eviter lors d'un mouvement ou d'un d�eplacement: : :L'apport sp�eci�que
de la mod�elisation est la possibilit�e d'un lien entre un vocabulaire de bas niveau et un
vocabulaire plus symbolique, dit de haut niveau. Au lieu de d�ecrire l'environnement
d'un robot en termes de surfaces ou de volumes, on peut le faire en nommant les objets :
il su�t pour cela d'associer un nom �a chaque mod�ele ou groupe de mod�eles.

3.1.1 Etat de l'art

Les approches actuelles pour r�esoudre le probl�eme de la mod�elisation et de la recon-
naissance peuvent être class�ees selon deux crit�eres : quel est le type des donn�ees utilis�ees
pour la construction du mod�ele ? De quel type est le mod�ele construit ? Les donn�ees
peuvent, en e�et, être 2D ou 3D, être obtenues par un ou plusieurs capteurs, auquel cas
on parlera de \donn�ees r�eelles", ou être construites par un op�erateur humain, auquel
cas on parlera de \donn�ees arti�cielles". Quant �a lui, le mod�ele peut être 2D ou 3D.
Une telle pr�esentation des syst�emes de mod�elisation peut être trouv�ee dans l'article de
Flynn et al. [Fly 91]. Elle est utilis�ee ici pour permettre de situer notre propre syst�eme
au sein de l'existant.

Donn�ees 3D arti�cielles.

De telles donn�ees proviennent, la plupart du temps, de syst�emes Cao. Dans ces
syst�emes, l'objet est d�ecrit en fonction de ses caract�eristiques g�eom�etriques (volumiques
et m�etriques), m�ecaniques et parfois �electriques. Le principal probl�eme consiste alors
�a d�eduire l'aspect visuel de l'objet de ces propri�et�es. Cette approche utilisant la CAO
a �et�e tr�es �etudi�ee en vision, donnant même naissance �a un domaine particulier de la
vision, appel�e en anglais \CAD-based vision" [Bha 87].

Plusieurs strat�egies sont possibles pour la reconnaissance. Tout d'abord, la program-
mation automatique. Goad [Goa 86] �ecrit directement un programme de reconnaissance
d'un objet �a partir d'une description 3D de celui-ci. La reconnaissance est bas�ee sur
l'appariement des arêtes et des segments, et sur le calcul des aspects 2D de l'objet �a
partir de son mod�ele 3D. Le programme est �ecrit dans un premier temps, seule son
ex�ecution est e�ectu�ee pendant la phase de reconnaissance proprement dite.

Une deuxi�eme strat�egie consiste �a construire un mod�ele contenant toutes les in-
formations visuelles n�ecessaires �a la reconnaissance. Shneier et al. [Shn 87] ont d�eve-
lopp�e un tel syst�eme qui utilise des informations �a la fois volumiques et surfaciques
pour construire des mod�eles. Bolles et al. [Bol 86] calculent les di��erents aspects 3D
(les aspects ont une repr�esentation 3D) de l'objet, per�cu sous di��erents points de vue
(contrairement �a Goad qui calculait des aspects 2D). D'autres syst�emes sont plus sp�e-
ci�ques [Kak 88, Fly 91] : les mod�eles construits sont adapt�es �a une reconnaissance des
objets �a partir d'images 3D obtenues par des capteurs de profondeur.

Limites de ces m�ethodes. La principal probl�eme avec ces m�ethodes est l'inf�erence
des aspects visuels d'un objet �a partir d'une description purement volum�etrique de
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celui-ci. Même en utilisant une description physique des mat�eriaux constituant la sur-
face de l'objet et des mod�eles de r�e
exion de la lumi�ere, il n'est pas possible d'obtenir
une description convenable des aspects visuels [Che 91]. La di�cult�e vient des mod�eles
de r�e
exion de la lumi�ere (mod�ele lambertien, ou ceux, plus sophistiqu�es, utilis�es par
Chen), qui ne sont pas valables pour la plupart des mat�eriaux utilis�es, les m�etaux en
particulier.

Donn�ees 2D arti�cielles.

Ce cas n'est qu'une variante du pr�ec�edent. On commence d'abord par calculer tous
les aspects 2D de l'objet, et ce sont ces aspects qui sont utilis�es pour la mod�elisation. La
limite entre cette technique et la pr�ec�edente n'est pas tr�es nette (cf. le syst�eme de Goad).
Les aspects sont d�e�nis topologiquement comme ils peuvent l'être en morphog�en�ese
[Dem 87]. Deux images repr�esentent le même aspect si l'on peut passer de l'une �a
l'autre sans catastrophe (discontinuit�e topologique). Ces aspects sont alors ordonn�es
en un graphe, appel�e graphe d'aspects, selon leurs points de vue associ�es. Des objets
même simples peuvent avoir plusieurs centaines d'aspects. De mani�ere identique au cas
des donn�ees 3D, deux strat�egies sont possibles : programmation automatique [Ike 88],
ou construction de mod�eles [Bur 88]. Ces m�ethodes de calcul des graphes d'aspects sont
maintenant aussi utilis�ees pour les objets non poly�edriques [Pon 90].

Limites de ces m�ethodes. Les m�ethodes utilisant les graphes d'aspect partent
d'une description de l'objet de type CAO. Elles sou�rent donc des mêmes limites que
les m�ethodes pr�ec�edentes : les aspects topologiques calcul�es ne rendent pas compte des
aspects visuels.

Un deuxi�eme probl�eme s'ajoute �a cela. Le nombre des aspects topologiques est,
en g�en�eral, nettement sup�erieur au nombre des aspects visuels. En e�et, les aspects
topologiques peuvent di��erer �a cause de d�etails de taille tr�es petite, non visibles par
une cam�era ordinaire observant la totalit�e de l'objet. Outre ce probl�eme d'�echelle, la
complexit�e en temps du calcul des aspects, et celle en taille du graphe obtenu, sont des
obstacles vite r�edhibitoires d�es que l'objet n'est pas trop simple. Bowyer [Bow 91] fait
une critique compl�ete de ces m�ethodes.

Donn�ees 3D r�eelles.

Elles proviennent principalement de deux types de capteurs : les appareils d'inves-
tigation biom�edicaux (scanners, IRM) et les capteurs de profondeur, tels les t�el�em�etres
laser. Dans le premier cas, les donn�ees sont des images 3D denses, alors que ce ne sont
que des cartes de profondeur dans le second. Les techniques utilis�ees sont souvent sp�e-
ci�ques �a ces capteurs. On en trouvera une synth�ese dans les articles de Besl [Bes 88]
et Nitzan [Nit 88].

Limites de ces techniques. Ces techniques sont bien adapt�ees aux applications o�u
l'aspect 3D de l'information est primordial, par exemple pour les applications m�edicales.
Leur principale limite vient de la sp�eci�cit�e des capteurs.
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Donn�ees 2D r�eelles.

Ces donn�ees sont, dans la majeure partie des cas, des images obtenues sous di��e-
rents angles de vue par des cam�eras. Malgr�e quelques travaux notables utilisant des
images couleur [Lee 92], la plupart des travaux utilisent des images en noir et blanc.
Les syst�emes de mod�elisation �a partir d'images sont fort nombreux. Ils di��erent par le
type d'information qu'ils extraient des images et par la dimension du mod�ele construit.
Connell et al. [Con 87] utilisent l'intensit�e lumineuse en chaque point ; Arbogast et al.
[Arb 91c] et Cipolla et al. [Cip 92] utilisent la projection des contours d'occultation
de surfaces courbes ; Faugeras [Fau 92a] et Mohr et al. [Moh 92c] utilisent des points ;
Chabbi et al. [Cha 91] et Paris [Par 91] utilisent des r�egions pour calculer les facettes
3D de la sc�ene observ�ee ; Forsyth et al. [For 91a] utilisent des invariants associ�es �a cer-
taines con�gurations de points, droites et courbes ; Weiss [Wei 88, Wei 91] utilise les
invariants di��erentiels associ�es aux courbes alg�ebriques.

Limites de ces m�ethodes. Les limites sont aussi diverses que les m�ethodes. On
peut les classer en trois cat�egories :

1. les primitives employ�ees ne sont pas stables. Cela est particuli�erement vrai pour
les intensit�es lumineuses, ou les d�eriv�ees partielles de courbes d'ordre sup�erieur �a
deux qui servent �a calculer les invariants di��erentiels ;

2. certaines, parmi ces m�ethodes, n�ecessitent des connaissances pr�ealables, l'�etalon-
nage des cam�eras par exemple : c'est le cas des m�ethodes utilisant les surfaces
d'occultation de surfaces courbes ;

3. Quelques m�ethodes consid�erent que l'appariement des primitives a �et�e r�ealis�e au
pr�ealable. C'est le cas des m�ethodes de Faugeras et de Mohr qui utilisent des
points appari�es. Cette hypoth�ese est tr�es forte et suppose, en fait, qu'une grande
partie du travail de mod�elisation a �et�e fait.

3.1.2 M�ethode propos�ee

Notre approche entre dans cette derni�ere cat�egorie : mod�elisation �a partir de donn�ees
2D r�eelles. Ses sources d'inspiration sont multiples.

{ Mod�eliser pour reconnâ�tre de nouvelles images revient �a faire un apprentissage,
c'est �a dire une induction �a partir d'exemples. On dispose d'exemples �a partir
desquels on tire un mod�ele dont on postule la pertinence pour d'autres images
qui ne sont pas dans les exemples : en cela, il s'agit d'une induction.

{ Cette induction ne porte pas sur des concepts ou des grandeurs bien �etablis,
comme c'est le cas, par exemple, pour un syst�eme d'apprentissage utilisant uni-
quement des invariants. Il s'agit, dans la m�ethode propos�ee, de mod�eliser des
aspects visuels. En cela, cette m�ethode se rapproche des techniques neuronales :
on fournit au syst�eme un ensemble de primitives, et c'est au syst�eme de trouver
ce qui est caract�eristique et permet la reconnaissance.

{ En�n, on r�ealise l'apprentissage directement �a partir de ce qui est per�cu, c'est
�a dire �a partir de donn�ees de même type que celles qui seront �a reconnâ�tre. Il
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s'agit d'un apprentissage �a partir d'exemples. Ceci est un principe classique en
classi�cation automatique qui est n�ecessaire pour la robustesse du syst�eme au cas
o�u le bruit qui a�ecte les images n'est pas mod�elisable.

Les di��erentes �etapes de la m�ethode sont les suivantes (elles sont r�esum�ees sur la
Fig. 3.1).

1. On prend un ensemble d'images d'un objet depuis de nombreux points de vue.
On extrait alors les contours de chacune de ces images, puis on r�ealise une ap-
proximation polygonale de ces contours. Les segments obtenus et les sommets qui
les joignent sont les primitives de base.

2. Les images sont appari�ees deux par deux, en utilisant la m�ethode expos�ee au
paragraphe 2.3.

3. Deux images repr�esentent le même aspect de l'objet si elles sont presque simi-
laires, c'est �a dire si elles contiennent beaucoup de primitives appari�ees. On d�e�nit
une mesure de ressemblance entre images bas�ees sur le pourcentage de primitives
appari�ees entre les deux images consid�er�ees. On calcule alors la matrice de res-
semblance de l'ensemble des images.

4. Une m�ethode classique de regroupement (\clustering" en anglais), utilisant la
matrice de ressemblance, permet de d�eterminer les di��erentes vues, c'est �a dire
les ensembles d'images repr�esentant un même aspect.

5. Chaque vue donne lieu �a l'�etablissement d'un mod�ele qui contient l'ensemble
des primitives communes aux images de la vue. Ce mod�ele peut être compl�et�e
avec des primitives n'apparaissant pas dans toutes les images, des informations
probabilistes (probabilit�es d'apparition de primitives, probabilit�es conditionnelles
d'appariement) ou g�eom�etriques (invariants 2D ou 3D associ�es �a certaines con�-
gurations de primitives).

Ajoutons �a cela deux �etapes qui ne sont pas d�etaill�ees dans ce chapitre, mais qui
font partie du syst�eme complet de mod�elisation et reconnaissance.

6. L'indexation des mod�eles construits dans une base de donn�ees. Cette indexation
est r�ealis�ee actuellement sur la base de propri�et�es topologiques par hachage de
graphes [Sos 92], mais elle devrait pouvoir être compl�et�ee en utilisant les propri�e-
t�es g�eom�etriques et probabilistes pr�esentes dans le mod�ele.

7. L'algorithme de reconnaissance proprement dit d�ecoule en fait directement de la
fonction d'indexation utilis�ee �a l'�etape pr�ec�edente.

Cette m�ethode se distingue donc de celles propos�ees dans la litt�erature sur plusieurs
points.

{ Tout d'abord, elle ne n�ecessite ni connaissances pr�ealables ni �etalonnage, même
partiel, des cam�eras.

{ Elle ne n�ecessite aucune reconstruction de la forme de l'objet en 3D.
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Etape Traitement R�esultat du traitement

objet
1 acquisition +

images
2 traitement des images +

primitives
3 appariement des images 2 �a 2 +

relations entre primitives
4 mesure de ressemblance +

matrice de ressemblance
5 regroupement +

vues
6 mod�elisation +

mod�eles des aspects
7 indexation +

base de mod�eles
8 reconnaissance +

identi�cation d'objets

Fig. 3.1 - Le processus de mod�elisation et reconnaissance.

{ Les images de d�epart peuvent ne pas former une s�equence ordonn�ee d'images o�u
la cam�era ne ferait qu'un petit mouvement entre deux prises de vue.

{ En�n, elle utilise tant l'information topologique et visuelle (notion d'aspect visuel)
que l'information g�eom�etrique (pour le matching). Cela permet de mod�eliser des
objets complexes ce qui n'est, pour l'instant, pas le cas des techniques n'utilisant
que les invariants.

Au total, notre m�ethode est donc tr�es peu contrainte. Sa seule limite est li�ee au type
de primitives utilis�ees : des points et des segments. La localisation de ces primitives est
sensible au bruit. D'autre part, il est tr�es di�cile de mod�eliser des objets courbes :
l'approximation des contours par des segments est souvent instable dans ce cas.

3.1.3 Plan du chapitre

Ce chapitre est organis�e selon les �etapes de la m�ethode propos�ee. Un premier para-
graphe concerne l'appariement des images. L'algorithme d'appariement proprement dit
ayant fait l'objet du paragraphe 2.3, il n'est point repris ici. Ce paragraphe donne plu-
tôt quelques indications sur les possibilit�es d'am�elioration et de poursuite du premier
appariement e�ectu�e. Le deuxi�eme paragraphe expose ensuite la mesure de ressem-
blance entre images et son utilisation pour regrouper les images repr�esentant le même
aspect. Le dernier paragraphe aborde succinctement les �etapes suivantes : mod�elisation,
indexation, reconnaissance.
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3.2 Appariement et correction d'images

La premi�ere phase de l'algorithme de mod�elisation que nous proposons est l'ap-
pariement des images deux �a deux. On part d'un ensemble d'images repr�esentant un
objet, ensemble qui n'est pas ordonn�e en s�equence, et on souhaite en apparier toutes les
paires d'images. Pour cela, on proc�ede en deux temps. On utilise d'abord l'algorithme
d'appariement expos�e au paragraphe 2.3, puis on compl�ete ce premier appariement.

Les images qu'on utilise sont, en e�et, d�egrad�ees par tous les traitements e�ectu�es.
Aussi, le graphe des segments et sommets que nous utilisons n'est pas la simple pro-
jection des arêtes et coins des objets repr�esent�es dans l'image. Pour s'en convaincre, la
Fig. 3.2 montre, en haut, 3 images d'un même objet : entre les prises de vue, ni l'objet
ni la cam�era n'ont boug�e, seul l'�eclairage a vari�e. En bas, se trouvent le r�esultat du
traitement de ces trois images : le graphe form�e par les segments et les sommets est
tr�es di��erent d'une image �a l'autre.

Fig. 3.2 - Trois images d'un même objet observ�e du même point sous trois �eclairages
di��erents et le r�esultat de leur traitement.

La cons�equence de ces bruits qui a�ectent l'image est l'incapacit�e de l'algorithme du
paragraphe 2.3 �a apparier tous les segments de chacune des deux images qu'il traite.
Divers techniques de correction de donn�ees sont propos�ees dans la litt�erature. Par
exemple, Porrill [Por 88] d�eveloppe un formalisme statistique pour prendre en compte
les erreurs de pr�ecision dans les donn�ees qu'il obtient. Un tel travail di��ere cependant
de nos propres objectifs sur plusieurs points :

{ il ne consid�ere que des donn�ees 3D obtenues �a partir de plusieurs paires d'images
st�er�eographiques, et il n'y a donc pas de mouvement apparent entre les di��erentes
donn�ees ;

{ seules les erreurs de position sont prises en compte �a l'exclusion de celles li�ees �a
de mauvais appariements ou �a une mauvaise segmentation des contours dans les
images.

Dans ce paragraphe, apr�es une br�eve analyse de quelques sources de bruit, des
techniques d'am�elioration de l'appariement d�ej�a r�ealis�e sont propos�ees.
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3.2.1 Analyse de quelques sources de bruit

Dans la suite, nous appellerons bruit tout ce qui fait que le graphe des segments
et des sommets obtenu �a partir d'une image di��ere de la projection perspective des
arêtes et sommets de l'objet repr�esent�e dans cette image (cf. Fig. 3.2). Les sources
de bruit sont fort nombreuses : elle ne seront donc pas toutes cit�ees ici. On trouvera,
par exemple, dans [Bey 92] une �etude compl�ete du bruit qui a�ecte l'image lors de son
acquisition par une cam�era.

Les �etapes d'acquisition et de traitement d'une image sont nombreuses et vari�ees,
et le bruit qui en r�esulte est aussi vari�e dans ses formes et ses cons�equences. Le but de
cette �etude est de d�eterminer quelques cons�equences typiques du bruit dans les images,
pour ensuite corriger ces e�ets de mani�ere syst�ematique. Pour cela, on parcourt les
phases successives d'acquisition et de traitement.

{ La premi�ere source de bruit est l'objet lui-même. Lors de l'approximation poly-
gonale des lignes de contraste ou lignes de contour, la texture des faces et le fait
que les arêtes de l'objet ne sont pas parfaitement rectilignes sont la source de l'in-
stabilit�e des segments extraits. Ces segments peuvent, en e�et, varier fortement
entre deux images repr�esentant des aspects même tr�es proches. En d�e�nitive, la
di�cult�e est de savoir ce qui, dans l'objet, peut être consid�er�e comme caract�eris-
tique stable, discriminante et utilisable et doit donc être soigneusement conserv�e,
et ce qui est du bruit ou qui n'est pas utilisable et qui peut donc être �elimin�e.

{ La sc�ene est la deuxi�eme source de bruit. On entend par sc�ene tout ce qui est
visible et qui n'est pas l'objet �a �etudier proprement dit. Autre �el�ement de la sc�ene,
l'�eclairage est la source des ombres et des re
ets qui cr�eent nombre de segments
g�en�eralement consid�er�es comme du bruit. Certaines �etudes ont toutefois essay�e de
tirer de ces �el�ements des informations sur la structure tridimensionnelle des objets
observ�es [Nay 90]. Dans l'algorithme expos�e au chapitre pr�ec�edent, c'est le fait de
partir de plusieurs images et d'utiliser la redondance de l'information qui permet
de di��erencier ce qui est dû aux ombres ou re
ets de ce qui est caract�eristique de
l'objet.

{ La cam�era qui sert �a prendre les images est, elle-même, source de nombreux bruits.
Son optique n'est pas parfaite et cr�ee des 
ous qui entrâ�nent une impr�ecision sur
la localisation des points et un e�et d'arrondi des angles. Dans l'image �nale, cet
arrondi se traduit souvent par le fait qu'un angle est remplac�e par deux sommets
li�es par un petit segment, comme montr�e par sur la Fig. 3.3. Les composants
�electroniques de la cam�era sont aussi sources de nombreux bruits.

{ Une fois l'image en niveau de gris obtenue, les contours sont extraits en utilisant
un �ltre de Deriche. Comme indiqu�e au paragraphe 1.3.4, les conditions d'optima-
lit�e de ce �ltre ne sont pas respect�ees en pratique. Cela est particuli�erement le cas
pour les sommets o�u 3 segments devraient se joindre et o�u l'un d'eux peut ne pas
être d�etect�e jusqu'au sommet. L'approximation polygonale faite apr�es cette d�e-
tection des contours peut entrâ�ner une perte importante de pr�ecision dans leur
localisation. De nouvelles techniques, passant par une approximation pr�ealable
des contours par des B-splines sont maintenant utilis�ees [Arb 91a].
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Fig. 3.3 - Exemple d'arrondi dû �a un 
ou

3.2.2 Correction des images

Une fois r�ealis�e un premier appariement entre deux images, on peut le compl�eter
en corrigeant certains e�ets du bruit, et en utilisant une information di��erente de celle
fournie par les invariants. En particulier, la topologie du graphe des segments de cha-
cune des images et la g�eom�etrie �epipolaire apportent des indications compl�ementaires
�a l'information g�eom�etrique d�ej�a utilis�ee.

Les corrections propos�ees ici n'ont pas un caract�ere math�ematique ou rigoureux. Ce
sont plutôt des m�ethodes d'usage g�en�eral, dont la justi�cation se trouve dans l'�etude du
bruit qui a�ecte les images et dans les r�esultats pratiques obtenus lors de leur utilisation.
Ce paragraphe n'est pas central dans le processus de mod�elisation, contrairement au
suivant. Il peut être omis pour une lecture rapide.

Traitement des extr�emit�es libres

On appelle extr�emit�e libre, toute extr�emit�e d'un segment non reli�ee �a d'autres
segments. Lors de la projection d'objets poly�edriques, de telles extr�emit�es libres ne
devraient pas apparâ�tre dans les images. Pourtant elles ne sont point rares. Deriche
et al. [Der 87b] ont trait�e ce probl�eme dans le cas o�u l'on d�esire obtenir des r�egions �a
partir des lignes de contours.

L'existence de ces extr�emit�es libres est due principalement au �ltre de Deriche qui
n'est pas optimal aux endroits o�u trois lignes de contours se rejoignent. Ce mauvais
fonctionnement du �ltre en ces points peut être, en partie seulement, contrebalanc�e par
le r�eglage des deux seuils du �ltre.

Le cas le plus fr�equent d'extr�emit�es libres est celui des jonctions �a 3 segments (cf.
Fig. 3.4). La correction appliqu�ee est simple : on cherche si, en prolongeant un peu le
segment qui poss�ede une extr�emit�e libre, on ne rejoint pas un sommet entre deux autres
segments. Si tel est le cas, le segment est e�ectivement prolong�e jusqu'�a ce sommet.

Un autre traitement possible consisterait �a r�eutiliser l'information des niveaux de
gris.

Traitement des d�edoublements

Les d�edoublements ont d�ej�a �et�e signal�es comme le r�esultat de la �nitude de la pro-
fondeur de champ de l'objectif de la cam�era utilis�ee. On observe alors le remplacement
d'un sommet par deux autres tr�es proches reli�es par un petit segment.

Une correction est alors possible lorsqu'un tel d�edoublement apparâ�t dans une des
images et non dans les autres. Il faut, de plus, pour ne pas trop d�et�eriorer la position
et l'orientation impliqu�es dans ce d�edoublement, qu'un des deux sommets ne relie que
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Fig. 3.4 - Un exemple d'extr�emit�e libre.

deux segments. Deux exemples de corrections possibles et un de correction impossible
sont indiqu�es sur la Fig. 3.5.

Correction impossible

Fig. 3.5 - Deux exemples de corrections possibles des d�edoublements (�a gauche), et
un cas o�u la correction est impossible (�a droite).

Traitement des jonctions en T

On appelle jonction en T toute jonction reliant trois segments dont deux sont dans
le prolongement exact l'un de l'autre : l'angle entre ces segments doit être de l'ordre de
l'erreur de discr�etisation sur les r�eels (10�6). Elles ne correspondent pas, en g�en�eral, �a
la projection de points physiques, mais au fait qu'une arête en occulte partiellement
une autre. Le probl�eme li�e �a ces jonctions est leur instabilit�e. Comme les deux arêtes
qui r�ealisent cette jonction peuvent être tr�es �eloign�ees l'une de l'autre, leurs conditions
d'�eclairement peuvent varier fortement d'une image �a l'autre, même pour des images
proches prises dans une même s�equence.

L'inconv�enient majeur de ces jonctions est de diviser en deux parties un segment,
rendant son appariement impossible. On peut rem�edier �a ce probl�eme en rempla�cant
les deux segments qui se prolongent par un seul segment, laissant ainsi le troisi�eme
segment avec une extr�emit�e libre.

Utilisation de la topologie et de la g�eom�etrie �epipolaire

Utiliser la topologie consiste �a comparer les graphes de segments qui constituent
les deux images. Ce faisant, on peut chercher des correspondants �a des segments non
appari�es en se servant du fait que l'une au moins de leurs extr�emit�es est appari�ee.

La g�eom�etrie �epipolaire fournit, elle, une contrainte sur les positions respectives de
deux �el�ements appari�es. Suite au premier appariement r�ealis�e, si cette g�eom�etrie peut
être calcul�ee, on peut l'utiliser pour pr�edire de nouveaux appariements de points.
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Exemple exp�erimental

La Fig. 3.6 montre un exemple d'utilisation de toutes les techniques pr�ec�edemment
cit�ees. Les deux images du haut sont deux images d'un même objet. L'image en bas �a
gauche repr�esente l'ensemble des primitives appari�ees avant utilisation des corrections.
L'image en bas �a droite, repr�esente ces primitives apr�es emploi des correction.

Image 1 Image 2

Primitives appari�ees Primitives appari�ees
avant correction apr�es correction

Fig. 3.6 - Un exemple d'emploi des techniques de correction.

3.3 Distance entre images et regroupement

Ce paragraphe d�etaille les �etapes 4 (mesure de ressemblance) et 5 (regroupement)
du processus de mod�elisation montr�ee sur la Fig. 3.1. On suppose donc que les �etapes
pr�ec�edentes ont �et�e e�ectu�ees.

3.3.1 Evaluation de la ressemblance des images

On dispose d'un ensemble d'images d'un objet, images qui sont appari�ees deux
par deux. On souhaite alors les comparer, a�n de d�eterminer automatiquement celles
qui repr�esentent un même aspect de l'objet. Pour cela, on cherche �a d�eterminer une
mesure de ressemblance entre images. Le terme mesure de ressemblance sera utilis�e
de pr�ef�erence �a celui de distance, car il n'est point assur�e que cette mesure v�eri�e les
axiomes math�ematiques d'une distance.

Ce probl�eme d'�evaluation quantitative de la ressemblance entre images est g�en�era-
lement abord�e de deux fa�cons. Tout d'abord, on peut comparer directement les images
en niveau de gris, et rechercher les correspondances entre pixels. C'est la base des tech-
niques de corr�elation. La deuxi�eme voie est bas�ee sur la comparaison entre graphes.
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Lorsque les images sont d�ecrites en termes de relations entre primitives, on peut me-
surer la ressemblance des images en comparant les graphes form�es [Sha 85b]. De plus,
cette approche reste encore valable si l'on apparie un mod�ele et une image, par exemple
lors de la phase de reconnaissance qui n'est pas trait�ee dans ce travail.

Pour notre part, nous proposons de d�eduire la mesure de ressemblance de l'apparie-
ment des images. Si deux images se ressemblent, une grande partie de leurs primitives
peut être appari�ee. Au contraire, leur dissemblance entrâ�ne un faible taux de primitives
appari�ees. Faisant cela, on utilise la même information que lors de l'appariement, c'est �a
dire une information g�eom�etrique et topologique locale avec une contrainte g�eom�etrique
globale.

Diverses mesures

Le principe g�en�eral des diverses mesures test�ees est d'�etablir un rapport entre la
quantit�e de primitives appari�ees et celle des primitives pr�esentes dans les images. Cela
peut être r�esum�e dans la formule suivante :

distance(image1; image2) =
contenu(image1)� contenu(image2)

contenu appariement(image1; image2)2

Les mesures utilis�ees di��erent par les �el�ements qu'elles prennent en compte dans les
images ou les appariements.

Dans une premi�ere mesure, on n'a utilis�e qu'un comptage des primitives. Etant
donn�ees deux images I1 et I2, leur mesure est d�e�nie par :

d1(I1; I2) =
a

d

nbseg1:nbseg2
nbseg2apparie

+
b

d

nbsmt1:nbsmt2
nbsmt2apparie

+
c

d

sumdeg1:sumdeg2
sumdeg2apparie

(3:18)

o�u nbseg1 et nbseg2 sont les nombres de segments pr�esents dans chacune des deux
images, nbsegapparie est le nombre de segments appari�es entre les images ; nbsmt1,
nbsmt2 et nbsmtapparie sont les grandeurs similaires relatives aux sommets entre seg-
ments ; sumdeg1 et sumdeg2 sont les sommes des degr�es de tous les sommets de chacune
des deux images, et sumdegapparie est la somme des degr�es des sommets de l'apparie-
ment (lorsque deux sommets sont appari�es, on compte le nombre de paires de segments
appari�es partant de ces sommets).

a, b et c sont trois coe�cients �a d�eterminer exp�erimentalement. Suite �a nos exp�e-
riences, nous avons choisi a = b = 2 et c = 1. d est �egal �a a+ b+ c. Cette mesure vaut
1 lorsque les images sont compl�etement appari�ees, et elle tend vers l'in�ni dans le cas
inverse (c'est donc une mesure de dissemblance pour être exact).

On a aussi essay�e une deuxi�eme mesure qui tienne compte d'informations suppl�e-
mentaires : les invariants et la �abilit�e des primitives consid�er�ees. Pour cela, on d�e�nit
les �el�ements suivants.

{ On appelle, dans ce paragraphe, jonction d'une image toute paire de segments
de cette image ayant un sommet en commun. Lors de l'appariement, ce sont de
telles jonctions qui sont utilis�ees pour calculer les invariants locaux.

{ On note Jonc(I) l'ensemble des jonctions de l'image I , et Jonc apparie(I1; I2)
l'ensemble des jonctions appari�ees entre les deux images I1 et I2. Cet ensemble
est d�etermin�e lors de l'�etape d'appariement entre les deux images.
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{ Chaque jonction i d�e�nit deux invariants : un angle Ai et le rapport Ri des lon-
gueurs de deux segments qui forment la jonction. On associe aussi une �abilit�e fi
�a la jonction, qui est d�e�nie en fonction des longueurs l1 et l2 des segments de la
jonction par la formule suivante :

fi =
arctg(l1 + l2)

�=2

{ � est un facteur de pond�eration entre angles et rapports de longueurs.

La mesure est alors d�e�nie de la mani�ere suivante :

d2(I1; I2) =

X
i12Jonc(I1)

�
2fi1 +

1

2�

�
�

X
i22Jonc(I2)

�
2fi2 +

1

2�

�
0@ X

i1;i22Jonc apparie(I1;I2)

0@fi1 + fi2 +
1

jAi1 � Ai2 j+ � �
�
Ri1

Ri2

+
Ri2

Ri1

�
1A1A2

(3:19)
Le num�erateur caract�erise chacune des deux images, et le d�enominateur rend compte
des appariements r�ealis�es et de la qualit�e de ceux-ci, en comparant les invariants des
jonctions appari�ees.

R�esultats exp�erimentaux

On consid�ere la s�equence de 10 images montr�ee sur la Fig. 3.7. Ces images sont
appari�ees deux �a deux, puis on calcule la matrice de ressemblance de la s�equence avec
chacune des deux mesures sus-cit�ees.

Fig. 3.7 - S�equence d'images du premier objet

Avec la mesure d1 de la formule (3.18), on obtient la matrice suivante :

M1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1 2:2 5:8 75:6 80:2 25:5 103:6 34:3 1 52:3
1 2:1 63:4 27:9 98:9 30:4 115 103:3 90:1

1 3:9 17:8 49:7 59:7 73:1 1 18:8
1 1:9 2:2 11:3 5:9 17:6 16:0

1 2 1 21:2 15:5 139
1 1:8 6:9 9:3 89:9

1 7 32:2 99:8
1 1:6 1

1 7:3
1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
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Avec la mesure d2 (3.19), la matrice obtenue est la suivante :

M2 =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1 3:2 10 640 2600 62 1800 91 1 180
1 1:5 1300 380 3000 370 1800 1000 930

1 7:6 270 1300 1300 1200 1 52
1 1:5 5:6 240 18 37 120

1 2:8 1 190 140 1
1 1:5 14 43 230

1 12 190 590
1 1:4 1

1 36
1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
Pour comparer ces r�esultats, on a trac�e sur la Fig. 3.8, la courbe des mesures des

neuf derni�eres images avec la premi�ere d'entre elles. La principale di��erence entre ces
deux courbes est un changement d'�echelle verticale, mais les r�esultats sont qualitati-
vement les mêmes. La prise en compte des invariants n'apporte donc pas d'�el�ements
pr�epond�erants dans l'�etablissement de la ressemblance des images. Cela s'explique par
le fait que seules les jonctions ayant des invariants proches sont appari�ees. Les di��e-
rences entre invariants ont donc d�ej�a �et�e prises en compte lors de l'appariement. Les
r�eutiliser pour la mesure de la ressemblance n'apporte pas d'informations nouvelles.

Dans la suite, on utilisera uniquement la premi�ere mesure qui est la plus simple.

distance

20

40

60

80

100

120

140

1000

oo

500

2 3 4 5 6 7 8 9 101
image

mesure d 1
distance

20

40

60

80

100

120

140

1000

oo

500

2 3 4 5 6 7 8 9 101
image

mesure d 2

Fig. 3.8 - Comparaison des deux mesures.

3.3.2 Regroupement des images repr�esentant un même aspect

Le stade de regroupement consiste �a retrouver, �a l'aide de la matrice de ressemblance
qui vient d'être calcul�ee, les images qui repr�esentent un même aspect, c'est �a dire celles
qui forment des blocs de ressemblance dans la matrice. Il s'agit d'un probl�eme tr�es
classique en reconnaissance des formes ou en classi�cation automatique par exemple,
et connu sous son nom anglais \clustering".
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Diverses techniques de regroupement ont �et�e propos�ees en vision. Par exemple,
Scott et al. [Sco 90] utilisent les �el�ements propres d'une matrice d�eduite de la matrice
des distances. L'inconv�enient de sa m�ethode est qu'il faut pouvoir �xer au pr�ealable
soit le nombre de groupes que l'on souhaite, soit un seuil qui d�etermine la dissemblance
maximale entre deux points qui peuvent être regroup�es.

Diday et al. [Did 76] propose lui une m�ethode it�erative, nomm�ee nu�ees dynamiques,
mais qui exige aussi de connâ�tre au pr�ealable le nombre de groupes que l'on souhaite
former.

La di�cult�e du regroupement dans le processus de mod�elisation est que le nombre
d'aspects que l'on veut isoler n'est pas connu au pr�ealable, et qu'aucun seuil n'est
connu non plus. Nous avons donc cherch�e une m�ethode qui permette de d�eterminer
automatiquement ce seuil.

M�ethode de regroupement agglom�erative

On utilise une m�ethode agglom�erative formant des partitions. Cette m�ethode peut
se r�esumer ainsi : il s'agit de regrouper les points les plus proches, jusqu'�a un certain
seuil qu'il faudra d�eterminer. De mani�ere plus d�etaill�ee, les �etapes de la m�ethode sont
les suivantes.

1. On dispose d'un ensemble d'images dont on connâ�t une matrice de ressemblance.
Chacune de ces images est mise dans un groupe. On a donc autant de groupes
que d'images �a cette premi�ere �etape.

2. Les deux groupes les plus ressemblants sont rassembl�es en un groupe unique si
leur mesure de ressemblance est inf�erieure �a un seuil donn�e.

3. La matrice des ressemblances est mise �a jour. La mesure de ressemblance entre
deux groupes est, par d�e�nition, la moyenne des mesures de ressemblance entre
les images de ces deux groupes.

4. On boucle jusqu'�a ce qu'aucun nouveau regroupement ne soit possible.

L'�etape de mise �a jour de la matrice des ressemblances peut être e�ectu�ee tr�es
simplement. En e�et, soient I; J et K trois groupes. Supposons qu'on r�eunit I et J .
On d�esire alors calculer la ressemblance entre le nouveau groupe form�e et le groupe K.
Notons jLj le cardinal du groupe L, c'est �a dire le nombre d'images qu'il contient.

On a :

d(I [ J;K) =
1

jI [ J jjKj
X

i2I[J;k2K

d(i; k)

=
1

jI [ J jjKj
X

i2I;k2K

d(i; k) +
1

jI [ J jjKj
X

j2J;k2K

d(j; k)

=
jI j

jI [ J j

0@ 1

jI jjKj
X

i2I;k2K

d(i; k)

1A+
jJ j

jI [ J j

0@ 1

jJ jjKj
X

j2J;k2K

d(j; k)

1A
On obtient donc :

d(I [ J;K) =
jI j

jI [ J jd(I;K) +
jJ j

jI [ J jd(J;K)
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Cette m�ethode, telle qu'expos�ee ici, forme une partition des images et n�ecessite la
d�etermination d'un seuil. Le fait d'obtenir une partition permet de d�eterminer le seuil
de mani�ere automatique : des modi�cations apport�ees �a l'algorithme pour ne pas former
de partition, en permettant �a une image d'appartenir �a plusieurs groupes �a la fois, ont
entrâ�n�e la disparition de ce seuil.

Lorsqu'on consid�ere la mesure de ressemblance entre les deux groupes qui sont
r�eunis �a chaque �etape, on obtient une suite croissante de r�eels. De mani�ere purement
exp�erimentale, on a remarqu�e que cette suite poss�ede toujours un saut parmi les valeurs
successives. Voici quelques exemples de telles suites o�u le saut a �et�e marqu�e par des
nombres en caract�eres gras :

� 1,115 1,242 1,257 1,367 1,380 1,425 1,425 1,541 1,757 1,849
2,120 2,130 2,485 3,939 36,097 471,307 905,698

� 3,537 3,690 4,309 4,435 4,704 5,026 10,488 47,163 75,783

� 1,18 1,26: : : 4,7 11,5 13,14 296,12

� 1,04 1,14 1,20 1,47: : : 3,31 3,34 3,56: : : 6,87 7,65 12,57 13,73
14,88 16,57 18,33 22,22 22,75 64,30

Cette d�ecouverte exp�erimentale d'un saut correspond aussi �a la d�etermination d'un
seuil qui semble convenir pour les ensembles d'images utilis�es, qu'on peut prendre �egal
�a 25 par exemple. Ce seuil m�eriterait d'être a�n�e en fonction des s�equences, car il
est fort probable qu'un seuil l�eg�erement di��erent puisse parfois donner des r�esultats
qui semblent plus satisfaisants. Mais la d�etermination de la qualit�e du r�esultat est
visuelle: : : et tr�es qualitative !

R�esultats exp�erimentaux

La m�ethode d�ecrite ci-dessus est appliqu�ee �a la recherche des aspects dans deux
ensembles d'images. Le premier ensemble est form�e des huit premi�eres images montr�ees
sur la Fig. 3.7. Trois groupes sont form�es et montr�es sur la Fig. 3.9 : chacun des groupes
contient les images montr�ees sur une des lignes.

Le deuxi�eme ensemble d'images est constitu�e des quatre-vingts images d'un objet,
prises comme indiqu�e sur la Fig. 3.10. Les vingt premi�eres images sont prises tous les
2,5 degr�es, les soixante autres tous les 5 degr�es. Sept aspects sont di��erenci�es lors du
regroupement :

Aspect 1: images 1 2 3 4 33 34 35 36 37 38 39 68 69 70 72 73

Aspect 2: images 5 22 23 24 25 26 28 58 59 60 61 62

Aspect 3: images 6 7 8 9 10 40 41 42 43 44 74 75 76 77 78

Aspect 4: images 11 12 13 14 15 27 45 46 47 48 49

Aspect 5: images 16 17 50 71

Aspect 6: images 18 19 20 21 51 52 53 54 55 56 57

Aspect 7: images 29 30 31 32 63 64 65 66 67
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Fig. 3.9 - Les trois aspects d'un premier ensemble d'images.
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Fig. 3.10 - Quatre-vingts vues d'un objet.
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La Fig. 3.11 montre deux images pour chacun de ces groupes et les segments et
sommets extraits de ces images. On peut remarquer que l'objet observ�e est presque
sym�etrique par rapport �a un plan vertical. On trouve donc dans chacun des groupes
des images prises des deux cot�es de l'objet. Cela con�rme le caract�ere pragmatique de
la notion d'aspect utilis�ee. Pour s�eparer ces aspects, il su�t de baisser le seuil limite
utilis�e lors du regroupement. On peut même concevoir un algorithme interactif qui
proc�ederait aux regroupements, proposant �a chaque �etape �a un op�erateur humain le
soin de d�ecider la terminaison du processus.

Aspect 1:

Aspect 2:

Aspect 3:

Aspect 4:

Aspect 5:

Aspect 6:

Aspect 7:

Fig. 3.11 - Deux repr�esentants pour chacun des sept aspects d�etect�es du deuxi�eme
ensemble d'images.

La deuxi�eme remarque que l'on peut faire est que les aspects trouv�es sont d�e�nis
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en fonction de leur dissemblance pour les similitudes. Ainsi, les aspects 2 et 6 qui
sont topologiquement semblables sont ici s�epar�es car ils ne peuvent se d�eduire l'un de
l'autre par une similitude de l'image. L'emploi de transformations plus g�en�erales lors de
l'appariement doit entrâ�ner une r�eduction du nombre des groupes form�es : il doit être
ainsi possible d'obtenir moins de mod�eles, mais ceux-ci, construits �a partir d'images
plus nombreuses, doivent donc être plus robustes.

Derni�ere remarque : l'algorithme n'est point parfait ; prenant en entr�ee des images
bruit�ees, donc une matrice de ressemblance qui l'est aussi, certaines images n'ont pas �et�e
class�ees dans le groupe correct. Ainsi en est-il des images 5 et 71. Cela fait 2,5% d'erreur,
ce qui est tr�es bon vu la qualit�e des images initiales et les r�esultats de l'algorithme de
segmentation visibles sur la Fig. 3.11.

3.4 Les �etapes ult�erieures

Le processus de mod�elisation et reconnaissance se d�ecompose en plusieurs phases.
Jusqu'ici, les phases suivantes ont �et�e d�etaill�ees, ou suppos�ees r�ealis�ees : acquisition et
traitement des images, appariements des primitives, mesure des ressemblances entre
images, regroupement de ces images selon l'aspect de l'objet qu'elles repr�esentent. Le
pr�esent paragraphe concerne les trois derni�eres �etapes : la mod�elisation des aspects,
l'indexation des mod�eles et la reconnaissance. Ces trois �etapes d�ependent, de mani�ere
primordiale, de l'algorithme d'indexation. Celui-ci n'�etant pas dans le champ de ce
pr�esent travail, les trois �etapes sus-cit�ees ne seront donc qu'esquiss�ees.

Une fois le regroupement des images d'une même vue e�ectu�e, on dispose de l'in-
formation suivante sur l'objet : ce dernier est connu par les images qu'on a prises de lui,
ces images sont appari�ees deux �a deux et celles qui repr�esentent un même aspect sont
r�eunies dans un même groupe d'images. Par rapport �a la situation de d�epart, on a donc
su mettre les images en correspondance, c'est �a dire retrouver les parties communes de
l'objet qu'elles repr�esentent, et on dispose maintenant de la notion d'aspect de l'objet.

3.4.1 La mod�elisation des aspects

La phase suivante dans le processus de mod�elisation et reconnaissance est la mod�eli-
sation proprement dite. Cette phase consiste �a regrouper l'information dont on dispose
sur chaque aspect de l'objet. En e�et, les di��erentes images qui repr�esentent un même
aspect sont similaires et la redondance de l'information sur cet aspect est donc forte.

Il faut remarquer que les �etapes pr�ec�edentes ont consid�erablement d�eblay�e le travail.
Les images sont d�ej�a regroup�ees par aspect et appari�ees deux �a deux. Il ne reste, en fait,
qu'�a collecter l'information dont on a besoin. La seule di�cult�e de cette tâche vient
du fait que la coh�erence des informations pr�esentes n'est pas assur�ee. Cette di�cult�e
doit pouvoir être surmont�ee grâce �a la tr�es forte redondance des informations entre les
di��erentes images.

Le mod�ele cr�e�e peut, selon les besoins de son utilisation future, comprendre di��e-
rents �el�ements. Tout d'abord, on peut y placer les primitives, segments et sommets,
communs �a toutes les images de la vue (on rappelle qu'on d�enomme vue l'ensemble des
images qui repr�esente un même aspect de l'objet). L'inconv�enient d'une telle m�ethode
est d'�eliminer toutes les primitives qui n'apparaissent pas dans au moins une image,
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même si elles sont pr�esentes dans la majorit�e des autres. Par ailleurs, on peut ajouter
aux mod�eles des indices de nature g�eom�etrique ou statistique.

Les mod�eles, qui regroupent l'information disponible sur un aspect, ont une struc-
ture tr�es proche de celle des images. Il s'agit de segments reli�es par leurs extr�emit�es.
Les informations suppl�ementaires peuvent être ajout�ees sous forme d'attribut suppl�e-
mentaire de chaque segment (�abilit�e, variance sur la position: : : ), ou sous forme de
relation entre ces segments (invariants: : : ).

Tout d'abord, on peut associer aux primitives une fr�equence d'apparition et mettre
dans le mod�ele celles dont la fr�equence est sup�erieure �a un taux donn�e, 30% ou 50%
par exemple. Cette fr�equence d'apparition peut être stock�ee comme caract�eristique
suppl�ementaire associ�ee aux primitives.

On peut ajouter au mod�ele d'autres informations disponibles. Tout d'abord, les
aspects ont �et�e calcul�es sur la base de la similarit�e d'invariants locaux 2D. Toutes
les images d'une même vue doivent donc avoir des invariants locaux 2D, �egaux au
bruit pr�es, qui peuvent être m�emoris�es. D'autre part, disposant de plusieurs images,
nous pouvons calculer la g�eom�etrie �epipolaire pour chaque paire d'images et calculer
des invariants 3D ou rechercher des coplanarit�es. Ces informations peuvent aussi être
stock�ees dans le mod�ele.

Les di��erentes informations num�eriques de position, d'orientation, de �abilit�e, les
invariants, peuvent être compl�et�ees avec leur variance. D'autres mesures, non stables
en g�en�eral, mais qui le seraient, vus le type des images trait�ees et la m�ethode suivie,
sont sans doute imaginables.

L'int�egration de toutes ces donn�ees dans le mod�ele est sujette �a deux restrictions.
Tout d'abord, il faut veiller �a ne pas trop augmenter la taille des mod�eles. La d�eter-
mination des informations r�eellement n�ecessaires d�epend des algorithmes d'indexation
et de reconnaissance utilis�es. De toutes les possibilit�es �evoqu�ees ci-dessus, toutes ne
devront sans doute pas être retenues. D'autre part, et cela est surtout valable pour les
calculs de coplanarit�e et d'invariants, il faut veiller avec grand soin �a la pr�ecision des
calculs e�ectu�es, le fait de prendre simplement des moyennes des grandeurs observ�ees
dans les images ou paires d'images d'une vue pouvant, en e�et, leur faire perdre tout
caract�ere discriminant [Mor 93].

3.4.2 L'indexation des mod�eles

Cette �etape n'est, ici, cit�ee qu'�a titre de rappel. Elle ne fait pas partie du champ de
cette th�ese. Cela dit, elle constitue une �etape importante du processus de mod�elisation.
Une fois les mod�eles construits, il est n�ecessaire de les stocker pour permettre une
reconnaissance la plus rapide et la moins combinatoire possible.

L'�etablissement de bases de donn�ees d'images est un th�eme de recherche tr�es ac-
tif �a l'heure actuelle. La di��erence entre notre syst�eme et les nombreux syst�emes de
classement d'images existant est que nous ne souhaitons pas avoir acc�es aux mod�eles
stock�es en fonctions de mots cl�es ou de caract�eristiques stock�ees avec ces images, mais
en fonction de leur aspect visuel.

Le probl�eme de l'indexation d'images pour la reconnaissance en vision a d�ej�a fait
l'objet de divers travaux. Le lecteur trouvera dans [Sos 92] une bibliographie et une
proposition d'indexation topologique. Les syst�emes d'indexation d'images pour la vi-
sion sont g�en�eralement bas�es soit sur une description g�eom�etrique des images donnant
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lieu aux techniques de hachage g�eom�etrique [Kal 86, Lam 88, Wol 90], soit sur une
description structurelle [Nev 77, Ett 88, Ste 92, Sos 92].

La limite de ces m�ethodes, en vue d'une utilisation dans notre syst�eme, est qu'elles
n'utilisent pas simultan�ement l'information structurelle et l'information g�eom�etrique.
La cons�equence en est une combinatoire �elev�ee pour les algorithmes g�eom�etriques et
une faible robustesse pour les algorithmes structurels. Le probl�eme de l'indexation des
mod�eles est donc encore ouvert.

Une solution adapt�ee �a nos donn�ees semble possible �a construire �a partir du syst�eme
de Sossa [Sos 92]. Dans ce travail, les images sont consid�er�ees comme des graphes,
les segments �etant les arêtes et leurs extr�emit�es �etant les sommets. Ces graphes sont
d�ecompos�es en petits sous-graphes. A chacun de ces sous-graphes, on associe sa matrice
d'adjacence, puis un polynôme caract�eristique de cette matrice (qui n'est pas \le"
polynôme caract�eristique, mais son deuxi�eme immanent). Deux des coe�cients de ce
polynôme sont alors choisis comme cl�e d'indexation du sous-graphe.

Lors de la phase d'indexation, on associe donc �a un graphe de nombreuses paires
de cl�es. Lors de la reconnaissance, l'image �a reconnâ�tre est aussi d�ecompos�ee en sous-
graphes cod�es par des cl�es. On compare ces cl�es avec celles de la base de mod�eles. Cela
indique de nombreux mod�eles qui comportent un sous-graphe commun avec l'image.
Un syst�eme de vote permet alors de ne garder que les mod�eles les plus probables.

On peut reprendre ce sch�ema, en y int�egrant simplement les invariants. On prend
des sous-graphes qui peuvent être plus simples, donc plus robustes que ceux utilis�es
dans le syst�eme de Sossa, et on les caract�erise par leurs invariants. L'indexation et la
reconnaissance sont alors faites sur le même principe, en utilisant un syst�eme de vote.

3.4.3 Reconnaissance des images

La derni�ere �etape est la reconnaissance. Celle-ci se d�ecompose en deux temps. Tout
d'abord, l'image �a reconnâ�tre est trait�ee, puis le syst�eme d'indexation fournit des
pr�edictions : il recherche dans la base de donn�ees les mod�eles les plus susceptibles de
convenir. Cette recherche doit être e�ectu�ee sur des crit�eres locaux pour être utilisable
en cas d'occlusion partielle. Elle peut donc être faite sur la base des sous-graphes ayant
servi �a l'indexation.

La qualit�e du syst�eme d'indexation peut être jug�ee �a la r�eduction des pr�edictions
qu'il r�ealise : quel est le pourcentage des mod�eles propos�es comme candidats par rapport
�a l'ensemble des mod�eles de la base ?

Le deuxi�eme temps est la v�eri�cation. C'est une �etape exhaustive qui proc�ede par
appariement. On apparie l'image �a reconnâ�tre avec tous les mod�eles propos�es, le mod�ele
retenu �nalement est celui qui donne le meilleur appariement.

Il faut remarquer que les mod�eles ayant une structure similaire �a celle des images,
l'algorithme d'appariement du paragraphe 2.3 peut être utilis�e sans beaucoup de mo-
di�cations �a cette �etape. Pour �evaluer l'appariement, on peut utiliser la mesure de
ressemblance du paragraphe 3.3.1. Cette mesure peut être l�eg�erement modi��ee pour
tenir compte des fr�equences d'apparition des primitives du mod�ele : les primitives de
forte fr�equence ont alors un poids plus fort.

L'information de coplanarit�e et les invariants 3D peuvent aussi servir comme fac-
teurs de discrimination. L'image �a reconnâ�tre �etant appari�ee avec un mod�ele, on peut
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calculer la g�eom�etrie �epipolaire puis calculer des invariants 3D ou rechercher les �el�e-
ments coplanaires et comparer ces r�esultats avec ceux stock�es dans le mod�ele.

Pour terminer, on peut envisager un syst�eme incr�ementiel : l'image ayant �et�e recon-
nue, les donn�ees qu'elle contient peuvent être incluses dans le mod�ele par une mise �a
jour des fr�equences d'apparition par exemple.

3.5 Conclusion du chapitre

Les contributions de ce chapitre sont de deux ordres. Tout d'abord, nous avons
propos�e une m�ethode de mod�elisation d'objets pour la reconnaissance. Cette m�ethode
se distingue de celles propos�ees dans la litt�erature par des hypoth�eses peu restrictives
(il su�t que les images contiennent des segments qui repr�esentent des arêtes 3D), une
faible combinatoire et une grande robustesse.

Ensuite, nous avons d�evelopp�e les premiers algorithmes de cette m�ethode. L'appa-
riement des images a �et�e expos�e dans le chapitre pr�ec�edent, mais il fait partie int�egrante
de la mod�elisation. Suite �a ce premier appariement utilisant les invariants locaux, on
peut utiliser d'autres techniques pour compl�eter et corriger cet appariement. Les images
sont alors compar�ees et regroup�ees selon les aspects qu'elles repr�esentent.

Tous les algorithmes pr�esent�es sont valid�es par leur utilisation correcte avec des
images r�eelles.



Conclusion

Le d�eveloppement d'un syst�eme de mod�elisation et reconnaissance automatique
d'objets poly�edriques est, encore aujourd'hui, un objectif ambitieux. Les di��erentes
m�ethodes essay�ees jusqu'�a pr�esent se sont souvent r�ev�el�ees peu robustes, ou trop sp�e-
cialis�ees, ou d�ependantes d'hypoth�eses trop fortes pour une utilisation pratique.

Cette th�ese apporte deux contributions principales pour r�esoudre ce probl�eme.

1. La premi�ere est d'ordre m�ethodologique. Nous proposons un cadre et une m�e-
thode pour mod�eliser des objets, et les premiers algorithmes de cette m�ethode
ont �et�e d�evelopp�es : il s'agit de l'appariement des images, de la mesure de leur
ressemblance et de leur regroupement selon les aspects de l'objet observ�e qu'elles
repr�esentent.

2. La deuxi�eme concerne l'application de la th�eorie des invariants en vision. Nous
montrons comment cette th�eorie permet d'extraire des quantit�es num�eriques
stables des images, et donc d'apparier ces images, ou de calculer des caract�e-
ristiques 3D des objets observ�es.

Nous avons propos�e le sch�ema d'un syst�eme nouveau dont la robustesse vient des
principes adopt�es. Ces principes sont classiques dans certaines disciplines comme la
classi�cation automatique, mais ils n'avaient pas encore �et�e mis �a pro�t dans un syst�eme
de vision. Ces principes sont les suivants :

{ on doit apprendre les mod�eles �a partir de donn�ees de même type que celles qui
seront �a reconnâ�tre, c'est �a dire �a partir d'images et non de donn�ees arti�cielles,
de type CAO par exemple ;

{ il faut rester proche des donn�ees : les �etapes suppl�ementaires, telle une recons-
truction 3D, ont tendance �a d�egrader fortement l'information contenue dans les
donn�ees ;
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{ ne pas avoir besoin de connaissances pr�ealables pour la mod�elisation permet de
faire une reconnaissance �a partir de donn�ees non contraintes : la g�en�eralit�e de la
reconnaissance d�epend de celle de la mod�elisation.

On est donc parti des hypoth�eses suivantes : on connâ�t un objet par un ensemble
non ordonn�e de vues prises de lui sous di��erents angles de vues. On essaye alors d'ex-
traire de ces images les informations qui caract�erisent cet objet et qui permettent donc
de le reconnâ�tre.

L'algorithme central de notre syst�eme est celui d'appariement. Cet appariement,
bas�e sur l'utilisation d'invariants locaux et d'une contrainte g�eom�etrique globale, per-
met de retrouver les parties communes �a deux images lorsque le mouvement relatif des
primitives dans les images peut être approch�e par une similitude.

Une fois cet appariement r�ealis�e, les images peuvent être compar�ees et regroup�ees
selon les aspects de l'objet �a mod�eliser qu'elles repr�esentent. Chaque aspect donne
alors lieu �a un mod�ele qui condense et organise l'information dont on dispose �a son
propos. Cette information est g�eom�etrique (position, orientation, invariants: : : ), mais
aussi statistique (�abilit�e, variance: : : ).

A partir de l'appariement des images, on peut, de mani�ere parall�ele �a ce qui pr�e-
c�ede, calculer la g�eom�etrie �epipolaire de la paire d'images, puis calculer, �a partir de
ces images et sans reconstruction, des invariants 3D et des propri�et�es de coplanarit�e
caract�eristiques de l'objet 3D.

Ce calcul d'invariants 3D a �et�e l'occasion d'une �etude plus g�en�erale de la th�eorie
des invariants dans le cadre de la vision. Celle-ci permet de r�epondre aux questions
relatives au nombre et �a l'ind�ependance des invariants existant dans un probl�eme de
vision. Du point de vue calcul de ces invariants, nous avons pr�econis�e l'emploi d'une
m�ethode de recherche des invariants canoniques qui, si elle n'est pas syst�ematique, s'est
r�ev�el�ee souple et extrêmement puissante dans tous les cas que nous avons trait�es.

Les di��erentes �etapes de ce syst�eme ont �et�e d�evelopp�ees avec un grand souci de
robustesse au bruit. Celui-ci est, en e�et, une caract�eristique incontournable de toute
image. On a ainsi �etudi�e les invariants 3D avec des donn�ees simul�ees a�n de d�e�nir
la pr�ecision que l'on peut atteindre �a di��erents niveaux de bruit. Les principaux al-
gorithmes propos�es ont aussi fait l'objet d'une validation avec des images et donn�ees
r�eelles.

Les principales avanc�ees faites dans cette th�ese se situent �a plusieurs niveaux. Tout
d'abord, nous avons montr�e que l'utilisation des invariants canoniques permettait la
recherche et le calcul ais�es des invariants dans les probl�emes o�u n'interviennent que
des �el�ements d'ordre inf�erieur �a deux : points, droites, plans, coniques. Cette m�ethode
a même �et�e appliqu�ee avec succ�es au calcul d'invariants 3D �a partir de deux images
dont on ne connâ�t que la g�eom�etrie �epipolaire, sans reconstruction aucune.

Du côt�e de la mod�elisation, notre syst�eme reprend des �el�ements de divers syst�emes
existant d'une mani�ere originale, qui permet de passer outre les limites de ces syst�emes.
Ainsi, on reconnâ�t un objet en mod�elisant ses aspects (cf. les graphes d'aspects), en
partant de ce qui est per�cu (cf. l'apprentissage), la topologie des images �etant une
information tr�es riche (cf. les m�ethodes structurelles) mais peu robuste, ce �a quoi on
rem�edie en utilisant la g�eom�etrie (cf. les m�ethodes utilisant les invariants).

Toutefois, le d�e� n'est pas compl�etement relev�e, et quelques questions sont encore
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ouvertes.

1. Tout d'abord, nous avons utilis�e des objets poly�edriques. La m�ethode d'apparie-
ment d�epend des invariants locaux dans les images, invariants facilement calcu-
lables et �enum�erables dans le cas des objets poly�edriques. Qu'en est-il des ob-
jets courbes ? La question se pose di��eremment pour les objets ayant des arêtes
courbes planes, ceux ayant des arêtes courbes gauches et ceux n'ayant point
d'arêtes du tout.

Pour les premiers, une solution semble être l'emploi d'invariants semi-di��erentiels :
on calcule alors des invariants classiques �a partir d'�el�ements di��erentiels telles les
droites de bitangence et d'in
exion. Pour les seconds, la question est de trouver
des invariants par projection perspective. Pour les derniers, toutes les m�ethodes
les concernant �a l'heure actuelle font des hypoth�eses bien plus fortes que les
nôtres : l'�etalonnage des cam�eras semble encore indispensable.

2. Le probl�eme de l'indexation des mod�eles n'a pas �et�e trait�e. En d�epit de quelques
travaux pr�ecurseurs dans le domaine, aucun syst�eme n'arrive �a indexer de mani�ere
robuste des mod�eles ou images non simplistes, r�eduits �a quelques points ou droites,
ou caract�eris�es par seulement 2 ou 3 invariants. Ce probl�eme est incontestable-
ment un des probl�emes durs de la vision, �a l'image du probl�eme d'appariement
des images : l'homme voit et se rappelle de tr�es nombreuses images mais il ne
connâ�t pas son algorithme de reconnaissance. Tout au plus, on sait que ce der-
nier est massivement parall�ele, ce en quoi il di��ere des algorithmes informatiques
classiques d'indexation et de reconnaissance.

3. En de nombreux passages de cette th�ese, il a �et�e signal�e que la pr�ecision et la qua-
lit�e des donn�ees �etaient primordiales pour les algorithmes �etudi�es. La vision, dont
le pass�e se trouve tant du côt�e du traitement du signal que de la reconnaissance
des formes et de l'intelligence arti�cielle, traite de plus en plus des probl�emes
r�eels, dans des environnements vari�es. Il reste toutefois encore du travail pour
rendre plus robustes les algorithmes de vision a�n de les rendre utilisables dans
un contexte industriel. La vision par ordinateur, science pour l'ing�enieur, rece-
vrait, sans conteste, dans ce passage �a l'industrie son plus beau titre de gloire.





Annexe A

Construction de points

coplanaires

Cette annexe d�etaille les calculs des deux m�ethodes de construction des projections
de nouveaux points coplanaires du paragraphe 2.1.2. On reprend les notations de ce
paragraphe.

A.1 Premi�ere m�ethode

A.1.1 Principe de la m�ethode

Cette premi�ere m�ethode proc�ede par simple inversion du test. Rappelons-en les
�etapes.

1. e1 et e2 �etant les �epipoles des deux images, soit d1 un point quelconque de l1 (cf.
Fig. A.1). On calcule le birapport k du faisceau de droites (e1a1; e1b1; e1c1; e1d1).

2. Ce birapport d�e�nit une unique droite �2 de l'image 2, qui passe par e2 et telle
que le faisceau (e2a2; e2b2; e2c2; �2) ait k comme birapport. �2 est donc la droite
�epipolaire associ�ee �a d1 dans la deuxi�eme image.

3. Soit d2 le point d'intersection entre �2 et l2, et soient f1 et f2 ceux de (a1c1) et
(b1d1), et (a2c2) et (b2d2) respectivement.
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Fig. A.1 - Construction de points coplanaires : premi�ere m�ethode.

4. D'apr�es le test de coplanarit�e, d1 et d2 sont les projections d'un point D de L co-
planaire avec A;B et C, si et seulement si les deux faisceaux (e1a1; e1b1; e1c1; e1f1)
et (e2a2; e2b2; e2c2; e2f2) ont les mêmes birapports.

A.1.2 Calculs

Pour simpli�er les calculs, on applique au pr�ealable aux images une technique de
recti�cation. Il s'agit de transformer chacune des images a�n que les �epipoles soient �a
l'in�ni et que les �epipolaires soient parall�eles. On peut, de plus, faire en sorte que ces
�epipolaires soient parall�eles �a l'axe des abscisses.

Recti�cation des images

La recti�cation des images est un algorithme classique. D�ej�a les photogramm�etres
utilisaient des miroirs pour reprojeter leurs images et les recti�er. On trouvera diverses
m�ethodes dans [Lus 87, Aya 89, Moh 92a, Hor 93].

Etant donn�ees deux images appari�ees I1 et I2 contenant des points, il s'agit de
trouver deux transformations projectives T1 et T2 telles que les transform�ees des deux
images, I 0

1 et I 0
2, v�eri�ent les conditions suivantes :

1. les �epipoles e1 et e2 ont pour coordonn�ees dans chaque image (1; 0; 0) (c'est �a dire
qu'ils sont �a l'in�ni dans la direction de l'axe des abscisses) ;

2. Les droites �epipolaires sont parall�eles �a l'axe des abscisses ;

3. l'�epipolaire associ�ee �a un point a la même ordonn�ee que lui.

La premi�ere condition se traduit ainsi :0B@ 1
0
0

1CA = T1

0B@ xe1
ye1
te1

1CA et

0B@ 1
0
0

1CA = T2

0B@ xe2
ye2
te2

1CA
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Pour satisfaire les deux derni�eres conditions, on choisit trois points de la premi�ere
image p1; q1 et r1. On impose qu'il soient des points �xes de T1. Cette homographie est
alors d�etermin�ee compl�etement, car les images de quatre points ont �et�e choisies. On
impose de plus que les points qui leur correspondent dans la deuxi�eme image, p2; q2 et
r2 soient transform�es de telle mani�ere qu'ils aient les mêmes ordonn�ees que p1; q1 et r1.

Cela ne d�etermine pas compl�etement T2. Les degr�es de libert�e restant peuvent être
utilis�es pour que les points de la deuxi�eme image gardent des abscisses compris entre
0 et 256 ou 512 par exemple.

La matrice fondamentale des deux nouvelles images, I 0
1 et I

0
2, est alors telle que le

point de coordonn�ees (x; y; t) est associ�e �a la droite de l'autre image de même ordonn�ee,
donc de coordonn�ees (0; t;�y). Cette matrice est alors :

F =

0B@ 0 0 0
0 0 1
0 �1 0

1CA
Reconstruction

On suppose qu'on a recti��e les images comme indiqu�e pr�ec�edemment, et on travaille
donc d�esormais dans les nouvelles images obtenues. Cette recti�cation n'a pour but que
de simpli�er les calculs. Ceux-ci sont toutefois possibles directement avec les images
d'origine, mais l'emploi d'un syst�eme de calcul formel est alors fortement souhaitable,
vue la longueur des expressions.

On suppose que l1 et l2 sont connues par leurs coordonn�ees homog�enes (uli ; vli ; wli)
avec i 2 f1; 2g. Un point quelconque de l1, d1 par exemple, peut être d�e�ni en fonction
d'un param�etre � : on consid�ere pour cela les deux points m1 et n1 de coordonn�ees
homog�enes respectives (�wl1 ; 0; ul1) et (0;�wl1; vl1), qui appartiennent �a l1, et on �ecrit
d1 = �m1+(1��)n1. Les coordonn�ees de d1 sont alors : (��vl1wl1 ;�(1��)ul1wl1 ; ul1vl1).

On peut alors calculer les coordonn�ees de f1 :

xf1 = (ya1xc1 � xa1yc1)(��vl1wl1 � xb1ul1vl1)

�(xb1(1� �)ul1wl1 � yb1�vl1wl1)(xc1 � xa1)

yf1 = (xa1yc1 � ya1xc1)((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)

�(xb1(1� �)ul1wl1 � yb1�vl1wl1)(yc1 � ya1)

tf1 = (yc1 � ya1)(�vl1wl1 + xb1ul1vl1)� ((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)(xc1 � xa1)

Le point d2 est l'intersection de l2 et de la droite �epipolaire �2 associ�ee �a d1. Notons
F la matrice fondamentale. �2 a pour coordonn�ees homog�enes :

�2 = Fd1 = (0; ul1vl1 ; (1� �)ul1wl1)

Celles de d2 sont donc :

xd2 = wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1

yd2 = ul2(1� �)ul1wl1

td2 = �ul2ul1vl1
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et celles de f2 :

xf2 = (ya2xc2 � xa2yc2) [wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1 + xb2ul2ul1vl1 ]

�(xc2 � xa2) [yb2(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1)� xb2ul2(1� �)ul1wl1 ]

yf2 = (ya2xc2 � xa2yc2) [ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1 ]

�(yc2 � ya2) [yb2(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1)� xb2ul2(1� �)ul1wl1 ]

tf2 = (xc2 � xa2) [ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1 ]

�(yc2 � ya2) [wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1 + xb2ul2ul1vl1 ]

On exprime alors la condition de coplanarit�e :

je1a1c1jje1b1f1j
je1a1f1jje1b1c1j =

je2a2c2jje2b2f2j
je2a2f2jje2b2c2j

En d�eveloppant en fonction des coordonn�ees, on obtient :

0 = (ya1 �yc1)(yb2 � yc2)
(yb1 ((yc1 � ya1)(�vl1wl1 + xb1ul1vl1)

�((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)(xc1 � xa1))
� (xa1yc1 � ya1xc1)((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)
+ (xb1(1� �)ul1wl1 � yb1�vl1wl1)(yc1 � ya1))

(ya2 ((ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1)(xc2 � xa2)
�(yc2 � ya2)(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1 + xb2ul2ul1vl1))

� (ya2xc2 � xa2yc2)(ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1)
+ (yb2(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1)

�xb2ul2(1� �)ul1wl1)(yc2 � ya2))
� (ya2 �yc2)(yb1 � yc1)

(yb2 ((ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1)(xc2 � xa2)
�(yc2 � ya2)(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1 + xb2ul2ul1vl1))

� (ya2xc2 � xa2yc2)(ul2(1� �)ul1wl1 + yb2ul2ul1vl1)
+ (yb2(wl2ul1vl1 � vl2(1� �)ul1wl1)

�xb2ul2(1� �)ul1wl1)(yc2 � ya2))
(ya1 ((yc1 � ya1)(�vl1wl1 + xb1ul1vl1)

�((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)(xc1 � xa1))
� (xa1yc1 � ya1xc1)((1� �)ul1wl1 + yb1ul1vl1)
+ (xb1(1� �)ul1wl1 � yb1�vl1wl1)(yc1 � ya1))

C'est une �equation du second degr�e en �. On peut la simpli�er en tenant compte du
fait que, grâce �a la recti�cation des images, les points a1 et a2 ont la même ordonn�ee,
ainsi que les points b1 et b2, et c1 et c2 respectivement.

Pour r�esoudre cette �equation, l'emploi d'un syst�eme de calcul formel est indis-
pensable. Le discriminant de cette �equation, lorsqu'il est d�evelopp�e est un polynôme
contenant plus de 5300 monômes, ceux-ci �etant des facteurs de degr�e total 23 ou 24.
L'�equation peut toutefois être r�esolue en quelques secondes. Les deux solutions trouv�ees
sont :

�1 =
yb1vl1 + wl1

wl1
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et :

�2 = � ul1

wl1

D

N

avec :

D = �yc1xa1xb2ul2vl1 �yc1xa1wl2vl1 +yc1xb1wl2vl1 +yc1xa2ul2xb1vl1
�yc1xb1wl1vl2 +yc1xa1wl1vl2 +xb1wl1ya1vl2 �xb1ya1wl2vl1
+ya1xc1xb2ul2vl1 �ya1ul2xc2xb1vl1 �ya1xc1wl1vl2 +ya1xc1wl2vl1
+xb1wl1ul2xa2 �xc1yb1vl1xa2ul2 �ul2wl1xc2xb1 +ul2wl1xc2xa1

�xc1wl1xa2ul2 +ul2xc2xa1yb1vl1 +xc1wl1vl2yb1 �xa1wl1yb1vl2
�yb1xc1wl2vl1 �xa1wl1xb2ul2 +xc1wl1xb2ul2 +xa1yb1wl2vl1

N = yc1xb1ul1vl2 �yc1xa1ul1vl2 +yc1xa2ul2vl1 �yc1xb2ul2vl1
�ya1ul2xc2vl1 �xb1ul1ya1vl2 +ya1xc1ul1vl2 +xb2ul2ya1vl1
+xa1ul1xb2ul2 +ul2ul1xc2xb1 �xb1ul1ul2xa2 +ul2xc2yb1vl1
+xc1ul1xa2ul2 +xa1ul1yb1vl2 �ul2ul1xc2xa1 �xc1ul1xb2ul2

�xa2ul2yb1vl1 �xc1ul1vl2yb1

La premi�ere solution correspond au cas d�eg�en�er�e o�u d1 se trouve sur la droite
�epipolaire passant par b1, ainsi que f1. d2 et f2 se trouvent alors sur la droite �epipolaire
passant par b2 et les faisceaux de droites que l'on consid�ere pour calculer les birapports
ont deux droites confondues. Ils d�e�nissent alors les mêmes birapports.

Math�ematiquement, l'appartenance de d1 et b1 �a la même droite �epipolaire se traduit
par l'�egalit�e de leurs ordonn�ees respectives. Soit :

�(1� �)ul1wl1 = yb1ul1vl1

ce qui donne :

� =
yb1vl1 + wl1

wl1

Il ne reste plus alors qu'�a reporter l'expression de �2 dans les formules des coordon-
n�ees de d1 et d2, ce qui est laiss�e �a la charge du lecteur !

A.2 Deuxi�eme m�ethode

Cette deuxi�eme m�ethode est une m�ethode constructive : on utilise des constructions
g�eom�etriques lin�eaires pour d�eterminer les projections que l'on cherche. Ces construc-
tions sont principalement la construction de la droite contenant deux points, l'intersec-
tion de deux droites, et la construction de la droite �epipolaire associ�ee �a un point.

La m�ethode a �et�e pr�esent�ee de mani�ere g�eom�etrique dans le corps du texte. Cette
pr�esentation est rappel�ee pour m�emoire ici. Ce paragraphe en reprend ensuite les �etapes
en faisant les calculs de mani�ere plus analytique.

A.2.1 Principe de la m�ethode

Etant donn�ees les projections de cinq points A;B;C;D et E dans deux images, on
cherche dans ces images les projections du point J qui est l'intersection du plan (ABC)
avec la droite (DE) (cf. Fig. A.2). On suppose que la g�eom�etrie �epipolaire entre les
deux images est connue.
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Fig. A.2 - Deuxi�eme m�ethode de construction de points coplanaires : vue 3D.

Le plan d'interpr�etation de la droite (DE) par rapport �a la premi�ere image, c'est
�a dire le plan qui contient cette droite et le centre de projection de la premi�ere image,
coupe respectivement (AB) et (BC) en F et G. Les droites (DE) et (FG) se coupent
en un point qui est coplanaire avec A;B et C : c'est le point J . Dans la premi�ere image,
la construction des projections de F et G, f1 et g1 respectivement, est imm�ediate (cf.
Fig. A.3).
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Fig. A.3 - Deuxi�eme m�ethode de construction de points coplanaires : les deux images.

On peut construire de mani�ere similaire H2 et I2, les projections dans la deuxi�eme
image des points H et I , intersections de (AB) et (BC) avec le plan d'interpr�etation de
(DE) par rapport �a cette deuxi�eme image. A l'aide de la g�eom�etrie �epipolaire, on peut
alors construire h1; i1; f2 et g2. Par exemple, h1 est l'intersection de la droite �epipolaire
associ�ee �a h2 dans la premi�ere image avec la droite (a1b1). Comme J = (FG) \ (HI),
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on a j1 = (f1g1)\ (h1i1) et j2 = (f2g2)\ (h2i2). Ce sont les points que nous cherchons.

A.2.2 Calcul vectoriel

Les calculs correspondants peuvent être e�ectu�es tr�es simplement dans un forma-
lisme vectoriel si l'on confond les points et les droites avec les vecteurs tridimensionnels
de leurs coordonn�ees projectives. La droite d�e�nie par deux points ou le point intersec-
tion de deux droites se calculent alors par un simple produit vectoriel. Par exemple, la
droite (d1e1) a pour coordonn�ees d1 ^ e1.

On obtient alors successivement, en notant F la matrice fondamentale :

f1 = (d1 ^ e1) ^ (b1 ^ a1) et f2 = (b2 ^ a2)^ F:f1

g1 = (d1 ^ e1) ^ (b1 ^ c1) et g2 = (b2 ^ c2)^ F:g1

h2 = (d2 ^ e2) ^ (b2 ^ a2) et h1 = (b1 ^ a1)^ tF:h2

i2 = (d2 ^ e2) ^ (b2 ^ c2) et i1 = (b1 ^ c1)^ tF:i2

et �nalement :

j1 = (h1 ^ i1) ^ (f1 ^ g1) = (h1 ^ i1) ^ (d1 ^ e1)

j2 = (f2 ^ g2) ^ (h2 ^ i2) = (f2 ^ g2) ^ (d2 ^ e2) (A.20)

Une variante

On peut mener les calculs de mani�ere l�eg�erement di��erente en remarquant que, par
l'interm�ediaire du plan (ABC), il existe une homographie T entre les deux images.
Cette homographie met en correspondance les points a1, b1, c1 et e1 avec les points a2,
b2, c2 et e2. Soit L et X une droite et un point du plan (ABC), et l1, l2, x1 et x2 leurs
projections dans chacune des deux images. On a :

8X 2 L tl2x2 =
tl2T:x1 = 0

On en d�eduit tl1 = tl2T et l2 = tT�1l1.

En reprenant nos notations, posons : l1 = (d1e1) et l2 = (d2e2). On a alors, dans la
deuxi�eme image :

j2 = l2 ^ ( tT�1l1)

Cette expression est, en fait analogue �a celle que nous avons d�ej�a obtenu. En e�et, on
a :

l2 = d2 ^ e2

l1 = d1 ^ e1

et

f2 ^ g2 = (Tf1)^ (Tg1) = (detT ): tT�1(f1 ^ g1) = (detT ): tT�1l1

Les coordonn�ees projectives �etant d�e�nies �a une facteur multiplicatif pr�es, on a retrouv�e
l'expression de l'�equation (A.20). La seule di��erence que peut introduire cette variante
vient de la mani�ere dont est �evalu�ee l'homographie T : �evaluation implicite dans le
premier calcul, �evaluation explicite dans cette variante.
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A.2.3 Calcul analytique

Comme pr�ec�edemment, on suppose que les images sont recti��ees. La matrice fon-
damentale est donc :

F =

0B@ 0 0 0
0 0 1
0 �1 0

1CA
On prend des notations semblables au paragraphe pr�ec�edent pour les coordonn�ees

des points. Le calcul suit exactement les �etapes de la m�ethode. On construit d'abord
f1 = (a1b1) \ (d1e1) et g1 = (c1b1) \ (d1e1) :

xf1 = (ya1xb1 � xa1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xa1)

yf1 = (ya1xb1 � xa1yb1)(ye1 � yd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yb1 � ya1)

tf1 = (xb1 � xa1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � ya1)

xg1 = (yc1xb1 � xc1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xc1)

yg1 = (yc1xb1 � xc1yb1)(ye1 � yd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yb1 � yc1)

tg1 = (xb1 � xc1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � yc1)

Les coordonn�ees de h2 et i2 sont obtenues par simple changement de l'indice 1 en 2
dans les formules pr�ec�edentes.

Le point f2 est le point d'intersection de la droite (a2b2) avec la droite �epipolaire
associ�ee au point f1. Les coordonn�ees de cette derni�ere droite sont obtenues en faisant
le produit de la matrice fondamentale par le vecteur des coordonn�ees de f1. On obtient
alors :

xf2 = (ya2xb2 � xa2yb2)((xb1 � xa1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � ya1))

�(xa2 � xb2)((ya1xb1 � xa1yb1)(yd1 � ye1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(ya1 � yb1)

yf2 = (yb2 � ya2)((ya1xb1 � xa1yb1)(yd1 � ye1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(ya1 � yb1)

tf2 = �(yb2 � ya2)((xb1 � xa1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � ya1))

De même pour g2 :

xg2 = (yc2xb2 � xc2yb2)((xb1 � xc1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � yc1))

�(xc2 � xb2)((yc1xb1 � xc1yb1)(yd1 � ye1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yc1 � yb1)

yg2 = (yb2 � yc2)((yc1xb1 � xc1yb1)(yd1 � ye1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yc1 � yb1)

tg2 = �(yb2 � yc2)((xb1 � xc1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � yc1))

Pour les points h1 et i1, on utilise le même proc�ed�e, mais en remarquant qu'il faut
utiliser la transpos�ee de la matrice fondamentale pour obtenir les coordonn�ees des
droites �epipolaires dans la premi�ere image des points de la deuxi�eme image. Cela donne
pour h1 :

xh1 = (ya1xb1 � xa1yb1)((xb2 � xa2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � ya2))

�(xa1 � xb1)((ya2xb2 � xa2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � ya2))

yh1 = (yb1 � ya1)((ya2xb2 � xa2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � ya2))

th1 = �(yb1 � ya1)((xb2 � xa2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � ya2))
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et pour i1 :

xi1 = (yc1xb1 � xc1yb1)((xb2 � xc2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � yc2))

�(xc1 � xb1)((yc2xb2 � xc2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � yc2))

yi1 = (yb1 � yc1)((yc2xb2 � xc2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � yc2))

ti1 = �(yb1 � yc1)((xb2 � xc2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � yc2))

Les points j1 et j2 sont alors d�e�nis par intersection de droites :

j1 = (f1g1) \ (h1i1) et j2 = (f2g2) \ (h2i2)

Cela donne :

xj1 = (xg1yf1 � xf1yg1)(xi1th1 � xh1 ti1)� (yh1xi1 � xh1yi1)(xg1tf1 � xf1tg1)

= (((ya1xb1 � xa1yb1)(ye1 � yd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yb1 � ya1))

((yc1xb1 � xc1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xc1))

�((ya1xb1 � xa1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xa1))

((yc1xb1 � xc1yb1)(ye1 � yd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(yb1 � yc1)))

(((ya1xb1 � xa1yb1)((xb2 � xa2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � ya2))

�(xa1 � xb1)((ya2xb2 � xa2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � ya2)))

(yb1 � yc1)((xb2 � xc2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � yc2))

�((yc1xb1 � xc1yb1)((xb2 � xc2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � yc2))

�(xc1 � xb1)((yc2xb2 � xc2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � yc2)))

(yb1 � ya1)(((xb2 � xa2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � ya2)))

�((yb1 � ya1)((ya2xb2 � xa2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � ya2))

((yc1xb1 � xc1yb1)((xb2 � xc2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � yc2))

�(xc1 � xb1)((yc2xb2 � xc2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � yc2)))

�((ya1xb1 � xa1yb1)((xb2 � xa2)(yd2 � ye2)� (xd2 � xe2)(yb2 � ya2))

�(xa1 � xb1)((ya2xb2 � xa2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � ya2)))

(yb1 � yc1)((yc2xb2 � xc2yb2)(ye2 � yd2)� (yd2xe2 � xd2ye2)(yb2 � yc2)))

(((yc1xb1 � xc1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xc1))

((xb1 � xa1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � ya1))

�((ya1xb1 � xa1yb1)(xe1 � xd1)� (yd1xe1 � xd1ye1)(xb1 � xa1))

((xb1 � xc1)(ye1 � yd1)� (xe1 � xd1)(yb1 � yc1)))

yj1 = (yf1 tg1 � yg1 tf1)(yh1xi1 � xh1yi1)� (yh1ti1 � yi1 th1)(yf1xg1 � xf1yg1)

tj1 = (yf1 tg1 � yg1 tf1)(xi1th1 � xh1ti1)� (yh1 ti1 � yi1th1)(xg1tf1 � xf1 tg1)

xj2 = (xg2yf2 � xf2yg2)(xi2th2 � xh2 ti2)� (yh2xi2 � xh2yi2)(xg2tf2 � xf2tg2)

yj2 = (yf2 tg2 � yg2 tf2)(yh2xi2 � xh2yi2)� (yh2ti2 � yi2 th2)(yf2xg2 � xf2yg2)

tj2 = (yf2 tg2 � yg2 tf2)(xi2th2 � xh2ti2)� (yh2 ti2 � yi2th2)(xg2tf2 � xf2 tg2)
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Les derni�eres substitutions sont laiss�ees au lecteur: : :Notons que, si les formules sont
assez longues, les calculs e�ectu�es sont tr�es simples : multiplication d'une matrice 3� 3
par un vecteur de dimension 3, et intersection de deux droites du plan.

A.3 Conclusion sur ces m�ethodes

La deuxi�eme m�ethode poss�ede plusieurs avantages par rapport �a la premi�ere.

{ Tout d'abord, on obtient une expression polynomiale et non rationnelle, ce qui
est un atout de stabilit�e num�erique.

{ Deuxi�emement, elle est constructive. Les points recherch�es sont construits g�eo-
m�etriquement : cela permet de v�eri�er �a chaque �etape la stabilit�e des calculs
e�ectu�es. Dans la premi�ere m�ethode, toutes les di�cult�es sont concentr�ees dans
l'�equation �a r�esoudre.

{ En�n, elle ne donne qu'une solution. Dans la premi�ere m�ethode, si on ne m�ene pas
tous les calculs de mani�ere symbolique, les deux solutions peuvent être di�ciles
�a di��erencier, �a cause du bruit qui a�ecte la position des points par exemple.

Notons toutefois que si les formules di��erent, c'est aussi parce que les hypoth�eses
de d�epart ne sont pas exactement les mêmes. Dans un cas la droite est d�e�nie par ses
coordonn�ees, dans l'autre cas par deux points qu'elle contient.
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AB : mesure alg�ebrique, 42
fa; b; c; dg ; birapport de 4 nombres ou

points, 31
fa ; b; c; d; eg : birapport de 5 points, 32
absolu, 42
angle euclidien, 43
angle non euclidien, 46
appariement d'images, 133
aspects visuels d'un objet, 149, 162
axe optique, 73, 75, 77
axe principal, 77

bas niveau, 14
base canonique, 30
base (changement de), 30
base projective, 29
birapport, 31
birapport de 4 droites, 32
birapport de 4 plans, 33
birapport de 4 points, 32
birapport de 5 droites, 33
birapport de 5 points, 33
birapports (comparaison des), 93
birapports (distance entre), 94
birapports sur une conique, 37
bruit dans les images, 80, 156
Burns (th�eor�eme de), 61

CAD-based vision, 150
CAO, 150
centre optique, 73

changement de base, 30
Chasles (conique de), 38
Chasles (th�eor�eme de), 37
codimension, 55
collin�eation, 35
comparaison des birapports, 93
conique, 37
conique de Chasles, 38
conjugaison harmonique, 32, 38
construction de points coplanaires, 90,

175
coordonn�ees homog�enes, 28
coordonn�ees projectives, 33
coplanaires (construction de points), 90,

175
coplanarit�e, 84
coplanarit�e (test de), 87
correction d'images, 155, 157
corr�elation, 133

d�edoublement, 157
d�enombrement des invariants, 58
d�ependance lin�eaire, 29
Desargues (th�eor�eme de), 30
dimV : dimension d'une sous-vari�et�e, 55
dimension, 55
distance entre birapports, 94
distance entre images, 160
distance euclidienne, 44
distance focale, 73, 75, 77
distance non euclidienne, 46
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droite, 30
droite �epipolaire, 85
dualit�e, 30

�el�ements de l'in�ni, 29
enveloppe de seconde classe, 37
�epipolaire (droite), 85
�epipolaire (g�eom�etrie), 85
�epipole, 85
�equianharmonique (quadruplet), 32
Erlangen (programme d'), 25
espace des param�etres, 134
espace projectif, 28
extr�emit�e libre, 157

faisceau de droites, 32
faisceau de plans, 33
focale (distance), 73, 75, 77
fonction de r�epartition du birapport, 94
fondamentale (matrice), 86
formule de M�obius, 32, 90

GA(n; IK) : groupe a�ne de l'espace de
dimension n sur IK, 41

g�eom�etrie a�ne, 41
g�eom�etrie alg�ebrique, 25, 44
g�eom�etrie di��erentielle, 45
g�eom�etrie �epipolaire, 85
g�eom�etrie euclidienne, 42
g�eom�etrie non euclidienne, 45
g�eom�etrie projective, 22
g�eom�etrie vectorielle, 42
GP (n; IK) : groupe projectif de l'espace

de dimension n sur IK, 29, 36
graphe d'aspects, 151
groupe, 25, 53
groupe a�ne, 41
groupe de Lie, 55
groupe lin�eaire, 42
groupe non connexe, 57
groupe op�erant sur un ensemble, 53
groupe (ordre d'un), 56
groupe projectif, 29
Gx : orbite d'un �el�ement, 54
Gx : stabilisateur d'un �el�ement, 60

harmonique (conjugaison), 32
haut niveau, 14

homog�enes (coordonn�ees), 28
homographie, 36
Hough, 136
hyperplan, 30
hyperplan de l'in�ni, 41

ind�ependance fonctionnelle, 59
ind�ependance lin�eaire, 29
indexation des mod�eles, 168
in�ni (�el�ements de l'), 29
in�ni (hyperplan de l'), 41
interstice, 75
invariant, 52
invariant 2D de 2 points et 2 droites, 65
invariant 3D de 2 paires de droites co-

planaires, 116
invariant 3D de 4 droites dont 2 copla-

naires, 116
invariant 3D de 4 droites quelconques,

117
invariant 3D de 4 points et 1 droite, 115
invariant di��erentiel, 45
invariants (d�enombrement des), 58
invariants (th�eorie des), 49
invariants 2D de 2 coniques, 64, 67
invariants 3D, 113
invariants 3D de 2 coniques, 120
invariants 3D de 2 droites et 1 conique,

120
invariants 3D de 2 points et 3 droites,

116
invariants 3D de 2 points, 1 droite et 1

conique, 120
invariants 3D de 3 points et 1 conique,

119
invariants 3D de 3 points et 2 droites,

115
invariants 3D de 6 points, 114
isom�etrie, 42
isotropie (sous-groupe d'), 60

jonction, 160
jonction en T, 158

IK : corps des r�eels ou des complexes, 25
IKn : ensemble des n-uplets d'�el�ements

de IK, 25
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IKn� : ensemble des n-uplets non nuls
d'�el�ements de IK, 25

matrice associ�ee �a une conique, 37
matrice fondamentale, 86
mesure alg�ebrique, 42
mesure de ressemblance, 160
m�ethode in�nit�esimale, 53
m�ethode par g�en�eralisation et contrain-

te, 63
m�ethode symbolique, 53
milieu de deux points, 42
mise en correspondance d'images, 133
M�obius (formule de), 32, 90
M�obius (th�eor�eme de), 35
mod�ele de projection a�ne, 78
mod�ele de projection perspective, 77
mod�elisation automatique, 149
mod�elisation des aspects, 167

nettet�e (plan de), 74
niveau interm�ediaire, 14

O(x) : orbite d'un �el�ement, 54
optique, 73
optique (axe), 73, 75, 77
optique (centre), 73
optique (syst�emes �epais), 75
optique (syst�emes minces), 73
orbite, 54
ordre d'un groupe, 56
orientation, 43
orthogonalit�e, 43

IPn : espace projectif de dimension n sur
IR ou C, 28

IPn(IK) : espace projectif de dimension
n sur IK, 28

parall�elisme, 42
plan, 30
plan de nettet�e, 74
plan principal, 75
point unit�e, 30
points complexes, 41
points cycliques, 42
points de r�ef�erence, 30
points r�eels, 41
polaire, 38

pôle, 38
poursuite d'indices, 134
programme d'Erlangen, 25
projectif (espace), 28
projectif (groupe), 29
projection, 36
projection a�ne, 78
projection orthogonale, 78
projection orthographique, 78
projection parall�ele, 78
projection perspective, 77
projective (base), 29
projective (g�eom�etrie), 22
projective (transformation), 35
projectives (coordonn�ees), 33

quadruplet �equianharmonique, 32

IR : droite num�erique achev�ee, 27
rapport de trois points, 42
reconnaissance, 169
recti�cation des images, 176
regroupement des aspects, 162
repr�esentation, 28
ressemblance entre images, 160

scalaire, 25
similitude, 42, 137
sous-espace tangent, 58
sous-groupe d'isotropie, 60
sous-vari�et�e, 55
stabilisateur, 60
syst�eme non-d�eg�en�er�e d'�equations loca-

les, 55
syst�emes optiques �epais, 75
syst�emes optiques minces, 73

test de coplanarit�e, 87
th�eor�eme de Burns, 61
th�eor�eme de Chasles, 37
th�eor�eme de Desargues, 30
th�eor�eme de M�obius, 35
th�eorie des invariants, 49
topologie, 25, 44
tracking, 134
transformation a�ne, 42
transformation projective, 35
triangle auto-polaire, 39
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vision, 73
vision par ordinateur, 13
vue, 149





R�esum�e

Cette th�ese concerne la mod�elisation automatique d'objets poly�edriques en vue
d'une reconnaissance ult�erieure de ces objets �a partir d'une seule image. Lorsqu'on
dispose de plusieurs images d'un objet �a mod�eliser, le probl�eme consiste �a d�etermi-
ner quelle information est n�ecessaire pour une reconnaissance future de cet objet et
comment cette information peut être extraite des images.

Nous envisageons deux types d'information. Tout d'abord, en se pla�cant dans le
cadre de la g�eom�etrie projective et de la th�eorie des invariants, nous montrons comment
on peut extraire une information 3D num�erique (coplanarit�e de points, birapports)
caract�eristique d'un objet, �a partir de deux images appari�ees de celui-ci.

Ensuite, nous proposons une m�ethode d'extraction d'information visuelle �a partir
d'un ensemble d'images. Apr�es avoir appari�e les images, on compare leur contenu, ce
qui permet de les regrouper selon l'aspect de l'objet qu'elles repr�esentent. Chacun de
ces aspects donne alors lieu �a l'�etablissement d'un mod�ele qui regroupe l'information
disponible �a son propos.

Les di��erents algorithmes propos�es sont illustr�es sur des exemples d'images r�eelles
ou synth�etiques.

Mots cl�es : vision par ordinateur, mod�elisation d'objets poly�edriques, appariement
d'images, g�eom�etrie projective, invariants, birapport, coplanarit�e.

Abstract

This thesis is devoted to a procedure for constructing models of polyhedral objects
with the goal of subsequently recognizing individual objects from single images. The
problem consists of determining which information is necessary for recognition and how
to extract it from a set of images representing the object to be modeled.

Two kinds of information are studied. Firstly, as a part of projective geometry and
invariant theory, we show how to extract a numerical 3D information (point coplanarity,
cross ratios) characteristic of an objet from two matched images of it.

Secondly, we propound a method to extract visual information from a set of images.
These images are matched, their content is compared, and they are grouped according
to the object aspect they represent. Each of the aspects gives rise to a model subpart
which collate the available information.

The di�erent algorithms described in the thesis are tested with real and synthetic
images.

Keywords : computer vision, polyhedral object model building, image matching, pro-
jective geometry, invariants, cross ratio, coplanarity.


