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Table de notations fréquentes et des conventions

Notations concernant les nombres

F) o F(B) oo complexe conjugué de f(t)
R oo partie réelle de f
<G> produit scalaire (pour tout espace de Hilbert $))
CR R R, Z, N e les ensembles de nombres
’I‘ransforJrrroloations de fonctions
< flg >= / F@Og)dt oo produit scalaire usuel utilisé
oo
(Ff)(v) = F)e™™ AU oo transformée de Fourier
—so
(f*xg)(t) = flt—u)g(u)du ..o convolution
)
(Mf)(s) = FOETS7E transformée de Mellin
0
+o0
Mg f)(B) = fOE 2= =1qy transformée de Mellin d’exposant H
0
+o0
(f®g)t) = ft/u)g(u)du .o convolution multiplicative
0
_ o [T 1G) , ,
(Hf)(t) =vp = sds ........................................ transformée de Hilbert
(Sf)(o) = etHHNof(esto) . . représentation en échelle de Baraniuk

Fonctions usuelles

e (1) = € fonction de Fourier
Ef(t) ou Eg(t) = t"H2m0 fonction de Mellin
Eg(t) =t ot fonction de Mellin (ch. IV)
0 si t<0 . .
H(t) = { L§ £330 Tttt fonction de Heaviside
0 si t<0ou t>1 .
II(t) = { 1 8 D<E<1 | trrrrreeeeereesseeeseeesseesiinn fonction porte
I'(s) = / e T fonction Gamma d’Euler
0
Représentations temps-fréquence
+o0
Wyl(t, f) = / e TRy (b4 T/2,t —T/2)AT L. spectre de Wigner
Cy(t, f) R une représentation de la classe de Cohen
Hyx(t, f) oo une représentation de la classe hyperbolique
Wx(t,8) =t2#W, 1x(Int,B) ..., spectre de Wigner invariant en échelle

Dy(t,8)=t*HCp ~1x(Int,B) ... une représentation de la classe de Mellin



Notations pour les processus stochastiques

Py (Y) - loi de probabilité de Y (¢) pour la valeur y
TR égalité des lois multi-dimensionnelles
P espérance mathématique
Ry (t,s) =E { Y(t)m} ...................................................... covariance
Spécifiquement pour les processus stationnaires ou a stationnarité brisée

My (0) =E {0} fonction caractéristique
W(T) = Ry (E4+Tyt) oot fonction de corrélation stationnaire
Ty (f) = (Fay) () coeeeea e densité spectrale de puissance
AY () = fe W)V oo représentation harmonique
dSy (V) =Ty (U)dv oo mesure spectrale de puissance
d2®y (v, 1) = E { d)}(yl)df/(w)} ..................... mesure spectrale d’harmonisabilité
Spécifiquement pour les processus auto-similaires ou 6 auto-similarité brisée

ex(k) =tk "Ry (kt,t) ...... fonction de corrélation multiplicative d’un processus H-ss
Ex(B) = Mex)(@2m8) oveieiiiiiiiiii. densité spectrale multiplicative auto-similaire
dX(B)=f (B)dB e représentation harmonique multiplicative
dSx(B) =Zx(B)dB e mesure spectrale multiplicative
d*® 4 (81, B2) = ]E{d& (81)dX (,62)} ...... mesure spectrale d’harmonisabilité multiplicative
Quelques processus récurrents

{B(1),t € R} oot mouvement brownien
{W(t),t € R} avec W(t)dt =dB(t) .....covvvviiiiiin... bruit blanc gaussien de Wiener
{Ua(0),t ER} oo processus d’Ornstein-Uhlenbeck (OU)
{Za(),t R} Lo mouvement de Lévy symétrique a-stable
{U(t),t €R} oo processus d’Ornstein-Uhlenbeck symétrique a-stable
Yu=Lyg "By oo processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé (gOU)
{Bu(t),te R} o mouvement brownien fractionnaire (fBm)
Gu (t)=Bu({t+7)—Bg(t) ... bruit gaussien fractionnaire (fGn)
{(V(t),t € R}, avec V(t)  tHH2W (1) ... .. bruit de Wiener multiplicatif d’exposant H
{Xno(t),teR tavee Xpyo=LpUy oo, processus de Noret ou EC d’ordre 1
B (t) < oo mouvement brownien multifractionnaire

Conventions habituelles (chapitre II)

{Y(t),teR} ..o, un processus stationnaire ou déviant de la stationnarité
{Z(8),8 € R} 1ot idem
() e grandeur (-) en représentation spectrale (de Fourier)
Het h(t) oo un filtre stationnaire et sa fonction de réponse (ch. II)
{X({@),teR} oo un processus H-ss ou non invariant en échelle
{A(1), € R idem
() coe grandeur (-) multiplicative (pour H-ss ou invariance en échelle brisée)
Getg(t) .o, un filtre invariant en échelle et sa fonction de réponse (ch. II)

G(8) = (MG)(8) wvrvmeaee i fonction de transfert invariante en échelle
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(LurY)(t)=tEY(Int) . .o transformation de Lamperti

(LuY(t)=t1Y(alnt) ......... transformation de Lamperti généralisée de Burnecki et al.

(La' X)) =e X (eY) oo transformation de Lamperti inverse
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(SpY)(#) = e MUY (1) oo translation fréquentielle
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(FY)(t) = iQ—EY(t) ................................................ opérateur fréquence
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(DEaX) () = ATHX(AL) oo e opérateur dilatation
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Pour le chapitre 111
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Pour les signaux a temps discret (surtout au II.5 et IV.3)

L (8) = 30020 G( = MT) ot peigne de Dirac
Xon] = X(nT) oo échantillonnage linéaire
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22 variable de la transformée en z ou opérateur z
8 e e e e variable de Laplace
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(e e e e e e e fréqunce réduite d’un signal échantillonné
1 (t) = :io_oo GUO(E— Q™) o peigne de Diac géométrique
XO[R] = X(@") oo échantillonnage géométrique
YOIl = Y(IN(RT)) oo échantillonnage logarithmique
L transformée de Mellin discréte (TMD)
Dg’)/\ ...................................... opérateur dilatation a temps discret de R. Rao

LI, S, T, U o e des intervalles pour définir les bornes
B, By O ettt lois de composition pour les intervalles bornés
E{; .............................. transformation de Lamperti pour les effets de taille finie
E{f BT son inverse
Lo transformation de Lamperti bornée pour les effets de taille finie

-1 .
L son inverse



|. Introduction : les propriétés en échelle pour
la physique et |'analyse du signal

Ce premier chapitre explique ce que le lecteur trouvera dans la suite du texte, a la fois
en expliquant ’approche (parfois les détours) suivie, et en exposant le contexte général des
questions abordées, invariance d’échelle pour l’analyse du signal d’un coté, turbulence de
Uautre. Un survol synthétique des chapitres est proposé dans cette introduction.

1 Avant-propos — historique et survol des travaux exposés

Le travail que nous rapportons a suivi un déroulement courant : il ne s’est pas attaché a
son origine & ce qui est finalement le fil directeur de la thése et il méme émergé en premier
de tentatives en turbulence qui n’ont au final pas bien abouti. D’un travail issu d’efforts en
physique de la turbulence, les réflexions et contributions principales avancées ici portent sur
des méthodologies, assez théoriques, en traitement du signal.

Le théme central retenu et qui irrigue I’ensemble de la thése est en définitive la propriété
d’invariance d’échelle, que nous déclinons sous diverses formes, & la recherche des fagons
de I'étudier, de la modéliser et de I’analyser.

Les déclinaisons portent elles-mémes sur plusieurs aspects. La premiére série concerne le
point de vue utilisé qui, selon le cas s’inscrit en physique, en traitement du signal, voire pour
quelques ébauches en mathématiques.

e Physique quand l'intérét est de comprendre les relations d’'un modéle avec une forme
d’invariance d’échelle (parfois incompléte). C’est sous ce théme que se situe le sujet initial
en turbulence, et on trouvera aussi plusieurs idées sur la pertinence en physique de certaines
brisures de 'invariance d’échelle exacte (comme l'invariance d’échelle discréte).

e Traitement du signal quand nous proposons des outils d’analyse, de synthése mais aussi
de description théorique de signaux supposés posséder les symétries étudiées; dans ce cas
la question de l’origine de la symétrie ou de la brisure n’est pas posée. Le corps du travail
concerne cet aspect de développement d’outils et de modéles.

e Mathématiques (légeéres) parfois quand les développements du travail nous ont obli-
gés a réflechir en amont sur les notions de représentations d’objets physiques : processus
stochastiques et leurs propriétés statistiques et de symétrie; observables physiques et leurs
descriptions comme opérateurs.

Deuxiéme déclinaison, I'invariance d’échelle est regardée en premier comme une symétrie
privilégiée pour laquelle il faut construire des outils spécifiques du fait de sa compatibilité
imparfaite avec les hypothéses qui fondent le traitement du signal usuel, la stationnarité y
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occupant le premier rang. Plus loin la symétrie en échelle devient une affirmation contrai-
gnante et c’est aux brisures de cette symétrie que nous nous attachons. Bien entendu il
existera diverses maniéres de briser I’invariance et nous en étudierons un petit nombre. En-
fin 'invariance d’échelle fut quand méme dés le départ au centre des travaux de cette thése du
fait de son importance pour les descriptions de la turbulence ; ¢’est & ce titre que nous avons
examiné une possibilité de la dépasser, cette fois en se plongeant dans des modéles physiques
précis qui trouvent leur origine dans la description des petites échelles de la turbulence par
des modéles de dynamique des fluides (au moins dans leur inspiration).

Derniére forme de variations que ’on trouvera ici, les outils et modéles développés sont
tour & tour principalement théoriques ou fortement et longuement commentés dans leurs
aspects pratiques (traduire « numériques », en regardant I’adaptation des outils au traitement
numérique de signaux qui pourraient étre d’origine expérimentale).

Notons ainsi que les transformations de Lamperti et de Mellin, définies en premier lieu
par des approches mathématiques, sont dans ces pages envisagées aussi dans leur mise en
ceuvre numeérique.

2 Une symétrie privilégiée : I'invariance d’échelle
Yy

La propriété d’invariance en échelle’ fut popularisée par Mandelbrot [Man82| tant aupres
des physiciens que des mathématiciens. Plusieurs notions, définies par des communautés
scientifiques distinctes, coexistent sous ce méme nom et nous devons le spécifier selon les
circonstances.

« Dilatations » et invariance d’échelle. En un sens général, un objet d’étude est
invariant d’échelle si il est laissé inchangé par ’action d’une dilatation; il est symétrique
pour cette transformation. L’essentiel alors est reporté dans la définition de ’objet d’étude
et de ce qu’est une dilatation pour lui. Plus précisément, comme nous n’avons accés en tant
que physicien qu’a des observations issues du systéme étudié, il nous faut dire comment la
dilatation affecte les quantités observées.

De facon plus globale, ce travail est construit autour de notions d’invariances sous cer-
taines transformations (encore appelées symétries). Nous définirons au fil de leur rencontre di-
verses symeétries : stationnarité et invariance d’échelle au chapitre 11, des invariances d’échelle
brisées au chapitres III et IV avant de se plonger dans la turbulence au V.

Domaines d’applications de I’invariance d’échelle. Dans de nombreux domaines de
physique on trouvera des utilisations de cette symétrie [Wie01|. Qu’on nous permette ainsi
de citer sans s’y attarder I’étude des transistions de phase par le groupe de renormalisation
de Wilson, les calculs de renormalisations en théorie des champs [Fis83, Ami84]|, les compor-
tements en loi de puissance qui émergent des principes d’analyse dimensionnelle (théoréme
IT ou de Buckingham) [Bar96b]|, les tendances en « 1/f » des spectres [Kes82, Van01], les
relations entre nombres sans dimensions, les comportements en lois de puissance normales
ou anormales...

En mathématiques aussi on rencontre des objets invariants en échelle ou, selon le terme

! Le terme d’usage fréquent est « invariance d’échelle » alors que 'expression « invariance en échelle »
parait plus convenable ; nous jonglerons entre les deux selon I’humeur...



2. Une symétrie privilégiée : I'invariance d’échelle 9

plus fréquent, auto-similaires. Les premiers sont les ensembles géométriques fractals qui
suivent l'inspiration directe de Mandelbrot et sont semblables & eux-mémes par une dilata-
tion de I'espace. La propriété admet un équivalent assoupli ou la figure et sa dilatée doivent
seulement se ressembler ou avoir les mémes propriétés générales (par exemple pour les frac-
tales aléatoires |Fal86]). Ces géométries fractales ont d’ailleurs une importance claire en
physique, comme modéles mais aussi en étant au coeur de I’étude des systémes dynamiques
qui deviennent chaotiques.

Une étape suivante est d’adopter un formalisme principalement stochastique pour décrire
I’auto-similarité. L’intérét est que la modélisation et ’analyse stochastiques sont des outils
importants en traitement du signal. Le chapitre II est ainsi consacré a cette version de
I’invariance en échelle.

Invariance d’échelle et lois de puissance. Une définition possible de cette symétrie
est de dire qu’aucune échelle n’est privilégiée par rapport aux autres, qu’elles sont toutes
équivalentes. Enoncée ainsi, la propriété est incompléte car elle nécessite une définition de ce
qu’est une échelle. Passant outre cet obstacle pour travailler avec des échelles intuitives de
temps ou d’espace, par exemple les fréquences, on peut dire que la densité spectrale? d’un
signal ayant la symétrie en échelle vérifie :

— =9(A) = g(M)g(N2) = g(Mr2) = g(A) oc A (1.1)

La premiére égalité exprime la propriété d’absence d’échelle privilégiée, donc que la fré-
quence f doit disparaitre quand on compare les contributions & f et Af dans le signal. Cette
analyse simple justifie I’émergence de lois de puissance dans les problémes & invariance en
échelle.

Nous formaliserons donc ce que nous appelerons invariance en échelle en définissant
d’abord les dilatations dans le cadre des processus stochastiques (apparaissant ici comme
outil pour comparer I'(Af) et ['(f) & deux fréquences différentes), ensuite les échelles et
enfin 'invariance.

Le début du chapitre II, les sections 1 et 2, servent a formaliser cette approche et nous y ré-
introduirons les définitions et les propriétés essentielles des symétries qui vont nous occuper :
stationnarité des processus aléatoires, leur représentations et leur propriétés importantes,
opérateurs de dilatation, auto-similarité, définition des échelles & 1’aide des dilatations et de
la transformation de Mellin qui sera prouvée comme indispensable & cette étude.

La partie III.1 adoptera un point de vue plus global en se penchant sur les situations
ou les invariances dont nous parlons sont brisées ou perdues. L’outil théorique que nous
privilégions alors est la reformulation des symétries, complétes ou brisées, a ’aide de la
théorie des représentations de groupes dans 'esprit de la monographie d’Hannan [Han65|.
Le propos sera de montrer comment poser les bases qui servent a fonder des outils d’analyse
du signal pour les processus ayant ces invariances moins habituelles.

2 Nous donnerons les définitions précises des différents objets dans le texte des chapitres IT 3 V.
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3 Outils et modéles pour le traitement du signal : la
transformation de Lamperti

L’objectif premier est ensuite de développer les méthodes d’étude, principalement d’ana-
lyse du signal, des auto-similarités complétes puis brisées que nous regardons dans les parties
citées. Un travail abondant existe déja en ce domaine et il serait trop long de vouloir en faire
le tour; le lecteur s’adressera donc a des lectures classiques ou générales sur le sujet (a titre
d’exemples, voir [Ver87, ST94, AFTV00, Sor00]).

Chapitre 1I. Nous avons privilégié une approche originale de la question en montrant
que 'on peut étudier les processus auto-similaires & 'image des processus stationnaires.
« Image » est & comprendre ici en un double sens. D’abord parce que nous réutilisons le
théoréme de J. Lamperti [Lam62| qui fait des processus invariants en échelle les images par
une certaine transformation inversible des processus stationnaires. Il permet alors de porter
de multiples propriétés des processus stationnaires vers ceux auto-similaires. Leur étude est
ensuite a 'image des études de la stationnarité car nous pouvons introduire les propriétés de
covariance, I’analyse spectrale, la modélisation par des filtres, par des systémes différentiels,
etc, des processus auto-similaires comme on le fait pour les stationnaires en analyse du signal
classique. Ce sera la substance du chapitre II.

Chapitre III. Le chapitre III (et a sa suite le IV) prolonge la démarche qui met en corres-
pondance auto-similarité et stationnarité, & des processus qui n’obéissent plus a I'invariance
en échelle stricte. Pour un systéme présentant des déviations un peu quelconques a 1’auto-
similarité, nous montrerons au II1.2 comment alors les méthodes d’analyse non stationnaire
(principalement celles du probléme « temps-fréquence ») se transposent dans des méthodes
images adaptées aux analyses des ruptures de l'invariance d’échelle. Les outils décrivant les
symétries complétes ou brisées a ’aide des groupes de transformation que I'on présente au
ITI.1 sont essentiels pour fonder et comprendre ces nouvelles méthodes.

La possibilité qu’une brisure de symétrie se reformule comme une nouvelle invariance
sous un nouveau groupe de transformation (par exemple moins large) constitue une situa-
tion importante. On peut introduire parfois une transformation de Lamperti généralisée qui
permet & nouveau de trouver une image stationnaire des processus avec cette symétrie brisée,
et ce sera 'objet du II1.3 qui traitera de deux exemples en particulier (effets de taille finie
ou invariance seulement locale).

Chapitre IV. Dans le cas précis ou I'invariance d’échelle est respectée uniquement pour
des rapports d’échelle discrets [Sor98al, la stationnarisation par la transformation de Lam-
perti devient une stationnarisation incompléte en une symétrie stationnaire brisée connue
sous le nom de cyclostationnarité [Gar86|. Cette brisure spécifique de 1’auto-similarité étant
riche & la fois en conséquences, en possibilités d’analyse et de modélisation, ainsi qu’en in-
térét ou pertinence en physique, elle fait 'objet d’un chapitre & part entiére qui essaie de
couvrir ces trois aspects.

4 La turbulence : systéme entre statistique et dynamique

Ainsi que nous I'annoncions, le Chapitre V a un statut particulier qui le détache un
peu du restant du manuscrit. Sujet originel des recherches de la thése, et sujet d’une grande
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partie du temps qui y fut consacré, il ne fait pas exactement usage des mémes principes
d’analyse en échelle, exacte ou incompléte, que les pages précédentes.

La question posée concernait la place des objets structurés comme les tourbillons dans les
propriétés statistiques de la turbulence, propriétés dont un facteur essentiel est justement le
comportement statistique en échelle. Notre espoir était de savoir caractériser des signatures
spécifiques de ces structures cohérentes dans des expériences de turbulence en décrivant les
objets dans le formalisme qui étudie les échelles par la décomposition de Mellin, la notion de
brisure de symétries globales (ici qui introduisent des structures — qui ne sont pas bien diffé-
rentes de singularités oscillantes — dans le signal & analyser), et les analyses non stationnaires
en échelle au cours du temps. Le cadre théorique choisi pour examiner le probléme est celui
de la modélisation des petites échelles de la turbulence par des collections d’objets structu-
rés en vorticité : les vortex, en privilégiant les descriptions dynamiques de type modeles de
Lundgren ou géométriques (vortex spiralés) de ces objets.

Le théme central devient alors d’étudier les modéles construits sur la dynamique et la
géométrie des flots turbulents pour en prédire les comportements statistiques, alors que les
théories sont en général formulées dans des cadres statistiques et qu’on peine un peu ensuite
a y retrouver la dynamique des fluides.

Les obstacles qui nous ont empéchés d’arriver & des conclusions claires se résument ainsi :
- les modéles théoriques envisagés ne contraignent pas vraiment en fait les classes d’objets
auxquelles on peut s’attendre dans les signaux de turbulence
- les méthodes d’analyse directement associées a ces modéles se sont révélées peu conclusives
et ne révelent pas de signatures des objets;

- des méthodes d’analyse plus générales n’ont pas été adaptées avec réussite a la détection
de l'effet des objets a petite échelle en turbulence; en particulier nous avons regardé ce qui
ressort de signaux synthétiques naifs en comparaison avec des signaux réels par ces méthodes.

Le lecteur trouvera au V.1 un survol de la turbulence, ses statistiques, et pourquoi l'idée
existe d’aller chercher des signatures d’objets structurés dans ce probléme. Le V.2 s’intéresse
a la bibliographie sur les théories de vortex avant que nous ne présentions au V.3 certains
modéles de collection de vortex en en développant les propriétés irréductibles. Enfin le V.4
expose les analyses alternatives que nous avons poursuivies.

Avertissement. Le texte a été redigé en vue d’une lecture linéaire et les débuts de chapitres
ou de parties sont en général des rappels de notions qui peuvent étre connues ou classiques.
Nous les présentons afin de rendre le document compréhensible aux lecteurs peu familiers
avec certaines approches.

Quelques calculs ou démonstrations sont mis entre une annonce de Démonstration — et
une marque de fin qui est (1. Le calcul en soi n’est en général pas réutilisé aprés et le résultat
est toujours indiqué en dehors de ce qui constitue alors une parenthése que I'on est libre de
dépasser.
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Introduction :

les propriétés en échelle pour la physique et I'analyse du signal




I[l. Voyage entre stationnarité et invariance en
échelle

Ce chapitre débute en posant un cadre général de ’étude de linvariance d’échelle. Un
rappel sur les bases théoriques de représentation de linformation contenue dans un signal
sera la premiére étape et 'objet du 1 et 2. Notre point de vue, fortement inspiré en fait des
travauzr sur le monde non-stationnaire, ne sera pas exposé d’abord dans toute sa généralité.
Nous réservons lintroduction plus formelle des possibilités générales de représenter un signal,
meéme quand il ne reste pas stationnaire, pour le chapitre suivant.

Nous voulons ici montrer comment les résultats de base de [’analyse stationnaire des
signauz vus comme des fonctions aléatoires, cadre agréable a une étude de traitement du
signal, peuvent servir a la description et l'analyse des processus invariants en échelle. Nous
argumentons que la transcription des résultats et méme un passage utilisable entre le monde
stationnaire et le monde auto-similaire, trouve sa formalisation a l’aide de la transformation
de Lamperta.

Avant d’introduire cette transformation de Lamperti en section 3, des bases de l’étude
stochastique de signaux stationnaires sont rappelées en 1, puis les définitions nécessaires
de ’auto-similarité pour les fonctions aléatoires en 2. Dans cette méme section 2 nous in-
troduisons la transformation de Mellin qui sera au centre du formalisme obtenu pour les
signaux invariants en échelle. La 4¢ section est consacrée a de nombreux résultats, principa-
lement originauz, et o des exemples obtenus par cette approche. Enfin le 5 est consacré au
coté pratique : transformée de Mellin puis de Lamperti numériques et synthése de séquences
échantillonnées invariantes en échelle.

1 Cadre général de I'analyse de signaux stationnaires

1.1 Aléatoire ou déterministe

Le traitement du signal est consacré a comprendre comment extraire une information
d’une mesure donnée. Alors que la physique aide a savoir quelle expérience et quelle mesure
mettre en ceuvre, il est souvent nécessaire de recourir a des méthodes sophistiquées pour
arracher a la mesure la grandeur physique recherchée.

La quantité d’intérét que I'on obtient souvent sans traitement est une trace temporelle
x(t) assez fluctuante, avec des variations parfois importantes d’une réalisation a I'autre, des
comportements transitoires, des périodicités claires ou des événements isolés, bref, un signal
riche en information qu’il faut savoir isoler dans la complexité de la mesure.

Un premier choix admissible pour développer les méthodes de traitement du signal est
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de regarder les signaux comme des fonctions déterministes du temps, sur lesquelles les mé-
thodes habituelles d’analyse fonctionelle sont possibles. C’est un cadre dans lequel beaucoup
d’outils sont d’abord introduits (par exemple les analyses de type « temps-fréquence », nous
y reviendrons au chapitre III). La constation de la dispersion des mesures qui ne donnent
jamais exactement la méme chose dés que l'objet regardé est un tant soit peu complexe,
ou quand les outils de mesures sont bruités, incite & s’adresser au cadre des probabilités
pour linterpréter et I’analyser. On consultera par exemple [BLF53| ou [BLP81| pour des
plaidoyers toujours trés actuels incitant & utiliser le cadre probabiliste.

Le mérite du premier point de vue est de conserver un langage simple pour le physicien
qui n’a que peu a se préoccuper de la nature mathématique de I'objet & manipuler : c’est une
fonction tout simplement. C’est cependant au second choix que nous ferons principalement
allégeance ici : considérer la mesure z(t) comme une réalisation possible de ce que I’on aurait
pu obtenir. Le cadre est alors probabiliste, x(¢) devenant une fonction aléatoire X (t;w) dont
on doit décrire les statistiques quand w € €2, un certain espace de probabilité [Pap84]. La
complexité formelle du processus aléatoire vivant dans cet espace probabiliste {2 ne posera en
fait aucun inconvénient et elle disparait rapidement en pour le physicien. Conceptuellement,
I’avantage de ce cadre est patent dés que ’on regarde des données bruitées, qui contiennent
une part qui semble aléatoire et contingente a la réalisation précise de ’expérience analysée.

Dans la suite nous adopterons assez généralement ’approche probabiliste. Nos objets
d’études seront souvent des processus stochastiques, c’est-a-dire des fonctions aléatoires du
temps X (t;w). En fait il n’est que rarement utile de noter explicitement la variable de
probabilité w qui rappelle que c’est une fonction aléatoire qui est devant nous. Nous nous
contenterons donc de parler de processus stochastique & temps continu {X(¢),t € D} ou
D est un domaine de définition inclu dans R, ou & temps discret {X,,n € D}, D étant
usuellement un sous-ensemble de Z, ou un autre ensemble dénombrable (série géométrique
par exemple). Les signaux définis pour des temps discrets dans Z seront appelés séquences
aléatoires.

Egalité en loi. Il n’est nul besoin d’esquisser toutes les propriétés de base de processus sto-
chastiques [Pap84, Yag87, ST94|. Un unique point peut étre utile a rappeler. Nous utiliserons
la notation = pour désigner I’égalité de toutes les lois distributions multi-dimensionnelles fi-
nies des processus, qui sont les lois conjointes des variables U(t;) & U(ty) pour n’importe

quel N € N. Ainsi, si {U(t),t € D} £ {V(¢),t € D}, on doit avoir pour tout N € N et tous
choix de tq,ts,...,txy dans D,

pU(U(tl), ceey U(tN)) = pv(V(tl), cee, V(tN)), (Hl)
ol py désigne la loi de probabilité conjointe du processus regardé aux différents temps!.
Ainsi définie, cette égalité probabiliste permet de rigoureusement définir les propriétés de
symétrie de processus stochastiques.

Une notion affaiblie d’égalité pourrait étre utilisée : ’égalité en moyenne quadratique de
processus stochastiques.

E{(U(t) — V(¢))*} = 0 pour tout ¢. (I1.2)

! Les densités de probabilité py et py sont ici implicitement supposées continues par rapport 3 la mesure
de Lebesgue.
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Elle ne teste que les deux premiers moments des processus cependant (ici en un seul
point). Pour des processus Gaussiens, qui sont déterminés par ces moments, cette égalité

serait suffisante mais nous préférons rester général et utiliser 4 pour les processus étudiés qui
ne sont pas toujours Gaussiens. Dans certains cas, c’est la notion au second ordre seulement
qui sera supposée (pour 'intégration stochastique parfois). On la désigne comme égalité au
sens large (wide-sense) ou au second ordre.

Fonction de corrélation, fonctions caractéristiques. Les processus stochastiques sont
en général caractérisés par la maniére dont le signal reste statistiquement li¢ & lui-méme
au cours du temps. Ceci est résumé, pour la partie des propriétés au second ordre, dans la
covariance 4 deux temps que nous appelerons aussi fonction de corrélation? du processus
qui par définition est

Ry(t,s) =FE { Y(t)ﬁs)} . (IL.3)

Nous avons ici pris la forme de la fonction de corrélation pour des processus a valeurs
dans C, en introduisant le conjugué complexe de Y qui est noté Y. Ceci est a dessein car,
bien que la majorité des applications que 1’on envisage par la suite concernent des mesures
a valeurs réelles, la théorie n’est pas plus compliquée ainsi et surtout elle permet d’utiliser
sans se poser de questions les fonctions complexes comme €27t

Les moments d’ordres supérieurs des processus véhiculent des informations supplémen-
taires et peuvent aussi étre regardés. Ils caractérisent le comportement au-dela de la gaus-
siannité et parfois sont reliées a des propriétés non-linéaires du systéme sur lequel on a fait
une mesure® [Pri88]. De maniére générale, la fonction caractéristique My du processus
Y est connue pour contenir la loi de probabilité py du processus a un instant.

My (0) =E{e?™} = (Fpy)(0). (IL.4)

E désigne 'espérance mathématique (la moyenne sur la loi de probabilité) et F désigne la
transformée de Fourier, définie selon (I1.6). Les moments du processus sont obtenus & partir
des coefficients dans le développement en série entiére de My (#) prés de I'origine.

Les propriétés statistiques a tout ordre au cours du temps sont ensuite spécifiées par les
fonctions caractéristiques des vecteurs de dimension finie (Y (¢1),...,Y (ty5)). On se limite
souvent au vecteur & deux dimensions, a deux temps, qui génére en particulier la fonction
de corrélation. On examinera ainsi My (6, 6,) = Be2m{01Y(t)+0:Y(t2)}

1.2 Représentations temporelle ou fréquentielle.

Les deux symétries qui nous occupent principalement sont la stationnarité et I'invariance
d’échelle de signaux qui seront principalement vus comme des processus stochastisques. Nous
débutons par un survol des représentations possibles d’un signal aléatoire stationnaire et de
quelques propriétés fondamentales.

2 La terminologie exacte est de réserver le terme fonction de corrélation & la covariance d’un processus
stationnaire car alors elle est une fonction d’un seule variable ; nous ne respectons guére cet usage en parlant
en général de fonction de corrélation pour un peu tous les processus. On entendra covariance par ce terme.

3 Cette remarque est valable par exemple pour au systéme dont ’entrée est gaussienne; la sortie peut
révéler alors les caractéristique non linéaires du systéme.
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Le signal au fil du temps. Le temps sera par extension la coordonnée par rapport a
laquelle on observe ’évolution des processus (et pourrait étre une coordonnée d’espace dans
certains cas). C’est la variable naturelle en fonction de laquelle on représente un signal :
x(t), par exemple par une simple courbe sur un papier de ce qu'on mesure au cours de
I’expérience. Se rendre compte que cette trace temporelle n’est qu'une maniére de représenter
les informations contenues dans la mesure est un premier pas pour chercher d’autres maniéres
de le faire. Exprimé en temps, le signal est en effet la projection du signal sur la base des
impulsions de Dirac 6;(u) = (¢ — u), parfaitement localisées en temps. La notation < | >
sera réservée au produit scalaire défini par < z|y >= [Z(t)y(¢)d¢t en régle générale.

o(t) = / 2(W)d(t — u)du =< Gz > | (IL5)

On sait cependant que certaines propriétés se révélent plus nettement en étudiant une autre
représentation du signal.

Analyse spectrale de Fourier. L’analyse la plus classique que 1’on rencontre en traitement
du signal autant qu’en physique est de regarder dans I’espace de Fourier quel est le contenu
du signal. On s’intéresse a une représentation en fonction de la fréquence v :

(Fz)(v) =2(v) = /x(u)ei%”“du =<e,|r >, (I1.6)

ol on introduit dans cette écriture e, (u) = €™ la fonction de Fourier de fréquence v. On
notera dans la suite F pour désigner la transformation de Fourier.

L’analyse spectrale dont on a I’habitude tant en traitement du signal qu’en physique est
construite sur cette représentation, équivalente a la premiére mais qui met en exergue des
qualités différentes du signal. Les fonctions de la base de représentation ont une durée de
vie infinie : elles se poursuivent identiques a elles-mémes a tout instant (& la phase prés). Si
le signal est stationnaire, il est alors intuitif et exact de 'analyser par sa représentation sur
cette base.

Analyse harmonique et représentation de Cramér. Nous venons de négliger le cadre
de I’étude que nous menons : le signal est une fonction aléatoire et 1’écriture en série de
Fourier (I1.6) a un sens a clarifier. Un pan entier de 1’étude des processus stochastiques
vise & concevoir cet équivalent de la transformation de Fourier, connue d’abord en analyse
fonctionnelle pour un signal détermiste z(t), qui serve aux fonctions aléatoires. Le principal
obstacle est de trouver les conditions sous lesquelles I’écriture harmonique d’un processus
{Y(t),t € D} sur la base de Fourier est légitime :

Yt / 2T () = / ML () dy = (F-Lf,) (1), (IL7)

L’avant-derniére écriture est une simplification valable si la mesure spectrale dY (v) est
continue par rapport a la mesure de Lebesgue dv. Ce n’est pas chose si courante et nous
choisirons 'une ou 'autre forme, parfois pour la simple commodité d’écriture des résultats.
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Une telle représentation est appelée représentation de Cramér [Crad0, Cra42| et nous
allons voir qu’elle est toujours possible pour les processus stationnaires [BLF53]. Plus géné-
ralement, la validité d’'une décomposition de type (I1.7) recoit une réponse par le principe
d’harmonisabilité de Loéve [Loé62], voir au II1.2.1.

1.3 Translation et stationnarité.

Aux deux cadres mathématiques, probabilité pour les fonctions aléatoires, et analyse pour
les signaux déterministes, il est possible d’ajouter une 3° maniére de construire des outils de
traitement du signal : le langage de la mécanique quantique s’adapte a I’analyse du signal
pour dire que les quantités observables sont représentées par des opérateurs hermitiens sur
I’espace des signaux que 1’on munit de la structure d’un espace de Hilbert, avec le produit
scalaire* noté < | >. Conjointement & ces opérateurs sont étudiées des transformations
unitaires du signal (voir au I11.1.3.2).

Ce point de vue a un double avantage. D’une part il recouvre les deux autres approches
car il suffit alors de préciser cet espace de Hilbert comme étant au choix celui des fonctions
(usuellement, L?(R)) ou celui des fonctions aléatoires. D’autre part il permet de donner des
interprétations originales de ce que sont certaines quantités comme le temps, la fréquence,
I’énergie ou 1’échelle.

Nous nous pencherons dans le chapitre III plus en avant sur la richesse de cette approche
mais dés maintenant nous anticipons un peu son utilisation en centrant notre discours sur
les opérateurs qui fondent I’analyse des signaux stationnaires. La partie III.1 sera consacrée
a 'extension aux situations non stationnaires.

Les translations. Les deux symétries sur lesquelles I’étude des signaux stationnaires repose,
sont les translations en temps et en fréquence. Elles transforment un signal en le décalant
simplement soit en temps (cela revient a changer son origine) soit en fréquence, en opérant
une translation simple de sa décomposition en fréquence. Les définitions suivent.

Définition I.1: Etant donné T € R, Uopérateur (unitaire) de translation temporelle S, agit
sur {Y(t),t € R} de la maniére suivante :

(S, Y)(t) =Y (t+17). (IL8)

Définition 11.2: Etant donné f € R, Uopérateur (unitaire) de translation en fréquence 8~f agit
sur {Y(t),t € R} a travers sa représentation harmonique dY (v) :

(SpdY)(v) = dY (v + f). (I1.9)

Ces deux opérateurs partagent la propriété d’étre unitaires sur I’espace de Hilbert d’in-
térét, c’est-a-dire que pour tout couple (X,Y') d’éléments de I’espace, I'utilisation de 1'opé-
rateur préserve le produit scalaire : < §; X|S;Y >=< X|Y >. Cela traduit le fait que les
translations définies sont des isométries.

* Sans autre précision donnée, le produit scalaire sera habituel : < f|lg >= [ f(¢)g(t)dt.
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Représentation des opérateurs. Ces deux classes d’opérateurs forment chacune un groupe

continu pour la loi de composition naturelle, ({S,, 7 € R},0) et ({S;, f € R}, o). Remarquons

que nous n’écrirons pas systématiquement le signe de la composition, il sera implicite.
Nous allons montrer qu’ils admettent des générateurs infinitésimaux. Le développement

de Taylor de (II.8) s’écrit, quand il est possible :

2 (r)" d"Y

s =20 G

n=0

(11.10)

On reconnait un développement en série de Taylor de ’exponentielle d’un opérateur
construit sur la dérivation en temps. En suivant les conventions habituelles, nous introduisons
ci-dessous 'opérateur dérivation en temps du signal, noté F. 1l est facile de montrer que cet
opérateur est alors hermitien, ¢’est-a-dire que pour tout couple (X, Y’) d’éléments de 1’espace,
on doit avoir < X|S,;Y >=< &, X|Y >. Une définition de F et sa relation & S, sont données

par :
1 d

T 2rdt

Le raisonnement passant par (I1.10) est en fait bien faible car il suppose la possibilité de
dériver le processus stochastique et I’on sait que ce n’est pas souvent possible. L’introduction
ab initio de 'opérateur F en le définissant par son effet sur la décomposition en fréquence

du signal pose moins de probléme. On pose alors :
1 dY (¢ too
FY = —J = / v dY (v). (IL.12)
2 dt oo

On appelle aussi F I'opérateur de fréquence car il agit par multiplication de la décom-
position de Cramér par v (variable de fréquence) selon d(FY)(v) = v dY (v). L’opérateur
€277 agit alors simplement comme la multiplication par €™ de la décomposition harmo-
nique (I1.7) et est par conséquent égal a la translation dans le temps S;. On montre en effet
facilement, par un changement de variable, que S, agit bien comme tel sur la représentation

harmonique de Y.

et S, =" (I1.11)

Nous retrouvons ici le fait que des grandeurs physiques sont naturellement associées a
des opérateurs hermitiens. Le résultat est aussi que les propriétés en temps sont intimement
associées & ’observable fréquence.

Un raisonnement analogue en jonglant entre les deux représentations en ¢ et v permet de
démontrer que les décalages en fréquence admettent pour générateur 'opérateur hermitien
qui est I’observable temps T :

TY =tY(t) et Sp=e T, (I1.13)

On dit que les propriétés en temps et en fréquence sont conjuguées ou duales I'une de
l'autre. Une conséquence essentielle est qu’elles ne commutent pas (ce qui conduit a I'inégalité
de Gabor-Heisenberg, voir (I1.23)) [Gab46] :

1
[T, F]|=TF - FT = ——. (I1.14)

127
Les quelques pas que nous venons de faire peuvent étre les premiers vers les analyses
conjointes en temps et en fréquence qui sont une maniére d’analyser les signaux non station-

naires. Nous reportons a nouveau au chapitre III les développement en ce sens.
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1.4 Les processus stationnaires et leurs propriétés.

Définition 11.3: Un processus {Y (t),t € R} est dit stationnaire si il vérifie pour tout T € R :
{((S,Y (1), t € R} £ {Y(t),t € R}. (I1.15)

Une fonction f(¢) qui serait stationnaire au sens exposé ci-dessus doit vérifier f(t+7) =
f(t) pour tout ¢ et pour tout 7 elle est donc constante. On voit donc que ce sont les fonctions
aléatoires qui vont étre pertinentes ici.

Des livres entiers ont été consacrés a I’étude des processus stationnaires. Nous esquissons
ici une sélection de propriétés que nous retrouverons utilisées au détour de la suite de I’exposé.
Ces résultats (et bien d’autres) sont détaillés dans par exemple [Yag87|, ou dans les ouvrages
déja mentionnés de Blanc-Lapierre [BLF53|, |BLP81|. Le long exposé de Priestley [Pri81]
constitue une mine sur ce sujet.

Quelques propriétés (et notations).

e La propriété fondatrice de la stationnarité est que la covariance d’un processus sta-
tionnaire est une fonction de corrélation qui ne peut dépendre que de I’écart entre les deux
instants considérés.

Proposition I1.1: Pour tout processus {Y (t),t € R} stationnaire il existe une fonction définie
positive vy (+), appelée fonction de corrélation stationnaire, telle que

Ry (t,s) = vy (t — s). (I1.16)

La moyenne du processus doit aussi rester constante, EY (f) = m, ainsi que tous ses
moments ponctuels (& un temps).

e Kolmogorov a le premier montré que les fonctions aléatoires stationnaires admettent
toutes une représentation harmonique sur la base de Fourier (II.7) dont les incréments
spectraux ne sont pas corrélés (la fonction Sy prend son sens juste aprés).

E {df/(ul)df/(ug)} = 5(n — 1)dSy (i )dus. (IL.17)

e Le théoréme de Wiener-Khintchine relie alors la fonction de corrélation a ’analyse
spectrale. On nomme dSy () mesure spectrale de puissance et elle vérifie :

(7)) = / ™7 dSy (v), (11.18)

Si les mesures dans les équations ci-dessus sont continues par rapport & dv, on introduit
alors fy(v), comme dans (I1.7), telle que dY'(v) = fy(v)dv, ainsi que la densités spectrales
de puissance I'y (v), développant de méme dSy (v) en I'y (v)dv, et on a :

Iy(v) =E|fy(v)]? = /€_i27WT’Yy(7')dT et (1) = /€i27WTFy(l/)dl/. (IL.19)

Ces relations constituent I’analyse spectrale (ou de Fourier). Elle porte en fait sur des
fonctions et non des processus (dont ’analyse de Fourier est la décomposition de Cramér).
En résumé on a : I'y(v) = (Fyy)(v) et v (1) = (FTy)(7).
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e Une classe importante des processus stationnaires® obéit & un principe ergodique
fort tel que on peut mesurer sa moyenne a I’aide de n’importe quelle réalisation du processus
au fil du temps. Avec une probabilité 1, on a en effet

im L [ Yt w)dt = E{Y(0)). (11.20)

t—00 0

Des résultats analogues existent pour les autres moments du processus et par conséquent
pour toutes ses propriétés. Les processus stationnaires et ergodiques se comportent donc bien
vis-a-vis de I’estimation de leurs propriétés.

e La puissance instantanée est définie comme E|Y (¢)|2. Elle reste a I’évidence finie &
tout temps pour les processus stationnaires dés que le moment d’ordre deux existe puisqu’on
aE|Y(t)]? = 7 (0). La puissance se décompose spectralement par la formule de Wiener-
Khintchine en 7 =0 : E|Y (%) f ['y(v)dv. On n’aura en revanche pas systématiquement
une énergie totale finie ([ E |Y (t))?dt < oo).

La relation avec 1’énergie émerge de I’ergodicité de ces processus : leur puissance moyenne
peut étre évaluée a partir de I’énergie contenue dans une portion du signal.

2 _
g?oT/ dt = E[Y (1)[2. (I.21)

e Notons alors, sans écrire les formules, qu’on dispose d’estimateurs consistants de la
puissance, du spectre et de la fonction de corrélation de processus stationnaires dont on ne
connait qu’un trace temporelle. Il existe de plus des modéles paramétriques commodes de ces
processus que sont la famille des systémes auto-régressifs & moyenne ajustée, dits ARMA,
qui générent des méthodes d’analyse paramétrique stationnaires. Nous renvoyons a |Pri81|
pour cet aspect qu’il serait treés long de détailler mais que nous utiliserons dans la suite.

e En derniére remarque, il nous faut poser une notation pour la convolution puisque
de nombreuses propriétés stationnaires (comme la théorie des filtres) que nous aurons a
reprendre s’expriment par son intermédiaire. La convolution, notée *, de deux fonctions est
par définition :

(2 % w)(t) = /_ (- wyw(u)du. (11.22)

oo

Une excursion dans le non stationnaire. Bien que séduisante et ayant fait ses preuves
depuis longtemps déja, I’analyse stationnaire souffre de 'impossibilité de concilier exactement
les deux descriptions sur lesquelles elle de fonde : celle en temps et celle en fréquence.
Cette difficulté est décrite par les inégalités de Gabor-Heisenberg [Gab46] qui sont
I’expression de I'impossibilité d’une localisation parfaite en temps et en fréquence d’un signal
|[F1a99]. Nous ne rappellons pas la démonstration classique qui trouve son argument central
(et généralisable) dans la non-commutativité des opérateurs 7 et F donnée en (II1.14). Pour
des fonctions usuelles, on note At? = [ t?|z(t)|*d¢/E, qui mesure le support en temps du

5 Nous parlons ici de la classe des processus harmonisables et de fonction spectrale d’ordre 4 absolument
sommable [BLF53]; sinon les propriétés ergodiques sont gouvernées par le théoréme ergodique de Birkhof.
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signal ; et Av? = [12|Z(v)|?*dv/E, ou E, est 'énergie totale du signal : E, = [ | X (¢)|*dt.
L’inégalité est : .
At Av > i (I1.23)

Puisque cela n’a pas de sens de localiser infiniment en une méme description la fréquence
et 'instant d’un signal, la recherche de ce que serait une fréquence instantanée est délicate.
Pourtant chercher une trajectoire de la fréquence au cours du temps semble au physicien le
premier pas a faire pour s’attacher a de situations ou la stationnarité n’est plus de mise. Que
I'on songe & la notation musicale qui est justement une écriture d’une certaine note (une
fréquence) A instant précis ou, plus formellement, & des signaux de la forme z(t) = A(t)e*®,
il parait intuitif de vouloir décomposer le signal en ses fréquences caractéristiques a chaque
instant. Cependant les notes ne sont pas de durées infiniment courtes et la fonction que nous
avons écrite voit les évolutions de ’amplitude et de la phase se mélanger en permanence, em-
péchant de définir proprement un unique ensemble de composantes essentielles de fréquence
a un moment fugace.

Une solution a ce probléme est connue et on consultera [Pic97| avec profit a ce sujet.
La fréquence instantanée d’un signal z(t) réel est définie a I’aide de la transformation de
Hilbert H en lui associant un signal complexe z,(t) :

2 (t) = o(t) + i(Hz)(t) = z(t) + ivp / t‘”(s) ds, (11.24)
ou vp désigne la valeur principale au sens de Cauchy [Sch65]. Le signal complexe z,(t) =
A(t)e® est analytique et son amplitude est prise comme amplitude instantanée du signal,
tandis que la fréquence instantanée f:(t) est obtenue par :

(1) = - 229,

= I1.2
2 dt (I1.25)

La solution semble convenir mais pas toujours. A un signal donné par x(t) = A(t) cos(¢(t)),
le signal analytique complexe associé n’est pas a priori A(t)e?®)... Cela est justement dii & ce
mélange temps-fréquence non commutatif qui empéche de définir correctement une évolution
instantanée (qui serait ici intuitive en ¢(t)/27) dans tous les cas.

Nous poursuivrons la présentation de méthodes plus élaborées de description non station-
naires au chapitre suivant. Elles ouvrent la voie a des représentations conjointes en temps et
en fréquence; elles seront plus générales... au prix d’'un choix a effectuer entre beaucoup de
solutions.

Des stationnarités affaiblies. Finissons notre revue de la stationnarité en temps en intro-
duisant des formes affaiblies de celle-ci. Elles tirent leur importance de ce que la stationnarité
stricte est souvent trop contraignante, en particulier dés que 'on a un systéme périodique
ou invariant d’échelle

Définition I1.4: Un processus {Y (t),t € R} est stationnaire au sens large (ou au second
ordre) si il existe une fonction vy (-) définie positive et un nombre my tels que pour tout t et
s dans R on a :

E{Y(t)} = my et Ry (t,s) = yw(t —s). (I1.26)
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Les propriétés au sens large ne portent que sur les statistiques d’ordre au plus deux.
Pour les processus Gaussiens, elles sont équivalentes au sens strict. Nous ne définirons pas
systématiquement les notions au sens large correpondant a des notions que I'on donne au

. s e, d . . -
sens strict (avec les égalités =) mais il nous arrivera de les utiliser.

Définition I1.5: Un processus {Y(t),t € R} est périodiquement corrélé ou cyclostation-
naire de période T si

{(SrY)(),t e R} £ {Y(¢),t € R}. (11.27)

Ces processus ont été étudiés par exemple dans |Gla61, Hur69| sous les nom de périodi-
quement corrélé ou dans |[GF75, Gar86| sous le vocable cyclostationnaire. Nous ferons une
grande utilisation de ces processus au chapitre IV en détaillant leurs propriétés, quand nous
étudierons l'invariance d’échelle discréte.

Cette définition impose un groupe de symétrie restreint & Y. Au lieu du groupe continu des
translations temporelles, le groupe de symétrie est celui des translations discrétes {S,r,n €
Z}. La propriété jusqu’au second ordre s’écrit E{Y (¢t + T)} = EY (¢) pour tout ¢ et Ry (t +
T,s+T) = Ry(t,s) a tous les instants. Il s’en suit que Ry (t,t + 7) est périodique pour la
variable ¢ et admet un développement en série de Fourier.

Ry(t,t+7) =Y _ Cy(r)e”™/ (I1.28)
n=0

Définition 11.6: Un processus {Y (t),t € R} est d accroissements stationnaires (noté en

abrégé a.s.) si et seulement si pour tout T le processus accroissement de pas T : Z.(t) 4

X(t+7) — X(t), est stationnaire. On a donc pour tout (t,s) € R?
(Xt+7) - X@O), 7 €R} £ {X(s+7)— X(s),7 € R}. (11.29)

Dans la majorité des situations oul la stationnarité est trop restrictive, la stationnarité
des accroissements sert de position de repli, réintroduisant celle-ci quelque peu. Des résultats
généraux |Yag87| montrent que pour cette nouvelle classe de processus, c’est la fonction de
structure E{|Y (t) — Y(s)|?} = S2(t — s) qui est pertinente. Par la suite cette forme faible
de stationnarité peut étre généralisée a des accroissements d’un ordre de dérivation plus
élevé |Pic74]. L’hypothése est alors que les variations (discrétes) d’ordre N du processus
sont stationnaires. Nous renvoyons a |Pic74| pour la théorie générale exploitant 'idée. On
peut citer, pour revenir aux préoccupations sur les invariances en échelle, 'utilisation de ceci
par Perrin et co-auteurs qui proposent des mouvements Browniens fractionnaires® avec un

exposant de Hurst plus grand que 1 de cette maniére [PHBJ*01].

2 Dilatation, invariance d’échelle et analyse de Mellin

L’objectif est ici de poser les jalons de la description des processus invariants par les
changements d’échelle. Nous avons réservé certains principes généraux concernant le for-
malisme des opérateurs pour le chapitre suivant, quand les études non stationnaires les

6 La définition vient plus loin, au I1.4.4.
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réclament réellement. Ici nous proposons une présentation plus intuitive des propriétés en
échelle de processus auto-similaires, qui n’utilise que les transformations utiles : translations
et dilatations. L’essentiel des propriétés des processus sera étudié en 4 aprés passage par la
transformation de Lamperti.

2.1 Les processus auto-similaires.

Définitions. Les propriétés en échelle d’un processus sont comprises comme leur compor-
tement sour l'effet de dilatations de I’espace. Nous définissons d’abord ces transformations.

Définition 11.7: Etant donnés A > 0 et H > 0, lopérateur de dilatation Dy agit sur
{X(t),t € RT} de la maniére suivante :

(D X)) = A7 X (). (11.30)

Définition 11.8: Un processus {X (t),t € R} est dit auto-stmilaire d’indice H s’il vérifie
pour tout A >0 :
{(DupX)(t),t € R} £ {X(1),t e RV} (11.31)

Ecrite autrement, I’égalité vérifie est X (\t) LAY (t). Nous adopterons H-ss comme
abréviation d’auto-similaire d’indice H en réminiscence du nom anglais (self-similarity). Une
remarque importante est que la dilatation est naturellement définie pour ¢ > 0. L’origine
joue un role particulier puisque le 0 n’est jamais atteint strictement par un compression.
Ainsi 'utilisation de dilatations pour ds temps négatifs, si elle reste possible, passe en fait
par une copie des propriétés de RF sur R et non d’un traitement d’ensemble de R.

L’égalité en loi de probabilité correspondant a (I1.30) s’écrit

px (X (M), ..., X(Atn)) = AV VT X (1), ..., AT X (1)), (I1.32)

Au second ordre la propriété impose I'invariance de la fonction de corrélation par dilata-
tion des deux variables. Pour tout A > 0, on a

Rx (M, As) = N2 Ry (¢, s). (11.33)

Les fonctions déterministes qui obéissent & cette propriété sont une classe restreinte. Une
fonction ¢(t) qui est auto-similaire vérifie (I1.31) pour I'égalité usuelle des fonctions. En
prenant ¢ = 1 dans cette équation g(A\t) = Mg(t), on ne garde que des lois de puissance
comme solutions : g(\) = g(1)A\". Puisque les lois de probabilité de dimensions finies des
processus aléatoires H-ss vérifient cette invariance d’échelle déterministe, il est attendu de
trouver des lois de puissance omniprésentes comme grandeurs statistiques des processus H-ss.

Relation avec l'invariance en échelle géométrique. Une confusion doit étre évitée : une
trace d’une réalisation donnée d’un processus auto-similaire n’est en général pas invariante en
échelle au sens géométrique, c’est-a-dire semblable & sa version aprés 'effet d’une dilatation
de I'espace. Par ailleurs les traces obtenues sont de maniére générale fractales (de dimension
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non entiére) et se ressemblent... Ce sont les propriétés statistiques uniquement qui vérifient
I’invariance.

Le théoréme de récurrence de Poincaré permet cependant d’accomplir un pas vers I’auto-
similarité des trajectoires [Ver87| : un processus ergodique vis-a-vis des dilatations de facteur
A et invariant au sens statistique par ces mémes dilatations a, avec une probabilité 1, pour
chaque réalisation du processus et pour chaque voisinage de celle-ci, un ensemble non borné
de A tel que la version dilatée par ces A de la trajectoire reste dans ce voisinage. En somme, les
trajectoires dilatées restent souvent proches d’une réalisation du processus pour un nombre
acceptable de rapports de dilatation.

Auto-similarité et stationnarité. Les propriétés de stationnarité d’un processus et d’auto-
similarité ne sont pas compatibles. C’est une conséquence directe de ce que les statistiques
d’un processus H-ss doivent augmenter en lois de puissance au cours du temps tandis que
la stationnarité impose qu’elles ne varient pas.

Démonstration — Soit {X (t),t > 0} un processus supposé stationnaire et auto-similaire
de H > 0. On ne regarde donc que les propriétés pour les temps ¢ > 0. On a pour tout a > 0

X(t) £ X(at) £ a"X(1). (11.34)

Quand on fait tendre a vers +o00, on aurait X (t) — +o0o ce qui est incohérent.
O

Dés lors que 1’on suppose des lois en échelles pour un systéme physique, et qu’on cherche

a la qualifier dans des modéles ou dans des données, la stationnarité en temps n’est plus
donnée et les outils d’analyse stationnaire ne sont pas nécessairement bien adaptés.

Deux solutions principales se proposent & nous :

— réintroduire une hypothése qui est une forme de stationnarité plus faible. C’est ainsi que
la propriété d’accroissements stationnaires facilite les études courantes des processus
H-ss [ST94];

— chercher des analyses qui « stationnarisent » le signal ou ses propriétés. L’outil de la
transformation en ondelettes est une solution souvent intéressante car elle stationnarise
en grande partie les propriétés des processsus qui ont des accroissements stationnaires
[AFTV00].

L’objectif de la premiére partie du manuscrit est de proposer une autre réponse qui passe

par la stationnarisation non des propriétés mais directement du processus a l'aide d’une
transformation ad hoc.

Un exemple : le mouvement Brownien. Le premier exemple physique d’auto-similarité
est donné par le mouvement Brownien défini comme il suit.

Définition 11.9: Le processus de Wiener, ou mouvement Brownien, {B(t),t € R} est un pro-
cessus aléatoire Gaussien, centré, dont la corrélation est

o? min(t, s) si t>0,5>0
Rp(t,s) =4 0 si ts <0 (I1.35)

o?min(—t,—s) si t<0,s<0.
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La définition de B(t) sur R en entier est possible ici car on recopie ses propriétés de
corrélation de R en fixant les mémes sur R, . C’est en quelque sorte deux fois le méme
processus partant de I’origine, I'un vers le futur, ’autre vers le passé mais sans avoir d’autre
relation I'un avec l'autre (corrélation nulle si ts < 0).

Le mouvement Brownien admet une écriture intégrale a 1’aide du processus bruit blanc
a temps continu dB(s) = W (s)ds qui est en quelque sorte sa dérivée. Puisque cette dérivée
n’existe pas au sens usuel des fonctions, sa définition passe par des subtilités mathématiques
[Pri81, Pap84| que nous n’abordons pas.

Définition 11.10: Le bruit blanc a temps continu {W(t),t € R}, ou bruit de Wiener, est le
processus (dégénéré) dérivé du processus de Wiener dont la caractéristique essentielle est

E{W#®)W(s)} =0%5(t—s) ou E{dB(t)dB(s)} = o%6(t — s)dtds. (I1.36)

L’écriture intégrale justifie la notation dB(s) :

B(t) = /O "aB(s). (I1.37)

Proposition 11.2: Le processus de Wiener {B(t),t € R} est auto-similaire d’indice 1/2.

Démonstration — Soit un nombre A > 0. On fait le changement de variable s — As dans
I'écriture intégrale (I1.37).

B(M) = /0 " AB(s) = /0 "4B(As) = / AW (As)ds. (IL.38)

0
Le bruit blanc & temps continu vérifie par changement de variable
Ry (At, As) = a?0(\(t — 5)) = a?A715(t — s) (I1.39)

Puisque le bruit de Wiener est Gaussien de moyenne nulle, 1'égalité précédente implique
directement que, de maniére formelle, le bruit de Wiener est auto-similaire d’indice H =
—1/2. Nous retiendrons pour la suite cette propriété grace a ’égalité suivante pour tout
t>0et A>0:

dB(\t) £ \/2dB(t) et W) £ A"V2W (1), (11.40)

Il reste & calculer alors le comportement de la covariance de B aux temps dilatés :

Ru(M,As) = / t / " NE{W Ou)W (o)} dudy (I1.41)

= / / o? 2716 (u — v) AduAdv (I1.42)

min(t,s)
= / o*du = ()\1/2) o min(t, s). (I1.43)
0

On reconnait, grace a (I1.35), la méme propriété que (I1.33), suffisante pour montrer que
B(t) est H-ss, et au sens strict puisque le processus est Gaussien.
O
Nous ne donnons ici qu'un exemple Gaussien de processus H-ss. Le lecteur est renvoyé
a 4.3.2 o nous étudions les propriétés d’un processus H-ss qui sort du cadre Gaussien (et
sera un cas a-stable).



26 [I. Voyage entre stationnarité et invariance en échelle

Mouvement Brownien et versions dilatées

Fig. 11.1: Exemple de réalisation d’un mouvement Brownien ou l'on a dilaté les parties centrales
pour illustrer son auto-similarité.

2.2 Les propriétés en échelles et les opérateurs.

L’auto-similarité a été introduite comme une propriété liée & un opérateur spécifique :
Iopérateur de dilatation. Guidés par la connaissance que la représentation a I'aide des opé-
rateurs est importante dés qu’on s’éloigne des cas simplement invariants (voir au 111.1.3.2),
nous introduisons ici 'analyse associée pour les propriétés en échelle.

Cette présentation trouve son origine dans les travaux paralléles de L. Cohen [Coh93] et
R. Baraniuk [Bar93|, qui fondent la généralisation de I’analyse non stationnaire des signaux
dans le formalisme des opérateurs et apparaitront a ce titre plus tard dans notre manuscrit.

Les opérateurs associés a l'échelle. Les dilatations Dy, forment un groupe continu
indexé par Rf, pour la loi de composition naturelle o. Si on impose que les dilatations
définies ici sont unitaires, il nous faut préciser ’espace de Hilbert de travail comme n’étant
pas celui muni du produit scalaire usuel [BBO96]. On doit avoir pour toutes fonctions fi, fo
et quel que soit A :

< DupfilPupfa >=< filf2>. (I1.44)

On se place alors dans I'espace de Hilbert L?(R*,¢ 22-1dt) (ou l'espace des fonctions
aléatoires associées), invariant pour le groupe des dilatations. Le produit scalaire” associé
est :

< filfo >= /0 T L2, (11.45)

7 Afin de ne pas compliquer les notations nous utiliserons aussi < | > pour ce produit scalaire. De toute
fagon nous n’utiliserons pas fréquemment cette écriture et 'espace de travail sera toujours bien explicite.
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Le groupe des dilatations est un groupe continu d’opérateurs unitaires qui admet un
générateur infinitésimal hermitien. Le calcul précisant cela a été proposé dans [Coh93], et se
trouve déja pour l'essentiel dans [Fla93].

Partant de la représentation dans I’espace temporel des dilatations, le générateur hermi-

tien recherché C doit vérifier Dy, = €2™¢ |Vil69] et en dérivant I’expression, on a pour tout
X(1) :

2r(CX)(t) = ;—)\(DH,AX)(t) g
= [—HA—H—lx(At) + )\‘Ht%()\t)

- (8- x a1

Comme d’autre part 'opérateur ¢d/d¢ est naivement associé a 7F, nous pouvons l’ex-
pliciter en fonction de F et 7. Un calcul précis donne :

TF+FT . d 1

Démonstration — Le calcul est inspiré de [Coh93] ou [F1a93]. Soit X (¢) une grandeur dé-

pendant du temps.

2n(TF + FX(t) = t%(t) + %tX(t)

dx
= A (1) + X()

= 2 ((m’rf— + ;)X> (t) (I1.48)

Combiner cette équation avec (I1.46), permet de poser la définition suivante.

Définition 11.11: L’opérateur hermitien générateur infinitésimal des dilatations est appelé opé-
rateur d’échelle et est défini par :

:M_<1+H>

c L asmTE-FT (T1.49)

2 2 o

La derniére forme se prouve en utilisant le commutateur (II.14) entre 7 et F. On pourrait
d’ailleurs exprimer C uniquement en fonction de 7 F ou uniquement avec F7T et des termes
constants. Notons que les dilatations sont en général regardées avec H = —1/2 pour ne plus
avoir de terme constant et rester dans ’espace de mesure usuelle dt : C = (TF + FT)/2 et
Dy X (t) = VAX(At); ou encore avec H = 0 qui s’affranchit du terme multiplicatif devant
la dilatation. Nous continuerons avec des dilatations renormalisées a 'aide de l'indice H

quelconque.
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L’idée essentielle, pour l'interprétation physique de la grandeur livrée par C, est que les
fonctions propres de C sont insensibles (& la phase prés) aux dilatations qui agissent sur
les échelles. En effet, C et Dy ) partagent ces mémes fonctions propres et l'unitarité de
Dy, implique que ces valeurs propres sont de module unité. Les fonctions propres vivent en
quelque sorte a une seule échelle et la valeur propre associée est ainsi une qualité de I’échelle
unique de cette fonction.

Dimensionnellement, la quantité mesurée par l’opérateur d’échelle est analogue a un
temps que multiplie une fréquence. L’échelle définie ainsi est donc une grandeur sans dimen-
sion physique. Nous la commenterons en comparaison avec les échelles dont on a I’habitude
en physique : celles issues de la représentation de Fourier ou celles fournies par les ondelettes.

La décomposition en échelle. Les fonctions propres de C sont notées Eg(t) et définies
pour ¢t > 0 par I’équation :

1 (t% _ H) Es(t) = BEs(t),
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(I1.50)
dEs(t)

Eg(t)

= (H+ mﬁ)%.

Les solutions de I’équation sont donc les fonctions proportionnelles a Eg(t) = 7178,
Elles vérifient bien que Dy ) Eg(t) reste égal & Eg(t) a une phase preés, et que CEg(t) = SE3(t).
Les fonctions propres en échelle sont ainsi des « chirps », ou sinus glissants, dont la fréquence
est modulée hyperboliquement.

[’observable échelle 3 prend alors une nouvelle signification physique. La loi de fré-
quence instantanée des fonctions propres de C est hyperbolique en 3/t (puisque la phase
instantanée est e2™#18%)_ Le paramétre adimensionnel 3 est donc une caractéristique de taux
de modulation de chirp et décomposer sur ces « échelles propres » un signal est une sorte de
recherche de son contenu en chirps.

Il est alors possible de proposer une représentation insensible aux dilatations, a la phase
prés, des signaux. Elle est obtenue par décomposition sur la base de fonctions Fjs(t), avec
t=2H=1dt comme mesure d’intégration.

iX(ﬁ) _ /0+oo t_H—i2wﬂX(t)@ ot X(t) = /_+00 tH+i27rﬂiX(ﬁ)dﬂ_ (I1.51)

t o0

Cette décomposition a été de nombreuses fois (ré)-introduite pour des applications pré-
cises en traitement du signal. Son origine mathématique est claire : nous reconnaissons la
transformation de Mellin, par exemple étudiée dans |[Zem87|.

Nous laissons temporairement de coté le probléme de la validité, pour des processus
stochastiques, de la décomposition sur les fonctions Eg(t). Nous donnerons une réponse a ce
probléme en I1.4.1 pour les processus auto-similaires, et en II1.2.1 pour une approche plus
générale.
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2.3 La transformation de Mellin.

Des ouvrages classiques présentent la transformation de Mellin dans un contexte mathé-
matique [Dav84, Zem87, Vil69|, parfois proche du traitement du signal [Pap84|. Mais pour
les applications en ce domaine, les travaux reportés dans [BBO96| constituent une somme
incontournable. Nous faisons rappel dans ce paragraphe de certains résultats essentiels et
mettons en place des notations pour la suite.

Définition et existence.

Définition 11.12: La transformation de Mellin, notée M, d’une fonction f(t) définie sur l’aze
positif, est l’opération qui lui associe une fonction d’un argument s € C telle que :
+o0
(Mf)(s) = f)ts"tdt. (I1.52)
0

Il est a noter que nous avons choisi une définition peu usuelle de la transformation de
Mellin. Elle est habituellement donnée comme [~ f(¢)t* *dt et nous avons ici effectué un
changement de s en —s. La raison de ceci est liée a 1'utilisation de la transformation de
Lamperti plus tard, qui s’associera naturellement a regarder (M f) en la variable s = H+i27 3
avec nos notations et non son opposé.

On montre que cette intégrale converge dans une bande parallele a ’axe imaginaire, telle
que s = a+ib avec b € R et a € (a1, az). Les limites de la partie réelle a; et ay dépendent
de la fonction analysée, ainsi que la convergence ou non de M f sur ces deux droites. Il n’est
pas exclu que 1'une et/ou 'autre limite de la bande de convergence soit rejetée a l'infini.

Alors que la transformation de Fourier s’applique sans probléme & des objets (fonctions
ou processus) prenant des valeurs complexes, cela n’est pas simplement possible pour celle
de Mellin. Le principal probléme est que rien n’assure la convergence dans la méme bande
des parties réelles et imaginaires. Dans la suite, lorsque nous utilison une analyse de Mellin,
il est entendu que le processus ou la fonction considérée reste a valeurs dans R.

Dans certains cas on préfére fixer la partie réelle de I’exposant dans I’analyse de Mellin.
C’est de cette maniére que la décomposition en échelle fut introduite, équation (I1.51), avec
un H précis qui fixe ’espace de représentation. Cette transformation s’applique aux fonctions
appartenant & L?(R™,¢727~1d¢). On note dans ce cas My pour I’analyse de Mellin de facteur
d’amplitude H et avec notre choix (I1.52) pour la variable de Mellin, elle vérifie :

+oo
(Muf)(8) = (Mf)(H +i2n8) = [ for=o S (1.53)
0

Ce cas correspond alors & la décomposition de f(t) sur les chirps Eg(t) introduits comme
fonctions propres de 'opérateur d’échelle. En un sens général, la transformation de Mellin
opére une décomposition en échelle que nous continuerons a préciser dans la suite.

On consultera [BBO96, Zem87| la démarche mathématique nécessaire pour importer la
transformation de Mellin dans la théorie des distributions. Le principe est, en deux mots,
analogue a ce qui est fait pour I’analyse de Fourier [Sch65]. 11 faut définir la transformation
de Mellin d’une distribution f par son action sur les fonctions tests =1 telle que :

(Mf)(s) =<t f >. (11.54)
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Fonction originelle

Transformée de Mellin

f(at) pour a > 0
f(t*),a € R*
t*f(t) pour z € C
(—Int)*f(t) pour k € N
%f(t) pour k € N

a’(Mf)(s)
la| =1 (Mf)(s/a)

(M) (s )
Sr(Mf)(s)
(s+1)p(Mf)(s+ k)
ou (s)y=s(s+1)...(s+k—1).

tk(;l—; (t) pour k € N (s—k+1)(Mf)(s)
Goon= [ e (M) (5) (Mig) ()
" Ftwg(uyudu (M) (5) (Mg) (2 - 5)

0

Fig. 11.2: Quelques propriétés notables de la transformation de Mellin.

Propriétés de M. La premiére propriété, qui découle du théoréme de Cauchy, est 'exis-
tence d’une formule d’inversion de la transformée. Si on prend un nombre ¢ € (aq,as),
c’est-a-dire dans la bande de convergence de la transformée, la fonction

h(u) = — / M) (s)utds (IL.55)
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est égale en général & f(u). Une condition suffisante |Zem87| est que (M f)(s) soit holomorphe
dans sa bande de convergence et bornée par une constante K telle que [(Mf)(s)] < K|s|™2.

L’inversion est toujours possible pour la transformation de Mellin sur L?(R*, ¢ 2H71).
Elle s’écrit dans ce cas avec ¢ = H qui est sur la droite de convergence testée par My.

flu) = / +OO(MJLIJ”)(ﬁ)uH“W dg. (IL.56)

o

Le tableau I1.2 résume un nombre de propriétés usuelles de la transformation de Mellin
qui nous seront utiles dans certains calculs. Elles sont valables quand les objets manipulés
sont bien définis et regardés dans la bande de convergence.

La derniére ligne du tableau est presque la plus importante. On y introduit en effet une
variante de la convolution, dite multiplicative, qui joue un role analogue pour M a celui
de la convolution usuelle pour F. La transformée de Mellin d’une convolution multiplicative
est le produit des transformées de Mellin de chacune des fonctions. Nous noterons ® cette
forme de convolution qui est définie par :

Foam=[

0

(11.57)

Une autre propriété est qu’il existe une formule de Parseval pour la transformation de
Mellin. Elle est un corrolaire direct de la formule d’inversion (et il faut qu’'un nombre réel ¢
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soit dans la bande de convergence de M f tandis que 1 — ¢ est dans celle de Myg).

“+o00 1 c+oo

Fgtwdu=—— [ (Mf)(5) (Mg)(1 - 5)ds. (IL58)
0 c—100
Inverse et corrélation de Mellin® Plus riche pour les applications que nous en tirons au
paragraphe 11.4, la relation de corrélation pour les transformées de Mellin a été proposée
dans [Nic02| sous la forme :

(Mf)(s) (Mg)(2 — s).

Cette corrélation est en quelque sorte celle entre f et la fonction g inversée en temps sur
R} (retournement autour de 1, de ¢ en 1/t) puisque (M[u=2g(1/u)]) (s) = (M[g(u)])(2 — s).
La valeur s = 1 joue un réle bien particulier puisque la transformée de Mellin en ce point
reste invariant I'inversion en temps 1/¢. En particulier, la relation de corrélation induit une
relation entre le produit scalaire de deux fonctions pour la mesure td¢ associée & H = —1
pour nos notations.

+o0o 1 c+oo

fw)g(uw)udu = — (Mf)(s) (Mg)(2 — s)ds. (I1.59)

0 121 c—100

Dans le cas de la transformation My, cette équation exprime la conservation du produit
scalaire dans 'espace de travail L?(R", t2#~1dt), espace naturellement imposée du fait que
I’on veut alors préserver 'unitarité de M.

+o0 +0o0

Fw)gu)u™"" du =< flg >= / (Muf)(8) Mrg)(-p)dB (I1.60)

0 —00

Dans cet espace, 'inversion en temps a pour conséquence en représentation de Mel-
lin : (Mg[ufg(1/u]) (8) = (Mug)(—B). Nous utiliserons ces propriétés dans les parties qui
suivent.

La transformation de Mellin pour le traitement du signal. Nous avons déja cité les
travaux de Ovarlez, Bertrand et Bertrand, résumés par exemple dans [BBO96|, comme étant
un argumentaire solide pour l'utilisation de la transformation de Mellin en traitement du
signal. La suite du manuscrit renforce nous ’espérons ce discours en prouvant comment le
formalisme de Mellin est naturellement derriére les propriétés en échelle.

Une des premiéres applications porte sur les signaux large-bande qui, par la dispersion
importante de leur spectre, se plient mal aux méthodes de Fourier classiques. Les radars
ou sonars abondent de ce genre de signaux et profitent d’analyses spectrales alternatives
sur les fonctions de Mellin. Plus récemment la transformation a été directement employée
pour qualifier des densité de probabilité définies sur R, dans un souci premier d’applica-
tion a l'imagerie cohérente. On consultera [Nic02| a ce propos. Notons aussi 'existence de
bornes d’incertitude propres pour les signaux large-bande en paralléle avec des conditions
de localisation maximale; elles peuvent se définir a I’aide de M (voir [Fla98]).

8 Je suis particuliérement redevable & Jean-Marie Nicolas pour avoir, par ses commentaires, clarifié I’ap-
parition de la corrélation de Mellin dans les travaux exposés ici.
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Un autre ensemble de travaux de traitement du signal motivés par ’extension des mé-
thodes non stationnaires s’est appuyé sur la transformation de Mellin. Soit en proposant de
la considérer comme une « représentation en échelle » qui peut remplacer celle de Fourier
dans certains cas, comme le défend L. Cohen [Coh93|. Soit ensuite en regardant ’échelle de
Mellin comme une variable de représentation pour généraliser les approches non stationnaires
« temps-fréquence » usuelles, voir le chapitre I11.

2.4 Echelle de Mellin ou ondelettes ?

Le propos tenu jusqu’ici avait pour objectif de résumer les résultats connus sur les repré-
sentations en échelle et en donner une lecture condensée. L’argument central est dans tous
les cas que pour s’intéresser a 1’échelle, ou aux échelles, qui existent dans un signal, il faut
se pencher sur son comportement vis-a-vis des dilatations. C’est alors naturellement que la
notion d’échelle qui émerge est le paramétre 5 de la représentation de Mellin, qui est aussi
I’observable de ’opérateur d’échelle C.

Ce paradigme général n’est cependant pas le seul employé pour étudier des propriétés
d’un signal en fonction de ’échelle. L’habitude en physique est depuis ’aboutissement des
travaux d’un coté sur la transformation en ondelettes [Mey90|, de 'autre sur les représenta-
tions quadratiques temps-fréquence ou temps-échelle [F1a99|, est plutét d’utiliser une notion
d’échelle liée a la transformation de Fourier et donc & la fréquence. De nombreuses utilisa-
tions ont prouvé la validité et 1’utilité de cette approche pour bien des systémes physiques
(on pourra consulter pour des exemples dans des domaines variés [Abr97, Fla99, AAB*95,
ST94, PW00, Wor96, FHV93]).

Pourquoi alors changer de point de vue? La suite du manuscrit montre d’abord que
I’analyse naturelle des processus (et donc des systémes physiques) auto-similaires passe par
un formalisme qui s’appuie sur 1’échelle de Mellin alors que ’analyse en ondelettes n’apparait
que si on ajoute une certaine stationnarité en temps. Un deuxiéme argument est que le
formalisme s’étend bien, tant pour la théorie que pour construire des méthodes d’analyse,
a des systémes oul l'invariance en échelle est violée. Les parties III et IV sont consacrées a
cette étude.

Enfin nous avons pousuivi, dans la derniére application (qui fut chronologiquement la
premiére), I'idée que cet environnement d’analyse fondé sur I’échelle de Mellin, et donc sur
des objets ayant une organisation cohérente précise de type chirp, pourrait servir de cadre
pour aborder le probléme de pertinence des modéles statistiques de la tubulence construits
sur 'existence de structures cohérentes. La difficulté du probléme est finalement semblable
a celle a laquelle les analyses en ondelettes se confrontent en turbulence : il faut concilier
une sorte d’invariance au cours du temps des signaux issus d’expériences, tout en décrivant
les propriétés en fonction de I’échelle d’un flot qui est largement organisé par ses structures
internes. Nous renvoyons a la derniére partie pour les contributions que nous proposons sur
ce sujet.



3. La transformation de Lamperti 33

3 La transformation de Lamperti

Invariance en échelle et stationnarité sont donc incompatibles. A moins de réintroduire
la stationnarité par la petite porte, et c’est ce qu’on fait en supposant les accroissements
stationnaires, pour établir une théorie générale des processus H-ss (dans ce cas explicité
dans [Yag87]), nous n’avons pas de théorie « spectrale » pour ceux-ci, pas de représentation
harmonique, aucun outil d’analyse, etc. Nous défendons ici la possibilité de construire cette
théorie générale en partant d’un résultat établi en 1962 par J. Lamperti, [Lam62|.

Elements historiques. Selon J. Lamperti lui-méme, la transformation qu’il a proposé fait
sa premiére apparition chez Doob. Le résultat de Lamperti a en soi été peu utilisé. Il appa-
rait dans article général de Vervaat sur les processus H-ss [Ver87| ainsi que dans le traité
de Samorodnistky et Taqqu au chapitre sur I'auto-similarité [ST94]. Notons que dans un
contexte différent et sans y faire référence, le livre de C. Tricot [Tri93| sur les courbes frac-
tales utilise le résultat et montre au chapitre 12 une illustration graphique, pour une courbe
déterministe, du théoréme de Lamperti. Trés récemment le résultat a été ’objet de nouveaux
travaux mathématiques dans [BMW97], [Alb98], ou en analyse du signal avec les travaux
de Nuzman et Poor [NP99, NP00a, NP0Oc, NP0Ob| ou des images dans [Don97|. Nous ver-
rons aussi que, sans faire référence au résultat de Lamperti, des auteurs ont proprosé des
cadres d’étude des systémes ou signaux auto-similaires qui découlent en fait de celui-ci. Par
exemple on regardera [BG86|, [GZ88], [Wor96], [YK97], [VV99], [Nor99]. Plus généralement,
les variations sur les analyses temps-fréquence conduisent a des idées proches - le lecteur en
trouvera le cheminement et les résultats au chapitre III.

3.1 La transformation

Définition 11.13: Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti Ly d’un processus
stochastique {Y (t),t € R} est définie par :

(LgY)(t) = t"Y(Int), t > 0. (11.61)

Définition 11.14: Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti inverse Ly~ d’un
processus stochastique {X (t),t > 0} est définie par :

(Le ' X)) =e'X(e), te R (11.62)

Remarquons d’abord que la transformation de Lamperti est inversible et que des défi-
nitions données on montre simplement 'égalité (Ly~'LzY)(t) = Y () pour tout processus
{Y'(t),t € R}. Si on prend des indices différents pour les transformées directes et inverses,
H, et Hy, on établit des relations simples :

(L, L, Y)(t) = eH2-Hty (1), (11.63)
et pour 'application des transformées dans 'autre sens sur {X(¢),¢ > 0} :

(L, Lm, " X)(t) =t X (1). (11.64)
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Ces deux transformations peuvent étre appliquées & des fonctions déterministes autant
que des processus aléatoires. Elle transforme alors trivialement les fonctions constantes en
lois de puissance.

Les opérations que nous venons d’introduire furent utilisées en premier par Lamperti
dans son article de 1962 pour caractériser les processus auto-similaires [Lam62].

3.2 Entre stationnarité et auto-similarité

Théoreme 11.1: [Lam62] Si {Y (t),t € R} est un processus stationnaire alors sa transformée
de Lamperti {(LgY)(t),t > 0} est auto-similaire d’indice H.

Inversement, si {X(t),t > 0} est auto-similaire d’indice H, alors sa transformée de
Lamperti inverse {(Lyg "' X)(t),t > 0} est stationnaire.

Ce résultat est souvent un premier paragraphe des traités sur les procesus auto-similaires
[Ver87, ST94]. Il a été prouvé par Lamperti dés I'introduction (sous le nom de processus semi-
stables) des processus appelés maintenant auto-similaires. Bien qu’il offre une caractérisation
des processus H-ss en fonction des processus stationnaires, ce résultat ne permet pas de tout
obtenir. Un point particulier est que £y modifie profondément toutes les propriétés du
processus qu’il transforme, comme les accroissements, si on les suppose stationnaires, ou les
lois d’évolution en temps.

Nous emploierons le terme « générateur stationnaire » pour parler du processus « dé-
lampertisé » stationnaire associé a un processus auto-similaire. Ce dernier néologisme sera
parfois utilisé commodément (en « lampertisé » ou « délampertisé ») pour indiquer un
processus, une propriété, une représentation, etc, aprés application de la transformation.

Preuve du théoréme. La preuve tient en quelques lignes seulement. Il est essentiel pour
la suite de donner ’argument central du théoréme : la transformation de Lamperti met en
image les opérateurs de dilatation et de translation.

Lemme I1.1: La transformation de Lamperti garantit pour tout A > 0 [’équivalence
LH_LDH,)\,CH = S]n)\ et LHST,CH_I = DH,eT. (1165)

Démonstration — Le lemme repose sur le calcul suivant valable pour 1’égalité au sens

probabiliste 2 Ce calcul prouve que Ly est 'opérateur qui permet ’équivalence unitaire
(voir 3.3.2) entre Dy 5 et S.

(La "D LuY)t) = (Lug D)"Y (Int)) (11.66)
= Ly 'O HEOM)EY (In M) (IL.67)
= e 'Y (Inu +InX))yee (I1.68)
= Y(t+1In)\) (I1.69)
= (SmaAY)(1). (I1.70)

La deuxiéme relation est simplement 'inverse et le décalage en temps 7 a considérer est
relié au facteur de dilatation par In A = 7.
O
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Fig. 11.3: Tllustration de la transformée de Lamperti : en haut sont représentées différentes réalisa-
tions de mouvement Brownien, ol I’évolution de deux fois la variance est indiquée en trait
-, tandis qu’en-dessous on montre les processus stationnaires délampertisés qui restent

confinés principalement entre les deux traits mis & 2 fois la variance du processus.

On peut alors démontrer le théoréme de Lamperti lui-méme. Soit un processus station-
naire {Y(¢),t € R} et un nombre H. Il vérifie pour tout A > 0 :

{Y(t),t € R} £ {(SaY (1)), t € R} = {(Ly ' DyrLyY)(t),t € R}. (I1.71)

Par conséquent, en posant X (t) = (LyxY)(t), ce processus est H-ss selon la définition
I1.14 car, par ’application de Ly & gauche et a droite, on a :

{(DuaX)(t),t > 0} £ {X (1), > 0}. (IL.72)

Inversement, nous partons d’un processus auto-similaire d’indice H, {X(¢),t > 0}. Le
lemme permet a nouveau d’écrire 1’égalité :

{X(t),t > 0} £ {(DysX)(t),t > 0} = {(LaSwrLr ' X)(t),t > 0}. (11.73)

L’égalité au centre de la stationnarité est dans ces conditions vérifiée par Y (¢) = (Lx ' X)(t)
pour n’'importe quel déplacement temporel. L’application de £ * a (I1.73) donne en effet :

{(Sm Y (1), t € R} £ {Y(t),t € R} (11.74)

0
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3.3 Propriétés fondamentales de la transformation
3.3.1 Transformation de Lamperti et analyse de Mellin.

Pour justifier la construction théorique qui suivra pour les processus auto-similaires,
notons que l'essentiel des propriétés que nous établissons dans cette partie s’appuie en fait
sur deux choses. La premiére est le théoréme de Lamperti et son extension non stationnaire
qu’autorise le Lemme II.1. La seconde surgit du comportement de la transformation de
Fourier par L.

LA AL
VAV VYUV VY

“ wﬂu@uﬂv]\@vﬂ\/ﬂv/w\v/\\/\/\/AVAV/\

Fig. [1.4: La transformée de Lamperti de la sinusoide, qui réside & une fréquence unique, est un chirp
de Mellin (représenté en-dessous) dont I’amplitude croit en t¥ et la phase est modulée
logarithmiquement.

sinusoide

=0,4

chirp de Mellin, H

L’application de la transformation de Lamperti aux fonctions de la base de Fourier est
en effet intéressante : Ly envoie ces fonctions (ayant une fréquence unique) sur les fonctions
de la base de Mellin (définies par leur échelle propre).

(£H€i27”/u) (t) — tH+i27rl/. (1175)

Ces fonctions sont des chirps, dits de Mellin, dont la fréquence instantanée selon (I11.25)
évolue en v/t. Par la suite, une batterie de résultats connecte les représentations de Fourier
et de Mellin. Pour tout s = H + 273 € C, on a :

(Mpyz)(8) = (Mz)(H + i278) = /0 oot—Hx(t)t—iW—ldt (11.76)

= /_+°°(£H—1x)(u)e—i27r/3udu = (FLyx 'z)(B)(11.77)

o0
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On retiendra donc I’équivalence centrale entre la représentation de Fourier et celle pro-
posée par Mellin sous la forme :

L’autre conséquence qui reviendra plusieurs fois dans la suite porte sur la convolution
de fonctions (aléatoires ou non). La transformée de Lamperti change une convolution * de
fonctions en la convolution multiplicative ® des transformées de Lamperti des deux objets
initiaux.

(Lu(z+xw))(t) = (Lyz) @ (Lrw)(t). (I1.79)

Démonstration — Le résultat est immeédiat du fait des équivalences entre F et M et de
la derniére propriété du tableau I1.2 pour la transformation de Mellin vis-a-vis de ®.

(Ly(z+w))(t) = LygF ' ((Fz) (Fw))(t) (I1.80)

= My (MgLpz)MgLyw)) (t) (11.81)

= ((Lyr) @ (Lyw)) (1) (I1.82)

U

Notons enfin que ’équivalence (I1.78) permet d’interpréter le cas H = —1 en termes

connus. La transformée de Lamperti de f(t) est alors t~! f(Int) qui est le changement usuel-
lement adopté pour passer en échelles temporelles logarithmique. Par exemple, I'inversion en
temps de g(u) sur R} est alors simplement donnée par la fonction u~'g(1/u) pour retrouver
la forme correcte de la corrélation de Mellin pour H = —1 selon (I1.60).

3.3.2 Transformation de Lamperti et équivalence unitaire.

La transformation de Lamperti peut étre réinterprétée au sein des études issues des
analyses non stationnaires comme une forme particuliére d’équivalence unitaire. Les principes
généraux de I’équivalence unitaire ont été formulés dans [BC95].

Pour retrouver le soucis de R. Baraniuk [Bar93| d’adopter des quantités dimensionnelles
correctes, nous introduisons ici (mais temporairement) un temps de référence to pour me-
surer les quantités temporelles. Ce temps est associé au choix de ’'unité et n’intervient pas
autrement [Bar96b]. Les transformations de Lamperti directes et inverses sont alors :

H
t t
(Le'g)(v) = e Tug(ety) et (Luf)(t) = (t_> f (to In t_> . (I1.83)
0 0
Proposition I1.3: La transformation de Lamperti est l’opérateur d’équivalence unitaire entre
les opérateurs de fréquence et d’échelle, ou entre les translations temporelles et les dilatations,
c’est-a-dire qu’elle assure les éqalités :

C= [,H.'F,CH_I et DH’)\ = £H81n,\EH_1. (1184)

La démonstration concernant Dg ) a déja été donnée pour le lemme II.1 et I’équiva-
lence pour les observables s’établit en usant du fait qu’ils sont les opérateurs dérivés de ces
transformations.
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Opérateur conjugué a I'échelle. L’équivalence unitaire permet d’aller plus loin. Partant
des deux représentations conjuguées, une en temps et l'autre en fréquence, mises en jeu
par 'analyse stationnaire usuelle, elle permet de découvrir quel opérateur est naturellement
conjugué a C, et quelle transformation est 1’équivalente de Dy 5. Ces opérateurs duaux sont
issus de ’application de I’équivalence d’abord & F et d’autre part aux translations en fré-
quence S Iz

(LaTLatg)t) = (Lrueug(e"ty))(t) (I1.85)

_ <%> tdn%(%) g(t):toln%g(t); (11.86)

(EHSfEH_lg)(t) = (Lye 2mue Hug(ety)) (1) (I1.87)
H-H —i27 fto

- (%) emftoln(t/to)g(t):(%) o). (IL88)

Nous reconnaissons alors comme équivalent de 7 l'opérateur logarithme du temps, que
nous notons In7 — bien qu’en fait il faille, pour étre rigoureux, introduire le temps de
référence ty qui permet d’ajuster dimensionnellement I’équation. L’équivalent de Sf est la
multiplication par un chirp de Mellin, aussi appelé opérateur de Mellin [BJ95] ; nous la notons
Hp : (Hpg)(u) = (u/ty) P g(u). Le paramétre apparaissant dans le calcul d’équivalence est
B = fto qui est bien du type « échelle » car égal & un temps multiplié par une fréquence.
Nous résumons dans un tableau les propriétés en temps ou en échelle.

Grandeur | Transformation | Observable | Analyse | Base d’analyse | Fonctions
unitaire hermitienne | associée de Fourier covariantes
fréquence {S,, 7T € R} F F e, (u) 0t (u)
temps {S;, f e R} T I 0¢(u) e, (u)
échelle Dy er C M Es(u) Ly0y(u)
log temps H 11, InT S Loy (u) Es(u)

L’opérateur In 7 est conjugué de celui d’échelle et vérifie alors que [In7,C] = —1/(2i7).
Les fonctions propres de In7" (ou de Hy;,) sont obtenues par la transformation de celles de
T (ou Sf) par Ly. Le calcul donne :

u H
(2)"s (o
u HU
(&) @
to) to

Représentations invariantes et covariantes en échelle.

u
——t
b

(u — toe') = e 5 (u — toe').

(11.89)

(11.90)

La décomposition spectrale d’'un

opérateur engendre une analyse de Fourier généralisée spécifique a cet opérateur. C’est a
partir de la base d’analyse de Fourier généralisée associée a 'opérateur de Mellin Hg que R.
Baraniuk introduit la représentation covariante en échelle [Bar93|. Nous la notons S;
elle est définie par :

(Sz)(0) = ez (e7ty), (I1.91)
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Comme le notait déja Baraniuk, la solution est simple et presque décevante. La repré-
sentation covariante en échelle n’est rien d’autre qu'une version modifiée et regardée autour
d’un ty du signal d’origine. Elle est de plus une variante simplement de la transformation de
Lamperti inverse.

Les deux termes covariants et invariants renvoient au comportement inverse des décom-
positions obtenues par S et par la transformation de Mellin quant a ’action des dilatations
sur les signaux analysés. Dans le premier cas, nous avons :

Covariance : (SDyz)(0) = (SinrSz)(0), (I1.92)

c’est-a-dire que la dilatation agit sur la représentation en échelle comme une translation de
la variable. On réserve le mot covariant quand la représentation d’une transformation, ici la
dilatation, modifie la représentation « de maniére analogue », la fagon la plus simple étant de
la modifier comme une translation seule. La colonne fonction covariante du tableau précédent
annongait cette base de décomposition. Ici la transformation covariante doit changer les
dilatations en translations; rien d’étonnant donc de retrouver £y '. Le résultat d’unicité
(prouvé ci-dessous en 3.3.5) de Ly nous y contraint.
Dans le deuxiéme cas, nous rappelons que :

Invariance : (MpyDyaz)(8) = A2 (Myz)(B), (I1.93)

c’est-a-dire que la représentation de Mellin est invariante, a la phase prés, par dilatation.
Que seul le module soit invariant n’est pas grave puisque pour les processus stochastiques
ce seront les moments de la représentation qui nous intéresserons.

L’argumentation de R. Baraniuk est que les descriptions invariantes étant insensibles
aux effets des transformations que ’on veut étudier, ici les dilatations, elles ne rendent pas
vraiment compte de I'information contenue dans le signal sur la grandeur observable associée,
ici I’échelle. Cependant les propriétés en échelle sont d’abord regardées ici par rapport a la
symétrie la plus forte que ’on puisse envisager en ce domaine : une invariance compléte
par les changements d’échelle. Nous n’avons donc pas a rechercher le contenu en échelle du
signal mais & décrire comment le signal reste sans échelle caractéristique tout en exhibant
une variété de propriétés liées a cette absence d’échelle caractéristique. La décomposition de
Mellin a cette interprétation.

Puisque la réflexion générale pour étudier les processus auto-similaires a 1’aide de la
transformation de Lamperti conduit aux outils fondés sur Mellin, nous gardons I'approche
invariante en échelle et tenterons de la comprendre.

3.3.3 Conséquences immédiates pour les processus aléatoires.

Fonction de corrélation. La transformation Ly relie les propriétés de second ordre d’un
processus et de son image par un changement de variable. On notera Rx (¢, s)=E { X)X (s)}
la fonction de covariance du processus X. On a

Re. v(t,s) =tIs" Ry (Int,Ins), 11.94
H

ou inversement
Ry -ix(t,s) =e "Ry (e, ). (I1.95)
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Les moments d’ordre supérieur d’un processus et de sa transformée sont aussi reliés a
I’aide d’un changement de variable analogue.

Conséquences sur lois de probabilité. Les relations entre les lois de probabilité d’un
processus et de son image par Ly n’ont pas d’autres propriétés diectement identifiables que
celles que le changement de variable impose brutalement. Nous pouvons par exemple écrire
pour les lois ponctuelles de processus :

px)(®) = t_HpY(lnt) (t " x). (I1.96)

Lamperti et accroissements stationnaires. La propriété des accroissements stationnaires
n’est pas conservée ni dans un sens ni dans 'autre par la transformation. Alors que les
processus H-ss les plus usités sont & a.s., Ly ne permet pas de les caractériser plus.

En fait le résultat de Lamperti est une approche alternative a I’hypothése des accroisse-
ments stationnaires, qui permet d’utiliser des résultats de I’analyse stationnaire, bien utiles
pour étudier des processus H-ss, par le biais détourné du générateur stationnaire. Nous per-
dons en revanche dans cette stationnarisation la majorité des autres propriétés spécifiques
d’un processus donné.

3.3.4 Une premiére utilisation : le processus d'Ornstein-Uhlenbeck.

Définition 11.15: Un processus d’Ornstein- Uhlenbeck {U,(t),t € R} est un processus aléa-
toire stationnaire, centré et Gaussien dont la fonction de corrélation s’écrit a ’aide de deuz
constantes a >0 et C' >0 :

Ry, (t,s) = Cexp(—alt — s]). (I1.97)

Ce processus émerge de ’étude physique du mouvement Brownien d’agitation thermique
puisqu’il est solution d’une équation de Langevin et représente par la suite la vitesse d’une
particule Browniennne. On notera OU pour Ornstein-Uhlenbeck en abrégé.

Proposition I1.4: Un processus d’Ornstein-Uhlenbeck {U,(t),t € R} est une version filtrée
du processus de Wiener et vérifie [’équation de Langevin puis la représentation intégrale
suivantes.

40, (1) B
7 + aUa(t) = T = W(t), (1198)
U (t) = /_ ¢=a(=9) 4B(s). (11.99)

On remarquera qu’il n’y a essentiellement qu’'une classe de processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
En effet c’est le seul processus Gaussien, stationnaire, Markovien et de loi de probabilité
continue |ST94]. Comme de plus dB(ks) L kv 2dB(s) (processus Gaussien de méme cova-
riance), on passe d’'un paramétre a & un autre par la dilatation suivante de ’axe des temps
d’un facteur £ :

t
U, (kt) = / e~ K k)AB(ks) L k2 Ua(t). (11.100)
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Mouvement Brownien Ornstein-Uhlenbeck, a=1/2
50 2
1
0
0
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Fonction de corrélation estimée a différents temps
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Fig. 11.5: Transformée de Lamperti pour un processus d’OU, ¢ = 1/2. On montre en dessous le

comportement estimé numériquement de la corrélation de (El_/lzB)(t) a partir de certains
instants : la décroissance est bien exponentielle. La ligne en pointillés est ’estimation de la
variance au cours du temps (stationnaire). Les estimations sont des moyennes d’ensemble

sur 103 réalisations.

Proposition I1.5: La transformation de Lamperti d’indice H = 1/2 du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck de covariance o2e~"1/2 est le mouvement Brownien, processus auto-similaire d’in-
dice H = 1/2.

Démonstration — Le calcul pour 0 < ¢ < s donne & ’aide de (I1.94) :
R£1/2U1/2 (t: 8) = \/50'267‘1115711”:'/2 = g2\/st e™(t/5)/2 (11.101)

t
= 02@\/; = 0’t = o’ min(t, s). (I1.102)

Le calcul similaire quand 0 < s < t donne pour résultat o0?s = o? min(t, s) a 1'évidence. C’est
bien la corrélation du mouvement Brownien.

O

L’illustration de la propriété est donnée en figure I1.5. Cette transformation n’est valable

que pour H = 1/2 mais on la généralisera aux variantes sur le mouvement Brownien au 4.3.

3.3.5 Unicité de la transformation.

Burnecki et al. [BMW97| ont posé le probléme de I'unicité de la transformation de Lam-
perti dans les termes suivants : ils cherchent des transformations ®(t), ¥(¢), ((¢) et n(t) telles
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que :

si Y(t) est stationnaire, alors X () < O(t)Y (U(t)) est auto-similaire;
si X (t) est H-ss alors Y (¢) £ ¢ (t)X (n(t)) est stationnaire.

Le résultat central est que les formes des quatre fonctions ®, ¥, n, et ¢ sont fortement
contraintes :
d(t) =t": U(t) =alnt; n(t) = e ' ((t) = . (I1.103)

La seule liberté réside dans les nombres a et b pris dans R qui sont principalement un
changement général de 'unité de I’axe des temps dans un espace ou 'autre. Essentiellement
donc, Ly et son inverse Ly~ sont les seules solutions a ce probléme. La solution répond
aussi au probléme de savoir stationnariser un processus H-ss.

Démonstration — On peut comprendre le résultat en deux étapes. Tout d’abord en
remarquant qu’il est facile de changer I'indice d’auto-similarité d’un processus H-ss défini
sur R*. Partant de X (t), le processus modulé { X (t),¢ > 0} défini par :

X (t) £ 7' X (¢) (11.104)

est (H + H')-ss, pour tout H'. La question restante est de pouvoir passer des processus
stationnaires aux processus 0-ss.

Il faut alors transposer des propriétés liées a I'opérateur de translation en des propriétés
correspondantes pour la dilatation sans renormalisation Dy . Ces opérateurs n’agissent que
sur les variables de temps des processus, le premier via I’addition, le second via la multipli-
cation. Il est alors évident que la solution est un morphisme entre les groupes additif (R, +)
et multiplicatif (R™*, x), la fonction logarithme est alors, au facteur a preés, la seule solu-
tion obtenue : ¥(¢) = alnt, et son inverse est I’exponentielle. Une fois cette transformation
de Lamperti pour H = 0 construite, la dilatation continue en t¥ permet d’atteindre les
processus H-ss.

On trouvera une formalisation plus mathématique de la preuve dans 'article précité
[BMW97| et nous avons ici reformulée une trame originale différente de celle-ci.

O

Ces auteurs proposent méme de généraliser la transformation de Lamperti en mettant
explicitement le changement de I’axe des temps. On peut poser pour a > 0et H > 0 :

(LuaY)(t) £ t7Y (alnt). (11.105)

Cette transformée Ly , a les mémes propriétés que la transformation d’origine [BMW97].
Elle transforme bien en particulier les processus stationnaires en des processus invariants
d’échelle. Cependant, alors que les distributions marginales ponctuelles (4 un temps) de
(Lu,aY) sont indépendantes de a, les lois conjointes de dimension finies ne le sont pas. On
ne peut en fait avoir 'égalité (Lg,Y) L (LgwY) que sia =a oua= —a (théoréeme 4.1
de [BMWO7]). A cette remarque prés, on a tout de méme une classe générale de méme type
qui émerge par 1'utilisation de transformées avec des a différents.

En combinant cette analyse avec la propriété de dilatation des processus OU, équation
(I1.100), on constate que l'entiére classe de ces processus est essentiellement engendrée a
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partir du mouvement Brownien. On a d’une part en effet :

(LaUy)(@t) = t"Ux(alnt) (T1.106)
L Vat"U,(Int) (I1.107)
= Va(LurUau)(1). (IL.108)

En choisissant a tel que aA = 1/2 et H = 1/2, nous obtenons le passage entre le processus
OU avec A quelconque au mouvement Brownien B(t) :

d

(LaaaaUn)(t) = (LuUyp2)(t) (I1.109)

1
V)
< LB(t). (11.110)

3.4 Des remarques générales sur la transformation

L’origine des temps. La limitation importante & laquelle nous nous confronterons toujours
est que la transformation de Lamperti impose une origine trés particuliére des temps en 0 et
méme, initialement, ne permet de regarder que des processus définis dans un sous-ensemble
de la demi-droite réelle positive.

On peut écarter directement le faux probléme que constitue la définition sur Rt seulement
de ces processus. D’une part on déduit immédiatement des analyses analogues sur R~ par
un changement de variable de ¢t en —¢. D’autre part un processus défini sur Rt peut étre
considéré simplement comme un processus causal qui vit sur la droite réelle entiére. Il n’est
donc pas faux de mélanger parfois analyses classiques « a la Fourier » avec des études par
les outils de Lamperti et Mellin.

Il n’est pas possible de dépasser simplement la contrainte sur 1’origine intrinséque au
formalisme proposé. Elle est directement issue de ce que les dilatations que nous avons
définies se font par rapport & une certaine origine des temps. Nous proposerons plusieurs
tentatives pour assouplir ce cadre.

La premiére facon est de se restreindre a 1’étude de systémes qui ont une origine bien
déterminée, un temps initial. Les études des processus auto-similaires, pour lesquels on sait
que l'origine joue un roéle spécifique, des phénoménes de croissance a partir d’un point qui
fournit une origine sans ambiguité, ou des problémes de fracture ou I'instant de rupture final
est un point particulier, se placent justement dans cette classe de problémes.

La deuxiéme sera d’introduire une transformation de Lamperti locale en temps pour
obtenir des interprétations valables autour d’un temps précis et qui s’affranchissent par-
tiellement de 1’origine. Une variante est d’envisager plus généralement les représentations
locales en temps et en échelle de Mellin dont nous parlerons. Nous tenterons de les employer
a I'’étude des ensembles statistiques d’objets cohérents aux propriétés précises en échelle.

Enfin la derniére possibilité serait de choisir ’échelle d’étude comme celle qui émerge des
propriétés de covariance (et non d’invariance) par rapport aux dilatations. Nous reparlerons
de la solution données dans les travaux de Baraniuk et de la solution consistant a prendre
une échelle de Fourier (définie comme U'inverse d’une fréquence caractéristique) au moment
de généraliser le travail aux processus non strictement invariants en échelle.
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Représentation en Fourier-Mellin. La derniére solution est de chercher les échelles de
Mellin a partir de la décomposition harmonique. C’est en partant de cette idée que les
premiéres utilisations des fonctions de Mellin et de leur échelle portérent sur la représentation
en fréquence d’un signal. C’est-a-dire que les transformations de Mellin furent appliquées a
(Fz)(f). Pourquoi cela?

Une premiére raison, qui fait appel a I'intuition physique, est que l'origine du paramétre
sur lequel porte I’analyse est alors plus naturellement fixée & 0. On a en effet ’habitude de
considérer plus universelle 'origine des fréquences (associée aux constantes dans le signal)
que l'origine des temps (quand une certaine invariance du systéme en temps est implicitement
adoptée).

La deuxiéme raison, plus formelle, vient de la représentation du groupe de dilatation sur
les signaux écrits en fréquences. On a :

(FDyaz)(v) = A4 (Fa) (5 ). (IL111)

Ainsi donc dans ce domaine fréquentiel, la dilatation temporelle est représentée par une
compression sur ’axe des fréquences. Les principes de représentations développés grace a
I’écriture des dilatations en temps peuvent donc étre utilisés tels quels sur le domaine de re-
présentation en fréquence. L’introduction par Marinovic [Mar86| de la distribution de Wigner
invariante en échelle est initialement formulée sur la transformation de Fourier du signal. De
la méme fagon, la classe hyperbolique dont nous parlerons au III, porte sur les fréquences.

Cependant alors que I'approche de Fourier-Mellin est naturelle pour des problémes de
sonar par exemple, et de maniére générale I’étude de fonctions large-bande [BBO96], elle ne
permet guére de s’intéresser aux situations ou les structures sont définies en temps. Ainsi,
nous conservons dans la suite du manuscrit le point de vue du chasseur de structure (et
de chirps en particulier) en appliquant les principes sur les représentations temporelles des
signaux. Cela nous conduira & préciser a nouveau, et de maniére un peu différente des
interprétations classiques, ce que sont les représentations mixtes d’un signal en temps et
échelle. L’esprit sera a ce moment de développer et généraliser ce qui fut accompli dans
|[F1a90] pour le seul spectre de Wigner.

4 Processus auto-similaires et transformée de Lamperti

Cette partie est dédiée a I'utilisation directe de la transformation de Lamperti et de la
stationnarisation qu’elle réalise sur les processus auto-similaires, dans le but d’établir leurs
propriétés générales. Certains de ces résultats ayant déja été obtenus par d’autres auteurs,
quoique souvent sans analyse systématique, nous citons explicitement ol trouver I’équivalent
de ce que nous prouvons. Le cadre général, les propriétés non explicitement référencées et
les exemples sont originaux ou largement développés par rapport aux articles cités.

Un plan général de réflexion peut étre dressé. Il existe deux maniéres d’utiliser le passage
entre monde stationnaire et monde auto-similaire qu’ouvre la transformation de Lamperti.
La premiére est évidemment de « lampertiser » des signaux stationnaires pour obtenir des
classes de processus H-ss; la méme opération est possible sur les outils stationnaires. Le
point de vue inverse est de « délampertiser » ces processus H-ss et ainsi d’utiliser toute la
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machinerie des méthodes stationnaires pour les appliquer in fine a I’analyse auto-similaire.
Ainsi une transformation (ou méthode de traitement) T sur un processus H-ss peut étre
envisagée a ’aide du diagrame commutatif suivant.

X() s (TX)(®)
| 0
Lamperti inverse Lamperti
! |

Ly X)) — (TL X))
Fig. 11.6:

L’opération est au final décomposée sous la forme
T =L,TLE. (I1.112)

On peut avoir avantage a construire T & partir de sa transformation T sceur de ’analyse
stationnaire ou, inversement, préférer employer T aprés délampertisation du processus.

4.1 Propriétés spectrales et harmoniques

Corrélation et spectre. Les premiéres conséquences pour les processus auto-similaires
X (t) de 'existence d’un générateur stationnaire Y = £z ' X sont de caractériser leur fonc-
tion de corrélation et de montrer I’existence de représentations spectrales en partant des ré-
sultats classiques pour les processus stationnaires. On retrouve ici des propriétés établies dans
[GZ88| (mais pour le cas H = 0 uniquement), ainsi que des formes données par [F1a90, YK97]

Proposition 11.6: Il existe, pour tout processus H-ss {X(t),t > 0}, une fonction cx(-) telle
que cx(e) = vy (+) soit définie positive et :

Rx(t,s) = (ts)"ry,,-1x(Int/s) = (ts)"ex(t/s) (I1.113)

Ry ix(t8) = 1, ix(t = 5) = ex(e). (IL.114)

On appellera cx (-) fonction de corrélation multiplicative génératrice.

On pourrait avoir avantage a suivre Gray et Zhang |GZ88| et définir directement une
corrélation dite multiplicative qui soit mieux adaptée a I’étude des processus H-ss parce
qu’elle est définie avec un temps et un facteur de dilatation. Elle prend pour I’hypothése
H-ss la forme :

Rx(t, k) = Rx(kt,t) = t*# kfcx (k). (IL.115)

Nous éviterons par la suite d’employer cette notation Rx (¢, k) par simple confort de lecture
que compliquerait une définition de plus. Nous aurons un lot suffisant de nouvelles définitions
dans la suite.
L’équivalence a retenir entre processus stationnaires et processus auto-similaires est ré-
sumée ainsi :
cx () = vz-1x(n-) et () =ceuy(€) (I1.116)
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Une propriété de cx mérite d’étre signalée. C’est I’analogue de la parité des fonctions de
corrélation de processus stationnaires (et & valeurs dans R) :

Comme la fonction vy est la corrélation stationnaire de Y et admet, par le théoréme de
Wiener-Khintchine, une écriture sous forme spectrale, nous pouvons établir I’existence d’une
densité spectrale pour les processus H-ss [YK97].

—.

Définition 11.16: On appelle densité spectrale multiplicative ZEx(5) d’un processus X auto-
similaire d’indice H, la transformée de Mellin de cx (k).

=x(8) = / " e (RE2 1k = (Mex) (278) = (Mau—oex)(8). (IL118)

L’existence de cette densité spectrale repose sur 'existence de celle, en Fourier, du gé-
nérateur stationnaire. Cette densité prend la méme forme quel que soit H (et s’écrit ainsi
a l'aide de la transformée de Mellin avec une partie réelle nulle, My_q) car la dépendance
avec I'indice d’auto-similarité fut reportée dans la convention adoptée en (I1.113). On note
Y =Ly X pour la calcul suivant.

Ex(ﬁ) = / Cx(k)kimﬂ—ﬂildk
0
= / vy (Ink)k™ 2"~ dk
0

—+00
= / Yy (T)e #™Tdr =Ty (B). (IL.119)
—0oQ
Le résultat important est que cette densité spectrale multiplicative est donnée par un
transformée de Fourier normale portant sur la corrélation du générateur stationnaire, donc
par des outils connus. On peut calculer inversement la fonction de corrélation & partir de la
densité spectrale multiplicative Zx (f) par une transformation de Mellin inverse.

cx (k) = /R Ex(B)E*™dp. (I1.120)

Corollaire 11.1: Il y a identité entre le spectre multiplicatif =x(v) pour un processus H-ss X
et le spectre en Fourier habituel I' . -1x(v) de son générateur stationnaire Y = Ly 'X.

Représentation harmonique. Le générateur stationnaire qui est le transformé inverse par
Ly~! d’un processus auto-similaire admet une écriture sous forme harmonique (I1.7) dont
les incréments spectraux sont décorrélés, voir (I1.17), [YK97].

Y (t) = / 2T () (: / em”tff/(y)dy>. (I1121)

La derniére forme (entre parenthése) n’est pas proprement justifié car les incréments
spectraux ne forment pas usuellement une mesure continue pour dv. Appliquant Lz a la
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représentation, et comme Ly transforme la base de Fourier en base de Mellin, on obtient
simplement :

X(t) = (LaV)(t) = ¢ / 2T (). (I.122)

Définition 11.17: Un processus admet une représentation harmonique multiplicative s’il s’écrit
comme la transformée de Mellin suivante :

T htions (_ /oo H+i2n )
X () /0 258 X () [ emmag (5) s (I1.123)

Nous reportons a II1.2.1 I’étude des conditions sous lesquelles cette écriture est possible
quand le processus n’est pas strictement H-ss. Nous utiliserons assez souvent dans la suite
le soulignement _... pour indiquer que l’on parle de propriétés multiplicatives (donc aprés
utilisation de Ly).

Les processus auto-similaires admettent une telle écriture avec des incréments décorrélés
puisque l'on a identité entre les incréments spectraux de la représentation en Mellin de X
avec ceux de la représentation harmonique de Y. Nous avons ainsi une réponse au probléme
de décomposition « a la Cramér » des processus H-ss : elle existe sur la base de Mellin. La
correspondance avec les incréments spectraux du générateur stationnaire est :

dY (v) = dX(v) (et fo(v) = iX(V)) , (IL.124)
et ces incréments sont décorrélés. On peut donc écrire (selon la continuité de dX (v)) :
E{dX(8)dX(B,) } = 8(1 — B2) dSx (51)ds. (IL.125)

Le théoréme de Wiener-Khintchine suffit ensuite pour montrer que la densité spectrale
du processus est reliée & son écriture harmonique multiplicative par

Ex(B)dB = dSx(8), (I1.126)
tandis qu’en fonction de la corrélation elle s’exprime avec
Ex(B) :/ cx (k)k™"~dk. (I11.127)
0

Par des voies détournées utilisant le formalisme des opérateurs de la mécanique quantique
pour le traitement du signal, L. Cohen a établi une généralisation du théoréme de Wiener-
Khintchine en [Coh98|. Notre résultat en est un cas particulier pour la représentation des
processus auto-similaires.

Energie et puissance. Les processus non stationnaires, comme le sont les processus auto-
similaires, n’ont pas toujours une puissance moyenne finie. Il n’est qu’a prendre exemple du
mouvement Brownien dont la variance est E|B(t)|> = 0%t et vérifie :
17 1,77
lim — E|B(t)|*dt = lim —0*— = +o0. (I1.128)
T—oo T 0 T—oo T 2
Nous pouvons a I'aide du générateur délampertisé d’un processus non stationnaire intro-
duire une notion adaptée de puissance qui reste finie pour les processus auto-similaires.
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Définition 11.18: On appelle puissance instantanée multiplicative d’indice H d’un processus
{X(t),t > 0} la puissance de son image de Lamperti inverse Y = Ly ' X prise en Int :

(PuX)(t) =E|(Lyg ' X)(Int)> =t 2HE|X ()% (I1.129)

La notion est adaptée car elle s’affranchit de la croissance en t de la fonction aléatoire
que l'invariance d’échelle d’indice H implique.

Proposition I1.7: La puissance instantanée multiplicative d’indice H d’un processus { X (t),t >
0} H-ss est finie et on a les relations suivantes & 'aide du générateur stationnaire Y =

EH_IX N
(PuX)(t) =E|Y (Int)? = / Ex(8)dB = ex (1) (IL130)
_ / Iy (v)dv = 7y (0) (I1.131)

L’énergie associée a cette puissance est simplement l'intégrale au cours du temps et quand
elle reste finie elle s’écrit :

EnX = / PHX()it_/oomX(t)Pt—?H%:/_w]E\(cH—1X)(u)\2du. (I1.132)

0 o]

Il faut de suite faire la remarque que, lorsque le processus est auto-similaire, la puissance
définie ici est constante et son intégrale est alors infinie. Nous ne regarderons que rarement
alors les processus d’énergie finie pour privilégier la puissance.

Estimateurs. Toutefois, en poussant plus avant le lien intime entre le générateur station-
naire Y = L5 ' X et le processus H-ss, le résultat d’ergodicité pour la mesure de la puissance
stationnaire de Y induit une maniére comparable d’estimer la puissance d’un processus H-ss.

T
lim / |X(t)\2t—2Hg =t HE|X(t)]* = (PuX)(t). (I1.133)
T—oo InT [, t

La puissance est donc donnée par une intégrale d’énergie du processus auto-similaire. Ici
nous avons choisi la forme entre un point fixe (¢ = 1) et un horizon 7" que I'on prend de plus
en plus éloigné. La forme ou 'on observe X entre 1/7 et T existe aussi.

La puissance se décompose grace a (I1.130) en des composantes spectrales (en Mellin)
indépendantes. Ensuite la méthode du périodogramme passée par la transformation de Lam-
perti engendre une estimation consistante (et biaisée par convolution multiplicative) de ce
spectre :

71glgolnT|XT( )" =Ex(8),
ds (I1.134)
o Xp(B / X (s)s™ 70—

Les mémes arguments conduisent & proposer les deux estimateurs de la fonction de corré-
lation multiplicative génératrice d’un processus auto-similaire, directement transformés par
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Ly des estimateurs usuels du cas stationnaire. Ces estimateurs généralisent ceux proposés
dans [GZ88| qui se limitent au cas H = 0. Ils forment des corrélations de Mellin empiriques
les deux sont consistants mais le premier est biaisé, tandis que le second ne ’est pas, au prix
d’une variance accrue.

1 InT/k ds
cx(k) = T X(ks)X(s)s’zH? (I1.135)
1
) 1 InT/k on ds
&0 = 5 /1 X (ks)X ()52 (11.136)

(IL.137)

Cette approche doit subir deux critiques majeures qui limitent son utilité :

— tant que le paramétre d’auto-similarité H n’est pas connu, les estimateurs sont sans
intérét. Dans de nombreux cas cependant c’est justement H que I'on chercherait. 11 faut
réaliser que les théories que nous développons trouvent leur sens quand on cherche des
comportements qui ne sont pas pilotés seulement par ce H et que l'indice peut étre
obtenu par ailleurs (de la théorie, ou des outils a ondelettes) [AGF95, AFTV00|;

— le probléme de 'origine qu’impose ’analyse a ’aide de la représentation de Mellin est
patent ici. Il faut la connaitre avec précision pour utiliser tels quels les estimateurs que
nous donnons.

Ces deux remarques conduiront & une ébauche pour tenter de circonscrire les limitations
qu’elles décrivent, au paragraphe IL.5.

Longue mémoire.

Définition 11.19: Un processus stationnaire {Y (t),t € R} est & mémoire longue (noté LRD®
si sa fonction de corrélation normée ~y (1) = vy (7) /vy (0) n'est pas absolument sommable :

/000 |Fy (7)|dT = +00. (I1.138)

Nous suivrons [Nor99| pour en donner un équivalent pour les processus qui ne restent
pas stationnaires.

Définition 11.20: Un processus {X(t),t > 0} est & mémoire longue (ou LRD) si sa fonction
de corrélation normée :

Rylt,s) = —Tx(t:9) (IL.139)
\/RX(ta t)RX(Sa S)
n’est pas sommable, ou autrement dit, telle que :
(Vt € R), / R (t,t +7)ldr = +00. (I1.140)
0

9 LRD est pour le terme anglais Long Range Dependence.
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La corrélation normée d’un processus H-ss s’exprime a 1’aide du générateur stationnaire.
En effet on a

- _ (ts)fcx(t/s) _cu(t/s) . t
it = VPHex(N)s2ey (1) en(l) i ( ) ' (IL.141)

La fonction Jy (-) est symétrique hermitienne donc ce dernier terme est aussi Jy (In s/t).

Proposition 11.8: Un processus { X (t),t > 0}, auto-similaire d’indice H, est & mémoire longue
(définition I1.20) si son générateur stationnaire Y = Ly ' X wvérifie

1 o0 ~ o
! / R (t,t+7)|dr = / iy (In )| du = +o0. (IL142)
0 1

t

Interprétation. Le changement de variable passant de 7 pour la caractérisation directe

de longue mémoire a In v pour la caractérisation de la méme propriété a I’aide de la fonction

de corrélation stationnaire de son générateur si il s’agit d’un processus auto-similaire, est

essentiel. Etant donné que la mémoire longue est généralement obtenue par la décroissance en

loi de puissance de la fonction de corrélation, au lieu des dépendances courtes qu’impliquent

la décroissance exponentielle, il est possible quun processus H-ss soit & mémoire longue

(ainsi que ses accroissements) alors que son générateur stationnaire est & courte dépendance
temporelle. Par exemple on peut avoir

Fy(nu) ~u™® = e — Fy (u) ~ e (I1.143)

Inversement un processus stationnaire {Y'(¢),t € R} est & LRD (définition II.19) si et
seulement si sa tranformée de Lamperti X = LgYV vérifie

/ |ex(e7)|dr =/ IRx(l,A)|% = +o0. (I1.144)
0 1

De maniére équivalent, la symétrie Rx(1,\) = EX(l//\, 1) pour tout A implique que Y
est a LRD si

Lo d\
/ |Rx (), 1)\7 = +00. (I1.145)
0

4.2 Filtres covariants en échelle

Caractérisation. La question des systémes linéaires covariants en échelle a été avancée de
différentes maniéres. On trouve dans Braccini et coll. [BG86| des travaux en ce sens. Gray et
Zhang |GZ88], Wornell [Wor96], Yazici et Kashyap [YK97] (la liste ne se veut pas exhaustive)
ont aussi avancé des définitions de systémes linéaires covariants en échelle. Nous proposons
ici une lecture compléte de ce sujet en montrant que les propriétés de ces systémes découlent
de analyse par la transformation de Lamperti.

La théorie classique des filtres linéaires suppose qu’ils sont covariants avec les translations
temporelles, c’est-a-dire que décaler I’entrée induit le méme décalage sur la sortie. On note
‘H un tel opérateur linéaire.

(Vr € R), HS, = S;H. (I1.146)
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L’analogie consiste a remplacer la translation temporelle par 'opérateur de dilatation
afin de définir les filtres'? covariants en échelle.

Définition 11.21: Un opérateur linéaire G qui agit sur les processus {X (t),t > 0} est dit co-
variant en échelle si il commute avec les opérateurs de dilatation Dy y :

(VH > 0) (V/\ > 0), gDH,)\ = ’DH,,\Q. (11147)

Proposition 11.9: Tout opérateur G covariant en échelle est caractérisé par une fonction g(-)
et agit sur les processus {X (t),t > 0} comme une convolution multiplicative :

@0 = [ otxX) T = [T o)X (IL.148)

0

Démonstration — L’opérateur G étant linéaire il agit par I'intermédiaire d’un noyau d’inté-
gration k(t, s). Pour tout t > 0 on a :

(DurGX)(t) = Dun /0 " k(t )X (s)ds
=\ /000 k(At,s) X (s)ds (I1.149)
De méme, I'utilisation des opérateurs dans I’ordre inverse donne :
(GDuAX)(t) = /0 h k(t,s)A" 2 X (\s)ds
= He / "k /)X (u)du. (IL.150)
0
L’égalité des deux écritures impose donc

(VE > 0) (Vu > 0) (VA > 0), k(M As) = k(t, s)/\. (IL151)

En choisissant la dilatation particuliére A = 1/s, on impose comme forme & k la suivante :

1 t
k(t,s) = MM 1)y s == 9 (—) . (I1.152)
S s
Par conséquent G agit bien par la convolution multiplicative (I1.148) qui & ’évidence
satisfait & la propriété de covariance voulue. Les propriétés génériques de la convolution
multiplicative expliquent les deux formes possibles de celle-ci dans (11.148).
O

Proposition 11.10: La transformation de Lamperti transforme les filtres linéaires (station-
naires) en des opérateurs linéaires covariants en échelle.

10 Nous utiliserons improprement le terme de filtre en place du terme systéme ici puisque filtre est d’usage
consacré aux systémes linéaires covariants en temps.
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Démonstration — Un filtre linéaire H est caractérisé par sa réponse a une impulsion h(t)
qui opére par une convolution sur 'entrée {Y (¢),t € R}.

Z(t) = (HY)(t) = / "t - 5)Y (5)ds. (IL153)

— 00
L’application de la transformation de Lamperti d’indice H conduit &

“+o00

LaZ)(t) = tH / h(int — )Y (s)ds

—0oQ

= (T () v n
IR CHRCRS
- /O+°° <£>Hh (m %) (LHY)(u)%“

_ /0 T (Lah)(t/u) (LaY) (u)%. (IL154)

Nous avons refait le calcul explicitement ici. Cette relation entrée-sortie du systéme lam-
pertisé est directement une convolution multiplicative comme dans (I1.148), et par consé-
quent est celle d’'un systéme linéaire covariant en échelle.

(LaZ)(t) = / " (Lah)t/5) (L)) (IL155)

O

Par analogie avec les filtres stationnaires, on appelle g(¢) la fonction de réponse impul-

sionelle de G. Elle est en fait la réponse du systéme quand X (¢) = §(Int) = 6(¢t — 1) est mis
en entrée.

Propriétés des filtres pour les processus H-ss.
Corollaire 11.2: Les opérateurs linéaires covariants en échelle préservent l’auto-similarité.

Démonstration — Soit {X(t),t > 0} un processus H-ss et G un systéme linéaire covariant
en échelle. Nous avons a 'aide des équations de définition (I1.31) et (I1.147) :

(D GX)(t) = (GDu X)(t) < (GX)(t), (I1.156)

pour tout ¢t > 0 ce qui prouve que {(GX)(t),t > 0} est H-ss.
O
On peut déduire de ceci beaucoup de propriétés des filtres covariants en échelle qui
sont les correspondants des propriétés des filtres stationnaires. La correspondance se fait,
comme expliqué au 3.3.1, en remplacgant les transformations de Fourier en celles de Mellin
et les convolutions en convolutions multiplicatives. On retiendra par exemple les propriétés
importantes suivantes.
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Corollaire 11.3: (Formule des interférences généralisées). Les fonctions de corrélation multi-
plicatives d’un processus H-ss X (t) et de son image A(t) par un filtre covariant en échelle G
(de noyau g(-)) vérifient :

o du
eath) = [ extwpy (b, (L157)
0
ot on utilise la corrélation de Mellin pour g :
= —— o ds
pg(A) = g(As)g(s)s - (I1.158)
0

Démonstration — Ce résultat est directement transformé de la propriété classique indiquant
comment la corrélation évolue par filtrage stationnaire. On rappelle donc que si Z(t) est
I'image du processus stationnaire Y'(¢) par le filtre stationnaire aussi ‘H (de fonction de
réponse h(t)), on a :

ya(r) = / (7 — ) p (), (I1.159)

ou la fonction de corrélation pj du filtre est donnée par la convolution de h(t) par h(—t) :

onlt) = / h(t + 5)h(s)ds. (11.160)

Passant ceci par la transformée de Lamperti, on est amené & remplacer les convolutions
par des convolutions multiplicatives, h par g(t) = (Lgh)(t) et les processus stationnaires par
leurs transformées de Lamperti, auto-similaires : X (t) = (LxY)(t) et A(t) = (LxZ)(t). On
arrive alors a (I1.157) ou il faut que :

pa(k) = (Lupn)(k) = k" / h(t + In k)h(t)dt (I1.161)
— d
- / (sk)# h(In sk)s™ h(In s)s—QH?S, (I1.162)
et donc 'identification g(t) =t h(Int) achéve de démontrer (I1.158).
Ul
Corollaire I1.4: Un filtre linéaire covariant en échelle défini par le noyau g(-) est causal si :
(Vu < 1) g(u)=0. (I1.163)

La causalité est vérifiée si la sortie du filtre (GX)(¢) ne dépend que des valeurs de X (s)
pour ¢ < s. L’écriture en convolution multiplicative (I1.148) s’écrit alors dans ce cas :

@00 = [ st IX0T = [ awx s (11.164)

Notons que si g(t) est causale au sens donné ici, (Lx 'g)(t) définit un filtre stationnaire
causal au sens usuel.
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Filtres, fonctions de transfert et représentation harmonique. Les filtres covariants en
échelle agissent en réalité sur les composantes harmoniques en transformée de Mellin du
signal d’entrée. On peut en effet appliquer cette transformée a 1’équation (I1.148) et donner
la relation de filtrage dans le domaine de Mellin pour tout s € C dans le domaine de

convergence des transformées. Dans cette section les processus et les filtres sont a valeurs
dans R.

(MGX)(s) = (Mg)(s)(MX)(s). (I1.165)

Cette équation définit en fait une fonction de transfert pour le filtre covariant a I’aide
de la représentation de Mellin. Elle joue le role exactement analogue a la fonction de trans-
fert, exprimée comme transformée de Fourier d’un filtre stationnaire, mais ici pour un filtre
covariant en échelle. On la notera :

G(s) = (Mg)(s) = /0 " gt (11.166)

Plongeant la représentation harmonique (I1.123) dans la relation de filtrage, il nous faut
spécifier la partie réelle de la variable de Mellin comme étant H pour rester cohérent. Nous
noterons le processus filtré A(t) = GX(¢) qui admet donc Z(t) = (Lgz 'A)(t) comme cor-
respondant dans le monde de la stationnarité. g continue a désigner le noyau intégral de G,
donc g(-) = (Lyxh)(-). On obtient 1’égalité suivante pour les représentations harmoniques des
processus et des filtres :

[48) = [fo(B) () (I1.167)
avec  fy(B) = /000 t_H_’Q’rﬂg(t)% = G(H +i2np). (I1.168)

En se penchant maintenant sur le cas seul des processus H-ss, on en déduit la relation
de filtrage pour les densité spectrales :

2a(B) = fy(B)” Ex(B) = |G(H + 27 B)|* Ex(B). (I1.169)

Représentation en sortie de filtre. Une conséquence forte du théoréme de Bochner pour
les processus stationnaires est qu’ils admettent généralement!! une représentation intégrale
comme sortie dun filtre attaqué par un bruit blanc de Wiener W (¢). A nouveau la transfor-
mation de Lamperti construit un équivalent de cette propriété.

Il faut avant cela caractériser la transformée de Lamperti du bruit de Wiener par sa
corrélation.

E{(LaW)(t)(LaW)(s)} = Et*W(nt)s"W(lns) (I1.170)
= (ts)?o?5(Int —In3s) (IL.171)
o2 PHETLS(t — s). (I1.172)

1] faut ajouter dans certains cas une partie déterministe au processus linéaire général que nous utilisons.
C’est I’équivalent du résultat de Wold pour les processus a temps continus [Pri81].
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Proposition I1.11: Tout processus H-ss {X(t),t > 0} au second ordre peut étre représenté
comme la sortie d’un filtre covariant en échelle de fonction de réponse g attaqué par le bruit
de Wiener multiplicatif V (t) tel que :

X(t) = /0 v L. (IL173)

S

avec ]E{V(t)m} _ 02t2H+15(t — s). (I1.174)

En fait le processus multiplicatif de Wiener est un bruit Gaussien, Markovien et non
stationnaire. On peut considérer qu’il découle directement du bruit blanc stationnaire par :
V(t) £ 74121 (¢). Son spectre de Mellin étant identique au spectre de Fourier de W (¢), il
est blanc (constant et égal & 0?) comme on s’y attend.

Démonstration — V (t) est initialement introduit comme V' (t) = (LgW)(t) et nous avons
montré que sa corrélation est alors Ry (t,s) = o?t*1+15(t — ).

Le processus t771/21W (t) est quant & lui Gaussien et sa corrélation s’obtient par :

E{t"HPW (0)s" AW (s)} = (ts)" 2075 (t — s) (IL175)
LS (¢ — s). (I1.176)

Puisque V() est lui aussi un processus Gaussien, de méme fonction de corrélation donc
que tH+1/217(¢), ils sont égaux en loi. Ensuite, partant de V() = (LzW)(¢), la relation
(I1.119) dit que Ey(B8) = T'w(8) = o2 pour le bruit blanc de Wiener W (t).

O

La fonction de réponse de cette représentation n’est pas quelconque. Les quelques co-
rollaires suivants s’attachent a tisser les liens entre g et les attributs des représentations
harmoniques des processus H-ss : spectre et corrélation multiplicative.

Corollaire I11.5: La fonction de corrélation d’un processus H-ss {X(t),t > 0} représenté sous
la forme (I1.173) s’exprime comme la corrélation de Mellin avec l'indice H de g :

ex (k) = o2k / 9(k0)3(0) 92‘}11. (11.177)

Corollaire 11.6: La densité spectrale multiplicative d’un processus H-ss {X(t),t > 0} repré-
senté sous la forme (I1.173) s’exprime comme :

o0 . dt|?
/ pt=izes gy 4| (I1.178)
0

=x(8) = I, () = o° :

Corollaire I1.7: Le puissance multiplicative Pg X d’un processus H-ss {X (t),t > 0} représenté
sous la forme (I1.173) reste finie si :

do
ex(1) = o / 9O gy < oo (I1.179)
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Stabilité.

Définition 11.22: Un systéme linéaire covariant en échelle est stable en énergie si a tout
signal d’entrée d’énergie multiplicative finie il associe une sortie d’énergie identiquement

finie.

Proposition I1.12: Un systéme linéaire covariant en échelle est stable en énergie st

/ 19(0)0~5149 < +o0. (T1.180)
0

Démonstration — Soit {X (t),t > 0) et W(t) = (GX)(t) son image par le filtre covariant
en échelle G caractérisé par son noyau g(-). Supposons que la relation (I1.180) tienne et que
X est d’énergie finie donc que :

/ E|X (¢)]*t 27 dt < +o0. (I1.181)
0

Le calcul direct de I’énergie de W est le suivant (en utilisant la définition de 1'énergie
(I1.132) et 'équation (11.173)).

EW = / E|W (1) [21—2H1d (11.182)
0

_ /0 OOIE{ ( /0 h g(u)X(t/u)%) ( /0 N §(v)7(t/v)(1—v> } ﬁff—tﬂ (11.183)
_ // = g(u)o—Hg(v) </OOOE{UHX(£)UH7(£)} tsz—tﬂ) %“(2_”. (11.184)

La derniére égalité découle du théoréme de Fubini. L’inégalité de Cauchy-Schwarz im-
plique :

/0 TE{(t/u) "X (tu)(t/v) TR (t/0)) % < /0 TEX ()22t < 400, (IL185)

puisque le processus d’entrée est supposé d’énergie multiplicative finie.
L’égalité suivante :

// uHg(u)v™"g(v)du/udv/v < (/ U,_H|g(u)\du/u>2 < +o00, (I1.186)

vient de ce que le filtre est de réponse finie et alors I'inégalité qui prouve que la sortie est
d’énergie finie tient :

/ E|W(t)*t " 1dt < +oo0. (I1.187)
0

d

Remarquons que cette propriété est une caractérisation sur la fonction de réponse de G qui
doit rester finie. C’est 1’équivalent exact de la propriété de stabilité en énergie pour les filtres
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linéaires stationnaires puisque (I1.180) s’écrit pour la fonction de réponse h(t) = (Lx 'g)(t)
du filtre stationnaire délampertisé :

/ () du < +oo. (11.188)

—00

Définition 11.23: Un systéme linéaire est stable si a tout signal d’entrée de puissance finie il
associe une sortie de puissance finie.

L’étude de cette stabilité se conduit plutot, d’aprés ce que 1'on sait des filtres linéaires
usuels, a I'aide des poles de I’équation différentielle associée au filtre et non avec la fonction
de réponse. Nous en redirons deux mots au 4.5.

Autres filtres invariants en forme. Les résultats que nous avons établis sont une généra-
lisation de ceux de [GZ88| qui n’envisage que H = 0. Dans [YK97] il est proposé de choisir
une notion modifiée de covariance en échelle attachée & un H précis :

(VA >0), GDo = Dupg (I1.189)

Leur théorie se déduit directement de notre approche qui n’impose pas H. En effet, on
peut écrire sur un tel systéme G, a 'aide du lemme sur l'opérateur de Lamperti (I1.65) :

(VA >0), GLoSmALy = LuSmalu'G
(VA >0), (La'GL)Smr = Sur(Lu'GLy), (11.190)

donc (L 'GLy) est un filtre stationnaire # qui agit par une convolution normale de noyau
h(t). Par conséquent, les systémes décrits dans [YK97] s’écrivent :

(GX)(t) = (LgHLy, 'X)(t) = Lg / +oo h(t — s) X (e*)ds
= 7 /+00 h(Int — s) X (e®)ds
du

= ¢ /;0o h(lnt/u) X (u) ” (11.191)

Cette forme n’est rien d’autre qu'un systéme covariant en échelle (I1.148) multiplié en
sortie de filtre par t¥. Ainsi que nous le remarquions en (I1.104), cette multiplication trans-
forme un processus H'-ss en un processus (H + H')-ss. Les résultats de [YK97], en particulier
ceux sur les systémes linéaires, se retrouvent alors.

Dans un contexte d’analyse d’images |[BG86|, une forme plus large de covariance des
filtres avec les dilatations est proposée. Un systéme linéaire G obéit & leur invariance de
forme si il vérifie qu’il existe des fonctions a(a) et B(a) telles que pour tout a > 0 :

a(GX)(Bt) = (GD0..X)(0). (I1.192)
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Le terme de gauche est a priori une forme plus générale de dilatation. Cependant sous

hypothése de continuité du noyau linéaire qui caractérise G, on établit les formes nécessaires
de a et [ :
B(a) = a’ et afa) = a® ! = (a%)271/0. (I1.193)

L’opération s’écrit alors exactement comme une dilatation
a(a)Z(B(a)t) = (a°) "7 Z(a"t) = (D—s11/m0- Z) (2)- (I1.194)

Les systémes invariants de forme unidimensionnels de [BG86] se raménent & obéir au
principe de covariance :

GDoo = D_54+1/0,00G (I1.195)
trés proche de (I1.189). Leur forme est identique aux systémes linéaires invariants en échelle
que nous avons étudiés avant, quand o = 1 (cas principalement regardé dans |[BGS86|).

Quand o # 1 il faut rajouter un changement de variable dans le noyau pour passer de g(/s)

ag(t/s?) : g N
(GX)(t) = /0 g (i> x ()% = /0 oq (3) X' (11.196)

s? S v v

Comme la transformation de Mellin a un comportement simple par le changement de
variable qui a f(t) associe f(t'/7), les propriétés de ces systémes invariants de forme se
déduisent sans peine de ce que nous avons établi. Il suffit d’accepter de mélanger des fonctions
de transfert pour des variables différentes.

Les résultats de Nuzman et Poor : prédiction, blanchiment, interpolation. La re-
présentation en sortie de filtre covariant en échelle des processus H-ss a été proposée par
Nuzman et Poor comme outil général d’étude des propriétés linéaires de telles fonctions aléa-
toires. On se reportera a une série d’articles [NP99, NP00a, NP00c, NP0Ob| qui exposent les
résultats généraux en ce sens et leur application au mouvement Brownien fractionnaire.

Le principe fondateur est que le spectre multiplicatif, noté jusqu’ici Zx(f), étant iden-
tique au spectre usuel du processus générateur stationnaire, les solutions aux problémes de
prédiction et d’interpolation qui font appel a ce spectre stationnaire admettent un équi-
valent pour X. En premier c’est la prédiction optimale au sens de Wiener qui se réexprime
ainsi ; puis la prédiction causale donne des formules de prédiction sur un intervalle fini d’un
processus H-ss. Il faut qu’il vérifie la condition de Paley-Wiener [Pri88| :

‘ In EXp(B)‘

8 < o, (11.197)

ol Ex,(f) est le spectre multiplicatif du processus X (s) sur le passé s €]0 t[. On peut alors
factoriser la densité spectrale en une partie causale =Zx, et une partie non causale Zx_ telles
que :

Exp(B) = Ex+(B)Ex-(8) et Exp(B) = \EX+(ﬁ)\2. (I1.198)

La prédiction causale devient ainsi une prédiction sur un intervalle fini qui doit contenir
I'origine. Il est en effet équivalent de connaitre un processus H-ss sur une demi-droite infinie
ou sur un voisinage de zéro.
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Si la factorisation est possible, le filtre adapté de fonction de réponse 1/=x,(8)(1/2 +
i2m[3) est ensuite un filtre causal qui blanchit le processus auto-similaire. On peut en déduire
a nouveau une représentation en sortie de filtre analogue a la Proposition I1.11 des processus
H-ss, explicitement causale cette fois.

L’étape suivante, de laquelle nous ne dirons rien, est de trouver la structure de ’espace de
Hilbert & noyau reproduisant associé a un processus H-ss. Elle se déduit par la transformation
de Lamperti de celle du générateur stationnaire ; différents problémes ont alors été reformulés
dans ce langage [NP00c, NPOOb).

4.3 Exemple 1 : processus d’'Ornstein-Uhlenbeck
4.3.1 Processus Gaussiens

Nous avons défini le processus d’Ornstein-Uhlenbek {U,(t),t € R}, définition II1.15,
comme la solution de I’équation de Langevin linéaire d’ordre un, dont ’entrée est un bruit

blanc Gaussien :
dU,(t) + aU,(t)dt = dB(t). (I1.199)

Passant cette équation par la transformation de Lamperti d’ordre H, on peut en utilisant
les régles de dérivation établies dans [NP0Oa| obtenir :

(LydU,)(t) = t"dU,(Int) (11.200)
= t7t4(U,(Int)) (I1.201)
= "X (1)) (I1.202)
= tH+1(t—HdX(t) Ht 771X (¢)dt) (I1.203)
= tdX(¢) — HX(t)dt (11.204)

ou X(t) = (LyU,)(t). Le processus {X(t),t > 0} est alors solution d’une équation stochas-
tique. On rappelle que le bruit blanc multiplicatif {V (¢),¢ > 0}, tranformé de Lamperti du
bruit de Wiener, est Gaussien et de corrélation EV (¢)V (s) = o?t*+1§(t — s), donc sécrit

aussi & V(t) < t7+1/21(t). L’équation stochastique pour X (t) est :
X () + (a — H)X (£)dt = V(¢)dt. (IL.205)

Pour un a donné on notera {Xg,(t),t > 0} la solution de cette équation. De méme
que le processus OU admet une représentation intégrale (I1.99), Xy, s’écrit en appliquant
simplement la transformée de Lamperti & cette représentation :

t
Xpalt) = (Lala)(t) = ¢7° / s*dB(In s) (11.206)
0
t
= / 52724 B(s) (I1.207)
0
t
= ¢ /0 saHV(s)%. (I1.208)

(I1.209)
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Les deux derniéres égalités sont conséquences de ce que dB(In s), s™'/2dB(s) et s~ 7~V (s)ds
ont tous trois la méme structure de covariance et que les processus étudiés sont Gaussiens;
ils sont donc égaux.

On retrouve la représentation en sortie de filtre covariant en échelle attaqué par un bruit
blanc multiplicatif pour Xg, :

o
Xua(t) = / [(t/s)"~*H(t/s — 1)]V(s)%. (I1.210)
0

On a noté H pour la fonction de Heaviside. Le noyau de la représentation intégrale est
g(0) = 02°H(f — 1). Ce filtre est causal et stable en énergie si a > 0; il engendre ainsi un
processus auto-similaire de paramétre H.

On reconnait dans cette forme le modéle auto-similaire proposé et étudié par Noret
[Nor99]. On y trouvera aussi la représentation sur un intervalle borné de ce processus et
I’étude des propriétés d’invariance d’échelle, de corrélation, de mémoire longue, etc, du pro-
cessus. Nous utiliserons ses travaux pour le probléme de discrétisation du modéle au 5.3.2.
Donnons certains résultats qui découlent de notre formalisme général.

Propriétés du modéle de Noret Xy ,. La fonction de corrélation du processus OU est
donnée selon la Définition II1.15 par :

Ry, (t,s) = o? exp(—alt — s). (I1.211)
Sa transformée de Lamperti a donc pour fonction de corrélation :

Rx,,(t,s) = o (ts)Healmlt/s)l (I1.212)
= o?(min(t, s))? T (max(t, s)) 7. (I1.213)

I1 est plus explicite de dire que, si s = A\t avec A > 1, cette corrélation se scinde en deux
parties : Rx, , (t,s) = 0?(st)?A\7%; la croissance générale en (st) de la corrélation multipliée
une décroissance algébrique particuliére au modéle de celle-ci quand on regarde des temps
séparés. Ainsi H contrdle ’auto-similarité du processus tandis que a est le paramétre qui
pilote la mémoire, longue ou courte du processus. Selon (II.142), le procesus Xp, est a
mémoire longue au sens de la définition 11.20 quand a < 1.

La généralisation Ly, de Burnecki et coll. [BMW97| conduit d’une maniére un peu
différente au méme modéle. Si on applique en effet cette transformation de Lamperti a axe
des temps modifié au processus OU de paramétre A = 1, on a les égalités qui suivent.

Reyun(t,s) = E{t"Ui(alnt)s"Ui(alns)} (I1.214)
— (tS)H6—|alnt—alns\ (11'215)
= (ts)Heallnt/s] (I1.216)
_ g5\ :
= (ts) (t) s s>t (IL.217)

Comme les fonctions aléatoires (Lg U1 )(t) et X, g (t) sont Gaussiennes et que, ainsi que
nous venons de le prouver, leurs fonctions de corrélations sont identiques, nous avons égalité

en loi : X, () £ (Lol (t).
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Solution sur un intervalle fini. Ayant pour objectif au 5.3.2 de discrétiser entre deux
instants le systéme de Noret, on intégre ’équation différentielle entre deux temps. Pour cela
on peut introduire un propagateur (ou fonction de Green) G(t,u) de I’équation différentielle,
tel que pour u fixé :

tdG(t,u) + (a — H)G(t, u)dt = 6(t — u)dt, (IL.218)

avec la condition initiale G(u,u) = 1. Le propagateur est immédiatement obtenu comme
G(t,u) = (t/u)"™*, et la solution entre deux instants t, et #; de I'équation stochastique
(I1.205) sera :

X (1) = Gltr, o) X (to) + / " Gt V) (11.219)

to u
E. Noret use de cette représentation de la solution de 1’équation stochastique du modéle
pour mener une étude compléte de celui-ci [Nor99]. Ensuite il discrétise en temps le modéle
en partant de ce méme point. Nous utiliserons cette méthode dans la partie II1.5 comme une
approche possible pour générer des séquences aléatoires a invariance d’échelle discréte.

4.3.2 Cas a-stable

Définition de I'a-stabilité. Pour s’aventurer une fois dans une situation ou les signaux
étudiés ne restent pas Gaussiens, ’exemple du processus d’OU a-stable est intéressant. Une
loi a-stable est fixée par sa fonction caractéristique. Etant donnés 0 < o < 2, 0 > 0,
—1< B <1 et pun réel, la fonction caractéristique de {X (¢),t € R} a-stable est :

M$(6/27) = exp (—a“|0\°‘ (1 — ifsign(f) tan ?) + i,u@) . (I1.220)

o est un paramétre d’échelle qui fixe 'amplitude typique des variations. S controle la
dissymétrie de la variable aléatoire. Quand 5 = 0, elle est symétrique; si 8 est positif, la
distribution est plutot concentrée vers la droite, et de 'autre coté si 5 < 0. Le paramétre o
enfin est caractéristique de la stabilité par addition de la variable aléatoire. On peut en effet
définir autrement les processus a-stables. Ce sont ceux qui vérifient que pour tout nombre
n de copies indépendantes d’un variable aléatoire X a-stable (X1,..., X,,), on doit avoir un
nombre D,, et 1’égalité suivante :

X1+ Xo+ -+ X, £ n/*X + D,. (11.221)

Quand o = 2, la fontion caractéristique se trouve étre celle d’une loi normale et on obtient
donc des processus Gaussiens; [ est dans ce cas un paramétre superflu. Lorsque a < 2, la
variance de n’est plus définie tandis que pour @ < 1 c’est méme la moyenne qui ne ’est
plus. Ces lois ont un comportement suffisamment riche pour qu’elles ouvrent vers des classes
importantes et nombreuses de processus non Gaussiens. Nous allons en regarder un exemple.

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck a-stable. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck symé-
trique a-stable (SaS), noté ici {Ug(t),t € R} est défini comme :

t
Ug(t) = / e A=) 7 (dz), (11.222)

—0o0
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ol Z,(-) est le mouvement de Lévy Sa.S. Pour mémoire, la marche de Lévy vérifie Z,(0) = 0
presque siirement et ses accroissements sont une variable aléatoire Sa.S avec o = (¢t — s)/°.
C’est la généralisation SaS du mouvement Brownien puisqu’il est H-ss d’indice H = 1/«
et a a.s.. Si @ = 2 on a exactement le mouvement Brownien. Le mouvement de Lévy est tel
que :

Eei0Za(t) — =101t et E ei0(Za ()=Za(s)) — o—101%[t—s| (11.223)

Proposition 11.13: Le transformé par Lamperti d’indice H = 1/« du processus OU SaS de
paramétre A = 1/« est le mouvement de Lévy d’indice .

(L1/aUfa) (8) = Za(t). (T1.224)

Proposition 11.14: Le processus {Xg ,(t),t > 0} image par Ly du OU SaS est H-ss, a pour
représentation intégrale :
alnt
X3, (at) = 7 / 27, (dx), (11.225)
—00
et admet pour fonction caractéristique a deuzx points 0 < s <t :

) N ) N o aH taH
E{6291XH,)\(5)+102XH’>\(75)} = exp [— |01 + 02(t/$)H—a)\| S ~ - 16,]° (1- (s/t)aa)\)]
[0 [0

A
(11.226)

Démonstration — Nous allons mener le calcul de la fonction caractéristique du processus
image. On prendra d’abord A et H quelconques pour la fonction caractéristique de (£1,,UY) :

alnt
E{eiOtHUf\‘(alnt)} — E{exp |:7,0tH/ e)‘(alntx)Za(d.’L')] } (11227)

r alnt
= exp —\HtH|a/ e_a)‘(alnt_x)dx] (I1.228)
- e ea/\alnt
= exp —\HtH|“t‘a’\“7] (I1.229)
: 1 ayHa
= exp —)\—|9| il I (I1.230)
o

Le choix maintenant de H = 1/a et de A = 1/« fait que cette fonction caractéristique est
simplement exp(—|0|*t). On reconnait 1a la fonction caractéristique du mouvement de Lévy.

L’égalité semble valable pour tout a. Cependant, comme nous en faisions le commentaire,
la transformation par Ly, n’affecte pas la loi marginale en un temps mais affecte les lois
conjointes de dimension finie. C’est seulement pour a=1 qu’on retrouve exactement Z, et
on doit faire le calcul complet & deux temps. Soient donc 0 < s < t. La remarque initiale est
que pour tout ¢t > s :

t
U (t) = Ug(s)e =9) 4 / e N 7 (dx). (I1.231)
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On peut appliquer la transformation de Lamperti & cette équation afin d’obtenir :

alnt
XS (at) = 5 X (as) (8/5)7 + / e Aalnt=) 7 (45 (11.232)
alns
La fonction caractéristique a deux temps (dont on pourrait déduire la mesure spectrale)
se calcule ensuite directement. On notera X pour X7 ,.

alnt
E {1 X@+i0X®} = ]E{eXp [i01X(5)+i02 <X(s)(t/s)H““thH‘“A / e”Za(dx)ﬂ}
alns

alnt

_ E{GXP [Z’X@)wl +0o(t/5)" ) + WH““/

alns

e’\””Za(d:c))] }

= E{exp [iX(s) (6 + 0a(t/s)T N} E{exp [wz(t“" / alnte*wza(dw)} }

Ins
alns

= exp |:_|01+02(t/S)H—a)\|a/ |8|aH_aa)‘€a)\z)d3?

—oQ

alnt
_|02|a|t|aH—aa)\/ ea)\xdx:|
a

Ins
SaH taHfa)\
= exp [—\91 + 92(t/s)H_“)‘|aa — |92\a7a)\ (1A — sa“)‘)}
= exp|— ‘91 + 92(t/s)H_“)“a ﬁ — |02|°‘ﬁ(1 - (S/t)o‘“)‘) ) (I1.233)
al al

La fonction caractéristique du processus accroissement X (¢) — X (s) est ensuite obtenue
en posant 6; = —0,.

SaH taH

]E{e“’(x(t)*X(s))} = exp {_|9|a [a |1 - (t/s)H*a/\‘“ + a(1 — (t/s)a“’\)] } . (I1.234)

Elle s’identifie a celle attendue pour le mouvement de Lévy quand H = 1/, A =1/, et
a =1 ce qui finit de prouver la Proposition I1.13.

La Proposition II.14 vient d’abord de ce que le processus { X7 ,(t),t > 0} image par Ly
de OU Sa.S, signal stationnaire, est alors H-ss. Ensuite nous venons de calculer sa fonction
caractéristique a deux temps (elle suffit puisque le processus est Markovien).

O

Il faut noter que le OU Sa.S se comporte comme le OU Gaussien de maniére spécifique
par dilatation des unités :

U2 (at) £ U2 (). (11.235)

En combinant cette propriété et la propriété 11.13, on est en droit de remarquer que
I’entiére classe des OU SaS dérive alors du mouvement de Lévy a 1’aide des transformations
de Lamperti. Cela fait écho a la particularité de I’équation (I1.234), o seul le produit aA
intervient (& part dans la constante multiplicative globale). Pour obtenir le processus X
on peut donc jouer sur A ou a.
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Nous rappellons aussi qu’il existe plusieurs processus SaS et stationnaires ayant cette
covariance quand « # 2 et que cette remarque reste donc de portée limitée (en fait les
processus construit avec a et —a sont différents quand on ne suppose pas la Gaussianité,
a = 2) [ST94].

Enfin la vérification du cas a = 2 dans 1’équation I1.234 conduit exactement & une
fonction de corrélation en (ts)f(t/s)* et n’est rien d’autre que le cas Gaussien que nous
avons déja étudié.

4.4 Exemple 2 : le mouvement Brownien fractionnaire

Définition. Nous prendrons le mouvement Brownien fractionnaire comme exemple privilé-
gié, a la suite de la majorité de la littérature sur les processus auto-similaires. En rappelant
ici sa définition, nous reportons quelques propriétés usuelles ainsi que celles que la transfor-
mation de Lamperti permet d’établir.

Proposition 11.15: La fonction de covariance d’un processus {X (t),t > 0} auto-similaire d’in-
dice H € 10 1] et a accroissements stationnaires s’écrit :
2

Rx(t,s) = % (IEP2 + |s|?2 — |t — s*7) (I1.236)

Démonstration — Le développement de | X () — X (s)|? conduit a

E{X(t)X(s)} == (E{X()*} +E{X(s)’} —E{(X(¢) — X(s))*}). (11.237)

N =

L’autosimilarité implique, en notant o2 = E X (1)2, que EX (¢)? = |t|*?0? et également
EX(s)? = |s|?#02. Le point en t = 0 est particulier car X (0) = X (k0) < k%X (0) et doit
alors étre presque siirement nul.

La stationnarité des accroissements permet ensuite d’exprimer le dernier terme de (I11.237),
puis d’obtenir (I1.236).

E{(X(t) - X(s)*} = E{(X(t—s)—X(0)*} =E{X(t—5)?}  (11238)
= |t—s|*!EX(1)* = |t — s|*" o> (I1.239)

0

Il s’en suit que si on se restreint aux indices 0 < H < 1 et qu’on regarde un processus
Gaussien, défini par sa fonction de covariance, il n’existe qu’une seule famille : le mouvement
Brownien fractionnaire By, dont seule la variance au temps unité change (E By (1)? = o?).
Quand H = 1/2, ce processus n’est rien d’autre que le mouvement Brownien usuel B(t) =
B 5(t) introduit au 2.1.

Définition 11.24: Le mouvement Brownien fractionnaire (fBm) By(t) est l'unique processus
Gaussien, H-ss, & a.s., de variance ent = 1 égale a o2.
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Fig. [1.7: Exemples de traces de mouvements Browniens fractionnaires pour des exposants de Hurst
H variables; quand H augmente le graphe devient de plus en plus régulier.

Définition 11.25: Le bruit Gaussien fractionnaire (fGn) est le processus accroissement du mou-
vement Brownien fractionnaire, G, (t) = Bu(t +7) — By (t).

Pour les applications usuelles, dans le cas des séquences aléatoires, on regarde le cas ou
7 =1 pour les temps ¢ discrétisés dans Z.

Proposition I1.16: Le fGn est stationnaire par définition pour tout T et sa fonction de corré-
lation est

2
Yo (k) = % (1k + 722 4 |k — 7?7 — 2|k|*"). (I1.240)

Démonstration — Le calcul direct de la fonction de corrélation est permis par (I11.236) :

E{Gu:(t)Gns(s)} = E{(Bu(t+7)—Bu(l)(Bu(s+71)— Bul(s))}
= E{By(t+7)Bg(s+7)} + E{Bg(t)Bg(s)}
—E{By(t+7)Bu(s)} —E{By(t)Bu(s+7)}

2
= % (—t+7—s—7P —|t—=sPP +[t+7— s/ + |t — s — 7|*")

2
= "7 (=2[k[>" + |k + 727 + |k — 7[*7), (IL.241)
en posant k = |t — s| (puisque la corrélation du fGn, stationnaire, dépend seulement de

ce retard) et en ayant directement simplifié les termes en |¢|* (ou un autre temps) a la
troisieme ligne.

0



66 [I. Voyage entre stationnarité et invariance en échelle

La figure I1.8 montre I’allure des covariances du fBm et du fGn, en fonction de H et du
retard. Ces processus bien connus et utiles comme premiers exemples auto-similaires sont
malheureusement bien particuliers. Comme ils sont strictement invariants par la dilatation
renormalisée avec 'indice H, nous verrons que les propriétés locales des fBm et leurs pro-
priétés globales sont commandées par le méme exposant de Hurst H. Il ne faut pas perdre
de vue que ce n’est en général plus le cas dés qu’on s’écarte de cet exemple. Nous rappelons
les propriétés classiques usuelles des fBm et fGn.

Remarque sur les cas limites : la situation ou H = 1 conduit a des processus dégénérés
qui vérifient presque sirement X (¢) = ¢tX (1) a tout instant. La situation H = 0 n’est pas
trés intéressante puisque (I1.31) impose que le processus reste égal & X (1) a tout instant en
loi [Ver87|.

" - . 112
fonction de corrélation normée du fBm R, (1,t)/(R,(1,1) Ry(t.t)) fonction de corrélation du fGn
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Fig. 11.8: Représentations des fonctions de corrélation pour H € [0 1] des fBm (& gauche) et {Gn (a
droite). Pour le fBm on montre Rp,, (1,%) défini selon (I1.139). Les courbes en trait appuyé
sont le cas H = 0.5 du mouvement Brownien ordinaire. La mémoire longue du fGn pour
H > 0.5 est visible dans la décroissance lente de la corrélation.

Générateur stationnaire du fBm. Le fBm étant H-ss, sa fonction de corrélation admet
une factorisation en (st)Zc(t/s). En identifiant cette écriture dans (I1.236), on a :

coy (k) = "; [kH +ET - WE-1/VE |2H] . (I1.242)

Selon le résultat de Lamperti, le fBm admet un générateur stationnaire {Yy(t),t € R}
déduit par la transformée inverse Yy = Lz Bpy. La fonction de corrélation est obtenu par le
lien qu’impose la transformation de Lamperti.

Ry, (t,s) = e 109 (2l 4 e2Hs _ |t _ o512 (I1.243)

On sait, du fait de la stationnarité de Yy, qu’elle s’exprime comme une fonction de retard
t — s = 7 seulement, et on la note 7y, (7).

Yy (7) = 0% [cosh(H |r]) — 227 (sinh(|r]/2))*" ] (I1.244)
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fonction de corrélation du gOU, délampertisé du fBm
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Fig. 11.9: Fonction de corrélation (I1.244) de 1'Ornstein-Uhlenbeck généralisé - gOU -, délampertisé
du fBm d’indice H. Pour H €]0 1] cette corrélation décroit rapidement et le gOU n’est
pas & mémoire longue. La courbe en trait appuyé est la corrélation exponentielle de I’OU
obtenu si H = 0.5.

L’allure de la corrélation est représentée sur la figure I1.9. Nous avons déja étudié la
situation ou H = 1/2 : le processus H — ss est le mouvement Brownien ordinaire qui admet
le processus OU Gaussien comme générateur stationnaire. Le générateur {Yy(t),t € R}
du fBm est donc une sorte de généralisation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et nous le
désignerons comme tel (en abrégé gOU).

Un premier intérét du générateur par rapport au fGn, qui récupére lui-aussi une sta-
tionnarité sous-jacente au fBm, réside dans son comportement aux temps longs. Le fGn est
connu pour avoir une longue mémoire en temps pour 1/2 < H < 1 ce qui diminue I'intérét
de sa stationnarité pour I’analyse de signal. Le gOU vérifie au contraire :

0.2

Yy (T) = 5 (7" + 2He=(=H)7) 4 O (e 727) o g~ mintih1=H)T, (I1.245)
quand 7 — +o00. La décroissance de sa fonction de corrélation étant alors exponentielle, le
gOU a une mémoire courte pour tout H dans |0 1[. L’analyse de I’équation (I1.143) est celle
qui permet finalement d’avoir la compatibilité entre la mémoire longue du fBm (au sens de
la définition I1.20) et la mémoire courte du gOU.

Représentation linéaire du fBm. Nous pouvons donner une représentation explicite comme
sortie d’un filtre linéaire covariant en échelle du fBm. La densité spectrale associée au fBm
est celle de son générateur stationnaire, déduite de (I1.244).

2 2

_ o
~ H? 4 4722

T(1/2+ i2mv)

1.24
T(H + i2m) (I1.246)

PYH (V)
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Les idées développées par Nuzman et Poor dans ce contexte conduisent a considérer la
factorisation Ty, (v) = |®, (v)|? avec une fonction de transfert causale. La factorisation est

T'(1/2 + i27v)

O ) = G o + 70

(I1.247)

Le calcul explicite de la forme temporelle de ce filtre n’est pas rapporté ici. Il suffit de
faire usage de résultats de calculs classiques. On trouvera dans [NP00a| la démarche a suivre.
Par exemple, quand H > 1/2, on retrouve alors la représentation sur un intervalle fini du
fBm que nous donnons ici a titre d’illustration. On vérifiera que la représentation (I1.248)
obéit a la forme générale issue de ’analyse de Lamperti (I1.173).

+H

By (t) = ) /0 t(s/t)HBH w(H —1/2,1—2H)s *2dB(s), (11.248)

T(H-1/2

ou By(a,b) est la fonction beta incompléte.

Représentation harmonique du fBm et en moyenne mobile. Nous rappelons ici qu’il
a été établi deux formes classiques du fBm qui ne viennent pas de I'analyse défendue ici. On
consultera [ST94, Coh99| pour les démonstrations et le commentaire de ces écritures.

Proposition 11.17: Soit 0 < H < 1, le fBm admet la représentation intégrale qui suit :

1 e —1
Bull) = 5173 /R i) (11.249)

La mesure a valeurs complexes dB(v) définie sur espace harmonique a les méme pro-
priété que le bruit blanc W défini en temps. Elle a des incréments spectraux décorrélés et
partage les propriétés de décorrélation, mais en fréquence, que le bruit de Wiener vérifie en

temps. On a E{dB(l/l)dB(l/Q)} = (5(1/1 — I/Q)dl/ldl/z.

Proposition 11.18: Soit 0 < H < 1, le fBm admet pour t > 0 la représentation en moyenne
mobile'? qui suit :

Bu(t) = m [ /_ = s () - /_ =) @0

Quand H = 1/2 on retrouve l'expression du mouvement Brownien comme intégrale du
bruit blanc. Les deux écritures intégrales du fBm conduisent bien au méme processus, a une
constante déterministe prés. Nous avons adopté ces normalisations des processus pour se
rapprocher du modéle de Barnes-Allan [BA66).

Ces représentations sont orthogonales & ce que peut obtenir la transformation de Lamperti
car elles mettent en avant une propriété dont nous ne savons que faire & travers Lg : celle
des accroissements stationnaires. La forme en moyenne mobile est en effet directement issue
d’'une forme générale de processus a a.s., spécifiée ensuite pour étre H-ss et Gaussien. La

12 Nous introduisons ici uniquement la représentation en moyenne mobile sans anticipation, voir [ST94].
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représentation harmonique vient alors d’un calcul heuristique de la fonction de transfert
associée aux accroissements stationnaires, intégrée alors (avec le terme en (e —1)/iv) pour
représenter le processus et non ses accroissements [Yag87|. Ainsi ’analyse issue des propriétés
de Ly sera en général plus utile dans les cas ol on ne suppose pas cette stationnarité des
accroissements.

Nous verrons au III.3.2 comment ces représentations permettent de construire des pro-
cessus qui dévient de I’auto-similarité en ne gardant que localement la propriété et comment
nous modifions Ly pour étudier ces situations.

Le modéle de Barnes-Allan. Une approximation plus physique de (I1.250) a été proposée
[BAGG]. Elle privilégie une origine fixée & By (0) = 0 de maniére déterministe et néglige les
contributions venant du passé a t < 0.

Bau(t)= ! ) /0 t(t—s)H_l/QdB(s). (I1.251)

I'(H+1/2
On consultera [Mag96] qui compare ce modéle au mouvement Brownien fractionnaire. 11
faut en retenir en particulier que ce modéle est un processus H-ss et que les accroissements du
processus de Barnes-Allan ne sont pas stationnaires. Cependant leur fonction de corrélation
reste proche de (I1.240), surtout si H < 1/2.
La modéle de Barnes-Allan est directement donné par une représentation en sortie de
filtre covariant en échelle de type (I1.173). La fonction de transfert est :

1

g(0) = m(9 — 1)HEH2H() —1). (11.252)

Passant cette fonction par M, on arrive au spectre multiplicatif du modéle de Barnes-
Allan. Il est égal au spectre usuel de son générateur stationnaire ainsi qu’au spectre du fBm,
qui a été prouvé dans [Fla90| comme étant :

2 2

o

I'(1/2+ 42
Epau(B)=Try1p,,(8) = o (1/2 + 327 B)

T(H + i27p)

(11.253)

Régularité locale et dimension du graphe. Une derniére propriété du fBm échappe
en grande partie a ’étude par L. Les réalisations du fBm sont toutes presque stirement
continues et non différentiables en chaque point. La régularité locale peut étre précisée grace
a (I1.239) et a la définition qui suit.

E{(Bu(t+7)— Bg(t)*} = o?r*". (I1.254)
Définition 11.26: Un processus continu X (t) est de régularité locale de Holder h(t) ent si
h(t) = sup{h'/X € CI'}, (I1.255)

ot on définit C’th' comme [’ensemble des processus tels qu’il existe un polyndome P, et un
voisinage de t de maniére & ce que pour tout s proche de t on ait (A est une constante) :

1 X(s) — Py(s)] < Alt — s (I1.256)
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Le polynome P; est en général le développement de Taylor de la fonction en ¢, quand il
existe. L’exposant h(t) qualifie la rugosité locale, les accidents, d'un processus car la trajec-
toire est d’autant plus irréguliére et singuliére au voisinage de ¢ que h(t) est petit. Si il est
entre 0 et 1, la trajectoire est continue mais non différentiable en ¢. Cette propriété est in-
trinséquement locale en sa définition. Examinée au second ordre quand P; est une constante,
cette régularité demande que

E{(X(t+7)— X(t)*} ~ |70, (11.257)

Le fBm admet alors son exposant de Hurst H comme paramétre de Holder local en tout
point. L’auto-similarité, stricte dans ce cas, est le lien fort qui associe comportement global
et comportement local du fBm. Quand I’exposant local ne varie pas d’un point & 'autre, et
qu’a tout instant h(t) = H et est entre 0 et 1, 'exposant de régularité du processus en son
entier donne la dimension fractale de son graphe : D =2 — H.

Cette propriété est la contrainte forte que suppose le fBm : alors que le paramétre de
Hurst H est au départ introduit comme un paramétre de comportement global (invariance
sous l'action de dilatations de n’importe quel facteur), il trouve ici une influence dominante
sur les propriétés locales du processus. Il faut se souvenir que c’est plus une exception qu’une
régle.

La transformation de Lamperti échoue ici car elle n’admet que I'interprétation globale du
paramétre H. Une tentative de généralisation naturelle du fBm serait de construire un pro-
cessus avec h(t) [Coh99]. Sans adaptation de Ly, on ne pourra construire alors de générateur
stationnarisé, voir le I11.3.2.

4.5 Modéles paramétriques auto-similaires

Nous savons que le probléme de la modélisation de signaux stationnaires bénéficie, au-
dela de la représentation linéaire générale comme sortie d’un filtre stationnaire, de la possi-
bilité de trouver des modéles paramétriques aux signaux. C’est la modélisation en processus
auto-régressif & moyenne ajustée, en raccourci ARMA. Nous allons ici donner les bases de
la représentation analogue pour les processus auto-similaires que permet de construire la
transformation de Lamperti.

Les résultats de cette partie ont été auparavant esquissés ou obtenus sous une forme
partielle par d’autres auteurs. On consultera [YK97| qui les nomme self-similar autoregressive
process ; |Wor96|, |GZ88| ou |Zem87| présentent aussi cette modélisation par le systéme
d’Euler-Cauchy. Enfin Koyama propose dans [KH93| de regarder ces modéles sous la forme
d’un systéme a étages en paralléle, chaque étage étant donné par une équation de Langevin
du premier ordre. Noret [Nor99| les discute en montrant le lien fort entre 'approche ot les
systémes du ler ordre sont en série (conduisant au systéme d’Euler-Cauchy) et ceux o ils
sont mis en parallele (comme dans [KH93|).

Systéme d’Euler-Cauchy. Le processus d’Euler-Cauchy est solution de I’équation différen-
tielle qui généralise & un ordre quelconque le modéle regardé dans [Nor99| et que nous avons
déja rencontré en (I1.205). C’est I'image par la transformation de Lamperti de 1’équation
générale des modéles ARMA. Nous allons établir cela.
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Lemme [1.2: Soit {Y(t),t € R} un processus avec {X(t) = (LgY)(t),t > 0} son image par
Ly. Soit un ensemble de coefficients {o,, € C,n = 0...N}. Il existe alors des coefficients
{a}, e C,n =0...N} tels que si

N dn
=> oY (1) (T1.258)
n=0
alors on a :
(LuZ)(t Z o, 4" TR (I1.259)

Démonstration — Nous noterons dans la suite les dérivations par un exposant entre paren-
thése : Y™ (¢) = d"Y (¢)/dt". La linéarité de la transformation de Lamperti implique :

(La2)t) = D an(LaY™)() (IT.260)
= XN:antHY(")(lnt). (I1.261)

La régle de différenciation principale reliant les sytémes vient des deux égalités :

. _(dY _ 4
YW (Int) = (E) (Int) =t (V(nt) (11.262)
= t% (t"X(t)) . (11.263)

11 suffit alors d’itérer les calculs suivants pour exprimer Y (Int) en fonction du processus
image par Lamperti :

d, d  ,d
(15 = to+Pes (T1.264)
d d
—t77X(t) = t7 [t=X() - HX(t I1.2
FX0 = o (X0 - HXO) (1.265)

et de réorganiser les termes qui sont grace a ces deux régles tous de la forme t#+7X ™ (),
de simplifier les t qui apparaissent alors avec les t~#, pour obtenir I’expression proposée

n (I1.259). Une fagon intermédiaire d’écrire le systéme s’appuyerait sur des coefficients
{a” n=0...N} devant l'opérateur ¢(d/dt) :

(LuZ)(t Za"( )n (t). (11.266)

0
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Proposition 11.19: Le processus stationnaire ARMA(p, q) qui s’écrit a l’aide du bruit blanc de
Wiener W (t) :

Z o, Y™ (1) Z B W™ (¢ (I1.267)

admet pour transformée de Lamperti d’indice H le processus d’Euler-Cauchy (noté EC(p,q))
qui est H-ss et est solution de l’équation stochastique qui suit pour t > 0, dont l’entrée est

un bruit multiplicatif de Wiener de variance unité, V (t) L pH+1/ W (t) :
Z ol "X ™ Z gLy (11.268)
Démonstration — Le lemme précédent appliqué a (I1.267) donne directement
Za (L Y)™(t Zﬁ (L W)™(1). (11.269)

n=0 n=0

Nous avons déja caractérisé le bruit blanc multiplicatif V' (¢t) = (LgW)(¢) par sa fonction
de corrélation (voir 'équation (I1.174)). 11 vérifie justement EV (¢)V (s) = o?t!T2H§(t — s).
La propriété d’auto-similarité des solutions de ce systéme d’Euler-Cauchy est évidente

par le théoréme de Lamperti et la stationnarité des processus ARMA.
O

Fonction de transfert; analyse spectrale paramétrique. 1l est possible de représenter
de maniére presque équivalente un processus H-ss par un processus d’EC ou par un filtre
covariant en échelle. Les résultats que nous allons annoncer précisent cela.

Proposition 11.20: Le systéeme EC d’ordre (p,q) qui s’écrit comme
Z of 1AM (t) Z BLn XM (¢ (I1.270)

est un filtre covariant en échelle qui associe le processus {A(t),t > 0} au processus {X (t),t >
0} et a pour fonction de transfert en Mellin :

Zﬁ,'z(s—k 1—n),

Gpe(s) = =2 : (11.271)

Z an(s+1—n),
n=0

ot onnote (s+1—n),=(s+1—n)(s+2—n)...(s—1)s.

Démonstration — Nous noterons I'opération de filtrage, & I’évidence linéaire, réalisée par le
systéme d’EC par 'opérateur Ggc et on a : A(t) = (GrcX)(t). Le systéme (I1.271) peut étre
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globalement passé par la transformation de Mellin de variable s € C. Les propriétés de M
assurent alors :

D i (s+1—n)u(MA)(s) =) Bi(s+1—n),(MX)(s). (I1.272)

n=0 n=0

Ici (MA)(s) et (MX)(s) sont les fonctions de représentation harmonique des deux pro-
cessus, que nous supposerons exister pour la démonstration. On a alors les relations suivantes
pour le rapport des transformées de Mellin que nous noterons Ggc(s) :

(MA)(s) o Pn(s +1=n)y

Gpo(s) = MX)(5) ~ S a5+ 1), (I1.273)

n=0

On sait que les dilatations se comportent agréablement pour la transformation de Mellin
puisque (MDy ,X)(s) = A*#(MX)(s). En faisant apparaitre \*~# au numérateur et au
dénominateur de (I1.273),on arrive a :

X H(MA)(s) _ (MDypd)(s)

Gro(s) = YT (MX)(5) ~ (MDprX)(s) (11.274)

11 suffit alors de prendre la transformation inverse pour établir que
(PuaA)(t) = (GecDuaX)(t), (I1.275)

ce qui est exactement la relation constitutive d’un filtre covariant en échelle : Dy \Grpc =
GrcDu,y pour toute dilatation Dy . Notons que cette propriété peut aussi étre démon-
trée directement par changement de variable dans I’équation différentielle et ne nécessite
finalement pas I'existence d’'une décomposition sur la base de Mellin des processus.
Le calcul nous a donné directement la fonction de transfert en Mellin du filtre réalisé par
le systéme EC qui est Gge(s).
O

Corollaire 11.8: Soit un modéle d’EC d’ordre (p, q) écrit comme dans (I1.268) et dont l’entrée
est un bruit multiplicatif de Wiener. Le spectre multiplicatif est alors ;
P (=18 (s+1—n),|?
B = |Gpc(H +i2np)|* = | =2=0 n n
gc(B) = |Gpc(H + 127 3))| ¢ (=Drad(s+1—-mn),| "’

n=0

ot onas=H+i2nf et on note (s+1—n), =(s+1—-n)(s+2—-n)...(s—1)s.

(I1.276)

Démonstration — Le bruit multiplicatif est un bruit blanc pour le spectre de Mellin et vérifie
alors que |[(MV)(H + 427/3)|? = o2. On suppose que ¢ = 1 pour avoir un processus normé.
I1 est de plus H-ss donc sa sortie I’est aussi (ce qui nous était déja assuré par la Proposition
11.19).

La relation de filtrage spectral (I1.169) pour les processus H-ss donne le spectre multi-
plicatif Zgc(8) du processus d'Euler-Cauchy, quand on la prend en s = H + 270 :

Epc(B) = |Gre(H +i2n8)[* |(MV)(H + i278)* = |Gpc(H + i2n6)[*. (I1.277)

0
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Corollaire 11.9: Soit un systeme d’EC d’ordre (p,q) écrit comme dans (I1.271), son noyau de
filtrage par convolution multiplicative gpc(6) est :

N’ (67

gpc(0) =Y " Ci(Ing)io*, (I1.278)

1=0 j=0

ou les py sont les N' poles de Ggc(s), oy est Uordre de multiplicité de ces poles et les Cyj
viennent des résidus en ces poles.

Démonstration — Cette forme vient de la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle Ggc(s) qui est la fonction de transfert du filtre EC et comme telle est la trans-
formée de Mellin du noyau intégral du systéme. L’application directe de la transformation
inverse a cette décomposition résulte en la forme donnée. Le calcul nécessite de regarder les
résidus en p; de la décomposition et ils s’obtiennent par :

1 s 1
— ds = —Int)—lm, 11.279
21 Jopar (s — )" ’ (k- 1)!( ) ( )

Les Cj; sont des constantes qui peuvent ainsi étre exprimées & 1'aide des résidus au pole

1y des éléments simples de la fonction de transfert.
O

Corollaire 11.10: Soit € > 0. Pour tout processus {X(t),t > 0}, H-ss au sens large, de carré
sommable, et de spectre multiplicatif continu, il existe un processus d’EC d’ordre fini tel que :

1Z5c(B) —Ex(B)] < ¢ pour tout — oo < ff < 0. (I1.280)

Démonstration — On a vu que tout processus H-ss raisonnable peut étre représenté par
un filtre covariant en échelle dont I’entrée est le bruit V' (¢) d’indice H. Ce filtre a donc une
certaine fonction de transfert G(s)

Le probléme est maintenant une question d’approximation d’une fonction, définie sur un
domaine du plan complexe, par une fraction rationnelle. Cette question est donc la méme
que celle envisagée dans la modélisation paramétrique de processus stationnaire en modele
ARMA et trouve une solution comme corrolaire du théoréme de Bochner. Nous renvoyons

donc a la littérature classique sur ce sujet, par exemple [Pri81].
O

Stabilité de filtres covariants en échelle. Le probléme de stabilité de puissance est résolu
par le critére de Cauchy de la méme maniére que pour les filtres stationnaires [Pri81]. Il
revient a avoir une réponse impulsionnelle qui décroit suffisamment vite vers zéro. Pour étre
précis on veut que les parties réelles des poles j1; soient toutes positives. Le critere de stabilité
en puissance est donc que les poles de la fonction de transfert G(s) du filtre covariant en
échelle sont tous dans le demi-plan de partie réelle positive.
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Exemple : retour sur le modéle de Noret. Ce modéle a été défini comme le transformé
de Lamperti du processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramétre a. Il vérifie I’équation diffé-
rentielle (I1.205) :
y dX g (1)
dt

Par conséquent sa fonction de transfert est Gg,(s) = 1/[(a — H) + s] pour s € C et
son spectre multiplicatif est : g, = 0?/|a + i278|?, ou o2 est la variance du bruit blanc
multiplicatif V. Le modéle est ainsi le filtre invariant en échelle passe-bas le plus simple. Nous
utiliserons cette forme comme une maniére de synthétiser des séquences aléatoires obéissants
au modéle.

+ (a — H)Xpuo(t) = V(2). (I1.281)

5 Transformation de Lamperti et séquences aléatoires

La théorie développée jusqu’ici concerne les signaux définis a tout instant, pour un temps
continu. Ce paragraphe montre comment adapter les concepts développés ici a 1'utilisation
pratique sur des signaux échantillonnés d’une maniére ou d’une autre. Nous montrons en
5.1 comment la décomposition de Mellin peut étre efficacement calculée numériquement,
ensuite comment la transformation de Lamperti (et 'opération de dilatation qui lui est
fondamentalement associée) s’accommodent de 1’échantillonnage. Nous illustrons enfin au
5.3, sur quelques exemples, le traitement numérique de signaux auto-similaires par les outils
proposeés, ainsi que les synthéses de processus H-ss que permettent cette approche.

5.1 Transformation de Mellin discréte

La transformation de Mellin s’adapte aux calculs numériques pratiques sans plus de diffi-
cultés que le transformation de Fourier. Une maniére est de discrétiser le calcul de l'intégrale
définissant M selon (I1.52) et parfois cette solution sera la plus simple.

Une étude mathématique et algorithmique plus avancée a permis a Ovarlez, Bertrand et
Bertrand de construire une transformation de Mellin proprement définie pour des signaux a
temps discret. Elle est proposée dans [BBO90|, [Ova92| et exposée avec un souci pédagogique
dans [BBO96]. Nous ne ferons que donner les grandes lignes de cette adaptation & M aux
signaux échantillonnés, et ajoutons ensuite des remarques sur 1'utilisation pratique.

5.1.1 Echantillonnages conjoints en temps et en échelle de Mellin

Le principe de la transformation de Fourier & temps discret est qu’on sait trouver des
conditions d’échantillonnage du signal en temps et du spectre numérique en fréquence qui
sont conjoitement admissibles si le signal de départ respecte la limite du théoréme d’échan-
tillonnage de Shannon (voir par exemple [ML96]). Il en est de méme pour la transformation
de Mellin, en prenant la précaution nécessaire de modifier la base de discrétisation qui ne
peut plus étre simplement linéaire en temps.

Nous avons argumenté en effet que les opérateurs reliés & la transformation de Mellin
sont les transformés unitaires par Lamperti des opérateurs en temps. Ainsi la base de dé-
composition en temps covariante est donnée par les impulsions de Dirac e +1t§ (u—toe?) de
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I'équation (I1.90). L’échantillonnage dans la variable de Mellin peut lui étre régulier (puisque

. 92 .
la transformation M admet les translations en S comme une de ses propriétés de covariance

principale). Pour ces raisons, Ovarlez introduit les échantillonnages suivants
e La discrétisation en temps par le peigne de Dirac géométrique IIIJ de raison g et le

signal échantillonné géométriquement en temps X9 (¢) sont donnés par
+oo +oo
me(t) = Y ¢"6(t—q") et XO@)=XOm(t) = ) X(¢")g"5(t - ¢").
- (IL.282)

La décomposition de Mellin associée & X(9)(¢) est alors une version périodique de celle
associée a X (t) de période 1/1ngq. La condition, équivalente au théoréme de Shannon, pour

6o 4 X (1 L. _
éviter le repliement spectral est que 1/Ing > (8y — 1) ou [B1 B2] est le support en échelle
de Mellin de la décomposition (MgX)(5)

e La discrétisation arithmétique IIT;;1,¢o en échelle de Mellin de raison 1 /In@ et la

décomposition de Mellin échantillonnée (M$,X) sont donnés par
(I1.283)

Ol mg(B) = lQ Z (ﬁ——>

MEX)E) = o 3 (MuX)(9)8 (

Le signal temporel associé a (M X)(5) est une version périodisée par dilatations du
signal de départ X (¢) (voir figure I1.10), de raison géométrique (). La condition pour que

. ] ; .
les composantes périodiques ne se superposent pas (et que la reconstruction du signal initial
soit possible) est que (Q > T5/T; ou le support temporel de X (¢) est inclu dans [T T3]

B__

Q) (I1.284)

Schéma de I'échantillonnage enpetdela

ique en t et de la péri 1 par dilatation
n

Schéma de I'é
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Fig. 11.10: Schématisation de ’échantillonnage conjoint en temps (& gauche) et en échelle de Mellin

(a droite) qui indique les périodisations induites

e [’échantillonnage conjoint en temps et en échelle est ensuite du type t, = ¢" et 5, =
: N

n/In@ pour N points dans chaque domaine avec la relation @ = ¢
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La contrainte de Shannon est que N > (5 — 1) In(73/T'1) pour que la restriction des
signaux échantillonnés, que ce soit en temps ou en fréquence, donne le signal de départ sans
repliement.

Notations : nous utiliserons les notations suivantes pour les séquences a temps discret
en fonction du type d’échantillonnage. Les raisons d’échantillonnage seront parfois implicites.

Arithmétique : X [n] = X (n1)
Géométrique : X3P [n] = X (¢") (11.285)
Logarithmique : Y [n] Y (In(n7)) .

5.1.2 Formules de la transformation de Mellin discréte

Transformee de Mellin rapide. Etant supposés réalisés les deux échantillonnages ci-
dessus, en X7 [n] = X(q") et M%4X)(Br) = M%GX)1/mg[n], nous trouvons directement
les formules directes et inverses de la transformation de Mellin discréte (TMD) qui relie ces
deux formes. Nous utilisons ci-dessous les entiers K < ;In@Q et M < (InT77)/(Ing).

M+N-1
(M5 X)ymelm] = Y ¢ X0 [n)e mmmN, (11.286)
n=M
gt nH M+N—1
XPm = S (M X1/ 1ng[k]et2m/N (11.287)
n=M

On reconnait que les deux séquences de N points : ¢-"# X [n] et (M%X): /1 @[m], sont
obtenues 'une de ’autre par la transformation de Fourier discréte directe ou inverse. Nous
disposons ainsi d’un algorithme rapide, celui de la FFT!3, our calculer les décomposition
de Mellin. Nous remarquons aussi que la séquence q_"HX 9 [n] est le signal délampertisé
regardé sur un échantillonnage arithmétique de raison Ingq.

Formule de reconstruction a temps continu. A I"image du résultat de reconstruction
connu pour la FFT, la transformation de Mellin rapide admet une reconstruction & tout
instant qui se fonde sur la sommation du noyau de Poisson. Elle est exacte sous la condition
de type Shannon que nous avons indiquée.

X(t)=t" " ¢ "HXPn] Si‘;?(l[r(f? /tl/nhql)‘”_;]“] . (IT.288)

Estimation de la condition de Shannon. 1l est rare de savoir a priori borner le contenu
en échelle au sens de Mellin d’un signal analysé. L’interprétation de cette échelle comme
étant le taux de modulation des chirps hyperboliques qui décomposent le signal permet de
proposer une estimation de la borne [BBO96|. Elle repose sur le diagramme de la figure I1.11,

13 FFT pour Fast Fourier Transform ou transformée de Fourier rapide.
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ol est représenté I'extension en temps et fréquence du signal** et les hyperboles limites qui

sont les fréquences instantanées des chirps extrémes a considérer. Nous adaptons 1’étude de
[BBO96| qui s’applique a la décomposition par M sur la représentation en fréquence tandis
que nous l'utilisons sur les fonctions du temps.

Nous notons B la demi-largeur du support en fréquence (dans [—B B|). T} et T; sont les
limites de la définition du signal en temps. Le support en échelle entre [— 3y (o] correspond
dans le cas le plus défavorable & avoir une contribution en fréquence +B au temps t = T5.
Il faut donc que Sy > BT,. Comme le pas d’échantillonnage en 8 est 1/InQ = 1/1In(7y/T})
qu'on a By = N/2In (@, la condition de Shannon semi-empirique est la suivante :

T
Shannon semi-empirique : N > 2BT;1n TQ (I1.289)
1

Notons que cette condition reste inchangée quel que soit le pas d’échantillonnage réel
de départ puisqu’alors T5/T est invariant et BT aussi. On peut travailler alors comme si
I’échantillonnage était de pas unité. Si il est expérimentalement bien échantillonné, nous
avons B < 1/2 et un critére suffisant (et large) est que N > Ty InT5/T;.

Estimation de la borne en échelle de Mellin

fréquence réduite
|

Fig. 11.11: Estimation dans le plan temps-fréquence de I’extension en échelle de Mellin d’un signal.

Transformation bilatérale. La décomposition dont nous venons de donner la formule pour
des séquences discrétes est une recherche de la contibution des différents chirps hyperboliques
descendants dans le signal, c’est-a-dire dont la fréquence diminue en s’éloignant de I’origine
des temps en ¢ = 0. Les signaux regardés, en plus de devoir étre a support borné dans [T} T3]
pour admettre un double échantillonnage sans repliement, ne sont testés que sur leur partie
causale de toute fagon, dans R} .

Nous pouvons envisager cependant une transformation de Fourier bilatérale, ou ’on re-
garde paralléelement la décomposition du signal défini sur R, en ses chirps montants vers

14 Te signal considéré n’a pas de raison d’étre stationnaire, ni méme invariant en échelle et les calculs
pratiques regardés ici tiendront au chapitre suivant pour les méthodes abordant les signaux non invariants.
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I’origine des temps. Les formules de transformation rapide sont semblables a celles que nous
avons données, au changement de variable ¢ — —t prés.

Cette double décomposition des signaux bilatéraux (non causaux) est utile pour les études
non stationnaires, en particulier quand nous cherchons a faire glisser 1'origine du temps.

Le cas des signaux a valeur dans R. Les signaux a valeurs réelles vérifient la condition
de symétrie hermitienne : (MyX)(8) = (MyX)(—f). Le spectre est ainsi redondant en
information entre les parties positives et négatives. On sait que le signal complexe analytique
associé (1 +iH)X (t) reporte 'ensemble du spectre sur les échelles positive (comme pour la
transformation de Fourier).

Nous avons ainsi avantage a travailler dés que possible sur le signal analytique. La repré-
sentation du spectre de Mellin est plus condensée. De plus nous pouvons alors représenter sur
un méme graphe les transformations bilatérales (la contribution en chirp montant d’un coté
et celle en chirp descendant de 'autre). Enfin, pour 'extension de méthodes non station-
naires, 'avantage des signaux analytiques est de réduire les auto-interférences possibles des
représentations quadratiques, en supprimant celles entre les fréquences positives et négatives.

Remarque sur la norme des signaux. Nous savons que la transformation de Mellin d’in-
dice H est intéressante pour la mesure t~27~'d¢. La norme (ou énergie) des signaux doit
alors étre calculée comme égale a :

400
Xl = [ xR (11.290)

Nous normalisons les signaux par la norme convenable dans le paragraphe suivant car il
s’agit de comparer des simulations faites avec un H, d’analyse qui peut varier et donc qui
donneraient (sans la normalisation convenable) des amplitudes de spectre trés différentes.

5.1.3 Etude de difficultés pratiques

Indice de normalisation incertain. Quand on ne dispose pas d’argument théorique pour
choisir un indice H, d’analyse précis, correspondant par exemple & celui d’auto-similarité, il
faut étudier 'erreur commise en adoptant un H, # H. Elle est en fait faible. Nous représen-
tons en figure I11.12 des éléments de cette étude. La transformation de Mellin discréte (TMD)
a été appliquée a un chirp de Mellin d’indice H mais avec des H, pour ’analyse variables.
On constate que pour une trées large gamme de H, le pic reste centré en 5y = 225.4 vrai du
chirp. La seule influence est que plus H, s’éloigne de H, plus le pic s’élargit et sa hauteur
maximale diminue.

On peut comprendre l’élargissement de cette hauteur en calculant la transformation
(Mp, EE)(8), qui ne conduit & une distribution §(5— o) qui si H = H,. Sinon, des intégrales
classiques donnent :

_TIH—Ha—f—Z'Zﬂ(/BO—/B)

+o0
Si H< H,, / tHFi2nfoy—Ha—1-2mfqp  — : , (11291
7 (H — H,) + 27 (8o — B) ( )

_ - Hati2n(50-0)

T
Si H> H,, / tHFi2nfoy—Ha—1-2mfqp  — : . (I1.292
o (H — H,) + 27 (By — B) ( )
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Transformée de Mellin d’un chirp (H=0.4,BO=225.4) —-— Ha de-3a3

0.04 T T T T T T
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~ _H=2
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Fig. [1.12: Transformation de Mellin discréte d’un chirp E/};I (t); lindice d’amplitude H, pour la
TMD varie de -3 & 3. On a tracé en encart la hauteur des pics et en-dessous leur largeur
a mi-hauteur (les points sont le calcul numérique comparé a la variation en — que prévoit
le calcul analytique du texte). Remarquons que le pic s’élargit et diminue quand on
s’éloigne du H, = H + 0.2.

Dans les deux cas la largeur est principalement celle d’une lorentzienne et le pic de la
valeur absolue de la transformée de Mellin est de largeur & mi-hauteur évoluant comme
V3|H — H,|/m. C’est ce qui est représenté (par un trait —) dans I’encart du bas de la figure
I1.12. Une largeur d’origine numérique (échantillonnage du chirp tronqué dans [T} T5] qui
conduit & un profil en sinc méme si H, = H) se rajoute a cet effet.

Cependant, la conclusion principale est surtout que la TMD est peu sensible en pratique a
une mauvaise connaissance de I’'indice d’analyse. De plus il est impossible d’utiliser I’évolution
de ces pics pour estimer le H du signal. L’évolution de la largeur du pic est finalement lente
et dans un spectre de Mellin plus compliqué que celui d’un seul chirp hyperbolique, elle ne se
séparerait stirement pas dans ’ensemble du spectre. Comme le pic n’est pas en fait maximum
quand H = H, numériquement mais pour un indice biais¢ H + 0.2 (voir figure I1.13) avec
un biais di & ’échantillonnage (et surtout aux troncatures), nous abandonnons toute idée
d’estimation de H ainsi.

Retenons donc qu’une mauvaise estimation, ou un mauvais choix a priori, de H, pour
calculer le spectre de Mellin ne sont pas rédhibitoires ni génants en fait et que les études du
spectre de Mellin n’aident pas pour estimer H. Ce n’est pas étonnant : le formalisme pour
les processus H-ss aide a décrire les propriétés autres que celles liées ¢ H principalement ; il
est alors plutot rassurant qu’elles puissent étre étudiées numériquement avec une tolérance
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Hauteur du maximum de Mchirp(B) pourHdeOa1l
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Fig. 11.13: Etude de la hauteur du pic maximal pour un chirp H en fonction de H, d’analyse. Les
courbes sont pour H de 0 & 1, se décalant réguliérement vers la droite. L’écart montre la
position du maximum pour H en fonction de H, ; bien que la relation reste globalement
linéaire, un biais systématique de 0.2 environ existe.

suffisante sur 'estimation de H.

Origine des temps incertaine. Si c’est l'origine des temps qui est inconnue ou incertaine,
le calcul d’'une décomposition de Mellin est beaucoup plus délicat. La figure 11.14 indique des
résultats d’analyse en paramétre de Mellin en supposant que les données obtenues sont avec
un certain 77 (indiqué en légende) alors que le T; réel n’est pas celui-la. On remarque que
dés que ce temps d’origine supposé est faux, le chirp de Mellin se décompose sur un spectre
qui devient rapidement large — ainsi les contributions & un S donné vont se mélanger trés
vite.

La structure obtenue est une répartition & bande large en . Le pic maximum n’est pas a
la bonne valeur, la largeur est rapidement grande et méme le spectre de Mellin est de valeur
trés petite au [y du chirp.

Interprétation tomographique des erreurs possibles. La figure I1.15 illustre ’erreur
commise en se trompant sur ’origine du signal. La transformée de Mellin discréte d’un chirp
hyperbolique, représenté ici en temps et fréquence!®, est indiquée sur les dessins du bas alors
que dessus une interprétation tomographique de la TMD est figurée.

15 Tes études des représentations temps-fréquence seront présentées au chapitre III.
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Transformée de Mellin d'un chirp (H=0.43,=225.4) —— T réel = 500 Transformée de Melin d'un chirp (H=0.4,3,=225.4) — T, réel = 500
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Fig. 11.14: Etude de la décomposition d’un chirp (H = 0.4 et 8y = 225.4) en fonction du temps
d’origine T} supposé. A gauche on montre les pics pour différents 77 (de 100 & 1000 ;
les courbes avec T} > 500 sont en pointillés et donnent les pics & droite). En encart on
montre la position du pic maximum en fonction du 7; supposé. Seul 77 = 500 (vraie
position) localise le pic au bon endroit. A c6té on a zoomé sur le pic pour montrer la
structure a bande large obtenue dés que T3 est faux, et qui va en s’élargissant.

Considérant que la décomposition de Mellin est la projection sur la base de chirps hyper-
boliques, I’interprétation tomographique dans le plan temps-fréquence!® dit que nous sommes
en train de corréler une image temps-fréquence a des trajectoires hyperboliques — tracée en
pointillés sur 'image temps-fréquence du chirp.

Quand Dorigine est correcte, on voit bien qu’une seule hyperbole se superpose signifi-
cativement avec le signal et la TMD montre un pic localisé. Si 'origine est mal connue,
un ensemble d’hyperboles va croiser la trace du signal dans le plan (¢, f) et cela explique
I’extension spectrale de la mesure en échelle de Mellin.

L’existence de coupures numériques en ¢ et f dans le signal analysé, permet de préciser
que ce specte étendu est a bande limitée (le résultat est 0 dés que ’hyperbole d’analyse
d’origine décalée ne croise pas celle du signal). Si on s’autorisait a regarder sur un temps
infini le signal (et avec une précision infinie pour I’échantillonnage, donc du temps continu),
la contribution avec 8 = [y deviendrait alors toujours dominante sur toutes les autres (car
intégrée sur une portion semi-infinie de la trajectoire en temps-fréquence pour t — +00) ; un
pic centré sur fj serait retrouvé. En cela le résultat est en accord avec celui de Gray et Zhang
|GZ88| qui prouvent que la corrélation Ry (t,t7) peut étre estimée'” méme si on ne connait
pas avec précision l’origine, mais en autorisant a regarder jusqu’a un horizon temporel rejetté
a l'infini. En pratique le temps d’observation est limité et le résultat peu exploitable.

En conséquence, le choix de l'origine des chirps que 'on veut analyser est crucial. Il
nous faut garder cette remarque a I’esprit. C’est une motivation pour obtenir les facons de

16 Nous verrons au chapitre III pourquoi cette interprétation est justifiée mais, pour la commodité de
Pexplication, nous faisons dés maintenant appel dans ce paragraphe & cette lecture des outils de Mellin.
17 L’estimation de Rx (t,tT) revient justement & obtenir la représentation de Mellin du signal.
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Fig. [1.15: Interprétation tomographique de la transformation de Mellin et de V'erreur due & une
origine incertaine. Le signal est représenté en haut, et sa décomposition en temps ¢
et fréquence f (spectrogamme réassigné) est indiquée en dessous. De gauche a droite on
montre les cas o l'origne supposées pour ’analyse est correcte (trait plein), trop a droite
(to = 40) ou trop a gauche (tp = —80) (l'origine pour l'analyse est le trait pointillés).
En pointillés et en gris sont tracées les hyperboles d’analyse qui croisent plus ou moins
I’hyperbole en noir qui est la trace en (¢, f) du signal. Le fait que la signature est tronquée
(ici par exemple vers f ~ (.25 prés de l'origine des temps) explique que la bande spectrale
de la TMD estimée est aussi limitée quand l'origine est fausse. Sur les transformée de
Mellin du bas, on a indiqué d’un trait la position de 1’échelle de Mellin réelle du chirp.

calculer en pratique des quantités reflétant le spectre de Mellin (donc le contenu en chirp
hyperbolique d’un signal) moins sensibles a l'origine des temps.

Bruit autour du chirp d’oscillation nulle. La figure 11.14 révéle aussi la présence d’un
bruit autour du paramétre d’oscillation nulle. C’est un parasite du calcul trés fréquent.
L’interprétation simple est & nouveau tomographique. Les 8 proches de zéro correspondent
a des hyperboles trés basses, proches de 'axe du temps dans la zone [T} T»] sur laquelle
porte la TMD et par conséquent détectent toute oscillation de trés basse fréquence ou toute
constante dans le signal.

La décomposition prés de § = 0 est ainsi de facon générale peu fiable. Il est alors parfois
intéressant de s’affranchir des basses fréquences par un filtrage passe-bas. Notons que, outre
les difficultés qui viennent d’étre exposées, la TMD partage les propriétés de la FFT pour
ce qui est de la robustesse générale vis-a-vis de bruits. Jusqu’a un RSB > 0 des pics dans la
transformée sont aisément discernables.
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Borne de Cramér—Rao pour estimation du modéle de Noret
0 T T

T T
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-1F —— géométrique — Raison fixée H
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Fig. 11.16: Evolution de la borne de Cramér-Rao pour l'estimation de H du modéle Xy, de Noret
[NG99]. Les échantillonnages géométriques et arithmétiques sont comparés. Si I’horizon
d’observation est imposé, le deuxiéme est meilleur ; si c’est la raison de la série, le premier
est plus efficace en général (quand l’horizon d’observation devient suffisamment plus
grand que celui que donne l’échantillonnage arithmétique). L’horizon d’observation fixé
est L = 10

5.1.4 Echantillonnage régulier ou logarithmique ?

Le point le plus délicat pour effectuer I’analyse en Mellin numériquement réside dans le
probléme de I’échantillonnage : il doit étre géométrique pour l'algorithme de TMD rapide
alors que I’habitude est d’employer des séquences échantillonnées de maniére arithmétique.

Les relations entre les deux échantillonnages ne sont pas innocentes. Si ’on suppose que
le signal est observé entre 0 et un temps 7', le nombre de points en échantillonnage usuel
est proportionnel & T' alors qu’en échantillonnage géométrique il va comme In7T"; & I'inverse
I’horizon d’observation 7' augmente beaucoup plus vite pour une série géométrique, en e’
au lieu d’étre proportionnel & N pour un méme nombre de points. L’astuce est en fait
qu’il y a deux paramétres a fixer indépendamment sur les trois : N, la raison, et I’horizon
d’observation T'. Selon la situation envisagée, différents commentaires sont possibles.

e Dans un contexte d’analyse (décomposition sur la base de Mellin), il a été montré
par différents auteurs que I’échantillonnage géométrique est plus efficace pour I'estimation
de processus auto-similaires que 1’échantillonnage régulier. Dans [VV99] il est explicitement
montré que des méthodes d’estimation au maximum de vraisemblance de H convergent plus
vite & nombre de point identique pour une série géométrique. De méme, E. Noret a établi
la borne de Cramér-Rao pour 'estimation de H du modéle H-ss qu’il propose [NG99|. I
montre ainsi qu’elle est plus faible & méme nombre de points NV pour la série géométrique que
pour des instants réguliérement espacés. En fait ces études comparent série géométrique et
arithmétique a raison d’échantillonnage fizée ; I’horizon d’observation n’est alors pas du tout
le méme et, étant plus grand avec ¢”, la série géométrique est plus efficace pour I’estimation.

e Le cas géométrique donne en fait une estimée et une variance comparable mais un peu
moins bonne que ce permet la série arithmétique ayant le méme horizon d’observation. Ainsi
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si ’'on mesure le signal jusqu’a un certain temps, on perd un peu d’information en prenant la
série géomeétrique & H fixé. En revanche si le critére est N (pour des raisons algorithmiques)
et un pas d’échantillonnage fixé, la série géométrique permet d’aller beaucoup plus loin en
temps et est donc bien préférable a I’échantillonnage usuel qui sonde un horizon court.

Ceci est illustré en calculant les bornes de Cramér-Rao pour le modéle X g ,(¢) du 4.3.1
(en reprenant le calcul théorique de [NG99|) dont nous donnons 1’évolution en figure 11.16
en fonction du nombre N de points, soit a T identique, soit & raison fixée.

e La solution naturelle et en quelque sorte optimale d’'une synthése a I'aide du spectre
de Mellin est d’obtenir une séquence échantillonnée géométriquement. Nous allons examiner
comment on peut repasser a ’échantillonnage usuel.

5.2 Processus a temps discret et transformation de Lamperti
5.2.1 La solution « exacte » : jouer avec les échantillonnages

Définir £ pour les séquences numériques. La transformation de Lamperti demande
de jongler entre des échantillonnages a priori différents pour la séquence initiale et celle
transformée. Nous faisons le choix de nous concentrer sur les maniéres de revenir a des
méthodes de traitement numérique usuelles, c’est-a-dire avec des échantillonnages réguliers.

La définition la plus simple de Ly pour des séquences numeériques est de passer par un
changement du type d’échantillonnage. Ce n’est que le reflet de ce qu'on pourrait définir Ly
comme Lz = My 'F selon (I1.78) ; ainsi la construction de la TMD que nous venons de voir
prouve que Ly envoie une série en temps arithmétique sur une géométrique et inversement
Ly ! envoie une série arithmétique sur une série logarithmique.

(LrY)9[n] = X(¢") = ¢ Ving[nl, (11.293)
(Ly'X)OD[n] = Y(nnr) = (n7)~ 7 X,[n). (I1.294)

Obtenir des séquences arithmétiques. Alors que I’échantillonnage géométrique sur N
points X(gg) [n], produit par Ly, se révéle pratique pour calculer numériquement M, nous
devons regarder comment réaliser I'interpolation qui permet de revenir a une séquence en
temps discrets linéaires pour relier ces méthodes a celles qui existent par ailleurs. Le probléme
inverse sera aussi regardé pour le processus délampertisé o [n].

e Passer de X9 [n] @ X,[m]. La solution qui ne laisse de c6té aucune information est
d’utiliser la formule de sommation de Poisson pour avoir M points de X, [m] et on a :

X.m]=X(mr) = (mr)” Zq_”HX,gg) [n] sinc (lrllr?:— = n) (I1.295)

neN

- S (B ). e

neEN In q

Le pas d’échantillonnage 7 peut étre choisi a priori quelconque. Cependant la limite de
Shannon Fys de la série géométrique originelle évolue au cours du temps comme Fg(t) =
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1/ (2t(g — 1)). Les deux choix extrémes sont alors : 7 = ¢V "!(¢— 1) est le pas le plus grossier
tel que & tout instant mr le signal reconstruit X [m] est exact, et son spectre juste jusqu’a la
limite de Shannon — cependant la finesse de détails accessibles aux petits temps est perdue;
T = q — 1 est le pas le plus fin mais au fil du temps le signal est mal défini car seules les
premiers intants de 1’échantillonnage géométrique décrivent bien les fréquences que ce pas
faible admet exister.

Il faudra trouver dans chaque situation un compromis entre I’abondon de détails aux
courts temps et ce filtrage en fréquence aux temps longs da a I’échantillonnage géométrique.
Notons enfin que sans étre exacte pour le comportement fréquentiel, une interpolation simple
au lieu de la sommation de Poisson est algorithmiquement beaucoup plus rapide et, quand on
est dans une zone ot le pas 7 est plus grand ou comparable au pas entre points géométriques,
n’induit qu’une erreur faible.

e Passer de Y\"[n] & Y,[m]. La solution optimale est donnée par la reconstruction de &
partir de X,[n].

Y;[m] = e H™ ZXp[n] sinc (ep - n) (I1.297)
neN

= e Hm7 Z(nT)HYp(l) [n] sinc (ep = n) : (I1.298)
neN

Le probléme de changement de la fréquence maximale représentée dans v [n] est ana-
logue, mais inverse : c’est aux temps longs que le processus est de plus en plus détaillé. La
fréquence limite de Shannon imposée par ’échantillonnage logarithmique est alors en fonc-
tion du temps Fg(t) = 1/(2In(1 + p/t)), qui est en fait rapidement quasi-linéaire comme
t/2p pour t plus grand que le pas d’échantillonnage p de la séquence X. C’est & nouveau un
probléme de compromis a résoudre dans chaque situation.

Les dilatations a temps discret Les subilités liées au changement d’échantillonnage ont
une origine profonde évidente : définir des dilatations d’un facteur non entier pour une sé-
quence numérique n’est pas immédiat... Peu de chance que I'instant ¢ = Am7 retombe pour A
quelconque sur un instant de I’échantillonnage. Une solution pour utiliser numériquement les
dilatations qui sont derriére Ly est d’accepter les changements d’échantillonnage et d’utiliser
des reconstructions interpolatives (c’est le paragraphe précédent).

A laide de la formule de reconstruction de Poisson, nous pouvons réaliser des dilatations
« exactes » de séquences numériques en réinterpolant les points cherchés. La dilatation n’est
en fait exacte que si le pas d’échantillonnage de la séquence dilatée par Dy, est 7 < 1/2\B,
ou B est la borne supérieure du support fréquentiel du signal. Cela peut nécessiter alors
de sur-échantillonner le signal de départ pour éviter le probléme. Cette version des dilata-
tions numériques assure que les transformations Ly et Ly ' pour les séquences discrétes
que nous venons de proposer vérifient bien la propriété d’équivalence (I1.65), tant que les
reconstructions restent exactes.

Le défaut majeur de cette approche réside dans toutes les précautions que nous devons
prendre sur les fréquences d’échantillonnage avant et aprés les transformations ou les dilata-
tions. Nous avons cependant fait ici le tour des difficultés qui existent et comment les prendre
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en compte.

5.2.2 Approche de R. Rao des systémes a temps discret

En partant de la théorie des filtres & temps discret et & temps continu, on sait qu’il
existe une autre maniére de mettre en relation des signaux échantillonnés et des signaux a
temps continu : ce sont les approches par « transformation » des systémes. Aprés une trés
bréve revue de celles-13, nous rappellerons comment R. Rao et coauteurs [ZR98| proposent de
définir les systémes numériques invariants en échelle en faisant appel & ces transformations.
Nous utiliserons par la suite ces travaux pour proposer une autre version des transformations
de Lamperti & temps discret, ainsi que pour synthétiser des processus H-ss.

Transformations entre temps continu et temps discret. Alternativement & I'interpola-
tion, on peut faire correspondre un signal continu & une séquence discréte et inversement, en
établissant 1’équivalence pour des systémes comme des filtres ou des modéles paramétriques.
Les approches classiques que nous rappelons sont traitées plus en détail dans [OWY83],
[Jac89] ou [Aug99]. Nous notons G un systéme linéaire quelconque et g(¢) sa réponse impul-
sionnelle.

— Imposer la conservation de la réponse impulsionnelle : cette solution consiste
a choisir g,;[n] = g(n7), c’est-a-dire un échantillonnage simple du systéme. Ceci in-
duit une déformation du comportement spectral du systéme linéaire (avec seulement
conservation des poles, pas des zéros) et est en fait la solution par échantillonnage
direct précédente.

— Correspondance par D’opérateur différence : le passage est fondé ici sur I’équiva-
lence entre la dérivation a temps continu et 'opérateur de différence discréte (1—-B)/7,
ou B est 'opération « un pas en arriére » tel que (BX),[n] = X, [n—1]. Spectralement
’équivalence se lit s = (1 — z71)/7 o s est la variable de Laplace et z de la transfor-
mée en z. L’avantage, malheureusement unique, de cette régle est qu’elle interdit tout
repliement spectral ; malheureusement elle modifie les poles et les zéros de G et n’est
applicable que pour des systémes de bande passante faible par rapport a la fréquence
de Shannon.

— Correspondance par transformation des fréquences : la derniére solution est
de trouver une fontion f qui envoie les fréquences des séquences discrétes w, limitée a
[—0.5 0.5] en fréquence réduite, sur les fréquences continues, dans R. Il faut que f soit
une fonction inversible, dérivable, anti-symétrique autour de 0 (donc f(0) = 0) et telle
que f([—0.5 0.5]) = R C’est a ’aide d’une telle transformation, appelée transformation
en fréquence, que R. Rao et collaborateurs définissent une dilatation a temps discret
et des systémes invariants en échelle.

Transformation bilinéaire. Une transformation en fréquence particuliére est privilégiée :
la transformation bilinéaire. Elle répond aux propriétés demandées mais obéit en fait & une
autre contrainte : c’est la transformation qui associe l'intégration a temps continu a ’ap-
proximation par la méthode des trapézes. On en déduit les régles suivantes entre ’opérateur
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de Laplace p (qui représente la dérivation) et Popérateur B représenté par 27! :

21—z 1—p7/2
— = t e 27 11.299
p T 14271 ¢ ? 1+pr/2 ( )

Ces correspondances vont permettent de synthétiser des séquences H-ss au 5.3.2. Pour
les fréquences, on a la relation :

2 .
Q= f(w) = - tan(rwr), avec z =€ we€ [-0.50.5]. (I1.300)

Systémes invariants en échelle a temps discret. On peut utiliser ces transformations
de fréquence, en particulier la bilinéaire, pour définir les propriétés en échelle des séquences
aléatoires.

e Opérateur de dilatation a temps discret. Il est obtenu par passage au signal continu
équivalent, dilatation de celui-ci par Dy ) puis retour a une séquence échantillonnée. Le
passage est naturel dans le domaine des fréquences a I’aide de f et le schéma bloc de la figure
I1.17 est alors proposé comme dilatation & temps discret D¢ . k d’un facteur k quelconque Le
spectre du signal dilaté est obtenu par le changement de w en Ax(w) = f71(f(w)/k)). O
note R le passage discret-continu et R~! I'inverse.

—— P ——

X(w) X(Q) Do k—1-H 1
X:[n] — FFT f fréquence f IFFT — (PaxX)-[n]

(d)

Fig. [1.17: Schéma bloc de 'opérateur de dilatation noté D}’ & temps discret construit sur la
transformation bilinéaire [ZR9S].

e Processus auto-similaires de Rao. Ils sont définis comme des séquences invariantes par
dilatation : (’Dg,))\X )-[n] L X;[n]. Sous condition que I'on peut définir une densité spectrale
pour un tel processus, elle vérifie que 'y (w) = k2 +1T" x (Ax(w)). Le processus admet alors
une densité spectrale de puissance en I'x(w) o< |f(w)| 22! qui est caractéristique d’une
longue mémoire temporelle. La fonction de corrélation a les mémes propriétés (équation
d’invariance par dilatation a temps discret et comportement en loi de puissance).

e Systémes et opérateurs a temps discret. D’un point de vue plus général, n’importe quelle
opération W définie pour des processus a temps continu admet un équivalent & temps discret
par une transformation en fréquence, bilinéaire ou autre. Il suffit de remplacer le bloc central
de la figure I1.17 par l'effet de 'opérateur sur la représentation en fréquence du signal :
W = R-IWR.

Ensuite les systémes linéaires avec une propriété de covariance particuliére pour une
opération W@ sont définis comme dans le cas continu a I’aide de la propriete WG =
GOWW) T opération de passage discret-continu étant inversible, un tel systéme est en fait
obtenu comme G = R1GR ou G est défini & temps continu et a la covariance recherchée
par rapport & W (a temps continu). Rao construit ainsi des systémes linéaires a temps discret
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Noyau s(n,t) de la transformée bilinéaire pour n=50
0.5 T T T T T

T
+ forme exacte
—— approximation ph. stat.

s(n,t)
o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps t

Noyau p(t,n) de la transformée bilinéaire pour n=30
2 T T T

T
- forme exacte
—— approximation ph. stat.

p(t,n)
o

) I I I I I

temps t

Fig. 11.18: Comparaison des calculs exacts et approchés par les approximations de phase stationnaire
(I1.305) et (I1.306) pour les noyaux de passage temps discret - temps continu.

covariants en échelle : ils sont les images strictes par la transformation bilinéaire de nos filtres
covariants en échelle du 4.2.

e Formulation par des noyauz. Comme on connait les reconstructions des signaux a partir
des spectres tant & temps continu que a temps discret, Lee et Rao proposent d’expliciter la
reconstruction a temps continu, notée R, a ’aide de noyaux [LRO1] :

X0 = RXEDO= 3 e mln (w.301)
et plt,n) = % /_ :o exp {i(Q — f(Q)nr)} de, (11.302)
Xfn] = (ROX(8)[n] = / Zs(n,t)X(t)dt (1L.303)
ot s(n,t) = % /_ ;1:2 exp {i(wnT — F(w)t)} dw. (T1.304)

Les résultats qu’ils en déduisent sont essentiellement inclus dans notre étude des filtres
invariants en échelle & ’aide de la correspondance indiquée. En partculier ils retrouvent le fait
que les fonctions f s(n, t)t*dt avec a € C, équivalents a temps discret des chirps de Mellin,
sont les fonctions propres des systémes obtenus. La relation de filtrage (37 de [LR01|) obtenue
n’est autre que notre relation de filtrage (I11.165) pour les décompositions harmoniques sur
les fonctions de Mellin.
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Calcul du noyau de la transformation. Pour utiliser en pratique ce formalisme, nous
proposons une approximation des noyaux dans le cas de la transformation bilinéaire. Le calcul
numérique de s(n,t) et p(t,n) serait & chaque utilisation un peu long et délicat (intégration
numérique d’un terme oscillant) alors que le calcul par la méthode de la phase stationnaire
donne les approximations suivantes :

1 nl/? Q 7 _ n
p(t,n):\/2_7Tt3/2(n_t)1/4cos<Qot—2natan7+z>,S1t<net§20:2 ?—1.

(I1.305)

2 /4 n ™ . \/?

s(n,t) ~ o ni2(n = )1 cos (wot— 2t,/? —1- Z) , sit<netwy=2acos -
(IL.306)

Dans les deux cas le noyau est en fait un chirp, par exemple p(¢,n) a une fréquence
instantanée f,(t) = /(n/t —1)/m. Nous pouvons comparer en II.18 le résultat du calcul
numérique direct et de celui de la phase stationnaire (beaucoup plus rapide).

Tout opérateur admet alors une expression que 1’on peut calculer numériquement de
facon efficace a I’aide des ces formes approchées. L’opérateur de dilatation est par exemple :

(DX =Y D, m]X[m] = (kH / s(n, t)p(kt, m)dt) X[m].  (11.307)

m

5.2.3 Une transformation de Lamperti a8 temps discret ?

Approche 1 : échantillonnage. Malgré toutes les limitations qu’'imposent les problémes
de choix de la base et du pas d’échantillonnage, la possibilité de réinterpoler et le fait que les
erreurs que ’on commet sont connues permettent d’utiliser sans ambage cette solution dés
que 'on dispose de sufisamment de points pour se permettre de travailler avec un horizon
d’observation grand (de nombreuses périodes logarithmiques).

Approche 2 : discrétisation en (1 — B). Nous avons essayé de formuler directement
la transformation de Lamperti en discrétisant non le signal mais 'opérateur. L5 a une
représentation comme combinaison des opérateurs temps et fréquence comme :

La=Y %(T _InT)rFE, (T1.308)

k=0

Cette représentation est exacte et assure 1’équivalence du Lemme I1.1. Si on adopte la
correspondance avec les opérateurs sur les séquences discrétes telle que 1 — B représente
i2rF = d/dt, nous pouvons réorganiser les termes et obtenir un équivalent de Lz a temps
discret comme :

(LaYkDIm] =Y lulm; KIB*Y[m] o lH[m;k]:mHHemW (I1.309)

Le probléme est qu’on obtient en fait une mauvaise approximation a temps discret du
comportement a temps continu de Lz qui est celui d’un filtrage par une impulsion de Dirac
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filtre direct filtre inverse
0.25 0.5

amplitude
amplitude

temps de Y temps de X

Fig. [1.19: Filtres de Lamperti direct et inverse calculés par I’équivalence imposée entre 1 — B et
d/dt selon (I1.309). Ces deux filtres sont de mauvaises approximations de pics de Dirac
qui se décalent en temps comme ¢ — Int et e' — t.

ramenant les valeurs de Y du temps ¢ au temps In¢, ainsi que la figure I1.19 le montre. Ici
I’approximation de I'impulsion est bien trop large pour étre utilisable et cette discrétisation
échoue a préserver 1'équivalence (I1.65). Il n’est pas possible de ’amender convenablement
en changeant les pas d’échantillonnage entre Y et X. Nous donnons le résultat du filtre
(direct et inverse) sur les fonctions de Fourier et Mellin en figure I1.20; le résultat n’est pas
satisfaisant ni cette formulation a temps discret utilisable.

Approche 3 : par transformation bilinéaire. La faillite précédente est une motivation
pour utiliser le formalisme des transformations en fréquence pour construire un analogue de
Ly a temps discret pour les dilatations Dl(,i)/\ du schéma II.17. En remplagant dans ce méme
schéma 'opération centrale par Ly et en autorisant un pas d’échantillonnage a pour Y,[n]
et b pour la séquence transformée Xj[n|, on a :

0 00
Xaln] = (LaYslk])a[n] = Y 17 [ns K)Ys[k] on 1P[n k] = / u s(bn, u)p(Inu, ak) bdu.
k=0 0
(I1.310)
Comme s(n,t) et p(t, k) ont tous les deux une allure de chirp, le calcul exact de lg?] [n; k|
n’apparait pas possible, ni en fait celui d’'une approximation par méthode de la phase sta-
tionnaire (elle n’a pas d’expression analytique). Le calcul numérique a 1’aide de (I11.305) et
(I1.306) est lui-méme assez délicat (intégrale de fonctions infiniment oscillantes). Bien que
la démarche de R. Rao soit exacte pour toutes les transformations de séquences numériques,
nous sommes au final bloqués dans son utilisation par les problémes numériques. Des déve-
loppements restent nécessaires pour rendre ce formalisme utilisable en pratique. Un exemple
en va étre la synthése de signaux auto-similaires dans le paragraphe qui vient.
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Lampertisé a temps discret d’'une sinusoide Délampertisé a temps discret d’un chirp

4 1.5
1
2 !
0.5
f =
o 0 s 0
(2] (%]
-0.5
2 H
-1
-4 -1.5
0 100 200 300 -2 0 2
temps temps
Zoom pres de l'origine Zoom sur la fin
4
—— numérique 2 —— numérique ||
— — exact —— exact

signal
signal

temps temps

Fig. 11.20: Utilisation de la discrétisation de Lg selon (I1.309) sur une sinusoide (& gauche) et de
Ly~ ! sur un chirp (a droite). Bien que la forme est convenable & certains moments
(les zooms du bas), le fait que le filtre est une impulsion de Dirac trop large pour étre
une approximation numérique satisfaisante, améne des mélanges entre les oscillations qui
détruisent le résultat petit a petit.

5.3 Traitement numérique des signaux auto-similaires
5.3.1 Les méthodes habituelles de synthése auto-similaire

Les diverses méthodes de synthéses H-ss. De multiples maniéres de synthétiser des
séquences échantillonnées H-ss, en particulier les fBm, ont été proposées dans les études
de ces processus. Une revue et comparaison des méthodes les plus courantes pour les fBm
ont été entreprises dans [JHJ96] et [Coeu00] : représentation par moyenne mobile [MV68],
décomposition sur une base d’ondelettes [AS96|, méthode géométrique du point milieu ou
de similitude interne [Tri93, Mag96|, synthése par la fonction de corrélation (algorithme de
Choleski) ou a partir d’accroissements stationnaires : algorithme de Levinson ou de la matrice
circulante de Wood et Chan [WC94, DN97, PHJI01|, que nous utiliserons de préférence aux
autres puisque c’est celle qui réalise une bonne approximation (comparable a 1’exactitude de
la méthode de Choleski) tout en restant bien plus rapide.

D’autres synthéses s’appuient sur des modéles précis de processus H-ss. Nous parlerons
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plus loin des constructions sur la fonction de Weierstrass (car elle conduit en fait & de I'in-
variance en échelle discréte, voir IV.2.5) ; des systémes paramétriques ont été adaptés aussi
a la synthése de quasi H-ss : ARMA avec pdles espacés géométriquement, cellules RC' en
cascade pour les synthése spectrales de processus en « 1/f », systémes d’équations stochas-
tiques couplées, etc. On trouvera dans [Ber94a], [Wor96] ou [Mag96, Nor99] de nombreux
détails sur celles-ci et nous ne voulons pas étre exhaustifs.

Systémes définis par différence fractionnaire. Une autre voie de modélisation auto-
similaire & ’aide d’approches paramétriques de processus H-ss est issue des différences frac-
tionnaires. L’idée initiale est de savoir comment construire I’équivalent & temps discret des
modéles fondés sur la calcul différentiel fractionnaire [GM97|. Un modéle H-ss est en effet
celui de Barnes-Allan, équation (I1.251) :

Bapu(t) = ! ] /Ot(t — 5)H-12 W (s)ds, (I1.311)

I'(H+1/2
qui est en fait une solution de I’équation aux dérivées fractionnaires suivantes :

RUARIED S0 1
- . 1312
e rE+iz (IL.312)

Ce modéle est une approximation convenable d’un fBm ainsi qu’étudié dans [Mag96]| et,
bien qu’il ne soit pas a a.s., il partage le spectre de puissance (défini en temps-fréquence) du
fBm. Il admet de plus une écriture a temps discret comme un modéle d’état de dimension
infini [Mag96], ou alors se développe en un modéle MA d’ordre infini tel que :

1 dHPW()
T(H+1/2) dt#1/2

Xpa(t) = (I1.313)

La forme & temps discret passe par le remplacement de la dérivation en temps par 1—B et
on retrouve les FARIMA, Fractional auto-regressive integrated mean-adjusted, qui s’écrivent
de maniére générale pour un FARIMA (p,d, q) |GJ80, Hos81, Ber94a] :

(1 - B)*A,(B)X,[n] = B,(B)Z,[n)]. (I1.314)

ou A, et B, sont des polynomes d’ordre p et g, B 'opérateur de retard, Z,[n] la séquence
d’entrée et X [n] la séquence en sortie du FARIMA. Quand d = H +1/2 est fractionnaire, on
calcule le terme (1 —B)?, ou alors (1 —B)~¢ en le passant de I'autre co6té de équation pour
privilégier une écriture en MA d’ordre infini, a I’aide du développement binomial généralisé
|GJ80, Hos81] :

(1-B)¢=1+ ; F(féfr_(kdi 1)B’“. (I1.315)

Les FARIMA partagent de nombreuses propriétés des processus H-ss, étant & mémoire
longue comme eux et leurs réalisations ont des graphes chahutés. Bien que modéles commodes
de 'auto-similarité, celle-ci n’est obtenue que de maniére approchée puisque le filtre (I1.315)
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est rigoureusement stationnaire. La corrélation d’'un FARIMA(0,d,0) dont ’entrée est un
bruit blanc est : I'(1— d)T(k + d)
— +
(k) =

L(dT(k+1-d)
et a partir d’un instant donné cette corrélation se comporte asymptotiquement aux temps
k longs comme 7(k) ~ |k|?T'(1 — d)/T'(d). C’est-a-dire que la croissance de R(t,t + k) en
k*% d’un fBm d’indice H est par exemple obtenue et en ce sens un FARIMA est proche des
processus H-ss. Puisque nous avons vu que I’équivalence en 1 — B n’est pas convenable pour
L, nous allons étudier la forme prise par les FARIMA avec I’équivalence de la transformée
bilinéaire.

(I1.316)

5.3.2 Contributions aux synthéses des séquences H-ss

Nous détaillons trois méthodes différentes pour synthétiser des séquences auto-similaires
que nous avons spécifiquement étudiées car elles sont en relation avec la démarche théorique
d’analyse des H-ss proposée ici.

Synthese d’'un EC d’ordre 1 par son spectre multiplicatif

10 T T T T

signal (divisé par 10%)

-20 1 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

temps
1 T
—— valeur absolue
partie réelle
0.5+ partie imaginaire |1

spectre multiplicatif
o
|
|

]
o
[
T
L

1 I I I I I I I
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

échelle de Mellin

Fig. 11.21: Exemple de synthése d'un EC d’ordre 1 (en haut) a partir de son spectre multiplicatif
(en bas on montre Gp,q(H +1273) déduit de (I1.281)) qui est du type passe-bas pour le
modele étudié par Noret. La phase du spectre a été choisie i.i.d. dans [0;27[, H = 0.2 et
a = 1. L’échantillonnage résultant de la synthése est géométrique.

Synthése par filtre invariant en échelle. La théorie développée en 4.2 pour les filtres
invariants en échelle et prolongée en 4.5 pour les modéles paramétriques trouve une appli-
cation pratique a 1’aide de ’algorithme de transformée de Mellin discréte. En définissant un
filtre par une fonction de transfert g et surtout son équivalent spectral G(s) ou f,(8) qui
peuvent étre choisis dans I’ensemble des fonctions spectrales des filtres stationnaires usuels
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|[Jac89], la représentation harmonique multiplicative est directement donnée par le produit
de f,(5) avec la décomposition harmonique du bruit blanc multiplicatif.

Il'y a deux maniéres de controler cette derniére. Sa forme générale est f. (3) = a(B)e®)
ou les phases ¢(3) sont décorrélées, et amplitude a(/8) suit une loi choisie de variance o?.
L’autre fagon est de voir que son générateur stationnaire est un bruit blanc stationnaire
habituel et que f (8) = fw(B) si W est ce bruit de Wiener. Il n’y a donc qu’a tirer une
réalisation de bruit blanc avec la loi de probabilité voulue et d’en prendre la FF'T pour avoir
la discrétisation nécessaire f [8,]. La multiplication par fy[3,] et la TMD inverse générent

ensuite une séquence H-ss. Nous en montrons l'illustration pour le processus Xp,(t) en
figure 11.21.

Estimation de la fonction de probabilité & un temps
T

Estimation de la variance du bruit au cours du temps. T n Py
25 . . . ‘ ; . —— Gaussienne théorique
esfimée de la variance N [ histogramme estimé
___ théorie : en £ [ )

variance
o
probabilité (normalisée)

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 -0.2 0 0.2
temps amplitude du bruit

Fig. 11.22: Analyse de 'EC d’ordre 1 synthétisé par sa fonction de transfert multiplicative (comme
en figure I1.21). Nous estimons le bruit du modeéle aprés rééchantillonnage arithmétique
comme ey = X, [k]—ayX,[k—1];les estimations sont faites sur 1000 réalisations. A gauche
on montre ’estimation de la variance de ce bruit superposée au modéle (I1.318) ; a droite
c’est la fonction de probabilité & un temps du bruit représenté comme un histogramme
qui est comparée a la loi normale attendue. Nous n’avons pas représenté la corrélation du
bruit qui est bien trouvée trés courte (bruit quasi blanc). Cette étude valide la synthése
par filtre multiplicatif comme comparable & la discrétisation du modele par Noret [Nor99].

Systéme d’Euler-Cauchy a temps discret. Cette version de la synthése est une relecture
des travaux exposés dans [Nor99| et [NG99| : le modeéle paramétrique Xpg ,(t) de (I11.210) qui
est solution d’un systéme d’Euler-Cauchy d’ordre 1 peut étre discrétisé en faisant usage de
son expression sur un intervalle fini (I1.219). Le modéle & temps discret recherché doit étre
un AR(1) :

X, [k] = ap X, [k — 1] + ex. (I1.317)

Les coefficients viennent de (I11.219) avec axy = G(k7, (k — 1)7) et I'entrée est un bruit

Gaussien e, = [, (IZT_I)T G(kT,u)V (u)2 dont on calcule la moyenne et la corrélation. Rappelons
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que V' (u) est le bruit blanc multiplicatif, transformé de Lamperti du bruit de Wiener. Il vient :

ko o2 (kr)?H k— 1)\
= — : Eep, =0 ; Edepept= —2— (1 - —— . (IL.31
Qg <k‘—1) 3 (A 0 3 {ekek} 2(H+a) < % ) ( 3 8)

Cette forme est pour un échantillonnage linéaire et dans ce cas le coefficient a;, est rapi-
dement équivalent & 1 — (a — H)/k qui ne varie que trés lentement a grand temps. Finalement
c’est le bruit d’entrée Gaussien qui pilote ’essentiel du comportement auto-similaire puisque
sa variance a pour forme asymptotique quand k est grand : E{eyer} ~ o?7r2HE2H-1 Le
filtre appliqué (d’ordre 1) est toutefois non stationnaire. La figure 11.22 permet de compa-
rer la synthése de ’EC discrétisé en échantillonnage linéaire et la synthése par utilisation
de M~! sur le spectre multiplicatif. La structure du bruit e, ici estimée, est bien trouvée
conforme & ce qu’implique le modéle : bruit blanc gaussien de variance en k?2~1. Une étude
des propriétés du systéme a temps discret est mise en figure I1.23.

La fonction de corrélation de la séquence est donnée par le calcul comme :

ts
u2

min(t,s) H-a
Rx(t,s) = G(min(t, s), koT)E{ X, [ko]*} + / ( ) lo(u)*u*"~*du, (IL.319)

kot

et on s’affranchit de la condition initiale X, [ko| soit en la forcant & avoir la loi de distribution
d’équilibre du systéme (ici une loi normale de variance en #2 puisque 'entrée est supposée
Gaussienne), soit quand le systéme est stable (G (¢, ko7) — 0 si (¢ — ko7) — +00), en réa-
lisant qu’a temps long la condition initiale & ko7 est oubliée. Dans I'une ou I'autre situation,
on a alors Rx (M, As) = A" Rx(t, s) pour tout facteur de dilatation A (avec les restrictions
nécessaires pour 'effet des dilatations sur des séquences a temps discret) et la séquence du
modele de Noret discrétisé est auto-similaire.

Ainsi que 'on peut s’y attendre aprés I'étude sur I’échantillonnage, c’est sur une série
géométrique que ce modéle est généré efficacement. On trouvera dans [Nor99| des remarques
sur le cas spécifique de cet EC d’ordre 1. Au lieu de reformuler le modéle sous une forme
analogue & (I1.317) pour un échantillonnage géométrique [Nor99|, la simulation numérique
est possible en générant 'AR(1) & temps discret uniformément échantillonné Yj,,[n| avant
d'utiliser £y pour calculer X [n].

La discrétisation des systémes EC d’ordre N peut étre obtenue de la méme fagon en
trouvant le propagateur de ’équation différentielle qui permet de donner I’expression de la
solution sur un intervalle fini. La calcul est formellement possible et a une expression générale
de la forme (1 —B)YX,[n]+c¢;/n(1 = B)¥ X [k — 1] +--- = ;. Une meilleure approche
est fournie par le calcul symbolique des fonctions de transfert des filtres non stationnaires
développé dans [Gug92| et qui, appliqué a ce probléme [Nor99|, montre qu'un EC d’ordre N
dans la partie auto-régressive (a temps continue ou discret) peut étre représenté par N EC
d’ordre 1, de solutions Y;(¢) pour j =1,..., N, mis en paralléle et X () = >_, X;(¢).

Synthése des processus H-ss de Rao. La derniére méthode de simulation de processus
H-ss que nous avons regardée avec attention est de passer par I'approximation de 1'opéra-
teur de dérivation fractionnaire qui entre en compte dans un FARIMA par la méthode de
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discrétisation de R. Rao [ZR98|. La dérivation fractionnaire (d/dt)¢ correspond a I'opérateur
de Laplace p? qui a pour équivalent par la transformation bilinéaire et grace a (I1.300) :

_ind
p? < >(21_z_> 4 Z{Z 1 Lk —d—DU(I +d) }B’“. (11.320)
T 14271 r@r-dri+1rkE—-1+1)

La forme temporelle est une expression différente de (I1.315) pour un opérateur de diffé-
rence fractionnaire qui a ’avantage de rester calculable pour d entre —1 et 1 et de générer
alors des séquences aléatoires stationnaires. Nous utilisons plutot cet opérateur comme filtre
sur la partie d’entrée, en MA (puisque le calcul en temps est plus rapide qu’avec un opérateur
AR). Les séquences obtenues pour un FARIMA(0,d,1) avec cet opérateur ont une densité
spectrale en (f(w))™27~! pour d = H + 1/2 et sont auto-similaires au sens développé par R.
Rao et coauteurs, pour les dilatations D( ) . Elles sont en fait stationnaires (puisque données
par des filtres statlonnalres) et contralrement a ’EC d’ordre 1 discrétisé, c’est le filtre qui
pilote & tout temps ’auto-similarité de la séquence. Un exemple est montré en figure 11.24
et 'on montre que le processus est bien stationnaire (variance et fonction de corrélation ne

changent pas) alors que le processus est approximativement H-ss au sens ou les outils de
mesure par ondelettes lui attribuent ’exposant H mis dans le modéle.

5.3.3 Des exemples illustratifs d’analyse

Nous montrons les propriétés générales des processus auto-similaires sur les deux classes
de signaux H-ss synthétisés ici : ceux par utilisation de leur écriture sur la base de Mellin —
ici appliqué au systéme d’EC d’ordre 1 qui se discrétise aussi directement dans les travaux
de E. Noret; et ceux H-ss approchés qui émergent des constructions par les différences
stationnaires.

Les figures 11.23 et 11.24 en montrent les comportements différents. L’EC est exactement
H-ss dans le comportement de sa variance et de sa corrélation et le spectre de Mellin est un
outil valide pour étudier ses propriétés au-dela de la propriété H-ss. La figure 11.25 montre
sur un autre exemple synthétisé par TMD tel que son spectre multiplicatif est un filtre de
Butterworth d’ordre 8 et d’échelle de coupure £, = 300. A nouveau il est strictement H-ss
(et I’évolution de la variance le prouve), ici a corrélation courte en temps et les outils a
ondelette échouent & estimer le H.

Composé par addition avec signal ici d’'un EC d’ordre 1, un chirp de Mellin déterministe
dont £y = 500 et du bruit & —80 dB, nous illustrons par la figure suivante, 11.26, comment
I’analyse par transformation de Mellin permet de retrouver les différentes composantes du
signal auto-similaire. La robustesse de la TMD vis-a-vis de H permet ces opérations méme
si Pexposant d’auto-similarité n’est pas bien connu (et les outils d’estimation de celui-ci
posent encore des problémes). En revanche nous montrons & nouveau comment une erreur
sur l'origine des temps conduit & des erreurs importantes sur le calcul des densités spectrales.

6 Conclusion : les processus auto-similaires étudiés par Ly

Nous pouvons résumer ici les contributions que nous avons présentées dans cette partie.
Apreés des rappels généraux sur les processus aléatoires, en particulier stationnaires, nous
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avons montré comment la transformation de Lamperti forme une équivalence unitaire entre
les opérations de translation dans le temps et celles de dilatations et ainsi permet de mettre
en bijection les processus stationnaires et les processus auto-similaires.

Cette vision de I’étude des processus auto-similaires s’appuit sur la décomposition en
échelle de Mellin et nous avons retrouvé de nombreuses propriétés des processus H-ss par ce
biais, ainsi que proposé de nouveaux résultats. Nous insistons en particulier sur la théorie
spectrale adaptée aux processus H-ss et les représentations en sortie de filtre covariant en
échelle ou, pendant paramétrique, par les systémes d’Euler-Cauchy. En plus de proposer
des exemples, il nous semble essentiel de voir que cette approche n’est pas uniquement
théorique mais offre des possibilités pratiques (et numériques) pour I’étude des signaux auto-
similaires. Les méthodes de synthéses sont convenablement maitrisées et celles d’analyse
reposent principalement sur la mise en ceuvre de la transformation de Mellin discréte qui
demande de bien étudier les problémes d’échantillonnage non arithmétique.

En conclusion de cette partie, un prolongement possible du travail est intéressant a en-
visager. Nous n’avons pas étudié spécifiquement les possibilités d’estimation des paramétres
d’un modéle étant connue une réalisation d’un processus auto-similaire. Cette question serait
a étudier en déterminant précisément ce que ’on gagne & estimer un modéle auto-similaire
par rapport a estimer un modéle stationnaire classique pour une réalisation donnée, quand
on n’est ni sir de la stationnarité ni de I'auto-similarité. Ce développement offre peut-étre
une possibilité de construire un test statistique pour détecter une invariance en échelle. Un
autre développement serait d’élargir 'utilisation de 'approche de R. Rao pour les propriétés
en échelle & temps discret et de faire un usage plus extensif qu’il n’a été fait ici (ott nous nous
sommes arrétés a la construction des représentations) pour I’étude des processus et systémes
invariants en échelle.

Le prolongement naturel de ce chapitre, qui fait ’'objet de la partie suivante, est d’adapter
I’équivalence unitaire entre translations et dilatations que forme la transformation de Lam-
perti pour s’intéresser aux processus qui ne sont pas invariants en échelle, mais ont plutot
une auto-similarité incompléte ou brisée.
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Fig. 11.23: Exemple de réalisation du modeéle d’EC d’ordre 1 (en haut a gauche), pour H = 0.2. Nous
montrons, estimée sur 1000 réalisations, la variance du processus (en bas a gauche) et la
corrélation (oi a controle les décroissances en diagramme log-log) (en bas a droite) sur
lesquelles les comportements théoriques sont surimprimés en traits pointillés. En haut &
droite nous illustrons la non stationnarité importante du modéle : les coefficients d’une
décomposition en ondelettes ne sont pas stationnaires (ils croissent en fait tous en t¥) et
l’analyse par diagramme en échelle [AFTV00] conduirait & une mauvaise estimation de

H,ici H ~0.51 +=0.02.
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Processus auto-similaire au sens de Rao —- H=0.2 Diagramme en échelle (ondelette discréte) — H estimé ~ 0.22
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Fig. 11.24: Exemple de réalisation du modeéle H-ss de Rao (en haut & gauche), pour H = 0.2. Nous
montrons, estimée sur 1000 réalisations, la variance au cours du temps et la fonction de
corrélation a certains instants (en bas & gauche). La variance reste constante et les fonc-
tions de corrélations, superposées sur le graphe adjacent, sont identiques & tout instant :
le processus est stationnaire. Cependant il est approximativement H-ss par ses propriétés
de régularité locale en temps et ’analyse par une décomposition en ondelettes (en haut
a droite) conduit & estimer correctement l'exposant H de la séquence synthétisée, ici
H ~0.22 £ 0.05.
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“10° Synthése - Butterworth et H=0.2 Diagramme en échelle (ondelette discrete) —— H estimé ~ 0.70
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Fig. 11.25: Signal H-ss avec H = 0.2 synthétisé en prescrivant son spectre multiplicatif comme un
filtre de Butterworth d’ordre N = 8 et d’échelle de coupure . = 300 : G(H + i27f) =
1/(1 + |B/Bc|"), représenté en bas & gauche. Une réalisation est montrée en haut &
gauche. La variance du modeéle estimée sur 1000 réalisations (en bas au centre) obéit a
a croissance en t2f et la fonction de corrélation obtenue est représentée en bas & droite
comme Rx (t,t7)/t>H et ne dépend que de 7 comme attendu. L’estimation de H par une
décomposition en ondelettes discrétes donne H ~ (.70 & 0.04 non correct.
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Fig. 11.26: Signal formé par I’addition de la sortie d’'un EC d’ordre 1, du signal de spectre type But-
terworth de la figure I1.25, d’un chirp de Mellin H = 0.2 et By = 500 et de bruit blanc
Gaussien & -80 dB. A D’exception du bruit le processus est exactement H-ss (théorique-
ment et propriété obtenue aussi numériquement). Cependant la struture auto-similaire
complexe pertube l'estimation de I’exposant (en haut a droite) qui par décomposition
en ondelettes discrétes se voit attribué 1’estimation H ~ 0.36 &= 0.04. En bas on montre
comment le spectre de Mellin d’une réalisation, sans moyenne (en bas & gauche) rend
compte des propriétés du signal synthétisé, mais aussi que la connaissance de 'origine
est cruciale pour cette analyse (en bas a droite, TMD avec une erreur de 1% sur la
détermination de l'origine).
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Nous débordons dans ce chapitre de I’emploi classique de la transformation de Lamperti
pour s’intéresser a des probléemes ayant une propriété d’invariance d’échelle incompléte, voire
brisée.

La premiere partie esquisse les raisons de s’intéresser a ces situations et propose une lec-
ture large de travaux en relation avec cette étude : ils nous permettent en particulier de fonder
des méthodes d’analyse et de représentations non stationnaires, ou bien non auto-similaires.
Un guide des principes générauz de construction des représentations miztes (type temps-
fréquence ou temps-échelle) est ainsi proposé. La deuziéme section est lutilisation directe de
Ly pour les processus non invariants en échelle. Quatre points sont mis en avant : [’analyse
spectrale en échelle construite par harmonisabilité multiplicative (2.1); les représentations
non paramétriques mixtes temps - échelle de Mellin (2.2); une bréve excursion dans l’ana-
lyse des statistiques d’ordre supérieur (2.3) et enfin le calcul pratique des décompositions,
soit directement, soit par transformation de Hough (2.4).

La troisieme et derniére section du chapitre aborde des situations ot la transformation
de Lamperti Ly ne suffit pas et ou il faut proposer des généralisations de la transformation
ad hoc, adaptées a la brisure de l'invariance en échelle envisagée. Deux cas sont détaillés :
quand des effets de taille finie contraignent l'invariance (3.1) ow nous faisons ample usage
des approches de Dubrulle et co-auteurs [GD97, Dub00]; quand l’invariance d’échelle n’est
que locale (3.2) selon les approches de Benassi et al. [BCIJ97]. Nous exhibons les formes de
transformées de Lamperti qui sont utiles dans ces problémes.

1 Deépasser l'invariance d’échelle exacte

1.1 Les déviations a I'auto-similarité

La propriété d’invariance en échelle est une affirmation forte. En survolant dans l'intro-
duction les applications qu’elle trouve en physique ou dans des contextes plus mathématiques,
on remarque que 1’on s’accomoderait souvent de définitions moins rigides.

Des brisures de symétrie. Une constante en physique est de regarder le probléme de bri-
sure de symétries car, méme si les principes fondamentaux gouvernant un systéme autorisent
telle ou telle symétrie, elle est souvent rompue par des mécanismes d’instabilité ou de dégé-
nerescence de symétrie. L’invariance d’échelle n’échappe pas a cette régle et de nombreuses
déviations ont été étudiées (voir par exemple [DGS97]).
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Multiscaling ou multifractal. IL’auto-similarité implique directement des lois de puissance.
Expérimentalement les lois de puissance ne sont généralement que des approximations, méme
si de temps & autre on trouve des comportements qui y obéissent sur une grande gamme
d’échelle de maniére presque surprenante [VanOl].

En turbulence, ces limites sont vite atteintes : aux grandes échelles la géométrie extérieure
au flot devient essentielle et & petite échelle la dissipation visqueuse achéve tout comporte-
ment auto-similaire. Nous dirons en quelques mots dans la partie V comment on peut élargir
les modeéles de description statistique pour permettre, dans un contexte d’analyse en fonction
de Iéchelle, de modéliser des lois qui ne sont pas des puissances [Cas97, Cha01].

Des brisures partielles de I'auto-similarité. D’autres maniéres de dévier de I’auto-simila-
rité existent et en général il s’agit d’introduire une échelle privilégiée. Des lors I'auto-similarité
stricte qui refuse qu'une échelle soit plus significative qu’une autre ne peut tenir. La brisure
est partielle si une certaine forme de symétrie est retenue : le signal est toujours invariant
sous un groupe de transformation plus restreint ou modifié [Han65]. Par exemple si une
grande ou une petite échelle s’impose, 'invariance par les dilatations doit étre reformulées
et incorporer des effets de taille finie (voir le 3.1). Une autre situation est de proposer
un rapport d’échelles préféré pour I'invariance sous dilatation; ce sera ’objet de la partie
IV. Enfin 'auto-similarité est une contrainte globale sur tout le signal et nous verrons une
maniére de la relacher partiellement en la transformant en une contrainte locale (voir le 3.2).

1.2 Transformation de Lamperti au-dela de l'invariance d’échelle

Le chapitre précédent était centré autour de cette propriété forte d’invariance en échelle
et de la propriété conjointe de stationnarité que la transformation de Lamperti lui associe. La
partie qui s’ouvre est I'extension directe de ce passage possible entre le monde stationnaire
et un monde auto-similaire.

Le passage est bien plus large que le théoréme initial de J. Lamperti semble indiquer
car, a la lumiére du lemme II.1 ou de I’équation d’équivalence unitaire (I1.84) qu’il décrit,
nous sommes a méme de ramener toutes les propriétés et les particularités d’un processus
vis-a-vis des dilatations, aux propriétés qui font appel aux translations temporelles. Au-dela
méme, toutes les constructions élaborées pour rendre compte de situations non stationnaires
trouvent une construction correspondante qui permet de qualifier des non-stationnarités par
rapport aux changements d’échelle que sont les dilatations.

La nouvelle lecture que nous proposons du résultat est alors de rechercher certaines
variations que permettent cette équivalence pour des processus et des situations physiques
ou 'invariance en échelle stricte n’est plus de mise.

Le schéma de réflexion que nous proposions dans le chapitre I en (II.6) comme cadre
d’analyse des processus auto-similaire trouve ici une généralisation assez évidente, figure
ITI.1. Nous adoptons la méme démarche double que permet 1’utilisation de la correspondance
de Lamperti : utiliser des outils (non) stationnaires conjointement avec une délampertisa-
tion du signal pour étudier les (non) invariances en échelle; ou directement reformuler des
méthodes connues en les transposant dans le monde qui entoure les systémes auto-similaires
et décrit les invariances en échelle brisées ou incomplétes.
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Analyse au-dela de

X (t) non H-ss (SX) = (LySLy 'X)

A

P'invariance en échelle

ﬁ_(g (TX) = (LaTLy 'X)
Lu! ﬁLH—l WcH Ly
Y(t)= (Ly ' X)(¢ -
( )stati(onnaire)( ) g (TY)

/

Non stationnaire Y (¢)

Méthode non-stationnaire (SY)

Fig. I11.1: Généralisation du cadre de réflexion avec Ly pour les études des systémes non invariants.

La fin de cette partie 1 est consacrée a une revue de différentes méthodes existantes pour
construire des outils adaptés aux situations non stationnaires usuelles, ou & des invariances
affaiblies par rapport a la stationnarité. La partie 2 sera une exploration plus détaillée de
I’application aux représentations en échelle harmonisables, ou bien mixtes de type temps-
échelle de Mellin. Nous montrerons aussi comment il est possible de passer de ces réflexions
théoriques & une implémentation pratique des outils obtenus.

La partie 3 s’éloignera de ce formalisme en s’intéressant a des cas ot le groupe de symétrie
et méme 'opérateur de changement d’échelle est directement modifié pour décrire une sy-
métrie différente de 1’auto-similarité usuelle. La méthodologie sera généralisée en proposant
une modification de Ly adaptée a ces nouveaux groupes de symétrie.

1.3 Une notion de stationnarité en un sens générique

Alors que dans toute la partie II nous avons restreint notre étude aux propriétés de
processus qui sont invariants par les translations temporelles ou invariants par les dilatations,
il existe une approche générale qui permet de travailler sous ’hypothése d’invariance d’un
processus aléatoire par des transformations de n’importe quelle nature. La langage utilisé
est celui des groupes et des représentations de ces groupes sur ’espace des signaux étudiés.
En cela il est trés proche du langage de la mécanique quantique.

La monographie de Hannan [Han65| est un des premiers traités qui rassemble les pre-
miéres idées quant a 'utilisation des la notion de stationnarité sous un ensemble quelconque
de transformations pour 1’étude de signaux aléatoires. Pour I’auto-similarité, on se reportera
a la remarque de Vervatt [Ver87] qui propose explicitement de regrouper sous une méme
terme, nous citons, « Self-similar processes and other processes invariant under group trans-
formations. »

Nous ne ferons ici que des rappels généraux et un bref éclairage sur certains résultats
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découlant de la représentation des groupes en indiquant leur utilité & I’é¢tude du monde
stationnaire (ou non). Le livre de Vilenkin [Vil69] ou tout autre ouvrage de mathématique
sur la théorie des groupes et de leurs représentations détaillent amplement les résultats
mathématiques en ce domaine.

1.3.1 Fonder les invariances sur la notion de groupe

Rappels sur les groupes et leurs représentations. Un groupe (G, x) est un couple consti-
tué d’un ensemble G muni d’une loi de composition * et ayant les propriétés suivantes : il
existe un élément neutre by ; tout élément admet un inverse b=! tel que b*b~! = by ; la loi est
associative. Si de plus la loi est commutative (on a b’ xb = bxb' pour tout couple (b, ') € G?),
le groupe est dit abélien ou commutatif.

Des exemples triviaux de groupes sont (R,+), (R, x) ou encore le groupe cyclique
(Z/nZ,+) qui sont des groupes topologiques. Nous devinons aprés avoir rencontré des opé-
rateurs particuliers au fil du chapitre II que les groupes formés par les opérateurs (qui
représentent les transformations sur un espace de Hilbert précisé) vont étre ceux qui nous
importent le plus.

C’est en fait la notion de représentation d’un groupe topologique qui est au centre de
leur utilisation en physique. Soit ’espace de Hilbert § dans lequel les signaux prennent leur
valeur. Une fonction V(b) continue! sur G ayant pour valeur des opérateurs linéaires continus
et non dégénérés sur §) est appelée représentation continue du groupe (G, ) si il vérifie
la propriété suivante :

V(by,by) € G2, V(by % by) = V(by) o V(by), (I11.1)

ou o indique explicitement la loi de composition sur $) des deux opérateurs linéaires. Elle
ne sera pas toujours notée mais parfois supposée implicitement. Il est & noter alors que
I’ensemble des {V(b),b € G} est lui aussi un groupe une fois muni de la loi o. Parmi les
premiéres propriétés immédiates, la fonction de représentation doit faire correspondre les
éléments neutres des groupes : V(by) = I, identité sur §. Les inverses sont aussi mis en
correspondance. La représentation de groupe est une forme particuliére de morphisme entre
groupes, ici entre (G, *) et ({V(b),b € G},0).

On dit que la représentation est unitaire si les opérateurs V(b) sont unitaires dans
£, donc que pour tout couple d’éléments (z,y) de lespace de Hilbert $), on doit avoir
< V(b)z|V(b)y >=< z|y > . L’unitarité est demandée pour représenter des transformations
qui sont supposées étre des isométries de 1’espace.

Au nombre des groupes de transformations qui nous occupent, nous pouvons nous sou-
venir que les translations, celles en temps ainsi que celles en fréquence, et les dilatations
constituent des groupes continus et sont évidemment des représentations de groupe. On a
en effet trivialement S,,S;, = &;,4,, et les translations représentent le groupe des réels; la
modulation par un chirp Hg en est une autre. Comme Dy, Dg r, = Dy r,a,, les dilatations
sont une représentation du groupe multiplicatif (R}, x). Ces transformations sont toutes
unitaires en choisissant le bon espace de Hilbert (qui est L*(R}, t~2#~!dt) pour Dy et Hz).

! Nous nous restreindrons aux représentations continues.
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Stationnarité sous un groupe de transformation. Ainsi que nous 'avons fait pour les
dilatations en introduisant 1’auto-similarité, Hannan propose dans [Han65] d’étudier de ma-
niére générale la stationnarité d'un processus sous ’action d’un groupe de transformation

{V(b),b € G},0).

Définition I11.1: Un processus {X (t),t € R} (avec X(t) € ) est itnvariant sous ’action
groupe ({V(b),b € G},0) si :

(VteR) (VbeG) (V(b)X) ()L X(t). (I11.2)

Cette définition admet bien stir un équivalent affaibli au second ordre seulement.

Différents résultats peuvent alors étre glanés dans la littérature sur les groupes, leurs
représentations, ou les opérateurs unitaires, qui seraient d’utilité pour le traitement du signal.
Nous ne ferons pas d’étude exhaustive de la question — nous ne saurions en fait faire mieux
que [Han65| pour les problémes classiques comme I’analyse de Fourier généralisée, I’existence
de densités spectrales (redécouverte dans [Coh98|), les problémes de filtrage, aliasing, etc.
Pour des développements plus récents nous renvoyons par exemple a [Twa99|.

Cependant nous allons détailler juste ci-dessous puis en 1.5 certains résultats que nous
utilisons : d’abord les particularités des opérateurs unitaires et hermitiens pour la physique,
ensuite comment les méthodes d’analyse non stationnaires de représentation d’un signal sous
deux variables sont étendues par des approches issues, ou liées, a la théorie des groupes et
nous en donnerons le principe.

1.3.2 Opérateurs et grandeurs physiques

Propriétés des représentations unitaires. Un intérét fondamental des opérateurs uni-
taires est qu’ils sont associés & un opérateur hermitien qui trouve une interprétation phy-
sique précise. Soit V(b) une représentation continue unitaire sur §). Il existe un opérateur
hermitien associé A, appelé générateur infinitésimal des transformations V(b) (avec b € G),
tel que (en notant I pour l'opérateur identité)

V(b) = Z M = ei2mbA et A= i lim % (I11.3)

— n! 127 b0+

On dénomme analyse de Fourier généralisée F 4 sur le groupe dans I’espace de Hilbert £, la
décomposition spectrale sur les vecteurs propres de A. Ils sont a I’évidence aussi les vecteurs
propres de V(b). Nous les notons e,, de telle sorte que Ae, = ae, et alors a € R puisque
A est hermitien. Ces vecteurs e, sont dans le cas déja étudié des translations simplement
la base de Fourier e,. Les valeurs propres des e, pour les transformations unitaires sont
elles de module unité. La décomposition suivante d’un signal z € §) est ’analyse de Fourier
généralisée cherchée :

x = /fz(a)gada et (Faz)(a) = frla) =< g,z >= /Q(u)x(u)du. (I1.4)
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Les opérateurs hermitiens comme observables. [’analogie avec la mécanique quantique
suggere de considérer les quantités physiques pertinentes (ou observables) sont associées a
des opérateurs hermitiens. La propriété mathématique qui assure que les valeurs propres
d’'un A restent réelles facilite cette assimilation et I'interprétation.

Dans le contexte de traitement du signal, nous avons déja rencontré cette démarche qui
nous a fait introduire les opérateurs de temps, de fréquence et d’échelles, respectivement
les observables dérivant des translations temporelles, fréquentielles et des dilatations. La
correspondance est en fait générale. L’analyse de signal stationnaire peut se construire en
grande partie a ’aide des opérateurs en temps et fréquence et des représentations induites.

Il est alors de coutume de regarder les valeurs globales (ou moyennes), pour un signal
donné, de la quantité A, que nous pouvons aussi noter a pour faire référence au résultat
d’une mesure. Elle est donnée par < a >=< A >,=< z|A z >. Le paralléle étroit avec
le langage de la mécanique quantique permet ensuite de donner des interprétations plus
fines des résultats obtenus avec les opérateurs. Nous en donnons la trame en 1.5.2. Une
autre approche, surtout constructive et moins interprétative, est fondée sur les équivalences
unitaires entre opérateurs, voir 1.5.3.

1.3.3 Brisures de symétrie ou invariance sous un groupe restreint ?

Comme toute négation de propriété, I'inexistence d’une certaine symétrie comme l’inva-
riance en échelle n’est pas suffisante pour décrire le systéme. La liste serait trop longue des
propriétés que ne vérifie pas un signal donné!

La lecture des invariances en traitement du signal comme étant celles sous 'effet d’un
groupe quelconque de transformations nous incite a étudier certaines brisures d’invariances
comme des symétries sous l’action de nouvelles transformations. Un exemple est le passage
a l'invariance sous le groupe discret des dilatations de facteur d’échelle A" pour n € Z :
c’est ce qu’on appelle 'invariance en échelle discréte [Sor98al. Nous renvoyons le lecteur au
chapitre IV pour nos contributions a ce sujet. Un autre exemple est proposé en II1.3.1 ot on
suppose I'auto-similarité brisée par U'existence de limites (cut-offs) hautes et/ou basses, pour
étre remplacée en fait par une invariance sous une nouvelle forme de dilatations incorporant
ces limites.

Cependant I’é¢tude d’un signal ne se préte pas toujours a revenir dans le giron d’un
groupe de symétrie identifié. ’ensemble des méthodes que nous allons étudier en 2 adoptent
le point de vue général que les études temps-fréquence supposent vis-a-vis des situations non
stationnaires en temps : la déviation a l'auto-similarité sera inconnue et c’est elle que 1’on
cherche & mettre en évidence et décrire, ensuite a qualifier.

1.4 Stationnariser un processus

L’idée que nous développons dans ce rapport est qu’il est bénéfique de trouver comment
transformer un processus ayant une propriété d’invariance quelconque (et nous regardons
surtout les cas H-ss ou d’invariance en échelle brisée) pour lui associer une image stationnaire,
ou au minimum ayant une symétrie classique, que I’on sait analyser par des méthodes usuelles
de traitement du signal.
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Cette méthodologie a été utilisée difféeremment pour des situations spécifiques et nous en
commentons certaines qui nous apparaissent importantes.

1.4.1 Réduction stationnaire par déformation temporelle

Un questionnement général est de savoir quelle condition doit vérifier un processus sto-
chastique pour qu’il admette une image stationnaire obtenue par déformation en temps.
L’étude a été initiée par Sampson et Guttorp [SG92|, puis développée par Meiring et Per-
rin [Mei95, Per97, PS99, PM99, PS00]. Partant d'un processus {X(t),t € R?} défini en
dimension d, on cherche a modéliser le processus par :

X(t) =Y (®(t)) avec Rx(t,s)=Ty(®(t)— d(s)), (IT1.5)

ot {Y(t),t € R?} un processus stationnaire et ®(-) une déformation bijective de R¢ dans
R¢. Les cas de la déformation temporelle (d = 1) [PS99] et de déformation spatiale (d = 2)
[PS00] ont été les objets principaux des études.

Des résultats sur l'existence et 'unicité d’une telle réduction ont été obtenus [Mei95,
Per97, PS99, PS00], sous hypothéses de continuité et différentiabilité de ® et Ry. Des mé-
thodes statistiques d’identification [PM99| du processus réduit ont alors été proposées puis
étudiées en en démontrant des propriétés de convergence. Elles fonctionnent dans certaines
situations.

Notons qu’on trouve mention explicitement? dans [Per97] de la transformation passant
d’un fBm & son générateur stationnaire (que nous apelions gOU) par le changement d’horloge
de t en Int. Cependant le cadre est alors un peu différent car on change d’espace de définition
naturelle du processus (passant de R & R} comme support) et d’espace de Hilbert. De
plus il ne nécessite pas les hypothéses de dérivabilité pour étre établi puisque, nous I’avons
vu, cette transformation de Lamperti émerge d’un cadre général d’analyse des groupes de
déplacements en leurs relations avec des groupes de transformations.

1.4.2 Les changements d’'horloge : approche par les groupes

Le principe de stationnarisation. L’appellation « changement d’horloge » fut introduite
par Berthon [Ber94b|. L’idée est qu’étant donnés des groupes de transformation, on peut
parfois construire des groupes dits de déformation (terme de [Per97]), de changement d’hor-
loge (pour [Ber94b]) ou de modulation [HTT02] (que nous introduirons ci-dessous en 1.5.4)
qui simplifient 'effet des transformations de départ.

Le schéma examiné est proche de ’équation (I11.5) mais s’exprime plutot en langage de
théorie des groupes. Le processus { X (t),t € R} est remplacé par son image par un opérateur
changement d’horloge V(b) (fonction d’un certain b a préciser) :

Y () = (V(b)X) (1). (IIL.6)

En soi cette forme n’est pas trés intéressante. Elle va le devenir quand on demande a V(b)
d’étre une représentation de groupes et qu’on sait interpréter ’élément du groupe représenté

2 Le résultat est présenté sans référence a celui de Lamperti [Lam62].
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b; ce fut 'objet des rappels du 1.3.2. Elle I’est encore plus quand ce groupe a des propriétés
specifiques vis-a-vis de certaines transformations : translations, dilatations, rotations (si a
deux dimensions au moins), etc. Ceci sera l'objet de notre présentation du 1.5.

En lien avec ce que nous savons de la transformation de Lamperti (qui est justement la
maniére de modifier un processus pour passer des translations en temps aux dilatations) et a
I’aide des idées de stationnarisation qui en découlent, ’objectif principal devient & ramener
effet d’une certaine transformation sur X (¢) & une transformation plus simple sur Y (¢). On
tentera en général de ramener 'effet a une translation ce qui opére la stationnarisation si la
variable touchée est assimilable & un temps (et donc le résultat est équivalent a (IIL.5)).

Les apports de la théorie des groupes. Le fait de formuler le probléme par la théorie
des groupes permet de traiter de la méme maniére deux problémes que 1’on aurait pu voir
comme séparés : celui de la réduction stationnaire d’un processus ayant une invariance sous
un groupe de symétrie particulier et celui de la représentation d’un signal ou processus en
fonction de deux (ou plusieurs) grandeurs physiques. Cette question trouve sa réponse dans
les études sur les représentations conjointes (comme celles temps-fréquence ou échelle) a
deux parameétres, en particulier dans les développements de R. Baraniuk |[Bar98|, L. Cohen
|Coh95]| puis F. Hlawatsch [HTT02|, et fera I'objet du paragraphe 1.5.

Dans les deux problémes on se pose la question de savoir quelle combinaison d’observables
ou de transformations (qui définissent éventuellement une invariance ou symétrie spécifique)
admet une structure de groupe utilisable. Les réponses s’appuient sur les travaux d’analyse
des groupes. Pour les transformations qui portent sur les signaux a variable unidimension-
nelle, la réponse est connue (nous renvoyons a nouveau aux principes discutés dans 1.5).

1.4.3 Le cas des champs a deux dimensions.

Les extensions de ’étude de stationnarisation & deux dimensions ont été initiées dans
la theése de I. Donescu [Don97|. Elle étudie, dans un formalisme un peu différent du notre
(mais toujours fondé sur les groupes de transformations), I'invariance d’images définies sur
un plan (ou une partie).

Ainsi que le mentionnaient Lovejoy et Schertzer [SL87| pour les nuages, les transforma-
tions du plan (et donc les symétries) que 1’on peut étudier sont alors plus nombreuses qu’a
1D : translations dans l’espace (selon un axe ou plusieurs), rotations, homothéties, dilata-
tions, projections ou des combinaisons comme les similitudes planes.

I. Donescu donne des éléments pour construire les opérations de stationnarisation d’un
champ a 2D ayant une symétrie donnée en montrant que les transformations pour lesquelles
il y a invariance doivent nécessairement étre isomorphes & R? muni de I’addition. On y trouve
aussi des résultats sur la caractérisation de la covariance des champs (qui se simplifie a 1’aide
des symétries) et une étude des méthodes de synthése et d’analyse de champs 2D que 1'on
construit a partir de ’étude des symétries sous certains groupes.

Nous n’avons pas travaillé sur les analyses de signaux définis & deux dimensions. Ce-
pendant, les travaux décrits dans [Don97| et [Per97| montrent que 1’étude de 'invariance
en échelle exacte ou sous des formes brisées, en combinaison éventuellement avec d’autres
symétries, peut s’aborder avec le méme point de vue que nous défendons ici : trouver un
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transformé du champ stationnaire pour fonder une analyse du signal sous une autre symétrie
a partir des méthodes usuelles, puis ouvrir aux symétries brisées en utilisant les méthodes
d’analyse non stationnaire (sous-entendu non stationnaire en temps, ou en espace).

Spécifiquement, les dilatations dans le plan ont leur transformation de Lamperti a 2D
directement construite comme associant (In p,#) au point de coordonnée polaire (p, #). Son
usage demande cependant d’autres études car In p € R, peut étre négatif et I’image inverse
déborde alors du plan usuel. Cette forme est adaptées a une invariance par rotation autour
de ’origine mais pas a la combinaison des dilatations avec d’autres transformations du plan.
L’idée défendue dans [BG86| est tout de méme d’utiliser cette forme de lampertisation a
2D et les décompositions de Mellin radiales qui en découlent comme outil de ’analyse des
images.

1.5 Formalisme des opérateurs en traitement du signal non
stationnaire

Ce paragraphe ne contient pas vraiment de nouveautés mais offre une présentation géné-
rale des possibilités de construire des représentations non paramétriques pour des problémes
non stationnaires. Nous partons des premiéres formulations des analyses temps-fréquence
pour aboutir aux tout derniers résultats sur la construction des décompositions a deux pa-
rameétres quelconques, en les reliant aux propositions exposées dans la thése.

Le propos devient de plus en plus formel au fil des paragraphes 1.5.1 a 1.5.4; nous n’uti-
liserons que peu les derniéres formalisations pour construire au 2 les représentations temps-
échelle de Mellin. Cependant la démarche générale dont nous présentons I’aboutisssement en
1.5.4 permet de les introduire, de maniére assez abstraite peut-étre alors que 1'utilisation de
la transformation de Lamperti le permet avec une approche plus intuitive.

1.5.1 Introduction a l'univers non-stationnaire

Décompositions a deux paramétres. Alors que les premiers efforts en traitement du
signal ont porté sur ’analyse fine des signaux stationnaires, le monde est rarement aussi
sage que les hypotheses le voudraient, et dans beaucoup d’applications, que ’on s’intéresse
au comportement de systémes physiques réels, de modéles plus éloignés ou méme aux signaux
purement artificels, on s’attend & déborder de I'hypothése de stationnarité.

Bien que séduisante, la description sur la base de Fourier (ou harmonique) est alors in-
suffisante comme lillustre la figure I11.2. Une premiére solution pour sortir du cadre du
monde stationnaire est fournie par les approches temps-fréquence. Plusieurs ouvrages géné-
raux existent sur I’analyse temps-fréquence avec un accent mis sur les signaux non station-
naires. Nous renvoyons par exemple a [Fla99, Coh95, CHT98, Boa02| pour des présentations
modernes.

Ces méthodes proposent des représentations non paramétriques du contenu d’un signal,
en fonction du temps u et de la fréquence f, dans un premier temps par une décomposition
notée 7, (u, f), dite atomique, telle que :

() = / / a1ty £) by () dud f. (I1L.7)
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chirp ou sinusoide transformée de Fourier
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Fig. 111.2: Alors que pour une sinusoide (en - -) la transformée de Fourier est un description suffi-

sante, pour un chirp (en —) elle ne délivre pas toute ’évolution non stationnaire du signal.

Un choix possible pour construire les atomes de localisation est de s’appuyer sur des
symétries que ’on souhaite privilégier dans la lecture des informations du signal. On peut
en effet prendre comme atome de base n’'importe quelle fonction engendrée par 'application
de transformations spécifiques du plan a deux paramétres (et ces transformations définissent
leur notion propre de stationnarité et sont en général des représentations de groupes dont
on peut interpréter ’élément du groupe représenté comme une observable). L’enjeu est ici
de préciser la relation précédente et les possibilités d’inversion pour savoir comment calculer
la décomposition 7, (u, f) & partir d’'un signal z(t) expérimental.

Le signal décomposé en fonction du temps et d’une fréquence obéit a ce principe général.
Une solution est de partir du groupe a deux paramétres (R?, +), représenté conjointement
par les translations en temps et en fréquence et elle conduit & des atomes de la forme :

bus(t) = bo(t — u)e ™/t (I11.8)

La décomposition en (u, f) sur ces atomes est la transformée de Fourier a court terme?.
Nous montrons un exemple de son utilité pour représenter de maniére intuitive les évolutions
non stationnaires d’un signal en figure I11.3. Notons que les représentations usuelles des
signaux stationnaires peuvent étre vues comme venant de groupes a un seul paramétre :
bu(t) = d(t — u) qui est la base de représentation en temps est obtenue par les transtations

S_, et I'analyse de Fourier sur b,s(t) = e;(t) vient des décalages en fréquence. Les groupes
a deux paramétres sont ’extension naturelle des décompositions stationnaires.

En fréquence ou en échelle? Les transformations choisies conduisent 4 des décomposi-
tions a un temps et & une fréquence. Cependant il existe d’autres groupes & deux paramétres
et infiniment plus encore de représentations unitaires de ces groupes.

3 Remarquons qu’en général la relation (IT1.7) n’est pas valide et que la transformée de Fourier & court
terme est définie par la relation inverse, ici r;(u, f) =< byyslz > .
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chirp et sinusoide transformée de Fourier
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Fig. I11.3: Etude d'un signal non stationnaire composé d'un chirp (fréquence instantanée quadra-

tique) superposé & une fréquence pure de faible amplitude qui s’interrompt au milieu.
Nous montrons la transformée de Fourier ainsi que la fréquence instantanée qui ne sont
pas des descriptions suffisantes pour suivre intuitivement les diverses fréquences du si-
gnal. En bas a gauche, la fréquence instantanée donnée par (I1.25) est tracée avec celles
théoriques des deux composantes du signal : sinusoide (fréquence constante) et chirp dont
la fréquence évolue en temps (ici en parabole). Une représentation temps fréquence, en
bas a droite, permet de représenter puis mesurer 1’évolution dans le temps du contenu
fréquentiel du signal (ici un spectrogramme réalloué - voir [CM98| par exemple).

Une autre solution souvent retenue fait la part belle a la notion d’échelle. Le groupe
représenté est alors le groupe affine* et les transformations sont des dilatations associées &
des translations dans le temps. Ces motifs forment une base du type :

buvoa(t) = % by (t ; “) . (IIL.9)

Ce choix de I’échelle a est en fait associé a des fréquences f telles que a = vy/f ou
vy est la fréquence centrale du motif initial by. Il n’y a pas équivalence cependant avec la
représentation directe en (u, f) précédente : cela se refléte dans les localisations (pavage du
plan temps-fréquence) bien différentes. La popularité de cette approche vient de ce que, ainsi
définis, les motifs de base ne sont plus trés éloignés des ondelettes (voir [Mey90| ou [Abr97]).

4 Le groupe affine est le groupe non abélien (R} x R,-) tel que (a,b) - (a',b') = (aa’,ad’ + b).
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Il ne manque plus que quelques propriétés (admissibilité, régularité, nombre de moments
nuls) pour obtenir toute la souplesse d’analyse qu’octroie la transformation en ondelettes.
Renforcée par la possibilité de construire des représentations exactes non redondantes des
signaux (transformée en ondelette discréte) et des algorithmes efficaces (algorithme pyrami-
dal), la majorité des études portant sur des comportements en échelle ont été menées avec
cet outil.

La notion d’échelle qui émerge ici n’est pas celle que nous avons rencontrée jusqu’a
présent. Cette échelle est explicitement covariante et non invariante vis-a-vis des dilatations.
Comme ce formalisme et 1’échelle de Mellin semblaient naturels & nos études sur les propriétés
d’invariance en échelle, nous continuerons les extensions aux auto-similarités brisées avec
I’échelle de Mellin.

Linéaire ou bilinéaire? Les décompositions dont nous venons de parler sont linéaires par
rapport au signal. Les contraintes posées & la représentation sont alors tres fortes, méme si
par exemple dans le cas du temps-échelle, les analyses en ondelettes se révélent des outils
puissants. Il est intéressant de regarder directement la construction de représentations bili-
néaires qui sont des généralisations non-stationnaires des densités de puissance. C’est alors
que les densités de Wigner-Ville, de la classe de Cohen, etc, entrent en jeu. Les livres cités
ci-dessus sont principalement focalisés sur les représentations bilinéaires. On pourra consul-
ter aussi [MH97| centré sur la distribution de Wigner-Ville qui est un élément central dans
ces études.

Nous allons dans la suite (au 2.2.2) montrer comment I’application de la transformation
de Lamperti conduit & des classes bilinéaires particuliéres. Avant cela, penchons-nous sur les
trois méthodes unificatrices pour la construction de ces représentations.

1.5.2 Meéthode de la fonction caractéristique

Premier auteur a avoir introduit une classe générale de représentations de type énergie
en temps et fréquence [Coh66|, L. Cohen a depuis continué a développer sa méthode issue de
la mécanique quantique. Un exposé général peut étre consulté dans [Coh95]. Nous en livrons
les éléments majeurs.

Un langage quantique. Le point de départ est 'interprétation des quantités observables
comme opérateurs hermitiens. La lecture probabiliste du langage quantique sert de guide
pour associer au signal z une densité de la grandeur a (ou en A) — il faut songer par exemple
a ce que a peut étre la fréquence pour laquelle la densité spectrale est une quantité classique.
On établit en effet pour n’importe quelle fonction ¢ le calcul suivant pour spécifier le contenu
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en g(a) d’un signal :
< gl0) >=<tlg(A)ix > = <alg(A)| [ Llae,da> (11L10)

— <4 / 9(a) fula)e,da > (ITL.11)

- / / 0@ Fa(@) fola) < eyle, > dada’  (ITL12)

- [ 9@l e (IIL13)

Nous pouvons alors dire que g(A) (ou g(a)) a pour contenu global I'intégration des valeurs
possibles g(a) avec la densité de contenu en a du signal |f,(a)|?> = p.(a). Elle est identique
a ce qu’'une description en signal aléatoire donnerait :

E{g(a)} = / 9(a)ps(a)da, (I11.14)

ou pz(a)da est la mesure de probabilité du processus x pour la quantité a.

La fonction caractéristique de Cohen. Poursuivant le lien avec la description probabi-
liste, I'introduction de la fonction caractéristique de ’opérateur

M (6) =< €20 >, = / ¢y, (a)da = (F~'p,)(6), (IIL15)

permet de revenir & cette densité en a a I'aide de la mesure des différents moments < a”™ >,
du signal. Ces moments se calculent avec (II1.13). Nous retrouvons ici les liens bien connus
entre fonction caractéristique et moments puisque le développement de ¢ en série de Taylor

donne
M4 (0) = /Z (i ”'9) a"p(a)da =" < W,) <a® >, (I11.16)
£l !

n n
n=0

que I'on peut inverser pour trouver la relation

1 0"My.(0)
(12m)n oo

<a" >;= (IIL.17)

=0

Par la suite, puisque la densité p,(x) est la transformée de Fourier de la fonction carac-
téristique, elle est déterminée complétement par les moments.

pz(a) = / My, (0)e 2m0dp = / e 20y :% <a" >, db. (I11.18)
n=0 :

Nous pouvons noter aussi que, puisque A hermitien engendre un opérateur de déplace-
ment unitaire 2794 = V(g), sa fonction caractéristique est alors la moyenne pour le signal
x de V(g) :

< V(g) >p=< 24 > = M4 ,.(g). (I11.19)
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Ainsi une observable donnée pourrait étre examinée directement par 'effet de A mais
aussi par son comportement moyen sous ’action de la classe d’isométries associées, V(g).
Dans le cas du comportement temporel, cela s’énonce comme le fait que le spectre fréquentiel
est caractéristique du comportement du signal sous les translations dans le temps. Ce serait
d’ailleurs une méthode juste en son concept (bien que souvent inefficace) de chercher des
périodicités.

Quantités instantanées. Une premiére conséquence qui se raccroche a ’analyse des si-
gnaux usuels est la possibilité de construire un contenu a,(t) local au point ¢, instantané, de
la grandeur décrite par 1'observable A dans le signal z. Il est proposé de choisir la définition
suivante

Ax(t)
z(t)

Le symbole Re désigne la partie réelle. L’interprétation tient convenablement si tant est
que l'on peut définir des grandeurs locales. En effet cette définition repose en fait sur deux
observables : A et le temps qui intervient explicitement dans x(t), projection du signal sur
les impulsions de Dirac d;(u), voir (IL.5). La quantité instantanée définie livre, dans le cas
particulier de ’étude en fréquence des signaux, la forme (I1.25). Nous avons déja commenté
I'impossibilité de définir sans ambiguité une grandeur, la fréquence, qui ne peut en fait étre
instantanée...

a;(t) = Re

(I11.20)

L’inégalité de Gabor-Heisenberg (I1.23) interdit une localisation conjointe parfaite en
temps et fréquence. Ce défaut est plus général puisque fondamentalement issu de la non-
commutativité des observables temps et fréquence. Nous avons la méme inégalité entres
toutes quantités qui ne peuvent étre échangées par commutation. Ici c’est le temps et 'autre
grandeur A qui imposent une borne inférieure & AtAa si ces opérateurs ne commutent pas.

La décomposition en échelle. L’emploi du formalisme des opérateurs a la notion d’échelle
conduit a I’étude des dilatations, de I'opérateur d’échelle C et la décomposition en échelle
associée n’est autre qu’une transformation de Mellin [Coh93]. L. Cohen étudie ensuite une
représentation de Mellin & court terme en introduisant une fenétre dans la définition, formant
alors une transposition directe, voire brutale, de la transformée de Fourier & court terme &
I’analyse de Mellin.

LS (B,t0) = /OOO f)h(t - to)t‘H‘iz’”ﬂ%. (I11.21)

Distribution jointe en deux observables. L’outil fonction caractéristique est surtout en-
richissant quand on s’intéresse a ’écriture d’un signal en fonction de deux grandeurs. Faisant
un pas au-dela des constructions par application de groupes a des motifs de base, L. Co-
hen montre que les densités quadratiques peuvent étre introduites comme associées a une
fonction caractéristique a deux variables :

M, (a, B) = ¢(a, B) < e2reAtiniB - (111.22)
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ou ¢(a, f) est la fonction qui définit le choix de la régle de correspondance, puis en prenant
la double transformée de Fourier inverse pour calculer la densité.

ps(a,b) = // M, (a, B)e 2mea—2m8qnd3 (IT1.23)
— // ¢(O,/, ﬁ)meﬂwaA—HQwﬂBx(t)e—iQﬂaa—iQﬂ'bﬂdadﬁ_ (11124)

Ces distributions ont comme contrainte premiére le respect des marginales, c’est-a-dire
que :

/ po(a,b)da = |(Fez) (D)2 et / pa(a, b)db = |(F4z)(a)[2 (I11.25)

Toute la difficulté, mais aussi la souplesse qui autorise plusieurs distributions, vient de ce
que A et B ne commutant pas a priori, il y a plusieurs calculs possibles pour choisir au départ
I’exponentiation qui définit la fonction caractéristique. Cette liberté est mise dans le noyau
de lissage ¢(«, 3). Comme remarqué par Baraniuk dans [Bar95] et [Bar96a|, ce noyau devrait
avoir la dépendance générale ¢(a, 3;a,b) si on veut étre certain de retrouver les propriétés
de covariance que les autres constructions de représentations jointes imposent. Sinon, dans le
cas ou A+ B n’engendre pas un groupe de transformations unitaires, les covariances voulues
ne sont pas toujours obtenues [Bar96a|. C’est la différence entre I'approche qui assure les
marginales (celle de Cohen |[Coh95]) et I'approche assurant les covariances (parfois au prix
des marginales) [Bar98|.

1.5.3 Principe d’équivalence unitaire

R. Baraniuk et D. Jones développent une autre lecture de la représentation d’une quantité
par un opérateur en traitement du signal, par exemple dans [BJ93| et [BC95]. Elle part de
la notion d’équivalence unitaires d’opérateurs, disons A et B, définie comme ’existence d’un

opérateur unitaire I tel que :
A=U""'BU. (I11.26)

Cette lecture met en avant les opérateurs unitaires et I'analyse de Fourier généralisée
associée a chaque opérateur. Nos rappels sur les représentations de groupe et les propriétés
des opérateurs suffisent a convaincre que partir de 'unitarité des transformations ou partir
des observables hermitiennes comme Cohen, doit permettre les mémes constructions. Les
auteurs de ces deux approches ont ainsi prouvé dans [CB94]| et [BC95| cette équivalence.

Les opérateurs de temps et de fréquence : le paradigme originel. L’équivalence uni-
taire montre que la majorité des décompositions a deux parameétres souhaitées sont des
généralisations des travaux (menés avec plus de désordre mais qui donnérent les solutions
efficaces) sur les représentations temps-fréquence. La situation de base est en effet de partir
d’une grandeur A que I'on veut privilégier. Si on trouve une relation d’équivalence avec un
certain U unitaire entre A et 'opérateur temps 7T, alors toute la batterie des analyses temps-
fréquence est ouverte a I’analyse non stationnaire en 4. On introduit la variable conjuguée
B de A comme la transformée unitaire de F et les analyses conjointes en ¢ et v deviennent
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des analyses conjoints en a et b. On dit alors que A et B sont des opérateurs conjugués ou

duauz et ona: A=U""TU et B=U"TFU. Un tableau résume cela.

Grandeur | Transformation | Observable | Analyse | Base d’analyse | Fonctions
unitaire hermitienne | associée de Fourier covariante
temps (S, f €R} T I 0¢(u) e, (u)
fréquence | {S,,7 € R} F F e, (u) 0y (u)
«a» {V(b),be G} A | ea(u) ep(u)
«b» {W(a),a € G'} B Fp ep(u) eq(u)

Ainsi que nous l'avons dit au 11.3.3.2, les termes covariants et invariants renvoient au
comportement de la représentations sous les transformations V(b) ot le groupe G représenté
prend le sens physique des valeurs possibles pour la grandeur B.

Nous avons en fait déja vu l'utilisation de ce principe dans un cas précis, celui des
dilatations. Nous renvoyons le lecteur au I11.3.3.2 qui y trouvera le méme tableau que ci-dessus,
spécifié pour le probléme de I’échelle. La grandeur physique conjuguée y est le logarithme
du temps et 'opérateur d’équivalence unitaire est la transformation de Lamperti.

Le post-traitement : une souplesse générale de la méthode. Presque identique jusqu’ici
a ’approche par la fonction caractéristique, les travaux de Baraniuk et Jones trouvent un
rententissement plus fort quand ils montrent que cette théorie permettant de regarder le
signal en fonction de variables conjuguées A et B, peut de maniére générale revenir a des
variables habituelles (disons le temps et la fréquence) en utilisant, aprés avoir calculé la
représentation en fonction de a et b, deux transformations qui changent (a, b) en (¢, f) [BJ95].

Les nouvelles opérations, qui n’imposent plus que le commutateur de A et B reste pro-
portionnel & I'identité, trouvent une expression récente générale dans la notion de warping,
ou déformation de 1’axe des temps sous des opérateurs de déplacement [Bar98|.

1.5.4 L’analyse covariante par les opérateurs de déplacement

Reprise 1a ou elle avait été amenée, 'idée des warpings a été explorée et specifiée ma-
thématiquement par Hlawatsch et coll. dans une série d’articles [HB95|, [HT96|, |[HTB96],
[HB96|, [HT97|, [THI8|. Le récent exposé |[HTT02| pose de maniére formelle la construction
de représentations conjointes a partir des opérateurs de déplacement.

Résultats généraux sur les déformation et les modulations. La théorie repose sur les
représentations unitaires de groupe et sur deux types de représentations particuliéres.
e Les opérateurs de modulation sont définis comme :

(Npz)(t) = e2mvnmve(m®) g (1), (I11.27)
ou H est un ensemble muni d’une structure de groupe isomorphe a (R, +) par ¢y, G est un
ensemble muni d’une structure de groupe isomorphe a (R, +) par g, et m(t) est une fonction
de modulation de J C R sur G, i.e. inversible. Cette définition généralise les modulations en
fréquence et, pour ce qui nous intéresse, les modulations par un chirp de Mellin.
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e Les opérateurs de déformation (warpings) en temps sont définis sur un intervalle J C R

| (W) (t) = /lwg(D)] 2 (wy(?)) , (ITL.28)

oll wy(t) est une fonction de dérivée continue, inversible, qui envoie J dans J, et tel que
g — wy(t) est une représentation continue du groupe des ({g € G}, *). Nous reconnaissons
ici tant les translations que les dilatations ou la transformation de Lamperti® comme warping
possibles.

Les opérateurs de déformation en temps permettent de transformer les propriétés de
covariance. En effet, si W, est I'opérateur étudié, le théoréme suivant [TH98| explicite sa
relation avec une fonction de modulation qui permet une représentation covariante du signal.

Théoréme 111.1: Soient J € R et (G, *) un groupe isomorphe 4 (R,+) avec 1g comme iso-
morphisme. Si m(t) est une fonction de modulation de J (c’est-a-dire inversible) et surjective
sur G (donc m(J) = G), alors wy(t) définie pourt C J comme

wy(t) = m~(m(t) x g7t = m 7 (m(t) — va(g)), ted, geaq, (IT1.29)

ou m(t) = Ya(m(t)), est inversible et est une représentation continue du groupe G, en fait
un warping.

Inversement, soient un groupe (G, ) isomorphe a (R, +) avec g comme isomorphisme
et une représentation de groupe wy(t) définie pour t € J. Alors si f(g) = wy-1(ty) (pour to
arbitraire dans J) est inversible avec f(G) =S C J comme ensemble d’arrivée, alors

w,)=F(f W) xg ) =m (mt)xg '), tel, geaq, (111.30)

ou m(t) = f~Y(t). La fonction de modulation m : S — G est unique & une translation du
groupe G pres et wy(J) = J.

Pour ce qui nous intéresse, l'interprétation en est que si on cherche & « changer 1’horloge »
(selon le terme de [Ber94b| qui le premier montre le résultat sur des cas particuliers) d’un
processus en vue de ramener ses propriétés a des propriétés de covariance pour un groupe
isomorphe différent, alors la déformation W, regardée induit une fonction de modulation
m(t) telle que le warping apparait comme une translation m(¢) x g~! sur la variable trans-
formée m(t). La translation est patente sur la représentation temporelle m(t) = 1g(m(t))
plutot que celle sur le groupe G puisqu’on a :

m(wy(t)) = m(t) — Ya(g)- (111.31)

Ainsi tous les opérateurs (et la classe est large) qui sont des déformations au sens précé-
dent admettent une représentation covariante et, par extension, une représentation covariante
pour n’importe quelle autre transformation qu’une translation.

Les exemples basiques d’application du théoréme incluent le cas trivial des translations
en temps ot la modulation est simplement m(¢) = ¢ & une translation de 'origine prés, et
le cas des dilatations ou la fonction de modulation est nécessairement m(t) = Int a une
translation prés (donc Int/t, en est la généralisation). Ce deuxiéme exemple conduit ainsi &
la transformation de Lamperti de maniére unique.

5 Les dilatations ainsi que la transformation de Lamperti entrent exactement dans ce cadre pour H = —1/2
et il faut généraliser I’espace de représentation & L2(R}, ¢t~ 2H~1dt) pour les considérer comme des warping.
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L'analyse covariante générale. Alors que le langage quantique donne une approche gé-
nérale de la construction de représentations jointes avec marginales imposées, le théoréme
précédent permet de construire les représentations jointes avec propriétés de covariance im-
posées.

En effet, une fois obtenue la fonction de modulation associée par le théoréme III.1 & une
déformation W, donnée, I'opérateur de modulation N}, est fixé & une phase prés (Corollaire
7.4 de [HTTO02]) et représente un groupe H isomorphe au groupe topologique (R, +). Deux
classes générales existent alors pour construire les représentations générales a deux para-
métres. En s’appuyant sans les citer sur les théorémes 7.7, 7.10 et 7.18 de [HTTO02], il n’y
a que deux cas généraux a regarder pour décrire deux observables conjoitement, dépendant
du groupe a deux paramétres qu’elles engendrent :

— le groupe est isomorphe & (R?,+) et conduit & un équivalent de la classe de Cohen

pour des opérateurs duaux A et B;
— le groupe est isomorphe au groupe affine et conduit & 1’équivalent de la classe affine
pour A et B.

Alors que la premiére classe fondée sur des opérateurs duaux (N, et W, unitairement
équivalents & Sy, () et Sy (g) Tespectivement) est celle directement construite par les premiers
résultats sur ’équivalence unitaire, la deuxiéme classe affine repose sur une équivalence
unitaire avec Sy (g) €t Dhexpye(g)- L'équivalence proposée par Ly est du premier type car
elle trace 1’équivalence entre un warping, ici la dilatation, et la translation dans le temps.
Nous envisagerons en 2.2.4 la classe affine associée a Lp.

Construire les représentations a deux paramétres. L’opérateur déplacement associé a
ces groupes, et donc aux grandeurs physiques décrites par ces transformations, est donné
comme D, gy = NyW, et (selon 7.13 et 7.15 de [HTTO02]) les représentations covariantes
pour ces opérateurs sont en toute généralité :

Décomposition linéaire : (LX)(h,g) =< D f|X > (I11.32)
Représentation quadratique :  Qx(h,9) =E < X|D(h,g)KD(h7g)_1|X >, (II1.33)

ou f est une fonction arbitraire de paramétrisation et K est un opérateur linéaire qui forme
une fonction de noyau K (h, g), analogue a la fonction caractéristique de ’approche de Cohen.
La solution générale est ainsi connue et construite finalement sur les deux classes générales,
celle affine et celle de Cohen.

L’opérateur d’équivalence unitaire est alors (Uzx)(t) = /|m'(t)| = (m(t)); c’est la trans-
formation de Lamperti (pour H = —1/2) si le warping est une dilatation... Rien de neuf pour
nous, si ce n’est finalement les contraintes qui existent en fait sur les représentations que
peut induire cette transformation. Elles vérifieront naturellement les propriétés de covariance
vis-a-vis des dilatations et des modulations par un chirp de Mellin.

L’introduction ensuite de fonctions de déplacement permettant de revenir a des variables
temps et fréquence (ou finalement toute autre variable ayant un interprétation physique
acceptable) de la théorie de [HTTO02| correspond a I’étape de post-traitement des approches
de [BJ95].
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Le point de rupture. La limite de la construction, et ¢’est & ce point que « I’art » intervient
selon Baraniuk [Bar95|, est le moment ou les opérateurs de déplacements « physiques »
(ceux associés aux deux grandeurs observables que 'on privilégie) ne peuvent pas former la
représentation d’un groupe a deux éléments.

Partant de W, et V,, il faut construire un déplacement fonction des deux variables h
et g que nous avons noté D, g) de maniere générale. Alors que pour des opérateurs duaux
(liés par les relations warping-modulation) forment facilement un groupe, en combinant des
opérateurs qui ne commutent pas sous la forme D, 4 = WV, on n’obtient pas de groupe.

Les théories générales tombent alors et il faut choisir une représentation ad hoc (sans
unicité) des déplacements en vérifiant a la main que les propriétés voulues sur les marginales
sont obtenues finalement. Les méthodes (équivalentes) basées sur les covariances n’assurent
plus que les marginales sont correctes.

La méthode de la fonction caractéristique n’assure pas dans ces conditions la construction
de la classe générale des représentations & deux parameétres. Le résultat de Sayeed [Say97|
prouve en effet que pour cela, il est nécessaire que les opérateurs regardés soit duaux (uni-
tairement équivalents & S et S avec le méme U). La méthode de la fonction caractéristique
doit étre autrement étendue en utilisant un noyau de lissage en ¢(«, 3; a, b). Elles ne peuvent
étre alors caractérisées qu’en trouvant toutes les régles de correspondance possibles entre
opérateurs et fonction caractéristique, tache que 1’on ne sait pas mener systématiquement.

1.5.5 Que retenir des approches théoriques non stationnaires ?

La présentation générale que nous venons de faire se voulait étre un point du vue glo-
bal sur la maniére de construire en toute généralité les représentations a deux paramétres.
Pourquoi cet exposé ? D’abord pour comprendre comment les représentations induites par Ly
entrent dans le moule de ces théories. Nous avons ainsi vu que les trois approches (formalisme
quantique, équivalences unitaires et opérateurs de déformation) englobent les dilatations et
Ly, soit pour construire une observable « échelle » particuliére, soit comme opérateur uni-
taire d’équivalence, soit associé a la modulation Hg et au warping Dy ». Ensuite parce que
I’extension par Ly des outils non stationnaires aux situations d’invariance en échelle incom-
pléte demande de regarder avec précision les représentations mixtes, du type temps-échelle
de Mellin.

Nous savons maintenant comment elles se construisent sous une approche théorique mais
les redétaillerons en soi avec un regard plus concret. Enfin, comme les théories générales des
représentations non paramétriques non stationnaires sont réunies sous un chapeau mathéma-
tique de théorie des groupes, nous comprendrons avec elles mieux comment nous proposons
des généralisations de la transformation de Lamperti a des situations o il faut examiner des
dilatations autres que Dy ). Ce sera 'objet de la partie 3.

Cependant la théorie ne permet pas toujours de saisir la pratique de construction des
représentations mixtes. Nous allons donc parler du cas qui nous motive & partir des échelles
de Mellin et pour cela une familiarité avec la situation de départ (’analyse temps-fréquence
non stationnaire) est indispensable. Nous avons déja cité une sélection d’ouvrages en faisant
une présentation générale. Les bibliographies abondantes qui s’y trouvent nous dispensera
de systématiquement citer les articles originaux ou telle ou telle propriété fut établie quand
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nous utiliserons ces travaux dans le paragraphe 2.

Notons que parfois, pour un résultat précis et moins couramment connu, une référence
explicite est faite. Ces livres ne sont pas tous équivalents et portent des points d’attaque du
probléme propres. Par exemple [Coh95]| est plus orienté vers le formalisme des opérateurs
en traitement du signal et comment les fonctions caractéristiques permettent de construire
les représentations en temps et fréquence. L’ouvrage [MH97| centré sur la distribution de
Wigner-Ville serait un complément utile au paragraphe qui suit, qui présente les bases de
I’analyse temps-fréquence plus concréte.

1.5.6 L’élément de base : le spectre de Wigner et la classe de Cohen

Le spectre de Wigner pour I'analyse non-stationnaire. Le spectre de Wigner qui trouve
une place centrale dans la construction des distributions quadratiques temps-fréquence est
donné comme la transformée de Fourier de la fonction de corrélation autour d’un temps ¢,
avec la variable de retard convenablement symétrisée. On part de Ry (t + 7/2,t — 7/2) =
EY (t+7/2)Y(t — 7/2) et on définit la transformée de Wigner Wy (¢, f) comme :

Wy (t, f) = / +oo Ry(t+71/2,t —1/2)e 2" "dr. (111.34)

—oQ

L’étude générale de la distribution de Wigner pour des processus non stationnaires
conduit a l’existence de nombreuses propriétés pour celle-ci et nous renvoyons a [Fla99|
ou [MH97| pour une approche compléte du sujet. Un exemple est montré en figure 111.4
qui nous incite, pour les applications, a utiliser plutdt les distributions régularisées aux in-
terférences réduites (ou inexistantes). Plusieurs propriétés sont particuliérement agréables &
I'interprétation de Wy (¢, f). Nous citons celle sur la marginale en temps et le moment local
d’ordre un de la distribution. Ces propriétés sont valables quel que soit signal.

+00Wy(t, fdf = Ry(t,t) (I11.35)
Jos Fwy(t, fdf 1 d(argY (1)) _
WA e At = [y (1), (I11.36)

ou la derniére ligne est la fréquence instantanée, défini en (I1.25) si Y (¢) est un signal ana-
lytique selon (11.24).

La classe de Cohen. La classe de Cohen peut étre construite par les théories générales
que nous avons données pour les représentations & deux variables, ici temps et fréquence,
ou encore par un raisonnement déductif o 'on recherche la forme générale quadratique
covariante sous l’action des translations temporelles et fréquentielles [Fla01]. Le résultat est
a chaque fois ce qui est appelé la classe de Cohen. Sa paramétrisation naturelle dépend d’un
noyau de lissage I1(u, ) a deux variables tel qu’un élément de la classe de Cohen s’écrit :

Cx(t,f) = //H(u —t,v— f)Wx(u,v)dudv. (IT1.37)
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Spectre de Wigner-Ville ; chirp seul Spectre de Wigner-Ville ; chirp et sinusoide
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Fig. I11.4: Distribution de Wigner-Ville du méme chirp que pour la figure II1.3 & gauche, et de
Paddition de ce chirp et de la sinusoide (interrompue au centre) a droite. On note combien
les oscillations que causent les interférences internes au signal compliquent la lecture
pratique de la distribution temps-fréquence. En particulier la composante de fréquence
constante (figure de droite) est cachée dans les oscillations.

Le spectre de Wigner est donc essentiel car c’est un élement central de cette classe. Nous
rappellons aussi que nous avons la toutes les représentations quadratiques analogues & des
puissances, qui sont bien sir construites sur Ry(t,s) et ne testent donc que les propriétés
statistiques d’ordre deux.

Les extensions. Bien que nous venons de donner les méthodes générales d’extension des
représentations non-stationnaires a d’autres variables que le temps et la fréquence, nous ne
nous dispensons pas de citer quelques travaux notables qui ont proposé des représentations
débordant de la classe de Cohen. Il faut remarquer qu’elles ne furent pas établies sur les
arguments exposés dessus, qui sont des visions unificatrices récentes.

On peut mentionner [RF92| qui généralise les covariances des ondelettes, construites
sur la classe affine, a une classe quadratique tandis que [BB84, BB88| s’appuient sur des
principes de tomographie avant de se fonder sur des représentations de groupes particuliers
dans [BB92]. Ces recherches ont généré respectivement la classe affine ou la représentation de
Bertrand et ses extensions, elle-méme plus tard étendue par la classe hyperbolique introduite
dans [PHBB92|.

Nous écrirons certains détails sur la classe générale mixte construite sur la transformation
de Lamperti, en ayant a ’esprit que beaucoup de propriétés sont des conséquences d’une des
théories générales de constrution de représentations a deux paramétres. Nous nous attache-
rons & en donner des interprétations et des applications concrétes pour les processus ayant
des propriétés en échelle non stationnaires (voir le I11.2.4).
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2 Geénéraliser des outils aux instationnarités en échelles par Ly

Il est possible de construire de plusieurs facons les représentations adaptées aux processus
dont on cherche a qualifier les déviations par rapport a I'auto-similarité. Dans le cadre de ce
travail, nous explorons les potentialités de la correspondance définie par la transformation de
Lamperti et la transposition des méthodes pour les non-stationnarités en temps aux études
des invariances brisées en échelle.

On introduit ainsi, dans 'ordre du plan, les nouveaux éléments suivants : le concept
d’harmonisabilité multiplicative au 2.1 (décomposition & deux échelles), les représentations
mixtes temps - échelle de Mellin au 2.2 (qui pourraient autrement étre ’application des études
exposées au 1.5), des extensions aux statistiques d’ordre supérieur (2.3) et des considérations
sur les calculs numériques (2.4).

2.1 Harmonisabilité multiplicative

Nous proposons ici I'adaptation des concepts d’harmonisabilité de Loéve |Loé62| (voir
aussi [BLF53]), que la transformation de Lamperti autorise sur le monde (non) auto-similaire.

Harmonisabilité de Loéve. Alors que nous avons rappelé que la représentation de Cramér
de la forme

Y (t) = / 2T (1), (I11.38)

existe toujours pour les processus stationnaires, la question d’une telle écriture pour les pro-
cessus non stationnaires (et en particulier les processus H-ss ou déviant de I’auto-similarité
stricte) a été jusqu’ici écartée.

L’étude classique du probléme a été proposée par Loéve [Loé62| sous le nom d’harmonisa-
bilité. Elle prouve qu'une catégorie assez large de fonctions aléatoires s’écrivent avec une
représentation de Crameér, si et seulement si elles satisfont la condition suivante :

// ‘E{dY(Vl)df/(VQ)}‘ < +00. (I11.39)

On montre que les processus vérifiant (II1.39) admettent tous une écriture (II1.38) en
interprétant l'intégrale comme une intégration en moyenne quadratique. La grande diffé-
rence avec le cas stationnaire est que ’hypothése d’harmonisabilité introduit une mesure (ou
densité) spectrale & deux fréquences

2@y (11, 15) = E { df/(yl)df/(yz)} (LIL.40)

oul les incréments spectraux dY () ne sont pas décorrélés entre eux. La mesure spectrale
caractérise des interactions entre les contenus fréquentiels du signal et en fait I’évolution non
stationnaire du processus. En effet, cette mesure est directement donnée gréice a la fonction
de corrélation du processus puisqu’on établit :

RY(ta 8) = // ei27rtu1—i27rsvzd2@y(yl’ V?) = // €i27r(tul—su2)¢y(yl’ Z/Q)dl/ldl/g. (11141)
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La deuxiéme écriture est valable sous condition de continuité par rapport a dv. Il faut
remarquer que la condition d’harmonisabilité n’impose pas bien str la stationnarité mais
est cependant un début de comportement stationnaire du procesus : sa densité spectrale
doit étre a variation bornée, ce qui est une condition qui porte sur ’ensemble du processus
en temps. En revanche (II1.39) n’impose rien sur 1’évolution de la moyenne et des autres
statistiques de la fonction aléatoire qui peuvent sans limitation fluctuer au cours du temps.
Inversement, la fonctions spectrale est calculée a partir de la covariance selon :

by (1, 3) = / / Pt B () )dyds. (IT1.42)

Harmonisablité multiplicative. Introduisons maintenant la notion correspondante apreés
transformation de Lamperti, donc sur la base de Mellin.

Définition I11.2: Un processus stochastique {X (t),t > 0} sera dit admettre une représentation
harmonique multiplicative s’il se décompose sur la base de Mellin de la maniére suivante :

X(@t) = /0 h tHT2mB 4 X (B). (I11.43)

Nous continuons a utiliser le soulignement ... pour noter les propriétés multiplicatives.
Cette représentation est directement la transformée de Lamperti de la représentation har-
monique usuelle, au sens de Loéve, de Y = Lz 'X. Les égalités suivantes s’établissent
directement :

d(LuY) () = d¥ (8) (ITL44)

La condition d’existence de 1’écriture harmonisable multiplicative et ses relations a la
corrélation du processus découlent en fait de ’application de L. La condition nécessaire
et suffisante pour que cette représentation existe est ainsi qu’il existe une densité spectrale

E {d&(ﬂl)dX(ﬁz)} = d2® (81, B2) absolument sommable :

/ |2y (B1, B2)| < +o0. (I11.45)

La fonction de corrélation (non stationnaire) du processus est alors la double transformée
de Mellin de la densité spectrale. Nous notons aussi d?®y (81, 82) = QX(Bl,ﬁg)d,Bld,Bz en
introduisant la densité spectrale ¢ de la mesure @ .

Rx(t,s) = / / HrimbLgH=2m52 429 (B, By) (T11.46)
= // tH+z'27rﬂ1 8H_i2m82?x(51’ /32)(151(152, (11147)
b (B, 2) = / / e L (2 s)%% (I11.48)

Nous avons briévement introduit cette représentation pour les processus auto-similaires.
Les incréments spectraux d X (/) ne sont pas corrélés et la densité spectrale est alors localisée
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aux échelles 3; = (s, voir (I1.125). L’interprétation en est que les composantes associées a
des échelles différentes (en fait des chirps d’un taux de modulation donné) sont en quelque
sorte indépendantes : les échelles (de Mellin) des processus auto-similaires ne se mélangent
pas au fil du temps.

filtres en échelle . . 5
processus stationnaires en échelle
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Fig. [11.5: Synthése d'un processus qui n’est pas auto-similaire mais a des propriétés qui évoluent

continuement en échelle au cours du temps (voir le texte). La batterie de filtres utilisés
et des exemples de leur comportement auto-similaire sont donnés au-dessus. En faisant
glisser le comportement du filtre multiplicatif instationnaire depuis les filtres passe-bas
jusqu’aux passe-haut (en f), nous synthétisons un processus dont le contenu en échelle
est de plus en plus riche. Il n’est pas auto-similaire mais sa déviation au H-ss n’est pas
une variation de I’exposant en temps, mais de son spectre instantané de Mellin.

Des difficultés pour l'interprétation. Soit un processus quelconque qui n’a pas de station-
narité le long des échelles, les incréments peuvent étre corrélés, et donc la densité spectrale
[ (B1, B2) est répartie dans tout le plan, ailleurs que sur la diagonale. Les contributions hors
de la diagonale sont une caractéristique d’interactions non-stationnaires entre échelles dans
le signal.

Nous construisons en figure II11.5 un processus qui n’est pas auto-similaire exactement
mais voit ses propriétés en échelle changer au cours du temps. Partant de la famille de
signaux définis par des filtres multiplicatifs représentés en haut a gauche de cette figure, on
montre a droite les processus qui y correspondent (synthétisés par les méthodes discutées au
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I1.5.3). L’exemple choisi est généré a I’aide d’un filtre multiplicatif instationnaire en temps
qui parcoure de maniére continue la famille de filtres indiquée. Il passe d’'un comportement
de passe-bas en échelle de Mellin & un comportement de passe-haut. Son instationnarité en
échelle conserve une sorte d’auto-similarité locale, avec toujours le méme H (au contraire
des études que nous ferons au I11.3.2) mais la richesse du contenu en échelle évolue.

La fonction spectrale estimée est tracée sur la figure I11.6. Le processus a un support
spectral qui déborde clairement de la droite ou réside I’énergie dans le cas H — ss et pourtant
Iinterprétation n’est pas aisée pour savoir quelle type d’instationnarité en échelle existe. C’est
pour interpréter ces situations que les représentations mixtes en temps et échelle de Mellin
sont utiles; nous avons tracé celle correspondant a l’exemple sur la figure I11.6. La suite
s’occupe de définir ces représentations.

Densité spectrale multiplicative (B,B,) spectrogramme
— . T

échelle moyenne (B, +B,)/2
fréquence

-05 0.5 0 2000 4000

0
échelle cyciique (B,-B,)

Fig. l11.6: Densité spectrale harmonisable ¢ X(ﬂl, B2) & gauche, estimée pour le processus du bas de
la figure II1.5, représentée ici en fonction de B3 — 81 et (B2 + F1)/2. La diagonale centrale
(ot se concentre 1’énergie pour un processus H-ss) est ici la droite centrale & 83 — 51 = 0.
A droite, représentation temps-échelle (ici de type hyperbologramme & court terme, selon
léquation (II1.81), calculé par délampertisation et rééchantillonnage, voir le I11.2.4).

2.2 Représentations mixtes temps-échelle de Mellin
2.2.1 Etendre le domaine temps-fréquence

La démarche générale des représentations mixtes. Nous venons de montrer que I’on
peut rendre compte de ’existence d’une évolution de propriétés d’un processus a travers les
échelles, ce que nous nommons une instationnarité en échelle qui est 1’absence d’invariance
stricte sous l'effet des dilatations, par deux points de vue complémentaires. Le premier, pu-
rement temporel, regarde les lois de probabilité a différents temps et nous privilégions la
fonction de corrélation pour tester la structure de second ordre d’un processus aléatoire.
Le deuxiéme est d’adopter la représentation entiérement liée aux échelles que propose la
représentation harmonique multiplicative qui décompose sur la base de Mellin la fonction de
corrélation du processus. Cette décomposition sur deux variables d’échelle demande inter-
prétation.
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Poursuivant un paralléle avec les travaux rapportés sur 1’étude des signaux non-station-
naires en temps par les approches temps-fréquence, nous savons qu’il y a avantage a regarder
aussi des représentations miztes, en variables temps-échelle de Mellin. Elles peuvent étre
interprétées comme des sortes de spectres instantanés et donnent un contenu plus lisible de
la maniére dont les propriétés en échelle ne sont pas invariantes. Avant de les introduire, non
pas par les constructions générales que nous avons résumées, mais par les arguments de (non)
stationnarisation des processus, rappellons le lien entre spectre de Wigner et harmonisabilité
de Loéve.

Spectre de Wigner et harmonisabilité. L’harmonisabilité de Loéve permet de réécrire
la fonction de corrélation qui sert a définir Wy (¢, f) dans (I11.34), en la décomposant sur
les composantes fréquentielles & I’aide d’une fonction spectrale d*®y (vy, 1) selon (I11.41).
Plongeant cette écriture dans I’équation précédente, nous obtenons une forme analogue de
la transformée de Wigner en termes purement spectraux :

Wy (t, f) = / / e?™E(f — APy (f +v/2, f —v/2). (111.49)

Si le spectre de 'harmonisabilité est continu pour ses deux variables par rapport a la me-
sure de Lebesgue, il est d’habitude d’introduire une fonction @y (v, v5) telle que d?®@y (v, 1) =
¢y (11, v9)dvidrs. L'intégration sur f' peut étre poussée un cran plus loin pour avoir la pa-
ramétrisation usuelle :

“+o00

Wy (t, f) = / e* ™oy (f +v/2, f —v/2)dv. (I11.50)

—0oQ

Le spectre de Wigner apparait bien comme une extension directe & des processus non
stationnaires de la densité spectrale de puissance. Si jamais Y (¢) était stationnaire, nous
savons que la fonction spectrale n’autorise pas de corrélation entre des fréquences distinctes
et prend la forme ¢y (11, 15) = §(v1 — 12)['y(11). La distribution de Wigner est alors égale a
tout instant au spectre stationnaire 'y (f) :

“+o00

Wy (t, f) = / ™ §(W)ly (f +v/2)dv =Ty (f). (ITL.51)

—0o0

Nous pouvons rajouter aux propriétés (I11.35) et (II1.36) pour n’importe quel processus
une propriété de marginale en fréquence du spectre de Wigner :

+oo

Wy (t, f)dt = ¢y (f, f) (I11.52)

—0oQ

L’ensemble de ces propriétés permet de conforter 'interprétation de la distribution de
Wigner-Ville comme déployant I’énergie véhiculée par le signal en fonction du temps et de
la fréquence. La fréquence locale est obtenue comme centre de gravité de la distribution au
temps analysé tandis que I’histoire compléte regardée seulement en temps (respectivement
en fréquence) est simplement 'intégrale sur toutes les fréquences (respectivement les temps)
de la distribution.
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2.2.2 La classe quadratique de Mellin

La classe quadratique que nous obtenons et détaillons ici a été envisagée par le passé
déja dans [F1a90] comme analogue naturel, pour le comportement vis-a-vis des échelles, de
la classe de Cohen en généralisant les distributions d’Altes [Alt90] et de Marinovic [Mar86].
Avec une méthode différente, et uniquement pour les signaux déterministes, Cohen [Coh93|
donne la construction de cette classe de Mellin en tant que représentation jointe temps-échelle
obtenue par la fonction caractéristique du formalisme des opérateurs du 1.5.2. Enfin [BJ95]
la nomme classe pré-hyperbolique en montrant comment la classe hyperbolique [PHBB92,
PHBBY93, HPSBBI7| est construite par post-traitement sur elle.

Nous utiliserons le nom « classe de Mellin » pour continuer a rendre hommage a la
transformation qui est finalement une sorte d’épine dorsale de la thése.

Spectre de Wigner invariant en échelle. Des différentes maniéres d’introduire un équi-
valent du spectre de Wigner pour I’étude des instationnarités en fonction des échelles de
Mellin, nous adoptons ici celle passant par 'utilisation de Ly [FBA02|. Notant ici la fonc-
tion de corrélation symétrisée autour de ¢ comme Ry4(7) = Ry (t +7/2,t —7/2) on a :

Wy(t, f) = (FRyu(7)) (f) (I1.53)
= (MuaLpuRyy(r))(f) (IT1.54)

o0 1 1 .
_ / (THRY (t + %,t - %)) poH—i2nf 1, (111.55)
0

ou ’équivalence (I1.78) a été employée. Si on regarde maintenant la distribution de Wigner
en un temps Inu, on a :

Wy(nu, f) = /00 Ry (In(uv/7),In(u/y/7)) 772 ~1dr (IT1.56)

0
= u_2H/ E { (u/7)Y (ln[u\/ﬂ) (u//7) Y (ln[u/\/ﬂ) } 2 f-1qr
0
= UiQHEzHY(Ua f)a (11157)
avec la définition suivante du spectre de Wigner invariant en échelle [F1a90] :

Définition 111.3: Le spectre de Wigner invariant en échelle W (t,) d’un processus
aléatoire est défini comme il suit :

Wi (t,B) = /0 N Ry (t/T,t/V/7) 772" dr. (I11.58)

Nous avons obtenu ici ce spectre de Wigner invariant en échelle comme la transformée
de Lamperti (portant sur la seule variable temporelle et d’indice 2H pour tenir compte du
caractére quadratique de la distribution) du spectre de Wigner usuel.

W vt B) = LanWy (t, B) = " Wy (Int, B). (111.59)

La démarche originelle dans [F1a90] fut de construire cette densité spectrale en remplagant
les étapes de la construction de Wigner fondées sur une analyse des propriétés en fonction des
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translations temporelles (translations du signal de 7/2 et —7/2, avant d’appliquer la trans-
formation de Fourier au produit) par les opérations équivalentes concernant les dilatations
(dilatations des signaux par /7 et 1/4/7 puis analyse de Mellin du produit). Cette analyse
qui donne (II1.58), conduit a la représentation d’Altes-Marinovic [A1t90, Mar86| directement,
appliquée au signal temporel. Une troisiéme approche menant & ce spectre sera commentée
au paragraphe suivant puis dans la partie 111.2.2.3.

Propriétés générales du spectre de Wigner invariant en échelle. Le spectre obtenu est
toujours réel mais son interprétation en tant que densité d’énergie est compliquée puisque les
distributions de Wigner ne sont pas toujours positives et présentent des effets d’interférence
entre fréquences, ici entre les échelles. Cependant souvent on peut se contenter de cette
description, ou alors on réduit ces problémes d’interférence par un lissage du spectre. Nous
verrons cette possibilité avec la classe générale de description temps-échelle de Mellin plus
loin.

La premiére propriété a mentionner est que le support du spectre en temps ne déborde
pas du support du signal en temps. Si on a Rx(t,s) = 0 pour tout s et un certain ¢ (ce
qui correspond & avoir X (t) = 0 presque stirement), alors W (¢, ) = 0. La méme pro-
priété de support existe vis-a-vis de 1’échelle. D’autres propriétés de cette distribution sont
particuliérement intéressantes pour leur effet sur les dilations, les fonctions de la base de Mel-
lin, les particularités des marginales et les liens de la représentation avec I’harmonisabilité
multiplicative.

Proposition Ill.1: La distribution de Wigner invariante en échelle d’un processus {X (t),t >
0} vérifie les propriétés qui suivent :

Dilatations : Wy, x(t,8) = AW (Xt, B) (I11.60)
(I11.61)
Chirp de Mellin : W —imy x4y (t,8) = Wx(t, 8+ 7) (II1.62)

+o0
Harmonisabilité : W (t, ) = / t2H+i2“7§X(ﬁ +7/2,6—~/2)dy  (IIL1.63)

—00

¢, (B+7/2,8-7/2) = /O N W (t, B)t 22014t (T11.64)

+00
Marginals W (1,048 = Rx(t.) (.65
/0 W (t, p)t~2171dt = ¢ (B, B) (I11.66)
Localisation : sur X(t) = fH+i2m(y+mInt)

W (t,8) = *#6 (8 — (v + 2mInt)) (I1L.67)
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Nous pouvons reconnaitre que de nombreuses propriétés sont les images, aprés lamperti-
sation, de celles que vérifie le spectre de Wigner-Ville. Un signal invariant en échelle (H-ss
au second ordre au moins) est analysé a I'aide de W (¢, 3), le spectre obtenu est le méme a
tout instant. On a en effet selon (I1.125) des incréments spectraux décorrélés et ainsi :

+oo
Wi(t, ) = / P15 (0)Ex (B + 7/2)dy = 2P Ex (B). (IT1.68)

—0oQ
e L’équation (II1.63) est une écriture de W (¢, 5) a partir d’une description en variables
échelle-échelle (5+7/2, 8 —+/2) du signal alors que la forme initiale (II1.58) était donnée en
temps-temps (¢, 7). Une forme temps-échelle (¢, ) est directement le spectre de Wigner lui-
méme. Le diagramme suivant ol les variables d’échelles sont obtenues par une transformation
de Mellin du temps conjugué suggére une quatriéme paramétrisation a partir des variables
échelle-temps (7, 7).

spectre de Wigner
invariant en échelle

(t,5)
Ve N
. Harmonisablité
Corrélation (t,7) (B+7/2,8-7/2) multiplicative
N\ 4
(7,7)
Ambiguité
large-bande
(II1.69)

Cette derniére forme est obtenue par une transformation de Mellin sur ¢ de la corrélation
et est appelée fonction d’ambiguité large-bande [Mar86, Fla90|. Elle s’interpréte comme le
degré de ressemblance, en terme de corrélation, entre le signal et sa dilatée (ici en ayant
symétrisé 1’expression). Elle s’écrit comme :

Ax(y,71) = /O +oo Rx (t\/T,t//T)t 2™ 1dt. (I11.70)

Nous pouvons maintenant rappeler les quatre formes possibles du spectre de Wigner

invariant en échelle a partir du signal exprimé en fonction de I'un ou l'autre des couples
(I11.69).

Wx(t,8) = /0 OORX (tv/T,t//T) T2 dr (I11.71)

= b (B+7/2,8—~/2)? TP dy (I11.72)

= // Ay (y, 7)™ 2P 12T dydr (II1.73)

e La derniére propriété que nous avons reportée, au sujet de la distribution de Wigner,
en (II1.36), concernait la fréquence instantanée (au sens de la représentation analytique) du
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processus analysé. Elle devient une propriété d’échelle instantanée analogue pour le spectre
de Wigner invariant en échelle.

Nous avons dit en II1.1.5.2 qu’une valeur instantanée de n’importe quelle grandeur pou-
vait étre obtenue par le principe de représentation de la grandeur a 1’aide d’un opérateur
hermitien, en utilisant (I11.20). L’opérateur d’échelle est C = (TF+FT)/2—(H+1/2)1/i2w
et son application & un signal analytique z(¢) = A(t)e’*®) donne :

Cx(t) tdo 1 t dA
0~ a0 o (a0 .

La partie réelle de cette expression définit ce qu’on appelle 1’échelle instantanée d’un
signal analytique X () :
t do
) =—-1
) =54

Les régles de correspondance associées a la transformation de Lamperti montrent d’abord
que Bx(t) = sz,lx(ln t) et permettent de remplacer W, -1 (%, f) dans (IT1.36) par Wy (Int, f).
Ceci prouve que ’échelle instantanée d’un signal est décrite par le premier moment de son
spectre de Wigner invariant en échelle.

(*). (IT1.75)

_ ST BW(t BB

Bx(t) (I11.76)

e Enfin il est utile de parler de la relation de cette représentation aux opérations de
filtrage. La premiére relation porte sur le spectre d’un processus passé par un filtre invariant
en échelle G, tels que nous les avons définis en 11.4.2. Elle facilite & nouveau l'interprétation
en spectre de W puisque la relation entrée-sortie pour G est du méme type (convolution
multiplicative) écrite en temps, (I1.148), sans qu’apparaissent des mélanges entre les échelles
B dans l'opération de filtrage représentée sur W .

oo t d
Wx(t,8) = wg(u,ﬁ)wx(a,ﬁ);“.

0

(111.77)

La deuxiéme relation vient de I'unitarité du spectre Wy qui implique l'existence d’une
relation analogue a la formule de Moyal comme établi par [F1a90|. Nous I’écrivons ici pour
un processus aléatoire X (¢) multiplié par une fonction déterministe g(t).

/ amxmd

t

2

too poo dt
/0 W, (¢, B)W x(t, B)7d6 =E (I11.78)

La classe des représentations mixtes temps-échelle de Mellin. La construction de
W a partir de W, -1y nous permet d’introduire une classe générale de représentations
quadratiques en ramenant dans l’espace lampertisé la classe de Cohen. Notons Xy (¢, f) une
distribution de la classe de Cohen. La paramétrisation de la classe équivalente de Mellin est
obtenue en posant :

Dy (t,8) =t"C, -1x(Int, B). (I11.79)
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Cela incite & introduire des fonctions (u, f) = v ?#TI(Inu, f) pour écrire les éléments
de cette classe quadratique de Mellin.

Dy (t,B) = // I(s/t,y — 5)EX(8,7)%d7. (I11.80)

Ainsi que nous ’avons montré pour le spectre de Wigner invariant en échelle, cette
classe de densité spectrale peut étre paramétrisée au choix avec n’importe quel couple des
variables de (I11.69). Nous n’en donnons pas les formes explicites qui émergent de l'injection
des équations (IIL.71) & (II1.73) dans (II1.80).

La classe que nous venons de définir répond au probléme des interférences qui compliquent
le spectre de Wigner. En effet, ’expression (II1.80) exprime une convolution du spectre de
Wigner invariant en échelle, convolution normale en échelle, multiplicative en temps. En
choississant convenablement le noyau LI, on s’attend alors & pouvoir réduire les interférences.
La formule de Moyal (II1.78) montre en effet qu’on peut aller jusqu’a supprimer tous les
effets d’oscillation (dus & I'auto-interférence) et obtenir une distribution toujours positive
[Fla90]. Ainsi la fonction déterministe g(s) = h(s/t)s®™ conduit (avec I'aide de la formule
de Moyal (II1.78)) & une représentation du signal du type :

2

/O " h(s/t)s- X (5) 82

S

ds

E = / / W, (s,7)Wx(s,7)dv (IIL.81)

= [ Wiy - Tay ause)

qui est une représentation membre de la classe (I11.80) avec comme noyau de paramétrisation
E(S,ﬂ) = wh(uwB)

Cette maniére de regarder le signal en fonction d’un temps et d’une échelle ne nous est
pas inconnue. On retrouve ici une représentation a court terme en échelle. Elle est proche de
celle proposée par Cohen et que nous rapportions en (II1.21). Cependant nous montrerons ci-
dessous au I11.2.2.3 en étudiant le constructions des représentations linéaires que la solution
de Cohen n’a pas les bonnes propriétés de covariance et n’est pas dans la classe de Mellin.
De plus I'écriture en h(s — t) qu’elle utilise donne une fausse impression de covariance par
rapport aux translations qui n’existe pas.

Relations et comparaisons avec d'autres représentations mixtes. Puisque nous mon-
trons ici le lien direct entre la classe de Cohen pour I’étude temps-fréquence et les densités
D« (t, B) que nous proposons, il n’est pas utile de détailler plus la géométrie des interférences,
la possibilité de les réduire [F1la93] et de maniére générale les différents choix possibles de
fonction II. Les ouvrages généraux d’analyse temps-fréquence auxquels nous avons renvoyé
le lecteur décrivent amplement ce sujet. Les différents D (¢, 3) héritent des propriétés de
W «(t, B) rapportées ci-dessus en fonction du noyau choisi.

La classe introduite repose en fait sur les covariances essentielles que sont la covariance
par rapport aux chirps de Mellin et celle par rapport aux dilatations. On peut donc I’ob-
tenir par la théorie générale des opérateurs de déplacement [HTTO02]. Nous le démontrons
explicitement ci-dessous au 2.2.3.
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Cette classe de Mellin est proche de la classe hyperbolique®, & la différence qu’ici la
représentation est basée sur une analyse de Mellin du signal temporel et non du signal
fréquentiel, et qu’elle n’a pas de post-traitement supplémentaire. Ainsi, alors que la classe
hyperbolique reste covariante par les translations temporelles, la classe que nous proposons
n’a pas cette propriété, comme tout ce que donne ’analyse par la transformation de Lamperti.

Parmi les éléments de cette classe de Mellin nous avons croisé la distribution de Wigner
invariante en échelle qui nous a servi de modéle de base de la classe, et la représentation en
échelle (II1.81) qui est une transformation de Mellin & court terme et analogue en temps a
I’hyperbologramme défini en fréquence [PHBB92|. Nous verrons plus loin un autre exemple :
la distribution des Bertrand.

Démonstration explicite du lien avec la classe hyperbolique. Nous pouvons rapprocher
bien plus en fait la classe hyperbolique et la classe de Mellin que nous venons de construire.
Une paramétrisation possible de la classe hyperbolique proposée dans [PHBB93| est :

Hi(t, f) = // (b—1n f,7)Vi (b, v)e* ™ dydb, (I11.83)

ou Vi (b, 8) = E{ebX (ebh2) X (eb+5/2)} est la corrélation des composantes de Fourier du

signal apreés warping logarithmique des fréquences.

Nous pouvons reformuler la représentation naturelle de la classe de Mellin, d’abord en uti-
lisant son écriture & partir des variables temps-temps et une fonction F' qui spécifie I’élément
de la classe regardé.

D% (t,B) = / / E(5,7)Rx(sv/7, \%)riwd;%. (I11.84)

Cette fonction est en réalité F(u,7) = [II(u,0)7 "*"°do. En changeant les variables en
b=Ins et c =InT, nous avons :

D%(t, ) = // e PE(emt b e0)el Ry (242, e ¢/?) e 2mPededb (IT1.85)

Cette équation permet d’introduire une fonction J(u,7y) = e “F(e *,€?) telle que 'on
ait :

// —Int, c)Vx (b, c)e > *dcdb. (IT1.86)

Cette maniére d’écrire la classe quadratique de Mellin est trés proche de la paramétrisa-
tion que nous avons rappelée pour la classe hyperbolique a un important changement pres :
ce ne sont pas les composantes fréquentielles mais & nouveau les formes en temps du signal
qui sont corrélées a travers la fonction V. En introduisant un signal annexe Y (¢) tel que
sa représentation de Fourier soit égale au signal en temps, (FY)(¢) = X(¢), nous avons
I’équivalence suivante entre les classes H et D :

DReo) = jhh () @ HhCO= DR, ansn

6 Elle a regu le nom de pré-hyperbolique dans [BJ95].
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Nous pouvons noter que ’équivalence est donc bien obtenu par un échange entre temps
et fréquence (les propriétés sur le temps de la classe de Mellin sont celles sur la fréquence de
la classe hyperbolique) et I'utilisation du paramétre de type échelle 8 = ¢’ f' comme variable
de la classe de Mellin.

2.2.3 Les autres approches des classes Mellin.

Opérateurs de déplacement. La classe de Mellin a été ici construite comme adaptation
par la transformée de Lamperti de la classe de Cohen aux processus non H-ss. La théorie
générale covariante par les opérateurs de warping donnerait le méme résultat en cherchant
la classe & deux paramétres avec les dilatations comme warpings et les multiplications par
un chirp de Mellin comme modulation.

Le groupe des opérateurs de déplacement est pour 'essentiel isomorphe a (R?, +) et agit

explicitement comme : .
(Do) (s) = s"H27 7t X (s/t) (I11.88)

On peut vérifier sans peine que la classe quadratique D y (¢, 3) décrite est issue de I'uti-
lisation de (I11.33) pour cet opérateur de déplacement.

Construction déductive de la classe quadratique. L’autre construction classique de
classes de représentations part des covariances fondamentales que ’on souhaite : ici celle
par les dilatations (écrite en (II1.60)) et celle pour I'opérateur de Mellin Hg qui était la
multiplication du signal par un chirp de Mellin ¢t~ (voir (I11.62)).

Démonstration — Nous pouvons retracer ce chemin directement en qualifiant le noyau
K (t, s;a, 3) d’une représentation quadratique D'y (a, 3) vérifiant ces deux propriétés.

D'y(a, B) = // K(t,s;a, 5)E{X(t)m} dtds (II1.89)

La covariance par rapport & toute dilation, QIDH,/\X(G" B) = A" D' (\a, B) implique que
pour tout A > 0 :

t
/ / K(X, ;; a, )N 2H 2Ry (t,s)dtds = A 2H / / K(t,s; \a, B)Rx (t, s)dtds(I11.90)
LKL, 20,8) = K(tsida,f) (191)
—K(=,=;a = s; Aa, B). :
)\2 A’ )\’ bl 2 Y
La covariance par rapport a 'opérateur de Mellin A, s’écrit : Q’HVX(GJ, B) = D's(a, B+7),
ce qui se traduit sur K par :

/ / K(t, 510, 8+ )R (t, s)dtds = / / K(t,s:0,8) (2) T Rt $)deds (ITL92)

t

—127
K(tsia,8+47) = () " K(t, 510, 8). (111.93)

Nous pouvons alors réécrire (II1.89), d’abord de maniére générale en introduisant W
afin de se rapprocher de la paramétrisation (II1.80) (que I'on sait étre la solution), puis en
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tenant compte des deux simplifications (II1.91) et (II1.93).

+o0 ¢ 27y
Diap) = [[Ktsap [ Wi (;) dydids  (ITL94)

—00

- // K510, = )W (VB sy (I1L.95)
= ///+°° K(i, uvt;a, 8 —7)Wx(u, ’y)udu(i_—Tdry (I11.96)

_ // / = TN ,B—V)EX(U,*y)udu(i_—Td’y (IT1.97)

_ //[ +OOK VT ,5 7)d Wi (u, y)dudfy. (II1.98)

On reconnait ici la forme générale (II1.80) en posant que II(s,0) = [ K( \f, 1y/7;s,0)4,
et qui est donc 'unique classe des distributions quadratiques avec les deux covariances sou-
haitées. On a fait usage a la ligne (I11.96) du changement de variable (s,t) — (u = v/st, T =
s/t) tel que dsdt = ududr.

U

Représentations linéaires. Le méme travail peut étre accompli pour trouver les repré-
sentations linéaires d’un processus qui vérifieraient les deux mémes propriétés de cova-
riance. La forme générale des classes linéaires covariantes est donnée dans [HTT02| comme
< z|Dggh > ol h est une fonction arbitraire de paramétrisation. Nous allons donner la
démonstration constructive du résultat dans le cas qui nous intéresse.

Proposition I11.2: Les représentations linéaires L(t, ) d’un signal {X(t),t > 0} sont déter-
minées par une fonction h(s) et s’écrivent de maniére générale :

L.(tB) = /O " h(s/t)s~ 2 X (5)ds. (I11.99)

Bien siir cette écriture n’a un sens que si l'intégrale existe bien, soit parce que le signal
est déterministe dans le bon espace fonctionnel [BBO96|, soit par ce qu’il est harmonisable
sur la base de Mellin selon (II1.43). Pour une fonction aléatoire X(s), cette représentation
est aussi une fonction aléatoire et c’est I’étude de ses moments qui est pertinente.

Démonstration — Une représentation linéaire s’exprime par une intégration telle que

Lyt B) = /O " k(i1 )X (5)ds. (TT1.100)

Partons des deux contraintes de covariance pour Dy » et H,.
1. Dilatation — LDH,/\X(t, B) = X" Ly ()t,B), ce qui impose pour le noyau k(s;t,3) =
Ak(s/ A /N, B).
2. Multiplication par un chirp — il faut que Ly x(t,8) = Lx(t, 8 + ) donc on a néces-
sairement k(s; 3,t) = s2™k(s; B + 7, 1).
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Nous réécrivons alors la forme générale linéaire en utilisant la seconde propriété pour ramener
le facteur d’échelle dans le noyau & 0, puis la premiére pour A = t.

Ly(t,B) = / +oou_i2”’3h(s;t,0)X(s)ds (IT1.101)
0
+00 ) d
:/0 (;) h(;;l,o)s_”’rﬂX(s)?S (I11.102)

Si I’on pose comme nouvelle fonction A(u) = uh(u;1,0), la représentation linéaire générale

satisfaisant aux deux principes de covariance a bien la forme (II1.99) proposée.
O

Cette classe linéaire conduit aux densité d’énergie de la classe de Mellin en prenant 1’es-
pérance du module au carré de la représentation linéaire, c’est-a-dire le moment d’ordre 2 de
la fonction aléatoire. Notons que cette densité est dans la classe quadratique de Mellin que
nous avons étudiée, comme prouvé en (II1.81). Ce « Mellinogramme » est semblable au sca-
logramme mais pour les échelles de Mellin. Les autres moments donneraient des informations
sur les comportements d’ordre supérieur du signal.

Nous pouvons enfin remarquer que cette transformation est ’équivalent correct de la
transformée de Fourier a court terme pour I’échelle de Mellin. Nous notons STF), la trans-
formée de Fourier a court terme avec une fenétre de pondération A :

(STF.Y)(t,v) = /+00 h(u —t)Y (u)e 2™*du. (IT1.103)

Un calcul direct en posant h(u) = u ¥ h(Inu) implique :
Ly(t,8) = (LuSTFALy 1 X)(t, B), (II1.104)

prouvant donc la correspondance entre L et STF. Il faut pour la premiére privilégier les
fonctions de fenétre qui s’annulent en 0 et sont centrées autour d’un temps donné t.

Comparaison : la représentation linéaire a court terme et la classe linéaire de Mellin.
L. Cohen introduisait une représentation en échelle de Mellin L (¢, 3) que nous avons définie
en (II1.21). Nous notons une différence entre la représentation linéaire de Cohen et celle que
nous avons construite. Alors qu’elle partage la méme covariance pour ., la représentation
linéaire de Cohen n’a pas de propriété simple vis-a-vis des dilatations. En effet on a I'identité :

L, x(t,8) = /0 h(S;At> s ()22, (I11.105)

S

qui est différent de (Dg L) (¢, B) (covariance de la classe de Mellin) ainsi que de L§ (At 3/A)
qui serait la covariance (issue du groupe affine) que vérifie les transformations en ondelettes.

Ceci a deux conséquences. La premiére est que la représentation de Cohen ne méne pas a
une classe générale identifiable de représentations linéaires ou quadratiques car elle n’est pas
construite sur des principes de covariances précis. L’introduction du fenétrage en h(s — t),
bien qu’analogue a ce que propose la transformée de Fourier & court terme, n’est pas une
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solution satisfaisante dés que l'on a remarqué que la classe batie sur 1’échelle de Mellin ne
peut pas étre (telle quelle) covariante par les translations en temps.

Au crédit de L. Cohen, nous pouvons toutefois remarquer que la représentation linéaire
qu’il a introduit est suffisante pour estimer la grandeur échelle instantanée si la largeur de h
tend vers zéro. Il en est de méme avec la transformation & court terme que nous proposons.
Pour un signal analytique X (t) = A(t)e®®), et en posant h(u) = Ap(u)e #*®), la mesure
instantanée de I’échelle donne :

_ 2
<B> = T o /ﬁ\LX (t, B)2d3 (II1.106)
1dg0h

- W / A(s)[2] An(s /1) 5 if( )~ 258 o/1) | s, (111107)
et quand la largeur de Ay, tend vers 0, la distribution est localisée en |Ly (¢, 8)|* = |A(¢)|? et
on obtient que < >y~ t(dy(t)/dt)/2m. Bien que valable & la limite de la largeur de la fenétre
nulle, la distribution quadratique n’a pas pas la propriété de mesure d’échelle instantanée en
dehors de cette limite que le spectre de Wigner invariant en échelle posséde. Cette limitation
est héritée de I’absence de localisation correcte autour de la fréquence instantanée pour le
spectrogramme.

La deuxiéme conséquence est que nous pouvons songer a nous intéresser spécifiquement
a des représentations qui regrouperaient les deux covariances antagonistes jusqu’a présent :
réussir a développer une transformation représentant le signal en temps et échelle de Mellin
qui serait compatible avec les dilatations et les translations temporelles. Nous explorons ceci
en introduisant deux variantes.

2.2.4 Variation 1 : construction sur le groupe affine

La classe affine usuelle. Puisqu’il n’y a que deux sortes de classes quadratiques générales
a deux variables, nous pouvons nous demander, maintenant que I’équivalent de la classe de
Cohen & été envisagée, quel est I’équivalent de la classe affine. Celle-ci est paramétrisée de

maniére générale comme :
)= // (

Cette classe est déja construite a I'aide des opérateurs de dilatation. Ainsi une premiére
version de la classe affine pour des échelles de Mellin n’est rien d’autre que la classe usuelle,
relocalisée dans les variables (¢,8 = tf) : Ax(t,8) = t*1 Ax(t,5/t). 1l n’est pas utile de
détailler plus avant ses propriétés mais noter que la classe affine reste la solution pour traiter
des propriétés liées aux dilatations avec une certaine invariance en temps.

> W (s, ¢)dsd( (I11.108)

Une classe affine en loi de puissance. Une autre classe affine peut étre déduite a 1'aide
de la transformée de Lamperti. L’analyse covariante générale construit les classes affines par
des équivalences unitaires entre Dy, et S; et les opérateurs de déplacement privilégiés. Ici
Ly met en relation la translation en temps et les dilatations; il faut donc trouver I’équivalent
unitaire des dilatations par Ly :

WeX)(t) = (LaD 1j00ly ' X)(t) = VOO X (19). (I11.109)
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Ce nouvel opérateur de warping du temps en loi de puissance admet comme fonction
de modulation affine Hg qui est bien dual des dilatations Dy . Les représentations affines
associées sont alors construites sur le groupe des déplacements :

(D X) = VOO \=H X (A1), (II1.110)

Ces déplacements forment une représentation du groupe affine car on a : Dy Dy x =
Dyg aye ainsi que la relation de commutation : Dg y = Dy Wy = WyDpy »e. La classe affine
associée est construite sur la relation de covariance fondamentale suivante :

QDG,,\X(avg) = Qx (%; 0)\_11/0) . (IT1.111)

Cependant U'interprétation des variables (a, o) reste floue. La deuxiéme doit étre associée
a 'opérateur d’échelle C puisque construite sur Dy y. Nous avons rencontré la premiére en
s'inquiétant de 'unicité de Ly en suivant les travaux de Burnecki et coll. (I1.3.3.5). L’intro-
duction de L, donnait en effet la forme générale des transformations envoyant les processus
stationnaires vers les processus H-ss. On peut remarquer que le changement de I’axe des
temps du processus lampertisé en : alnt = Int%, revient a passer par une déformation en loi
de puissance, donc par Wy. On a pour 'opérateur de déplacement :

Dy = Ly oSurliy ', (I11.112)

et les représentations que ’on peut tirer de celui-ci trouve des interprétations semblables &
celle de la transformation de Lamperti usuelle, avec un paramétre 6 (ou a) supplémentaire
correspondant a une déformation en loi de puissance, c¢’est-a-dire un changement général
des exposants des tendances en loi de puissance. Nous avons dans le chpitre IT utilisé cette
équivalence généralisée a 'aide de Ly, pour interpréter certains exemples.

2.2.5 Principe tomographique : localisation sur les chirps de Mellin.

La distribution des Bertrand. Un membre incontournable de la classe de Mellin est la
distribution de Bertrand, introduite d’abord sur la base d’arguments de représentation du
groupe affine [BB84|. La distribution de Bertrand reparamétrée en temps est un élément

de la classe de Mellin. En posant, dans I’écriture (IT1.84), F(u,e°) = u?§ (u - #{7/2), on
obtient la distribution :

P (t,0) = //(s/t)2t5 (s - ﬁ) Rx(se?/?, 8670/2)671'2”’30(10'% (T1.113)

S
+00 o e l? ge—7/2 .
= — t t —i2mboq I11.114
/_Oo Ssh o3 X ( 2sh /2’ 25h0/2> ¢ > ( )

qui est I’écriture usuelle de la distribution de Bertrand (voir [BB84, Coh93|), portant ici sur
la représentation temporelle.

Il est attendu de retrouver cette distribution au nombre de celles de la classe quadratique
de Mellin. Sa premiére construction reposait sur I'inversion du probléme de Radon [BB84]
que constitue la possibilité de localiser correctement les contributions du signal sur des



140 I1l. Les processus a invariance d’échelle brisée

courbes précises du plan temps-fréquence, ici des chirps. Il est montré [BB84| qu’imposer la
propriété :

/ / Px(t, )O(f — B/t — fo)t™21=1dtd f = |(MX)(8) (IIL.115)

permet de construire la distribution Px (¢, f) = Px(t, ft) comme solution. Cette propriété
tomographique qui dit que P a une marginale correcte quand on l'intégre sur les chirps
de l'analyse de Mellin, se traduit simplement dans le contexte stochastique par la pro-
priété de marginale sur P que partagent de nombreux éléments de la classe de Mellin :
[ Dy (t, Bt~ 1dt = ¢ (B, B).

La condition pour avoir cette propriété est donnée au paragraphe qui vient et la distri-
bution des Bertrand la vérifie.

Localisation et marginale sur les chirps de la classe de Mellin. La condition pour
qu’un membre de la classe de Mellin ait une marginale en échelle de Mellin correcte (comme
(IT1.66) pour le spectre de Wigner invariant en échelle) :

/oo D (t, )t 2" 1dt = [ (8,PB) (II1.116)
0

est adaptée de celle pour la classe de Cohen et s’écrit :
/ﬂ(u, o)u*tdu = §(o) (II1.117)

Elle est en fait une condition plus riche car, en utilisant alors la propriété (II1.67) de
localisation exacte de W sur les chirps de Mellin, nous avons comme représentation par la
classe de Mellin de ces chirps : X (t) = tH#+2r(fotmint) .

Dy (t,8) = //ﬂ (2 B - 7) s?H§(y — (Bo + mlns))dv% (I11.118)

—onds

- tQH/ﬂ(é,,B—(,BO+mlns)> (s/2)27 (ITL.119)

qui se localise justement en §(5 — (8o + mIns)) pour ces chirps si et seulement si (I11.117)
est vérifiée.

La double propriété de tomographie sur les chirps de Mellin (équivalente a la propriété
de marginale en ) et de localisation exacte sur ces mémes chirps permet une interprétation
générale des analyses en échelle de Mellin que nous avons déja utilisées : ces distributions sont
des projections du signal sur des trajectoires hyperboliques pour la fréquence instantanée.

Finalement, chercher & décrire les propriétés non invariantes au-dela de ’auto-similarité a
I’aide des représentations en échelle de Mellin, revient en quelque sorte a rechercher les contri-
butions sur des trajectoires spécifiques du plan (¢, f). C’est une interprétation essentielle a
I'implémentation pratique des décompositions en échelle de Mellin : la projection pourra étre
envisagée géométriquement sous forme de transformation de Hough, voir le 2.4.2.
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2.2.6 Variation 2 : échelle de Mellin et covariance en temps.

Cette interprétation tomographique nous incite a explorer la possibilité de conserver une
description en échelle de Mellin, qui est adaptée a la fois & la description des propriétés
au-dela de 'auto-similarité stricte mais aussi, comme nous venons de le voir, a la recherche
de structures cohérentes (les chirps que nous interpréterons autant comme de possibles sin-
gularités oscillantes que comme briques de base des structures cohérentes dans un signal).
Nous étudions comment une stationnarité en temps de ’analyse peut se concilier avec une
décomposition sur une base de Mellin.

Proposition I11.3: La classe des représentations linéaires covariantes par translation tempo-
relle et invariantes d’échelle par les dilatations est donnée généralement par :

N(t, B) = / [Ca(B) (5 — to)~=274 D H(s — to) + C(B) (t — 5) "~ 2reu@=IH(ty — 5)] X (8)%-

S
(IT1.120)
On rappelle que H est la fonction de Heaviside.

Démonstration — Partons de la forme linéaire générale pour imposer les deux propriétés
voulues.

+0o0o
Ny (o, ) = / k(s: o, B)X (s)ds. (IL121)
0
1. Translation en temps — Ng x(to,8) = Nx(to + 7,8) qui impose que k(s;tp,3) =
k(S - th Oaﬂ)
2. Invariance en échelle — Ny, v(to,8) = |Nx(Mo,B)|- Nous relachons la contrainte

en invariance pour le module seulement (comme pour M en fait) car elle implique :
k(Xs; Mg, B) = X H-1k(s;t9, B)|. En ajoutant la premiére covariance, il faut que k(s —
to; 0, B) soit une fonction homogéne pour la premiére variable. Une invariance exacte
(et non en module) n’aurait ici pour solution que les lois de puissance avec exposant
réel. L’invariance en module est plus riche puisqu’elle aurorise les exposants complexes :

k(r30,8) = Cu(B)(=r) 1 Pre B D H(=7) + Cy(B)r 1 2r P H(T). (IT1.122)

La solution prend ainsi la forme (II1.121) et doit étre précisée ensuite par les quatre fonctions
C(B) et a(B, T) pour les parties s < ¢ (indice u) et s > ¢ (indice d).
O
Cette solution est un peu déconcertante car laisse beaucoup de libertés dans le choix
des fonctions C(5) et a(B,7). D’une part cette difficulté était attendue car, alors que la
classe de Mellin obéit aux principes de contruction des représentations a deux paramétres
par généralisation des classes temps-fréquence, la transformation cherchée ici ne se fonde
pas sur des opérateurs duaux. Il n’existait pas a priori donc de résultats pour avancer la
structure de la construction.
D’autre part la transformation admet une interprétation intéressante qui déborde de
la théorie de construction des classes a 2 paramétres par covariance. Le noyau donné en
(II1.122) est composé de deux morceaux qui sont en fait des chirps. L’indice u désigne un
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chirp « montant », allant vers le temps ¢y, d’analyse et d un chirp « descendant » & partir de
ce temps %y et jusqu’aux temps infinis. La structure de ces chirps est :

Fuga(T; B) = Cuya(B) | 7|~ H-1H2mausallrlB) (), (I11.123)

au/d(|7—‘7ﬁ) aau/d
+
or
pour les deux types de chirps (u/d). La transformation (II1.121) est alors une corrélation entre
le signal X (s) et les chirps définis ici. Nous retrouvons ici une version linéaire de la « chasse
aux chirps » que plusieurs auteurs ont déja mené. On pourra se reporter & [CHT98, CMF99|
pour quelques exemples de cette grande affaire qui n’a pas encore de solution parfaite. Nous
avons dans un contexte de turbulence tenté d’utiliser ces descriptions (voir au chapitre V).

et leur fréquence instantanée est In |7|. Les équations ont été regroupées

Dans le contexte de notre étude sur les propriétés autour de 'invariance en échelle et de
ses versions affaiblies, nous avons prouvé que le formalisme naturel de description s’appuyait
sur la base de Mellin. On pourrait donc étre amené a specifier les chirps en les restreignant
aux fonctions de Mellin, donc aux chirps de fréquence instantanée hyperbolique comme il
suit :

fuja(T3 B) = Cuya(B) ||~ #7127 H(Fr), (IT1.124)

ou, pour garder directement l'interprétation de S comme une variable d’échelle (de type
« temps x fréquence » donc), on fixe les fonctions a,,q(5,t) égales a 3.

Manquant d’arguments théoriques supplémentaires a ce point au sujet de cette transfor-
mation, nous renvoyons I’étude pratique et heuristique de ce que nous pouvons en faire aux
paragraphes suivants (2.4.2 en particulier).

2.3 Deéveloppements aux statistiques d’'ordre supérieur

Nous avons privilégié I’étude de processus qui restent Gaussiens ou, pour mieux préciser
le propos, les représentations que nous avons construites ne testent pas plus que les proprié-
tés statistiques d’ordre 1 et 2 des processus. C’est une limitation forte des représentations
linéaires ou quadratiques de maniére générale. Ce paragraphe est dédié a une excursion dans
le monde des propriétés qui ne se limitent pas & ’ordre deux et dont on sait qu’elles décrivent
souvent, des caractéristiques non-linéaires dans la génération des signaux analysés.

Dans un contexte d’étude de signaux stationnaires, les multispectres et les multicorréla-
tions sont les descriptions naturelles des statistiques d’ordre supérieur. Nous renvoyons par
exemple a [LACI7| sur ce sujet.

Tester les statistiques d’ordre supérieur 3 deux. L’idée de départ est de regarder les
moments autres que le deuxiéme de représentations du signal en temps et échelle de Mellin
pour déceler les caractéristiques au-dela de la Gaussiannité du processus. L’outil de base est
construit comme 1’espérance de N représentations d’ordre 1 :

N
X, xw (et Br o, B) = [ [ Lix (tns Bu)- (I11.125)
n=1
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On reconnait ici que les moments du processus, de la forme EX (#)... X (t5) sont ef-
fectivement testés par ces combinaisons et décomposés dans le formalisme de Mellin. Les
difficultés commencent & surgir quand on veut utiliser ceci dans des situations générales.

Interactions non-linéaires dans la base de Mellin. Un avantage de passer par le for-
malisme sur la base de Mellin pour décrire des propriétés dépassant le cadre Gaussien est
que la base de Mellin est simplement fermée par interaction multiplicative. Si deux systémes
interagissent non-linéairement, les échelles de Mellin se combinent de maniére additive : par
exemple l'interaction quadratique des échelles 3; et By conduit & 51 + [s.

C’est une grande différence par rapport a I’étude en échelle construite sur la classe affine.
Dans ce cas les bases naturelles sont les ondelettes et on sort de la base en combinant non-
linéairement deux ondelettes. On trouvera par exemple dans [AM99b| l'illustration que de
deux signaux chacun a une échelle (affine) seulement interagissent en donnant des contribu-
tions a toute échelle, et de la difficulté subséquente & définir les représentations affines aux
ordres supérieurs.

La lecture des interactions non-linéaires est plus aisée dans les décompositions de la
classe de Mellin et partagent en fait les propriétés que I'on a pour les fréquences (ou v; et
vy engendrent quadratiquement vy + vs).

Multi-spectres multiplicatifs pour les processus auto-similaires. L’étude & un temps
conduit a regarder une généralisation pour les processus au-dela du H-ss et dépendant du
temps. Plus précisemment, nous obtenons directement un bispectre multiplicatif pour I'ordre
3 en adoptant cette construction pour la représentation avec H constante, regardée au méme
instant ¢ et pour des échelles f3 = B; + P2, caractérisant une interaction quadratique :

By (t; b1, ) = / / t‘3H1E{X (NP X (X2t ?) X (Ml/?’u‘?/?’)} D T Y 178
(I11.126)

Le choix de fenétres différentes d’une constante conduit a lisser cette représentation par
un noyau particulier, comme nous avons fait pour I'ordre 2.

Cette solution fut proposée dans [AM99a] comme une extension du spectre de Wigner
invariant en échelle a ordre 3, et dans [MPSBB98| comme extension aux ordres supérieurs
a 2 de la distribution de Bertrand. Ici nous I'obtenons par la transformation de Lamperti
du bispectre (et des multispectres pour un ordre quelconque). Quand le signal analysé est
auto-similaire, il est évident que ce bispectre multiplicatif ne dépend pas du temps ¢ et
qu’alors ’estimation de I’espérance est possible en découpant le signal en morceaux pour les
moyenner entre eux.

La difficulté des « non-propriétés.» C’est quand le signal n’est plus H-ss qu’on peine
a utiliser de maniére pratique cette approche’. Les multispectres multiplicatifs dépendent
alors de t et ’estimation n’est pas directement possible.

7 La méme limitation existe & I’heure actuelle pour employer les analyses multispectres pour des signaux
non stationnaires en temps.
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Pour répondre & des question précises, nous savons parfois construire des solutions. Si
on s’intéresse a définir un taux de transfert entre échelles de Mellin, on pourra l’estimer a
I’aide de représentations quadratiques de la classe de Mellin comme une intercohérence a
deux temps et deux échelles, moyennée au cours du temps (symbole { );) :

I(7, 1), B2 = (D(t, 1) D(t + 7, B2)), - (IT1.127)

Il est méme envisageable de chercher des transferts inter-structures en corrélant des dis-
tributions calculées avec une origine glissante.

En somme on retrouve ici la méme limitation qui rend la vie impossible quand on cherche
a s’éloigner en méme temps du cadre invariant en échelle (o I’ergodicité permet de résoudre
le probléme d’estimation par des moyennes) et du cadre Gaussien (o les représentations
quadratiques sont suffisantes, sont calculables et souvent lisibles ou interprétables méme
sans prendre de moyenne). Notre approche ne conduit pas & de nouvelles solutions ici.

2.4 Calcul pratique des représentations en échelle

Ce paragraphe consacre quelques mots au calcul des représentations mixtes temps-échelle
pour I’étude de processus qui ne restent pas exactement auto-similaires. Nous présentons trois
maniéres de tester leurs propriétés en échelle en se basant sur le cadre théorique proposé.

2.4.1 Calcul direct

La premiére méthode est directe et consiste a calculer les représentations mixtes linéaires
ou quadratiques de la classe de Mellin décrites dans les pages précédentes, qui sont fonctions
de (¢, 8). Comme dans le cas de I'implémentation pratique de la fin du chapitre II, il existe
plusieurs facons de faire cela.

— On applique une délampertisation numérique de la séquence étudiée par réinterpola-
tion directe. On calcule ensuite les représentations temps-fréquence qui sont alors les
représentations cherchées du signal initial, du fait du lien entre classe de Cohen et
classe de Mellin établi par (IT1.79).

— Une variante est de choisir la délampertisation au sens de l'opérateur Ly & temps
discret pour la transformation bilinéaire avant de calculer une représentation de la
classe de Cohen.

— On reformule directement les algorithmes pour les représentations temps-fréquence en
changeant les FFT en transformées de Mellin discréte. En fait cela revient aussi a
rééchantillonner les séquences sur une série géométrique.

La représentation mixte de la figure II1.6 correspondant au processus de I’exemple I11.5

a été calculée de la premiére maniére.

2.4.2 Implémentations par détection en temps-fréquence

Mettant & profit les propriétés tomographiques des représentations mixtes qui vérifient
(ITI.117), une autre approche a été proposée [CMF99| pour calculer des représentations a
partir de leurs représentations temps-fréquence usuelles.
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La méthode est de chercher la contribution du signal a une échelle 5 et un temps t par
I'application d’un détecteur formulé dans le plan temps-fréquence [Fla88|. La contribution a
une échelle de Mellin donnée se mesure en effet par la ressemblance entre le signal décomposé
en temps et fréquence et les chirps hyperboliques d’échelle § tandis que le temps ¢ auquel
on regarde agit comme facteur de dilatation de I’axe des temps.

Telle quelle, cette approche caractérise convenablement surtout les comportements qui
ne varient pas dans le temps (puisque la dilatation n’est pas la chose la plus simple & utiliser
numériquement sur les distributions de la classe de Cohen). Son grand intérét est qu’elle
s’adapte sans difficulté a la variante 2 fondée sur I’échelle de Mellin et la covariance en temps
puisque cette distribution donnée par (I11.120) est exactement le résultat de la projection
d’une représentation temps-fréquence sur un chirp de Mellin de paramétre 3 et d’origine
temporelle .

Chasse aux chirps par filtre adapté. Suivant la procédure exacte proposée dans contexte
différent dans [CMF99|, les représentations mixtes temps-échelle d’un signal observé sur une
durée T, peuvent étre estimées par le détecteur portant sur une représentation Cx (¢, f) (par
exemple de la classe de Cohen) dans le plan-fréquence :

Ax(t,B) = /O ' tH=10x (% %) du, (I11.128)

qui est la forme de base du détecteur pour les parameétres (¢, 3) de la représentation cherchée.

On accroit la précision de la mesure quand on ne recherche qu'un nombre restreint de
contributions sur les chirps hyperboliques, donc sur les trajectoires de fréquence instanta-
née en f = /u, en localisant plus finement la représentation C'x utilisée. La distribution de
Bertrand est la seule solution de la classe de Cohen qui localise exactement sur ces chirps hy-
perboliques [BB84, CMF99] mais les procédures de réallocation dans le plan temps-fréquence
fournissent une alternative efficace pour obtenir une localisation parfaite pour la détection
|CM98, CMF99|.

Algorithmiquement, le détecteur de 1’équation (II1.128) est implémenté par I'intégration
de Cx(u, f) le long des trajectoires voulues, définies au préalable par des gabarits dans le

plan (u, f).

Echelle de Mellin et covariance en temps. La variation 2 construite sur les contraintes de
covariance pour l'opérateur de Mellin (multiplication par un chirp) et covariance en temps,
fut montrée identique a la recherche des chirps de Mellin dans le signal. Cette recherche
trouve une solution naturellement formulée dans le cadre de la détection temps-fréquence
selon [CMF99|. L’estimation de la représentation de type (I11.120) est la recherche des contri-
butions sur les trajectoires de fréquence instantanée f = +5/(to—u) qui sont celles des chirps
de parameétres 3 et d’origine %.
Le détecteur se formule cette fois comme :

A9 = [

to

T

(u—t)*"'Cx (u, P > du, (IT1.129)

U—t()
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pour les chirps descendants aprés t, et une forme analogue pour les chirps montants en
intégrant sur u < t5. Une maniére d’implémenter ceci est de générer les gabarits dans le plan
(u, f) des détecteurs ayant ces fréquences instantanées.

Transformation de Hough pour les hyperboles. Puisque une représentation temps-
fréquence fournit une image a deux dimensions du signal, des méthodes d’analyse peuvent
étre importées du traitement d’image. En particulier on pense a la transformation géomé-
trique introduite en analyse d’images pour rechercher les courbes appartenant & une famille
spécifiée : la transformation de Hough. On consultera [Mai85] qui en donne une présentation
générale ; cette transformation est aussi dite de Radon. La transformation de Hough origi-
nelle porte sur les familles de droite, définies par deux paramétres a et b comme y = ax + b.
Elle fait alors correspondre a une image dans R? une fonction g(a,b) telle que g(a,b) est
égale au nombre de points caractéristiques de 'image (les points de valeur non nulle) par
lesquels passe la droite de paramétres (a, b).

Adaptée au traitement temps-fréquence pour la détection de chirps linéaires ou pour la
construction de noyaux adaptatifs pour ’analyse ou la synthése temps-fréquence, elle fournit
un détecteur de chirps linéaires en pondérant la contribution de chaque point par la valeur
de la représentation temps-fréquence C étudiée : g(a,b) = Z(ui, ) C'(uy, fi) siles (ug, f;) sont
sur la droite de paramétres (a,b). Finalement la transformation réalise la détection sur les
droites & I’identique des principes de chasse aux chirps linéaires avec des détecteurs temps-
fréquence et seule la pratique algorithmique change : cette fois on fait correspondre a chaque
point (u, f) une contribution a tous les paramétres (a, b) tels que f = au + b & la précision
de I’échantillonnage preés®.

La recherche d’hyperboles dans une image temps-fréquence est du méme type avec la
famille des hyperboles paramétrées comme f = (to £+ u) comme dans (IT11.129). La transfor-
mation de Hough pour les hyperboles fait alors correspondre une représentation C' la fonction
9(to, B) = Xy Clus, fi) ot on a f; = £B(to — u;) & I'échantillonnage prés. Sans entrer
plus loin dans les détails sur la transformation de Hough, l'intérét de cette formulation du
détecteur est qu’il existe des travaux concernant la structure attendue de la transformation.
Dans le cas utilisé ici de la recherche des chirps hyperboliques, la transformation de Hough
calculée est un ensemble de droites dont la superposition en faisceau permet de localiser les
contributions principales.

3 Des invariances d’échelle généralisées

Comme annoncé, ces derniers paragraphes sont un peu en marge du fil général d’utili-
sation de Ly mais constituent des illustrations essentielles de ce que nous avons avancé :
étant donné une symétrie particuliére (qui peut étre une brisure de symétrie partielle), on
peut généraliser la transformation de Lamperti en modifiant le détail de la transformation de
sorte que la nouvelle stationnarise convenablement les processus ayant la symétrie regardée.

Ici nous analysons de cette facon deux invariances d’échelle affaiblies. La premiére incor-
pore l'existence de bornes en échelle et s’inspire des travaux de B. Dubrulle et F. Graner

8 C’est la transformation de Hough de 1 & plusieurs points que nous privilégions pour sa facilité de
programmation [Mai8&5]
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prolongeant la relativité d’échelle de L. Nottale. La deuxiéme concerne ’auto-similarité re-
quise seulement localement, introduite par Benassi et co-auteurs. Les deux cas nous obligent
a détailler 'invariance, les processus stochastiques qui la vérifient et la transformation de
Lamperti que I’on peut utiliser alors.

Le troisiéme exemple important d’invariance d’échelle brisée que nous étudions fait I'objet
du chapitre IV au complet et la transformée de Lamperti usuelle suffira a son étude.

3.1 Invariance d’échelle avec taille finie

Relativité d’échelle en physique. Une critique parfois avancée contre les considérations
sur les invariances d’échelle pour des systémes physiques concerne les limites extrémes ot
cette invariance pourrait tenir. Il est peu naturel en effet de supposer que le systéme se
comporte exactement de la méme maniére sans aucune limite de taille supérieure (I'existence
d’une grande échelle maximale) ou aucune limite de taille inférieure. Le probléme se pose
que l'on regarde I'auto-similarité d’un systéme en temps ou en fréquence. L’intuition serait
de poser des bornes au comportement auto-similaire, souvent retranscrites par 1’existence de
certaines lois de puissance, avec deux échelles maximale et minimale délimitant la zone ou la
propriété est valable. C’est immédiatement cette situation que 1’on constate en turbulence,
par exemple en examimant le spectre isotrope d’énergie de la figure II1.7 (voir le chapitre V
pour les propriétés en échelle de la turbulence).

échelle de :
Taylor

\ échelle de

; Kalmagorov: : =

échelle
;.- :intégrale

o
o
T

Densité spectrale de puissance
>
T

zone

1075 L zgne d m;ecuqn zone memellg digsipative

Fréquence

Fig. l11.7: Spectre typique du signal de vitesse d’un jet turbulent. Données des expériences de C.
Baudet et A. Naert (ENS Lyon) [BMW99]. L'existence d’une grade échelle (échelle in-
tégrale) et d’une coupure a petite échelle (échelle visqueuse ou de Kolmogorov) est un
ingrédient de base des propriétés en échelle de la turbulence (voir le chapitre V pour une
présentation du probléme).

Une lecture attentive des propriétés des systémes et des signaux en fonction de I’échelle a
laquelle ils sont regardés a permis a L. Nottale d’étendre la notion d’invariance en échelle pour
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prendre explicitement en compte 1’existence d’éventuelles coupures supérieure ou inférieure
[Not92, Not93]. Un paralléle des propriétés en échelle avec la relativité restreinte, introduit
sous le nom de principe de relativité d’échelle, affirme que 1’échelle n’est compréhensible
que relativement aux rapport entre des échelles. Ainsi il faut décrire la maniére dont le
contenu en échelle d’un systéme change aprés une dilatation et L. Nottale montre que les
transformations qui agissent sur ’échelle de représentation (ce sont les dilatations) obéissent
a des lois analogues a celles de la relativité restreinte d’Einstein, de type groupe de Lorentz.

Nottale proposant de plus d’abandonner I’hypothése de différentiabilité de I’espace-temps
[Not89, Not02], il doit rechercher les nouveaux principes qui puissent guider une reformu-
lation des équations de base de la physique dans ce cadre plus riche. Sans commenter la
validité ou les espoirs que permettent cette ouverture théorique dans différents domaines
de physique fondamentale (voir par exemple [Not96, Not98]), nous allons utiliser la possibi-
lité d’incorporer des limites non dépassables (analogue a la vitesse de la lumiére) dans les
dilatations : des effets de taille finie.

Des lois de dilatations relativistes. Le propos de Nottale a été repris sous cet angle
par Dubrulle et Graner [DG96a, DG96b| puis redéveloppé afin de construire a partir de ce
calcul des opérateurs de dilatations qui connaissent ’existence des bornes supérieure et/ou
inférieure. On pourra consulter la série d’articles |[GD97, DG97, Dub97, DBGP98, Dub00)|
autour de ce sujet. Nous renvoyons en général & [Dub00]| qui est plus accessible que les autres
articles mais des développements ou applications sont traités dans les autres.

Les objets étudiés sont les représentations en fonction de 1’échelle s des champs U. Les
bornes rendant compte de la taille finie peuvent étre introduites sur les échelles accessibles :
c’est 'image de la figure précédente ou la zone auto-similaire usuelle est limitée; ou alors
sur les valeurs que peut prendre le champ U. Nous interpréterons ceci comme une défor-
mation non-linéaire de I’espace des valeurs que peut prendre le signal, et donc de la loi de
probabilité pour une fonction aléatoire. L’association des deux limites est possible, ainsi que
[Dub00] ’a directement fait. Les auteurs y montrent quelles doivent étre les nouvelles lois de
changement d’échelle, les représentations des opérateurs de dilatation avec taille finie, quelles
sont les fonctions qui vérifient une invariance pour ces opérateurs avant d’interpréter cette
propriété dans différents exemples en montrant que I’on modélise des déviations pertinentes
aux systémes auto-similaires usuels.

Nous allons proposer une rédaction originale de 'invariance d’échelle finie en introduisant
les différents éléments utiles & son traitement. Ensuite nous montrerons comment on peut
étudier les propriétés d’échelle influencées par une taille bornée en construisant une transfor-
mation de Lamperti modifiée, adaptée & cette nouvelle situation. Enfin nous commenterons
et illustrerons I'utilisation des principes d’invariance en échelle avec des effets de taille finie
pour I’étude de processus stochastiques. Les résultats exposés ici sont des préliminaires a
une étude initiée récemment, et que I’on espére se poursuivre pour les applications physiques
possibles avec P. Abry et B. Lashermes |[Las02].

3.1.1 Lois de groupes et représentations sur un intervalle

Représentation additive du groupe des dilatations. 1l n’est pas difficile de trouver
une représentation entiérement additive des dilatations non bornées usuelles puisqu’elle se
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construit au départ a ’aide de la transformation de Lamperti.

Soit une grandeur étudiée (aussi appelée champ) ¢(¢) en fonction d’un paramétre t.
Les changements d’échelles sont les dilatations (Dy x¢)(t) = A" ¢(At). Une représentation
additive a comme effet d’étre une translation sur la variable de représentation : c’est ce
que nous avons appelé une écriture covariante en I1.3.3.2 et la représentation en échelle
de Baraniuk [Bar93| est la solution : (S¢)(s) = ¢(e’ty). s est I'échelle et £y un temps de
référence. Un nouveau changement logarithmique, cette fois sur le champ, donne ’équivalent
additif de la multiplication par A~#. On pose a la suite de Dubrulle et coll. [Dub00] que
Uy =1In¢/py avec ¢y une valeur de référence du champ (arbitraire, par exemple le choix de
I'unité physique) et on a alors :

(DH,/\QS(esto)) . In )\_H¢(65+ln)‘t0)
Po a Po

Cette représentation entierement additive de Dy ) agit sur 'espace donné par :

Upyag(s) =In =—HInA+Uy(s+1n)). (II1.130)

Us =1n ® et s=In i (II1.131)
b0 lo
Cette forme est valable pour n'importe quelle dilatation, quel que soit 'indice H de renor-
malisation. C’est un avantage devant la formulation de Lamperti qui demande de connaitre
H. Le prix est qu’alors un processus auto-similaire ¢(¢) pour un certain H est ici en corres-
pondance avec U(s) qui n’est pas stationnaire mais tel que :

(Vi €R) Uy(s) < Uy(s+ p) — Hp. (IT1.132)

Dans cette formulation, I’équivalent du théoréme de Lamperti II.1 est de travailler avec
le champ Uy (s) — Hs qui est stationnaire si et seulement si le processus initial ¢(t) est auto-
similaire d’indice H. Uy(s) — Hs est en fait le logarithme du transformé de Lamperti de
(t).

Nous venons ici, sans ’annoncer, de restreindre 1’étude aux champs ¢ positifs en en
prenant le logarithme. Les champs de signe quelconque admettent en fait aussi une repré-
sentation entiérement additive et nous ferons cette étude en 3.1.3, en introduisant en méme
temps la dilatation entre des bornes finies qui leur correspond. Il suffit ici de dire que leur
représentation doit étre a deux états U = (In |¢|, #) o le deuxiéme paramétre décrit le signe
du champ initial [DH00].

Différents espaces de représentations. Un signal ¢(¢) peut étre représenté de différentes
maniéres : forme initiale, forme additive mais aussi celle aprés transformation de Lamperti
ou représentation en échelle S. Ce paragraphe est une pause descriptive qui a pour but de
clarifier leurs relations, résumeées sur la figure I11.8.

Partant de la représentation naturelle I du signal ¢(t), les trois autres formes équivalentes
sont construites en appliquant I'une ou I'autre des transformations logarithmique supposées
dans [Dub00] : celle sur le champ et celle sur le paramétre qui est en fait la transformation
en échelle [Bar93|. La combinaison des deux livre la représentation U(s). En définitive, I'uti-
lisation de U comme celle de s n’est justifiée que parce qu’on part du groupe multiplicatif
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I IT lisati IT1
Signal S Transformation renorprg? }_S[a ou Délampertisée
de départ - en échelle N usuelle
(t) (S¢)(s) = ¢(toe”) b(s) = e~ P(toe’)
Logarithme du champ
t S
(Ing)(t) = In &2 U(s) = In 2 V(s) =U(s) - Hs
Représentation Transformation en s Delampgrtlsee
additive S échelle additive renormalisation additive
r I par H v
Fig. 11.8: Les différents espaces de représentation de ¢(t) soumis aux dilatations normales.

pour définir les dilatations et que la généralisation a des intervalles finis s’appuit sur les re-
présentations additives qui seront de facon équivalente utilisées comme desciption canonique
du signal ¢(2).

Les deux derniéres représentations (III et IV) de la figure ont un statut particulier : ce
sont les signaux délampertisés (soit sous la forme usuelle en III, soit en écriture additive IV
sur U(s)). Ils ont alors des propriétés d’invariance modifiées par rapport au champ originel et
sont la solution au probléme de stationnarisation des processus auto-similaires non bornés.

Ainsi donc, aprés avoir montré comment redéfinir des opérateurs de dilatation incorporant
les effets de taille finie, nous redéfinirons en 3.1.4 les cases III et IV pour introduire une
transformation de Lamperti généralisée a I'invariance en échelle avec taille finie.

Lois additives sur un intervalle fini. Des résultats d’algébre célébres en physique per-
mettent de passer aux invariances d’échelle finie : 'introduction du groupe de Lorentz pour
la relativité d’Einstein montre I’existence de lois de composition valables sur un intervalle J
fini de R (ou semi-infini). Elles généralisent la loi + car c’est la loi retrouvée si on étend I'in-
tervalle & R. Nous notons J =|M PJ, chacune des deux bornes pouvant étre éventuellement
infinie. Soient deux éléments A et B de J, on définit @ par :

A+B—-AB (L + 3
Aep="T A_ISMJFP).

~ MP

(I11.133)

Le couple (J,®) est un groupe commutatif. Son élément neutre est 0 donc il faut que
M < 0 < P. Quand J = R, on retrouve (R, +). L’obligation d’avoir 0 entre les deux bornes
pose une seule restriction aux dilatations avec taille finie : admettre que I'identité est contenue
dans leur ensemble.

Cette loi de composition est introduite par Nottale [Not92] sous hypothése que le groupe
des dilatations avec taille finie qu’il recherche adopte une représentation linéaire, ayant une
loi de composition interne et vérifiant une propriété d’invariance par réflexion®. Il propose

9 L’invariance par réflexion est de supposer qu’on peut travailler indifferemment avec U(s) ou —U(—s)
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une démonstration de la forme du groupe de Lorentz et de la loi de groupe @ n’utilisant que
ces symétries en reprenant, et en prouvant qu’on peut en diminuer le nombre d’hypothéses,
la démonstration classique de Lévy-Leblond [LL76].

La démarche que nous proposons est inverse et nous supposons seulement que les di-
latations admettent une structure de groupe. En imposant des limites finies, I'unique loi
[DBGP98| de groupe convenant alors prend la forme de @. Nous préférons ici mettre en
avant la structure de groupe et non la linéarité de la représentation car l'existence dun
inverse dans la description proposée est importante.

A PI’inverse, la lecture des phénoménes d’invariances d’échelle partiellement brisées a I’aide
des modéles de cascade statistique, lecture développée dans [Cas97, Cha0l|, suppose que la
structure algébrique n’est alors qu’un semi-groupe. Il n’est pas possible en effet de revenir
en arriére dans les échelles & contre-sens de la cascade '°. Cependant les deux analyses ne
portent pas exactement sur le méme objet : ici nous regardons directement I’expression des
dilatations alors que les cascades contraignent 1’évolution des grandeurs statistiques d’une
échelle a 'autre. Rien n’interdit d’incorporer un modéle de cascades (non réversible) dans
un formalisme de dilatations respectant des bornes finies. Ceci a été initié dans [Dub00] et
étudié en confrontation avec les signaux expérimentaux de turbulence dans |[Las02] : 'accord
n’est pas bien probant dans ce cas.

Morphisme pour le groupe (J,®). Les propriétés basées sur ce groupe se déduisent du
morphisme qui le relie & (R, +). Soit S ce morphisme, supposé dérivable, allant de (R, +)
dans (J,®). I doit vérifier I'égalité :

(V(a,b) € R*) S(a+b) = S(a) ® S(b). (I11.134)

La premiére conséquence est que S(0) = 0 pour assurer 1'égalité des éléments neutres.
On dérive ensuite par rapport & b ’expression précédente pour obtenir :

1-8(0) (4+3) . S®)S()

S'(a+b) =5"(b)7= S(a)S(b)/MP ~ MP — 5(b)S(a)

S(a) & S(b). (IIL.135)

S’ est la dérivée de S. On pose b =0 et on a :

S'(a) = S'(0) [1 ~ S(a) (% + %) + %‘?j] — 5'(0) (1 _ %) (1 _ @) . (IL136)

Cette équation différentielle s’intégre en séparant les variables a I’aide de la décomposition
en éléments simples :

P/(P—M) M/(P— M)

5'(0)da = 5 —5/p ds (I11.137)
, _ MP 1-S/P
§'(0)a = F—==In (1_S/M + Cte. (IT1.138)

pour représenter les champs étudiés. C’est possible car alors les propriétés d’invariance par dilatation, de
forme (II1.132), sont les mémes.

10 Cette impossibilité est & comprendre au sens de la description statistique et non en terme du comporte-
ment instantané de, par exemple, ’énergie pour les cascades en turbulence des fluides.
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La propriété des élements neutres, S(0) = 0, impose I’annulation de la constante. Le
morphisme vérifie que S(—o00) = M et S(+o0) = P, envoyant ainsi les bornes d’un groupe
sur les bornes de I'autre. On notera o = —S'(0)(P — M)/MP la constante qui intervient
dans les expressions. Elle est positive quand S’(0) Dest.

eaa

1—
S(U,)—PMW

1< A/M (I11.139)
=

S (R, J,
R+) = J,®) S‘I(A):lln<

«

Puisque 'on sait que la fonction In est le morphisme de groupe entre (R}, x) et (R, +), il
suffit de prendre la composition (S oln) pour passer directement de (R}, x) a (J, ®). Notons
aussi que la forme (II1.139) peut se construire par itération de la loi de morphisme comme
dans [DG96a| et ne nécessite pas en toute rigueur ’hypothése de différentiabilité.

3.1.2 Opérateur de dilatation avec taille finie

Nous introduisons la représentation additive des opérateurs de dilatation de taille finie
D13, en faisant porter (II1.130) sur les groupes bornés (U, ®) et (S, ®). Nous supposons que
U=|U_U;[etS=]s_ s4].

(DLLU)(5) = Uls © ) ® 9(1) (ITL140)

Les champs U et g sont soumis a la loi ® tandis que les variables d’échelles s et p obéissent
a la loi ®. Ces deux lois sont définies indépendamment jusqu’ici. La fonction g(u) indique
comment 1’observation est renormalisée du fait de la dilatation et est analogue donc au terme
A~H des dilatations usuelles. Du fait que (II1.140) représente un groupe, g vérifie la loi de
composition g(A® B) = g(A) ® g(B) On peut trouver la forme nécessaire de g(-) en utilisant
deux fois le morphisme de (I11.139), S pour la loi des variables ® et Sg pour ®. On note
@ et ag les constantes de chacun des deux morphimes. Soient deux nombres réels a et b.
On méne le calcul suivant :

9So(a+8) = g[Ss(a) ® So(B)] = 9S6(a) ® gSe(b) = Ss [S5'Se(a) + S5'gS6(B)]
(IT1.141)
La transformation Sg'gSe allant de (R, +) dans lui-méme est donc un automorphisme
de ce groupe. Il est donc égal a I'identité multipliée par une constante que nous appelons —H
afin de retrouver (I11.130) quand les bornes sont toutes rejetées a I'infini. La renormalisation
g(u) s’écrit alors comme!! :

9(1) = S (—HS5" (1)) - (I11.142)

Les équations (I11.140), (II1.139) et (II1.142) caractérisent l'opérateur de dilatation de
taille finie appliqué sur la représentation Ug)(s) = In¢(toe®)/do du signal ¢(t). Remar-
quons que les paramétres H et g interviennent seulement par leur rapport (—H/ag) dans

1 Afin de faciliter la comparaison avec les travaux exposés dans [Dub00], nous donnons la correspondance
des notations de notre équation avec le tableau 1 de I'article cité : g(m) = Sg(m); m(p) = Sg' (1) ; a = —H
et la constante 8 = exp(ag).
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(IT1.142) ; nous posons arbitrairement a; = 1 pour ne conserver le facteur de renormali-
sation que dans H. Rien n’interdit de passer & une représentation portant directement sur
#(t). Ce champ est borné en valeurs dans |@oeV~ @peV+| et le paramétre est a valeurs dans
T =]toe®~ toe’*[. Il suffit d’inverser la relation entre U et ¢ pour obtenir :

(D)5.9)(t) = doexp {In (¢(toe™ /) /) @ g(u) } (I11.143)

Cette écriture est un peu lourde et on préfére utiliser implicitement Uy(s) comme gran-
deur de travail. Elle permet toutefois de s’assurer qu’on retrouve effectivement la dilatation
normale quand les bornes sont a l'infini. Dans ce cas Su et Sy sont l'identité sur R et
9(u) = —Hp. Par la suite, (DJ3,¢)(t) = e""#¢(e"t) et on a bien DI, = Dy en.

Il n’existe au final que neuf cas généraux différents (parce que les lois ont un comporte-
ment symétrique pour M etP), exposés dans [Dub00], d’opérateurs de dilatations. Ils sont le
croisement des trois situations pour l'intervalle S : fini (deux bornes), semi-infini (une seule
borne) ou égal a R avec les trois mémes situations pour U.

Notons enfin que DI, est un warping au sens de [HTT02] et forme une groupe de trans-

formations agissant dans (U, @) qui représente (S, ®) puisqu’on a Dg_‘L’Dg’Z, = Dgfl@’w.

Invariance d’échelle avec effet de taille finie. On sait que les lois de puissances, de la
forme ¢(t) = do(t/to)" sont les fonctions déterministes invariantes en échelle. La question
est alors posée de trouver les lois qui les généralisent aux effets de taille finie.

Les fonctions U/#(s) sont dites invariantes en échelle pour des effets de taille finie si elles
vérifient la généralisation de I’équation d’invariance par dilatations avec les opérateurs de
taille finie :

(D2 U (s) = U*'(s) (I11.144)

pour tout p et un certain H. Elles sont donc telles que U7*(0) = U/*(0 ® pu) ® g(u) et
en inversant I'équation U/* (1) = U/*(0) ® ! g(u1). Le symbole ® ! est 1a pour opération
d’inversion'? de ® et on exprime les champs U7** & invariance d’échelle finie comme :

U (p) = U*(0) ® - g(u)(_ljgj{:)+ ) (I11.145)

Un choix conventionnel est de prendre U/*(0) = 0, soit ¢(ty) = ¢o. Ce n’est pas plus qu'un
choix possible parmi d’autres, qui précisent la jauge adoptée pour exprimer la représentation.
un certain arbitraire porte méme sur le choix des variables In ¢ et Int comme éléments de
description et on pourrait appliquer n’importe quelle fonction a ces éléments tant que la
fonction choisie constitue un morphisme permettant de garder le lien avec (R, +) en derniére
étape. Le choix général de cette jauge n’est pas entiérement compris [Dub00]. Nous avons
cependant montré que pour la variable, les principes généraux pour représenter un signal en
échelle nous conduisent a la solution de Baraniuk, donc a In¢ comme description de 1’échelle.
L’arbitraire est en ce domaine partiellement justifié.

12 1’inverse existe du fait de la structure de groupe.
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Invariance avec taille finie analysée dans les variables initiales. En supposant donc
que U’*(0) = 0, on peut analyser les lois invariantes par ’Dgfu. Comme s_ et sy sont en
correspondance avec £oo de R, ces échelles limites vérifient que s ® p = s pour tout
p. Comme U7*(sy) = U’ (s1) ® g(p), les seules solutions cohérentes pour U7*" sont que
U/%(s.) prennent par le morphisme Sg' des valeurs co. Nous montrons ainsi que U/*(s_) =
U_ ou U/*(s_) = Uy, l'autre borne sur le champ étant obtenue pour I'autre borne des
échelles.

Regardés en fonction de I’échelle, ces fonctions U/*!(s) présentent une déviation nette
par rapport aux lois de puissance. On calcule ’exposant de puissance local comme d1n ¢/ds
donc comme :

dUu/# dg(s)/ds
1 (s) = (s)/ 5 (IT1.146)
§ (1 —g(s)(1/Us + 1/U-))
Lois invariantes en échelle avec taille finie Lois invariantes en échelle avec taille finie — exposant local
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Fig. 111.9: Représentation des lois détermistes H-ss avec effets de taille finie; & gauche on a tracé

les lois (en variables log-log), & droite les exposants locaux. Les bornes portent seulement
sur le champ ; -- pour deux bornes, — pour une seule P et -— sans limitations.

Les déviations dont elles rendent comptent sont représentées graphiquement sur la figure
I11.9. Au centre de la figure se trouve le point'® ol la loi apparente se confond avec la loi
de puissance qu’imposerait une auto-similarité sans coupures (une droite dans le graphique
log-log que 'on montre, dont la pente, ici 1, donne ’exposant de la loi de puissance).

Dubrulle et coll. [Dub00] ont montré comment ces formes sont utiles & I’étude de diverses
situations physiques, tandis que Nottale avait interprété ce changement d’exposant apparent
comme une brisure en échelle pouvant caractériser le passage d’un comportement classique
a un comportement quantique [Not93|.

13 La position de ce point est affaire de convention et de choix de ¢q et to. Il n’a pas de signification propre
autre.
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3.1.3 Les cas des champs de signe quelconque

Le cas des champs de signe quelconque — Loi de groupe. Le passage a une repré-
sentation en In ¢ oblige & se contenter de grandeurs qui ne changent pas de signe. On peut
traiter de maniére analogue un champ dont le signe peut étre + ou - mais il est nécessaire de
compliquer Papproche [DHO00| en introduisant une représentation a deux variables, du fait
que (J, X) ne peut étre un groupe multiplicatif quand 0 € J. La représentation a deux états
Uy = (A, 0) ou A=1n|¢|/¢y et 0 le signe de ¢ admet elle une structure de groupe.

Le signe a directement (Z/27Z,+) comme représentation additive. C’est celle que nous
prendrons : 0 code le signe +, 1 le signe -. La loi sur un intervalle fini pour les représentations
a deux éléments est étudiée de maniére générale dans [DHOO| mais reste sur ce plan général.
En particulier jamais n’est exhibée clairement les lois et les comportements utiles non pas
au probléme de deux éléments quelconques mais des champs définis par un module et un
signe.

Nous faisons ici les calculs explicites pour le cas des champs signés afin qu’ils soient
utilisables. Les éléments possibles de la représentation sont pour §# = 0, A €] — oo PJ, et pour
=1, A€]—oo0 M[, avec M > 0 et P > 0. Nous notons (J,{0,1}) ’ensemble sur lequel
nous allons travailler. La loi @ pour (4, #) tel que ¢ est compris entre —¢oe™ et @oe” doit
vérifier :

(I11.147)

1 1 / py /
(A’e)@(A,’e,):<A+A aAA' — b(AY + A'0) Ceg,ew').

1 —dAA" — el

L’ensemble des contraintes suivantes doivent étre respectées :
1. (0,0) est I’élément neutre du groupe;

2. la représentation du zéro pour ¢ est (—oo,0) ou (—oo, 1) et est absorbante pour & il
est nécessaire alors que d = 0;

3. la loi pour 6 est celle de Z/27Z sans changement ; il faut alors que e = 0;
4. la loi réduite a (Joo PJ,0) est du type (II1.133) avec les bornes indiquées;

5. propriétés sur les bornes : (M,1) ® (M,1) = (P,0); (M,1)& (P,0) = (M,1); (P,0) &
(P,0) = (P,0).

Les derniéres propriétés conduisent a un systéme de trois équations pour fixer a, b, ¢ :
P=2M —aM? —2bM — ¢

M=P+M~—aMP —bP (IT1.148)
P =2P — qP?

La solution de ce systéme est que a = 1/P,b=1— M/P et c = M?/P — P et nous livre
la loi de composition recherchée :

AA! M?
S 09 (P— =)0+ 0’) .

P
(IT1.149)
Il est immédiat de vérifier que les contraintes annoncées sont bien toutes respectées.

M M
(A,0)® (A',0") = (A(l -0+ HIF) +A(1-0+ OF) -
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Le cas des champs de signe quelconque — Morphisme. Nous notons Sy (a, ) = (A,0)
le morphisme allant du groupe additif (R, +) x (Z/2Z,+) qui est implicitement représenté
ici, dans le groupe (J x {0,1},®). Il est donné par :

Sy: RxZ/2Z,+) — (Jx{0,1},®)
(0,0) — Si(a,0) = (A,0) ot { P Peeaa): 5+((5) i
(ITL.150)
Démonstration — La restriction de @ aux nombres positifs s’écrit (4,0) @ (B,0) = A +
B — AB/P et la démonstration qui conduisit & (I11.139) s’applique telle quelle. Le mor-
phisme restreint aux signes positifs est donc S, (a) = P(1 — e **). Considérons maintenant

la composition d’un nombre positif et d’un négatif :

M Sy(a)S_(b
(5:(a).0)® (S (). 1) = 25, (a) + 5 (1) - 2O _ (50 8).2) = S (0 ).,
(IT1.151)
que nous dérivons par rapport a la variable a avant de fixer celle-ci & 0 :
dS_(b) M S (b
0 S.(0) (P P . (IT1.152)

L’intégration par séparation des variables dans cette équation permet d’obtenir la forme
de S_ en fonction d’une constante A. On rappelle que S, (0) = aP.

S_(b) = M — Xe™®. (I11.153)

Cette derniére inconnue doit étre fixée de fagon a ce que la composition de deux nombres
négatifs obéisse a la loi & :

(S:(a+0),0) = Si((a,1) + (b, 1)) = (S_(a),1) @ (S_(b), 1), (IIL.154)

qui donne explicitement :

- M S_(a)S_(b) M2
P_P ala+b) _— - - _ p_
¢ 7 (5-(a) + 5-(b)) b tP-
M M2 M
= @M -Ae*+e ™) 20+ (e +e ) = e 4P
= P, (IIL.155)
P

Il faut et il suffit de poser A = P pour obtenir la forme du morphisme recherché.
O

Le cas des champs de signe quelconque — Fonctions invariantes. L’utilisation de
ces résultats permet d’étudier les signaux ¢(¢) qui peuvent prendre des valeurs de signe
quelconque, sans supposer la méme liberté pour le paramétre . Nous nous satisfaisons,
comme pour ce qui a trait a l'utilisation de la transformation de Lamperti, d’avoir des
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signaux définis sur R . Les opérateurs de dilatation avec taille finie agissent alors & travers
une fonction de renormalisation g comme en (II1.140) :

(D15.0)(s) = (A(s © ), 0) @ (9(n), b4(w), (IL.156)

et il faut introduire une fonction de signe 6,(x) pour la renormalisation. Si on ne cherche pas
des effets étranges, le signe restera constant comme il I'est pour le terme A\~ des dilatations
normales, et on prendra 6, = 0 par exemple. Il reste :

(DIU)(5) = (A(s @ 1),6) & (9(1),0)- (ITL.157)

Un calcul identique a (I11.141) impose la forme précise que peut adopter g(u). La recherhe
des champs signés dans J auto-similaires se conduit ensuite comme en (I11.145). Il est & noter
que leur signe est imposé par la valeur initiale en s = 0.

9(1) = Se(—HSZ (1)) et U’ () = U (0) @ (% 0) (II1.158)

[’étude que nous venons de faire en introduisant le signe du champ observé peut sem-
bler de peu d’utilité puisque les fonctions auto-similaires avec effet de taille finie que nous
obtenons ne changent pas de signe. Cependant nous poursuivons par 1’étude de proces-
sus stochastiques, et ce n’est pas parce qu’un processus vérifie statistiquement l’égalité

d . L . e . .
(Ds,U)(s) = U(s) qu'il la vérifie pour chacune de ces réalisations, bien au contraire. Les
processus de ce type peuvent ainsi passer sans contradiction d’un signe a l'autre et c’est
méme la situation la plus courante.

3.1.4 Dilatations de taille finie et processus stochastiques

Processus stochastiques auto-similaires avec des effets de taille finie. La définition
naturelle de I'auto-similarité stochastique pour les processus de taille finie est de généraliser
I'équation d’invariance en échelle (II1.144) aux processus aléatoires en supposant une égalité
en lois multi-dimensionnelles.

U'si(s) £ (DI U (5) = U(s © 1) ® g(p)- (I11.159)

N’oublions pas que la fonction g(u) est une renormalisation, analogue au A\ # des di-
latations générales, et que les formes possibles pour g sont contraintes par (I11.142). Nous
avons rappelé ici la représentation entiérement additive des dilatations de taille finie, qui
s’appliquent a la case II’, alors que ’on a I’habitude pour les dilatations usuelles de travailler
avec le signal direct ¢(¢). Dans ce cas les dilatations obéissant aux coupures finies adoptent
la représentation donnée en (I11.143).

Il faut bien remarquer que les processus stochastiques soumis aux effets de taille finie
sont bien particuliers. Leur ensemble de définition est borné par construction. Bien que rien
n’empéche d’interpréter a priori le paramétre borné comme un temps dans R et de supposer
que les bornes sont les limites qui entourent les instants ol le processus est non nul (ainsi
que nous 'avons fait pour 'analyse par Ly en plongent R} dans la droite réelle), cette
particularité implique quelques subtilités sur les outils d’analyse mathématique employés.
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Une situation comme 1’étude d’une marche Brownienne fractionnaire entre deux instants, ou
pont Brownien, peut trouver une formulation intéressante ici.

[’autre subtilité réside dans 1’espace dans lequel les fonctions aléatoires prennent leur
valeur. Lui aussi est borné a priori entre U_ et U, pour les variables logarithmiques. Nous
montrons ci-aprés comment ceci peut étre compris comme appliquer une déformation non-
linéaire aux lois de probabilité d’un processus générateur a valeurs dans R.

Transformation de Lamperti pour les effets de taille finie — Cheminement suivi.
Confrontés a un processus {X (t) = ¢(t),t € T} qui vérifie 'invariance avec effets de taille
finie, nous avons l'idée d’introduire une généralisation de la transformation de Lamperti
L1% qui transforme un certain {Y (u),u € R} en ¢(t) = X(t). La propriété centrale que
nous voulons garder est la relation d’équivalence unitaire (I1.65) entre la dilatation et la
translation, dilatation au sens des bornes finies, D_{;i. Le tableau III.8 nous guide alors pour
construire ce qu’est la transformée de Lamperti pour cette dilatation. Il faut redéfinir les
espaces III et IV de sorte que ’action d’une dilatation Dgfu sur ¢(t) (ou de fagon équivalente
U(s)) soit une simple translation pour le processus délampertisé.

S af
Lamperti généralisée £}/

I Iir 111
Signal Délampertisée Délampertisée
de départ LYy généralisée bornée esan généralisée
(1) P (u) = eSe(nY (/o) Y (u)
Logarithme Logarithme
du champ du champ
et S
U(s) W(u) = Sg(W*(u)) W (u) =InY (u)/Y,
Transformation Délampertisée Délampertisée
en échelle additive ch, additive bornée S, généralisée additive
Ir v’ 1Y

S Af
Lamperti généralisée L1

Fig. 111.10: Les espaces de représentation de ¢(t) et de sa délampertisée Y (u) ou de sa délampertisée
bornée ¢(u) pour les dilatations de taille finie.

Nous nous aiderons des diverses représentations possibles pour le processus et son délam-
pertisé et dessinons en figure I11.10 le nouveau tableau qui les résume. A gauche, I et IT’ (on
a masqué II et I’) sont les deux fagons principales de regarder un processus soumis aux effets
de taille finis, donc qui est une fonction aléatoire de S (ou T) dans U (ou exp U). Celles de
droite sont les processus délampertisés.

Pour les construire, le raisonnement intuitif est en deux étapes. La premiére est de trouver
la correspondance entre le paramétre u dans R du champ délampertisé (Y (u) ou W (u)) et
la variable ¢ (ou s) aprés transformée de Lamperti qui doit étre bornée. La solution est connue
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comme utilisant le morphisme S qui va de (R, +) dans (S, ®) et on posera que s = S, (u).
La deuxiéme opération est d’introduire ’équivalent de la renormalisation en temps par t
qu’impose Ly, obligatoire dés lors que 1’'on veut mettre en regard des signaux stationnaires
et des processus auto-similaires pour un certain indice H, ici une loi g. La construction par
analogie avec la représentation additive des Dy, des dilatations de taille finie Dgfu nous
suggére qu’il suffit de rajouter le terme équivalent pour la loi ® sur le champ une fois borné,
en case IIT" ou IV'.

C’est & ce moment que se comprend pleinement que nous pouvons introduire deux sortes
de transformation qui généralisent celle de Lamperti. Soit nous décidons de ne pas modifier
I’espace dans lequel les fonctions aléatoires prennent leur valeur, en particulier les bornes, et
la transformée de Lamperti pour des processus bornés sera notée L% et envoie les processus
bornés stationnaires vers les processus H-ss avec effet de taille finie : il suffit d’ajouter la
renormalisation au changement de paramétre décrit. Soit nous voulons que la transformation
généralisée envoie les fonctions aléatoires usuelles (de R dans R) vers les processus avec effets
de taille finie. Nous appelons celle-ci ﬁfHS , transformation de Lamperti généralisée et elle
ajoute a la précédente un appel & Sg pour envoyer les processus non bornés dans 1’espace
des processus bornés dans U (ou exp U).

Transformation de Lamperti pour les effets de taille finie — Définition et propriétés.
Les réflexions que nous avons esquissées sont nos motivations pour introduire les définitions
ci-dessous pour la transformation de Lamperti. Nous prouvons ensuite leurs propriétés.

Définition 111.4: La transformation de Lamperti généralisée ,Cst pour les effets de taille finie
est définie par son image en représentation I ou II’ :

{ (LEW)(s) = U(s) = Se (W™ (S51(s))) @ g(s)

(IT1.160)
(LW ) (1) = ¢(t) = ¢ exp [Se (W (S5 (Int/te))) @' g(Int/to)] -

Définition I11.5: La transformation de Lamperti généralisée bornée LY, pour les effets de taille

finie est définie par son image en représentation I ou I’ :

{ (LEW)(s) =U(s) =W (S5'(s)) ®" g(s)

I11.161
(L)1) = 6(t) = doexp [IW (S5 (nt/t0)) © gint/to)] —

Pour la suite du raisonnement nous ferons 1’économie des choix de normalisations ¢,
Yo, ¢o et 1 pour les différentes variables dont on prend le logarithme. Nous savons qu’ils
sont arbitraires et qu'un changement d’unité permet d’en disposer. Nous les supposons alors
égaux & 'unité pour les calculs qui suivent. On aura en particulier s = Int.

L’écriture des transformées peut aussi étre quelque peu simplifiée en rappelant que g(s) =
Se(—HS5'(s)) et donc que son inverse pour ® est Sg(HS5'(s)) :

{ (LEW)(s) = U(s) = W (S5 (s)) ® S (HS5'(s))

(I11.162)
(LEW™=)(s) = U(s) = Sg [W™ (S5"(s)) + HS5'(s)] -
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Proposition I11.4: Les deux transformations de Lamperti généralisée Eﬁ et L5, sont inversibles
et leur inverse est donné par :

{ (E’}I:IU)(U) =W(u) = U(So(u)) ® Sg(—Hu) (I11.163)
(L% U) (u) = ¥(u) = exp {U(So (1)) ® Se(—Hu)}
fs1 w) = W (u) = S=1 u))| — Hu
(‘CH U)( ) w ( ) S@ [U(S(D( ))] H (HI.164)

(LL U (w) = Y(u) = e M exp {Sg! [U(So(u))]} -

Démonstration — La preuve découle directement des structures de groupe de (U, ®)
t (S,®) : il existe un inverse pour ces deux opérations et le morphisme correspondant
a chaque groupe est lui aussi inversible. Les transformées de Lamperti inverses sont donc
obtenues par s = Sg(u). Pour le champ borné, I'inversion de ’égalité implique que W (u) =
U(Se(u)) ® g(Se(u)). L'expression exacte de g(Sg(s)) = Sg(—Hu) suffit & proposer les
écritures ci-dessus. La transformation généralisée demande de passer en plus par Sg ! Nous
vérifions par exemple dans un cas par le calcul direct :

(8 Ll W) () = (c’;{lvv(s;(s)) ® S®(HS(51(5))) (u) (IT1.165)
{W(S,'Se(u)) ® Se(HS, 'So(u))} ® Sg(—Hu) (I11.166)

= W(u) ® (S (Hu) ® Se(—Hu)) = W(u). (IIL.167)

[l

Il nous reste a prouver I’équivalence centrale entre dilatation avec effets de taille finie sur
U(s) (ou ¢(t)) et translation simple sur W (o).

Proposition I11.5: Les transformées de Lamperti généralisées garantissent pour tout pu que :

-1
Ly DILE = Sg-i

RN o ()’ (IT1.168)
Ly DLy = SSél(u)’

ot Sq-1,,, est la translation temporelle sur les fonctions a valeurs dans R ou dans [’espace
S@ (©)

borné U selon le cas.

Démonstration — 1l ne reste qu’a rassembler les propriétés exposées au fil de lignes précé-
dentes. Partons d’un signal W (u) qui est la transformée de Lamperti inverse d’un certain
o(t) (pouvant étre représenté par U(s)). Le calcul direct suivant combine les résultats déja
eXpOoseés :

(L7 DI LEW) () = (ﬁfs DI W (S5 (s) @ (s ))() T11.169

= (e W(Ss5 o) &7 gls © 1w ® g(w)) (w) (170

(e w(ss som) e g(s) ()

= W(S; <s@<) 1) ®" 9(So(w)) ® 9(Se (1))
(551 (So(u) © ) = ().

I11.172

( )
( )
(IL.171)
( )
(I11.173)

Wiu+ S5
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Cette démonstration, un peu laborieuse du fait des notations que nous devons utiliser,
n’est que l'exact analogue de la preuve du théoréme de Lamperti que nous avons écrite au
chapitre II, partant de I’équation (IL.66).

O

Afin de conforter le lecteur nous pouvons compléter ce résultat en prouvant que cette
transformation coincide avec Ly si les bornes sont rejetée a I'infini. Nous avons montré
qu’alors les morphismes S; et Sg sont l'identité et les lois simplement +. Donc W(s) =
U(s) +g(s) =U(s) — Hs et W se trouve étre exactement la délampertisée additive (IV du
tableau I11.8) de ¢(t).

Corollaire I11.1: Un processus {¢(t),t € T} est auto-similaire pour les dilatations avec effets
de taille finie D};L d’indice H, au sens de (III.159), si et seulement si sa transformée de

-1
Lamperti généralisée inverse Y (u) = (L35 ¢)(u), processus aléatoire de R a valeurs dans
R, est stationnaire.

Corollaire I11.2: Un processus {¢(t),t € T} est auto-similaire pour les dilatations avec effets
de taille finie ’Dgfu d’indice H, au sens de (II1.159), si et seulement si sa transformée de

o ) —1 L X
Lamperti généralisée inverse bornée 1(u) = (LY @)(u), processus aléatoire de R & valeurs
bornées dans eV est stationnaire.

Ces deux résultats découlent sans effort supplémentaire de la proposition précédente.

Comprendre les processus avec des effets de taille finie. En se débarassant des inter-
médiaires des représentations additives (et toujours avec les références d’unité mises a 1), la
transformation de Lamperti généralisée pour les dilatations avec taille finie s’écrit :

(LEY)(t) = exp {Sg In Y (S (Int)) @ ! g(Int)} . (I11.174)

Nous pouvons identifier trois effets successifs de la transformation sur les processus que
I'on peut qualifier d’ordinaires {Y (u),u € R} (ils sont dans le monde stationnaire et ses
extensions) que nous allons étudier séparément.

1. Le premier effet est un changement majeur de la variable temporelle, passant de u a
t = %) Pour construire les processus auto-similaires avec effets de taille finie, cette
étape revient a introduire une sorte de warping temporel w(t) = Sg'(Int).

2. La transformation envoie ensuite les processus dans I'espace des valeurs bornées (U
aprés transformation logarithmique). Cette étape est une déformation non-linéaire
ponctuelle qui modifie la loi de probabilité du processus en méme temps que 1’es-
pace dans lequel il prend ses valeurs. C’est ici que nous avons opté pour les notations
simplifiées des champs qui restent toujours du méme signe ; mais nous savons comment
une représentation a deux paramétres et ’extension du morphisme Sg a la forme Sy
sur ces deux paramétres est possible.

3. Enfin il reste & prendre en compte 1’équivalent de la multiplication par ¢t décrit par la
renormalisation en g(Int). Il est plus difficile de I’étudier génériquement puisque qu’il
affecte autant les propriétés ponctuelles que temporelles et mélange les précédents.
Nous ne ménerons pas ici une étude trés générale.
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Le warping : effet sur la structure temporelle. La modification de I’axe temporel est
obtenue comme w(t) = Sy'(Int) & partir des processus stationnaires. Ces transformations
temporelles sont tracées en figure III.11 que 'on ait une ou deux limites. Supposons pour
I'instant que seules les échelles, et donc le temps, admettent des bornes (et non le champ).
Partant d’un processus stationnaire {Y (u),u € R}, la transformation de Lamperti de taille
finie conduit a la classe des processus H-ss de taille finie { X (¢),t €]e®~ e*+[}, telle que :

Rx(t,t") = v (w(t) — w(t)). (I11.175)

Fonction de déformation temporelle x107° OU transformé en auto-similaire sur intervalle fini
10 T T T 10 T T T T T

| !
‘ 'M ‘“"\ | w.““‘:\:\‘ TR H .‘ ,'
h !;'I; W :‘“‘ il ‘m‘ *‘\ it B! ":}‘wu H\‘ "‘\«‘“J‘JM : {,“‘G‘:‘L:‘M 1'5‘:\,1' } b
4 ‘I‘ i }“l‘ulw‘ s‘
|

fi iy b i 4 I ‘Wm LRI i
M HiRE LR,
) !

_80 5‘0 160 1&0 260 2;0 360 3;0 400 _50 5‘0 160 1&0 260 2;0 360 3;0 400
temps t temps t
Fig. I11.11: A gauche sont tracés les warpings w(t) pour une - et deux — limites. A c6té on montre

deux exemples d’un processus OU modifiés en temps par w(t), selon qu'’il y a une -- ou
deux bornes — (courbe décalée arbitrairement par une constante).

Nous montrons sur la figure II1.11 & droite un simple exemple de 'utilisation de ces
transformations du temps sur une réalisation d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (défini-
tion I1.15) . Les processus obtenus sont auto-similaires au sens des échelles bornées pour le
parameétre t.

L’existence de ces limites infranchissables n’est pas une idée théorique inutilisable en
physique. Si nous nous référons a ¢ comme a un temps en général dans le manuscrit, c’est par
commodité d’expression (et de confrontation avec diverses constructions théoriques d’analyse
des signaux). On peut imaginer deux types de situation au moins ol ce parameétre peut rester
borné. D’abord quand ¢ n’est pas un temps mais une longueur (paramétre évetuel d’un
incrément, de vitesse en turbulence [Dub00]) qui admet bien volontiers des limites haute et
basse pour un systéme (et une description physique) particulier. L’autre situation est dans la
progression vers un point ou pourquoi pas un temps critique. Les comportements génériques
que nous regardons ici ont des applications naturelles a des systémes statistiques ou par
exemple des problémes de fracture [Dub00).

Ces processus sont ici donnés sous une forme stationnarisable comme dans les travaux
de Perrin [PS99] mentionné aux II1.1.4.1. Les transformations du temps sont fortement
contraintes par la structure de groupe initiale des dilatations avec des effets de taille fi-
nie. Ce qui est important alors est la structure corrélative que les processus autorisent. Nous
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en donnons I’exemple & nouveau pour la transformation de processus d’Ornstein-Uhlenbeck
(OU), en figure I11.12. La comparaison avec la corrélation du processus OU initial suggére
une dépendance corrélative longue, sur l'intervalle en ¢ accessible, du processus W (w(t)). En
soi cela généralise bien le comportement des processus H-ss définis sur R} .

Lois de probabilité : transformée de gaussiennes sur intervalle fini
Comparaison des corrélations 0.9 T T T T

09

0.8

0.7

0.6 4

06 05- 4

R, (160)

0.5
0.4 -

0.4

0.3 B 4

0.3 Lot q

0.2 ; b

0.1+ s d

I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
temps t valeur de y

Fig. 11.12: A gauche, corrélations des processus OU transformés de la figure II1.11 (une borne -- ou
deux bornes —), comparées a la corrélation -— du processus d’OU initial avec a = 0.2. A
coté, loi de probablité Gaussienne transformée par (IT1.178) en une loi sur un intervalle
fini. L’intervalle est borné aux deux extrémités et la loi est alors symétrique, tracée en
--; 'intervalle n’est borné que d’un seul coté et conduit & la loi non symétrique en —. On
a tracé en trait mixte -— une gaussienne non bornée pour comparaison.

La déformation non-linéaire : effet sur la loi de probabilité. Si maintenant des bornes
sont supposées exister sur le champ auto-similaire recherché, il faut d’abord examiner ’effet
de passer des lois de probabilité qui sont a valeurs dans R, aux lois bornées dans U (en
représentation logarithmique).

Afin de mieux cerner cette déformation seule, nous ne regardons que cet effet sans le
warping temporel. Cela consiste donc & étudier le processus borné 1 (u) = eS¢ Y ®) en case
ITI de la figure II1.10. Nous pouvons en calculer la loi de probabilité a un temps en fonction
de celle de Y (u). Nous notons y la valeur prise par Y et z celle prise par ¢ ; les lois de
probabilité sont py (y) et py(x) et vérifient :

py(z) = g—ipy(y(x)), (I11.176)

ol y(z) = %% Nous donnons le résultat du calcul de changement de variable aléatoire
dans deux cas.
— Si la variable aléatoire de départ reste positive, la dérivation de la forme du morphisme
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Sg dans le cas ou M et P sont les bornes sur InY conduit a :

1. 1—Inz/M

exp {— lni}
o« 1—Inz/P 1 1 Sgl
— ne III.1

ox (P—lnac M—lnx) pr(e ) ( )

py(z) =

— Si la variable aléatoire Y (u) peut prendre des valeurs négatives, alors il faut passer par
la représentation a deux états que nous avons décrite si Y a deux bornes, —e™ et e”.
Un calcul de dérivation immeédiat donne :

p 6551(1n|x|,¢9) 1
py(@,0) = ax  Ug(0) —Inz

PWERCION (IT1.178)

ol nous avons noté les deux bornes comme UL (0) = P et Uy(1) = M
La figure II1.12 illustre la deuxiéme situation en montrant des exemples de lois de pro-
babilité que ’on peut obtenir ainsi. Il faut remarquer que le morphisme S utilisé pour les
variables de signe quelconque est dissymétrique pour le comportement vis-a-vis des quantités
de signes opposés en son expression et peut conduire a des lois ayant cette dissymétrie. On
retrouve un comportement symétrique quand P = M.

La renormalisation de type « t¥ ». Cette seconde partie de la déformation mélange le
champ et le paramétre de temps et est ainsi plus difficile & qualifier de facon théorique et
générale.

Si I'on se contente de processus qui prennent leurs valeurs dans un espace sans borne U_
et U, finie, l'effet de I'indice H de la transformation de Lamperti généralisée'* est décrit
simplement & 1’équation (II1.164) par un e~* pour la transformée inverse, donc un etw(t)
dans 'autre sens. Nous avons exactement :

o(t) = "0y (w(t)), (I11.179)

et la fonction de corrélation du processus lampertisé s’écrit si le processus initial est station-
naire :

D) o (05(8) — w(t')) (I11.180)
eHSo (mtemnt) 1o (G 1(Int © ' Int')) (I11.181)

Rx(t,t)

Un cas trivial quand H est fixé a 0 peut étre écarté. Du fait de la propriété de morphisme
Se(0) = 0, le processus obtenu n’est en effet autre que ¢(t) = W(Int/ty). Au changement
d’axe des temps prés, le processus obtenu a une sorte de stationnarité et partage les parti-
cularités des processus 0-ss.

C’est quand H est non nul qu’on obtient alors des comportements plus intéressants. Un
exemple de réalisation basée sur un processus d’Ornstein-Uhlenbeck Gaussien est montré. La
transformation ramenant & des champs bornés étant non-linéaire, elle impose des déviations
importantes a la gaussianité du processus transformé.

14 Bornée ou non puisqu’alors elles coincident.
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3.2 Auto-similarité asymptotique locale

La transformation de Lamperti porte sur les propriétés globales d’un processus comme
I’auto-similarité qui impose un méme comportement & toutes les échelles et a tout temps
(revoir par exemple le I1.4.4 pour les mouvements Browniens). Cependant dans de nombreux
cas, dont celui des fBm, les propriétés en échelle sont étudiées plutot par leur effet sur le
comportement local du processus, en premier lieu de sa régularité. Une déviation naturelle
&4 étudier de linvariance en échelle stricte est de proposer une évolution en temps de la
régularité locale et définir ainsi une auto-similarité locale.

3.2.1 Définition et exemples de I'auto-similarité locale

Avant de présenter la théorie précise qui a été developpée pour définir ce qu’est I'auto-
similarité locale asymtotique, initialement proposée dans [BCIJ97| et dont une présentation
est rédigée dans [Coh02|, nous allons par étapes nous approcher de cette classe générale.

Processus localement stationnaires. Une premiére idée, presque naive, pour rendre compte
de I’évolution de propriétés en échelle au cours du temps, est de partir d’une définition de sta-
tionnarité locale et d’en chercher I'image correspondante par la transformation de Lamperti.
C’est une proposition que nous avons avancée dans [FBA02| et [BFA02].

Les processus localement stationnaires sont définis par Silverman [Sil57] comme la classe
des processus dont la covariance peut étre écrite sous la forme (non stationnaire) suivante :

t+s

Ry (t,s) = my ( ) Yy (t — ). (IT1.182)

7y est nécessairement une fonction définie positive et my (t) > 0. Ces processus sont tels
que leur covariance autour d’un instant ¢ se comporte comme vy (7) pour un retard 7 puis-
qu’elle s’écrit, astucieusement symétrisée autour de t, en Ry (t —7/2,t4+7/2) = my (t)v (7).
La fonction my(t) rend compte de fluctuations locales dépendant du temps moyen. Une
représentation mixte temps-fréquence renforce I'interprétation que le processus est la modu-
lation au cours du temps d'un processus stationnaire puisque le spectre de Wigner-Ville, par
exemple, est :

Wy (t, f) = my(OTy(f). (I1L.183)

L’équivalent pour les processus caractérisés par leurs propriétés en échelle, aprés utilisa-
tion de Ly, est de regarder les processus de covariance :

R,y (t, s) = my(Invts)(ts) 2y <ln g) (IT1.184)

Cette covariance caractérise des processus auto-similaires avec des modulations ajoutées
au cours du temps et dont une représentation temps-échelle se lit :

W,y (tB) = my ()" =,y (8). (IT1.185)

Cette notion est une premiére proposition pour rendre compte de variations dans le temps
des propriétés d’invariance en échelle. Cependant elle décrit une modulation en temps d’un
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processus par ailleurs auto-similaire et les propriétés en échelle ne varient pas autrement. En
particulier on ne peut rendre compte d’une possibilité intuitive qui est ’évolution au cours
du temps de l'exposant de Holder de régularité locale H(t) (voir la définition II.26).

Processus localement auto-similaires. Afin d’explorer cette idée de permettre 1’évolu-
tion locale des propriétés de régularité et d’auto-similarité d’un processus avec un exposant
H(t), un exemple a été proposé par [PL95| et |[BCIJ97| de facon indépendante. C’est le
mouvement Brownien multifractionnaire (selon le nom donné dans [PL95]) qui s’exprime en
représentation harmonisable par une généralisation de (11.249) :

+oo gidmft _ q
B (t) :/_OO Wdf(f) (I11.186)

ou d&(f) est la mesure spectrale de Wiener et H : [0,00) — [a,b] C (0,1) une fonction de
Holder d’exposant 3 > 0. Il a été prouvé dans [Coh99] que ce processus (ainsi écrit dans
[BCI1J97]) est bien identique (4 une constante prés) a la représentation en moyenne mobile
de By (t) (obtenue comme généralisation de (I11.250)) que proposait [PL95]. dB(s) est une
mesure de Wiener en temps.

Bu(t) = F(H(t)l 1) [ /_ ) it — s|TO-124B(s) — /_ oo\—s|H<t>*1/2dB(s) . (ITL.187)

Trois propriétés principales montrent l'intérét du mouvement Brownien multifraction-
naire (ou mfBm). La fonction de covariance d’un tel processus a été prouvée [ACLO0] égale
a: )

g
RBH(t) (ta 8) = D)

avec h(t,s) = H(t)+ H(s). La structure est celle d’'un fBm avec une évolution de I’exposant
dans le temps. La deuxiéme propriété concerne la régularité locale du mfBm qui est presque
stirement de régularité H(t) en chaque point (|[BCIJ97], [AL99] ou [Coh02]). Enfin on montre
que le mfBm est asymptotiquement localement auto-similaire [BCIJ97].

(£(59) 4 h0) _ g — |9 (I11.188)

Définition 111.6: Un processus {X (t),t > 0} est asymtotiquement localement auto-similaire
de fonction multifractionnaire h(t) si :

(Vt>0) lim (X (”jf()t)‘ X (t)> 2 o(t) (Br(u)),on (I11.189)

e—0t

ot a(-) est une fonction strictement positive et By est un mouvement Brownien fractionnaire
d’exposant de Hurst H = h(t).

Qualitativement le processus ressemble en tout point & un fBm avec une normalisation qui
peut fluctuer par la modulation a(t) et surtout cette fois un exposant h(t) qui est autorisé
a varier au cours du temps. Il faut ajouter que la définition est donnée en imposant une
sorte d’auto-similarité aux accroissements puiqu’elle porte justement sur les accroissements
renormalisés du processus X (¢) autour de I'instant ¢ (cela permet de s’affranchir du probléme
de divergence infrarouge autour de t). Enfin cette définition s’adapte sans difficulté & un
processus de paramétre ¢ ou u dans R? o d € N [Coh02].
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3.2.2 Délampertisation des processus localement auto-similaires

Bien que L ait été construite pour les processus invariants en échelle avec un exposant
H fixé, global pour tout le processus, nous montrons ici comment assouplir cette contrainte
et étudier la déviation a l’auto-similarité supposant un H(t).

Mouvement Brownien multifractionnaire. A I'aide de la relation (IL.95), le mfBm dé-
lampertisé avec un exposant H €]0 1], noté Yy (t) = (L~ ' Brug))(t), a pour covariance :

1
Ry, (t + g,t - g) = gZen(tm)—2H)t <cosh[n(t, 7)ll/2) = S[2sinh(|r| /z)yﬂw) . (IIL.190)
avec
n(t,7) = h(exp(t + 7/2),exp(t — 7/2)) = H (et+T/2) +H (et_T/Q) . (IT1.191)

La covariance n’est pas stationnaire mais adopte une structure proche de celle de I’Ornstein-
Uhlenbeck généralisé qui est le délampertisé d’'un fBm et dont la corrélation est donnée en
(I1.244).

Pour un processus tel que 'exposant évolue en temps en H(t) = H + alogt, on aura
n(t,7) = 2(H + at). Cette forme peut provenir d’un développement local en temps de
la fonction multifractionnaire H(t) du mfBm. Le processus délampertisé localement avec
I'exposant H(e') est alors :

Y(t) = (Logeny Buw) () = T By (e) (I11.192)

et sa covariance se trouve étre :

2 1
Ry <t + g,t — g) = g2e o7 /2 (cosh[(H +at)|7]] - 5[2 sinh(|T|/2)]2(H+°‘t)> . (111.193)

Cette expression est identique a (I1.244) en remplacant H par H(e') = H + at qui est
le délampertisé de la fonction multifractionnaire. Le mfBm dont cette fonction admet une
approximation en développement logarithmique H (t) = H+«logt admet donc un générateur
par délampertisation locale, ou non stationnaire, dont une approximation est un gOU non
stationnaire d’exposant local H + ot.

Si on veut rester un peu plus général, la covariance de f/(t) sans supposer une structure
spécifique de H(t) ni un développement local logarithmique, est égale a :

1
Ry (t + %,t — g) = g2 THLT)/2 (cosh[(H + at)|r[] - 5 [2sinh(|7| /2)]2<H+at>) , (TI1.194)

en ayant introduit I’écriture :
u(t,7)=H (et+7/2) - H (et_T/Q) : (IT1.195)

On peut obtenir de cette maniére le comportement local du générateur délampertisé avec
un exposant instantané du mfBm de fonction multifractionnaire quelconque.
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Transformation de Lamperti évoluant dans le temps. Les calculs précédents ne portent
que sur la struture de corrélation spécifique a I’exemple qu’est le mfBm. Nous pouvons
généraliser un peu en donnant les propriétés de délampertisation non stationnaire par [,;I%t)
de processus qui sont en un certain sens localement auto-similaires mais pas selon la définition
IT1.6. Nous partons de processus {Xp)(t),t > 0} tels que :

X (EXE) — X (¢
(Vt > 0) lim( hit) (€ ;Z(t) "“)()) +$a(t) (Hss(\) yems » (II1.196)
AERY

e—1t

ou l’on note Hss un processus auto-similaire d’exposant H = h(t). C’est une forme modifiée
de la définition II1.6 qui passe par les accroissements multiplicatifs et évite de travailler avec
les accroissements usuels qui ne sont pas toujours stationnaires pour les processus H-ss. De
plus on généralise le comportement en permettant au processus de ressembler a n’importe
quel processus auto-similaire et non spécifiquement au fBm.

Leur transformée de Lamperti évoluant au fil du temps est donnée comme en (I11.192)
par :

V(1) = (Lt Xaw) (0) (I11.197)
et elle vérifie alors aprés un calcul direct que :
: \/ \/ 4 ,—h(t
(vt >0) lim (Y(lnt +y+e)—Y(ln t))yeR = t7"a(t) (Sta (¥)) yer (I11.198)

Ici {Sthy(y),y € R} désigne un processus stationnaire qui est le délampertisé du Hss(t)
qui sert & définir X (). La forme du processus délampertisé Y (¢) entre dans un cadre plus
général que les processus localement stationnaires de Silverman rappelés en (I11.182) puisque
la fonction de corrélation que 1’on va obtenir s’écrit par un développement local autour d’un
instant s comme :

Rys —7/2,5+7/2) = |(Lrya)(s) i

Y Sty (T)- (I11.199)

La fonction de corrélation vy, (-) qui intervient dans (II1.199) est ici autorisée a évoluer
au cours du temps comme l'instant moyen auquel la covariance est observée, du fait du h(t)
qui joue sur le processus stationnaire auquel Y ressemble localement. C’est la situation que
nous avons pour le mfBm.

Transformation de Lamperti locale. Si on préfére s’en tenir & la définition II1.6 exacte
des processus localement asymptotiquement auto-similaires (ou lass) qui repose sur une
ressemblance locale des accroissements a ceux du fBm, nous devons introduire une trans-
formation de Lamperti inverse locale autour de ¢. Nous la définissons autour de ¢ et pour
H = h(t) comme :

Y(s)=e #5(X(e* +1) — X(1)). (111.200)

La définition de Y (s) peut étre réécrite comme :

X(eu+1t) — X(t) = (eu)?Y (Inew), (II1.201)
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qui conduit & I'aide de la définition II1.6, si {X(t),¢ > 0} est lass, a la propriété suivante
pour Y :
. d - d

(V6> 0) Jim ¥(s + Inc)scs £ at) (" Bu(") o £ a(t) (0Un(),cr, (111202
ou gOUy(s) désigne le processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé d’exposant H = h(t). Par
un développement asymptotique local, la partie a(t) contribue & la covariance comme une
modulation au temps milieu et I’évolution en fonction du retard est principalement donnée
par la fonction de corrélation du gOU. Nous pouvons écrire, quand 7 — 0T :

Ry (t—7/2,t+17/2) = |a(t)* Reou,, (1), (I11.203)

qui prend comme au paragraphe suivant une forme un peu plus générale que (II1.182).

L’équation (II1.200) est une forme locale autour de 'instant ¢ de la transformation de
Lamperti; son inverse est simplement donnée par :

X(t+u) = X(t) +uY(Inu), (I11.204)

et elle est la déformation utile de Ly pour étudier ici les propriétés de lass en regard avec une
version de ressemblance locale avec les gOU. Nous pouvons méme élargir la correspondance
impliquée par cette transformée de Lamperti locale. Etant donné un processus {X (t),* > 0}
qui serait localement asymtotiquement auto-similaire en un sens plus large tel qu’il ressemble
localement & un processus H-ss qui n’est pas forcément un fBm, avec H = h(t) :

(Vt >0) lim

e—0t

(X(t . Sf&)— X(t)) < a(t) (Hss(u)) e (I11.205)

ou 'on note Hss pour ce processus auto-similaire. Alors le délampertisé local autour de
temps avec 'exposant H = h(t) vérifie :

(VE>0) lim V(s +1Ine)ser = a(t) (Lu *Hss)(s))

e—0+

(I11.206)

SER ’

Le défaut de cette approche est que I’on dispose d’une version de la transformée & chaque
instant et, méme si on peut en trouver une utilité pour la description théorique du proces-
sus, la transformation de Lamperti évoluant au cours du temps semble plus & méme d’étre
employée en pratique.

4 Conclusion : transformations a la Lamperti pour les invariances
brisées

Nous avons introduit les possibilités d’extension de la transformation de Lamperti pour
étudier des situations ou l'invariance en échelle n’est pas exacte. Selon la maniére dont la
symétrie est brisée, il a été proposé des solutions de nature différente.

e Si on ne sait pas spécifier la brisure comme de symétrie comme laissant la place a
une nouveau groupe de transformation sous ’action duquel le processus reste invariant, la
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transposition des méthodes non paramétriques d’analyse conjointes temps-fréquence (ou pour
d’autres couples de grandeurs physiques) nous a conduit & un ensemble de représentations
en échelle de Mellin, ou mixtes temps-échelle de Mellin, aptes a décrire les déviations a
I'invariance d’échelle.

e Si la brisure de symétrie s’exprime comme l'invariance sous un nouveau groupe, une
idée est d’adapter la transformation de Lamperti, de la généraliser de telle sorte qu’elle serve
a nouveau d’outil de stationnarisation des processus et nous permette alors de reporter les
méthodes d’analyse stationnaire usuelle aux processus ayant cette symétrie brisée.

Les idées clefs sont donc celles de stationnarisation des processus et aussi d’étude des pro-
priétés en terme de groupes de transformation. C’est a ce titre que nous avons longuement
détaillé comme le comportement de signaux sous les opérateurs représentant des transfor-
mations ou des grandeurs physiques permettent de construire des outils non stationnaires.

Nous avons seulement esquissé le probléme pratique de la mise en ceuvre numérique des
outils que I’on construit ainsi. La remarque importante pour cet aspect est qu’il faut adapter
la programmation numérique a chaque implémentation envisagés. Les nombreux travaux
existants au sujet du « temps-fréquence » habituel combinés aux remarques du II.5 sur la
transformation de Mellin discréte et 1'utilisation numérique de la transformation de Lamperti
sont des guides utiles pour ce faire.
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Nous avons déja mentionné ici ou la une brisure particuliére de la symétrie par dilatations
appelée linvariance en échelle discréte, et allons ’ezaminer dans ce nouveau chapitre. Nous
noterons en abrégé DST pour en parler, selon le terme anglais Discrete Scale Invariance.

Nous esquissons d’abord le cadre général des travaux existants sur cette invariance en
échelle discréte en IV-1, avant d’en développer [’étude par la transformation de Lamperti en
1V-2, selon les outils et les concepts que nous venons de proposer au chapitre précédent. La
troisieme partie est consacrée a l’étude plus détaillée que nous avons menée des problémes
(pratiques et numériques) de synthése de séquences & DSI et de leur analyse.

1 L’invariance d’échelle discréte déterministe ou des fractales

La notion d’invariance en échelle discréte a été remise au gotit du jour par D. Sornette
et collaborateurs (voir par exemple [SS95, OSGC96, SS96, SSS96, Sor97| ou larticle de
revue [Sor98a]) quand ils ont d’une part prouvé que cette brisure de symétrie pouvait exister
spontanément, et qu’ils ont exhibé d’autre part des problémes physiques ou l’'invariance en
échelle semblait discréte.

Notre approche générale étant celle de I’étude de fonctions aléatoires, nous proposerons en
2.1 une définition structurée de ce qu’est la DSI stochastique. Cependant 1'idée d’invariance
seulement sous un facteur d’échelle privilégié est plus générale et nous passons en revue
quelques domaines ol on la trouve.

1.1 Lacunarité des fractales

De méme que l'intérét pour les propriétés d’invariance en échelle connut un regain avec
'idée de fractale [Man82|, les exemples les plus simples de DSI sont fournis dés les premiers
traités sur les fractales [Fal90, Tri93].

L’ensemble triadique de Cantor est formé par itération d’une procédure qui utilise des
dilatations d’un facteur 1/3. La figure IV.1 montre les étapes successives ou partant d’un
segment initial, on enléve de son centre la partie centrale pour laisser deux segments qui sont
les dilatés de facteur 1/3 du premier, et on recommence sur chaque segment. L’ensemble de
Cantor est connu pour étre un exemple d’ensemble fractal, de dimension non entiére (au sens
de Hausdorff) D =1n2/In3. En fait il n’est strictement invariant que par les dilatations de
facteur 37" o n € N (en adoptant la généralisation de 1’ensemble pour le définir sur la
droite réelle [BI02|, on peut prendre n € Z). C’est ce qu’on appelle I'invariance en échelle
discréte, que nous avions rencontrée briévement au II1.1.3.3 comme un exemple de brisure
de l'invariance en échelle : il existe un rapport entre échelle privilégié tel que I'invariance
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soit vraie seulement pour I'’ensemble discret des dilatations par ce facteur d’échelle ou ses
puissances.

Af"mﬁn’\m n’mﬁn’m

Fig. IV.1: Construction d’un ensemble de Cantor triadique & gauche et d’un coté du flocon de
von Koch a droite. Ces deux figures fractales sont baties sur un rapport d’échelle privilégie
de 1/3 et sont alors lacunaires ou & DSI.

La majorité des constructions fractales qui reposent sur des itérations conduisent a des
figures ayant la propriété de DSI de préférence a celle d’invariance en échelle continue. Le
flocon de Von Koch (figure IV.1), le tapis de Sierpinski, et bien d’autres, en font partie. La
construction assez générale de fractales déterministes ou aléatoires sous la procédure des IF'S
(systémes de fonctions itérées) repose sur une étape de renormalisation par un groupe précis
(qui peut avoir un paramétre aléatoire) d’une figure initiale. La solution obtenue comme
point fixe du groupe de renormalisation a alors une sorte de DSI comme symétrie, ou les
dilatations a considérer découlent du groupe choisi au départ, [Fal86, Dao96|.

1.2 Des observations en physique statistique

Dés le début des années 80, de nombreux physiciens ont posé le probléme de la mesure
des propriété d’un systéme qui relévent d’un comportement « fractal », nous dirions plutot
auto-similaire ou invariant en échelle maintenant. Les premiers essais sur des modéles comme

des ensembles géométriques ou des mesures fractales ont rapidement révélé une possibilité
de DSI.

DSI et oscillations log-périodiques. Dés les tentatives initiales de mesures des propriétés
en échelle (par les dimensions généralisées |GP83|), 'existence de la DSI fut signalée, par
exemple dans [BP84b|, |[BP84a| et [SFS86|, sous le nom de lacunarité. Sa signature est
I'existence d’oscillations log-périodiques dans les propriétés statistiques du systéme. Nous
donnons un premier argument a ce sujet.

Les propriétés de dimension non entiére d’un signal reposent sur son comportement lors
d’un décompte de ’espace qu’il occupe. La dimension fractale D peut étre obtenue comme
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limite & € tendant vers 0 de In N(¢)/1n(1/¢) si N(g) est le nombre de « boites » de taille € né-
cessaires pour recouvrir le systéme. Dans le cas des fractales lacunaires, N(¢) est obtenu par
une renormalisation simple pour le facteur en échelle privilégié seulement (et cette renormali-
sation donne justement la dimension). Il existe alors une fonction f telle que N(¢) = P f(¢),
et qui vérifie pour le facteur d’échelle privilégié A que f(Ae) = f(e) pour tout e. Ainsi
u — f(e") est une fonction périodique de période In A et on s’attend a obtenir des oscilla-
tions périodiques pour la variable Ine.

La DSI déterministe de Sornette et co-auteurs. Pour développer un peu, les propriétés
statistiques générales (y compris les dimensions généralisées) vont vérifier aussi cette inva-
riance sous 'effet des dilatations de facteur A. Leur comportement général est ainsi celui des
solutions déterministes de ce type d’invariance en échelle [SS95]. Quand elle est continue,
ce sont des lois de puissances (exactes tant que des bornes physiques ne sont pas prises en
compte), alors que si seule la DSI est supposée, I'équation g(t) = A\~ g(A\t) résolue pour
des fonctions conduit & des solutions ¢ avec \Y = M. La solution générale dans C est que
v = H+1i2mn/In X avec n € Z. Des fonctions log-périodiques se retrouvent étre la signature
majeure de la DSI, qui sont les fonctions de Mellin : les grandeurs statistiques de la DSI
aléatoire vont étre décomposées sur cette base.

Dans ses travaux qui remettent & 'ordre du jour la DSI en physique, D. Sornette pro-
pose une interprétation imagée intéressante de ce que sont ces oscillations. Puisque pour
un ensemble fractal la mesure de la dimension conduit & une fonction e P(Ing) ou P est
un fonction périodique de période In A, on peut développer P sur la base de Fourier (ou
Poln sur la base de Mellin) et e P(Ine) = 3" a,eP+?™/8A En plongeant ceci dans la
définition de la dimension de capacité, il est proposé d’interpréter les (D + i27n/In \) pour
n € Z qui apparaissent comme exposants des lois de puissance comme un spectre de di-
mensions complexes du systéme [Sor98al. C’est la notion de spectre de comportements qui
fondamentalement sont liés a des chirps, ou des singularités oscillantes, qui nous apparait ici
importante.

DSI et ondelettes. Un autre outil qui se révéle puissant pour ’analyse des auto-similarités
est la transformation en ondelettes, qui peut sonder les comportements le long de ’échelle de
signaux mesurés. On trouve la remarque dans [AGHS87]|, [AGKS87] ou [Hol88|, de I'existence
d’oscillations en analysant par exemple les mesures de Cantor. Les théorémes donnant les
propriétés des ondelettes vis-a-vis de 'invariance en échelle tiennent compte de la lacunarité
[Hol88, GV89|.

Le passage a des études sur des systémes physiques avec les ondelettes [Abr97|, [AAB*95]|
ou les dimensions généralisées [GP83] a plutot gommé cet aspect en mettant ’accent sur
I’invariance en échelle continue exacte. Il en est resté cependant la remarque que la possibilité
de DSI induit des difficultés pour la mesure des exposants de singularité d’un processus
puisque les oscillations (de phase initiale variable) distordent légérement les lois de puissance,
mais suffisamment pour perturber I’estimation [BP84b, BP84a, SFS86], ou encore [AGHS87,
AM94, AABT95].



174 V. Invariance d’'échelle discréte

DSI et analyse de Mellin. Parallélement, tout un ensemble de travaux cherchait a ca-
ractériser avec précision les propriétés d’invariance en échelle y compris les oscillations log-
périodiques en utilisant ’outil naturel pour cela : la transformation de Mellin. L’observation
initiale est ’existence de corrections log-périodiques dans certaines études de systémes cri-
tiques [DDI83, DIL84].

Au centre de ces études réside le fait que, étant choisie une maniére de mesurer les proprié-
tés statistiques d’un systéme avec une invariance en échelle (pas forcément exacte) — au rang
desquelles sont envisagées les fonctions de corrélation [DDI83, DIL84, BSTV87, BFS*87],
les dimensions de corrélations généralisées [BFST87, FTV89], le lien avec les décompositions
en ondelette, éventuellement intégrées [GV92a, GV92b, OTTI3|, les théories de potentiel
(voir [Fal90]) et les intégrales en énergie [BFS*87, BPTVS88, FTV89, Vaidl, ST97| qui en
découlent — il existe alors une maniére d’employer une transformation de Mellin de variable
complexe reliée aux grandeurs de I'estimation qui contient dans ses poles I'information sur
I’invariance en échelle discréte du systéme. C’est & nouveau un spectre de singularité qui est
obtenu, par exemple le spectre dit multi-lacunaire de [FTV89], et les poles donnent dans
I'inversion de la transformation de Mellin les comportements log-périodiques des systémes.

Nous montrerons en 2.6 que les analyses qu’ils proposent entrent dans le cadre des dé-
veloppements au-dela du H-ss que nous proposions au III quand on les adapte & la DSI.
Ces travaux nous apparaissent importants et assez généraux puisqu’ils ne se limitent en fait
pas a la DSI stricte mais pourraient rendre compte de propriétés plus générales de systémes
déviant de ’auto-similarité exacte, assez proches de ce que nous avons étudié.

1.3 Arguments pour la DSI en physique

Le grand mérite des travaux de D. Sornette, H. Saleur et collaborateurs est d’avoir montré
en quoi les corrections log-périodiques et la DSI pouvaient étre pertinentes en physique. Nous
résumons les arguments proposés en faveur de 'existence de la DSI en pour des systémes
physiques dans différents articles dont on peut trouver des références plus étendues dans
[Sor98a| pour les plus anciens ou plus récemment dans [Sor00].

Systémes construits hiérarchiquement. Différents mécanismes ont été dégagés comme
pouvant provoquer une brisure de symétrie amenant de la DSI dans un systéme. L’existence
d’une grandeur caractéristique dans les propriétés d’invariance (comme le pas d’un réseau
de définition d’un systéme critique non continu) [SS96] ou mieux dans une construction hié-
rarchique du systéme (que ce soit par I'intermédiaire d’étapes de renormalisation, I’existence
d’une structure en arbre sous-jacente, un comportement de récurrence discréte comme dans
les transitions vers le chaos) [AFSS95, SS95], laisse souvent émerger une invariance en échelle
discréte et sa signature en oscillations log-périodiques.

Instabilités et cascades. L’évolution vers un point critique ou I’existence d’un phénomeéne
de croissance [SJAT96] ou de cascade [ZS02a, Sor98b|, méme sans hiérarchie pré-imposée,
reléve souvent de la DSI car les interactions non-linéaires entre les différents modes stables et
instables peuvent favoriser I’émergence d’oscillations autrement instables [SS96, JSB99, S102,
IS01]. C’est aussi le mécanisme proposé par Sornette et coll. pour expliquer les évidences de



1. L'invariance d’échelle discréte déterministe ou des fractales 175

DSI qu’ils montrent dans les problémes de rupture (en particulier en géophysique pour les
tremblements de terre) [SS95, JSW196, SSS96, HOSS97], pour la croissance de structures
quasi-fractales (agrégats) [SJAT96, JS98|, mais aussi quand existent des points de rupture a
I'image des krachs dans les systémes financiers [JS97, JS00, SJO1].

Problémes non locaux et/ou désordonnés. Un autre argument est bien plus étayé théo-
riquement et montre que la DSI et son cortége de corrections log-périodiques sont possibles
et fréquents dans les systémes décrits par des théories de champ non unitaires [SS96|. Un
champ non unitaire correspond & avoir des observables (et un Hamiltonien) qui ne sont pas
contraints & étre hermitiens et admettent alors des exposants critiques ou des fonctions de
corrélations a valeur dans C; ce sont les dimensions complexes qui rendent la DSI manifeste.
En quoi ces théories décrivent des réalités physiques alors que jusqu’ici nous avons argumenté
que les observables naturelles sont hermitiennes ? Il est montré dans [SS96] que ces théories
peuvent représenter des formulations locales de problémes non locaux comme la percolation
[SS98] ou I’étude de polymeéres. Des situations de désordre fort conduisent aussi a de telles
théories quand le désordre important de certains points commande la dynamique de lieux dis-
tants. Enfin toute situation hétérogéne, intermittente, ou encore fondée sur des événements
ponctuels (comme les microfractures) pourraient relever de ce mécanisme [OSGC96, LS00].

1.4 Analyse et estimation de la DSI

Les approches initiales. C’est a I’entreprise de mise en évidence directe de DSI dans des
données expérimentales que se sont attachés Sornette et coll. par la suite. Nous citons ici
les références d’un ensemble de situations analysées et d’outils d’analyse de signal utilisées
alors.

La méthode initiale qui ne demande pas grand effort est ’ajustement aux données d’un
modele simple incorporant la DST : u”(ag + a; cos(2rInu/In\)) si u est le paramétre des
données, D l'exposant principal de la loi de puissance et A le facteur d’échelle privilégié
[SS95, OSGC96, JISW96]. Ce modeéle simplifié regroupe les premiers termes en fait d’une
décomposition en série de Mellin. Un avantage est que I'ajustement par DSI quand elle existe
est plus robuste que par une loi de puissance ; le probléme est alors d’étre certain que la DSI
est la propriété cherchée — utiliser ce modéle sans que la DSI existe dans le systéme conduirait
a des interprétations fausses.

Un développement de ce modéle pour répondre a la question d’existence de DSI dans
un systéme est de chercher par une analyse spectrale I'existence de périodicitié dans les
données. Comme les situations envisagées ici se limitent & des données avec peu de points
(soit du fait de mesures espacées, soit parce que I’analyse porte sur des quantités intégrées),

éventuellement irréguliérement espacés, le périodogramme de Lomb est adapté au probléme
[STA*96, HOSS97|.

Deux obstacles pratiques. Bien que les résultats semblent en faveur de I’existence de DSI
dans les systémes étudiés, deux obstacles perturbent la conclusion définitive. Le premier
est que quand on combine une analyse de type passe-bas (comme le recours a une quantité
intégrée) avec la recherche de périodicité logarithmique ajoutée a une loi de puissance (plutot



176 V. Invariance d’'échelle discréte

de type passe-haut car fondée sur le comportement des dérivées), la structure la plus probable
d’un bruit blanc génére comme artefact de mesure une log-périodicité a basse fréquence. Elle
a le mauvais gotit de se confondre en position et en amplitude avec les pics recherchés comme
signature de la DSI... Les analyses et les pics qu’elles décélent doivent alors étre comparées
statistiquement & I’apparition de ces faux pics dus au bruit [HJL*00, HSS00].

Le deuxiéme obstacle est la difficulté de réaliser des moyennes sur ces méthodes d’analyse.
Comme il n’y a aucune raison que d’une mesure & 'autre les phases des oscillations log-
périodiques restent semblables, moyenner brutalement cela a toutes les chances de réduire
les oscillations & zéro par interférence sans cohérence. Un raffinement proposé de la méthode
est de remettre en cohérence les phases pour réaliser des moyennes canoniques [JS98,; JSS00,
SJ01, ZS02al.

Etat des lieux : quelle DSI actuellement? Par ces techniques, les évidences de DSI
semblent rester robustes sans que la conclusion puisse étre définitive. Les auteurs de ces
méthodes continuent & travailler activement a leurs validations et leurs développements.
Une approche récente utilisant 'opération de g-dérivation est en particulier a I’étude [ZS02b,
EE97, Erz97]. Les situations principalement explorées fournissent des données qui n’ont que
peu de périodes d’ocillations et globalement pas beaucoup de points car ce sont en général
déja des quantités intégrées qui sont analysées. Les recherches pour une pertinence assurée
sans ambiguité de la DSI poursuivent leur cours.

Nous choisissons ici de privilégier une approche distincte de la DSI en donnant une
définition de ce qu’est la DSI dans un contexte stochastique. L’objectif est de construire des
méthodes d’analyse qui portent directement sur des mesures temporelles sur un systéme et
I’on espére ainsi disposer de données plus longues, sans traitement préalable. Nous devrions
dans ce cas disposer d’un nombre de log-périodes plus grand et surtout de possibilités de
corréler la DSI sur plusieurs échelles. Cette approche de la DSI est en fait assez orthogonale
aux situations jusqu’ici regardées par les auteurs cités et nous souhaitons par cette voie
aborder avec un regard neuf la question de la pertinence de la DSI dans les expériences.

2 Invariance d’échelle discréte et transformation de Lamperti

Le cadre dans lequel se situent nos contributions a la DSI étant dressé, nous posons
d’abord sa définition pour les fonctions aléatoires avant de prouver son lien via Ly avec la
cyclostationnarité. Nous en déduisons ensuite de nouvelles méthodes d’analyse de la DSI et
proposons quelques exemples avant de réinterpréter les travaux cités sur la DSI et Mellin.

2.1 Définition de la DSI stochastique

Définition IV.1: Un processus {X(t),t > 0} est & invariance en échelle discréte d’exposant
d’auto-similitude H et de rapport d’échelle privilégié A\, ce que l’'on note (H, \)-DSI, si pour
ce \ fixé :

{(DuAX)(t),t >0} £ {X(t),¢ > 0}. (IV.1)
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Cette définition, proposée dans [BFA02|, joue pour les fonctions aléatoires et par rapport
a la lacunarité, le role analogue & celui de la définition de ’auto-similarité stochastique par
rapport aux fractales. La propriété au deuxiéme ordre statistique est que la fonction de
corrélation vérifie pour tout s et ¢ > 0 et pour le \ privilégié :

Rx (At, As) = X Rx(t, s). (IV.2)

Le processus est invariant par dilatations d’un facteur égal & une puissance quelconque de
A : le groupe sous lequel il reste invariant est donc un groupe des dilatations discrétes (mais un
groupe infini) {Dy n,n € Z}, qui représente un sous-groupe multiplicatif de (R}, x). Nous
somme ainsi dans la situation des brisures des symétries envisagées par Hannan [Han65| qui
se réexpriment comme une symétrie sous un nouveau groupe de transformations. Ce groupe
n’étant pas continu, il nous faut faire usage de quelques précautions en utilisant les notions
du ITI, développées principalement pour des groupes continus.

Le passage de I'auto-similarité usuelle a I'invariance affaiblie qu’est la DSI est concep-
tuellement analogue au passage en physique des solides de I’'invariance par déplacement dans
I’espace de la mécanique en général, a I’invariance sur un réseau discret de translations seule-
ment pour les propriété du solide. C’est ainsi un concept sur lequel fonder des propriétés
d’un systéme physique précis et non des outils généraux. Un analogue plus proche que nous
allons employer est le passage d’une invariance statistique sous n’importe quelle translation
temporelle au cas o I'invariance n’est vérifiée que pour une période privilégiée : c’est ce que
nous avons appelé au I1.1.4 la cyclostationnarité (définition I1.6) et sur laquelle nous allons
construire notre analyse.

Fonction de Weierstrass-Mandelbrot — H=0.4 —A=3.5 Transformée de Lamperti inverse de W,

Fig. IV.2: Délampertisation d’un processus & DSI, ici une fonction de Weierstrass (voir 2.5 pour sa
définition). La fonction originelle est & gauche et est log-périodique, son image par £~
est a droite et est périodique dans le temps.
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2.2 La DSI comme image de la cyclostationnarité
2.2.1 Délampertisation des processus a DSI

L’invariance en échelle discréte étant une sorte de périodicité le long des échelles des
propriétés statistiques, nous pouvons la ramener a une périodicité en fonction du temps d’un
processus délampertisé. Nous rappelons d’abord la définition du I1.1.4 avant de donner le
résultat duquel part notre analyse de la DSI stochastique [BFA02, FBA02].

Définition IV.2: Un processus {Y (t),t € R} est périodiquement corrélé ou cyclostation-
naire de période T si
{(SrY)(t),t € R} £ {Y(t),t € R}. (IV.3)

La cyclostationnarité au sens large impose la périodicité des deux premiers moments :
EY(t+T)=EY(¢) et Ry(t+T,s+T)= Ryl(t,s). (IV.4)

Cette deuxiéme égalité autorise de décomposer Ry en série de Fourier comme

Ry(t,t+7)= Y Cplr)e®™/T, (IV.5)

n=—oo

Théoreme IV.1: Si {Y (t),t € R} est cyclostationnaire de période T', son image par la trans-
formation de Lamperti {(LgY)(t),t > 0} est a (H,eT)-DSI. Inversement, si {X(t),t > 0}
est a (H,\)-DSI, son image inverse par la transformation de Lamperti {(Ly*X)(t),t € R}
est cyclostationnaire de période In \.

Démonstration — La preuve repose a nouveau sur le lemme II.1. Soit {Y'(¢),t € R} cyclo-
stationnaire de période T alors Y (¢ + 1) L Y(t) et le processus X = LgY vérifie :

('Y (In(te™))
1Y (Int +T) £ (e7) ety (Int) = (e7)

X (el't)

[l

X(t), (IV.6)

prouvant ainsi que X (¢) est a (H,e”)-DSL
Inversement, partant de {X(¢),¢ > 0} a (H, \)-DSI, le processus délampertisé¢ ¥ =
Ly X verifie :

Y(t+In)) = e MHRAX (X
L e HHMANI X (') = e X (') = Y (1), (IV.7)

puisque que X (At) LAY (t). Ainsi Y'(t) est cyclostationnaire de période In \.
O
Le théoréme est illustré graphiquement en figure IV.2 ol 'on voit bien la périodicité en
correspondance par Lg avec la log-périodicité. Pour les mémes raisons que I'auto-similarité,
les processus a DSI ne peuvent pas étre stationnaires. La forme (IV.5) de la fonction de cor-
rélation des processus cyclostationnaires conduit & une caractérisation de celle des processus

a DSL
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Taconite Inlet Project - Weather station DELTA — Hourly Irradiance, for 30 days (1991)
T T T T T
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Fig. IV.3: Irradiance globale (en W/m?) de la station de météorologie Delta du project Taconite
Inlet ; exemple de processus naturel cyclostationnaire de période égale & un jour... On se
reportera & la figure IV.6 pour I'analyse de la série.

Corollaire IV.1: Tout processus {X (t),t > 0} a (H, \)-DSI a comme covariance une fonction
de la forme suivante :

Ry (t,kt) = k" C,(Ink)2Hrem/nA, (IV.8)

neZ

Démonstration — Partant d’un processus {X(t),t > 0} & (H, A)-DSI, sa covariance s’écrit
en vertue de la relation (I1.94) entre Rx et R, -1x :

Rx(t,kt) = (tkt)"R;, -1x(Intlnkt) (IV.9)
E't*" R, —1x(Int,Int +1nk). (IV.10)

D’aprés le théoréme IV.1, le processus {(Ly 'X)(t),t € R} est cyclostationnaire de
période T = In A et, utilisant la décomposition (IV.5) en série de Fourier, on a :

“+o00
Rx(t,kt) = k"2 3" Cp(Ink)emini/n, (IV.11)

n=—oo

d’ou vient le résultat (IV.8) annoncé.
O
Ce corrolaire n’est pas une vraie caractérisation des fonctions de corrélation a DSI; nous
allons devoir nous pencher plus avant sur la littérature abondante au sujet de la cyclosta-
tionnarité pour cela. L’écriture obtenue est un exemple de ce que les grandeurs statistiques
d’un processus & DSI sont solutions de la DSI déterministe. Nous nous attendons alors a
rendre compte de situations semblables & celles examinées par cette approche de la DSI mais
avec des outils d’analyse de fonctions aléatoires.
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2.2.2 Quelques rappels sur la cyclostationnarité

[’étude spectrale mathématique des processus périodiquement corrélés a été initiée par
Gladyshev |Gla61], [Gla63|, poursuivie ensuite par Hurd [Hur69|, [Hur97] tandis que la com-
munauté de traitement du signal abordait ces processus d’abord par des applications, la
premiére étant trouvée dans [Ben58|, prenant en général le nom de cyclostationnaire dans
des travaux soucieux des applications; nous renvoyons en particulier & I'immense travail de
Gardner et collaborateurs en ce domaine |[GF75, Gar86, Gar87, RBL91|.

AR(2) cyclostationnaire —— T=256 Moyenne de [x(t)]2 Moyenne de [x(t)]3
10 6 4
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Fig. IV.4: Exemple de systéme AR cyclostationnaire d’ordre 2 et de ses moments d’ordre 2 et 3 qui
révélent cette cyclostationnarité.

Analyse spectrale et représentations des processus cyclostationnaires. Puisque les
processus cyclostationnaires ne sont justement pas stationnaires, leur analyse spectrale a
été un premier sujet d’intérét et il revient & Gladyshev puis & Hurd d’avoir répondu a
cette question en usant des propriétés d’harmonisabilité de Loéve. Nous n’exposons pas
les détails mathématiques complets de validité des écritures. Des exemples de processus
cyclostationnaires sont montrés en figures IV.3 pour un phénoméne naturel et IV.4 pour une
séquence synthétique.

e La condition pour que la fonction de corrélation donnée par (IV.5) soit définie positive
se réexprime comme il suit [Gla61, Gla63]. Un ensemble de fonctions {C),(7), 7 € R)n € Z}
donne la fonction de corrélation d’un processus cyclostationnaire par (IV.5) si et seulement

si pour tout N et pour tout ensemble de nombres dans C, et d’entier {ki,...,ky}, on a :
{ai,...;an} et {m,...,7n}, on a:
N N
Z Z ap8gChy—k, (Tp — Tq)e’Q’rk”(T”’Tq)/T > 0. (IV.12)
p=1 ¢g=1

En fait les v;(7) = Cy_;(7)e™?™7/T sont les coefficients d’une séquence stationnaire dans
un espace a plusieurs dimensions. Une méthode pour stationnariser ces séquences est juste-
ment de passer a une représentation de dimension plus grande [Gla61|, [PagT78§].
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e Alors que pour les séquences aléatoires cyclostationnaires ’existence systématique
d’une représentation harmonique est prouvée [Gla61], ce n’est plus le cas & temps continu
|Gla63, Hur73|. Nous poursuivons donc sous I’hypothése de 'existence d’une représentation
harmonisable. Dans tous les cas les fonctions C,(7) sont des transformées de Fourier de

mesures et on obtient le résultat suivant en injectant (IV.5) dans la définition de la fonction
spectrale (IIL.41).

Proposition IV.1: La fonction spectrale d’un processus {Y (t),t € R} cyclostationnaire har-
monisable est donnée par [’équation :

oy (v1,10) = Zén(_y2)6 (Vl — Uy — %) ; (IV.13)

pour laquelle on a Cy(v) = (FC,,)(v).

Démonstration — On part de I’équation (II1.42) en plongeant la forme (IV.5) de la covariance
d’un processus cyclostationnaire Y (t).

d)Y(Vl; 1/2) — // e—i27rtl/1+i27r51/2 Z Cn (S _ t)eiant/TdtdS (IV.14)
— // e~ i2mt +i2m(t+7)v2 Z c, (T)ei27mt/Tdtd7_ (IV15)

00 - +o0 .
= S b - —n/T) / o (F)e=2dr, (IV.16)

n=—oo

qui est de la forme (IV.13).
O

La densité spectrale harmonisable est ainsi un spectre de raies le long de la fréquence
(dite cyclique) v, = v — vy ; alors que les processus stationnaires ont une densité singuliére
concentrée sur la diagonale en v; = vy, c’est ici un ensemble de droites paralléles a cette
diagonale qui concentrent les contributions spectrales non nulles. Pour ’estimation de la seule
période cyclique, on gagne en robustesse en ne regardant la distribution spectrale que fonction
de v, en calculant le spectre marginal en fréquence cyclique fj;o oy (f +ve/2, f — v /2)df.
Selon le schéma IV.5 représentant la fonction spectrale d’'un processus cyclostationnaire, on
gagne en cohérence en intégrant selon f, fréquence moyenne.

e Les processus cyclostationnaires admettent diverses représentations et nous renvoyons
plutdt a [Gar86, GS94| par exemple, ou [Hur89b, DH94| pour les détails a ce sujet. L'une
d’entre elles permet des développements intéressants : c’est la représentation basée sur un
opérateur unitaire. On montre qu’il existe pour tout {Y(¢),t € R} cyclostationnaire un
opérateur Uy unitaire tel que Y (¢t +7T) = (UyY)(t) pour tout t. Uy est donc 'opérateur de
translation associé au processus Y.

Proposition IV.2: Un processus {Y (t),t € R} est cyclostationnaire de période T si et seule-
ment il existe un groupe d’opérateurs unitaires {U;,t € R} et une fonction aléatoire périodique

P(t) tels que : Y(t) L (UP) ().
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—

intégration
y

Fig. IV.5: Schématisation de la fonction spectrale ¢y (v1,v2). Seule la diagonale (en trait plein)
contient des contributions non nulles pour un processus stationnaires alors que les pro-
cessus cyclostationnaires de période T, admettent des densités spectrales non nulles sur
les droites paralléles & la diagonale, espacées de la fréquence cyclique 1/T; (en traits poin-
tillés). A droite on montre le changement de variable et 'intégration qui donne le spectre
marginal cyclique qui permet d’estimer 7.

On doit avoir en particulier Uy = Uy-. Cette représentation n’est pas unique mais clarifie
I'interprétation des générations de séquences numériques aléatoires au 3.2.2.

Méthodes d’estimation pour les processus cyclostationnaires. Elles découlent alors
des caractérisations spectrales des processus cyclostationnaires. Nous en citons deux sur
lesquelles nous pouvons nous appuyer.

e Comme les processus cyclostationnaires sont reliés aux processus stationnaires a 1’aide
de diverses transformations ou représentations, des adaptations des méthodes d’estimation
classiques sont possibles. Nous retenons en particulier les estimateurs suivants [Hur89a,
DH94| qui généralisent le périodogramme.

Proposition IV.3: Les quantités suivantes pour un processus {Y (t),t € R} cyclostationnaire :

~ 1 _ .
Culri A) = /I RGO (IV.17)

ou I(A,7) =10, A—7]| pour 7 >0 et [-7, A| pour 7 <0, sont des estimateurs biaisés de

Culr) - E{Culr; 4)} = Cal(r) (1 = |7/ 4).

Ce périodogramme cyclique n’est pas consistant en général (probléme identique a celui
du périodogramme stationnaire) si on ne prend pas la précaution de lisser le périodogramme.
En particulier il ne I'est pas dés que des raies spectrales existent sur les diagonales cycliques.

e Les estimateurs consistants sont donnés en introduisant un noyau de lissage qui conduit
au périodogramme cyclique lissé que nous décrivons ici. Nous utilisons la transformée de

A
Fourier du processus sur un intervalle fini, notée Sy (v; A) = / Y (t)e ?™dt.
0
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Définition IV.3: Le périodogramme cyclique lissé général est défini soit en temps soit en fré-
quence, avec une fenétre de pondération h(t), selon :

A
S(v,n;A) = / h(Bau)Ch(u; A)e 2™ dy (IV.18)
—A

1 [T (f-v\1 e n
= Bal) h( B )ZSY(faA)SY (f—T,A) df,  (Iv.19)

ot B4 est une foqction de A telle que limy oo Ba = 0 et limy_, oo AB4 = 00 (par exemple
By =1/v/A), et h = Fh.

Le périodogramme cyclique est un estimateur de C,,(v) car on a : limy_, ;oo E{S(r, n; A)} =
C,(v). Il est en général non biaisé mais la discussion sur sa validité exacte est bien trop longue
pour trouver sa place ici. Cet estimateur est 1’élément de base qui permet de construire des
algorithmes efficaces (en temps de calcul et résultat d’estimation) pour les processus cyclo-
stationnaires.

e L’article de revue [RBLI1]| constitue une bonne introduction a ces méthodes. Sans
entrer dans le détail des algorithmes, le schéma général est de couper le signal & analyser en
blocs de longueur A, de calculer les spectres en les lissant a I’aide de fonctions de pondération
puis de corréler les composantes spectrales a différentes fréquences ce qui produit une estimée
de la fonction spectrale ¢y (fi1, fo).

Par exemple si 7, est la période d’échantillonnage, N le nombre de blocs de longueur A,
h et g des fenétres de pondération de longueur A/T, et NT,, on calcule alors :

{ Ya(n, f) = 32072 o h(r) Y [ — []le= 271 0-0T: (IV.20)

Sy (v, f) = X, Ya(n, f = ve/2)Yi(n, f+ve/2)g(v —n)

Une estimation de ¢y (f + v./2, f — v./2) est donnée en moyennant les Sy°(v, f) sur les
différents instants v. Nous utilisons principalement des versions de cet algorithme par la suite.
En figure IV.6 nous montrons (en bas & droite) le résultat de cette procédure d’estimation
regardée sur la marginale cyclique uniquement.

2.3 Analyse spectrale de la DSI

Structure spectrale des processus a DSI. Comme pour les processsus cyclostationnaires
nous sommes obligés de poser comme hypothése que le processus admet une décomposition
harmonisable multiplicative comme au II.2.1 sans que cela soit toujours vrai. La notion
d’harmonisabilité multiplicative permet de formuler ’équivalent de la Proposition IV.1 pour
les processus & DSI.

Proposition IV.4: Les propriétés spectrales et d’harmonisabilité multiplicative d’un processus
{X(t),t > 0} a (H,\)-DSI sont identiques aux propriélés spectrales et d’harmonisabilité
usuelles du processus cyclostationnaire délampertisé {(Ly " X)(t),t € R}
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Fig. IV.6: Analyse de l'irradiance globale de la station Delta. Nous montrons en haut a droite le
spectre du signal analytique ; en bas & gauche la moyenne périodique empirique de la série
de période 24 heures. Elle réveéle ’évolution sur la période cyclique des statistiques de la
série. Les barres représente ’estimation empirique de la variance périodique de la série et
elle évolue aussi sur 24 h. Enfin la marginale cyclique calculée comme fj'foo S¥e (v, f)df
(voir aussi (IV.27)) est représentée en bas a droite et, en plus du pic central qui est
I’énergie du signal, présente les pics symétriques a la fréquence cyclostationnaire.

Le théoréme IV.1 prouve que Y (t) = (L " X)(t) est cyclostationnaire si et seulement si
X(t) est a DSI. Les principes de correspondance longuement établis au III entre les repré-
sentations spectrales et harmoniques d’un processus et celles de son transformé de Lamperti
démontrent en tout point le résultat. Nous pouvons donc utiliser les résultats rappelés sur
la cyclostationnarité pour étudier la DSI.

Ils ne donnent pas de caractérisation utilisable de ce que doit étre la fonction de corréla-
tion d’un processus & DSI, autre que de réécrire la condition de définie positivité de Rx de
fagon analogue a (IV.12). La caractérisation spectrale est plus utile.

Corollaire IV.2: Un processus {X(t),t > 0} a (H, \)-DSI, multiplicativement harmonisable,
a pour fonction spectrale multiplicative :

dx (51, B2) = Z(MCn(ln k))(—=B2)0 (51 — By — i) ) (Iv.21)

e In A

ot Cp(Ink) vient de ’expression (1V.8).
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Les composantes du spectre de Mellin sont réparties parallélelement a la diagonale princi-
pale (qui contient I'information sur le comportement auto-similaire strict). C’est une décom-
position de Mellin qui donne les propriétés spectrales sur ces diagonales : (MC,,(Ink))(—f2) =
[ Cn(Ink)k?m82-1dk, que l'on pourrait aisément ramener a une transformation de Fourier.

Les harmoniques qui apparaissent donnent des pics parfaitement localisés sur certaines
échelles, que I'on nomme cycliques en rappel de la cyclostationnarité sous-jacente, et on
regarde naturellement ce spectre en fonction des variables 8. = 8, — B1, échelle cyclique et
Bm = (B1+ B2)/2, échelle moyenne. Les raies de la DSI sont obtenues pour S, = n/In A, avec
n € Z. Le schéma du support spectral en échelle de la DSI est identique a celui que nous
avons proposé en figure IV.5.

Analyse temps-échelle ou fréequence de la DSI. Les représentations mixtes suggérent
une autre méthode d’analyse de la DSI. L’exemple du spectre de Wigner invariant en échelle
donne pour un processus a DSI :

Wt 8) = S (MCy(inw) (=4 + 51 ) g2irtizen/ad (IV.22)

2In A
nez

Démonstration — Nous avons donné ’expression (I11.58) du spectre de Wigner invariant en
échelle en fonction de la covariance Rx (t+/7,t/1/T). nous savons écrire cette derniére en
faisant le changement de variable nécessaire dans (IV.8). Nous prenons k = 1/7, ¢ est le
temps milieu (en moyenne géométrique) et il vient :

+oo 1 1 2H+i27n/In\_—i27f dr
Wt 8) = : ZT—HCn In =) (t/7) T — (IV.23)
neZ

T T
+oo ) du )
— Z/ Cn(ln u)uﬂﬂ'(,@—n/Zln)\)_t2H+127rn/ln)\’ (IV24)
nez 0 u
em faisant le changement de variable u = 1/7 et donc du/u = —d7 /7 avant de rétablir les

bornes d’intégration dans le bon sens. L'intégrale résulte en un terme (MC,, (Inw)) (=8 + 7125)
et le résultat (IV.22) est ainsi démontré.
O

La structure est celle de chirps en temps dont le comportement en échelle s’étale sur
les harmoniques en échelle cyclique et en révele la périodicité; le 8 du spectre de Wigner
invariant en échelle mesure en fait cette échelle cyclique car il est convenablement symétrisé
et défini & partir de Rx (¢t1/7,t/+/T). Les autres distributions de la classe de Mellin partagent
avec W (¢, B) la structure montrant des harmoniques en échelle, plus ou moins bien localisées
puisque l'on sait que tous les Il sont engendrées par un lissage du spectre de Wigner
invariant en échelle.

Une réflexion plus globale déduit de (IV.1) des conditions nécessaires sur les représenta-
tions mixtes pour qu’un processus soit & DSI :

(vt > 0) (VB ER) Wy(t,8) = AW, (N, B) (1V.25)

(Vt > 0) (Vf €R) Wx(t,f) = X 2H Wy ()\t, §> : (IV.26)
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Ces deux conditions jumelles sont satisfaites dans un certain nombre de cas simples qui
autorisent une lecture triple de I’émergence de la DSI :

1. si X a des raies spectrales réparties en fréquence comme une série géométrique, ou
alors simplement que son « spectre »! est log-périodique de maniére générale ;

2. si la distribution est identique pour tout 5 ou f et se décompose en temps en série de
Mellin ; le processus est proche alors d’un processus stationnaire (ou H-ss) modulé par
un chirp logarithmique ;

3. si X est globalement semblable & un chirp logarithmique, les deux distributions se
localisent autour du paramétre du chirp et les conditions sont satisfaites; elles le sont
toujours si une somme de chirps est considérée et le processus est donné par une série
de Mellin aléatoire.

Nous allons en fait constater dans la suite que ces possibilités se mélangent et qu'un
méme processus & DSI peut souvent étre examiné par I’un ou 'autre point de vue.

Estimation spectrale de la DSI. I’analyse spectrale suggére une estimation du facteur
d’échelle privilégié A par I’équivalent du périodogramme cyclique lissé. La procédure est dé-
crite ici et peut se faire différemment selon le schéma d’adaptation aux séquences numériques
que l'on souhaite privilégié.

e Délampertisation et analyse cyclostationnaire. En s’appuyant sur la littérature impor-
tante concernant ’application concréte du périodogramme cyclique lissé défini en IV.3 pour
les séquences supposées cyclostationnaires (méme quand la période n’est pas un multiple du
pas d’échantillonnage) [Gar86, RBLI1], la solution de facilité est de choisir de délampertiser
le processus a DSI et d’analyser la séquence suspectée étre cyclostationnaire.

Nous présentons le résultat de cette procédure obtenu sur un des exemples ci-dessous.
La lecture est en fait difficile pour prouver que 1’on a bien de la DSI. La simple existence de
contributions spectrales importantes sur la diagonale induit I'existence de pics aux échelles
croisées. Il sont visibles sur la figure IV.8

C’est en pouvant moyenner suffisamment que ces pics hors diagonale peuvent étre retenus
comme pertinents, signature de la DSI, ou factices (ils retombent vers le niveau du bruit).
Nous montrons cela sur deux exemples : I’un simplement H-ss mais avec deux échelles prin-
cipales pour lequel il reste des contributions diffuses hors la diagonale principale ; I’autre est
vraiment a DSI et les valeurs hors de la diagonale sont pertinentes. Le nombre de moyennes
réalisées, et donc la quantité de données apparaissent alors cruciaux.

e Marginale cyclique. Une maniére d’augmenter un peu la confiance en la détection et
surtout de rendre possible I’estimation est de marginaliser en fonction de 1’échelle cyclique
la densité spectrale estimée. Nous regardons alors la quantité suivante, qui est un spectre en

échelle cyclique :
+o00

Sx(B.) = ox (o — Be,0+ Be)do. (Iv.27)

Les pics hors-diagonale de processus qui ne sont pas a DSI étant en regle général sans
cohérence de phase les uns par rapport aux autres, I’opération de moyenne détruit les pics

I Rigoureusement, DSI et stationnarité sont incompatibles et le spectre dont nous parlons doit étre fondé
sur les représentations mixtes [Fla93] ou la stationnarité des accroissements [Yag87].
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Processus DSl ou Hss ? Fonction spectrale multiplicative

amplitude

-100
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temps 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Echelle réduite

Fig. IV.7: Exemple de processus construit avec des séries de Mellin aléatoires, sous une forme
ay () tHF2mBL 4 g0 (1) HF2782 (voir I'équation (IV.29)). A gauche une réalisation du pro-
cessus, & droite la fonction spectrale multiplicative sur la diagonale. Processus H-ss ou &
DSI? Voir la réponse en figure IV.8.

artificiels de processus sans DSI pour ne faire émerger que le pic central, correspondant a
I’énergie totale du signal, et les pics hors-diagonales qui signalent I'existence de DSI et sont
situés aux harmoniques de la log-période, en n/In .

e Calcul par représentations miztes. L’autre mise en ceuvre numérique possible est de
construire des méthodes directement lampertisées qui s’appliquent alors au signal brut et non
A son image inverse par £ . Nous avons montré au I11.2.4 qu’il existe deux possibilités : le
calcul direct & ’aide de la transformée de Mellin discréte ; la reformulation en temps-fréquence
du calcul des représentations mixtes qui conduit aux méthodes de chasse aux chirps.

La figure IV.11 utilise la visualisation du contenu en échelle de Mellin & ’aide d’une
représentation mixte (ici en temps-fréquence donc une échelle de Mellin 3 donnée se traduit
par une composant sur une hyperbole de fréquence instantanée f = 3/t).

Nous fermons ce paragraphe sur une remarque : ’estimation par ces méthodes est pos-
sible car la DSI (comme la cyclostationnarité) revient a supposer une ergodicité partielle du
processus, ergodicitié périodique en échelle (en temps si cyclostationnaire). Sans elle, nous
rencontrons toutes les difficultés exposées au III liées a I'estimation de I'espérance d’une
grandeur quand on ne peut faire de moyennes...

2.4 Exemples de processus a DSI
2.4.1 Quelques exemples immédiats

Ajout d’un chirp & H-ss. Si {X(t),t > 0} est un processus H-ss, alors le processus
Z(t) = X (t) +t"+278 est 4 DSI d’indice H et de facteur d’échelle privilégié e'/?. L’exemple
s’étend sans peine a I’addition de toute fonction qui est log-périodique (donc décomposable
en série de Mellin).

Processus a modulation logarithmique. Si {X(¢),¢ > 0} est un processus H-ss et m(t)
une fonction log-périodique & DSI déterministe, donc m(At) = AMm(t) pour un certain \ et
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Fig. IV.8: Le processus précédent de la figure IV.7 peut étre au choix synthétisé avec des propriétés
auto-similaires (si E{a1(t)a2(t)} = 0) ou de DSI sinon. Alors que le spectre multiplicatif
moyen est le méme, l’estimation de la fonction spectrale multiplicative (en haut) puis du
spectre marginal en échelle cyclique révélent ’auto-similarité du premier cas et l'inva-
riance en échelle discréte dans le second dont on estime le facteur en échelle privilégié a
I’aide des pics de part et d’autre du pic central dans le spectre marginal cyclique..

m(t) est décomposable en série de Mellin, alors Z(t) = m(t) X (t) est & DSI d’indice H et de
fateur d’échelle privilégié .

Processus a DSI non harmonisable. Pour illustrer le fait que ’harmonisabilité n’est pas
garantie, nous rapportons 'exemple de [Gla63] & ce sujet. Soit f(¢) une fonction & DSI
déterministe de facteur d’échelle A, R(t,s) = f(t)f(s) est la fonction de corrélation d’un
processus & DSI. Cependant, si la série de Mellin de f(¢) n’a pas la propriété de convergence

absolue, alors on prouve comme dans [Gla63| que le processus ne peut pas étre harmonisable.

Modéle simple de la DSI déterministe. Pour se rapprocher du modéle simple de DSI
déterministe proposé par D. Sornette en u”(ag + a; cos(2mInwu/In \)), nous pouvons intro-
duire un exemple avec des masses spectrales en 0 et +1/1In A seulement. Le schéma suivant,
en IV.9, indique la répartition de la fonction spectrale et un exemple de réalisation d’un tel
processus. Sa corrélation est donnée par :

Ink Int
Rx(t, kt) = k71?2 <co + ¢1 Cos <m + qﬁl)) (cg + ¢} cos (m + ¢'1)> : (TV.28)
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Fig. IV.9: Exemple de processus dont la fonction de corrélation obéit a (IV.28), ici avec en fait
une harmonique d’ordre 2 en plus. On montre un exemple de réalisation (contruite en
mélangeant un processus H-ss et des chirps de Mellin) et sa fonction spectrale estimée (3
droite), avec le spectre marginal en fonction de la fréquence moyenne ainsi que le spectre
marginal cyclique. La fonction spectrale & deux échelles est ici constituée de sorte de pics
de Dirac répartis sur le support spectral admissible pour la DSI.

2.4.2 Seéries de Mellin aléatoires

Le modéle précédent est un exemple de séries de Mellin aléatoires qui sont des repré-
sentations relativement générales de processus & DSI. Nous n’entrons pas dans les détails
sur les représentations en série harmonique pour les processus & DSI harmonisables (détails
analogues a ceux pour les processus cyclostationnaires [GF75], [DH94]). On peut en général
représenter ces processus par la série suivante en moyenne quadratique [Hur89b| :

X(t) =) ay(tytrem/iny, (IV.29)
nel

ou I C Z (dénombrable dans le cas général), a,(t) sont des fonctions conjointement auto-
similaires et sont en fait donnés & partir du processus X comme [GF75] :

oo ] Int— .
an(t) = /_ e (%) X ()t~ H—i2mno/ A g (IV.30)

Nous utilisons cette forme de représentation comme exemples possibles de processus
a DSI. Etant donnés N processus auto-similaires (d’exposant nul) et conjointement auto-
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similaires (c’est-a-dire vérifiant par exemple au second ordre E{a, (kt)a,(ks)} = E{a,(t)a,(s)}
pour tout k > 0), le processus X (t) = SN a,, (£)t7 427/ mX st alors a (H, A)-DSL

Une généralisation de ces exemples serait de prendre une somme de fonctions log-périodi-
ques quelconques (avec des périodes multiples d’'une méme période fondamentale) en lieu et
place des chirps de Mellin.

2.4.3 Modéles paramétriques

Les systémes d’Euler-Cauchy sont les pendants auto-similaires des systémes a temps
continu ARMA selon la Proposition I1.19 et dans les deux cas le passage & des coefficients
périodiques, en échelle (log-périodique) ou en temps, constitue leur généralisation pour re-
présenter des signaux a DSI et cyclostationnaires.

Proposition IV.5: Le systéme d’Fuler-Cauchy dépendant du temps suivant :

p q

D a0 XMy =" B0z (1), (IV.31)

ot les ol (t) et B (t) sont des fonctions log-périodiques du temps et {Z(t), t > 0} un processus
a (H,\)-DSI, a pour solution un processus {X(t), t > 0} a (H, \)-DSIL.

Il faut remarquer que Uentrée {Z(t), t > 0} peut simplement étre un processus H-ss qui
vérifie évidemment la propriété affaiblie de DSI pour tout A. Une définition plus générale est
d’autoriser 'ordre du systéme a dépendre log-périodiquement du temps, p(t) et ¢(t), mais
nous n’explorerons pas cette voie.

Les modéles paramétriques seront utilisés par la suite comme modéles de synthése des
séquences & DSI; nous étudierons comment discrétiser convenablement le temps. Le travail
comparable & celui accompli sur les ARMA non stationnaires [Gre87| et cyclostationnaires
[Pag78|, [LL00, LLI8| qui abordent I'estimation des paramétres est laissé pour le futur ; nous
nous sommes limités & développer a 'aide de Lg et des outils de Mellin les méthodes non
paramétriques d’analyse.

2.5 Un exemple fondamental : la fonction de Weierstrass

La fonction de Weiertrass est a la croisée de nombreuses approches sur la DSI et il
nous est nécessaire de ’examiner de prés pour comprendre différents aspects de la DSI
puis s’en servir de modéle. Introduite par Weiertrass en 1872, discutée par Mandelbrot
[Man82], étudiée dans ses extensions aléatoires par Berry et Lewis [BL80], modéle approché
pour le fBm [Fal90], [Wor96] mais aussi un des premiers exemples récents étudiés par une
transformation semblable & Ly [Tri93], reprise comme élément de base de classification des
fonctions aléatoires & DSI [GS02], elle permet de confronter des études sur les fractales, les
fonctions aléatoires H-ss ou & DSI et les représentations a la Lamperti.



2. Invariance d'échelle discréte et transformation de Lamperti 191

2.5.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition IV.4: Soit A € R} et 0 < H < 1, la fonction de Weierstrass Wy(t) est définie par :
Wi(t) =Y A ™ g(\"). (IV.32)
n=0

La fonction originelle est définie par Weierstrass avec g(u) = cosu, et nous ’appellerons
W*(t). Elle fait partie des fonctions écrites généralement ), a,g(A"t) ol (a,)n>0 est une
suite qui tend vers 0, et qui ont en général un graphe de dimension non entiére D = 2 — H
[Tri93| ; g doit étre une fonction infiniment oscillante ou & support borné (en quel cas c’est
son spectre qui s’étend avec des oscillations a U'infini) pour cela [GS02]. Il en est bien ainsi
pour W*(t).

Alors que la fonction est fractale au sens de son graphe, elle n’est pas auto-similaire selon
la définition I1.8 ni & DSI : il manque pour cela tous les modes de basse fréquence ou n < 0.
Mandelbrot propose alors une version modifiée de cette fonction.

Définition IV.5: Soit A € Rf et 0 < H < 1, la fonction de Weierstrass-Mandelbrot W,(t) est

définie par :
+00

W)= Y A" (g(0) — g (A"1)). (Iv.33)

n=—oo

Nous notons W (t) quand g(u) = cosu pour retrouver la forme spécifique introduite par
Mandelbrot. Ainsi définie la série converge convenablement, son graphe est de dimension
Dy = 2 — H aux mémes conditions qu’avant. Les basses fréquences n < 0 rajoutées donne
a la courbe une allure croissante en ¢t et permettent d’assurer que W,(t) est exactement
a (H, A\)-DSI déterministe. Notons enfin que H est aussi le paramétre de régularité locale
de Holder de la fonction en tout point. La figure IV.10 montre les fonctions définies dans
quelques situations. Nous montrons aussi le graphe associé au choix g(u) = e de [BL80]
qui obéit aussi & 'auto-similarité en échelle discréte.

Version aléatoire de ces fonctions. 1l est aisé de proposer une version aléatoire des
fonctions de Weierstrass-Mandelbrot en supposant simplement que la fonction g,, de chaque
mode est tirée d’un ensemble aléatoire, ¢g(-,w) ol w est la variable de probabilité.

Wy(tw) = Y A (ga(0;wn) = gn (A" wn)) - (IV.34)

n=-—oo

Cette fonction est a (H, \)-DSI stochastique. Cela peut étre 1’exemple étudié par Berry
et Lewis [BL80], avec g(u;w) = eX®+¢() et o(w) est une phase aléatoire i.i.d. pour chaque
mode n ; nous noterons cette fonction W (t) par simplicité sans préciser g et elle sera appelée
fonction de Weierstrass-Mandelbrot aléatoire.

Notons qu’en ajoutant une amplitude aléatoire avec g(u;w) = C(w) cos(u+p(w)) on C(w)
est une variable Gaussienne, i.i.d entre les modes n et ¢(w) est i.i.d uniforme dans [0 27],
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W*(t) déterministe W(t) déterministe

amplitude
= [«2]

amplitude

N

o
o

W(t), phase ¢ =p n (avec u=1) W(t), phase ¢_ aléatoire
n n

amplitude
o
amplitude

_2 -1

o
o

temps temps

Fig. IV.10: Différentes versions de la fonction de Weierstrass-Mandelbrot ainsi que définies dans le
texte. On les montre ici pour H = 0.4 et A = 2.3. de gauche & droite et de haut en
bas on a W*(t), W (t) a phases nulles, W(t) a phases en un et W (t) a phases i.i.d. et
uniformes sur le cercle unité.

la fonction obtenue est une approximation convenable du fBm si A n’est pas trop grand
[Fal90]; il faut en fait que les modes distribués dans le spectre en série géométrique soient
assez proches les uns des autres pour ne pas étre discernables & I’ceil lors d’une représentation
numeérique.

Décomposition en chirp de W(t). Puisque la fonction de Weiertrass est a DSI, nous
devons pouvoir trouver ses différentes décompositions temps-échelle ou fréquence qui carac-
térisent la DSI. Elles furent trouvées dans [BL80|. La forme de W (¢) comme une superposition
de signaux localisés sur une série de fréquences géométriques en A\~ "/27 est directement vi-
sible de (IV.33), soit comme des pics de Dirac si g(u) = cos(u), soit des pics élargis pour
une autre fonction — 'important est la périodicité géométrique, pas la forme de 1'élément
périodique.
Son spectre, toutes réserves prises au sujet de son existence, est (sauf a v =0) :

Tw(v) = f AT2E S (y — A" /27 (IV.35)

n=—oo

Notons que si A est proche de 1 et les modes peu espacés, on peut introduire une densité
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spectrale moyennée sur une bande Av qui est égale & < Ty (v) >a,0c v727~1 et donne bien

I’'impression d’un processus auto-similaire avec un spectre en loi de puissance.
La décomposition sur une base de chirps est obtenue par la formule de Poisson et on a
pour W (t) avec des phases déterministes ¢, = ny :

too Tk in(1-H/2) 9 _
e 2hxe ™ 2T a2
W(t) = ——— | T | —-H+i— | t7" " mx . IV.36
(t) n_z_:oo In A eXp( lnA) < T ) (IV36)

L’équivalence entre une structure en somme de chirps et une périodicité géométrique du
comportement fréquentiel est ici manifeste et étayée par le calcul. Quand nous considérons
une version aléatoire de W,(t), il n’est plus possible de mener I'intégration ainsi; nous verrons
dessous comment ’analyse se reporte sur les propriétés spectrales. Cette double représen-
tation se visualise de maniére intéressante a l'aide d’une décomposition temps-fréquence
rapportée en figure IV.11

fonction de Weierstrass W(t) ———A = 1.07; s = 1.7; tmax = 1; N = 1000;v = 1
spectro. 450X500 (dh = 127) spectro. rallou450X500 (dh = 127)

temps

tendance en t" enlevée

frquence
frquence

temps temps

Fig. IV.11: A gauche on a tracé une fonction de Weierstrass déterministe et la méme fonction
une fois le mode de croissance général en ¢ enlevé (il ne reste que les oscillations de
la DSI). A droite se trouvent les décompositions temps-fréquence (spectrogramme et
spectrogramme réalloué) ou sont bien visibles la double lecture possible pour W(t) :
une somme de chirps hyperboliques (détectés a basse fréquence quand la fenétre du
spectrogramme est de largeur comparable & la période au plus des fréquences cherchées)
ou une somme de modes géométriquement espacés en fréquence (détectés quand la
fenétre est grande devant les périodes testées).

Décomposition en chirps de W,(¢). La forme générale n’est pas toujours caclulable ex-
plicitement ; on peut exhiber les tendances sur la base de Mellin de W, () en passant par M
avant de l'inverser. On obtient :

(MW,)(t) =D A"~ (9(0)3(s) — (Mg)(s)) - (IV.37)
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Laissant de coté le probléme de convergence, la sommation conduit & un facteur 1/(1 —
X~H) qui admet des poles aux exposants (qui sont les dimensions complexes de Sornette)
sp = H +1i2mn/In A, avec n € Z. Le calcul de la transformée de Mellin inverse a 1’aide de la
formule de Cauchy donne, en plus d’une partie réguliére que nous laissons ici de co6té, une
somme de contributions en t*» qui sont les contributions spécifiques sur la base de Mellin de
W,(t) et qui signent la présence de DSI. Nous avons explicitement :

oo

Wy(t) = f-()+ ) %t“m"/ A, (IV.38)

n=—oo

La fonction f,(t) désigne le reste régulier de la fonction. Notons que le cas aléatoire ne
permet pas toujours simplement ce calcul (et qu’alors c’est la corrélation ou une description
spectrale qui se décompose sur la base de Mellin). Nous allons bientot revenir sur I'impor-
tance de cette écriture sur une base de chirps. Avant cela, faisons un détour par ’étude des
accroissements.

2.5.2 Une fonction a DSI et a accroissements stationnaires

Processus accroissement de W (t). Les propriétés des versions stochastiques de la fonc-
tion de Weierstrass-Mandelbrot passent par I’étude de leurs accroissements. Pour W (¢), nous
posons {V,(t) =W (t+7)—WI(t), t > 0} dont la fonction de structure et celle de sa corré-
lation sont [BL80] :

+o00
E{|V:(t)’} = Z 2272 (1 — cos A7) (IV.39)
+o0 |
Ry, (t,s) = Y 2X " (1—cosAmr) (79, (IV.40)

n—=—0oo

Le processus des accroissements est stationnaire et c’est a ce titre qu’il est légitime de
parler du spectre de W (t) aléatoire, selon la théorie générale de [Yag87]. Nous mentionnons
au passage I’analyse harmonique de V, (¢) :

+oo ) A" )
Vi(t) = / . et ;)\‘”H (1—€?™7)6 <Z/ - %> e“rdy (IV.41)

_ —i2nvr |2 —2nH A"
Ty,(v) = [1—e ™™ 7Y A2 5<y—%). (IV.42)
dont découle le spectre de W (t) donné en (IV.35).

Processus accroissement de W,(t) aléatoire. Partant de la version (IV.34) de W,(t), le
processus accroissement est V. (t;w) = Wy (t + 7;w) — W,(¢;w). Nous prenons I’hypothése

que les fonctions aléatoires sont orthogonales deux a deux, soit E{gn(u;wn)gm(v;wm)} =
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9(u)g(v),m qui est entre autre réalisé pour le modéle aléatoire en g(u;w) = ™% de
[BL80]. La fonction de structure a 1’ordre deux est alors :

+o0
E Vot = ) 22 [g(A"t) — (g(\"t + A7) . (IV.43)

n=—oo

Nous ne savons pas alors résoudre I’équation fonctionnelle telle que Vj ,(¢; w) soit & a.s. :
le terme ci-dessus ne doit dépendre que de 7 et non de ¢. Des solutions immédiates sont
g(u;w) = e+¢(@) avec o uniforme dans [0 27[, ou g(u;w) = ) (au + b) avec une phase du
méme type. La résolution générale pour des fonctions & valeurs dans C nous échappe. Nous
verrons cependant au 3.1 comment synthétiser un modeéle de W, (¢; w) qui est & DSI et & a.s.

2.5.3 Analyse en ondelettes

L’outil des ondelettes permet de révéler directement dans les lois en échelle les oscillations
log- périodiques qui existent et compliqueraient I'estimation de H. Soit ¢ (¢) une ondelette et

Tx(t,a) =a™" [ X(s)¥((t — s)/a)ds la transformée en ondelette de X (¢).
Tw(t,a) = —a'™" Re{ > )\_”He“\ntz/)()\"a)} . (TV.44)

Cette représentation est & nouveau une somme de contributions centrées sur des fré-
quences géométriquement réparties. Au premier ordre en supposant la transformée de Fou-
rier 1& de londelette assez étroite, le diagramme en échelle du moment d’ordre ¢ de Ty (¢, a)
moyenné sur le temps donne :

n(|Tw(t,a)|?), ~q(1—r— H)lna+ Cte, — sin ®(a,) 4 ¢In [(a,)], (TV.45)

27 In A
o a, = E(alnyy/In)), et vy est le maximum de v~7~"9)(v); enfin ®(a) est une fonction
log-périodique de période In A. La figure IV.12 montre les oscillations qui s’ajoutent donc au
comportement en loi de puissance de In (|Ty (t, a)|2> ainsi que les conséquences possibles
sur ’estimation.

t

2.6 Réinterpréter les études avec Mellin de la DSI

Nous prouvons ici que les études de la DSI menées dans les articles déja cités sur les
approches par la transformée de Mellin survolées en 1.2 (DSI et analyse de Mellin) entrent
dans le cadre de nos propositions. Ainsi que nous ’écrivions, ces recherches s’inscrivaient
originellement dans les extensions des études de physique statistique des systémes critiques
aux mesures et fonctions fractales, en fait auto-similaires ou lacunaires. Ainsi I’outil théorique
privilégié de description et d’analyse est la fonction de corrélation puis ses généralisations.

2.6.1 Survol des études de la DSI par les théories de potentiel

Fonctions de corrélations et théorie du potentiel de Frostman. Les recherches ont
évolué en partant de 'utilisation simple des fonctions de corrélation a deux points d’une



196 V. Invariance d’'échelle discréte

Fonction do Weierstrass-Mandelbrot W(t)  H=0.4 etk = 2 Fonction de Weierstrass-Mandelbrot W({) - H=0.4 et. =3 Fonction de Weierstrass-Mandelbrot W({) - H=0.4 et). = 4

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Diagramme en échele (ondelette discréte) —— H estimé - 0.4 Diagramme en échelle (ondelette discréte) -- H estimé - 0.36 Diagramme en échelle (ondelette discréte)

moyenne du coeficient
moyenne du coficient

Fig. IV.12: Trois exemples de fonctions W (t) pour H = 0.4 avec A égal & 2, 3 et 4 de gauche a droite.
En-dessous on a calculé la représentation en ondelettes moyennée sur le temps comme
en (IV.45) et tracée en log-log. Selon la valeur de A par rapport au pas d’analyse (ici sur
la grille dyadique qui privilégie les rapports d’échelle de valeur 2), soit on ne voit pas la
DSI (A = 2), soit elle est flagrante (si A = 4) soit, et c’est le cas général, elle pertube
I'estimation de H du fait des légéres oscillations sans donner lieu & une fréquence en
échelle facilement identifiable sur ce diagramme en échelle (ici cas ou A = 3).

mesure p(z), x € Q (en général QO C RP), sujet privilégié au départ de ces études [BSTVS87] :
Cualt) = [ 8~ 1o~ yhdu(a)uty). (1v.46)
QxQ

On note | | la norme sur 'espace €. La dimension de capacité de la mesure est obtenue
par le calcul de la limite aux petites distances : D = llin}r InC,2(l)/Inl.
—0

Une technique de calcul des dimensions de Hausdorff prend son origine dans les théories de
champ comme 1’électromagnétisme ou la gravitation et est connue sous le nom de théorie du
potentiel [Fal90], introduite dans ce contexte par Frostman [Fro35]. Elle propose de regarder
le potentiel en z d’indice s € C :

Vi(s;z) = i % (Iv.47)

L’intégrale en énergie I,(s) est définie alors comme 'intégration de ce potentiel sur tout
I’espace et on montre trés simplement qu’elle est donnée par la transformation de Mellin? de

2 La transformation de Mellin telle qu’ici écrite correspond & M en 1 — s mais nous gardons ’écriture
donnée ici par simplicité.
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la fonction de corrélation. Nous notons A le diamétre de ’ensemble 2.

//QXQ \:U—y| deadi) _ /OA 17°dC (). (IV.48)

Sans entrer dans la formulation précise du théoréme de Frostman (que ’on peut trouver
en 4.13 de [Fal90] avec une démonstration), son interprétation dit que les points ot I'intégrale
en énergie I,(s) divergent fournissent des bornes & la dimension de Hausdorff de la mesure :
si I,(s) < 400, alors D(u) > s; (la propriété réciproque est vraie). En fait on a en général
identité entre la dimension de capacité et la partie réelle de la position du premier pole dans
I,(s).

Relation entre péle de I,(s) et tendances dans Cy(l). Par la suite, I’existence d’un pole
dans l'intégrale en énergie, en plus de contraindre la dimension D, impose l'existence d'un
comportement en loi de puissance dans la fonction de corrélation puisque celle-ci est obtenue
en inversant la transformée de Mellin qui définit 7,(s). Les trois situations classiques sont
alors [BFS*87] :

—$

1. pole simple réel en I,(s) ~ qui conduit & une partie en loi de puissance réelle

dans Cy(1) : Co(l) ~ (I/A)* /a, et donc un comportement auto-affine.
. o A 1 ae=of (AN
2. polemultipleréel en 1,,(s) ~ W qui implique Cy(l) ~ o (1/A) Z x In T
et introduit des corrections logarithmiques au comportement auto—simllalre connues
pour étre trés fines et peu mesurables.

A—S
3. poles complexes conjugués en I,(s) ~ P — + c.c., qui engendre un comporte-
a+iy—s
1 A
ment : Co(l) ~ ——= (1/A)%cos [ yIn— + ¢ | , out tan ¢ = —y/v. C’est le cas qui
Va2 + 42 l

conduit & des corrections log-périodiques tandis que les poles dans C que sont o £ ¢y
renouent avec l'interprétation de Sornette de la DSI comme ’existence de dimensions
complexes dans le systéme.

Dimensions de corrélation généralisées et transformation de Mellin. Cette théorie se
généralise pour I’étude de systémes non strictement H-ss et potentiellement multifractals en
regardant plutot les corrélations généralisés [BFST87, FTV89], qui donnent les dimensions
généralisées [GP83]. Une définition possible est [FTV89] :

Cpua(l) =1 /MH (I =z —y)) = (Blz, |z — yl]) du(z)du(y), (IV.49)

ou Bz, |z—y|] est une boule dans ) de centre z et de rayon |x—y|. Les dimensions généralisées
viennent de D, = llini InC,(1)/Inl (et on a D = D,). L’intégrale en énergie généralisée est
—0

4 nouveau une transformée de Mellin de la corrélation et a la double écriture :

Lo //M 2 (B, |z — y |])M:/0Az—5dcu,q(z). (IV.50)

T —yl*
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L’extension du théoréme de Frostman est que les D, sont bornés par s(¢q)/(¢ — 1) ou
s(q) = a(q) + iv(q) est un pole de U'intégrale en énergie d’ordre ¢, et en général cette borne
est la dimension de capacité généralisée. Le comportement des poles donne la caractérisation
de la mesure par ses propriétés multifractales a 1’aide des exposant a(q) (que 'on sait relier
au spectre multifractal f(h) [Fri95, AABT95]) et les propriétés de DSI si des poles complexes
existent.

Extension aux processus aléatoires. Ces travaux concernant initialement des mesures
déterministes s’étendent sans peine d’abord aux ensembles aléatoires, en prenant simplement
les espérances des quantités étudiées. Le pendant aléatoire de la théorie potentielle simple
est examiné dés [Fal90| (chapitre 15) tandis que [ST97| étudie les intégrales généralisées.

Cuq(l) =EC,4() et I,4(5) =EI,.(s) = /Al_sd(CM (7). (IV.51)

L’extension a des signaux est possible, une facon étant de passer par une représentation
en ondelettes et [GV92a| montre comment les ondelettes pour les mesures et celles pour
les signaux sont reliées. Le travail accompli dans [Vai9l, GV92b, GV92b, OTT93| pour
généraliser le résultat de Frostman aux décomposition en ondelettes des mesures s’appuient
ici sur une corrélation écrite comme :

0= [ (@) dp(z)dp(y), (IV.52)

avec lim; o+ [79g(r/l) = 0. Passer & des signaux est possible en supposant que la dérivée
p®™¢ de g est une ondelette. On peut alors prendre la mesure réguliére X (¢)d¢ pour analyser
le signal.

Nous allons voir en fait que I'ondelette est une maniére d’introduire un lissage particulier
du signal et offre une nouvelle interprétation des résultats.

2.6.2 Interprétation pour les propriétés en échelle

Lien avec les représentations mixtes. A I’ordre deux, la fonction de corrélation de (IV.46)
s’écrit avec la fonction porte IT de maniére proche de (IV.52).

Cxa(l) =E //H (“ - t) X (4)X (u)dtdu = //H (“ - t) Rx(t,u) dtdu.  (IV.53)

Sa transformation de Mellin donne une intégrale en énergie dont les pdles qualifient le
comportement auto-similaire généralisé selon les travaux que nous avons rapportés :

Txa(s) = /O T dCy s () = // lu— £ R (¢, u) dtdu. (IV.54)

Ce n’est pas une surprise; en plongeant la propriété d’harmonisabilité multiplicative
pour un processus quelconque dans la fonction de corrélation, il vient & 1’aide d’intégrales
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classiques |BBO96| :

H+127 31 ] )
(CX’2 (l) _ /// : +tH — i2ﬂ-ﬂ2 (t + Z)H—H—zQsz _ (t _ l)}:—H—zQwﬂz] QX(ﬁlaﬁQ)dﬁldﬁth

= // N(51,52) l2H+i27r(,32*,31)+29X(61a52) df5idps. (IV.55)

Nous avons noté N (S, 52) un noyau dont la forme explicite est calculable (et dépend
de H en particulier) mais peu importante car c’est simplement une maniére de lisser la
distribution regardée, contrainte par le choix de IT pour la fonction de corrélation. Le passage
par une fonction de corrélation avec une ondelette intégrée g selon (IV.52) [OTT93| change
simplement la structure de ce noyau.

Si le processus est a (H, A)-DSL, la fonction spectrale ¢ X(,Bl, B2) se localise sur des droites
paralleles a la diagonale et la fonction de corrélation est une somme de chirps oscillants :

Cxo(l) = Z {/N (52 + %, 62> (MC,(Ink)) (—52)(1/32} J2H+2—i2mn/In ) (IV.56)

neL

Il faut comparer ceci avec les représentations mixtes temps-échelle de Mellin que 1’on
sait construire a partir du spectre de Wigner invariant en échelle et dont I'utilisation pour
la DSI donne (IV.22). L’écriture précédente pour Cxo(l) est en fait la marginale pour un
temps t = [ d’une représentation temps-échelle et nous pouvons exprimer comment le noyau
N(p1, B2) qui calcule ici la marginale vient d’un noyau de lissage I1(u, §) que I’on appliquerait
a W (t, B) pour retrouver I’expression (IV.56).

Par la suite, en prenant la transformation de Mellin de Cx(l) pour en obtenir Ix o(s),
les chirps de Mellin qui y apparaissent dans le cas de la DSI donnent des singularités dans
cette intégrale en énergie, plus précisément un spectre de raie avec des termes en §(s —2H —
2 +i27n/In ).

Poles et pics des spectres de Mellin. Un point est alors & clarifier : nous venons d’affir-
mer que le spectre de raies obtenu pour la DSI coincide avec I’analyse en poéles initiale de la
théorie de potentiel. C’est qu’en fait les théories de potentiel pour la DSI sont & la recherche
d’une contribution de la DSI au comportement du systéme alors que si I'on suppose exac-
tement vérifiée la DSI stochastique, nous devons obtenir seulement la signature de la DSI.
L’analyse de Fourier rencontre les mémes situations : d’un coté la recherche de composantes
fréquentielles pures dans un signal pas forcément stationnaire, de ’autre la décomposition
d’un signal uniquement en série de Fourier. Les poles de la transformée de Mellin d’argu-
ment complexe (I’équivalent de celle de Laplace) donnent la position de pics contribuant aux
signatures log-périodiques, tandis que si DSI exacte il y a, c’est la transformée My que 1'on
utilise (équivalente a F) et on cherche alors les pics (de Dirac) dans ce spectre.

On peut illustrer cette discussion en partant d’une situation trés générale invariante
par une opération de renormalisation. [.’exemple construit ici est proche d’une illustration
de la DSI proposée dans [Sor98al. Nous notons O une observable fonction d’un paramétre
x, R le procédé de renormalisation et G la partie réguliére qui rend compte des détails
effacés (interaction entre les degrés de liberté microscopiques en physique statistique) par la
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renormalisation.

O(z) = R{O(z)} + G(a). (IV.57)

Sous hypothése que I'on peut linéariser I'action du groupe autour du point fixe xg, il
existe deux constantes p et A telles que :

R{O()} ~ %o (20 + A& — 20)) . (IV.58)

Si le groupe est celui de dilatations simples alors © = A¥ et 2y = 0. La solution gé-
nérale d’un groupe de renormalisation est donnée par une somme analogue & une fonction
de Weierstrass généralisée W (¢) mais pour des observables et des paramétres ¢ de nature
potentiellement complexes. Le calcul mené ici est donc identique au calcul des modes sur
une base de Mellin de Wy (t).

e Si la partie réquliére n’est pas nulle. La solution par itérations successives dans I’équa-
tion du groupe de renormalisation a pour écriture formelle :

O(z) = lim R™{O(z)} + Z R {G(z (IV.59)
~ i Mi 2o+ N'(z — 20)). (IV.60)

A ce point, la transformation de Mellin est un outil usuel pour résoudre cette équation
qui porte sur des processus dilatés. Il faut placer 'origine de la transformée en z, et nous
posons donc pour la suite g = 0 (obtenu par une translation simple).

O(an)3(s) + (M) (s)- ~ o (Ve

X ysn
(MO)(s) = O(ao)o(s) + 3 (M) (s) =
n=0 K

Le systéme est donc décrit par une observable qui admet des poles en représentation de
Mellin. Mieux, si on regarde une mesure de I’observable comme une une fonction aléatoire,
ou 'on obtient < |0y > si 1 est 'état aléatoire, nous déduisons de son écriture har-
monique multiplicative la représentation en sortie de filtre invariant en échelle de fonction
de transfert |(MG)(s)u/ (1 — X*)|? + |O(x0)|?d(s). Les poles de la fonction de transfert sont
alors associés aux chirps de Mellin exacts, c’est-a-dire aux lois de puissance plus ou moins
modulées logarithmiquement, dans la fonction de corrélation de I'observation.

Ceci correspond au cas général des études de la DSI par transformation de Mellin, et
assez réguliérement aux situations raportées dans [Sor98al. La DSI n’est pas exacte; elle est
une contribution qui s’ajoute au comportement en échelle.

e Si la partie réquliére est nulle. 1’équation de DSI est exactement vérififée si G =
0, laissant 1’égalité simple entre I'observable et sa version renormalisée. La représentation
de Mellin de I’équation d’invariance donne directement pour le groupe de renormalisation
linéarisé :

)\S
(MO)(s) = . —(MO)(s) (Iv.62)
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La DSI impose ainsi que A°/p = 1 et nous avons déja eu l'occasion de résoudre cette

simple équation dans C (quand p = A7) en introduisant la DSI au sens déterministe : il

In 2mn
n /)\L +1 IL’ n € 7Z. La décomposition de Mellin est donc distribuée de
maniére singuliére (par des pics de Dirac) sur les variables d’échelle (dans C) représentatives
d’oscillations log-périodiques.

faut que s, =

e Analyse paramétrique des contributions en DSI et autres. Le développement naturel
de ces remarques est que, selon les situations, on préférera adopter une représentation avec
des spectres de Mellin continus dans lesquels certains poles signent une tendance a la DSI;
ou une représentation en série discréte si la DSI est analysée selon un modéle paramétrique
exacte.

Un développement du travail serait alors de mettre en place comme il existe dans les
cadres stationnaire et non stationnaire les procédures d’estimations paramétriques des den-
sités spectrales continues ou de raies qui décrivent les diverses situations rencontrées.

Exemple : mesure de Cantor. En application des méthodes de potentiel, le calcul des
propriétés de la mesure triadique de Cantor part de 1’équation : p(x) = AP u(x/A\P)P(Inx)
ou D est sa dimension, G une fonction périodique et A = 1/3. Pour une mesure aléatoire
ou I’équation ne tient qu’en moyenne, le calcul est développé dans [BFS*87] et conduit a
localiser les poles de T,,(s) en résolvant : 3 pi\,*? = 1. Les p, sont les poids de la
mesure sur chaque segment et la somme porte sur les différents segments du Cantor. Pour
une mesure symétrique, l;o = 1/3 et p1» = 1/2 et les poles sont en s,(q) = (¢ —1) 122 +i%22,
linéaires en ¢ puisque la mesure est simplement fractale, et on a des dimensions complexes
généralisées D,/(q— 1), donc des lois de puissance avec oscillations en [**(?) dans la fonction
de corrélation d’ordre gq.

Le calcul est prolongé [BFST87, ST97| pour les mesures de Cantor multifractales et on
obtient toujours les pdles en résolvant le groupe de renormalisation qui sert a la construction
de la mesure de Cantor aléatoire [Fal90] : >~ pIA, S — 1 ot implique sur 'intégrale énergie
que :

Tiu(s ZP"/\ 15, (s) + Rau(p, A, 9), (IV.63)

ot le calcul du reste est un peu long [ST97|. Cependant dans tous les cas on exhibe les
tendances log-périodiques en plus de la multi-fractalité dans les fonctions de corrélations
généralisées ; des calculs numériques a l'aide de la représentation en ondelettes les montrant
sont reportés dans [GV92b).

2.6.3 Fonction de Weierstrass : une route vers les courbes a DSI

La fonction de Weierstrass peut servir de prototype pour les courbes a DSI de deux
maniéres : pour les processus & DSI, nous verrons ci-dessous le modéle & a.s. que nous pro-
posons ; d’autre part une étude déterministe différente est proposée dans [GS02| et prolonge
I'analyse en chirps de Mellin des fonctions de type Weiertrass de (IV.38) et nous nous en
faisons 1’écho ici.

Le modéle de Weierstrass est étendu par la généralisation de 1’écriture en chirps de W (t)
que nous donnons en (IV.36). Cela revient en fait a considérer une fonction qui obéit & un
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groupe de renormalisation quelconque de sorte que sa transformée de Mellin s’écrit comme
(IV.61) et I'inversion conduit & des chirps dont les exposants sont les poles de (MO)(s) :

o
| 2
O(x) ~ ZAnx_s” avec s, = i L

. V.64
mA oo (IV.64)

n=0

A cette partie singuliére peut se rajouter un comportement régulier sans chirps. La classi-
fication proposée par Gluzman et Sornette étudie le comportement pour n grand des résidus
A, = (MG)(s,)/In X qui se comporte asymtotiquement comme :

1 .
Ay~ — e "eWn  pour n — +00. (IV.65)
n

Les propriétés de la forme asymptotique générale sont montrées dans [GS02| et il est
conjecturé que la fonction de Weierstrass déterministe, pour laquelle A,, ~ n=#—1/2¢iwnn(wn)
ou H=1Inu/In\et v =2r/In ), constitue une valeur critique vis-a-vis de la différentiabilité
des courbes obtenues.

— Si k > 0 alors la courbe est réguliére.

— Si k = 0 et les phases sont moins mélangeantes que wnIn(wn) (par exemple en wn

seulement), le graphe obtenu comporte des singularités isolées.

— Si k =0 et ¥, = wnln(wn), les phases parcourent ergodiquement le cercle unité et le
graphe est non-différentiable et fractal.

— Enfin si K = 0 et les phases au moins aussi mélangeantes que wnln(wn) (et varient
plus vite éventuellement) et ergodiques, le graphe est fractal. Une conjecture est que
la partie singuliére (qui vient des poles de (MO)(s)) n’est pas dérivable a partir de
Vordre lmin = E[p — 3/2].

Nous ajoutons a cela que les modéles aléatoires avec des phases décorrélées appartiennent

a la catégorie des courbes fractales puisque les phases ,, sont justement supposées ergodiques
dans [0 27[. Actuellement cette étude n’a pas conduit a des méthodes d’estimation des
contributions de la DSI : pour cela il faudrait proprement développer les représentations
paramétriques des processus a DSI qui permettront d’estimer le modéle convenable et donc
les poles de sa transformée de Mellin, a partir de ’observation de données.

2.7 DSI et processus aléatoires : un point de vue général

Nous pouvons résumer en quelques lignes le chemin parcouru dans ’étude de I'invariance
en échelle discréte. Introduite dans le nouveau cadre des processus aléatoires, nous avons ré-
interprété la DSI comme ’existence d’une périodicité en échelle et montré comment 1’analyse
des propriétés de symétrie générales en échelle par une tranformation a la Lamperti permet
de développer ce que sont les processus a DSI et de proposer des idées générales sur leur
analyse.

Ensuite nous avons proposé un regard neuf sur les études menées par d’autres auteurs,
et parfois dans des cadres différents, en montrant comment elles se coulaient naturellement
dans les théories au-deld de H-ss que nous regardons. Ce sont en particulier les études de
potentiels pour les dimensions généralisées de la physique statistique (portant sur les mesures
fractales) puis I’étude des fonctions fractales lacunaires a I’aide des générateurs particuliers
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que sont les fonctions de Weierstrass, les équations type renormalisation et la classification
par développement sur une base de chirps.

Notons qu’une perspective intéressante de développement serait de continuer le travail
accompli sur les fonctions aléatoires générées par la méthode des systémes de fonctions itérées
ou IFS [Dao096], dont des résultats récents donnent les propriétés de convergence [HR00| et
pour lesquelles débutent & la fois les calculs théoriques des propriétés statistiques et les
études liées & ’estimation. Ces IFS obéissent & une construction hiérarchique, en débordant
du cadre des fractales géométriques aléatoires a la Falconer [Fal86], qui peut soit imposer un
rapport d’échelle caractéristique & I'image d’un groupe de renormalisation comme (IV.57),
soit imposer un ensemble de changements en échelle particuliers qui demanderait alors d’étre
étudié dans un formalisme de processus presque a DSI, analogues aprés lampertisation des
processus presque cyclostationnaires [Hur97|. Dans les deux cas le calcul théorique du type
de DSI qu’induit un IFS donné ou les possibilités d’estimation ou de codage de la DSI par
les IF'S restent des prolongements non abordés a ces travaux.

3 Séquences aléatoires a invariance en échelle discréete

Nous revenons pour ne plus les quitter dans ce chapitre aux fonctions aléatoires et nous
penchons ici sur les aspects pratiques des séquences a invariance en échelle discréte, la syn-
thése et I'analyse. Le probléme de synthése sera abordé en deux étapes. La premiére est de
montrer comment proposer des modéles & DSI et accroissements stationnaires que 1’on sait
générer a ’aide des méthodes basées sur les fonctions de corrélation ou spectrales. La seconde
fait appel aux modéles paramétriques a temps discret, étendant au cas DSI les méthodes re-
gardées en 11.5.3 pour les séquences auto-similaire, soit avec des systémes d’Euler-Cauchy
discrétisés, soit a l'aide d’opérateur de différence fractionnaire. L’analyse sera accomplie &
'aide des périodogrammes cycliques (marginalisés en particulier) introduits ci-dessus ou les
représentations mixtes temps-échelle et illustrée principalement dans ce paragraphe sur les
exemples que nous construisons.

3.1 Meéthode spectrale ou par la corrélation
3.1.1 DSI a accroissement stationnaire

Le calcul classique, rappelé au 4.4, qui contraint la fonction de corrélation des processus
H-ss et & accroissements stationnaires & étre semblable & celle d'un fBm d’exposant H, selon
(I1.236), est adapté ici au cas ou 'on impose DSI et a.s.

Démonstration — Soit {X (t),t > 0} un processus & DSI et a.s.. On prend s > ¢t > 0.
Le développement de (X () — X (s))? et la stationnarité des accroissements X (t) — X (s)
impliquent que :

E{X(t)X(s)} = = (E{X@)*}+E{X(s)’} —E{(X(t)—X(s))*}) (IV.66)

N = Do =

(E{X(0)?} + B{X(5)"} ~E{(X(s 1) - X(0))>}) . (IV.67)

La propriété de DSI impose ensuite que E{ X (\u)?} = N2HFE{ X (u)?} pour le \ privilégié
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ce qui autorise un développement en série de Mellin de la variance (on pose v, = Cy,(0)) :

E{X(u)*} = v Z vputZT/ A (IV.68)
n=oo

Il ne reste plus qu’a plonger cette forme dans 1’équation (IV.67). Avant cela il faut exa-
miner le comportement du processus a l’origine. De la méme fagon que le temps origine est
particulier pour les processus H-ss, il n’est pas quelconque pour la DSI puisque c’est un
point d’attraction fixe des opérations de dilatations qui la définissent. Nous sommes alors
obligés de particulariser I’origine en lui attribuant une valeur nulle presque certaine (puisque
X (0) doit étre égal en loi & A"2X(0)). Ceci permet d’utiliser alors (IV.68) pour calculer
E{(X(s—t) — X(0))?}. Le calcul de la corrélation des accroissements est alors direct et on

a le résultat qui suit.
O

Proposition IV.6: Les fonctions de corrélations d’un processus {X (t),t > 0} a (H,\)-DSI et
a.s. et de ses accroissements Z,(t) = X (t + 1) — X (t) prennent nécessairement les formes :

Rx(t, S) — Z 1)2_" (t2H+i27m/ In A + 82H+i27m/ln)\ _ (8 _ t)2H+i27rn/ln)\) ’ (IV69)
nEZL

RZT (t,t + k) — Z 1}2_”4 (|]€ + 7_|2H+in27r/ln)\ + |]€ _ 7_|2H+in27r/ln)\ _ 2|k|2H+in27r/ln)\) (IV?O)
neZ

De tels processus peuvent alors étre synthétisés (et aussi étudiés) a 1’aide de la stationna-
rité des accroissements ce qui est un avantage certain. Le probléme est que la forme donnée
est nécessaire mais non suffisante : il faut encore imposer que Rx soit définie positive et la
condition qui porte alors sur ’ensemble des (v,)nez n’est pas facilement exploitable.

3.1.2 Généralisation de la fonction de Weierstrass-Mandelbrot

Nous introduisons alors un modéle assez général qui est & DSI et a.s. en partant de la
fonction de Weierstrass que I’on a vue posséder justement ces deux propriétés. La construc-
tion qui vient est une approche suffisante pour des processus DSI et a.s. et qui reste assez
large.

Nous ne savons pas donner une condition générale sur g pour imposer que Wy(t) est a
a.s. mais il est possible de définir d’abord un processus a accroissements stationnaires tel
qu’il porte en germe la DSI du processus intégré. La corrélation des accroissements d’'un
processus doit globalement adopter la forme f(k+ 7) + f(k — 1) — 2f(k) oi T est le pas de
I'accroissement et k le retard. Nous proposons a I'image de W, de décomposer cette fonction
f en modes géométriquement répartis, sous la forme G(A\"k), ce qui va conduire, et nous
allons le montrer, & de la DSI pour le processus intégré.

Proposition IV.7: Les séquences aléatoires {X,;[n],n € N} définis par X.[0] L0 et par la
fonction de corrélation de leurs accroissements Z, k] = X, [k + 1] — X, [k], pour k € N, a
Uatde d’une fonction G quelconque telle que :

Ry (t,t+kT) = Z A LGN (kT + 7)) + GO (kT — 7)) — 2G(\"kT)}, avec (t/7) €N,

(Iv.71)
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sont des séquences a (H, \)-DSI et a a.s. que l’on sait calculer en intégrant (Z,)[k].

Démonstration — La forme (IV.71) assure que (Z,)[k] est une séquence stationnaire. En
connaissant la valeur du processus intégré a l'origine, on sait alors calculer les réalisations de
{X;[n],n € N} a tout temps. Il reste & montrer que {X,[n],n € N} est bien & DSI. Considé-
rons la fonction & — Y A" G(A"k). Cette fonction est a (H, \)-DSI et sa décomposition
sur la base de Mellin est obtenue en calculant la somme & l’aide de la formule de sommation
de Poisson :

N OATHGAE) = Y / ATYG (N E) e Y dy (IV.72)

neZ mEZ

+oo o
— Z (/ )\—QHzG(/\z)e—i%rmzdz) k2H+imm, (IV.73)

meZ

La fonction de corrélation (IV.71) prend alors la forme (IV.70) avec pour coefficients
f+°° ATHIZG(\?)e2mmadz | et pour le processus intégré X on a aussi la forme (IV.69)
et il est bien & a.s et DSI.

O
Il faut noter que le choix de la fonction est trés libre et qu’en pratique, imposer G' conduit
généralement & une corrélation Ry, qui est bien définie positive alors qu’imposer les (v, )nez
n’assure en général pas cela. Noter aussi que le modéle est explicitement construit a temps

discret en échantillonnage arithmétique puisqu’on obtient X par

X,[n] = X,[0] + Z Z,[k]. (IV.74)

On ne sait pas revenir & un modéle & temps continu puisqu’il faudrait alors imposer un
comportement convenable de GG avec 7 variable selon

Zo [k Zm] = > {GA\"(kri +mm)) + G ((k + )m — (m + 1)73))

—GA\"((k+ 1)1 —mm)) — G\ (krn — (m+ 1)7))}, (IV.75)

qui revient & nouveau a chercher a résoudre I’équation générale pour imposer que Wy(t) a
des accroissements stationnaires. Le modeéle proposé a temps discret n’oblige pas a résoudre
cette équation car on n’a pas besoin de raccorder avec cette contrainte le comportement de
G a tout temps.

La figure IV.13 rapporte un exemple construit tel que nous venons de I'expliquer et
illustre ses propriétés par I’analyse de ses statistiques et du spectre usuel.

3.1.3 Remarques sur les algorithmes

Etant donnée une covariance stationnaire de la forme (IV.71), les méthodes de synthéses
spectrales qui reposent sur la stationnarité nous sont accessibles. En quelques lignes elles
sont les suivantes.
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Processus DSl a a.s. —A=1.2, H=0.3 Espérances statistiques
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Fig. IV.13: Exemple de réalisation de processus & DSI et accroissements stationnaires & l'aide de la
généralisation construite & partir de la fonction de Weierstrass. La synthése est faite &
I’aide de la méthode de la matrice circulante. Paramétres H=0.3 et A = 1.2. On présente
lestimation des deux premiers moments & droite (avec en traits mixtes le comportement
théorique attendu en #2# de la variance) ; le spectre d'une réalisation en bas & gauche
et une représentation temps-fréquence correspondante. Sur les deux, la répartition en
série géométrique des principaux modes en fréquence y sont bien visibles.

e Methodes de Choleski et de Levinson. La factorisation de Choleski, trés cotiteuse algo-
rithmiquement parlant, est remplacée avantageusement dans le cas stationnaire par celle de
Levinson qui utilise la structure de Toeplitz de la matrice de corrélation (R),; = Rz, (n —1).
La complexité est réduite de O(N3) & O(N?1In N) pour générer N points.

e Méthodes spectrales. La connaissance de R, implique celle du spectre et la possibilité
alors de synthétiser dans le domaine fréquentiel (ici pour un temps échantillonné dés la
définition du modéle) la séquence. La difficulté réside dans la structure de phase a imposer
a I'écriture harmonique du processus qui n’est pas facilement contrélable. On sait revenir
a un processus Gaussien en imposant des phases i.i.d. uniformes dans [0 27| mais des lois
plus compliquées ont des répercussions délicates a préciser sur la phase dans le domaine
spectral et méme le choix des phases que nous avons précisé est une condition suffisante
mais non nécessaire pour les processus normaux. Ce cas restreint induit une synthése rapide
(en O(NIn N) du fait de la FFT) de processus Gaussiens a a.s. et DSI et reste utile.

e Méthode de la matrice circulante. Proposée par Wood et Chan [WC94|, raffinée par
Dietrich et Newsam [DN97], elle est une maniére efficace de synthétiser de facon exacte
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des processus stationnaires gaussiens en O(N In N). Elle a été reprise pour la simulation de
processus H-ss dans [Coeu00] et [PHJIO1| ou le lecteur pourra trouver des détails sur son
implémentation.

En quelques mots, pour synthétiser N points d’un processus stationnaire avec une cor-
rélation imposée, on plonge la matrice R dans une matrice circulante C' de taille M > 2N
avec Cp, = R(m) sim < N et C, = R(N —m) si M — N <m < M. Les autres coefficients
C,, pour N < m < M — N sont choisis tels que C' reste définie positive. En général M = 2N
suffit et les coefficients peuvent étre fixés a 0. Puisque C est une matrice cirulante, elle se
factorise facilement comme C = QAQ?, o A est une matrice diagonale avec des valeurs
propres réelles positives (si elles ne le sont pas, c’est que C' ne reste pas définie positive) et
(@ une matrice unitaire. Par la suite Qv/AU ou U est un vecteur aléatoire blanc et Gaussien,
admet R comme matrice de corrélation des N premiers points de la séquence. L’'implémen-
tation par FFT de la méthode (pour la calcul de la décomposition) induit la complexite en
O(NInN).

En plus d’étre rapide et exacte, cette méthode présente 'avantage numérique de pouvoir
facilement vérifier que le modéle donné par (IV.71) est bien une fonction de corrélation sans
étre sensible aux problémes de précision numérique finie. Ceux-ci empéchent dans certains
cas les algorithmes de Choleski et Levinson d’étre utilisables car on ne sait pas proprement
corriger ’erreur en projetant R dans ’espace des matrices définies positives. Ici on peut
obtenir des valeurs propres de A négatives mais de trés faible amplitude comme signature
des problémes de précision numérique. La correction des erreurs est facile en fixant ces fausses
valeurs & zéro pour engendrer un processus trés proche de ce qu’on recherche. Une extension
de la méthode aux processus non Gaussien permet de fixer la loi de probabilité ponctuelle
en changeant la loi du vecteur U.

3.2 Modeéles paramétriques discrétisés

Si 'on poursuit un paralléle avec le chapitre I1.5.3, trois autres méthodes générales sont
possibles pour la synthése des séquences a DSI. La premiére serait de passer par une ex-
pression en sortie de filtre invariance en échelle (discréte) des processus a DSI; elle est peu
utilisable du fait de la grande non stationnarité des filtres. Nous examinons ici les méthodes
directement temporelles qui s’appuient sur les deux types de modéles paramétriques étu-
diés : ceux, exacts, qui sont les discrétisés des systémes d’Euler-Cauchy introduits par la
Proposition IV.5; ceux, approchés, que ’on construit par le calcul fractionnaire.

3.2.1 Discrétisation des EC a DSI d’ordre 1

Ainsi qu’il fut fait dans le cas auto-similaire, un équivalent a temps discret des EC a DSI
est obtenu a partir de la forme de la solution sur un intervalle fini. En repartant de I’équation
différentielle avec un bruit V'(¢) multiplicatif blanc d’exposant H en entrée (et de variance
unité) :

p q

D "X () =D B (1) (HV (), (IV.76)

n=0 n=0
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on cherche la fonction de Green G(t,u) de condition initiale G(u,u) = 1 et vérifiant :
(‘3 G t
Z o “) = §(t — u). (IV.77)
La forme générale de la solution est donc :
th q
X (tr) = Gt tp_1)X (tp_1) + / Glte,w) | Y B(w)utV™ (u) | du. (IV.78)
te—1 m=0

Nous réduisons le calcul et la discussion du modéle a I’ordre 1 (pouvant toujours combiner
N modeéles d’ordre 1 en paralléle pour engendrer un systéme d’ordre N [Gug92|) qui s’écrit
avec a(t) et o(t) des fonctions log-périodiques de ¢ :

dX ; a(t) — H

E(H - X(t) = —+——=. (IV.79)

Le propagateur est donné par intégration immédiate :

Gltu) = exp <- / t @@) - (2) h % (IV.80)

—icylog A
avec F(u) = Hexp (Zgi%uﬂ“”/log)‘), (IV.81)
™
n#£0

ou ¢y et F viennent de I’expansion de a(t)/t sur la base de Mellin comme (a(t) — H)/t =
> nez Cat T T2/ 1082 Si on compare au modéle H-ss pour lequel G(t,u) = (t/u)?= et
co = a— H, c’est la partie oscillante donnée par F' qui modifie le propagateur et rend compte
de la DSI. Nous identifions dans solution sur un intervalle finie de (IV.78) pour l'ordre 1 les
coefficients du modéles & temps discret de la forme :

X, [k] = a[k]X.[k — 1] + e, (IV.82)

G (ty, w)o (u)V (u)u’=12du, dont la

et on a ay = G(tg,tx 1); ex est un bruit e, = f(k 1y

covariance non stationnaire s’écrit comme :
E {exer} = / Gty w) |0 () Pu? L du. (IV.83)

Afin de comprendre le comportement de ce systéme, nous examinons le comportement a
long temps de ses coefficients. D une part ay ~ (1—cy/k)Fy/Fy_1 aux grands k ce qui suggeére
que I’évolution temporelle de a; devient faible sauf pour la partie due a la DSI (imposée par
F). D’autre part le bruit est de variance a grand k en E{egér} ~ t,27 7 7|0k |?(1 + TF}/2ty,).
La croissance générale de type auto-similaire (telle que la variance augmente globalement
comme k*7) est pilotée comme cela était pour le modéle uniquement H-ss par le bruit
d’entrée. Inversement la part de DSI n’est qu’au second ordre dans cette entrée tandis qu’elle
domine le comportement de ay.
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La séquence X, [k] solution de ce modéle est auto-similaire car sa corrélation vient de :

_ mints) ts - olu 2F(t)F(8)u2H—1 u min(t. s 2
Rets) = [ () P e du e+ Glainge >,to)E{X<to)(I}v,84)

qui vérifie la propriété (IV.2) sous hypothése que le systéme est de réponse stable (G(t,ty) —
0 quand (¢ — ty) — +00) ou de condition initiale choisie égale de loi identique & la loi
s’équilibre. Le systéme est alors & (H, \)-DSI. Nous en montrons un exemple en figure IV.14.

Discrétisation exacte de EC-DSI Diagramme en échelle (ondelette discrete)
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Fig. IV.14: Exemple de réalisation d’un processus d’Euler-Cauchy d’ordre 1 4 DSI; H = 0.2, \ =
1.05. On a superposé au graphe du processus une évolution synchronisée avec le coeffi-
cient log-périodique pour référence. En haut a droite on montre le diagramme en échelle
qui ici a une pente conduisant & une fausse estimation de H comme 0.5 (processus dont
les accroissements ne sont pas stationnaires). En bas, nous montrons la DSI & l'aide
d’une part de I’évolution de la variance du processus au cours du temps, d’autre part du
résultat d’estimation du spectre marginal cyclique sur une réalisation. Les deux pics de
part et d’autre du pic central sont bien & la fréquence correspondant & la log-période,
mais restent ici peu visibles.
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3.2.2 Différences fractionnaires et processus a DSI

La modélisation auto-similaire construite sur le calcul différentiel fractionnaire [GM97|
(modéle de Barnes-Allan, FARIMA) est étendue au cas DSI avec :

t
Xpa(t) = / [t —ul""?h(u) du,
0

E{r(A)h(s) } =2 E{n(t)h(s) },

ou A(t) un bruit d’entrée a DSI pour 'exposant H = —1/2 et le rapport en échelle privilégié
A. Un choix possible est le bruit blanc de variance log-périodique. Son expression sur la base
de Mellin est : h(t) = V(t) Y, cp cat™™/ 18N Le modéle & temps continu est alors de la
forme :

(IV.85)

dH+1/2XBA (t)

=h(t)=V(t 12/ 108N IV.86
dtE+1/2

nez
Nous avons amplement commenté les deux possibilités pour transcrire sur les séquences a
temps discret ’opérateur de dérivation fractionnaire et ici tant 1’approche initiale en (1—B)4
que la théorie de la transformation bilinéaire sont possibles.
Par exemple nous montrons en figure IV.18, ce que donne le modéle le plus simple, d’ordre
1, construit sur le filtre (I1.320) en cascade avec un MA(1) log-périodique d’entrée un bruit
blanc Gaussien et de coefficient :

2rint\ n
1= (o o 200 ) cmtissnyomeny v

Commentaire sur la structure des modéles paramétriques. Au final les voies générales
qui nous ont menées a des modéles & DSI conduisent toutes & des formes qui sont analogues,
a temps discret, de la représentation générale que ’on connait pour les processus cyclosta-
tionnaires et que la Proposition IV.2 rappelait. Aprés lampertisation elle dit qu'un processus

a DSI est représentable comme X (%) L (U P)(t) avec U, des opérateurs « unitaires » pour
les processus auto-affines (donc pour la norme en ¢ 22-1dt) et P(t) une fonction mainte-
nant log-périodique. C’est un peu ce que nous obtenons ot les modéles combinent les deux
éléments que sont ’auto-similarité et la signature log-périodique en reportant dans le bruit
d’entrée ou dans le filtre appliqué ’'une ou l'autre caractéristique sans nécessairement les
mélanger.

3.3 Variations autour de la DSI
3.3.1 Implémentation numérique; contrble des poles

Un souci constant doit étre la possibilité de réaliser pratiquement les synthéses des mo-
déles proposés. Sans attention particuliére aux fonctions choisies, on risque en général d’ob-
tenir des filtres qui ne restent pas stables au cours du temps et engendrent des séquences qui
soit divergent rapidement, soit montrent plutdt des bouffées d’activités instables intermit-
tentes au lieu du comportement dépendant effectivement du temps mais stable que la DSI
modélise.
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Systeme log—périodiquement instable
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Fig. IV.15: Exemple de sortie d’'un EC(2) instable log-périodiquement. Alors que l’allure du pro-
cessus est proche de la DSI (avec des bouffées d’activité géométriquement espacées), il
n’est pas a DSI telle que nous 1’étudions ici puisque les statistiques du processus di-
vergent autour des bouffées d’activité. Nous avons obtenu l’exemple en laissant le pole
aller jusqu’a un rayon égal & 1.025. Les périodes d’activité correspondent au moment ot
le systéme est instable et s’élargissent car il réside, du fait du ralentissment des oscil-
lations log-périodiques, de plus en plus longtemps dans la zone instable ce qui amplifie
son amplitude et demande ensuite plus longtemps & revenir vers les valeurs du systéme
stable.

Il faut donc s’assurer en permanence de la stabilité a chaque instant et la meilleure
méthode est vérifier le critére de stabilité portant sur la position des poles des filtres. Ils
doivent & tout instant étre a ’intérieur du cercle unité et pour I’exemple du filtre d’ordre 1
de (IV.87) cela impose simplement que p + 5, < 1.

Nous présentons en figure IV.15 un comportement fréquent ot les filtres employés passent
dans des zones instables (ici sans excursion lointaine dedans). Quoique intéressant en soi dans
certain cas, ces situations sortent du cadre que nous étudions (a cause de la divergence des
quantités statistiques).

3.3.2 Modéle paramétrique de quasi-chirps aléatoires

Puisque le controle de la stabilité passe par I’examen de la position des poles au cours
du temps, nous pouvons aller une étape plus loin et définir directement des modéles par la
position temporelle des poles & un temps donné. L’interprétation est assez simple : c’est une
maniére d’imposer un spectre instantané modélisé par un ARMA non stationnaire (idée qui
pour le probléme de représentation et d’analyse temps-fréquence conduit au spectre évolutif
de Priestley ou aux travaux de Tjostheim, Mélard et Grenier).

Pour la synthése de DSI, les evolutions instantanées doivent étre log-périodiques au cours
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Fig. IV.16: Exemple de réalisation d’un processus d’Euler-Cauchy d’ordre 2 & DSI; H = 0.3, \ =
1.05. On montre une réalisation du processus a gauche et de ses accroissements a droite.
En dessous, une analyse numérique est conduite en deux étapes. A gauche 1’estimation
de la variance du processus en révéle la croissance générale (en t2H) tandis que la
variance des accroissements est plus sensible & I'invariance en échelle discréte que vérifie
le processus. A droite ’estimation du spectre marginal cyclique sur une réalisation du
processus confirme la propriété de DSI pour ce modéle.

du temps, tant en fréquence des poles qu'en amplitude des résonances. C’est bien ce que
réalise le modéle de (IV.87). Une autre possibilité renouant avec les séries de chirps aléatoires
de lexemple (IV.29) est de fixer les poles et leur évolution autour de tendances a loi de
fréquence instantanées en 1/t. C’est ce que nous faisons pour synthétiser 'exemple de la figure
IV.16 qui est une approximation d’'un EC & DSI d’ordre 2, avec un bruit blanc multiplicatif
d’exposant H en entrée et deux poles imagimaires conjugués controlés comme p(t)e*??7/(®
a p(t) et f(t) sont deux fonctions log-périodiques, avec |p(t)| < 1 & tout temps pour assurer
la stabilité du systéme. Le résultat est un processus a DSI.

Enfin nous pouvons dépasser la cadre de la DSI avec des modéles dont la loi de fréquence
est fixée sur une courbe quelconque. A titre d’exemple la figure IV.17 représente le quasi-chirp
de loi de fréquence en 1/v/t donné par le modéle AR de second ordre avec les coefficients
ai[k] =2(1—(1+b/2)/k) et aglk] = —(1—0b/k) et un bruit blanc en entrée. Le nombre b peut
méme étre complexe pour combiner des effets sur la loi de fréquence instantanée, exactement
en 1/ V'k, et la largeur du pic de résonance.

bl
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Modéle paramétrique de chirp aléatoire
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Fig. IV.17: Réalisation d’un chirp aléatoire & phase en v/t par contréle de la position des poles d'un
AR non stationnaire. La phase instantanée mesurée est mise en encart (superposée au
comportement théorique attendu). La construction est décrite dans le texte.

Conclusion sur la DSI stochastique

Nous avons dans ce paragraphe passé en revue diverses maniéres de synthétiser de fagon
efficace et controlée des séquences aléatoires ayant la propriété de DSI. Le schéma général
revient souvent & mettre les propriétés qui forment une auto-similarité approchée d’un coté
(en imposant un bruit d’entrée en t¥, ou en adoptant des filtres — stationnaires ou non —
qui engendrent des séquences H-ss, soit EC soit de type FARIMA) et les combiner avec des
modulations log-périodiques en temps qui engendrent des modulations log-périodiques en
échelle donc de la DSI.

La variété des méthodes de synthése nous révele aussi la richesse des comportements
des séquences a DSI qui parfois résistent a certains types d’analyse (aux nombres desquels
nous avons utilisé les ondelettes, les représentations mixtes, les estimateurs spectraux et les
moyennes sur plusieurs réalisations).

4 Conclusion : DSI et Lamperti

Cette partie de la thése a eu pour objectif de montrer que I'invariance en échelle discréte
pouvait étre étudiée par le biais de la transformation de Lamperti comme étant I'image de
la propriété de cyclostationnarité.

C’est une contribution originale que nous avons présentée et nous avons essayé de replacer
les possibilités ouvertes par ce point de vue dans la littérature générale sur la propriété de
DSI, en particulier en montrant le lien avec certaines études de la DSI faites en physique
statistique et mathématiques des fractales.

La transposition des méthodes d’analyse de processus cyclostationnaires s’est révélée
possible ainsi que la construction de méthodes de synthéses de séquences & DSI dont nous
avons mené ’étude. Il est clair que ’étape suivante sera de confronter les méthodes d’analyse
a des situations expérimentales réelles ol ’on suspecterait de la DSI. L’existence de ces
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différents modéles synthétiques ayant la propriété de DSI permettra de qualifier la pertinence
statistique de toute DSI trouvée, les modéles servant de bancs d’essais.

Ce prolongement du travail vers des applications est une étude en cours que nous sou-
haitons appliquer au probléme de croissance (comme les agrégats limités par diffusion)
[STA*96, JS98] et & celui des précurseurs de fracture de matériaux [JSS00, ZS02b] (avec
les expériences de S. Ciliberto et collaborateurs [GGC98, GGC99, CGS01]) afin de pouvoir
directement comparer les résultats obtenus par les analyses a la Lamperti & ceux obtenus
par d’autres voies.
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Modeéle par différence fractionnaire Diagramme en échelle (ondelette discrete)
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Fig. IV.18: Exemple de réalisation d’un processus & DSI engendré par différence fractionnaire; H =
0.1, A = 1.05. On a superposé au graphe du processus une évolution synchronisée avec le
coefficient log-périodique pour référence. En haut a droite on montre le diagramme en
échelle qui ici a une pente conduisant & une estimation juste de H égale & 0.1 (processus
stationnaire). En bas, nous montrons la DSI & 'aide d’une part de l’évolution de la
variance du processus au cours du temps et de son momentxs d’ordre 3, d’autre part du
résultat d’estimation du spectre marginal cyclique sur une réalisation. Les deux pics de
part et d’autre du pic central sont bien a la fréquence correspondant a la log-période et
sont dans ce cas bien plus repérables. La raison est que le processus ne croissant pas en
t" a moins d’excursions longues loin de zéro et révéle plus facilement les périodicités en
échelle.
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V. Turbulence : notes sur les modeéles
statistiques a base d’objets

Cette derniére partie propose quelques contributions o ’étude de la turbulence des fluides
pleinement développée. Le probléeme de modélisation et de description de la turbulence est
ancien, vaste, et mélange des approches allant de la mécanique des fluides appliquée a des
travauz phénoménologiques ou des développements mathématiques poussés.

Notre démarche en ce domaine sera d’envergure restreinte en se limitant principalement
a une problématique : que dire des modéles de turbulence qui prédisent son comportement
statistique en prenant en compte l’eristence de structures organisées et en particulier
que dire de la possibilité de caractériser effet ou la signature spécifique des structures
dans les mesures ¢ Cette question ne sera elle-méme étudiée que dans des cas particuliers
en tentant de montrer des limites a certaines méthodes de mesure ou d’analyse pour rendre
compte de la structure dynamique d’un écoulement turbulent, ou en examinant ce qu’on peut
déduire de quelques modéles de la turbulence développée construits sur des objets cohérents.

Mais pour tenter d’avancer quelques contributions sur ce sujet, nous allons essayer de
définir les mots-clefs de la question que sont la turbulence, ses propriétés statistiques et ce
que ’on entend par les structures organisées que l’on trouve en turbulence.

Le V.1 est une présentation de la turbulence vue par les descriptions statistiques ot [’on
montre comment [’existence de vortex intervient dans le probléeme. Le paragraphe 2 survole
des modeéles proposés pour prendre en compte ces structures avant que nous ne donnions
des détails au 3 sur l’approche que mous avons principalement étudiée : celle des collections
d’objets qui sont des vortex. Enfin le V.4 ouvre quelques pistes d’étude que nous avons menées
avant notre conclusion sur ce sujet.

1 La turbulence et ses descriptions statistiques

1.1 Qu’est-ce que la turbulence?

Posons le probléme. On appelle turbulence I’état de certains écoulements chahutés des
fluides, qui semblent perdre pour I’essentiel leur prédictabilité et toute organisation simple.
Les mouvements des différents éléments du fluide y sont principalement erratiques, presque
aléatoires. Le probléme physique est & sa base bien connu [Bat67] puisque depuis Navier (en
1822) puis Stokes (1845), le cadre général de description de type milieu continu conduit a
I'équation du mouvement pour les fluides, dite de Navier-Stokes (NS) :

. 1o
Diif = 471+ (7 V)7 = =_Vp + vAY, (V.1)
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ou ¥(7, t) est la vitesse d’un élément de fluide, p sa densité, p la pression et v la viscosité. Cette
équation est complétée par celle de conservation de la masse qui, dans le cas ot I’écoulement
est incompressible se réduit a V. 7=0.

Connaitre cette équation qui impose une évolution dynamique déterministe au champ de
vitesse ¥(7, t), nous laisse loin de savoir qualifier les propriétés de ses solutions dans tous les
cas, ni méme de savoir préciser si mathématiquement parlant I’équation (avec ses conditions
aux limites et initiales) est convenablement posée. Le domaine de la turbulence développée
s’intéresse au cas ou le champ de vitesse devient le plus complexe, ce qui arrive quand le
nombre de Reynolds, noté Re, devient grand :

UL

Ce nombre sans dimension, défini & I'aide d’une vitesse typique U de I’écoulement, une
longueur caractéristique L et la viscosité v, suffit & donner la forme adimensionnelle de
I’équation de (NS) et pilote en grande partie son comportement qualitatif ainsi que montré
en 1895 par Reynolds. Quand Re > 1, le terme non-linéaire (¢ - 6)1‘)’ devient dominant
devant celui dissipatif des efforts visqueux vAv et permet aux écoulements d’étre fortement

instationnaires et irréguliers avec des grands gradients de vitesse.

Utilité d'une approche statistique. Si I’on observe I’eau d’un fleuve ou d’un torrent, le
brassage d’'un paquet d’eau tel que dans une machine a laver, les évolutions toujours chan-
geantes dans ’atmosphére ou les volutes de fumée montant des cheminées, de cigarettes ou
de batons d’encens, on remarque les variations rapides de mouvements d’apparence aléa-
toire et la distorsion constante de chaque structure qui émergerait de I’ensemble, tout en
constatant la présence, méme fugitive, de structurations. Tourbillons sans cesse renouvellés,
fumées qui s’envole en s’étirant et en spiralant, c’est ce que L. de Vinci représentait déja sur
ses croquis avec talent [Fri95]. Nous sommes exactement en présence d’un probléme o ce
qu’on peut mesurer adopte, pour ce que 1’on sait en dire, un caractére aléatoire. Ce caractére
stochastique est renforcé par les mesures des vitesses, pressions, ou quantités scalaires d’un
écoulement qui toutes sont trés fluctuantes d’un point a 'autre ainsi qu’au cours du temps
de mesure (idée acceptée depuis Taylor [Tay35]; voir par exemple la figure V.1).

Le probléme de la turbulence a grand Re et les premiers travaux a ce sujet s’inscrivirent
ainsi avec succeés dans une démarche de description statistique. La question est, étant donné
qu’un flot turbulent & un instant donné est dans un état quasiment aléatoire, quelles sont ses
propriétés statistiques et comment évoluent-elles au cours du temps [Bat53|? Nous allons
voir jusqu’oll ont été développés les éléments de réponses a cette question.

1.2 De Kolmogorov '41 a l'intermittence statistique

Nous esquissons ici les résultats des descriptions statistiques de la tubulence stationnaire
[Bat53, MY71, Fri95] avec comme objectif principal de comprendre ot en sont les limitations,
en particulier concernant les relations qu’elles entretiennent (ou pas) avec l'existence de
structures géométriquement et dynamiquement organisées, évoluant au cours du temps mais
souvent fugaces, qui existent dans un flot turbulent.
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1.2.1 Une premiére description statistique — « Kolmogorov 41 »

Le formalisme & adopter est celui des processus stochastiques. Il suffit d’envisager son
prolongement pour des champs décrits sur un espace a trois dimensions (ou & deux dans
des géométries particuliéres). L’analyse se développe de deux maniéres : d’abord décrire
complétement les éléments de base de description des champs aléatoires que sont les tenseurs
de corrélation construits sur les {v;(Z;),7 = 1...n} d’un champ défini sur un espace a n
dimensions. Au second ordre statistique, on utilise le tenseur de covariance & deux points du
champ de vitesse :

Ry (1, 751) = E{wi(7, 0057+ L) } (V.3)

puis ses composantes d’analyse spectrale (sa transformée de Fourier en particulier). Nous
renvoyons a [Bat53] ou [MY71] pour des présentations complétes, ou encore a [BLF53| pour
une approche plus mathématique. Nous utiliserons les formes contraintes de Rij(l_: 7 t) sous
certaines hypothéses de symétrie (homogénéité et isotropie).

Le deuxiéme axe d’étude est de chercher des hypothéses physiques permettant de préciser
complétement ces moments.

Théorie de Kolmogorov auto-similaire (ou K41). En 1941, le mathématicien Kolmo-
gorov a ouvert la voie a plus de 60 ans d’études théoriques en proposant une solution sta-
tionnaire d’équilibre statistique décrivant les propriétés des champs turbulents homogénes,
isotropes, en espace infini, si la turbulence est pleinement développée (a Re tendant vers
'infini) [Kol41a, Kol41b].

Les points principaux de ’argumentation portent sur les accroissements du champ de
vitesse, définis comme :

§(I,7) = 9(I + 7) — (F) (V.4)

IIs obéissent quand Re — oo (équivalent & ¥ — 0) aux propriétés ci-dessous pour une
gamme d’échelles entre la grande longueur L et une échelle caractéristique dissipative  (on
lappelle la zone inertielle) :

i) Les 517(;, ) vérifient localement au sens statistique les symétries que (NS) accepte :
homogénéité, isotropie, stationnarité, invariance par parité et invariance par similitude.

ii) Un état d’équilibre statistique est atteint tel que le taux moyen de dissipation

d1 .
d’énergie par unité de masse, € = —E{&jﬁ'?} reste constant et non nul. Les propriétés
statistiques ne dépendent plus que de v, de € et de la taille m sur laquelle on les regarde.

iii) Dans cet état, les accroissements & petite échelle sont exactement auto-similaires
avec un certain exposant H :

ST 7) £ AT s5(1. 7). (V.5)

Notons que I’échelle de Kolmogorov 7 est la seule échelle de longueur que la théorie nous
laisse construire (du fait de ii) pour limiter inférieurement la zone inertielle :

n= (V3/E)1/4. (V.6)
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Les prédictions de K41. De ces hypothéses, Kolmogorov déduit la forme compléte des
statistiques des accroissements qui sont stationnaires et donc suffisent & décrire le champ de
vitesse [Yag87]. On a les trois résultats suivants que nous écrivons pour les accroissements
longitudinaux, ¢’est-a-dire pour §¥ projeté sur I’axe de séparation entre les points : Jv(l,7) =

(63(1,7)) - 1/1 (on note I = |I]) :

So(l) =E{(6v(l,™)?*} =C &P 1*® powr nSISL (V.7)
4
Ss(1) = E{ (6v(l, )"} =—¢ @l pour n<ISL (V.8)
S,(1) =E{(6v(l,7)"} = C, €13 qeN, pour n<I<L (V.9)

Derriére ces formes, le résultat est principalement une auto-similarité exacte et globale des
accroissements, d’exposant H = 1/3, qui controle dimensionnellement les moments a tout
ordre [Fri91]. Notons qu’un calcul dimensionnel cherchant & construire un taux de dissipation
a la limite des viscosités nulles a I'aide des grandeurs dont on dispose a I’échelle [ impose que
€ ~ v(1)%/(1/v(l)) qui doit rester constant ; ainsi on a v(l) ~ (€l)'/3 et 'exposant privilégié
est 1/3. Dernier argument, une équation exacte a été établie a partir de (NS) par Karman
et Howarth [KH38| qui relie les grandeurs statistiques d’ordre 2 et 3 des accroissements de
vitesse (ici écrite sans injection) :

at%]E{ﬁ(F) HF+ 1)} = %6 E{ 1050 Po(l) } + v E{ 37 - 50+ } - (@) (V.10)

En faisant usage des hypothéses de stationnarité, d’homogénéité et d’isotropie, Kolmogrov
en déduit I'équation (V.8), dite loi des 4/5, qui donne la forme nécessaire du moment d’ordre
3 des accroissements longitudinaux de vitesse dans la zone inertielle et conforte & nouveau
I’exposant 1/3 proposé [Kol41b].

1.2.2 Contraintes liées aux statistiques d’ordre 2.

Propriétés spectrales de la turbulence. Les hypothéses faites sur la vitesse contraignent
le tenseur spectral. Il est défini (sous hypothése d’indépendance par rapport a 7 du fait de
I’homogénéité) comme étant la transformée de Fourier (4 n dimensions et les cas d’intérét
sont n =2 et 3) de R;; portant sur la variable I

- = -

Ty (k;t) = / e ®IR, (I, 7 t)dl. (V.11)

Dans la suite nous nous intéressons a la turbulence usuelle, dans I'espace a trois dimen-
sions. Cependant la dynamique des tourbillons que nous examinerons en tant qu’éléments de
base d’un écoulement turbulent au V.3 et 4 sera essentiellement bidimensionnelle. Les équa-
tions utiliseront donc partiellement les résultats de dynamique des fluides dans un espace
deux dimensions seulement.

En supposant l'isotropie et 'incompressibilité de la vitesse, la forme contrainte pour le
tenseur spectral [Bat53| dépend de la dimension n et s’écrit :

; kik;\ E(k)
Lij(k;t) = <5ij - kzj) k1’

(V.12)
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ol az = T et a3 = 4, et on a introduit le spectre isotrope E (k) tel que [ E(k)dk = E{|v]?/2}.

Sous condition de validité de la solution auto-similaire d’équilibre statistique de Kolmo-
gorov, la forme imposée a la fonction de structure d’ordre 2 implique que le spectre isotrope
(pour n = 3) se comporte dans la zone inertielle comme :

E(k) ~ &3k, (V.13)

Cette loi est convenablement vérifiée par les mesures expérimentales (figure V.1). Plus
généralement, la requéte que les propriétés statistiques dépendent uniquement (méme en-
dehors de la zone inertielle) de v, de € et de I’échelle de longueur impose 'existence d’une
fonction f telle que le spectre isotrope s’écrive :

E(k) ~ v*/*e/* (kn) =" f (kn). (V.14)

Spectre de puissance
T

o
log(amplitude)
°

Fig. V.1: Extrait d’un signal de vitesse de turbulence, rééchantillonné en espace par hypothése de
Taylor locale. Les signaux viennent des expériences de C. Baudet et A. Naert (ENS Lyon).
A droite, spectre de vitesse estimé par périodogramme. La régression linéaire dans la zone
inertielle est en accord raisonnable avec (V.13) et a une pente proche de —5/3.

Conséquences sur la régularité ou la structure mathématique de la vitesse. Avant
méme de comparer la théorie de Kolmogorov aux expériences et d’en trouver les limites,
notons que le spectre supposé universel (V.14) en k~5/3 suppose déja une forme singuliére
pour le champ de vitesse [Ons49, Mof84, HV91]|. Le spectre isotrope E(k) et les spectres de
coupes unidimensionnelles doivent, si ils obéissent & des lois de puissance, se comporter avec
le méme exposant [Bat53]. Un signal unidimensionnel qui serait régulier dans ses dérivées
(et de dérivées sommables) sauf a partir de 'ordre p — 1, doit avoir un spectre décroissant
en k=% au plus quand k — oo. Ainsi exposant —5/3 du spectre isotrope de la turbulence
impose un ordre de régularité maximal p = 5/6 pour les signaux mesurés qui est inférieur
a 1 (et la dérivée de la vitesse est singuliére pour les échelles inertielles) et non entier : la
vitesse ne saurait étre une fonction simple dans la zone inertielle [HV91].

Comme pour toute propriété mathématique, il existe de nombreuses facons de sortir du
cadre qui contraint la régularité et plusieurs mécanismes pour obtenir un spectre en k2P
donné ont une certaine pertinence en turbulence.
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1 - Le signal peut comporter des singularités hélderiennes d’exposant de régularité
locale h, qui ont un spectre de décroissance en k=272 Sij elles sont isolées, séparées les unes
des autres, la régularité et le spectre ont bien le lien attendu et la singularité la plus forte
impose la décroissance du spectre a I'infini. On en rappelle la définition suivante, déja donnée
au I1.4.4.

Définition V.1: Un processus continu X (t) est de régularité locale de Hdélder h(t) en t si
h(t) = sup{h'/X € CI}, (V.15)

ot on définit Cth' comme [’ensemble des processus tels qu’il existe un polyndome P, et un
voisinage de t de maniére & ce que pour tout s proche de t on ait (A est une constante) :

X (s) — Pi(s)| < Alt — s (V.16)

Cependant deux possibilités peuvent induire un comportement du spectre qui n’est pas
directement dérivé de la régularité des singularités en pointes ou cusps, c’est-a-dire en
|t — to|". Elles peuvent s’accumuler et dans ce cas le comportement peut émerger de la
structure de l’accumulation et non d’une singularité isolée, comme par exemple le signal
f(x) =3,z H(z —x,). Siles z, se répartissent sur un ensemble fractal de dimension D, le
spectre se comporte généralement en k=P~ [VHI1].

Une interprétation locale de I'auto-similarité globale d’exposant H est justement que
la régularité est en tout point h = H (ensemble monofractal) et on déduit du fait que
So(1) oc 12 que le spectre doit étre en k"2 (c’est la théorie K41 pour la turbulence).
Divergences isolés et singularités en tout point n’ont pas le méme comportement. Pire, on
peut envisager une répartition de singularités de régularité locale variable sur des ensembles
denses, plus ou moins étendus (le spectre multifractal D(h) — voir plus bas — en sera une
mesure) et elles ne sont finalement séparables les unes des autres que statistiquement. C’est
le cadre d’étude des théories multifractales [Fri95].

2 - Le lien entre régularité et spectre peut aussi étre outrepassé si le signal comporte des
singularités oscillantes. Le terme recouvre 'existence d’oscillations locales importantes
autour d’un point qui induisent a cet endroit un comportement semblable & un chirp. Selon
les travaux de Meyer et de Jaffard [JM96, Mey01|, une singularité oscillante dans une fonction
f(z) autour de zq s’écrit de maniére générale comme :

1
|z — P

flz)~|z—z|" g ( ) , pour 1z — o, (V.17)
ou la fonction g est infiniment oscillante [MX97, Aub99] et § € R}. L’exemple simple, que
I'on trouve dés les premiéres remarques sur le sujet (en particulier en turbulence [HV91,
JKVF93]) est de regarder 2" sin(z™?) dont on montre que le spectre (unidimensionnel) se

comporte comme :
E(k) ~ k™% avec p= (h+1+3/2)/(1+B). (V.18)

Il est clair que la déviation a la relation régularité — spectre se complique d’autant si
on permet des accumulations de ce type de singularités. Les singularités oscillantes nous
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intéressent ainsi a plus d’un titre. D’une part elles sont causes de limites de 1'utilisation du
cadre multifractal pour décrire la turbulence, ainsi que de la faillite dans certains cas des
méthodes d’estimation qui furent construites [AM94, ABJM97, ABJM98, Jaf00a, JafOOb].
D’autre part elles sont une approche mathématique possible de la signature de 1’existence
de structures organisées, avec une certaine cohérence transcrite ici en ’existence d’une loi de
fréquence instantanée particuliére autour du point de singularité [HV91, JKVF93|.

1.2.3 L’intermittence et ses effets sur les statistiques

Le point de vue expérimental. Le résultat (V.9) de K41 ne tient pas devant les expé-
riences. Les lois d’échelles mesurées sur les S, (/) n’obéissent pas a la I’auto-similarité globale
en avec des exposants ¢/3. Ces déviations constatées viennent des fluctuations importantes
des accroissements de vitesse d’'un point a 'autre et au cours du temps. On les représente en
termes statistiques en montrant que les lois de probabilité des dv(l) ne sont pas Gaussiennes
mais surtout changent quand [ varie en s’éloignant de plus en plus d’une loi normale pour
[ — n. Elles développent des queues exponentielles pour les petites écarts [ de sorte que des
événements avec des gradients de vitesse violents restent fréquents a petite distance.

On appelle intermittence alors la possibilité qu’a le champ de vitesse, et les diverses me-
sures en turbulence, d’avoir une activité fortement fluctuante d’un point a I'autre. Les deux
effets appelés « intermittence » sont illustrés en figure V.2 a ’aide de données expérimentales.

pdf des accroissements de vitesse et intermittence

0.008 -
£ 0.006-

0.004 |

log(densité de probabilité) (échelle log. arbitraire)
) ) | ' |

0.002}

Fig. V.2: A gauche, estimation de la dissipation locale associée au signal de vitesse de la figure V.1.
L’intermittence est ici associée & I’existence de bouffées d’activité irréguliéres. A droite,
I'estimation des densités de probabilité des accroissements de vitesse a différetes échelles
est responsable d’une intermittence qualifiée de statistique. Le graphique est en semi-log,
les courbes sont arbitrairement décalés pour la lisibilité et & grande échelle ressemblent
& une distribution gaussienne pour développer des ailes exponentielles de plus en plus
marquées quand ’échelle diminue (courbes du haut).

L'intermittence statistique. L’expérience est rejointe ici par une objection a la théorie
K41 (traditionnellement attribuée 4 Landau) qui remarque que le raisonnement dimensionnel
correct pour estimer les moments & n’importe quel ordre ¢ est d’élever a la puissance ¢/3
I’équation exacte pour la fonction de structure d’ordre 3. L’opération de moyenne n’arrive



224 V. Turbulence : notes sur les modéles statistiques a base d’objets

qu’ensuite et il faut partir d’une forme locale de la dissipation, moyennée sur une boule
B(7,1) de rayon [ autour du point 7 :

B} 1 L
(7 =~ /B L (V.19)

Une hypothése de similitude améliorée est proposée par Kolmogorov et Obukhov en 1962
(théorie de KO62) [Obu62, Kol62] et suppose :

Sq(l) =~ CE {e(7, 1)¥3} 1973, (V.20)

Les accroissements de vitesse ne sont plus strictement auto-similaires. Il n’y a pas de
raison pour que la moyenne dans cette expression coincide avec €/? si ¢ # 3 et redonne
(V.9).

L’intermittence statistique, signature donc des fluctuations importantes des grandeurs
mesurées d’un moment a ’autre, a comme conséquence que les exposants des lois de puis-
sances ne suivent pas la loi dimensionnelle simple emn ¢/3 de I'auto-similarité exacte mais
s’écrivent de facon générale :

S,(1) ~ C@/3193+7@) ~ CLeBI@  avee  ((q) # % (V.21)

Notons que la correction a la loi de Kolmogorov de 1941 s’interpréte aussi comme 1’exis-
tence d’une limite singuliére (et non une constante), quand Re — oo, des quantités statis-
tiques ; c’est un comportement en auto-similarité du deuxiéme type [Bar96b|, c¢’est-a-dire une
invariance en échelle incompléte car on ne sait pas dire finalement si Re — oo se comporte
réellement comme Re = oo.

i)

Tog(E (3 v()‘)

Fig. V.3: Estimations des fonctions de structures S3(l) (& gauche) et S4(l) (au centre) et regression
linéaire dans la partie correspondant a la zone inertielle. Les lois de puissance sont a
l’évidence des approximations seulement dans ce régime, et les exposants sont (au moins
sommairement) en accord avec les modeéles d’intermittences connus. Le graphe de droite
montre les prédictions de différents modéles; étant proches les unes des autres, elles ne
sont pas faciles & discriminer (voir par exemple [Gag87]) — le point durablement établi est
que la théorie K41 ne peut tenir et qu’une correction tenant en compte 'intermittence est
nécessaire.
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Les modéles d'intermittence. Divers modéles ont été proposés qui spécifient ((g), depuis
celui de KO62 (supposant lui une distribution log-normale de la dissipation locale & 1’échelle
[). La littérature est déja abondante & ce sujet. L'ouvrage de U. Frisch [Fri95|, complété
par exemple par les perspectives plus récentes dans [Cha0l| proposent un état des théories
a ce sujet : B-modeéle, modéle multifractal [FP85, Fri95|, modéle de She-Lévéque [SL94],
modéle log-Poisson [Dub94], cascades de Mandelbrot [Man74] ou multiplicateurs de Novikov
[Nov71] qui seront largement utilisées et développés dans I’approche des cascades statistiques
multiplicatives de B. Castaing [Cas89, Cas96, Cas97|. La figure V.3 donne les exemples des
fonctions de structure d’ordre 3 et 4 et indique certains des modéles pour les (.

Deux approches sont & retenir pour la suite de notre exposé et aident a comprendre la
description statistique de la turbulence : le cadre multifractal qui est un premier aboutis-
sement de l'interprétation statistique des déviations intermittentes sous hypothése que 1’on
conserve des lois de puissance [Fri95] ; le cadre des cascades multiplicatives qui, réexposé dans
[Cha01], fondent un cadre théorique général des déviations intermittentes en abandonnant
éventuellement les lois de puissances et en préférant I’hypothése d’avoir des lois statistiques
infiniment divisibles.

La théorie multifractale. L’hypothése multifractale en turbulence [FP85, Fri9l, Fri95]
consiste a remplacer ’hypothése d’auto-similarité globale proposée par Kolomogorov par des
hypothéses d’auto-similarité statistique locale avec des exposants variables, & € [Amin Pmax)-
On suppose ainsi qu’en chaque point 7 on a un exposant h(7) tel que :

ST 7) = XMDsu(l, )i si 1] — 0. (V.22)

On appelle D(h) la dimension fractale de ’ensemble des points {7/ h(7) = h} et D(h)
est appelé spectre multifractal du champ. Le relation (V.22) est en réalité une hypothése
portant sur les exposants de Holder locaux, d’aprés la définition V.1.

L’hypothése du formalisme multifractal |[Jaf00a, JafOOb| est de supposer qu’il existe une
connexion inversible entre le spectre multifractal D(h) et les exposants ((¢) de description
statistique des accroissements qui s’écrit comme une transformation de Legendre :

((¢g= min (gh+3— D(h)) et 3—D(h)= m(?X(C(q) —qh).  (V.23)

he [hmin hmax]

L’interprétation multifractale des déviations statistiques a ’auto-similarité globale trouve
un prolongement du fait de (V.23) dans une lecture de thermodynamique statistique pour la-
quelle D(h) est analogue & une entropie fonction d’une énergie (la « force » de la singularité).
Combinée aux possibilités de mesures locales des exposants de régularité que les décomposi-
tions en ondelettes continues proposent, I’analogie permet de mettre en ccuvre des méthodes
pratiques de mesures des exposants et de D(h) a partir des mesures unidimensionelles de la
vitesse [AGH88, AMR97, Rou96, AAB*95|.

1.3 Deépasser le multifractal

Bien qu’attrayant, le cadre multifractal a plusieurs limites qui incitent a chercher & le
dépasser de diverses maniéres.
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Abandonner les lois de puissance : le « multiscaling ». Faisant le point sur les ap-
proches de l'intermittence en turbulence, P. Chainais remarque que, dans la majorité des
théories qui la concerne, est toujours supposée & un moment ou un autre I'existence d’une
relation en lois de puissance du type (V.21) sans justification ni en fait soutien expérimental
[Cha01]. A regarder un peu des signaux mesurés dans des écoulements turbulents, la pre-
miére difficulté est pourtant de trouver vraiment des lois de puissance qui ne se montrent au
plus que d’une maniére approximative sur une zone en échelle restreinte (voir la figure V.3).

Partant de I'idée auto-similarité étendue, ou ESS' (les moments se déduisent des uns
des autres par les comportements en loi de puissance) [BCT93|, qui fut réinterprétée par
B.Castaing et co-auteurs en abandonnant l’'invariance en échelle et surtout les lois de puis-
sance |[CD95|, P. Chainais et P. Abry montrent comment les modeéles de cascades statis-
tiques infiniment divisibles permettent de décrire les propriétés statistiques de la turbulence
[Cha01, Abr01]. Ces travaux nous semblent un aboutissement actuel de la démarche prolon-
geant le multifractal. Le comportement généralisé étudié est, pour mémoire :

Sq(l) = exp (=C(g)n(r)) So(L), (V.24)

ou L est la grande échelle de I’écoulement et n(r) = Inr si ’on suppose des lois de puissance,
sinon n(r) décrit la maniére dont la cascade statistique se développe entre les échelles. Ce
formalisme est équivalent a I'ESS, qui est expérimentalement une description acceptable des
données.

Limites mathématiques au formalisme multifractal. Alors qu’il a été montré que pour
certaines classes de fonctions (fonctions auto-similaires dans [Jaf97]) ou certains exemples
spécifiques, le formalisme multifractal (V.23) est exact, les études mathématique ont aussi
exhibé des limites a sa validité dés que le signal étudié incorpore des singularités autres que
celles holderiennes, en particulier des singularités oscillantes du type (V.17) [JM96, Mey01,
Jaf00a, JafOOb|.

A la différence des singularités en cusps, les singularités oscillantes voient leur exposant
de Holder augmenter de 1 + S pour chaque intégration successive [JM96]. C’est 1'origine
qui explique que la mesure de D(h) dans le formalisme multifractal de fonctions avec des
singularités oscillantes est en général fausse : I'estimation locale (méme par les méthodes
statistiques) des h est perturbée par ’exposant f.

Un formalisme multifractal généralisé qui décrit un spectre de dimension D(h, §), fonc-
tion des deux exposants de Holder et de chirps, fut proposé et il admet une interprétation
thermodynamique, développée dans [AM94, ABJM97|. Cependant les méthodes d’estimation
conjointe en h et en 3 qui en furent déduites n’ont pas passées a ’heure actuelle avec succés
I’épreuve de la mise en ceuvre sur des signaux expérimentaux avec un peu de complexité?.

Les interprétations géométriques fractales. Du fait que I'hypothése multifractale (V.22)
est principalement statistique, on peut en fait oublier la phénoménologie qui en donne une
interprétation comme ’existence d’une hiérarchie continue de singularités dans le champ de

! pour Extended self-similarity.
2 Cette remarque fait suite a la thése de Stéphane Roux [Rou96.
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vitesse, distribuées sur des géométries fractales. Bien que cette image permette de forger des
modéles simples d’intermittence et d’en donner leur sens (du modéle § aux tentatives plus
récentes de [QC99| en passant par les travaux populaires de She-Lévéque [SL94|), la réalité
des structures fractales qu’elles proposent n’est pas soutenue par les expériences [Sre9l,
Frig5).

Ni théoriquement & partir de ’équation de Navier-Stokes pour laquelle le débat sur I’exis-
tence (en temps fini) de singularités réelles (divergentes) dans la vitesse reste sans fin et est
une des grandes questions mathématiques en attente [GS95, BNW95] ; ni expérimentalement
par les visualisations des écoulements, on n’a su identifier des structures ayant une géomé-
trie et une régularité cadrant avec le formalisme multifractal. Les seuls espoirs d’illustration
des outils de géométrie fractale en turbulence semblent reportés sur le probléme du scalaire
[WV02], passif ou non (|[Poc97| pour les fronts de flamme).

En définitive, il semble bien que la bonne interprétation de 1’intermittence décrite ainsi,
ou par les cascades log-infiniment divisibles, reste d’origine statistique.

Statistique ou dynamique? Deux arguments poussent alors & chercher au-dela de I'in-
terprétation statistique. Le premier est un faisceau de travaux en faveur de la réalité de
structures cohérentes que nous allons survoler dans les lignes qui viennent. Le deuxiéme ar-
gument a été exposé dans ses grandes lignes : on peut chercher une justification du spectre
singulier en k~%/3 en partant des structures (ici au sens mathématique) seulement, avant de
regarder plus loin la statistique.

Une voie alternative de modélisation de la turbulence serait alors de ne pas se concentrer
sur la description statistique d’abord mais au contraire de spécifier les organisations ou les
structures caractéristiques qui apparaissent en turbulence, de les décrire au choix avec une
approche de mécanique des fluide ou a I’aide des théories sur les comportements singuliers
possibles des mesures, et enfin d’en construire une collection statistique pour examiner le
comportement d’ensemble.

1.4 Structures spatio-temporelles en turbulence expérimentale
1.4.1 Les expériences de mise en évidence.

L’interprétation uniquement statistique de la fluctuation locale des grandeurs mesurées
(qui induit que ((q) # ¢/3) oublie 'existence d’organisations locales de la vitesse, visibles
au moins par les méthodes d’observations de flots turbulents que 1’on connait. Ce sont les
tourbillons derriére un obstacle, les volutes de fumées qui restent groupées sous des formes
précises avant de tout a coup se déformer et se disperser dans une région de distorsion
importante.

L’apparence d’un champ de vitesse turbulent est loin d’étre seulement un champ aléatoire
avec des statistiques imposées par les fonctions de structure; il existe une organisation d’ori-
gine géométrique (existence des vortex et des zones d’étirement fort) a un instant donné, et
une structuration dynamique qui fait que les objets suivis des yeux ne perdent leur structure
qu’au bout d’un certain temps. Des expériences se sont attachées a étudier avec rigueur ces
structures possibles dans les écoulements.
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e Dans un flot réel, les structures ont été observées principalement par un ensemencement
du fluide par des traceurs. Des bulles en particulier migrent vers les zones de basse pressions
qui sont aussi celles de forte vorticité (définie comme & = VA 7). On observe alors des
zones filamentaires qui persistent pendant un temps sensiblement égal au temps d’évolution
a grande échelle, de longueur de I'ordre de ’échelle de Taylor A, et de diamétre proche de n
et ce sont eux que 'on nomme vortex [DCB91, DC93, CDC95, BMTW96|. Ces études ont
été confirmées et développées en utilisant la cavitation pour générer les bulles [LVMBO00|.

e Une visualisation est possible a ’aide de traceurs passifs comme des colorants ou de
la fumée. On devine alors des structures mais plusieurs choses compliquent l'interprétation
de ce qui se dessine ainsi. Dans des configurations simples, les vortex sont souvent trop
sages pour permettre actuellement d’extrapoler les conclusions a la turbulence a haut Re
[PRWK9S]|. Si I'expérience est de turbulence développée, il n’a pas été trouvé de méthode
entiérement satisfaisante pour suivre ces objets. De plus les traceurs regardés globalement
forment un scalaire passif qui n’a pas forcément le méme comportement que la vitesse et le
lien entre organisation d’un scalaire et statistiques de la vitesse n’est pas clair.

e Les études directes des mouvements de traceurs isolés, dans les expériences de me-
sures lagrangiennes récentes (qui accédent a la vitesse [Mor01, MMMPO1| ou a la position
[LVC*01] comme mesure principale), sont compatibles aussi avec la présence de zones ou
les trajectoires suivent des tourbillons, et d’autres ou les trajectoires semblent subir des
distorsions importantes. Ces zones sont espacées entre des plages de vol plutdt balistique,
d’accélération faible (en particulier le module de la vitesse reste longuement corrélé).

e Les simulations numériques ne sont pas en reste et révélent aussi des organisations des
régions de forte vorticité en objets filamentaires, avec des régions de dissipation importantes
qui semblent s’assembler plutot en nappes [SJO90, Tsi98|. La présence de ces objets se
constate dans les simulations numériques directes et est a la base aussi de méthodes plus
élaborées qui mettent 1’accent sur la persistence de structures de vorticité [FSK99, FPS01].
Notons enfin que des simulations légéres de turbulence lagrangienne font aussi une part belle
a l'existence de structures géométriques de durée de vie longue [FV98, MV99, KPV02|.

e Les solutions exactes a ’advection turbulente révélent aussi l'existence de structures
préférentielles dans la dispersion des traceurs scalaires mais elles n’ont pas été reliées jusqu’ici
aux organisations dynamiques des flots turbulents puisque les solutions concernent pour
I'instant des modéles avec champ de vitesse de Kraichnan qui supprime les corrélations
dynamiques [FGVO01].

e Certains modéles de turbulence formulés spectralement révélent des organisations struc-
turées cette fois dans l’espace de Fourier (ou des échelles). Les modéles en couche ont révélé
la possibilité de passages de sortes d’ondes cohérentes a travers les échelles qui pilotent alors
les statistiques (instantons) [DG98, BDDL99, DDGO0O|. Une autre signature de l'existence
de structures est recherchée dans les fonctions de structure par I’existence d’invariance en
échelle discréte [Sor98a, ZS02a] qui serait associée au processus d’éclatement des tourbillons
selon un mécanisme fondé sur un rapport d’échelle privilégié (un vortex se casse en 2 ou 3
autres mais pas en un nombre quelconque en moyenne [Nov71]).

Les deux derniers points sont des résultats que ’on peut relier intuitivement a la pré-
sence de structures dans les écoulements sans savoir forger un lien clair avec les structures
cohérentes de type vortex.
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Ce bilan laisse de plus de coté une littérature plus massive encore sur des structures
cohérentes en présence de parois ou d’obstacles, pour la turbulence atmosphérique, et les
travaux de mécanique des fluides sur les vortex, leur stabilité, leur controle, etc. On consultera
par exemple [Can81, Liu89, DSW94, Wes02|. Nous ne regardons ici les tourbillons que pour
leur place supposée dans la turbulence statistique loin des parois.

1.4.2 Recouvrer des vortex en intermittence statistique

Quelques travaux ont été consacrés a I’étude de la signature des vortex dans les grandeurs
statistiques, en particulier savoir si I'intermittence est gouvernée par ces structures.

e La recherche dans les mesures & une ou deux dimensions des événements cohérents a été
menée en cherchant les objets de grande énergie [CG97, CG99a, CGI9b|, de grande amplitude
[Abr97, Rou96|, les zones révélant des gradients importants [BMTW97, MJWT00, MWAT(0|
ou en corrélant la vitesse aux dépressions [AFFL94, Abr97, Cha97, CAP99|. Les conclusions
ne sont jamais clairement en faveur de I'importance de ces structures pour 'intermittence
statistique [ChaO1].

Cependant ces méthodes recherchent des événements de signature forte et les vortex
trouvés sont espacés (un tous les quelques temps de retournement grande échelle) et peu
nombreux (on en visualise rarement plus de un ou deux en méme temps dans les expériences).
L’intérieur des vortex, nécessairement localisés du fait des méthodes de détection, n’a qu'une
probabilité faible de rencontrer le point de mesure. La conclusion est donc plutot que les
grands objets cohérents ne sont pas directement responsables de I'intermittence mais ne dit
rien sur des objets cohérents de plus faible échelle et /ou amplitude (les « vermisseaux » ou
worms de la turbulence), ou encore de 1'effet dynamique d’organisation dii & la présence des
objets que rien n’empécherait de controler le « fond » turbulent [FSK99, FPS01].

e Pour s’affranchir de la limitation qu’imposent les mesures en un point ou dans un plan
pour sonder les structures tridimensionnelles, une méthode de mesure spectrale de la vorticité
par diffusion acoustique d’ultrasons a été développé par C. Baudet [BMW99|. Les résultats
actuels obtenus sont en faveur de l'existence de structures pour la vorticité qui persistent
pendant plusieurs temps de retournement au moins et qui semblent migrer en moyenne
vers les petites échelles. C’est une maniére de visualiser une cascade directe dynamique (et
non statistique) allant des grandes échelles vers les petites, qui est une figuration ancienne
proposée par Richardson de la turbulence.

e Enfin, grace aux progrés des simulations numériques d’une part [Brad9l, VM91, JWSR93,
KT94, Jim98|, et des possibilités d’acquisition puis des traitement d’images d’écoulements
réels, I'étude par des statistiques individuelles des objets visualisés (leur fréquence, leur
taille, leur allure), des propriétés d’alignement entre ceux-ci, ou des interactions qu’ils déve-
loppent entre eux ou avec leur entourage, est un vaste sujet dont le défrichement commence
[Jim98, Tsi98, JIMTW99, MJWTO00]. Notons en particulier des travaux qui cherchent & retrou-
ver directement la structure de la vitesse autour des filaments de basse pression et montrent
une organisation en spirale de la vitesse [VB96, KM99, Kid00|. D’autres travaux favorisent
le calcul des trajectoires lagrangiennes et montrent 1’existence de mouvements en spirales
qui rappelent les quelques mesures lagrangiennes existantes [Mor01, MMMPO01, LVC*01].
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1.4.3 Quelle importance des vortex ?

En réponse a la question soulevée par Tsinober [Tsi98], il semble en définitive que des
vortex, que nous définissons dans ce travail comme les zones de forte vorticité (ou de fort
tourbillonnement) et que les simulations numériques laissent a soupgonner qu’elles sont les
structures filamentaires des expériences, existent bien. Leur importance, dés que I'on s’inté-
resse a une approche mécanique de la turbulence, semble établie : en description lagrangienne
elles conditionnent le mouvement réel de traceurs, en description eulerienne elles peuvent or-
ganiser en moyenne le flot & une distance plus grande que leur taille seule.

En revanche, leur influence sur les statistiques de l'intermittence est fortement mise en
doute : si elle existe, c’est par I’organisation dynamique ou géométrique a leur alentour et non
directement du fait des événements isolés qu’ils peuvent représenter dans les signaux analy-
sés. Puisque 'intermittente statistique et ses méthodes de mesure sont aveugles en quelque
sorte a certaines structures cohérentes dans les signaux analysées, la question de I'existence
d’une signature spécifique de ces objets n’a pas pour cadre naturel celui de I'intermittence
statistique.

2 Les structures organisées : survol des théories

Ce paragraphe développe les arguments et les études antérieures menées pour rendre
compte de ces objets et de leur influence. Le point de vue est de fonder des modéles de
turbulence sur des objets organisés pour rendre compte du comportement des signaux de
turbulence. C’est dans ces cadres que nous espérions caractériser des vortex.

2.1 Description phénoménologique : les eddies

Une des premiéres descriptions imagées de la turbulence fut proposée par Richardson.
Celui-ci avance que le mécanisme dynamique essentiel en turbulence est celui de tourbillons
(les eddies), qui ne sont pas identifiés ou précisés plus qu’étant les zones de mouvement
organisé, qui entrainent des petites tourbillons autour d’eux, eux-mémes en faisant tourner
de plus petits, ce processus se poursuivant a I'infini. C’est une premiére maniére d’envisager
une cascade dynamique d’énergie : les grandes échelles mettent en mouvement les petites
échelles et leur transférent ainsi de 1’énergie cinétique qui finit par étre dissipée aux échelles
(proches de 7) ou la dissipation visqueuse devient importante.

Cette vision de cascade dynamique est complétée par les phénomeénes ou les vortex se
brisent du fait de l’interaction vorticité - déformation et deviennent alors un petit nombre
vortex de plus faible taille, donc décalés vers des échelles plus petites. Elle est a 1’origine
d’interprétations statistiques de la cascade de turbulence qui n’exploitent pas directement
en fait 'idée de cascade mécanique qui est derriére.

Deux discussions s’ajoutent & la description par les eddies. Quelle forme prennent-ils
usuellement ? Townsend [Tow51| puis Kuo et Corrsin [KC72] ont cherché des réponses expé-
rimentales a cela; depuis les réponses sont fortement influencées par les simulations numé-
riques [VMO1, Jim98| qui montrent ces filaments associés a la vorticité.

Pour confronter ’idée de cascade dynamique de tourbillons aux mesures en turbulence, et
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aux modeéles d’origine statistique, il faut trouver comment prédire les propriétés statistiques
a partir de cette description qui portent sur des objets dynamiques.

2.2 Les modéles historiques : des collections d’objets

Le fil chaud et les mesures de vitesse ne se sont pas révélés de bons instruments pour
sonder d’eventuelles structuration dans les écoulements. Les tentatives de Townsend [Tow51],
puis de Kuo et Corrsin [KC72] montrent que les zones d’activité dominante sont plutot
réparties sur des nappes ou bien des constructions en batons (alignés selon un axe peu
courbé) plutot que dans des zones globalement sphériques. Mais il n’a pas été possible d’aller
beaucoup plus loin.

La confrontation aux modéles construits sur des vortex simples n’a pas permis de clore la
question puisque ces modéles ne prédisaient pas la loi de puissance en k%3 pour le spectre
isotrope en énergie. La collection de vortex axisymétriques et stationnaires de type Bugers
supposée par Townsend [Tow51] a un spectre en k' tandis que l’ensemble de feuillets de
vorticité que privilégie les études de Corrsin se comporte en k=2 dans la zone inertielle
|Cor62]. Le modéle de turbulence & petite échelle de Tennekes qui organise la vorticité en
filaments alongés n’est pas plus concluant [Ten68|.

La difficulté pour déterminer la structure principale adoptée par les vortex, est que les ex-
périences ou les simulations numériques montrent plutot des vortex filamentaires tandis que
'on a des mécanismes connus pour engendrer plutot des nappes de vorticité (par cisaillement
prés d’obstacles ou parois) [Bat67].

Finalement ces descriptions restent avec des objets de structure et de dynamique trop
simples et les développements décisifs pour proposer des modéles statistiques fondés sur des
objets furent d’une part de s’adresser a des géométries entiérement différentes, d’autre part
de chercher un mécanisme de cascade d’énergie directement dans les équations de dynamique
des fluides.

2.3 Modeéles de spirales

Moffatt [Mof84, Mof93, MKO94] a ouvert la question de la topologie possible du champ
de vitesse et du champ de vorticité d’un écoulement turbulent. Puisqu’il faut respecter les
contraintes d’incompressibilité, des propriétés statistiques (celles décrites principalement par
les théories que nous venons de rappeler) et d’allure des écoulements dans les expériences, il
suggérait de développer des modéles fondés sur existence de structures en spirale [Mof84].
A la fois pour la turbulence & 2D et pour celle & 3D, ces structures ont été regardées sous
beaucoup d’aspects, tant comme descriptions surtout géométriques (en faisant alors usage
des outils de type géométrie fractale ou singuliéres) qu’en cherchant des solutions analytiques
qui auraient cette forme.

La premiére voie a donné lieu & de nombreux calculs des propriétés spectrales des en-
sembles fractals avec accumulation autour d’un point, & 'exemple des spirales, en confron-
tation avec celles des ensembles ol les discontinuité sont soit isolées, soit répartis sur des
géométries réellement fractales (denses et uniformément réparties comme pour les hiérarchies
fractales des modéles d’inspiration multifractale). Plus rarement les statistiques d’ordre su-
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périeur sont estimées. Nous renvoyons a |Gil88, VHI1, Vas92, Vas93|.

L’avancée importante apportée par ces idées est qu’il fut montré que ces structures per-
mettent de construire, en supposant une collection statistique de tels objets, un modéle de
turbulence aux petites échelles qui est cohérent avec les mesures et les analyses des quantités
spectrales |[Lun82, Lun93| ou d’ordre supérieur [SP96, Vas93|. En revanche les approches
géométriques n’ont pas connu de succés pour la description des mesures directes de vitesse
et ne réussissent pas a discriminer entre les diverses géométries possibles sur la base d’outils
construits sur les fractales [KV94, NV98, Bor99|. C’est pour le scalaire passif que ces travaux
ont servi avec succés l'analyse, en exhibant des propriétés de diffusion anormale reliée a la
dimension fractale du vortex, des propriétés de mélange chaotique dii & I’existence de vortex
et enfin en caractérisant la dynamique de réactions chimiques ou les combustions par ’étude
des interfaces [Poc97, Vas97, FV97, AV99a, WV01, BBGO1].

Pour le probléme de la vitesse, on ne sait pas actuellement caractériser la présence de
telles géométries dans les signaux mesurés. Cela est di a la grande sensibilité des méthodes
proposées, et & une trop grande dépendance en fonction de la structure regardée des pro-
priétés construites sur la géométrie fractale (c’est la géométrie singuliére qui commande tout
alors que si on tronque & une échelle finie — quelques bras de spirales ou oscillations de
singularités oscillantes — on ne sait plus alors distinguer par les mesures ces géométries).

2.4 Modeles de mécanique des fluides

Parallélement aux idées géométriques, Lundgren proposait d’expliquer les propriétés sta-
tistique de la turbulence en tant que celles d’une solution (asymptotique aux temps longs)
des équations de la dynamique des fluides [Lun82, Lun93, PS98|. L’objectif est de donner
un éclairage essentiellement mécanique a ce qu’est la cascade d’énergie en turbulence. Notre
travail ayant été orienté fortement sur cette approche et des extensions possibles, nous dé-
taillerons les hypothéses, le comportement qualitatif de la solution et les résultats que 1’on
peut déduire de ce modéle.

Le constat de départ est a nouveau qu’une géométrie simple et des objets stationnaires ne
suffisent pas a expliquer un spectre en k~5/3 et Lundgren propose alors de forger un modéle
de vortex qui mette en jeu une géométrie plus complexe (proche des spirales géométriques)
et dont I’évolution en temps est primordiale. Nous tentons de faire le point dans la suite sur
I'importance relative de ces aspects.

2.5 Questionner les approches par des objets
2.5.1 Observer les objets

La premiére idée pour comprendre les modéles d’objets est de les comparer & des vortex
expérimentaux. Nous avons ainsi mis en place une expérience de mesure de la vitesse dans
le sillage d’un barreau de section cylindrique, schématisé sur le dessin V.4. En augmentant
le Re, I'instabilité [Hue90| de von Karméan créé une allée de vortex alternés [Wil96| que nous
avons cherché a caractériser comme des objets isolés.
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Conditions expérimentales. [L’expérience a été réalisée dans la soufflerie basse vitesse du
laboratoire de physique de 'ENSL, construite par C. Baudet et J.-F. Pinton [BCP91]. Elle
est constituée d’une veine carrée de 50 cm de coté et de 3 m de long. Seize ventilateurs
couvrant toute la surface I’entrée de la soufflerie assurent un écoulement permament qui est
laminarisé et rendu homogeéne avant la veine par des grilles et des nids d’abeille. L’écoulement
d’air en dehors de la conduite de la soufllerie est libre et la circulation de retour a lieu alors
dans toute la salle de ’expérience. Les vitesses accessibles pour I’écoulement uniforme amont
donné par la soufflerie sont entre 30 cm/s et 1,20 m/s environ.

Le systéme adopté de mesure de la vitesse dans l'air est un fil chaud (voir par exemple
[Com76] et [Gol83]). Le principe est que 'air emporte par échange convectif de la chaleur
en passant sur le fil chauffé & une température supérieur a celle de ’écoulement. La mesure
de la puissance fournie au fil et ainsi du flux convectif qu’il perd, se relie a la vitesse de ’air
par la loi de King.

La calibration pour les petites vitesses du fil chaud (vitesses inférieures & 1 m/s) n’est pas
aisée car la relation se complique entre la vitesse de 1’air et la tension nécessaire pour fournir
le flux de chaleur emporté par convection : elle n’obéit pas directement a la loi de King.
Nous avons alors calibré le systéme de mesure pour les vitesses basses (inférieure 4 1 m/s)
de deux maniéres. Premiérement en mesurant le temps de vol d’impulsions thermiques dans
I’écoulement. Elles sont principalement advectées (et diffusent trés peu) sur les distances de
mesure (entre 50 cm et 2m) selon les résultats de [HP99] et servent ainsi de mobile repérable
en vitesse. La deuxiéme méthode fut a I'inverse de déplacer le fil chaud & une vitesse connue
sur un rail, tiré par un moteur a vitesse constante. Le dispositif a été réalisé par C. Laroche du
laboratoire de physique, en inspiration du montage décrit dans [TJ90]. De ces deux mesures
on en a déduit 1’étalonnage conjoint a ces vitesse basses de la soufflerie (vitesse imposée en

fonction de la tension fournie aux ventilateurs) et du systéme de mesure de vitesse par fil
chaud.

Observations expérimentales. Nous avons alors étudié le sillage derriére des barreaux
cylindriques de diamétres allant de 1 mm & 2 cm, suspendus (sans contact direct avec les
parois de la soufflerie) dans I’écoulement perpendiculairement & la vitesse moyenne. Le fil
chaud a été placé en aval de I'obstacle & différents positions dans le sillage.

Nous avons d’abord vérifié que ’allée de vortex alternés se développe efectivement telle
qu’elle est connue [Wil96| en établissant la relation entre fréquence de passage des vortex
et nombre de Reynolds (figure V.4) et par des visualisations directes en mettant un traceur
scalaire (de la fumée) dans I’écoulement. L’expérience a consisté ensuite a se concentrer sur
la structure du signal de vitesse en présence de ces objets qui passent répétitivement.

Du fait du couplage important des objets et de la difficulté de supprimer les instabilités
dans la troisiéme dimension (qui interviennent en fait avant que leur évolution & 2D ne
devienne sufisamment complexe pour convenir de modéle pour des objets a structure interne
riche) [Wil96, MFP01]|, nous avons conclu que cette expérience ne permet pas d’accéder
a des propriétés internes des vortex. En particulier les profils de vitesse, méme une fois les
instabilités autres que 2D éliminées le plus longtemps possibles, ne se brisent pas pour révéler
des objets séparés mais passe d’une vitesse principalement sinusoidale a une vitesse d’allure
chahutée ou les objets ne sont pas séparables (figure V.5).
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Commentaires. Des pistes alternatives pour observer des objets isolés cette fois et & struc-
ture riche existent et les expériences devraient étre reprises plutot dans ces configurations.
Les travaux sur les vortex derriére une marche [PRWK98]|, ou sur les vortex décrochés derriére
des ailettes [ML00, MLO1| étudient la dynamique d’objets uniques sur lesquels on gagne en
résolution de leur complexité interne (en perdant cependant l'ingrédient d’interaction entre
plusieurs objets). Les expériences de la thése de R. Hernandez qui a contrdlé I'instabilité de
sillage d’un barreau pour ne décrocher qu'une paire de vortex unique et dont on peut alors
établir la structure [HP99).

Dans ces expériences, les objets sont naturellement séparés des autres, et restent en place
un temps assez grand ce qui permet leur observation précise et le développement en leur
sein d’une évolution dynamique qui enrichit leur organisation (par exemple en formant des
structures spiralées) ou qui permet ’étude des interactions entre les objets. Notons aussi
que mesurer la vitesse apparait au final une méthode bien moins efficace que les mesures
de vorticité ou les visualisations de scalaire pour étudier les objets cohérents; le principal
probléme est la localité des mesures au fil chaud alors que les deux autres permettent de
saisir ’évolution globale des objets.

o 0 O =
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Obstacle
v Vitesse
Vitesse Sonde fil chaud ~ ©naval
en amont

(mesure V)

Fig. V.4: Schématisation de l'allée de vortex alternés de von Karman [Wil96] que nous avons étudiée.
Nous reportons & droite la caractéristique mesuréee du nombre de Reynolds Re= Ud/v
en fonction du nombre de Roshko Ro= fd?/v. v est la viscosité, d = 3 mm le diamétre
du barreau, et f est la fréquence fondamentale des oscilations du sillage. L’accord avec la
relation de Roshko, Ro=0.212 Re - 4.5 est acceptable.

2.56.2 Caractériser et mesurer les objets

Un objectif est de trouver des fagons de mesurer la présence d’objets structurés en tur-
bulence développée qui ne soit pas d’origine statistique. Sinon les chances sont fortes que le
modéle ne soit qu'une explication compatible avec les données mais n’apprenne en fait rien
de spécifique sur les objets.

Nous allons expliquer quelles propositions furent faites en se basant sur les vortex spiralés
comme outils de caractérisation propres des objets, et comment elles émergent des modéles
de vortex. Cependant ces méthodes ne se sont pas révélées des analyses fiables de signatures
d’objets pour les expériences.



3. Revisiter les modéles de vortex pour la turbulence 235

centre du sillage coté du sillage
1 1
0.5 0.5
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 1
0.5 0.5
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
! ! WMW%W
0.5 “AAAAVWAAARANANAWAN A M ] 05
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
! T [ P o, oo
05 O N e T 05
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
f 1 g o, 1 o
05 WMWWW”W’NWM{IMMW 05
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
temps (s) temps (s)

Fig. V.5: Exemples de profils de vitesse (en m/s) dans le sillage quand on augmente la vitesse
moyenne en aval du barreau. Ici le Re passe par les valeurs 80, 120, 135, 155 et 190. Les
courbes a gauche sont la vitesse au milieu du sillage & 6 cm en aval de I'obstacle de 3 mm
de diameétre, & droite le fil chaud a été déplacé perpendiculairement de 1 cm par rapport
au centre.

2.56.3 Formation et stabilité des objets

Enfin la grande question que nous avons dés le départ laissé inabordée est celle de ’origine
des objets. Nous sommes partis des constatations expérimentales en faveur des objets mais
on ne sait pas bien expliquer pourquoi ils se forment, pourquoi ils font preuve d’une stabilité
importante méme dans des écoulements & turbulence importante ni méme si ils se forment
vraiment et ont une durée de vie suffisante pour les identifier comme structures quand le
nombre de Reynolds tend vers I'infini, cadre de la turbulence pleinement développée.

3 Reuvisiter les modéles de vortex pour la turbulence

Dans tout cet ensemble d’approches pour dépasser 'image séduisante des tourbillons,
mais insuffisante en tant que description prédictive, deux voies ont retenu initialement nos
efforts : le modéle mécanique de la solution de Lundgren et I’ensemble statistique que 1’on
construit dessus; les modéles fondés sur des organisations géométriques reflétant des singu-
larités oscillantes, principalement a ’aide de vortex spiralés. C’est la relation entre les deux
qui donnait espoir de trouver une méthode pertinente d’estimation des caractéristiques des
structures décrites par ces modéles.

Les paragraphes qui suivent sont une présentation jointe des modélisations issues des
équations dynamiques et issues des réflexions plus géométriques qui se fondent sur des vortex
a structure interne complexe pour expliquer les propriétés statistiques des petites échelles de
la turbulence.
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3.1 Introduction aux vortex spiralés et aux vortex de Lundgren

Lundgren a construit une solution en vortex faisant usage des astuces de projection sur
une dynamique bidimensionnelle pour décrire un tourbillon qui soit instationnaire axisymé-
trique et puisse justifier une énergie en £~%/3. Puisque ni une collection de vortex stationnaires
simples, ni un ensemble de feuillets de vorticité ne suffisent a cela, il propose une situation
intermédiaire : un feuillet de vorticité qui s’enroule sur lui-méme jusqu’a se fondre dans un
coeur de vorticité axisymétrique.

Depuis Iidée initiale de Lundgren [Lun82, Lun93| exhibant une forme de vortex insta-
tionnaire dans le temps, dont on peut déduire une statistique générale de champ de vitesse
qui apparait compatible avec celle de la turbulence développée, de nombreuses études ont
examiné la solution proposée |[BP89, Gil93, PS93, PS94, PBS94, SP94, Pul95, SP96, Seg95,
VB96, AV99b, BG98, BG99, GFD99, PV00, BBG01, GPPLO01]. Nous donnons les lignes di-
rectrices de la construction de la solution et de ce qui en fait son intérét sans détailler les
pages de calculs qui justifient certaines propriétés. On pourra se reporter a l'article de revue
[PS98] qui couvre le modéle ou encore [Bor99| dans lequel nous faisions le point sur sa place
en turbulence développée.

3.2 Rappels de dynamique de la vorticité

Nous avons argumenté que, selon une littérature assez large, structures cohérentes et
ensembles organisés de vorticité sont en partie assimilables. Ainsi les descriptions des vortex
passent par 1I’étude non pas directement du champ de vitesse mais plutdt de la vorticité.
On notera que cela rapproche ces études théoriques des méthodes de mesures axées sur la
vorticité de I’écoulement (diffusion acoustique, visualisation par des bulles).

Equations pour la vorticité. La vorticité est définie comme le rotationnel de la vitesse
& =V A7 ou encore w; = €455 Viv;. Elle représente la partie antisymétrique du tenseur des
déformations, ¢’est-a-dire celle qui décrit les rotations locales (sans déformation) a I'intérieur
du fluide. Par conséquent, pour décrire un tourbillon dont I’effet principal est une rotation,
la vorticité est la composante naturelle & étudier pour caractériser la vitesse. Nous rappelons
ici les équations pour la vorticité. Pour un espace a trois dimensions cette équation est :

D3 =03+ (7 - V)3 = (& - V) + vAG. (V.25)

Le terme (& - V7); se récrivant comme w;sij o s;; = (Vu; + V,;v;)/2 est le tenseur
des déformations symétriques, la vorticité voit sa dynamique pilotée par les déformations.
En particulier les ensembles de vorticité sont facilement étirés du fait de s;; et dans ce cas
généralement amplifiés. La dynamique générale de la vorticité étant riche et complexe, on
peut n’en chercher que des tendances générales en réduisant les situations envisagées.

En suivant l'idée que l'allure habituelle des vortex est celle de filaments allongés de
courbure faible, une hypothése peut étre de chercher la dynamique bidimensionnelle de la
vorticité, dans un plan qui coupe orthogonalement 1’axe privilégié presque droit du vortex.
Les équations ne concernent plus que la composante axiale w, et la vitesse dans le plan 7,
telle que VAT = W,E, :

Dyw, = 0w, + (U - ﬁ)wz = W,S,, + VAw,. (V.26)
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Cette hypothése limitée oublie une part importante de 'interaction w;s;;, en particulier
celle qui est responsable de la torsion des vortex. En fait on oublie surtout la partie dont on
ne sait pas préciser le comportement général.

La vorticité en turbulence. Pourquoi se fatiguer & mettre 1’accent sur la vorticité alors
que les descriptions statistiques en turbulence développée concernent la vitesse ? La réponse
est que la vorticité, organisée en structures peut-étre mieux identifiables que ', permet aussi
de calculer les grandeurs habituelles. En particulier on montre facilement I’approximation
suivante pour la dissipation en régime stationnaire :

Sous hypothéses d’homogénéité et d’isotropie, on peut ensuite relier les grandeurs spec-
trales a celles pour la vitesse. En particulier on pose :

R,(I7t)=E {w,-(F, £)w; (7 + f,t)} et T, (k1) = / e FIR, (L7 t)dl  (V.28)
w w

On se reportera a [Bat53] pour toutes les relations entre ces tenseurs et ceux pour la
vitesse, ainsi que pour les passages entre les coupes unidimensionnelles (les signaux que 1’on
suppose récupérer par des mesures a fil chaud), les modéles de dynamique bidimensionnelle,
et la situation théorique 3D de départ. On utilisera par exemple :

1

= wEw(k), (V.29)

Ly (k,t) = [k[Tij(k, t) et E(k)
ou l'indice w désigne les quantités spectrales pour la vorticité. On dénomme en particulier
enstrophie la densité spectrale associée a la vorticité, qui joue le role de I’énergie donc
pour la vorticité. E, (k) est le spectre isotrope d’enstrophie tandis que I';;(k, t) est le tensur

w
d’enstrophie instantané.

3.3 Phénoménologie et hypothéses du modéle de Lundgren

Description imagée de la solution. Avant de se lancer dans les équations de mécanique
des fluides, un panorama de ce qu’on obtient est plus parlant. Dans le cadre des hypothéses
d’un vortex filamentaire étiré le long de ’axe et, par incompressibilité, qui se resserre alors
dans le plan orthogonal, Lundgren a exhibé comme solution un feuillet de vorticité qui
s’enroule en spiralant autour de son axe. Cette situation est dans I’esprit proche de ce que
I'instabilité de Kelvin-Helmholtz peut engendrer et ainsi jugée raisonnable. L’existence de
bras spiralant semblait essentielle car ni le coeur, qui s’élargit par effet de la viscosité en un
objet proche d’un vortex de Burgers et produit une rotation d’ensemble, ni un feuillet de
vorticité seul ne conduisent & une énergie en k=53 ; c’est la structure petite échelle associée &
la répétition des bras qui a été souvent interprétée comme responsable du bon comportement
spectral du modéle de Lundgren.

Les caractéristiques qui nous ont intéressés initialement dans cette approche sont d’abord
que les vortex sont instationnaires mais surtout migrent vers les petites échelles au
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cours du temps du fait de I’étirement qui rapproche les bras des spirales. Ce mécanisme
donne une image direct en terme d’une solution de ’équation dynamique de (NS) de la cas-
cade d’énergie justifiée et interprétée sinon essentiellement par des arguments qualitatifs (les
eddies) ou par des théories statistiques. Deuxiément, la structure en spirale offre 'avantage
d’étre explicitement lacunaire et organisée autour d’un centre si on extrapole la géométrie
fractale sous-jacente (J. C. Vassilicos [VH91, KV94| parle de K-fractale pour un objet qui
n’est pas fractal — auto-similaire ou singulier — en tout point mais autour de certains points)
ainsi que reliée a des comportements de singularités oscillantes car une coupe dans le plan
a travers les bras de la spirale donne naturellement des signaux de ce type (en fait, soit
effectivement oscillant ou associé a des signaux on-off, soit avec des impulsions toujours du
méme signe qui engendrent des structures cumulatives). La figure V.6 est une illustration
trés libre du modéle.

Ces deux caractéristiques apparaissent idéales pour fonder une réflexion autour d’un
modeéle de cascade en énergie en dynamique des fluides dont I'image est soutenue par les
expériences (visualisations ou diffusion d’ultrasons), et qui se glisse dans la zone d’ombre
laissée en suspens pour 'intermittence statistique, dans laquelle se cachent les singularités
oscillantes mathématiques. Nous passons maintenant aux hypothéses plus techniques.

strain s

@
L

@@@
®

©

@ @

Fig. V.6: Figuration d’un ensemble statistique d’objets structurés ; c’est 'image intuitive du modéle
que nous voulons étudier. Les objets sont a structure interne riche, vivent a toutes les
échelles, sont instationnaires et ne se mélangent pas. A droite on a représenté le cadre que
décrit la solution de Lundgren : un vortex spiralé, étiré selon un axe et dont 1’évolution
est quasi bidimensionnelle autrement.

strain  s/2

@

() ,@ |

Une hypothése de déformation moyenne. En plus de restreindre la dynamique & une
évolution bidimensionnelle selon (V.26), Lundgren modélise l'effet de ’étirement et I’ampli-
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fication de & induite par la déformation, en supposant un tenseur de déformation moyen
pour I’écoulement. On I’écrit en relation avec une vitesse de déformation vy :

a2 0 0
Uy = az€, — aré, /2 et 84 = 0 —a/2 0 ]. (V.30)
0 0 a

La compressibilité impose au tenseur s;; complet de déformation d’avoir des valeurs
propres de somme nulle et numériquement ces valeurs s’ajustent en proportion (—8,6,2),
avec la valeur intermédiaire 2 alignée préférentiellement dans 1’axe de la vorticité [AKKG87,
GGHO7], et non en rapports (—1, —1, 2). Cette image n’est pas incompatible avec I’hypothése
moyenne du vortex puisque c’est la déformation totale liée & U; + v qu’il faut regarder et
qu’on peut ’estimer comme :

(@ —a)/2 -0/2 0
s = /2 —(@w+a)/2 0 |, (V.31)
0 0 a

avec w la partie de la vorticité non axisymétrique et 2D associée a la composante a 2D de la
vitesse Us. L’hypothése de champ moyen reste compatible [Gag87| a défaut d’étre réellement
justifiée avec la statistique moyenne de s par rapport a . On peut par exemple supposer
que la rotation différentielle du vortex ajoute une déformation selon €, qui se traduirait par
l'ajout de (—7,7,0) aux valeurs propres pour retrouver la déformation moyenne en (—8, 6, 2).

Instationnarité — le miracle du champ moyen. Le champ moyen de (V.30) permet de
résoudre la dynamique non stationnaire de 1’étirement pour la coupe a 2D grace & un pe-
tit miracle di & sa forme. Méme si a(t) varie dans le temps, on obtient la dynamique a
2D a l’aide de relations de similitude entre w, et un écoulement uniquement 2D. On note
S(t) = exp(fot a(7)dr) I'étirement cumulé jusqu’au temps ¢, et T(t) = fOtS(T)dT le temps
transformé, et on les relations suivantes [BP89] :

w,(r, 0:1) = S(t) ws (r\/S(t), 0 ;T(t)) avec  Dywy = vAw, (V.32)

et donc wy obéit & une dynamique uniquement 2D, sans I’étirement a(t). La pratique incite
a travailler en coordonnées polaires (7, 6) dans le plan et avec le potentiel de courant v, tel
que wy = —Aty. Les vitesses associées sont ug, = 7~ 0p1ho et usg = —0,109, et on retrouve
les vitesses du champ étiré comme

Uy = \/S(t) Uz (7«\/5(7:), 0 ;T(t)) et usp = \/S() uzg (n/S(t), 0 ;T(t)) .
(V.33)
L’équation pour la vorticité est alors :

8tw2 =+ 7"_1 (80"(/}28,»(.02 — ar’l/Jgagu)Q) = VA(JJQ. (V34)

Les situations connues d’évolution de la vorticité en 2D (et la loi de Biot qui s’y utilise
facilement) permet de construire des classes de solutions de vortex étirés. On montre que le
détail de la dépendance en temps a(t) de I’étirement ne joue pas beaucoup tant qu’il reste
globalement au voisinage d’une méme valeur.
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Dépasser le champ moyen. 1l est difficile de dépasser I'astuce qui découple entiérement
la dynamique de vorticité dans le plan de coupe et la déformation. On peut montrer [BP89]
que seule la forme (V.30) pour s;; le permet. Une tentative plus élaborée [GFD99| permet
d’ajouter une composante azimuthale & la vorticité en séparant le champ de vitesse en trois
éléments : U associé a I'étirement selon €, (par exemple comme en (V.30)), U, la vitesse dans
le plan de coupe orthogonal, donnant la vorticité axiale w,, et enfin We, vitesse qui décrit
I’évolution d’une vorticité dans le plan (r~'9,W, —0, W, 0).

On établit, sous hypothése que le gradient des forces de pression axial, d,,p(t), reste
uniforme dans U'espace (et cette hypothése est intimement lié & ce qu’on regarde un vortex
filamentaire, droit le long de I’axe et de comportement identique d’un bout a 'autre), et de
symétrie axiale (les trois champs décrits dépendent de (r, 0;t) seulement), que les évolutions
de w,, de W et de I’étirement a sont alors découplées et obéissent aux équations :

Dyw, = aw, + vAw,
DW = —aW +vAW (V.35)
Dia+ a? + 0,,p(t) = vAa

Dans ces conditions w, et W sont remplacés a 1’aide de la relation de similitude de
Lundgren par S(t)wy et S(t)"1Ws, les variables ¢ par T'(t) et r par 71/S(t) de telle sorte que
Wy et wq suivent la dynamique a 2D, respectivement de la vorticité et d’un scalaire passif.
L’équation pour a(t) demande des solution spécifiques; il en existe des formes bornées,
évoluant peu dans le temps.

Ainsi, on a une méthode générique pour chercher des solutions de vortex définis par leur
coupe bidimensionnelle, avec un axe d’étirement privilégié qui sera aussi le coeur du vortex,
telle que la dynamique est décrite a partir de solution de mécanique des fluides a 2D. Notons
que ce modéle a été transposé a des écoulements compressibles [GPPLO01| o1, & la zoologie
de la solution générale, s’ajoute 'existence de quasi chocs dans les bras spiralés (bras dont
nous allons parler dans la suite).

3.4 Les équations simplifiées décrivant la solution de Lundgren

L'approximation de rotation axisymétrique. La dynamique réellement étudiée par Lund-
gren et ses successeurs est principalement celle associée a ’équation ne gardant que l'inter-
action entre la vitesse azimuthale moyenne stationnaire et la vorticité aux temps longs :

/ T o 0:1)d0 = W. (V.36)

r

Oywo + Q(r)Ogws = vVAws et rwp(r) = Py

On a noté Q(r) donc la vitesse de rotation angulaire alors que wy(r) est la vorticité
moyenne 3 la distance r de ’axe. La vorticité totale est en fait wy = @ + wy si @ est la partie
dépendant de 6.

Développement asymptotique aux temps longs et solution en spirale. L’analyse phé-
noménologique conduit & regarder plus spécifiquement une nappe de vorticité qui s’enroule
et s’écrit, en négligeant la viscosité en @(r, 0;t) = 2w f(t)0(6 — Q(r)t).
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Le calcul originel de la dynamique 2D du vortex spiralé passe par une décomposition de
Fourier en fonction de 6 (variable 27-périodique) avant de montrer qu’un développement en
puissance de ¢t ! permet d’écrire la vorticité comme étant :

wo(r, 0;t) = wo(r) + Zf i (0-Q(r)t) Py ()23 (V.37)
n#0

L’amortissement par viscosité des modes non axisymétriques et le fait que la vitesse de ces
modes & n # 0 est encore plus rapidement amortie laisse la place & une évolution restreinte
en 2D qui rejoint I'intuition que seul I’enroulement moyen, du fait de la rotation différentielle
Q(r), est important.

Zoologie des solutions en spirale. 1l n’est pas possible de raisonner plus avant, en gardant
un point de vue général, sur la structure des vortex que suppose la solution de Lundgren. En
fait le choix d’une nappe de vorticité comme condition initiale est en soi déja une hypothése
restreinte supplémentaire. Elle sert de prototype cependant au comportement du vortex
puisque si €(r) est monotone (en général décroissant), la rotation différentielle que cela
suppose construit assez naturellement des formes spiralées méme si la condition initiale est
différente [Lun93|.

Nous ne donnerons pas les détails des diverses solutions qui ont été envisagées (on en
trouvera amplement dans [Bor99|). Un aspect majeur est souvent le choix de Q(r) qui en-
gendre parfois des comportements bien particuliers. Parmi les choix principaux dans les
travaux sur ce sujet, on trouve d’abord le modéle construit sur des Gaussiennes de Lund-
gren [Lun82, PS93|. Le choix porte plutdt sur des structures a enroulement algébrique dans
[VB96, AVI9b] ot Q(r) o< 7~ et le détail de I’enveloppe reste libre. Notons que le choix
spécifique d’un enveloppe elle ausssi en loi de puissance, f(r) oc r~* [MV96], est dangeureux
car il conduit a une solution qui fait disparaitre la dépendance en o des propriétés spectrales
a un instant fixé (on trouve E(k,t) o< k=2) et complique 1'étude comparée des statistiques
spatiales et temporelles pour les vortex [MV96]. Pullin et Saffman combinent lois de puis-
sance et Gaussiennes dans leur modéle analytique afin d’imposer une circulation totale du
vortex, calculée loin du centre, nulle [PS93, PBS94|. Le vortex décrit se dissipe alors tout
seul & temps longs (sans recourir a des mécanismes extérieurs au modéle).

Nous avons examiné les possibilités de caractériser les propriétés en échelle des objets a
I’aide des outils « a la Mellin », dont nous avons vu qu’ils s’appuient une base de singularités
oscillantes. Ils définissent 1’échelle naturelle (via la transformation de Lamperti) pour décrire
le comportement en échelle. La comparaison des propriétés spectrales des vortex spiralés
logarithmiquement et obéissant a la solution de Lundgren avec les autres solutions ne permet
cependant pas de favoriser 'une ou l'autre description |Bor99|. Le comportement spectral
général moyenné dans le temps est le méme (voir dessous sur la collection statistique) tandis
que la variabilité des comportements individuels & I'intérieur de chaque modéle comparée
a la variabilité des structures de vortex dans les expériences n’impose pas de choisir une
approche plutot qu’une autre.
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3.5 Les vortex en spirales géométriques

Approche géométrique des solutions. Deuxiéme maniére de décrire les vortex qui vont
servir de brique de bases aux modéles statistiques d’objets, les travaux de Gilbert [Gil88] ou
de Moffatt [Mof84, MKO94|, Hunt, Vassilicos et co-auteurs [HV91, Vas92, Vas97| proposent
de simplifier les descriptions en les réduisant a la géométrie. Il est alors envisagé conjoin-
tement les structures en spirale (dont la vorticité est exactement localisée sur la nappe
singuliére en 0(r — Q(r)t)) et les signaux qui représentent des coupes unidimensionnelles de

la forme :
g(x) = Z an0( — xy,)- (V.38)

Ces signaux sont des mesures typiques de vitesse, de vorticité ou leurs dérivées. Les a,
sont les facteurs d’amplitude (et on regarde les cas ou il gardent le méme signe et celui
ou le signe est alterné); une simplification est de supposer des sauts brutaux constants
(lan| = Cste) au lieu d’une amplitude changeante. Les discontinuité sont situées aux points
Zn, positionnés sur un peu tout type de répartition géométrique particuliére : fractale usuelle
(pleine), série organisée autour d’un point (équivalent a des singularités oscillantes pour la
description géométrique) en ¢, ou en loi de puissance avec z, ~ n %

Dans ce dernier cas, la géométrie se caractérise par Dy = 1/(1+4a), si D) est la dimension
de capacité des coupes unidimensionnelles typiques passant dans les bras du vortex. Les
arguments géométriques simples relient ces coupes a l'organisation bidimensionelle dont on
obtient la dimension de capacité dans le plan par Dx =1+ D’ en général.

Méthodes de calcul des fonctions de structure ou spectres. On trouvera diverses
organisations spatiales étudiées dans [VHI1, AV99a]. L’enjeu est de fixer le comportement
statistique des signaux issus de ces géométries et deux méthodes de calcul principales sont
possibles : faire usage d’analyses de Fourier sur les coupes 1D en examinant la sommation
de séries du type ) a,e*® dont le résultat est fonction de coupures imposées & la région
spatiale d’extension des vortex [Gil88]; estimer la fonction de structure d’ordre 2 a 'aide
d’arguments géométriques qui connectent la construction de recouvrement a une échelle de
longueur donnée (et donc les propriétés liées a la dimension fractale) a la probabilité de se
trouver entre deux points de discontinuité d’un signal [VHI1|.

Le résultat général pour les géométries en spirales (organisation singuliére autour d’un
point) est que, dans les régions ot I’on sonde effectivement cette structure en quasi-fractale
locale (qui est une singularité oscillante géométrique), le spectre d’énergie suit une loi en
k=2tPx on D' est la dimension des coupes 1D typiques. Un résultat plus avancé sur le mo-
déle de spirale de Moffatt repris en modéle multispirale par Vassilicos [Vas92], est 1’équivalent
en ce langage géométrique de la propriété des singularités oscillantes définies par une forme
analytique (V.18) puisqu’il mélange structure géométrique (la facon dont les sauts s’accu-
mulent autour d’un point précis) et amplitude des sauts (éventuellement en se comportant
comme une singularité en pointe) dans le résultat du calcul du spectre. On prouve que si

an ~ n~(1T97-1 ot que les points des sauts sont sur une série géométrique en z, ~ n~° (cas
ou la spirale associée est algébrique), on a :
/ 1
E(k) ~ k™27 **Px  avec D = (V.39)

1+a
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Distinguer les différents modéles. La simplification des vortex bidimensionnels & leurs
caractéristiques géométriques essentielles avait pour objectif de réussir a contraindre les mo-
déles & considérer en fonction de ce qu’on observe effectivement. Actuellement cependant
rien ne permet de privilégier une géométrie sur une autre (spirale algébrique sur logarith-
mique par exemple), ni aucune méthode d’analyse d’origine géométrique n’a pu mettre en
évidence une signature effective des enroulements ou des vortex géométriques (les méthodes
aboutissent & des conclusions plutot incertaines) [Bor99).

Les calculs de contributions géométriques aux propriétés spectrales des objets organisés
a 2D ont pour mérite de montrer que, finalement, le modéle envisagé par Lundgren n’est pas
tres dépendant de la structure exacte du vortex. Malgré la diversité des structures géomé-
trique nous allons montrer que la collection statistique de Lundgren impose un spectre qui
va obéir au comportement en k5/3 et ce méme si le spectre spatial & un instant fixé change
entre deux formes spécifiques de vortex.

3.6 Propriétés spectrales des vortex spiralés a 2D

Pour résumer, les diverses maniéres de spécifier la géométrie des vortex spiralés permet
de fixer leur comportement spectral. Les modéles d’inspiration géométrique (et qui ne fixent
pas la dynamique des solutions) suggérent des lois en k77 de maniére générale en reliant
I'exposant & la géométrie spécifique étudiée (comme dans 1’exemple (V.39)).

La forme analytique générale de Lundgren en (V.37) permet aussi d’estimer un spectre
spatial & un instant donné ¢ (on regarde le vortex 2D sans étirement). Nous ne faisons pas
ici ce calcul, qui se termine par I’évaluation, a ’aide de la méthode de la phase stationnaire,
de la transformation de Hankel qui définit le spectre & 2D, et dont on trouvera des versions
détaillées dans [Lun82, Lun93| ou encore [Bor99|. La relation de départ est le passage 2D a
3D suivant :

27
Ey(kt) x k / T (k, B, s = 0;1) d6), (V.40)
0

2T
ock/
0

La condition de phase stationnaire dans ce calcul quand on injecte pour w une forme
précise obéissant a (V.37) se résume, pour chaque mode de la décomposition azimuthale en
e 4 la relation k = —nt{Y'(r,,). Fixant une forme particuliére pour la rotation moyenne et
pour la fonction d’enveloppe f(r) permet I’évaluation de I’énergie du vortex en fonction de

k de fagon instantanée a ¢ :

12
Faa [w(7, £); | ‘ d6). (V.41)

E(k,t) = E,(k,t)/2k*> = k

Folhot) + 3 ity )l /] (v.42)

ou Ej est la contribution du ceeur axisymétrique du vortex (que définit la rotation d’ensemble
Q(r) et donc wy).

Evolution dynamique comparée a évolution passive. Si on laisse de coté la contribution
Ey du ceeur (qui est trés dépendante de la forme exacte de wy, est stationnaire mais ne domine
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qu’aux temps longs), I’évolution dynamique que 'on construit par la solution & partir de
I’équation de rotation (V.36) pour @y, a un comportement essentiellement différent de celui
d’un scalaire passif. Le spectre (V.42) se réécrit sous une forme générale (sans le cceur) en :

— |2 1 k
E(k,t) ~ k! ‘FQd [w(f', t); k} ‘ ~ Tkt HG (?) e k3, (V.43)
Remarquons que la zoologie des solutions revient & faire varier la fonction G' qui selon
(V.42) dépend des f,, des r, et donc de (7). Les approximations géométriques reviennent
elles-aussi a spécifier une forme particuliére pour G. Par exemple, le calcul de Gilbert |Gil8§|
induit une spectre pour une spirale définie & 2D en :

_1_m
Blk,0) ~ (Dop g re 00 2y (1)1 (v.44)

ou I' est la vitesse angulaire typique du vortex (en fait Q(r) = I'r~?®). Ceci est valable dans
la gamme d’échelles ou c’est la structure spiralée qui est réellement sondée.

L’effet principal que I’on regarde est celui de I'existence d’une rotation différentielle
autour d’un point. La dynamique qu’implique I’équation (V.36) est valable que ce soit pour
la vitesse a 2D, la vorticité we mais aussi un scalaire, noté #. En particulier il est montré que
'existence d’un centre local de rotation en (r) induit la formation d’une spirale de scalaire
et accélére sa dissipation par rapport au comportement purement diffusif en \FO(E; 1>
g(k)e’Q"kzt qu’une évolution selon 0,0 = vAf# donne. La dynamique en spirale (imposée
par le mécanisme extérieur que constitue (), ou wy(r) de fagon équivalente) conduit a cette
évolution en |FO(k; t)|? o t~1g(k/t)e 2kt/3,

3.7 L’ensemble statistique de Lundgren

L’hypothése physique de Lundgren est un prolongement de ’ensemble proposé dans le
modéle de Townsend |Tow51]. Les propriétés statistiques sont supposées émerger d’une collec-
tion d’objets ayant chacun une structure précise, n’interagissant pas si ce n’est par 1’existence
des objets isolés, et donc de I'effet d’enroulement différentiel autour d'un axe, et d’un champ
moyen de déformation qui modifie la dynamique d’un seul objet en amplifiant la vorticité
au cours du temps. Les propriétés spectrales de la collection d’objets et, au-dela, ’ensemble
des propriétés statistiques, ignorent dans ce cadre toute interaction directe entre les vortex
qui ne se voient finalement pas les uns les autres. On suppose ainsi que les statistiques de
I’ensemble sont calculables en moyennant les grandeurs calculées sur un seul objet.

Le calcul combine deux étapes : préciser les propriétés spectrales spatiales d’un objet ty-
pique et ceci vient d’étre ’'objet du paragraphe précédent ; construire la maniére de moyenner
ces propriétés pour rendre compte de la collection d’objets.

Comportement temporel des vortex étirés. Un vortex, isolé dans sa dynamique propre,
est supposé décrit par une solution de Lundgren ou, au choix, par son approximation en
vortex spiralé géométrique. Le spectre a un instant fixé est par exemple donné pour un
vortex uniquement 2D par I’équation (V.43) ou (V.44), selon le modéle de solution.
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Le comportement d’un vortex étiré par le champ de déformation moyen se retrouve
ensuite a 1’aide de (V.32) pour la vorticite de (V.33) pour les vitesses. On rappelle qu’on
introduit S(t) = exp( fot a(r)dr) et T(t fo 7)d7 pour calculer ’évolution spectrale pour

le vortex étiré :
[Feo(k; )] = /S0 |Pun(B//S@: T®))] (V.45)

Le spectre en énergie du vortex étiré a un instant donné se déduit de cette transformation
en utilisant le calcul spatial qui conduit & (V.43). On a donc :

Bk, t) ~ kL 82 1/20 K ~2vk*T/35 V.46
( bl )N kT TSI/Q € ' ( * )

Notons que si on veut ajouter une vorticité dans le plan orthogonal & I’axe du vortex selon
la proposition de [GFD99| décrite par (V.35), W, obéit a ’évolution pilotée par la rotation, la
forme générale de la solution de Lundgren est valide et la contribution au spectre en énergie
s’écrit aussi avec I’étirement sous une forme analogue a (V.46).

Construire une moyenne d’ensemble sur la collection. Nous disposons alors de modéles
de vortex instationnaires, a différents ages possibles et de diverses géométries. Nous allons
montrer qu’en fait le détail de la géométrie disparait derriére I'effet temporel.

Les symétries complétes de 1’équation de (NS) sont retranscrites dans I’homogénéité et
I'isotropie de la collection d’objets (au lieu de 1’étre dans le champ de vitesse a petites échelles
selon les approches statistiques de la turbulence) qui eux-mémes ne sont pas homogénes et
isotropes (puisqu’ils ont un axe privilégié). La relation constitutive de I’ensemble statistique
est ensuite déduite de la supposition que les objets ont une répartition uniforme en age. La
moyenne sur ces différents objets peut alors étre transformée en une moyenne sur 1’évolution
temporelle d’un objet, en une sorte d’hypothése ergodique.

_N, / (V.47)

obJet ki

N, est le taux moyen de création de vortex par unité de temps, 77 et 79 sont les limites en
temps de 1’évolution de I'objet. Il est essentiel en fait de supposer cette répartition uniforme
en ages des vortex instationnaires : sans elle, le comportement en &k 5/3 ne serait pas obtenu.

Estimation du spectre de la collection instationnaire. En combinant ’hypothése ergo-
dique du modéle statistique d’objets (V.47) et les calculs instantanés des spectres spatiaux
des vortex étirés en (V.46), on montre que le spectre en énergie isotrope de ’ensemble des

objets est [Lun93| :
E(k) ~ k—2T1/3 =20k /3a 2 e U d V 48
Wy /\/;<\/6>u V4

L’intégrale ne dépend plus de k et contient tous les détails géométriques ou de forme
analytique exacte de la solution que I’on a pu injecter dans les modéles de vortex. Ainsi




246 V. Turbulence : notes sur les modéles statistiques a base d’objets

le spectre de la collection obéit a (V.14) et est un modéle admissible de turbulence décrite
dynamiquement aux petites échelles. On renoue avec l'interprétation de Gilbert [Gil93] qui
retrouve ce k°/3 par analyse dimensionnelle de I’évolution dynamique de la vorticité qui
s’enroule autour d’'un axe en étant étiré.

3.8 Revue de résultats sur la solution de Lundgren

Scalaire passif, pression, modéle sous-maille. Nous laissons volontairement de coté
un ensemble de résultats obtenus sur ces modéles de vortex. Premiérement, rappelons que
le probléme du mélange des scalaires en présence des structures de vortex fait ’objet d’ana-
lyses propres en terme de mélange chaotique ou d’accélération de la diffusion [Vas97, FV97,
AV99a, WV01, WV02, BBGO1|. Une autre étude calcule le tenseur de déformation dans
les vortex pour estimer les grandeurs sous-maille de simulations numériques grande échelle
[PS94, Pul00]. Les approches de vortex ont servi enfin de modéles au comportement de la
pression en turbulence o I’on trouve alors un spectre en k~7/% qui est la prédiction pour la
pression dynamique associée a K41.

Statistiques d’ordre supérieur a deux. En développement de I'idée de Lundgren,
des tentatives furent faites pour estimer les fonctions de structure d’ordre supérieur des
modéles. Segel [Seg95| avance des arguments dimensionnels, Pullin et Saffman proposent
des fermetures statistiques ou évaluent par des méthodes numériques subtiles les intégrales
[PBS94, SP96|, Vassilicos s’appuie sur les descriptions géométriques pour calculer les statis-
tiques & tout ordre des modeéles multi-spirales [Vas92].

Les conclusions sont que les résultats de ces calculs se comparent convenablement aux
propriétés décrites par (V.21) pour les lois d’échelle déviant de K41. Malheureusement la
limite a la précision a la fois des estimations des exposants pour les modéles de vortex et
des mesures de ces exposants en turbulence expérimentale ne permet pas d’obtenir plus que
cette compatibilité apparente.

Partie axisymétrique du vortex. Notons finalement que le coeur du vortex, celui qui
est responsable de la rotation d’ensemble par €(r) (qui dérive de wy(r)) est un ingrédient
extérieur au modéle. Le vortex implique le spectre de Kolmogorov parce qu’il est instation-
naire avec une décroissance (hors viscosité) en 1/¢ selon (V.42), ce que ne vérifie pas le coeur
aux temps longs.

La précision a apporter est que la cascade dynamique que le vortex décrit vient essen-
tiellement de l'interaction entre les deux ingrédients que sont la structure extérieure ((r)
et étirement selon un axe) avec les petites échelles instationnaires qui constituent la partie
spiralée qui cascade. Ceci est bien analysé dans [PV00| qui calcule le taux de transfert en
énergie dans les bras du vortex et montre qu’il est déterminé par €(r). Le transfert est
principalement local dans le spectre, sa portée augmente quand la vitesse de rotation est
d’inhomogénéité plus forte. En fait il est dii & une interaction non locale des grandes échelles
vers deux petites échelles voisines puisque sans rotation d’ensemble différentielle (€2(r) non
uniforme), le transfert s’annule.

Analyse de I’évolution instantanée en échelle des vortex. Au lieu de regarder le
transfert spectral, la solution de Lundgren a été analysée directement par ses propriétés de
cascade en temps. On trouvera ’analyse en ondelettes par exemple du vortex qui déploie ses
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composantes en échelle (de Fourier) en fonction du temps [AV99b]. Des études numériques ont
été menées sur différentes solutions particuliéres de la classe de Lundgren (nous en donnons
des exemples ci-dessous) mais la variété possible des comportements ne permet au final que
d’illustrer la migration générale vers les petites échelles qui est contenue dans la relation
k/VS = —nT (r,V/S). Nous n’avons pas dégagé d’autre mécanisme et en particulier la
lacunarité du modéle de vortex (la structure répétitive des bras de la spirale mais qui présente
des trous) n’est pas obligatoire.

3.9 Ce que nous apprend (ou pas) le modéle de Lundgren

La présentation générale des modéles dynamiques ou géométriques de vortex en spirale
qui vient d’étre faite appelle & une conclusion générale sur ce que 1’on peut obtenir, ou non,
de ces modélisations théoriques.

Contraindre la structure géométrique des vortex. La premiére espérance était de
trouver des structures nécessaires des vortex a petite échelle pour contraindre les caractéris-
tiques que l'on s’attendrait a mesurer dans les expériences. Une de nos conclusions sur les
modéles de vortex est qu’au contraire ils sont trés souples et admettent des variations impor-
tantes d’une solution particuliére a une autre et que les quelques évidences expérimentales
dont on dispose ne permettent pas de décider cela.

Nous avons cité les mesures expérimentales entreprises sur 1’allée de von Kérméan qui,
du fait de 'inadaptation de la configuration choisie, ne permet pas de caractériser les objets
comme des objets sufisamment isolés. Les expériences sur des vortex spiralés se déployant
seuls constitueraient un champ d’investigation plus utile.

Utiliser des outils issus des modéles. Reformulés géométriquement, les vortex se
prétent & des études en terme de dimension de recouvrement en fonction de 1’échelle puisque
des spirales s’accumulent localement et donnent lieu & des accumulations de gradients forts
autour de certains points tandis que les modéles multifractals normaux prédisent des gra-
dients partout variables. Des méthodes de mesure ont été construites sur cette interprétation
mais se révélent extrémement sensibles au bruit, & I’accumulation de singularités et leur ap-
plication a des données expérimentales ou a des faux signaux synthéthiques montre qu’il
est en pratique impossible de distinguer des singularités locales par ces voies géométriques
[KV94, NV98, Bor99|.

Chercher des caractérisations locales en échelle. Notre premiére intruition était
de dépasser les méthodes géométriques pour explorer les caractérisations locales en échelle.
Comme les coupes de vortex sont dans ’ensemble proche de singularités oscillantes, nous
avons tenté de reformuler les modéles de vortex de cette maniére en les décomposant sur la
base de Mellin. On veut ensuite préciser leur évolution temporelle dans cette échelle. Nous
reportons ces tentatives dans le paragraphe suivant.

Vers des modéles statistiques de singularités oscillantes ? Enfin les modéles de
vortex n’ont pas permis non plus de caractériser directement les signaux de vitesse en termes
de singularités oscillantes. Nous allons présenter un signal synthétique trés naif qui permet de
jouer avec la présence de singularités oscillantes et montre que des comportements complexes
peuvent étre obtenus. La figure V.7 illustre 'idée qui nous guide : les mesures de vitesse
associées aux vortex a structure en spirale sont globalement de type singularités oscillantes.
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Fig. V.7: L’étude des modeles statistiques d’objet est supposée étre a la confrontation des descrip-
tions de vortex (géométriques ou de type dynamique) (en haut), des mesures par des
coupes unidimensionnelles qui donnent des fonctions qui ressemblent & des chirps (en bas
a droite) et des descriptions mathématiques par des singularités oscillantes qui sont les
limites de ces chirps (en bas & gauche, une fonction de Mellin multipliée par une fonction
d’apodisation).

4 Analyses alternatives des vortex spiralés

Le bilan des études initiales sur le modéles de vortex de Lundgren ou spiralés brise deux
espérances. Nous n’avons pas su contraindre suffisamment les vortex pour qu’une signature
universelle s’en dégage, ni construire a partir du modéle une nouvelle méthode d’analyse
de ces structures (celles d’origine géométrique ne donnant finalement rien pour les signaux
de vitesse). Deuxiémement, la situation expérimentale que nous avons initialement testée,
reportée au 2.5, ne révéle finalement pas une collection d’objets organisés restant séparés qui
libre des mesures pour aborder expérimentalement le probléme.

Nous esquissons ici d’autres voies qui furent explorées et laissent surtout une image de
la complexité de la question initiale concernant la signature expérimentale des vortex, sans
déboucher sur des possibilité neuves d’analyser les signaux de turbulence en relation avec le
modeéles de vortex.

4.1 Evolution instantanée en échelle des vortex

La premiére idée explorée fut de regarder les évolutions dynamiques possibles des vortex.
Des simulations numériques de la forme des solutions de Lundgren dans diverses configura-
tions (enroulement algébrique ou logarithmique ou causé par un cceur en vortex de Burgers)
ont été programmeées.

Spectres spatiaux instantanés. Les figures V.14, V.15, V.16 et V.17 (mises en fin
de chapitre) proposent trois modéles qui différent essentiellement par la vitesse de rotation
moyenne que l’on impose. Le premier suppose wy(r) o< (1 + 7"2)6”"2 et finit par se fondre en
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un vortex de Burgers. Le second est une spirale logarithmique avec Q(r) oc (In7)e™ et le
dernier est en spirale algébrique avec (r) oc r—°.

Chaque figure montre 1’évolution en temps de 1’enstrophie décomposée spectralement (a
gauche a certains temps, a droite dans un plan ou est reporté I'intensité de I’enstrophie en
fonction du temps et de la fréquence). En dessous est tracé le spectre isotrope moyenné au
cours du temps.

Comportement moyenné en temps. Nous avons étudié numériquement les propriétés
moyennées dans le temps des vortex de deux maniéres. La premiére est le calcul spatial
qui est & peu prés une vérification directe des méthodes analytiques de calcul spectral. La
seconde est une simulation supposée proche de ce que donnent les mesures. Dans ce cadre les
vortex passent, plus ou moins figés & un instant de leur dynamique, sur une sonde de vitesse
qui ne mesurerait qu’une composante et dont ’allure dépend énormement de l'orientation
du vortex par rapport a la sonde et de I’age de ce vortex. Cette méthode basée sur une
moyenne d’ensemble a ’avantage de s’écarter du calcul qui conduit & (V.48) et peut tester
la dépendance de ’ensemble statistique avec l'orientation du vortex par rapport & la sonde
et avec les distributions en dges des vortex. On peut aussi vérifier que les mesures spatiales
et temporelles coincident en général pour le vortex.

Le résultat est qu’il finit par émerger une zone inertielle dans le spectre isotrope en énergie
ol I’on peut deviner une comportement s’approchant du k=%3, et ce pour les deux facons
d’estimer les statistiques. Cette zone a été vérifiée comme correspondant & la portion des
échelles o la migration en échelle s’opére au cours du temps.

Variabilité du comportement instantané. Il est a noter cependant que la struc-
ture instantanée spatiale dépend énormément de la forme analytique de Q(r) et des f,(r).
On pourrait penser, en regardant la figure V.14 (celle pour la forme étudiée par Lundgren
|[Lun82]), que les bras séparés en temps-fréquence sont essentiels et c’est ce que nous avons
voulu examiner.

Les deux autres exemples montrent qu’il n’y a pas de structure universelle des bras. A
nouveau la répétition inhérente aux spirales est moins importante que 1’évolution temporelle
qu’induit I’étirement.

Le cas algébrique est méme inverse car la viscosité semble ici provoquer un déplacement
inverse, vers les grandes échelles, des petites « bosses » sur le spectre d’enstrophie (caractéres
associés a la lacunarité). En fait ’enstrophie se déplace en moyenne vers les petites échelles
et cela suffit & donner le spectre moyen de K41.

Estimation de la loi d’évolution temporelle des maxima d’enstrophie. Le vecteur
d’onde local du maximum d’enstrophie pour chaque mode de Fourier azimuthal est donné
par I’écartement entre deux bras de la spirale :

ke (r, 1) = % = —nV/SQ' (rVS)T. (V.49)

L’estimation de la position & un instant donné des maxima d’enstrophie dépend alors du
choix du modéle, en particulier de Q(r). Avant cela, la relation locale qui donne le nombre
d’onde principal & une distance r permet de montrer qu’aux grands temps k,, o e ot ¢ est
une constante dépendant du modéle (aux grands temps 7" ~ S/a et il ne faut pas oublier
que 7, dépend du temps). L’existence de cette courbure exponentielle des bras est confortée
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par le fait que si a = 0 (pas d’étirement), 7=t et S = 1 et les bras sont linéaires pour &,
fonction de t.

En fixant ensuite Q(r) = I'r~® qui impose un enroulement algébrique dans une zone
que l'on limite & une taille R, on peut moyenner sur tous les angles et resommer sur les
positions possibles des bras de la spirale pour arrivee & une forme générale en :

< kn(t) >g~ —nI~ Yo /ST 1/ R2H1/e (V.50)

Les maxima de I’enstrophie sont alors espacés linéairement en vecteur d’onde & un instant
donné et suivent des courbes exponentielles en fonction de ¢t. Cependant alors que 1’accord
qualitatif est correct sur les figures V.14 et V.15, il est mis en défaut sur la figure V.17 qui
est celle du modéle regardé! L’inadéquation entre la figure et ’équation (V.50) s’interpréte
en remarquant comme dans [AV99b] qu’en fait I’énergie est concentrée dans le mode n = 1
et qu’ici les bosses dans ’enstrophie ne sont pas associée simplement a la structure répétitive
spatiale.

Ce cas algébrique suit méme une évolution apparente inverse par un déplacement contraire
a la cascade directe attendue, vers les grandes échelles, des petites « bosses » sur le spectre
d’enstrophie (caractéres associés a la lacunarité). En fait la cascade pertinente est celle de
I'enstrophie compléte (le spectre en son ensemble) qui se déplace (son centre de gravité en
particulier) vers les petites échelles.

Conséquence. C’est la cascade globale, sans géométrie lacunaire, qui engendre un
spectre moyen obéissant a K41. Nous avons une nouvelle indication que la structure spa-
tiale répétitive des spirales est moins importante pour le modéle que I’évolution temporelle
qu’induit I’étirement.

4.2 La solution de Lundgren sur la base de Mellin
4.2.1 Formalisation mathématique

Pour continuer & examiner 1’évolution temporelle a travers les échelles de la classe des
vortex de Lundgren et la relier aux mesures locales en échelles, la solution a été écrite sur la
base des fonctions de Mellin, en une décomposition de Mellin radiale et de Fourier azimuthale
(analogue aux décompositions proposées en traitement des images [BG86]).

Nous notons ici Eg(r) = r=*'e®m 17 Jes fonctions de Mellin. Les décompositions cher-
chées pour I'évolution dynamique bidimensionnelle de la vorticité w, et de la fonction de

courant 1, sont de la forme :
an(r,0:0) = Y [ 452,50 E5 1)

| (V.51)
(i) = Y [ A8 (6,0 E5 ().

Les fonctions Y, (5, t) et Z,(53,t) sont les modes de décomposition en Mellin de la vorticité
et de la vitesse. Cette décomposition permet une analyse directe en fonction de I’échelle et
du temps. Les équations qui relient ces deux grandeurs sont :

Wy = —Awg et 6,5&)2 + 7'_1 (agwgaq-uh — aﬂﬁgaawg) = I/Au)g. (V52)
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En combinant deux propriétés des fonctions de Mellin : r™™EF = Eg*m et 0,Ef =
—(1+a+ iQWﬁ)Eg“, un mode de la fonction de courant peut s’exprimer en fonction du
méme mode de Fourier-Mellin de la vorticité si on fixe « = —1 et 0 = —3 (sinon les équations
mélangent les modes de Mellin). Dans ces conditions la premiére équation sépare les différents
modes de Mellin et donne une relation directe entre la vitesse et la vorticité :

Zn (B, 1)
n? — (24 i276)%

Y. (56,t) = (V.53)

I1 suffit alors d’injecter cette expression qui donne la vitesse (en fait la fonction de courant)
en fonction de la vorticité et permet d’obtenir I’équation d’évolution des modes de Fourier-
Mellin de la vorticité. En se focalisant sur 1’évolution inviscide (v = 0), '’équation d’évolution
des modes de Fourier-Mellin est :

0 iy —indmwf + in2ny — 2(n — k)
200 =i [ 005 =) IR v

Remarquons que dans la décomposition (V.51), chaque terme d’ordre n de la série de
Fourier décrit une spirale logarithmique a n branches.

Réle de la viscosité; dynamique a 3D. L’effet de la viscosité et de la dynamique
a 3D se traitent de la méme facon que dans le calcul originel de Lundgren. Sans faire
la démonstration explicite ici [Lun82|, amortissement visqueux s’écrit comme Z,(5,t) =
Zlnv(ﬁ T) —n2(Q(r)) t3/3

Le passage a I’évolution 3D, en y intégrant I’étirement de champ de moyen de la forme
(V.30) se fait & l'aide d’opérateurs de dilatations : w(r,0;t) = S(t)po,\/%‘”(r’ 0;7T(t))
et Y(r,0;t) = S(t)DZm@bg(r, 0;T(t)). Un intérét donc de la formulation de la solution en
Fourier-Mellin est que cet effet 3D n’entraine pas de migration en (3, seulement I'introduction
d’un facteur multiplicatif dépendant du temps. Nous voulons maintenant étudier la cascade
dynamique & 2D qui selon I’équation (V.54) couple les modes de Mellin.

Le mode n = 0. Le mode axisymétrique joue un roéle particulier pour les vortex puisque
c’est lui qui met en rotation I’ensemble de la structure et induit la dynamique de transfert
en échelle. La symétrie Z_,(8,t) = Zn(—5,t) (qui assure que w reste a valeurs réelles)
impose que ce mode du cceur est stationnaire puisqu’alors les termes dans (V.54) pour n = 0
s’annulent 2 & 2 (celui de k avec celui de —k).

—Zo(ﬁ 5 = et Zo(Bit) = / " ol 0;t)ri2”’3drd9 (V.55)
0

L’équivalence est directe entre la description en Zy(5,t), en wy(r,t) ou en Q(r) pour la
partie axixymétrique et elle est un paramétre du modéle qui fixe le comportement grande
échelle. La forme Zy(f,t) est calculable analytiquement dans de nombreux cas a l'aide des
calculs classiques de transformées de Mellin.
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4.2.2 Etude du transfert entre les échelles

L’équation de couplage entre les différentes échelles permet de préciser quel est le transfert
entre échelles de Mellin. Le transfert d’'un mode a ’autre prend méme le sens que le transfert
d’énergie entre les échelles puisque nous avons vu dans les pages précédentes que, en plus
d’offrir une définition possible de ce qu’est une échelle, I'analyse de Mellin conduit & une
analyse spectrale alternative compléte.

Evolution simplifiée : géométrie en spirale. Nous avons regardé comment se faisait
ce transfert entre les échelles. En combinant le fait que le noyau qui intervient dans (V.54)
est maximum pour £ = 0 ou k£ = 2 et que la viscosité affaibli plus rapidement les modes de n
grand, une évolutions simplifiée 1égitime est de ne garder que l'interaction entre le mode n = 0
et les autres. Implicitement cela revient a étudier 1’équation d’évolution dyw + (g - ﬁ)w =0
seulement.

Le mode k£ = 2 est celui de la spirale a deux branches et, puisque les modes sont tous
principalement couplés & £ = 2 et au mode axisymétrique, la géométrie en spirale impose
sa dynamique. Nous regardons ainsi le transfert principal entre les échelles de Mellin qui

est celui induit sur Z,(f,t) par la rotation d’ensemble Z,(3,t). L’équation d’évolution est
déduite de (V.54) :

n(2ny + 278 — 2i)
(2—d2n(B—7))*"

%Zn(ﬁ, t) = / dyZn(7,)Zo(B — 7, 1) (V.56)

Localité du transfert en échelle. En précisant une forme pour Z,, on peut tracer
le noyau dans l'intégrale pour examiner, dans le cadre de cette formulation sur la base de
Mellin, quel est le transfert en échelle dans le vortex. Par exemple, si wo(r) = (1 + hr2)e™"
selon 'exemple suggéré dans [Lun82|, on a Zy(8) = (1 + ihw )T (iw3)/2. En figure V.8, on
a tracé pour n = 2 la partie sans Z; puis celle avec Z, (pour ce modéle) qui se multiplie a
Z,, sous l'intégrale dans (V.56). Le transfert est principalement local en échelle de Mellin.

On peut retrouver une conclusion de [PV00] en examinant le noyau de transfert pour
différents enroulements algébriques. Comme il est argumenté dans [PV00], si Q(r) oc r—/2,
la rotation différentielle et I’étirement azimutal est d’autant moins prononcée que « est grand.
Les noyaux dessinés en figure V.9 pour a = 0.5, 2 et 8 révélent que le transfert est de plus
en plus local quand a augmente, ce qui est analogue au résultat de [PV00| obtenu avec les
nombres d’onde (ou échelle de Fourier).

Non persistence sur des modes restreints. L’exploitation plus poussée de cette
évolution décrite par la décomposition en échelle de Mellin est poursuivie en cherchant &
voir si le vortex reste localisé sur un nombre de modes restreints. Il n’en est rien en fait et un
vortex spiralé construit initialement sur un mode unique s’étale en un paquet d’onde petit
a petit.

Comme de plus cet étalement dépend beaucoup des hypothéses sur la répartition ini-
tiale et de la rotation axisymétrique supposée, nous ne savons pas établir de loi théorique
d’évolution d’une échelle de Mellin principale d’une solution type Lundgren en fonction du
temps.
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Fig. V.8: Graphe des noyaux de transfert en échelle. A gauche n’est représentée que la fraction
%, tandis qu’a droite on a pris Zy(8) = (1 + ihn)T'(in3)/2. Sur ce deuxiéme
graphe on montre les cas pour 8 = n2w avec n allant de 1 & 3. On constate que le transfert
est principalement local (autour de 8 = 0 sur la graphe de gauche et de v = 8 & droite)

en échelle.

Fig. V.9: Graphe des noyaux de transfert en échelle de I'équation (V.56) pour Q(r) oc r—'/ et
a = 0.5, 2 et 8. On montre dans chaque cas les courbes pour 8 = n27 avec n allant de 1
4 9. On constate que le transfert est principalement local en échelle et que ceci est plus
prononcé quand « augmente, donc quand la rotation tend vers un comportement plus
uniforme dans l’espace (moins d’étirement azimuthal).

4.2.3 Constatation numérique

Des essais numériques furent menés pour caractériser empiriquement une évolution ap-
prochée des vortex spiralés en cherchant une équation pour un paramétre de Mellin principal
en fonction du temps S(t) (réduction de la dynamique a une mode principal).

L’estimation du paramétre de Mellin a été faite a ’aide de la transformée de Mellin dis-
créte, appliquée aux profils 1D de vitesse (calculés numériquement avec ’évolution compléte
et la viscosité) qui furent moyennés sur les différentes orientations possibles. Un exemple de
mesure sur une coupe de vitesse est montré sur la figure V.18 (fin de chapitre), en utilisant les
estimations non paramétriques d’échelle de Mellin glissant en temps présentées au chapitre
I11.2.4.

L’évolution en échelle est compatible ainsi avec une migration continue de la structure
vers les petite échelles. La forme exacte dépend de la solution spécifique choisie dans la classe
de Mellin mais se finit de maniére générale par une saturation qui est associée, quand on
résout (V.56), a une dispersion sur un spectre large des coefficients en échelle de Mellin. Elle
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indique aussi ’apparition de la domination aux temps ultérieurs de la viscosité qui finit par
détruire les bras spiralés. Au-delad de cette saturation ’estimation de 1’échelle de Mellin n’est
plus fiable car la structure spiralée a 2D, ou en singularité oscillante & 1D, disparait.

Conclusion de I'étude en fonction des échelles de Mellin. Contrairement & ce qu’on
pouvais escompter & priori, il n’a pas été possible de formuler un modéle économe en échelle
de Mellin des vortex spiralés. Méme si un seul mode de Fourier-Mellin décrit une spirale,
elle ne reste pas suffisamment proche d’une solution de la dynamique en spirale a 2D pour
que la décomposition Z,(3,t) (regardée surtout pour n = 2 de la spirale & deux branches)
demeure de faible étalement en échelle.

L’étape suivante, la figure V.18, montre cependant que l'estimation de la caractéristique
approchée qui est 1’échelle de Mellin principale est possible (a I’aide de méthodes de « chasse
aux chirps ») et contient une évolution explicite (mais partielle) en échelle de Mellin des
objets. Le dernier axe a été de chercher a savoir si de telles estimations restaient possibles
quand le signal est généré par une collection d’objets plus ou moins mélangés et dispersés
en caractéristiques.

4.3 Modélisation statistique a base d’objets

Fondements de I'approche : ensemble de singularités oscillantes Un signal trés simpli-
fié par rapport a ce que les expériences fournissent a été utilisé en exploration des possibilités
de mener une analyse d’un signal complexe, & ’aide des décompositions locales en temps et
échelle de Mellin. L’idée était d’utiliser la variation 2 décrite en I11.2.2.6 (proposition I11.3)
qui est une décomposition de Mellin glissante, en fonction d’une échelle g et d’un temps
central ty,. Cette partie qui rassemble surtout des résultats négatifs en expose les raisons
mais se veut rester assez qualitative.

Si les objets dans les signaux restent sufisamment structurés en phase, il est possible de
les repérer par leur projection en échelle de Mellin. Les signaux synthétiques envisagés furent
construits avec le modeéle le plus simple envisageable qui fait appel a deux ingrédients :

— un motif de base, possédant une distribution potentiellement large de paramétres, qui

représente la mesure qu’induit le passage d’un objet cohérent du flot prés de la sonde;

— une répartition en un ensemble statistique de tels objets.

Motifs de base. Nous avons vu que les modéles théoriques de turbulence fondés sur des
objets ne permet pas de proposer des réductions précises des signaux de vitesse attendus.
Nous décidons alors de choisir la base des fonctions de Mellin sur des critéres de simplicité.
En plus de leurs propriétés de base, celles liées a 1’échelle et leur caractére de singularité
oscillante, elles peuvent étre controlées de sorte a imposer leur spectre. On a en effet :

2

(V.57)

‘ 2 2

i2nf—a—1_—alt| _ ey — 1
‘(:I:-"|t|Z € )(V) - F( o 1+ 7’271—5) |’L'2'/TV + a|i27rﬂfa71

Le terme e~ est introduit pour régulariser I'intégration aux fréquences grandes (v > a).
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Le spectre de puissance de cette singularité se comporte comme :

|2 1

2rf—a—1_-—alt|
‘(F‘ﬂ € )(V) (477'21/2 + a2)—a€—47r,8a,tan(27ru/a) x

V2, (V.58)

Contrairement aux singularités dont la loi de fréquence est une puissance (selon (V.18)),
ici ’enveloppe seule (et non les oscillations) controle les propriétés spectrales et les statis-
tiques d’ordre 2. Nous contrélons ensuites les propriétés a tout ordre a I’aide des paramétres
d’oscillations (3, qui sont les échelles ici.

Une collection d’objets. A nouveau les hypothéses le plus simples suffiront & illustrer ce
que nous voulons montrer. Les objets de base sont mélangés sans interaction les uns avec
les autres, en supposant une répartition aléatoire de densité uniforme. Nous regardons ainsi
>, f(t—1t,) ou les t, sont des instants poissoniens et chaque f est obéit & la forme générale
prise par les objets, avec des paramétres pris aléatoirement :

f(t) = ¢ Re{t—o 126} (V.59)

Nous imposons que E{a} = —5/6 (qui implique un spectre en k~°/3) et 8 a une réparti-
tion large quelconque (les calculs numériques suivants ont été faits avec diverses répartitions
et ne dépendent que peu du choix effectué). De la méme maniére, ¢ est une amplitude de
répartition un peu quelconque qui ne joue pas pour la suite.

Trois arguments disent qu’en turbulence la densité attendue d’objets qui expliquent les
propriétés des signaux doit étre assez grande. Le premier argument est que les analyses
numériques de type multifractal des signaux [AABT95, AMR97| montrent que les points
singuliers sont presque denses dans le signal; peu d’objets simples (comme sur la figure
V.12 a droite) ne suffisent pas a engendrer ces signaux complexes. Deuxiément ceci est
renforcé par les estimations qui s’appuient sur des concepts géométriques dans [KV94| et
[NV98|. Si les signaux sont obtenus par combinaison d’objets & structure interne, alors ils
remplissent presque entiérement le support temporel. Enfin, en s’appuyant sur les modéles
théoriques de vortex, on sait qu’il faut une collection étendue d’objets pour obtenir les
propriétés statistiques souhaitées proches de la turbulence; si elle est restreinte, ’opération
de moyenne sur 1’évolution temporelle des objets ne suffit pas a cacher les variations d’un
objet a 'autre et on a vu qu’on ne sait pas dire si les structures précises des vortex est
déterminante alors que le comportement global en temps I'est pour les modéles.

Caractérisation statistique de la collection. Les courbes numériques qui suivent ont pour
but de montrer la complexité des signaux obtenus par ces simples méthodes de synthése et
expliquent que les méthodes de mesure échouent a retrouver dans le cas général les propriétés
des objets singuliers. Nous présentons les deux cas limites d’intérét : les signaux générés avec
peu d’objets (qui sont donc nettement séparés) et les signaux avec beaucoup d’objets (donc
allure les rapproche plus du comportement de la vitesse de la turbulence).

La figure V.10 caractérise les propriétés spectrales puis statistiques des collections de la
forme 7 fn(t —t,). Un exemple de série obtenue, son spectre, les densités de probabilité
des incréments et les lois d’échelle que 1’on pourrait trouver dans S3 et S; y sont montrées.
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Le signal regardé, qui n’a en 1’état rien a voir avec un quelconque modéle physique, a les
propriétés suivantes :
— son spectre est en v~
propriété a I’aide (V.58));
— il révéle une intermittence (fluctuations locales de la dérivée et évolution avec r des
lois du processus incrément) ;
— il est construit uniquement par addition d’objets localisés et de structure interne riche
(les motifs de base).

5/3 si v est la fréquence (le signal a été construit pour cette

signal composd d'objets fragment de la serie temporelle et position des motifs

amplitude
amplitude f(t)

loglogvperiodagram ds Welch en og-1og et crfte de pente 513 H H “ “
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Fig. V.10: Présentation du signal synthétique utilisé pour tester des méthodes d’analyse. Une trace
étendue est figurée en haut, tandis qu'un zoom est montré a droite ou l'existence de
structures autour de certains points est plus visible; en particulier ’équivalent de ce
qu’est la dissipation est grande autour de ces points. Ce modeéle faux (sans contenu
physique) est un bon signal test du fait que son spectre est en k—5/3 (spectre au milieu a
gauche) et qu’il est intermittent. On montre les distributions des accroissements en bas
a gauche et les fonctions S3(r) et Sy(r) en log-log dont les pentes peuvent étre ajustées
(en jouant sur les distributions des «) pour générer 'intermittence voulue.

Revenir vers les méthodes d’'analyse? Pour avoir une chance d’identifier une structura-
tion des signaux de vitesse causés par des vortex, il faudrait déja savoir revenir aux motifs
mis dans un signal synthétique tel que le précédent. Nous montrons ici qu’il n’en est rien en
regardant diverses maniéres d’analyser les données.

Méthodes par tranformations en ondelette. Des méthodes d’analyse proposée pour
rendre compte d’existence d’objets structurés dans des signaux sont fondées sur leurs repré-
sentations temps-fréquence ou temps-échelle; elle est donnée en figure V.11. On consultera
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[CM98] pour les réassignements, [CHT98] pour 'extraction des maxima locaux, [AAB*95,
ABJMO8| sur le lien avec les singlarités ocsillantes, et enfin [KV94, NV98| pour les approches
par dimension de capacité dans un espace d’ondelettes. Alors que ces méthodes permettent
de capturer soit les évolutions en fréquences instantanées d’un nombre faible d’objets, soit la
variabilité statistique des singularités locales (par exemple pour la multifractalité), il manque
la possibilité d’obtenir les deux en méme temps.

signal avec beaucoup d’objets

3 lll,“ TLK i ! ”« | i
T il ” T Yy L

amplitude

scalogramme (chapeau mexicain)

i |

temps

echelle

Fig. V.11: Modéle statistique construit sur des objets qui sont des fonctions de Mellin. Sur la trace
temporelle du haut on a ajouté des marques positionnant les centres des objets. En
dessous la transformée en ondelettes du signal pointe sur certaines singularités mais ne
permet pas de retrouver toutes les organisations locales.

Représentations temps-échelle de Mellin glissantes. La méthode que nous avions
annonceée et qui se réduit a un probléme de chasse aux chirps a la méme limite qui la rend dans
ce contexte inutile. Nous montrons sur la figure V.12 comment ’augmentation du nombre
d’objets supposés dans la collection d’objets qui engendrent le signal, complique tellement
la lecture qu’il n’est plus possible de voir les objets comme séparés, méme par leurs traces
dans une représentation temps-fréquence. Les interférences sont trop nombreuses.

En quelque sorte on a le méme probléme qu’en analyse de I'invariance d’échelle discréte
au chapitre IV ou, alors que la théorie dit que les propriétés se décomposent exactement
sur des chirps de Mellin arithmétiquement répartis sur le paramétre d’échelle fondamental
1/1In ), les cas généraux ne révélent pas simplement cette structure dans une représentation
mixte (cas de la figure IV.13). Il faut passer par des analyses plus précises pour les trouver
plus explicitement (cas de la figre IV.11 pour I’analyse de la fonction de Weierstrass).

Projection sur la base de Mellin : transformation de Hough pour les hyper-
boles. Comme discuté au I11.2.4.2, la projection des représentations temps-fréquence permet
de préciser le contenu en chirps d’un signal. Cependant, il est assez clair, et I'illustration en
est donnée sur la figure V.13, que cette méthode de chasse au chirp ne marche que pour des
atomes de base sufisamment séparés en temps ou en fréquence. La lecture des transformées
de Hough (ou de la sortie d’un détecteur de loi de fréquence instantanée en 1/f) ne permet
pas de revenir aux positions des objets dés qu’ils sont nombreux (au contraire de la figure
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V.12 a gauche ou de la transformée de Hough utilisée en figure V.18 pour caractériser un
modéle de vortex isolé).

5 Conclusion sur les modéles statistiques de vortex

Ce dernier chapitre a rapporté des études (des errements aussi), et un point de vue
global sur les modeles de turbulence construits a partir de 1’existence dans les écoulements
de vortex structurés. Ces modéles et leur intérét en tant qu’approches débordant des théories
principalement statistiques de la turbulence ont été replacés dans le contexte général des
travaux sur la turbulence développée.

Il reste que nous avons principalement obtenu des réponses négatives aux développements
que nous avons tentés. Ils se réduisent aux points suivants.

e A la question de préciser les propriétés irréductibles des modéles de vortex qu’il faut
supposer pour construire un modéle de turbulence, la réponse est qu’on a le droit de supposer
un évantail large d’organisations géométriques et que la lacunarité n’est pas le caractere a
retenir. Les deux ingrédients de ces modélisations sont la possibilité d’avoir de fortes rotations
locales, autour d’'un point origine, qui engendrent naturellement des organisations complexes
locales, et la migration a travers les échelles des objets dynamiques identifiés aux vortex.

e Puisque le caractére de géométrie fractale locale (en spirale par exemple) ne semble pas
essentiel, il n’est pas étonnant que les outils construits sur la géométrie ne permettent pas
de conclure a la présence d’objets dans les signaux.

e Nous ne savons actuellement pas mettre en ceuvre une méthode d’analyse qui permette
de retrouver des motifs isolés dans un signal de complexité proche de celle des signaux de
turbulence, ni donc a partir de la géométrie, ni en partant de leur caractére de singularité
oscillante et donc de leur organisation locale en fréquence instantanée.

Ces conclusions, comme nos études a propos des vortex, portent principalement sur les
mesures de vitesse en turbulence. Nous n’excluons pas la possibilité de trouver des signatures
spécifiques des vortex de la turbulence par des méthodes différentes de mesure physique.

Nous avons évoqué les mesures des quantités scalaires qui peuvent se préter a cela (visua-
lisations ou mesures sur des zones étendues), les mesures lagrangiennes dont 'intermittence
apparait largement liées aux vortex [MMMPO01, LVC*T01], et les mesures acoustiques glo-
bales de la vorticité [BMW99| qui restent un outil privilégié pour sonder les structures en
leur entier.
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signal avec 10 objets signal avec 150 objets
T T T 0.2 T T T

/\ ol |“uu‘ ml\ i l'i mh l M H‘JL‘ IM\ T \\|h\
AR w WY

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

spectro. 2000X500 (dh = 63) spectro. 2000X500 (dh = 63)

frequence
frequence

temps temps

Fig. V.12: Modele statistique construit sur des fonctions de Mellin, & gauche avec une faible densité
d’objets, a droite avec une forte densité. Les positions centrales des fonctions sont indi-
quées par les barres verticales. Les décompositions temps-fréquence du dessous montrent
que seuls les cas avec peu d’objets vont permettre de retrouver les chirps qui ont été mis
dans le signal.
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Fig. V.13: Cette figure présente le résultat de la transformation de Hough pour les hyperboles sur
une représentation temps-fréquence analogue & la figure précédente V.12 a droite. La
densité importante d’objets ne nous autorise pas a les identifier et & les séparer dans
I’analyse.
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Fig. V.14: Evolution instantanée de I’enstrophie d’un vortex de la classe de Lundgren, & coeur en
2 .

vortex de Burgers wo(r) o< (14+hr?)e . On notera que le spectre d’enstrophie semble au

cours du temps se répartir sur des bras qui migrent vers les petites échelles (de Fourier).
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Fig. V.15: Evolution instantanée de I'enstrophie d’un vortex de la classe de Lundgren, dont l’en-
roulement est en spirale logarithmique (Q(r) o (In r)e‘rz).
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Fig. V.16: Spectre d’énergie moynné dans le temps, & gauche pour le modeéle de la figure V.14, &
droite pour celui de V.15
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Fig. V.17: Evolution instantanée de l’enstrophie d’un vortex de la classe de Lundgren, dont 1’en-
roulement est en spirale algébrique, Q(r) o 7~
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Fig. V.18: Estimation du parameétre de Mellin sur une coupe de vitesse typique d’un vortex de
Lundgren représentée en haut a gauche. Le spectrogramme réalloué [CMF99] est donné
en bas & gauche, la transformée de Hough correspondante est en haut a droite et montre
un pic assez localisé & une orgine en temps et une échelle de Mellin. En bas & droite cette
échelle de Mellin principale du vortex (mesurée donc sur le signal de vitesse) est indiquée
en fonction du temps.
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Conclusions et perspectives

Arrivant & la fin de ce manuscrit, nous pouvons lancer un regard en arriére sur I’ensemble
de travaux qui ont été décrits ici. Le théme central a la thése était la propriété d’invariance
d’échelle compléte ou brisée, étudiée au confluent des méthodes de traitement du signal,
des descriptions mathématiques de la propriété, et des modéles ou situations physiques qui
I’exhibent.

La conjonction des outils d’analyse de signal et des mathématiques associés aux inva-
riances d’échelle nous a amené a défendre 1’utilisation des possibilités de stationnarisation
qu’offre une transformation de Lamperti d’un signal, a la fois pour étudier théoriquement
des systémes a invariance d’échelle, pour proposer de nouveaux outils de descriptions et de
mesures, et pour construire des modéles de synthéses. Les contributions qui nous semblent
les plus importantes & ce sujet sont les suivantes.

e Le II.3 et le I1.4 présentent avec beaucoup de détails la théorie d’analyse des signaux
auto-similaires qui se développe en paralléle du traitement du signal stationnaire en temps. Le
point majeur est que cette analyse du signal est utilisable en pratique du fait de la possibilité
de calculer numériquement les transformées introduites, comme argumenté au II.5.

Il est ensuite possible de continuer & construire I’analyse du signal auto-similaire et le
prolongement vraisemblablement le plus fructueux a envisager concerne la modélisation et
I’estimation paramétrique auto-similaire. En particulier, il faudra se demander dans quel
cadre la modélisation auto-similaire apporte une meilleure connaissance que les analyses
traditionnelles d’un signal donné. Une autre perspective est donnée par la possibilité de
comparer les analyses stationnaires aux analyses auto-similaires et alors d’avancer sur la
construction de tests pour décider si un signal a des propriétés pertinentes d’invariance en
échelle.

e Le deuxiéme apport est de montrer comment la réflexion de « stationnarisation » qui
fonde I'utilisation de la transformée de Lamperti trouve des prolongements pour s’intéresser
aux situations plus riches ou la symétrie d’invariance d’échelle est brisée. Tandis que les
études portant sur la brisure de la stationnarité temporelle offrent beaucoup de solutions
connues d’analyse, celles portant sur les brisures de I'invariance en échelle sont plus récentes.
L’approche que nous proposons dans les chapitres III et IV, a travers des exemples ou
des contributions théoriques, parfois formelles, permet de multiplier les outils utiles aux
invariances d’échelle brisées.

A nouveau les prolongements de cette idée sont nombreux et doivent s’attacher main-
tenant & des situations plus spécifiques. L’estimation paramétrique pour les processus a
invariance d’échelle discréte est un exemple qui demande un travail algorithmique réel pour
étre possible. Un autre est d’étudier les propriétés en échelle de champs définis & deux di-
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mensions, et qu’il faut caractériser avec d’autres transformations que les seules dilatations.
Construire des méthodes d’analyse pour les auto-similarités bidimensionnelles incomplétes a
un intérét reconnu dans plusieurs domaines (en physique des nuages ou de la turbulence par
exemples, ou traitement des images).

Le mélange des outils étudiés dans ce manuscrit avec la physique a pour I'instant amené
des résultats moins aboutis. La question des propriétés en échelle a été examinée dans deux
situations physiques principalement.

e La turbulence des fluides et ses propriétés en échelle trés riches a constitué le point de
départ du travail — mais ne se marie que mal a I’approche des échelles ensuite développée. La
question que nous posions attend toujours une réponse : quelle est la part de la dynamique (et
de ses structurations) dans la complexité des propriétés en échelle de la turbulence ? Le travail
que nous avons rapporté a ce sujet montre surtout les limitations des modéles statistiques de
vortex pour analyser ce probléme. Il indique aussi que les réponses sur I'importance ou non
des vortex sont a chercher ailleurs, c’est-a-dire vraisemblablement en partant de méthodes
alternatives de mesures, de turbulence lagrangienne par exemple ou sur une zone étendue et
non en étudiant la vitesse en un point.

e Une application plus directe en physique des méthodes en échelle développées a I’aide
de la transformation de Lamperti concerne 1’étude de 'invariance en échelle discréte. A la
suite des études théoriques et méthodologiques autour de la transformation de Lamperti,
nous avons peu a peu proposé une vision neuve de l'invariance en échelle discréte, de sa for-
malisation, de ses conséquences sur les processus stochastiques et de ses méthodes d’analyse.
Nous avons montré de plus comment les outils de DSI stochastique que nous avancons se
placent dans les travaux sur cette propriété.

Les méthodes d’analyse sont maintenant en quelque sorte mires, complétées par les
modeéles de synthése de processus a DSI qui serviront de points de comparaison solides &
toute analyse statistique de la DSI dans des données réelles. La suite directe de notre travail,
et elle commence dés maintenant, est d’appliquer les outils développés a I’analyse des données
physiques et nous avons mentionné le probléme des précurseurs de fracture et les phénoménes
de croissance comme les champs d’application en cours.

Il est attendu, au moins espéré, que la confrontation des outils d’analyse a des situations
physiques précises donnera aussi lieu a de nouveaux développements autour de la modéli-
sation et des outils pour certaines brisures d’invariances d’échelle. Par exemple, regarder la
DSI en fracture pose comme prochaine étape les théories construites spécifiquement sur les
processus ponctuels.

En guise de point final & ce rapport, une remarque qui a été écartée trés tot dans le
manuscrit mérite d’étre soulevée & nouveau. L’ensemble de nos travaux concernent les pro-
priétés d’échelle pour les processus physiques. La premiére difficulté est de définir ce qu’est
une échelle tandis que d’autres quantités, temps, espace ou fréquence offrent des définitions
naturelles simples. Quand on parle d’échelle, de quelle échelle parle-t-on ? Il est de mon avis
que de nombreuses questions sont encore & poser a ce sujet, alors que le manuscrit réduit
tout de suite I’échelle a celle que les changements d’échelle (les dilatations) met en avant. La
notion intuitive d’échelle n’est en rien épuisée par 1’échelle asociée aux dilatations, de méme
qu’elle ne I’était pas par la notion d’échelle que 1’on associe aux ondelettes.
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Résumé. Modéles et outils pour les invariances d’échelle brisées :
variations sur la transformation de Lamperti et
contributions aux modéles statistiques de vortex en turbulence

La transformation de Lamperti, connue pour mettre en correspondance les processus station-
naires et les processus auto-similaires, nous permet d’aborder de maniere générale la description
des propriétés en échelle de problémes physiques ou de signaux stochastiques. La notion d’échelle
pertinente est montrée étre celle construite sur les décompositions de Mellin et nous utilisons ’idée
de la correspondance de Lamperti pour étudier les propriétés des processus auto-similaires & I'aide
des outils de I'analyse du signal stationnaire. D’autre part I'outil est généralisé aux situations non
invariantes en échelle ou avec des invariances brisées, et offre une correspondance généralisée avec
les problémes d’analyse de signaux non stationnaires.

Des méthodes de représentation, de modélisation et d’analyses sont construites de cette maniére,
en particulier les classes de représentations mixtes temps-échelle. Nous étudions des situations spé-
cifiques de brisure de l'invariance en échelle incorporant les effets de taille finie, ou une invariance
seulement locale, et nous mettons ’accent sur la propriété d’invariance en échelles discrétes stochas-
tique que nous introduisons comme correspondant en échelle & la cyclostationarité.

Parallélement, la turbulence développée, dont les propriétés en échelle sont un ingrédient impor-
tant, a été abordée par I’angle des modéles fondés sur des collections statistiques d’objets cohérents
comme des vortex. Nous avancons quelques réflexions sur la caractérisation de la signature de ces
objets structurés et avons spécifiquement examiné le modéle de vortex de Lundgren, en cherchant
& le formuler a ’aide des outils en échelle de Mellin.

Mots clefs : invariance d’échelle, temps-fréquence, temps-échelle, transformation de Lam-
perti, décomposition de Mellin, invariance d’échelle discréte, turbulence, modéles de vortex,
vortex de Lundgren.

Abstract. Models and methods for broken scale invariance :
Variations on the Lamperti transformation and contributions
on vortices collections for turbulence modeling.

Lamperti transformation is a known means to connect stationary processes and self-similar pro-
cesses. We enlarge its use to deal in a general way with the description of scale properties in physics
problems or for stochastic processes. The proper notion of scale according to this transformation is
found to be based on the Mellin intregral transform and we first use it to study the general proper-
ties of self-similar processes by converting stationary results or methods. Second, we generalize the
Lamperti transformation to broken scale invariance and introduce an enlarged connection for those
problems with nonstationary signal processing.

We propose results on representation, modelization and analysis for complete or broken scale
invariance, with a focus on mixed time-Mellin scale representations. Specific kind of broken inva-
riance are envisaged : finite size scale invariance, local self-similarity and a major part is devoted
to stochastic discrete scale invariance that we define and study as the image in the scale domain of
cyclostationarity.

The scale properties are central to the problem of fluid turbulence and we study turbulence by
means of the fine-structure models of turbulence based on collections of coherent structures or vor-
tices. We propose some reflexions on the characterization of coherent structures and we specifically
focus on the Lundgren strained spiral vortex model by means of the (Mellin) scale representations.
Key-words : scale invariance, time-frequency, time-scale, Lamperti transformation, Mellin
transformation, discrete scale invariance, turbulence, Lundgren vortex, spiral vortex model.
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