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[...] L'orchestre se compose d’'un percussionniste, d'un frappeur de
cymbales, d’un chanteur-prieur et de deux souffleurs de trompe. Il est
possible dgvoquer les percussions, les heurts de cymbales, la
méloppee du chanteur. Depuis Stravinsky et&ples apports du jazz

et de la musique conéte, notre oreille esit meme de saisir les

timbres marqgés, les attaques abruptes du son, layaence du

rythme, ou de la polyrythmie sur la ligneéttadique. Cependant, dans

le concert des instruments bouddhistes, les trorapleappené notre
entendement. Les basses qui surgissent n'ont gaguinalent en
quelgues musiques que I'Occident ait concues ou adept

Le basson, le tuba, le saxophone baryton, la clarinette basse. . .rien ne
peut suggrer de telles vibrations. [.. ]

Le bouquet des bassesdthines se brise aussittmis. C’est un son
fractal. Ou pludt, ses contours se fractionnent ipso facto. lls sont
souffes en puissance, en volume, en timbre, et cependant se brisent
des I'émission. Se pudvisant, ils gardent @anmoins toute leur
puissance et leur ampleur. [.. ]

Ces basses comme de gros coussins de terre cuite et de vent. Un
saxophone baryton, ayant agadu pgéalable un tuba, explose
amoureusemerit vos pieds, en vous, tout autour. [...]

Pierre Sterckx,
[107], chap. “Image<crites au Tibet”, pp. 153-154.
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PARTIE I

Gongs et cymbales

Voici le gong, infiniment plus brutal [. . .]. Bref, le gongéme
compag en pense ou par la ramoirea d’'autres gongs, &thire le
syseéme de l'orchestre, et il faut I'aimable hospitéldu laxisme
contemporain pour jouir de ce padans la mare, de cetémorme
faute d’orthographe, et pour orner augttitette idole de
guirlandes. . .Ce gong nous vient d’ailleursétherge, objet sonore
solitaire. On n’entend que lui. [...]

Pierre Schaeffer,
[104], §18.7, Diabolus in musica






CHAPITRE

Introduction

Le travail de thése exposé dans ce manuscript s'inscrit dans le cadre général de recherches sur des
modeles physiques d’'instruments de musique dirigées par Antoine Chaigne ; il fait suite au travail de
these de Cyril Touzé [122], et correspond ainsi a la deuxieme étude sur les instruments de percussions
dits “non-linéaires” menée au département Traitement du Signal et des Imagesote Nationale
Supérieure des Télecommunications. La présente étude a pour objectif de corarifalednoration
d’'un modele physique de comportement, en situation de jeu, des instruments de percussion du type
cymbales et gongs. Avant toute chose, il convient de présenter brievement les objets de cette étude.

1.1 Lescymbales et les gongs

Dans la classification utilisee usuellement en occigées cymbales et les gongs font partie de
la famille des instruments de percussion, et plus particulierement de celle des idiophones (“le son
de l'instrument est produit par la matiere méme, sans qu’on ait recours a la tension de membranes
ou de cordes”, [126]). Ces instruments sont parfois qualifies de “non-linéaires” [122], du fait que
les mécanismes de production de leur son ne peuvent pas &tre prédits par des modele mathématique
linéarisés. Par abus de langage, les phénomenes particuliers associés a des modeéles non-linéaires
seront simplement qualifies de “non-linéaires” dans la suite. Une photographie représentée sur la
figure 1.1 représente certains de ces instruments.

1.1.1 Geonetrie, utilisation
Les gongs

Les gongs sont des instruments originaire d’Asie du sud-est, les premiers modeles tels que nous
le connaissont aujourd’hui ayant fait leur apparition en Chine awsi®tle. lls sont en général fa-
briqués en bronze (alliage de cuivre et d’étain). Leur géométrie est celles de coques circulaires axi-
symeétriques, plus ou moins bombées. lls possédent tous des bords recourbés vers l'intérieur, en une
paroi latérale. Selon I'importance des phénomenes non-linéaires mis en jeu, on peut classer ces ins-
truments en trois familles.

!La classification utilisée ici est celle de Hornbostel/Sachs, qui distinguiglitgshones les membranophonedes
cordophonest lesaérophonesavec les deux premiers couramment regroupés dans les instruments de percussion. Les
chinois utilisent une classification en huit classes (métal, pierre, terre, bois, bambou, calebasse, peau, soie), fondée sur la
matiére principale dont I'instrument est fabriqué [126].
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FiGc. 1.1 —Quelgues gongs et cymbales. De gaukligoite : cymbale “crash”, cymbale “splash”,
cymbales charleston, gong viet-namiens (du type des “kempuls”ésdors), tam-tam chinois.

— La premiere famille comprend les gongs de forte épaisseur par rapport a leur diametre (4 mm
environ pour un diametre extérieure de 600 mm, par exemple). lls possedent en général une pro-
tubérance arrondie en leur centre, appefreeou bulbe sur laquelle I'instrumentiste frappe
avec une mailloche en feutre. Le ddme, la large paroi latérale et la forte épaisseur conférent
a la structure un forte rigidité en flexion, qui limite 'amplitude des vibrations en conditions
normales de jeu. Ces instruments présentent des effets non-linéaires tres faibles, qui se mani-
festent par un enrichissement du spectre au bout de quelques secondes de son, tout en gardant
une hauteur tonalerécise et fixe au cours du temps [94]. En Asie du sud-est, et en particulier
en Indonésie, les gongs sont déclinés en plusieurs tailles, correspondant a des notes précises,
et rassemblés en carillons par familles de profils, formant ainsi des instruments mélodiques.
Dans le Gamelan javanais, les gongs de plus fort diamétre (et de notes les plus graves), de 400
mma 1 m de diarafre environ, sont suspendus verticalement par des carti€gure 1.2(a)),
formant un carillon nommé&empul Des gongs de plus petit diamétre (de 150 mm a 400 mm
environ) sont disposés horizontalement sur des cordes tendues, et forment ainsi une sorte de
clavier de gongs. Cet ensemble est apgeli@ongpour le plus grave ébonangpour le plus
aigu (cf. Figure 1.2(b)).

— Ladeuxieme famille regroupe les gongs utilisés traditionnellement dans I'opéra chinois. lls sont
d’épaisseur plus fine que les gongs de la famille precédente, ne possédent pas de ddome central,
et ont leur paroi latérale peu larged.Figure 1.2(c)). Leur taille varie, de I'aigu au grave, de

2La hauteur tonale est la valeur de la note de musique assotaggguence fondamentale percue par I'auditeur, si elle
existe. Le musicien parlera de “hauteurs”, le physicien de “frequences”.



1.1. LESCYMBALES ET LES GONGS
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(a) - Gongs verticaux (b) - Gongs horizontaux (c) - Tam-tam,

(Viet Nam, kempuls du gamelan javanais) (Bonangs, kenongs du gamelan javanais) gongs d’opéra chinois

FiG. 1.2 —Profils de quelques gongs typiques (les dimensidgrsf&es sont des ordres de grandeur).
Les ‘tam-tams’ et les gongs d'eg chinois (c) ne posslent pas dedme, sont ®paisseur plus fine
et n'ont pas de hauteur harmoniqueesfique. Les autres (en particulier en Inésie et au Viet-
Nam, (a) et (b)) pogsient un dme, sont plugpais et sont acco&$a une hauteur gifique. Des
gongs de ce type, de @ifentes tailles, et donc de @ifentes hauteurs, sont souvent rassémbh
carillons, constituant ainsi un instrumenéhodique.

100 mm de diametre pour les plus petits, jusqu’a 500 mm. Il sont suspendus en général par
un cordage, soit a I'intérieur d’'un cadre, soit tenus par l'instrumentiste, et sont frappés en leur
centre au moyen d’'une mailloche de taille adaptée au diamétre de I'instrument. Ces gongs, a
diametre égal, ont une rigidité inférieure a celle des gongs de la premiere famille. Leur son tres
particulier a une hauteur tonale perceptible, mais qui varie au cours du tempsgkssando

typigue. De plus, selon leur géométrie plus ou moins galbée, le glissando peut étre montant, ou
descendant [37]. Ce phénomene de dépendance de la frequence en fonction de I'amplitude des
oscillations de la structure est typique d’effets de non-linéarités faibles.

La troisieme famille est constituée desn-tams(a ne pas confondre avec les tambours afri-

cains du méme nom). lls sont originaires de Chine, et sont les gongs les plus utilisés dans
I'orchestre symphonigue occidental. lls ont en général un profil similaire aux gongs d’'opéra
chinois, mais sont de taille beaucoup plus importante, de 500 mm de diametre jusqu’'a 1.2 m
parfois €f. Figure 1.2(c)). Il sont suspendus en général a l'intérieur d’'un cadre monté sur pieds,

et sont frappés en leur centre au moyen d’'une mailloche. Les tam-tams, a diametre égal, ont une
rigidité inférieure a celle des gongs des deux premiéres familles. Leur caractéristique principale
est que pour des conditions analogues d’excitation, le timbre d’'un tam-tam n’a pas de hauteur
tonale précise. Son contenu spectral est variable au cours du temps : lorsque l'instrument est
frappé en son centre, le support spectral se confine au basses frequences pendant un court ins-
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FiG. 1.3 —Profils de quelques cymbales typiques (les dimensid@uifisps sont des ordres de gran-
deur).

tant, pour glisser vers les hautes fréquences ensuite ; le son devient alors plus brillant et éclatant,
avant de s'éteindre lentement. Ces effets, on le verra, sont typiques de fortes non-linéarités, me-
nant dans ce cas a des oscillations chaotiques de la structure [56, 123]. Principalement utilisé
comme bruitage en musique occidentale avant |18 ${¥cl€ ou dans les bandes son de films,

il trouve un emploi plus frequent en musique contempotaine

Les cymbales

Les cymbales ont aussi une origine asiatique, et ont été utilisées traditionnellement sous diverses
formes en musique militaire et religieuse dans de nombreuses cultures. Rapportées d'orient par les
croisés, elles occupent aujourd’hui une place de choix dans les orchestres symphoniques, les fanfares
et les formations de jazz. Comme les gongs, les cymbales sont fabriquées généralement en bronze.
Leur géomeétrie est aussi celle d’'une coque axisymétrique, de courbure plus continue que celle d’'un
gong, ce qui lui confere une forme comparable a celle d'une soucoupe. Elles possedent presque toutes
un déme central, et n’ont pas de bordure latérefledigure 1.3). Les cymbales possédent un trou cen-
tral qui permet de les fixer horizontalement sur un support, et dans ce cas d’en jouer en les frappant
avec divers accessoires : une baguette de bois, une mailloche, de$™dalbistteur, une tringle de
triangle... La zone de frappe est choisie en fonction du timbre désiré : directement sur le bord, avec
le plat de la baguette, I'amplitude de vibration de la cymbale est la plus importante, et le timbre est
le plus chargé en harmoniques ; sur le dessus du plateau, le son est plus colorg, et plus vers le centre,
sur le ddome, le choc est plus brillant. L'orifice central peut aussi servir a nouer upecani moyen
de laquelle l'instrumentiste frappe deux cymbales I'une contre 'autre. Cela est utilisé dans les fan-
fares populaires et en musique traditionnelle tibétaine. Enfin, une utilisation moins courante consiste
a mettre en vibration la cymbale en la frottant, soit sur le bord avec un archet de violon, soit avec un
baton de bois, en un mouvement rotatif, de fagon similaire a I'utilisation d’un bol chantant tibétain.
Les batteurs de jazz utilisent des onomatopées issues de I'anglais pour qualifier les cymbales, dont
les principales sontide, crashet splash Deux familles de cymbales peuvent étre degagées, selon

34le tam-tam] ne s’emploie que dans les compositions funébres et les scénes dramatiques ol I'horreur est portée & son

comble”, selon Berlioz ([126], p. 55)

4cf. la citation de P. Schaeffer, p. 13.

Ssorte de fagot de fils métallique ou de nylon, rassemblés au bout d’une poignée, que les batteurs de jazz utilisent parfois
comme baguette pour produire des sons plus doux.
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'importance des phénomenes non-linéaires mis en jeu, comme dans le cas des gongs.

— La premiere famille correspond a des cymbales de forte épaisseur par rapport au diametre (par
exemple 2 a 3 mm pour un diametre extérieur de 600 mm). Elles sont en général frappées sur
le dessus, et un son tintant et précis est obtenu, comparable a celui d’'une cloche, sans toutefois
avoir une hauteur tonale définissable. Le contenu spectrale est alors discret, et varie tres peu au
cours du temps. Cela permet aux batteurs de les utiliser pour marquer le rythme, en particulier
avec les cymbales “ride”, de grand diametre (de 450 a 600 mm), et les cymbales “charleston”,
de diametre plus faible (de 325 a 350 mm), utilisées par paire : soit en les heurtant I'une contre
I'autre au moyen d’une pédale, soit en frappant la cymbale supérieure au moyen d’accessoires.
On peut aussi classer dans cette famille des cymiaadBme central de grand diameétre tenues
en mains et heurtées ou frottées I'une contre I'autre lors des rituels religieux tibétains.

— La deuxieme famille regroupe des cymbales d'épaisseur plus fine, qui produisent des sons plus
bruyants. Leur spectre s’apparente a celui des tam-tams, puisqu’il est bruité, a large bande et
continu, avec un contenu fonction de la force de frappe, et variable au cours du temps. Elles sont
en générales utilisées ponctuellement, comme bruitage, pour ponctuer ou marquer des chan-
gement dans musique. Parmi les éléements d'une batterie, on trouve les “crash”, de diamétre
variable (de 300 a 450 mm) et les “splash”, plus petites (de 150 & 300 mm), de profil similaire.
Les cymbales “chinoises”, qui peuvent atteindre de trés grande taille (de 300 a 800 mm), ont
leurs bords legerement recourbés, et produisent un son tres caractéristique. Ces cymbales sont
jouées principalement avec des baguettes, sur le bord, ou au moyen de mailloche de feutre en
coup unique ou en roulement. En particulier, on retrouve le phénomeéne d’enrichissement spec-
tral des tam-tams décrit precédemment lorsque une cymbale crash, par exemple, est frapp”
avec une mailloche.

1.1.2 Fabrication

La fabrication des cymbales est majoritairement industrielle, vue leur utilisation tres répandue
en jazz et musique de vatg, alors que celle des gongs est principalement artisanale. Elle est la
conjugaison de laminage, repoussage, martelage et traitements thermiques diverses, dont les détails
précis, parfois ancestraux, sont souvent gardés secrets par les fabricants/artisans, surtout dans le cas
des gongs. On peut trouver dans [111] une description assez compléte de la fabrication des cymbales.

1.2 Cadre de la pesentegtude

1.2.1 Acoustique instrumentale et modles physiques

Le rble premier de I'acoustique instrumentale est de comprendre et d’expliquer en détail des mé-
canismes de production du son dans les instruments de musique. Elle ne veut remplacer en aucun
cas la connaissance des facteurs, qui comprennent mieux que quiconque le fonctionnement des ins-
truments qu'ils fabriquent et améliorent. En revanche, elle permet d'offrir de nouvelles explications,
fondées sur les outils et le langage de la physique et des mathématiques. Les études ont porté sur une
grande variété d’instruments, essentiellement depuis ces cinquante derniéres années. On peut citer en
premier lieu les ouvrages de la fin du dix-neuviéme siecle de J. W. S. Rayleigh [84, 85], puis ceux du
début du vingtieme siécle de H. Bouasse [14, 15, 17, 16], probablement les premieres publications sur
les instruments de musique écrites par des physiciens. Ensuite, les trafaeigp [57], pionnier
de l'acoustique musicale en France, et ceux recensés par N. Fletcher et T. Rossing [39] offrent une
vue exhaustive et homogene de la connaissance actuelle en physique des instruments de musique.
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Les instruments de musique sont congus dans le but de produire des sons qui vont &tre écoutés
par l'oreille, un “capteur” extrémement fin et précis. lls sont en général le fruit de plusieurs siecles
de modifications et d’améliorations. Leur fonctionnement est en ce sens souvent subtil et compliqué
et il est impératif de prendre en compte dans un modéle de comportement des phénoménes souvent
négligeables en terme d’énergie (comme des non-linéarités faibles, par exemple), mais dont les effets
sonores sont prépondérents. Une des applications principales de ces travaux est la mise au point d’ou-
tils de simulation numérique de ces modeles, appliqués a la synthese sonore. Leur but premier est bien
evidemment la “synthese de son par modeéle physique” pouvant étre utilisée par des musiciens. Elle
peut donner des résultats particulierement intéressants, tout d’abord en terme de timbres extrémement
réalistes ; mais aussi parce qu’un modele donné offre une palette de sons de synthesesest vari
facilement réglables intuitivement, puisque les parameétres du son sont ici des parametres “physiques”
comme le diametre, la courbure, le matériau de la mailloche etc. ..

Ces outils de simulation peuvent aussi étre d’un grand intérét pour le physicien, car ils offrent
un moyen puissant de mise au point et de validation de modeéles physiques, en profitant des grandes
capacités d'analyse et de discernement de l'oreille. lls peuvent permettre en particulier d’identifier
des correspondances entre des phénomenes perceptifs et la physique des systemes étudiés, par la
méthode la plus naturelle et habituelle qui soit : 'ecButa portée de ces techniques dépasse ainsi
I'acoustique musicale, car elles offrent :

— une connaissance fine du comportement vibro-acoustique, linéaire et non-linéaire, de consti-
tuants classigues que sont les tuyaux, les barres, les cordes et dans la présente étude les plaques
et les coques;

— des modeles pouvant étre appliqués a la synthése sonore, qui en plus de son intérét musical
peut s'avérer étre un outil d'analyse et de validation particulierement efficace.

1.2.2 Vibrations non-lineaires de cymbales et de gongs

Parmitous les instruments présentés au paragraphe 1.1, certains présentent en conditions normales
de jeu des amplitudes de vibration grandes devant I'épaisseur moyenne de I'instrument. Cela conduit
d’un point de vue mathématique a ne plus pouvoir négliger les termes non-linéaires dans les équations
pour obtenir un modele de comportement valable.

Les études antérieures ne proposent que des ébauches d’explications. Les instruments de percus-
sion du type gongs et cymbales ong étudiés principalement par N. Fletcher et T. Rossing ces 20
dernieres années. lIs ont proposé differents bilans de leurs études [93, 36, 38, 39], et se sont intéressés
aux comportements :

— des gongs d’opéra chinois, faiblement non-linéaires, dont le timbre présente une hauteur tonale

glissante et dependante de I'amplitude de vibration de la structure [92, 37];

— non-linéaire et chaotique de tam-tam chinois [91, 56];

— non-linéaire et chaotique de cymbales [95, 105, 124, 123].

Les phénomenes d’origine non-linéaire mis en jeu dans ces instruments se manifestent sous différentes
formes. Dans les gongs d’opéra chinoisglissandofréquentiel provient du fait que les fréquences
d’'oscillations des modes propres dépendent de I'amplitude de vibrations, lorsque celle-ci devient
non-négligeable devant I'épaisseur de la structure [74, 37]. Dans les tam-tams et les cymbales, des
structures moins rigides en flexion, les amplitudes de vibrations sont plus importantes, et ces systemes
présentent toutes les caractéristiques des systémes non-linéaires chaotiques, a savoir :

— des signaux de vibration dont le spectre est continu et a large bande,

— un comportement sensible aux conditions initiales,

— des bifurcations menaatun €gime de vibration chaotique.

Musicalement et auditivement, ces caractéristiques se manifestent par un timbre qui tient du bruit

6Cf. la citation de H. Bouasse, p. 55.
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coloré, dont la hauteur est indéfinissable et dont le contenu spectral est dépendant du temps et des
conditions d’excitation.

Notre étude vise a compléter nos connaissances sur les mécanismes physiques non-linéaires mis
en jeu dans la production des sons de cymbales et de gong. Les phénomenes rencontrés dans ces ins-
truments sont typiques de non-linéarités geéomeétriques, qui se manifestent dés que les déplacements
ou les déformations deviennent importants, alors que le comportement du matériau demeure élastique
et linéaire. Une deuxieme source de non-linéarité pourrait étre un comportement non-linéaire du
matériau. Dans le cas des métaux, la seule non-linéarité matérielle possible se rencontre a la suite
de grandes sollicitations lorsque le matériau sort de son domaine €élastique pour entrer dans la zone de
plasticité [1, 32]. Si tel était le cas dans le cadre de nos instruments de percussion, des déformations
remanentes subsisteraient apres arrét des sollicitations, ce qui entrainerait des modifications et des
dégradations de la structure allant a I'encontre du comportement souhaité ; en particulier, le son ne
serait plus reproductible d’une utilisation a I'autre de I'instrument.

Une des difficultés de I'etude de ces instruments est que, en situation normale de jeu, la structure
est frappée par une mailloche ou une baguette, si bien qu'un grand nombre de modes de vibrations
sont excités simultanément. Par le jeu des couplages non-linéaires internes entre ces modes, les formes
d'ondes et les spectres obtenus sont complexes, ce qui rend leur étude difficile. L'idée a donc été
d’étudier ces structures soumises a une excitation forcée monofréquentielle. Les avantages sont les
suivants :

— peu de modes de vibration sont directement exa# €gime permanent,

— les caractéristiques (amplitude, fréequence) du signal d’excitation sont facilement contrdlables,

et reproductibles,

— laréponse de la structure devient rapidement permanente, du fait de 'amortissement.

C’est pour ces raisons que la majorité de notre travail a porté sur I'étude de structures en vibrations
forcées.

Les analyses expérimentales sur les instruments de percussion ont &té menées sur un tam-tam
chinois, en régime forcé monofréquentiel, lorsque la frequence d’excitation est proche d'une des
frequences propres. Plusieurs régimes de vibration ont été mis en évidence, selon la valeur de I'am-
plitude des vibrations.

— Pour des faibles amplitudes, on observe des répgagesiques dont I'amplitude et la phase
dépendent des conditions initiales. Des classiques courbes de résonances incurvées sont obte-
nues, caractérisées par des phénomenes de saut et une hystérésis lorsque la frequence d’excita-
tion est lentement variée. Une distortion harmonique dont I'importance dépend de I'amplitude
des vibrations est aussi observée.

— Pour des amplitudes moyennes, des régimes de vibrajitass-griodiquessont obtenus. lls
proviennent de combinaison de résonances qui se manifestent par des échanges d’énergie entre
certains modes non-excités directement par le forcage. Des frequences incommensurables ap-
paraissent alors dans la réponse.

— Des régimeshaotiquessont obtenus a plus fortes amplitudes. Il présentent une grande simili-
tude,a I'ecoute, avec le comportement de la structure en situation de jeu, c’est-a-dire lorsque
I'excitation est impultionnelle. Cela offre une validité supplémentaire aux études en régime
forcé.

Des comportements analogues ont été mis en évidence dans les cymbales par @t &dads
[124, 123, 122]
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1.2.3 Mocklisation

L'idee premiere en terme de modele mécanique est de représenter les gongs et les cymbales par
une coque a symeétrie de révolution. Les équations associées a ce genre de systemes sont assez com-
plexes, et ne possédent des solutions analytiques que dans les cas de géométrie simple, comme les
coques sphériques, cylindriques ou coniques. Ainsi, dans le but de construire un modeéle physique
de comportement de cymbales et de gongs, I'idée a cengistmplifier dans un premier temps
leur géomeétrie, pour aller le plus loin possible dans I'étude analytique. Le travail de modélisation
a donc été concentré sur des plaques circulaires. Un premier avantage est que les techniques de
résolution sont les mémes que celles associées aux coques, mais appliquées a des équations plus
simples. Le deuxieme avantage est qu’'on observe dans le cas des plaques des comportements vibra-
toires périodiques, quasi-périodiques et chaotiques similaires a ceux rencontrés dans les gongs et les
cymbales et décrits préceédemment.

La deuxieme tache de modeélisation a comséstonstruire des petits modeles de comportement,
fondés sur des systemes de barres élastiques articulées en grand déplacement. L'idée principale de ce
travail est de représenter les structures minces telles que les coques et les plaques par un ensemble de
fibres superposées, représentées chacunes par une barre. On obtient alors des systemasidiscrets °
degré de liberté dont le fonctionnement tres simple en facilitent I'etude. Cela permet en premier lieu
de dégager des interprétations physiques des phénomeénes non-linéaires observés dans les structures
continues. En second lieu, la courbure des coques peut étre prise en compte sans grande complication
du modele, ce qui permet d’en étudier les effets principaux, ce qui était impossible avec le modele de
plague.

1.2.4 Organisation du manuscrit

Ce travail est organisé autour de trois parties. La premiére a pour objectif, a la suite de la présente
introduction, d’exposer differentes observations expérimentales effectuées sur le gong du laboratoire.
Cela permet de se familiariser avec les objets de cette étude, les instruments de percussion, et de
dégager les phénomeénes non-linéaires principaux observés dans ces structures (chap. 2).

La seconde partie est consacrée au développement d’'un modele de vibrations de plagues en grands
déplacements et moyennes rotations. Les équations de la mécanique des milieux continus tridimen-
sionnels non-linéaires sont appliqgu@da gBomeétrie particuliere de la plaque, a partir des hypothéses
classiques associées aux milieux minces (chap. 3). Une résolution basée sur un développement de
la solution sur les modes propres de la structure est ensuite réalisée (chap. 4). Le systeme temporel
obtenu est alors résolu en régime faiblement non-linéaire dans les cas simples de vibration sur un seul
mode, ce qui permet d'expliquer certains des comportements du gong exposés dans la premiére partie
(chap. 5). Enfin, des validations expérimentales des résultats théoriqpedats sont proposées
(chap. 6).

La troisieme partie présente et étudie les systemes de barres articulées. Les équations du mouve-
ment sont établies pour difféerentes configurations des systemes, ce qui permet de dégager certaines
interprétations sur l'origine physique des non-linéarités géométriques (chap. 7). Ensuite, les équations
sont résolues, et certains phénomenes oscillants non-linéaires, comme les effets raidissant et assou-
plissant, sont expliqués et interprétés. Linfluence de la courbure est aussi abordée (chap. 8).

oo



CHAPITRE 2

Analyse des vibrations d’un gong

Ce chapitre se propose de présenter par differentes analyses I'objet de notre étude : le gong. Sans
utiliser de développements mathématiques, les phénomemes principaux mis en jeu dans les vibrations
du gong sont mesurés, et une premiére analyse en est dégagée.

2.1 Legong

10mmY

30 mm ‘ 2mm

————— — My

FIG. 2.1 —Sctema tleorique et photographie du tam-tam du laboratoire

Le gong du laboratoire sur lequel les mesures et analyses ont été effectuées est un tam-tam chinois,
dont le profil, la vue de face et une mise en situation sont présentés Fig.2.1. Sa géométrie idéalisée
est celle d'une coque a symétrie de révolution, de diamétre extérieur 640 mm et d’épaisseur 2 mm.
La surface supérieure est plate sur les 3/4 du diametre, puis faiblement conique sur I'extérieur. Un
anneau de 30 mm de large rigidifie la structure.

La géométrie ci-dessus est idéalisée, car le gong présente une structure fortemeaenditel
paisseur peu homogéne (la moyenne est 2 mm). Il parait avoir en premier lieu &té frgid, puis
martelé, ce qui lui confere un aspect brut, sauf sur une partie annulaire qui a fait I'objet d'un tournage
par enlevement de matiere, dont I'aspect est brillant (Fig. 2.1). Ainsi, il est clair que le matériau, du
bronze, n’est pas homogéne (on peut penser que la partie martelée est écrouie en surface).

23
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En utilisation en conditions normales de jeu, le gong est suspendu dans un portique au moyen
de deux cordages de nylon (Fig. 2.1). L'instrument est alors frappé en son centre au moyen d’'une
mailloche de feutre, et on obtient alors le son caractéristique de ce genre d’instruments.

2.2 Analyse modale exprimentale

gong
Vibrométre LASER
Calcul des
LASER , ,
) déformées
bobine
& aimant

Ampli. de Synthétiseur
puissance de signal

A =1

FIG. 2.2 —Sctema exprimental utili€ pour I'analyse modale du gong.

Synthétiseur de signal Oros Carte OR 25.4 1l
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
VibrometreLASER Ometron VPI sensor

TAB. 2.1 —Références des appareils utdis pour les analyses modales

Des analyses modales expérimentales ont &té menées sur le gong au Laboratoire de Mécanique
Physiqué. Le principe de ces analyses est le suivaft Fig. 2.2 et Tab. 2.4) : le gong est suspendu
par ses deux cordages de nylan. Fig. 2.1). Il est mis en vibration par le systeme bobine/aimant
décrit en annexe A, qui permet d'imposer une force proportionnelle au signal d’intensité qui parcourt
la bobine. Une somme de sinusoides a phases aléatoires (“random multisine” en anglais) est choisie
comme signal d’excitation de la structure. Son expression mathématique est :

fM_fm‘

N
s(t):Sstin<27r(fm+k:Af)t+<pk) avec Af =M

k=0

(2.1)

On choisit les frequences minimuyf), et maximumfy,, le pas frequentieAf ; la phasey, de

chaque sinusoide est choisie aléatoirement. La réponse en vitesse de la structure est mesurée en cha-
cun des points de coordoeed(z;, y;), (i,5) € {1... P}? d’une grille carrée d& x P points et de

largeur le diametre extérieur du gong (640 mm). Ces signaux, n¢igg;;t) sont échantillonnés

a la frequencef, = 2f,,. La densité spectrale de puissance (DSP), moyefnieds, estimée a par-

tir de la transformée de Fourier a temps discret (TFTD)Supoints (calculé par I'algorithme de
Transformée de Fourier Rapide, FFT), de chacunidlesP signaux de vitesse(s;, y;;t) est [7] :

2

Q-1
Guosifi) = 57 % S V(@i yss fi)al (2.2)
e )

Laboratoire de Mécanique Physique, Université Pierre et Marie Curie, CNRS UPESA 7068, 2, Place de La Gare de
Ceinture, 78210 Saint-Cyr-Ecole
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ou V(z;,yj; fr)q €stla TFTD suivante :

N-1
2irnk
Vi s g = Y o(i 53 (AL + 7)) e 5 (2.3)

n=0

avecf, = k.fe/N, k =1...N/2 les frequences discrete&} = 1/ f. le pas d’échantillonnage et
T = N.At la longueur de la fenétre temporelle.
A partir des DSP précédentes, on obtient deux types de représentations :
— une DSP globale de la structure étudiée, obtenue par moyennage des DSPs précédentes sur les
points de mesuretlle s'écrit :

P-1P-1

Go(fe) = Y. Y Golwi, yss fr) (2.4)

i=1 j=1

Cette représentation, correspondant a la Fig. 2.3, est utile pour identifier les frequences propres
frn de la structure, qui correspondent aux maxima locau® 4, )

— lesN/2 cartes de déformées, pour chaque fréquepcebtenues en tracant dans le plamy)

les P x P valeurs de&, (zi, yj; fx), (4,7) € {1... P}*. Les déformées modales sont les cartes
correspondantes aux frequenggs Elles sont représentées pour le gong Fig. 2.5-2.7.

Pour identifier un maximum de modes du gong, deux séries de mesures ont été menées, pour deux
positions d’excitations differentes : (i) au centre (expérience 1), (i) a 100 mm du centre (expérience
2). En effet, en excitant au centre, seuls les modes qui ne possedent pas de noeud au centre sont
excités. Dans une structure théoriguement parfaite, tous les modes asymétriques possedent un noeud
au centre. lls ne sont donc pas excités, et la réponse ne contient des contributions que de modes
axisymétriques. Les parametres de mesures sont rappelés dans le tableau 2.2.

Expérience 1 Expérience 2
Position d’excitation centre 100 mm du centre
Nb. de points de mesuré’(x P) 20 x 20 20x 20
Fréq. d’échantillonnagef() 1205 Hz 2000 Hz
Nb. d’echantillons {V) 1024 1024
Résolution freq. A f) 1.177 Hz 1.953 Hz
Nombre de moyennesg)) 12 12

TAB. 2.2 —Paran®tres des analyses modaleséxmentales

La Fig. 2.3 représente la moyenne des DSPs pour les deux expériences, pour les frequences
inferieures a 600 Hz. Les déformées modales associées a chacun des pics sont représentées Fig. 2.5-
2.7. Un calcul des déformées modales du gong, modélisé par la méthode des élements finis (EF.)
implantée dans le code de calaAsTEM 2000 [2], fournie une comparaison, et permet de mieux
identifier les differentes déformées. On trouvera plus de détails sur ce calcul numérique en annexe
B.2. Avant toute chose, on peut remarquer que la moyenne des DSP issue de I'expérience 1 (excita-
tion au centre) fait intervenir principalement les modes axisymétriques, alors que l'autre (excitation
décalée du centre) offre des réponses de modes asymétriques non négligeables, ce qui était attendu.

Le gong sujet du calcul par EF. est a symétrie de révolutigrmaisseur constante, de matériau
homogene et isotrope dont les constantes d’élasticité ont été choisies de sorte que les frequences
propres calculées se rapprochent au mieux des frequences propres mesusedd2) kg.m?,

E = 120.10° Pa,rv = 0.3). Les déformées modales issues de ce calcul, que I'ont peut qualifier de
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théoriques, possedent des lignes nodales qui se répartissediaaneétres et cercles concentriques.
On peut classer les modes en deux groupes.

— les déformées modales du premier groupe ne déforment que la surface supérieure du gong, avec
le bord et la collerette qui subit un mouvement de solide rigide. Ces modes ressemblent aux
modes d’une plaque circulaire a bord enoag@f. figure 4.2, p. 96), et la collerette du gong a
ici un effet rigidifiant. Ce sont lesiodes de plaque

— Les autres déformées, classées dans le deuxieme groupe, ne font intervenir que le bord du gong
et sa collerette, si bien que les modes correspondants serornesippelés de bord

D’autre part, certains modes ne possedent pas de rayons nodaux, ce qui leur confere une déformée
axisynetrique Les autres, qualifiés dsynétrique sont toujours associés par deux. Si la structure est
a parfaite symétrie de révolution, matérielle et geéométrique, a chaque fréquence propre associée a une
déformée modale asymétrique correspond deux modes propres. Mathématiquement, la recherche des
frequences et deformées modales d’une structure se caractérise par un probleme aux valeurs propres.
Les propriétés de symétrie produisent des valeurs propres de multiplicité 2, qui correspondent aux
frequences des modes asymeétriques [67]. Les deux déformées modales associées ont le méme nombre
de diametres et de cercles nodaux, mais different simplement par la position de leur rayons nodaux,
ceux de l'une étant positionnés sur les ventres de l'autre. On choisit de nommer ces deux modes
propres leonfigurations pferentiellesassociées a un coup(é,n), & > 1, terme introduit par
Tobiaset al[121] lors d’études de vibrations asymétriques de plaques circulaires, sur lesquelles nous
reviendrons au chapitre 5 et 6. Dans le cas d'une structure avec des défauts de symétrie, comme le
gong, les frequences des configurations préférentielles se dédoublent, et les déformées modales ne
sont plus tout a fait identiques par rotation. Le tableau 2.3 donne pour chacun des modes du gong,
les frequences propres mesurées et celles issues du calcul EF., leurs ndmbyeke (diametre et
cercles nodaux, et précise si il est axisymétrique, asymétrique ou un mode de bord (qui ne peut
étre qu'asymeétrique). On peut noter que certains modes asymétriques présentent des configurations
préféerentielles de frequences éloignées, ce qui sous-entend des défauts importants de la symétrie de
révolution du gong.

Avec les deux positions d’excitation, la majorité des modes du gong prédits par le calcul EF.
ont été identifiés. On peut constater néanmoins qu’ils ne sont pas tout a fait dans le méme ordre de
frequence. L'un d’entre eux (la deuxieme configuration préférentielle du mode (4,0)), n'ont pas pu étre
identifies avec les deux seules expériences effectuées. De plus, certaines cartes de déformée corres-
pondant a certaines frequences (dont les pics sont indiqués avec des “?” Fig. 2.3, et les déformées mo-
dales sont précisées Fig. B.1, p. 212 en annexe) se sont averées peu ressemblantes aux déformées EF.
Une troisieme expérience, avec une nouvelle position d’excitation, permettrait sans doute d’identifier
les modes manquant, de confirmer les identifications des Fig. 2.5-2.7, et d’interpréter les déformées
modales non prévues par le calcul EF.

Pour finir, la Fig. 2.4 donne un résumé de la valeur des frequences modales mesurées et calculées
par EF, en fonction des nombrésle cercle nodaux et de rayons nodaux.
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FiG. 2.3 —Moyenne des DSPs pour Iésx P points de mesure. (—) : Expence 1, excitation au
centre du gong, (- -) edgpience 2, excitatioa 100 mm du centre.
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Fréquence (Hz)

Modes de plaque

Modes de bord

Mesurées CalculéesAsTEM 2000)  Axisym. Asym. (Asym.)
35.3-37.7 50.9-51.0 - - 2,0
87.1 82.3 0,1 - -
119.1-125.0 174.5-174.5 - - 3,0
134.2-148.3 148.1-148.1 - 11 -
223.6-234.4 234.4 - 234.5 - 2,1 -
2495- ? 364.2 - 365.1 - - 4,0
275.4 278.4 0,2 - -
303.7-332.0 383.3-383.3 - 1,2 -
314.4-321.3 351.1-351.1 - 3,1 -
3849- ? 516.8-517.4 - 2,2 -
408.4 - 421.8 490.8-491.4 - 4,1 -
443.7 - 492.2 675.1-675.1 - 3,2 -
474.6 - 505.8 572.2-572.2 - — 5,0
537.1-545.0 650.4 - 650.4 - 51 -
556.7 539.2 0,3 - -

TAB. 2.3 —Fréquences propres du gongérituresa 600 Hz, avec les nombrésn de cerclesk) et
de rayons{) nodaux. Les valeurs sont&sjifiees avec une tetance detAf/2 = 0.6 Hz

700 T T T T T T T T T
o)
600 [ B
k=3 y
500 © o =g
o) e
L. _ _ 7 /
%] - -
[ L . - /,8 ’ _
5400 o k=2 o~ _ = ,
] o -~ °_ /
- /
2 300} o~ =4 . 4
[ - - . -
3 ¢ == ’
3 S Pet
o k=1 =B -
200+ = . - k=0 .
v g/’/ - _ Modes de bord
100 - -9
2 _=7
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Nombre de rayons nodaux (n)

FIG. 2.4 —Fréquences modales (--) Eeemsly) :

calcukees par EF.

en fonction du nombre de rayons nodaux.
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fo0 = 35.4 Hz fo0 = 37.7 Hz 59.9 Hz - 51.0 Hz
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fi1 = 134.2 Hz f11 = 148.3 Hz 148.1 Hz — 148.1 Hz
C‘ 3 @3- '@
f21 = 223.6 Hz fo1r = 234.4 Hz 234.4 Hz — 234.5 Hz

Fic. 2.5 — Défornees et fequences modales du gong, @&xmentales (colonnes de gauche) et
nurrerique par EF. (colonne de droite). Leéfdrnees modales ekpmentales sont tréesa par-

tir des DSP des signaux, si bien que les \@rggaé_r’wprs et inérieurs sont regesengs en positif,
avec les rames coloris.
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FIG. 2.6 —Suite de la Fig. 2.5.
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FIG. 2.7 —Fin des Fig. 2.5 et 2.6.
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2.3 Analyse en egime libre

10.8 Hz

2000 — : - —— =

Fréquence [Hz] - A f

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1. 1.6 1.8
Temps [s] —At=0.00218 s

FIG. 2.8 —Zoom entre 0 et 2s du spectrogramme de la Fig. 2.9(c).

Pour étudier le comportement du gong en situation de jeu, des mesures en régime libre ont été
effectuées. Le gong est, comme pour les analyses modales de la section précédente, suspendu par
ses cordages de nylon. Il est mis en vibration au moyen d’une mailloche, et la vibration estenesur”

a 80 mm du centre par un accélérometre de tres petite taille (Briel & Kjeer 4374, masse : 0.65 @),
collé au moyen de cire d’abeille. La position décalée par rapport au centre a été choisie pour mesurer
des contributions de modes asymétriques, qui pourrait ne pas apparaitre dans une mesure au centre du
gong. L'accélération du point considéré est alors enregistrée au moyen d’un magnétophone numerique
DAT (Digital Audio Tape), pour ensuite étre traé

La Fig. 2.9 montre les spectrogrammes de I'accélération mesurée, lorsque le gong esefrapp”
son centre par une mailloche, avec trois forces d’excitation differentes. On remarque que le contenu
fréquentiel de I'instrument est different selon la force d’excitation : pour les excitations modérées,

il reste confiné dans les basses frequences (en dessous de 600 Hz, Fig. 2.9(a)), alors que pour une
excitation vigoureuse, le contenu fréequentiel s'étend vers les hautes frequences (jusqu’a 3000 Hz,
Fig. 2.9(c)).

Cet enrichissement spectral dans les hautes frequences n’est pas instantané, comme le montrent
les Fig. 2.8 et 2.10 : le son est confiné dans les graves (en dessous de 1000 Hz) a l'instant de la frappe,
et le spectre s’élargit rapidement pour atteindre toute sa brillance au bout de 1 s environ. On parle alors
de glissement spectral vers les hautes frequences. Ensuite, les modes de haute frequence étant plus
amortis que ceux de basse frequence [51], leur extinction est la plus rapide, et seule 'oscillation des
modes basse frequence subsiste a la fin du son (Fig. 2.10(d)). On constate en outre que ces derniers
sont tres peu amortis, et que leur oscillation peut durer plus d’une minute. Ces caractéristiques sont
typigues des timbres de tam-tams chinoisad#crits dans [91, 56]. De plus, la Fig. 2.10 montre un
comportement du gong similaire a celui d'une cymbale “crash”, étudié dans [92].

Ce contenu fréquentiel variable (i) au cours du temps, et (ii) en fonction de la force de frappe,
est caractéristique des systemes présentant des phénomeénes d’'origine non-linéaire. En effet, lorsque
la mailloche frappe le gong, le support spectral de I'eénergie envoyée a la structure est confiné dans
les basses frequences (en dessous de 1000 Hz), du fait de la faible rigidité du feutre, matériau de
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FIG. 2.9 —Spectrogramme de l'aétération d'un point écak de 80 mm du centre du gong, pour
trois forces d’excitation diérentes, au centre, avec une mailloche tendre. (a) : excitation faible, (b) :
moyenne, (c) : forte. FFT sur 1024 points, ave@fende Hanning glissante et recouvrement de 512
points. f. = 11025 Hz,Af = 10.8 Hz
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la mailloché. Un structure linéaire répondrait avec un support spectral situé dans la méme zone
frequentielle, sans transfert d’énergie vers les hautes frequences.

2.4 Analyse en egime forcg

La premiere difficulté rencontrée lors de I'analyse de ces systemes est que le support spectral de
I'excitation due a la mailloche (ou a une baguette, dans le cas de cymbale, par exemple) en régime
libre est a large bandeCt. note 2, p. 35). De ce fait, un grand nombre de modes sont excités si-
multanément, ce qui rend la réponse de la structure complexe, et ainsi ddfétilelier. L'idee est
donc d’étudier les structures soumises a une excitation forcée monofréquentielle. Il est alors plus aisé
de mettre en évidence et d'étudier differents régimes de vibration non-linéaires (périodiques, quasi-
périodiques, chaotiques), et les transitions entre ces differents réegimes, appelées bifurcations. Un autre
avantage primordial des études en régime forcé est que les caractéristiqgues (amplitude, fréquence) du
signal d’excitation sont facilement contrdlables, et donc reproductibles, conditions difficdesir
dans le cadre d'une excitation impulsionnelle. De plus, la réponse en régime forcé de la structure
devient rapidement permanente (lorsque le régime transitoire s'est éteint du fait de I'amortissement),
ce qui laisse tout le temps nécessaire pour effectuer les mesures, alors qu’en régime libre, la réponse
de la structure n’est jamais permanente. On peut noter enfin que la réponse du gong en excitation
forcee monofréquentielle de la Fig. 2.17 possede de grandes similitudes avec celle du gong frappé
avec une mailloche, Fig. 2.9(c), en terme de timbre et de richesse spectrale, ce qui valide d’autant
plus ces études. Cela a d&té noté dans le cas d'un cymbale dans [122, 123], et se vérifie trés bien
al'ecoute.

2.4.1 Details experimentaux

La figure 2.12 et le tableau 2.4 précisent le matériel utilisé lors des expériences. Le gong est mis
en vibration par le systéme bobine/aimant décrit en annexe A, et déja utilisé lors des analyses modales
expérimentales precédemment évoquégel.). L'aimant est collé au centre du gong au moyen de
cire d’abeille. Une sinusoide, de frequentg. = €/2x est amplifiee, puis envoyée a la bobine.
Comme le signal délivré par le synthétiseur n’est pas purement sinusoidal, un filtre passe-bas est
insék a I'entrée de I'amplificateur. Une mesure de l'intensité du courant parcourant la bobine permet
d’obtenir une estimation de I'amplitude de la force impea’la structure Cf. annexe A).

Les vibrations de la structure sont mesurées par ugl@rhetre, délivrant 'aaération du point
ou il est collé, et un vibromeétre laser calculant la vitesse du point sur lequel le Laser est dirigé, par effet
Doppler. Lintérét du vibrométre est que celui-ci offre une mesure sans contact, et donc qu’aucune
masse additionnelle ne perturbe la réponse de la structure (ce qui est le cas avezlaroraétre).

En revanche, une mesure d’accélération est intéressante car elle est liée a la pression acoustique en
champ proche [81], et donne donc une idée plus précise du timbre de I'instrument. Le signal de
I'accélérometre est échantillonné et enregistré par un magnétomhran@our étre ensuite traité.

2.4.2 Vibrations unimodale

En premier lieu, on décide de mesurer la réponse de la structure sollicitée avec un signal harmo-
nigue de frequence proche de la frequence propre d'un mode de vibration. En condition normale de
jeu, lorsque le gong est frappé en son centre par une mailloche, ce sont les modes axisymétriques qui
sont directement mis en vibration. On a choisi pour cette raison de présenter des mesures sur les modes

2Laréeponse exacte de la mailloche utilisée ici n'a pagtidiée. On sait cependant que le comporteradigctasement
du feutre est non linéaire, et qu'il est d'autant plus rigide qu'il est comprimé [89]. Cela explique probablement le fait que
le support spectral initial (a t=0 s) de la réponse du gong est plus large Fig. 2.9(c) [0-1000 Hz] que Fig. 2.9(a) [0-600 Hz]
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FiG. 2.11 —Photographies du dispositif esggmental et du systme d’excitatiorelectromagitique

gong
\

bobine
& aimant

accélérometre

oscilloscope analyseur de spectre

A o1V

filtre

Vibroméetre LASER

Q @ Q @ passe-bas
LASER L L5 B
Amplificateur OAT
de charge o

Amplificateur filtre synthétiseur

de puissance passe-bas de signal
P A L av,
oA
\

FIG. 2.12 —Sclema exprimental utili€ pour les mesures.

Accelérometre Briel & Kjaer 4374
Amplificateur de charge Briel & Kjeer NexU$
VibrométreLASER Polytec OFV 2600

Filtres pass-bas Rockland 1042F
\Voltmétre Philips PM2519
Synthétiseur de signaux Fluke PM5193
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
Amperemetre Hewlett-Packard 3478A
Magnétophone DAT Tascam DA-P1

TAB. 2.4 —Réferences des appareils utiis pour les mesures
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axisymétriques de la structure. L'excitation est donc imposée au centre, et plusieurs expériences sont
menées en vue de caractériser les vibrations du gong.

Déformée de la Eponse jeriodique du gong

Lorsque le gong est excité par un signal sinusoidal de frequgpce ©2/2m = 87 Hz proche
de la frequence du premier mode axisymétrique, et pour une amplitude d’excitation suffisamment
forte (0.5 N ici), la réponse est périodique, mais non sinusoidale, comme ce serait le cas avec une
structure parfaitement linéaire. Le signal de vitesse comporte des harmoniques d’amplitude non
négligeable par rapport a celle de la fondament&é Fig. 2.13). Pour examiner la dépendance
spatiale de la déformée de la structure, on utilise le méme protocole que pour les analyses modales
expérimentales2.2). La densité spectrale de puissance moyennée sur tous les points de mesure est
présentée Fig. 2.13 et la Fig. 2.14 donne les cartes des déformées pour chacun des pics de la DSP,
situés aux frequencey,,. = 174 Hz, 3 f.,. = 261 Hz...

On constate que les déformées du gong pour chacun des pics sont relativement sienlires °
déformée du premier mode axisymétrique, méme si les déformées du gong pour les harmoniques
(174 Hz, 261 Hz...) apparaissent assez perturbées. Cela provient d’un mauvais rapport signal/bruit,
qui résulte du fait que les amplitudes des pics des harmonigues sont petites par rapport a celle de
la fondamentale-{30 dB en dessous, Fig. 2.13). Une mesure avec une amplitude d’excitation plus
forte offrirait une réponse avec des harmoniques d’amplitude plus importante, et ainsi des cartes de
déformées plus clairds

Néanmoins, ces analyses permettent de valider un modéle de comportement courament utilisé,
qui consistea'€parer les variables temps et espace dans I'expression du déplacement des points de la
structure, ce qui S’écrit ici :

w(Z,t) = Po1(Z).q(t) = Po1(Z) [a1 cos(Qt + @) + az cos2(Qt + @) + .. ] (2.5)

ou ®(, (%) est I'expression de la déformée modale du mode (0,1) fonction de la variable d’espace
Ce modele sera utilisé et discuté plus loin, en particulier aux chapitres 4 &t 5.1).

Courbes de esonance

La vitesse du point central du gong est mesurée au moyen du vibromaste®. Dans ce para-
graphe et le suivant, pour comparer les résultats des expériences a la modélisation qui sera présentée
dans les chapitres suivants, et pour faciliter les mesures d’ampitudéltre passe-bas est ajett”
I'entrée du multimetre@f. Fig. 2.12), si bien que les valeurs d’amplitudes mesurées sont celles de la
composante fondamentade signal. Cela sera compgeala solution au premier ordre obtenu par les
calcul perturbatif du chapitre 5, qui correspond a la fondamentale du sigh&d. (5.19)).
Les courbes présentées dans la suite font apparaitrlitudede lacomposante fondamentale
du déeplacementu point central du gong. En notast™) 'amplitude efficace du signal de vitesse
filtré, 'amplitude de déplacement(¢) est obtenue par :

a=~—=5ms)  avec w(t) = a cos Q. (2.6)

3Les expériences de mesure de déformées sont assez Ioﬁgoete. amplitude d’excitation, des courants importants
traversent la bobine, si bien que le systeme bobine/aimant s’échauffe rapidement. C’est pour cette raison que les mesures a
forte amplitude n’ont pas été effectuées

Les mesures d’amplitudes efficace (RMS, Root Mean Square en anglais) sont effectuées au moyen de multimétre
numérique. Celui-ci n'effectue pas les intégrations temporelles nécesadiaedtermination de la valeur efficace du
signal, mais en donne une bonne estimation si le signal est sinusoidal.
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FIG. 2.13 —Moyenne des DSPs pour |€5x P points de mesure. Paratnes d’analyse P = 30
points au caré, f. = 2000 Hz, N = 512 échantillons A f = 3.9 Hz, Q) = 4 moyennes.
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FiG. 2.14 —Carte des éfornees du gong correspondant augduences des pics de la figure 2.13.
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FIG. 2.15 —Courbes de &sonance des deux premiers modes a¥é@sygques du gong. (a) et (c) :
mode (0,1), (b) : mode (0,2). Les courbes desma nuréro correspondent au&me forcage : courbe
(1) : 13.1073 N, (2) : 64.10 73N, (3) : 0.25 N et (4) :0.51 N. Les 7\’ se rapportent aux branches
inférieures, les¢’ aux branches swgrieures.
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La Fig. 2.15 présente des courbes de résonance pour les deux premiers modes axisymeétriques du
gong. Chacune de ces courbes est obtenue a amplitude d’excitation constante, en tracant I'amplitude
du déplacement du centre du gong en fonction de la frequence de I'excitation. Pour les petites ampli-
tudes de vibration, les courbes sont des traditionnelles courbes de résonance, aralag@mse
d’'un oscillateur linéaire du second ordre (courbe (1) pour le mode (0,1); courbes (1) et (2) pour le
mode (0,2)). En revanche, pour des amplitudes de vibrations plus importantes, on remarque que pour
certaines frequences d’excitation, deux valeurs d’amplitudes sont susceptibles d’'étre atteintes. Par
exemple, sur la Fig. 2.15(a), la courbe (3) supérieure (avec«dea &té suivie en augmentant la
fréquence par petits paliers. Arrivé au poiita la suite d'une petite augmentation de la frequence
d’excitation, le systeme saute de la solution supérieure a la solution inférieure. Cela se manifeste par
une brusque diminution de I'amplitude du déplacement, qui se stabilise sur la courbe inférieeee (not”
avec des/\’). Cette deuxiéme solution peut alors étre suivie en diminuant la frequence jusqu’au point
B, ou 'amplitude augmente brusquement, pour atteindre la solution supérieure. Ces “phénomenes de
saut” sont caractéristiques des systemes non-linéaires en régime forcé, qui présentent plusieurs solu-
tions stables pour certaines valeurs des parametres d’excitation [74]. Ce sont les conditions initiales,
imposées au systeme chaque fois que I'on change la valeur des paramétres d’excitation, qui détermine
sur quelle solution le systeme se stabilise. Ces courbes sont analogues aux courbes de résonance d’'os-
cillateur du second ordre a non-linéarité cubique du type de I'oscillateur de Duffing qui seront étudiés
dans le cadre des plaques circulaires au chapit§ec32(1).

On peut remarquer que l'incurvation des courbes de résonance se fait vers les frequences positives
ou négatives, selon le mode de vibration considéré. En particulier, le mode (0,1), dont la courbe est in-
curvée vers les frequences positives, est dit avoir un comporteaidisisant alors que le mode (0,2)

a un caracterassouplissant. Le sens physique de ces termes sera expliqué au paragraphe suivant, et
au chapitre 8. Il en résulte que les courbes de résonance supérieure du mode (0,2) (Fig. 2.15(b)) sont
décrites en diminuant la frequence d’excitation.

Fréquence des oscillations eregime libre

Dans un oscillateur linéaire, la frequence d’oscillafiatu systéme en regime libre ne dépend pas
de 'amplitude des oscillations. Elle est égaléa fréquence propre du systeme & /k/m est la
pulsation propre d’'un systeéme massé) ( ressort (de raideuk), par exemple). En revanche, lorsque
I'amplitude des vibrations devient importante, et que les non-linéarités de I'oscillateur deviennent non
négligeables, la frequence des oscillations devient dependante de I'amplitude. On peut citer I'exemple
d'un pendule, pour lequel la durée d’'un aller et retour (sa période d'oscillation) est d’autant plus
importante que I'amplitude des oscillations est importa@e 4 8.1). Ainsi, une caractéristique du
comportement non-linéaire d’'un systeme oscillant est la courbe donnant sa frequence d’'oscillation
en régime libre en fonction de I'amplitude de ses oscillations. Une telle courbe est souvent appelée
“backbone curvé [74], car elle corresporidau lieu, dans le plan amplitude-frequence, des maxima
(c’est-a-dire le pointd pour la courbe (3) de la Fig. 2.15(a)) des courbes de résonance non-linéaire,
lorsqu’on fait varier le forcage. Une explication plus exhaustive est présentée au chapir@ 2).
Cette propriété intéressante permet de tracer aisement des “backbone curves” expérimentales tres
précises. Celles pour les trois premiers modes axisymeétriques sont présentées Fig. 2.16. Chaque point
de mesure est obtenu, pour un forcage donng, en faisant varier la fréquence d’excitation, et en relevant
le couple amplitude-frequence de coordonnées du point d’amplitude maximum, soit ledfigra
courbe (3) de la Fig. 2.15(a).

SLes termes anglais associées swadeninget softening ou hard springet soft spring[74].

50n a choisi de garder le terme anglais, plutdt que sa traduction francaise : courbe en colonne vertébrale

"Cela est vrai pour des systémes trés peu amortis, ce qui est le casliiréquence de résonance se confond avec la
frequence propre en régime linéaifef(§5.2.2).
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FIG. 2.16 —"backbone curves” des trois premiers modes axisiyigues du gong. Les amplitudes de
forcage (en N) correspondaatchaque point de mesure songpies.

On peut alors donner un sens plus physigue au comportement raidissant (pour le mode (0,1)) et
assouplissant (pour les deux autres, (0,2) et (0,3)). Dans le cas du mode (0,1), par exemple, plus I'am-
plitude des oscillations est importante, plus la frequence d’'oscillation est importante (ou en d’autres
termes plus la période d’aller et retour est faible). De fagcon analogue, plus la raideur d'un ressort est
importante, plus celui-ci est dit “raide”, et plus sa frequence propre est importgnte {/k/m).

On reviendra au chapitres 5 et 8 sur ses differences de comportement, d’'un mode a 'autre, qui sont,
on le verra, caractéristiques des structures a profil @(§rb.2.2, 8.2.2 et 8.2.4).

On peut constater que pour les amplitudes de forgage identique, I'amplitude de vibration pour un
mode haute fréquence est plus faible que pour un mode basse frequence. Cela implique que le rapport
de la frequence d’oscillation sur la frequence prg”b/rﬁ) est plus faiblea’m&me niveau de forcage,
pour les modes de haute frequence (pour un forcage ldeN, le mode (0,1) oscille avez mm,
f/for = 2.5%; pour le (0,3), l'oscillation est d&83 um, avecf/fos = 0.07%). Cela montre que
'amplitude des déplacements de la structure est un bon indicateur de I'importance des non-linéarités,
caractéristigue des non-linéarités geéométriques, ce que I'on confirmera théoriguement dans les cha-
pitres suivants. Enfin, les mesures pour les modes (0,2) et (0,3) ont été stoppées aux valeurs de forcage
0.51 N et0.15 N car au-dela, des couplages avec les modes de plus basses fréquences apparaissent,
ce qui est évoqué au paragraphe suivant.

On peut remarquer que la valeur des frequences propres du gong varie tres faiblement d’'une
expérience a l'autre (pour le mode (0,1f); = 87.1 £ 0.6 Hz pour les analyses modalefy; =
87.3 + 0.05 Hz lors des courbes de résonancégyet= 87.35 + 0.05 Hz pour lesbackbone curves
Ces variations proviennent probablement des conditions aux limites expérimentales, imposées par les
cordages de Nylon, dont l'inclinaison n'a pas @t€cisément reproduite d'une expérience a l'autre.

2.4.3 Route vers le chaos

Les mesures de la section précédente supposent que sous une excitation sinusoidale de frequence
proche de I'une de ses fréequences propres, le gong répond en tout point de sa géométrie avec un
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signalpériodique Lorsqu’on se place dans des conditions ou I'amplitude du forcage est plus grande
que celles considéEs peceédemment, on obtient des régimes de vibrations plus complexes, qui font
intervenir d’autres modes de vibration que ceux directement excités. On obtient des régimes de vi-
brations qualifies dgquasi-ggriodiques et, pour des amplitudes de forcage importantes, des régimes
chaotiquesapparaissent.

Avec une excitation sinusoidale, deux parametres de contrble sont réglables : I'amplitude du for-
cage, et sa frequengdg,.. Dans les expériences suivantes, I'un de ces parameétres est gardé constant,
et 'autre modifie, faisant apparaitre des changements qualitatifs de regime dpfuetégions

Le gong est excité au centre, et la vibration est recueillie par un accélerometeeidchm
du centre, pour que les contributions éventuelles des modes asymétriques, qui ont un noeud au
centre, soient mesurées. Les pages suivantes montrent deux expériences, effectuées toutes les deux a
frequence d’excitation constante (Expériencefl.. = 555.4 Hz, expérience 2 f,,. = 554.7 Hz,
non loin de la frequence propre du mode (0,3)) et amplitude croissante. Les Fig. 2.17 et 2.18 présentent
les spectrogrammes de la réponse pour les deux expériences. Les figures suivantes (Fig. 2.19 a 2.22)
détaillent la réeponse du gong a differentes dates, et donnent a chaque fois I'évolution temporelle du
signal d’accélération, son spectre de Fourier, et la reconstruction bidimensionnelle du signal dans I'es-
pace des phases (c’est-a-dire un diagramme ou le signal est porté en abscisse, en fonction de ce méme
signal retard’deT’ échantillons, en ordonnée). Sans entrer dans des détails qui dépassent le cadre de
cet exposé, la représentation dans ce pseudo espace des phases nous sert ici a caractériser visuelle-
ment et qualitativement la complegitiu €gime de vibration [117]. Une étude de ces représentations,
appliquées a des vibrations de cymbales et de gong est présentée dans le manuscrit de these de Cyril
Touzé [122] et dans [123].

Pour des amplitudes tres faibles, le régime est linéaire et la réponse est composée d’'une seule
raie a la fréquence d’excitation. Lamplitude augmentant, des harmoniques de fréquences multiples
de la frequence d’excitatior2f..., 3fezc...) apparaissent. Cela correspond au début des spectro-
grammes. Puis, dans les deux expériences, une premiere bifurcation apparait avec la contribution de
deux partiels de frequenceg gt f2) incommensurables avec la frequence d’excitation, et telles que
f1+ fo = fexe. Le régime se complexifie par I'apparition de raies a des frequences multiplgs de
et fo (du typen fi + mfa, (n,m) € Z?). C'est alors qu’arrive une deuxieéme bifurcation, qui méne
a un Egime chaotique, caractérisé par un diagramme de phase tres brouillé et spectre large bande.
Cela est le cas précisement pour I'expérience 1§15 ou le spectre est continu. Pour I'expérience
2, on a constaté apres la deuxieme bifurcation un élargissement des raies spectrales qui donne un
spectre chaotique moins dense que pour I'expérience 1. Des spectres similaires ont été obtenus lors
d’expériences analogues sur une cymbale [122], p. 19.

Les descriptions précédentes sont restées volontairement trés qualitatives. Une véritable caracté-
risation des régimes de vibration consisterait a faire un calcul d’exposant de Lyapunov a partir des
signaux de gong. Cela a été fait par Cyril Touzé lors de son travail de thése au laboratoire, sur un
signal du gong exaita 556 Hz. Il a trouvé une valeur positive pour le plus grand exposant de Lya-
punov, prouvant que le signal correspondant était chaotique [122], p. 70. Les résultats analysés ici
corroborent le scénario de route vers le chaos pour les cymbales et les gongs conjecturé dans [122],
ou il est montré, en appliguant uniqguement des techniques de traitement de signal (analyses de Fourier
et calcul d'exposants de Lyapunov), que le scénario généralement observé suit les étapes de la tran-
sition vers la turbulence proposée par Ruelle et Takens [96]. Plus précisément, le scénario de Ruelle-
Takens stipule qu’aprés un nombre fini de bifurcations de Hopf, les attracteurs quasi-périodiques sont
structurellement instables par rapport aux perturbations que I'on impose au systeme, au profit d'un
mouvement chaotique sur un attracteur étrange. Ce que I'on observe sur les cymbales et les gongs
suit qualitativement les étapes de ce scénario. Tirant le systeme loin de I'équilibre par introduction
d’'un forcage, on observe tout d’abord un cycle limatéa fréequence d’excitatiort,.. (Cf. Fig. 2.19
haut et 2.21 haut). Augmentant le for¢cage, on observe I'apparition d’'une combinaison de résonances,
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f1+ fo = fexe, Menant génériguemeatun Bgime quasi-périodique. Puis, une troisieme bifurcation
a lieu, et le mouvement devient chaotique, ce qui est caractérisé par un spectre c@mtiRig(2.20
bas et 2.22 bas) et un exposant de Lyapunof positif [123, 122].

2.4.4 Examen de quelques couplages

On se propose ici d’examiner plus précisement les régimes quasipériodiques relevés plus haut, a
la lumiére des analyses modales du gong. Apres la premiere bifurcation, il apparait systématiquement
une relation de résonance d’ordre 2, du type :

ou les f; sont a prendre parmi les fréquences de résonance du gong et la frequence d’exgitation
(Cf.§5.1.1). Le Tab. 2.5 récapitule les combinaisons de résonance rencontrées lors de nos expériences
sur le gong. Les expériences 1 et 2 de la section précédente sont détaillées sur les figures des pages
suivantes.

L'expérience 1 (... = 555.4) est remarquable, car elle met en évidence au moins 4 combinai-
sons de résonances. Lors du régime quasi-périodique, la dynamique parait &tre gouvernée par les
deux frequenceg; et f, correspondant aux modes (2,1) et (3,1), qui apparaissent en premier. En-
suite, les frequences multiples du typé + m f, apparaissent, et un certain nombre d’entre elles
coincident avec d'autres frequences de résonance du gong, récapitulées dans le Tab. 2.5. En revanche,
I'expérience 2 est plus simple, et ne fait apparaitre qu’'une seule combinaison de résonances.

Un cas intéressant est présenté Fig. 2.27 et 2.28, ou une résonance sous-harmonique apparait.
Le parameétre de contrdle est ici la frequence d’excitation, alors que c’est 'amplitude du for¢cage qui
est gardée constante, a l'inverse des cas évoqués précédemment. Ici, une fr§cagpait, qui
coincide avec le mode (1,1), et telle que :

fea:c = 2f1- (28)

Ces expériences montrent qu’'un modeéle de comportement du gong en régime forcé quasi-pério-
dique doit comporter plusieurs degrés de liberté, prenant en compte plusieurs modes de vibration.
En particulier, I'expérience 1 fait intervenir 4 resonances internes, dont une (celle des modes (2,1) et
(3,1)) parait prépondérante. Il est logique de prendre en compte dans un éventuel modele les modes
(2,1) et (3,1) en plus du mode (0,3) directement excité. En revanche, doit-on considérer les 6 autres
modes, correspondant aux 3 résonances internes supplémentaires ? Si tel est le cas, ua #nodele °
modes propres est nécessafkece stade de I'étude, et sans calculs, il est difficile de déterminer
combien de modes doivent étre considérés dans un modele de comportement.
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FIG. 2.17 — KXPERIENCE 1 - Suite de deux bifurcations menant au chaos. Spectrogramme de
I'accéléeration du gong, pour le @me signal que Fig. 2.23. Excitation au cerétré.,. = 555.4 Hz
constante et amplitude croissan8(10~ N jusqua 32 s ; augmentation dé.3 Na 2.6 N entre32
et45 s, datea partir de laguelle 'amplitude est gage constante, jusgu60 s ai elle est ann@e).
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FIG. 2.18 — XPERIENCE 2 - Suite de deux bifurcations menant au chaos. Spectrogramme de
I'accéleration du gong exdtau centra f.,. = 554.7 Hz constante et amplitude croissanel N
jusqua 10 s, puis0.27 N; 0.76 N de32 a 40 s, puisl.0 N jusqua 63 s et1.3 N ensuite).
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FIG. 2.19 —Evolution temporelle de I'a&tération, reconstruction bidimensionelle et spectre de Fou-
rier du signala plusieurs dates correspondaitia Fig. 2.17. Pararatres : dcalage del’ = 20

échantillons pour le diagramme de phase, spectre26dB échantillons A f = 5.38 Hz, ferétrage
de Hanning.
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FiG. 2.20 —Suite de la figure @edente.
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FiG. 2.21 —Evolution temporelle de I'a&tération, reconstruction bidimensionelle et spectre de Fou-
rier du signala plusieurs dates correspondaitia Fig. 2.18. Pararatres : decalage del’ = 20

échantillons pour le diagramme de phase, FFT 3048 échantillons, A f = 2.69 Hz, feigtrage de
Hanning.
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FIG. 2.22 —Suite de la figure @dente.
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Fig. Fréquence d'excitation [Hz]

Fréquences en combinaisons
de résonance mesurées [Hz]

Fréquences propres
correspondantes [Hz]

2.24 555.4 =~ fo3 234.2:321.3 for = 234.4; 31 = 321.3

147.4; 408.5 fi1 =148.3; fq1 = 408.4

133.6; 421.2 f11 =134.2; fy1 =421.8

- 234.4 ~ f21 - f01 =87.1; f11 = 148.3

— 321.3 ~ f31 — f01 =87.1; f21 = 2344
- 9552 ~ f03 — f02 = 275.4
2.28 274.9 =~ foo 137.3 fi1 = 134.2

TAB. 2.5 —Récapitulatif des combinaisons despnances idené@s exprimentalement. Les deux
premeres lignes correspondent aux erpnces 1 et 2 de la sectionguedente, et les spectres
correspondants sont repsengs Fig. 2.24 et 2.26. Les deux lignes suivantes fedtancesa des

experiences non m@senkes ici. Les deux demries lignes se rapporterdt des Esonances sous-

harmoniques, dont la prese est illustee Fig. 2.28.
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FIG. 2.23 —Apparitions de plusieurs combinaisons desanances, auéthut de I'exprience 1
Fig. 2.17. Spectrogramme de |'aderation du gong exd@tau centré f.,. = 555.4 Hz constante et

amplitude croissante4f.10~3 N jusqu# 32 s, puis90.10—3 N).
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FIG. 2.24 —Spectre de Fouriea 4 dates de la Fig. 2.23 peedente. (a) : 0s, (b) : 7 s, (c) : 15 s et
(d) : 37 s. FFT sur 2048 points, fetrage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz.
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FiG. 2.25 — Apparitions de plusieurs combinaisons desanances, auétut de I'exprience 2
Fig. 2.18. Spectrogramme de I'éeration du gong exd@tau centr& f.,. = 554.7 Hz constante et
amplitude croissanted(09 N jusqua 10 s, puis0.18 N).
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FIG. 2.26 —Spectre de Fouried 2 dates de la Fig. 2.25 peedente. (a) : 5's, (b) : 20 s. FFT sur 2048
points, fe@trage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz.
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FIG. 2.27 —Apparition d’'une ésonance sous-harmonique. Spectrogramme deel&ation du gong
excié au centrea amplitudel N constante et &éguence variableft,. = 275 Hz avant5 s, puis
274.9 Hz).
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FIG. 2.28 —Spectre de Fouried 2 dates de la Fig. 2.27 peedente. (a) : 5 s, (b) : 20 s. FFT sur 2048
points, fe@trage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz
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2.5. CONCLUSION

2.5 Conclusion

Les études expérimentales décrites dans le présent chapitre ont pour but de décrire a la fois qua-
litativement §2.3) et quantitativement®.2 et 2.4) difféerents phénomenes caractéristiques du com-
portement du gong, en vue de se familiariser avec celui-ci, et d'introduire la modélisation qui va étre
présentée dans les chapitres suivants. Les résultats du présent chapitre ont fait I'objet d’'une publica-
tion associée a une communication de congrés [22].

L'examen des régimes quasi-périodiques montre qu’un modele de comportement correct du gong
doit mettre en jeu plusieurs modes de vibrations, pour rendre compte des échanges d’énergie entre
ceux-ci. En vue d'effectuer un maximum de calculs analytiques, la premieecaiete d'étudier le
comportement de plagues minces circulaires homogenes, ce qui est présenté dans les chapitres 3 a
6. Les plaques offrent I'avantage d'étre modélisable par des équations plus simples que celles des
coques de révolution, tout en présentant des phénomenes non-linéaires analogues a ceux décrits dans
ce chapitre. En particulier, le timbre d’'une plaque circulaire frappée avec une mailloche en son centre
présente un enrichissement spectral analogue a celui du gong. Seules les vibrations forcées de plaques
seront étudiées ici, en vue de les comparer aux mesures du gong en régime forc”

En revanche, la simplification majeure associée a un modele de plagues, est que celui-ci ne prend
pas en compte l'influence de la géométrie courbée du gong. L'étude des effets de la courbure d'une
structure seront étudiés aux chapitres 7 et 8, au moyen de petits aelliiege de liberté soumis a
de grands déplacements. On verra en particulier que les combinaisons de résonance représentées par
les équations (2.7) et (2.8) sont d’ordre 2 [66, 65], typiques des structures a courbure non-nulle.

O ) T —
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PARTIE I I

Plaques circulaires

Faire de I'acoustique sans oreille c’est prier un aveugle de dresser le
plan d’'une ville : il y parviendra en quelquegsiesa supposer qu’il
y parvienne.

H. Bouasse,
[17], p. 4






CHAPITRE

Vers lesequations de Von-&rman

Ce chapitre propose un établissement des équations de vibrations de plaques en grands dépla-
cements et rotations modéréeSes équations sont trés classiques et anfréfjuemment utilisées
dans la littérature. En revanche, leur démonstation n’a fait I'objet que d'une publication originale, par
G. Herrmann [47]. Il nous a semblé important de les &tablir une nouvelle fois dans cette étude pour
plusieurs raisons.

— Tout d’abord, mémes si les hypothéses nécessalieablissement des équations sont précisées
dans le travail d’'Herrmann, le domaine de vakdite |a tleorie n’apparait pas clairement.

— D’autre part, la justification de la relation (3.65) (entre I'effort trancl@’nit le moment
flechissant généralis®/), ainsi que l'introduction de la fonction de force associée a la condi-
tion de compatibilité, dans la formulation mixt€f( § 3.3.4), ne nous parraissait pas clair dans
les travaux antérieurs.

— De plus, certaines hypothéses émises par Herrmann, devenues classiques depuis, sont en fait
une conséquence des autres. Il nous a paru important de souligner en particulier que les hy-
pothéses qui consisteatrggliger I'inertie longitudinale et I'inertie de rotation sont en fait une
conséquence de la misd'echelle du déplacement transverse.

— Ensuite, les conditions aux limites ne sont pas clairement explicitées dans le travail d’Herr-
mann. Cela nous a pouesa utiliser une formulation faible du probleme, avec la méthode des
travaux virtuels, qui permet tout naturellement d'établir les conditions aux limites.

— Enfin, on a trouvé intéressant de formuler les développements mathématiques avec des gran-
deurs intrinseques. Cela permet d’étendre le travail d’Herrmann a une géométrie quelconque
du bord de la plaque, et d’'unifier ainsi des résultats disparates de la litteratuterme de
conditions aux limites et de formulation du probleme. On obtient de plus des équations plus
compactes, ce qui rend les analyses dimensionnelles plus aisées. Enfin, cette formulation est
particulierement adaptée pour décrire dans le cas général des striactgmaétrie plus com-
pliqguée comme des coques, travail qui pourra étre envisagé dans le futur.

Les développements mathématiques sont conduits a partir des équations de la mécanique des
milieux continus en grandes transformations. Les difféerentes hypothéses classiques sont émises au

!Les termes “grands déplacements” et “moyennes rotations” désignent ici simplement des déplacements et rotations
plus importants que ceux et celles qui limitent la théorie linéaire ; on y reviendra au paragraphe 3.4.1.

2La demonstration des équations dynamiques de Von-Karman n'a été publiee que par Herrmann, en coordonnées
cartésiennes, pour des plagues rectangulaires. Seule la formulation en déplacement y est exposée. Pour les plagues cir-
culaires, c’est une publication d’Efstathiades [35] qui fait référence, mais I'établissement des équations, et en particulier de
la condition de compatibilité, n’est pas précisé.
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fur et & mesure, ce qui permet de particulariser petit a petit le modeéle, d’'un milieu continu tridi-
mensionnel quelcongue vers une plague mince. Les simplifications ne provenant pas directement des
hypothéses sont justifiees par des analyses dimensionnelles des équations, ce qui est original. Les
formulations traditionnelles (formulation en effort, formulation en déplacement, et formulation mixte
avec la fonction de force) du probléme sont clairement établies. La démarche d’établissement des
équations proposée ici, est compaa une méthode asymptotique en fin de chapitre.

3.1 Introduction

La premiere théorie non-linéaire de plagues minces a été proposée par T. Von-Karman en 1910
[129]. Elle consiste a prendre en compte, dans les équations classiques linéaires des plaques, les
termes décrivant I'élongation non-linéaire du plan moyen de la plaque lorsque celle-ci est soumise
a des grands déplacements transverses et des rotations méy€ermaedele, qui ne décrit que les
déformations de flexion statique, est basé sur les hypothéses cinématiques de Kirchhoff-Love (Hyp.
3.2, p. 61). En 1944, Reissner [87] introduit les effets du cisaillement dans les équations statiques
linéaires des plaques, analogues des apports de Timoshdakibgorie des poutres [118], et c’est
en 1957 que ces effets sont inclus par le méme auteur dans la théorie non-linéaire statique [88].
En 1951, ce sont les équations dynamiques linéaires qui sont généralisées par Mindlin [72], qui y
inclut les effets du cisaillement et de I'inertie de rotation. Ces modeles, connus aujourd’hui sous le
nom de leurs auteurs : Reissner-Mindlin, permettent de décrire des plaques plus épaissks (d'o”
dénomination de plaque “épaisse” au lieu de plaque “mince”), et donnent de bon résultats pour des
comportements dynamiques de fréquences plus élevées.

Parallelement a cela, en 1955, Herrmann [47] propose une théorie non-linéaire de vibrations
de plagques, équivalent dynamique des équations de Von-Karman. Berger présente la mé&ame ann’
une théorie simplifiee, en négligeant le second invardiant %(tr(gz) — (tr€)?) du tenseur des
déformations de membrane [10]. Les équations obtenues sont beaucoup plus simples, et c’est pour
cette raison que cette méthode a été largement utilisée depuis. Néanmoins, des restrictions ont été
mises en évidence, en particulier car cette méthode ne donne de bon résultats que si les déplacements
du plan moyen de la plaque sontimposés nuls (par exemple avec des conditions aux limites encastrées
ou simplement supportées) ; elle ne semble ainsi pas étre amg®apdés conditions aux limites
libres. On peut consulter sur ce sujet [79, 128], et [74, 24] qui renvoient a de nombreuses réféerences.
Ces deux modeles théoriques de plaques en grands déplacements paraissent &tre les deux principaux
a avoirété utilisés; ils ont été appliqués a une multitude de cas précis, qui sont inventoriés dans les
remarquables articles de Leissa [59, 60, 61] et Sathyamoorthy [100, 101, 102]. Chia aeamsacr’
ouvrage aux plagues en grands déplacements, ou une graneté darproblemes est traitée [24].

Dans le cadre de la présente étude, la question s’est posée de savoir quel modele de plaque adop-
ter, entre celui de Von-Karman et celui de Berger. Il est clair que le second est beaucoup plus simple
d'utilisation. En revanche, le premier offre I'avantage d’étre basé sur moins de simplifications, et donc
d’avoir une portée plus générale, qui dépasse le cadre des plagques, puisqu’il possede ses équivalents,
largement appliqués aussi, dans le domaine des poutres, des arches et des coques. C'est pour cette
raison, associée aux restrictions d’emploi préecédemment évoquées sur la méthode de Berger, que la
théorie dynamique de Von-Karman a été choisie ici. Sathyamoorthy a généralisé les équations dy-
namiques de Von-Karman aux plaques épaisses, et montre [99] que les effets de I'inertie de rotation
sont négligeables devant ceux du cisaillement, qui le deviennent aussi lorsque la plaque est suffisa-
ment fine, pour des frequences de vibration pas trop élevées. Ces effets seront ici négligés, vue la
géométrie particuliere des gongs et des cymbales, qui possedent un rapport épaisseur sur diametre
(h/L, Cf.hyp. 3.2) trés faible (de I'ordre d210~2 pour le gong, par exemple).

3Cf.note 1, p. 57
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FiG. 3.1 —Modkélisation geonetrique de la plaque et efforts éxieurs impoés.ﬁe (force surfacique)
et f. (force volumique) sont impésa la structure, respectivement s@f) = St US~ U X et dans
Q.

Une plaque est intuitivement un solide plat dont I'épaisseur est faible devant les autres dimen-
sions. C’est cette caractéristique particuliere qui est a la base des simplifications des equations de la
mécanique des milieux continus tridimensionnels qui conduisent aux modeles classiques des milieux
minces, comme celui des plaques. Avant tout, précisons le modele geométrique asseeplaque.

Soit& I'espace euclidien de dimension 3, qui sera dans la suite ideaiii; SoitO un point de
£ etR = (0, 41,13, Z) un repere orthonormdef. SoitS un ouvert borné connexe @, contenu
dans le planO, 71, z3), de point courantd, de frontieredS de forme quelconque, réguliere par
morceaux (pour prendre en compte des géomeétries polygonales) @oitéel positif non nul. On
définit alors les ensembles :

h h
Q=5 x [—5,5], (3.1a)
B h h £ ﬁ
h h
S ) 619

La frontiered2 du domaing? est alors la reunion de la surface latéralet des faces supérieures et
inferieures de la plaqué' etS—.

La plague mince est supposée occuper le dom@igans sa configuration non-déformée. Son
épaisseur edt, S est sa surface moyenneg,est apped’le bord. Tout segmenD, normal & la surface
moyenne, dont les extrémités appartiennent aux surffitest S— est appelésegment normalLa
plaque est soumise sur sa frontiére aux efforts surfaciques (expriniés:en) (ﬁe) : 00 — R3
et en tout point de l'intérieur de la structure aux efforts volumiques (exprimés.en3) (f.) :

0 — IR (Cf. Fig. 3.1). Ces efforts, imposés sur la configuration de référence, sont issus d’'un
transportparallele des efforts imposés sur la configuration courantelSSést un éléement de surface
infinitesimal deS, on appelera dans la suibeichetteout éléement de volume élémentail® = hdS

de la plaque.
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HYPOTHESE 3.1
On suppose que la plaque est mince, ceesdire que le rapport de&paisseuh sur une longueur

caraceristique de la surface moyeniieest un petit paraaire :

h<<1
€= —
L

3.2 Etablissement desquations non-lincaires de plaque

Ce paragraphe propose une démonstration de I'analogue dynamique des équations de Von-Karman.
Les calculs seront menés le plus possible avec des notations intrinseques, qui ont I'avantage de ne pas
particulariser la géométrie de la plaque. Lorsque cela sera nécessaire, pour plus de clarté, une pro-
jection sur la base cartésienfg, 23, 7)) sera utilisée. Les équations du probleme de plaque seront
projetées dans une base cylindrique au chapitre 4, pour étre appliquées a une géomeétrie circulaire.

Les développements de ce paragraphe sont relativement classiques, et ont été publiés plusieurs
fois, notamment en premier lieu par Herrmann [47]. On a toutefois décidé de les faire figurer en détail
ici, en particulier pour pouvoir clarifier toutes les hypothéses sur lesquelles la théorie exst élas”
ensuite les discuter, ce qui sera traité au paragraphe 3.4. Elles seront introduites au fur et a mesure du
développement. La méthode utilisée ici esPlincipe des Travaux Virtuel®Tv), qui permet natu-
rellement et systématiquement d’'établir les équations d’équidibteutedes conditions aux limites
par le méme calcul. Herrmann utilise le principe de Hamilton, qui conduit a des calculs analogues.

La théorie est déduite des équations de la mécanique des milieux continus en grande transfor-
mation, en description lagrangienne. Tout d’abord, la transformation imposée au milieu continu sera
explicitee ¢ 3.2.2). Les tenseurs des déformations et des contraintes seront calculés et une premiére
analyse dimensionnelle permettra de négliger certains tef32.8,5 3.2.4). Les efforts généraéis”

(forces de membrane et moments de flexion) seront introdu&2(5) et les équations d’équilibre de

la plaque seront obtenues a partireity (§ 3.2.6). Une deuxieme analyse dimensionnelle sera alors
nécessaire pour négliger les termes liés aux inerties de rotation et longitudirgale®). Enfin, les
efforts tranchants seront calculés a partir des conditions aux lin§i@2.8).

3.2.1 Notations

Dans ce qui suit, les indice greaset 8 seront supposés varier dafis 2}, pour représenter les in-
dices dans le plan de la plaque, et les indices latins {lar®s z }, pour des indices dans I'espace. Les
notations suivantes seront utilisé&srad , Div et A désigneront le gradient, la divergence et le lapla-
cientridimensionnelsetgrad , div et A, le gradient, la divergence et le Iaplacileinlimensionne‘}s
Ces opérateurs sont tolaggrangiens c’est-a-dire que les dérivations spatiales qu’ils sous-entendent
se font par rapport aux variables de la configuranon-@fornée Les dérivations partielles de la
fonctionw par rapport a la variable d’espagget par rapport au temps seront notées respectivement
w o, etw. Un récapitulatif des notations utieg's dans le psent chapitre est présenté en page 85.

3.2.2 Latransformation

Sous I'action des efforts extérieurs, le milieu continu se déforme, de sorte que toudpdimta
plaque est soumis au déplacemént) — R? et est animé de la transformation suivante :

4L’opc’arateurDi*v, par exemple, s'applique a tout champ de tenséfijs: Q@ — R, etDTvg = T;;,;&; est défini
dansR?, alors queliv s'applique & tout champ de tense(@ : § —s R*, etdiv T = Tap 57, est défini dan®R>.
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¥y

. ow
Cisaillement : — — 1
02

7

y

w2 Buchette

wy

w2 Buchette

FiG. 3.2 —Déformation de la plague. (a) - Avec cisaillement (Hyp. de Reissner-Mindlin) ; (b) - ci-
saillement &gliggé (Hyp. de Kirchhoff-Love).

HYPOTHESE 3.2
On suppose, selon les hypeslkes de Kirchhoff-Love, que tout segment norindd surface
moyenne avantédormation reste droit, et normal la deformée de la surface moyenne apr

déformatioR, sans variation de longueur, ce qui signifie que :
— tout segment normal est arérd’'un mouvement de solide rigfde
— le cisaillement estéyligé, et la rotation de tout segment droit esté&ela la defornmée de la

surface moyenne (Cf. Fig. 3.2).

Le déplacement de solide se decompose en un déplacé"n(r(éhdu centreG du segment, assaxd
une rotation d'opérateur antisymétrig@equi ne dépendent que des coordees de&. On suppose

alors que :

50n peut représenter le mouvement des segments droits par celui des poils d’un paillasson que I'on fléchit : ils restent

perpendiculaires a I'armature du paillasson, qui par analogie correspond a la surface moyenne de la plaque.
5Si on utilisait les hypothéses de Reissner-Mindlin on serait ameridtiliser que le premier point des hypothéses de

Kirchhoff-Love, a savoir que tout segment normal est animé d’'un mouvement de solide rigide. Aucune contrainte sur la
rotation de ce segment ne serait introduite. On néglige d’autre-part la variation d’épaisseur de la plaque due a I'effet de

Poisson.
— 61—
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HYPOTHESE 3.3
la rotation de tout segment de la plague est suffisament petite pour que le sinus et le cosinus des

angles de rotation soient Baris au premier ordre, de sorte que :

Sin g ~ pq, C€OSpq =~ 1.

D = JgA, avec ¢ = o171 + pais.

ol le vecteur rotation est(g) : S — R et le produit vectoriel est n@tpar A.

On décompose les vecteurs position et déplacement de toutdodsd la plaque par leurs compo-
santes plane et transverse, de sorte que :

0G = &, (3.2a)

OM = OG + GM = & + 27 = 517 + 1272 + 27, (3.2b)
U(G) = it + wZ = w1 + up®y + w2, (3.2¢)
U(M)=U(G)+8.GM =TU(G) +FAGM, (3.2d)

ou¥ € S,z € R« etw sont des fonctions d& uniquement, de sorte que(@) : S — S et
(w):S — R
Négliger le cisaillement permet d’introduire une relation entre les angles de rotation et les dérivées
spatiales du déplacement transverse, ce qui est illustré sur la figure 3.2. Cela s’écrit :
ow ow

F=GradwAZ, SOit o =—1 @pg=——0. (3.3)
63:2 (9$1

Le déplacement de tout poiM de la structure est alors :

—

U =U(M) = i(z) + w(Z)Z — z.Grad w() (3.4)
= (uq — 2.W ) Lo + w2

i — z.grad w

............ (3.5)

ou on a €paré les parties plane et transvers¥ ddotons quei etw ne dépendent que dg ce que
nous ne préciserons plu§; -, Z) désigne toute base orthonormée ayaobmme troisieme vecteur.
Le gradient dé/ s’écrit alors :

Grad (U) = Grad @ — z.Grad Gradw — Z® Gradw + Gradw ® Z, (3.6)

ou ® désigne le produit tensoriel. Par projection dé#is s, 7), on obtient :

. Ul — w112 U2 —W122 —W,1
Grad(U) : | vi —wa21z vo —waz —wy (3.7)
’UJ,1 w,z 0

(fl 73_/:272)
Ou encore .

grad @ — z.grad grad w i — grad w

Grad (U) : (3.8)

('7'72)
ou la notation précédente rend compte des parties plane et antiplane (transverse) du tenseur.
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Une conséquence primordiale des hypothéses de Kirchhoff-Love est que les déformations de
la surface moyenne imposent automatiquement celles du reste de la structure. Autrement dit, pour
connaitre le déplacement de tout point de la structure, il suffit de connaitre celui du=passbcie,
et donc les grandeurd Z) etw(Z). Ce sont les nouvelles inconnues du peshE de recanique des
milieux continus, qui est maintenant bidimensionnel, et qui a remplacé le probleme initial tridimen-
sionnel.

On introduit maintenant des grandeurs sans dimension, écrites ici surmontées de barres, qui nous
serviront dans la suite a justifier certaines approximations :
_ z 0 I 0 0 b 0
= — w = —- —_— _— = e - = -_
Uy, Wy h’ 0z, 0z, 0z 0z’
ou u,, etw,, désignent les déplacements longitudinal et transverse maxima, de sorte que les grandeurs
sans dimension valent 1 lorsque la grandeur dimensionnée correspondante atteint sa valeur maximum.

i v (3.9)

SN

) =

IS

&

HYPOTHESE 3.4
On suppose que leeglacement transverse est de I'ordre de grandeurggmisseur de la plaque :

w~h — wpy=h

HYPOTHESE 3.5
On suppose que leeglacement longitudinal est d’un ordre@nieur au eéplacement transverse,

de sorte que :

|G| 2 ew = Uy =cwym = —wp

L

Dans toute la suite on ne précisera plus la barre supérieure dans les notations des grandeurs sans
dimension, lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité. Le gradient du déplacement s’écrit alors :

g2 (grad u — z.grad grztd w) —¢ grad w
Grad (T): | ... D ST (3.10)

3.2.3 Les cébformations

On caractérise les déformations du milieu continu (ear: @ — ¥, le tenseur lagrangien des
déformations de Green-Lagrange, qui s'écrit [97] :

e= % (Grad (U) + Grad '(U) + Grad *(U).Grad (U')) (3.11)

En remarquant que le produit ligne colonne de deux tenseurs s’applique de la fagon suivante entre les
parties plane et antiplane :

a :a b L by ab+a @by i aby +b.a
| o : (3.12)
. - . ~ S\t Lo
as :a, b i b, (l:? 2+0Lzbz> D dg.b +azb,
On obtient :
ey
e=|. . , (3.13)
00
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ol (¢) : S — R* est le tenseur des contraintes planet: S — R désigne les termes de
cisaillement, qui s’écrivent :

1 1 - - -
e= g2 [5 (grad i + grad® ﬁ) + ggradw ® grad w — z.grad grad w] (3.14a)

1 - -
+ 545 (gradt i — z.grad® grad w) . (gradﬂ' — z.grad grad w) )

o 1 . . .
v = 535 (—gradt i.grad w + grad® grad w.grad w) . (3.14b)

Dans le cadre de I'hypothése des petites perturbatiepg) Qui conduita la théorie des plaques
linéarisée classique, la partie non-linéairezdguadratique en fonction du déplacement, est négligée
devant la partie linéaire, ce qui conduirait a obtenir des termes de cisaillémelst D’autre part,
on peut remarquer que les termes non-linéaires présent dans les déformations planeséoet du
ordre de grandeur que les termes linéaires, lorsgast de I'ordre de I'épaissedr On reviendra sur
ce point au paragraphe 3.4.2.

HYPOTHESE 3.6
On ckcide de ne é&gliger que les termes d’ordeé devant ceux d’ordre3, soit :

et <« €.
L'expression des termes de cisaillement de change pas, et celle des déformations planes devient :

1}

1 1 - . .
= ¢? [5 (gradﬁ + grad’ ﬂ') + §gradw ® gradw — z.grad grad w| + 2(84), (3.15)

soit, dans la basgr; , 75) :

1, 1 1
utg gy = 2w (ure Fugn) +wawe — 2w
é:¢e? +0(e%), (3.16)
€ L, 54
Ug 2 + Wy — 2W 22
2 2 (&1,E5)

qui est symétrique. On désignera dans la suite(pa?), O(s") et O(e") des fonctions respective-
ment scalaire, vectorielle et tensorielle tendant Ve#sla méme vitesse qué lorsquee tend vers
0.

L'expression (3.15) précedente des déformations est celle qui est postulée par la plupart des au-
teurs [47, 24].

On peut en outre constater que comme dans la théorie linéaire, les déformations planes sont
linéaires par rapport & la coordonnée d’'épaissede sorte que :

é(Z,z) = & (%) + z.&'(Z), (3.17)

ou les expressions c§ etg1 en fonction dew et sont évidentes avec I'équation 3.15.

3.2.4 Les contraintes
On utilise en grande transformation le 2e tenseur lagrangien des contraintes de Piola-Kirchhoff
(m) : Q@ — R? [97], appelé aussi tenseur des contraintes de Kirchhoff-Trefftz [41]. La relation :

=F'=F" (3.18)

=RlIE!
2 IQ

— 64—
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le relie au tenseur des contrainte de Cau¢hy : @ — R°, qui représente directement les
contraintes dans la configuration déformée. On a fipte domaine occupé par la plaque dans sa
configuration déformée a la datep et p. les masses volumiques respectivement des configurations
initiales et déformées, et le gradient de la transformation :

F =Grad¢ = 1+ GradU (3.19)

ou 5: Q —» (), est 'opération qui transforme un poiff deQ en M, de(Y;, avecOM; = 5(07\4).
« est une mesure des contraintes dans la configuration déforanspores convectivemeners
la configuration initiale [97].

Relation de comportement

La plague est supposée homogéne et isotrope, si bien que les grandeurs caractérisant le matériau
ne dépendent pas du point considéré dans

HYPOTHESE 3.7
On suppose que les contraintes restent suffisamment faibles durant les transformations du milieu

continu pour que le matiau (du bronze) reste dans le domailastique, caraérise par la
relation de comportement kaire :

14+v v

E E
ou E et v désignent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau.
D’autre part,

= T —

HYPOTHESE 3.8
On réglige la composante,, du tenseur des contraintes devant les autres composantes :

T2z K Moy Tzz K Moz

On définie alors le tenseur des contraintes plags: S — R’ et les termes de cisaillement
(7) : S — R?, de sorte que :

T
r=|.. .. : (3.21)
70

('7'72‘)
En remarquant quer r = tr &, on peut re-écrire la loi de comportement en fonction des contraintes
plane et antiplane, de la fao suivante :

- E . v -

g—l_{_V(g—i-l_ytrgi), (3.22a)
. E .

T = v 3.22b
T=177 ( )

oul est le tenseur identité bidimensionnel. Ces équations étant linéaires, I'évolution des contraintes
planes le long de I'épaisseur de la plaque est la méme que celle des déformations planes (Eq. (3.17)) :

(%, z) = 7 (%) + 2.5 (F), (3.23)

Des relations de comportements identiques a (3.22a) existent alorsteaté, n € {0, 1} :

E -
7= (é" +1 - trgg) : (3.24)

1+v \= —v
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On définit les grandeurs sans dimensions suivantes, en s’assurant que les grandeurs dimensionnées
correspondantes apparaissent aux mémes ordres de grandeurs que les déformations dans les équations
3.22:

TapB _ Taz

az — "3 3.25
2p " e3E ( )

Tap =

Comparaison avec la tleorie statique linearisee

Lorsque lesHPP sont verifiees, les configurations initiales et deformées sont confondues, et
s'identifie ag, qui est solution des équations d'équilibre suivantes :

Divg + f. =0, (3.26)

qui s’écrivent aussi :
0aB,B T Oazz+ fea=0 (327)
088+  Ozzz+ fez=0 (328)

Dans le cas d’'une plaque métallique d’épaissecm et de diametré m (¢ = 1072), la composante
verticale des efforts volumiques est de I'ordrelde® £ /h = * E /h. En supposant ici que les efforts
volumigues ne sont dus qu’a la pesanteur, les équations d’équilibre précédentes s’écrivent, du fait des
opérations de dérivation :

525aﬂ,[3 +€e0qz, = 0 (329)
6362575 + 626ZZ,Z + 54fez =0 (3.30)
de sorte que si les contraintes apparaissent aux mémes ordres de grandeur dans les équations ci-

dessus, on &,, = O(e?) etag,, = O(e*) lorsquea,s = O(£?). On retrouve I'hypothése 3.8 et les
ordres de grandeurs des contraintes de cisaillement explicitées précédemment (Eq. 3.25).

Tenseur des contraintes de Boussinesq

Le tenseur des contraintes de Boussingsp: Q2 — ¥, aussi appelé tenseur de Piola-Lagrange
ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff est défini par :

B=Fr=(1+Gradll)m (3.31)

qui n'est pas symétrique. Son expression intervient dans les équations d’equilibre en grande transfor-
mation, et dans leTv que nous utiliserons au paragraphe 3.2.6.

14 ¢€? (gradﬁ — z.grad gr?aid w) D —¢ gr?adw 2% ' e3F
Bl g : (3.32)
egrad w : 1 S ()
si bien que, en ne gardant que les termes d’ordre égal ou inferi&upraobtient :
62i P 37
Bi| oo +0(e"), (3.33)

(-,-,Z)
On décide d'autre part de revenir aux grandeurs dimensionnées, jusqu’au paragraphe 3.2.7.
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(a) - Forces de membrane N (b) - Effort tranchant Q et moments flechissants M

FiG. 3.3 —Efforts ¢eréralisés appligés sur urelement de plaque

3.2.5 Forces de membrane et moments de flexion

On définit maintenant a partir des contraintes des grandeurs plus commodes a utiliser, appelées
parfois efforts généralisés : le tenseur d@ses de membrangy) : S — R et le tenseur des
moments de flexio/) : S — R, tous les deux symétriques, qui sont définis par :

h/2 h/2
:/ dz, M:/ 2idz. (3.34)

—h/2 — Jonp T

=

[1=3:

Des relations, que I'on peut qualifier de loi de comportement, existe alors entre, d’'une part les efforts
généralisedV et M, et d’'autre part les déplacements de la plaque. En intégrant sur I'épaisseur la loi
de comportement (3.22a), et en constatant que I'intégrale sur I'épaisseur des puissances impaire de
est nulle, on obtient :

FE -
N =hi= & (éo + l) (3.35a)
— - 1+v 1—v ==
W BN v )
M = —_~1 - @@ ~1 ~1 1 .
=" 128 12(1 +v) <Q + 1_,,trg :> (3.35b)

Ces dernieres relations permettent au passage de préciser la dépendance linéaire des contraintes planes
en fonction dez, a partir des équations (3.15) et (3.23) :

(7,2) = %Q(f) t 2

[15:

T3 M(Z). (3.36)

En observant que :

1 -
trée = (div U+ ggrad 2w — 2A2w> ,

la relation (3.15) entré et les deplacements réeletw, permet d’obtenir :

N = % [(1 —v) (gradﬁ—i— grad ' + grad w ® grad w) +v (2 div @ 4 grad 2w> i} .| (3.37a)

M =-D [(1 —v)grad grgdw + I/A2w.i:| , (3.37b)
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soit, dans la basgr; , 75) :

1, 1, 1
ur + Ew’l +vluzg+ §w,2 5(1 +v) (w12 +us1 +w ws)
Q K
1 1
ug 2 + SWo +rviu+ SW
2 2 (#1,>)
w11 + w2 (1 —v)w2
%: —-D
w22 + VW 11 (&1,83)
ou on a noté
hE h3E
K=—" D= "~—- 3.38
1—v% 12(1 —v?)’ (3.38)

respectivement leaideur en traction(N.nt1) et laraideur en flexior(N.m) de la plaque.

Si on considere une sous-struct@iYede surface moyenn&, de normale extérieurg et d’abs-
cisse curvilignes sur le borddS', N et M7 correspondent aux efforts par unité de longueur esrc’
par le reste de la structure sfif, & travers la surface de hautelret de largeur éléementairgés
(Fig. 3.3). N, s’exprime en N.r, M,z en N. Comme ils sont issus du tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff, il est nécessaire de leur appliquer un transport convectif s}, pour obtenir
les efforts intérieurs a la structure déformée [29, 97]. On reverra ce point au paragraphe 3.2.8.

3.2.6 Application du principe des travaux virtuels

Considérons le milieu continu, qui occupe de domdheans sa configuration de référence
et ), & la datet. Soit une transformation infinitesimale, représentée par le champ de vecteurs
(6?]) : 0 — R3, qui transforme le milieu continu d@ en une configuration voisine. Ce champ est
appelédéplacement infinitsimal virtue] car la transformation associée est arbitraire et imaginaire, et
ne s’identifie pas obligatoirement avec la transformation réelle subie par le milieu continu. Selon les
auteurs, le principe que nous utilisons ici prend difféerentes formes, rigoureusement équivalentes. Soit
il est écrit en terme de vitesses virtuelles, et dans ce cas c’est le Principe de Puissances Virtuelles, soit
il est ecrit en terme de déplacements, et on obtient [42, 29, 97, 48] :

PRINCIPE DESTRAVAUX VIRTUELS

1. Pour toute parties; du milieu continu,, le travail des efforts ifrieurs pendant toutépla-
cement virtuel infingsimal rigidifiantw; est nul :

Vt, Vw, CQy Y(Uo,000) / 0U = 6Uq + 80 ANOM ,  6W;)(6U) =0  (3.39a)
2. Dans tout eferentiel galieen, pour toute partiey, la somme du travail des efforts esieurs et
du travail des efforts igrieurs esegalea tout instant au travail des quaré# d’acé&lération,

pendant tout dplacement virtuel infirésimal :

Vt, Vwy CQ YSU W) (0U) + 0Wi) (6U) = 6W(a) (0T (3.39b)

76U est bien défini sur la configuration de réféeresizeEn effet, si{l) : @ — R® et (U') : @ — R® sont deux
champs de déplacement qui permettent de transfofhvesr deux configurations voisin€s et 2}, alorssU = U" — U.
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En représentation lagrangienne, le calcul des differents travaux est mené sur la configuration de
référence, dont une partie quelquonque est ngtéelle quew = ¢(w). Leurs expressions sont

[29, 97, 48] :
SW ///w@dw = // B': Grad §U dw (3.40a)
1 (60) / / FobUdw + / / F,.0U dS (3.40b)

1 (8T7) / / / U & 40 (3.40c)

ou “:” designe le produit doublement contr&cour appliquer l@Tv au milieu continu que consti-
tue la plaque, on choisit le déplacement virtuel :

V(6u,dw), U = bu + dw Z — z.Grad dw, (3.41)

compatible avec la transformation imposée au milieu (3.4). Le calcul des différents travaux virtuels
est ensuite meng, en fonction Neet M et des déplacements réa@lst«. Dans un souci de concision,

les developpements mathématiques sont précisés en afr@xis consistent a utiliser les relations
(3.40a-3.40c), a les intégrer sur I'épaisseur de la plaque, et a effectuer quelques intégrations par partie
pour faire apparaitre les déplacements virtielst sw en facteur.

Travail virtuel des efforts intérieurs

W) = / / {div N.6u + [div div M + div (N gradw) | s} dS
()
— 7{ {(géﬂ) T+ [(ﬁgr?aidw) n+d1an+ % (ﬂtgf)] 6w} ds (3.42)

(85)

+ ]{ (ﬁt%-ﬁﬁ(g::) ds+ S [ M) 6w

(3S) pt. singH (s)

ou le dernier terme correspond a la variation de la quantité entre crochets a la traversée d’un point
singulier dedS, 7 ett sont respectivement les vecteurs normal extérieur et tangent awogtls
est I'abscisse curviligne.

Travail virtuel des efforts extérieurs

Du fait des intégrations sur I'épaisseur, et pour étre homogene avec le caractere bidimensionnel
du probleme de plaque mince, on définit de nouveaux efforts extérieurs, dont certains soesimpos’
surS, et d’autres sur le bordS (fig. 3.4).

8La convention utilisée ici pour le produit doublement contracté est, pour tout terEeatrg’, T : T’ = Ty, T =
tr(g.T ). Elle nest pas générale dans le littérature, et est utilisée dans [97]. Dans [48], notament, I'ordre de contractlon sur
les indices est inverse, si bien qlie T' = T;;T;; = tr(T".1").
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§“

FIG. 3.4 — Efforts exérieurs impoés a la plaque de surface neutr§. Les fkches “grasses”
représentent des moments ; les “fines” des forces.

— Sur la surface neuti®, le milieu extérieur impose
— les forces surfaciques (N

h/2 .
te.Z + e = / fodz+ Ff + Fr, (3.43a)
—h/2

— les moments surfaciques (N.mn

h/2 . h /= N
e = / 2fodz+g (Fr—F), et wiez=0; (3.43b)
—h/2

— Sur le bordS, le milieu extérieur impose
— les forces linéiques (N:®)

2
T Z + N / Fe PGE (343C)
h/2

— les moments linéiques (N.m

h/2 _’ .
M, = / 5 dz, et M.Z=0. (3.43d)
h/2

Ces efforts sont, commﬁe et f;, obtenus a partir des efforts imposés sur la structure déformée,
aprés un transpoparallele de S; versS. Comme il n'y a pas de variation d’épaisseur de la plaque,
ce sontrigoureusement les @mes efforfs(en direction et intensité) qui sont imposés Suet €.
Mathématiquement, si on appelle(7;)Z la force surfacique transverse imposée&ualors :

tee().7 = te [ §(8)] 2 = to(@)2. (3.44)

® Un transport paralléle ne changent pas l'intensité de I'effort si celui-ci est rapdat’surface (si c’est un effort
surfacique) ou au volume (si c’est un effort volumique), ce qui est le casioerr f. [97]. Cela aurait pu étre different
pour les effortg,, 7., etc... qui sont issus d’intégrations sur I'épaisseur de la plague.
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Ce qui peut étre déroutant est que,gl est normal &S, t.;Z n'est probablement pas normalsg
car ils sont tous les deux projettés dans la lasez) associée a la configuration de réféerence. Des
remarques analogues pourraient &tre faites sur les autres efforts extérieurs.

Le travail virtuel des efforts extérieurs s’écrit alors :

Wiy = / / [+ (te + div 77 du] dS
(s)

- o a - - Ve 8'[1]
+ 7{ {Ne.éu + [Te +og (Mt )] dw — Me.1i.0 (a_n>} ds (3.45)
(08)

— Z {Me.ﬁdw}

pt. singH (s)

st

S

Travail virtuel des quantit és d’'ac&léeration

Wiay = / / |0t + (i — I div grad i) dw| dS + )[ Igradi.iidw ds|  (3.46)
(S) (9S)

ou

m=ph, I= 17 (3.47)

sont respectivement la masse surfacique ().t le moment d’inertie surfacique (kg) de la plaque.

Equations locales

L'application depPTV consiste maintenara vérifier les relations (3.39a) et (3.39b), avec les ex-
pressions des differents travaux virtuels calculés aux paragrapd@sients. Ici, il est clair que tout
déplacement virtuel rigidifiant le milieu continu entraine un état de contrainte nul, ce qui vérifie la
premiére condition deTvC.

La deuxieme condition daTv, rappelée ci-apres :

Vt, Vwy CQ V(0u,0w)  IWie)(0u, dw) + W (6u, Sw) = SWq) (du, dw)

est équivalente, dans notre présent probleme, aux vues des expressions des differents travaux virtuels
(eq. (3.42), (3.45) et (3.46)3, =

Vi, VS'CS Y(du,ow) / / (ﬁ.aa+fw.5w) s
(8"

+ 7{ (fu.aa + Jy.0w + J;U.aa—"”> ds
on
(98")
+ Y [Keuw]l =0
pt. singH (s)

En fait, la premiere condition imposée parAgv est automatiquement vérifiee par les travaux virtuels des efforts
intérieurs calculés a partir de (3.40a)
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Comme cette équation variationnelle est valable quels que soient les déplacementgwieirls
elle est équivalente aux équations suivantes :

VG(F) €S, L(#)=0 et I,(i)=

- —

Ju(Z) =0
VH(Z) € 0S, { Ju(#) =0
J (%) =0
VH(s) € 08 pointanguleux K, (s7) = Ky (s7)

Avec Igs équations (3.42), (3.45) et (3.46), on obtient les équations suivantes :
— Equations locales, valables en tout point de la surface néutre

div N + i, = mii (3.48a)
div div M + div (Q grad w) + te + div 77 = map — I div grad @ (3.48b)

— Conditions aux limites. Quatre conditioas€rifier simultanément :
— en tout pointd du borddS’ :

N, (3.49a)

S
I

—

di£ﬁ+%( M£)+(Ngradw it = T+%(Z\7[ t) — Igradw.@  (3.49b)

=

(n Mn) M,.@t (3.49¢)
— en tout point anguleuk’ dedS', d’abscisse curviligne :
Ky(sT) = Kyu(s™) avec K, = (@'.M.t) — M.t (3.50)

Les équations précédentes incluent certains termes négligeables, comme ceux induits par les effets
de l'inertie de rotation (les termes facteursdalans les équations (3.48b) et (3.49b)). Une analyse
dimensionnelle supplémentaire, associée a I'hypothése 3.6 permet de justifier ces simplifications, ce
qui est fait au paragraphe suivant.

3.2.7 Analyse dimensionnelle desquations et simplifications

On va montrer ici que I'hnypothése 3.6 permet a elle seule de justifier que (i) les termes dus a
I'inertie de rotationl, et (ii) les termes d'inertie longitudinate sont négligeables. lls sont négligés
dans le plupart des théories sans justifications mathématiques [47].

On introduit tout d’abord les grandeurs sans dimension suivantes :

it N2 oy X (3.51)
= tc, iV = Nm’ s = Mm’ .
= e - te 5 Mhe = Ne = T. = Me
Me = , te= , M = , Ne= , Te= , M= . 3.52
‘ Nem ‘ tem ¢ Mem ‘ Nem ¢ Tem ¢ Mey, ( )

Les équations (3.37), en se réferant aux équations (3.9), permettent de déterminer I'ordre de grandeur
deN etM :

. LK hD _ ShK

En introduisant les équations précédentes dans I'equation d’équilibre (3.48b), et en s’assurant que
w, t, eti, apparaissent au méme ordre de grandeurddyen obtient :

6
et div div M + 62* div (g grad w) + e, 4 et div e = et — i—Q div gradé,  (3.54)
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avec

m E hE
te=To =L =, tem=e'— | Mg = S 3.55
0 D’ T2 -2 M T 120107 (3.55)

Cela signifie que :
— les amplitudes dg et doivent &tre respectivement de I'ordfeete® pour créer un moment
de I'ordre des*, et donc un déplacementde I'ordre deh (Eq. (3.9)) ;
— le temps caractéristique du mouvementigst Ty, qui est non loin de la période du premier
mode de vibration de la plagtfelorsque la longueur caractéristigiiest le rayon de la plaque.
Cela signifie que la frequence maximale du mouvement doit &tre inferiduyfg & fo, c’esta
dire inférieurea’la frequence du premier mode de vibration, pour que le mouvement transverse
w soit de I'ordre de grandeur de
On justifie aussi que les contraintes transversalgsnt g régligées. En effet, elles sont en équilibre
avect,, et sont donc de I'ordre de grandeurdece qui confirme I'hypothése 3.8 et la comparaison
avec le cas linéaire de I'équation (3.29).
D’autre part, lorsquev est de I'ordre dé,, on constate que le terme de rotatirbml,ivgradw est
de I'ordrecS, ce qui est négligeable a la vue de I'nypothése 3.6.
La valeur det., imposée aussi par I'adimensionnementidedans (3.54) permet maintenant de
déterminer I'ordre de grandeur de qui, remplacé dans (3.48a), donne :

6e3div N + &7, = €°ii, (3.57)

avec
E

_ 3
tem = E (1 —v2)

On justifie alors que le terme d'inertie longitudinal est négligeable devant les forces de membrane.
De la méme fagon que @eédement, on constate que I'amplitude igedoit &tre de I'ordre de?

pour créer des efforts de membrane compatibles avec un déplacendgentordre deh. La méme
opération sur les conditions aux limites (3.49) donne :

(3.58)

N 8 _ _ - — 8 =, 85 — .

3| 43 > 39 (ot 3 > _ 3 g e =

e” |divM.n+e 95 (n gf) + 6e (ﬁgradw) n] € [Te + aS(M@.t )] lggradw.n
(3.59)

avec .
K hE hE

Nepp =Np=e?>—, Top=6"——-—, M,y =6"———— = M,. :

em m =€ 9’ em — € 12(1 — VQ), em — € 12(1 — V2) m (3.60)

Cette derniere misa 'echelle précise I'ordre de grandeur]ﬁg T, et M,, et confirme l'ordre de
grandeur négligeable du terme dTinertie de rotation.
3.2.8 Effort tranchant

Comme la transformation imposée au milieu continu par le déplacé?n@q. (3.4)) n’impose
aucune déformation de cisaillement a celui-ci (cela provient des hypothéses de Kirchhoff-Love qui

Hdans le cas d’'une plaque circulaire & bord libre, la période du premier modef.e&t(4.29) :

T _L_ZTFGQ m_27‘l’(12 @’Vaz m (3.56)
T % @ VD 500VD - “VD :

aveca le rayon de la plaque.
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imposent a tout segment normal de rester normal a la surface moyenne durant la déformation), I'ef-
fort tranchant(@) : § — R? ne travaille pasdurant la transformatiéf C’est pour cette raison
gu’'aucune équation établie a partir BBv, avedsU/ comme déplacement virtuel, ne le fait intervenir
naturellement. Il est défini par :

- h/2
Q= / T dz, (3.61)
—h/2
si bien que toute section droite, de normaldnterne a la plague est soumise a un effort tranchant
(Q.7%)Z vertical (Cf. Fig. 3.3).
En appliquant la condition aux limites (3.49b) a un sous-domaine de la plaque, représenté par
une surfaceS’ C S, les effortsN,, 7., etc... extérieurs &' sont alors imposés p&S surS’, et
sont identifiables aux efforts intérieur€f( Fig. 3.3).Etant donné que les équations d’équilibre sont
formulées en grandes transformations, on doit &tre prudent quand a la nature des différents efforts.
Considérons comme au paragraphe 3.2.5 une sous stré¢tdesesurface moyenng&, dont le
bord 9S’ est orienté par sa normale sortantel?, S’ et 77 sont transformés paﬁ en$, S; et.
Q est détermina partir du tenseur de Piola-Kirchhoff. L'effort tranchaptz’ = (Q.ﬁ)E sur () est
donc transforra’enQ,,;7; = g[(@.ﬁ)ﬂ sur€);, par un transport convectif. Il est en particulier tout le
temps normal a la surface moyencmuranteS'. |l n'a donc pas la méme direction absolue dénet
Q. En revancheT, est identique sur les deux structur€d.fote 9, p. 70), et est donc dans les deux
cas colinéaire @ Comme les conditions aux limites (3.49a-3.50) sont écsiteda configuration de
réference?, I'effort tranchan@.ﬁ que I'on cherche, imposé pB§’ surS’ a travers de bord d§ de
normaleii n'est donc pas exactemerit |l s’'identifie a la forcel, z + ]\7@ transporté convectivement
de ), vers) et projeté sur la vertica, soit :

(G.7)7 = [gl (Tez+ *)] 2 (3.62)
or
1+0(?) —egrad w
F=1+Grad(U): | ......... ......... (3.63)
-t
egrad w 1 (3)

qui est une matrice antisymeétrique, de sortegﬁé =-F (£*1 correspond au premier ordre a une

rotation d'angle—@ = —Gradw A 7). On obtient alor).7i = £3(T, — N..grad w) + O(%). En
injectant cette derniére relation dans (3.49b), tous les termes se simplifient avec I'aide de (3.49a) et
on obtient :

- 0

Vi, divM.i+ -2 M, + (ﬁ grad w) =G+ (ﬁ grad w) 7+ gMns (3.64)
- — — S

soit :

Q=divM (3.65)

Ce résultat a été momtrde faon plus succinte par Herrmann [47], et est rarement justifié dans la
litterature, bien qué) soit largement utilisé dans tous les modéles de plaque [24, 41].

Une explication plus physique des calculsgdents est que si on observe la direction des efforts
sur la configuration dforn€, T, a pour direction?, alors que@.ﬁ a pour directiorla normale cou-
rantea la plaque, noté&;. Il y a en premiere approximation un angte= Grad w A Z entre les deux.
En particulier, une répartition de pression normale a la surface supérieure courante n'est pas normale
aS. Elle oscille au gré des oscillations de la structure.

2] travaillerait si les buchettes se deformaient par glissement des sections les unes contres les autres lors de la transfor-
mation (Cf. Fig. 3.2)
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3.3 Formulation non-linéaire du probleme de vibration de flexion de
plaque mince
Les développements mathématiques du paragraphe 3.2 conduisent a formuler le probléme de

mécanique en terme des efforts généeali¥ et M. D'autres formulations sont possibles; elles sont
énumeérées ci-apres.

3.3.1 Recapitulatif : formulation en efforts

Les hypotheses sont rappelées ci-dessous, puis les équations, et enfin I'ordre de grandeur des
différents termes.

Hypotheses

1. Le rapport de I'épaisseur sur une longueur caractéristigué./ L est petit devant 1 (hyp. 3.1).
Hypothéses cinématiques de Kirchhoff-Love (hyp. 3.2).

Les sinus et cosinus des rotations sont linéarisés au premier ordre (hyp. 3.3).

Le déplacement transvergeest de I'ordre de I'épaissedr(hyp. 3.4).

Le déplacement longitudin&lest d’'un ordre inférieur au déplacement transverse (hyp. 3.5).
Les termes d’ordre* sont négligés devant ceux d’ordre(hyp. 3.6)

Le comportement du matériau est élastique linéaire (hyp. 3.7).

© N o g bk~ w DN

La composante transversalg du tenseur des contraintes est négligée devant les autres com-
posantes (hyp. 3.8ktte hypothse &t justifee apes avoirét utiliste au paragraphe 3.2.7,

et aussi apés calcul de I'ordre de grandeur des effottsElle peut donétre consiérée comme

une conéquence des predentes 3.1-3)7

Equations

— EQUATIONS D' EQUILIBRE

divN + 17, =0 (3.66a)
div div M + div (N gradw) + t, + div i, = mii (3.66b)
(div G + div (g grad w) F b, + div m, = mw> (3.66¢)
— CONDITIONS AUX LIMITES
— en tout pointd du borddS’ :
Nii = N, (3.67a)
. D - . 0, - -

divM.7n+ —My; + <Mgradw) M=Te+ —(M.t) (3.67b)

= Os = Os
Q’*+3M +(N ad *—T+3(“£) (3.67¢)

. 98 nt Ngradw).n =Te 55 (Me: .

My, = M,.ii (3.67d)
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— en tout point anguleuk’ dedS', d’abscisse curviligne :

[Mm - ME] j —0 (3.67¢)

— RELATIONS DE COMPORTEMENT

K = N - ~
[(1 —v) (gradﬁ + grad " + grad w ® grad w) +v (2 div @ + grad 2w> i} ,

N=—
= 2
(3.68a)
M =-D [(1 —v)grad grgdw + I/A2w.i:| , (3.68b)
G = div M = —Dgrad (Ayw) (3.68c)
— CALCUL DES CONTRAINTES
12
(%, z) = Eg(x) + zmg(a:) (3.69)
— CALCUL DES DEPLACEMENTS
- 12 - 1
gradgradwzglzﬁ [%tr%é— ;Vg], (3.70a)
21 . e\ 1 [1+vw v - 1 - o
E=5 (gradu + grad u) =7 [ z N — Etrﬁi] —Egradw Qgradw.  (3.70b)
&
Ordres de grandeur
— Déplacements :
(3.71)

w~h, wuy~ceh,

— Contraintes :
Taf 2E, T ~3E, 1w, < Taz, TafB (3.72)

— Efforts généralisés :

Nop = €?hE, My ~e*h*E, Qo ~¢e’hE, (3.73)

— Efforts extérieurs :
te ~e*E, neq ~3E, meq ~ e hE, (3.74)
T, ~e*hE, Nyo~¢c’hE, M.y~ c*h’E. (3.75)

3.3.2 Formulation en ceplacement

Cette formulation consiste a remplacer les efforts généralisés par leur valeur en fonction des
déplacements, a partir des équations (3.68a) et (3.68b). Elle est en général utilisée pour résoudre des
problémes de plaques rectangulaire [47, 24]. Les équations du mouvement obtenues alors s’écrivent :
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K . . .
=2 [(1 — ) Aoii + (1 + v)grad div @] + fle — phii =
2 X (3.76a)
-5 [(1 —v)Agw.grad w + (1 + v)grad grad w.grad w| ,
DAsAgw + phiis — to — div (7 A 1ie) =
K [(1 —v)grad 4 : grad grad w + v div ﬁ.Agw] (3.76b)

K . . . .
) [(1 — v)grad w.(grad grad w).grad w + v grad 2w.AQw .

3.3.3 Fonction de force et conditions de compatibilé

Un cas pratique tres courant est celui ou les efforts linéiques longitudinaux regagasit nuls
partout sukS. Dans ce cas, I'équations (3.66a) devient :

divN = 0. (3.77)
et le terme non-linéaire dans I'équation (3.66b) :
div (ﬁgrﬁdw) = dfvﬁt.grgdw —{—gt : ggradw =N: ggradw,
de sorte que I'équation (3.66b) s’écrit, en remplagénpar sa valeur en fonction de:

DAAsw +mi = N : grad gradw + te + div M, (3.78)

Le probléme de mécanique est alors équivalent aux équations (3.77) et (3.78), associées aux condi-
tions aux limites (3.67a-e), et a la relation de comportement (3.68a). Les inconnues du probleme sont
alors N etw, qui représentent au total 4 champs scalaires inconNusst symétrique), alors que 3
equations scalaires locales sont seulement disponibles. Il manque donc une équation.

Une autre maniére de voir les choses est de considérer les inconnues en déplacement du probleme,
« etw, qui correspondent a 3 champs scalaires inconnus. On obtient la formulation du paragraphe
3.3.2, ou la pren@reéquation (Eqg. (3.76a)), vectorielle, régie le mouvement longitudinal, et la deu-
xieme (Eqg. (3.76b)), scalaire, gouverne le mouvement transverse. Ici, I'incahaété remplaeé
par N, a partir de la relation (3.68a), qui fait intervenir la partie symétrique du gradiemt e
le deplacementv. Il faut donc écrire uneondition de compatibiéf relation qui donne &V les
propriétés suffisantes pour qdeexiste. Ce sont ici des analogues des équations de Beltrami sur le
tenseur des contraintes de Cauehglans un probléme linéaire plan formulé en contrainte [98]. La

condition pour qu'un tensey€) : S — R* dérive d'un champ de gradient est :

2¢ = grad @+ grad@® <= Agtré —divdivi=0 (3.79)

En constatant que seule la partiedqui ne dépend pas dg not'e:é) (Eq. (3.17)), intervient dans
I'expression deV (Eg. (3.35a)), il advient qu'il faut appliquer I'equation ci-dessus au tenseur :

1 - - 1
£= éo - §gradw ®gradw = 3 (gradﬁ—i— grad’ ﬂ')
ce qui s’écrit :
~0 . g ~0 ]_ - ]_ - 2 ]_
Agtre” —divdive” = 3 grad grad w : §gradgradw — (Aqw)? ) = —§L(w,w), (3.80)
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ou L sera explicité un peu plus loin. Il suffit ensuite d’exprindéen fonction deN en inversant
la relation (3.35a), et de remplacer le résultat dans I'equation (3.80) pour obtenir la condition de
compatibilié surV.

Il est maintenant commode de constater gue I'équation (3.77) est équivalente a I'existence d’'une
fonction(F) : S — R, exprimée ici en N.m, appeldenction de forceou fonction d’Airy[24, 34],
telle que (définition) :

N = AyF1 — grad grad F, (3.81)
En constatant que :
N: ggradw = Ao FAsw — ggrad}? : ggradw = L(F,w), (3.82)
et
Agtr® — div dive’ = %AQAQF, (3.83)

et en remplacant (3.82) dans (3.78), et (3.83) dans (3.80), on formule le probléme en teffne¢ de
w, Ce qui est présenté au paragraphe suiv@t3.4).

L etablissement de la condition de compatibiliteé n’est pas justifie dans les travaux de Chia [24]
et d’Efstathiades [35], qui sont les plus cité comme référence pour la formulation mixte présenté
ci-apres. C'est pour cette raison qu’il nous a sesmticéssaire de faire figurer dans ce travail la
justification précédente.

3.3.4 Formulation mixte
— EQUATIONS DU MOUVEMENT

hE

DAAw + mw = L(F,w) + te + div 1, (3.84b)
avec
L(F,w) = AFAw — grad grad F : grad grad w (3.84c)

— CONDITIONS AUX LIMITES

Ces sont les mémes équations que (3.67a-e), écrites en termetdé a partir de (3.68b) et
de la relation :

N = AFi — grad gr?a:d F, (3.85)

— CALCUL DES DEPLACEMENTS LONGITUDINAUX

1 111 ~ 1
3 (gradﬁ—{—gradtﬁ) =E£= 7 [—AFL— v

- 1 - -
grad grad F'| — §grad w ® grad w.

/

-~

éO

B (3.86)
L'aventage majeur de cette formulation est que le probleme ne comporte plus que deux incon-

nues scalaires : la fonction de foréeet le déplacement transverse Toutes les autres grandeurs

(contraintes, efforts généralisés, déplacements longitudinaux) sont alors calculables a partir de la

donrée dew et F.
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Type de condition aux limites Equations correspondantes

Encastées, immobiles longitudinalement

TaB. 3.1 —Expression des conditions aux limites imgess la plagues dans des cas simples [24]. Le
dessin repgsente une plaque circulaire, mais Egpuationsgcrites en fonction des vecteurs normal
fi et tangent locaux, sont valables quelle que soit le profil du bord de la plaque.
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3.3.5 Conditions aux limites

Dans les trois formulations précédentes, les conditions aux limites exprimées par les relations
(3.67a,(b ou c),d,e) peuvent étre imposées en effort ou en déplacement : si on impose un effort sur le
bord, alors le déplacement correspondant est calculé, et inversement si un déplacement est imposé,
alors I'effort correspondant peut etre calculéep€solution du probléeme. Le déplacement dudide
esti, w est asso@aT, et M,.t, et M,.7i est la contrepartie déw/on. L'expression de ces conditions
aux limites dans les cas simples classiques sont resumées dans le tableau 3.1. D’autres conditions
aux limites sont immaginables théoriqguement, mais ne sont pas rencontrées dans lapatgue
conditions aux limites élastiques sont aussi possibles. Elles s’écrivent en imposant une liaison entre
les efforts et le déplacement associg, et ne sont pas précisées dans le tableau 3.1, par concision.

3.4 Discussion

Dans les trois formulations exposées au paragraphe 3.3, le probleme de mécanique esébien pos’
il est composé, comme dans le cas tridimensionnel :
— des équations d’equilibre (ou équations du mouvement), valables en tout point de I'intérieur du
milieu continu ((3.66a,b) ou (3.76a,b) ou (3.84a,b)) ;
— des conditions aux limites, valables sur le bord (3.67a,(b ou c),d,e) ;
— des relations de comportement reliant efforts/contraintes et déplacements/déformations (3.68a,b,c).

3.4.1 Non-linearités et domaine de validié

La premiere des équations du mouvement gouverne le mouvement longitudinal, la deuxieme
régit le mouvement transversal. Ces deux équations sont couplées par la fonctidfinellesi bien
gu’'un mouvement transversal (efforts de flexion) va forcement de pair avec un mouvement longi-
tudinal (efforts de membrane). Néanmoins, combter = 0, F) = 0, un chargement longitudinal
ne peut théoriguement pas donner naissance a un mouvement transaessgue celui-ci n'este
préalablement inif. C’est ainsi qu'il est possible de produire des déplacements transverse important
en excitant la plaque par des efforts longitudifauin revanche, un mouvement transverse entraine
automatiquement un chargement du plan moyen, puisque le fefmev) est présent dans le second
membre de (3.84a). C'est I'effet principal pris en compte par ces équations en grand déplacement.

Ces couplages se manifestent de deux facons :

— Le terme de couplage non-linéaire présent dans les équations du mouvement transversal, qui
s'écritdiv (Mgr&d w) (Cf.Eq. (3.66b)), provient des termes antiplans du tenseur des contraintes
de Boussin_esg (Eq. (3.33)). Il est dii au fait que en grandes transformations, on ne peut
plus confondre la configuration déformée avec la configuration ifigkus précisément,

il correspond a une opération de projection sur la verticale des forces de membranes, co-
linéaires a la surface moyenmieformée L'angle de projection est I'anglg = gréidw NZ

qui existe entre la surface moyenne et sa déformée. Autrement dit, les forces de membrane ont,
en grands 8placementaune projection sur la verticale non nulle, qui intervient naturellement
dans I'equation régissant le mouvement vertieale la plaque.

— Le terme de couplage qui intervient dans I'equation du mouvement longitudinak estdi”
dépendance non-linéaire qui existe enifeet w (Eq. 3.37a), qui provient des termes quadra-
tiques dec en fonction dew (Eq. 3.15). C'est |a encore un effet de projection sur la verticale,

130n peut immaginer imposer l'inclinaison du bord nulte,{ = 0), sans imposer le déplacement transvefige=£
M,.t' = 0).

Cela est en général appelé “excitation paramétrique”. Une étude de ce type est proposé dans [133]

Bc’est la raison principale pour laquelle on a été aenitiliserr et B au lieu deg, pour pouvoir effectuer tous les
calculs dans la configuration de réference, puisque la configuration deformée n’est pas connue.
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puisqu’un déplacemeni a pour effet d’'augmenter la composante verticale des forces de mem-
brane. Vue d'une autre fagon, un déplacemer@ntraine tout naturellement une variation de
I'étendue de la surface moyenne, associée forcement a un chargement de celle-ci. C'est cet effet
qui entraine 'augmentation de la tension d’une corde ou d’'une membrane tendue lorsqu’elle
est écartée de sa position d’équilibre.
Lorsqu’on linéarise ces équations, ces deux effets disparaissent, puisque I'on confond les structures
initiales et déformées.

On peut aussi remarquer que les conditions aux limites sur le bord sont identiques a celles de
la théorie linéaire, a un terme additionnel prés, qui s'édMigrad w).ii = N,.gradw car N est
symeétrique. La présence de ce terme souligne que les conditions aux limites longitudinales sont
couplées aux transversales, et donc que, au contraire de la théorie linéaire, on est obligé de connaitre
les conditions aux limites longitudinales lorsqu’on s’intéresse au mouvement transverse de la plaque
(Cf. Tab. 3.1). Linterprétation physique est analogue au premier effet expliqué plus haut : lorsqu’on
impose un effort horizontaV,, sa projectiod?fe.grﬁdw sur la normale a la plaque déformée est non
nulle, et influe donc sur le mouvement transverse.

De facon plus générale, on peut résumer les remarques précédentes en soulignant que les effets
non-linéaires sont le résultat du chargement du plan moyen : plus celui-ci est important, plus le terme
ﬁgrﬁdw dans I'equation du mouvement transverse est important. Ce chargement du plan moyen
dépend en premier lieu du déplacement transversmais aussi des conditions aux limites longitu-
dinales : pour unw donné, le chargement du plan moy®nest plus important lorsque est imposé
nul sur le bord (bord encastré ou simplement supporté) que lorsque le bord est libre. On reviendra sur
ce point lors du calcul des efforts de membrane, aux paragraphes 5.4.1 et 5.4.2.

Les termes de couplage non-linéaires évoqués ci-dessus sont liés a la tﬁamithui corres-
pond a la rotation d’'un élément de la plaque durant la transformation. C’est la valeur de cette quantité
qui détermine le degré de simplification du modele, puisque c’est en la négligeant qu’on obtient le
modele linéaire ; on est alors dans un cas de “petites rotations”. Le présent modele non-linéaire est
souvent associé au terme “rotations moyennes”, et le terme “grandes rotations” est réservé au cas ou
les rotations sont telles que I'on ne peut plus linéariser leurs sinus et leurs cdafnigp( 3.3). On
reviendra sur ce point au paragraphe 3.4.3.

Le terme “grands déplacements” est souvent associé au modeéle non-linéaire présenté dans ce cha-
pitre car il constitue la grandeur observable le plus facilement. Cela va aussi dans le sens du fait que
de rotations moyennes peuvent créer de grands déplacements. En revanche, les déformations de la
structure restent suffisamment petites pour que la loi de comportement élastique linéaire du matériau
reste valable (hyp. 3.7). Un récapitulatif est proposé dans le tableau 3.2, p. 84

3.4.2 Validation mathématique des hypotleses

Le modele non-linéaire de vibrations de plaques établi au paragraphe 3.2 est basé sur des hy-
pothéses justifiees par I'expérience, mais non par des calculs. En effet, il paraitrait logique que les
hypothéses 3.5 et 3.8 soient des conséquences mathématiques des hypotheses 3.1 et 3.2, puisque c’est
ce qui est observé en pratique. Une démonstration de ce type a été proposée pat Mitlahs une
série d’articles [71, 68, 69, 70]. Elle consiste a chercher une solution aux équations d'équilibre de
la mécanique des milieux continus tridimensionnels a partir d'un développement asymptotique sur
les puissances de Leur demarche est la suivante, décrite avec les notations du paragraphe 3.2. Le
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systeme d'équation de départ est :

DivB' = —f. dansQ, (3.87a)
U=0  surx, (3.87b)
B.ii=F, surStus- (3.87¢)

Avec les hypothéses suivantes :
— Le rapport épaisseur sur diametre est petit devant: (1)
— Le dplacement transverse est de l'ordre de I'épaisseut ()
— Les efforts extérieurs transversgsont de I'ordre de*E, et les efforts longitudinaux,,, de
I'ordre dec®E.
la solution est cherchée sous la forme de :

(V,w) = (V0,0 + (VY w') + e2(V2,w?) + ... (3.88)

ol V est le deplacement longitudinal de tout point de la structiiee ¢ +w?). Les résultats obtenus
sont que, pour les niveaux d’efforts énumérés préecédemment :

— le dplacement longitudinal est d’un ordre inférieur au déplacement transversak() ;

— le premier teerVO, w) du développement obtenu est un déplacement de Kirchhoff-Love :

W’ =w=w(@), V=V =i@) - zgradw(@) (3.89)

qui vérifie les équations du modéle de Von-Karman (3.66a-3.69).
— la contrainte transverse, est d’un ordre de grandeur inférieur aux contraintes tangentielles
Taz Qui sont elles méme d’un ordre de grandeur inférieur aux contraintes pignes

Les développements de Millet al offrent une justification rigoureuse des résultats énuméres ci-
dessus, seulement dans le cas particulier ou le bord de la plague est imposé immobile transversalement
(Cf.Eq. (3.87b)), et pour des déplacements statigGé£(. (3.87a)). Malgré cela, ils offrent un début
de justification des hypothéses des formulations classiques du modele dynamique de Von-Karman,
comme celle qui est présentée au paragraphe 3.2. La généralisation au cas ou les conditions aux
limites sont imposées libres n'a, a notre connaissance, pas encore été publiée.

L'approche de Milletet al permet aussi de montrer que le modele linéaire de plaques, déduit des
équations d’equilibre non-linéaires (3.87), est valable pour des niveaux d’efforts plus faible’
etn., ~ £*F) que ceux définissant le domaine de validité des équations de Von-Katmae{E
etn., ~ 3 E). Ces efforts conduisent a des déplacements transverses de I'ordfeisiéepaisseur
pour la théorie linéaire, et de I'ordre de I'epaisseur pour le modele de Von-Karman [70]. Ces résultats
confirment le fait que lorsque est de I'ordre de grandeur dg les termes non-linéaires desont
du méme ordre de grandeur que les termes linéaires, ce qui montre que la théorie linéaire n’est plus
valable pour ce niveau d'amplitud€f Eq. (3.15)). Ces développements sont validés par des résultats
d’existence et d'unicité par les travaux de Ciarlet [26], qui a utilisé une formulation variationnelle
mixte contrainte-déplacements (de type Hellinger-Reisner) du probléeme.

3.4.3 Mockles d’ordre sugerieur

On peut maintenant se poser la question de savoir si les approximations associées au modele
présenté ici ne sont pas trop restrictives pour décrire les vibrations de gongs et de cymbales. La
littérature ([46, 23, 83]) montre que le modele de Von-Karman permet de prédire des phénoménes
non-linéaires similaires a ceux observés lors des expériences sur les gongs et les cymbales, comme
des combinaisons de résonances et des comportements chaotiques. Méme si le travail exposé ici, en
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particulier aux chapitres 4 et 5, ne s’intéresse qu’aux régimes de vibration faiblement non-linéaires
et a des combinaisons de résonances simples, le modéle de Von-Karman parrait étre suffisant pour
prédire le comportement des instruments de percussion.

Un modele valable pour des amplitudes de vibration plus importantes peut étre construit en gar-
dant les hypothéses de Kirchhoff-Love, mais en supposant les rotations importantes (modele “grandes
rotations”). Ce modele est indispensable dans le cas des poutres trés minces lorsque leg&xtremit”
de celles-ci ne sont pas immobilisées selon la direction de I'axe de la poutre (i.e avec des condi-
tions aux limites encastré-libre ou libre-libre). Dans ce cas, les hypotheses du modele de Von-Karman
conduisent a des équations linéaires, car un déplacement transverse n’introduit pas de chargement de
la ligne moyenne de la poutr€f. § 7.4.3 et [74, 86, 117]). Des équations de barres inextensibles
en vibration de flexion et torsion et grandes rotations om&édblies par Crespo da Silva et Glynn
[27, 28] et utilisees par Cusumano et Moon dans [30, 31].

Dans le cas des plaques, les effets non-linéaires se font sentir pour des amplitudes de vibra-
tions plus petites, car le chargement du plan moyen est un résultat du caractere bidimensionnel de
la geométrie de la plagu€f. § 5.4). Cela restreint I'amplitude des vibrations et celles des rotations,

a efforts égaux, ce qui fait que le modele de Von-Karman reste valable pour une grandedeariét
problemes de plaque. Un modele en grande rotation du type de celui de Crespo da Silva et Glynn
étendu aux plaques sous-entend que la surface moyenriaesdénsible et donc que sa déformée

soit developpabl¥, ce qui exclu son utilisation dans le présent cadre de la modélisation des gongs

et des cymbales par des plaques (il suffit d’'observer les modes propres des figures 4.1 et 4.2 pour
s’en convaincre). De plus, les grandes rotations associées aux grands déplacements iraient de pair
avec des déformations qui pourrait dépasser la limite élastique du matériau, dans le cas des plaques
métalliques, et a fortiori des coques, encore plus rigides du fait de la courbure. C’est pour cette raison
que nous n’‘avons pas fait d’étude bibliographique poti$saele suijet.

- 6Qo—— ——

De tels modéles peuvent servir pour décrire le comportement de feuilles de @fpjEr(exemple [82, 3])
170On peut citer une étude de Schmidt [106], présentant une théorie de coques en grande rotation avec des hypothéses
cinématiques de type Kirchhoff-Love, fondée sur une décomposition polaire du tenseur des déformations.
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Récapitulatif des notations du chapitre 3

Notation Signification ¥eformule
Q, 09 Domaine occupé par la plaque et sa frontiere,
dans la configuration de référence (3.1a)
Q, 0 idem, dans la configuration déformée (3.19)
S,08 Surface moyenne et bord de la plaque,
dans la configuration de référence (3.1b)
S, 08y idem, dans la configuration déformée (3.62)
dS, ds Element de surface dai élement curviligne dan@S (3.42)
h Epaisseur de la plaque hyp. 3.1
0y Pt Masse volumique de la plaque,
dans les configurations de référence et deformée (3.19)
E, v Module d'Young et coefficient de Poisson du matériau (3.20)
m, I Masse surfacique et moment d'inertie surfacique de la plague (3.47)
K,D Rigidité en traction et en flexion de la plaque (3.38)
a, B indices variant dan§l, 2} hyp. 3.3
(%1, 79) base deS hyp. 3.3
(%1, %9, 7) base d&? hyp. 3.3
(flta th, Zf) base de; (362)
(Ta, 2) Coordonnées de tout point @& (3.2)
Div, Grad, A Opérateurs langrangiens tridimensionnels différentiel$sur (3.3)
div, grad, As Opérateurs lagrangiens bidimensionnels differentielsSsur (3.10)
z Vecteur position de tout point d& (3.2)
s Bijection de vers, (3.19)
r Tenseur gradient de la transformation (3.19)
U Vecteur déplacement de tout point de la plaque (3.2)
U, W Déplacements longitudinal et transverse (3.2)
7 Vecteur rotation de tout segment droit hyp. 3.3
e Tenseur des déformations de Green-Lagrange (3.11)
é, 5 Parties planes et anti-planesde (3.13)
o Tenseur des contraintes de Cauchy (3.18)
T 2®Metenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (3.18)
2 Tenseur des contraintes de Boussinesq (3.32)
7T, 7 Parties planes et anti-planesde (3.21)
N Tenseur des forces de membrane (3.34)
E Tenseur des moments de flexion (3.34)
Q Vecteur des efforts tranchants (3.61)
f. Forces volumiques extérieurs, ddns § 3.1, (3.40b)
28 Forces surfaciques extérieurs, s\t § 3.1, (3.40Db)
Tle, e Forces de traction et effort tranchant surfaciquesSsur (3.43a)
Me Moments surfaciques, s (3.43b)
N,, T, Forces de traction et effort tranchant linéiques,&8ir (3.43c¢)
M, Moments linéiques, sWS (3.43d)
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CHAPITRE I

Projection modale

Le but de ce chapitre est de présenter une solution analytique aux équations non-linéaires de
vibrations de plaques minces établies au chapitre précédent. En cherchant la solution sous la forme
d’'un développement sur les modes propres du probleme linéarisé associé, on obtient deux problemes
distincts. Le premier consiste a effectuer le calcul des modes propres et a projeter la solution sur
ceux-ci. C'est le problemspatial a la suite de quoi un systeme constitué d’'une irdinigquations
differentielles du second ordre, non-linéaires et couplées est obtenu. Ce dernier permet de calculer les
évolutionstemporellegle chacun des modes propres, ce qui constitue le deuxieme probleme, qui sera
traité au chapitre suivant.

Cette approche est générale, et peut étre appliquée a une grareté glarstructures minces,
comme des poutres, des plaques ou des coques [74]. Le cas des plaques circulaires, avec des condi-
tions aux limites libres est tratén dtail ici, dans I'idée de comprendre a partir d’une structure simple
certains phénomenes non-linéaires mis en évidence dans le comportement des gongs et des cymbales.
Cette géomeétrie particuliére a déjté traitée dans la littérature, mais presque systématiquement avec
des conditions aux limites encastrées ou simplement supportées [109, 110].

4.1 Introduction

4.1.1 Projection sur les modes propres ligaires

Des solutions exactes au probleme non-linéaire de vibrations de plaques (Eq. (3.66-3.67)) n’exis-
tant pas, on a recourt & des solutions approchées. Des méthodes de résolution purement numériques
ont é€ dveloppées, de type éléments finis, differences finies ou un mélange des deux, mais elles sont
souvent tres couteuses en temps de calcul lorsqu’elles sont appliquéese#ardbE problémes de
vibrations. On a donc cherchég, dans ce travail, a pousser les développements analytiques le plus loin
possible, ce qui permet de simplifier le probleme, quitte a revenir a une résolution numérique ensuite.
De facon usuelle, la solution est séparée en temps et en espiaéa( (4.16) ou (4.52)), et deux
problemes séparés sont alors a traiter.

Le probleme spatial peut étre résolu par un développement de la solution sur les modes propres du
systeme. Lorsque la structure étudiée n’est pas trop complexe, en terme de géomeétrie et de conditions
aux limites, les modes propres peuvent &tre calculés analytiquement a partir du probleme linéarisé
associé. C'est ce qui sera utilisé ici, dans le cadre d’une plaque mince circulaire en conditions libres.
Sile calcul exact des modes propres n’est pas possible, des méthodes analytiques comme la procédure
de Galérkin ou la méthode de Ritz permettent d’approcher les déformées modales et les fréquences
propres [35, 137]. Enfin, la méthode des éléments finis peut &tre utilisée pour calculer numériquement
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CHAPITRE 4. PROJECTION MODALE

ces mémes quantités, ce qui peut &tre interessant dans le cas de staigamexetrie et conditions
aux limites plus complexes comme les gongs et les cymtéigls

Le développement de la solution sur les modes propres conduit a un systéme d’une infinité
d’équations differentielles du second ordre, non-linéaires et couplées, qui caractérise la partie tem-
porelle du probleme. Une solution analytiqgue approchée peut étre obtenue par la méthode de I'équi-
librage harmoniqgufelorsque la solution attendue est périodique [13, 78, 12], ou par des méthodes
de perturbation lorsque les non-linéarités sont faibles [74]. Dans d’autres cas, certaines approches
permettent d’obtenir des résultats analytiques, notamment pour des oscillateurs isolés et fortement
non-linéaires, en utilisant des changements de variables temporels appfapril9]. Manmoins, le
recours a des procédures numeériques est souvent la solution la plus simple lorsque les non-linéarités
sont fortes, en particulier lorsqu’on est intéressé aux vibrations de grandes amplitudes du systeme. La
méthode des échelles multiples sera utilisée aux chapitres suivants 5 et 6 pour caractériser le compor-
tement de la plaque circulaire. Un calcul numérique par Runge-Kutta sera appliqgué aux systemes de
barres au chapitre 8, pour obtenir des solutions en grande amplitude.

4.1.2 Modes normaux non-lieaires

D’autres méthodes de résolution ont @veloppées pour décrire les vibrations de grandes am-
plitudes. On observe en effet que lorsque le déplacement transverse de la plaque devient de I'ordre
de 2 fois son épaisseur, le profil de la déformée de la structure devient significativement dépendant
de 'amplitude du déplacement [6]. Differents modeles ont été proposés pour décrire ce phénomene.
Une premiére approche, présentée dans une série d’articles et appliquée aux barres et aux plaques
rectangulaires encastrées par Bennaetra[9, 4, 5], utilise un développement sur les modes propres
de la structure associ@ela néthode de I'équilibrage harmonique. C. Piesteal [108, 80] propose
une approche plus générale, permettant de définir des modes normaux non-linéaires. Leur utilisation
permet de décrire éléegamment des phénomenes typiguement non-linéaires qui apparaissent aux fortes
amplitudes de vibrations. On peut citer 'exemple des oscillations forcées de I'élastica, qui deviennent
fortement asymeétriques par rapport a la position d’équilibre [30], et I'apparition d’un troisieme mode
de vibration dans un systeme masses-ress@sDL [127].

Ces approches dépassenpriori le cadre de cette étude, car les amplitudes de vibrations de la
plague que nous étudions restent de I'ordre de grandeur de son épaisseur. Les méthodes utilisant des
modes non-linéaires sont de plus trés lourdes d’utilisation lorsque plusieurs modes de vibrations sont
impliqués, notamment si des combinaisons de résonances apparaissent. Elles méritaient d’étre citées,
car elles pourraient devenir utiles dans le futur pour décrire les vibrations de cymbales, qui sont par-
fois au niveau du bord de I'ordre de 10 fois I'épaisseur. On reviendra sur I'approche avec les modes
normaux non-linéaires au paragraphe 6.5.3.

La recherche de la solution approchée par projection modale sera exposée au paragraphe 4.4.
Les développements présentés resteront les plus généraux possible, en utilisant le moins possible
les propriétés lieea la ggométrie particuliere de la plaque. En revanche, les équations (Eq. (3.66-
3.67)) seront adaptées a une géomeétrie circuldife?), et les modes propres associés seront ensuite
calculés § 4.3).

YOutre leur géomeétrie non triviale, les conditions aux limites associées & des cymbales ne sont pas simples. La fixation
usuelle d’'une cymbale en son centre, sur un pied, est effectuée au moyen de rondelles de feutre, qui ont un comportement
a I'ecrasement visco-€élastique non-linéaire, qui est intermédiaire entre un encastrement et un bord libre. Pour une paire de
cymbales charleston, les conditions aux limites sont la aussi non-linéaires, puisque les deux cymbales sont tantdt au contact
I'une de l'autre, tantdt libres, et cela sur une certaine partie de leur pourtour, variable au cours de la vibration.

2Cette méthode est appelée “harmonic balance” dans la littérature anglo-saxonne.



4.2. FORMULATION DU PROBIEME

4.2 Formulation du probleme

Les équations établies au chapitre précédent sont ici appliquées au cas d'une plaque circulaire de
rayona, d’epaisseur constankte constituée d’'un matériau homogene et isotrope de masse volumique
p, de coefficient de Poissanet de module d’Youndy.

421 Amortissement

L'analogue dynamique des équations de Von-Karman ne prend pas en compte les phénomenes
d’'amortissement. Ceux-ci sont complexes, et de plusieurs natures. La dissipation de I'eénergie peut
etre dlie a des phénomenes internes a la structure, ou externes. Les pertes internes sont intrinséques au
matériau utilisé, et peuvent étre de nature viscoélastique, ou thermogélastique. Les pertes externes sont
principalement diies a des transferts d'énergie vibratoire de la plague vers le milieu fluide environnant,
qui est d’ailleurs le phénomene physique qui génere les ondes sonores. Il peut y avoir dans certains
cas des pertes par transmission mécanique au niveau des bords de la plaque, qui n’ont pas lieu ici du
fait des conditions aux limites imposées libres.

Une étude théorique et expérimentale sur ces phénomenes dissipatifs est proposée dans [51, 21,
52]. Elle montre que des matériaux comme I'aluminium et le bronze sont a dissipation intrinséque
tres faible. Les pertes sont donc principalements diies au couplage de la structure avec le fluide en-
vironnant, prépondérantes dans la zone de frequence correspondant aux modes d’omseselev’
frequences supérieurada fréequence critique :

=3[
° 27\ 2D

ou ¢y est la vitesse du son dans le milieu fluide,[&fa raideur en flexion de la plaque. Pour les
premiers modes, il ressort des études précédemment citées que se sont les pertes thermoélastiques qui
dominent. Des mesures, faites sur une plaque d’aluminium, montrent dans [51] que les coefficients
pour les premiers modes de vibration ont des valeurs voisines, de I'ordre de grande,de qui

est tres faible.

Les phénomenes dissipatifs sont pris en compte dans notre étude au moyen d’'un modeéle d’amor-
tissement visqueux, qui a 'avantage d'étre trés simple, et qui décrit bien le comportement des struc-
tures comme les plaques circulaires, considérées dans le présent chapitre, ou les cymbales et les gongs.
Un termecw est donc introduit dans I'équation conservative (3.84b), comme une petite perturbation
de celle-ci. Il conduit a un amortissement modal identique pour tous les modes. Le modele est ensuite
raffiné en introduisant apres projection sur la base des modes propres, des facteurs d’amortissement
differents pour chacun des modes, qui permettent de prendre en compte les differences d'amortisse-
ment d’'un mode a l'autre observées en pratiqbeEq. (4.62)).

4.2.2 Formulation adimensionree defquations

La formulation présentée ici a @gté utilisee sous cette forme par Efstathiades [35] et Srigthar
al [110]. Le déplacement de tout point de la plaque €$tEq. (3.4)) :

[7(7’, 0,z) =u(r,0) — z.grad w(r,0) +w(r,6)Z, 4.1)
ﬁ(’)", 0) = Up (’l", H)é;" + up (7”, 9)59, (42)

avece, etéy les vecteurs unitaires radial et orthoradial(e®) les coordonnées cylindriques de tout
point du plan de la plaque, telles que :

¥ =ré, =r(cosF] + sinbzy) . (4.3)

3Les conditions aux limites évoquées dans la note 1, p. 88 sont dans ce cas. Notamment, lorsque la fixation de la cymbale
sur son pied est trop serrée, les rondelles de feutre jouent le role d’amortisseur, et le son s'éteint rapidement.
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Equations locales

Les équations du mouvement (3.84a) et (3.84b) deviennent alors :

Eh

DAAw +mi = L(w, F) — cw + te(r,0,t), (4.4b)
ou (Eq. (3.84c))

F F w w
L(w, F) = w,, <_,r+#> + Fr (—’T+#>
r r r r

4.5
_2(7““”"9_%) Fro _Fo (45
r r2 r r2 )’
Le laplacien bidimensionnel s’écrit en coordonnées cylindriques :
1 1
A() = (')J‘r + ;('),r + ﬁ(')ﬂa
La fonction de force est définie par (Eq. (3.85)) :
1 1 1 1
N, =F,,, Ny = ;F,r + ﬁF,ao, Nyg = Ng, = ﬁF,a - ;F,ra, (4.6)
et les déplacements longitudinaux se calculent par (Eqg. (3.86)) :
1 1 /1 1 1
Uy =€)y — 3 (w,)? = o (;F,r + 50— VF,rr> ~ 5 (w,)?, (4.7a)
1 1 0 1 2 1 1 1 1 2
;Ur + ;ue,e =€pp — 202 (wg)” = Eh [F,rr -V (;F,r + ﬁFﬁe)] T 92 (wg)”, (4.7b)
1 1 1 2(1+v 1 1 1
~Upg + Ug, — —Up = €0g — —W Wy = 20+v) (—2F,9 - —F,re> — —w W . (4.7¢)
r r r Eh r r r

Conditions aux limites

Dans le cas de conditions aux limites libres, les efforts sont imposés nuls sur le bord, qui est ici
une courbe sans point anguleux, si bien que les conditions aux limites sont (Eq. (3.67a,c,d)) :

Ny = rg = 0 (488.)
1
Qr + ;MT‘H,Q = Oa Mr =0 (48b)
Les expressions d@’ et M en fonction dew nécessaires sont :
124 124
Mr =-D <w7rr + —wyr + —210,09) ; (49&)
T T
My = —D(1 —v) ("”’”’ - “’—j) , (4.9b)
T T
Qr = —D(Aw),. (4.9¢)
En combinant les équations (4.8a,b) avec (4.6) et (4.9a-c), on obtient :
1 1
F,r—f——F’gg:O, F,rg—i-—F,g:O, en r=a (4.10a)
a a
Wy + Zwyr + %’w,gg =0, en r=a (4.10Db)
a a
1 1 2 — 3—
Wrrr + —Wyr — S wW,r + —ZVw,,«gg — 31/11}7.90 =0, en r=a. (4.10c)
a a a a
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Adimensionnement dequations

On introduit les variables sans dimension suivantes :

_ h? Eh’> _
r=ar, t=a/2f w="@, F=""F (4.11)
D a a?
ER®> [m _ ER" _
c=2mpy, p=—T\p k> te:7p. (4.12)

ou 1 est le coefficient d’amortissement, experan 3 (c est exprimé en kg.m2. Aprés avoir rem-

placé les grandeurs précédentes dans les équations (4.4a,b), on obtient les équations suivantes, dans
lesquelles les nombres sans dimension sont notés sans barre supérieure, ce qui sera le cas dans la suite
lorsqu’il n'y aura pas d’ambigud

AAw + @ = e [L(w, F) — 2uw + p], (4.13a)
AAF = —%L(w,w), (4.13b)
ou
N
e =121 - 1?2 (4.14)

La version sans dimension des conditions aux limites est identique aux équations (4.10a-c), avec
a = 1. La solution est d’autre part imposée bornée-en0.

On peut remarquer que a été supposé de l'ordre de grandeurwe = h?/a. Siw, = h
avait été choisi, comme c’était le cas dans le chapitre précédent, on aurait obtenu un parametre
e = 12(1 — v?) = 11.8 avecr = 0.33, non négligeabfedevant 1. Les présents développements
vont conduire a un systeme d’équations differentielles, qui sera résolu par une méthode perturbative
au chapitre suivant. Cette méthode nécessite pour étre mathématiquement valide que les non-linéaritées
n'apportent qu’une perturbation des équations correspondantes linéaires, et dersogyeetit de-
vant 1. C’est pour cette raison que a été choisi d’'un ordre de grandeur inférieau’ &paisseur.
La théorie analytique qui sera exposée au chapitre suivant est intermédiaire entre la théorie linéaire
(valable pourw <« h) et la théorie de Von-Karman (valable pour ~ h) [110]. En revanche, le
développement sur la base des modes propres du paragraphe 4.4 n'impose aucune restriction sur
I'amplitude dew.

4.3 Modes de vibration

Avant d'utiliser les modes propres pour déterminer une solution approché des équations de plaque,
on se propose ici de rappeler leur calcul dans le cas de conditions aux limites libres et encastrées. No-
tons que ce sonticiles modes propdegprobéme lirearise asso@ auxéquations (4.13a,b) et (4.10a-
¢) dont il est question ici. On précisera ensuite leur propriété d’orthogonalitée. Les développements
généraux de ce paragraphe sont classiques, et peuvent étre trouvés notamment dans [67, 41].

4.3.1 Fréquences et dformées

On s’intéresse ici a la solution du probleme linéarisé conservatif associé au probleme (4.13), en
vibrations libres transversales, qui s'écrit :
—AAw = 0. (4.15)

40n retrouve ici les remarques finales du paragraphe 3.4.2 qui précise que les termes non-linéaires sont du méme ordre
de grandeur que les termes linéaires lorsquest de I'ordre déh.
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On cherche des solutions découplées en temps et en espace, soit :
w(Z,t) = ®(Z).q(t). (4.16)
En remplacant I'equation précédente dans (4.15), on obtient :
AAD(#).q(t) = —B().i(1),

soit encore :
AAD(T) (1)
O(Z) q(t)
Du fait de I'hypothese de séparation des variables, le membre de gauche de I'équation ci-dessus ne
dépend que d&, et le membre de droite que dells sont donc tous les deux égaux a une constante,
que I'on suppose positive et que I'on net& ce qui sera justifie un peu plus loin. On obtient alors

deux équations, qui sont :

§(t) + w?q(t) = 0. (4.17a)
AAD(F) — w?d(£) = 0, (4.17b)

La premereéquation se résout facilement et donne :
q(t) = qm cos(wt + @) (4.18)

ce qui justifie le choix du signe de la constante. En effet, le systeme est conservatif, et la gaolution
doit rester finie lorsquéaugmente.
La deuxieme équation (Eq. (4.17b)) permet de déterminer les modes propres, et les valeurs de
Elle s’écrit :
AAD(Z) — ('o(2) =0, (¢ =uw?, (4.19)

ce qui est équivalera résoudre les deux équations homogenes suivantes :

(%) = () + Do(), (4.20a)
(A+¢*)P =0, [A+(i()*] ®2=0 (4.20b)

On doit ensuite particulariser la géométrie, qui ici est circulaire. En séparant encore une fois les va-
riables, i.e®; = ©;(0).R;(r), on montre que le®,; sont tous les deux solutions d’'une équation
differentielle harmonique, et qui, et R, sont solutions d’équations de Bessel respectivement ordi-
naires et modifiees [67]. On obtient alors :

Dy (r,0) = [A1p e (Cr) + A3 Y3 ((r) + Bl ((r) + Bsp Ki((r)] sin k6

4.21
+ [Agk Ji(Cr) + AurYi(Cr) + Bo I (Cr) + B Ky (Cr)] cos k6. *.21)

ou k est nécessairement un entidy, et Y, sont les fonctions de Bessel d'ordkerespectivement

de premiére et seconde especel.ét) = Ji(i-) et Ki(-) = Yi(i-) sont les fonctions de Bessel
modifiees. Ce sont alors les conditions aux limites qui permettent d'imposer la valeur de sept des
neuf constantes4;, B; et().

Plaque circulaire a bord libre

Les calculs qui suivent sont inspirés des ouvrages de L. Meirovitch [67] et A. Leissa [58]. Ces
deux ouvrages, et en particulier le deuxieme, qui offre une étude trés compléte des plaques munies
de conditions aux limites variées, ne précisent pas I'expression mathématique des déformées modales
d’une plaque libre. Les développements suivant ont été soumis pour publication dans [125].
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FIG. 4.1 —Déformees modales et pulsation propres adimensesriv;, = C,%n) d’'une plaque cir-

culairea bord libre. Les éfornees et pulsationsggpendent dans ce cas de la valeur du coefficient de
Poisson, iciv = 0.38.
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Les conditions aux limites sont :

D, +vd, +vPg=0 enr=1, (4.22a)
(I)JM + (I)JT — (I)J + (2 — I/)(I)’,ngg — (3 — I/)(I)’gg =0 enr=1, (422b)
®(r = 0) est borné (4.22c)

La derniere équation condwatéliminer les fonctiong;, et K; qui tendent vers l'infini er = 0.
Apres quelques calculs, la premiere équation, valable quel qué, gstmet d’'imposer la valeur des
constantes; :

J]
Pp(r,0) = | Jk(Cknr) — MIk(CknT)
Ik(Ckn)
et la relation (4.22b) fournit une équation permettant de calculer des valegnsale chaque valeur
dek, de sorte que les modes de vibration sont :

(A1 sink@ + Aoy cos k6) , (4.23)

oy (r,0) = Ron(r) pour k=0 (4.24a)

Qppi(r,0) | cos k6
@kn; (r6) ‘ = Rpn(r) | p POUT k>0 (4.24b)

avec )

_ . Jk(Ckn)
Rin(r) = Kgn [Jk(CknT’) T (o) Ik(CknT’)] (4.25)
ou J, et sont définies par :

Jp(z) = 22 Tp_o (@) + z(v — 2k + 1) Jp_1(z) + k(k 4+ 1) (1 — v)Ji(z), (4.26a)
I(z) = 221, o(z) + 2(v — 2k + 1)1 (z) + k(k + 1) (1 — v) I (x). (4.26b)

et la constante;,, est choisie de sorte que

// ®Z dS =1. (4.27)
(S)

Crn €St lan-ieme solution de I'équation suivante :

I5(¢) [ P Tk—3(¢) + ¢*(4 = 3K)Tx—2(C)
+ Ch(E(L+v) = 2)Jp-1(Q) + KX (L= v)(L+ k) Ji(Q)]
= Je(0) [¢PTe—3(¢) + ¢*(4 = 3k)Ix—2(C)
+ Ch(E(1+v) = 2) I 1(¢) + K*(1 —v)(1 +k)I;(C)] = 0.
k est le nombre de rayons nodaux. Du fait des conditions aux limites imposées libres, le bord de la
plague n’est pas un cercle nodal, et le mdggest un mode de solide rigide. Le nombree rayons
nodaux n’est donc pas égahgpour toutes les valeurs de lorsquek = 1, n = n, et pourk # 1,
n = 7 — 1 [58, 125]. Des valeurs d&,, calculées a partir d’'une résolution numérique de I'equation
précédentes avemATLAB® et les deformées modales correspondantes sont précisées sur la figure

4.1, pourr = 0.38. Ces valeurs de§;, sont voisines de celle calculées dans [58], et permettent de
déterminer les valeurs théoriques des frequences propres d’'une plague a bord libre par la formule :

Wkn Wkn D C]%n D
— Xkn _ \ == 2k 2 4.29
Jin 21 2ma2 NV m  2ma? V m ( )

— 94—

(4.28)

Shttp ://www.mathworks.com
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Configurations préferentielles

On peut remarquer que les conditions aux limites ne permettent d’'imposer la valeur que de sept
constantes, et donc quiy, et Ay, restentindéterminées (Eqg. (4.23)), si bien que lorggie0, c’est-
a-dire lorsque la déformée modale correspondante est asymétrique (par opposition aux déformées
modales des moded,,, qui sont axisymétriques), a chaque valeur{geest associé deux modes
propres, I'un en cosinus, I'autre en sinus (Eq. (4.24a,b)). Cela montre que les fapade®ck # 0
sont dégénérés, et que les valeurs propres associées sont de mal@plhigii et .y, ont été choisis
orthogonaux entre eux, si bien qu'ils sont linéairement indépendants. Cette propriété due a la symétrie
de révolution de la structure, aura une grande importance dans les chapitres suivants. Par abus de
langage, on parlerdu mode asymétriquék,n), £ # 0, et des deuxonfigurations @ferentielles
associéesp,, etdyp,, selon la terminologie introduite par Tobias et Arnold en 1957 [121], travaux
sur lesquels nous reviendrons aux chapitres suivants.

Plaque circulaire a bord encastie

Nous aurons aussi besoin au paragraphe 4.4 des modes propres de la plague a bord encastré. Les
conditions aux limites associées sont :

U(r=1,0)=0 (4.30a)
Uy(r=1,0)=0 (4.30b)
U(r = 0) estborné (4.30c)

Les calculs, quoigue un peu moins longs, sont similaires a ceux du paragraphe précédent. On obtient :

Yom(r,0) = Som(r) pour [ =0 (4.31a)
Vi (r,0) | cos 6
Uy (. 0) ‘ = Sim(r) singo Pour >0 (4.31b)
avec
Sim (1) = Aim [Jz(ﬁlmf‘) - ijég:)) L1 (&mr) (4.32)
ou &, est lam-iéme solution de I'équation :
Ji1 (O 0(&) — L-1(§)J1(§) = 0. (4.33)

Des valeurs calculées par résolution numérique de I'equation précédentesves®, similaires &
celles présentées dans [58], et les déformées modales correspondantes, sont présentées sur la figure
4.2. On peut remarquer que comme les conditions aux limites sont indépendantdegigaleurs
des¢;,, sont indépendantes de cette grandeur.
Aim, €St une constante, choisie de telle sorte que :

// U7 dS =1. (4.34)
(S)

[ etm correspondent respectivement au nombre de rayons nodaux, et au nombre de cercles nodaux
(en comptant le bord).

S1dem note 5
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4.3.2 Orthogonalite

Les développements de ce paragraphe sont inspirés de [67], qui ne traite que le cas ou la plaque
est encastrée sur son bord. Bien que similaire, le cas ou les conditions aux limites sont libres, est
moins trivial et mérite d'étre développé ici.

Probleme aux valeurs propres

L equation (4.17b) est un cas particulier de I'équation :
L(DP) = AM(D), (4.35)

ou X est un parametre &t et M sont deux opérateurs differentiels linéaires et homogenes d’ordre
respectif2p et2q, p > ¢. L'equation précédente est en outre valable en tout point d’'un dorfaine
Les conditions aux limites s’écrivent :

Bi(®) =0, i=1,...,p (4.36)

ou lesB; sont des opérateurs differentiels lineaires homogéenes d'dpdré. Les équations préecédentes
sont valables en tout point du bodd).

Le probléme aux valeurs propres défini par les équations (4.35) et (4.36) consiste a chercher les
valeurs de\ pour lesquelles I'équation (4.35) a d’autres solutions gue 0.

Une fonction® est appelédonction de comparaisoasi elle satisfait les conditions aux limites
(4.36), et si elle estp-differentiable sur le domain@. On dit que le probléme au valeurs propres est
auto-adjointsi, pour deux fonctions de comparaisénet ®,

/ B L(Dy)dQY = / Do L(P1)dS2, (4.37)
Q Q
/ By M(Dy)dS = / By M(D1)d9, (4.38)
Q Q
Si de plus, pour toute fonction de comparaigon
/ O L(D1)d2 > 0, (4.39)
Q
L est ditpositif. Il estdéfini positifsi I'intégrale précédente est nulle si et seulemendt est nul.

Le probleme aux valeurs propres précédent a une séquence infinie et denombrable de solutions
i, les valeurs propres, chacune d’elles étant associée a une fonction §ropre

Orthogonalité
Soit deux valeurs proprel, et \,, et les fonctions propres associ@set®,. On a :

L(B,) = ApM(D,), (4.40a)
L(By) = AM(B,), (4.40D)

en multipliant chacune des deux équations précédentes respectivem@retdgy, en les soustrayant
et en intégrant le résultat, on obtient :

[ @@ - wc@) a0 = [ De,M@,) - e M@ (44D
Q Q
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Si le probléme est auto adjoint, on obtient :

A — Ag) /Q B, M(P)d2 =0 (4.42)

de sorte que :
Y(p,q) | A\p # Ay /Q@(,M(q)p)da =< By | By > = Opq, (4.43)
/Q D L(DB,)dQ =< D | D)y >r= \yOpg. (4.44)

Cette derniére proposition montre que si le probleme aux valeurs propres est auto-adjoint, alors des
valeurs propres distinctes ont leurs fonctions propres correspondantes orthogonales pour les formes
bilinéaires< -|- >p et < -|- >,. On dit usuellement qu’elles sont orthogonales. Si en plus les
opérateursC et M sont définis positifs, alors les deux formes bilinéaires associées le sont aussi, et
sont alors des produits scalaires. Lorsque des valeurs propres sont multiples, les fonctions propres
correspondantes sont orthogonales aux autres modes, mais, en général, elles ne le sont pas entre
elles. On peut néanmoins trouver deux combinaisons linéaires de ces fonctions, qui sont orthogo-
nales entre elles [67]. Les deux configurationsf@réntielles erin k6 etcos k# associées a un mode
asymeétrique de plaque circulaire, présentées au paragraphe 4.3.1, ont été choisies dans ce sens, et sont
orthogonales.

Cas de la plaque circulaire

Dans le cas d’une plaque circulaire, les opérateurs sont respectivéfdent AAP et M (P) =
®, si bien que les formes bilinéaires s’écrivent :

<D, | D, >p= // 3,AAD, dS, (4.45)
(8)
<D, | D, >p= // D,3,dS. (4.46)
(8)

De plus, I'eéquation (4.17a) impose aux valeurs propres d'étre positives 7. Il est clair que
M est auto-adjoint, et défini positif. Prouvons gliest aussi auto-adjoint. Apres deux intégrations
par parties, on montre que :

<D, | D, >p= / / AB,AD, dS + 7{ [cbp.grad (AD,).7T — AD,.grad Qq.ﬁ] ds. (4.47)
(5) (9S)

Avec les conditions aux limites, on obtient :
— Conditions aux limites libres €S sans point anguleux (Eq. (4.22))

<®, |0, > = // AD,AD,dS
8)

- (1- ’/)yg ) (@ Pg,r + Ppo-Pg 0 — (P, Pgro + Ppro, Pg0)] ds
oS
(4.48)

— Conditions aux limites encastrées (Eqg. (4.30))

<, | W, >Pe= / / AV,AT, dS (4.49)
(5)
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Les deux équations précédentes montrent bien que dans les deux cas, les opérateurs sont auto-adjoints.
De plus, il est clair que dans le cas encasti&¢ est défini positif. Dans le cas libre, il n’est pas
immeédiat a partir de (4.48) qué® est défini positif. On peut s’en assurer en constatant que les
frequences propres de la plague a bord libre sont non-nulle&¢. (4.28)), si bien que la défini-
positivite deM entraine celle d&' par la relation suivante, qui decoule de (4.40) :

lib_ , 2
<O Q) >P=w, < Oy [ D) >0y
On a donc montré que les modes propres de plaque sont orthogonaux pour les produits scalaires
< -|->met< |- >,, dans les cas ou le bord est encastré ou libre. En ce qui concerne les modes
asymeétriques, il est agde \grifier que les deux configurations préférentielles sont orthogonales entre
elles, du fait de leur dépendancesén et cos.

4.4 Projection modale

Les développements qui suivent sont inspirés des travaux de P. Manneville [65] et de A. H. Nayfeh
etal[76, 75]. lls ont fait I'objet de contributions dans des actes de congres [113, 116] et ont été soumis
pour publication dans [125].

La présente méthode de résolution est applicable chaque fois que le systéme physique étudié
évolue autour d'un état de référence stationnaiyeFormellement, ce genre de probleme peut étre
décrit de la fagon suivante. Dans le cas général, le comportement du systeme est régi par un ensemble
d’équations differentielles assorties de conditions aux limites :

o 0
H (a, %,w,r> = 0, (450)

ouw etr sont deux vecteurs ou sont regroupées les inconnues et des parametres de contrdle. Lorsque
le systéme est étudié autourdg, I'equation précédente peut étre écrite :

88—:, =L (%, r> w4+ N(w), (4.51)
ou £ est la linéarisation dg/ autour de I'état de réfereneg et N regroupe les termes non-linéaires

[65, 122, 76, 75]. Le passage de I'équation (4.&0equation (4.51) correspond dans notre étude a
I'application des hypothéses 3.1 a 3.8, et donc a I'application du modeéle de Von-Karman. Les effets
de grandes déformations et les phénoménes de plasticité, notamment, sont négligés. L'approche qui
suit est donc valable lorsque la plaque évolue autour de sa position d’équilibre, sans trop s’en éloigner,
c'est-a-dire pour des déplacementsie I'ordre de I'eépaisseut (Cf. Tab. 3.2, p. 84).

On va maintenant utiliser les modes propres du probléngdaris, que I'on a calculé au pa-
ragraphe précédent, pour établir une solution approchée du probi@miaire : les équations
(4.13a,b) associées aux conditions aux limites (4.10a-c). Les calculs qui suivent sont basés sur les
propriétés d’orthogonalité des modes propres, et n’introduisent aucune restriction mathématique sup-
plémentaire. On reviendra sur ce point et sur la validitgsiquede ces développements au paragraphe
4.4.3.

On cherche la solutiow sous la forme d’'un développement sur les modes propres de la plague a
bord libre. En classant préalablement les mo#lgspar ordre de frequences croissantes, on choisit
pour simplifier de les noter avec un seul indice, sans perte de généralite, de sate-gjedésigne
dans la suite l@-ieme mode propre, défini par les relations (4.24). La solution est alors écrite sous la
forme :

+o0
w(r,0,t) = y(r,0) gp(t), (4.52)
p=1
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ou lesg, sont des fonctions inconnues du temps.

4.4.1 Fonction de force

En substituant I'équation (4.52) dans I'équation (4.13b), on obtient :

+00 400
AAF =3 > Epy(r,0) gp(t) 4o 2). (4.53)
p=1g=1
avec .
Epg = =5 L(®p, @y). (4.54)

ou L est définie par I'equation (4.5). On suppose alors que lI'expressidn el un développement
sur des fonctions spatialds, de la n€éme maniére que pour :

F(r,0,t) Z\If (r,0) ns(t (4.55)
ce qui implique
+00
AAF = [AAT(r,0)] n,(t), (4.56)
s=1

ou lesn, sont des fonctions inconnues du temps. Bessont choisis de telle sorte qu'ils vérifient
I'équation suivante :
AAT(r,0) = 4 T(r,0), (4.57)

ou ¢ est un nombre réel. Les conditions aux limites (4.10a), écrites en fonctich @eartir de
I'équation (4.55), sont :
U(r=1,0)=0, VU,(r=16)=0. (4.58)

Il apparait alors que leg;, solutions des équations (4.57) et (4.58), ont exactement la méme forme
que les modes d'une plaque circulaire a bentas#, calculés au paragraphe 4.3.1, et guarend
les valeurs discretes définies par I'eéquation (4.33).

En substituant I'equation (4.56) dans I'équation (4.53), puis en multipliant le résultat par un des
modesV¥,, en intégrant ensuite sur la surface moyer\§¢ de la plaque et enfin en utilisant les
propriétés d'orthogonalité des mod@&svues au paragraphe 4.3.2 (Eq. (4.43)), on obtient ;

“+00 +o00o

=2 Gop ap(t)a4(0), (4.59)

p=1q=1

/qu\ybds // (®,, ®,) Uy dS
(5)

= (4.60)

qub = = 3
g;}//xlf,%ds gb//\lﬂds
(S)

avec

de sorte que

+oo “+o00 +o00o
F(r,0,t) Z (ZZG,,Q,, ap(t)qq(t ) Ty (r,6). (4.61)

p=1¢=1
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4.4.2 Deplacement transversal

Le déplacement transversalest maintenant obtenu en substituant I'expressioR dalculée ci-
dessus dans I'équation (4.13a) ; on multiplie ensuite les deux membres de I'equation obtenue par un
des mode9®,,, puis on integre sur la surface moyer{e de la plague. Les propriétés d’orthogonalité
des®, ménent alors au sysine déquations suivant :

“+00 +00 +00

do(t) + w2 qat) =€ [ =Y D) Tpgau dp(t) 0(1) qu(t) — 200 Ga(t) + Qu(t) | .|  (4.62)

p=1g¢=1u=1

ou i, est le coefficient d’'amortissement sans dimension, dont la valeur est ajustée pour chaque mode,
comme prévu au paragraphe 4.2.1. La pulsation sans dimensit@s coefficientd’, ., et le terme
de forcage), (t) sont définis comme suit :

//@ AAD, dS //pcp is
wa ) b
// @2 ds // @2 ds
//q) L(®,,¥,) dS //L(q)p,q)q)\yb dS// Do L(®,, V) dS
+00 +o0o )
Lpgau = Z qub
b—1 //@gds b= 53//@@5//@,%5
(S) (S) S

(4.63)

L\Dl’—‘
o

(4.64)

Les deux équations aux dérivées partielles non-linéaires couplées (4.13a,b) ont été remplacées par

deux problemes distincts.

— Le premier probleme consiste a calculgd(3) les modes propres,,, et ¥, de la structure.

Ce sont eux qui gouvernent la dépendasgatialede la structure déformée.

— Le second probleme consigteésoudre le systeme (4.62), constitué d'une indidigquations
differentielles du second ordre, non-linéaires et couplées. Ce systeme constitue leepartie
porelledu probleme initial.

Chacune des équations du systeme (4.62), par exempl&lae, décrit le mouvement du mode.

Les développements présentés ici s'inspirent de ceux de Setlhil10], appliqués au cas des
plagues circulaires a borhcaste. L'approche adopté dans cette derniere etude differe de la notre
dans le senswla méthode des échelles multiples est utilisée des le début, et appliquée directement aux
équations aux dérivées partielles (4.13a,b). Le développement sur les modes propres est introduit alors
automatiquement comme solution du probléme au premier ordre, mais le systeme (4.62) n’'apparait
pas explicitement. Cette approche oblige d’autre part a formuler les approximations sur le nombre
de modes entrant en jeu dans le systeme beaucoup plus tdt. L'avantage de la procédure présentée
dans notre étude est que le probleme spatial et le probleme temporel sont clairement séparés, et que
la méthode utilisée pour résoudre le probleme spatial n'est pas imposée (Le systeme (4.62) peut par
exemple étre résolu par une approche numérique, pour des amplitudes de vibrations plus importantes
gue celles sous-entendues par la méthode des échelles multiples).
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4.4.3 Discussion
Domaine de validite

On peut remarquer qu’aucune approximation n'a été formulée pour établir le systeme (4.62).
Cela signifie quanatlématiquementa solution présentée ici a le méme domaine de validité que le
modele de Von-Karman présenté au chapitre 3 et précisé dans le tableau 3.2, p. 84, c’est-a-dire pour
des déplacements de I'ordre de I'épaisseur. Néanmoins, il faut théoriquement prendre en compte
I'infinité des modes propres pour obtenir une solution valide, ce qui ne simplifie pas la tache initiale.
Enrevanche, dans beaucoup de cas pratiques, et en particulier lorsque le systéme est sujet a une excita-
tion forcée de support spectral réduit (par exemple monofréquentielle), on vérifie expérimentalement
que peu de modes ont une contribution non négligeable dans la solution. Cela conduit & ne garder
dans le systeme (4.62) qu'un faible nombre d’équations, ce qui réduit avantageusement la dimension
du probleme. Le chapitre suivant suivra cette démarche, et le cas ou un seul des modes de vibrations
est impligué sera étugién dtail. Une méthode de perturbation sera utilisée pour résoudre le systeme
(4.62). Elle est théoriquement valide lorsque< 1, ce qui est tres restrictif, puisque dans ce cas la
est de I'ordre de grandeur @/a. On montrera au chapitre 6 que cette solution prédit correctement
les résultats expérimentaux pour des amplitudete I'ordre deh /2.

Le comportement éventuellement irrégulier de la solution est, de plus, rejeté dans la partie tem-
porelle de celle-ci, puisque la partie spatiale est décrite par les modes propres linéaires de la structure.
On voit donc que cette méthode n’est avantageusement applicable qu’'a des systemes ou le probleme
spatial n’est pas trop complexe, ce qui exclu en particulier les cas de chaos spatio-femporel

En conclusion, on peut retenir que la méthode présentée ici a la méme validité que le modele
de Von-Karman, c'est-a-dire ~ h, et que selon la méthode de résolution utilisée, on est aden”
émettre des hypotheses fondées sur des études expérimentales. Cela va de pair avec une restriction du
domaine de validité de la solution, qui est variable selon les approximations choisies. Une vérification
expérimentale est alors nécessaire pour estimer le domaine de &gGdit 6.5.2).

Cas des coques

On peut noter que les développements mathématigeesgents ont été gardés les plus généraux
possible, et que méme si les conditions aux limites et la geométrie du bord ont &té particularisées, une
théorie similaire est applicable a d’autres géométries et conditions aux limites. Le cas des coques, et
donc des cymbales et des gongs, peut ainsi étre wlaifagon similaire.

On peut remarquer que les équations décrivant les vibrations transversales de la plaque sont a
non-linéarité cubique uniqguement. Cela est visible tout d’abord a partir des équations du mouvement
(4.4). Le chargement du plan moy&happarait &tre quadratique, puisque il est directement fonction
de L(w,w) qui est quadratique en. Ensuite, les termes non-linéaires de (4.4b) sont issus Hew)
qui est une fonction cubique de Cela se retrouve dans les équations (4.61) et (4.62), respectivement
gquadratiques et cubiques en fonction gesSi la structure présentait une courbure initiale non-nulle
(ce serait alors une coque), des termes quadratiques seraient présents dans les équations (4.4b) et
(4.62) [136]. Une interprétation physique des constatations précédentes sera proposée au chapitre 8.

Les cas de chaos spatio-temporel peuvent &tre théoriquement traités par la présente méthode, mais cela conduit &
prendre en compte un grand nombre de modes propres pour obtenir une solution réaliste. Il est alors difficile de réduire le
nombre d’équation du systeme (4.62), si bien que le probleme est diffigoudre.
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Cela souligne gu’'un modele correct analogue au systéme (4.62) pour les gongs et les cymbales serait :

+00 400
Ga(t) + wi qa(t) =€ | — Z Z qua dp () dq ()
pto (4.65)
+00 +00 +00 B

=33 Thgen 408 da() qu(t) — 2ua Ga(®) + Qul®)

p=1¢=1u=1

Un tel systeme est obtenu par Yasuda pour décrire des vibrations de calottes sphériques [136]. Il
resterait encore a estimer les déformées modales d’'une telle structure, ce qui est aisé par exemple
avec la méthode des élements finis serait ensuite possible de calculer les differents coefficients

Bpga €1 pgan @ partir de ces modes.

8Le code de calcul EEASTEM 2000 a été utilisé pour le calcul de modes propres au paragraphe 2.2.
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CHAPITRE 5

Réeductiona un mode

L'objectif de ce chapitre est d’établir et d’étudier certaines solutions du probleme de vibrations de
plagues circulaires, a bord libre, en grand déplacement. La plaque sera étudiée en régime fareg, excit’
par un effort transversal sinusoidal de frequence proche de la frequence propre d’'un des modes de
vibration de la structure. La vibration sera supposée n’étre gouvernée que par un seul mode, soit axi-
symeétrique, soit asymétrique. Dans ce dernier cas, on verra que les deux configurations préféerentielles
en combinaison de résonances peuvent donner naissance a des ondes progressives tournantes.

5.1 Introduction

La partie spatiale du probleme ayant été traitée dans le chapitre précédent, al kestadre la
partie temporelle, qui est décrite par le systeme (4.62). Ce systeme possedant upaliafjoitions
differentielles couplées, la premiere étape consisi&finir précisément le cadre de I'étude, en parti-
culier en choisissant les efforts surfaciques imposés. Deux cas se présentent alors.

— Soit on se place dans une étude de la plague en vibrdilmaes. Dans ce cas, les efforts
extérieurs sont imposés nuls, et se sont les conditions initiales qui déterminent la vibration. Un
grand nombre de modes est alors mis en vibration, et peu de simplifications peuvent étre rai-
sonnablement apportées. L'étude est dans ce cas compliquée, et il est dur de mettre en évidence
des comportements simples de la structure qui pourraient nous permettre d’expliquer le com-
portement des gongs et des cymbales. |l est d'ailleurs probable qu’une modélisation difféerente
soit souhaitable, sans approche modale, avec un modéle temporel [51].

— Soit on impose des efforts sinusoidaux dans le but d'obtenir une réponse en fé@génde
la plaque. Dans ce cas, notre modélisation modale prend toute sa valeur, puisque le systeme
peut étre étudi'en Egime permanent, ou peu de modes offrent une réponse significative, ce qui
permet de simplifier le systéeme (4.62). De plus, certains comportements simples typiquement
non-linéaires peuvent étre mis en évidence, parmi lesquels on peut citer : des phénomenes
de saut, la distortion harmonique des signaux solution, des échanges d’énergie entre modes
résultant de résonances internes... Ces derniers ont &té mis en évidence expérimentalement sur
le gong du laboratoiredf. § 2.4) ; c’est dans ce cas que I'on va se placer ici.

Dans ce qui suit, on va supposer que les efforts surfaciques imposés sur la surface de la plaque sont
localisés dans une petite surfacee®s;,., d’aire négligeable devant celle & ou leur évolution
temporelle est supposée sinusoidale, de pulsatiopeidt= 27 f.,.. Les termes de forcages des
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équations (4.62) s’écrivent alors : .
Qo = Qo cos 2t (5.2)

ou (), est une constante qui dépend de la déformée mablakt de I'amplitude des efforts surfa-
ciques.

Laréponse de la plague en régime permanent est alors gouvernée par (i) les modes excités directe-
ment lorsque? est proche de leur frequence de résonance, et (ii) par les modes excités indirectement
par une combinaison de résonances. Les autres modes, éventuellement impliqués dans le régime tran-
sitoire, voient leur amplitude décroitre vers une valeur négligeable, a cause de I'amortissement.

5.1.1 Relations de esonances

On pourrait montrer, par exemple par une analyse conduite avec la méthode des échelles multiples
du systéeme (4.62) [74], ou avec la théorie des formes normales [65], que lorsque plusieurs frequences
propres de la plague sont commensurables, les modes correspondants sont fortement couplés et sont
dits étre enrésonance interneCela se manifeste lorsque le systeme est en régime libre par des
échanges d'énergies continus entre les modes en résonances internes. Les relations de résonances
dépendent de I'ordre de la non-linéarité. Dans notre cas ou la plague est a non-linéarité cubique, des
résonances internes ont lieu dans les cas suivants :

Wy X Wy, Wy 3wy, W >2wgtwy, ws™wrEwgEwy, (5.2)

Dans le cas ou le systeme est ®gla pulsation), descombinaisons deéesonancesvec()
peuvent mener a une réponse du systeme impliquant plusieurs modes. La formule suivante résume les
résonances internes et combinaisons de résonances possibles :

pQ=ajwi +asws + ... +anwy, pPEN, a, €Z (5.3a)

N
P+ lan|=M+1, (5.3b)
n=1

ou N est le nombre de degré de liberté du systema/etordre des non-linéarités. Le nombre de
modes en combinaison de résonance &vest donc borné par I'ordre des non-linéarités : dans le cas
de la plague, 3 modes au maximum (et par suite, 4 au maximum en résonance interpe=alfec
[74]. Des exemples de combinaisons de résonances quadratifues 2) dans les gongs ont été
exposés aux paragraphes 2.4.3 et 2.4.4.

Il est donc nécessaire d'examiner la valeur des fréquences propres du systeme que I'on désire
étudier, pour en déduire d'éventuelles relations de résonances. On peut alors négliger dans le systeme
(4.62) les contributions des modes qui ne sont ni excités directement par les efforts extérieurs, ni en
relation de résonance.

5.1.2 Cadre de notrectude

On va s'intéresser ici aux cas ou la valeur(dlest choisie voisine d’une pulsation propge=
wgp, de la plaque, si bien que le mode correspondant est excité directement. Nous ne considérerons ici
gue les résonances internies 1, qui mettent en jeu deux modes de pulsations propres sensiblement
égales, c'est-a-dire lorsque :
W] ~ wa.

Ce cas correspond a la premiere des équations (5.2). Les résonances d’'ordres supérieurs ne seront pas
étudiées, et le lecteur est renvoyé aux travaux de Nagfethsur les plaques circulaires encastrées
en vibrations axisymétriques [109, 46] et asymétriques [110], qui considérent des combinaisons de
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Mode (,n) Wen I" (axisym.) I" (asym.) Nombre de ternfes
2,0 5,093 - 1,898 3
0,1 9,175 8,575 - 4
3,0 11,90 - 17,03 4
1,1 20,58 - 31,83 5
4,0 20,97 - 70,72 8
2,1 35,21 - 70,01 9
0,2 38,61 164,4 - 4
0,3 87,92 1078,0 - 6

8Nombre de mode, (Cf. Eq. (4.64)) pris en compte dans le calcul numérique des coeffidients
pour obtenir une précision a 4 chiffres significatifs.

TAB. 5.1 —Fréquences propres;,, et coefficient’ (coefficient des termes nondaires dans (5.4b)
et (5.5b,c)) pour quelques modes, issus d’un calcuEnigime aveeATLAB . Leswy, proviennent de
la résolution nurarique de lequation (4.28), et le calcul ddsest pésené en annexe D. Les modes
propres utili€s dans ces calculs sont ceux du paragraphe 4.3.

résonance avec trois modes propres. Par conséquent, seules les équations régissant les oscillations des
modes propres de frequence prochéXdsont conservées dans le systeme (4.62).

Lorsquef2 est proche de la pulsation proptg, d’'un mode axisymeétrique, on suppose que seul
ce mode a une réponse prépondérante en régime permanent. Le systeme (4.62) se réduit alors a une
seule équation, de sorte que le probléme devient :

w(ra t) = R[)n (T’) Q(t)a (54&)
G(t) + wing(t) = e [-Tq(t)* = 2p0n4(t) + Q cos Q] . (5.4b)

ou I'expression deRy, () est définie a partir des équations de Bessel au paragraphe 4.3.1. Le seul
coefficient,I' = I',naa, €St calculé en annexe, paragraphe D.1.1, et les valeurs correspondantes sont
indiquées tableau 5.1.

Rayon nodal de la configuration 2 Rayon de la configuration 1

Mode (2,0) Mode (3,0) Mode (1,1)

FIG. 5.1 —Position des rayons nodaux des deux configurations pour 3 modestagques, dans le
cas d'une plaque parfaite. Les positions des surfaggsd’excitation sont aussi indiges, de sorte
que seules les configurations 1 sont directementeesit

Lorsquef2 est proche de la pulsation propsg,, k£ # 0, d’'un mode asymétrique, les deux configu-
rations préféerentiellesh; ., et o, Orthogonales, sont susceptibles d'étres excitées. Les deformées
modales correspondantes possedetatyons nodaux et cercles nodaux, et la méme dépendance en
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r. En revanche, les rayons nodaux de I'une sont situés sur les ventres de l'autre (la déformée de 'une
se déduit de 'autre par une rotation d’anglk). Pour simplifier le probleme et mieux identifier la
reponse vibratoire de la plague, on suppose que la suffacest centrée sur un rayon nodal de la
configuration 2, si bien queeule la configuration 1 est exaatdirectemenice qui est illustré sur la

figure 5.1. Le probleme s’écrit alors :

w(r,8,t) = Rin(r) [q1(t) cos kO + q(t) sinkd)], (5.5a)
Gi+wi,q=¢ [F (qu + q1q%) — 2Ugn g1 + Q1 cos Qt] , (5.5b)
Go + win @2 = € [T (g3 + q72) — 24k Go] - (5.5¢)

ou Ry,, k # 0 est défini a partir des équations de Bessel au paragraphe 4.3.1. On peut remar-
quer que les coefficients des termes non-linéaires dans les équations précédentes sont tous égaux,
et que les termeg; et ¢°q> dans (5.5a) et et i3 dans (5.5b) n'apparaissent pas. Ceci est une
conséquence de la dépendancesgnet cos des déformées modales, de sorte gu’elles sont parfai-
tements symeétriques I'une par rapport a l'autre. Cette prapdétija été observée par Efstathiades

[35], et la demonstration est écrite en anneéxB (1.1). Ce résultat peut probablement étre étendu aux
coques minces de révolution, et en particulier aux gongs et aux cymbales. Les valeurs des coefficients
I" sont indiquées dans le tableau 5.1.

5.2 Vibrations de flexion axisyngtriques

Les vibrations axisymétriques unimodales de plaques circulaires @gtuiees frequemment
par le passé. On peut citer deux études [132, 50], fondées sur la formulation du probleme définie
par les équations (5.4a,b), sans amortissement, et qui étudient la réponse de la plague sur son pre-
mier mode axisymétrique. La déformée modale de ce dernier est approchée par un polyndme dont les
coefficients sont ajustés avec la méthode de Galerkin. Yamaki [132] propose une étude relativement
exhaustive, en explorant plusieurs géométries (rectangulaire et circulaire) et plusieurs conditions aux
limites (bord encastré, i# = w, = 0, ou simplement supporté, ke= M,, = 0, avec dans chaque
cas le déplacement de membrane imposé nul, £€0, ou sans effort, i.é\V,, = 0). Le déplacement
transverse statique, des courbes de résonance en régiraesfdi@volution de la fréquence des os-
cillations en régime libre sont étudiées. Kung et Pao [50] proposent une étude similaire pour une
plague circulaire encastrée, étoffée de validations expérimentales. L'étude proposée ici s’inscrit dans
la continuité de ces travaux, puisque I'amortissement est pris en compte, et les conditions aux limites
sont imposées libres, ce qui n'a pas été traité auparavant. Le cas d'oscillations sous-harmonique axi-
symétriques a été traité par Yasuda [135] en utilisant une approche similaire a la notre.

5.2.1 Solution perturbative en gime fore

L equation du mouvement (5.4b) est une classique équation de Duffing forcée. On utilise ici une
méthode perturbative pour en déterminer une solution approchée larggge (4.14)) est petit. Ces
techniques consistent a considérer que les termes non-linéaires et I'amortissement ne sont que des
petites perturbations de I'équation linéarisée correspondante, dont on connait une solution analytique.
On utilise ici la méthode des échelles multiples [74, 65]. Pour cela, on introduit plusieurs échelles de
temps :

T,=¢e"t neN, (5.6)

et la solution est cherchée sous la forme d’un développement en puissarces de
q(t) = qO(T[),Tl, .. ) + 8(]1(T[),T1, .. ) + 82C_Z2(T[),T1, .. ) + ... (57)
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On mesure I'écart entre la pulsation d’excitation et la pulsation propre par le paramééfeni par :
Q =wg + eo, (5.8)

ou on a notéuy = wy,,. Les dérivées temporelles s’écrivent :

d

%:D0+5D1+52D2+..., (5.9a)
d
-5 = D§ +2eDoDy +¢€” (2DgD2 + D) + ... (5.9b)

ou D, = 0/0T,. Par substitution des équations (5.7), (5.8) et (5.9) dans I'equation (5.4b), et en
identifiant les puissances deon obtient le systeme suivant :

ordre 1: D3qy+ wiqo =0 (5.10a)
ordree : D[Q)ql + wgql = —2DgD1qy — I‘qg’ —2uDoqo + Q cos(woTy + oTh) (5.10b)

ou 1 = ugy. La solution générale de (5.10a) s’écrit :
qo0 = A(Ty) exp(iwoTp) + cc, (5.11)

ou A est une fonction complexe dg a déterminer, etc désigne le complexe conjugué du terme
précédent. Par substitution de (5.11) dans (5.10b), on obtient :

Diqi + wiq = —2i [wo(A’ + pA) + 3TA?A] exp(iwyTh)

. ) | (5.12)
— DA exp(3iwyTy) + 5 Q exp [i(woTh + oT1)] + cc,

ol A est le complexe conjugude A, et A = D; A. On remarque alors qu’un termesonant(c’est

a dire un terme correspondant a un forcade frequence de réesonanggde I'oscillateur considé&)
apparait dans I'equation (5.12). Cela introduit un terme non borné dans la solution de (5.12), appelé
terme €culaire qui donne a cette solution une validité limitée dans le temps. On obtient une solu-
tion uniforme en temps en annulant le facteur du terme résonant. On obtient atansdigion de
solvabili€ [74, 65], qui donne une relation sur le parametre lidyeomme suit :

-1
2iwo (A’ + pA) + 3TA%A — 5Qexp(ioTy) =0 (5.13)

On note : )
AT) = §G(T1) exp(if3(T1)) (5.14)

ou a et 3 sont des fonctions réelles, ce qui permet de séparer la partie imaginaire et la partie réelle de
(5.13):

a' = —pa+ LQ sin(oTy — ) (5.15a)
2 wo
af' = §La?’ _le cos(aTy — f3) (5.15b)
8 wo 2 wo

Onrend alors le systeme (5.15) homogéne avec le changement de varabt® — 5. On s’intéresse
de plus au régime permanent, c’est-a-dire lorsgue ' = 0, ce qui s'écrit :

1
pa = 1@ sin+y (5.16a)
2 wo
r 1
ao — §—a?’ = _le COS 7y (5.16b)
8 wo 2 wo
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En élevant au carré ces équations, et en les ajoutant, on obtient I'équation implicite suivante, donnant
I'amplitudea en fonction du parametre de désaccerd

> @

= 5.17
T (5.17)

si bien que la solution de I'équation (5.4b) est, au premier ordre et en regime permanent :
q(t) = acos(Qt — ) + O(e) (5.18)

soit encore

‘w(r, t) = a®gy (1) cos(Qt — ) ‘ (5.19)

aveca défini par (5.17) ety par (5.16a,b).

Hystérésis et plenomenes de saut

Backbone curve

Amplitude a

Déphasage y [mrad]

-10 -5 0 5 10 15 20
Désaccord o

FIG. 5.2 —Amplitude et phase de la solution d'un oscillateur de Duffingéfercégime permanent,
a amplitude constante, en fonction cepiasagec = Q — wy

Ainsi, au premier ordre, c’est-a-dire pour des amplitudes de vibration pas trop importantes, les
oscillations sont sinusoidales. Les évolutions@dy en fonction der sont représentées sur la figure
5.2. On constate que pour certaines valeursrde&ois valeurs de: sont possibles. Une étude de
stabilite montrerait que parmi ces trois solutions possibles, seules deux sont stab|&l§g4gont
tracées en trait plein sur la figure. En régime permanent, le systeme se stablise sur I'une ou l'autre

!Les pointsA et B sont des points de bifurcatioreud-cqlqui fait apparaitre une solution stable (un nceud dans le plan
de phase) et une solution instable (un col) [117]. Ici, 'apparition des deux solutions se fait pour une augmensatian de
point B, et une diminution de au pointA.
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w,=1 - =1 - p=1 - Q[{2,5,10,15}

w,=1 - F=1 - pu{0.1,0.2,0.5,1} - Q=1

w,=1 - & {0,5,15} - =1 - Q=5

5
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6 4 )
© 5 - ©
o o o
ER g3 S1s
a = =3
IS
<3 5( 2 g 1
2
’ 1 0.5
1
I
0 - 0 0
_1 _4
? 1 E 1 8 1
E \\ T~ E T~ - E T~
> ! h T~ ~ ‘l>; \\ s ; \\ RN
0.5 ) 205 $051 ( {
© %] [%] ~
"’ % g a <.\
g s < S
< S = -
o ) 2
] o a
~10 0 10 20 ° Désacc50rd o 10 40 0D 20 40
Désaccord o Désaccord o

FIG. 5.3 —Courbes de&sonance de l'oscillateur de Duffing pour plusieurs valeurs des gdras
Q, v etT" (de gauché droite).

des solutions stables, en fonction des conditions initiales. Cela est a I'origine de phénomenes de sauts
lies a un comportement en hgg#Sis, lorsque I'on fait varier lentement la frequence d’excitation, a
amplitude d’excitation constante. Cela aalé§ évoqué au paragraphe 2.4.2 a propos du gong, pour
lequel on observe une réponse similaire, et une validation expérimentale sera proposée au chapitre
suivant § 6.2).

La figure 5.3 montre des courbes de résonance pour plusieurs valeurs des parametres(}l.orsque
varie, le sommet de la courbe de résonance décrit une courbe qui est appelée couramment “back-
bone curve? [74]. Elle est représentée sur la figure 5.2. Lorsguerie, c’est aussi la “backbone
curve” que décrit le poinl. On remarque aussi que la valeurldénpose l'incurvation générale de
la courbe, et que la valeur de 'amplitude maximum atteignable par leragste dpend pas dE.

D’un point de vue physique, pour une plaque donnée, seule la figure 5.3 & gauche a un sens,
puisque(@ est le seul parameétre que I'on peut faire varjeet I' étant imposés pour chacun des
modes. De plus, tous l@ssont positifs dans le cas des plaqués Tab. 5.1), si bien que les courbes
de résonance sont toutes incurvées vers les frequences positives. Le cas des gongs apparait moins
simple, puisque certains modes sont raidissdhts () et d’autres assouplissanis & 0, Cf.§ 2.4.2).

On étudiera cette propriété en fonction de la courbure au chapigr8.8)

Distorsion harmonique du signal de vibration

Avec l'annulation des termes séculaires au premier ordre, la solution générale de I'équation
(5.10b) s’éecrit :

A3
q1 = — exp(3iwgTy) + cc.

5.20
i (5.20)

2Cf.note 6, p. 40
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de sorte que, en régime permanent :

3
q(t) = acos(Qt —v) + 532% cos(3Q — 3v) + O(£?). (5.21)
0
a et~y sont ici des fonctions d& etT, car on doit aller & un ordre supériéar on veut tenir compte
de I'harmonique3. Nous n’expliciterons pas les valeurs @et . Les effets du second ordre seront
évoqués lors de I'étude du régime libre, au paragraphe suivant.

Cela nous permet néanmoins de constater que les non-linéarités introduisent une distortion du si-
gnal de vibration en ajoutant des harmoniques, qui sont dans le cas de la plaque, uniquement d’ordre
impair (de frequence3(?, 512, etc...). Cela est directemene & 'absence de non-linéarités quadra-
tiques dans I'équation (5.4b), elle-méme liee a I'absence de courbure de la structure. En revanche,
les signaux mesurés sur le gong en régime forcé, et exposés au chapigepprésentent tous un
spectre complet. Cela montre encore une fois que les équations décrivant les vibrations du gong, et
plus généralement de coques, présentent des termes quadratiques, qui créent une distorsion harmo-
nigue complete.

5.2.2 Solution perturbative en iegime libre conservatif
En régime libre, I'équation 5.4b devient :

G(t) + wiq(t) = —eTq(t)”. (5.22)

On utilise la encore la méthode des échelles multiples. Les équations (5.6), (5.7) et (5.9) restent
valables. Le systeme (5.10) s’écritici :

ordre1: DZqo + wiqo =0 (5.23a)
ordree : D(Q)(h + w%ql = —2DgD1qy — Fqg (5.23b)
ordrec? : D2gy + wigy = —2DgD1q1 — (D? + 2Dy D3)qo — 3U¢aqu (5.23c)

Les développements calculatoires étant omis pour plus de concision (on peut les trouver dans [73]),
on obtient :

T 3
q(t) = acos (Wt + Bo) + 5—32a 5 cos (3wt + 3fo) + 0(e?), (5.24)
Wo
3 3r , 1512, 5
W= wy 1+8—w§m _%w_ég a*| + 0(e?) (5.25)

Ainsi, la pulsation des oscillations libres dépend de I'amplitude, ce quiaétéjobservé pour le
gong au paragraphe 2.4.

“Backbone curve”

On va montrer dans ce paragraphe que la “backbone curve” de la figure 5.2 est en fait la courbe
donnant la pulsation en régime libre en fonction de I'amplitude. La “backbone curve”, rappelons-le,
est le lieu dans le plata/o du sommet de la courbe de résonance. L'équation (5.17) s’écrit :

3T , Q?
=_—qa’+ — p?
8w0a 4a’wd a

g

(5.26)

34 et~ sont solution d’'un systeme dynamique plus complexe que (5.15), &crit & partir des conditions de soti@bilit’
I'ordre 2, que I'on peut trouver notamment dans [78]. La valeur limitenden régime permanent issue de ce systéme
dynamique s'écrit. = ao + a1 + O(e?), avecao la solution du systéme (5.16). C’est pour cette raison que lorsqu’on tient
compte de I'harmonique 3 issue g il faut aussi tenir compte des conditions de solvabilité introduites par I'équation en
q2. Cela apporte une faible correction symdu méme ordre de grandeur que I’harmonique 3.
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Mode (0,1) Mode (0,2)
15 ; ‘ 1.5 ‘ :
2éme ordre inclu 2&me ordre inclu

< <

§E 1t ;E 1t

I |

) 0]
© ©

2 2

go5} g05
< <

Solution au ler ordre Solution au ler ordre
0 : : 0 : : : :
1 1.5 2 2.5 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Pulsation - w/wo Pulsation - m/ooo

FiG. 5.4 —“Backbone curves” pour les deux premiers modes axésiques de la plaque, avec ou
sans les effets du second ordre.

Le sommetA correspond au point ou les deux solutions sont égales, c’est-a-dire ou la racew carr’
est nulle. Les coordonnées du paihsont alors :

Q _ 3T

= = _— 5.27
Lequation de la backbone curve est obtenu en élimi@ant
8w
2 _ 2%
0 =304 (5.28)

En utilisant I'équation (5.8) ave@ = @, on obtient la relation donnant la pulsation des oscillations
libres en fonction de I'amplitude, tronquée au premier ordre :

@O = wy [1 + 3—era2] + 0(£?) (5.29)
8wg

Cette propriété est tres intéressante dans des conditions expérimentales, car elle permet de mesurer
la pulsationw des oscillationgibres d'un systeme a partir du sommet de la courbe de résonance,
mesuge en ggimeforcé. Cela permet en outre d’obtenir une estimatiorudeour chacun des modes
d'une structure, grandeurs difficiles a mesurer en oscillations libres. C’est de cette facon que les
mesures du paragraphe 2.4.2 on été effectuées.

Les remarques précédentes sont valables, a condition que I'amortissement soit tres faible, car le
calcul de la solution en régime libre a été effexayartir de I'equation (5.22), qui est conservative.

Effets du second ordre

En vue de revenir aux grandeurs physiques, on rappelle la définition(Be. (4.14)) etw
(Eq. (4.11)):
h? h?
w=—Fw, &= 12(1 — ) —. (5.30)
ou L désigne le rayon de la plaque. Le déplacement en tout point de la plaque s’écrit :

2
w(r,t) = f.ROn(T).Q(t) (5.31)
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de sorte que le déplacement du centre de la plague est, en régime libre :

)
w(0,t) = wp, [cos (wt + Bo) + % (UJTm)Z cos (3wt + 350)] , (5.32)
- 91 —v2) T fwm\2  135(1 — )2 T2 fwy,\4
v [1 T (T) I T (T) ] (5-33)
ou
h2
wn = 7 -Fon(0).a (5.34)

La figure 5.4 permet de comparer la solution au premier ordre, et celle avec le terme au second
ordre inclu. On s’apercoit que I'incurvation de la courbe est moins prononcée a mesure que I'ampli-
tude augmente, et ainsi que le “raidissement” du systeme est moindre. Cependant, cela ne veut pas
dire que pour une certaine amplitude, le systeme va devenir assouplissant, ce qui pourait étre déduit
de la figure 5.4. En effet, les effets des ordres supérieurs viennent contrecarrer les effets du second
ordre, et méme si la courbure des “backbone curves” est modifiée par les effets des ordres supérieurs,
le comportement reste raidissant. En revanche, on verra au chagjt8e4 ue des systéemes assou-
plissants a faible amplitude deviennent raidissant a forte amplitude. Une mesure expérimentale des
“backbone curve” permettra de valider le présent modele théorique au chapitre st #n8J.

5.3 Vibrations de flexion asyn&triques

Ala difference des vibrations axisymétriques, peu d'études concernent les vibrations asymétriques
de plaques circulaires. Malgré la relative complexité des calculs par rapport au cas axisymétrique, il
est important d'aborder les vibrations asymétriques dans ce travail, en relation avec le fonctionnement
des gongs et des cymbales. En effet, la majorité des modes des structures de type gong et cymbale sont
asymeétriques (on compte notamment presque 10 modes asymeétriques pour un mode axisymétrique en
basse frequenc€&f. Fig. 2.5-2.7, 4.1, 4.2.). Les observations expérimentales du chapitre 2 montrent
de plus que les vibrations du gong sont gouvernées principalement par les modes asymeétriques.

La principale contribution sur le sujet est offerte par Tobias, Arnold et Williams qui sont les
premiers a avoir considéré le couplage entre les deux configurations préférentielles d’'un mode asy-
métrique. lls ont étudié le comportement de disques en rotation, encastrés au centre et libres a
I'extérieur. Leurs études ont fait I'objet de plusieurs publications, a la fois théoriques [119, 131, 130]
et expérimentales [121, 120], qui montrent et expliquent I'apparition d'ondes progressives résultant
d'un couplage entre les deux configurations préférentielles en régime non-linéaire. Leur modele
théorique néglige les effets de I'amortissement. Une contribution majeure est apportée par Efsta-
thiades [35], qui établit un modele théorique qui prend en compte de légéres imperfections de la
plague. Son modele, également conservatif, utilise les équations de Von-Karman et la procédure de
Galerkin pour déterminer les déformées modales. Neanmoins, le couplage entre les configurations
préféerentielles n'est pas abordé. On peut citer aussi deux contributions plus succintes, de Dugdale
[33], qui prend en compte I'amortissement dans un modele de disques en rotations, et Irons et Ken-
nedy [49] qui établissent un modele de plague avec épaisseur variable. Plus recemment, le modéle
d’'Efstathiades a été applig@d I'etude d’ondes progressives sous-harmoniques [77]. Les vibrations
asymeétriques de plaques circulaires impliquant plus de deux modes, ont été abordées par peu de tra-
vaux. On peut citer la contribution remarquable de Sridtal[110] qui offre une étude systématique
des combinaisons de résonance, et celle de Leba{63] qui prend en compte des irrégularités dans
la geomeétrie de la plaque. Elles utilisent toutes les deux une approche similaire a celle que nous uti-
lisons, avec une solution developpée sur les modes propres linéaires et approchée par la méthode des
échelles multiples.
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Le cas présent de résonance internd entre deux configurationsgférentielles a des analogues
dans le cas des plaques rectangulaires, qui présentent aussi des medész8ege probléme est
décrit par un systeme de deux équations similaires a (5.5), qeiet@tié par Yasuda et Asano [134]
et de faon trés compléte par Chang, Bajaj et Krousgrill [23]. Yasuda et Asano se sont intéressés plus
particulierement au cas ou les deux modes sont également f@jyces -), pour des membranes
rectangulaires, et Chargt al ont conduit une étude exhaustive sur les bifurcations, en négligeant
parfois 'amortissement. Le cas de 'excitation paramétrique du plan moyen d’'une placee atg”
étudié par Yang et Sethna dans [133].

Les paragraphes 5.3.2 et 5.3.3 sont principalement dis aux travaux de Cyril Touzé, et seules
les grandes étapes de calculs et les principaux résultats sont exposeés ici. En particulier, son étude
est menée dans un cadre plus général qu'’ici, ou les coefficients des quatre termes non-linéaires du
systeme 5.5 sont choisis différents. Le lecteur est renvoyé au travail de these de C. Touzé [122] et a
[125] soumise pour publication, pour plus de précisions. Ici, seul le cas d’'une plaque circulaire avec

de faibles imperfections est considéré.

5.3.1 Influence deégeres imperfections de la plaque

Mode (2,0) Mode (3,0) Mode (1,1)

FiG. 5.5 —Décalages angulaires des rayons nodaux des configuratiéfesgmtielles, par rappora
la situation parfaite (Fig. 5.1), dans le cas d’'une plagéelle.

En situations expérimentales usuelles, une plaque supposée parfaitai présente toujours
des frequences de configurations préférentielles legerement differentes. On observe d’autre part que
les déformées modales correspondantes ne sont pas exactement symétriques l'une par rapport a
l'autre : il existe toujours de petits anglgs et ¢, entre les rayons nodaux des deux configura-
tions préférentielles et ceux de la situation parfa@é Fig. 5.5, chapitre 6 et [121, 35, 114]). C'est
pour cette raison que dans les développements mathématiques qui suivent, des fréquences propres
distinctesw; etws, avecw; ~ wo sont associées aux deux configurations préferentidlles ®,,
etd, = dy;,. Les décalages angulaires sont introduits comme suit dans I'expression des déformées
modales :

@7 (r,0) =Ry (r) cos(kO + ¢1), (5.35a)
®5(r,0) =Ry, (r) sin(k0 + ¢2). (5.35b)

“Dans le cas des plaques rectangulaires, du fait de la difference de longueur entre 'un des cotés et 'autre, il peut y avoir
des modesa tEformées modales differentes qui ont des frequences propres voisines. Par exemple, une plaque de dimension
a x bavech = 1.63a a ses mode€l, 2) et(3,1) de frequences voisine&, n) est un mode comportant ligne nodales
normales au coté de longueuetn a celui de longueus) [20].
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Le déplacement transversal devient alors, a partir de I'equation (5.5a) :

w(r,0,t) = Ren(r) [q] (t) cos(kO + ¢1) + g5 () sin(kO + ¢2)] (5.36a)
= Rin(r) [a1(t) cos(k0) + ga (1) sin(k0)] (5.36b)
avec
g1\ _ [ cos¢r singo q
(QZ> N (—Singbl cos¢2> (qé‘) (5.37)

Il apparait alors que le systeme (5.5b,c), avec deux pulsations propres diffejesties est suffisant
pour décrire la dynamique de la plaque réelle. En fait, en connaigseinj; a partir de (5.5b,c), il
suffit d’inverser la relation (5.37) pour obtenjr et ¢5, et de les remplacer dans I'équation (5.36a)
pour finalement obtenir le déplacemeinten tout point. Les valeurs de, ws, ¢1 €t ¢o peuvent etre
mesurées directement sur la plaque réelle.

Parmi des imperfections possibles, outre les inhomogénéités dans la structure de la plaque (masse
volumigue et constantes élastiques non uniformes) et les défauts dans les dimensions (épaisseur non-
homogene, défaut de circularité du bord), on peut citer des cas pratiques courants ou on est ameneg,
pour les besoins des expérienc€s$. Chapitre 6, [114]), a briser la symétrie de la plaque. Des trous
sont souvent nécessaires pour la fixation de la structure, ce qui brise du méme coup la symétrie circu-
laire des conditions aux limites. Des masses additionnelles, telles des accélerometres et des aimants
peuvent étre collées sur la surface de la plaque. Le modele présenté dans ce paragraphe n’apporte
gu’une correctiora’la tréorie de la plague parfaite. Il n’est en patrticulier pas valable lorsque les im-
perfections citées plus haut brisent de fagon non négligeable la symétrie de la plague. Dans le cas
inverse, le calcul des déformées modales, et en particulier I'hypothése de séparation des variables ra-
diale et axiale (4.21), ne sont plus valables. Un calcul par €léments finis est alors une solution possible
[63].

Enfin, pour décrire plus précisément les observations expérimentales qui seront exposées au cha-
pitre suivant, on impose un faible for¢ca@e de la configuration 2. Le probléme s’écrit alors :

w(r,0,t) = R (r) (q1(t) cos kO + qo(t) sin k) , (5.38a)
q + w% q =c [—I‘ (qi)’ + qlqg) —2uq) + Q1 cos Qt] , (5.38h)
G+wig=c¢ [—F (qg’ + qzq%) — 21 ga + Qo cos Qt] ) (5.38c)

5.3.2 Couplage non-liteaire entre les deux configurations peferentielles
Calcul de la solution

On utilise une nouvelle fois la méthode des échelles multiples. D’'une maniéere analogue aux cal-
culs du paragraphe 5.2.1, une solution du systeme (5.38) est cherchée sous la forme de :

ql(t) = qH(To,Tl) + 6Q12(T0,T1) + 0(62), (5393)
QQ(t) = (21 (To,Tl) + 6QQ2(T0,T1) + 0(62). (539b)

En substituant ces expressions dans (5.38b,c), et en identifiant les puissasnoas detient

ordre1: D3qi; +wiq =0 (5.40a)
Diga1 + wigz =0 (5.40b)
ordres 1 Diqiz + wigia = —2DoD1qi1 — T (g} + q11931) — 2uDog11 + Q1 cosQt  (5.40c)
D(Z)Qm + w%Qm = —2DyDygo; — T (q§’1 + q21q%1) —2uDgqo1 + Q2 cos QU (5.40d)
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La solution du systeme (5.40a,b) est :

q11(t) = A1 (Th) exp (1w Tp) + cc, (5.41a)
qo1(t) = As(Th) exp(iw2Ty) + cc (5.41b)

ou A; et A; sont des fonctions inconnues @ig etcc désigne le complexe conjugué du terme qui le
précéde. On introduit alors les deux parameétres de désagcetd; :

wo =wi +eoy, Q=uw+eoo. (542)

o1 mesure le désaccord entre les deux pulsations prepresws, et oy celui entre la pulsation
d’excitation{ et la premiére pulsation prop&g. On supposera dans la suite, sans perte de généralité,
gquew; < wo. Dans un cas de plaque parfaite, oty a= 0.

En substituant les relations (5.41) dans (5.40c,d), et en annulant les termes séculaires pour obtenir
une solution valide uniformément en temps, on obtient :

—2iw1 (All + ,U,Al) — 3FA%A1 — FA2(2A1A2 + /IlAQGZiUlTI) + %eiUQTI =0, (5433)

—2iwy (Al + pAy) — 3T A2Ay —TA (2424, + Ay Ae” 21Ty 4 %ei(@—“lm =0, (5.43b)

ou (-)" désigne la dérivation par rapporfla Les équations précédentes sont résolues en introduisant
les notations suivantes :

AL(T}) = San(T3) explify (11)) (5.44a)
As(T) = Zaa(Ty) exp(ifia(Th), (5.44b)

ou les amplitudes;; et phase®; sont des fonctions réelles dg. En substituant (5.44) dans les
conditions de solvabilite (5.43), et en égalant parties imaginaires et parties réelles dans le résultat, on
obtient un systeme dynamique qui gouverne I'évolution de I'amplitude et de la phase de la réponse.
Il peut étre rendu autonome par le changement de variable

Y1 = 0911 — bh, (5.45a)
Y2 = (0'2 — O'l)Tl — 92. (545b)
On arrive finalemena :
r 2
a] = —pai + 193 sin2(ye2 —y1) + QQTI sin~yi, (5.46a)
1
3r TCa;a?
a1yy = oa; — S—Mai’ — 8;12 (2+cos2(y2 — 1)) + % cos Y1, (5.46b)
T 2
ahy = —pag — 4291 sin2(ye — y1) + % sin~ys, (5.46¢)
2
3T Tasa? Q
' 3 207 2
= — - a5 — —2(2 2(vo — == ) 5.46d
azyy = (02 — 01)az 8.2 B (2 +cos2(ya — 7)) + 2y T2 ( )

Dans un cas générd), n'est pas obligatoirement negligeable dev@ntce qui signifie que, et
as sont tous les deux non nuls. L'étude de ce cas oblige a considérer le systeme dynamique précédent
dans son intégralité, et les calculs analytiques deviennent difficiles. En revanche)ecpermet
d’aller plus loin dans les développements analytiques et ainsi de dégager des interprétations simples
du comportement de (5.46). Ce cas a dorccdtidié en dttail dans [125]. Le cas of), est non-nul
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et faible sera traité avec une résolution numérique au chapitre suivant, pour comparer le modéle a des
résultats expérimentaux.

Le systeme dynamique (5.46) est doté de comportements variés, comme des oscillations sur cycles
limites et des solutions chaotiques [122, 23]. Dans la présente étude, nous nous sommes restreints
au cas ou la configuration non directement excitée gagne de I'énergie par couplage interne non-
linéaire. De plus, les expériences sur des plaques circulaires ou sur le gong ou des cymbales (Chap. 2,
[124]) montrent qu’une combinaison de résonances apparait avant que les comportements chaotiques
prédits par la résolution de (5.46) soient effectivement observés. Une étude méticuleuse de (5.46) est
proposée dans [23].

Solutions en iegime permanent

18

1

16 Solution 1bDL. pour a;

\

14

12

10

Amplitude

0 1
-100 0 5 100 200 5 300
g 0,= (Q—ooA)/s g

FIG. 5.6 —Courbe de esonance #oriqgue montrant la zon&, la solution 1ddl et les solutions
coupkes stables; etas. Traits pleins : solutions stables, traits interrompus : solutions instables.

En régime permanent (lorsque leset ; sont des constantes) et lorsqile = 0, le systéeme
(5.46) devient :

T 2
pap = 993 sin 2(y2 —m) + Qu sin~yi, (5.47a)
8(.«]1 2(.«]1
3T , Td}
= — —=(2 2 — — 5.47b
o= g+ 8w1( +cos2(y2 — 1)) Swyar ST ( )
TLasa? .
fag = —ﬁ sin 2(y2 — 1), (5.47¢)
3T La?
09 — 01 = 8—0.12(1%_{—8—&};(2_{—(:082(72 —’71)). (547d)

En éliminant les angles dans le s1sté pecédent, on obtient deux équations reliant les solutions
en réegime permanent, c’'est-a-dire les points fixes de (5.46) dans I'eépacg a,). Ces relations
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sont :
Q% 9 9 wga% 2 R] R a% wga% 2
T2 = n-aq |:1 + 2:| + |:—a1 (—4 — 1> + oqa71 + 2(01 — 02) s (5.483)
4wy wiaj 8wy aj w1aq
3r 9 9 2 9 I‘Za‘l1
|:02 — 01 — 8—u)2 (3@2 + 2&1):| + n = 64(,‘)% . (548b)

Avec a; = 0 dans I'équation (5.48a), on retrouve I'eéquation (5.17) permettant de déterminer les
points fixes de (5.15) régissant la dynamique d’'un systémme dege de liberte. Donc, sk = 0, la
configurationl a le comportement du systera€lDDL décrit au paragraphe 5.2.1. &ten fonction
de oy, est décrit par la courbe de résonance de la figure 5.2, représentée aussi sur la figure 5.6. Cette
solution sera désignée “solutiomdL” dans la suite.

Les solutions couplées (c'est-a-dire lors@ues 0) sont solutions du systéme 5.48 entier. Les so-
lutions communes aux deux équations, lorsgue 0, constituent donc la jonction entre les solutions
avecay # 0 et la solution bpL. La relation (5.48b) donne ainsi le lieu, dans le plana, as = 0),
ou les solutions couplées peuvent prendre naissamce.0 remplacé dans (5.48b) donne les deux
relations :

oy =01ty [ (5.49)

qui correspondent & deux courbes dont la reunion esedosur la figure 5.6.

On peut montrer [122, 125] que la courBedéfinit une régionR a l'intérieur de laquelle la
solution IbL devient instable, par bifurcation fouréhau profit d’une solution stable aveg non-
nul, qui se développe hors du plém, a;,a, = 0). Cette solution sera nommée “solution couplée”
dans la suite, et la regioR “région d’instabilité”. Les calculs de stabilité sont menés en examinant
le signe des valeurs propres du jacobien du systeme dynamique (5.46).

Ainsi, la régionR apparait déeterminante pour prévoir I'occurence de régime couplé grtre
g2. Cela est illustré sur la figure 5.6, ou les solutions couplées erdétrminées par une résolution
numeérique a partir du logicielsTooL[45]. Lorsqu’on fait croitrexs, la solution couplée se développe
a partir de la solutiondbpL lorsque celle-ci entre dans dans la rég®nc’est-a-dire pour = 4.
Cette solution cesse d’exister pagr= &, une valeur impossibla déterminer analytiquement. Il est
important de noter que la valegrne correspond pas a une éventuelle sortie de la soluton He
la régionR, puisque la solution couplée est hors du plans , a; = 0), et n'a donc plus de rapport
avec la solution &bL. On dcrira plus largement cette solution couplée au chapitre suivant, ou elle
sera comparéa des résultats expérimentaux.

On verra au chapitre suivant I'évolution des phases des solutions couplées. L'équation (5.47c¢)
permet de préciser que dans le cas d'un amortissement nul, la difference de phase est strictement
égale &t/2, si bien que les deux solutions sont exactement en quadrature de phase. La situation
expérimentale exposée au chapitre suivant sera non loin de ce cas, puisque I'amortissement dans la
plaque étudié est trés faible.

D’autres solutions couplées sont possibles, mais on montre que la seule qui est stable est celle
décrite plus haut [125]. On verra au chapitre suivant que lorsguest non nul, méme faible, la
situation est moins simple.
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8 8 8
<6 <6 <6
| | |
(0] [¥] (]

3a 34 34
= = =
£ £ =
<2 <2 <2

1O
| O

5 0 5 10 5 0 5 10 5 0 5 10

Désaccord — o, Désaccord - o, Désaccord — o,

FIG. 5.7 —Influence du parastre de é@saccord interne sur la zone d'instabil&.wy = 5,T = 1.8,
Q1 =12, 4 =0.15,09 € {-3,0,3}, ¢ = 0.02.

5.3.3 Influence des pararatres

La valeur du parametre; correspond a l'intersection des asymptotes de la zone d’instabilité
avec l'axe desr, (Cf. Fig. 5.6). Les variations du paramétrgentrainent une translation de la zone
d'instabilité (Fig. 5.7) o1 n'a aucune influence sur la courbe de résonnanca. 1

Le parameétre d’amortissement, en revanche, influe a la fois sur la zone d’instabilité et la courbe
de résonancedbL. Une augmentation de I'amortissement a pour effet de diminuer la valeur de
I'amplitude du sommet de la courbe de résonance, et aussi de remonter le sommet inférieur de la zone
d’instabilité. Cette derniére propriété n'avait pas été mise en évidence dans les travaux précédents
[23]. Le forcage produit un effet inverse sur la résonance, sans influer sur la zone d’instabilité. Ces
propriétés sont illustrées sur la figure 5.8.

L'action combinée des trois parametregg@dents, détermine si la courbe de résonamoeL1
entre dans la zone d'instabilité, rendant ainsi possible I'occurence d'une solution couplée. Ainsi,
lorsque les deux frequences propres sont trop éloignées(paditrop petit, ow: trop grand, aucun
reégime couplé n’est possible.

5.3.4 Solution gnérale - Ondes progressives

A partir des equations (5.39), (5.41), (5.44) et (5.38a), le déplacement en tout point de la plaque
est, au premier ordre :

w(r,0) = Rin(r) |ar cos(Qt — 1) cos kO + as cos(Q — ) sin kb|. (5.50)

w apparait alors comme le résultat de la superposition des oscillations des deux configurations préférentielles,
qui constituent chacune une onde stationnaire. Apres quelques cal&itxprime sous la forme :

w(r,0) = Ryn(r) [a3(0) cos(Qt — ek — v3(0))] (5.51)

SEn un point de bifurcatioiourche une solution stable devient instable, et donne naissance a deux solutions stables
symeétriques (elle est qualifiee dans ce casugeercritiqué [117]. Ici, la solution DbL devient instable et donne naissance
a deux solutions couplées aveg # 0, symétriques par rapport@& = 0 (a2 et —a»; seule celle ol est positif est
représentée figure 5.6).
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FIG. 5.8 — LUGNE SUFERIEURE : influence de 'amortissement; wy = 5, T = 1.8, Q; = 12,
p € {0.25,0.15,0.1}, 09 = 3, e = 0.02. LIGNE INFERIEURE : influence du forage @Q; wy = 5,
'=18,Q1 € {5,12,18}, p = 0.15, 05 = 3, = 0.02.

ou a3 et~ys sont des constantes lors§ue — y1 = en/2, a; = +ay ete = £1. Le déplacementy

peut donc étre vu comme une surface d’eéqualipn(r) cos kf animée d’'un mouvement de rotation

a la vitesse angulair@/k autour de I'axe de la plaque, caractéristique d’une onde progressive tour-
nante Cf. Fig. 5.9). Elle tourne dans le sens horaire ou trigonométrique en fonction du signe de

Sia; ~ *ag etyy, — v1 ~ en/2, a3 et~y sont des fonctions dont les variations restent proches des
valeurs lorsque; = tas ety, —y1 = em/2, si bien que le mouvement est toujours équivalent & une
onde progressive tournante, animée de battements (son amplitude et sa vitesse de rotation sont faible-
ment variables en fonction db. Cela a & verifié expérimentalement au moyen d’un stroboscope,

et une onde progressive a clairement été observée lorsque les amplitudes des deux configurations
sont comparables. (Les deux configurations sont toujours tres proches de la quadrature, a cause de
'amortissement tres faible 6.3.2)). On retrouve ici les résultats de Tobéasl [121, 120].

SL'expression de:s et+ys en fonction de) est :

2 . . 5 ) 2a1a2 cos(yr —
as(f) = % al +a3 + \/(a% —a2)? + 4a?a? cos®(y1 — y2) cos (2k'9 — arctan = Zaz _(112 72))
1 2

a2 sin(y2 — 1) sin k6
a1 cos kB + az cos(y2 — 1) sin kf

73 = arctan
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FIG. 5.9 —Onde progressive tournante, pour le mode (5,0)

5.4 Effets non-lintaires de membrane
On a vu au chapitre 3 que les effets non-linéaires géométriques proviennent du chargement du

plan moyen de la plaqueud un &Eplacement transversal. Connaissant la solution en déplacement
w(r, #,t) dans les deux cas de vibrations unimodales étudiés précédemment, il est possible de calcu-

ler les effets non-linéaires de membranestsrparw. Ces effets sont caractérisés par les forces de

membrangV, les déformations plangsa » = 0 et les deplacements longitudinaiix
0 .0
0 _ (w eﬂ«;) T = 8, + ugly. (5.52)
(é’,.,éb)

0
€99

Ces guantités peuvent se calculer a partir de la fonction de for@e moyen des équations (4.6) et
(4.7). Dans le cas générat,s’écrit en fonction des évolutions temporeligg) des modes transverses
(5.53)

“+00 +00

(Eq. (4.61)):
+oo
F(r0,6) =Y [ Y Gopp () gq(t) | Wy(r,0).

5.4.1 Mode axisynétrique

Dans le cas ou la vibration transverse n’est gouvernée que par un mode axisymbitricdg,,,
d’évolution temporelleg, = qon, Seuls les coefficient&r,,, interviennent. On montre de plus en
annexe § D.2.1) que lesx,,, sont nuls lorsqud, est un mode asymetrique. L'expressionidee

simplifie en :
(5.54)

+00 oo
F(r,0,t) = F(r,t) = q3,(t) > _ GmTom(r,0) = g, (t) Y GmSom(r).
b=1 m=1

soit encore, au premier ordre (Eq. 5.18)
+o0o
F(r,t) = F, (Z GmSOm(r)> cos?(Q — ), (5.55)
m=1
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avec¥, = Uy, = Son(r) le mode Iongltudlnal comportant. cercles nodauxdf. § 4.3.1 et
Eq. (4.31)).F ne dépend donc que des modes de membrane axisymeétriques.
Les équations (4.6) et (4.7) se simplifient avec la symétrie axiale, et s’écrivent ;

ou (Eq. (4.60))

Gm = (5.56)

F
Nrr = F,rra 7N00 = T,r, N,?"G = 07 (557)

si bien que les forces de membrane de cisaillemgptsont nulles. Les déformations sont :

> 0 >
Crr = ory € = ‘FJ‘T‘ -V v Crg = 0. (558)

Il est alors possible d’obtenir directement les déplacements :
Uy = r.egg =rF. —vF,, uy=0. (5.59)

Les évolutions de ces grandeurs en fonctiond®nt représentées sur les figures 5.10 et 5.11,
respectivement pour le premier et le troisieme mode axisymétrique de la plaque. La premiere figure
(en haut) représente le déplacement des points de la plaque, avec I'eéchelle du déplacement radial
augmentée par rapport a celle du déplacement transversal.

Comparaison avec les poutres

Il est intéressant a ce stade de comparer le comportement axisymétrique de la plaque avec celui
d'une poutre. En effet, une poutre avec ses extrémités non immobilisées dans la direction longitu-
dinale, ne présente des effets non-linéaires que lorsque les rotations deviennent grandes. Un modele
de Von-Karman pour les poutres est dans celicésaire car il ne prédit pas de chargement de la
ligne moyenne de la poutre. Dans le cas des plaques, en revanche, il y a bien des effets non-linéaires
géométriques, qui résultent du chargement du plan moyen. On peut donc en déduire que c’est la struc-
ture en deux dimensions de la plague qui introduit les effets non-linéaires géométriques. Les figures
5.10 et 5.11 montrent en particulier que I'effet de Poisson est déterminant, puisque c’est lui qui crée
des efforts et des déformations orthoradiaux(al@g) €t ej),) alors que le déplacement n'est que
radial (9 = 0). On y reviendra au chapitre § 7.4.3)

Cela permet aussi de corroborer le fait que le chargement du plan moyen est plus important,
a dplacement transverse égal, lorsque le déplacement longitudinal est imposé nul sur le bord que
lorsque celui-ci n'est pas contraint, et a fortiori lorsque les conditions aux limites sont libres. Les
effets non-linéaires étant directement liés au chargement du plan moyen, ceux-ci sont plus importants
lorsque le bord de la plaque est encastré que lorsqu'’il est libre. Ces effets ont &été observés par Yamaki
[132] et Sathyamoorthy [103], qui ont comparé les pulsations des oscillations libres du premier mode
axisymétrique d’une plaque circulaire a bord en@astid bord libre. lls ont constaté que les effets
“raidissants” sont plus importants dans le cas encastré que dans le cas libre.
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FIG. 5.11 —Idem pour le 8me mode axisy&rique

— 125 —



CHAPITRE 5. REDUCTIONA UN MODE

5.4.2 Mode asyngtrique

On s'intéresse ici au cas ou la vibration transversale n’'est gouvernée que par la configuration
préférentielle d’'un mode transverasyrétrique:

(I)knl (7”, 9)
(I)ka (T, 0)

On montre en annexg D.2.2) que parmi les coefficients,,, qui interviennent, les seuls qui sont
non nuls sont ceux oW, = ¥, est axisymétrique et ceux oy, = ¥,;,,; est asymétrique, en
cosinus, ave¢ = 2k rayons nodaux. L'expression de la fonction de force est alors, au premier ordre
(Eq. 5.50, avea; ouasy nul)

cos k6

<in k0 avec k #0.

DPpna(r,0) = ‘ = Ry (r)

+00
Z (G, Som(r) — (—1)*G?, Sak m (r) cos 2k:9)] cos?(Qt — va), (5.60)

m=1

F(r,0,t) = F,

ou (§ D.2.2 en annexe) :
Ggl:G(l)m:Ggm et G* = lm:_ gm

avec (Eq. (4.60))

// @knaa (I)lcna) ‘IIOm ds // @knaa (I)lcna) ‘1/216 ml as

1(s
chm =5 ) sz =35 ) (561)

2 §0m//‘1’ 2 §2km//‘1’2km1 ds

Les figures 5.12-5.15 montrent les effets de membranes pour les modes (2,0), (3,0), (1,2) et (2,1)
en cosinuga = 1). On remarque que les déformations des modd3¥) Gont gouvernées principale-
ment par leur composante orthoradiale, ce qui est trés clair dans le cas des m@des ¢omportant
pas de cercle nodal, ai. apparait uniforme. Cela prouve encore une fois que la structure en deux
dimensions de la plaque est prépondérante pour les effets non-linéaires.

Les figures analogues a celles présentées sur les figures 5.12-5.15, pour les moeéess{kiuyg
(o = 2) sont obtenues par rotation d’un anglg2k. Cela se retrouve a partir de la formyfe60y.

Couplage non-lireaire entre modes propres

On peut alors donner une interprétation qualitative des transferts d’énergie qui peuvent apparaitre
lors du couplage entre les deux configurations préférentielles. Les mouvements de membrane induits
par I'une ou l'autre des deux configurations préférentielles sont gouvernés par les mémes modes de
vibration : les modesl,, axisymétriques et les modes en cosinygy,),,. Le couplage peut étre
traduit de la fagon suivante : la configuration 1, en vibrant transversalement excite le mouvement de
membrane, qui a son tour peut venir entrainer en vibration la configuration 2. Cela n’est possible que
si la configuration 2 possede une toute petite énergie initialement, pour initier le mouvement.

On pourrait vérifier avec des calculs similaires a ceux de I'annexe D que le couplage via le char-
gement du plan moyen est possible quels que soient les modes considérés. Ainsi, le couplage est
dominé par des relations de résonance interne entre les frequences propres. Cela a été noté par Lobitz
et al [63] qui précisent que de faibles imperfections geométriques, tout en ayant un effet négligeable
sur les déformées modales, peuvent entrainer des differences importantes des valeurs des frequences

’On obtientF, (1,0, t) = Feos(r, @ + m/2k, t), en constatant ques [2k(0 + 7/2k)] = — cos 2k6.
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FiG. 5.12 —Effets de membrane pour le mode (2,0). lEodvee modale est repseng sur la
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propres. Ainsi, de faibles imperfections peuvent changer radicalement les relations de combinaisons
de résonances du paragraphe 5.1.1, et par suite le choix des modes impliqués dans la déformation.
C’est pour cette raison que deux plaques legerement differentes par leur géométrie peuvent avoir
des réponses spatiales assez éloignées, etagent les valeurs de€dfuences propres et non les
déformées modales qui gouvernent leséatiéhts couplages entre modes propres

5.4.3 Vibrations de membrane en egime coupé

Lorsque, cette fois-aj; etge sont non-nuls, on montre que parmi les coefficigrts, qui inter-
viennent, seuls ceux ol, = Wy, = Wy (opy,, = S(ok)m (7). sin 2k0 est asymetrique avdc= 2k
rayons nodaux sont non nuls. On obtient alors I'expression de la fonction de force dansace cas I’

+o0o
> G Som(r) | (

m=1

F(r,0,t) = C]1 + ‘I2

ZG Sokm(r cos2k:0]( —q2)

(5.62)

ZG Sokm () sin 2k0| q1qo.

Ce résultat est identique a ceux de Efstathiades [35].

5.5 Conclusion

L'approche développée dans les chapitres 3, 4 et 5 est générale, et peut étrecappliquitres
milieux minces, et en particulier aux cymbales et aux gongs. Pour cela, les étapes suivantes sont
envisageables :

— llfaut d’abord écrire les équations régissant les vibrations non-linéaires de coques de révolution
minces, faiblement courbées (“shallow” en anglais), avec un profil quelconque. Il existe un
analogue de la théorie présentée ici pour les plagues dans le cas des coques sphériques [136],
qui doit pouvoir étre étendu a un profil non circulaire.

— La partie spatiale du probleme est basée sur un développement de la solution sur les modes
propres de la structure linéaire. Leurs propriétés d’orthogonalités sont indispensables. On ob-
tient alors un systeme d’'une infigitd’équations différentielles non-linéaires et couplées, du
type de (4.65). Le calcul des modes propres peut ensuite étre traité de differentes manieres;;
analytique exacte (c’'est I'approche adoptée ici), analytique approchée avec des méthodes de
type Galerkin, ou numérique, avec la méthode des éléments finis, par exemple. Le calcul des
coefficients de couplagi, .., et yq. découle alors du calcul préecédent des modes propres.

— La seconde partie du probleme consistesoudre le systeme temporel. On commence tout
d’abord par simplifier le nombre de modes pris en compte, ce qui limite la taille du systeme
a integrer. Cela peut étre effectué apres analyses expérimentales du types de celles présentées
au paragraphe 2.4. Ensuite, la encore, plusieurs méthodes sont possibles. En régime faiblement
non-linéaire, les méthodes de perturbation donnent de bons résultats analytiques approchés.
Dans les autres cas, des résolutions numériques sont souvent indispensables.
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CHAPITRE 6

Validations exprimentales

Le but de ce chapitre est de présenter une série de mesures en vue de vérifier les développements
théoriques établis au chapitreepédent. La plaque est excitée au moyen d’'un aimant collé sur la
structure et mise en vibration avec un solénoide. Le signal d’excitation est choisi sinusoidal, de
frequence proche d'une frequence propre de la plague. Comme au chapitre précédent, les deux
cas d'un mode axisymétrique et d'un mode asymeétrique sont considérés. Dans ce dernier cas, les
phénomeénes d’échange d’énergie entre les deux configurations préférentielles sont mis en évidence.
Des “backbone curves” expérimentales sont com@sda celles issues de la théorie, ce qui permet de
valider les approximations du modele. Ces résultats ont fait I'objet d’'un article soumis pour publica-
tion [114] .

6.1 Deétails exgerimentaux
Nos expériences ont été menées sur une plagque circulaire de diameétre e2iere@20 mm,
d’épaisseuh = 1.6 mm, fabriquée en laiton de masse volumique= 7974 kg.m 3, de module

d’Young E = 85.10° Pa et de coefficient de Poisson= 0.38. Trois petits trous de diaméteemm
ménageés pres du bord permettent de suspendre la plague au moyen de fils de nylon.

Appareillage et instruments de mesure

oscilloscope  spectrum analyzer oscilloscope
TN
| [ ) [
accelerometers 2 low-pass —
—=3 Q Q@ Q Q filter QO Q Q\V
[ § \ L [ §
/\ 2 2 B 4 |
coil Charge Amplifier '
& magnet oscilloscope
- low-pass signal
Power amplifier filter synthetizer O
Py A L \J o
Al T
\

FIG. 6.1 —Scltema exprimental utili€ pour les mesures.
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Accelérometres 1 & 2 Bruel & Kjeer 4374
Amplificateur de charge Bruel & Kjeer Next$
Filtres pas-bas Rockland 1042F
Multimetres Philips PM2519
Synthétiseur de signal Fluke PM5193
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
Ampéremetre Hewlett-Packard 3478A
Ateliers Pérly, Paris Univa 100
Analyseur de spectre Bruel & Kjeer 2035
Oscilloscopes Tektronix 5110
DM44

TAB. 6.1 —Appareils utili€s durant les eXgriences

L'appareillage utilisé durant les mesures est représenté sur la figure 6.1 et les références des
differents appareils sont précisées dans le tableau 6.1.

La plaque est entrainée en vibration par un aimant de diarf&tm, collé sur la structure au
moyen de cire d’abeille, et mis en vibration par une bobine. La bobine est alimentée par un courant
sinusoidal. La position de I'aimant sera choisie selon les expériences soit (i) au centre de la plaque
(§ 6.2,Cf. Fig. 6.2), pour exciter un mode axisymétrique, soit (ii) sur un nceud de la configuration 2,
pour n’exciter que la configuration 1 d’'un mode asymétrigué.8, Cf. Fig. 6.4). Le signal de sortie
du synthétiseur est amplifié par un amplificateur de puissance, pour atteindre des intensités compa-
tibles avec les amplitudes des efforts désirées. Un filtre passe-bas permet d’éliminer des harmoniques
indésirables dans le signal d’excitation. La position de la bobine par rapport a I'aimant eseajust’
de sorte que le signal dépende le moins possible de la position de I'gigtasinsi que le systeme
bobine - aimant soit linéaireCf. § A en annexe).

Le coefficient de proportionnalité entre la force et l'inteasigté mesue’en Egime harmonique.

Les résultats, présentés en anngxA), montrent que ce coefficient depend de la frequefice=

1/2/m du signal, probablement a cause de courants de Foucault qui se développent dans I'aimant, et
qui dissipent une partie de I'eénergie. Une autre influence de ces courants se fait sentir a forte intensité
par un échauffement de I'aimant qui peut aller jusqu’a faire fondre la cire qui le maintient collé.
Une valeur moyenne du coefficient de proportionnalité entre I'amplitude de la force et 'amplitude
du courant dans la bobine @518 N.A~ !, pour des frequence3 entre200 et 2000 Hz, et pour une
position de la bobine siai& une distancd = ¢/2 de la plaque, oe est I'épaisseur de I'aimanCt.

Fig. A.1, p. 202, en annexe). C’est cette valeur qui sera utilisée dans la suite pour calculer un ordre de
grandeur de la force imposée sur la plague, en mesurant I'intensité du courant avec 'amperemetre.

Les vibrations sont mesurées avec desirometres, qui délivrent I'accélération locale de la
plague, a I'endroit ou ils sont collés. Selon les expériences, soit (i) un accélerometre estucoll’
centre pour mesurer I'accélération d’'un mode axisymétriqué.2, Cf. Fig. 6.2), soit (ii) deux
accéléerometres sont utilisés pour mesurer Bd@tion des deux configurationsfgfentielles. Pour
ce dernier cas, lI'accélérometre 1 (resp. 2) est collé sur un rayon nodal de la configuration 2 (resp.
1), de sorte que les vibrations des deux configurations sont correctement differe fate@s0f.

Fig. 6.4). Les signaux sont traités par un amplificateur de charge. Un oscilloscope et un analyseur de
spectre sont utilisés pour observer I'évolution temporelle et le spectre de Fourier des accélérations

!Le facteur de proportionnalité entre l'intensité du courant dans la bobine et la force appliquée sur 'aimant depend
du champ magnétique localeérpar le systeme (bobine,aimant,plaque), qui n’est pas uniforme. L'aimant est en position
adéequate lorsque son centre est situé dans le plan latéral de la bGbihA €n annexe).
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mesurées. Deux multimétres permettent de calculer la valeur efficace des signaux, et la difference
de phase entre les deux oscillations est mesurée graphiquement sur 'oscilloscope. La difference de
phase entre I'excitation et I'accélération de la configuration 1 est mesurée avec un deuxieme oscillo-
scope, en utilisant la tension aux bornes de 'amperemeétre, qui est proportionnelle a I'intensité qui le
traverse (Lamperemetre peut étre vu comme une résistance tres faible).

Lorsque la plague est soumise a des amplitudes d'oscillation de I'ordre du millimetre, les signaux
d'accélération délivrés par les aelErometres ne sont pas des sinusoides pures, comme ce serait le
cas dans un systeme linéaire; ils présentent des harmoniques d’amplitude parfois non-négligeable,
qui perturbent les mesures. C’est pour cette raison que des filtres passe-bas sont introduits, de sorte
que les valeurs mesurées correspondelatfondamentaledu signal, de frequenc@. Cela facilite
les mesures des phases a 'oscilloscope, et les résultats donnés par les multimetres sont de bonnes
estimations de la valeur efficace des sigRaux

Mesure des courbes de@sonance

Dans ce qui suit, des courbes de résonances expérimentales sont présentées et comparées a celles
issues de la théorie (Figures 5.2 et 5.6). L'amplitude de I'excitation est gardée constante, gtnotée
Sa fréquence est lentement variée autour des fréquences propres des modes mesurés. Les amplitudes
desdéplacementsorrespondants aux mesures des accélérometres sont alors tracées en fonction de
la frequence d’excitation. Pour cela, il faut intégrer deux fois les signaux ; en gardant a I'esprit qu’ils
sont sinusoidaux, on utilise les formules suivantes :

2
Whni = %sﬁ-”’“), (6.1a)
% =i+, (6.1b)

ou (s;, p;) représentent respectivement I'amplitude et la phase du sigae@#ration par rapport

au signal d’excitation¥'(t), et (a;,~y;) sont 'amplitude et la phase du déplacemen{Cela a déja

été utilisé pour des expériences similaires sur le gong, au paragraphe 2.4.2). Pour fixer les idées, leurs
expressions mathématiques sont :

F(t) = Fegecos U, (6.2a)
Wi = Wi cos(Qt — ;). (6.2b)

6.2 Mode axisyngetrique

Des mesures de courbes de réesonance du premier mode axisymeétrique (0,1), de frequence propre
for = 197 Hz, ont été menées sur la plaque dont les caractéristiques sont emsnegr exergue
du paragraphe 6.1. La plaque est suspendue par deux fils de nylon. Le troisieme est omis pour mi-
nimiser la précontrainte du plan moyen de la plague introduite par la tension des fils. L'aimant et
I'accélérometre sont colles au centre de la plaque (figure 6.2). Le bord de la plaque esetppos”
libre, en supposant que les fils perturbent le moins possible le mouvement du bord.

Il s’agit ici de les comparer au modele de vibration unimodale axisymétrique établi au paragraphe
5.2.1. Pour cela, on décide de procédemrecalage de made, c’est-a-dire d’'ajuster les parametres
du modele théorique, de fana faire coincider le mieux possible les courbes de résonance théoriques
avec les mesures. Les parametres du modeéle sont au nombre de quatre : la pulsatioR,pepre
forcageQ, le coefficient d’amortissement et le coefficient du terme non-linéaife Nous noterons

2\oir note 4, p. 37.
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Fils de nylon

Cercle nodal
@
A|macélérométre
(a) (b) — Analyse modale du mode (0,1)

FIG. 6.2 —(a) - Fixation de la plaque avec des fils de nylon ; position de &&ron®tre et de I'aimant.
(b) : vue 2-D de la dfornee modale du mode (0,1), issue d’'une analyse modale in situ (le protocole
est celui écritau§ 2.2.

Force: 0.1 N-T:12 Force: 0.19N-T: 115
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Fréquence d’excitation [Hz] Fréquence d’excitation [Hz]

FIG. 6.3 —Recalage du made sur les exgriences pour deux amplitudes d’excitationéléhtes ; les
"o’ sont obtenus en augmentant laduence, lesA’ en diminuant la fequence.

Modele de plague parfafte Résultats du recalage
Exc. faible Exc. forte
Fréquence propres for = 196.7THz fo =196 Hz
(o1 = 9.17) (g =9.14)
Forcage — Fere = 0.10N Fere =0.19N
(Q =821) (Q = 1497)
Amortissement - p=12s"1
Coef. non-linéaire I'p1 = 8.58 r=12 r=11.5

8yaleurs issues du calcul avec les modes propres théori§u4e3.(, Tab. 5.1).

TAB. 6.2 —Différents pararatres du moelle unimodal axisyéirique.
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ici les grandeurs adimensionnées surmontées d’'une barre ; leur relation avec les grandeurs physiques
associées sont (Eq. (4.11), p.91),

h2
r=L7F, w,= me(rmes)a, (6.3a)
1 D _ 1 D _
fozm\/awoa fexc—m\/g(wo—l—ea), (6.3b)
ER® [m _
p=—77\ph (6.3c)
5
Q = WROI ('rezc)Fexc (63d)
ou L est le rayon de la plaque (pour ne pas le confondre avec I'amplitistie du modele),
Eh3
0 =7 33.9 N.m, (6.4a)
m = ph = 12.8 kg.m 2 (6.4b)
2
e=12(1— y2)h— = 0.0022, (6.4c)

L2
sont respectivement la rigidité en flexion, la masse surfacique de la plaque et le petit parggmnetre.
est 'amplitude du déplacement définie par I'équation (6.44a), et r... sont les rayons des points
d’excitation et de mesure (iGh,es = reze = 0), qui permettent d’introduire dans,, et le facteur
correctif di a la d&formée modald?y;.
Le calcul del” et de@ est possible a partir de la positidas, a 4) du sommet de la courbe de
résonance expérimentale, avec les formulefsEq. 5.27 et Fig. 5.2) :

Q 3 r@?

— _ . 6.5
2moi’ AT 32602 (6:5)

as

Il suffit alors d'ajustery, proche devy;, et i de sorte que les courbes se superposent au mieux.
Des mesures pour deux valeurs de I'excitation sont représentées sur la figure 6.3 paetes’

des 'A’. Le phénomeéne d’hystérésis et les phénomenes de saut sont clairement visibles. Le résultat
du recalage est superposé sur les mémes figures en trait plein, et les coefficients correspondants sont
précisés dans le tableau 6.2. Le coefficiEnissu du recalage est proche de celui caculpartir
des déformées modales théoriques. Les courbes de résonance théoriques et expérimentales étant trés
voisines, on peut considérer que le modeéle décrit au paragraphe 5.2.1 fournit une excellente prédiction
du comportement vibratoire unimodal axisymétrique de la plaque.

6.3 Couplage non-lireaire entre les deux configurations peferentielles

De la méme facon qu’au paragraphe précédent, on se propose ici de comparer le modele aux
résultats expérimentaux, dans le cas ou le mode excité est asymétrique.

6.3.1 Configurations pieférentielles

La plaque est suspendue dans les mémes conditions que dans le cas des vibrations axisymétriques
présentées au paragraphegident (figure 6.4(a)). Le mode asymétrique (2,0) a été choisi pour illus-
ter le recalage de modeéle dans cette étude. Une analyse modale préliminaire, centrée autour des
frequences propres des deux configurations préférentielles du mode (2,0), a été menée avec le pro-
tocole décrit au paragraphe 2.2. Les déformées modales obtenues sont représentées sur les figures
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Fils de nylon

Rayons nodaux

Leste : N
Accélérometres

Aimant
(@) (b) - Configuration 1 (c) - Configuration 2

FiG. 6.4 —(a) - Fixation de la plaque avec des fils de nylon; positions deél&ocretres et de
I'aimant relatives aux rayons nodaux des deux configuratioa@nentielles. (b, c) - vue 2-D des
déformees modales des deux configuratioredgeentielles du mode (2,0), issue d’une analyse modale
in situ.

Configuration 1 ;f; (Hz)  Configuration 2 if; (Hz)

Plaque nue et suspendue 108 111
Avec les deux accélérometres 107.5 110.5
Avec I'aimant 106 111
Avec aimant et aalérometres 105.5 110.5
Avec leste, aimant et accélerometres 105.5 108

TAB. 6.3 —Mesure des fquences propres des deux configurations

6.4(b,c). Si la plaque était parfaite (homogéne, isotrope, circulaire et d'épaisseur constante), avec des
conditions aux limites parfaitement libres, la position des rayons nodaux serait arbitraire. Dans le cas
présent, les fils de suspension fixent la position des rayons nodaux, dans une configuration a peu pres
symeétrique par rapport a la verticale. L'ajout de I'aimant et de I'accéléromeétre collé sur les nceuds
ou les ventres de I'une ou l'autre des configurations préferentielles, change trés peu la position des
rayons nodaux. Cette derniere peut étre mesurée par deux g@neles,, par rapport a la symétrie
verticale. Leur differenceg, — ¢o| représente le décalage angulaire introduit par les imperfections

de la plaque qui a étvoqué au paragraphe 5.3.1. Ce décalage est ici le résultat (i) d'imperfections
structurelles éventuelles, (i) de la disymétrie verticale introduite par les fils de suspension et, (iii) de
l'influence des masses additionnelles collées sur la plaque. La valeur exacte du décalage angulaire est
de l'ordre de quelques degrés.

La position de I'aimant et des accéléromeétres doit étre ajustée précisément. Cela ce fait en deux
étapes. Tout d'abord, les analyses modales de la figure 6.4(b,c) permettent de localiser approxima-
tivement la position des rayons nodaux. Ensuite, une position optimale est déterminée, de sorte que
le signal de I'accélerometre 2 délivre un signal d’amplitude la plus faible possible lorsque I'aimant
excite la configuration 1. Il est, en effet, difficile de n’exciter que la configuration 1, si bien qu'une
excitation résiduelle de la configuration 2 est inévitable, a cause de la surface finie de I'aimant.

Les frequences proprgs et f» des deux configurations sont Ilegérement differentes, et dépendent
aussi des conditions expérimentales (i), (ii) et (iii) Enumérées précédemment. Le tableau 6.3 regroupe
leurs valeurs, associées a difféerentes configurations des masses additionnelles. Elles ont été mesurées
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graphiqguement au moyen de I'analyseur de spectre, avec la plague vibrant en régime libre. Les masses
sont positionnées comme précisé sur la figure 6.4(a). Laimant, de masse 6 g, collé sur un nceud de la
configuration 2, a 1 cm du bord, diminue la frequence propre de la configuration 1 d’approximative-
ment 2 Hz. Un accélérometre, de masse 0.6 g, a une position similaire, difhide€.5 Hz. Un lest
de 11 g est ajouté sur un ventre de la configuration 2 pour dimigwtrainsi diminuer I'ecart entre
f1 et f9, pour faciliter le couplage.

Les variations de la position des rayons nodaux et des frequences propres des configurations
préférentielles, a fait I'objet d’'une étude méticuleuse dans [121].

6.3.2 Observations exprimentales

35
30

Amplitude
P = N DN
O ©o oo o u

0
-100 -50 0 50 100 150 200
Detunlngc2

FIG. 6.5 —Solutions bbL théoriques et&gion d’instabilié pour trois niveaux de forgcage @ifents ;

(1) : Fg = 9.9.1072N, (2) :45.1073 N et (3) :0.17N. (1) et (3) correspondent aux deux situations
experimentales des figures 6.6 et 6.7 ; (2) correspond au forcage minifacessairéx I'obtention

du regime cou.

Ce paragraphe permet d'illustrer, avec des résultats expérimentaux, les phénomenes de couplage
entre les deux configurations préférentielles mis en évidence théoriguement au paragraphe 5.3.2. La
configuration de la plaque est celle de la figure 6.4(a), avec les frequences propres de la derniére ligne
du tableau 6.3. Le désaccord est ici positif, ce qui correspend-a0d dans le modele.

Dans ce qui suit, la réponse de la plaque est analysée pour deux niveaux de forcage, qui sont
représentés sur la figure 6.5 par les solutionsL1(Cf. § 5.3.2) notées (1) et (3). On peut remarquer
que comme la courbe (1) n'entre pas dans la région d’instabilité, aucun régime couplé n’est attendu.
En revanche, la courbe (3) y entre, ce qui prédit qu'un régime couplé peut prendre naissance, entrai-
nant un transfert d’énergie de la configuration 1 vers la configuration 2. Le for¢cage correspondant a
la courbe (2) est le minimum nécessaire pour obtenir un régime couplé. Il serait juste de représenter
les courbes dans un espace en trois dimensifRs w1, wm,2), 0U un gime de vibration apparait
commeune seulecourbe Cf. Fig. 6.9). Neanmoins, pour plus de clarté, les courbes sont projetées
dans un plan amplitude/fréquence d’excitation,um gime donné est représenté gauxcourbes,
une pourw,,1, 'autre pourw,,s.

La figure 6.6 montre les amplitudes et les phases;,v1) et (wmz2,v2) (Cf. EQ. (6.2a,b)) des
déplacementss; etwsy des deux configurations préférentielles, pour une amplitude d’excitation con-
stante d@.9.10~3 N, correspondant & la courbe (1) de la figure 6.5. Le forgcage résiduel de la configu-
ration 2 produit une faible excitation de celle-ci, observable autour de sa frequence propre 108 Hz. Les
reponsesy; etwsy des deux configurations peuvent étres qualifiees de “découplées” du fait que leur
comportement est similaire a celui d’un oscillateur de Duffingéd@f’. 5.2). En effet, on constate que
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Force: 9.9.10° N
0.2 :

0.15

Amplitude [mm]
o
=

0.05

0o 2 6—0 =
104 105 106 107 108 109 110

180

©
o

o

Phase difference [deg]

104 105 106 107 108 109 110
Driving frequency [Hz]

FIG. 6.6 —Courbes de &sonance ex@imentales des deux configurationgfprentielles, pour une
amplitude de forage de8.4.1073 N. 'o’ : parcours a frequences croissantes)” : parcours a
frequences&troissantes.uf;,y) et (ws,y2) désignent I'amplitude et la phase despthcements de
chacune des configurationsgrentielles.
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les amplitudesu,,,1 etw,,2 passent chacune par un pic de résonance, et que les phases aug-
mentent de 0 &, dans des zones de frequences localisées autour des frequences propres.5

Hz et f, = 108 Hz. Le forcage de la configuration 1 est suffisant pour qu’on puisse observer des
phénomeénes de saut, alors quereste dans le domaine linéaire.

Une expérience analogue est représentée sur la figure 6.7, avec une amplitude de for¢cage de
0.17 N, ce qui correspond a la courbe (3) de la figurefs.éette amplitude de forcage, une solution
couplée est prévisible. Lorsqu’on parcourt ces cougbggquence d’excitation croissante, en partant
de f... = 104 Hz, un seul réegime de vibration est possible entre les pé)msA.A partir du point
A, wno cOmmence a augmenter : la configuration 2 gagne de I'energie provenant de la configuration
1, qui est directement exek’.w,,; etw,,2 augmentent, jusqu’a atteindre le poit EntreO et A,
les deux déplacements etwsy sont approximativement en phase. Au début du couplagi&croit
rapidement, etv, vient se caler en quadrature avgg jusqua la fin de ceegime. Arrivé au poini3,
le systeme change de régime par le premier saut et se stabilise alpiBtyy,; et w,,, proche
de zéro et les phases égales &ad. On note; la premiere branche de solution, parcouruda B,
et(, celle atteinte au point'.

Si I'expérience est maintenant merg&équences décroissantes, a partir d’'une frequence d’'ex-
citation supérieure a celle du poi@t, seule la solutiorg, est atteignable. Le détail de la figure 6.7
est représenté sur la figure 6.8. Lorsque la fréequence est diminuée, ldpedtatteint. On observe
alors un saut du systéme de la solutigivers une nouvelle, appelg, atteinte au poinfz. A partir
de I1a, deux solutions sont possibles. Si on diminue la frequence d’excitation, le systeme reste sur la
branche(s, jusqu’a arriver au poinF’ ol un nouveau phénomeéne de saut permet au systeme de se
stabiliser suc;. En revanche, si a partir du poiftla frequence est augmentég,, grandit jusqu’a
atteindre le poinfd, ou un saut vers la branclijeest observeé.

Dans la zone ou des échanges d’énergie entre les deux configurations sont observés$ (entre
et B), la difference de phase entre les deux configurations est voisingZead, si bien que la
superposition de leurs oscillations donne naissance a une onde progr€$siv6.8.4). Cela a été
vérifieé expérimentalement au moyen d’un stroboscope, et une onde progressive tournant dans le sens
trigonométrique a été observée.

On peut remarguer que le réginje est particulier, puisque il est caractérisé par un couplage
entre les deux configurations. En revanche, on retrouve pour les brapebhésdes caractéristiques
typigues d’'un oscillateur de Duffing isolé, ce qui s’observe aisément sur la figure 6.9, dans le plan
(02,a9). Ce dernier comportement est directemeagli’excitation résiduelle de la configuration 2,
qui était supposée nulle pour établir la théorie du paragraphe 5.3.2.

6.3.3 Mockle theorique avec@, non nul

La difféerence principale entre les courbes de résonance théoriques du paragraphe 5.3.2 et celles
issues des expériences, est que dans le deuxieme cas, on ne peut annuler completement le forcage
Q- de la configuration 2. Le systeme dynamique (5.46) gouvernant I'évolution des amplitudes et des
phases de la réponse doit alors étre étudié en entier(avemn nul. Cela conduit a obtenir ug non
nul, et I'etude analytique du systéme et des points fixes (Eq. 5.48) n’est plus possible. Les branches
de solutions sont alors calculées avec le logicigtooL [45], et représentées sur les figures 6.9 et
6.10.

Lorsque@s est non-nulay nN'est jamais nul, si bien que la solutiobdL n’est plus une solution
du systeme. Cette derniére et la solution couplée sont remplacées par une unique sglgtion,
est voisine, mais décalée vers lgspositifs. Une deuxieme conséquence est que la résonance du
deuxieme oscillateur excité p&k (Eqg. (5.38c)) est maintenant liée a une valeur particuliere de
Cette résonance n’'est visible que pour les faibles valeuis (&t donc dew,,), et elle est liee a
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Force: 0.17 N

o o©
(o) [00)
T T

Amplitude [mm]
o
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0 Wy = et A c.C
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Driving frequency [Hz]
F', G Al

180 ‘_ ‘_ )
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Phase difference [deg]
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FIG. 6.7 —Courbes de &sonance eximentales des deux configurationgfprentielles, pour une
amplitude de forage deD.17 N. 'o’ : parcoursa fréquences croissantes4”: parcoursa fréquences
décroissantesaf; 1) et (w2,y2) désignent 'amplitude et la phase despthcements de chacune des
configurations peferentielles.

Force: 0.17 N

Amplitude [mm]

0
107 107.5 108 108.5 109
Driving frequency [Hz]

FiG. 6.8 —Détail de la figure 6.7.
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140

FiG. 6.9 —Différentes solutions #oriques issues du recalage du raledsur I'ex@rience de la figure
6.7. La courbe de&sonance de la solution 1ddl pous,; lorsque@, = 0 est trage dans le plan
wme = 0 pour clarifier la figure, r@me si elle ne constitue pas une branche de solutionédiam
d’instabilité, établie aved), = 0 est aussi re@senke.

ir /2

-0.5¢ /2

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

FiG. 6.10 —Phases des défentes branches de la figure 6.9,:a gauche ety, a droite.
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la branche de solution inférieure dg Les solutions correspondantes sgnet (3. Cela explique
pourquoi la résonance de& n’'est observée expérimentalement que lorsque la fréquence d’excitation
est diminuée, puisque lorsqu’elle est augmentée, c’est la brangbeest suivie.

@) ' config. 1 ' config 2 '

acceleration

¢

L L L L L

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

(b)

' config. 1 / config 2 '

acceleration

{

L L L L

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Time [s]

FIG. 6.11 —Accelérations, non filtees, des deux configuration®frentielles, pour une une excita-
tion de 112 Hz et d’'amplitude 0.17 N, pour les dekgimes; (a) ety (b).

La simulation numérique ave@, non-nul permet aussi de mettre en évidence une branche de
solution supplémentaire, res’(, sur les figures 6.9 et 6.10. Elle prend naissance pour une valeur
de frequence voisine de la frequence ou le couplage appaya# 02 sur les figures 6.9 et 6.10),
par une bifurcatiomoeud-cdl et meurt en méme temps quge Elle est caractérisée par des valeurs
d’'amplitudes voisines de celles de la bran¢hdPar contre, alors que les valeursgeour(; ety
sont voisines, celles dg montre une difféerence derad (Cf. Fig. 6.10).

Lorsque la frequence est lentement augmentée, la solution naturelle suivie par le systgme est
Les courbes théoriques prédisent qu’une perturbation du systeme, lorsque la frequence d’excitation
corresponda’un o, supérieur a 92, peut mener a un saut(deers(,. Cela a été effectivement
observé expérimentalement en frappant doucement sur la plaque pour une frequence deCif12 Hz (
Fig. 6.7). L'evolution temporelle des deux configurations est représentée sur la figure 6.11. La quadra-
ture positive ou négative apparait clairement, et les amplitudes d’'une solution a I'autre sont voisines
de l'égalité.

Cette solutiorn, n'apparait pas naturellement en pratique, et il est interessant de noter que c’est
le modele qui en a prédit I'existence, ce qui a été verifié expérimentalement ensuite.
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Force: 0.17 N

T T T
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FIG. 6.12 —Recalage du made sur les mesurese”: points exg@rimentaux ; =" : moéle. Pour
plus de clarg, les branches pour,,; obtenues en diminuant lagfquence (les solutions and (3,
montées sur la figure 6.8) ne sont pas repenkées. On obtient la aussi une coincidence excellente
entre moéle et Esultats exprimentaux.

Modeéle de plaque parfaite Mesures Résultats du recalage
Fréquences propres foo = 109.2Hz f1 =105.5Hz f1 =105.25Hz
(w2p = 5.09) (o1 = 4.9)
fo = 108 Hz fo = 108.2Hz
(we = 5.05)
Forcage — Fere =0.15N Fere =0.17TN
(@1 = 1323)
- - Q2 ~ Q1/10 =150
Amortissement - w1 =0.36s! pi =0.4s""
- p2 = 06257 pe =
Coef. non-linéaire '=1.90 - I'=1.65

8valeurs issues du calcul avec les modes propres théori§u4es.(, Tab. 5.1).
b£; etu; sont mesurées en vibrations libres, avec la méthsierIT[54] ; F... est calculée & partir de l'intensité mesurée
(Cf.§6.1).

TAB. 6.4 —Différents pararatres du moéle unimodal asyétrique.
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6.3.4 Recalage du mogle

Un recalage de modele similaire a celui effectué dans le cas axisymétrique est présenté ici. Les
formules (6.3) sont toujours valables. Le désaccord s’écrit :

e 2
o= 2O 2 \/%(fg - ). (6.6)

€ €

On a de pluS s = Texe = 0.9. Le résultat graphique du recalage est représenté sur la figure 6.12,
et les valeurs des parameétres sont regroupées dans le tableau 6.4.

On peut constater que l'utilisation de la méthas®RIT, basée sur une reconstruction du signal
en somme de sinusoides amorties [54], conduit a estimer des valeurs du coefficient d’amortissement,
differentes pour les deux configurations, ce qui n'est pas pris en compte dans le modele. Cela explique
probablement pourquoi il est difficile de trouver des valeurs des parametres pour lesquelles les courbes
d’'amplitudew,,» se superposent (Fig. 6.12). La présence des élementsadd cire d’abeille sur la
structure a tendance a amortir la vibration, et le lest fixé sur un ventre de la configuration 2, explique
probablement le fait qug, > ;.

La figure 6.12 montre que méme si les points expérimentaux sont assez proches des courbes
théoriques, la frequence théorique du sautgdeers (, (127 Hz) est differente de celle meser”
exérimentalement (112 Hz). On peut montrer avec le logioigtool, par exemple, que le bas-
sin d’'attraction de la solutiory se réduit considérablement a mesure que la fréquence d’excitation
augmente. Cela signifie que cette solution est de plus en plus sensible a une perturbation extérieure
(comme l'augmentation discrete de frequence d’excitation pour passer d’un point de mesure au sui-
vant), et donc gqu’elle saute d’autant plus facilement ¥er€ela est aussi un effet dg > .

En conclusion, on a montré que toutes les caractéristiques qualitatives (phénomeénes de saut, exis-
tence de la résonance non-linéaire pawiuniguemen@a’fréquences descendantes, existence de la
solution(y) mises en évidence durant les expériences, sont prédites par le modele. Quantitativement,
les differences entre les courbes expérimentales et théoriques sont assez faibles.

6.4 Cas d’'un cesaccord regatif entre les pulsations propres

6.4.1 Un peu de ti@orie

Le cas d'un désaccord négatif entre les pulsations propres a été examiné en placant I'aimant sur
un des nceuds de la configuration 1, de plus basse fréquence propre, si bien que la configuration
2 se trouve maintenant excitée en priorité. Sa déformée modale est celle de la figure 6.4c, et son
déplacement est not®,. Dans le modeley; est négatif.

Ce cas particulier est intéressant, car la region d’instabilité se trouve maintenant décalée vers la
gauche de la solutionbbL, si bien que les solutions couplées ne sont possibles que pour des valeurs
de I'amplitude d’excitation supérieures a celles nécessaires loes@se positif.

La figure 6.13, a comparer avec la figure 6.5, montre de plus qu'il existe des valegrpaler
lesquelles la solutiondbL sort de la egion d'instabilite, et redevient stable. Cela arrive pgur
o(€), o0 de ce fait, les deux branches de solutim(l coexistent. La solution couplée est obtenue
en augmentant la frequence, et en pénétrant dans la zone d'instabilité. En revanche, la smitution 1
supérieure est atteignable paur> o(¢) en diminuant la frequence sur la solution inférieure, de la
méme fagon que lors des expériences sur un oscillateur de Duffing usuel.

Des simulations numériques aveesTOOL montrent que dans le cas étudié ici, I'amplitude de
la configuration 1non-exciée directemeniti, atteint des valeursugrieuresa I'amplitude dews.

Cf.note 1, p. 110
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FIG. 6.13 — Solutions bbL théoriques et &gion d'instabilieé pour trois niveaux de foeges
differents, lorsquer; < 0; (1) : Fope = 9.9.1073 N, (3) : 0.17N and (4) :0.32N. (3) correspond
au néme niveau de forcage que celui de I'eripnce pecedente §; > 0, courbe (3) de la figure
6.5, figure 6.7), et n'est plus suffisant pour obtenirdgime coud. (4) correspona la situation
experimentale de la figure 6.14.

Ce fait singulier, qui signifie que I'oscillateur non-excité directement a plus d’énergie que celui ex-
cité directement, est observé expérimentalement (Fig. 6.14). Un parallele peut &tre établi entre cette
situation et un cas de résonance interne décrit dans [109], ou les modes non-excités montrent des
amplitudes supérieures a celle du mode directementeexcit”

6.4.2 Observations exprimentales

Les figures 6.14 et 6.15 sont similaires aux figures 6.7 et 6.8, avec une amplitude de forcage
supérieurek,,. = 0.32 N) et un désaccord entre les frequences propres négatif. Les deux fréequences
propres sont maintenarft = 107.8 Hz et fo = 109.2, du fait que I'aimant est maintenant sur un
ventre de la configuration 2, qui, d’autre part, n'est plus lestée. On doit garder a I'esprit que la confi-
gurationdirectemenexcitée est maintenatd deux@me Comme prévu au paragraphe précédent, la
solution DL est stable entre les poinfset L, sur les figures 6.14 et 6.15. Cette solution peut étre
atteinte aprés le saut des poititsF” aux pointsG,G’. Lorsgu’on suit cette derniere solution en di-
minuant la frequence, les poinfsJ’ sont atteints, la solutiondbL entre dans la région d’instabilité,
devient instable, et un saut permet de stabiliser le systeme aux paiifs sur la solution couplée.

Le classigue saut entre les deux solutions(l arrive entre les points et M.

On peut observer que la configuration non-directement excitée, c’est-ardiiene montre pas
de résonance non-linéaire comme c’est le cas lorsgest positif (les sauts d&’ versE’ et de H’
versI’, sur la figure 6.8).

6.5 Discussion

6.5.1 Synetrie du syseéme

Dans toutes les expériences menées sur les plaques, la présence d’harmoniques d’ordre pair (de
pulsation2(2, 4€)...) dans les signaux mesg acté observée systematiquement lorsque I'amplitude
devenait suffisamment importante. Cela parait €étonnant du fait que le modele théorique ne fait inter-
venir que des équations a termes non-linéaires cubiques, et que la distortion harmonique qui en résulte
n'est theéoriquement dlle qu'a des harmoniques impaires (de pulsaflons)..., voir le paragraphe
5.2.1). Ce phénoene a @ja été observé par Kung et Pao [50], dont la forme de leurs signaux de me-
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Force: 0.32 N
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FIG. 6.14 —Courbes de&sonance eximentales des deux configurationgéfprentielles, pour une
amplitude de forage de0.17 N. 'o’ : parcoursa frequences croissantess”: parcoursa frequences
décroissantesaf; 1) et (w2,y2) désignent 'amplitude et la phase despthcements de chacune des
configurations peferentielles.
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FIG. 6.15 —Détail de la courbe deasonance de la figure 6.14.
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sure est composée de périodes asymétriques, ce qui est caractéristique de la présence d’harmoniques
paires (voir le paragraphe 8.3). Benaratal ont aussi rapporté dans [9] et étudié dans [6] la présence
d’harmoniques paires dans leur signaux de mesure, mais n'ont proposé aucune explication.

La présence d’harmoniques paires peut provenir soit de I'excitation électromagnétique, soit de la
structure. Comme le champ magnétique n’est pas uniforme sur I'axe de la bobine, et donc sur le trajet
de I'aimant, méme si l'intensité du signal est parfaitement sinusoidale, a grande amplitude, la force
appliquée a I'aimant peut présenter des harmoniques paires (Voir annexe A). Une autre source de ces
harmoniques peut étre une perte de symétrie du systeme dans la direction transversale, par rapport au
plan moyen. Cette symétrie peut étre brisée par : (i) les masses additionnelles collées seulement sur
un seul cdté de la plaque, (i) un défaut de planéité de la plaque (iii) un défaut de symétrie causé par
les fils de suspension.

Une étude théorique et numérique de P. Ribeiro [90] apporte deux éléments d’explication a
'occurence d’harmoniques paires. Premieérement, lorsque I'excitation est parfaitement transverse,
la présence d’une composante continue en plus de la sinusoide fondamentale crée des harmoniques
paires dans laréponse. En second lieu, lorsque I'excitation n’est pas purement transversale, la réponse
de la plague est composée, en plus des harmoniques impaires, d’'une composante continue et d’har-
moniques paires. Cela provient du fait que le plan moyen est excité directement par la composante
longitudinale de I'excitation. Dans ce cas, l'inertie longitudinale n’est plus négligeable.

Dans notre cas, il est difficile de déterminer quelle est la (ou les) raison(s) de la présence de ces
harmoniques d’ordre pair.

6.5.2 Ordre de grandeur du ceplacement

Les modeles théoriques présentés au chapitre precéddrt.{ et 5.3.2) sont issus d’un calcul
par la méthode des échelles multiples tronqué au premier ordre, qui est théoriquement valide pour un
déplacement transverse de I'ordre fit¢ L. = 0.023 mm (voir I'équation 4.11 et la discussion qui
suit). Or les deux recalages de modele prouvent que ces derniers rendent compte de I'expérience jus
gu’'a des amplitudes du déplacement de I'ordre du millimetre, c’est-a-dire de l&meitépaisseur
de la plaque.

En revanche, dans le cas de forgages plus importants cd@mme 0.32 N décrit au paragraphe
6.4, il n'a pas été possible de recaler quantitativement le modele sur les expériences. Cela provient
probablement d’effets du second ordre, qui ne peuvent plus étre négligés pour ces niveaux d’ampli-
tude. Cela est discuté au paragraphe suivant.

En conclusion, méme si le modéle est mathématiquement valide pour des déplacements de I'ordre
deh?/L, il apparait etre encore valable paude I'ordre de la moié de 'epaisseurh/2 = 0.8 mm
Cela apporte une nouveauté aux travaux de Nagfah[74, 109, 110], dans le sens ou les expériences
présentées ici, valident leurs travaux pour une gamme plus importante de conditions expérimentales.
Néanmaoins, une limite théorique précise est difficile a estimer, et des expériences semblent inévitables
chaque fois que I'on veut préciser le domaine de validité d’'un modele.

6.5.3 Effet du second ordre

Les effets du second ordre peuvent modifier I'eétude de fagon substantielle [78]. Ils modifient en
premier lieu la frequence des oscillations libres en fonction de I'amplitude [73], ce qaiéa@jué
au paragraphe 5.2.2 et qui sera appliqué au cas présent dans la suite. En second lieu, leur introduction
dans la théorie oblige a tenir compte de tous les modes non-excités directement par le forgage, et
méme ceux qui ne sont pas en relation de résonance interne. Le résultat est que les modes propres
linéairespeuvent étre combinés pour former des modes-lireaires dont les déformées sont fai-

blement dépendantes de I'amplitude du déplacement [77]. On montre ainsi que l'introduction des
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FIG. 6.16 —"Backbone curves” exprimentales compéesa la théorie, limiee au premier et au
deuxéme ordre. L'amplitude de la force d’excitation estq@egea cdté des points exgrimentaux. La
courbe exprimentale gt mesuée dans les conditions du paragraphe 6% £ 0, f1 = 105.5 Hz,
fo = 108 Hz)

modes non-linéaires n’est nécessaire que lorsque on décide de poursuivre les développements per-
turbatif (Cf. § 5.2.1 et 5.3.2) jusqu’a I'ordre 2 en On retrouve ainsi les résultat de [6], qui disent
gue la dépendance en I'amplitude de vibratiodes déformées modales n’est significative que pour
de grandes amplitudes, lorsqueest de I'ordre de 2 fois I'épaisseur. En outre, cela ne change pas le
comportement qualitatif du systeme. Un rappel des réféerences bibliographiques et une discussion sur
ce sujet est proposé au paragraphe 4.1.2.

D’aprés I'équation (5.33), la pulsation d’'un oscillateur de Duffing en fonction de I'amplitude des
oscillations s’écrit :

91 -1 T (wm>2 _135(1 =%’ 1 <wm>4] 6.7)

D=wn |14 22 (Im Wm
L A A 16 wi\h

Une expression voisifi@st proposée dans [114], obtenue a partir d’une intégration de la trajectoire
du systeme dans le plan de phase pendant une période.
La “backbone curve” a été tracée expérimentalement pour la configuration 25 paus, dans
les conditions du paragraphe 6.4. Comme la branche supérieure de la sobttion’g¢st pas conte-
nue intégralement dans la région d’instabilité, il est possible de mesurer les coeedofin; wy,)
du sommet de la courbe de résonance et ainsi de tracer la “backbone &@itve5.2.2). Le résultat
est représenté sur la figure 6.16, superposé avec les solutions théoriques tronquées au premier et
deuxiéme ordre effw,,/h)?, & partir de I'equation (6.7). Cette figure est utile pour déterminer a

4Les deux expressions sont égales au premier ordre et different par le facteur du terme du second ordre, du fait que le
wn, de I'équation 6.7 est I'amplitude defendamentale du signatt non celle du signantier, qui dépend de I'harmonique
3, non-négligeable au second-ordre
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partir de quel niveau de forcage les differentes solutions cessent d’'étre valides. Ainsi, pour une am-
plitude d’excitation supérieure@l4 N, ce qui correspond Un dplacement de 'ordre de la moitié

de I'épaisseur de la plaquk/2 = 0.8 mm, la solution au premier ordre n’est plus valable. Cela per-

met d’estimer la limite supérieure de la gamme de validité du modele du chapitre 5, et montre qu’un
développement a I'ordre 2 est nécessaire pour prédire quantitativement lasleagplacement est

de l'ordre de grandeur de I'épaisseur de la plagu&n particulier, ces considérations expliquent
pourquoi le recalage de modele n'a pas été possible au paragraphe 6.4, pour une amplitude de la force
d’excitation de0.32 N. Neanmoins, la solution au premier ordre est intéressante, puisqu’elle prédit
gualitativement toutes les caractéristiques mises en évidence expérimentalement.

6.6 Conclusion

Ce chapitre termine la deuxieme partie, consaearBetablissement, la résolution et la validation
expérimentale d’'un modele de plaque. Le diagramme de la figure 6.17, p. 152 résume certaines ap-
proches possible pour résoudre un probleme de vibrations non-linéaires de milieux minces élastiques.

- 6Qo——
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Mécanique des Milieux Continus 30
en grande transformations

< HYP. MILIEU MINCE
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—~—— ou
HYP. : LIMITATION DES EFFORTS

Chapitre 3
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Equations aux @rivéees partielles
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les modes linéaire non-linéairesj Chapitre 4
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Résolution

= Probléme Chapitre 5

perturbative

- . Chapitre 6
Validation expérimentale

FiG. 6.17 —Diagramme ésumant les approchésoqiees dans la deudime partie de ce manuscript.
Les cadres gris fores corresponderit la methode utili@es pour calculer une solution au prébie
de plague mince, qui consisgepartir deséquations de la étanique des milieux continus tridimen-
sionnelsa calculer les @placements et les contraintes dans la plaque.
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PARTIE I I I

Des systmes discreta 1 dege de liberé

As we have said, lattice trusses and solid beams can nearly always be
used interchangeably, and so, as one might suppose, the stress system
within a truss is not very different in principle from that in a solid

beam, although it has the advantage of being rather easier to

visualize.

J. E. Gordon,
[43], Chap. “The advantage of being a beam”, p. 236






CHAPITRE 7

Non-linearies geonetriques

Ce chapitre propose d’étudier les propriétés de systéemes discrets a un seul degréaléllibert”
DDL), en vue de dégager des interprétations simples des comportements non-linéaires de structures
continues plus complexes comme les plaques et les coques minces, et ainsi les gongs et les cymbales.
L'idee est de représenter les fibres de ces systémes minces continus par des barres élastiques. Les
systemes ainsi obtenus sont composés de barres rotulées soumises a des vibrations de grande ampli-
tude, ce qui permet de prendre en compte des non-linéarités géométriques. Leur extréme simplicité
permet I'écriture de modeles analytiques élégants, nécessitant un minimum de simplification, et le
comportement de chacune des barres est alors facilement identifiable. Les calculs qui suivent sont
inspirés des ouvrages de mécanique des milieux continus de J. Salencon [97, 98] et I'idée de ces
petits systemes est venue aprés lecture des travaux de M. Géradin et D. Rixen [41] et J. drdiines

[1].

7.1 Une barre isoke

7.1.1 Effort normal

FIG. 7.1 —Sctema d’'une barre iséle soumisa uneélongation.

En premier lieu, on se propose de préciser le modéle utilisé pour une barre isolée, représent”
Fig. 7.1 et soumise a des grands déplacements. A cause de l'articulation audpdénbarre a
I'équilibre sous l'action de la forca/ appliguée enB n’est chargée que suivant son axe longitu-
dinal couranti. On noteAy la section constante de la barfea longueur courant@,sa longueur au
repos eti ety les vecteurs directeurs unitaires des deux configurations. On supposera que :

1. la ligne neutre de la poutre reste une droite au cours de la transformation, et que chacune des
sections normales et droites subit une translation suivant I'axe courant de la poutre (elles restent
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donc normales a la ligne neutre) ;

2. seule la contrainte normale de Cauchy est non nulle, c’est-a-dire que le tensewg 88sati’

g=0,T®;

3. le matériau, homogeéne et isotrope, reste élastique linéaire au cours de la transformation ;
Comme la barre est soumise a des grands déplacements, on ne peut pas confondre la configuration
déformée et la configuration de repos, et la loi de comportement fait intervenir le tenseur symeétrique
des contraintes de PioIa—Kirchh’oﬁ et le tenseur des déformations de Green-Lagrangette loi
s’écrit [98] :

T — —tr(x) 1, (7.2)

De plus, sous les hypotheses precedemment énumérées, on montre lgueeme forme que, soit
™ = T, Ty @ 7ig, C€ qui entraine que :

™ 0
E 1%
e: 0 — 5 0 . (7.2)
0 0 v

—7, o
E (0,t10,t20)

Les 2 termes de déformations tangentielles, non nuls, montrent que la section de la poutre se réduit
sous l'action de I'effort normal. Cela est communément appelé I'effet de Poisson.
Par ailleurs, la déformation normale s’écrit :

- =l Al

1,
= - avec ¢ = = 7.3
> l% €+ 25 , \/ € o o (7.3)

€p — ﬁo.gﬁo =

ou ¢ la déformation linéarisée &t/ I'allongement.

Leffort normal par unité de surface dans la barre couraiife= g7idS = 0,,7idS, est le trans-
porté convectif de I'effort normal de Piola-Kirchhoff par unité de surface dans la barre non-déformée,
dNy = miipdSy = muiipdS. Apres intégration sur la section de la barre, on moriee)(que I'effort

normal est :
l l l

N = —N[) = —A()T['n = —EAO €n, (74)
lo lo lo
soit :
| A 3 1
N=-EA — ) —-=—|i=EA 24283 q. 7.5
2 (lo> lo " 0(€+26+2€>n (7.5)

La non-linéarité, appelégeonetrique provient du fait que, en grands déplacements :

— on ne peut pas linéariser les déformations (ce qui serait le gasgsil), et la mesure des
déformations est une fonction non-linéaire des déplacements des points de la structure (Eq. (7.3)) ;

— on ne peut pas confondre la configuration de repos et la configuration courante du systeme; cela
conduit a un effort normal dans la barre fonction non-linéaire des déformations (Eq. (7.4)).

Néanmoins, il convient de préciser le domaine numérique de validité de ces équations.

7.1.2 Domaine de validié

Le domaine de validité de la relation de comportement élastique linéaire utilisée ci-dessus (Eq. (7.1))
peut étre précisé par un essai de traction effectué sur une éprouvette fabriquée dans le matériau uti-
lisé. La Fig. 7.2 donne la courbe contrainte/déformation pour un acier courant, typique des métaux.

1@ est aussi appelZ tenseur de Piola-Kirchhoff [97, 98, 55] ou tenseur des contraintes de Kirchhoff-Trefftz [41]
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FIG. 7.2 —Essai de traction typique, pour un acier ordinaireétite [32]. Uneéprouvette est solliée

en traction, et la contrainte normale (rapport d€é par la section initiale4,) est tra@ en fonction
de la ceformationAl/ly = (I — lp)/lo.

Pour des déformations tres faibles, la contrainte mesurée est proportioateeltéformation, et le
comportement est ainsi élastique linéaire. Le coefficient de proportionnalité est le module d’Young
(ou module d'élasticite ) du matériau. Lorsque la limite d’élasticiig, et la dformation as-

sociées, = 0./ F est dépassée, le comportement du matériau devient plastique, et des déformations
remanentes persistent aprés annulation du chargement [32]. Lors du fonctionnement normal de gongs
et de cymbales, le matériau ne dépasse pas la limite d’élasticité, car cela entrainerait des dégradations
de la structure qui se manifesteraient notamment par un changement de la géométrie et du timbre
de I'instrument. Cela serait incompatible avec une utilisation normale de ces instruments. Le but des
petits modeles de barres est de prédire le comportement de structures qui restent dans le domaine
élastique. Par conséquent, la déformation de toute barre isolée ne doit pas dépasser la galeur de

Matériau Module d'Young Limite élastique Déformatiarna
E [GPa] o. [MPa] limite élastiques, [10?]

Acier courant 210 220 1.05
Acier a ressort 220 550 2.5
Laiton (Cu 80% - Zn 20%),

gualité ressort 120 400 3.3
Bronze (Cu 80% - Sn 20%),

écrouis (cymbales, gongs) 120 400 3.3

TAaB. 7.1 —Ordre de grandeur des pro@tesélastiques de quelques ragtaux,a partir de [32], p.
297 et 339, et [34] p. 85.

La littérature est treés pauvre en données précises sur le comportement mécanique des matériaux
comme le bronze et le laiton, qui sont utilisés deofatrés ponctuelle dans I'industrie. Des valeurs
moyennes de module d’Young et de limite élastique sont précisées Tab. 7.1. On peut penser qu’une des
raisons des multiples martelages et traitements thermiques que subissent les gongs et les cymbales lors
de leur fabrication est d’augmenter leur limite élastique par écrouissage. Les valguss 4ig) MPa
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et donce, = 3.3.10~3 sont donc probablement des ordres de grandeur plausibles.

Conclusion

Lorsque les effets non-linéaires évoqués au paragraphe précéddnt) sont négligés, I'effort
normal dans la barre est proportionadh dEformation linéarisée, et s’écrit :

Nim = EAge (7.6)

Une difference dé% est décelable entr¥ et N & partir d’'une déformation linéarisée= 6.6.10~3

en traction et = —6.7.10~% en compression, valeurs bien supérieures aux valeugsabeirantes.

Ainsi, les effets deson-lirtarités geonétriques sur une barre isaéne sont perceptibles que lorsque

les contraintes dans la barre ont dépassé la limite élastique du matériau. Elles saagligeables
lorsque le systime ne dpasse pas la limite élastique du matériau, ce qui est le cas pour les cymbales
et les gongs.

7.2 Syséme “plat”

FIG. 7.3 —=Sclema du sy&time “plat” de deux barres. La configuration nogfdrirée est dessé@e en
traits interrompus.

Le systeme que I'on étudie ici, représenté Fig. 7.3, est constitué d'une mas#eée au point
M, reliée au bati par deux barres de sectipn de longueui dans la configuration courante, gt
dans la configuration de réféerence, au repos. Les liaisons entre (i) les barres et la mass¥ \point
et (ii) les barres et le bati (pointd et B) sont toutes des articulations parfaites. On supposera dans
cette étude que la masse ne se déplace que suiveattiealey, déplacement noté, si bien que le
systeme est symétrique par rappoit de plus, le poids de tous les constituants du systeme (barres
et masse) est négligé devant les autres efforts. La distance entre leseinis vaut exactement
21y, si bien qu'au repos, le systéme est plat£ 0), et les barres ne sont pas chargées

7.2.1 Force de rappel

Tout d’abord, on se propose de calculer la force de ralﬁpeb(erc’ee par la masse sur 'ensemble
des deux barres, en fonction du déplacemerte celle-ci. La composante normale du tenseur des
déformations dans chacune des barres est :

12-2 1 (w)? 7.7)
en = = =—|— .
T2 g2 2\l/) "’
2Le présent systéme, plat au repos, est en fait hyperstatique de degré 1, car les seules équations de la statique des solides
ne permettent pas de calculer les efforts dans les barres.
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ou on a utili le treoreme de Pythagore.
Comme dans le paragraphe 7.1 précédent, on utilise le tenseur symétrique de Piola-Kirchhoff
pour calculer I'effort normal dans les barres, si bien que :

0

ou 77 est la direction courante de la barre considérée. La force de dgppde direction verticale, est
obtenue en sommant les projections sur la verticale des efforts noindams les barres, dio:’

F, =2N sina ¥ (7.9a)
2
—9 EAO Y g (7.9b)
lo lo
—— _,_/
%.sma ITON
et enfin :
w\3
F, = EA <l0> 7. (7.10)

7.2.2 Force de rappel avec comportement lgmire des barres

On note :
=1
=
la déformation linéaire de chacune des barres. L'effort normal dans chacune des barres en comporte-
ment linéaire est (Eq. (7.12¢)) :

I =1

(7.11)

N = EAge = EA, (7.12a)
0
w 2
:EA0< > 1 + tan2 a—l):EAO 1+(—> —-1| (7.12b)
Cos lo
w\? 1 [(w\’ w\®
— —EAO _Z +o|l= , (7.12¢c)
lo lo lo
Par suite, la force de rappel est :
: : 1—1
Fii» = 2N sina = 2B 40— 0% (7.13a)
0
l0> w ( 1 > w
=2FBA) (1- =)~ =2B4) (1 - ———=) — 7.13b
(1-7) f =20 (1- s ) (7:430)
w\® 3 [(w)® w\’
=EA S (—) -2~ : 7.1
0{<lo> 4<lo> o <lo> } (7.43¢)

7.2.3 Discussion

D’apres les calculs précédents, la force de rappel ne possede pas de terme linéaire par rapport au
déplacement transverse. En effet, un “petit” déplacemefit de la masse a partir de la position de
repos se manifeste en premiere approximation par une rotation des deux barres autour ddsgpoints
B, sans élongation de celles-ci. Les termes d’ordres supérieurs montrent qu’'un déplacement vertical
w iMpos a la masse crée :
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FiG. 7.4 —Déplacement vertical fonction de : (a) - la dformation lirearie des barres; (b) - le
pourcentage entre I'angle et son sinus.

— un effort normalV dans les barres proportionnel au eadli dEplacement ;

— une force de rappéi, proportionnelle au cube du déplacement.
En d’autres termes, un mouvement transversal de la masse entraine un allongement des barres, qui est
du second ordre. Cet effet est communément apgité de cabld41], typique des non-linéarités
de type géométrique. Cela se manifeste par des effets analogues dans les structures minces, no-
tamment dans les plaques) an dplacement transverse induit un chargement quadratique du plan
moyen Cf. chapitres 4 et 5). Examinons maintenant plus précisément les causes de ces non-linéarités
géomeétriques.

Le déplacement vertical de la masse s’écrit :

[ 1 1\?
Y e tana=—— —1=4/(—~) -1 (7.14a)
lo cos? o Iy

=1 +e)2—1=+2c+¢2 (7.14b)

La Fig. 7.4(a) donne le graphe de la fonctioegdente. On constate que pour les valeurs de
domaine de validité du comportement élastique linéaire des barrest de I'ordre de grandeur de
0.08ly (pour une déformation linéarisée de= 3.2.10—2). Cela prouve que le terme d’ordre 4 dans
I'Eq. (7.12c) et celui d'ordre 5 dans I'Eq. (7.13c) sont négligeables devant les termes d’ordre inférieur.
Ainsi, on retrouve que les non-linéarités induites par le comportement non-linéaire géométrique
(Eq. (7.7) et (7.8)) des barrésokessont négligeables : les non-linéarités présentesiiaes N ne
sont issues que de I'opération de projection sur la verticale. Elles se manifestent par :

— une déformation (et donc un effort normal) non-linéaire par rapper(i&g. (7.12b)) ;

— la force de rappek;,, non-linéaire par rapport a I'effort normal (7.13a)).

La Fig. 7.4(b) montre que si les barres ne sortent pas de leur domaine de comportement élastique
linéaire, I'approximationin o ~ « est valide (o« —sin «)/ sin a = 0.17% poure = g = 3.2.1073) ,
méme si c’est la projection (d'angté sur la verticale qui est la cause des non-linéarités geométriques.
Cela donne une validation des hypotheses des équations de Von Karman du chapitre 3 ou chacun des
segments droits de la plaque est supposé subir un déplacement de solide rigide avec rotation linéarisée
(Hypothese 3.2, p. 61).
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Conclusion

Dans le domaine ou la relation de comportement des barres est valable, c’est-a-dire lorsque le
matériau reste élastique linéaire, chacune des barres subit une transformagpietitesn perturba-
tions Cela signifie que les effets non-linéaires induits par le comportement non-linéaire des barres
isolées (qui proviennent (i) des termes quadratiques dans les déformations de Green-Lagrange et (ii)
de la configuration déformée que I'on ne confond pas avec la configuration au repos du systeme) sont
négligeablegievant les non-linéarités provenant de I'opération de projection sur la verticale. La seule
source des termes non-linéaires dans les équations est dpetitéarotationdes barres, d’angle.
Il est ainsi possible d'observer des déplacements transverses importants alors que les déformations
restent petites. On retrouve ici des denominations classiques associées aux milieux minces : grands
déplacements, rotations modérées (ou grandes rotations, pour certains modeles de poutres) et petites
déformations.

Devant la grande simplicité des calculs du paragraphe 7.2.1 par rapport & ceux du paragraphe
7.2.2, aucune approximation ne sera effectuée dans les calculs qui suivent. Il faudra toutefois garder
al'esprit que les effets du comportement géométrigue non-linéaire de chacune des barres isolées sont
négligeables.

7.3 Syséme avec inclinaison initiale

FIG. 7.5 -Sclema du sysime de deux barres. La configuration n@fednée, d’anglex, par rapport
a l'horizontale, est dessee en traits interrompus.

Le systeme que I'on étudie ici, représenté Fig. 7.5, est similaire au systeme “plat” de la Fig. 7.3,
a la difference que, en position de repos, les barres sont inclinées d’'urvangtenotee la hauteur
de la masse en position de repos, si bien guey = ¢/ly. La encore, le poids de la masseest
négligé devant les efforts élastiques mis en jeu, si bien qu’au repos, les barres ne sont pas.chargées

7.3.1 Force de rappel

Comme précédemment, la composante normale du tenseur les déformations dans chacune des

barres est :
112—18 ew 1 [(w\? w 1 /w\?
_1 _ v (YY) gl (Y 7.15
en 5 l% lolo+2<lo> s1naolo+2<lo>, ( )

3Ici, 'hyperstaticite du systeme “plat'Qf. note 2, p. 158) est levée a causende# 0
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ou on a utili€ le thréoreme de Pythagore. L'effort normal dans les barres s’écrit :

N = —N[) n= EA[)—.en 1’_7:, (716)
lo lo
ol 71 est la direction courante de la barre considéerée. La force de dappaé direction verticale, est
obtenue en sommant les projections sur la verticale des efforts noindams les barres, dio:’

—

Fy =2Nsinay (7.17a)
w w 1 (w)?
=2 — +sinag | EAg| sinag— + = [ — Y, (7.17b)
l() lO 2 lO
L sina oy
et enfin :
— w3 w\? 1 [(w)?®
F,=2FAy{sin®ay— + =sinag | — | +=(— 1. (7.18)
lp 2 lo 2 \p

La détermination de I'effort normal dans les barres est moins immédiate, et nécéssite d’'effectuer
le développement limétdel /Iy, soit :

I 2
L5 cos gV 1+ tan? o = cosozo\/l + (tanao + %)

lo CoSs &

2
= 1+23inaog+ w
lo lo

2 2
—1+sinagl + L5 2 (WYL 0
o 2 \Up

w 3

(—> ] , (7.19)
lo

> . w 1 . 9 w? w\*| | .

N = FA s1na05 + <§ + sin a0> <%> + 0 <E> 1, (7.20)

On peut remarquer que I'on retrouve bien les expressions,ds N calculées dans le cas du
systeme plat au paragraphe 7.2 précédent (Eq. (7.10) et (7.12c)), legsegtesupposé nul dans les
équations (7.18) et (7.20).

de sorte que :

7.3.2 Influence de la courbure

Lorsque linclinaison au repos des barres est non nulje£ 0), des termes sont ajoutés dans
I'expression de I'effort normaN et de la force de rappeﬁw. L'Eqg. (7.17b) aide a identifier leur
origine.

— Letermdinéaireprovient de la projection sur I'axe vertical des efforts normaux dans les barres,
avec l'anglea considéréconstantet égal a sa valeuty au repos. Cela donne une raideur
linéaire2 E A sin? ap au systéme, d’autant plus importante que l'inclinaison initiale est grande.

— Letermeguadratiqueprovient du fait que la raidewourantedu systemef;, /w est proportion-
nelle asin a sin ay, et dpend ainsi de l'inclinaisocourantedu systeme. Sv augmente (resp.
diminue),a augmente (resp. diminue) aussi, ce qui induit une augmentation (resp. diminution)
de la raideur du systeme. D'un point de vue plus mécanique, plus les barres sont inclinées,
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plus elles offrent une résistance importante a un effort extérieur vertical. Le cas limite arrive
lorsque la barre est verticale, ou I'effarormal s’oppose directement au chargement. Lorsque

le systeme est chargé, les barres s’inclinent d’un petit angle, qui introduit une faible variation
de raideur, responsable du terme quadratique.

— Le termecubiqueest identique a celui de I'Eq. (7.10) pour le cas du systeme “plat”.

Un parallele peut étre fait entre ce dernier systeme et des structures plus compliquées comme des
arches et des coques minces a courbure non-nulle, si les effets de la rigidité en flexion sont négligés
devant la rigidité de membrane. Dans ce cas, un déplacement normal a la surface moyenne (ou la
ligne moyenne pour une arche) de la structure induit un chargement de cette surface (resp. ligne) qui
possede un terme quadratique. Ainsi, lI'inclinaison initiale du systeme est comparable a la courbure
non-nulle de I'arche ou de la coque, qui induit des termes quadratiques dans I'expression de la force
de rappel [136].

7.4 Sysémes avec raideur en flexion

Pour prendre en compte l'influence de I'épaisseur d’une structure mince continue (de type coque,
arche...) sur ses vibrations, on décide de complexifier le systeme de la Fig. 7.5 en lui ajoutant de
nouvelles barres. Elles permettent de rendre compte des sollicitations en traction/compression de
certaines fibres prises dans I'eépaisseur de la structure continue associée, et ainsi d’ajouter une raideur
analogue a la raideur en flexion d’une arche ou d’'une coque.

FIG. 7.6 —(a) - Scléma du sous-syghe avec raideur en flexion. La configuration néfedrée,
d'angle oy par rapporta I'horizontale, est dessee en traits interrompus. (b) -&nétrie de la
partie sugrieure

Le nouveau systeme est toujours symétrique par rapport a la verticale, si bien que I'étude de I'un
des sous-systéemes, représenté Fig. 7.6(a), est suffisante. Il est composé de trois barres de sections
Ay, supposées ne pouvae @former qu’erglongation La barre centrale est liee au bati par deux
appuis mobiles, edl et M. Les barres supérieure et inférieure sont liees d'ue edttati par deux
appuis mobiles erP et @), et de l'autre cdté par des encastrements avec un élépiehd), lui
méme encastré par rapport a la barre centrald efoutes les liaisons mobiles sont supposées sans
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frottement, si bien que les barres restpatalkleset équidistantedes unes des autres pendant le
mouvemertt. L'inclinaison initiale des barres esg, et 'angle entrg EAC) et la direction courante
des barres est constant et vayR — . Les trois barres ont la méme longueur initiale,eedj, et
leurs longueurs courantes santt et/—, et leur inclinaison courante est not@eUn effort vertical
extérieur F, est imposé au point/, qui se déplace de, et un effort horizontak), est impos”au
point A, qui se déplace de.

L'idée sous-jacente a ce systeme est de fournir une modéle simple rendant compte du compor-
tement non-linéaire de structures possédant a la fois une raideur en flexion et une courbure initiale,
comme les arches et les coques. On peut faire un parallele entre la gRandiktance constante entre
les deux barres extérieures, et I'épaisseur de la coque, constante au cours de la transformation du fait
des hypothéses de Kirchhoff-Love. De la méme facon, I'inclinaigdnitiale des barres est analogue
ala courbure de la coque. Ainsi, la barre centrale et les deux barres extérieures représentent des fibres
prises respectivement dans la surface moyenne et sur les deux surfaces extérieures de la coque. En
particulier, sous I'action de I'effolk’,, I'inclinaison du systeme augmente, la barre supérieure s’al-
longe, la barre inférieure se rétrécit, ce qui est analogue au comportement des fibres d’une coque en
flexion.

7.4.1 Equations d'equilibre

P
F
N+ i
F,
_ M kig i
< Fur
N
[, tan o
7,
Q —
g Fq
-
(b)

FIG. 7.7 —(a) - Equilibre du sous-systme repésené Fig. 7.6. (b) Equilibre des noeudB, M et Q.

Comme lors des systemes précédents, on se propose de calculer les forces exercées par le systeme
sur les pointdf et A, appelées respectivemétyt et F,. Pour cela, on utilise le Principe Fondamental
de la Statique appliqué d'abord a I'ensemble mob@é Fig. 7.7(a)) et ensuite & chacun des nceuds

4On peut imaginer qu’'un systéme annexe oblige chacune des barres a rester rectiligne et équidistante des autres. C’est
ce systeme qui équilibre les efforts tangentiels dans les barres.
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P, M et@ (Cf.Fig. 7.7(b)). On obtient alors les 6 équations suivantes :

Res/z : Fy+Fp+ Fy+ Fg =0, (7.21a)

Res/7 : Fa+ Fy=0, (7.21b)

Mom./M : lytanaFy, — 1, . Fq — LFP + h Fo =0, (7.21c)
Cos cos v

NeeudM/7i: — N + Fysina+ Fycosa =0, (7.21d)

NeeudP/7i: — NT + Fpcosa =0, (7.21e)

Noeud@/m: — N~ + Fgcosa =0. (7.211)

En substituant d'une part (7.21e) et (7.21f) dans (7.21a), puis I'équation obtenue dans (7.21d), et
d’autre part (7.21b), (7.21e) et (7.21f) dans (7.21c), on obtient le systeme suivant :

F,.sina— F,.cosa =N+ N"4+ N, (7.22a)
h 1
Fy+ Fy.tana = ————(NT - N"), (7.22b)
1, cos? a
de sorte que :
htana . _ + -
w == (NT—=N7)—cosa(N+NT+N7), (7.23a)
[ cosa
h
(NT = N7)+sina(N+ N4+ N7). (7.23b)

w:
[ cos

Les relations de comportement de chacune des barres (Eq. (7.5)) permettent alors de calculer les
forces de rappel. Les efforts normaux dans les barres dépendent des longueurs courantes de chacune
des barres, que I'on détermine avec l'aide de la Fig. 7.6(b), et qui sont :

Barre supérieure [T =1+ h(tan a — tan ap), (7.24a)
Barre inferieure [~ =1 — h(tan o — tan ). (7.24b)

On obtient alors :

L o_ 3 AN
N+Nt+N =ZEA{ (-] +—
2 lo lo

2
2 (E> (tan o — tan a)? — 1] } , (7.25a)

lo

1 1\? h
Nt — N~ =_FAg(tana —tanog) 2 |3 —) —1| —
2 lo lo
h\? )
+2 T (tana — tan ag)” 7, (7.25b)
0
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Finalement, les forces de rappel sont :

lo lo 0

1 IN® L1 h\?
F, = §EA0 {—3 cos (—> 4+ 3—cosa [2 (l_> (tan o — tan ayp) (tan3 o — tan ao) +1

h\?% 1, h\? .
+2 | — Ttana(tana—tanao) ” (tana — tanag)” — 1| », (7.26a)

l[) 0

1 , A
F,=—-FAp<3sina | —
2 lo

! h\?( 1
+3— (2| — (tan o — tan cg) + sin e (tan o — tan oyg)? | — sin v
lo lo cos «
2 (h\’l [(h)°
+ Z) 2(2) (tana —tanag)® — (tana — tanag) | § . (7.26b)
cosa \ lg l lo

Ces formules sont intéressantes, car elles sont implicites en foncticet dequi représentent la
géométrie du systeme. Celle-ci n'est donc pas coraugori. Ces deux forces de rappel s’équilibrent
avec les forces extérieures imposég®t F,. Ce sont alors les conditions aux limites qui permettent
de déterminer d’abory et ensuitex :

— sile pointA est supposfixe @ rapprocher a des conditions “simplement supporté” dans le cas
d’une structure continue, = 0), alors c’est la longueur qui est imposée, et 'Eq. (7.26(a))
permet de calculer la force de rapggl= — F}, qui en résulte ; I'Eq. (7.26(b)) donne alafs
en fonction dex quelle que soit la valeur de celui-ci.

— si le pointA est libre de se déplacer horizontalement (a rapprocher de conditions aux limites
“libres”, F;, = 0), alors I'effort extérieur horizontak;, = —F,, est impognul, et la €solution
se fait en deux temps : I'EqQ. (7.26(a)) permet de calculer la longlieourante, et ensuite
'Eq. (7.26(b)) donneF;, en fonction dex. Le processus est alors itératif.

On peut rapprocher ces derniéres remarques des problemes de mécanique des milieux continus en
grandes transformations ou une des difficultés est que les efforts imposés sont appliqués sur la struc-
ture courante dont la géométrie est inconnue, puisqu’elle constitue la solution du problEme (

§ 3.2.8 et [97]).

7.4.2 Cas des ex@Emités fixes : influence de Epaisseur

La structure obtenue dans ce cas la est celle de la Fig. 7.8, qui offre une généralisation des
systemes des Fig. 7.3 et 7.5. Ici, seule 'Eq. (7.26(b)) est utile. Elle se simplifie en remarquant que :

w L L
tana —tanag = —, — =cosay [ = ,
L lo COoS
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FiG. 7.8 —Sclema du sysime de six barres. La configuration noefatée, d'anglex, par rapport
a l'horizontale, est dessee en traits interrompus.

de sorte que la force de rappel devient, en sommant la contribution des deux sous-systemes :

F, ZQEAO{Z [3sm a0+2}; (1+tan ao)]

0

2

l2

72

2
2
0

71

(1 + tan ao)] (7.27)

2

12

fl4
(1 + tan® ap) + 21—4

(1 + tan ao)Q] }gj

V3

Dans le cas de ce~syst‘eme, il est intéressant de calculer les quﬁntiiéy +NtT+ N, la
tension généraleg, etV = N* — N, le moment de flexion généralisé. lls se calculent a partir des
Eqg. (7.25a) et (b), et en utilisant (7.19). On obtient :

B 1 }12 2 3
N =3FA s1na0w + |= +sin®ap + (1 + tan? ao) 5 w + 0 w .| (7.28)
l() 2 lO lO lO
h 1 w2 w)®
M =2FEAy— — + 3tan o + O . (7.29)
lo | cosag Iy lo

On peut remarquer que I'on retrouve les équations (7.18) et (7.20), avec 3 barres au lieu d’'une seule,
lorsqueh est pris nulle dans les équations (7.27) et (7.28) .

L'ajout d™“&paisseur2h au systeme introduit une raideur linéaire de valelary (h/l)? dans le
systeme plat au repos (aveg = 0). Cela permet de faire une analogie avec une plaque minde, 0°
raideur en flexion est proportionnelle au moment quadratique de la section :

3
7 // 2dS_2bh

(section
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Systéeme de barres

FiG. 7.9 —Comparaison entre une plaque (vue en coupe) et lersgstle barre

dans le cas d’'une section rectangulaire de se@ior b. Lorsque le systeme est chargé transversa-
lement selonti/, les fibres situées au-dessus du plan moyen sont chargées en traction, alors que les
fibres inferieures sont comprimées. Cela créee des moments flechidfalatss la plaque, qui peuvent
étre compaesa la grandeul, responsables de la raideur en flexi@i. Fig. 7.9).

Un terme non-linéaire cubique e/l est aussi ajouté, analogue a la non-linéarité cubique des
plaques Cf. chapitre 5). La quantitd’ peut étre comparée aux forces de membravieune plaque
mince. On retrouve que des grands déplacements transverses créent un étirement du plan moyen
quadratique (Eq. (7.28)), et qu'a 'ord€¥(w/)?], le moment flechissaitl est lineaire (Eq. (7.29)).
Si maintenant on considére une inclinaison initiale non-nulle, un terme quadratique est ajouté dans
I'expression de la force de rappel, ce qui asdéjé discuté au paragraphe 7.3, et qui est analogue
au cas des coques [136]. Le comportement dynamique de ces petits systemes sera étudié au chapitre
suivant.

7.4.3 Cas des extemités mobiles : retour sur lesequations de Von Karman

L'idée dans ce paragraphe est d’étudier I'influence des conditions aux limites a bord libre, avec
le systeme de la Fig. 7.8 ou les poimtset B sont libres de se déplacer horizontalement. Pour sim-
plifier les calculs, et avoir un élément de comparaison avec les plagues évoquées au chapitre 3, on ne
considéere que le systeme plat au repos, c’est-a-dire@ved).

Equations du mouvement

Pour se rapprocher des hypothéses des équations dynamique de Von Karman pour les plaques, ou
I'inertie longitudinale est négligée, on suppose que le pdiest sans masse. Le Principe Fondamen-
tale de la Dynamique appliqué aux pointet a la massé/ (m) s'écrit :

F,—F,=0; F,—F,=mu7, (7.30)

ol les forces de rappéi, et F,, sont données par les Eq. (7.26a) et (b). Aprés déeveloppementsdimit”
enu/ly etw/ly, on obtient les équations du mouvement suivantes :

qu 3 (w)
lo 2\l

h?w vw 3 [w\®
2———3——+ = —
l% lo lolp + 2 (l0>

EA, = F) (7313)

mib + EAg = F,. (7.31b)

ou les termes d'ordréu/ly)?, (u/lo)(w/lp)?, (w/ly)> et (h/lg)?*(w/ly)? et d’ordre supérieur ont
eté négligés, pour étre en accord avec les hypothéses des équations de Von Karman (en particulier,
I'épaisseur de la plague est supposée petite devant les autres dimensions).
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Il est intéressant de remarquer que les Eq. (7.31a) et (b) précédentes sont analogues aux équations
de Von-Karman pour une plaque, écrites en coordonnées cartésiennes ([25, 24]), lorsque le mouve-
mentv selony est annwd (0/dy = 0, v = 0), qui sont :

Ku,zx + Nex = _Kw,xw,zz (7.32a)

1
DAy Aow +mis — te = Kw g 5 + in,mw?m (7.32b)

Comparaisons avec des barred extrémités libres - retour sur les non-lirearités dans les plaques

Si les conditions aux limites sont supposées libigss 0 dans I'Eq. (7.31a). On obtient alors la
valeur deu/ly, qui reportée dans I'Eq. (7.31b) donne :

u_1(w)’

lo 2\l) "’
h2

mi + 2B Ay — = F,.
2 I

Lequation du mouvement transverse obtenue est hiéesre On obtient un résultat analogue en
integrant I'Eq. (7.32a) par rapportzaet en reportant le résultat dans (7.32b), et aussi lorsqu’on

applique les hypothéses du modeéle de Von-Karman a une poutre qui a ses extrémités libres [8, 74, 86,
117]. En effet, sous ces hypotheses, la déformation longitudinale d’'une poutre est :

1 5 N
=Uy+ = =—, 7.33
E=1Ug+ 2w7I A, ( )
mw + BIw gppe — NW g0 = 0, (7.34)

avecu le déplacement longitudinaly le déplacement transvers¥, I'effort normal, E le module
d'Young, Ay et I 'aire et le moment quadratique de la section de la poutre. Si les extrémités sont
libres de se déplacer, I'effort normal dans la poutre est nul, et on obtient une équation linéaire. Les
non-linéarités apparaissent dans le modele de poutre libre lorsque on prend en compte des rotations
finies [27, 31, 117].

Les développements précédents montrent que les non-linéarités géométriques prises en compte
par le modele de Von-Karman proviennent du chargement de la ligne moyenne de la poutre, qui
est non-linéaire (quadratique) par rapport au déplacement transverse. Ce chargement n’est possible
gue si les extremités de la poutre sont immobilisées (conditions aux limites encastrées ou simplement
supportées). Dans le cas des plagues, méme si le bord est libre, on obtient quand méme un chargement
non-linéaire du plan moyelitf. § 5.4). Cela provient de la structure en deux dimensions de la plaque,
qui fait qu’un déplacement transverse induit une variation de l'aire de la surface moyenne, et ainsi
un chargement du plan moyen dans les deux dimensions longitudinales. C’est pour cette raison que
les Eq. (7.32), dont la dimension selg@ été annulée, donnent un modele linéaire en conditions aux
limites libres.

7.5 Conclusion

Les petits systémes présentés dans ce chapitre permettent de mettre en évidence plusieurs méca-
nismes qui conduisent a des réponses non-linéaires de structures minces. Les deux causes de non-
linéarités sont d'une part les déformations non-linéaires de chaques fibres, et d’autre part les rotations
finies de ces fibres. A premiere vue, méme avec une loi de comportement élastique linéaire, chacune
des fibres prise dans I'épaisseur de la structure est dotée d’'une dépendance non-linéaire entre I'effort
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normale et I'Elongation de la fibre lorsque celle-ci devient grande. L'examen quantitatif de la loi de
comportement élastique linéaire des gongs et des cymbales, montre que ces effets sont négligeables en
conditions normales de jeu. Les non-linéarités géométriques ne proviennent donc que des rotations
des fibres, qui se manifestent mathématiquement par une opération de projection sur la verticale,
d'anglea. Ces rotations restent quand méme petites, puisque I'approximdation~ « est valide,

ce qui corrobore une des hypotheses du modele de Von-Karman.

Ces non-linéarités se manifestent par un changement de taille de la surface moyenne, qui induit
un chargement non-linéaire de celle-ci, qui est quadratique par rapport au déplacement transverse.
La force de rappel, ou la raideur de la structure, gagnent alors des termes cubiques, et quadratiques
si la structure posséde une courbure initiale non-nulle. Ces non-linéarités n’apparaissent que si le
changement de taille de la surface moyenne est imposé soit par les conditions aux limites (poutre
simplement supportée, par exemple), soit par la structure bidimensionnelle de la surface moyenne
(plagues et coques en conditions aux limites libres).

oo
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CHAPITRE 8

Oscillations non-lieaires

Ce chapitre propose d’étudier des propriétés oscillantes caractéristiques des systemes de barres
introduits au chapitre précédent, lorsque ceux-ci sont sujets a de grandes amplitudes de vibrations.
Les non-linéarités, qui deviennent alors non négligeables, ont principalement deux effets. En premier
lieu, la frequence des oscillations en régime libre de ces systemes devient une fonction de I'amplitude
des oscillations. En second lieu, les non-linéarités produisent une distortion harmonique des signaux
d’oscillation, qui se traduit par I'apparition d’harmoniques d’amplitudes non-négligeables par rapport
a la fondamentale. La grande simplicité structurelle des systemes de l&2irrelsapitre 7) permet
une interprétation physique aisée des phénomeénes, qui peut étre ensuite élargie au cas de structures
plus complexes comme les plaques et les coques. Notamment, l'influence de l'inclinaison initiale
du systeme, dont l'influence est aisément identifiable ici, permet de dégager quelques idées liees
a la courbure d’'une coque, sans avaiécrire les équations de la mécanique des milieux continus
correspondant aux équations de Von-Karman pour les plaques. Enfin, le cas de gongs d’opéra chinois
et celui du tam-tam du laboratoire seront abordés.

8.1 Lependule

P =mg
FiG. 8.1 —Sclema du pendule

Le pendule de la Fig. 8.1 est un exemple tres simple de systeme a non-linéarités géométriques.
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FIG. 8.2 —Trajectoires du pendule conservatif dans le plan de phasé.

Par application du principe fondamental de la dynamique a la masse, projeté sur la difection
obtient I'équation du mouvement du pendule. Si on suppose toute la masse du pendule eencentr’
autour du pointM, et si on notel la longueur du fil eff = g1; I'accélération de la pesanteur, cette
équation s’écrit : ) ‘

0+ b + wisinf =0, (8.1)
ol wy = +/g/L est la frequence propre du systeme:éé coefficient d’amortissement, exprengn
s,

Sipu = 0, c’est-a-dire lorsque le pendule est conservatif, en multipliant les deux membres de
'Eq. 8.1 pard et en intégrant, on obtient I'equation des trajectoires du pendule dans le plan de phase
0—0: ‘

6? — 2wi cosf = K , (8.2)
ou _
K = 62 — 2w} cos 0

est la constante d’intégration, exprimée en fonction des conditions iniiate$8|;—o ety = 9|t:0.

K peut étre vu comme I'énergie initiale, par unité de masse et par unité de longueur, communiquée
au pendule. Les trajectoires correspondande@ngrgie mécanique constante) sontéexcFig. 8.2,

pour plusieurs valeurs d&.

Lin éarisation

Lorsque I'amplitude des vibrations est trés petite, c’est-a-dire lorggeel, alors

sinf = 6 + 0(6?) (8.3)
et 'équation du mouvement s’écrit :
0+ pud + w0 =0. (8.4)
La solution analytique est :
0(t) = e M sin(wot + @) , (8.5)
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ol 6,, ety sont déterminés par les conditions initiatg®t ;.

Ainsi, pour des petits mouvements autour de la position de réped), (i) les oscillations du
pendule sont parfaitement sinusoidales lorsgue 0 et (ii) la frequence des oscillations est une
constante. Dans le plan de phase, la trajectoire devient une ellipse, d’équation :

0> 62

— 4+ ——=1. 8.6

T ¢o
On retrouve les courbes de la Fig. 8.2 pour les failifes

Grands déplacements

0.0391 Hz

Fréquence (Hz) - A f

1 1 ik 1 1 pddpi 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) -At=0.6s

FIG. 8.4 —Spectrogramme de I'aéération angulaired du pendule amortidy = 178 deg,d, = 0 et
le coefficient d’amortissement est 10 fois moindre que pour la figacegente ( = 0.012 s 1).

Lorsque I'amplitude des oscillations augmente, on ne peut plus confsimdiet 0, et I'equation
du mouvement devient non-linéaire. La Fig. 8.3 donne I'évolution temporelle de I'inclindidan
vitesse angulairé et I'accélération angulairé du pendule, obtenues par une résolution numeérique
de I'Eq. (8.1), par la méthode de Runge-Kutta implantée dans le logieielAB. Lamortissement
a été choisi non-nul, pour montrer I'eévolution du profil de la solution en fonction de I'amplitude
des oscillations. On constate que plus I'amplitude du déplacement est importante, plus le profil de
la solution est éloigné d’une sinusoide, que I'on retrouve pour les faibles amplitudes. En particulier,
I'accélération est bornée par la valely; = w?, lorsquesinf = +1, c’est-a-dire lorsque le pen-
dule passe par I'horizontal® (= +90 deg), pour les fortes oscillations. On remarque aussi que la
frequence instantanée du pendule dépend de I'amplitude des oscillations : elle est de plus en plus
faible lorsque 'amplitude augmente, et tend vers la frequence propre My = wo /27 =
1.58 Hz) lorsque I'amplitude tend vers 0. Cela s’explique simplement en constatant que le pendule
met d’autant plus de temps pour parcourir un aller et retour que I'amplitude des oscillations est im-
portante. Par conséquent, sa période augmente avec I'amplitude des oscillations, et la frequence ins-
tantanée diminue. Ce comportement est couramment apgsd@iplissafit

Cest ici la routineode45 qui a été utiliséehttp ://www.mathworks.com
2Cf.note 5, p. 40, et [74].
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Le spectrogramme de la Fig. 8.4 confirme la distorsion harmonique constatée sur le profil des
évolutions temporelles. On peut noter que celle-ci n’est crée que par des harmoniques d’ordre impair
(de pulsatiorBwy, 5wy. . .), ce qui est une conséquence du comportement symétrique du pendule par
rapport a la positiod = 0. Plus mathématiquement, cela résulte des mondmes non-linéaires intro-
duits par le sinus dans I'equation du mouvement, dont aucun n’est d’ordresipar=€ 6 — /6 +
0(6°)). Cela se manifeste aussi par une déformation de la trajectoire du pendule dans le plan de phase,
qui s’éloigne de I'éllipse lorsque I'amplitude des oscillations augmente.

En conclusion, I'exemple simple du pendule non-linéaire permet d’introduire les non-linéarités
géométriques, et deux de leur conséquences sur les systemes a un seul degré&dédinert”
— la dpendance de la frequence instantanée des oscillations en fonction de leur amplitude, et,
— la distorsion harmonique qui apparait a forte amplitude.
Cela va étre étudien dtail dans les paragraphes suivants.

8.2 Effet raidissant ou assouplissant

La dépendance en amplitude de la frequence des oscillations libres émsystIbDL non-
linéaire introduit precédemment dans le cas du pendule, est une peoggiéiiale des oscillateurs
de type Duffing [74]. Selon les cas, la frequence augmente en fonction de I'amplitude des oscilla-
tions, et le systeme est quadifderaidissant A I'opposé, si la frequence diminue avec I'amplitude,

I'oscillateur est ditassouplissantCt. § 2.4.2 et [74]).

8.2.1 Solution analytique perturbative de lequation du mouvement

On considere le systeme de la figure 7.8. Pour obtenir I'equation du mouvement de la masse
M (m), on lui applique le principe fondamental de la dynamique. Elle est soumise a la force de rappel
imposée par les barresF,, (Eq. (7.27)), et la force verticale extérieutg,;. On obtient alors :

— —

Femt_Fw:m'lba

soit :
F,
W+ wiw + fw?® + Tw® = ﬂ, (8.7)
m

ou « est la dérivée seconde par rapport au temps du déplacement vertlaafréquence propre
du systeme linéaire associé et les coefficighet " sont définis par :

2EA 2EA _ 2EA

2
= — = — F = .
Wo mlo 1, 6 ml% Y2, mlg Y3, (8 8)

ou 1, 7y2 etz ont été introduits par I'equation (7.27).

L equation (8.7) est une équation de Duffing conservative, avec un terme quadratique supplé-
mentaire. La réponse en oscillations libres de cette équation, c'est-a-dire lorsque le terme de forcage
F.,; est nul, peut étre obtenue de facon analytique par une méthode perturbative. Cela consiste a
considérer que les termes non-linéaires sont suffisament petit pour que leur contribution n'apparaisse
gque comme une petite perturbation de la partie linéaire de I'eéquation. Dans notre cas, I'importance
des non-linéarités dépend de la valeur de I'amplitude du mouvement, que I'omynoBoOUr faire
aparaitre I'echelle des differents termes, on introduit un petit parametas I'équation du mouve-
ment comme suit :

E=—, w=—, (8.9)
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de sorte que :
W+ wiw + efw? + 2T'w® = 0, (8.10)

ou B =10, T = 2T ete < 1 lorsquew,, est petit devank. La misea I'echelle des differents
termes est alors automatique.

On utilise la méthode des échelles multiples [74, 65] pour calculer une solution approchée. Pour
cela, on introduit plusieurs échelles de temps :

T,=¢e"t neN, (8.11)
et la solution est cherchée sous la forme d’un développement en puissamces de
’lfl(t) = ’lU[)(T(),Tl, .. ) + E’wl(T[),Tl, .. ) + 52w2(T0,T1, .. ) + ... (8.12)

Les dérivées temporelles deviennent alors :

d
= Do+eDi+ 2Dy + ..., (8.13a)

d
= = D§ +2eDoDy + € (2DyDy + DY) + ... (8.13b)

ou D,, = 0/0T,. Par substitution des équations (8.12) et (8.13) dans I'équation (8.10), et en identi-
fiant les puissances deon obtient le systeme suivant :

ordre1: D3wg + wiwy =0 (8.14a)
ordrec :  Diw; + wiw; = —2DgDywg — B'w? (8.14Db)
ordres? :  Djws + wiwz = —2DgDyw; — (2DgDs + D}) wo — 2B'wowy — wj  (8.14c)

La solution de (8.14a) s'écrit :
wo = A(Ty,T) exp(iwgTy) + cc, (8.15)

ou A est une fonction complexe dg et T, a déterminer, etc désigne le complexe conjugudu
terme précédent. Par substitution de (8.15) dans (8.14b), on obtient :

Dgwl + wgwl = —2iwyD1 A exp(iwoTp) — (A2 exp(2iwoTy) + Af_l) + cc, (8.16)

ol A est le complexe conjugude A. La condition de solvabilite, qui permet d’éliminer les termes
séculaires Cf. § 5.2.1 et [74, 65]), fixe la valeur du parameétre libteeomme suit :

DA =0. (8.17)

Par conséquem ne dépend pas dg, et la solution générale de (8.16) est :

'A? B
5~ exp(2iwoTp) — —5AA + cc, (8.18)
3wg wg

w1 =

Par suite, I'equation (8.14c) s'écrit :

108" — 9T'w§ 15 ¢

D[Q)’LUQ + wng = — [2iwg Do A — A eXp(’inTo)

3w(2)
3w — 105"
3w%

(8.19)
A3 exp(3iwoTh) + cc,
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et la condition de solvabilité est :

MAZA =0. (8.20)
3 2
wo

2’inD2A -
On note : )
A(T) = §G(T2)6XP (ip(Ty)) , (8.21)

ou a et p sont des fonctions réelles dg, de sorte qu’en séparant partie réelle et partie imaginaire
dans (8.20), on obtient :

1062 — 9I"w3 2=

"=0 et !
a woay + 24w§

0, (8.22)

ou a’ ety’ sont les dérivées deet ¢ par rapport &3. a apparait donc comme une constante, et

_ 9Mwj — 108"
B 243

9w — 108”2

a’Ty + o = Y et + o, (8.23)
0

ol on a utilisély = £2t. En conclusion, une solution approchée de (8.10) est :

21 1
w = a cos(wot + ) — 6;—62 [1 —3 cos(2wot + 2(,0)] +0 (¢%). (8.24)
“o

Les conditions initiales imposent les valeursadet dey, . En utilisant les relations (8.9), on obtient :

1
W = Wy, cos(wt + @p) — w?n;% [1 ~3 cos(2wt + 2(,00)] +0 (wd), (8.25a)
“o
N Iwi — 1082 , 4
@w=wg |1+ ————F5—w;, + O (w,) (8.25b)
24wq

ou on a prisw,,a = w,, comme constante d’amplitude imposée par les conditions initiales. L'intro-
duction de plusieurs échelles de temps se justifie ici. On voit en effefjoest une échelle rapide,
qui prend en compte les variations de la réponse du systeme aux fréquences de I'agdet dee
T, etT, sont des échelles de temps plus lentes, qui correspondent a une modulation lente de la phase
¢ (Cf.Eq. (8.23)) causées par les non-linéarités. C’est a cette échelle de temps qu’évolue la correction
de la pulsatiorw par rapport a la pulsation propsg (Eqg. (8.25b)), qui décale lentement et de plus en
plus la solution non-linéaire de la solution linéarisée lorsque le temps avance [65].

La réponse en oscillations libres du systeme de la figure 7.8 est constitué d’'un terme astdllant
frequence fondamentalg, fonction dew,, et proche deyy, d’harmoniques de frequente, 3@ et
d’un terme constant. On retrouve ici les deux effets des non-linéarités geométriques évoqués a propos
du pendule au paragraphe 8.1. On peut remarquer que les déphasages des harmoniques sont multiples
de celui de la fondamentale : le déephasage deikme harmonique vaut exactemen.

8.2.2 Influence de linclinaison et de Epaisseur

Les équations (8.25) sont similaires en structure a celles obtenues lorsque la non-linéarité est
simplement cubique (c’est a dire 8i = 0, Cf. § 5.2.2 en annexe et [74]). La difference majeure
provient de I'apparition du coefficient résultant directement de I'inclinaison non-nulle, qui peut
changer le signe de la correction dandl introduit dans le systeme un comportement obligatoirement
assouplissant, quel que soit le signesdeuisqu’il est élevé au carré dans (8.25b). En ce qui concerne
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théoriques ¢ fonction dew,,), pour les cing configurations au repos du éyst, repésentées par
des '0’ Fig. (a). Chacune de ces configurations a Ermeépaisseurh /Iy = 0.1, et difere des autres
par son inclinaison initialez/ly.

la distorsion harmonique, on peut déja remarquer a la vue de I'eéquation (8.25a), que linclinaison
initiale est responsable des harmoniques d’ordre pair dans la réponse du systeme ; nous y reviendrons
au paragraphe 8.3.

D’apres I'équation (8.25b), la pulsation des oscillations libres est une fonction croissante (cas d'un
systeme raidissant) ou décroissante (cas d’'un systeme assouplissant) de I'amp)jtdéleendant
du signe déT'w? — 1032. Cette derniére expression est directement reliée aux valeugsedé, /I,
par les quantités,, v, et-ys introduites dans I'équation (7.27). Apres quelques calculs, on montre

que9Tw? — 1032 est positif si :
_ 3¢ 4+ 1262 + 4¢3 h?
g < avec &= —
sin” o < 18 + 72¢ + 84¢2 3 l%

Comme les systemes que I'on étudie, tels que les plaques et les coques, sont minces, on sUppose icCi
pour simplifier queh /[y < 1. Larelation précédente se simplifie alors en :

(1 + tanayp). (8.26)

lo

h s vEs 1—(6
lo

ly

2
> : (8.27)

ou on a représenté l'inclinaison initiale du systéme gdy = sin «y.

L'equation précédente montre que le plaph)/(h/ly) est partagé en deux régions, qui sont
représentées Fig. 8.5(a). Cing courbes donnant la pulsatemfonction de 'amplitude des vibra-
tionsw,, sont tracées Fig. 8.5(b), pour cing configurations initiales du systeme. Ces figures montrent
que si I'épaisseuh, est 2.5 fois supérieure au parametre d’inclinaison initiglalors le compor-
tement du systeme est raidissant, ce qui correspoladrégion supérieure du plafe/})/(h/l).
Inversement, la région inférieure correspond a un comportement assouplissant.

Linclinaison initiale e crée un terme quadratique (de coefficigNtdans I'équation du mou-
vement, qui produit un comportement assouplissant. Inversement, I'épalsskusysteme n’ap-
porte qu’un terme cubique (de coefficidnt, qui est responsable de comportement raidissant. C’est
I'eéquilibrage entre ces deux parametres géomeétriques qui détermine le comportement réel du systeme.
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On peut la encore faire un parallele entre le systeme de barres et des systemes minces continus.
Notamment, le comportement d'une coque sphérique est raidissant si la demi-épaisseur (équivalent
de h) est supérieure a 0.5 fois la hauteur sous ddome (équivaleptet assouplissant sinon, pour
le premier mode axisymétrique [44]. Des coques de pourtour rectangulaire possédant deux rayons
de courbures montrent aussi des effets raidissants ou assouplissants selon la valeur des courbures
[62]. On peut citer enfin les structures plates comme les plagques, qui sont dotées d’un comportement
raidissant Cf. chapitre 5 et 6 et [25, 136, 58, 125, 114]), de la méme facon que le systeme de barres
avece = 0.

8.2.3 Les gongs d'opra chinois

:
J

FiG. 8.6 —Profil des gongs chinoistudés par N. Fletcher et T. Rossing dans [92, 37]

Une autre analogie peut étre faite avec les gongs d’opéra chinois étudiés par N. Fletcher et T. Ros-
sing [92, 37]. Ces gongs ont la géométrie d’'une coque de révolution, et leurs profils sont présentés
Fig. 8.6. Leur timbre est caractérisé par un glissando frequentiel montant ou descendant, selon l'ins-
trument considéré. Dans les étudesg@demment citées, N. Fletcher et T. Rossing remarquent que
la vibration sur le premier mode axisymétrique est confinée principalement dans la partie centrale du
gong, et que la colerette extérieure est animée d’'un déplacement de solide rigide. Cela permet de rap-
procher le comportement vibratoire des gongs de celui du premier mode axisymétriqgue d'une coque
sphérique, et d’étudier sa réponse en fonction de son épaisseur et de sa courbure. N. Fletcher et T.
Rossing expliquent de cette facon que le gong de plus grande taille de la Fig. 8.6, le plus plat des deux,
présente un glissando descendant, c’'est-a-dire que la frequence de son premier mode axisymétrique
diminue lorsque I'amplitude de vibration diminue, a cause de dissipations. En revanche, le timbre
du deuxieme gongg ggomeétrie bombée, est caractérisé par un glissando montant. Les résultats du
paragraphe 8.2.2 offrent une explication qualitative de ces effets.

8.2.4 Les modes du tam-tam

Etant donné que le systéeme de barres n'a qu’un seul degré de ljpett), il ne peut prédire que
le comportement d’'un mode isolé d’'une structure continue. Des expériencasidéjes au para-
graphe 2.4.2, ont étféalisées sur le tam-tam du laboratoire, en vue de caractériser le comportement
vibratoire de ses modes de vibration. Les “backbone curves” de la figure 8.7, introduites au para-
graphe 2.4.2, ont été obtenues avec le méme protocole expérimental que eetéicdiéjdans le cas
des plaques circulaire€t. § 6.5.3). Ces courbes montrent que les modes du gong n’ont pas tous le
méme comportement : certains sont raidissant (le premier mode axisymétrique, (0,1)), d’autres sont
assouplissants (le deuxieme (0,2) et le troisieme (0,3), et probablement tous les autres modes sont
axisymétriques). Cela est probablementda courbure du gong qui est non uniforme sur I'etendue
de la structure, comme on va le voir. Il serait intéressant de vérifier par le calcul si des structures
simples comme les coques sphériques présentent aussi des comportements differents selon le mode
considéré.
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FIG. 8.7 —“backbone curves” exprimentales des trois premiers modes axityiques du gong (Cf.
Fig. 2.16, p. 41). Les profils degfbrnmees modales correspondantes sont guavec le profil non
défornme du gong en point#. Les amplitudes de forcage (en N) correspondacihaque point de
mesure sont @cisees.

Les analyses modales numériques par la méthodéléents Finis (EF) dajpesentées au pa-
ragraphe 2.2, permettent d’extraire les profils des déformées modales du gong, qui sont eprésent’
en haut de la figure 8.7. Le premier schéma montre que la déformation de la structure sur le mode
(0,1) ne met en jeu principalement que la partie centrale et plate du gong, et que cette déformée est
peu €loignée de celle du premier mode axisymétrique d’'une plague circulaire encattrég. @.2,

p. 96). Cela est probablement di aux effets rigidifiants de la colerette extérieure du gong, déja men-
tionnés dans [37] a propos des gongs d’opéra chinois. Un visualisation expérimentale au moyen d'un
stroboscope, lorsque le gong est forcé sur le mode (0,1) a amplitude suffisante (de I'ordre de 3 mm
au centre), confirme les remarques précédentes. Un systéme de barres a comportement analogue au-
rait une inclinaison initiale faible devant son épaisseur. En revanche, les déformées des modes (0,2)
et (0,3) mettent en jeu une surface plus large, plate au centre, et conique prés du bord. Leur com-
portement assouplissant est donc probablement causé par la partie conique. Un systeme de barres
correspondant aurait son inclinaison grande devant son épaisseur.

Les résultats médents sur le tam-tam du laboratoire pourraient mettre en doute I'explication
qualitative du fonctionnement des gongs d’opéra chinois du paragraphe 8.2.3 et de [37]. En effet,
les glissandi frequentiels n'ont été expliqués qu’en considérant le comportement du premier mode
axisymeétrique. Or on peut penser que le comportement des modes d'ordre supérieur est également
different, et que ainsi, pour le gong de grande taille, si la frequence d’oscillation du premier mode est
animée d'un glissanddescendantcelles des autres modes peuvent montrer un glissasckndant
et que de ce fait le timbre général de l'instrument est plus complexe. Néanmoins, on peut penser que
en conditions normales de jeu, tous les modes axisymétriques sont sollicites avec la méme intensiteé.
Or, les courbes de la figure 8.7 montrent cue¥me niveau de forcage, les frequenge®t /o3 des
modes (0,2) et (0,3) s’éloignent beaucoup moins des frequences propres correspondajftes que
pour 0.25 N,fy; varie de 5%, alors qug). varie de 0.2%. Donc, si le glissando du mode (0,1) est
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perceptible, celui des modes supérieurs apparait étre négligeable dans le cas du tam-tam, ce qui doit
aussi étre le cas pour les gongs d'opéra, ce qui corrobore les résultats de N. Fletcher [37].

Les résultats du présent paragraphe 8.2 on fait I'objet d’'une publication associée a une communi-
cation de congres [115].

8.3 Distortion dissynetrique des oscillations

On se propose dans ce paragraphe de décrire de fagon qualitative le comportement oscillatoire du
systeme de barres de la figure 7.8, pour differentes valeurs des parametres géométriques d'épaisseur
h/ly et d’'inclinaisone/ly. L'equation (8.7) est simulée numériquement au moyen de la méthode de
Runge-Kutta Cf. note 1, p. 174), en vue d’identifier la distortion harmonique induite par les non-
linéarités, et son influence sur les profils temporels du déplacement, de la vitesse et de I'accélération
de la particuleM. Cela a en particulier, été motivé par I'idée de dégager des interprétations sur
le comportement vibratoire des plaques et du tam-tam du laboratoire a partir de simples mesures
d’accélération.

8.3.1 Effets de la courbure

Une grande difféerence de comportement existe entre un systéeme plat au repos (¢oesd)e
et un systéme avec inclinaison initiale non-nulle. La figure 8.8 se propose de résumer la discussion
Elle permet de comparer un systéme plat avec uresystde e épaisseur et d’inclinaison non
nulle. L'idée générale qui se dégage de ces courbes est que le systeme plat vibom dgréddque
autour de la position de repas = 0, alors que lorsque l'inclinaison au repos n’est pas nulle, les
oscillations présentent urtissyratrie, qui est identifiable par observation des mesures temporelles
et des spectres correspondants.

Dans le cas d’'un systeme plat au repos, la structure au repos est géométriquement symétrique
par rapport a la positiom = 0, qui est sa position d’équilibre. Cette symétrie se retrouve dans les
fonctions dew que sontK (la raideur),F, (la force de rappel) ek, (I'énergie potentielle de la
masse), qui sont respectivement paire, impaire et paire. Mathématiqueneesatsie coefficients
est nul Cf. Eq. (8.8) et (7.27)), et la force de rappel ne possede pas de terme quadratique, comme le
précisent les équations suivantes :

K =F,/w=m (w% + Fw2) , (8.28a)
Fy =m (wjw + T'w?), (8.28b)
w 1 1
E, = / Fy(u)du =m (§w§w2 + er4> , (8.28c)
0

Le résultat sur les profils de déplacement, vitesse etl@@tion est que le tracé de chacune des
périodes (de duré®) possede des symétries centrales par rapport aux points dejdateBs/4 et
tar + 3T/4, sion notety, la date de 'un des maxima de On a:

w(T/2 —t) = —w(t) et w(T —t)=—-w(t+T/2), (8.29)

et des relations analogues paiiet#. Lorsque maintenant on examine le spectre du signal d*acc’
leratiort, on constate que les harmoniques d’orgaér en sont absentes. Mathématiquement, c’est

3Toute les grandeurs des graphiques de la figure 8.8 ne sont pas adimensionnées. Elles correspondent & un systéme de
barres de longueup = 100 mm, de section circulaire de ray@mm, fabriquées dans un matériau de module d'Young
200.10° Pa. La masse ponctuelle est@e kg.

4on a choisi de tracer le spectre de I'accélération, car c’est, par rapport & la vitesse et le déplacement, le plus riche en
harmoniques, du fait du caractére “passe bas” de I'opération d’intégration
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FiG. 8.8 —Comparaison de lagponse enagime libre du sysme plat /I, = 0.01, e = 0, & gauche)
et du systme de rdmeépaisseur avec inclinaison initialé () = 0.01, e = 0.05, & droite). La figure
est range en deux colonnes de quatre courbes. Pour chaqusrsysbn trouve : les profils temporels
du ceplacementv, de la vitessen et de l'ac&léerationw, et le spectre de cette degng ; la force de
rappel F,,, et I'énergie potentiellé, en fonction du éplacementy.
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FIG. 8.9 —Comparaison deséaprretries des deux syshes : (a) - plat au repos ; (b) - avec inclinaison
initiale.

un résultat général des non-linéarités cubiques, qui ne créent que des harmoniques d’'ordre impair.
Cela a été mongra partir des calculs analytiques perturbatifs du paragraphe 5.2 et dans [74]. Plus
physiguement, les propri&t’n€caniques du systeme, en particulier sa raideur, sont les mémes pour
une positionw et sa symétrique-w. La figure Fig. 8.9(a) illustre ce comportement symétrique en ce
qui concerne l'allongement des barres : si la barre supérieure s'allonge, I'autre est comprimée, et leur
role est invera’si le dplacement est de signe opposé. En revanche, la barre centrale s’allonge quel
que soit le signe de, ce qui a @ja été discuté auxparagraphes 7.4.2 et 7.4.3.

En revanche, si le systeme posséde une inclinaison initiale, la structure au repos n’'est plus gé-
omeétriguement symétrique par rapport a la position d’équilibre caractérisé par, que ce soit
au repos, ou décalde I'équilibre. En particulier, la figure 8.9(b) montre bien quetless barres
s’allongent lorsquev est positif, et qu’elles sont toutes les trois comprimées loragest neégatif. Les
proprietés de symeétrie des fonctions mathématidties,, et £, n'ont plus lieu : ce sont maintenant
des polyndmes complets en:

K =m (w§ + pw + Tw?), (8.30a)
Fy =m (wjw + pw* + Tw?), (8.30b)
1 1 1
E,=m (§w3w2 + gﬁw?’ + er‘*) , (8.30c)

Cela se visualise trés bien sur les représentations graphiques de ces deux dernieres grandeurs, Fig. 8.8.
La distorsion harmonique des évolutions temporelles estééiecpar un spectre harmonique complet,
ce qui se traduit par un décalage vers les valeurs négatives du prafil @eun arrondissement de
ses pics négatifs, alors que les pics positifs sont plus aigus. Cela peut étre expliqué physiqguement en
remarquant que le systeme est plus raide vers lpasitifs qu'il ne I'est vers less négatifs, propriété
qui a dép été évoquée au paragraphe 7.3.2, et qui provient du terme linéaire dans (8.30a).

On peut citer une autre propriété de symétrie, qui cette fois-ci est commune aux deux systemes.
Lors d’'un déplacement du systeme pendant une période, les courbes de la force dé;rapps|
sont décrites une fois dans un sens, par exemplé¢ ders B (pendant la premiere demi-période), et
une fois dans l'autre, dB versA. Le déplacementy de la masse pour I'une de ces demi-périodes est
égal et opposa celui de I'autre demi-période, ce qui produit une symétrie axialeaZ’/2 pourw
etw, et une symétrie centrale pour, de sorte que :

w(T —t) = w(t), O —1t)=—wt) et (T —t) =1t (8.31)

Cette derniere propriété vient étendre le résultat de I'équation (8.25a), valable pour des oscillations de
faible amplitude, qui stipule que le déphasage de chacune des harmoniques est multiple du déphasage
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de la fondamentaleg, = nyg). Le déplacement s’écrit ainsi :

systemeplat:  w(t)= Y ancos (n@t+ npo) (8.32a)
n=1,3,5,...
+o00o

systeme inclie”: w(t) = _ a, cos (n@t + neo) (8.32b)
n=1

A partir de ces expressions, on montre tres facilement les propriétés de symétrie des équations (8.29)
et (8.31). Les expressions (8.32) sont probablement générales pour les systanuege de liberté

de type Duffing. Elles sont validées par les simulations numériques précédentes, qui justifient de la
méme facon des hypothéses de calcul analytique couramment rencontrées, par exemple lorsque la
méthode de I'équilibrage harmonique est utilisée, notamment pour étudier des vibrations de grandes
amplitudes ou les méthodes perturbatives ne fonctionnent plus [13, 112, 78, 12, 64]. Dans cette étude,
seules des simulations numériques de ces petits systemes en vibration de grande amplitude seront
présentées, au paragraphe 8.4.

On peut la encore faire un paralléle entre ces deux systemes de barres et les plaques et les coques.
L"etude précédente, et en particulier la figure 8.9, représente probablement assez bien comment les
fibres supérieures et inférieures d’'une plaque et d'une coque se comportent lors des oscillations.
L"evolution temporelle de I'accélération du systeme avec inclinaison initiale, représentée figure 8.8,
est en trés bon accord avec des accélérations couramment mesurées sur le tam-tam du laboratoire
en vibrations forcées, dont certaines sont représentées sur les figures 2.19 (p. 45) et 2.21 (p. 47). En
revanche, les plagues n’ont étrangement jamais vibré avec des évolutions temporelles telles que celles
du systeme plat. Cela a @&jté discue’au§ 6.5.1.

8.3.2 Interprétation geonetrique des effets raidissant et assouplissant

" e/l,=0 - h/l=0.01 L ell,=0.05 - h/l,=0.01

x 10 x 10

Force de rappel
Force de rappel

W/I0 w/l

FiG. 8.10 —Evolution de la force de rappel pour deux $yses de barred comportement oppes
(gauche) - sysime platd comportement raidissant; (droite) - syiste avec inclinaison initiala
comportement assouplissant.

Une explication physique peut étre donnée sur les comportements raidissant et assouplissant des
systemesa un dege” de liberté, en comparant I'eévolution de la force de ragpediu systeme non-
linéaire a celle du systéme correspondant linéarisé. Ces évolutions sont représentées en fomction de
sur la figure 8.10, pour un systeme plat au repos, dont on a vu qu’il avait un comportement raidissant,
et du systeme avec la méme épaissegununie d’une inclinaison initiale valamy} = 0.05, qui est
assouplissantGf. Fig. 8.5). Tout d’abord, puisque les comportements que I'on cherche a interpréter
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dépendent de la frequence d’oscillation, il est important de considérer une péricte entsystme.
Remarquons que, d'apres I'equation du mouvement (8.7) du systeme en oscillations libres, la force
de rappelF,, est a tout moment égale et opposée a la quantité d’accélération du systeme, soit :

F, = —mai (8.33)

D’apres cette équation, les courbes de la figure 8.10 représentent aussi I'évolution de I'accélération
de la masse, a une constante multiplicative prés. Lors d’une oscillation du systeme, ces courbes sont
décrites en un aller et retour.

Si le systeme est linéaird;, est proportionelle av, et les droites en trait mixte de la figure
sont obtenues. Soit une oscillation d’amplitude maximale Plusw,, est grand, plus la masse a de
chemin a parcourir, et a I'opposé, plus sonedérdtion est grande. Puisque le systeme est linéaire,
ces deux effets contraires s’annulent, si bien que la période, et donc la frequence est une constante en
fonction dew,,,.

Sile systeme est celui de la figure de gauche, il possede un comportement symétrique par rapport a
w = 0, eta toute date, la force de rappel, et donc I'accélération, est supérieure en valeur absolue a celle
du comportement linéaire, et la difference entre les deux est croissante en fonction de I'amplitude. La
durée d'un aller et retour est donc moindre, et d’autant plus faileapporta la durée linéaire, que
'amplitude w,, est importante. Par conséquent, la frequence d'oscillation augmente en fonction de
I'amplitude, le comportement est raidissant.

Si le systéme est celui de la figure de droite, le comportement n’est plus symétrique. Pour les
valeurs dew positives, I'accélération du systeme avec les non-linéarités est supérieure en valeur ab-
solue & celle du systéeme linéaire alors que poutleggatifs, c’est I'inverse. De plu$max(w)| <
| min(w)| sur une oscillation : I'oscillation est décalées versde®gatifs. Cela a pour effet, globale-
ment sur une demi-période, de fournir une perte ddeation plus importante, dans lesnégatifs,
gue le gain d’'accélération dans lespositifs. Le bilan est que la durée d'un aller et retour est plus
grande que pour le systeme linéaire équivalent, et cela va en augmentant avec 'amplitude des oscil-
lations. Le systeme a un comportement assouplissant.

8.4 Vibrations de grande amplitude

Dans les paragraphes précédents, seules les oscillations proches de la position d’équilibre ont été
considérées, que ce soit dans le calcul analytique de la solution par la méthode des échelles multiples
(§8.2), ou lors des simulations numériqué®.8). La figure 8.11 montre I'évolution de la force de rap-
pel F, et de I'energie potentielle de la masggen fonction dew, pour trois valeurs particulieres des
parametres géométriques d'épaisseélret d'inclinaison €). Le systeme notél est plat, le systeme
D est dépourvu d'épaisseur, Btet C' sont intermédiaires..

8.4.1 Syskéme sans raideur en flexion

La courbe d’énergie potentielle demontre que le systeme correspondant possede trois positions
d’équilibre, représentées figure 8.12. Deux sont stables, et la troisieme est instable. Les deux positions
stableqS;) et(.S;) étant symeétriques par rapport®, et situées respectivementen= 0, w = —2e
etw = —e. Une simulation numérique de I'équation du mouvement (8.7) de ce systéme en vibrations
libres est présentée figure 8.13. Un terme d’amortissement visquéuxété ajouté, pour pouvoir
visualiser I'évolution des profils temporels et de la frequence d’oscillation, en fonction de I'amplitude
maximale des vibrations. La frequence instantanée a été calculee comme l'inverse de lapérode
signal de déplacement, identifiée a la durée entre deux maxima des oscillations. Ce systeme montre
clairement deux régimes de vibrations différents.
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— Le premier régime, noté (1), apparait a partirtdde- 0.15 s. Il correspond aux oscillations
du systeme autour de la position d’équilidtg ), lorsque I'eénergie mécanique de celui-ci est
suffisamment faible pour qu'’il ne traverse pas le point d’équilibre instghleCe Bgime est
celui dép étudié precédemment§(8.3), et on retrouve les profils temporels dissymétriques
de la figure 8.8, colonne de droite. Le comportement du systéme est assouplissant, puisque
la frequence augmente lorsque I'amplitude diminue. L'équation du mouvement est a non-
linéarités quadratique et cubique, issue de 8.7 aved) :

Guw 3e (w) 1w\’ (©.34)
Bly 2l \lo 2\l/) | '

— Le second régime, noté (ll), est obtenutde 0 at = 0.15 s pour des oscillations du systéme
en grande amplitude, lorsque son énergie mécanique est suffisamment grande pour que les os-
cillations traversent le point d’équilibre instalilB). Les profils temporels possedent toutes les
propriétés de symétrie centrale des oscillations a harmoniques impaires (Eq. 8.29). En consta-
tant que les oscillations sont symétriques par rapport a la position du point d’equilibre instable
(I), on re-écrit I'equation du mouvement précédente par rapport au gojravec le change-
ment de variable/=w + e, o w’ représente le déplacement du systeme par rapgdjt ®n

obtient : \
124 1 /v
I =0 8.35
mgh+2<m>] ’ (8.35)

Cette équation est du type Duffing, c’est-a-dire composée uniquement d’une non-linéarité cu-
bique. Pour trouver une solution approchée de cette équation, les méthodes de perturbations
ne s'appliquent pas, car I'équation linéaire associée est instable. La méthode de I'équilibrage
harmonique [74], par exemple, montrerait que la solution n'est composée que d’harmoniques
impaires [13], et que le comportement du gyse dans ceegime est raidissant.

Lorsque le systeme possede de I'amortissement, le passage d'un régime a l'autre s'effectue na-
turellement, avec un doublement de la fréquence d’'oscillation, ce qui est illustré par la figure 8.13,
at = 0.15s. Ce doublement de frequence, provient du fait que comme le systeme est symétrique
par rapport au point d’équilibre instab{é€), a la limite entre les deuxégimes une oscillation sur
le regime (I) correspond a exactement deux oscillations sur le régime (1), 'une dans le méme sens,
l'autre en sens opposé. Par conséquent, il faut deux fois plus de temps pour osciller sur le regime (1)
que sur le (II).

Le cas limite de ce systeme avec raideur en flexion nulle peut étre rapproché de celui de structure
comme des coques et des arches peu épaisses, ou les efforts de flexion sont négligés devant les efforts
de membrane. Beaucoup d'études ont portées sur les oscillations de ce genre de systemes, car il
offre des comportements chaotiques en régime forcé. Du point de vue mathématique, on peut citer
[112, 78, 64] et d'un point de vue plus mécanique, Béial retrouvent en régime foede pfénomene
de doublement de frequence évoqué plus haut, a propos d’'une arche faiblement courbée [11].

2E Ay

W+ pw +

- . 2FA
w' + pw' + 0

8.4.2 Influence de lepaisseur

Lorsqu’on ajoute de I'épaisseur au systeme de barres, c’est-a-difeagianon nulle, le systeme
perd sa symétrie par rapport a la position d’équilibfg (systemeC de la figure 8.11) jusqu’a ce
gu’une seule position d’équilibre ne persiste, pour les grandes valeurésgstemeB). Le cas limite
est le systéme noté, ou l'inclinaison est nulle et le systeme est symétrique, cette fois-ci par rapport
a sa seule position d’équilibre = 0.

Comme pour le systéme sans épaisseur, des simulations numérigues ont été menées. La figure 8.14
montre que si le systeme possede une épaisseur suffisante pour qu'il ne présente qu’une seule posi-
tion d'équilibre, la transition entre les régimes (1) et (1) est beaucoup moins brutale. Les évolutions
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temporelles du régime (1) sont ici hybrides entre celles des deux régimes de la figure 8.13. D’'autre
part, il n'y a pas de discontingtte la féquence des oscillations : a grande amplitude, le systeme

a un comportement raidissant, qui laisse la place au comportement assouplissant a faible amplitude
déja étudié au paragraphe 8.2.2. Un comportement analogue a été mis en évidence sur des coques
sphériques par Fletcher [37].
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frequence d’oscillation du syshe D, sans raideur en flexiore(ly = 0.04, h = 0), avec dissi-
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Conclusion grerale et perspectives

L'objectif principal de ce travail consistait en la compréhension des phénomenes non-linéaires mis
en jeu dans les instruments de percussion du type des cymbales et des gongs. Cela s’inscrivait dans la
continuité des recherches du laboratoire dans le domaine de la synthese sonore par modele physique,
et en particulier de la these de Cyril Touzé [122]. L'idée était de contribuer aux études préliminaires
nécessairea I'etablissement du modele pour la synthése sonore, qui nécessite une connaissance ap-
profondie des mécanismes de production du son, et donc du comportement vibratoire des instruments.
Dans le cas des cymbales et des gongs, les études existantes étaient assez ponctuelles, et aucun modele
global n'avait été construit (On peut se reporter au paragraphe 1.2.2 pour plus de détail). Le travalil
de thése de Cyril Touzé, effectué simultanément, a offert une contribution trés compléte sur deux
aspects :

— Une analyse de signaux vibratoires mesurés sur une cymbale et sur le gong du laboratoire
par des méthodes de traitement du signal, est proposée. Cela a permis de mettre en évidence
differents régimes de vibrations (périodiques, quasi-périodiques et chaotiques), et de conjectu-
rer un scénario de transition du régime périodique vers le chaos.

— Un début de modélisation des gongs et des cymbales par des plaques circulaires en conditions
aux limites libres, en vibrations faiblement non-linéaires, en contribution avec I'auteur.

L'idée a donc été dans ce travail, de poursuivre les travaux de Cyril dans deux directions. La premiere
avait pour objectif d’établir un modele de comportement en partant de la mécanique des milieux
continus appliquée aux coques de révolution ; la seconde consistait en des analyses expérimentales
nécessaires pour valider le modéle.

Devant la relative complexité des modeles non-linéaires de coques, deux directions pour la mo-

délisation ont été choisies.

— La premiere a consisi construire et étudier un modele de comportement de plagues circu-
laires, en vibrations de grande amplitude et conditions aux limites libres (deuxieéme partie du
document).

— Comme la courbure de la géométrie des gongs et des cymbales n’est pas prise en compte par
un modele de plaque, et aussi dans I'idee de comprendre et d’expliquer les phénomenes non-
linéaires principaux mis en jeu dans ces instruments, des petits modéles diamnededge de
liberté ont é&"dvelopés en second lieu (troisieme partie).

Differentes observations expérimentales, sur le gong du laboratoire (premiere partie) et sur les plaques
circulaires (deuxieme partie, chapitre 6) sont venues étayer la demarche de modélisation.
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9.1 Non-linéarités ggométriques dans les milieux minces

Les systemes de barres étudiés lors de la troisieme partie du manuscrit, bien gu’étant discrets et
ne comportant qu'un degré de liberté, sont riches en enseignements sur les principaux phénoménes
non-linéaires observés dans les cymbales et les gongs, et plus généralement dans les coques.

Source des non-liearités

Si on imagine que le milieu continu que constitue la coque, est constitué de fibres supkrposées
lorsque I'amplitude des vibrations est suffisamment importante (on précisera cet ordre de grandeur
dans la suite), le comportemegitbal de la structure eston-lirgaire, alors que chacune des fibres a
un comportemenltinéaire Cela montre que les non-linéarités sont simplemeedes par une ro-
tation des fibres (qui est négligée dans un modele linéaire), qui apparait lors du changement de
géométrie du milieu induite par les déformations. La direction des fibres est alors variable en fonction
du déplacement transverse, et c’est la projection des efforts normaux dans les fibres (les efforts de
membrane) sur la direction transversale qui crée les non-linéarités. Ces conclusions ont été obtenues
a la fois a partir des systemes de barres (chap. 7) et du modele continu de plaque (chap. 3).

Cela conduit a constater que les effets non-linéaires sont directement liés au chargement de la
surface/ligne moyenne de la structure (c’est une droite pour une poutre, une courbe pour une arche,
un plan pour une plaque). Deux conséquences en découlent :

— Les conditions aux limite®ngitudinalesont une influence sur 'importance des non-linéarités.
Dans le cas des plaques, des conditions aux limites encastrées créent un chargement du plan
moyen plus importanta dplacement transverse égal, que des conditions aux limites libres.
Cela signifie que pour un déplacementlonng, les non-linéarités sont plus fortes dans le cas
encastré que dans le cas lfrBans le cas des poutres, le modeéle équivalent a celui de Von
Karman pour les plaques donne des équations linéaires lorsque l'une des extrémités n’est pas
immobilisée.

— C'est la structure bidimensionelle de la plaque qui crée le chargement de son plan anlayen,
source des non-linéarités, lorsque les conditions aux limites sont libres.

Une étude intéressante sur ce sujet consisterait a comparer, pour un déplacement transverse maximum
w,, donng, I'importance des non-linéarités dans plusieurs structures minces, associées a plusieurs

conditions aux limites (plaques a bord libre et encastré, poutre encastrée, encastrée/libre, simplement

supportée...).

Enfin, notons que le parametre principal gouvernant I'importance des non-linéarités est I'ampli-
tude maximumw,,, du déplacement transverse. En effet, c’est ce dernier qui crée le chargement de la
surface moyenne responsable des effets non-linéaires.

Phénoménes non-lireaires

Les oscillations d’un systéme non-linéaires sont marquées par des phénomenes typiques, qui sont
énumeéres ci-dessous.

!Ce serait strictement le cas avec un matériau orthotrope comme du bois ou un matériau composite ayant comme
directions d’orthotropie les directions longitudinale et transverse de la plaque ou de la coque.

2En terme d’effet sonore, cela ne veut pas dire pour autant qu’'une plaque encastrée est “plus non-linéaire” qu’une plaque
libre : lorsque elle est frappé par une mailloche, c’esefésrt qui sont imposés, et non les d’eplaceme@nsﬁorts égaux,
les déplacements sont nettemment plus faibles dans le cas encastré que dans le cas libre ; on peut donc penser que les effets
non-linéaires sont équivalents dans les deux cas, a efforts égaux.
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— La fréquence des oscillations en régime libre est dépendante de I'amplitude des oscillations.
Deux comportements antagonistes se dégagent, selon si la frequence est croissante (comporte-
ment raidissant) ou décroissante (assouplissant) en fonction de I'amplitude.

— En rBgime forcé, plusieurs régimes de vibrations coexistent pour une valeur donnée des pa-
rametres de contrdle, ce qui conduit a observemptisongnes de sawgntre solutions stables.

— Une distorsion harmonique du signal est observée, en régime forcé ou libre.

Ces trois caractéristiques ont été observées expérimentalement sur le gong au chapitre 2, lorsque sa
réponse n’'est gouvernée que par un seul mode de vibration. Des comportements analogues ont été
mis en évidence a la fois expérimentalement et theoriquement sur les plaques circulaires (chap. 5 et 6).

L etude des systemes de barres a permis au chapitre 8 d’étudier 'influence de la courbure d’'une

coque, non prise en compte dans le modele de plaque, et a montré en particulier les résultats suivants :

— le comportement raidissant ou assouplissant du systeme de barres est déterminé par ses ca-
ractéristiques géomeétriques : son épaisseur est responsable d’'un comportement raidissant, alors
que sa courbure apporte un comportement assouplissant. C’est I'équilibre entre ces deux effets
qui détermine le comportement du systeme.

— un systeme plat (de courbure nulle) ne possede que des non-linéarités cubiques, ce qui entraine
une distorsion harmonique du signal constituée que d’harmoniques impaires. La courbure ap-
porte un terme quadratique dans les équations, qui est responsable d’'une distorsion harmonique
complete.

9.2 Vers un moctle continu de cymbales et de gongs

La deuxieme partie a permis d’exposer une demarche complete de résolution du probleme non-
linéaire de plaques, des équations non-linéaires de la mécanique des milieux continus a une solution
approchée, donnant le déplacement en tout point de la structure en fonction du temps. Reprenons les
résultats principaux, et voyons quelles en sont les extensions possibles vers le cas des gongs et des
cymbales.

Le modele non-lineaire de milieux minces.

Les équations de Von-Karman établies au chapitre 3 constituent un modele non-linéaire de plaques
permettant de décrire une grande vaié¢ plenomenes non-linéaires. Le domaine de validité de cette
amplitudes du déplacement transverse de I'ordre de I'épaigsdeifa plaque, ce qui semble suffisant
a la vue des amplitudes de vibration observées expérimentalement sur le gong. Ce modele permet
de décrire des phénoménes non-linéaires liés a des combinaisons de résonances et des comportement
quasi-périodiques [46], similaires a ceux rencontrés avec le gong du laboratoire, et exposés au chapitre
2. On peut en outre penser que le domaine de validité de ces équations est plus étendu, pour des
amplitudes de l'ordre de plusieurs fois I'épaisséiirce qui est alors intéressant dans le cas des
cymbales. Cela nécessiterait toutefois d'étre vérifieé expérimentalement.

Les hypothéses qui conduisemt'gtablissement du modéle de Von-Karman peuvent étres ap-
pliquées a d’autres milieux minces, comme les poutres, les arches et les coques. On obtient alors des
théories analogues [74, 117]. La méthode utilisée au chapitre 3 pour réduire le probleme de mécanique
tridimensionnel au cas des milieux minces utilis€tecipe des Travaux Virtuelsssoa'a des ana-
lyses dimensionnelles pour justifier les simplifications. Méme si dans le cadre de ce travail, seul le
modele continu de plaques &&tudié, 'approche est générale, et pourrait étre appliquée au cas des
coques de révolution faiblement courbeasprofil quelconque. Ce genre de modele serait alors tout

3«shallow shells” dans la litterature anglo-saxonne.
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a fait adapté pour décrire le comportement en situation de jeu des instruments de percussion, tels que
les gongs et les cymbales. Un début d’étude dans cette direction a été effectué par M. Fontaine au
laboratoire de mécanique de 'ENSTAlans le cadre d’'un stage de DEA [40].

Une méthode de Esolution ¢enérale

La méthode de résolution utilisee dans ce travail, exposée au chapitre 4, permet de remplacer les
equations aux &ivées partiellesle départ (Eq.4.4a,b), qui régissent le mouvement de la structure,
par le probleme suivant :

+0o0
w(Z,t) =Y Ba(E).qa(t), (9.1a)
a=1
+00 400 +00
Ga (t) + wi da (t) =€ |- Z Z Z quom qp (t) qq (t) qu (t) — 2/iq qo (t) + Qa (t) ) (9.1b)
p=1g=1u=1

constitué d'une infing’déquations di#rentielles ordinairesnon-linéaires et couplées. Cette méthode
offre plusieurs avantages :
— Aucune approximations supplémentaires ne sont nécessaires, si bien que le probleme (9.1a,b)
a le mMeme domaine de validité que les équations de Von-Karmar::h.
— Cette approche fait apparaitre clairement les modes de vibration linéaires de la structure, qui
sont facilement identifiables expérimentalement, par la mesure des fréquences jirpptes
des déformées modalés,,. Cela permet en particulier de simplifier le probleme (9.1a,b) en un
systeme a nombre fini d'équations et de vérifier ces approximations expérimentalement. C'est
ce qui a été fait aux chapitres 5 et 6 dans les cas simples de vibrations sur un seul mode.

Cas des coques Dans le cas ou la structure est courbée, les chapitres 7 et 8, et des études sur des ca-
lottes sphériques [136] montrent que des non-linéarités quadratiques apparaissent dans les eéquations.
Un traitement analogue aux développements du chapitre 4 apg@lidas équations non-linéaires de
coques donnerait un systeme analogue aux équations (9.1b), avec des termes quadratiques en plus, ce
qui s’écrit :

+oo
w(@, t) = Pu(F).qa(t), (9.2a)
a=1
+00 400
Go(t) + Wi qa(t) =€ | — Z Z Bpga ap(t) qq(t)
"~ :i 00 400 (9:20)
- Z Z Z quom dp (t) qq (t) qu (t) — 2010 4o (t) + Qa (t)
p=1qg=1u=1

La décomposition définie par I'equation (9.2a) est vafidéans le cas du gong en régime forcé,
par une expérience présentée au chapitre 2, lorsque I'excitation est proche d'une résonance axi-
symétrique et qu'il 'y a pas de combinaisons de résonarncés § 2.4.2 et I'equation (2.5), p.
37).
4ENSTA-UME, Chemin de la huniére, 91761 Palaiseau Cedex. Responsable : A. Chaigne
SLanalyse du paragraphe 2.4.2 est neanmajinalitative En particulier, les résultats de la figure 2.14 ne permettent
pas de déterminer si la geomeétrie de la déformée de la structure ne dépend pas de I'amplitude des oscillations, comme c’est

en général le cas a forte amplitude, par exemple dans le cas des plafug$ 6.3 et [6]). Si tel était le cas, I'utilisation
de modes non-linéaires serait intéressante pour depraetitativemente phénomene.
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Réduction du nombre de modes impligés

Les systemes (9.1b) ou (9.2b) comportant une irdidi€guations, il est nécessaire pour les traiter
d’étudier expérimentalement la structure en vue de dégager des comportements simples ne faisant
intervenir qu'un nombre faible de modes propres. En régime forc@ym@miquede la structure
n'est gouvernée que par les modes directement excités, et ceux en combinaison de résonances, soit
N modes propres, pourvu que le systeme ne s’éloigne pas trop de sa position au repos. Il est alors
possible de ne garder dans les systemes (9.1b) ou (9.2b) qu'un ndnkiduit d’équations. Le
traitement des problemes (9.1a,b) ou (9.2a,b) peut alors étre effectué de plusieurs manieres :

— L'approche utilisee au chapitre 5 consiste a chercher une solution approchée du probleme

(9.1a,b) par des méthodes perturbatives, dont la critique suit.

— L'avantage primordial de ces méthodes est qu’elles fournissent une solution appahée
lytiguedu probleme. Cela permet de caractériser et d’évaluer efficacement le comportement
du systeme. Un deuxieme avantage est que les solutions obtenues peuvent servir a valider
d’éventuelles méthodes de résolution numérique s’attaquant directement aux équations aux
dérivées partielles, ce qui pourrait étre intéressant dans le futur pour valider des algorithmes
de synthese sonore.

— L'utilisation de ces méthodes perturbatives va néanmoins de paire avec une réduction du do-
maine de validité. Dans le cadre des plaques, les calculsrsti@matiquementalables jus-
qu’a des amplitudes transversesle I'ordre de’? /R, ol R est le rayon de la plague (ou une
dimension transverse caractéristique dans le cas de plaggesnétrie non-circulaire). Les
validations expérimentales du chapitre 6 ont montré que la solution analytique, approchée
par la méthode des échelles multiples, était en fait valable jusqu’a des amplitudes transverses
w plus importantes, de I'ordre deg/2. Cela montre que les domaines de vaédifterminés
mathématiquement peuvent &tre trés resttjetfqu’il est donc intéressant de les valider par
des expériences

— Ces méthodes perturbatives permettent de décrirent des solutions quasi-périodiques, obte-
nues par exemple lorsque la vibration est gouvernée par une combinaison de résonances entre
trois modes propres [46A la vue des résultats expérimentaux du chapitre 2 sur le gong, ol
les vibrations de celui-ci ne paraissent étre gouvernées que par un nombre réduit de modes
propres, I'approche analytique perturbative, appliquée au cas des coques de révolution, serait
probablement riche d’enseignements pour comprendre le comportement des instruments de
percussion.

— Linconvénient majeur est que les calculs deviennent trés vite complexes. En effet, la méthode
des échelles multiples conduit au premier oradéterminer deux quantités pour chacun des
modes propre®,, : 'amplitude a,, et la phasey, de ses oscillations. Le problemeMNaos-
cillateurs non-linéaires est alors remplacé par un systeme dynamique de dinaNsion

— Pour éviter les limitations sur 'amplitude des vibrations associées aux méthodes perturbatives,
une résolution numeérique est possible, par exemple par la méthode de Runge-Kutta. Cette ap-
proche a été utilisee au chapitre§® @) pour évaluer le comportement des systemes de barres
en grande amplitude de vibrations. Cette approche devrait permettre de simuler des régimes
fortements non-linéaires et chaotiques, impossible a obtenir par les méthodes perturbatives.

Lorsque le déplacement transverse devient de I'ordre de 2 fois I'épaisseur de la plaque, on constate
que la déformée de la structure devient dépendante de I'amplitude du mouvement. Cela provient du

Scela n’est pas étonnant, car les domaines de validite dependent des puissaneebida que la discrétisation est trés
large : avee = 1072, les ordres de grandeurs possibles s@nt h/100, h eth/e = 100h. Ainsi, les ordres de grandeurs
10h eth/10, qui sont physiquement intéressants, ne sont pas prévus. Un developpement en puissgngesidait &tre
alors envisageable dans le futur.
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fait que méme si laynamiquedu systeme n’est gouvernée que parAemodes en combinaison de
résonance, il est nécessaire de considérer plus de modes (un n@mbé) si on veut @crirequan-
titativementles vibrations du systeme. Il est alors intéressant d’introduirevdetes non-laaires

ce qui n'a pas été abordé dans le présent travail. Une étude sur ce sujet est en court actuellement au
laboratoire, et des références bibliographiques sont proposées au chapdtre 2) et 6 £6.5.3).

Vers le chaos

Les chapitres 5 et 6 proposent une étadenpktedu probléme de vibration de plaques lorsque
celle-ci n'est gouvernée que par un seul mode axisymétrique, ou par deux modes propres asymétrique
dégénérés. Ce cas tres simple a I'avantage de présenter des solutions analytiques élégantes, et de
mettre en évidence un premier cas de couplage entre deux modes pbopted,, lorsque leurs
frequences sont proches I'une de l'autife £ f5). Ce modele analytique est validé par une étude
expérimentale, qui permet d'une part d’en effectuer un recalage, et d'autre part d’'en évaluer le do-
maine de validité (I'importance de ce dernier point@aé@tdquée plus haut). Le modele obtenu prédit
alors quantitativement treés précisément le comportement de la structure.

Une méme démarche peut &tre appliquée aux instruments de percussion, qui, du fait de leur
symeétrie de révolution, possedent aussi des modes asymétriques dégéhéetepftre 252.2).

Néanmoins, le cas précédent d’'une combinaison de résonances simpl@’est qu'un début
d’étude : il est en particulier impossible d’obtenir un comportement chaotique sans faire intervenir
d’autres combinaisons de résondntigpermet de présenter une demarche générale (exposée au cha-
pitre 5 pour la théorie et au chapitre 6 pour la validation expérimentale), qui peut étre appliquée a des
cas de résonances internes plus compliquées. Un travail de DEA sur une combinaison de résonance
faisant intervenir 3 modes axisymétriques, dans le cas d’'une plaque, a été menée au laboratoire de
mécanique de 'TENSTArécemment par P. Lanchantin [53]. Dans le cas des gongs et des cymbales,
les expériences du chapitre 2 et les travaux de Cyril Touzé [123, 122] montrent qu’un nombre réduit
de mode (entre 3 et 10) est probablement suffisant pour décrire les comportements quasi-périodiques
et chaotiques observés en régime érc’

Oscillations libres — oscillations for&es

Enfin, une question importante persiste : comment traiter le régime de vibrations libre des gongs
et des cymbales, qui correspond au comportement naturel de ces structures en condition de jeu ? Les
travaux de thése de Cyril Touzé [122] et les expériences sur le gong (chapitre 2) montrent qu'un
grand nombre de modes, de I'ordre de 30, sont impliqués de maniere non-négligeable dans le régime
de vibrations libre. lls sont soit directement excités par le choc initial avec la mailloche (ou la ba-
guette), soit indirectement a la suite des couplages internes résultant des non-linéarités. Le systeme
(9.1b) est alors composé d’'un grand nombre d’équations, et devient de la sorte impossible a traiter
analytiquement, et probablement difficilement résolvable numériquement, dans des temps de calcul
envisageables.

En revanche, I'etude en régime libre des systemes réduits (compditarscillateurs,N =
3,4,5...) obtenus pour les régimes forcés n’'est pascarter. Méme si celle-ci n'est pas réaliste,
elle permettrait probablement d’expliquer les mécanismes de couplage entre modes propres qui sont
observés en régime libre, et en particulier I'enrichissement spectral caractéristique des gongs et des
cymbales.

"Des comportements chaotiques ont été mis en évidences pour des valeurs particulieres des cagfficieqts ne
sont pas celles associées au cas d'une plaque circulaire [125]. De plus aucun cas de chaos n’est apparu expérimentalement,
sans que d’'autres modes que ceux en résonhnden’apparaissent.

8Cf.note 4, p. 194
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9.3 Dans le futur...

Les modeles fondés sur les systemes de barres articulées présentés dans ce travail ne comportant
gu’'un seul degré de liberté, leur domaine de description estdigith seul des modes de vibra-
tions d'une structure continue. Pour s'en approcher, il serait interessant de développer des modeles
analogues, de type treillis, comportant 2 ou 3 degrés de liberté. Malgré la relative complication des
développements mathématiques, il serait probablement possible de mieux comprendre les échanges
d’énergie entre modes propres qui sont a la source du comportement non-linéaire des instruments de
percussion.

De fagon plus anecdotique, la présence d’harmonique 2 dans les signaux de mesures obtenues au
chapitre 6, dans le cas de plaques en vibration, reste tres mystérieuse : tous les modeles théoriques
prédisent des non-linéarités cubiques dans les equations, et ainsi seule des harmoniques impaires de-
vraient étre observées. Une des causes intuitives principale est un défaut eig¢ glana plaque.

Les systemes de barres, avec une inclinaison initiale tres faible par radiEpaisseur, peuvent per-
mettre d’étudier I'influence de ce défaut, et fournissent ainsi une piste de recherche.

La démarche générale exposée aux chapitres 3-6 doit pouvoir étre étendue au cas des coques de
révolution. Pour se rapprocher de la géomeétrie particuliere des cymbales et des gongs, on peut envi-
sager d'appliquer la méthode du chapitre 3 a une coque de révolution faiblement courbé, en gardant
son profil quelconque dans les calculs. Des équations analogues aux équations de Von-Karman seront
alors obtenues, qu'il s’agira ensuite de projeter sur la base des modes pepdeeta structure, en
vue d'obtenir le systeme 9.2. Cela permettra de calculer I'expression des coefficients de cguplage
etl'y,au, €n fonction des déformées modafes ) (expressions analoguead’equation 4.64, p. 81).

Ces déformées étant difficiles & calculer analytiquement, une estimation de ces coefficients pourra étre
menée a partir de déformées modales calculées numériqguement, avec la méthode des élements finis
(EF). Il sera alors aisé d’obtenir le systeme 9.2 poimporte quelprofil de cymbale ou de gong,
associée a des conditions aux limitpselconquesEnsuite, en fonction de la valeur des fréquences
propresf, de chacun des modes (issues du calitkibu de mesures sur une structure réelle), il sera
possible d'étudier des modeles a nombre de mode propres réduits, en fonction des combinaisons de
résonances éventuelles. En particulier, les cas de régimes de vibrations observés sur le gong au cha-
pitre 2 (tableau 2.5) pourront étre envisagés théoriqguement,de faécise. Enfin, des validations
expérimentales pourront &tre menées sur des géométries simples et reproductibles comme les calottes
sphériques, ou sur des gongs et des cymbales. Un recalage de modele pourra étre envisageable, en
vue d’obtenir un modele de comportement de ces instruments.

Enfin, I'étude en régime libre des systemes (9.1b) ou (9.2b), rediNt€quations, peut s’avérer
intéressante pour comprendre les phénoménes de transfert d’énergie des fréquences graves vers les
frequences aigués mises en évidence au chapitre 2 (Fig. 2.9, p. 33). En particulier, les études de
systeme a trois oscillateurs en résonances internes, en régime forcé et dans le cas des plaques,
montrent que le transfert d’énergie n’est possible que des hautes frequences vers les basseSfrequences
[46, 53], ce qui est le comportement opposeé.

- 6(Qo——

®Plus précisément, le cas étudié dans [46, 53] est celui d’'une combinaison de résonances,du-pe = ws, avec
w1 < w2 < ws. Sile systeme est excité au voisinageudeou w-, aucun transfert d’énergie n'est possible vers les deux
autres modes. Seul le cas ou le mode de pulsation pigpest excité autorise un transfert d’énergie.
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ANNEXE l \

Etude et calibration d’un excitateur
electromagatique

Ce chapitre propose de présenter une description, a la fois théorique et expérimentale, de I'exci-
tateur électomagnétique que nous avons utilisé pour mettre en vibration le@onbdpitre 2) et la
plague circulaire Cf. chapitre 6). Une petite étude théorique du comportement magnétodynamique
de ce systéme permet de déterminer la position adéquate de I'aimant par rapport a la bobine. Ensuite,
les caractéristiques force/intensité et force/position de I'aimant, en vue de pouvoir estimer I'ampli-
tude de la force exercée sur la bobine par la mesure de l'intensité, et aussi d’évaluer les non-linéarités
introduites par le systéme bobine/aimant.

Un des principaux avantages de cette technique d’excitation est qu’elle modifie trés peu les ca-
ractéristiques mécaniques de la structure étudiée (en particulier sa masse), par rapport aux amplitudes
d’excitation générées. Cela se rapproche d'une excitation sans contact.

A.1 Description

Le systeme, utilisé pour mettre en vibration les structures minces, est représenté sur la figure A.1.
Il est constitué d’'un aimant, de géomeétrie cylindrique de révolution (épaisseur : 6 mm, diametre : 11
mm, masse : 6 g), qui est collé sur la structure au moyen de cire d'abeille. Une bobine est plac’
a proximité, si bien qu'une force proportionnelle a I'intensité qui la parcourt eéecsur I'aimant.
Une vis micrométrique, visible sur la photographie, permet d’ajuster la disthaote la bobine et
la position au repos de la structure.

A.2 Modélisation du comportement magmeto-dynamique

A.2.1 Champ magretique créé par la bobine

Le champ magnétiqueatpar un solénoide de diame®R et de longueul. se calcule a partir du
champ magnétique epar une seule spire de méme diametregmtsur la longueuf, du solénoide.
Avec les notations de la figure A.2, le champ magnétiqeé er tout point de I'axe, dans le vide,
est:

5 Hont

(cosfy — cos b))z, (A1)
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Cire d’'abeille

Bobinage Aimant

Structure

FIG. A.1 —Photographie et vue en coupe du éyst bobine - aimant. Les dimensions sont irekgu
en mm.
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61

FIG. A.2 — Champ magétiqueé crée en un poinf/ par un soéndde parcouru par un courant
d’'intensié .

ol pg = 4m.10~7 H/m est la perméabilite magnétique du videle nombre de spires,l'intensité

du courant. Le sens du champ magnétique, indiqué sur la figure A.2, dépend du sens de parcourt du
courant, et peut étre déterminé par la regle du bonhomme d’Ampere ou celle du tire-bouchon. En
exprimant les cosinus de la formule A.1 en fonction de R et L, on obtient :

B = o vl 7 (A2)
2 \VE+L?2+R* Vi?+R?

A.2.2 Force exerée sur I'aimant

M
] —t—_—

&Y

FiG. A.3 —Aimant et son moment magfigue M.

Tout aimant ponctuel, de moment magnétiquéi, placé dans un champ magnétiqﬁe est
soumis a une force :

dF = grad (dM.B). (A.3)
En toute rigueur, la force eée par la bobine sur I'aimant est donc :
F = / / / grad (dM.B) dV. (A.4)
(aimant)
Si I'aimant est de taille négligeable par rapport aux dimensions internes du solénoide, on a alors :

4 dB
F=M—% (A.5)

dx

La figure A.4 représente I'évolution dB et dedB/dz en fonction der. On remarque que la
force est maximale en module au voisinage des bords du solénoide. La position exacte de ces maxima
dépend en fait du rapport de dimensiBiL de la bobine. Pour les valeuls= 11 mm etL = 27 mm
de notre bobine, ces maxima sont situés a la verticale des borgdg/en 0 etz/L = —1.
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Champ magnétique — B [p..n.l T]
o o o o &8 o o
N w N (6] (o)) ~ o]

o
=

x/L

dB/dx [uo.n.I/L T/m]
S
(6]

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
x/L

FIG. A.4 —Champ magétique B sur I'axe du s@ndde et sa @riveedB/dz, prportionnellea la
force exerée sur I'aimant, en fonction de la position axiatede I'aimant, pour trois valeurs du
rapport rayon/longueur R/L). La valeurR/L = 11/27 = 0.41 correspond aux dimensions de la
bobine utili€e pour nos exgriences. Le bord droit de la bobine estehl = 0, le bord gauche en
z/L = —1.

Le petit modele théorique présergieécédemment n’est valable que si I'aimant est de dimensions
négligeables devant celles de la bobine, et si le bobinage ne présente qu’une couche d’enroulement.
Cela permet néanmoins de donner une idee du comportement de la bobine. En particulier, le choix de
la position moyenne de I'aimant devient claire : lorsque le milieu de celui-ci est plég verticale
du bord (sur la figure A.1, d=3 mm, soit la demi-épaisseur de I'aimant),

— le coefficient de proportionnalité force/intensité est maximum,

— la variation de la force en fonction de la positioide I'aimant est minimum.

Ce dernier point est trés important, car la position de I'aimant n’est pas fixe au cours du temps, du
fait des oscillations de la structure sur laquelle il est fixé. Par suite, le coefficient de proportionnalité
entre la force et I'intensit ddpend aussi du temps, faiblement : plus les variationg' @a fonction

dez sont faibles, plus la dépendance en temps du coefficient est minime. Il est donc prévisible que le
systeme bobine-aimant ne soit linéaire que pour des faibles valeurs de I'amplitude des oscillations de
I'aimant.
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A.3 Mesures de la force exeree sur la structure

A.3.1 Montage exg@rimental

Pot vibrant

Téte d'impédance

Bobine

Aimant

Accélération

FIG. A.5 —Sclema du dispositif exgsimental. Le pot vibrant est utiksici non alimeré, simplement
comme support de léte d'imgedance et de I'aimant. Il eéfjuivalenty un systmeélastique liaire.

La figure A.5 représente le dispositif expérimental. Les mesures de forces sont effectuées au
moyen d’une téte d'impédance (Briiel & Kjaer 8001), montée sur un pot vibrant (Brilel & Kjeer 4809)
a une extremité, avec I'aimant collé sur I'autre. Le pot vibrant n’est utilisé ici que comme support du
systeme aimant-téte d'impédance. En effet, son axe est naturellement guidé en translation rectiligne,
et sa liaison avec le bati est un systéme élastique linéaire. Une vis micrométrique permet de régler la
distancer entre I'une des extrémités de la bobine et le plan médian de I'aimant, lorsque le systeme
est au repos. En plus de délivrer une mesure de force, la téte d'impédance fournit aussi une mesure
de I'accélération. Une vérification de la linéarité du systeme est alors possible en visualisant a I'os-
cilloscope la figure de Lissajous force/accélération (position XY de I'oscilloscope, avec la force et
I'accélération sur chacune des voies).

A.3.2 Etude mécanique du systme &te d’impédance-aimant

Une petite étude de la dynamique du systeme aimant-téte d'impédance est nécessaire pour identi-
fier précisément la nature de la mesure de force délivrée par la téte. Pour cela, la figure A.6 représente
une coupe de la téte d'impédance, ce qui permet d’isoler 'ensemble mobile, constitué de I'aimant, de
la vis et du sabot de la téte d’'impédance. Le principe fondamental donne :

N=F —my (A.6)

ou F est la force exercée par la bobine sur I'aimavit;effort normal dans le matériau piézoélectrique
délivré par le capteunn et+y, respectivement la masse et I'at&ration de I'ensemble mobile. est
aussi mesuré par la téte d'impédance.

La relation (A.6) montre que la mesure de force délivrée par la téte d'impédéntest égale
a la force magnétiqué’ que si le termen~y est négligeable devari. Il faudra le vérifier lors des
mesures qui vont suivre. La pesée de I'ensemble vis-aimant donne 7.5 g. Lasmded&nsemble
mobile est donc de 'ordre de 10 g.
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Vis

Aimant | Sabot Matériau piézoélectrique

Téte d'impédance

el

N
e

Ensemble mobile

Ensemble mobile Force N

FiG. A.6 —Vue en coupe de I'exmié de la ete d'imgdance Biiel & Kjeer 8001.Equilibre de
I'ensemble mobile, soumdsla force magétiqueF’ et la réaction du corps de l&te d'img@dance,
N, qui est mesu par le capteur fizaelectrique.

A.3.3 Force en fonction de la position

La figure A.7 montre les résultats de mesure de la fofadans la téte d'impédance, et la quantité
d'accélération de I'ensemble mobilery (en traits pointilles sur la figure supérieure). On constate
gue la force est maximum & la verticale de I'extrémité de la bobine: (en0), comme prévu par le
modele du paragraphe A.2.2.

A.3.4 Force en fonction de I'intensié du courant

L'intensité est mesurée par un amperentépeuvant mesurer l'intensité efficace de courants
alternatifs de grande amplitude (jusqu’a 20 A efficace).

La figure A.9 montre I'évolution de I'amplitude efficace de la force en fonction de I'amplitude
efficace de l'intensité, pour plusieurs fréquences du signal. On constate que I'amplitude de la force
est bien proportionnelle a l'intensité, pour une frequence donnée. Eptre= 120 Hz et fo,. =
1000 Hz, le coefficient de proportionnalité parait varier assez peu :

Ko = N/I =0.175%%003 N A~L, (A.7)

Pour des frequences plus basdi#sHz par exemple), le coefficient est plus important.

La figure A.10 précise les remarques précédentes, en donnant la val§usd#’/I en fonction
de f..c. ON peut constater que les courbes sont assez chahutées, K geeune fonction de la
frequenceCette dépendance peut s’expliquer par la présence de courant de Foucault, queésont cr’
dans I'aimant par suite de ses oscillations. Ces courants sont d’autant plus importants que la frequence
des oscillations de I'aimant est importante, si bien que la puissance dissipée augmerfig.aoec
donc la puissance fournie a I'aimant diminue. Il est donc logique de trouver que la force exercée sur
I'aimant diminue aved,,.. Ces courants de Foucault sont par ailleurs dissipés par effet Joule dans
I'aimant, ce qui échauffe ce dernier. Cela est parfois génant a forte intensité, car la chaleur fait fondre
la cire qui maintient I'aimant collé sur la structure.

'de marque Ateliers EXLY, modéle Univa 100, aimablement prété par le Laboratoire de Mécanique de 'ENSTA,
Chemin de la huniére, 91761 Palaiseau Cedex.
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Téte 1492193 - I=2 A - fexc=100 Hz
1 T

o
o]
T

o
o
T

o
N
T

I
N
T

Forces: mesure N (), my (—) [N]

-15 -10 -5 0 5 10
Distance aimant/bobine x [mm]

15

Accélération y (<) [m.s_z]

O I I I I
-15 -10 -5 0 5 10

Distance aimant/bobine x [mm]

Fic. A7 — Amplitude céte-céte de la forceN et de l'ac&lération v mesuges par la &éte
d'impédance, lorsque l'inten&tdu courant dans la bobine est harmonique, égdencef.,. =
100 Hz et d’amplitude 2 A efficace. La grandehir— m-y est péci®e en trait interrompu.

Téte 1492193
0.61 T

0.605 000
O/O/ ‘O~O\O

keN

o
[e]
T
O
\

o
a1
©
a
T
O
Q@

0.59

Force [N]
°Q
g

0.585F |2 Q
0.58} / \

0.575F /

0.57 L L I L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Distance aimant/bobine x [mm]

Fic. A.8 —Détail de la figure A.7 autour de I'ex@mig de la bobine, e = 0.
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f 0[60,120,250,500,1000]
exc

0.9

0.8

Force [N]
o o
0 o

o
N
T

0.3

0.2

0o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Al

FIG. A.9 —Valeur de 'amplitude efficace de la force mé&upar la &te d'img@dance en fonction de
'amplitude efficace de I'inteng&t pour 5 valeurs de laéquence du signal.

0.21

0.2

N/I [N/A]
o
[y
[(e]

0.18

0.17

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence du signal - fexC [Hz]

FIG. A.10 —Valeur du coefficient de proportionn&ientre la force et l'intensten fonction de la
fréquence du signal.
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A.4 Conclusions

Placement de I'aimant

Le placement de I'aimant apparait tres important, a la fois dans la direction axiale et dans la
direction radiale. Le paragraphe A.3.3 précédent montre que la position radiale est adéquate lorsque
le plan médian de I'aimant se trouve a la verticale de I'extrémité de la bobine. C’est dans cette position
(d = 3 mm sur la figure A.1) que le facteur de proportionnalité force/intensité est le plus fort, et que
les non-linéarités sont minimales. Il est aussi important de positionner I'aimant au centre de la cavité
cylindrique de la bobine, car on a constaté expérimentalement que I'amplitude de la force est trés
sensible au positionnement radial.

Mesure de la force

Pour mesurer la force durant les expériences avec le gong ou la plaque circulaire, la premiere
idée a été d'utiliser la téte d'impédance, collée entre 'aimant et la structure. Cela présente deux
inconvénients majeurs :

— Lamasse de I'ensemble téte d’'impédance-aimant est de I'ordre de 30 g, ce qui, on I'a constaté,
modifie de fagon non-négligeable les caractéristiques mécaniques du gong. En particulier,
cela modifie la valeur des frequences propres de la structure, ce qui perturbe les relations de
résonances entre celles-ci.

— La masse de I'ensemble mobile de la figure A6 10 g) est suffisante pour que le terme
m-y dans I'équation (A.6) soit de I'ordre de grandeur de la mesMrepour bon nombre
des expériences sur le gong présentées au chapitre 2. En particulier, si laFfastesi-
nusoidale, une distorsion harmoniqueydapparait a forte amplitude de vibration, du fait des
non-linéaritéglans la structureOn retrouve alors une mesure Nequi présente une distorsion
harmonique, a la difference déqui est sinusoidale.

L'idee est donc d’estimer la valeur de I'amplitude de la force en mesuratg'sié du courant
dans la bobine, et en utilisant la valeur moyenne du coefficient de proportionAglit@cisée par
I'équation A.7. Cela permet simplement de donneiowire de grandeude la force imposée sur la
structure. C’est cette méthode d’estimation de la force qui a été utilisee au chapitre 6.

Evaluation des non-lirearités du systme aimant-bobine

Ces non-linéarités apparaissent lorsque I'amplitude des oscillations de I'aimant devient suffisa-
ment grande, du fait que la force magnétidﬁla’est pas une constante en fonction de la position de
I'aimant. Une idée d’expérience serait de suspendre I'aimant a un fil, et de mesurer la foremexerc’
sur celui-ci en mesurant son accélération (par exemple avec eféesmnetre). L'aimant étant sus-
pendu, on aurait directemeht= m#, sans influence d’un quelconque systeme annexe. Sa position
serait facile a évaluer par double-intégration du signal d’accélération. Le tracé de figures de Lissajous
a l'oscilloscope, entre le courant dans la bobine et I'accélération de I'aimant, donnerait visuellement
une idée de I'importance des non-linéarités.

- 6(Qo——
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ANNEXE B

Quelques analyses modale

B.1 Deéeformées modales non-identifies du gong.

Certaines déformées modales issues des mesures du chagitrd)hé correspondent pas a des
déformées issues du calcul élement finis. Elles sont précisées sur la figure B.1.

B.2 Analyses modales par la rathode desEléments Finis.

Les analyses modales par éléments finis présentées dans ce manuscript ont été effectuées au
moyen du code de calca@lAsTEM 2000 [2]. Celles présentées au chapitré2.%) sur le gong uti-
lisent la géométrie définie sur la figure 2.1, composée d’'une surface plane a bord circulaire, d’'un
tronc de cone, d’'un tore pour le rayon de racordement et d'un cylindre de révolution pour le bord.
Les élements finis sont des élémentscdgue mince avec hypése de Kirchhoff duséte (DKT).
Le matériau est élastique homogeéne et isotrope, de masse volumigu20 kg.m 3, de module
d’Young E = 120.10° Pa et de coefficient de Poisson= 0.3, choisis pour que les frequences
propres calculées correspondent au mieux a celles mesurées.
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27.3 Hz 41.0 Hz 175.8 Hz
261.7 Hz 349.6 Hz 437.5 Hz

o™

525.4 Hz

Fic. B.1 —Défornees et fequences modales &pmentales du gong ne correspondant pages
déformees modales issues du calcul @agments finis. Les pics correspondants soréatec des
“?” sur la figure 2.3, p. 27.
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ANNEXE C

Travaux virtuels dans le cas de la plaque

Ce chapitre expose le calcul des differents travaux virtuels nécéssaitemblissement des
équations de Von-Karman du chapitre 3.

C.1 Travail virtuel des efforts intérieurs

D’apres les équations 3.8, 3.33 et 3.40a, on obtient :

ét : Grad 6U = @ : grad Su+ (igrﬁd w) .grad dw—z.7 : grad grad 5w+($— 7?) .gradw (C.1)

On peut remarquer que les termes de cisaillerere travaillent pas, ce qui est une conséquence
des hypothese de Kirchhoff-Love, qui ne font pas intervenir de déformations de cisaillement. Pour
prendre en compte la géométrie particuliére de la plaque, on intégre sur I'épdiskecelle-ci, c'est

a dire :
h/2
///m:/// dz dS (C.2)
h/2
Q) (8)

Cela permet de faire apparaitre le tenseurfdeses de membrangV) : S — R et le tenseur des
moments de flexiog/) : S — R*, tous les deux symeétriques, qui sont définis it Fig. 3.3,
Eq.(3.34)) :

—h/2 —hj2
Le travail virtuel des efforts intérieurs est alors :

h/2 h/2
:/ dz, M= 2T dz. (C.3)

=

[1=3:

Wiy = —/ N : gradd_ﬁdS — // (ﬁgr&dw) :gr?a:ddw dS +/ M : gradgraddw dsS.
(S) (S) (S)
(C.49)
Onva mainteqnant intégrer par partie I'equation précédente, en vue de faire apparaitre les dépla-
cements virtuel$u et dw en facteur. On utilise pour cela la formule d'Ostrogradsky, associée aux
propriétés :

div (I9) = divL.7 + T : grad ¥

div (o) = grad o7 + «. div @
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FiG. C.1 —Vecteur tangent et normal en un point de la fréregideS

Aprés deux intégrations par partie, on obtient :

Wiy = / / {div V.60 + [div div M + div (N gradw)
(S)
— }{ {(ﬁdﬂ) T+ [(ggrgdw> T+ dfv%.ﬁ} ow — (%gr&d 6w> .ﬁ} ds,
(08)

—_

5w} s

(C.5)

ou 77 est la normale sortante au point courant de la fronti&feet s est I'abscisse curviligne sur le
borddS.

On peut encore simplifier cette derniére équation, par une intégration par partie par rapport a
I'abscisse curvilignes. En effet, soit en tout poinf de dS ¢ le vecteur tangent a la courbeiéle
vecteur normal dirigé vers I'extérieur de(fig. C.1). SoitM un tenseur d'ordre 2 et un réel. Soit
donc(s, n) les coordonnées de tout poifitde S dans la basg, 7). On a, par projection du gradient
en 2 dimension de :

- Joa - Oa
grada = —.t+ —.00
ds n
Ainsi,
- - o da =
(Mgrada) n=— (n Mf)—i—a—(n Mn)
n 22

Ou (%t) .7 est noté pa(ﬁt.gf). Par integration par partie par rapport a I'abscisse curviligmos
a:

8_04 it — ﬁ —t St
}{88) 95 (n %f) ds = f{as) Ep (n %f) . ds + [(n %f}a] o8 (C.6)

Le dernier terméf(s)]ss de I'equation précédente correspond & la variation de la fongtiehle
long de la courbéS, qui est en fait nulle, sauf si il y a des point singuliéf$s), et dans ce cas la
elle est égale aux discontinuités fles) a la traversé des points singuliers :

F@)s= > 6T ©7)

pt. singH (s)
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En résumé, on obtient :

W) = / / {div N.ou + [div div M + div (N gradw) | o} dS

(S)

[E—
——

- - - R o,
— 7{ {(ﬁdu) T+ [(ggradw> 7+ div M.t + 95 (ntgf)] (5w} ds (C.8)
(0S)

+ 7{ (ﬁt%ﬁM(%) ds+ > [(A"M.F).0w])
aS)

(

C.2 Travail virtuel des efforts extérieurs
Tout d'abord,on rappelle I'expression du déplacement virtuel de tout pbidé la plaque (Eq.3.4) :
§U = du + dw.Z — z.grgd ow

Comme pour le calcul du travail virtuel des efforts intérieurs a la plaque, on integre sur I'épadisseur
de la plaque (Cf. Eq. C.2). Lintegrale de volume de I'équation 3.40b devient alors :

Lo . hj2 . h/2
// fe0UdQ2 = //(6u + 6w.2’)/ fedz dS — // grad 6w/ 2. fe dz dS (C.9
—h/2 —h/2
() (S) / (S) /

Pour transformer l'intégrale de surface de I'equation 3.40b, onfjbtet - les densités surfa-
ciques de forces imposées respectivement sur les faces sup&iestranferieureS* de la plaque.
On obtient la somme de trois intégrales : sur les faces supérieurs et inférieute eih /2 et
z = —h/2), et sur la frontiére dé :

h)2
MN=8STUS UX et //de% / dz ds
) a8 J—h/2

Par suite,

// F..5U dS = // Ff(0u + dw.Z — ggréd sw) dS + // Fo.(0u+ 0w.Z + ggrad sw) dS
(62) (84 (S7)

. h/2 . . h/2 .
+ 7{ (0u + 6w.§)/ F, dzds — 7{ grad 6w/ z.F, dzds
oS —h)2 a8 —h)2

(C.10)

On définit maintenant des efforts extérieurs plus commodes a utiliser. Du fait des intégrations sur
I'épaisseur, et pour étre homogene avec le caractere bidimensionnel du probleme de plague mince, on
définie des efforts extérieurs dont certains sont imposés seird’autres le bordsS (fig. 3.4).

— Sur la surface neuti®, le milieu extérieur impose

— les forces surfaciques (N

h2 o
te.2+ﬁe:/ fedz+EF+ F,,
—h/2
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— les moments surfaciques (N.mén
h/2 . h N N
7?»@:/ zfedz+§<Fe+—Fe_>, et Mme.2=0;
—h/2

— Sur le bord)S, le milieu extérieur impose
— les forces linéiques (N:®)

h/2 5
T Z + N PGE
h/2
— les moments lingiques (N.m
h/2 P .
M e(PEY) et M.,.Z=0.
h/2

Le travail virtuel des efforts extérieurs s’écrit alors :

Wiey = / / (ﬁe.(s& + te.0w — 1te.grad 5w) ds + 7{ (1\7@.5& +T,.0w — M,.grad 5w) ds
(S) (0S)
(C.11)
Quelques intégrations par partie sont alors nécéssaire pour faire apparaitre les déplacements virtuels
du etdw en facteur, et, de facon analogue au calcul du travail des efforts intérieurs, on obtient :

- / / [ﬁe.(sa + (te + div 17) 5w} ds
- o 0, - - - L f0w
+ f{ {Ne.5u + [Te + %(Me.t )] ow — M,.7.6 <8_n>} ds (C.12)
(05)
S L st
— Z {Me.t.éw]
pt. singH (s) s

ou on a supposé qué, était nul sur le bord.

C.3 Travalil virtuel des quantités d’ac@&leration
La dérivee seconde du déplacement t2dk la structure est, d’apres I'equation 3.4

@ = @ + —= dw — 2. rad d’w
ez ae gt T R e

L'expression du travail virtuel des quantités d'accélération est alors :

(C.13)

Wia) = ///,0 (i+.7 - zgrad ) . (§u+ 6w — zgradow) d2  (C.14)
(@)

En intégrant par rappod I'epaisseur de la plaque, et en notant :

h/2 h/2 B3
m = / pdz = ph, I:/ ph?dz = p—,
h/2 —h/2 12

— 216 —



C.3. TRAVAIL VIRTUEL DES QUANTITES D'ACCELERATION

respectivement la masse surfacique (k§.rat le moment d'inertie surfacique (kgm?) de la
plaque, on obtient :

Wiay =m / / (ﬁ.a& + 711611)) s + 1 / / grad i.grad dw dS (C.15)
(S) (S)
ou on a utilisé le fait que
h/2
/ zdz = 0. (C.16)
—h/2

Le travail des quantités d'aeration apparait alors comme la somme d’un travail de translation
(premiere intégrale) et d'un travail de rotation (deuxiéme intégrale). On obtient alors :

Wiay = / / (it o+ (i — I div grad i) dw) dS + 7{ Igradiiidw ds|  (C.17)
(S) (88)
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ANNEXE D

Calcul des coefficients de couplage dans les
plaques

D.1 CoefficientsI',q,

Le présent paragraphe présente le calcul du coeffifigiis termes non-linéaires nécéssaires aux
développements des paragraphes 5.2 et 5.3. lIs sont définis par les formules (4.64) et (4.5) :

// (D, @4 \Ifde//q) L(®,,¥y) dS

+oo

quau:§Z ’
b=1 gb//&ds//\ybds

v \If P d
L(¢7 \I/) = ®,T7‘ ( l + ’290> + \I/,’r"f‘ ( u + 709)
r r r

(D.1)

r2

.y P Qo (Yo Vo
r r2 r r2 )’

L'utilisation des relations (4.27) et (4.34) permet d’éliminer le denominateur.

(D.2)

D.1.1 Cas des vibrations axisyratriques

On se propose ici de calculer le coefficiéhtle I'equation (5.4). Dans ce cas, chacun des modes
transverse® de I'équation (D.1) est égal au mode axisymeétrique considéré, soit :

Do (r) = Ron(r), (D.3)

si bien que les coefficients,,.,, se réduisent qu’a un seul coefficidhtLa sommation est effectuée
sur tous les modes longitudinaux:

cos [0

U yma(r, 0) ‘ = Sm(r) | Gin1g (B-4)
On obtient : )
=5 2 &im [T Im)Ti (Im) + To(im) o (im) (D-5)
I,m
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avec
Li(m) | _ Yim1 e ™ | cos 10
IQ(lm) ‘ —//L(‘I)Onaq)on) Uy dS—/O L(Ron,Ron)SlmT’d’)" ; sinl0 do (DIGa)
(8)
Ji(lm) | _ U1 ! 27 | cos 6
Dlmy |~ Qon L | Pop, Ty s = ; RonL(Rop, Sim)rdr o |sinio do (D.6b)
(8)

Du fait de la valeur des intégrales des fonctieniset cos sur [0 27| dans I'équation précédente, les
seulsZ,, et J, non nuls sont :

L (Om) —47r/ R (1) R), (r)Som(r) dr (D.7a)
7i(0m) = 2m /0 Ron () [Rl (1) S (r) + R (r)Stha] dr (D.7b)

ou R'(r) désigne la dérivée par rapportrade la fonctionR. Par conséquent, on peut remarquer
gue les seuls modes longitudinaiiximpliqués sont ceux avdc= 0, c’'est-a-dire cewa déformée
axisymeétrique. Ce résultat confirme les hypothéses de vibrations axisymeétriques conjecturées dans
[109].

En conclusion, le coefficierit peut étre calcia partir de la formule suivante, résultant d’'une
somme sur tous les mod@g,,, axisymétriques :

== Z{ Z1(0m) J1(0m) (D.8)

ou les valeurs d&; et 7; sont données par (D.7a,b). Des valeurg'dmur les trois premiers modes
axisymétrique®,,, sont précisées dans le tableau 5.1.

D.1.2 Cas des vibrations asymetriques

On se propose ici de calculer le coefficidntde I'equation (5.5b-c). Dans ce cas, les modes
transverse® de I'équation (D.1) sont les deux configurationsfgrentielles d’'un mode asymétrique,
soit :

Qppi(r,0) | cos kO
o Ry (r) <in 0 avec k #0.
On doit alors déterminer les 16 coefficients :
1 B e
Faﬁdé = _5 Z glmil Iaﬁ’y(lm)j&Bry(lm) ) O[,,B,O[,,B,’Y € {172}5 (Dg)
Lmyy
avec :
Topr(Im) = / (@kna Prnp) Uiy dS = 21 (kn, tm) L) + 2 I (kn, tm) T1Y), . (D.10a)

(S)

j&év(lm) = // @kn& L((I)kng,\plm,y) dS = -2 J1(kn,lm) (
(S)

62 + Jo(kn,im)TI?) | (D.10b)
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0 si
/2 Si

si
27 si

27
/ cos® kB cos 10dh =
0

VIi#2k et [, k¢{0,0}
l=2k et [ k¢{0,0}
k#0 et [ =0
E=1=0

o 0 si Vi#2k et [#0
/ sink@coslfdf = | —m/2si 1 =2k et I k¢ {0,0}
0 T si k#0 et [=0

27
/ cos? kfsinlfdd =0 Vk,I
0

2T
/ sin? k@sinlfdd =0 Vk,I
0

27
/ cos kfsinkf cosl0df =0 VEk,I
0

0 si [+#2k

27
/0 cos k6 sin k0 sin 10dO = x/2si 1= 2%

TaB. D.1 —Valeurs de certaines iagrales trigonoratriques

et:
1 RI 2 R nRI R2
I (kn,lm) = / :g -2 ’“Tg kn T’Z” Sim dr, (D.11)
0
! Rkn
Iy(kn,Im) = / R}, [R;m - kQ—] Sy dr, (D.12)
0 T

L R, S =~ R\ Sin+ RS,
Jy(kn,lm) = / klle[ knim 4 —_kn ””; hn 2 im +Rk"flm] dr, (D.13)
0 T r r
1 QSlm 2Rk"
Jo(kn,im) :/ Rin, [Rgn (Sl’m—l T) + S, (R;m—k . >] dr. (D.14)
0

Les Ry, (r) et Sy, (r) dans les équations ci-dessus sont définis par les équations (4.25) et (4.32). Les

facteursﬂggv(k, [) sont définis par les intégrales suivantes :
27 . .
(1) _ —sinkf| | —sinkf| |coslf
Mo (k1) = /0 cos kO ‘ "| cosk@ ||sinlf 40,
27
(2) _ cosk@| |cosk@ | |coslf
Mgy (ks D) = /0 sin k6 ‘ "Isinkf || sinlf |’
2 . .
(3) _ coskf| | —sinkf| | —sinlf
Moy (ks D) = /0 sin k6 ‘ | cosk® cos kO 0.

Les notations précédentes signifient que chaque profyitest obtenu par le produit de trois fonc-
tion sin ou cos, chacune étant prise dans une des matrices colonnes, la ligne étant déterminée par
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la valeur deq, S et~. (a« = 1 correspond au terme 21, situé dans la seconde ligne de la premiere
colonne;y = 1 correspond au terme 31, etc. . .).

Le tableau D.1 résume les valeurs des prodlits,. Les seulles valeurs non-nulles dés;,
sont alors obtenues pole= 0 oul = 2k, si bien que la sommation de I'equation (D.9) est effectuée
sur les modey,,, et ¥y, Le tableau D.2 récapitule les valeurs des quanfiigs et J.gs,, €n
fonction d’'une part dey, 3 et+y, et d’autre part de la valeur depar rapport &. Les produitd], g,
ont été remplacés par leurs valeurs, en tenant compte du tableau D.1.

Tout d’abord, on peut remarquer que les proddifs,. sy €t Zngy-Jaay SONt Nuls lorsque
«a # (3, et cela quel que soit Cela implique que :

1112 = T'i121 = ooi2 = Dog21 = o1 = o111 = gz = To122 =0 (D.15)

LesI' non nuls sont alors :

Liinn =Tooop =To+ T, g =Topn =T — T, (D.16)
[i212 = D121 = Cigo1 =Toppp =T (D.17)
avec .
+00
I'y = —7'['2 Z f&i (IQ[) — k2110> J2o (D18a)
m=1
9 +oo *
T _ J.
D= =57 by (W0 + 1) (5 - 2627) (D.18b)
m=1
Lo = Ii(kn, Om) , Jio= Ji(kn, Om) (DlSC)
I = Ii(kn, (2k)ym) ,  JF = Ji(kn, (2k)m). (D.18d)

Iy résulte d’'une somme sur tous les modes axisymétriques longitudindtixd'ahe somme sur les
modes asymétriques longitudinaux avee 2k rayons nodaux.

Pour obtenir les équations (5.5b,c), on doit d'abord déterminer les termes non-linéaires issues du
systeme (4.62). Pour chacune des équations, on a:

’equation enp: I'pp qi)’ +T'19 qg’ + Cqy qlq% + Cio q%qg (D.19)
équation enp : T'o1 ¢} +To2 g5 + Co1 165 + Coo Gigo (D.20)
ol
[y =T111, Toa=T992, i2=T9i2, 2 =TI1191, (D.21)
Ci1 =T'1212 + To112 + Ta211,  Co2 = 2121 + 1221 + 1122, (D.22)
Ci2 =Ti211 +To111 + Tir12,  Co1 = Tigoo +To192 + Taoog . (D.23)

Avec les équations (D.15-D.17), On obtient finalement la valeur du seul coefficient

[ =T9 =Ci12 =0y =0, (D.24)
[ =Ty =gy = Cyy = Cyy = Ly + ™. (D.25)
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Mode ¥ ,,,,; en cosinusy = 1)

Mode ¥;,,,5 en sinus{ = 2)

o = ,8 l Q/ {0, Zk} 1111 = 1221 = 0 Vl 1—112 = 1222 = 0
Jiin = J221 =0 Ji2 = J22 =0
=0 Ti11 =291 = —271’]{:2]1—}—271']2
Ji1r = Joo1 =Sy
[ =2k 1111:—1221:7Tk2]1+ﬂ'lg
T = —Jon = —2rk* Jy + 5 J;
a#p vl Ti91 =Zo11 =0 l # 2k T199 =T122 =10
Jio1 = Jo11 =0 Ji22 = J212 =0
| =2k Ti99 = To10 = 7'(']{3211 + 7T12)

T2 = Thgp = —2wk*Jy) + §Js

TAB. D.2 —Coefficients, s, et J.sy

a°0d B1NJI10144300 'T'd
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D.2 CoefficientsG,,

On se propose ici de calculer les coefficie@ifg, utilises aux paragraphes 5.4.1 et 5.4.2. lIs sont

définis par I'eéquations (4.60) :
/ / (®,, ®,) Ty dS

gb//qﬂds

Gy = (D.26)

D.2.1 Cas d'un mode axisymtrique

Lorsque la vibration n'est gouvernée que par le mode trans¥igyse- Ry, (r) axisymétrique,
seul ce mode intervient dans la relation (D.26), si bien que dans I'équation (5.53), a tout mode longi-
tudinal ¥, = V;,,,, (y € {1,2}) correspond le coefficient :

1, _
Gimy = =5 €um Ty (Im), (D.27)

ou Z, (Im) est défini par I'equation (D.6a). Comme seulsIg@m) (I = 0 ety = 1) sont non nuls
(Cf.§ D.1.1), les seuls coefficients a calculer sont, a la vue de I'équation (D.7a) :

G = Gomy = —2m €52 / Rl (1) Rl (r)Som(r) dr. (D.28)

D.2.2 Cas d’'un mode asyratrique

Lorsque la vibration n’est gouvernée que par une configuration préférentielle du mode transverse
Do (a € {1,2}) asymétrique, telle que :

cos kO
sin kO

(I)knl('ra 0) _
@an(ra 9) ‘ B Rkn(r)

avec k #0,

seul cette configuration intervient dans la relation (D.26). Dans I'équation (5.53), a tout mode longi-
tudinal ¥, = V;,,,, (v € {1,2}) correspond le coefficient :

1
Galm’y = _§§lr,;ll—aa7(lm)a (D.29)

0U Znay (Im) est défini par I'équation (D.10a). D’apres le tableau D.2, les sBylg(lm) non-nuls
sont ceux pour lesquels, = ¥,,,,; est en cosinus ét= 0 oul = 2k, si bien que deux familles de
coefficients sont obtenues :

1 _
Ggm = Gaom1 = _§§0rizaal(0m) = Wforﬁ (k2110 - 120) ’

1. _ -nHe
Ggm = Ga(Zk)ml = _55(2i)m aal((2k) ) %ﬂf(zi)m (kZI{( + I;) )

ou lesl; etIr (i € {1,2}) sont définis par les équations (D.18c,d).
On peut noter qué&?, = GY = GY, alors queGy,, = —G35,. = G%,.

oo
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