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Avant-Propos

Après des débuts très prometteurs (il y a plus de 20 ans), le domaine du pa-
rallélisme a connu quelques difficultés, autour des années 1990, principalement
à cause de problèmes commerciaux des constructeurs de machines. Aujourd’hui,
la technologie est maîtrisée, et l’apparition de systèmes parallèles et distribués
“domestiques” a relancé le domaine. Par exemple, le CPlant du Sandia Natio-
nal Laboratories est classé 44-ième machine du TOP 500 des superordinateurs
en novembre 1999. Il est juste composé de 592 stations Alpha sous Linux, relié
par un réseau Myrinet. Le besoin en puissance de calcul reste important dans des
domaines tels que la météorologie, la biologie ou la simulation numérique. De
nouveaux domaines devraient émerger, tels que les bases de données ou le déco-
dage du génome.

Malheureusement, la parallélisation d’une application reste un problème ardu.
Plusieurs voies sont envisageables, mais une approche universelle efficace n’é-
merge pas encore. Un des problèmes réside dans la multiplicité des niveaux dans
lesquels le problème peut être considéré : architecture, système, environnement,
langage. . .

Nous avons étudié, en collaboration avec une équipe de numériciens, la pa-
rallélisation d’une application, en océanographie, en nous focalisant sur la couche
intermédiaire (gestion et optimisation des ressources de la machine). Notre contri-
bution a consisté à proposer une nouvelle façon de gérer les ressources, d’en étu-
dier les fondements et de la valider sur cet exemple.

Nous pensons qu’il est encore illusoire à l’heure actuelle de vouloir paralléliser
une application sans l’aide de l’utilisateur qui, lui, connaît son application. En par-
ticulier, il peut aisément identifier les points de calculs critiques. Cette position est
confirmée par l’état des recherches dans le domaine de la parallélisation automa-
tique, prometteur mais encore restreint à des cas idéalisés. La difficulté principale
est dans la recherche d’algorithmes d’ordonnancement efficaces qui réalisent un
bon compromis entre l’utilisation des ressources et des communications pas trop
coûteuses. Il est connu, même sous le modèle le plus simple sans communica-
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tion, qu’ordonnancer un graphe quelconque pour qu’il s’exécute en un minimum
de temps, est NP-difficile. Il n’existe pas, de par le théorème de l’impossibilité
[22], d’algorithmes compétitifs à moins de5=4 pour les problèmes àgros grain
où le coût d’une communication est plus petit qu’un calcul [70], siP est différent
deNP . Pour le cas des grands temps de communication, les algorithmes ont des
garanties encore plus mauvaises (pas de compétitivité constante connue à ce jour).

Notre contribution principale a consisté à proposer un modèle, le modèle des
tâches malléables, pour tenir compte des communications de l’application de ma-
nière implicite, dans le problème d’ordonnancement. Cette prise en compte s’ap-
puie sur un regroupement des activités parallèles défini par le programmeur, lui-
même. Notre apport se situe tant au niveau théorique qu’au niveau pratique. Nous
proposons plusieurs algorithmes d’ordonnancement pour ce modèle et nous ana-
lysons leurs performances. Pour évaluer l’utilité de ce modèle en pratique, nous
avons également implanté une application de simulation océanique adaptative. Ce
travail pratique a requis beaucoup de temps (plus de 6 mois). Il a consisté à écrire
une maquette à partir d’un code existant écrit en Fortran 77/90 et PVM. Ce docu-
ment ne reflète que partiellement ce travail.
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La répartition des calculs et des données est l’un des problèmes majeurs
à résoudre pour réaliser d’une application parallèle efficace. Il faut déci-
der de la date et du lieu d’exécution des calculs du programme parallèle
sur l’ensemble des ressources, processeurs et mémoire, de la machine. L’ef-
ficacité de l’exécution va dépendre de ces décisions. Nous nous attachons
à résoudre ce problème, nommé dans ce mémoireproblème d’ordonnan-
cement. Nous allons montrer l’utilisation pratique d’un “modèle” proposé
récemment pour l’ordonnancement d’applications parallèles : les Tâches
Malléables [110].
Nous introduisons dans ce chapitre les différentes architectures de ma-
chines parallèles. Nous présentons ensuite les principales méthodes exis-
tantes de programmation parallèle sur ces machines. Finalement, nous mon-
trons quelques modélisations classiques de l’exécution d’une application
parallèle, en mettant l’accent sur ce qui constitue, de notre point de vue,
leurs principaux défauts.

1.1 La programmation parallèle

Bien que la puissance et la capacité mémoire des ordinateurs ne cessent de
croître, certains utilisateurs désirent toujours obtenir leurs résultats plus rapide-
ment. D’autres souhaitent aussi faire tourner des simulations de plus grande pré-
cision en conservant un temps de calcul raisonnable.

Le coût de fabrication d’un processeur toujours plus puissant croît exponen-
tiellement avec la vitesse avec laquelle il peut faire les calculs. Par contre obtenir
N processeurs ne représente qu’un coûtN fois plus grand que celui d’un seul
processeur. Le coût total de la machine parallèle (incluant le réseau d’intercon-
nexion...) restedonc du même ordre.

Le parallélisme consiste à utiliser plusieurs ressources disponibles, proces-
seurs, mémoires, disques, etc., pour qu’elles participent ensemble au calcul d’une
application. En multipliant les ressources parN , un utilisateur peut espérer :

– calculerN fois plus vite,

– calculer des problèmes occupantN fois plus d’espace mémoire.

Dans ce mémoire nous traitons le problème de la minimisation du temps
d’exécution d’une application parallèle.

Pour une introduction aux problèmes du parallélisme, le lecteur pourra se ré-
férer à [83] et [27], ou plus spécifiquement dans le cadre de l’algèbre linéaire à
[32].
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1.1.1 Les différents types de machines parallèles

Un grand nombre de constructeurs et différents types de machines parallèles
sont apparus au fil du temps. Puis, au fur et à mesure de l’augmentation des coûts
de production, ils ont disparu peu à peu. Le paysage des machines parallèles ac-
tuelles est maintenant relativement homogène, à l’exception de quelques réalisa-
tions académiques, ou des machines comme la TERRA [113], qui utilisent des
techniques originales, que nous allons évoquer, pour maintenir l’activité des uni-
tés de calculs du processeur.

Si l’on considère le paysage des machines parallèles du point de vue des classi-
fications standard qui distiguent SIMD (machine effectuant une même opération
sur plusieurs données) et MIMD (machine effectuant des opérations différentes
sur plusieurs données), on peut noter que les machines SIMD à processeurs spé-
cialisés (Cray J90, Fujitsu VPP) sont cantonnées au marché du très haut de gamme
sur des applications spécialisées de calcul vectoriel. Parallèlement, les proces-
seurs standard contiennent de plus en plus d’instructions SIMD pour accélérer
les calculs répétitifs que l’on trouve dans les algorithmes multimédias (compres-
sion/décompression d’images ou de sons, calcul d’images en trois dimensions,
etc.). Les machines MIMD, qui incluent ces processeurs aux capacités de calculs
sans cesse croissantes, deviennent, elles, de plus en plus présentes. Ces machines
sont maintenant presque toujours mises en réseaux. Il est donc facile de trouver
des réseaux de plus en plus rapides reliant des ordinateurs toujours plus puissants.

En fait, la plupart des grandes machines parallèles MIMD actuelles ne sont
plus qu’un assemblage de matériel standard que l’on trouve dans les stations de
travail (processeurs, disques, etc.) mais en les reliant avec un réseau très rapide.
Les plus grandes machines parallèles contiennent jusqu’à 10000 processeurs (cf
les différents projets ASCI aux États-Unis) et dépassent maintenant le teraflops
(1012 opérations flottantes par seconde) [31].

Les stations de travail deviennent des machines multiprocesseurs à mémoire
physiquement partagée (SMP, symmetric multi-processing). Tous les processeurs
accèdent à toutes les zones de la mémoire commune avec la même vitesse. Ces
machines avec un temps d’accès uniforme à la mémoire sont appeléesmachines
UMA (en anglais, Uniform Memory Acces). Cette mémoire commune facilite
grandement la programmation parallèle puisqu’il n’est plus nécessaire de mettre
en oeuvre des communications explicites, il suffit juste de lire ou d’écrire des
zones de mémoire partagées. Les SMP de plus grande taille actuellement sont les
Entreprise 10000 de Sun à 64 processeurs.

Suivant l’évolution du matériel standard les machines parallèles sont devenues
des réseaux de multiprocesseurs (Cray T3D/E, SGI Origin).

La dernière évolution concerne maintenant la création de machines parallèles
avec une mémoire virtuellement partagée. Pour être performant, ce partage de



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

mémoire nécessite une gestion de la mémoire par le matériel gérant les commu-
nications. On obtient alors des machines parallèles avec plusieurs processeurs sur
la carte mère. Ils partagent la même mémoire locale avec une interface réseau
permettant les lectures/écritures de la mémoire à distance (SGI Origin 2000, ré-
seau SCI de Dolphin pour des PC classiques). Contrairement à un SMP, l’accès
à la mémoire commune dépend de la localisation physique du processeur et de la
mémoire dans la machine parallèle. On parle de machines NUMA (Non Uniform
Memory Access). Mais, pour ne pas compliquer le travail du programmeur, il faut
aussi que les différents niveaux de mémoire cache des processeurs soient synchro-
nisés avec les adresses mémoire qu’ils représentent. On parle alors de machines
CC-NUMA (Cache Coherency NUMA). Si cette mémoire virtuellement partagée
facilite la programmation, les techniques algorithmiques employées pour obtenir
des applications performantes restent celles employées sur les machines à mé-
moire distribuée car les contraintes physiques sur le temps d’accès aux données
restent pratiquement les mêmes.

Il existe une exception récente et notable à ce paysage homogène, la machine
TERRA [113]. Elle utilise des processeurs spécialisés “multiflots”, qui sont ca-
pables de calculer un très grand nombre de flots d’instructions en parallèle. Les
processeurs utilisent ce très grand nombre de tâches concurrentes à exécuter pour
recouvrir les temps d’accès à la mémoire. Pour l’instant, le marché visé semble
être celui du très haut de gamme et des applications spécialisées. Cette architec-
ture innovante est encore en phase de validation expérimentale afin de prouver son
efficacité (que ce soit pour la performance pure ou la programmation).

En résumé, les machines parallèles et les réseaux d’ordinateurs sont de plus
en plus semblables. Leur architecture semble converger vers celui d’un réseau
de SMP. Coté programmation, de nouvelles facilités fournies par le matériel ap-
paraissent. La possibilité qu’un grand nombre de noeuds du réseau partagent le
même espace d’adressage est la plus importante pour la facilité de programma-
tion.

1.1.2 Les différents modèles de programmation

La programmation parallèle la plus simple consiste à avoir plusieurs flots
d’instructions (en anglais,Threads) qui s’exécutent en manipulant des données
stockées dans une mémoire commune [85, 84, 81, 18]. Elle est donc naturellement
le type de programmation le plus employé sur les machines SMP. La programma-
tion peut se faire avec des outils spécialisés comme les bibliothèques implantant la
norme POSIX [74]. Elle peut aussi utiliser des langages qui intègrent lesthreads
dans leur sémantique, comme Java [92]. La difficulté de cette programmation est
de garantir la sémantique correcte du programme en synchronisant les accès à la
mémoire entre calculs se déroulant de manière concurrente. Pour obtenir des per-
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formances, il suffit d’avoir toujours suffisamment de calculs concurrents à faire
pour occuper les différents processeurs.

La programmation d’une machine à mémoire distribuée impose plusieurs con-
traintes. Il faut exprimer explicitement quelles vont être les données transmises et
à quels moments les transmissions doivent se faire. La façon standard de program-
mer est d’utiliser une bibliothèque d’échanges de messages comme MPI [45, 46]
ou PVM [52], qui permet de s’abstraire de la réalité physique de la machine ou du
réseau, et de se concentrer sur les échanges de données. Ces outils ont permis la
mise au point d’applications parallèles efficaces sur des architectures extensibles
avec des rapports prix/performance très avantageux (actuellement jusqu’à 10000
processeurs). Ils ont sûrement beaucoup contribué à l’homogénéisation des archi-
tectures de machine. En contrepartie de la grande taille des machines, le temps de
transmission de l’information est très grand par rapport à la puissance de calcul
des processeurs. Cela induit que la programmation parallèle devient plus com-
plexe : il faut partager les données et les activités pour maintenir les processeurs
occupés, et, dans le même temps, minimiser les communications, coûteuses en
temps.

Les architectures deviennent maintenant des hybrides de ces deux modèles.
Des outils comme la bibliothèque athapascan-0 [21], ou Nexus [47] combinent les
fonctionnalités d’une bibliothèque d’échanges de message comme MPI et d’une
bibliothèque de contrôle de flots multiples comme POSIX Threads. Ce style de
programmation permet de coder efficacement des applications hautement irrégu-
lières comme les problèmes à N-Corps que l’on trouve en dynamique moléculaire
[9]. Il utilise l’asynchronisme des flots de calculs pour recouvrir les temps d’at-
tentes des communications et gagner ainsi en efficacité.

Les machines à mémoire virtuellement partagée CC-NUMA permettent une
programmation aisée, comme sur une machine SMP, et sont extensibles, comme
les machines à mémoire distribuée. Mais, pour obtenir une application efficace,
il faut résoudre les mêmes problèmes de distributions des calculs et des données
sur la machine physique que pour les machines à mémoire distribuée car les diffé-
rences d’ordre de grandeur entre puissance de calcul et temps de transmission des
données n’ont pas changé.

Certains outils tentent de paralléliser automatiquement des applications. On
trouve par exemple le langage HPF. Les compilateurs doivent détecter le paral-
lélisme disponible dans l’application et donc analyser tous les accès mémoire.
Ensuite il faut réussir à générer un code parallèle efficace. La parallélisation auto-
matique se heurte à plusieurs difficultés :

– la détection du parallélisme. Elle est souvent limitée à la détection de sché-
mas d’accès aux données simples (tableaux, avec une fonction d’accès af-
fine);
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– l’exécution efficace par rapport aux meilleurs compilateurs séquentiels qui
peuvent utiliser de très nombreuses techniques d’optimisation sur ces codes
simples. Ces techniques ne seront pas employées à la même échelle en pa-
rallèle, d’où une perte d’efficacité dans la rapidité des codes.

La parallélisation automatique est utilisée sur des codes simples pour lesquels
on ne souhaite qu’une petite accélération.

Pour faciliter la parallélisation, il est possible d’indiquer au compilateur des
directives qui vont l’aider à prendre ses décisions. OpenMP est le nouveau stan-
dard qui définit ces directives. Elles consistent simplement à indiquer où placer
les données et comment effectuer les calculs.

De nouveaux outils [17, 49] apparaissent, se plaçant à un niveau intermédiaire
entre la parallélisation explicite et la parallélisation automatique. Ces outils im-
plantent des langages qui permettent de séparer l’expression du parallélisme du
placement réel des données et des calculs sur la machine. Le programmeur fixe
les différents niveaux de découpes possibles et indique les contraintes de commu-
nication et de synchronisation nécessaires à une exécution correcte de l’applica-
tion. Au lieu de définir les communications de données, le programmeur définit les
données elles-mêmes. Ainsi l’environnement d’exécution peut garantir leur valeur
en fonction des contraintes imposées par le programmeur. Par exemple dans Cilk
[17], le programmeur pose des barrières de synchronisation. Le système va alors
garantir que les données partagées seront à jour après la barrière. En Athapascan-1
[49], le programmeur spécifie les accès en lecture et en écriture de chaque donnée
partagée. Le système peut alors garantir l’état d’une variable avant l’appel d’une
fonction qui doit la lire. Les synchronisations peuvent ainsi être gérées beaucoup
plus finement.

Une autre différence entre Athapascan-1 et Cilk concerne le fait que Cilk
est un véritable langage avec son propre compilateur tandis qu’Athapascan-1 est
une librairie C++ générique. Cilk souffre donc du même problème que les com-
pilateurs HPF, le code généré n’est pas forcément le plus efficace. À l’inverse
Athapascan-1 peut utiliser le meilleur compilateur C++ disponible pour générer
son code. Cet effet est encore accentué par le fait que, dans ces deux langages,
des portions de l’exécution peuvent s’exécuter séquentiellement afin d’éviter le
surcoût de la parallélisation. Mais, pour obtenir une application performante, ces
outils laissent au programmeur la décision du placement des données et des cal-
culs.

Avec ces environnements de haut niveau, il est plus facile de montrer que le
placement des données et l’ordonnancement des calculs sont cruciaux pour les
performances. Par exemple Doreille [34] a montré que l’on pouvait dépasser les
performances des environnements classiques d’algèbre linéaire à échange de mes-
sage comme Scalapack, sur une grappe de SMP, pour des applications non triviales
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comme une factorisation de Cholesky. Pour cela, il a utilisé un ordonnancement
approprié et une exécution asynchrone à flots multiples. Il a aussi montré que
même sur des machines d’architectures similaires (processeurs standard et réseau
rapide), le meilleur algorithme d’ordonnancement n’est pas toujours le même.

Pour toutes ces méthodes de programmation parallèle, l’ordonnancement des
calculs et le placement des données sont deux facteurs importants pour concevoir
une application parallèle efficace.

1.2 Les modèles classiques d’ordonnancement

Le comportement réel d’une application est relativement facile à prévoir en
séquentiel. On peut aisément approcher le temps d’exécution d’un programme, en
étudiant par exemple sa complexité.

En parallèle, d’infimes variations dans l’environnement d’exécution, que ce
soit sur un noeud de calcul ou sur la rapidité du réseau, peuvent changer complè-
tement le temps d’exécution d’un algorithme non déterministe sensible aux condi-
tions de course (race condition). Quelques outils de réexécution déterministes [39]
existent et peuvent faciliter le débogage des applications.

Le comportement réel d’une application est donc très souvent difficile à pré-
voir, et plus encore à optimiser. Dans une exécution séquentielle, les portions de
code où le programme passe le plus de temps, sont facilement identifiables. En
parallèle, l’optimisation du code n’est pas suffisante, il faut aussi que l’ordre des
opérations et leurs lieux d’exécution soient judicieusement choisis. Dans le cas
contraire, même si chaque opération se déroule rapidement, les processeurs de la
machine peuvent rester inactifs en attendant des données calculées sur d’autres
processeurs. Le problème de ce choix est nommé dans ce mémoire, problème
d’ordonnancement. Nous le définissons plus formellement dans la section 1.2.1.

Le temps d’exécution va donc dépendre de toutes les charges de calculs de
tous les processeurs et de la charge du réseau. En pratique, pour pouvoir conce-
voir et évaluer des algorithmes, les machines parallèles sont modélisées plus ou
moins finement. Les différences entre les modèles concernent principalement la
modélisation des communications.

1.2.1 Généralités sur les modèles

Pour modéliser l’exécution d’une application parallèle, il faut décrire l’appli-
cation et modéliser la machine qui l’exécute [27].

Une application est représentée par un graphe orientéG(V;E) [25]. Un som-
met du graphe représente un calcul local à un processeur. Ces calculs locaux sont
nomméstâches.
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Les arcs du graphe représentent les contraintes de précédence entre calculs.
Par exemple un arc peut modéliser le fait qu’une tâche attend un résultat produit
par une autre tâche.

Le graphe peut être pondéré. La pondération d’un noeud représente le coût
(nombre d’instructions, temps, etc.) du calcul associé à ce noeud. La pondération
d’un arc représente le volume de données à transmettre d’un noeud à un de ses
successeurs.

Une tâche estprêtesi tous ses prédécesseurs ont déjà été exécutés et que les
données utiles, calculées par les prédécesseurs de la tâche, ont été acheminées
dans la mémoire locale du processeur où vont avoir lieu les calculs.

Si les données sont déjà présentes localement, elles n’ont pas besoin d’être
communiquées. Le coût de transfert de données entre deux tâches exécutées par
le même processeur est donc considéré comme nul.

Si les données ne sont pas présentes localement, il va falloir les communiquer.
Une tâche ne devient prête que lorsque toutes les données en provenance de tous
ses prédécesseurs sont finalement arrivées. La date à laquelle elle devient prête
dépend donc du nombre de prédécesseurs, du volume des données à transférer et
du temps que va mettre le réseau pour effectuer chacun de ces transferts.

Les différences entre les modèles d’exécution correspondent à des différences
dans l’évaluation du coût de telles communications. Ces différences ont un impact
sur les stratégies d’ordonnancement [55].

Formellement nous définissons donc le problème du calcul d’un ordonnance-
ment� surm processeurs identiques comme suit :

Définition 1 Un ordonnancement� d’un grapheG(V;E) est une paire de fonc-
tions (Date; Proc), avecDate : V ! R+ et Proc : V ! 1; 2; :::;m qui as-
signent à chaque tâche, respectivement, sa date de début d’exécution et son pro-
cesseur d’exécution.

Nous allons aussi utiliser les notations suivantes :

Définition 2 Le temps d’exécution de la tâchei est ti, sa date de terminaison
Term(i) = Date(i) + ti. succ(i) est l’ensemble des successeurs de la tâchei.

Dans les modèles suivants, nous nous limitons au cas où chaque processeur ne
peut exécuter qu’une seule tâche à la fois, sans pouvoir la préempter. Un ordon-
nancement�, valide, respecte la propriété suivante :

8i; j 2 V; tel queProc(i) = Proc(j)

Term(i) � Date(j)

ou Term(j) � Date(i)

De plus, pour qu’un ordonnancement soit valide, il faut qu’il respecte les
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contraintes de précédences entre les tâches. Ces contraintes dépendent du modèle
de coûts des communications.

1.2.2 Modèles à coût de communications nul

Beaucoup de travaux ont été menés en négligeant l’influence des communica-
tions. Cette hypothèse est plus ou moins réaliste. Elle est justifiée pour les applica-
tions dont les coûts de calcul sont très grands devant les coûts de communication
et pour des exécutions se déroulant sur des machines parallèles à mémoire parta-
gée.

Un ordonnancement� doit respecter la contrainte suivante :

8j 2 succ(i); T erm(i) � Date(j)

.
Ordonnancer un graphe sans tenir compte des coûts de communication est

relativement facile. De très bonnes garanties de performance peuvent être obte-
nues avec des heuristiques simples, par exemple, en commençant à exécuter une
des tâches prêtes sur le premier processeur qui devient disponible. Quel que soit
l’ordre dans lequel les tâches sont placées, l’exécution dure moins de2 fois plus
longtemps que le meilleur ordonnancement [60]. Pour être précis, la garantie est
au pire de2� 1

m
, oùm est le nombre de processeurs de la machine.

En fonction du graphe de précédences, de bien meilleures approximations peu-
vent être trouvées. Par exemple, si toutes les tâches sont indépendantes, en pla-
çant la plus grosse tâche d’abord, on obtient un rapport de performance avec le
meilleur ordonnancement de4=3. L’exemple des tâches indépendantes est en fait
pleinement approximable. Pour tout�, un ordonnancement s’exécutant en moins
de1+� fois le temps du meilleur ordonnancement peut être construit en temps po-
lynômial (polynôme enn, le nombre de tâches, et1

�
). Les détails de cet algorithme

d’ordonnancement et de son analyse se trouvent par exemple dans le chapitre 1 de
[67].

Pratiquement, ce modèle est réaliste dans deux cas :

– la mémoire de la machine parallèle est physiquement partagée. Il n’y a pas
de communications car les données sont toujours “locales”;

– le coût de calcul de chaque tâche est très grand devant le coût d’une commu-
nication. Les communications n’influencent pas réellement le temps d’exé-
cution si l’algorithme est déterministe.

Un premier modèle plus général consiste à prendre comme modèle du temps
d’acheminement des données de la mémoire d’un processeur à un autre, une fonc-
tion de la taille des données.
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1.2.3 Le modèle délai

La première extension possible est de considérer un délaid constant, lors de
la transmission d’un message dans le réseau entre deux tâches situées sur des
processeurs différents [102, 24]. Ce délai est une fonction de la taille des données
à acheminer. Les processeurs peuvent calculer librement sans être “gênés” par les
communications. Il n’y a pas, dans ce modèle, de contention (embouteillage) sur
le réseau.

Un ordonnancement� doit donc respecter la contrainte de précédence sui-
vante :

8j 2 succ(i); tel queProc(i) 6= Proc(j)

Term(i) + d � Date(j)

L’ordonnancement dans ce modèle est généralement plus difficile que l’ordon-
nancement avec coût de communication nul [70]. La difficulté d’ordonnancer un
graphe de tâches dans ce modèle dépend du rapport entre le plus petit coût de
calcul d’une tâche et le plus grand coût de communications entre deux tâches.

1. Dans les problèmes dits à petit temps de communications, le coût de com-
munication est plus petit que le coût calcul. Ce sont des problèmes relati-
vement simples car ils sont proches des algorithmes sans communication
[64].

2. Dans les problèmes dits à grand temps de communication, le coût de com-
munication est plus grand que le coût calcul. Trouver une solution proche
de la solution optimale devient plus difficile dans le cas général. Il est pos-
sible de limiter le nombre de communications en dupliquant des tâches
[94, 65, 1].

Lorsqu’une application parallèle est considérée à son grain le plus fin, le coût
des communications est souvent bien supérieur à celui des quelques calculs lo-
caux.

En pratique, des algorithmes de regroupement linéaire comme DSC [54] sont
utilisés pour ordonnancer ces graphes. Ils consistent à diviser le graphe en chaînes
critiques. Une chaîne critique est un chemin dans le graphe avec des communi-
cations de coût important. Une chaîne est exécutée par le même processeur. Le
problème revient alors à distribuer ces chaînes sur les processeurs en essayant
de minimiser le coût des communications entre chaînes. Ceci peut être fait par
un algorithme de partitionnement de graphe non-orienté. Malheureusement, ces
algorithmes ont des garanties de performance qui dépendent du coût de la plus
grande chaîne de communication [71].
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En utilisant la duplication, il est possible de construire des ordonnancements
fonction de la racine carrée du plus grand rapport entre le coût d’une tâche de
calcul et celui d’une communication [100].

Approximations faites dans le modèle délai

En fait, le modèle délai néglige deux aspects importants de la modélisation des
communications d’une application parallèle :

– le surcoût d’exécution dû à la gestion des communications : Pile de proto-
cole à l’envoi et à la réception, interruptions, etc. À cela, on peut encore
ajouter les éventuelles copies de mémoires lors des communications. Dans
le modèle délai, un grand nombre de communications peuvent être faites
sans surcoût, tant qu’elles sont recouvertes par du calcul.

– la contention due aux goulots d’étranglements du réseau. Dans les algo-
rithmes par phases, tous les processeurs ont tendance à envoyer et recevoir
leurs messages en même temps. Suivant l’architecture et la performance
du réseau, cela peut entraîner un ralentissement important dans la vitesse
d’acheminement d’un message.

Ces deux aspects sont partiellement pris en compte par deux autres modèles,
logPet BSP.

1.2.4 Les modèleslogP etBSP

Ces deux modèles sont un raffinement du modèle délai pour être plus proche
du comportement matériel :logP modélise plus finement le coût d’une communi-
cation tandis que BSP est en fait un modèle de machine et d’exécution.

Le modèlelogP

Le modèlelogP [28] est une extension du modèle délai plus proche du vé-
ritable comportement d’une machine parallèle. Comme pour le modèle délai, les
paramètres de la machine parallèle sont le nombre de processeurs (leP delogP )
et le temps de transmission du message d’un processeur à l’autre (lel). Mais le
modèlelogP tient compte de deux paramètres supplémentaires : le surcoût en cal-
cul d’une communication (o) et le débit du réseau (g), borne inférieure du temps
qu’il faut attendre avant de pouvoir traiter le prochain message.

Les contraintes de précédences à respecter dans ce modèle sont plus com-
plexes. Un ordonnancement� est valide s’il est la restriction d’un ordonnance-
ment�0 valide dans le modèle délai (avecd = l) du grapheG0(V 0; E 0) construit
à partir deG(V;E) comme suit.V 0 etE 0 sont des sur-ensembles deV etE. Pour
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tout ei;j 2 E, tel queProc(i) 6= Proc(j), on ajoute les tâchesoi;j et oj;i telles
que :

toi;j = toj;i = o

oi;j 2 succ(i); oj;i 2 succ(oi;j); j 2 succ(oj;i)
De plus l’ordonnancement�0 doit respecter la contrainte :

8i; j; k; l; tel queProc(oi;j) = Proc(ok;l)

Date(oi;j) + g � Date(ok;l)

ouDate(ok;l) + g � Date(oi;j)

En pratique, sur les réseaux locaux actuels à fort débit,g n’est pas un facteur
limitant car il est plus petit queo. o dépend fortement des contraintes matérielles
et logicielles. Le protocole de communication utilisé pour une transmission in-
fluence fortement sa valeur. Si le matériel du réseau garantit, par exemple, une
transmission sans perte et sans erreur, le protocole de communication peut être
allégé. La librairie BIP [99] permet un gain notable sur la latence d’une commu-
nication dans un réseau Myrinet par rapport à l’utilisation du protocole IP sur ce
même réseau. Le même gain est obtenu pour la bibliothèque de communication
d’IBM sur les machines SP, lors de l’utilisation du réseau rapide de la machine
par un unique processus sur chaque noeud.

Le modèleBSP

Le modèle BSP [111] est à la fois un modèle de programmation et d’exécution.
Il prend à sa charge la résolution des problèmes de contention dans une applica-
tion. L’idée est de séparer les calculs et les communications. Un algorithme est
vu comme une succession de phases synchrones (un superstep) de calculs locaux
puis de communications globales (de coûtC).

Les contraintes de précédences sont ici aussi un peu plus complexes. SoitSn
l’ensemble des tâches exécutées dans le n-ième superstep.
Date(Sn) = mini2Sn Date(i) etTerm(Sn) = maxi2Sn Term(i) + C. Bien sur

8k; n; Term(Sn) � Date(Sk) ouTerm(Sk) � Date(Sn)

Les contraintes de précédences sont alors les suivantes :

8i 2 Sn; j 2 Sk et j 2 succ(i);
T erm(j) + C � Term(Sn) etn = k etProc(i) = Proc(j)

ouTerm(Sn) � Date(j) etn < k
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Cette séparation permet d’implanter des algorithmes de communications tirant
efficacement parti du réseau [58]. Ces algorithmes sont capables de gérer effica-
cement la contention en découpant les messages en paquets et en les acheminant
par plusieurs chemins en même temps. Il existe d’autres modèles proches de BSP,
comme CGM [19].

Ordonnancement dans les modèleslogP etBSP

Quelques travaux existent sur l’ordonnancement dans ces modèles, par exem-
ple [82] pour logP ou [56] pour BSP. Néanmoins il est difficile d’obtenir des
ordonnancements avec une bonne garantie de performance.

PourlogP , l’ajout du paramètreo pose un nouveau problème. Comme dans le
modèle délai, on essaie de recouvrir les temps de communications par du calcul,
mais il faut en plus minimiser le nombre de communications, ce qui est bien sur
antagoniste des problèmes d’équilibrage de la charge de calcul. De plus les pro-
blèmes à grand temps de communication ne sont pas plus faciles à résoudre dans
logP car le modèle délai n’est qu’une restriction de logP au cas ouo etg sont nuls.

L’ordonnancement dans le modèleBSP consiste à découper l’application en
phases de calculs locaux et de communications globales. Si l’application n’est pas
“naturellement” équilibrée, les phases de communications doivent être multipliées
pour distribuer la charge. Ces étapes de communications sont synchrones, et donc
les processeurs ne travaillent pas pendant cette phase. Le plus mauvais ordonnan-
cement ajoute une phase de communication synchrone pour chaque communica-
tion dans le graphe. Cette contrainte de partition et de communication synchrone
rend le problème d’ordonnancement plus difficile que le modèle délai. Pour citer
un exemple, le problème de l’allocation de chaînes de tâches UET est résolu dans
le modèle délai en temps linéaire sur processeurs identiques, mais est NP-Difficile
au sens fort dans BSP [57].

Formellement, si l’on considère que le temps d’une communication délai est
égal à celui d’une communication BSP globale, on peut transformer tout ordon-
nancement dans le modèle BSP vers le modèle délai sans allonger sa durée d’exé-
cution. Par contre, transformer un ordonnancement dans le modèle délai en un or-
donnancement dans le modèle BSP peut introduire des temps d’attentes égaux au
coût de synchronisation de chaque communication, donc un surcoût qui peut être
proportionnel au nombre de communications. L’ordonnancement optimal dans
BSP s’obtient en minimisant le nombre de phases de communication et en équi-
librant le travail. Ce problème se réduit à 3-DM (3 Dimensional Matching, pro-
blème NP-Difficile au sens fort) pour des graphes simples (chaînes UET) [57].
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1.2.5 Conclusion partielle

Les graphes de tâches représentant une application sont difficiles à générer et
difficiles à manipuler de part leurs grandes tailles.

L’ordonnancement de graphe est difficile à réaliser efficacement avec des ga-
ranties qui ne soient pas fonction du nombre et du coût des communications,
même dans un modèle aussi simple que le modèle délai.

Si l’on utilise un modèle de communication plus proche de la machine mais
plus complexe, comme logP ou BSP, l’ordonnancement devient alors encore plus
difficile.

Il paraît donc difficile d’appréhender le problème de l’ordonnancement avec
communications de façon efficace et réaliste à la fois. La plupart des utilisateurs
des machines parallèles connaissent, en général, suffisamment bien leur applica-
tion pour guider les premiers choix de parallélisation. Cette méthode empirique
a permis l’émergence de nombreux travaux implantant efficacement des applica-
tions parallèles. Nous proposons dans ce mémoire une autre méthode d’ordon-
nancement, où les communications ne sont pas négligées mais ne sont prises en
compte que de manière implicite. Plutôt que d’exprimer explicitement les com-
munications, l’utilisateur doit guider l’analyse à partir des connaissances qu’il a
de son code et exprimer le regroupement logique de calculs qui doivent s’exécuter
ensemble sur la machine. Nous allons utiliser une mesure de la performance de
l’exécution de chacun de ces groupes (tâches malléables) en fonction du nombre
de processeurs qui l’exécute. Cette mesure va nous permettre d’effectuer un or-
donnancement des groupes sans avoir à tenir compte explicitement des communi-
cations. Ce que nous discutons dans le chapitre suivant.
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Un des objectifs de ce travail de thèse est de promouvoir le modèle des
tâches malléables en montrant qu’il permet d’ordonnancer efficacement de
véritables applications parallèles. Dans ce chapitre, le modèle des tâches
malléables est présenté et comparé qualitativement aux modèles classiques
présentés dans le chapitre précédent. Nous proposons dans les chapitres
suivants plusieurs algorithmes pour ordonnancer des tâches malléables in-
dépendantes (cf chap. 3) ou en présence de relations de précédence (cf chap.
4) Nous montrons aussi comment utiliser ce modèle pour appréhender l’im-
plantation d’une véritable application. Nous traitons l’exemple d’une simu-
lation adaptative de courant océanique qui est détaillé au chapitre 5.
Dans un deuxième temps, nous abordons quelques aspects généraux de
l’ordonnancement de Tâches Malléables. Nous rappelons certains résul-
tats déjà acquis en ce qui concerne la complexité du problème général de
l’ordonnancement de tâches malléables. Le modèle des tâches malléables
est apparenté aux tâches multiprocesseurs et aux tâches divisibles. Les ré-
sultats de ces deux modèles peuvent être transposés dans le cas des tâches
malléables. Nous étudions le passage d’une solution obtenue dans le mo-
dèle des tâches divisibles, où la ressource-processeur est continue, à une
solution malléable. Nous présentons un algorithme de transformation qui
permet d’obtenir une garantie constante de performance par rapport à la
solution malléable optimale.

2.1 Présentation du modèle

Depuis les années 1980, de nombreux travaux ont été réalisés afin de conce-
voir, pour de véritables applications, des codes parallèles efficaces. Nous avons
précédemment montré que l’un des problèmes majeurs dans la conception d’une
application parallèle efficace est le choix, pour chaque calcul, du lieu et de la date
de son exécution. Il faut donc résoudre ce qui est appelé usuellement unproblème
d’ordonnancement.

L’implantation d’une application est fondée sur une étude algorithmique. Cette
étape dans la conception d’une application parallèle prend souvent en compte le
problème d’ordonnancement.

Le choix du lieu d’exécution d’un calcul impose la présence en ce lieu de l’en-
semble des données nécessaires à ce calcul. Ces données, si elles ne sont pas pré-
sentes localement, devront donc être acheminées à travers le réseau. Une commu-
nication sur un réseau est une opération lente à l’échelle d’un ordinateur : l’échelle
de temps utilisée pour les calculs est maintenant de l’ordre de quelques nanose-
condes (10�9s). Le PowerPC G4 fournit une performance réelle d’un Gigaflops (1
milliard d’opérations flottantes par seconde). Si le débit des réseaux augmente lui
aussi de façon impressionnante, le temps de transmission minimum (la latence) ne
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diminue pas aussi vite. Une communication sur les meilleurs réseaux prendra au
moins quelques microsecondes. Par exemple, il faut13:10�6s à un réseau Myrinet
pour acheminer une donnée à travers le réseau. Le rapport entre le temps pour
effectuer un calcul et le temps de faire une communication est donc de10000. Si
les données sont acheminées par un réseau “standard” (Ethernet 100), les écarts
dans les ordres de grandeur sont encore plus importants.

L’ordonnancement consiste à distribuer équitablement le travail pour que les
ressources de calcul de la machine parallèle soient toujours occupées. Le nombre
et le volume de communications induites par cette distribution pour maintenir la
cohérence des calculs ne doivent pas être trop importants afin de ne pas pénaliser
les performances. L’ordonnancement essaie aussi de minimiser les problèmes de
synchronisation. Un calcul sur un processeur ne peut commencer que lorsque les
données sont localement disponibles en mémoire. Des temps d’attente peuvent
apparaître si un processeur est inoccupé jusqu’à l’arrivée d’une communication
avec des données.

Ces fluctuations dans le matériel ou dans la taille des problèmes traités ont
une influence sur la performance. Elles influent aussi sur la qualité pour un sup-
port donné des différents ordonnancements possibles. Même en se restreignant à
la même classe de machines, un ordonnancement peut être à la fois meilleur qu’un
autre sur une machine particulière et moins bon sur une autre. Choisir l’ordonnan-
cement au moment de la conception de l’application n’est donc pas forcément
une approche efficace. Lorsque l’on sépare l’algorithme de son ordonnancement,
il est alors possible d’adapter cet ordonnancement afin qu’il tienne compte de la
réalité physique de la machine parallèle qui exécute l’application. La séparation
entre l’ordonnancement et l’algorithme permet de tester différents algorithmes
pour choisir le plus efficace.

Cette séparation entre l’algorithme et l’ordonnancement peut être faite lors
de l’écriture de l’application par l’utilisation d’outils de programmation de haut
niveau comme Cilk [17], Jade [103], NESL [16], Athapascan-1 [49].

Le modèle des tâches malléables est une façon de séparer la programmation
de l’application de l’ordonnancement final de cette application. Il ne contraint
pas le choix de l’outil de programmation parallèle, mais guide la conception de
l’implantation.

Il existe une très large littérature considérant le problème de l’ordonnancement
des tâches d’un programme parallèle (pour ne citer que les ouvrages généraux ou
articles de synthèse : [23, 67, 35]). L’éventail des travaux réalisés va des travaux
théoriques sur des modèles abstraits, aux outils pratiques comme les implantations
d’applications sur la plupart des plateformes d’exécution parallèle ou distribuée.

Dans le cadre de cette thèse, nous ne nous intéressons qu’à la minimisation du
temps d’exécution de l’ordonnancement (lemakespan), c’est-à-dire la plus grande
date de terminaison d’une tâche du graphe. D’autres critères peuvent être utilisés
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comme la date moyenne de terminaison des tâches.
Parmi les diverses approches possibles pour résoudre le problème d’ordonnan-

cement, la plus commune est de considérer le programme à son grain le plus fin et
d’appliquer un algorithme de regroupement (en anglaisclustering) pour essayer
de diminuer le surcoût dû aux communications [54]. Le principal inconvénient de
cette approche est que les communications sont prises en compte explicitement.
Cela entraîne deux problèmes évoqués au chapitre précédent :

– Les communications sont souvent exprimées à l’aide d’un modèle simplifié
de l’architecture sous-jacente. Cette modélisation ne correspond pas forcé-
ment au comportement asynchrone et non-déterministe des communications
de l’application.

– La gestion des communications rend le problème d’ordonnancement sou-
vent plus difficile à résoudre [70], y compris pour des modèles simples
comme le modèledélai.

Un nouveau modèle d’exécution a récemment été proposé : lesystème de
tâches parallèles[36] (en anglais,parallel task system) dont lemodèle des tâches
malléables[110] est issu.

Une tâche malléable est le regroupement d’un ensemble de tâches séquen-
tielles exécutées en parallèle par un nombre de processeurs choisi par la stratégie
d’ordonnancement. Le modèle des tâches malléables s’apparente à deux autres
modèles de tâches exécutées par plusieurs processeurs : le modèle des tâches mul-
tiprocesseurs [50] et le modèle des tâches divisibles [107, 14]. Les trois modèles
diffèrent dans la liberté de choix du nombre de processeurs qui vont exécuter une
tâche.

Dans le modèle des tâches multiprocesseurs, ce nombre est un entier naturel
fixé entre1 et m, oùm désigne le nombre total de processeurs de la machine.
Dans le modèle des tâches divisibles, l’ordonnancement détermine un nombre réel
entre0, exclu, etm, définissant la “quantité” de processeurs alloués. Le nombre
de processeurs exécutant une tâche malléable est un compromis entre ces deux
modèles : c’est un entier, choisi par la politique d’ordonnancement entre1 etm.

2.1.1 Motivation

Une application parallèle est traditionnellement modélisée par un graphe pon-
déré. Les sommets représentent les tâches, les arcs, les contraintes de dépendance
ou de précédence [25]. Le poids des sommets et des arcs représente respecti-
vement les coûts de calcul et de communication. Cette modélisation est parfois
étendue. Par exemple, un graphe de flot de données est un graphe biparti où des
sommets supplémentaires s’ajoutent à ceux des tâches de calculs, pour modéliser
plus finement les données échangées.
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En pratique, le graphe est difficile à manipuler explicitement dans son entier
à cause de sa grande taille. Par exemple, une simple multiplication de matrices
1000x1000 représente déjà un million de multiplications et d’additions. Quelques
approches existent pour réduire cette taille, comme l’utilisation d’une représenta-
tion paramétrisée [26].

Pour la plupart des problèmes, l’ordonnancement avec délai de communica-
tion non nul est reconnu généralement pour être plus difficile que l’ordonnance-
ment du même problème où ce délai est négligé [70]. C’est-à-dire que les garan-
ties de performances sont plus mauvaises, ou que la même garantie est obtenue au
prix d’une complexité accrue. Cette différence est accentuée lors de l’utilisation
de modèle de communication plus fin que le modèle délai comme LogP [28].

D’un coté, pour que tous les processeurs soient occupés tout le temps, il faut
distribuer la charge de calcul et donc distribuer les données entre les processeurs.
De l’autre, la gestion de ces données distribuées en parallèle demande des commu-
nications et des synchronisations (attentes). Augmenter la distribution augmente
donc le volume de communications. La production d’un ordonnancement efficace
implique la résolution de problèmes d’optimisation difficiles afin de trouver un
compromis entre ces deux aspects.

Il est difficile de prévoir l’efficacité de l’exécution parallèle d’un ensemble
de tâches. De ce fait, l’impact du surcoût de parallélisation est généralement né-
gligé dans les ordonnancements. Mais si le comportement de l’exécution parallèle
d’un ensemble de tâches séquentielles communicantes est difficile à prévoir, en
revanche, il est souvent aisément mesurable. En particulier, lorsque le déroule-
ment de l’exécution des tâches (algorithme et ordonnancement) est déterministe.
L’exécution d’un grand nombre d’applications parallèles dépend des données en
entrée. Par contre, ces applications sont souvent formées de différentes parties dé-
terministes. Par exemple, les schémas de calculs itératifs convergent souvent au
bout d’un nombre d’itérations rarement prédictible, mais chacune de ces itérations
est composée des mêmes opérations. Le comportement moyen global de chaque
sous-ensemble de tâches composant l’application peut être mesuré en fonction du
nombre de processeurs l’exécutant, et de son ordonnancement interne.

L’utilisateur ou l’environnement fournissent le graphe de tâches malléables
avec les informations sur l’efficacité de l’exécution des tâches. Le modèle des tâ-
ches malléables utilise ces informations, facilement accessible, pour essayer de
«mieux» ordonnancer l’application parallèle. Les décisions d’ordonnancement
d’une application se fondent alors sur les performances réelles en exécution de
parties de l’application plutôt que sur un modèle négligeant les communications.

Le modèle des tâches malléables est décrit formellement dans la section 2.2.
Intuitivement c’est un moyen de concevoir une application parallèle efficace pour
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plusieurs raisons :

– Il permet de refléter la structure logique de beaucoup d’applications, comme
par exemple la décomposition de domaines, ou d’autres méthodes hiérar-
chiques. Ces applications sont la composition de plusieurs opérateurs paral-
lèles comme par exemple des opérateurs de résolution de systèmes linéaires.
Ces opérateurs sont connus du programmeur de l’application. L’ordonnan-
cement d’un de ces opérateurs est souvent assez direct, de même que la
répartition des données. Le modèle des tâches malléables manipule l’appli-
cation à son grain “naturel”.

– Les tâches malléables simplifient l’expression du problème car l’utilisateur
n’a plus à manipuler explicitement les communications lors du calcul de
l’ordonnancement. Par contre l’utilisateur doit fournir des outils génériques
capables de mettre en place les communications nécessaires au bon dérou-
lement de l’algorithme.

– Le même formalisme peut être employé à plusieurs niveaux de granularité.

– Le modèle peut être enrichi pour tenir compte des possibilités dépendant de
l’architecture ou des capacités du système parallèle comme l’hétérogénéité
des processeurs ou du réseau.

– Les tâches malléables reflètent aussi la hiérarchie à deux niveaux d’ordon-
nancement des applications parallèles apparaissant sur les nouvelles archi-
tectures. Ces nouvelles architectures sont les grappes (réseaux de machines
à mémoire partagée). Le parallélisme se situe à deux niveaux : le parallé-
lisme local, en mémoire partagée, avec différents flots d’exécution (threads)
dont l’ordonnancement est sous le contrôle du système et le parallélisme
en mémoire distribuée qui utilise, par exemple, une bibliothèque de com-
munication comme MPI [45]. Des outils sont maintenant disponibles pour
faciliter la programmation de telles applications [91, 47, 21].

Une tâche malléable est un objet de plus gros grain qu’une tâche séquentielle
classique puisqu’elle est le regroupement de plusieurs tâches séquentielles. Ce
grain plus gros nous permet de négliger plus facilement le coût des communi-
cations entre deux tâches malléables. Le problème de l’ordonnancement à grand
temps de communication est relativement difficile (il n’y a pas d’approximation
connu) [1]. De plus, le graphe malléable est plus petit que le graphe entier et donc
il est plus facilement manipulable. Il est à noter que, même si une tâche malléable
définit un groupe de tâches séquentielles ordonnancées ensemble, cela n’impose
pas d’autres contraintes sur l’ordonnancement interne à la tâche malléable. Il peut
être fait au mieux, en essayant par exemple de recouvrir les communications entre
tâches malléables par du calcul.

Le modèle des tâches malléables tient compte des communications, mais seu-
lement de manière implicite, en utilisant un critère simple de mesure de la per-
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formance de l’exécution d’une tâche malléable. Ce paramètre est nommé facteur
d’inefficacité dans le reste de ce document et est présenté dans la section 2.3.

2.2 Définition formelle

Soit G(V;E), un graphe orienté oùV représente l’ensemble de tâches mal-
léables de l’application etE représente l’ensemble des contraintes de précédence
entre les tâches. Soitm, le nombre de processeurs de la machine cible.

Nous définissons le problème du calcul d’un ordonnancement malléable� sur
m processeurs identiques comme :

Définition 3 Un ordonnancement malléable� d’un grapheG(V;E) est une paire
de fonctions(Date;Alloc), avecDate : V ! R+ et Alloc : V ! 1; 2; :::;m
qui assignent à chaque tâche, respectivement, sa date de début d’exécution et le
nombre de processeurs qui l’exécute.

Le temps requis pour exécuter une tâchei sur q = Alloc(i) processeurs, est
notéti;q. La date de terminaison de l’exécution d’une tâche est doncTerm(i) =
Date(i) + ti;q.

Définition 4 Le temps requis pour exécuter une tâchei sur q = Alloc(i) proces-
seurs, estti;q. Le travail d’une tâche surq processeurs estWi;q = q ti;q

Un ordonnancement� = (Date;Alloc) est valide s’il respecte les contraintes
suivantes :

8j 2 succ(i); T erm(i) � Date(j)

8j 2 V;P
8i;

Date(i)�Date(j)

Term(i)>Date(j)

Alloc(i) � m

L’ordonnancement doit donc respecter les contraintes de précédence et au plusm
processeurs sont impliqués dans les calculs des tâches à un instant donné.

Définition 5 Le temps d’exécution! d’un ordonnancement� est la plus grande
date de terminaison,

! = max
i2V

Term(i)

Dans ce mémoire nous traitons de la minimisation de!, le makespan(Cmax).
Nous cherchons un ordonnancement valide de temps d’exécution!� minimum.
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2.3 Le facteur d’inefficacité

Nous proposons de tenir compte implicitement du surcoût dû aux communi-
cations et aux synchronisations à l’intérieur d’une tâche malléable par lefacteur
d’inefficacité. Il est à rapprocher d’autres mesures de l’efficacité d’une applica-
tion parallèle, comme les fonctions d’iso-efficacité de Kumar, Grama, Karypis et
Gupta [83]

Dans un monde idéal, un système parallèle avecm processeurs devrait être ca-
pable de terminer l’exécution d’une applicationm fois plus vite qu’une machine
avec un seul processeur. Dans la réalité, un système àm processeurs ne permet
pas une telle accélération car les communications entre processeurs sont beau-
coup plus lentes que les calculs, en particulier sur toutes les machines à mémoire
physiquement distribuée.

Le temps d’exécution d’une tâche malléable surm processeurs est donc sou-
vent plus grand que le temps d’exécution de la tâche malléable sur 1 processeur,
divisé parm. Le rapport entre l’accélération obtenue et l’accélération idéale théo-
rique dépend principalement du nombrem de processeurs et de la tailleN des
données à traiter. Ce rapport est le facteur d’inefficacité que nous utilisons. Il sera
noté�(m;N). L’idée est de prendre en compte grossièrement (implicitement) le
surcoût de la gestion du parallélisme à l’intérieur d’une tâchei.

Nous rappelons que nous notonsti;q le temps nécessaire au calcul d’une tâche
i surq processeurs.

Définition 6 Le facteur d’inefficacité�i;q de la tâchei sur q processeurs est :

�i;q =
q ti;q
ti;1

(2.1)

Généralement le facteur d’inefficacité augmente avec le nombre de proces-
seurs et diminue lorsque la taille des données augmente. Ce n’est pas toujours le
cas, comme nous le verrons dans la section suivante. Une interprétation géomé-
trique du problème est une façon pratique d’aborder l’ordonnancement des tâches
malléables et de mieux en appréhender leurs comportements.

2.3.1 Interprétation géométrique

Une tâche multiprocesseurs, et donc une tâche malléable peut être représentée
géométriquement par un rectangle. La longueur d’un des cotés du rectangle cor-
respond au nombre de processeurs utilisés. L’autre dimension du rectangle corres-
pond au temps d’exécution de la tâche. Un ordonnancement consiste à placer un
ensemble de rectangles dans une boîte en respectant les contraintes de précédence.
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La boîte de rangement est limitée dans une des dimensions par le nombre total de
processeurs disponibles, le temps d’exécution de l’ordonnancement étant l’autre
dimension. Le but est de minimiser la taille, en temps, de la boîte.

Ordonnancement du
graphe

Temps

Processeurs

Graphe de Tâches
Malléables

FIG. 2.1 –Représentation de l’ordonnancement d’un graphe de tâches malléables

La représentation de l’ordonnancement d’un graphe de tâches malléables est
donnée en exemple dans la figure 2.1.

Ce type de représentation nécessite une hypothèse decontinuité. C’est-à-dire
que les rectangles sont placés sur un ensemble de processeurs adjacent. Cette hy-
pothèse peut parfois être levée sans pénalité. Il suffit que les coûts de communica-
tions, entre deux processeurs quelconques du réseau, soient toujours les mêmes.
C’est souvent le cas lorsque les noeuds du réseau sont des monoprocesseurs (que
ce soit pour les réseaux de stations de travail ou les machines parallèles). Lorsque
la machine est homogène, c’est surtout la façon de faire les regroupements des
calculs et données qui est déterminante. La distribution de ces groupes sur les
noeuds de la machine n’a que peu d’influence.

Pour les noeuds multiprocesseurs, il y a deux niveaux de communications
(locale et distante). Dans un réseau hétérogène, le comportement de l’exécution
d’une tâche malléable devient plus complexe. Cette complexité se retrouve alors
dans la fonction d’inefficacité qui doit tenir compte de cette hétérogénéité.

Plus le nombre de processeurs exécutant une application est grand, plus le
nombre, et souvent le volume, de communications gérant la cohérence des don-
nées distribuées, augmentent. Le même phénomène s’applique aussi aux tâches
malléables. Chaque partie d’une tâche malléable doit donc exécuter plus de tra-
vail.

Propriété 1 �i;q est une fonction croissante deq.
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Si une tâche s’exécute sur 1 seul processeur en un tempsti;1 = T (cf Fig. 2.2),
elle ne s’exécute pas en un temps plus petit queT=2 sur deux processeurs (cf Fig.
2.2), mais en un tempsti;2 = �i;2 T=2 (cf Fig. 2.2). Sur 4 processeurs, le temps
d’exécution devientti;4 = �i;4 T=4. Géométriquement si�i;2 < �i;4, cela signifie
que la surface du surcoût est plus grande dans une exécution sur 4 processeurs que
sur 2.

i, 1

i, 3

i, 2t

t

ti, 4
Processeurs

Temps

T

4

T

3

T

2

T = t

FIG. 2.2 –Influence du facteur d’inefficacité sur le temps d’exécution d’une tâche

Compte tenu du comportement typique d’une application parallèle, la forme
générale du facteur d’inefficacité�i;q peut être décomposée, en fonction du nom-
breq de processeurs utilisés, en trois intervalles consécutifs, fonctions du nombre
de processeurs (cf fig. 2.3).

1. Le premier intervalle (I) correspond au surcoût de la mise en place du pa-
rallélisme : par rapport à un programme séquentiel, le programme paral-
lèle doit initialiser les bibliothèques de communications et mettre en place
la gestion distribuée des données et des calculs. En plus de ces aspects
constants de l’inefficacité, il faut ajouter les aspects dépendants du décou-
page : volume et nombre de communication.
Typiquement, cet intervalle correspond au passage de l’exécution de la tâ-
che malléable de1 à 2 processeurs.

2. Le second intervalle (II) de processeurs correspond aux régions où l’ajout
d’un processeur se fait à faible coût car les mécanismes nécessaires à la
parallélisation sont déjà en place. L’augmentation du travail nécessaire est
proportionnelle au nombre de processeurs. Le facteur d’inefficacité est alors
quasiment linéaire. En effet, chaque ajout d’un processeur introduit de nou-
veaux calculs (distribution et nouvelles communications). Le seul facteur
diminuant, est le volume des communications. Mais, il n’est pas, souvent,
le facteur limitant.

3. Le dernier intervalle (III) apparaît lorsque les calculs distribués ne sont plus
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suffisants pour maintenir efficacement les processeurs occupés. Les proces-
seurs passent leur temps à s’attendre mutuellement. Le facteur d’ineffica-
cité croît alors de façon importante. Cette dégradation de la performance
s’accroît. Après l’ajout d’un certain nombre de processeurs, l’ajout d’un
processeur augmente le temps, au lieu de le réduire.

y=x

(1,1)

(0,0)

III III

q

µi,q

FIG. 2.3 –Facteur d’inefficacité typique

Un certain nombre d’hypothèses qualitatives peuvent être faites sur le fac-
teur d’inefficacité. En fonction de ces hypothèses, différentes approximations du
problème d’ordonnancement peuvent être obtenues.

2.3.2 Hypothèses sur le facteur d’inefficacité

Un certain nombre d’hypothèses sur le facteur d’inefficacité� peuvent être
faites en fonction de l’application parallèle modélisée. Ces hypothèses vont per-
mettre d’obtenir de bonnes garanties de performance de l’ordonnancement du
graphe de tâches malléables.

Une première hypothèse, concerne l’augmentation du travail réalisé par une
tâche malléable si l’on augmente le nombre de processeurs l’exécutant.

Hypothèse 1� est une fonction croissante du nombre de processeurs exécutant
la tâche malléable :

@�i;q
@q

� 0

Cette hypothèse permet de pouvoir plus facilement borner le travail à accom-
plir par une tâche malléable. Pour minimiser le travail, il suffit de minimiser le
nombre de processeurs exécutant les tâches malléables.

Pour des raisons pratiques ou théoriques, cette hypothèse n’est pas toujours
vérifiée. Les effets de cache peuvent provoquer des accélérations super-linéaires
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si l’ajout d’un processeur à la découpe du problème permet à chacun de ces mor-
ceaux de tenir dans le cache mémoire. L’ordonnancement interne d’une tâche mal-
léable n’est pas forcément toujours proche de la valeur du travail divisée par le
nombre de processeurs. Observons l’ordonnancement d’une tâche malléable com-
posée de trois tâches séquentielles indépendantes de mêmes duréesT . L’exécution
de cette tâche malléable va terminer en2 T sur deux processeurs et enT , sur 3 (cf
fig. 2.4). Le facteur d’inefficacité passe alors de4

3
à 1.

Processeurs

Temps

3T

Processeurs

Temps

2T

Processeurs

Temps

T

FIG. 2.4 –Passage de l’exécution d’une tâche malléable de 1 à 2 puis 3 proces-
seurs où l’hypothèse 1 est fausse

Le but du parallélisme est de permettre l’exécution plus rapide de l’appli-
cation. Le temps d’exécution d’une tâche malléable peut être décroissant si le
nombre de processeurs augmente. Du point de vue du travail, il augmente donc
moins vite que l’ajout de processeurs. Cela se traduit pour le facteur d’inefficacité
par l’hypothèse suivante :
Hypothèse 2� est une fonction du nombre de processeurs exécutant la tâche
malléable, de pente inférieure ou égale à1

q
�q :

@�i;q+

@q
� 1

q
�q

Cette hypothèse est souvent vérifiée, mais jusqu’à une certaine valeur limite
du nombre de processeurs. Au-delà de cette valeur limite, le nombre de calculs à
réaliser pour chacun des processeurs devient petit devant le coût des communica-
tions. L’ajout d’un processeur à l’allocation augmente le temps d’exécution de la
tâche malléable.

Cette hypothèse permet de concevoir des algorithmes pour lesquels l’ajout
de processeurs à une allocation ne va pas augmenter le temps d’exécution. Cela
permet de borner le travail qu’une tâche malléable réalise.

La combinaison de ces deux hypothèses indique que le temps d’exécution
d’une tâche est unefonction décroissantedu nombre de processeurs et que le
travail réalisé par une tâche malléable est unefonction croissantedu nombre de
processeurs. Cette combinaison d’hypothèses est appeléehypothèse de monotonie

Hypothèse 3 Un problème d’ordonnancement de tâches malléables est dit mono-
tone si� remplit les hypothèses 1 et 2.
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Définition 7 Un sous-ensemble d’allocation monotoned’une tâche malléable est
un sous-ensemble def1 : : : mg tel que les allocations associées vérifient les hy-
pothèses de monotonie.

Ce sous-ensemble est construit comme suit : une allocation surq processeurs
de la tâche malléable fait partie du sous-ensemble d’allocation monotone si

1. 8n � q;Wi;n � Wi;q, c’est-à-dire que le travail accompli par la tâche exé-
cutée parn processeurs est plus grand que le travail accompli par la tâche
exécutée parq;

2. 8n � q; ti;n � ti;q, c’est-à-dire que le temps d’exécution surq est plus petit
que le temps d’exécution surn

Il y a au moins une allocation possible, celle de travail minimal. En effet, par
définition, il n’y a pas d’allocation avec un travail plus petit, donc la première
condition est satisfaite. De plus toute allocation, sur un nombre plus petit de pro-
cesseurs, a, elle aussi, un travail plus grand et donc, par définition, un temps plus
grand (puisqueti;q =

Wi;q

q
), ce qui satisfait la deuxième condition.

Ces restrictions sont utilisées par certains algorithmes d’ordonnancement com-
me prétraitement afin de simplifier la gestion des cas généraux d’allocation. Mais
la plupart des nouveaux algorithmes que nous proposons dans les chapitres sui-
vants utilisent l’hypothèse de monotonie sans ces restrictions.

Des hypothèses plus restrictives sur le facteur d’inefficacité peuvent être faites.
Elles ne concernent alors que certaines classes d’applications.

Le facteur d’inefficacité� peut être convexe. Dans ce cas, la parallélisation
devient de moins en moins efficace, la variation de cette efficacité est elle aussi
monotone.

Hypothèse 4� est une fonction strictement croissante et convexe (de dérivée
croissante) du nombre de processeurs.

Cette hypothèse est plus forte que la simple hypothèse 3 de monotonie.
Une fonction particulière peut être choisie pour le facteur d’inefficacité.

Hypothèse 5�(p) = p�, ou tout autre fonction dep.

Cette hypothèse est utilisée dans un modèle proche de celui des tâches mal-
léables, le modèle des tâches divisibles. Nous présentons dans la section 2.4.4 les
différences entre ces deux modèles.

Enfin, pour certaines applications, la même fonction� est appliquée à toutes
les tâches malléables du graphe, ou à chaque sous-ensemble de ces tâches malléa-
bles. Il peut s’agir de toutes les tâches appartenant à une structure de précédence
particulière, comme une chaîne.

Hypothèse 6 La même fonction� s’applique à chaque sous-ensemble de tâches
malléables.
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Nous utilisons ces dernières hypothèses en liaison avec les algorithmes issus
de modèles proches de celui des tâches malléables des chapitres suivants.

2.3.3 Hypothèses sur l’exécution des tâches malléables

Dans ce mémoire, nous avons utilisé l’hypothèse suivante :

Hypothèse 7 Une tâche malléable s’exécute en même temps sur tous les proces-
seurs qui la calculent et chaque processeur exécute au plus une tâche malléable à
la fois.

Un certain nombre d’hypothèses peuvent aussi avoir un sens pratique suivant
les fonctionnalités fournies par le support d’exécution et la facilité à contrôler
l’exécution d’une tâche malléable.

Une première possibilité concerne l’arrêt de l’exécution d’une tâche malléa-
ble, c’est-à-dire qu’une tâche peut être interrompue à tout moment pour être en-
suite redémarrée par les mêmes processeurs. Cela nécessite que le support d’exé-
cution soit capable de sauvegarder un contexte d’exécution distribuée cohérent
d’une tâche malléable. Une implantation peut être de partager chaque noeud entre
plusieurs processus (lourds ou légers) de manière préemptive. Les mécanismes de
contrôles de l’exécution des processus sont alors facilement utilisables : signaux,
variables d’exclusion mutuelle, sémaphore, etc.

Une extension de cette hypothèse concerne la possibilité de reprendre la tâche
avec des processeurs différents sans changer leur nombre. Cela demande de pou-
voir migrer le contexte d’exécution d’une tâche malléable, mais surtout d’être
capable de reconstruire son espace d’état des communications. En particulier, il
faut gérer les communications qui étaient en cours au moment de l’arrêt (réception
ou redirection). Dans le cadre du parallélisme, c’est une hypothèse réaliste car il
est possible d’implanter des mécanismes distribués d’enregistrement de l’état du
système ( en anglais,snapshot).

Enfin, si une tâche est capable de reconstruire finement son environnement à
partir dusnapshotde l’exécution, il est alors possible d’imaginer qu’une tâche
continue son exécution sur un nombre différent de processeurs.

Si la continuation d’une tâche est relativement complexe à implanter, il est
possible d’utiliser simplement des mécanismes de redémarrage de la tâche depuis
le début de son exécution. Cela signifie que les opérations de communications
entre les tâches malléables peuvent être répétées sans provoquer d’erreur ou bien
il faut regrouper les communications pour les faire uniquement en fin et en début
d’exécution des tâches.
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2.3.4 Discussion pratique sur les accélérationssuper-linéaires

Des anomalies d’accélération sont courantes pour les problèmes d’optimisa-
tion combinatoire où l’ajout de processeurs change en fait l’ordre de parcours
de l’espace de recherche. Nous avons aussi déjà évoqué les anomalies d’ordon-
nancement. Mais un facteur d’inefficacité ayant une pente négative et donc une
accélération super-linéaire, peut apparaître comme irréaliste dans le contexte du
calcul numérique parallèle.

En particulier, on pourrait penser qu’il suffit d’utiliser la meilleure implanta-
tion séquentielle. Elle peut être une émulation d’un programme parallèle, avec,
par exemple, les changements de contextes ou le parcours de la mémoire qui as-
surent la plus grande localité des références. C’est faux lorsque l’on travaille à
ressources bornées, comme souvent, sur un noeud d’une machine parallèle.

En pratique, un tel comportement peut se présenter si les calculs utilisent
d’autres ressources que la simple puissance de calcul des processeurs impliqués.
La principale ressource utilisée en plus de la puissance de calcul est la mémoire.
Dans tous les ordinateurs modernes, cette mémoire est organisée comme une hié-
rarchie de couches successives de support physique de mémoire dont la taille est
inversement proportionnelle au temps d’accès. Cela va des registres du processeur,
en passant par les un ou deux niveaux de mémoire cache, la RAM et la mémoire
virtuelle (swap) sur disques, jusqu’à la copie des fichiers, des disques sur bandes.

Nous allons maintenant décrire deux applications réelles sur lesquelles des
accélérations super-linéaires peuvent être atteintes : la factorisation de Cholesky
dense et la simulation de dynamique moléculaire.

Effet de cache dans la factorisation de Cholesky dense

Les opérations simples d’algèbre linéaire sont les fonctions de bases de la plu-
part des applications scientifiques. Elles utilisent pleinement les pipelines arith-
métiques flottants, à haute performance, des processeurs. Le principal problème
est de maintenir ce pipeline alimenté lors de ces opérations.

Pour illustrer ce point nous avons mesuré les performances d’une factorisation
de Cholesky [59]. C’est l’un des noyaux numériques les plus utilisés. Pour les
petites tailles de matrices, la vitesse de calcul dépend beaucoup du fait que la
matrice tienne en mémoire cache, ou pas. Le lecteur pourra trouver dans [32] une
discussion de l’importance des caches dans ce cadre. Si l’on augmente le nombre
de processeurs entre deux exécutions en parallèle, de façon à ce que les blocs de
la matrice tiennent dans le cache, l’accélération obtenue est alors plus grande que
la fraction de processeurs ajoutée [7]. On a donc une accélération super-linéaire,
du moins en théorie, car les matrices sont de petites tailles. Cet effet se retrouve
aussi pour les grandes matrices lorsqu’elles ne tiennent plus entièrement dans la
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mémoire physique et que des portions de ces matrices sont envoyées sur disque
par le mécanisme de mémoire virtuelle.

La figure 2.5 présente le temps d’exécution atteint par la routine de factorisa-
tion de Cholesky de la bibliothèque parallèle Scalapack [32] sur un IBM SP, pour
une matrice de taille 7000x7000.
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FIG. 2.5 –Temps d’exécution (moyenne, min. et max. en seconde pour 30 tirages
par point) du Cholesky dense de scalapack, pour une matrice 7000x7000 avec des
blocs de taille 100x100, sur une IBM SP-1

En premier lieu, il faut noter que les calculs ne s’exécutent pas sur moins de 4
noeuds.

La SP permet un ensemble de mesures très stables lorsque les effets de cache
ne sont pas en jeu (cf fig 2.7).

Le temps plus important de la première expérimentation s’explique par un effet
de chargement de l’exécutable et des bibliothèques de fonction sur l’ensemble des
noeuds (Il s’agit de la première expérience effectuée pour tous les tests).

Lorsque la place mémoire occupée par les données dépasse les capacités de la
machine, le mécanisme de mémoire virtuelle swappe les données, mais il swappe
aussi le code. Les temps d’exécution deviennent alors beaucoup plus variables. La
figure 2.8 présente un histogramme des variations des temps pour les exécutions
sur 6 et 8 processeurs.

Pour tenir compte de cette variabilité, nous avons choisi de représenter aussi
les minima et les maxima pour chaque point. Malgré ces variations, les temps
reportés dans la figure 2.5 montrent une accélération super-linéaire. Ce point par-
ticulier est encore plus visible sur la figure 2.6 : le travail est le produit du temps
d’exécution par le nombre de processeurs utilisés. Sur cette figure, il est décrois-
sant lorsque le nombre de processeurs augmente. Utiliser plus de processeurs di-
minue donc le nombre de “calculs” effectués.
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FIG. 2.6 –Travail (temps multiplié par le nombre de processeurs, moyenne, min.
et max. pour 30 tirages par point) du Cholesky dense de Scalapack pour une
matrice 7000x7000 avec des blocs de taille 100x100, sur une IBM SP1

Dynamique moléculaire

La simulation de dynamique moléculaire peut être modélisée comme un pro-
blème deN -corps. Les calculs sont irréguliers lorsque les calculs des interactions
sont limités spatialement (rayon de coupure). Un calcul efficace nécessite l’utili-
sation de techniques avancées pour recouvrir les communications par des calculs.
Pour simuler le comportement de protéines, les interactions sont calculées entre
des centaines de milliers d’atomes [10]. Les calculs utilisent donc une grande
quantité de mémoire.

Pour certains ordinateurs parallèles haut de gamme, comme le Cray T3E, dans
le but d’optimiser les communications et de simplifier le matériel, il n’y a pas de
gestion de la mémoire virtuelle. La mémoire disponible pour une application est
donc fortement limitée. Si une instance du problème ne tient pas dans la mémoire
physique, l’exécution ne peut avoir lieu directement. Deux solutions sont alors
possibles : implanter un mécanisme de mémoire virtuelle à la main ou diminuer
l’utilisation mémoire de l’algorithme. Réimplanter un mécanisme de mémoire vir-
tuelle consiste à sauvegarder sur disques les résultats intermédiaires de calculs.
Bien sûr, cela augmente le temps d’exécution. Lorsque le nombre de processeurs
et les mémoires associées deviennent suffisants pour stocker le problème en entier,
une accélération super-linéaire devrait être observée.

Nous allons montrer un exemple où un algorithme s’adapte à la mémoire dis-
ponible. La figure 2.9 présente les accélérations obtenues pour une application
de dynamique moléculaire en fonction du nombre de processeurs alloués pour
différentes tailles de problèmes : de 11615 à 413039 atomes [9]. La ligne de ré-
férencey = x est aussi représentée. La plus grande simulation ne s’exécute pas
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FIG. 2.7 –30 mesures sur 16 processeurs du Cholesky dense de Scalapack pour
une matrice 7000x7000 avec des blocs de taille 100x100, sur une IBM SP1
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FIG. 2.8 – Histogrammes de 30 mesures pour 6 et 8 processeurs du Cholesky
dense de Scalapack pour une matrice 7000x7000 avec des blocs de taille 100x100,
sur une IBM SP1
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FIG. 2.9 –Dynamique moléculaire : accélérations vs. le nombre de processeurs

sur un nombre de processeurs inférieur à 8. Des listes d’interactions doivent être
conservées de manière à pouvoir accélérer les calculs. Ces listes ne tiennent pas
complètement en mémoire sur 8 processeurs. Cela induit des calculs supplémen-
taires. Au fur et à mesure que le nombre de processeurs augmente, de plus en plus
d’interactions sont stockées en mémoire, ce qui accélère les calculs au-delà de la
fraction de processeurs ajoutés. Cette accélération super-linéaire n’apparaît que
jusqu’à 32 processeurs. Après cette limite, le surcoût de la parallélisation et les
déséquilibres de la charge ne permettent plus une telle accélération.

Nous venons donc de présenter deux applications réelles de calculs numé-
riques dans lesquelles une accélération super-linéaire des calculs peut être ren-
contrée. En pratique ces applications ne sont pas les plus fréquentes.

2.3.5 Evaluation du facteur d’inefficacité

Pour toute application, l’un des problèmes est l’obtention d’une bonne estima-
tion du facteur d’inefficacité pour pouvoir efficacement ordonnancer le graphe de
tâches malléables.

– Pour certaines applications, l’exécution d’une seule tâche malléable est ai-
sée. Le facteur d’inefficacité peut alors être mesuré empiriquement. Cette
méthode permet de connaître concrètement le temps moyen d’exécution
d’une tâche malléable. La mesure du facteur d’inefficacité est décrite au
chapitre 5, section 5.4.4 pour une application de simulation océanique.

– Pour d’autres applications, le facteur d’inefficacité peut être évalué analy-
tiquement en analysant la complexité des opérations. Cela devrait être pos-
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sible par exemple pour une factorisation de Cholesky creuse parallèle [37].

Après avoir décrit tout au long de ce chapitre le modèle des tâches malléables
et la façon dont il peut être utilisé pour ordonnancer une application, nous pré-
sentons dans la suite de ce chapitre et les chapitres suivants quelques stratégies et
techniques d’ordonnancement des graphes de tâches malléables.

2.4 Généralités sur l’Ordonnancement de Tâches
Malléables

2.4.1 Résultats de complexité

Du et Leung [36] ont d’abord montré que le modèle des tâches malléables
(sous le nom deParallel Task System) est une extension de modèles classiques.
Nous détaillons maintenant leurs preuves pour leurs intérêts pédagogiques. En
effet nous utilisons des idées similaires pour nos algorithmes.

Théorème 1 Les problèmes d’ordonnancement classiques discrets, comme l’or-
donnancement de tâches monoprocesseur et de tâches multiprocesseurs, peuvent
être transformés en un problème d’ordonnancement de tâches malléables.

Preuve :
Le nombre de processeurs alloués à chaque tâche dans le problème initial est
nomméallocation initiale. La transformation du problème initial, proposée par
Du et Leung, utilise un facteur d’inefficacité� approprié qui “force” le nombre de
processeurs utilisé pour l’exécution de chaque tâche. Le facteur d’inefficacité est
construit de façon à ce que :

– Le temps d’exécution d’une tâche est infini, si son allocation en processeurs
est plus petite que l’allocation initiale.

– Le temps d’exécution d’une tâche est égal à son temps d’exécution dans le
problème initial si son allocation en processeurs est supérieure ou égale à
son allocation initiale.

Trivialement, tout ordonnancement avec un temps d’exécution plus petit que
l’infini utilise au moins le nombre de processeurs de l’allocation initiale pour exé-
cuter chaque tâche.

De plus puisque l’allocation initiale est la plus petite allocation possible pour
une tâche, tout ordonnancement ayant des tâches allouées sur plus de processeurs
que leur allocation initiale peut être transformé en un ordonnancement utilisant
uniquement les allocations initiales en laissant inoccupés les processeurs supplé-
mentaires pendant l’exécution des tâches.
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Toute solution du problème malléable permet donc de construire une solution
du problème multiprocesseurs initial. 2

Cette transformation d’un problème à allocation fixée en un problème mal-
léable montre clairement que la résolution du problème malléable général est aussi
difficile que la résolution du problème multiprocesseurs.

Théorème 2 Le problème de l’ordonnancement malléable est NP-Complet pour
tout nombre de processeursm � 2. Il est NP-Completau sens fortpour les pro-
blèmes avec contraintes de précédence, et pourm � 5 pour les problèmes sans
relation de précédence.

Preuve :
Le problème multiprocesseurs est NP-Complet pour un nombre de processeurs
m � 2 [13].

La NP-Complétudeau sens forta été prouvée par Du et Leung [36] en utilisant
des réductions de3-partition[51]. 2

Théorème 3 Le problème de l’ordonnancement de tâches malléables sans rela-
tion de précédence peut être résolu en temps pseudo-polynomial pour 2 et 3 pro-
cesseurs

Preuve :
Les tâches de la même allocation sont groupées ensemble, les unes après les autres
sur les mêmes processeurs. Du et Leung [36] placent ces groupes suivant des
structures d’ordonnancement particulières. Ils ont montré que tout ordonnance-
ment peut être transformé en un ordonnancement respectant ces contraintes et
ayant le même temps d’exécution. Ils définissentM comme la somme des temps
des tâches pour des exécutions de chaque tâche sur 1 processeur pourm = 2 ou le
maximum des sommes pour 1 ou 2 processeurs pourm = 3. Il ne reste alors qu’à
répartir les différentes tâches dans les différents groupes. Ils utilisent la program-
mation dynamique pour calculer en tempsO(nM2) (m = 2) etO(nM5) (m = 3)
cette répartition.M est la somme des temps des tâches pour des exécutions de
chaque tâche sur 1 processeur pourm = 2 ou le maximum des sommes pour 1 ou
2 processeurs pourm = 3 (Ils ne se limitent pas au cas monotone). Pour trouver
le meilleur ordonnancement, il suffit donc de trouver la meilleure répartition.2

Enfin, Ils ont aussi étudié le cas préemptif, que nous ne considérons pas dans
ce mémoire. Dans ce modèle une tâche peut être exécutée par un nombre de pro-
cesseurs différents après sa préemption. Nous allons étudier le cas non-préemptif,
c’est-à-dire qu’une tâche malléable est exécutée sans interruption par le même
sous-ensemble de processeurs. Il semble clair que la préemption pourrait réduire
le temps d’exécution, comme dans le cas d’un ordonnancement classique, mais à
un prix trop lourd pour sa mise en oeuvre pratique !
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2.4.2 Précédents résultats pour les tâches malléables indépen-
dantes

Le problème des tâches malléables indépendantes estapproximablepour n’im-
porte quel ensemble de tâches [75]. Cela signifie qu’il existe une famille d’algo-
rithmes polynômiaux qui permet de résoudre le problème avec une précision�
aussi petite que l’on veut. Mais cette famille d’algorithmes n’est paspleinement
approximable: la complexité des algorithmes n’est pas un polynôme en1

�
. En pra-

tique, le facteur constant de la complexité de l’algorithme d’ordonnancement est
trop grand pour que cet algorithme soit utilisable concrètement.

Turek, Wolf et Yu [110] ont proposé plusieurs algorithmes pratiques pour or-
donnancer les tâches malléables. Chacun de ces algorithmes est composé de deux
phases successives.

L’algorithme de Mounié, Rapine et Trystram [90, 100] permet de construire
un ordonnancement qui est, au plus, à un facteur

p
3 + � de l’ordonnancement

optimal.

Les algorithmes en deux phases

L’idée est d’utiliser deux algorithmes l’un après l’autre. Le premier choisit le
nombre de processeurs alloués à chaque tâche, tandis que le second algorithme
ordonnance le système multiprocesseurs ainsi obtenu.

Chacune de ces deux phases peut être plus ou moins compliquée et les deux
phases peuvent être plus ou moins interdépendantes :

Turek et al. [110] ont introduit les algorithmes à deux phases pour résoudre
le problème des tâches malléables indépendantes. La première phase consiste à
trouver, en temps polynomial, une allocation des processeurs proche de l’alloca-
tion optimale.

Deux bornes inférieures classiques du temps d’exécution d’un ensemble de
tâches (malléables ou non) sont utilisées : le chemin critique, c’est-à-dire le temps
de la plus longue tâche et la somme des travaux des tâches. L’allocation de Turek
et al. est un compromis entre ces deux critères. Elle consiste à réduire les plus
longues tâches en leur allouant plus de processeurs, tant que cela n’engendre pas
trop de travail.

Une fois que l’allocation de processeurs a été choisie, Turek et al. utilisent un
algorithme de strip packing à 2 dimensions pour résoudre le placement (cf fig.
2.10).

La garantie de performance de l’algorithme est celle du strip packing à 2 di-
mensions. À notre connaissance, l’algorithme avec la meilleure garantie absolue
est l’algorithme de Steinberg [108]. Cet algorithme a une garantie de performance
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FIG. 2.10 –Exemple d’ordonnancement de tâches malléables indépendantes

de 2.

2.4.3 Ordonnancement en deux phases

Nous résolvons le problème, de l’ordonnancement d’un graphe orienté de tâ-
ches malléables, défini à la section 2.2.

Résoudre le problème de l’ordonnancement des tâches malléables, c’est donc
résoudre les deux problèmes suivants :

– Le choix du nombre de processeursAlloc(i) qui vont exécuter la tâchei;
c’est ce que nous nommons,le problème d’allocation.

– La réalisation del’ordonnancementdes tâches multiprocesseurs définies par
l’allocationAlloc(i).

La plupart des algorithmes et des heuristiques travaillant sur ce problème
traitent chacun de ces deux problèmes séparément, endeux phases. La qualité
de l’ordonnancement obtenu dépend de la qualité de chacun des deux algorithmes
individuellement et de la qualité de la combinaison de ces algorithmes.

Lors de l’élaboration de l’algorithme, deux stratégies peuvent donc être em-
ployées :

1. Choisir deux algorithmes indépendants tel que chacun fournit une bonne
garantie. Soit l’algorithmeA1 qui fournit une allocationAlloc1 pour les
tâches du graphe. Soit un nombre réelg1 (la garantie de l’algorithme) tel
que

max(
X
i2V

Wi;Alloc1(i); CPAlloc1(i)) � g1 min
Alloc

max(
X
i2V

Wi;Alloc(i); CPAlloc)

CPAlloc est le chemin critique induit par l’allocationAlloc.
Soit A2 un algorithme d’ordonnancement de graphe multiprocesseurs, de
garantieg2, tel que le makespan!2 vérifie :

!2 � g2 min(
X
i2V

Wi;Alloc(i); CPAlloc)
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La combinaison de ces deux algorithmes permet d’obtenir la garantie sui-
vante :

!2 � g2 g1 min
8Alloc

max(
X
i2V

Wi;Alloc(i); CPAlloc)

L’ordonnancement malléable obtenu est donc de garantieg1 g2 par rapport
au meilleur ordonnancement malléable.

2. Choisir deux algorithmes imbriqués, c’est-à-dire tels que l’allocation des
tâches malléables du graphe permet un ordonnancement multiprocesseurs
simple. Le calcul de garantie de performance pour ces algorithmes doit être
capable de borner le travail et le chemin critique d’un tel algorithme d’or-
donnancement malléable. Cela peut être fait avec des arguments implicites
fournis par une “prédiction” du temps d’exécution, et du travail, du meilleur
ordonnancement malléable.
C’est cette approche que nous avons choisie dans la section 3.3 pour ordon-
nancer efficacement des tâches malléables indépendantes.

Nous présentons et analysons dans la section 2.4.4 comment construire une
solution malléable avec garantie de performance à partir d’une solution obtenue
dans un modèle proche en modifiant les allocations des tâches.

2.4.4 Transformation d’ordonnancement d’un modèle proche
vers les Tâches Malléables

Nous montrons dans cette section qu’il est possible de raisonner sur des or-
donnancements dans les modèles proches pour obtenir un bon ordonnancement
dans le modèle des tâches malléables.

Définition 8 Une tâche multiprocesseurs est exécutée par un nombre entier fixé
de processeurs.

Le problème des tâches multiprocesseurs semble assez difficile à appréhender
efficacement. Quelques résultats existent et sont présentés dans [35], mais aucun
d’eux n’est général. Il est clair que tout résultat sur les tâches multiprocesseurs
peut être directement utilisé pour ordonnancer un groupe de tâches malléables
dont on aurait choisi, pour chaque tâche malléable, l’allocation en nombre de pro-
cesseurs. Nous verrons dans la section 4.2.1 que le problème posé par la difficulté
de l’ordonnancement de tâches multiprocesseurs peut être contourné efficacement
par une nouvelle méthode.

Le modèle considéré dans cette partie sera le modèle des tâches divisibles, où
une tâche peut utiliser un nombre fractionnaire de processeurs, c’est-à-dire toutes
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les valeurs réelles de l’intervalle]0;m].

Définition 9 Une tâche divisible est exécutée par un nombre réel de processeurs
choisi par la politique d’ordonnancement.

Les travaux sur l’ordonnancement de graphes de tâches dans le modèle des
taches divisibles [14, 107] utilisent la notion de vitesse d’exécution d’une tâche,
ce qui correspond à la version continue du facteur d’inefficacité des tâches mal-
léables, divisé par le nombre de processeurs. La fonction vitesse utilisée dans ces
travaux est en fait l’inverse du facteur d’inefficacité que nous avons défini.

Pour un ensemble de tâches indépendantes, des solutions optimales simples
existent si le facteur d’inefficacité est convexe ou concave [14].

Dans le cas concave, le facteur d’inefficacité devient plus petit lorsque le
nombre de processeurs exécutant la tâche malléable augmente, c’est-à-dire que
l’exécution d’une tâche est d’autant plus efficace que l’on ajoute des processeurs.
L’accélération de l’application est dite super-linéaire. Le meilleur ordonnance-
ment consiste à exécuter toutes les tâches les unes après les autres sur tous les
processeurs, l’une après l’autre. Nous avons présenté quelques exemples dans la
section 2.3.4 même si ce type d’application est relativement peu fréquent.

Dans le cas convexe, l’exécution devient moins efficace au fur et à mesure
de l’ajout de processeurs. Nous détaillons et utilisons un résultat bien connu [14]
dans le contexte malléable.

Il est à noter que les contraintes sur la forme du facteur d’inefficacité ne
concernent que les algorithmes de la littérature pour les tâches divisibles. Dans
le cadre de cette thèse, une simple hypothèse de monotonie suffit : le temps d’exé-
cution des tâches est décroissant, et le travail croissant, en fonction deq, la fraction
de processeur utilisée.

Théorème 4 Dans le cas monotone, le meilleur ordonnancement consiste à exé-
cuter toutes les tâches en même temps sur une fraction de processeurs afin qu’elles
finissent toutes à la même date.

Preuve :
Soit!, le makespan de l’ordonnancement. Si une tâche est ordonnancée par une
fraction de processeurs plus petite, elle va s’exécuter en temps supérieur à!, ce
qui augmente donc le makespan.

Si toutes les tâches sont exécutées sur une fraction au moins aussi grande de
processeurs, sa surface augmente. La somme des surfaces des tâches augmente
donc aussi. la surface devient donc plus grande quem !, ce qui augmente donc le
makespan.

Donc l’allocation des tâches ne peut être changée sans augmenter le makespan.
L’ordonnancement est donc optimal.
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2

La seule difficulté est de trouver la date d’exécution pour savoir quelle fraction
allouer à chaque tâche. Le calcul de cette date peut être résolu exactement par des
méthodes d’optimisation non linéaire, ou alors on peut utiliser la méthode d’ap-
proximation duale [68] présentée dans la section 3.2. Elle consiste ici à effectuer
une dichotomie sur la date limite, et à affecter à chaque tâche la fraction de pro-
cesseurs nécessaire pour qu’elle s’exécute dans le temps imparti. La dichotomie
converge vers la date pour laquelle la somme des fractions est égale au nombre de
processeurs.

Quelques résultats existent pour les graphes plus généraux et des fonctions�
qui ont une forme particulière enq� où q est la fraction de processeurs allouée à
la tâche [107].

Cette contrainte permet d’obtenir, en temps polynômial, des ordonnancements
divisibles optimaux pour des structures spécifiques comme des chaînes ou des
arbres. Les algorithmes d’ordonnancement utilisent le fait que deux tâches de vi-
tesseq�1 et q�2 placées en série ou en parallèle, peuvent être remplacées par une
seule tâche équivalente de vitesseq�3 . Cette stratégie peut être employée pour des
graphes généraux, mais nécessite de résoudre des problèmes d’optimisation non-
linéaires [97, 98].

Cette fonction vitesseq� peut être une bonne approximation du comportement
d’une tâche lorsque� < 1 et que la tâche est exécutée par un nombreq de pro-
cesseurs supérieur à1. Cela correspond à un facteur d’inefficacité monotone (en
fait, un facteur d’inefficacité convexe). Pour transformer une allocation divisible
en une allocation monotone, il suffit d’arrondir la quantité de processeurs à un
nombre entier. Par exemple, en arrondissant à la partie entière inférieure, le temps
d’exécution n’est pas augmenté d’un facteur supérieur à 2 et le travail n’est pas
augmenté. De plus, le placement étant déjà choisi par l’ordonnancement divisible,
le temps d’exécution malléable est au plus à un facteur 2 de l’optimal.

Par contre, lorsque le nombre de processeurs est compris entre0 et 1, cette
fonction vitesse correspond à des accélérations superlinéaires. Ces algorithmes
sur les tâches divisibles peuvent donc produire des ordonnancements divisibles qui
peuvent être aussi loin que l’on souhaite de l’ordonnancement malléable. Prenons
l’exemple d’un ensemble den > m tâches indépendantes de temps d’exécution
1 sur1 processeur, avec la même fonction de vitesseq�; � < 1. Chaque tâche va
se voir allouerm

n
processeurs. Donc chaque tâche va s’exécuter en temps1

(mn )
� .

Dans le modèle malléable chaque tâche va s’exécuter sur au moins1 processeur
et le travail total ne peut pas diminuer par rapport à cette allocation. Lesn tâches
sont donc ordonnancées en temps au moins égal àn

m
(cf figure 2.11).
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FIG. 2.11 –Ordonnancement divisible et malléable de tâches indépendantes

Le rapport des temps d’exécution entre les deux est alors plus grand que
n
m

�
m
n

��
, c’est-à-dire : �

n

m

�1��

Sin grandit, ce rapport peut être aussi grand que l’on veut. Il n’existe donc pas
de stratégie d’ordonnancement général pour passer d’une solution dans le modèle
divisible, avec vitesse enq�, vers le modèle malléable avec une solution qui est à
un coût constant de la valeur l’ordonnancement optimal divisible.

Par contre nous allons montrer comment construire, à partir des indications de
la solution divisible, un ordonnancement malléable avec une garantie de perfor-
mance par rapport à l’ordonnancement optimal malléable.

Algorithme de transformation

Même si la solution continue ne donne pas d’indication sur le temps d’ordon-
nancement de la solution malléable, il est possible de faire une transformation
dont on peut garantir qu’elle est à une garantie constante de l’optimal malléable
dans le cadre d’une fonction vitesse concave. En effet, l’exécution d’une tâche
par un nombre de processeurs inférieur à 1, dans notre cadre du modèle des tâ-
ches malléables, n’a pas de sens. La surface minimum d’une tâche malléable est
atteinte pour une exécution sur 1 seul processeur.

Les temps d’exécution d’une tâche sont définis comme suit :ti;q = ti;1q
� avec

�1 < � < 0. L’algorithme est relativement simple. Toute tâchei dont l’allo-
cationqCi � 1 dans la solution continue est exécutée parbqCi c processeurs. Les
tâches dont l’allocationqCi < 1 sont allouées sur1 processeur. L’ordonnancement
consiste à commencer à la date0 toutes les tâches utilisant un nombre de proces-
seurs supérieur à1, puis à effectuer un algorithme d’ordonnancement au plus tôt
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des tâches séquentielles.

Algorithm 1 Algorithme de production d’un ordonnancement de tâches mal-
léables indépendantes à partir d’une solution pour les tâches continues indépen-
dantes

for i 2 V do
qMi = bqCi c
if qCi < 1 then
qMi = 1

end if

end for
for i 2 V=qMi > 1 do
Date(i) = 0

end for
for i 2 V=qMi == 1 do
Date(i) = DateAuP lusTot()

end for

Théorème 5 L’algorithme 1 produit un ordonnancement malléable ayant une ga-
rantie de performance de 3.

Preuve :
Soit!c, le makespan de la solution au problème des tâches continues. La solution
continue consiste à exécuter toutes les tâches en même temps sur une fraction
des processeurs afin qu’elles terminent toutes à la date!c, en même temps. La
solution continue réalise le compromis optimal entre la surface de travail totale
et la longueur des tâches. La valeur de la solution continue est donc une borne
inférieure de!m, le makespan de la solution malléable.

Toutes les tâches dont l’allocation continueqCi � 1 voient leur allocation
diminuer d’un facteur inférieur à1=2 (le passage de2�� à1). Puisque le travail est
croissant, la durée de leur exécution est donc augmentée d’un facteur inférieur à
2. Par contre, leur surface est diminuée. De plus la somme des processeurs alloués
à ces tâches est plus petite quem dans l’allocation continue et donc cette somme
est plus petite quem après la transformation.

Les tâches dont l’allocationqCi < 1 passent à1, voient leur temps d’exécu-
tion diminué mais leur surface augmentée. Par contre cette surface est la surface
minimum que peuvent avoir ces tâches dans un ordonnancement malléable quel-
conque. Ces tâches-là ont donc une surface plus petite que leur surface dans l’or-
donnancement malléable.
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Les tâches de durée comprise entre!c et2 !c peuvent être exécutées sur moins
dem processeurs à la date 0. Les autres tâches ont une durée inférieure à!c et
leur surface totale est inférieure àm !�m.

La somme des surfaces des tâchesW est inférieure àm !c +m !�m. Une ana-
lyse semblable à celle de Graham [60] peut s’appliquer : la dernière tâche placée
débute à un instant où tous les processeurs sont occupés (sinon elle aurait pu débu-
ter plus tôt). Donc le temps d’exécution est plus petit quemax(2 !c;

m !c+m !�m
m

+
!c) = 2 !c + !�m

Or puisque!c � !m, on obtient donc pour!m, le makespan de l’ordonnance-
ment transformé :

!m � !�m + 2 !c

.
2

Cette première approche permet d’obtenir une garantie de performance de 3.
Mais en modifiant très légèrement l’algorithme, une garantie de 2 est facilement
atteignable.

Amélioration de la garantie

En effet, la garantie indique que

!m � !�m + 2!c

donc si!�m � 2!c on obtient directement une garantie de 2. Le point délicat à
traiter est donc le cas où!�m � 2 !c.

La modification de l’algorithme est la suivante : les tâches initialement al-
louées sur plus de1 processeur voient leur allocation réduite jusqu’à obtenir un
temps d’exécution égal à2 !c. Puisque2 !c est plus grand que!�m, l’allocation
choisie pour ces tâches est plus petite que l’allocation de ces tâches dans l’ordon-
nancement optimal malléable.

La somme des travaux de toutes les tâches est alors plus petite que celle de
l’optimal est donc on obtient la borne suivante

!m � m !�m
m

+ !c

Avec cette modification nous obtenons bien alors le fait que

!m � 2 !�m

.

Si la solution continue peut-être obtenue en temps raisonnable, cet algorithme
est peu coûteux. Mais, pour obtenir de meilleures garanties que2, nous devons
tenir compte plus finement du fait du caractère discrêt du problème.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’ordonnancement den tâches
malléables indépendantes, c’est-à-dire sans relation de précédences, sur
m processeurs. Nous approfondissons certains résultats précédents concer-
nant le problème de l’ordonnancement de tâches malléables indépendantes.
Dans un deuxième temps, nous présentons notre apport sur le sujet. Nous
postulons que les algorithmes efficaces se divisent essentiellement en les
deux grandes catégories présentées. Nous abordons dans cette deuxième
partie un ensemble d’algorithmes où l’allocation des tâches malléables est
choisie de manière à obtenir un placement multiprocesseurs simple. Nous
avons précédemment utilisé ces stratégies avec succès dans le cadre de l’or-
donnancement de tâches malléables indépendantes monotones [90]. Nous
proposons ici un nouvel algorithme permettant d’obtenir une garantie de
3=2 + � pour les tâches malléables indépendantes avec une complexité
O(n m). C’est le meilleur résultat avec une complexité raisonnable que
nous connaissons.

3.1 Précédents résultats

Nous nous intéressons à des algorithmes d’ordonnancement de tâches mal-
léables indépendantes, utilisables en pratique, c’est-à-dire de complexité raison-
nable.

Jansen et Porkolab [75] ont proposé un schéma d’algorithmes polynômiaux
d’approximation pour l’ordonnancement de tâches malléables indépendantes. Cet
algorithme ne pose pas de contrainte sur le facteur d’inefficacité des tâches. Il est
donc possible d’obtenir une solution avec une garantie de performance de(1 + �)
avec� aussi petit que l’on veut. Malheureusement, ce schéma n’est pas un schéma
d’approximation pleinement polynômial, c’est-à-dire que la complexité de l’al-
gorithme n’est pas polynômiale en1

�
, ni enm non plus d’ailleurs. Ce qui signifie

qu’en pratique, cet algorithme est coûteux et non utilisable dans un contexte d’im-
plantation d’une application parallèle.

Le problème général de l’ordonnancement de tâches indépendantes a été mon-
tré NP-Difficile au sens fort à partir de 5 processeurs [36]. Du coût, il est impos-
sible de trouver un schéma d’approximation pleinement polynômial.

3.1.1 Étape 1 : choix d’une allocation

Turek, Wolf et Yu [110] ont proposé une méthode polynômiale, pour le cas
sans restriction sur le facteur d’inefficacité, pour le choix de l’allocation avec
un coût enO(nmApack). Apack est le coût de l’algorithme utilisé pour le place-
ment de tâches multiprocesseurs indépendantes, comme par exemple un algo-
rithme de strip-packing. Turek et al. appliquent l’algorithme de strip-packing à
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chaque pas. La complexité de cette méthode a été améliorée par Ludwig [88, 86]
enO(n m + Apack) en utilisant le fait que la garantie deApack est une fonction
de deux paramètres : la longueur de la plus grande tâche et la somme des surfaces
des tâches, c’est-à-dire les mêmes paramètres que ceux optimisés par les choix de
l’allocation.

L’idée est de générer le placement denm allocations particulières. La meilleu-
re solution fournie une garantie de performance pour le problème malléable égale
à la garantie deApack pour le problème de placement multiprocesseurs.

L’algorithme part de l’allocation ayant la surface minimum puis alloue plus de
processeurs à la tâche de plus grand temps d’exécution pour l’accélérer en aug-
mentant le moins possible la surface. L’algorithme est présenté dans une version
simplifiée dans l’algorithme 2. La simplification apportée pour les tâches mono-
tones (cf hypothèse 3, page 36), est qu’il est inutile de chercher la “prochaine”
allocation sélectionnée de surface minimum de la tâche.

L’idée est que le makespan!� de l’allocationAlloc� du meilleur ordonnan-
cement respecte les deux bornes inférieures de l’ordonnancement malléable que
sont la somme des travaux et le chemin critique (la longueur de la plus grande
tâche). C’est-à-dire :

9Alloc�; !� � WAlloc�

m
et!� � CPAlloc�

.

Algorithm 2 Algorithme simplifié (tâches monotones) de l’allocation de [110]

8t; Alloc(t) = 1

while CPAlloc > WAlloc

m
do

Soit t la tâche courante la plus longue
Allouer un processeur supplémentaire àt

end while

Initialement un seul processeur est alloué à chaque tâche. Tant que la quan-
tité de travail total à fournir, divisée par le nombre de processeurs, n’est pas plus
grande que le temps d’exécution de la plus grande tâche dans l’allocation cou-
rante, l’algorithme alloue un processeur de plus à cette tâche.

Lorsque les tâches ne sont pas monotones, l’algorithme général exclut les allo-
cations “gênantes” en se restreignant au sous-ensemble d’allocations monotones,
c’est-à-dire en excluant une allocation quand il en existe une autre utilisant moins
de processeurs avec un plus petit temps ou utilisant plus de processeurs avec une
plus petite surface (cf. discussion sur l’hypothèse 3, page 36).
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Lorsque les tâches sont monotones, Ludwig et Tiwari [88] ont montré que la
recherche de l’allocation peut se faire en temps dansO(n log2(m)) en utilisant une
dichotomie sur l’intervalle des allocations possibles de chaque tâche. Les détails
de l’algorithme complet peuvent être trouvés dans [87, 86].

L’algorithme construit finalement une allocation, où la taille du chemin cri-
tique est proche de la somme du travail total divisée par le nombre de processeurs.

Théorème 6 Si les tâches sont monotones, c’est-à-dire si l’hypothèse 3, page 36,
est satisfaite, la somme des travaux des tâches de l’allocationAlloc fournie par
l’algorithme 2 est minimum par rapport au chemin critique choisi.

Preuve :
L’algorithme ajoute des processeurs uniquement aux plus grandes tâches qui défi-
nissent le chemin critique. La monotonie des tâches garantit que l’ajout de proces-
seurs augmente le travail. L’allocation de chaque tâche est le minimum permettant
que son temps d’exécution soit plus petit que le chemin critique. Toute autre al-
location permettant la même garantie sur le chemin critique demanderait plus de
processeurs. De par les hypothèses de monotonie, cela augmente donc le travail
accompli. 2

Corollaire :
La valeur de l’ordonnancement malléable optimal est à un facteur plus petit que
2 de cette borne inférieure.

Cela découle de ce que nous allons présenter maintenant.

3.1.2 Étape 2 : empilement

Turek, Wolf et Yu [110] proposent l’utilisation d’un algorithme destrip-pack-
ing [3] pour placer les tâches (rectangles) allouées par l’algorithme précédent. Le
problème du strip-packing consiste à mettre des rectangles dans une seule boîte
(1 bin 2D) ayant une dimension fixée. Le but est de placer tous les rectangles en
minimisant l’autre dimension de la boîte.

En fait, ils proposent l’utilisation de deux types d’algorithmes de strip-packing
suivant que l’on impose, ou non, une contrainte de contiguïté des processeurs.
Nous nous limitons dans ce chapitre aux algorithmes respectant ces contraintes de
contiguïté.

La garantie de performance de l’ordonnancement est la garantie de perfor-
mance de l’algorithme du strip-packing 2D. Toute amélioration dans les algo-
rithmes de packing 2D est directement applicable. La garantie considérée n’est
pas le rapport de compétitivité par rapport au placement optimal mais par rapport
aux deux bornes inférieures que sont la taille maximale des rectangles (chemin
critique) et la somme des surfaces des rectangles (le travail total).
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À notre connaissance, l’algorithme de strip-packing 2D ayant la meilleure ga-
rantie de performance absolue pour cette application est celui de Steinberg [108].
Il a une garantie de performance de2 par rapport à la taille de la plus grande tâche
et par rapport à la surface totale des tâches.

Mais avant d’analyser l’algorithme de Steinberg, nous pouvons noter qu’il
existe d’autres algorithmes pour le strip-packing. En particulier, il existe des sché-
mas d’approximation asymptotique pleinement polynômiaux de strip-packing [78]
[43]. C’est-à-dire qu’il existe des algorithmes produisant des placements de hau-
teur!, tels que! � !�(1+ �)+C, où C est une constante. Par exemple dans [79],
C vaut 2(2+�)

2

�2
+ 1

Ces algorithmes sont polynômiaux enn, le nombre de rectangles, et en1
�
, la

qualité de l’approximation. Néanmoins, nous pensons que ces algorithmes ne sont
pas forcément les plus adéquats pour notre problème et ce pour deux raisons :

1. De plus la garantie de(1+�) n’est accessible qu’à une constante près. Dans
notre problème, le nombre de tâches n’est pas forcément très grand et donc
il est courant que!� soit proche de la longueur de la plus grande tâche.
Lorsque!� est proche de la valeur deC et donc la garantie obtenue est
également de l’ordre de2.

2. Ces algorithmes fournissent un placement avec une garantie de performance
qui est une fonction de l’optimal. L’algorithme de Steinberg fournit sa ga-
rantie en fonction de critères de bornes inférieures : la taille et la surface des
rectangles.
L’emploi de ces algorithmes impose de tester plusieurs (toutes) allocations
possibles afin de trouver celle qui donne le meilleur résultat.

Le principal inconvénient de cette approche est son utilisation du strip-pack-
ing. Si le meilleur algorithme connu a une garantie de 2 par rapport aux bornes
inférieures, l’ordonnancement malléable obtenu est limité à la même garantie.

L’algorithme de Steinberg [108] n’est pas un algorithme d’ordonnancement,
mais un algorithme fondé sur des empilements ((cf fig. 3.1)). En pratique son
comportement en moyenne n’est pas forcément adapté. Cet algorithme est récur-
sif. Il applique différentes stratégies de placement suivant la taille de la boîte et les
tailles des rectangles en entrée. Chaque stratégie peut être appliquée dans chacune
des deux dimensions.

Si un rectangle est plus long que la moitié d’un coté de la boîte, il est placé
contre ce côté. L’algorithme continue le placement des autres rectangles dans la
plus grande sous boîte rectangulaire privée de la portion occupée par le rectangle
placé. Sinon si il existe une tâche, telle que les autres tâches représentent moins
du quart de la surface de la boîte, elle est placée contre le bord de sa plus grande
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dimension. Enfin, si il existe une paire de rectangles dont chacun des cotés fait
plus d’un quart de la dimension de la boîte, ils sont empilés contre le bord.

La force et l’idée originale de l’algorithme sont de traiter efficacement les
cas non triviaux, en séparant la liste des rectangles en deux sous listes et en di-
visant simultanément la boîte en deux. Cela est fait de façon à ce que chacune
des sous-listes puisse être placée dans sa sous-boîte en respectant la garantie de
performance de2. La liste est coupée en deux listes,L1 etL2 de façon à ce que :

– la surface desm premières tâches,L1, est plus petite que3=8 de la surface
de la boîte,

– la surface des tâches restantes,L2, est plus petite que1=4 de la surface de
la boîte,

– la taille de lam+ 1-ième tâche (Nous rappelons que les tâches sont triées)
est plus petite que1=4 de la dimension de la boîte.

Il est alors possible de couper le rectangle en deux parties en fonction de la
surface totale deL1, pour respecter la contrainte de la garantie de2 pour chacune
des nouvelles sous boîte de la boîte initiale.

La récursion sur chacune des sous-listes finit par converger vers les cas tri-
viaux.

rectangles
Liste de

Borne inférieure (d)
de la longueur de
la boite

2d

Dimension fixe
(discrète)

FIG. 3.1 –Strip packing (Steinberg): boîte et liste de rectangles

Cette division de l’espace (la boîte) est un problème. Par exemple, Lorsque
l’algorithme divise l’espace (cf fig. 3.2), il peut “trancher” un processeur en deux,
ce qui, pour notre problème avec une dimension discrète, signifie qu’un processeur
reste inutilisé (cf fig. 3.3). Cette division est effectuée lorsqu’un cas trivial n’existe
pas. Un empilement de tâches peut alors survenir alors qu’un simple algorithme
de liste les aurait placées plus efficacement.

Ces deux défauts influencent le comportement moyen de l’algorithme de Stein-
berg. L’algorithme choisit en fonction des entrées parmi plusieurs stratégies de
placement possible. Nous pensons qu’il est assez proche de son comportement
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Dimension discrète

Liste 2

2d
d

Sous-boite pour Liste 2

Sous-boite pour Liste 1

Liste 1

FIG. 3.2 –Strip packing (Steinberg): coupe en 2 la liste et la boîte

Dimension discrète

2d

Empilement
(inutile)

Non-utilisation d’un processeur

FIG. 3.3 –Strip packing (Steinberg): défauts de l’algorithme de Steinberg en pra-
tique

au pire du point de vue de l’ordonnancement produit. Ce point a été confirmé
expérimentalement (cf section 3.4).

3.2 Approximation duale

Dans le reste du mémoire, nous allons abondamment utiliser la technique de
l’approximation duale. Nous allons illustrer son usage sur le problème déjà pré-
senté du calcul de l’allocation de tâches malléables.

L’approximation duale a été introduite par Shmoys et Hochbaum [68]. Elle
consiste à choisir une date� et à construire des algorithmes utilisant cette date
comme si elle était la durée de l’ordonnancement optimal. La connaissance de
cette date supposée optimale permet de déduire un certain nombre de propriétés.

En fonction de cette date� et d’un nombre réelk � 1, un algorithme de
k-approximation duale répond à la question :Existe-t-il une solution de valeur
inférieure ou égale à�?

– soit en répondant correctementNon, si il n’en existe pas,

– sinon en fournissant une solution de valeur inférieure àk�
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On utilise l’algorithme dek-approximation duale pour diriger une dichotomie
sur la date�. La dichotomie permet de trouver un intervalle de temps[�::(1+�)�]
tel que l’algorithme répond “Non !” pour la date� et produit une solution pour
(1 + �)�. La valeur de l’optimal est donc plus grande que�1 et la valeur de la
solution est plus petite quek(1 + �)�. La solution est donc au plus à un facteur
k(1 + �) de la valeur de la solution optimale.

Pour initialiser la dichotomie, il suffit de partir de la borne inférieure pour
trouver une solution de valeur!0. On peut alors trouver la date� aprèsdlog2(1� )e
itérations de la dichotomie.

3.2.1 Application à l’ordonnancement de tâches malléables in-
dépendantes

Nous allons illustrer l’approximation duale sur le problème du calcul de l’al-
location de tâches malléables indépendantes. L’approximation duale permet de
travailler sur des algorithmes en utilisant des arguments de surface ou de longueur
de chemin critique par rapport à l’optimal supposé.

Nous construisons maintenant une légère variante de l’algorithme de Turek et
al. en utilisant une approximation duale pour un problème de tâches malléables
indépendantes monotones.

Choisissons une date�. Si � est le makespan de l’ordonnancement optimal,
chaque tâche de cet ordonnancement est allouée sur le nombre de processeurs qui
lui permet de s’exécuter en moins de�. Si chaque tâche monotone est allouée
sur le plus petit nombre de processeurs possible, le travail de chaque tâche est
minimum. Donc la somme des travaux des tâches est minimum.

Si la somme des travaux est plus grande quem�, il ne peut exister d’ordon-
nancement malléable de durée inférieure à�.

La dichotomie sur la valeur de� permet de trouver une borne inférieure de
l’ordonnancement malléable optimal.

Si nous appliquons l’algorithme de strip-packing de Steinberg de garantie ab-
solue2 pour ordonnancer ces taches multiprocesseurs de la dernière allocation,
nous obtenons une solution de garantie2 + �.

3.2.2 Autres travaux sur l’ordonnancement de tâches indépen-
dantes

Nous avons présenté dans la section 3.1 l’algorithme de Turek, Wolf et Yu
[110] pour l’ordonnancement de tâches malléables indépendantes. Il consiste à
choisir d’abord une allocation proche de la meilleure allocation possible du point
de vue du travail et du chemin critique du graphe généré. Ensuite, un algorithme
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de strip-packing est utilisé pour placer les tâches. Mais comme nous l’avons vu,
le problème est que la garantie de performance est limitée par celle de l’algo-
rithme de placement. Pour les tâches indépendantes, le meilleur algorithme de
strip-packing 2d, à notre connaissance, a une garantie de performance de2.

Nous allons maintenant aborder une autre classe d’algorithmes dont l’appro-
che est différente. Ces algorithmes essayent de trouver une allocation dont l’or-
donnancement estsimple. De cette façon, leur garantie est fonction de la garantie
obtenue par le choix et la structure de l’allocation et non plus par celui de l’ordon-
nancement multiprocesseurs.

Nous montrons d’abord les idées derrière un algorithme que nous avons conçu
avec Christophe Rapine de Denis Trystram [90]. Il s’appuie sur les principes de
l’approximation duale présentée dans la section 3.2. Les démonstrations com-
plètes figurent dans la thèse de Christophe Rapine[100]. Nous ne présentons ici
que le principe.

Supposons que la limite� de l’approximation duale soit la durée d’exécution
de l’ordonnancement réalisable. Cela signifie que toutes les tâches malléables sont
exécutées en un temps plus petit que�.

Définition 10 L’allocation minimale de chaque tâche malléable afin qu’elle s’ex-
écute en temps inférieur à� est sonallocation canonique(cf fig. 3.4).

Définition 11 La surface occupée par les tâches à leur allocation canonique est
la surface canonique.

La surface canonique est plus petite que� m.

Temps

Processeurs

λ

FIG. 3.4 –Surface canonique

Observons l’allocation canonique. SoitSm (cf fig. 3.5), la quantité de travail
effectué par les tâches de plus grand temps d’exécution surm processeurs. En
utilisant des arguments de surface, il est possible de prouver que la généralisation
de l’algorithmePlus Grande Tâche d’abord[61] (LPTF, Largest processing Time
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mS

m

Temps

Processeurs

m

mS

λ

FIG. 3.5 –Sm

First) aux tâches malléables place les tâches dans leur allocation canonique en un
temps plus petit que2 Sm=m (cf fig. 3.5).

Lorsque la surfaceSm est petite par rapport à� m, cet algorithme fourni une
solution de bonne qualité. Lorsque la surfaceSm devient grande, il est possible
de résoudre deux problèmes sac-à-dos entiers, essayant de placer les tâches dans
deux étagères (de hauteur� et�) (cf fig. 3.6), trouvent une solution réalisable.

λ
m

2 mSm
m

S

Temps

Processeurs

FIG. 3.6 –LPTF sur l’allocation canonique

Il y a un compromis à trouver entreSm et� pour choisir le meilleur des deux
algorithmes, LPTF ou 2 Étagères. Dans [90] ce compromis a été montré égal à

p
3,

d’où une garantie de
p
3+�. Cela améliore la borne de2, obtenue par Ludwig [86]

en appliquant l’algorithme de strip-packing de Steinberg [108] à la stratégie d’al-
location de Turek, Wolf et Yu [110]. Ce premier succès nous a conduits à étudier
d’autres structures d’ordonnancement pour atteindre une meilleure garantie.
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Processeurs

Temps

m

λ λ + β

FIG. 3.7 –ordonnancement en deux étagères de� et�.

3.3 Ordonnancement de tâches indépendantes en
deux étagères

Dans cette partie nous allons présenter un nouvel algorithme d’ordonnance-
ment de tâches malléables indépendantes monotones. Sa garantie de performance
est de3=2 + � seulement.

Nous allons utiliser une approximation duale. La limite� sera le temps d’exé-
cution de l’optimal supposé. Pour simplifier les notations, sans perte de généralité,
nous normalisons l’instance afin que� soit égal à 1.

L’idée est de séparer l’ensemble des tâches malléables en trois sous-ensem-
bles : lesgrandes, lespetiteset lespetites séquentielles. À partir de cette partition
nous montrons comment ordonnancer ces différentes classes de tâches pour obte-
nir une solution réalisable.

3.3.1 Structure de l’ordonnancement optimal

m

11/2

Temps

FIG. 3.8 –Allocation canonique
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La limite 1, (�), du makespan supposé de l’optimal nous fournit des indica-
tions sur l’allocation des tâches. D’abord le temps d’exécution de chaque tâche est
plus petit que 1 (cf fig. 3.8). Ensuite la somme des travaux est plus petite quem,
(� m). La succession de deux tâches dans l’ordonnancement impose que l’une des
deux tâches soit plus petite que 1/2. Autrement dit, il ne peut y avoir dans l’ordon-
nancement optimal plus d’une tâche affectée à un processeur de temps strictement
supérieur à 1/2.

Formellement, dans l’ordonnancement optimal, les tâches s’exécutant en un
temps compris dans l’intervalle]1=2::1], n’utilisent pas plus dem processeurs au
total. Et donc toutes les autres s’exécutent en temps]0::1=2].

Temps

m

1/2 3/21

S S1 2

FIG. 3.9 –Deux étagères : 1 + 1/2

Nous allons donc rechercher sur un ordonnancement en deux étagères (cf fig.
3.9) : la première de hauteur 1 (notéeS1), la seconde de hauteur 1/2 (notéeS2).

3.3.2 Partition des tâches et monotonie

La première étape consiste à séparer l’ensemble de tâches en ces deux caté-
gories : les taches s’exécutant en]1=2::1] dansS1 et celle s’exécutant en]0::1=2]
dansS2. Nous les nommerons simplement dans la suite les tâches deS1 et les
tâches deS2.

La monotonie des tâches (cf hypothèse 3, page 36) fournit des bornes sur les
variations de temps d’exécution et de travail des tâches. En effet, ces variations
ne peuvent être plus importantes que les variations de processeurs choisis pour
l’allocation.

Observons les informations apportées par la monotonie pour le calcul de l’al-
location canonique. Nous rappelons que l’allocation canonique d’une tâche est le
plus petit nombre de processeurs qui doivent lui être alloués pour qu’elle s’exécute
en temps plus petit que 1. Il y a deux cas à distinguer suivant que cette allocation
est l’allocation séquentielle ou que la tâche s’exécute surq > 1 processeurs. Dans
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ce dernier cas, par définition, le temps d’exécution de la tâche surq � 1 proces-
seurs est plus grand que 1. La monotonie indique que le rapport des temps ne
peut être plus grand que le rapport des processeursq�1

q
et donc, chaque tâche a un

temps d’exécution plus grand que1� q�1
q

. De la même manière, toutes les tâches
s’exécutant sur plusieurs processeurs dansS2 ont un temps d’exécution compris
dans l’intervalle]1=4::1=2].

Cette relation indique donc que toutes les tâches qui s’exécutent dans]0::1=2],
avec une allocation canonique, sont séquentielles. Ces tâches séquentielles ne
gênent pas l’algorithme et nous précisons dans la section 3.3.3 comment les insé-
rer entre les deux étagères sans perturber l’ordonnancement.

Définition 12 Wseq est la somme des surfaces des tâches s’exécutant sur un pro-
cesseur en temps]0::1=2] dans leurs allocations canoniques.

3.3.3 Insertion des petites tâches séquentielles

Temps

m

Charge < 1

Plus de 1/2 de libre

1 3/21/2

Tâche à placer :

FIG. 3.10 –Insertion des petites tâches séquentielles

Si l’on a construit une allocation répartie en deux étagères, telle que sa surface
soit plus petite quem�Wseq, il est toujours possible d’insérer une tâche séquen-
tielle s’exécutant en temps]0::1=2] en conservant un makespan inférieur à3=2. En
effet, si la surface de toutes les tâches est plus petite quem, alors l’un des pro-
cesseurs exécute des calculs pendant moins de1, c’est-à-dire que la somme des
temps des tâches que ce processeur exécute est plus petite que 1. Si les tâches de
l’étagèreS1 commencent à l’instant 0 et que les tâches de l’étagèreS2 finissent
à l’instant 3/2 alors, il y a entre les tâches des deux étagères de ce processeur
plus de 1/2 temps d’inactivité et donc une tâche séquentielle de temps d’exécution
]0::1=2] peut être exécutée par ce processeur entre les deux étagères (cf fig. 3.10).
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La condition initiale,m �Wseq, reste vraie au fur et à mesure que les tâches
séquentielles sont retirées deWseq et insérées, sinon la surface totale serait plus
grande quem. L’insertion de toutes les tâches deWseq est donc possible.

Dans la suite, les petites tâches séquentielles sont retirées des listes de tâches
et, sans perte de généralité, ne sont pas toujours évoquées dans les analyses. Par
exemple, elles sont implicitement comptabilisées dans les sommes de travaux.

3.3.4 Séparation en deux classes de tâches

Après la mise à l’écart des petites tâches séquentielles, nous allons résoudre un
sac-à-dos entier de petite dimension par programmation dynamique, pour séparer
les tâches restantes en deux classes : les tâches allouées respectivement àS1 etS2.

En plus de l’allocation canonique, c’est-à-dire l’allocation telle que chaque
tâche s’exécute en temps plus petit que 1, nous utilisons aussi pour chaque tâche
son allocation telle que son temps d’exécution soit inférieure à1=2. S’il n’existe
pas une telle allocation, la surface de travail de cette tâche est considérée comme
infinie dans ce cadre.

Le problème est équivalent à un problème de sac-à-dos où la valeur d’une
tâche va être sa surface, suivant qu’elle est placée dans l’étagèreS1 ou S2. Le
poids d’une tâche correspond au nombre de processeurs qu’elle utilise dansS1, 0
si elle est placée dansS2. La contrainte porte sur le nombre total de processeurs
disponibles,m, pour exécuter les tâches deS1.

Nous allons utiliser la fonction�(i; d) qui fournit pour la tâchei, le nombre
minimum de processeurs lui permettant de s’exécuter en temps inférieur àd. S’il
n’existe pas d’allocation inférieure àm pour la tâchei afin qu’elle s’exécute en
temps inférieur àd, �(i; d) vaut+1. Wseq est la somme des travaux des petites
tâches séquentielles mises à l’écart.

Le but est de minimiser la surface notéeW �. Formellement :

W � = min
S1;S2

0
@X
i2S1

Wi;�(i;1) +
X
i2S2

Wi;�(i;1=2) +Wseq

1
A

sous la contrainte X
i2S1

�(i; 1) � m

L’équation de récurrence de la programmation dynamique est :

�W (i; q) = min

 
�W (i� 1; q) +Wi;�(i;1=2);
�W (i� 1; q � �(i; 1)) +Wi;�(i;1)

!

où i est le numéro de la ième tâche etq le nombre de processeurs disponibles dans
S1. Comme le problème est en nombre entier, l’algorithme a un temps d’exécution
deO(n m)
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Par construction, et comme nous l’avons expliqué dans la section 3.3.1, si
W � > m alors il n’existe pas de solution ayant un makespan inférieur ou égal
à 1 et l’algorithme répond “Non !” à l’approximation duale. Sinon nous allons
pouvoir construire un ordonnancement avec un temps d’exécution inférieur à3=2.

La surfaceW � est strictement plus petite que la surface de travail de l’ordon-
nancement optimal de l’ensemble des tâches.

m

1/2 1 3/2

Temps

FIG. 3.11 –Sac à dos partitionnant l’ensemble des tâches

3.3.5 Transformation de l’ordonnancement

L’algorithme précédent construit une solution réalisable si les tâches placées
dansS2 utilisent au total moins dem processeurs. En effet par construction, les
tâches placées dansS1 respectent cette contrainte et nous avons déjà montré qu’il
était toujours possible d’insérer les petites tâches séquentielles entre les deux éta-
gères.

Lorsque la solution fournit au problème d’allocation ne permet pas de cons-
truire directement un ordonnancement réalisable, c’est que la somme des proces-
seurs utilisés dansS2 est supérieure àm. Nous allons transformer cette allocation.
Pour cela nous allons utiliser les propriétés de monotonie des tâches. En particu-
lier nous allons utiliser la proposition suivante.

Propriété 2 Les tâches exécutées dansS2 ont un temps d’exécution compris dans
l’intervalle ]1=4::1=2]

Preuve :
Les petites tâches séquentielles de durée inférieure à1=2 ont été mises à part et ne
sont pas placées dans l’étagère. Les tâches placées ont donc un temps d’exécution
canonique plus grand que1=2 et sont donc exécutées par deux processeurs au
moins. De par les hypothèses de monotonie, cela induit que leur temps d’exécution
est plus grand que1

2
1
2 , c’est-à-dire1=4.
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2

L’idée, pour construire l’ordonnancement réalisable, est d’utiliser le fait que
chaque processeur exécutant une tâche deS2, effectue au moins1=4 de travail. Si
S1 est occupée au moins jusqu’à3=4, ce processeur effectue plus de 1 en travail.
Or puisque la surface totale est plus petite quem, Il n’y a pas plus dem proces-
seurs utilisés par étagère. Pour garantir l’occupation d’un processeur au-delà de1,
nous renonçons, sur certains processeurs, à trouver une solution en deux étagères.

Pour cela nous allons utiliser un certain nombre de transformations. Il est im-
portant de noter que chacune d’elles diminue le travail des tâches sur lesquelles
elle s’applique et donc maintient une surface totale de travail plus petite que la
surface de l’ordonnancement optimal.

Empiler des tâches deS1

Lorsque deux tâches séquentielles deS1 sont de durée inférieure à3=4, il est
possible de les empiler sur un seul processeur (cf fig. 3.12) en moins que3=2.

1 3/2

Temps

m

1/2 3/4 1 3/2

Temps

m

1/2 3/4

FIG. 3.12 –Empilement de deux tâches séquentielles inférieures à3=4

Cet empilement occupe un processeur pendant au moins1 puisque les tâches
sont plus grandes que1=2.

Diminuer l’allocation de tâches deS1

Les tâches deS1 sont allouées à leur allocation canonique. Cela signifie que, si
elles ne sont pas séquentielles, le fait de diminuer leur allocation d’un processeur,
induit un temps d’exécution de ces tâches plus grand que1. D’un autre coté, si
ces tâches s’exécutent en temps inférieur à3=4 cela signifie que diminuer leur
allocation n’induit pas un temps d’exécution plus grand que3

4
2
1 c’est-à-dire3=2

(cf fig. 3.13). Les processeurs exécutant cette tâche sont utilisés au-delà de1
Ces deux transformations peuvent s’appliquer à toutes les tâches deS1 de du-

rée inférieure à3=4. Il ne peut donc rester au plus qu’une seule tâche séquentielle
de durée inférieure à3=4 que l’on n’a pu empiler.
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1

Temps

m

1/2 3/4 3/2 1

Temps

m

1/2 3/4 3/2

FIG. 3.13 –Diminuer l’allocation de tâches parallèles inférieures à 3/4

Replacer une tâche deS2 dansS1

Les deux transformations précédentes diminuent le nombre de processeurs uti-
lisés dansS1. Soitq, le nombre de processeurs libres dans l’étagèreS1, il est pos-
sible qu’une des tâches deS2 puisse être replacée, dans son allocation canonique
deS1 (cf fig. 3.14). Une des deux précédentes transformations pourrait éventuel-
lement être utilisée sur cette tâche, si son temps d’exécution canonique est plus
petit que3=4.

Il est important de noter que cette transformation respecte la contrainte que
moins dem processeurs soient utilisés dansS2.

Temps

m

λ/2 λ 3 λ/2

Temps

m

λ/2 λ 3 λ/2

FIG. 3.14 –Replacer une tâche deS2 dansS1

Il est aussi possible qu’une des tâches deS2 s’exécute en temps supérieur à
1 mais inférieur à3=2 sur moins deq processeurs (cf fig. 3.15). Après transfor-
mation, dans ce cas-là, les processeurs sont occupés à plus de1 par une seule
tâche.

Une dernière transformation

Si
– aucune des transformations précédentes n’est possible

– l’ordonnancement n’est toujours pas réalisable
– q > 0
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Temps

m

1/2 1 3/2

Temps

m

1/2 1 3/2

FIG. 3.15 –Replacer une tâche deS2 en ]1::3=2]

– il existe une tâche séquentiellea de durée inférieure à3=4 dansS1,

nous pouvons appliquer la transformation suivante (cf fig. 3.16).
a est empilé sur une autre tâche deS1 si la somme de leur temps d’exécution

est inférieure à3=2. Nous montrerons par la suite que si cette transformation est
possible, alors, l’une des tâches deS2 peut être maintenant ordonnancée en temps
inférieur à3=2 sur lesq + 1 processeurs libres. L’ordonnancement devient alors
réalisable.

Temps

m

1/2 3/4 1 3/2

Temps

m

1/2 3/4 1 3/2

FIG. 3.16 –Empilement de la dernière tâche de durée inférieure à 3/4

3.3.6 L’algorithme

Une version simplifiée de l’algorithme est présentée par l’algorithme 3.
La complexité du sac à dos est deO(n m).
Chaque tâche ne peut être déplacée ou redimensionnée plus de deux fois par

les transformations de la bouclewhile. Une des difficultées est de trouver une
tâche sur laquelle s’applique une des 4 transformations en tempsO(m). En effet
il suffit pour cela de trier les tâches en3m listes, suivant le nombre de processeurs
qu’elles utilisent pour les temps d’exécutions inférieurs à 3/2, 1 et 1/2. Ces 3
m-partitions se font en tempsO(n). Les tâches entrant dans un état d’allocation
stable sont éliminées des listes. La boucle s’effectue doncO(n) fois, au pire, une
opération de coûtO(m).
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Algorithm 3 Algorithme d’ordonnancement en deux étagères de tâches mal-
léables indépendantes. Il renvoie vrai, si il est possible d’ordonnancer l’ensemble
des tâches deT en temps1 surm processeurs, faux sinon

booleanFunction DeuxEtageres(T, m)
Tseq = Extraction des tâches séquentielles inférieures à 1/2

T = TnTseq
T1; T2 = Sac_a_dos(T;m) {Partition de T}
if SurfaceTotale(T1; T2; Tseq) >m then

return faux

end if
while Ordonnancement_Non_Realisable()do

if Une des trois premières transformations est possiblethen
Appliquer une des 3 premières transformations {Dans un ordre quel-
conque}

else
Appliquer la dernière transformation

end if

end while
Insertion des tâches deTseq
return true
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Le processeur le moins chargé peut être trouvé en tempsO(m). L’insertion
des petites tâches séquentielles est donc au pire enO(n m).

Le coût de l’algorithme de placement est donc enO(n m).

3.3.7 Solution réalisable

Les transformations précédentes sont appliquées jusqu’à ce que la solution
devienne un ordonnancement réalisable.

L’application des transformations précédentes construit une solution qui a la
forme suivante (cf fig. 3.17) :

3/2

Temps

m

1/2 3/4 1

FIG. 3.17 –Forme de la solution réalisable

Un certain nombre de processeurs sont occupés à plus que 1 en exécutant une
seule tâche ou un empilement des deux tâches séquentielles. Les autres proces-
seurs exécutent un ordonnancement en deux étagères.S1 exécute des tâches dont
le temps d’exécution est compris dans]3=4::1] sauf (peut-être) pour une seule
tâche séquentielle de durée]1=2::3=4]. Il reste aussi éventuellement des proces-
seurs inutilisés pendant l’exécution deS1. Nous rappelons que nous notonsq le
nombre de processeurs inutilisés deS1. S2 est occupée par des tâches s’exécutant
en ]1=4::1=2]. Nous allons maintenant montrer que, lorsque les transformations
ne peuvent plus être appliquées, la solution produite est un ordonnancement réa-
lisable.

Nous allons utiliser pour cela une preuve par contradiction et supposer queS2

“déborde”. Pour cela nous allons évaluer finement la surface totale de travail en
utilisant les informations fournies par la structure de l’ordonnancement.

En fait les processus occupés à plus de 1 ne nous gênent pas. Par souci de
clarté et sans perte de généralité, nous ne présentons pas la prise en compte de
ces processeurs dans les analyses suivantes. En effet, nous n’utilisons que des
arguments de surface. La restriction de l’analyse aux seuls processeurs occupés à
moins de1 est donc suffisante.

Deux cas se présentent suivant qu’il y a ou non des processeurs libres dansS1.
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Le cas oùq = 0

Dans ce cas, il n’y a pas de processeur libre dansS1. Tous les processeurs, sauf
un, sont occupés strictement à plus de1, en exécutant soit une seule tâche, soit un
empilement de deux tâches séquentielles, soit en exécutant les deux étagères. Dans
ce dernier cas, ils exécutent des tâches de temps d’exécution supérieur à3=4 dans
S1 et supérieur à1=4 dansS2.

Un seul processeur, au plus, exécute dansS1 une tâche séquentielle de durée
comprise dans l’intervalle]1=2::3=4[. Il est donc strictement occupé strictement
plus de1=2 + 1=4, donc strictement plus de3=4.

La surface totale occupée est donc strictement supérieure àm � 1=4. Pour
queS2 déborde, il faut occuper au moins un processeur supplémentaire sur cette
étagère. Pour occuper un processeur supplémentaire, il faut au moins1=4 de tra-
vail supplémentaire puisque chaque tâche deS2 s’exécute en temps strictement
supérieur à1=4.

Il est donc impossible queS2 déborde sans que la surface totale soitstricte-
mentplus grande quem�1=4+1=4. Par contradiction puisque le sac-à-dos et les
transformations garantissent que cette surface est plus petite quem (cf fig. 3.18),
l’ordonnancement est réalisable.

m

Plus de 1/4

Temps

Moins de 1/4

1/2 3/4 1 5/4 3/2

FIG. 3.18 –Aucun processeur libre dansS1

Le cas oùq > 0

S’il y a q processeurs libres dansS1 (cf fig. 3.19), une information supplémen-
taire est disponible. En effet, cela signifie qu’aucune tâche deS2 ne tient en temps
]1=2::3=2] surq processeurs, sinon la troisième transformation aurait replacé cette
tâche dansS1.

Les hypothèses de monotonie impliquent que toutes les tâches deS2 sont exé-
cutées par, strictement, plus de3 q processeurs donc au moins3 q+1 processeurs.
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q processeurs

Temps

libres}

1/2 3/4 1 5/4 3/2

m

FIG. 3.19 –Il y a plusieurs processeurs libre dansS1

Sinon en diminuant l’allocation de ces tâches àq processeurs, leur temps d’exé-
cution ne pourrait être multiplié par plus de trois, de moins de1=2 à plus de3=2.

Les hypothèses de monotonie indiquent aussi que le temps d’exécution d’une
tâche dansS2 est au moins1

2
3 q

3 q+1
, sinon elle pourrait être exécutée en temps

inférieur à1=2 sur3 q processeurs, ce qui serait contradictoire avec le choix fait
pour l’allocation de cette tâche.

Deux cas se présentent suivant queS1 est occupé plus de3
4
(m � q) ou non.

C’est pour la gestion de ce dernier cas que nous avons introduit la dernière trans-
formation.

S1 est occupé plus de3
4(m� q) Nous pouvons maintenant exprimer une borne

inférieure de somme totale du travail effectué par les tâches. Cette borne doit être
plus petite quem. Pour cela nous allons utiliser à nouveau la fonction�(i; d) qui
fournit l’allocation minimum de la tâchei, telle que son temps d’exécution soit
plus petit qued.

m >
3

4
(m� q) +

X
i2S2

Wi;�(i;1=2) (3.1)

Il y a au moinsm + 1 processeurs qui sont occupés dansS2. La somme des
surfaces des tâches deS2 peut s’exprimer de la manière suivante :

X
i2S2

Wi;�(i;1=2) �
X
i2S2

1

2

�(i; 1=2) � 1

�(i; 1=2)
�(i; 1=2)

donc X
i2S2

Wi;�(i;1=2) �
X
i2S2

1

2
�(i; 1=2) � X

i2S2

1

2

Notonsk, le nombre de tâches placées dansS2. Puisqu’il y a au moinsm+ 1
processeurs occupés dansS2, on obtient :
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X
i2S2

Wi;�(i;1=2) � 1

2
(m+ 1) � 1

2
k (3.2)

La somme des surfaces des tâches deS2 peut aussi s’exprimer d’une autre
manière. Chacune desk tâches deS2 ne peut être placée en temps inférieur à3=2
sur lesq processeurs libres. La surface de chaque tâche deS2 est donc supérieure
à 3

2
q. On a donc une deuxième relation :

X
i2S2

Wi;�(i;1=2) � 3

2
qk (3.3)

En combinant les équations 3.1 et 3.2, on obtient :

3

4
(m� q) +

1

2
(m+ 1) � 1

2
k < m

ou
1

4
m+

1

2
<

1

2
k +

3

4
q

c’est-à-dire
m < 3q + 2k � 2 (3.4)

En combinant les équations 3.1 et 3.3, on obtient :

3

4
(m� q) +

3

2
qk < m

ou
3

4
q(2k � 1) <

1

4
m

c’est-à-dire

3q(2k � 1) < m (3.5)

On tire des deux résultats (3.5 et 3.4) la relation suivante :

3q(2k � 1) < 3q + 2k � 2

c’est-à-dire
3q(2k � 2) < (2k � 2)

Cela impliqueq = 0. Il y a donc contradiction avec l’hypothèse courante
q > 0. Il n’était donc pas possible queS2 déborde.

Application réussie de la dernière transformation Si la dernière transforma-
tion a été appliquée avec succès, les processeurs occupés deS1 le sont à plus de
3=4 et donc la démonstration du cas précédent s’applique.
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S1 est occupé moins de3=4(m�q) Pour queS1 soit occupé moins de3=4(m�
q) et que l’ordonnancement ne soit toujours pas réalisable, il faut queS1 contienne
encore un processeur occupé par une tâche séquentielle de durée inférieure à3=4.
Donc la dernière transformation a échoué.

On peut d’abord montrer quem > q + 1. En effet, sim = q alors la somme
des surfaces des tâches deS2 est inférieure àq. Donc les tâches deS2 ont un
temps d’exécution, surq processeurs, inférieur à1, on aurait donc descendu une
des tâches deS2 dansS1. Si m = q + 1, il n’y a qu’une seule tâche de durée
]1=2::3=4[ dansS1. Les tâches deS2 (il y en a au moins une) ne peuvent pas
s’exécuter en temps inférieur à3=2 sur q processeurs. La relation sur la somme
des surfaces des tâches est donc :

1

2
+

3

2
q < q + 1

ce qui mène à :
1

2
q <

1

2

et doncq = 0 (contradiction !)
On a donc :

m � q + 2

Soit h = 3=4 + x la hauteur minimum des processeurs occupés au-delà de3=4
deS1. Soit h0 = 1=2 + x0 la hauteur du processeur deS1 occupée strictement
moins de3=4. Puisque la dernière transformation a échoué, on ah+ h0 > 3

2. Cela
entraîne quex+ x0 > 1

4 .
Nous pouvons évaluer la surface occupée deS1.

X
i2S1

Wi � (m� q � 1)(
3

4
+ x) + (

1

2
+ x0)

Comme(m� q � 1) � 1

X
i2S1

Wi � (m� q � 1)
3

4
+

1

2
+ x+ x0

et commex+ x0 > 1
4 , X

i2S1

Wi >
3

4
(m� q)

Il y a donc contradiction avec le fait que la surface occupée deS1 est inférieure
à 3

4(m� q).
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Occurence de la dernière transformation Cette transformation n’intervient
que dans les cas où :

– Une tache séquentielle proche de1=2 et des tâches proches de3=4 se par-
tagentS1,

– Il n’y a qu’une seule tâche dans leS2 considéré,

– La tâche deS2 est de la “bonne” taille.

Ces instances devraient être relativement peu fréquentes.

3.3.8 Conclusion

Cette heuristique montre l’impact important pour ce type d’ordonnancement
de la structure que l’algorithme essaie de construire. Nous avons donc trouvé une
structure d’ordonnancement qui permet d’obtenir une garantie de performance de
3=2 + � enO(n m log2(

1
�
)). Cette heuristique est plus simple que celle que nous

utilisions pour obtenir la borne de
p
3 + �. Sa grande simplicité nous laisse à

penser que de meilleures garanties sont atteignables avec d’autres structures. Ces
structures complexes devraient rendre ce problème plus difficile.

En moyenne, par contre, il n’est pas forcément évident que les ordonnance-
ments seront meilleurs que celui de

p
3 car les tâches peuvent s’exécuter en temps

3/2. Pour l’algorithme en
p
3 les tâches s’exécutent toutes en temps inférieur à1.

3.4 Comparaison en moyenne des différents algo-
rithmes

Le comportement en moyenne des algorithmes n’est pas forcément lié avec la
complexité au pire. Nous avons donc implanté les différents algorithmes et nous
avons comparé leurs performances sur des instances tirées au hasard.

3.4.1 Tirage des instances

Nous avons construit nos instances de la manière suivante. Nous tirons selon
une loi de probabilité les temps d’exécutions des tâches.

Le temps d’exécution surq + 1 processeurs est une fonction du temps d’exé-
cution de la tâche surq processeurs.

ti;1 = X

ti;q+1 =
q +X[0::1]()

q + 1
ti;q
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X est une variable aléatoire.X[0::1] est la restriction deX à l’intervalle[0::1].
Les deux fonctions que nous avons utilisées ont une distribution gaussienne

Normale ou une distribution uniformeUniforme.
En centrant la gaussienne deNormale[0::1] sur 0 ou 1, nous obtenons des ins-

tances avec des tâches très parallèles, ou au contraire, des tâches dont le temps
varie très peu. Une plus grande variabilité entre les tâches de l’instance est obte-
nue en utilisant un tirage uniforme.

Nous avons reporté la moyenne de 250 tirages en faisant varier le nombre de
tâches de 1 à 150 sur 32 processeurs.

3.4.2 Les différents algorithmes

Nous avons tester 4 algorithmes.

– Notre algorithme de garantie de performance3=2, présenté dans la section
3.3. Nous sélectionnons la meilleure solution après avoir testé plusieurs
tailles pour la seconde étagère. Cela nous permet d’essayer d’améliorer la
garantie obtenue. Les tailles choisies pourS2 étaient donc1=2, 1=4 et 1=8.
La garantie est uniquement pour3=2. Les autres sont uniquement des choix
heuristiques.

– La version de Ludwig [87] de l’algorithme de Turek Wolf et Yu [110] en uti-
lisant l’algorithme de Steinberg [108] comme algorithme de strip-packing.

– L’algorithme de liste bien connu, Largest Processing Time First (LPTF)
[61], pris comme référence. Un seul processeur est alors alloué à chaque
tâche. L’algorithme alloue en priorité les plus grandes tâches.

– L’algorithme [90] de garantie de performance
p
3. Nous avons également

choisi plusieurs tailles pour la seconde étagère,1�p
3, 1=2, 1=4 et1=8.

3.4.3 Expérimentations

Toutes les mesures reportées présentent le rapport entre la solution produite
par chaque algorithme et la borne inférieure du temps d’exécution fournie par
l’algorithme de Turek, Wolf et Yu.

Dans toutes les mesures que nous avons faites, nous avons observé que l’usage
de l’algorithme de Steinberg pour le strip-packing conduit à un ratio de perfor-
mance proche de 2 en moyenne. La figure 3.20 est obtenue avec une distribution
gaussienne des tirages, centrée sur 1/2 et un écart type de 1/2.

Par contre nos deux algorithmes sont très proches de 1, c’est-à-dire que le ratio
de performance obtenu en moyenne est bien meilleur que3=2 ou

p
3. La figure

3.21 représente un zoom de la figure précédente.
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FIG. 3.20 –Moyenne des ratios de performance pour 250 tirages par point pour
les 4 algorithmes
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FIG. 3.21 –Zoom sur le ratio de performance moyen pour 250 tirages par point
pour les 4 algorithmes
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FIG. 3.22 –Valeur au pire du ratio de performance pour 250 tirages par point des
4 algorithmes
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Le comportement au pire, sur 250 tirages par point, de notre algorithme est
présenté par la figure 3.22. Au pire, le ratio de performance obtenu, pour 250
tirages, de nos deux algorithmes n’est pas plus mauvais que1 + 1=4 pour ces ins-
tances là.
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FIG. 3.23 –Moyenne du ratio de performance pour 250 tirages par point des 4
algorithmes pour des tâches peu parallèles (à droite) et très parallèles (à gauche)

Lorsque le tirage du facteur d’inefficacité est changé, le comportement des al-
gorithmes varie un peu. La figure 3.23 présente les moyennes des ratios de perfor-
mance pour un écart type de 1 et des distributions centrées sur 1 et 0, c’est-à-dire
respectivement des tâches peu parallèle et très parallèle.
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FIG. 3.24 –Zoom sur la moyenne du ratio de performance pour 250 tirages par
point des 4 algorithmes pour des tâches peu parallèles (à droite) et très parallèles
(à gauche)

Un zoom (cf fig. 3.24) permet de montrer que plus les tâches sont parallèles,
plus nos algorithmes ont du mal à obtenir de bons ratios de performance.

Pour des tâches parfaitement parallèles, nous obtenons des ratios de perfor-
mance, en moyenne, inférieurs à1:2 pour les deux algorithmes (cf fig. 3.25). Il
est à noter que, sur ces instances et pour un petit nombre de tâches, l’algorithme
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FIG. 3.25 –Zoom sur la moyenne des ratios de performance pour 250 tirages par
point des 4 algorithmes pour des tâches parfaitement parallèles

de garantie
p
3 est meilleur que notre algorithme en3=2. Sur ces instances, il

faut rappeler que l’ordonnancement optimal consiste à exécuter chaque tâche sur
tous les processeurs, l’une après l’autre. Cette structure est donc relativement dif-
férente de celle qu’essaie de construire notre algorithme en 2 étagères. Cela se
ressent particulièrement pour les petits nombres de tâches, où les pertes dues aux
déséquilibres de charge peuvent être importantes.

On remarque que, pour l’algorithme LPTF, il faut jusqu’à 4 fois le nombre de
processeurs avant que les performances des trois algorithmes deviennent équiva-
lentes.
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FIG. 3.26 –Zoom sur la pire valeur du ratio de performance pour 250 tirages par
point des 4 algorithmes pour des tâches parfaitement parallèles

Pour ces instances dont les tâches sont parfaitement parallèles, nos algorithmes
obtiennent des ratios de performance de l’ordre de1:5 pour l’algorithme de ga-
rantie

p
3 et de1:35 pour notre algorithme de garantie3=2 (cf fig 3.26).

Enfin nous avons aussi mesuré les performances obtenues pour des distribu-
tions uniformes sur[0::1] du temps d’exécution et de l’inefficacité (cf fig 3.27).
Ce cas est relativement favorable.
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3.4.4 Conclusion sur les expérimentations

L’utilisation de l’algorithme de Steinberg pour le strip-packing conduit à des
ordonnancements multiprocesseurs coûteux avec des ratios de performance de
l’ordre de 2.

Une prise en compte plus fine, du fait que le problème est discret, permet
d’obtenir des ordonnancements dont le ratio de performance, en moyenne, est
proche de1. Ce ratio est bien meilleur, en moyenne, que la garantie au pire de
1=2.



Chapitre 4

Ordonnancement de tâches
malléables avec précédence

Contents

4.1 Introduction - Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.1.1 Précédents travaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.1.2 Hypothèses sur les tâches malléables. . . . . . . . . 87

4.2 Ordonnancement de chaînes de tâches . . . . . . . . . . . . 87
4.2.1 Ordonnancement de tâches multiprocesseurs. . . . . 87
4.2.2 Choix d’une bonne allocation. . . . . . . . . . . . . 91
4.2.3 Algorithme de programmation dynamique. . . . . . . 94
4.2.4 Schéma d’approximation complet . . . . . . . . . . . 95

4.3 Conclusion et perspective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

85



86 CHAPITRE 4. ORDONNANCEMENT AVEC PRÉCÉDENCE

Dans ce chapitre nous allons présenter les différents travaux déjà réalisés
autour des modèles proches des tâches malléables incluant des relations de
précédences. Ensuite nous proposons un algorithme d’ordonnancement de
garantie constante, pour une structure de graphe simple : les chaînes.

4.1 Introduction - Motivation

Le chapitre est organisé de la manière suivante : Nous allons tout d’abord pré-
senter les différents travaux déjà réalisés autour des modèles proches des tâches
malléables incluant des relations de précédences. Ensuite nous proposons un al-
gorithme d’ordonnancement de garantie constante, pour une structure de graphe
simple : les chaînes. Cet algorithme est un algorithme en deux phases. La première
consiste à calculer une allocation, i.e le nombre de processeurs alloués à chaque
tâche; elle est fondée sur un compromis entre le chemin critique et le travail total.
Ensuite nous ordonnançons le graphe de tâches multiprocesseurs induit.

Nous montrons dans la section 4.2.2, comment utiliser la résolution d’un pro-
blème de sac-à-dos pour le calcul de l’allocation pour les chaînes et les arbres.
Comme pour le problème de l’ordonnancement de tâches indépendantes, l’algo-
rithme est fondé sur une recherche d’une allocation qui réalise un compromis entre
l’ordonnancement multiprocesseurs, la somme des travaux et le chemin critique
du graphe.

Le problème des tâches multiprocesseurs semble assez difficile à appréhender
efficacement. Quelques résultats existent et sont présentés dans l’article de syn-
thèse [35], mais aucun d’eux n’est général. Il est clair que tout résultat sur les
tâches multiprocesseurs peut être directement utilisé pour ordonnancer un groupe
de tâches malléables dont on aurait choisi, pour chaque tâche malléable, le nombre
de processeurs qui l’exécutent. Nous montrerons par la suite, dans la section 4.2.1,
que le problème posé par la difficulté de l’ordonnancement de tâches multiproces-
seurs, peut être contourné efficacement.

4.1.1 Précédents travaux sur les tâches multiprocesseurs avec
précédence

Il existe une autre approche modifiant le nombre de processeurs exécutant une
tâche multiprocesseurs. Il s’agit de simuler sur un petit nombre de processeurs
l’ensemble des processeurs demandés par la tâche. On parle alors de virtualisa-
tion des processeurs. Dans le cadre de ce modèle, les travaux de Feldman, Kao,
Sgal et Teng [42] ont montré que l’on ne peut obtenir une bonne allocation avec
des algorithmeson-line sans changer (ici, virtualiser) le nombre de processeurs
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utilisés par les tâches. Ils obtiennent une garantie pour le problème du placement
multiprocesseurs virtualisé, de2 + � (� � 0:618, le nombre d’or).

Mais ce résultat ne s’applique pas aux tâches malléables. La différence, entre
les deux modèles, se situe dans le comportement de la virtualisation. Le travail
de la tâche ne diminue pas lorsque le nombre de processeurs l’exécutant diminue.
Cela limite donc inférieurement le temps d’exécution virtualisé. Pour un problème
malléable monotone, par contre, son travail peut diminuer jusqu’à un facteurm.
La garantie de performance de Feldman et al. n’est donc pas une garantie de per-
formance pour les tâches malléables, sauf pour les instances avec des accélérations
(super-)linéaires. Il pourrait donc s’appliquer à des tâches non monotones.

4.1.2 Hypothèses sur les tâches malléables

Nous faisons pour notre problème, les deux mêmes hypothèses réalistes sur
le comportement des tâches malléables que celles discutées dans l’hypothèse 3,
page 36.

4.2 Ordonnancement d’un ensemble de chaînes de
tâches malléables

Nous proposons un algorithme en deux phases pour l’ordonnancement d’un
ensemble de chaînes de tâches malléables monotones. En effet, nous allons tout
d’abord montrer un résultat préliminaire intéressant. Sous certaines hypothèses,
il est possible d’ordonnancer un ensemble de tâches multiprocesseurs pour un
graphe de précédence quelconque avec une garantie constante. Puis, nous mon-
trerons que, dans le cas des chaînes de tâches malléables, un choix judicieux de
l’allocation, c’est-à-dire du nombre de processeurs alloués à chacune des tâches
malléables du graphe, nous permet de nous ramener à ce problème.

4.2.1 Ordonnancement de tâches multiprocesseurs

Dans cette partie nous allons étudier l’ordonnancement d’un graphe de tâches
multiprocesseursG = (V;E). Une tâche multiprocesseurs est une tâche qui né-
cessite plusieurs processeurs pour s’exécuter mais contrairement aux tâches mal-
léables, ce nombre est fixé. Nous notons respectivementpi et ti, le nombre de
processeurs et le temps d’exécution d’une tâchei, !1, le chemin critique (plus
long chemin) dans le grapheG (le makespan d’un ordonnancement optimal sur
une infinité de processeurs), etWV le travail des tâches deV (WV =

P
i=1::n ti;qi,

où l’allocationqi est fixée).
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Nous allons étudier le comportement d’un algorithme de liste [60] (cf algo.
4.2.1), en fonction du nombre maximum de processeurs nécessaires pour exécuter
une tâche multiprocesseurs que nous noteronsÆ = maxi2V pi.

Algorithm 4 Algorithme de liste pour l’ordonnancement de tâches multiproces-
seurs
Ready = Calculer l’ensemble des tâches prêtes
while Ready 6= ; do

for all i 2 Ready do
Calculerdate(i), la date d’exécution au plus tôt de la tâchei.

end for
Trouver la première tâche deL telle que sa date de début d’exécution soit
minimale.

Exécuter cette tâche et recalculer l’ensembleReady des tâches prêtes .

end while

Théorème 7 Le makespan!Liste de l’ordonnancement obtenu grâce à un algo-
rithme de liste est borné parWV +(m�Æ)!1

m�Æ+1 .

Preuve :
Le principe est une généralisation du résultat bien connu de Graham [60]. On
partitionne l’intervalle[0; !Liste] en I+ et I�, où I+ correspond aux instants où,
strictement, plus dem� Æ processeurs sont occupés etI� correspond aux instants
où plus deÆ processeurs sont inoccupés. On note par la suitejIj la durée en temps
de la périodeI. Sur la figure 4.1, nous avons représentéI+ etI�, avecÆ = 4 pour
8 processeurs.

Le travail total effectué pendant la périodeI+ est plus grand que

(m� Æ + 1)jI+j
, puisqu’il y a plus dem � Æ processeurs occupés. Le travail effectué pendant la
périodeI� est plus grand quejI�j puisqu’il y a au moins un processeur occupé.
On en déduit donc l’inégalité suivante :

WV � jI+j:(m� Æ + 1) + jI�j
Nous allons maintenant essayer de borner la durée de l’intervalleI�. Pour

cela nous allons construire récursivement un chemin dans la fermeture transitive
du grapheG. Soitx1, une des tâches qui finissent en dernier. Supposonsxi défini.
Si il existe au moins une tâchet s’exécutant dansI�n[date(xi); !Liste], on définit
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I+ I+ I+

�������������� ���������������� ��������

m

I I - I --
Temps

FIG. 4.1 –Ordonnancement d’un graphe de tâches multiprocesseurs par un algo-
rithme de liste.

récursivementxi+1 de la façon suivante : Soitdxi;I� la plus grande date deI� plus
petite quedate(xi). SoitXi+1 l’ensemble des tâches qui s’exécutent à l’instant
dxi;I�. Il existe forcément au moins une tâchet 2 Xi+1 telle quet � xi, dans la
fermeture transitive, sinon la tâchexi, ou une autre tâche précédantxi, aurait pu
être exécutée plus tôt puisque son allocation est plus petite queÆ. Nous choisissons
pour xi+1 l’une de ces tâches. Cela nous permet de construire un cheminC =
(xk; � � � ; x1), tel que, par construction, pour tout instantd 2 I�, il existe une
tâche du cheminC qui est en exécution à l’instantd.

Nous avons représenté les deux cas possibles, fonction dedxi;I�, dans la figure
4.2.
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FIG. 4.2 – Il existe une contrainte de précédence (un chemin dans le graphe de
tâches) entre la tâche grisée et une des tâches hachurées

Sur la figure 4.1, nous avons représenté un chemin possible.
Tous les chemins du graphe sont plus petits que le chemin critique!1. On en
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déduit donc l’inégalité suivante :

jI�j � !1

En combinant les deux équations on obtient finalement:

!Liste = jI+j+ jI�j � (WV + (m� Æ)!1)

m� Æ + 1
2

Corollaire :
La garantie de performance d’un algorithme de liste pour l’ordonnancement mul-
tiprocesseurs est bornée par(2m�Æ)

m�Æ+1
.
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FIG. 4.3 –Garantie de performance pour l’ordonnancement de tâches multipro-
cesseurs pourm = 16 en fonction deÆ

Nous pouvons remarquer que cette garantie correspond à la borne d’un algo-
rithme de liste pour des tâches séquentielles lorsqueÆ = 1, elle est alors égale
à 2 � 1=m, où l’on retrouve la borne bien connue. Cette garantie est mauvaise
lorsqueÆ = m, cependant siÆ = m=2 alors la garantie est bornée par 3. Nous
avons tracé la borne de la garantie de performance d’un algorithme de liste en
fonction deÆ pourm = 16 sur la figure 4.3.
Corollaire :
SiÆ = m=2 la garantie devient

wListe � 2

m+ 2
WV +

m

m+ 2
!1

ou grossièrement
wListe � 2 WV + !1

Ce dernier corollaire est la base du choix de notre stratégie d’allocation. Nous
allons choisir une allocation afin d’obtenir une garantie de performance constante.
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4.2.2 Choix d’une bonne allocation

Nous allons maintenant, nous intéresser au cas d’un grapheG = (V;E) de
tâches malléables. L’idée principale consiste à choisir une allocation du nombre
de processeurs aux tâches, afin que le travail total, divisé par le nombre de proces-
seurs, et le chemin critique soient bornés par rapport au makespan d’un ordonnan-
cement malléable optimal. Puis nous utilisons le résultat de la section précédente
pour ordonnancer le problème induit. Pour résoudre ce problème du choix de l’al-
location, nous introduisons un nouveau problème qui consiste à trouver pour une
longueur de chemin critique fixé, l’allocation qui minimise le travail total. Dans
le cas d’un graphe formé de chaînes nous proposons un schéma complet d’algo-
rithmes d’approximation pour le résoudre, c’est à dire une famille d’algorithmes
polynômiaux avec une garantie de performance arbitrairement proche de 1.

Nous rappelons queti;q désigne le temps d’exécution de la tâchei surq proces-
seurs. Nous notons par la suiteGAlloc le graphe de tâches multiprocesseurs induit
par l’allocationAlloc, !1Alloc la longueur du plus long chemin deGAlloc, etWAlloc,
le travail correspondant. Nous nous intéressons au problème suivant :

Définition 13 (Problème de l’allocation) Trouver une allocationAlloc, sur l’en-
semble des tâchesT , telle que le maximum entre la longueur du chemin critique
!1Alloc deGAlloc et le travail moyenWAlloc=m soit le plus petit possible.

Nous allons tout d’abord montrer que si nous pouvons approximer ce pro-
blème alors il est possible d’approximer le problème de l’ordonnancement du
graphe de tâches malléablesG. Puis nous montrerons par la suite comment nous
pouvons résoudre le problème de l’allocation pour le cas d’un ensemble de chaî-
nes.

La proposition suivante permet de clarifier le rapport entre les solutions op-
timales du problème de l’allocation, et la solution optimale pour le problème de
l’ordonnancement d’un graphe de tâches malléables.

Théorème 8 La valeur à l’optimal du problème de l’allocation est plus petite que
le makespan optimal du problème de l’ordonnancement du graphe de tâches mal-
léables :!� � max(!1Alloc�;WAlloc�=m), oùAlloc� désigne la solution optimale
du problème de l’allocation.

Preuve:SoitAlloc l’allocation de l’ordonnancement optimal du problème de
l’ordonnancement du graphe de tâches malléables. Il apparaît clairement que :
!� � max(!1Alloc;WAlloc=m). Or,Alloc� est par définition la solution optimale
du problème de l’allocation :max(!1Alloc;WAlloc=m) � max(!1Alloc�;WAlloc�=m),
d’où le résultat.

Nous allons maintenant montrer comment construire à partir d’une approxi-
mation pour le problème de l’allocation, une approximation pour le problème de
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l’ordonnancement d’un graphe de tâches malléables. Puis nous montrerons en-
suite comment il est possible d’obtenir une bonne approximation pour le problème
de l’allocation.

Théorème 9 S’il existe unek-approximation pour le problème de l’allocation
alors il existe une4k-approximation pour le problème de l’ordonnancement d’un
graphe de tâches malléables.

Preuve :
L’idée consiste à utiliser le résultat du théorème 7 (page 88) qui fournit une bonne
approximation pour le problème si le nombre de processeurs alloués à chaque
tâche n’est pas trop grand. Pour cela, considéronsAlloc la solution du problème
d’allocation qui est par hypothèse unek-approximation, nous allons à partir de
cette allocation construire une nouvelle allocationAlloc0. Alloc0 est définie par
Alloc0(t) = Alloc(t) si Alloc(t) < Æ et parAlloc0(t) = Æ sinon. La notation
Æ désigne un entier entre1 et m représentant le nombre maximum de proces-
seurs sur lequel on a choisi d’allouer les tâches dansAlloc0. Le makespan d’un
algorithme de liste pour l’ordonnancement du graphe multiprocesseursGAlloc0 est
donc, d’après le théorème 7, plus petit que :

WAlloc0 + (m� Æ)!1Alloc0

m� Æ + 1

Or, d’après l’hypothèse de monotonie, nous avons :!1Alloc0 � Æ
m
!1Alloc0 etWAlloc0 �

WAlloc. D’autre part, d’après le théorème 8,!1Alloc � k:!� etWAlloc=m � k:!�,
on obtient finalement la garantie de performance suivante :

!Alloc0

!�
� k:m2

Æ (m� Æ + 1)

2

Nous avons représenté celle-ci sur la figure 4.4, pourm = 16. Cette garantie
de performance est minimum pourÆ = b(m + 1)=2c, dans ce cas elle est alors
égale à 4:k

(1+1=m)2
� 4:k.

Finalement, nous allons maintenant voir comment nous pouvons trouver une
approximation pour résoudre le problème de l’allocation pour le cas d’un graphe
formé de chaînes. Pour cela nous allons utiliser une k-approximation duale, tech-
nique introduite par Shmoys et Hochbaum [68]. Étant donné un nombre réel�,
nous nous intéressons au problème suivant :

Définition 14 (Problème contraint de l’allocation) Trouver une allocation,
Alloc, sur l’ensemble des tâchesT telle que la longueur du chemin critique!1Alloc
est inférieure à� et que le travail moyenWAlloc=m soit le plus petit possible.
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FIG. 4.4 –Garantie de performance pour l’ordonnancement de tâches malléables,
pourm = 16 en fonction deÆ, si l’on sait résoudre exactement le problème de
l’allocation

Supposons que l’on connaisse une k-approximation pour ce problème qui
fournisse une solutionAlloc. Nous montrons par la suite un schéma pleinement
complet d’approximation pour ce problème (i.e.k = 1 + �). SiWAlloc=m > k:�,
alors il n’existe pas de solution pour le problème d’allocation de valeur inférieure
à �. D’autre part, siWAlloc=m < k:�, alorsAlloc est une solution réalisable du
problème de l’allocation de valeurk:�. Ces deux remarques permettent de diriger
une dichotomie sur la date�. Cela permet d’aboutir à la proposition suivante :

Théorème 10 S’il existe unek-approximation pour le problème contraint de l’al-
location alors il existe unek:(1 + �)-approximation pour le problème de l’alloca-
tion.

Preuve :
D’après les hypothèses de monotonie!1=m � �� � !1, où Alloc� est la so-
lution optimale du problème de l’allocation de valeur�� par définition égale à
max(!1Alloc� ;WAlloc�=m), et!1 est le temps de calcul du graphe sur1 processeur.
Nous cherchons� tel que�� � � � (1 + �)��, considérons un découpage de l’in-
tervalle[!1=m;!1] en(m�1)=� sous-intervalles de longueur!1:�

m
. Par dichotomie

on peut trouver enlog2((m � 1)=� + 1) étapes l’intervalle dans lequel se trouve
��. Si on choisit� comme étant la borne supérieure de cet intervalle, on obtient
alors �

��
� ��+!1:�=m

��
� 1 + �. Or l’algorithme fournit une solution qui est une

k-approximation de la solution donc une solution avec une garantie dek:(1 + �).
2

Nous nous intéressons maintenant à la résolution approchée du problème con-
traint de l’allocation dans le cas d’un graphe formé de chaînes. Si l’on considère
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un grapheG formé dek chaînes(C1; � � � ; Ck), alors on peut remarquer que ce pro-
blème peut être résolu en cherchant pour chaque chaîne la solution optimale à ce
même problème. La solution optimale étant alors l’allocation formée desk alloca-
tions de chacune des chaînes. C’est pourquoi par la suite nous nous restreignons
au cas d’une seule chaîneC = (t1; � � � ; tn).

Nous montrerons tout d’abord que le problème contraint de l’allocation peut
être résolu par un algorithme de programmation dynamique. En effet ce problème
s’apparente en fait à un problème de sac-à-dos. À partir de celui-ci nous construi-
rons un schéma d’approximation pleinement polynômial (fully polynomial ap-
proximation scheme) en utilisant les techniques connues [93, 51].

4.2.3 Algorithme de programmation dynamique

Nous allons calculer grâce à un algorithme de programmation dynamique
T (i; w) qui est le temps minimum pour exécuter lesi premières tâches de la chaîne
en travaillant moins quew. Nous notons par la suiteti;q etwi;q respectivement le
temps et le travail de la tâchei si elle est exécutée surq processeurs. Toutes les va-
leurs (temps et donc travail) sont considérées ici comme entières. Il est possible de
se ramener à ce problème entier tant que les temps d’exécutions sont des nombres
rationnels. Nous noteronsT (i; w) = +1 si il n’est pas possible d’exécuter lesi
premières tâches en travaillant moins quew. Le schéma de calcul est donné par
l’algorithme 4.2.3.

Algorithm 5 Algorithme de programmation dynamique pour le problème
contraint d’allocation
T (0; w) = �1 siw négatif etT (0; w) = 0 sinon.
for all i 2 [1; n] do

for all w 2 [1;Wm] do
T (i; w) = minq=1::mT (i� 1; w � wi;q) + ti;q

end for

end for

La solution au problème contraint d’allocation est le plus petitW � tel que
T (n;W �) < �. Malheureusement, la complexité du calcul de cet algorithme de
programmation dynamique est enO(n m Wm) et une implantation simple utilise
un espace mémoire deO(n Wm), oùWm est la somme des travaux desn tâches
surm processeurs. OrWm est potentiellement très grand, ce résultat n’est donc pas
directement utilisable en pratique, cependant il va nous permettre de construire un
schéma complet d’approximation.
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4.2.4 Schéma d’approximation complet

Un schéma complet d’approximation est une famille d’algorithmes(A�) telle
que(A�) est un algorithme d’approximation de garantie1 + �, dont la complexité
estP (k; �) oùk est la taille de l’instance etP un polynôme.

Pour obtenir un schéma complet d’approximation, nous allons utiliser une mé-
thode classique qui consiste à diviser ici la quantité de travail de chacune des
tâches par un facteurK, (ce qui peut se voir comme un changement d’échelle)
afin d’obtenir un nouveau problème. Puis nous allons étudier l’allocation opti-
male de ce nouveau problème par rapport au problème initial. Plus formellement,
les travaux des différentes tâches dans ce problème sont définis parw0

i;q =
l
wi;q
K

m
,

les temps d’exécutions restant inchangés. La complexité du calcul de ce nouveau
problème est bornée parn m Wm

K
.

Remarquons tout d’abord que, puisque nous n’avons pas modifié les temps
d’exécution, toute allocation réalisable de l’un des deux problèmes est une allo-
cation réalisable de l’autre. NotonsAlloc

0

une solution optimale du second pro-
blème, nous allons maintenant chercher à borner le travail de l’allocation optimale
Alloc

0

pour le problème initial :

WAlloc
0 =

X
i=1;���;n

wi;Alloc
0
(i) � k

X
i=1;���;n

�wi;Alloc
0 (i)

k

�

OrAlloc
0

est par définition la solution optimale du second problème donc :

WAlloc
0 � k

X
i=1;���;n

�
wi;Alloc�(i)

k

�

Donc nous en déduisons :

WAlloc
0 � k n+

X
i=1;���;n

w�
i;Alloc�(i) = k n +WAlloc�

L’erreur absolue commise sur le travail est donc bornée park n. La dernière
étape est le choix du coefficientK. Pour faire ce choix, nous allons maintenant
utiliser l’hypothèse de monotonie. Celle-ci implique :T1 � W � � m T1, oùT1 est
le temps de calcul de la chaîne sur un processeur, c’est-à-direT1 =

P
i=1;���;n ti;1.

Si nous choisissonsK = T1 �
n

, on obtient doncWAlloc
0 � T1 � +WAlloc� c’est-à-

dire :WAlloc
0 � (1 + �)WAlloc� . D’autre part, la complexité de l’algorithme est en

O(n m Wm

K
), elle est donc bornée parO(n

2 m2

�
).

Finalement, pour tout�, nous avons donc un algorithme de garantie de perfor-
mance(1 + �) dont la complexité est polynômiale en la taille de l’instance et en
1
�
. C’est-à-dire un schéma d’approximation pleinement complet.
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Ce résultat nous permet de conclure, d’après la proposition 10, qu’il est pos-
sible de trouver une solution au problème de l’allocation, dans le cas d’un graphe
formé de chaînes, à� près de l’optimal, en tempsO

�
log

�
m
�

�
n2 m2

�

�
. D’autre

part, d’après la proposition 9, si l’on sait résoudre le problème de l’allocation
avec une garantiek alors on peut résoudre le problème de l’ordonnancement de
tâches malléables avec une garantie4:k. On peut donc résoudre le problème de
l’ordonnancement d’un graphe de chaînes de tâches malléables avec une garantie
4 + �.

4.3 Conclusion et perspective

Nous avons présenté, pour le modèle des tâches malléables, un algorithme
d’ordonnancement pour un problème incluant des contraintes de précédences. Par
rapport aux travaux précédents utilisant uniquement des tâches indépendantes,
nous avons montré que, pour des graphes composés de chaînes de tâches malléa-
bles, il est possible de calculer un ordonnancement avec une garantie4 (1 + �)

pour une complexité enO
�
log

�
m
�

�
n2 m2

�

�
.

Nous espérons que ces premiers résultats théoriques ouvriront la voie vers l’or-
donnancement avec garantie de graphes plus généraux, en particulier les arbres.

4.4 Perspectives

Pour cette première approche de l’ordonnancement avec contraintes de précé-
dence, nous utilisons un algorithme relativement simple pour l’ordonnancement
de tâches malléable avec relation de précédence. Cet algorithme est un algorithme
en deux phases et il se heurte à la même difficulté que les algorithmes en deux
phases, pour tâches indépendantes, à savoir l’ordonnancement multiprocesseurs.

La garantie de performance obtenue est également fonction de notre algo-
rithme multiprocesseurs. Forts du résultat positif obtenu pour les tâches indépen-
dantes, nous pensons que de meilleures garanties peuvent aussi être obtenues en
utilisant une approche intégrée, comme nous l’avons fait pour les tâches indépen-
dantes. Le problème est alors de trouver une structure pour le problème multi-
processeurs qui permette à la fois un ordonnancement simple et une allocation
efficace.

Nous avons montré qu’il est possible d’obtenir des ordonnancements avec une
garantie de performance constante en utilisant des algorithmes qui ne sont pas trop
coûteux. Il nous reste maintenant à tester cela sur des problèmes pratiques.



Chapitre 5

Un exemple d’application : la
simulation de courants océaniques

Contents

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.1.1 Contexte général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.1.2 L’adaptation du maillage . . .. . . . . . . . . . . . . 99

5.2 Modèles océaniques adaptatifs . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.2.1 À propos des modèles océaniques. . . . . . . . . . . 100
5.2.2 À propos de la parallélisation. . . . . . . . . . . . . 101
5.2.3 À propos de l’adaptation du maillage. . . . . . . . . 101

5.3 Implantation parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.3.1 Le graphe des tâches malléables . . . . . . . . . . . . 103
5.3.2 Les algorithmes d’ordonnancement. . . . . . . . . . 105
5.3.3 Discussion sur l’implantation des tâches malléables . . 108

5.4 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
5.4.1 Le modèle océanique. . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
5.4.2 Contraintes d’implantation . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.4.3 Transfert de données entre tâches malléables. . . . . 111
5.4.4 Évaluation de l’inefficacité . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.4.5 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.4.6 Conclusions sur les expérimentations . . . . . . . . . 120

5.5 Perspectives sur la prise en compte de la localité . . . . . . 120

97



98 CHAPITRE 5. SIMULATION DE COURANTS OCÉANIQUES

Cette partie du mémoire discute de la conception, de l’implantation, des
performances de l’équilibrage de charge d’une simulation de circulation
océanique à grande échelle. Nous allons d’abord décrire quelques aspects
des modèles océaniques. Ces aspects sont présents dans la méthode d’adap-
tation du maillage utilisée et sont utiles à la compréhension du reste du
mémoire. Nous allons ensuite montrer comment le modèle des tâches mal-
léables s’imbrique dans la conception de l’application. Enfin, quelques ex-
périmentations numériques préliminaires seront discutées. Certains aspects
techniques sont reportés dans les annexes A et B.

5.1 Introduction à la simulation de courants océani-
ques

5.1.1 Contexte général

La modélisation numérique des circulations océaniques a débuté dans les an-
nées soixante pour se développer jusqu’à nos jours. C’est un problème important
avec de nombreux débouchés (pêche, navigation, météo, etc.). Aujourd’hui, la
modélisation des océans à deux buts principaux :

– Le premier but est l’étude du climat. Les prédictions sur l’évolution du cli-
mat, sur des échelles allant de quelques mois à quelques années, est un pro-
blème crucial. Les conséquences humaines et économiques de phénomènes
commeEl Niño ou de la montée des océans dues au réchauffement global
sont importantes. Elles motivent le développement de modèles climatiques
efficaces. L’océan est avec l’atmosphère l’une des parties essentielles du
système climatique. Les modèles océaniques doivent donc être développés
et couplés aux modèles atmosphériques pour obtenir un modèle climatique
global.

– le deuxième but de la modélisation océanique est d’obtenir des prévisions
d’évolution du “temps” semblable aux prévisions obtenues en météorolo-
gie. C’est le but du programme international GODAE (Global Ocean Data
Assimilation Experiment) [105].

Le problème majeur rencontré lors de l’utilisation des modèles généraux de
circulations océaniques est le très grand coût de calcul. Ces coûts sont plus grands
que ceux obtenus lors de l’utilisation des modèles atmosphériques géographique-
ment correspondant. En effet, les mouvements océaniques typiques comme les
tourbillons sont cinq à dix fois plus petits (de l’ordre de quelques dizaines de kilo-
mètres) que les tourbillons atmosphériques. La résolution horizontale (c’est-à-dire
la distance à l’échelle entre deux points de discrétisation) des modèles doit donc
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permettre la prise en compte de ces structures. Cela implique des besoins impor-
tants, en puissance de calcul et en espace mémoire. Les résolutions actuelles étant
typiquement de1=6Æ à 1=10Æ (entre 10 et 15 kilomètres), plusieurs millions de
points de grille doivent être calculés. De plus, les échelles de temps dans l’océan
sont plus grandes que dans l’atmosphère, ce qui nécessite l’intégration des mo-
dèles numériques sur des périodes de temps plus longues, de quelques semaines à
quelques dizaines d’années avec un pas de temps variant de 1 à 30 minutes. Ces
modèles tournent sur des machines parallèles ou vectorielles car ils demandent
plusieurs centaines ou plusieurs milliers d’heures de calcul.

Il est à noter qu’aujourd’hui les modèles tendent à utiliser des méthodes d’as-
similation de données qui permettent de mélanger les prévisions du modèle et des
observations [104]. Cela augmente encore le coût de calcul d’un ou deux ordres
de magnitude.

5.1.2 L’adaptation du maillage

Les techniques de maillage adaptatif sont de plus en plus populaires. Elles
consistent à ne placer un maillage fin qu’aux endroits où cela est nécessaire, au
moment où cela est nécessaire. Il est clair que l’adaptation du maillage est d’un
grand intérêt car elle permet de réduire le coût de calcul des modèles en tirant
avantage de l’hétérogénéité spatiale des courants océaniques. De plus, cela peut
permettre de faire des zooms locaux sur des zones d’intérêts.

Les techniques d’éléments finis permettent d’utiliser des grilles non-uniformes
sur le domaine de calcul. Cette approche est utilisée par exemple pour la modé-
lisation des côtes, mais la plupart des modèles globaux utilisent des méthodes de
différences finies sur des grilles structurées.

Blayo et Debreu [12] ont développé une bibliothèque Fortran 90 qui permet
de transformer n’importe quel modèle océanique séquentiel en différences finies,
en un modèle adaptatif, permettant un zoom local. La méthode est fondée sur le
schéma d’adaptation proposé par Berger et Oliger [8]. Il consiste en un ensemble
de grilles, à différentes échelles de résolution en temps et en espace, qui inter-
agissent. Comme l’adaptation du maillage évolue avec le temps, le nombre de
grilles et leurs tailles varient pendant la simulation. Une stratégie d’équilibrage de
la charge est donc nécessaire pour implanter efficacement cette stratégie sur un or-
dinateur parallèle. Dans ce travail de thèse, nous avons collaboré avec une équipe
de numériciens du LMC-IMAG (Grenoble), spécialisée en océanographie. Il nous
a donc fallu comprendre les problèmes pour pouvoir écrire une maquette parallèle
d’une simulation océanique. À terme, le but est de pouvoir transposer les résul-
tats obtenus dans cette thèse pour permettre une exécution parallèle efficace de la
transformation adaptative d’un modèle océanique parallèle non adaptatif initial.
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5.2 Modèles océaniques adaptatifs

5.2.1 À propos des modèles océaniques

La circulation océanique est modélisée par un ensemble d’équations décri-
vant les conservations des moments (équations de Navier-Stokes), de la masse
(équations de continuité), de la chaleur, de la salinité et par une équation d’état
exprimant la densité de l’eau en fonction de la température, de la salinité et de la
pression.

Pour simplifier les équations, deux hypothèses sont généralement faites : les
variations de densité sont petites (approximation de Boussinesq) ce qui induit une
vélocité qui ne diverge pas, et l’approximation hydrostatique (le gradient de pres-
sion ne varie que par gravité et densité du fluide, selon l’axe Z). Cela donne un
ensemble d’équations qui sont appelées en océanographie leséquations primitives
[95]. Ce sont elles qui sont résolues par la plupart des modèles de circulations
océaniques généraux.

Il est possible de simplifier encore les équations en faisant encore d’autres hy-
pothèses pour obtenir des modèles encore plus simples, comme le modèle quasi-
géostrophique [11] ou le modèleshallow-water, modèle où le fluide est considéré
comme homogène et inclus dans une couche mince.

Donc, un modèle océanique peut être écrit de façon symbolique comme:

@X

@t
= F (X)

ou t est le temps,X est une variable d’état (incluant par exemple la vitesse, la
température, la salinité et la pression pour les modèles utilisant les équations pri-
mitives) etF est un opérateur non-linéaire. Le schéma de discrétisation en temps
est généralement explicite, ce qui mène souvent à des équations de la forme

X(t+ Æt) = G(X(t);X(t� Æt))

ouÆt est le pas de temps. Les opérations algébriques impliquées par l’opérateurG
sont des versions discrètes d’opérateurs simples comme le gradient (~rf ), ou le la-
placien (~r:~rf ) (avec~r =~i Æ

Æx
+~j Æ

Æy
+~k Æ

Æz
). Elles ne demandent que des calculs lo-

caux, c’est-à-dire que les calculs en un point nécessitent uniquement de connaître
les valeurs des points de son voisinage immédiat. Néanmoins, quelques modèles
utilisent des schémas implicites sur une des équations, l’équation de mouvement
barotrope (mouvement moyen dans le sens de la hauteur). Cela permet d’éviter
l’utilisation de très petits pas de temps pour garantir la stabilité numérique dans les
vagues de gravité externes. Pour ces schémas implicites, les équations à résoudre,
à chaque pas de temps, forment un système linéaire de la forme (symbolique) :

A X(t+ Æt) = H(X(t);X(t� Æt))
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.

5.2.2 À propos de la parallélisation

La parallélisation d’un modèle océanique utilise les techniques de décompo-
sition de domaine (e.g. [15] [112]). Les domaines géographiques sont divisés en
sous-domaines, chacun d’eux étant affecté à un processeur.

Le calcul des termes explicites est principalement local, il ne nécessite que
l’échange des valeurs des variables du modèle aux interfaces entre deux sous-
domaines au début du pas de temps. Par contre, la résolution des systèmes linéaires
pour les termes implicites n’est pas locale. Elle correspond à la forme discrétisée
d’équations elliptiques. La résolution de ces systèmes peut se faire en parallélisant
des méthodes classiques comme SOR, un gradient conjugué préconditionné [106]
ou par des techniques de décomposition de domaine [29] [63].

Un des points importants à noter est que les modèles océaniques sont des ap-
plications régulières. Leurs volumes de calculs peuvent être estimés précisément
comme une fonction de la taille de la grille du domaine et du nombre de proces-
seurs impliqués. Leur temps d’exécution en parallèle peut être mesuré par un jeu
de tests approprié.

5.2.3 À propos de l’adaptation du maillage

Comme nous l’avons vu, le principe de l’adaptation d’un maillage et de raffi-
ner ou de déraffiner le maillage en fonction de critères mathématiques, comme une
estimation de l’erreur de calcul, ou physiques, comme l’activité des tourbillons.
Ces techniques sont assez souvent employées dans des codes d’éléments finis mais
rarement dans des codes de différences finies car l’adaptation du maillage mène à
des grilles non-homogènes, ce qui complique le code.

Berger et Oliger [8] ont proposé un algorithme d’adaptation qui évite cet in-
convénient. Le raffinement n’est pas fait à l’aide d’une unique grille non-homo-
gène mais d’une hiérarchie de grilles. La hiérarchie de grilles est composée d’un
ensemble de grilles homogènes, composant des domaines imbriqués de résolution
croissante. Ces grilles interagissent les unes sur les autres.

Le principe de l’algorithme (cf. [8] ou [12]) est le suivant : la racine de la
hiérarchie de grilles est une grille qui recouvre tout le domaine avec une résolution
grossière�h0 et un pas de temps�t0. Si l’on fixe le degré de raffinement par
niveaur, toutes les grilles filles de cette grille parente ont une résolution plus fine
�h1 = �h0=r et un pas de temps plus petit�t1 = �t0=r. Mais les grilles ne
recouvrent que quelques parties du domaine initial. Cette structure est récursive
jusqu’à atteindre un nombre de niveau maximumlmax (cf fig. 5.1). Des structures
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similaires d’arbres de grilles représentant un même “domaine” sont utilisées dans
d’autres domaines comme l’imagerie (quad tree).

L’intégration en temps démarre sur la grille racine. Un pas de temps est calculé
sur la grille grossière. Les solutions à l’instantt et t + �tl sont utilisées pour
calculer les conditions aux limites des grilles filles du niveau suivant. Lorsque
ces grilles auront avancé der pas de temps�tl+1, elles fourniront une solution
plus précise à leur grille parente des régions qu’elles recouvrent. Ce processus est
résumé dans l’algorithme récursif suivant :

Algorithm 6 Procédure d’intégration récursive des grilles niveau par niveau
Procedure INTEGRATION(� ) {Le niveau croit avec le degré de raffinement.
La grille la plus grossière est au niveau 0}
if � == 0 then
nbpas = 1

else
nbpas = r

end if
for i = 1 à nbpasdo

Faire un pas de temps sur toutes les grilles du niveau�

if 9 niveau� + 1 then
Calculer les conditions aux limites des grilles du niveau� + 1

INTEGRATION( niv + 1)
Mise-à-jour des grilles du niveau� avec les solutions des grilles du niveau
� + 1

end if

end for

La hiérarchie de grilles doit rester pertinente tout au long de la simulation.
Un critère est donc évalué pour chaque point de grille pour déterminer si la pré-
cision locale semble suffisante. Les différentes grilles de la hiérarchie sont alors
éventuellement déplacées, créées, détruites ou redimensionnées.

L’un des intérêts de cette méthode d’adaptation est qu’elle peut être utilisée
sans avoir à modifier le modèle. Ce modèle peut être vu comme une boîte noire
calculant un pas de temps sur une grille.

Il faut quand même fournir au modèle les «bons paramètres» : domaine de
calcul, taille de la grille, pas de temps, conditions initiales et condition aux limites.

Dans la version parallèle de l’application, le modèle sera aussi utilisé comme
une boîte noire mais avec un paramètre supplémentaire : les processeurs qui doi-
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FIG. 5.1 –Exemple de hiérarchie de grilles

vent calculer la grille. Le problème revient alors à trouver le meilleur placement
des grilles sur les processeurs de la machine parallèle.

Comme la hiérarchie de grilles évolue avec l’avancée de la simulation, ce pla-
cement doit être décidé à chaque fois que l’on change la hiérarchie de grilles. Le
modèle des tâches malléables va servir à résoudre ce problème d’ordonnancement.

Une autre approche possible de l’ordonnancement serait l’utilisation d’ordon-
nancement à la volée (on-line). Elle pose plusieurs problèmes de performance, en
particulier à cause du surcoût de migration des données, ou d’ordre purement tech-
nique, comme la capacité du code à pouvoir migrer en cours d’exécution. Nous
n’avons pas traité cette voie.

5.3 Implantation parallèle

5.3.1 Le graphe des tâches malléables

Comme nous l’avons rappelé, une application parallèle peut être décrite par un
graphe de tâches à exécuter [27]. Les tâches malléables permettent une descrip-
tion du graphe de l’application à son grain naturel. Il est déterminé par l’utilisateur
(expert), développeur de l’application à paralléliser. Dans l’application de simu-
lation océanographique que nous présentons, une tâche malléable correspond à la
résolution des équations d’une des grilles pour un pas de temps donné. Le coût de
calcul associé à cette tâche dépend de la taille de la grille en x et y, mais aussi de sa
hauteur selon l’axe vertical (le nombre de couches dans le modèle). La structure
d’arbres de grilles n’est utile qu’a l’ordonnancement des tâches et à l’adressage
des communications. Chaque calcul est répété pour chaque pas de temps de la
grille associée.

Le graphe de tâches malléables est identique au graphe de l’exécution séquen-
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tielle récursive. Mais ce graphe n’est pas connu à l’avance. Le raffinement du
maillage étant dirigé par les calculs, le graphe évolue au cours de la simulation. De
nouvelles tâches malléables sont introduites. D’autres changent de taille ou dispa-
raissent. Le problème d’ordonnancement est donc en ce sens dynamique. Néan-
moins sa structure évolue en général relativement lentement au cours du temps.

La figure 5.2 représente le graphe de tâches malléables engendré par la hiérar-
chie de grilles de la figure 5.1. Le graphe est présenté sous deux formes. la partie
gauche représente le graphe de précédence des calculs. La partie droite représente
les flots de communication de données entre tâches malléables nécessaires aux
calculs. Les arcs pleins représentent les communications dont le volume est de
l’ordre de la taille des grilles (les mises à jour des grilles parentes par les grilles
filles et la transmission des valeurs d’une grille). Les arcs hachurés représentent
les communications dont la taille est de l’ordre de la racine carrée de la taille
d’une grille (les données nécessaires aux calculs des conditions aux limites sur
la frontière). Il est important de noter qu’un arc représente un ensemble de com-
munications. Dans notre cas, c’est la distribution des grilles des tâches malléables
émettrices et réceptrices sur l’ensemble des processeurs qui détermine les com-
munications utiles.
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Mise-à-jour
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FIG. 5.2 –Graphe de précédence et Graphe de flot de données de tâches malléa-
bles.

Le but est de minimiser le temps total de l’exécution de la simulation. Pour
cela il faut minimiser les temps d’attente et éviter de trop distribuer le calcul de
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FIG. 5.3 –Ordonnancement en gang

chacune des tâches pour ne pas engendrer trop de communications. Le modèle
océanographique est utilisé comme une boîte noire. Nous n’allons donc pas auto-
riser l’interruption de l’exécution du calcul d’une tâche malléable. Nous n’allons
pas non plus autoriser la migration des grilles. Suivant les résultats obtenus, la pré-
emption ou la migration pourraient être envisagées, même si cela rend le problème
d’implantation plus complexe.

5.3.2 Les algorithmes d’ordonnancement

Pour ordonnancer le graphe, parmi les différents choix d’algorithmes pos-
sibles, nous avons choisi deux familles d’algorithmes : l’ordonnancement en gang
et l’ordonnancement niveau par niveau. Il s’agit de montrer sur un exemple réel
que le modèle des tâches malléables peut être utilisé avec profit. Une étude plus
profonde devrait être menée pour utiliser des algorithmes plus sophistiqués tels
que ceux développés dans cette thèse. Nous allons discuter les raisons de ces choix
du point de vue de la simulation océanique adaptative et détailler les aspects tech-
niques.

L’ordonnancement en Gang

Cette politique est très populaire en système [73, 101]. Elle consiste juste à
ordonnancer chaque tâche malléable sur tous les processeurs à la fois, l’une après
l’autre. La figure 5.3, montre l’ordonnancement en gang du graphe de la figure
5.2. Dans le cadre de notre application, cet ordonnancement présente des incon-
vénients :

– la qualité de cet ordonnancement devrait fortement dépendre de la valeur du
facteur d’inefficacité,
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– un grand nombre de communications vont être nécessaires pour acheminer
les données entre les grilles. Cela pourrait remettre en cause notre hypothèse
négligeant les communications entre tâches malléables.

– plus le nombre de processeurs exécutant une tâche malléable augmente, plus
le coût de mise en place des communication devient important.

Mais il a aussi deux avantages :

– l’équilibrage de la charge de calcul est parfait,

– le volume de chaque communication est réduit et surtout elles sont distri-
buées entre les processeurs, ce qui permet de maximiser l’utilisation du ré-
seau de communication.

Cet ordonnancement se calcule en temps linéaire et est très facile à mettre en
oeuvre. Il permet un équilibrage parfait de la charge (calcul, mémoire) entre les
différents processeurs. Sa performance est liée au facteur d’inefficacité. Pour être
précis, sa garantie de performance est égale à la somme des facteurs d’inefficaci-
tés, divisée par le temps d’exécution de l’ordonnancement.

Théorème 11 Pour des tâches monotones, l’ordonnancement en Gang a une ga-
rantieG qui vérifie :

G �
P

i2V �i;mti;1P
t2V ti;1

� �max

Preuve :
Par définition du facteur d’inefficacité, le temps d’exécution surm processeurs
d’une tâche malléable monotone est égal àti;m = �i;mti;1. Le temps d’exécution

d’un ordonnancement en Gang est donc
P

i2V
�i;mti;1

m
. Le minimum de la somme

des travaux est atteint lorsque toutes les tâches sont exécutées par un seul proces-
seur. Cette somme divisée par le nombre de processeurs est une borne inférieure
du temps d’exécution. 2

Dans des environnements d’exécution asynchrones qui permettent de recou-
vrir les calculs par des communications en exécutant en même temps toutes les
tâches prêtes, cette stratégie peut s’avérer relativement efficace.

L’ordonnancement niveau par niveau

L’ordonnancement niveau par niveau est un compromis entre les temps d’at-
tente dûs aux déséquilibres de la charge et les gains en efficacité obtenus en évitant
d’allouer un trop grand nombre de processeurs par tâche malléable sur «trop» de
processeurs.

Un exemple d’ordonnancement niveau par niveau du graphe 5.2 est montré
par la figure 5.4.
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FIG. 5.4 –Ordonnancement niveau par niveau

L’ordonnancement niveau par niveau présente plusieurs avantages :

– il tient compte des “petits problèmes”, dont le facteur d’inefficacité est im-
portant. Un “petit problème” correspond aux calculs sur une grille de petite
taille par rapport aux nombres de processeurs. Elles peuvent apparaître à
différents niveaux de raffinement pendant la simulation.

– il peut s’appliquer efficacement sur des instances ordonnées sur un très
grand nombre de processeurs.

– les tâches situées sur un même niveau sont indépendantes les unes des
autres. Il est donc possible d’utiliser pour l’ordonnancement de ce paquet
de tâches malléables les heuristiques efficaces d’ordonnancement de tâches
malléables indépendantes que nous avons présentées dans le chapitre 3. De
plus, le temps passé par l’application à calculer l’ordonnancement des tâ-
ches malléables est aisément adaptable. Pour minimiser ce surcoût de l’or-
donnancement, des politiques très simples d’ordonnancement des niveaux
peuvent être employées, tandis que, pour les cas où le temps d’exécution
d’une tâche malléable est très grand devant celui du calcul de l’ordonnance-
ment, il est possible d’améliorer la garantie de l’ordonnancement proposé.

Niveau par niveau

Une politique d’équilibrage de charge niveau par niveau peut être adaptée aux
tâches malléables. Une présentation complète de cette heuristique peut être trou-
vée dans [83]. Elle a été proposée dans le cadre du modèle classique de tâches
monoprocesseur sans délai de communication. L’idée de base consiste à considé-
rer chaque niveau du graphe de manière indépendante. Un niveaui est constitué
de l’ensemble des tâches situées à une distance (longueur maximale des chemins)
i du noeud racine (les arcs ne sont pas pondérés). Toutes les tâches d’un niveau
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sont indépendantes (sinon, sia précèdeb, alors le chemin passant para et allant à
b est de longueuri+ 1 et doncb est au niveaui+ 1).

Cette stratégie consiste donc à ordonnancer l’ensemble des tâches indépen-
dantes. La figure 5.4 détaille un exemple d’ordonnancement d’un graphe de tâches
malléables niveau par niveau.

L’ordonnancement de chacun des niveaux peut être fait suivant de nombreuses
stratégies :

– choisir en fonction de la taille des tâches une fraction des processeurs qui
va exécuter chaque tâche malléable, sur une même étagère. Cette stratégie
ne fonctionne que lorsque les temps d’exécution des tâches sont du même
ordre et que le nombre de tâches est petit devant le nombre de processeurs.

– choisir une des heuristiques que nous avons présentées précédemment pour
ordonnancer un ensemble de tâches malléables indépendantes : l’heuristique
polynomiale de garantie2 de [87, 86], notre heuristique de garantie3=2 ou
même le schéma d’approximation polynomial de [75].

Autre ordonnancement possible : le placement proportionnel

Une autre politique relativement simple, que nous n’avons pas mise en oeuvre,
est le placement proportionnel. C’est une stratégie classique d’ordonnancement
d’un arbre de tâches. Il est utilisé par exemple pour l’ordonnancement de fac-
torisation de Cholesky parallèle de matrices creuses [83]. L’idée du placement
proportionnel est d’attribuer à chaque sous-arbre une quantité (discrète) de pro-
cesseurs, proportionnelle au travail qu’il doit accomplir.

5.3.3 Discussion sur l’implantation des tâches malléables

L’utilisation du modèle des tâches malléables dans la conception d’une appli-
cation influence son implantation. Dans notre cas, une tâche malléable est l’en-
semble des calculs nécessaires au calcul d’un pas de temps sur une grille. Chaque
tâche malléable est conçue comme si elle était un petit programme parallèle in-
dépendant. L’implantation d’une tâche malléable est donc simple et relativement
modulaire. Il suffit d’implanter une version parallèle des calculs effectués sur une
grille. Le point difficile de la programmation est d’éviter l’introduction de syn-
chronisations inutiles entre tâches malléables. Le programmeur n’est pas non plus
déchargé de l’implantation des communications entre tâches malléables.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons aborder en détail le problème de l’im-
plantation. Nous présentons aussi les résultats pratiques que nous avons déduits de
notre utilisation du modèle des tâches malléables pour l’application de simulation
océanique.
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5.4 Expérimentations

5.4.1 Le modèle océanique

Pour valider nos algorithmes d’ordonnancement et illustrer la faisabilité de
l’utilisation des tâches malléables dans un contexte pratique, nous avons implanté
une maquette de simulation océanique adaptative parallèle. Le modèle océanique
utilisé dans les expérimentations est un modèle simple : le modèle quasi géostro-
phique. Le but est ici de valider expérimentalement notre approche et nous aider
à concevoir de bonnes heuristiques d’ordonnancement pour une future simulation
d’un modèle opérationnel. Cette (lourde) tâche est en cours. Le modèle quasi-
géostrophique a été largement utilisé dans la communauté de la modélisation
océanique. Il est reconnu comme prototype simple des activités tourbillonnaires à
grande échelle autour des latitudes moyennes [11]. Debreu et Blayo [12] ont im-
planté une méthode de raffinement de maillage sur une version multi-couches de
ce modèle. Ils ont montré que l’usage de cette méthode permet un gain significatif
en temps de calcul (jusqu’à un facteur 3). Elle conserve les principales caracté-
ristiques numériques du modèle dans un intervalle de 10 à 20 % par rapport à
une solution obtenue sur une grille uniforme à haute résolution. Cette méthode
donne aussi de meilleures prédictions locales que l’utilisation de techniques avec
des grilles imbriquées, quelle que soit la région d’intérêt et ce, pour un coût de
calcul comparable.

Dans cette étude, nous avons utilisé une version barotropique (c’est-à-dire à
une seule couche d’eau) du modèle. Une description détaillée du modèle peut être
trouvée dans [95]. L’équation qui dirige les calculs peut s’écrire comme suit :

@� 

@t
+ J( ;� ) + �

@ 

@x
= rot � � r� +A�2 (5.1)

où est la fonction de courant,J est l’opérateur Jacobien,� est le gradient méri-
dional du paramètre, à la latitude moyenne du domaine.� est la tension horizontale
du vent à la surface de l’océan,r est le coefficient de friction au fond, etA est le
coefficient de viscosité latérale.

La discrétisation est faite sur une grille horizontale uniforme. Le laplacien
discret est l’approximation standard à cinq points. Le Jacobien discret est écrit en
suivant le schéma de discrétisation d’Arakawa [2]. La discrétisation en temps de
l’équation de vorticité (cf l’équation 5.1) est explicite. Une résolution de l’équa-
tion de Poisson� = � est effectuée à chaque pas de temps pour calculer la
fonction de courant , en utilisant une méthode d’analyse de Fourier avec une ré-
duction cyclique [69]. Une évolution des isovaleurs de la fonction de courant est
illustrée dans la figure 5.5.

L’exemple consiste en la simulation d’un rectangle océanique située aux la-
titudes moyennes avec un vent constant soufflant au milieu du rectangle. Dans
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FIG. 5.5 –Évolution des isovaleurs de la fonction de courant pendant les pas
d’initialisations (10, 100, 1000 et 50000 pas)

cet exemple, la rupture de la symétrie et la création de tourbillons sont dues
aux instabilités numériques. L’instant de cette rupture de symétrie peut être em-
ployé comme une méthode de test de la stabilité numérique des algorithmes. Par
exemple, le comportement de la simulation avec l’algorithme adaptatif est proche
de celui avec un pas de grilles fin. Nous allons utiliser cette évolution et ce dé-
placement des zones où les courants sont les plus forts pour valider notre modèle
d’ordonnancement.

5.4.2 Contraintes d’implantation

Lors de l’implantation, certaines contraintes sont apparues. Comme pour toute
application, le système sur lequel l’application va s’exécuter influence les possi-
bilités de programmation. Nous souhaitons pouvoir appliquer nos algorithmes sur
une version adaptative d’un modèle de simulation océanique existant. Les résultats
des travaux exposés ici sont donc directement transposables à l’ordonnancement
d’un modèle océanique complet. L’ensemble de ces aspects étant très technique,
nous les avons consignés dans l’annexe A.
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5.4.3 Transfert de données entre tâches malléables

Le modèle des tâches malléables décide de la distribution des calculs et des
données au niveau du graphe de tâches malléables. L’ordonnancement de chaque
tâche malléable est à la charge du programmeur. Dans notre cas, il s’agit de paral-
léliser les opérateurs appliqués aux données de chaque grille.

Dans notre modèle, nous négligeons le temps de communications entre tâches
malléables lors du calcul de l’ordonnancement. Néanmoins, nous avons montré
que, pour certains ordonnancements, la minimisation de ce coût est un problème
de partition de graphe. Cette minimisation peut être calculée par des outils de
partitionnement de graphes appropriés. Néanmoins, des communications seront
toujours nécessaires. L’une des difficultés de la parallélisation de l’application
réside dans la gestion de ces flots de communications. Plusieurs approches sont
possibles :

– Gérer les communications à l’aide d’outils spécifiques aidant à la gestion
de la distribution des tableaux de données comme POOMA [77], CHAOS
PARTY [38], PETSc [4], etc.. Nous n’avons pas retenu cette solution car
cela nécessite de profonds changements dans le code parallèle de calcul des
itérations sur chacune des grilles. L’utilisation d’un tel outil ajouterait de
plus des problèmes d’interactions et de mesure des performances pour ce
qui concerne la gestion des données. Par contre, l’utilisation des ordonnan-
cements de tâches malléables dans de tels outils pourrait être facilement
automatisable.

– La méthode de gestion des données la plus simple est une gestion centrali-
sée : les données issues d’une tâche malléable sont rassemblées avant d’être
rediffusées vers les tâches malléables suivantes. On peut imaginer d’appli-
quer les interpolations des calculs de conditions aux limites lors de ce re-
groupement.
Cette gestion est la plus facile à implanter dans les environnements de pro-
grammation parallèle de haut niveau comme Cilk ou Athapascan-1 qui ne
possèdent pas encore d’opérateurs spécifiques pour la gestion des données
distribuées. Il suffit pour cela d’utiliser les variables partagées du langage
et d’utiliser les synchronisations adéquates en lecture et écriture de ces va-
riables. Par contre ces deux langages ne fournissent pas (encore) d’objets
partagés distribués et donc les données sont concentrées sur un noeud (éven-
tuellement elles sont même dupliquées).
Cette centralisation des données est pénalisante pour deux raisons. Premiè-
rement, l’ensemble des données d’une grille peut ne pas tenir dans la mé-
moire physique d’un seul processeur ou provoquer un effondrement des per-
formances à cause des mécanismes de mémoire virtuelle. Pour atténuer ce
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problème, il est possible de centraliser les différentes données composant
une grille sur différents processeurs. Deuxièmement, la centralisation des
données est une forme de synchronisation des processeurs impliqués. La tâ-
che malléable émettrice doit finir ses calculs avant que tous les processeurs
calculant la tâche malléable suivante puissent commencer à travailler. Cela
introduit donc des délais supplémentaires, qui auraient pu être évités avec
des communications personnalisées entre les processeurs exécutant les deux
tâches malléables.

– Puisque l’ordonnancement du graphe de tâches malléables est connu, la dis-
tribution de chaque tâche malléable détermine entièrement le flot de com-
munication nécessaire à l’algorithme. Les communications sont en fait fonc-
tion du découpage (bandes et blocs réguliers) de l’ensemble des structures
de données (tableaux, vecteurs). Ces découpages étant relativement simples,
nous avons décidé de gérer explicitement toutes les communications entre
tâches malléables.

La gestion explicite des communications entre tâches malléables est une des
difficultés de l’implantation parallèle. C’est un point important qui doit être appro-
fondi avant d’utiliser nos stratégies d’ordonnancement dans un véritable modèle
opérationnel. C’est également une des questions ouvertes pour faciliter l’écriture
de telles applications dans un langage de programmation parallèle : il faut expri-
mer de manière générique et efficace la distribution d’une entité.

5.4.4 Évaluation de l’inefficacité

Le facteur d’inefficacité� correspond à un facteur de pénalité, du temps pa-
rallèle d’exécution, dû au surcoût de gestion du parallélisme. L’intérêt des tâches
malléables est que le modèle tient compte implicitement les communications. La
question fondamentale est donc la mesure de l’impact de ces communications au
mieux, le plus précisément possible. Modéliser les communications de l’applica-
tion est relativement difficile car il ne s’agit pas dans notre application de mesurer
de simples communications point-à-point mais aussi de tenir compte d’éventuels
problèmes de congestion. Par exemple, la résolution de système linéaire employée
dans la maquette implique des échanges personnalisés de toute portion d’une tâ-
che malléable vers toutes les autres.

Nous avons choisi comme mesure de base le temps de calcul d’un pas de
temps sur une grille. Cela mesure assez précisément le temps de calcul d’une tâ-
che malléable. Par contre, cela ne tient pas du tout compte des communications
et calculs associés entre tâches malléables. Le calcul des conditions aux limites
d’une tâche malléable va nécessiter d’acheminer les données correspondantes de
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FIG. 5.6 – Fonction d’inefficacité en fonction du nombre de processeurs. A
gauche : une grille de taille 50x50; A droite : une grille de taille 500x500. La
courbe de référencey = x est également dessinée.

la grille parente, et de faire des interpolations. Les mises-à-jour des grilles parentes
peuvent engendrer un flot de données important.

Le temps d’exécution du code parallèle a donc été mesuré dans le but de dé-
terminer empiriquement une approximation du facteur d’inefficacité pouvant être
utilisée dans les stratégies d’ordonnancement.

Le facteur d’inefficacité a été mesuré en utilisant l’exécution parallèle des cal-
culs sur une seule grille pendant 20 itérations. Comme pour les mesures de la
section 2.3.4, tant que la mémoire physique du noeud n’est pas dépassée, et que
les caches ont été remplis, les temps d’exécutions sont extrêmement stables sur la
SP (moins de 10% de variation dans les temps d’exécution).

Les variations des courbes de la figure 5.6 en fonction du nombre de proces-
seurs montrent un même comportement global. Deux aspects ont été étudiés :

– Dans la figure 5.6 on retrouve le comportement typique du facteur d’in-
efficacité� en fonction du nombre de processeurs pour une petite et une
grande grille. Pour une grande grille, le facteur d’inefficacité croît linéaire-
ment. Plus la taille de la grille diminue, plus la courbe du facteur d’ineffi-
cacité s’incurve. Après une certaine limite, le facteur d’inefficacité corres-
pondant aux petites grilles croît plus vite que le nombre de processeurs. Par
conséquent, l’utilisation d’un plus grand nombre de processeurs augmente
le temps d’exécution de la tâche malléable au lieu de la faire décroître.

– La variation de� en fonction de la taille de la grille est représentée dans la
figure 5.7).
La forme générale des courbes reste la même quel que soit le nombre de
processeurs. Plus la taille de la grille est petite et le nombre de processeurs
grand, plus l’inefficacité de l’exécution devient importante.
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Le facteur d’inefficacité que nous mesurons est extrêmement régulier. Son
comportement est proche de celui présenté dans la section 2.3. Le surcoût impor-
tant de la parallélisation provient de la résolution du système linéaire qui implique,
dans ce code, deux transpositions de matrices et donc des échanges totaux entre
les noeuds calculant la grille.

5.4.5 Résultats expérimentaux

Nous avons développé les expérimentations validant notre étude sur une ma-
chine parallèle IBM-SP2 en utilisant 16 noeuds connectés par un réseau rapide.

Le modèle océanique choisi est relativement simple. La série d’expériences
qui suit est une expérimentation pour comparer les politiques d’ordonnancement.
L’objectif est aussi de démontrer la validité de l’utilisation du modèle des tâches
malléables pour ordonnancer de véritables applications. Il sert aussi de test pour
trouver une stratégie destinée à être implantée dans le code réel.

Les simulations présentées ici concernent des exécutions où la grille parente
à une petite taille (100x100) et une taille un peu plus grande (200x200). Nous
avons mesuré le temps d’exécutions de 10 pas de temps sur la grille grossière
sans raffinement des grilles. Les expérimentations ont été répétées plusieurs fois
et nous présentons ici la moyenne des mesures. Sur l’axe des abscisses de toutes
les courbes, on trouve reporté le nombre de processeurs. La structure de la grille
est une homothétie de celle choisie par l’algorithme de raffinement au début de
l’exécution séquentielle pour la taille 100x100 (pour éviter des problèmes de di-
vergence entre les raffinements aux deux échelles). La figure 5.8 reporte le raffi-
nement.
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FIG. 5.8 –Raffinement initiale

Comme le nombre d’expérience par point est relativement petit, pour illus-
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trer la stabilité, ou l’instabilité, des mesures, nous avons aussi reporté l’intervalle
entre le minimum et le maximum de chacun des points de mesures. Elles sont re-
lativement stables, sauf dans le cas de l’ordonnancement en Gang. Ces variations
sont dues à la plus grande sensibilité de ces exécutions à l’état du réseau à chaque
instant, d’autant que ces problèmes de synchronisations s’accumulent.

L’accélération et le travail sont des mesures de performances classiques. L’ac-
célérationdésigne le rapport entre le temps d’exécution et le nombre de proces-
seurs employé, tandis que letravail est le produit du temps d’exécution par le
nombre de processeurs.

Une heuristique utilisant les informations du facteur d’inefficacité peut décider
de limiter le nombre de processeurs qu’elle utilise pour la simulation. Il est donc
nécessaire de définir la notion detravail réellement effectué, produit du temps
d’exécution par le nombre de processeurs que l’algorithme d’ordonnancement a
choisi d’utiliser. C’est ce travail qui est reporté dans la figure 5.13.
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FIG. 5.9 –Accélération obtenue en fonction du nombre de processeurs pour une
grille de petite taille (100x100) et des tâches ordonnancées enGang, et avec l’heu-
ristiqueNiveau par Niveauavec et sans facteur d’inefficacité

Les deux premières figures (cf fig. 5.9 et 5.10) concernent l’accélération ob-
tenue pour les exécutions des 10 pas de simulation. Étant donné la faible taille
des grilles et la relative importance des communications dans notre problème, les
accélérations atteignables sont faibles.

Néanmoins nous pouvons observer quand même les points suivants :
– En règle générale l’accélération obtenue par l’ordonnancement en Gang est

nettement plus faible que celle obtenue par les ordonnancements niveau par
niveau.

– Sur un petit nombre de processeurs, il y a peu de différence entre les dif-
férents ordonnancements. L’ordonnancement en Gang est même parfois un
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FIG. 5.10 –Accélération obtenue en fonction du nombre de processeurs pour une
grille de taille moyenne (200x200) et des tâches ordonnancées enGang, etNiveau
par Niveauavec et sans facteur d’inefficacité

peu meilleur que les ordonnancements niveau par niveau lorsque le nombre
de processeurs est petit.

Cela met en évidence que le coût des communications est important dans notre
problème lorsque les grilles ne sont pas de grande taille. De plus, dans les cas où
le nombre de processeurs est relativement petit, ce coût de communication plus
grand peut être masqué par les gains induits par l’équilibrage de charge et le recou-
vrement des communications par les calculs. Lorsque le nombre de processeurs
augmente, les déséquilibres de charges diminuent. Il n’y a plus non plus de recou-
vrement suffisant des communications et il est alors clairement plus avantageux
de diminuer le coût des communications.

C’est pour cela que les ordonnancements niveau par niveau fournissent des
ordonnancements avec des accélérations plus importantes.

Les figures 5.11 et 5.12 représentent les temps d’exécution en seconde des 10
pas de temps pour les grilles grossières de tailles 100x100 et 200x200. Les points
suivants peuvent être notés :

– Les temps d’exécutions des simulations avec les différents temps d’exécu-
tion diminuent jusqu’à atteindre un palier à partir duquel les gains en temps
deviennent beaucoup plus petits.

– Bien que le comportement global, des simulations sur les grilles petites ou
moyennes, est globalement le même, les paliers ne sont pas atteints aux
mêmes valeurs pour les deux types de simulations.

Dans notre problème, il y a donc des effets de palier à partir desquels les ajouts
de processeurs, la ressource, n’ont que peu d’influence sur les temps d’exécutions.
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FIG. 5.11 –Temps d’exécution pour une simulation de petite taille (100x100),
avec des tâches ordonnancées enGang, etNiveau par Niveauavec et sans facteur
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FIG. 5.13 –Travail réellement effectué par une simulation de petite taille, or-
donnancé enGang, et Niveau par Niveauavec et sans facteur d’inefficacité, en
fonction du nombre de processeurs.

L’autre point important illustré par ces courbes est le fait que les paliers dé-
pendent de la granularité des opérations (le rapport entre coût de calcul et coût de
communication), et que cette granularité dépend de la taille des tâches.

Dans la figure 5.13, nous voyons apparaître un comportement plus fin de l’ap-
plication qui va permettre de différencier les ordonnancements niveau par niveau
avec et sans facteur d’inefficacité.

– Le travail fourni par les ordonnancements croît avec le nombre de proces-
seurs utilisé.

– L’algorithme d’ordonnancement avec facteur d’inefficacité, contrairement
aux autres algorithmes, Gang et Niveau par Niveau sans facteur d’ineffica-
cité, ne dépasse pas un certain palier de travail.

Dans la figure 5.13, nous avons reporté le travail réel, c’est-à-dire le produit du
temps d’exécution par le nombre de processeurs réellement utilisés par l’applica-
tion. Pour l’ordonnancement en Gang et l’ordonnancement niveau par niveau sans
facteur d’inefficacité, ce nombre est bien sûr identique au nombre de processeurs
disponibles.

Pour l’algorithme d’ordonnancement niveau par niveau avec facteur d’ineffi-
cacité, ce n’est pas vrai. En effet, il n’utilise pas plus de 9 processeurs pour exé-
cuter la simulation sur la petite grille. Cela signifie que les ressources employées
pour la simulation sont bornées. De plus cette borne n’introduit pas un surcoût
trop important dans le temps d’exécution de l’algorithme par rapport à la poli-
tique d’ordonnancement sans facteur d’inefficacité qui continue à utiliser toujours
plus de processeurs.
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5.4.6 Conclusions sur les expérimentations

La bonne efficacité de l’algorithme d’ordonnancement niveau-par-niveau avec
facteur d’inefficacité nous permet de penser que ces résultats sont extensibles à de
futurs travaux utilisant un plus grand nombre de processeurs. En particulier, les
résultats montrent clairement que cet algorithme peut ordonnancer une simulation
plus efficacement qu’un ordonnancement en Gang. De plus cet algorithme évite
l’utilisation inutile de ressources sans réelle perte de performance. Il permet donc
de gérer de manière naturelle le cas des problèmes de petites tailles qui peuvent
apparaître au cours de la simulation en fonction du raffinement dynamique des
grilles au cours d’une véritable simulation.

Il est à noter que la simulation adaptative utilise le modèle océanographique
comme une boîte noire et elle est donc intrinsèquement synchrone, les commu-
nications entre tâches malléables n’ayant lieu qu’avant ou après les calculs. Le
temps d’exécution est relativement sensible aux perturbations dans la synchroni-
sation entre tâches malléables. C’est particulièrement vrai pour l’ordonnancement
en gang qui induit des flots de communications relativement larges (c’est-à-dire
impliquant un grand nombre de noeuds du réseau). Le temps d’exécution est sen-
sible à la quantité de communications, ce qui explique la relative inefficacité de
l’ordonnancement en Gang.

Enfin, les expérimentations ont aussi montré que, dans une certaine mesure,
les communications de cette application peuvent être recouvertes efficacement
par du calcul lorsque le travail à accomplir est important par rapport au nombre
de processeurs impliqués. L’utilisation, de modèles de programmation plus asyn-
chrones pour cette application, pourrait donc avoir un impact important sur les
performances de l’application.

5.5 Perspectives sur la prise en compte de la localité

Cette section est une réflexion prospective qui met en évidence des ques-
tions potentiellement importantes pour l’implémentation réelle. Dans le modèle
des tâches malléables, nous avons toujours négligé jusqu’ici les communications
entre tâches malléables. Néanmoins, dans une application réelle, même si cette ap-
proximation est justifiée par le grain plus important des tâches malléables, il vaut
mieux éviter de faire trop de communications. En effet, faire moins de communi-
cation entre tâches malléables permet d’éviter de perturber le comportement des
communications internes des tâches malléables en occupant le réseau. Dans le cas
où notre approximation est plus contestable, tenir compte de la localité pour dimi-
nuer le nombre et le volume des communications permet d’augmenter le rapport
entre calcul et communication et donc de grossir le grain des tâches malléables.
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Nous allons montrer maintenant que cette minimisation des communications,
dans le cadre de l’ordonnancement niveau par niveau, peut être appréhendée et
résolue comme un problème de partitionnement de graphe. Nous présentons briè-
vement notre expression du problème de minimisation des communications sous
forme d’un partitionnement de graphe, et nous revenons sur certains détails après
avoir présenté différents algorithmes de partitionnement de graphe. En effet, dans
ce cas, des outils haut niveau de partitionnement peuvent être utilisés.

Le graphe des communications Le flot de communication qui est échangé
entre deux tâches malléables est défini par le nombre de processeurs exécutant
chacune de ces deux tâches, par leurs ordonnancements, et la distribution des don-
nées internes à chacune des tâches.

Définition 15 Une portiond’une tâche malléable est l’ensemble des données et
des calculs d’une tâche malléable placé par l’ordonnancement interne de la tâche
malléable sur le même processeur.

Sur une machine parallèle homogène, chaque portion peut être placée sur n’im-
porte quel processeur, cela n’influence pas leur temps d’exécution. Par contre, la
répartition respective des portions de tâches malléables sur les processeurs va in-
fluencer le schéma des communications nécessaires entre tâches malléables (cf
fig. 5.14).

Tache
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1
Portion Portion

2
Portion
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Portion
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Portion
1
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1 P1,1 P P

PPPP
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2,1 2,2 2,3 2,4

FIG. 5.14 –Les flots de communications et le graphe associé entre portions de 2
tâches malléables

La figure 5.14 illustre ces flots de communications entre portions (la grosseur
du flot est proportionnelle à la taille des données qu’il transmet). S’il y a des
communications, il y a alors des contraintes de précédences entre les deux tâches.
Elles ne sont pas exécutables en même temps. Pour diminuer le nombre et le
volume des communications il apparaît sur le schéma que les deux portions1
doivent être exécutées sur le même processeur. Il en est de même pour les paires
de portions respectivement de la tâche1 et de la tâche2, f2; 3g et f3; 4g. La
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portion2 de la tâche ne peut pas alors être placée sur le même processeur que les
portions1 et3 de la deuxième tâche.

Les portions vont être les noeuds du graphe. Chacun des flots va définir les
arêtes du graphe que nous allons ensuite partitionner pour trouver une disposi-
tion des portions qui minimise le nombre et le volume de communications. La
pondération des arêtes dépend du volume de communication dans le flot.

La principale difficulté est de garantir que l’algorithme d’ordonnancement par-
titionne le graphe de façon à ce qu’il n’y ait qu’une seule portion par processeur,
par niveau. Il faut éventuellement gérer des groupes de portions de différentes
tâches, empilées sur le même processeur par les décisions de l’algorithme d’or-
donnancement (cf fig 5.15).

Groupes de Portions
placé sur le même processeurs

Processeurs

Temps

Niveau 1 Niveau 2

FIG. 5.15 –Les groupes de portions

Le partitionnement de graphe consiste à partager les noeuds du graphe (en
fonction de leur pondération) en plusieurs parties de même poids, tout en minimi-
sant le coût des arêtes coupées. Nous montrons dans la section 5.5 la présentation
des différents algorithmes de partitionnement, comment pondérer les noeuds du
graphe pour prendre en compte les décisions de l’algorithme d’ordonnancement.

En plus des aspects structurels du graphe, il est aussi possible d’associer à
chaque portion des informations “géométriques” comme les indices des données
qu’elles manipulent, ou la position dans un monde “réel”, de la fraction des don-
nées sur laquelle elles travaillent.

Nous discutons, dans l’annexe B, des différents algorithmes de partitionne-
ment de graphe utilisables en pratique.

Application du partitionnement de graphe pour minimiser les flots de com-
munications

Lors d’un ordonnancement niveau par niveau, on peut optimiser la répartition
des taches malléables sur les processeurs pour tenir compte des communications
entre tâches malléables.
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D’un côté, il est imaginable d’implanter une heuristique d’optimisation propre
pour faire la partition, voir de chercher l’optimal lorsque le nombre de tâches/allo-
cation/processeurs n’est pas trop grand. Mais nous montrons maintenant qu’il est
possible d’utiliser les algorithmes de partitionnement qui respectent des critères
d’équilibrage fixé.

Le graphe est construit comme indiqué précédemment, c’est-à-dire qu’un
noeud est associé à chaque portion (cf fig. 5.15). Les arêtes correspondent aux
flots de communications entre portions.

Les niveaux sont optimisés l’un après l’autre. Les tâches d’un même niveau
sont indépendantes. Le premier niveau est placé arbitrairement sur les proces-
seurs. Les autres niveaux sont placés l’un après l’autre. L’ordonnancement des
tâches du niveau et les positions des portions précédentes définissent un graphe de
communication.

Les entrées du problème sont :

– Le graphe des portions

– L’ordonnancement des tâches malléables

Le but est de calculer le placementP lace(i; j) de chaque portionj de chaque
tâchei sur l’un des processeurs de la machine.

S’il n’y a qu’une seule étagère de tâches (cf fig. 5.16), le placement est re-
lativement facile. Il n’est pas nécessaire que le partitionnement tienne compte
des décisions d’ordonnancement. Il suffit que toutes les portions soient pondérées
identiquement. Cela revient à calculer une simple permutation des processeurs (cf
fig. 5.16.
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FIG. 5.16 –Partitionnement du graphe à une seule étagère

S’il y a plusieurs étagères dans l’ordonnancement des tâches du niveau, il faut
que l’algorithme de partitionnement prenne en compte cette structure d’empile-
ment décidée par l’algorithme d’ordonnancement (cf fig.5.17).

Nous allons construire un graphe dont la partition équilibrée va être une solu-
tion à notre problème.

Pour cela, nous allons affecter un poidsPi;j à chaque portionj de chaque
tâchei. Nous allons aussi ajouterm (le nombre de processeurs) noeuds “résidu”
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FIG. 5.17 –Partitionnement du graphe sur plusieurs niveaux

de poidsP r
q . q représente le numéro d’un processeur virtuel de l’ordonnancement

malléable du niveau. L’algorithme 7 permet de calculer ces poids.

Algorithm 7 calcul du poids de chaque noeuds
{ affectation du poids de chaque portion}
for 1 � i � n do

for 1 � j � Alloc(i) do
Pi;j = 2i+1

end for

end for
{ affectation du poids des tâches fantômes}
for 1 � q � m do
P r
q = 2n+2 � 1 �P

i2P laceSur(q) Pi;1

end for

Théorème 12 La partition équilibrée du graphe est une solution au problème de
placement des portions.

Preuve :
Nous avons en fait construit un codage binaire de l’occupation de chacun des
processeurs virtuels de l’ordonnancement initial. La somme totale des noeuds à
placer estm (2n+2 � 1). Une partition équilibrée place donc une somme poids de
noeuds de2n+2 � 1. Or Pour chaque tâchei, il y a Alloc(i) noeuds de durée2i+1

etm�alloc(i) noeuds résidu de durée supérieure à2i+1. Il y a exactement un seul
de ses noeuds par processeur sinon la charge d’un des processeurs devient plus
grande que2n+2. Tous les processeurs sont maintenant occupés à strictement plus
de2n+1. Le même argument s’applique donc pour la tâchen� 1 de poids2n. 2

La figure 5.18 illustre ces partitions. Nous avons éclaté la représentation des
tâches fantômes que nous avons reliées par une arête pour illustrer le fait que toute
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FIG. 5.18 –Equilibrage et forcage du partitionnement a plusieurs niveaux

partition équilibrée, grâce à l’introduction de noeuds fantômes, permet d’éviter
l’exécution d’une portion sur un processeur où la tache malléable n’est pas as-
signée. Le partitionnement peut néanmoins permuter les processeurs et permuter
les portions des tâches entre les différents processeurs exécutant la tâche comme
montré dans la figure 5.17.
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Nous avons présenté dans ce travail, une nouvelle manière de concevoir la
parallélisation d’une application. Elle est fondée sur le modèle des tâches malléa-
bles avec facteur d’inefficacité. Nous avons discuté quelques-unes des propriétés
fondamentales des tâches malléables et du facteur d’inefficacité.

Nous avons ensuite montré que le modèle des tâches malléables permet un
certain nombre de résultats théoriques d’ordonnancement. Nous avons proposé de
répartir les heuristiques d’ordonnancement en deux catégories.

La première calcule une allocation multiprocesseurs avec des garanties sur la
quantité de travail et la longueur du chemin critique. Nous avons montré com-
ment construire un ordonnancement efficace à partir de cette allocation. Nous
avons proposé une heuristique pour le problème de l’ordonnancement de chaînes
de tâches malléables monotones.

La deuxième classe d’algorithmes regroupe les heuristiques choisissant l’allo-
cation pour faciliter le problème de l’ordonnancement multiprocesseurs. En plus
de quelques heuristiques connues que nous avons adaptées aux tâches malléa-
bles, nous avons proposé un nouvel algorithme d’ordonnancement de tâches indé-
pendantes ayant une garantie absolue de3=2, pour une complexité linéaire en le
nombre de tâches et le nombre de processeurs.

Nous avons enfin évoqué l’utilisation des outils classiques de partitionnement
de graphe pour optimiser le placement de chaque tâche malléable sur la machine
afin d’optimiser les communications.

Le modèle des tâches malléables permet donc :

– de construire des ordonnancements avec une garantie de performance cons-
tante pour des problèmes incluant des relations de précédences,

– d’obtenir des garanties meilleures qu’une approche utilisant les algorithmes
généraux de strip-packing en utilisant l’aspect discret de l’allocation des
tâches et la monotonie de leur comportement.

127
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Nous avons utilisé le modèle des tâches malléables dans la conception d’une
application parallèle efficace. Pour cette validation expérimentale de notre ap-
proche, nous avons implanté une simulation adaptative à grande échelle de cou-
rants océaniques. Nous avons comparé les performances de plusieurs des algo-
rithmes proposés dans l’ordonnancement de notre application.

Les expérimentations présentées dans le chapitre 5 ne sont pas exhaustives et
doivent être complétées, mais elles montrent plusieurs avantages dans l’utilisation
du modèle des tâches malléables :

– Le modèle des tâches malléables permet de manipuler facilement l’ordon-
nancement de l’application. La connaissance des performances d’une grille
autorise de bien meilleures performances que l’utilisation de stratégies a-
veugles comme l’ordonnancement en Gang.

– Les changements des stratégies d’ordonnancement dans l’implantation uti-
lisant le modèle des tâches malléables sont faciles, car ils se limitent à chan-
ger le calcul des allocations et de l’ordonnancement.

– Le cas des petits problèmes est pris en compte de façon simple sans surcoût.

– Les ressources (processeurs, mémoire, etc.) sont utilisées efficacement :

– en limitant les ressources utilisées sans un grand surcoût dans le temps
d’exécution

– ou en distribuant les ressources plus efficacement pour limiter l’usage
de la mémoire ou des communications.

Un certain nombre de points n’ont pas été traités dans cette thèse et constitue-
raient des prolongements intéressants de ce travail.

D’abord, le modèle des tâches malléables pourrait être étendu aux machines
hétérogènes. Cela nécessite d’augmenter le nombre de paramètres du facteur d’in-
efficacité afin qu’il reflète les caractéristiques de la machine. En particulier il fau-
drait étudier la définition des paramètres afin de faciliter la mesure ou la prédiction
efficace du facteur d’inefficacité.

Ensuite une deuxième piste plus théorique serait d’adapter les schémas d’ap-
proximation de strip-packing à notre problème malléable.

Il serait aussi intéressant d’étudier l’impact de l’aspect discret de l’une des di-
mensions pour les algorithmes de strip-packing dans le but d’obtenir de meilleures
garanties absolues.

D’autres heuristiques pourraient aussi être appliquées au problème des tâches
malléables. En particulier, des stratégies simples (calcul d’allocation ou placement
proportionnel) permettraient de calculer de bons placements d’arbres.

Un certain nombre de points pratiques peuvent être étudiés. En particulier, il
serait intéressant de mesurer l’écart en termes de performance, entre notre ver-
sion de la simulation et une version asynchrone (communications et multiples
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flots d’exécution). Cela permettrait d’évaluer deux aspects du coût d’utilisation
du modèle des tâches malléables pour l’ordonnancement :

– le coût de communication entre tâches malléables,
– le coût de la synchronisation implicite induit par le fait de privilégier les

activités liées à une tâche plutôt qu’à une autre.
D’autres applications parallèles, comme la factorisation de Cholesky creuse,

pourraient avantageusement tirer parti du modèle des tâches malléables pour cal-
culer leur ordonnancement. En effet, la résolution de systèmes linéaires par des
méthodes directes est une opération coûteuse en temps et non triviale dans sa
parallélisation [37]. La factorisation est effectuée généralement en trois étapes :
le calcul d’une permutation pour réduire le remplissage [62], une factorisation
logique pour calculer ce remplissage puis enfin la factorisation numérique. Pour
maximiser l’efficacité des calculs, les colonnes ayant la même structure sont grou-
pées. Cela permet l’utilisation des BLAS de niveaux 3 [33].

L’arbre d’élimination représente le graphe de tâches. Un noeud ne peut être
calculé que si tous ses fils dans l’arbre ont déjà été factorisés. La découpe des
colonnes de la matrice puis la gestion distribuée des “gros” noeuds du sommet de
l’arbre pourraient être appréhendées efficacement et simplement avec le modèle
des tâches malléables, sans qu’il y ait besoin de différencier ces deux étapes.

D’autres applications s’adapteraient facilement à ce modèle. Ces premiers ré-
sultats nous laissent espérer que le modèle des tâches malléables pourra servir de
base à d’autres travaux de parallélisation.
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Annexe A

Contraintes d’exécution

Cette annexe présente les détails techniques de l’implantation de la simulation
adaptative parallèle que nous avons réalisée.

A.1 Modèle d’exécution

L’algorithme récursif 6 de la page 102 est celui qui est employé par la version
adaptative séquentielle. La transformation faite par Laurent Debreu et Éric Blayo
du code de simulation océanique non-adaptatif en un code adaptatif est fondée sur
l’utilisation desPOINTERFortran 90.

A.1.1 Du modèle séquentiel non-adaptatif vers un modèle sé-
quentiel adaptatif

La plupart des codes océaniques sont écrits en FORTRAN (77 ou 90). Les
données manipulées par le code non-adaptatif sont, en général, un ensemble de
variables globales (/COMMON/).

LesPOINTERFORTRAN 90 sont des références sur les objets pointés, plutôt
que des pointeurs, avec une arithmétique, au sensC. L’avantage est que la syntaxe
d’utilisation d’un objet ou duPOINTERsur cet objet reste la même.

Debreu et Blayo utilisent lesPOINTERpour sauvegarder et manipuler le con-
texte de chacune des grilles du modèle. Les variables globales sont remplacées
par desPOINTERsur le même type de données. Il suffit alors d’allouer autant
de données que le nombre de grilles à calculer. Pour effectuer des calculs sur les
données d’une grille, il suffit d’avoir préalablement affecté chacun desPOINTER
pour qu’ils référencent les données du bon contexte.

Le calcul d’un pas de temps sur une grilleG1 dans l’algorithme 6 devient :
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Installer_Contexte(G1)
Faire_1_pas_de_temps(G1)

La transmission de données d’une grille est aisée. Le calcul des conditions aux
limites des grilles filles peut se faire en interpolant les données de la grille parente.
Les mises à jour de la grille parente par ces grilles filles sont de simples copies de
données.

A.1.2 Du modèle séquentiel non-adaptatif vers le modèle pa-
rallèle non adaptatifs

La parallélisation d’un code de simulation océanique non adaptatif est rela-
tivement simple. Ce type de code est une succession d’opérateurs appliqués aux
données (laplacien, résolution de systèmes linéaires, etc.). Il suffit de paralléli-
ser chacun de ces opérateurs. Une parallélisationSPMDest relativement facile à
mettre en place. Il suffit de choisir la manière dont les données sont distribuées.
Les données sont, dans notre cas, des tableaux à deux dimensions. Nous avons
choisi une distribution en bandes. Pour tous les opérateurs explicites, la parallé-
lisation est très simple puisqu’il suffit de mettre à jour les frontières de chacune
des bandes. La version parallèle de l’opérateur de résolution de système linéaire
de notre modèle a besoin de faire deux transpositions de matrices pour les com-
munications. Puisque nous avons décidé de découper les données en bandes, la
transposition consiste à faire unéchange total personnaliséentre les différents
processeurs impliqués.

A.1.3 Vers une version parallèle du modèle adaptatif

La version parallèle adaptative est le produit des deux versions précédentes.
Elle tient compte du mélange des deux aspects prépondérants dans les versions
précédentes.

– Le contrôle de l’exécution. Pour pouvoir calculer une itération d’une grille,
il faut avoir positionné son contexte avant de lancer les calculs. Il faut aussi
que les données qui vont servir à l’interpolation des conditions aux limites
soient présentes localement. Comme nous allons programmer cette applica-
tion en utilisant le paradigme du passage de messages, il faut prendre garde
à ne pas provoquer un interblocage entre deux processeurs s’attendant mu-
tuellement.

– Les données doivent être échangées entre tâches tenant compte de la dis-
tribution de chacune des grilles, pour amener les bonnes données aux bons
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processeurs. Une alternative pourrait être de dupliquer toutes les données,
partout. Mais elle est coûteuse en espace mémoire et en coût de communi-
cation. Elle est impraticable sur un grand nombre de processeurs.

A.2 Contraintes venant des modèles océaniques

Notre objectif dans ce travail est de démontrer l’utilité du modèle des tâches
malléables pour l’ordonnancement d’une version adaptative parallèle des modèles
océaniques opérationnels.

L’implantation des modèles océaniques étant réalisée en FORTRAN, plusieurs
contraintes doivent être prises en compte. En effet, pour être portable d’une plate-
forme d’exécution à une autre, l’implantation doit tenir compte de certaines par-
ticularités des compilateurs et bibliothèques FORTRAN. Contrairement au com-
pilateur C, le compilateur FORTRAN a une grande latitude dans sa gestion de
la mémoire du programme en exécution. Nous allons montrer l’influence de ces
contraintes sur la programmation de l’application.

A.2.1 Contraintes sur la gestion du contrôle de l’application

Une méthode naturelle pour l’implantation de l’application est l’utilisation
des flots d’exécutions asynchrones (threads). L’association d’un flot à l’exécu-
tion de chaque grille garantit l’absence d’interblocage et permet le recouvrement
des communications par les calculs. Cependant l’utilisation de flots d’exécutions
asynchrones n’est pas possible pour deux raisons :

– L’implantation de l’adaptation utilise des variables globalesPOINTERpour
gérer le contexte de calcul de chaque grille. Avant qu’un flot ne puisse effec-
tuer les calculs concernant une grille, il faut donc que ces variables soient
correctement positionnées. Cela empêche l’exécution concurrente simple de
plusieurs flots d’exécutions. Il existe deux façons de contourner ce premier
problème. Soit en protégeant l’utilisation de chacun desPOINTERpar un
mutex, c’est-à-dire, un mécanisme d’exclusion mutuelle. Ces mécanismes
doivent être manipulés avec précaution pour éviter l’introduction de nou-
veaux interblocages. Soit en modifiant le code initial afin que des variables
globales ne soient plus utilisées. À la place, les données doivent être passées
en paramètre pour chaque fonction. Il est possible de passer, par exemple,
une structure FORTRAN 90 contenant l’ensemble du contexte d’exécution
d’une grille. Cette opération s’avère difficile si le code du modèle de simu-
lation océanique à modifier est de grande taille.

– En FORTRAN 77, il n’y a pas de fonctions récursives, car les variables
locales de ces fonctions sont, en général, persistantes (statiques). Plusieurs
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flots d’exécution ne peuvent donc pas exécuter la même fonction en même
temps. FORTRAN 90 a introduit les fonctions récursives avec l’ajout d’un
mot clé supplémentaire. Il est donc possible de modifier le code des fonc-
tions pour que plusieurs flots d’exécution puissent l’exécuter en même
temps. Malheureusement il n’en est pas de même pour les bibliothèques
systèmes. Deux exemples : sous le système IBM AIX 4.2, la documentation
de l’environnement de développement parallèle [72] indique qu’un seul flot
d’exécution peut exécuter du code FORTRAN.
Ce problème s’inverse pour d’autres bibliothèques d’algèbre linéaire op-
timisées comme la bibliothèque SunPerf sous Solaris 2.7. Elle n’est pas
seulement réentrante, mais les calculs peuvent être effectués en parallèle
sur les machines multiprocesseurs à mémoire partagée. Pour en tirer plei-
nement parti, il faut donc que l’application elle-même soit aussi à multiples
flots d’exécutions. Cela permet de recouvrir plus efficacement les calculs
par les communications et d’éviter des échanges de messages.

A.2.2 Contraintes sur la gestion de la mémoire

La sémantique du langage FORTRAN définit le résultat des opérations mais
ne définit pas vraiment la sémantique des opérations de manipulations de la mé-
moire. Le langage C est utilisé dans l’écriture de systèmes d’exploitation. Il est
donc obligé de définir clairement les opérations de manipulation de la mémoire
(arithmétique de pointeur, allocation mémoire contiguë). Un compilateur FOR-
TRAN peut choisir la stratégie la plus efficace pour manipuler la mémoire. Mais
il doit le faire de manière transparente pour un programme séquentiel. En FOR-
TRAN, le passage des paramètres d’une fonction se fait par référence. Sur AIX,
le compilateur FORTRAN s’autorise à recopier un tableau passé en paramètre à
une fonction afin de ne passer que cette copie.

Dans un programme parallèle utilisant une bibliothèque d’échanges de mes-
sage, le programmeur spécifie les échanges de données entre mémoires. Plus la
mémoire est contrôlée finement, plus ces échanges peuvent être faits de façon
efficace.

Tous les constructeurs de machines parallèles à mémoire physiquement dis-
tribuée fournissent une implantation de MPI comme bibliothèque à passage de
message portable. Certaines implantations de cette interface peuvent réaliser des
échanges de message très efficaces, sans copie inutile.

Dans les bibliothèques de passage de messages, des limitations dans les trans-
missions permettent de préserver la mémoire du récepteur ou les tampons des
couches réseaux. Ce sont des mécanismes de contrôle de flux : lors de l’échange
d’un message, si la mémoire sur le processus récepteur est saturée, les messages
en provenance du processus émetteur sont bloqués. Pour éviter de bloquer, en
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même temps, l’émetteur (et ainsi provoquer des risques d’interblocage), les mes-
sages sont acheminés de manière asynchrone. Pour cela, deux méthodes sont em-
ployées :

– Les données à envoyer sont copiées dans un tampon. Le «système» ache-
mine ce tampon sur le récepteur lorsqu’il y a assez de place mémoire dis-
ponible. C’était la méthode employée par la bibliothèque PVM [52]. Le
stockage intermédiaire des données permet de transformer ces données en
utilisant dans les tampons un codage des données indépendant de l’archi-
tecture du processeur. Ce type de techniques est particulièrement utile dans
les environnements hétérogènes comme les réseaux de stations de travail.
Cependant, la copie de données a un coût non négligeable. Elle prend du
temps, surtout si le codage des données est modifié à la volée. Elle occupe
aussi de l’espace mémoire puisque l’espace mémoire utilisé par les commu-
nications est doublé.

– Pour pallier ces inconvénients, l’utilisateur de MPI [45] décrit à la biblio-
thèque la position en mémoire des données à envoyer. L’utilisateur teste
ensuite la terminaison de l’envoi avant de pouvoir réutiliser ces données.
Cela permet l’envoi des données sans copie.
En conclusion, cette deuxième méthode asynchrone est la plus efficace si
les données à envoyer ont une représentation mémoire simple, c’est-à-dire
si elles sont groupées sous la forme de tableaux, et si l’environnement d’exé-
cution est homogène.

Les deux méthodes que nous venons de décrire s’appliquent également à la ré-
ception de messages. Dans le cas de MPI, l’implantation de la bibliothèque définit
le choix de l’une ou l’autre (ou les deux) de ces deux méthodes. Ce choix n’est
pas accessible à l’utilisateur.

Un problème se pose : la copie des tableaux passés en paramètre, décidée par
le compilateur FORTRAN. Pour effectuer un envoi asynchrone, il faut décrire la
position des données en mémoire. Cela consiste à donner l’adresse mémoire de
ces données. En Fortran, il n’y a pas d’opérateur pour connaître l’adresse d’une
donnée. Par contre, les paramètres de chaque appel de fonction sont passés par
références, c’est-à-dire par adresse. Pour que la bibliothèque de communication
récupère l’adresse d’une donnée, il suffit de la passer en paramètre. Il existe pour
cela des appels MPI spécifiques. Si l’environnement d’exécution copie cette don-
née au moment du passage de paramètre, c’est l’adresse de la copie qui est alors
mémorisée par la bibliothèque de communication. Le problème apparaît lorsque
l’environnement décide de détruire la copie après le retour de la fonction appelée.
Si la communication n’a pas pu encore être faite, la copie ne sera plus présente
en mémoire lorsque la bibliothèque de communication voudra l’envoyer. C’est
pour cette raison que la documentation du Parallel Operating Environment (2.3)
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[72] “déconseille” l’usage des communications asynchrones en FORTRAN. Nous
avons donc utilisé les communications “tamponnées” de MPI.



Annexe B

Les algorithmes de partitionnement
de graphe

Nous résumons ici quelques-unes des principales méthodes de partition de
graphes non orientés.

Nous limitons souvent la discussion des algorithmes au cas de la partition en
deux parties (bissection). Pour effectuer unek partition, si l’extension de l’algo-
rithme à unek partition n’est pas directe, il suffit d’exécuter récursivement l’al-
gorithme de bissection en pondérant les partitions sik n’est pas une puissance de
2.

Les graphes seront notésG(N;E;WN ;WE), oùN est l’ensemble des noeuds,
E, l’ensemble des arêtes,WN , l’ensemble des poids associés à chaque noeud (par
défaut 1) etWE, l’ensemble des poids associés à chaque arête.

Définition 16 Un ensemble d’arêtesEc dont la suppression déconnecte le graphe
en deux partitionsN = N1 [N2 est unecoupe.

Définition 17 Un ensemble de noeudsNc dont la suppression déconnecte le gra-
phe en deux partitionsN = N1 [ Nc [ N2 est unséparateur.

Il est possible de passer facilement d’une solution à l’autre, en prenant pourEc les
arêtes incidentes aux noeuds du séparateurNc et à l’une des deux partitions, ou
en prenant pourNc, les noeuds reliés par les arêtes de la coupeEc et appartenant
à l’une des deux partitions.

Calculer une partition équilibrée minimisant la coupe est un problème NP-
Complet [51]. Lorsqu’il suffit de trouver la coupe minimum déconnectant le gra-
phe, le problèmeMin Cut/Max Flowest, lui, polynômial.

Deux types d’informations sont utilisés pour décider du choix de la partition :
– une information géométrique, par exemple des coordonnées, associée aux

noeuds.
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– la structure du graphe

Ces deux types d’informations définissent deux classes d’algorithmes.
La qualité de la partition est jugée en fonction de deux critères : l’équilibre de

la répartition du poids des noeuds dans chaque partition et la taille de la coupe.
D’autres critères peuvent également être pris en compte [30] pour desk parti-
tions : taille maximale de la coupe pour une seule partition, degré du graphe des
partitions, critères de formes (comme le rapport entre le nombre de noeuds de la
plus grande et de la plus petite frontière), critères de “surface”.

Quelques résultats théoriques existent, en particulier pour l’existence et taille
des séparateurs. Tarjan et Lipton [109] ont montré l’existence d’un séparateur
d’une taille de l’ordre de

p
8 N pour les graphes planaires. Des généralisations à

des espaces àd dimensions ont été étudiés par Miller, Teng, Thurston et Vavasis
[89] et Cao, Gilbert et Teng [20].

B.1 Algorithmes de partitionnement géométrique

Il existe de nombreux algorithmes utilisant les “coordonnées” des noeuds. Ils
s’appliquent principalement aux problèmes où un noeud est uniquement connecté
à ses voisins. C’est souvant le cas de la plupart des maillages utilisés dans des
simulations de phénomènes physiques. C’est aussi le cas de la simulation de cir-
culation océanique que nous avons implanté.

Les principales méthodes utilisent souvent des projections. Les noeuds peu-
vent être séparés en fonction de la coordonnée de leur projection sur une droite
[76] : un des axes du repère du modèle ou l’axe d’inertie des noeuds. Ce découpage
est utilisé par exemple pour des problèmes deN corps avec rayon de coupure [9].

Il est aussi possible de tirer plusieurs plans de coupe au hasard. Ces plans
passent par le point central, c’est-à-dire le point tel que tout plan passant par ce
point sépare les noeuds en deux groupes de même taille. Une heuristique de calcul
de ce point peut être trouvée dans [20]. La même méthode peut être employée
après projection et normalisation du graphe de dimensiond sur une sphère de
dimensiond+ 1 [89].

Enfin, un autre algorithme standard consiste à calculer le diagramme de Voro-
noï des noeuds, à partir dek germes dont la position est tirée au hasard, ou bien
calculée [41].

B.2 Les algorithmes de partitionnement structurel

Le partitionnement géométrique pourrait être envisagé comme algorithme d’é-
quilibrage de charge avec localité. Malheureusement les algorithmes géométri-
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ques n’utilisent pas les informations sur les arêtes du graphe, ce qui est le point
qui nous intéresse vraiment, puisque nous essayons de trouver une approche pour
tenir compte des coûts de communications.

Les méthodes utilisent les arêtes du graphe pour calculer la coupe. Une pre-
mière méthode consiste à parcourir intelligemment les noeuds. Un parcours en
largeur d’abord permet de faire des partitions niveau par niveau, tandis qu’une
agglomération de noeuds [48, 40] autour d’un germe suivant différents critères
[53].

Le partitionnement spectral est une approche complètement différente. Elle
considère le graphe comme un ensemble de masse (les noeuds) relié par des res-
sorts (les arêtes). Les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe corres-
pondent aux fréquences de résonance du graphe. De même les vecteurs propres as-
sociés décrivent l’amplitude et la phase du mouvement des masses. La deuxième
plus grande valeur propre correspond à une “vague”. En observant le signe de
chaque composante du vecteur propre associé à un noeud, on partitionne le graphe
en deux entre les noeuds sur le sommet ou dans le creux de la vague.

Mais la plupart des algorithmes évoqués précédemment fournissent des solu-
tions grossières au problème de la partition. Il est possible d’améliorer la coupe en
utilisant un simple algorithme d’optimisation local comme l’algorithme de Ker-
nighan et Lin [80], amélioré par Fiduccia et Mattheyses [44]. Il consiste simple-
ment à échanger des noeuds se trouvant à la frontière si cela permet d’améliorer
la coupe.

Les algorithmes précédents deviennent coûteux lorsque la taille du graphe de-
vient importante. L’approche multi-niveaux permet d’accélérer ces algorithmes.
Elle consiste à comprimer le graphe pour travailler sur une approximation gros-
sière du graphe initial puis à utiliser les solutions obtenues sur ces graphes gros-
siers pour trouver une solution du graphe fin plus rapidement.

Bissection

Contraction Expansion

FIG. B.1 –Méthodes multi-niveaux

Ces algorithmes multi-niveaux ont été implantés avec succès, que ce soit pour
les algorithmes de type Kernighan-Lin (par exemple dans les librairies METIS
[62] et SCOTCH [96]) ou pour les méthodes spectrales dans CHACO [66] (CHA-
CO est en fait une collection d’algorithmes de partitionnement) ou [6, 5].
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Enfin, pour être complet, il faut noter que des légers raffinements permettent
de minimiser des critères annexes, en particulier le degré de chaque partition.
Pour cela on peut appliquer des algorithmes de propagation terminale, implantée
dans CHACO [66], ou alors utiliser une approche complète de plongement du
graphe initial dans un graphe représentant la machine (cf les travaux de François
Pellegrini [96]).
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