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Avant-Propos

Ce mémoire d’habilitation décrit 'application de procédures de renormalisation de
type Ma-Dasgupta a plusieurs types de systemes désordonnés, classiques ou quantiques,
dynamiques ou statiques. Afin de replacer dans une perspective commune ces différentes
études, les premiers chapitres sont consacrés a une présentation générale de la méthode.

Les chapitres généraux sur la méthode

e L’introduction situe les renormalisations de type Ma-Dasgupta par rapport aux
nombreuses approches qui existent pour les systemes désordonnés.

Etant donné qu’une renormalisation de type Ma-Dasgupta est a la fois une “fagon
de penser” et une “facon de calculer”, ces deux aspects sont discutés séparément, pour
plus de clarté :

e Le Chapitre 1 explique en détails les idées physiques essentielles communes aux
approches de type Ma-Dasgupta dans les différents contextes.

e Le Chapitre 2 présente les regles quantitatives de renormalisation, qui donnent
lieu a de jolis problemes de probabilités.

Les chapitres sur des systemes désordonnés classiques

La majorité du mémoire est consacrée a divers modeles de physique statistique
classique, ou les approches de type Ma-Dasgupta sont utilisées soit pour caractériser des
propriétés de dynamique lente, de vieillissement ou de croissance de domaines, soit pour
étudier les propriétés a I’équilibre thermodynamique de certains modeles désordonnés.
Nous discuterons en particulier les modeles suivants :

e la dynamique d’une particule dans un milieu aléatoire unidimensionnel, que ce
soit dans un paysage de forces aléatoires (Chapitres 3 et 4), ou dans un paysage de
pieges aléatoires (Chapitres 8 et 9).

e ’équilibre et la dynamique hors équilibre de croissance de domaines de chaines de
spins désordonnées classiques (Chapitre 5), comme la chaine d’Ising en champ aléatoire
ou la chaine verre de spin en champ magnétique extérieur.

e la transition de délocalisation d’un polymere aléatoire, composé de monomeres
hydrophobes et hydrophiles, & une interface entre deux solvants sélectifs (Chapitre 6).
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Les chapitres sur des systemes désordonnés quantiques

Apres ces modeles de physique statistique classique, nous reviendrons dans les deux
derniers chapitres aux chaines de spins quantiques désordonnées, c’est a dire le
domaine initial de la méthode :

e Le Chapitre 10 concerne la chaine de spin S = 1 antiferromagnétique aléatoire,
qui présente une transition de phases en fonction du désordre, contrairement a la chailne
S=1/2.

e Le Chapitre 11 est consacré aux propriétés de taille finie de la transition de phase
quantique de la chaine d’Ising avec couplages et champs transverses aléatoires.

e Enfin, un petit apercu des différentes études de type Ma-Dasgupta qui existent
dans la littérature, est donné en Annexe.

Publications associées

Ce mémoire est basé sur les publications notées [P1] ... [P15], publiées entre 1997
et 2004, dont la liste se trouve a la fin, en page 117. Par rapport au mémoire, ces
publications contiennent des discussions plus approfondies des modeles, des résultats
complémentaires, les dérivations de tous les résultats, et des listes de références appro-
priées. Par comparaison, le but de ce mémoire est de donner une idée générale de la
méthode, des modeles qu’elle permet d’étudier, et des résultats qu’elle permet d’obtenir,
sans entrer dans une description trop détaillée de chaque modele discuté.
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en fonction de la largeur du désordre correspondait & une transition de percolation
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Introduction

Ou lon situe les renormalisations de type Ma-Dasgupta parmi les approches
qui cherchent a décrire les fluctuations spatiales dans les systémes désordonnés.

La présence de désordre dans un systeme peut donner naissance a des phénomenes
physiques tout a fait nouveaux, comme la localisation d’Anderson en matiere condensée,
ou les propriétés de dynamique lente en physique statistique. L’étude des systemes
désordonnés a donc engendré un certain nombre d’approches spécifiques depuis une
cinquantaine d’années : le premier exemple est la méthode de mesure invariante de
Dyson [68] et Schmidt [153] qui permet d’obtenir des résultats exacts pour les systeémes
unidimensionnels décrits par des produits infinis de matrices de transfert aléatoires
[123, 46]. Pour comprendre I'intérét et la spécificité des procédures de renormalisation de
type Ma-Dasgupta qui constituent le sujet de ce mémoire, on peut classer les différentes
fagons d’aborder les systémes désordonnées en deux grandes catégories :

e il y a d’'une part des approches qui commencent par moyenner sur le
désordre, car elles se fixent pour objectif d’évaluer des observables automoyennantes,
comme par exemple I’ énergie libre s’il s’agit d’étudier la thermodynamique du systeme.
Il existe un certain nombre de prescriptions spécifiques pour effectuer cette moyenne
sur le désordre : la méthode des répliques [133], la méthode supersymétrique [69], la
méthode dynamique [25] (pour une présentation parallele des trois méthodes : [117]).
Apres cette moyenne sur le désordre, il n’y a plus d’hétérogénéités spatiales, mais il y
a en échange un systeme pur avec de nouvelles interactions effectives.

e il y a d’autre part des approches qui cherchent a décrire les hétérogénéités
spatiales du désordre, comme certains arguments célebres et diverses procédures de
renormalisation dans I’espace réel, que nous allons discuter un peu plus en détails, car
ces approches appartiennent a la méme ‘famille de pensée’ que les procédures de type
Ma-Dasgupta.



2 Introduction

Des arguments probabilistes sur les fluctuations spatiales
du désordre ...

Parmi les arguments qui ont joué un grand réle dans la compréhension des systemes
désordonnés, on peut citer

(a) Pargument de Lifshitz [119, 120], qui permet de prédire les singularités
essentielles des densités d’états en bord de spectre, en identifiant les configurations
du désordre qui engendrent des états dans cette zone d’ énergie, et en estimant les
probabilités de présence de ces configurations favorables.

(b) les phases de Griffiths , dans lesquelles des régions rares localement ordonnées
induisent des singularités essentielles pour 1’équilibre [87] et des lois de décroissance
lente pour la dynamique [148, 30].

(c) le critere de Harris [89] sur la pertinence d’un faible désordre autour du
point critique pur, qui estime 'influence des fluctuations locales du désordre sur les
fluctuations de températures critiques.

(d) l'argument de Imry-Ma [107], qui permet de prédire ’apparition de parois
de domaines dans les systemes en champs aléatoires, en considérant les fluctuations
spatiales d’ énergie venant des champs aléatoires.

(e) le théoréme de Chayes et al. [41], qui montre que les fluctuations spatiales
du désordre impliquent I'inégalité v > 2/d pour I'exposant critique v dans un systéme
désordonné en dimension d.

En fait, ces différents arguments ne font intervenir que deux propriétés statistiques
différentes. D’une part, les arguments (a) et (b), qui sont tres proches [142, 123], re-
posent tous les deux la prise en compte d’évenements rares : dans toute configuration
infinie de désordre, il existe des domaines ordonnés arbitrairement grands avec des pro-
babilités exponentiellement petites. D’autre part, les arguments (c), (d) et (e) reposent
tous les trois sur le comportement typique en v/N de la somme d’un grand nombre N
de variables aléatoires indépendantes.

Ces arguments de type probabiliste sont bien fondés et presque “inattaquables”. A
ma connaissance, le seul argument qui a donné lieu & une controverse [108] est ’ar-
gument de Imry-Ma qui était en désaccord avec la “réduction dimensionnelle” prédite
par les approches de théorie des champs, que ce soit en perturbation a tous les ordres
[2, 164] ou dans le formalisme supersymétrique [146]. Les études rigoureuses [106, 33]
ont finalement donné raison a ... Pargument de Imry-Ma! Cet exemple montre que
les arguments dits “heuristiques” méme s’ils sont simples, peuvent avoir un contenu
physique non-trivial, qu’il n’est pas toujours facile de retrouver par des méthodes plus
“sophistiquées”.

FEn conclusion, ces arguments de type probabilistes permettent de bien comprendre
la physique, car ils identifient les fluctuations locales du désordre qui sont responsables
de tel ou tel phénomeéne. En contrepartie, il est souvent difficile de dépasser 'aspect
qualitatif et de ‘calculer’ vraiment... Pour aller au dela en restant dans le méme esprit,
I'idée la plus naturelle est bien str d’utiliser des procédures de renormalisation dans
I’espace réel.
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... aux procédures de renormalisation sur le désordre

Le choix de travailler dans I’espace réel pour définir une procédure de renormalisa-
tion, qui a déja un grand intérét pour les systemes purs [141, 34], devient 'unique choix
possible en présence de désordre si I’on souhaite décrire les hétérogénéités spatiales.

Renormalisations par blocs

Les renormalisations par blocs, de type décimation ou de type Migdal-Kadanoff sont
les renormalisations les plus utilisées pour les systemes désordonnés. Les procédures de
type Migdal-Kadanoff [135, 111] constituent en effet des approximations simples pour
effectuer des renormalisations par blocs sur les réseaux réguliers. Elles représentent aussi
des renormalisations exactes sur certains réseaux hiérarchiques [112]. Parmi les systemes
étudiés, on peut citer par exemple le modele de Potts [116], les ferromagnétiques dilués
[109], et surtout les verres de spin, qui ont donné lieu & un grand nombre de travaux :
ces études concernent les diagrammes de phases [169, 27, 26], diverses propriétés de la
phase verre de spin [162, 137, 152], et surtout le caractére chaotique des trajectoires
du flot de renormalisation [131, 9, 144, 162] qui est une grande nouveauté par rapport
aux systeémes purs.

Par ailleurs, divers systemes désordonnés ont été étudiés par des procédures de
renormalisation sur réseaux hiérarchiques, en particulier le modele de Potts [59], les
polymeres dirigés en milieu aléatoire [60, 44, 53], et les problemes de mouillage aléatoire
(62, 161].

Citons enfin les procédures de renormalisation par blocs pour la diffusion dans les
modeles de pieges [124] et pour les chaines de spins quantiques aléatoires [92], car nous
discuterons dans ce mémoire ’application des procédures de type Ma-Dasgupta a ces
mémes modeles.

Renormalisation fonctionnelle pour les interfaces en milieux aléatoires

Pour les modeles d’interfaces en milieux aléatoires, il existe une méthode de renor-
malisation fonctionnelle [73] : c’est une méthode de théorie des champs qui étudie le
flot de la fonction de corrélation du désordre. Nous renvoyons & la revue [167] pour
la description des divers développements récents, et aux références [7, 118] pour des
comparaisons avec les méthodes de répliques.

Renormalisation pour les modeles XY désordonnés en 2D

L’introduction de désordre dans les modeles bidimensionnels de type XY, dans les-
quels il existe des transitions de type Kosterlitz-Thouless dans le cas pur, a conduit a une
renormalisation de type gaz coulombiens, dans laquelle on étudie le flot d’une distribu-
tion de probabilité des fugacités [37] afin de prendre en compte 'effet des hétérogénéités
spatiales sur les défauts topologiques. Cette approche permet aussi d’étudier la tran-
sition vitreuse d’'une particule dans un potentiel aléatoire présentant des corrélations
logarithmiques [38].
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Renormalisations phénoménologiques pour les verres de spin

La “théorie des droplets” [74] pour les verres de spin en dimension finie, a pour ori-
gine une renormalisation phénoménologique introduite par Mc Millan [129] et développée
par Bray et Moore [28]. Dans la formulation de Bray et Moore [28], I'idée essentielle est
que la distribution de probabilité Py (J) des couplages effectifs J a I’échelle L converge
vers une forme fixe, avec une largeur J(L) = JLY qui dépend de I’échelle L. L’exposant
y et la distribution limite, qui sont calculables exactement en d = 1, ont été étudiés
numériquement en d = 2 (y < 0) et d = 3 (y > 0 couplage fort ) [28]. Cette idée d'un
point fixe de couplage fort (ou de température nulle), décrit par une forme d’échelle
pour la distribution de probabilité d’une variable aléatoire, correspond en fait exacte-
ment a la description que 'on obtient par les procédures de renormalisation de type
Ma-Dasgupta lorsqu’on peut les utiliser.

Renormalisation de Ma-Dasgupta pour les chaines de spins quantiques

La procédure de renormalisation introduite par Ma-Dasgupta-Hu en 1979 [125] pour
étudier la chaine de spin quantique S = 1/2 avec interactions antiferromagnétiques
aléatoires a pour caractéristique essentielle de renormaliser de maniére inhomogene
dans ’espace pour mieux s’adapter aux réalisations locales du désordre. En effet, les
méthodes usuelles de renormalisation traitent 1’espace de maniere homogene, en rem-
placant par exemple chaque bloc de spins de taille donnée par un super-spin. Si ce
caractere homogene est naturel pour les systemes purs, on peut cependant se poser
la question de sa légitimité pour les systemes désordonnés qui brisent 'invariance par
translation du systéme. Ma, Dasgupta et Hu ont défini une procédure de renormalisa-
tion sur I’ énergie, et non sur la taille d’une cellule spatiale. La procédure consiste a
décimer de maniére itérative les degrés de liberté de plus haute énergie, afin d’obtenir
une théorie effective de basse énergie pour la chaine de spin, qui porte aujourd’hui le
nom de “random singlet phase”.

Cette procédure de renormalisation est en fait restée peu connue et peu utilisée
pendant de nombreuses années ... jusqu’aux travaux de Daniel Fisher en 1994-1995
[75, 76] qui lui ont donné a la fois :

(i) un statut théorique bien défini : les points fixes de “désordre infini”

Alors que la méthode apparaissait jusque 14 comme une procédure approximative
peu controlée, Daniel Fisher a montré que le flot de renormalisation prenait une forme
d’échelle qui convergeait vers un point fixe de “désordre infini” (ce qui signifie que le
désordre est de plus en plus fort a grande échelle), ce qui rendait la méthode asymptoti-
quement exacte [75, 76]. Par ailleurs, I’application de la méthode a la chaine de spin avec
couplages et champs transverses aléatoires (“Random Transverse Field Ising Chain” en
anglais) lui a permis de montrer explicitement ’exactitude des résultats obtenus grace
a une comparaison directe avec certaines observables calculées rigoureusement pour le
modele de McCoy et Wu [130, 157]. (Ce modele désordonné de McCoy et Wu est un
modele d’Ising classique bidimensionnel avec un désordre constant par colonne, qui est
équivalent a la chaine RTFIC.)
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(ii) des possibilités de calculs explicites assez remarquables

Pour la chaine RTFIC [75], la procédure de Ma-Dasgupta permet d’obtenir beau-
coup de résultats nouveaux par rapport aux méthodes rigoureuses [130, 157, 143], en
particulier I’exposant critique exact 8 = (3 — v/5)/2 pour I’aimantation spontanée.
Plus surprenant, Daniel Fisher a méme calculé des observables que I'on ne connait pas
pour le modele pur correspondant, c’est a dire pour le modele d’Ising pur bidimension-
nel! (par exemple la fonction d’échelle explicite décrivant I’aimantation en fonction du
champ appliqué dans la région critique) .

Ces travaux de Daniel Fisher ont engendré un grand intérét pour ces méthodes dans
le domaine des spins quantiques (cf les Chapitres 10 et 11, ainsi que I’Annexe). Dans ce
mémoire, nous allons voir que les procédures de renormalisation de type Ma-Dasgupta
ne se limitent pas aux systeémes de spins quantiques, mais sont aussi un outil idéal pour
étudier une classe beaucoup plus large de systemes désordonnés dans le domaine de la
physique statistique.
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Chapitre 1

La signification physique des
approches de type Ma-Dasgupta

Ou lon explique la notion de “point fize de fort désordre”

et la maniére de raisonner dans une approche de type Ma-Dasgqupta

Dans ce premier chapitre a caractere pédagogique, nous présentons en détails les
idées physiques essentielles communes aux diverses procédures de renormalisation uti-
lisées dans divers contextes physiques.

1.1 L’idée essentielle : le désordre qui domine par rapport
aux fluctuations thermiques ou quantiques

Dans tous les modeles considérés dans ce mémoire, les différentes procédures de re-
normalisation reposent sur la méme idée : a grande échelle, le désordre domine par rap-
port aux fluctuations thermiques ou quantiques. En particulier, les procédures de renor-
malisation de type Ma-Dasgupta sont vraiment spécifiques aux systemes désordonnés
et ne peuvent méme pas étre définies pour les systémes purs qui ne présentent pas
d’hétérogéités spatiales.

1.1.1  Signification dans les différents contextes physiques

D’une certaine maniere, les systémes purs, qui sont gouvernés par les fluctuations
d’origine thermique ou quantique, sont caractérisés par une grande “dégénérescence”,
dans la mesure ol tous les sites sont équivalents, alors que la présence de désordre
leve completement cette dégénérescence. Voici quelques exemples de cette idée dans les
différents domaines.
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1.1.1.1 Exemple pour ’état fondamental d’un systéme quantique

Dans une chaine quantique antiferromagnétique pure de spin S = 1/2, on peut
voir qualitativement 1’état fondamental comme une combinaison linéaire appropriée
des états qui correspondent a toutes les facons possibles d’apparier les spins par deux
pour former des singulets. En revanche, en présence de désordre, la procédure de re-
normalisation de Ma-Dasgupta associe a chaque réalisation du désordre un état fon-
damental qui correspond & une seule fagon d’apparier les spins en singulets. Ainsi,
dans un échantillon désordonné fixé, un spin donné est completement corrélé a un seul
autre spin de la chaine, qui peut éventuellement étre a une distance assez grande, mais
n’est pratiquement pas corrélé avec les autres spins, méme ses voisins immédiats sur la
chaine.

1.1.1.2 Exemple pour I’équilibre d’une chaine de spins classiques

Dans la chalne d’Ising ferromagnétique pure, une paroi de domaine peut se trouver
de maniere équiprobable sur tous les liens car ils sont tous équivalents. L’argument
classique énergie/entropie entre 1’ énergie 2.J que cotite une paroi de domaine et 1’en-
tropie S ~ kIn L associé a la position arbitraire de la paroi dans un systeme fini de L
sites, permet de comprendre I’absence d’ordre a longue portée a température finie et le
comportement en L7 ~ ¢2//T de la taille typique d’un domaine.

En revanche, la présence d’un champ aléatoire va lever cette équivalence entre
tous les sites. L’argument d’Imry-Ma [107], qui remplace I'argument énergie/entropie
précédent, est un argument énergie/ énergie : la comparaison entre 1’ énergie 2.J que
colite une paroi de domaine, et 1’ énergie typique VoL gagnée en profitant d’une fluc-
tuation favorable de la somme Zle h; des champs aléatoires sur un domaine de taille
L, conduit a une absence d’ordre a longue portée, méme a température nulle, et a une
longueur typique Ly ~ J?/o pour les domaines. Nous verrons que la procédure de
renormalisation de type Imry-Ma permet de déterminer les positions des parois des
domaines d’Imry-Ma qui existent dans un échantillon donné.

1.1.1.3 Exemples pour les marches aléatoires en milieux aléatoires

Pour une marche aléatoire pure, la probabilité de présence se répartit de maniere
gaussienne autour de 'origine, et il y a un étalement progressif au cours du temps.

En revanche, pour une marche aléatoire dans un potentiel Brownien, il y a des
régions particulieres a chaque échantillon qui localisent presque toute la probabilité
de présence, et nous verrons comment les caractériser par une procédure de type Ma-
Dasgupta. En particulier, les fluctuations thermiques sont tout a fait sous-dominantes :
la distance entre deux particules indépendantes ( c’est a dire deux histoires thermiques)
qui diffusent dans le méme échantillon, reste une variable aléatoire finie dans la limite
de temps infini, ce qui constitue la localisation de Golosov [85].

De méme, dans les modeles unidimensionnels de pieges caractérisés par une distri-
bution large des temps de piégeage p(7) ~ 1/7'F# avec 0 < p < 1, le front de diffusion
dans un échantillon donné est essentiellement localisé sur un nombre fini de pieges. A
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nouveau, nous verrons comment étudier leurs propriétés statistiques par une approche
de type Ma-Dasgupta généralisée. Au contraire, dans la phase u > 1 ou le temps moyen
de piégeage est fini, il n’y a plus de localisation a temps infini, et une approche de type
Ma-Dasgupta n’a plus de sens.

1.1.1.4 Conclusion : les points fixes de fort désordre

Si 'on s’intéresse a la physique d’'un systéeme désordonné a grande échelle, il y a a
priori trois possibilités pour 1’évolution du désordre effectif par rapport aux fluctuations
thermiques. En effet, lorsque 1’échelle augmente, ce désordre effectif peut devenir

(i) de plus en plus petit : le systéme est gouverné par un point fixe pur.

(ii) de plus en plus grand : le systéme est gouverné par un point fixe de désordre
infini.

(iii) ou bien rester asymptotiquement & un niveau stable : le systeme est gouverné
par un point fixe de désordre fini.

Dans certains modeles, un désordre initial méme faible conduit & un point fixe
de désordre infini (ii) : c’est en particulier le cas pour la chaine quantique antiferro-
magnétique aléatoire S = 1/2, pour le modele de Sinai, pour la chaine d’Ising en champs
aléatoires...

Lorsqu’il existe un point fixe de désordre fini (iii), il est quantifié par un nombre
qui varie continiiment, comme le parametre g du modele de pieges. Le point fixe peut
souvent étre qualifié de fort désordre dans une certaine région de parameétres. Ainsi,
dans le modele de pieges ou dans le modele de Sinai en présence d’un champ extérieur,
la dynamique est gouvernée par un point fixe de fort désordre dans la phase pu < 1 qui
présente une localisation partielle du paquet thermique : il y a une probabilité finie
que deux trajectoires thermiques dans le méme échantillon soient & une distance finie
a temps infini.

En conclusion, les méthodes de renormalisation de type Ma-Dasgupta concernent :

e les points fixes de désordre infini (ii).

e les points fixes de désordre fini (iii) qui peuvent étre qualifiés de désordre fort.

1.1.2 Comment savoir si le désordre domine a grande échelle ?
1.1.2.1 Par des arguments théoriques a priori ?

L’importance relative qu’ont les fluctuations thermiques par rapport au désordre a
grande échelle ne se voit pas directement sur le modele microscopique et n’est souvent
pas tres bien connue pour la plupart des systemes désordonnés. Méme pour les systemes
en champ aléatoire pour lesquels il existe un argument d’Imry-Ma énergie/ énergie
discuté ci-dessus, il n’existe pas, & ma connaissance, d’argument généralisé qui inclurait
dans la discussion les fluctuations thermiques des parois de domaines et qui estimerait
I'importance de “I’entropie de découpage en domaines Imry-Ma” dans un échantillon.
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1.1.2.2 Par des études numériques ?

Dans les études numériques qui ont a priori une information directe sur différentes
configurations thermiques pour une réalisation fixée du désordre, il est tres rare de
trouver cette information sur un échantillon, car les résultats publiés sont en général
consacrés a des moyennes de diverses observables sur les échantillons. Ce qui est bien str
dommage du point de vue des approches de type Ma-Dasgupta, ot I'information essen-
tielle est justement I'importance des fluctuations thermiques dans un échantillon fixé.
En effet, les moyennes sur les échantillons ont toujours le “risque” d’étre dominées par
des évenements rares et de donner une fausse image des comportements typiques. Par
exemple, dans le modele de Sinai, la largeur thermique moyennée sur les échantillons,
qui est une observable naturelle & mesurer numériquement pour caractériser I’étalement
du paquet thermique, diverge a grand temps. Ce résultat pourrait faire penser qu’il n’y
a pas de localisation asymptotiquement, alors qu’en fait, la distance entre deux parti-
cules indépendantes dans le méme échantillon reste une variable aléatoire finie a temps
infini, ce qui correspond & une localisation tres forte en loi.

1.1.2.3 Hypothése du désordre fort et sa vérification

En conséquence, la démarche généralement utilisée dans les approches de type Ma-
Dasgupta est la suivante : on commence par supposer que le désordre domine a grande
échelle, et on vérifie a la fin la consistance de ’hypothese.

Plus précisément, les procédures de renormalisation de Ma-Dasgupta contiennent
leur propre test de validité : si les distributions de probabilité ont une largeur qui croit
indéfiniment par le flot de renormalisation, elles conduisent & des résultats asymptoti-
quement exacts, alors que si la largeur des distributions de probabilité converge vers
une valeur finie, elles donnent des résultats qui seront seulement approchés.

1.2 La maniere de raisonner

Dans la renormalisation de Ma-Dasgupta pour les chaines de spins quantiques, la
procédure correspond a une décimation de degrés de liberté sur I’Hamiltonien : elle
est donc assez proche des renormalisations usuelles, la seule différence étant que la
décimation se fait de maniere itérative sur le couplage le plus fort, au lieu de se faire
de maniére homogene sur toute la chaine a chaque étape.

En revanche, dans les renormalisations de type Ma-Dasgupta pour les systéemes
de physique statistique qui seront discutés dans ce mémoire, la maniere de raisonner
s’écarte beaucoup plus des procédures usuelles. En effet, le point de départ n’est pas
une intégration exacte ou approchée sur les degrés de liberté du modele microsco-
pique, c’est a dire sur la fonction de partition pour les problemes d’équilibre ou sur
I’équation maitresse pour les problemes dynamiques. Le point de départ est plutot un
argument physique heuristique, qui permet d’identifier a priori les degrés de liberté qui
sont importants a grande échelle. On définit alors directement la renormalisation sur
ces degrés de liberté jugés importants, et on obtient ainsi dans les cas favorables des
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résultats exacts dans la limite asymptotique ou la procédure de renormalisation est
appliquée un grand nombre de fois. Comme ce mélange entre arguments heuristiques
au départ et résultats exacts a la fin peut paraitre déconcertant au premier abord, et se
heurte méme souvent a une certaine incompréhension, il est utile d’analyser en détails
les différentes étapes du raisonnement sur le cas du modele de Sinai (Chapitre 3), qui
est le cas le plus pédagogique.

1.2.1 Modéeles dynamiques : ’exemple du modele de Sinai

La physique du modele de Sinai sera décrite dans le chapitre 3 qui lui est consacré.
Notre but ici est uniquement de décrire la maniere de raisonner sur cet exemple précis.

1.2.1.1 On identifie les degrés de liberté du désordre qui vont étre impor-
tants a grande échelle

“On part d’'un argument physique qualitatif” : il existe depuis longtemps un argu-
ment qualitatif simple [22] pour prédire le comportement typique du déplacement en
x ~ (Int)? dans le modele de Sinai, au lieu du comportement habituel en 2 ~ v/t de
la diffusion pure, que 'on peut résumer ainsi : le temps ¢(z) nécessaire pour atteindre
le point = > 0 va étre dominé par le facteur d’Arrhénius e”B+ correspondant a la plus
grande barriere B, qu’il faudra franchir par activation thermique pour passer du point
de départ z = 0 au point = (Cette approximation par le facteur d’Arrhénius revient a
effectuer une méthode du col sur une expression analytique du temps du premier pas-
sage). Dans un potentiel aléatoire Brownien, le comportement typique de la barriere
est donné par B, ~ +/x, ce qui correspond & un temps d’Arrhénius ¢ ~ PV ce qui
correspond bien au scaling = ~ (Int)? aprés inversion.

“On prend au sérieux cet argument pour déterminer les degrés de liberté qui vont
étre importants a grande échelle” : ’argument heuristique ci-dessus suggere que les
degrés de liberté qui vont étre importants a grande échelle sont les grandes barrieres
qui existent dans le potentiel aléatoire. Plus précisément, a un instant ¢ fixé, la particule
n’aura pas eu le temps de franchir par activation thermique les barrieres qui sont plus
grandes qu’une échelle d’ordre (T'Int).

1.2.1.2 On définit la renormalisation directement sur les degrés de liberté
importants du désordre

On définit donc une procédure de renormalisation sur les barrieres du potentiel
aléatoire, dans laquelle on élimine de maniere itérative la plus petite barriere. Cette
barriere minimum définit 1’échelle de renormalisation I' du paysage. Le paysage re-
normalisé & 1’échelle I ne contient donc que des barrieres plus grandes que I', toutes
les barrieres plus petites ayant été décimées. Lorsque 'échelle I' augmente, la distri-
bution Pr(F') des barrieres F' du paysage a 1’échelle I' tend vers une forme d’échelle
O(F > TI')P* (%), dans laquelle la distribution stationnaire P* caractérise le point
fixe de désordre infini.
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1.2.1.3 On établit la correspondance avec le modele initial

On associe a chaque temps t du modéle initial, le paysage renormalisé des barrieres
a I’échelle I' = T'Int. On définit une dynamique effective sans fluctuations thermiques,
dans laquelle la particule se trouve a 'instant ¢ au minimum de la vallée renormalisée a
I’échelle I' = T'Int qui contient la position initiale a ¢ = 0. On établit aussi une corres-
pondance entre les différentes observables physiques du modele initial et les propriétés,
statiques ou dynamiques, du paysage renormalisé.

1.2.1.4 On vérifie la consistance de la procédure dans le régime asympto-
tique et on étudie les premiéres corrections

La probabilité que la particule ne soit pas dans la vallée renormalisée de la dyna-
mique effective, est d’ordre 1/(Int) et tend donc vers zéro dans la limite des temps
infinis, ce qui montre la consistance de la procédure de renormalisation du paysage. On
étudie les fluctuations thermiques par rapport a la dynamique effective, en considérant
d’une part la distribution de probabilité a I'intérieur de la vallée renormalisée, et d’autre
part les événements rares d’ordre 1/(Int) ou la particule n’est pas dans la vallée renor-
malisée de la dynamique effective.

1.2.1.5 Discussion

Cet exemple montre bien comment cette fagon de raisonner permet d’obtenir une
description tres complete de la dynamique asymptotique a grand temps. Il montre
aussi tout l'intérét de renormaliser de maniére inhomogene dans ’espace pour mieux
s’adapter aux extrema locaux du désordre aux différentes échelles, par rapport aux
renormalisations usuelles qui traitent I’espace de maniere homogene avec des cellules
de taille fixée & chaque étape.

D’une certaine maniere, la démarche que ’on vient de décrire utilise au maximum les
idées qualitatives contenues dans la notion de renormalisation, comme la non-pertinence
des détails du modele microscopique sur les comportements a grande échelle, et la
convergence vers des théories plus simples représentant des classes d’universalité, avant
de définir une procédure quantitative. Il ne faut donc pas reprocher aux approches
de type Ma-Dasgupta de prendre comme point de départ des arguments physiques
qualitatifs, car c’est de la justement que vient toute leur efficacité ! En effet, pour tous les
modeles de physique statistique que nous allons considérer, alors qu'une renormalisation
usuelle sur le modele microscopique désordonné n’aurait aucun espoir d’étre fermée et
d’aboutir a la fin a des résultats exacts, 'approche de Ma-Dasgupta permet décrire une
renormalisation fermée asymptotiquement exacte, directement sur les degrés de liberté
qui sont vraiment importants a grande échelle.
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1.2.2 Modeles a I’équilibre : de 'argument Imry-Ma a la renormali-
sation Ma-Dasgupta!

Pour les systemes désordonnés a 1’équilibre qui seront discutés dans ce mémoire,
comme la chaine d’Ising classique en champ aléatoire (ou la chaine verre de spin en
champ magnétique extérieur qui lui est équivalente par transformation de jauge), ou
I’hétéropolymere a une interface, la renormalisation de type Ma-Dasgupta est un moyen
de construire les domaines Imry-Ma dans chaque échantillon. Les degrés de liberté
importants sont les sommes des énergies aléatoires par domaines, et la renormalisation
permet d’éliminer, de maniere itérative, les domaines qui sont instables vis a vis d'un
retournement global, et d’obtenir ainsi, & la fin, la structure en domaines stables.

1.3 Conclusion

Le message essentiel de ce chapitre est donc que les approches de type Ma-Dasgupta
ont un sens chaque fois que les hétérogénéités spatiales du désordre déterminent 1’état
dominant du systéme, alors que les fluctuations thermiques ou quantiques ne fournissent
que des corrections sous-dominantes. Leur but est alors de construire I’état dominant du
systeme pour chaque réalisation du désordre, généralement en fonction d’un parametre,
qui est le temps pour les modeles dynamiques, ou la température pour les problemes
d’équilibre thermodynamique.

Pour mettre en oeuvre ce programme, il faut maintenant préciser les méthodes de
calculs utilisées pour effectuer quantitativement la renormalisation sur le désordre :
c’est I'objet du Chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Les regles de renormalisation de
type Ma-Dasgupta

Ou Uon présente les régles quantitatives de renormalisation de type Ma-Dasgupta,
en insistant sur la classe d’universalité des extrema Browniens.

Alors que les renormalisations pour les systémes purs portent sur un nombre fini de
constantes de couplages, les renormalisations pour les systéemes désordonnés font inter-
venir des distributions de probabilité, c’est a dire des fonctions qui appartiennent a un
espace de dimension infinie, ce qui complique évidemment beaucoup ’analyse des flots
de renormalisation et la recherche de points fixes. Cette difficulté conduit donc le plus
souvent a des études completement numériques, ou alors, sur le plan analytique, a des
approximations supplémentaires qui consistent a projeter sur des espaces de dimension
finie, c’est a dire a choisir une certaine forme analytique de distributions contenant
quelques parametres dont on étudie les évolutions. Dans ce chapitre, nous allons voir
que les regles de renormalisation de type Ma-Dasgupta engendrent, dans un certain
nombre de cas favorables, des flots de renormalisation assez simples pour permettre
un calcul exact de distributions de points fixes, qui ont souvent une interprétation
probabiliste intéressante.

2.1 Qu’est-ce qu’une regle de renormalisation de type
Ma-Dasgupta ?

Si ’on souhaite englober les différentes renormalisations de type Ma-Dasgupta qui
ont été développés dans les différents contextes physiques, on peut prendre comme
définition générale la structure suivante : dans un systeme décrit par une collection
de variables aléatoires {z;} qui ont des relations données de voisinage dans ’espace
physique, la renormalisation consiste a décimer de maniere itérative la plus petite valeur
min{z;}, avec éventuellement ses variables aléatoires voisines, afin de reconstruire une
nouvelle collection de variables aléatoires {z]} reliées par de nouvelles relations de
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voisinage dans 1’espace physique.

Au dela de cette définition générale un peu trop formelle, les deux caractéristiques
essentielles sont les suivantes :

e la renormalisation s’effectue sur la valeur extréme d’une variable aléatoire. Cette
valeur extréme qui évolue par renormalisation constitue 1’échelle de renormalisation :
c’est le “cut-off” de la distribution renormalisée.

e la renormalisation est locale dans ’espace : a chaque étape, il n’y a que le voisinage
physique immédiat de la variable aléatoire extréme qui est concerné par la renormali-
sation.

Nous allons maintenant décrire plus précisément les regles qui seront utiles dans les
différents systemes désordonnés unidimensionnels discutés dans ce mémoire. (Quelques
exemples en dimension supérieure seront évoqués dans le Chapitre 8 et dans I’Annexe.)

2.2 La classe d’universalité des extrema Browniens

Dans les systéemes unidimensionnels avec désordre gelé local, les approches de type
Ma-Dasgupta conduisent souvent a une méme classe d’universalité qui a une interprétation
probabiliste simple en termes d’extrema d’un potentiel Brownien & grande échelle.

2.2.1 Les deux exemples quantiques fondamentaux
2.2.1.1 La chaine antiferromagnétique aléatoire

La regle de décimation proposée par Ma-Dasgupta-Hu [125] pour une chaine de spin
S = 1/2 caractérisée par une suite {.J;} de couplages aléatoires positifs indépendants est
la suivante : on cherche le couplage maximum () dans toute la chaine, supposons pour
fixer les notations que ce soit le couplage Jo = €. On élimine ce couplage maximum
et ses deux voisins, c’est a dire les trois couplages consécutifs (Jy, J2,J3), et on les
remplace par un nouveau couplage effectif

/ J 1 v]3
J = T (2.1)
La signification quantique de cette regle sera discutée dans le Chapitre 10, car ici notre
but est de discuter uniquement 1’aspect probabiliste de cette regle. Comme le nouveau
couplage J' introduit est statistiquement indépendant de tous les autres couplages qui
restent dans la chaine, cette régle de décimation engendre un flot de renormalisa-
tion fermé pour la distribution Pq(J) des couplages J qui sont présents a I’échelle
de renormalisation, ou () représente le couplage maximum qui évolue au cours de la
renormalisation

P,

P(Q Q)/de /QdJ P(Ju, Q) P(Jy, Q) 6 (7 — Zob (2.2)
0 = 5 0 a 0 b a b 20 :
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2.2.1.2 La chaine d’Ising avec couplages et champs transverses aléatoires
(RTFIC en anglais)

Dans le modele RTFIC, il y une alternance le long de la chaine de couplages
aléatoires J; et de champs aléatoires h;, qui sont des variables aléatoires positives
indépendantes, tirées a priori avec deux distributions différentes. La physique du modele
sera discutée dans le chapitre 11. Ici, notre but est simplement de décrire les regles de
décimation [75] : on choisit & chaque étape le maximum des couplages et des champs
Q = maxz{J;, hj}. Sic’est le champ ho = €, on I'élimine avec ses deux couplages voisins
(Jo2, J3) pour former un nouveau couplage effectif

_ JaJs

!
J Q

(2.3)
Si c’est le couplage Jo = €2, on I’élimine avec ses deux champs voisins (hi, ha) pour
former un nouveau champ effectif

iy

/!
h Q

(2.4)

Ici encore, les nouveaux couplages introduits sont statistiquement indépendants de tous
les autres couplages qui restent dans la chaine, ce qui permet d’écrire un systéeme fermé
de deux flots de renormalisation pour les distributions Pq(J) et Po(h) des couplages
et champs effectifs a 1’échelle €.

Nous allons maintenant expliquer comment ces régles qui apparaissent dans les
chaines de spins quantiques peuvent s’interpréter en termes de statistique des extrema
d’une marche aléatoire a grande échelle.

2.2.2 Extrema des marches aléatoires a grande échelle

Dans plusieurs modeles de physique statistique que nous allons considérer, il existe
un seul type de variables aléatoires (f;) sur une ligne, mais ces variables aléatoires
peuvent étre positives ou négatives. Ces variables aléatoires représentent par exemple
les forces locales dans le modele de Sinai (Chapitres 3 et 4), les champs aléatoires
dans la chaine d’Ising classique en champ aléatoire (Chapitre 5), les charges dans le
modele du polymere hydrophile/hydrophobe (Chapitre 6). Dans les approches de type
Ma-Dasgupta pour ces différents modeles, les degrés de liberté importants du désordre
sont les extrema du potentiel associé U (i) = Z;:O f;j a grande échelle.

Pour définir les extrema du potentiel initial, il faut donc commencer par grouper
ensemble toutes les forces f; consécutives de méme signe : on obtient alors un paysage
constitué par une alternance de liens descendants (F;", ;) et de liens montants (F; ;).
Les barrieres F' et les longueurs [ sont maintenant des variables aléatoires positives
qui représentent respectivement les différences de potentiel et les distances entre deux
extrema locaux consécutifs du modele initial. La regle de renormalisation du paysage
est alors la suivante (Publications [P3,P4]) : on choisit la plus petite barriere I' =
min{F;", F;"}. Si la plus petite barriere est un lien descendant F,” = T', on I’élimine



18 Les regles de renormalisation de type Ma-Dasgupta

(b)

Fia. 2.1 — [llustration des régles de renormalisation pour un potentiel aléatoire unidi-
mensionnel.

avec ces deux liens montants voisins F|~ et F},” pour former un nouveau lien montant
(F)Y=F +F; —T (2.5)

Si la plus petite barriere est un lien montant F|” = I', on I’élimine avec ces deux liens
descendants voisins Fi" et F;~ pour former un nouveau lien descendant
1 2

(FtY =Ff+F -T (2.6)

Ces regles sont donc completement équivalentes aux regles de décimations (2.3 2.4) du
modele RTFIC par une simple transformation logarithmique sur les variables. Si I'on
souhaite garder une information sur les distances initiales dans ’espace physique, il
suffit d’écrire la régle d’évolution de la longueur lors d’une décimation : la longueur du
nouveau lien renormalisé est simplement égale a la somme des trois liens éliminés

I = i+ 1+ 13 (27)

Cette nouvelle longueur a encore la propriété d’étre indépendante statistiquement des
autres longueurs qui restent dans la systeme. En revanche, la longueur va étre corrélée
avec la barriere F' qui existe sur le méme lien. Ainsi, on peur écrire un systme fermé
de deux équations de flots pour les deux lois jointes P*(F,1).

2.2.3 Distribution des extrema du potentiel Brownien pur

Le cas symétrique f; = 0 des modeles statistiques correspond au point critique
quantique du modele RTFIC In J = In A ou I'aimantation spontanée s’annule. A grande
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échelle, les liens descendants et les liens montants deviennent statistiquement équivalents,
et le seul parametre physique pertinent est la variance fz2 = 20 du modele initial, comme
dans le théoreme de la Limite Centrale. Il existe alors un point fixe de “désordre infini”
caractérisé par une distribution jointe P*(n, \) des variables d’échelle n = % pour
les barrieres et A = l‘f—é pour les longueurs. Cette loi jointe qui caractérise le point fixe,
est définie par sa transformée de Laplace par rapport a la longueur A [75]

/ o dAe PAP*(n, \) = 0(n > 0)—\/5 e VPeoth VP (2.8)
0 ’ sinh \/]7? '

En particulier, la distribution des barrieres seules est une simple exponentielle
P*(n) =0(n>0)e™" (2.9)

alors que la distribution des longueurs seules a la forme d’une série infinie d’exponen-
tielles

P*(\) = LT, <m> = io m(—1)" (n + %) e (n3) A (2.10)

1 ~+00 . 1 ,(erl)zl
= Jmen 2 (T (mg e

(les deux séries se correspondent par une formule d’inversion de Poisson).

La convergence vers la solution de point fixe (2.8) est d’ordre 1/T" pour les marches
aléatoires [75]. En revanche, pour le mouvement Brownien unidimensionnel qui représente
déja la limite continue universelle des marches aléatoires, le point fixe (2.8) est un
résultat exact a toute échelle I', comme le montre un calcul direct par des intégrales de
chemin contraintes (Publication [P9]).

2.2.4 Distribution des extrema du potentiel Brownien biaisé

Dans le cas dissymétrique o il existe un biais f; = fo > 0, les équations de renor-
malisation conduisent & une famille de solutions & un parametre noté ¢ [75] : les deux
distributions jointes Pl?(F, [) des liens descendants et montants ont pour transformées
de Laplace

/+oo QPP (R 1) = o(F > T) VPP /])—{—526:':‘5Fe—(F—F) [V/p+82 coth /p3256] (2.11)
r (£ ; .
0 sinh y/p + 62

En particulier, les distributions de barrieres seules ont les formes exponentielles sui-
vantes

20 (P-T)3— 20 ~(P-T) -2

*+ _ ~
20 —(F-T)—25__
B(F) = 0(F > )y——re (F=T) ==t = 0(F > )20 (2.13)
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Du point de vue du paysage renormalisé, la signification du parametre 20 est donc
claire : la distribution P~ (F') des grandes barrieres opposées au biais fj reste stable
a grande échelle (en dehors de la présence du cut-off I') et (29) est le coefficient de
la décroissance asymptotique exponentielle de cette distribution. Il faut maintenant
préciser la signification du parameétre ¢ par rapport au modeéle microscopique de départ.

Pres du point critique correspondant a § = 0, le parametre § peut étre développé
au premier ordre dans le biais [75]

_Jo

o

b +O(f3) (2.14)
Si 'on s’écarte du voisinage immédiat du point critique, la bonne définition non-
perturbative du parametre § en terme de la distribution initiale Q(f) des variables

;) du modele microscopique de départ est que  représente la solution de I’équation
(fi) piq P q P q
(Publication [P4])

“+oo
e—20fi = / dfQ(fle 2/ =1 (2.15)
—0o0

Cette définition correspond bien sir exactement, au changement de notation pres 26 =
/T, ala définition du parametre sans dimension p qui représente I’exposant de la phase
de diffusion anormale x ~ t* des modeles de Sinai avec biais [114, 57, 22], dont nous
reparlerons dans le chapitre 4. Le développement dans les deux premiers cumulants
redonne bien I’expression simple (2.14), qui n’est exacte & tous les ordres que pour une
distribution gaussienne.

A nouveau, si I'on considere directement le mouvement Brownien unidimensionnel
biaisé comme limite continue des marches aléatoires biaisées, les solutions (2.11) sont
des résultats exacts a toute échelle I', comme le montre un calcul direct par des intégrales
de chemin contraintes (Publication [P9]).

Alors que la solution (2.8) du cas symétrique 6 = 0 est un point fixe de “désordre
infini”, la solution (2.13) du cas dissymétrique 6 > 0 est un point fixe de “désordre fini”,
car la distribution P~ (F') des grandes barrieres opposées au biais a asymptotiquement
une largeur finie %. La renormalisation usuelle de type Ma-Dasgupta ne donne donc des
résultats exacts que dans la limite & — 0. Nous discuterons en détails dans le Chapitre
4 comment généraliser la méthode usuelle lorsque le parametre § est petit.

2.3 Renormalisation d’un potentiel aléatoire unidimen-
sionnel quelconque

Comme la renormalisation de type Ma-Dasgupta consiste a étudier les extrema d’un
potentiel unidimensionnel lorsqu’on ne garde que les barrieres supérieures a une certaine
échelle T', il est possible de définir la procédure pour un paysage aléatoire quelconque.
En particulier, la procédure de renormalisation peut étre implémentée numériquement
pour des potentiels corrélés, ce qui a été fait pour le cas de corrélations logarithmiques
[39]. La Publication [P9] étudie ce que 'on peut dire de maniére analytique pour le cas
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des potentiels Markoviens. Nous décrirons en particulier la solution explicite pour le
cas d’un potentiel Brownien en présence d’un potentiel déterministe harmonique dans
le Chapitre 7.

2.4 Regles de décimation plus générales

Dans certains systéemes unidimensionnels, en particulier pour la chaine quantique
de spin S = 1 discutée dans le Chapitre 10, on est amené a définir des procédures
de renormalisation plus compliquées que la renormalisation d’'un potentiel unidimen-
sionnel, ce qui peut donner lieu & des phénomenes plus riches : en particulier, pour la
chaine quantique de spin S = 1, cela permet de décrire une transition de phase de type
percolation & température nulle.

2.5 Variables auxiliaires et exposants critiques

Dans les renormalisations de type Ma-Dasgupta, on appelle ‘variables auxiliaires’ les
variables associées aux liens qui vont évoluer selon des regles de décimation paralleles
lorsque leurs variables principales associées sont renormalisées. Le premier exemple
important est la longueur [ que nous avons déja rencontrée (2.7). C’est une variable
auxiliaire car ce n’est pas elle qui détermine la renormalisation, mais la barriere associée
F': en effet a chaque étape, on ne choisit pas la longueur minimale, on choisit la barriere
F minimale.

Une autre variable auxiliaire importante pour le RTFIC est 'aimantation m des
amas de spins : cette variable n’existe qu’en association avec les champs aléatoires h;
et évolue en association avec la régle (2.4) selon [75]

m/ =mi +mo (2.16)

Plus généralement, dans les différents modeles discutés dans ce mémoire, que ce soit
pour la diffusion de Sinai (Chapitre 3), pour la chaine d’Ising classique en champ
aléatoire (Chapitre 5), et pour les problemes de réaction-diffusion (Publication [P5]),
on est conduit a étudier diverses variables auxiliaires qui évoluent selon la regle générale

m' = amy + bmgy + cmg (2.17)

ou (a, b, c) sont des constantes.

Nous avons déja vu comment 1’étude jointe des barrieres et des longueurs ca-
ractérisent la statique du paysage renormalisé & une échelle donnée (2.8) : en particulier,
dans le paysage renormalisé a 1’échelle ', dans lequel il ne reste que des barrieres F' > T,
les longueurs ont pour scaling [ ~ I'2, ce qui est le scaling Brownien usuel comme il
se doit. En revanche, en dehors de ce cas tres particulier a = b = ¢ = 1, les variables
auxiliaires (2.17) conduisent a des exposants non-triviaux m ~ I'® qui refletent des pro-
priétés ‘dynamiques’ de la renormalisation sur toutes les échelles précédentes IV < T, et
qui contiennent plus d’informations que le paysage a I’échelle I' seulement. Par exemple
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pour le RTFIC, la regle tres simple (2.16) correspondant & a = ¢ =1 et b = 0 conduit
pour I'aimantation m ~ I'? & I'exposant irrationnel égal au nombre d’or [75]

C1+V5

pla=c=1,b=0) 5

(2.18)

Cet exemple montre qu’une simple marche aléatoire unidimensionnelle contient des ex-
posants non-triviaux si ’on s’intéresse a des propriétés un peu ‘subtiles’ qui concernent
la dynamique du paysage des extrema en fonction de ’échelle.

Plus généralement, pour une variable auxiliaire de type (2.17), on obtient que,
lorsque la condition a+c = 2 est satisfaite (ce qui arrive assez souvent en pratique pour
les observables physiques les plus naturelles), Pexposant associé satisfait une équation
du second degré et vaut

14++V5+4b

Ppla+c=2,b) = 9

(2.19)
En revanche, lorsque a + ¢ # 2, 'exposant ¢(a, b, c) satisfait une équation plus com-
pliquée faisant intervenir la fonction hypergéométrique confluente U (A, B, z) (Publica-
tions [P4] et [P5]).

2.6 Comparaison avec certains modeles de croissance

Les décimations de type Ma-Dasgupta ont une grande parenté avec certains modeles
de croissance, qui ont été introduits de maniere completement indépendante. Ces modeles
géométriques de croissance considerent une suite d’intervalles sur une ligne qui évolue
par une transformation itérative sur le plus petit segment qui reste, avec les diverses
regles suivantes :

(i) dans le “cut-in-two model” [61], I'intervalle le plus petit est éliminé et donne
une moitié de sa longueur a chacun de ces deux voisins. Ce modele introduit donc des
corrélations entre les intervalles voisins et a été étudié numériquement [61].

(ii) dans le “paste-all model” [61], I'intervalle le plus petit est éliminé et donne
toute sa longueur a 'un de ces deux voisins tiré au hasard de manieére équiprobable.
Ce modele n’introduit pas de corrélations entre les intervalles voisins, et la distribution
invariante des longueurs a été calculée [61].

(iii) dans le “instantaneous collapse model” [151], intervalle le plus petit est éliminé
avec ses deux voisins pour former un seul nouveau domaine I’ = 1 + Iy +I3. Ce modele
décrit en fait la dynamique effective a grand temps d’un champs scalaire unidimension-
nel qui évolue selon une équation de Ginzburg-Landau & température nulle [140, 151], et
a donc suscité un grand intérét en tant que modele soluble de croissance. Les résultats
exacts concernent la distribution invariante des longueurs [151]), 'exposant de persis-
tance [31] qui caractérise la variable auxiliaire d’ = dy +ds, ’exposant d’autocorrélation
[32] qui caractérise la variable auxiliaire ¢’ = q1 — g2 + g3 et enfin 'exposant de persis-
tance généralisé [126] qui caractérise la variable auxiliaire m’ = mq + pma + mg avec
un parametre p.
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La seule différence ‘technique’ avec les regles de décimation de type Ma-Dasgupta
est que, dans les modeles de croissance, c’est la longueur qui est la variable principale
qui détermine la renormalisation, alors que dans les modeles désordonnés, la longueur
n’est qu'une variable auxiliaire, la variable principale qui définit la dynamique étant
une variable de désordre. Cette différence explique les différences analytiques entre les
solutions de points fixes et d’exposants dans les deux types de modeles.

D’un point de vue physique, cet exemple montre qu'une dynamique sans désordre
intrinseque, définie a partir d’une condition initiale aléatoire, peut étre gouvernée, d’une
certaine maniere, par un ‘point fixe de désordre infini’.

2.7 Conclusion

La spécificité des regles de renormalisation de type Ma-Dasgupta est de décimer
localement une variable extréme de désordre de maniere itérative. Cette structure tres
particuliere permet souvent d’obtenir en dimension d = 1 des solutions explicites pour
les distributions de probabilité du paysage et pour les exposants critiques associées aux
variables auxiliaires représentant des observables physiques intéressantes.

Ce Chapitre 2 termine la présentation générale des méthodes de type Ma-Dasgupta.
Le reste du mémoire est consacré a l'application de ces méthodes a divers modeles
désordonnés de physique statistique ou de matiere condensée.
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Chapitre 3

Marche aléatoire dans un
potentiel Brownien

3.1 Présentation du modele

Le modele d’'une marche aléatoire dans un potentiel aléatoire Brownien, qui porte
aujourd’hui le nom de “modele de Sinai”, a beaucoup intéressé les mathématiciens
probabilistes depuis les travaux de Solomon [158] Kesten et al. [114] et Sinai [156], ainsi
que les physiciens des systémes désordonnés depuis les travaux initiaux de Alexander
et al.[4] et Derrida-Pomeau [57]. Depuis, il y a eu de nombreux développements dans
les deux communautés : la revue récente [171] contient une présentation des références
importantes pour les mathématiciens probabilistes, alors que les différentes approches
des physiciens sont présentées dans les revues [90, 91, 22].

Pour les physiciens, 'intérét du modele de Sinai est double : d’une part, la marche
de Sinai représente un modele dynamique simple en présence de désordre, sur lequel
on peut tester un certain nombre de concepts généraux, et d’autre part, elle apparait
naturellement dans divers contextes, par exemple dans la dynamique d’une paroi de do-
maine dans la chaine d’Ising en champs aléatoires (cf Chapitre 5) ou dans la dynamique
d’ouverture de la double hélice d’ADN en présence d’une force extérieure [122].

3.1.1  Version continue : Diffusion dans un potentiel Brownien

La version continue du modele de Sinai correspond a I’équation de Langevin [22]

L Ualt) + () (3.1)

dans laquelle 7(t) représente le bruit thermique usuel
<n(t)yn(t") >=2T6(t —t') (3.2)

et U(z) est un potentiel aléatoire Brownien

(U(z) = U(y))? = 20|z — y| (3.3)

25



26 Marche aléatoire dans un potentiel Brownien

Plus généralement, dans tout le mémoire, la moyenne thermique d’une observable f
sera notée < f >, et la moyenne sur le désordre d’une observable f sera notée f.

3.1.2 Version discrete : Marche aléatoire sur réseau 1D

Dans la version discrete sur réseau (Figure 3.1), la particule qui se trouve sur le
site 7 a une probabilité w; de sauter vers la droite et une probabilité (1 — w;) de sauter
vers la gauche. Les w; sont des variables aléatoires indépendantes dans |0, 1[. La marche
aléatoire est récurrente seulement si Inw; = In(1 — w;), ce qui constitue le cas de Sinai,
et qui correspond a l’absence de biais du potentiel U(x) (3.3) de la version continue.

1—00i (L)i
If‘\l/‘\l

I i+1

F1G. 3.1 — Version discréte du modéle de Sinai

3.2 Principe de I’approche de renormalisation

Nous avons déja expliqué dans le premier chapitre (Page 11) la maniere de raisonner
sur ’exemple du modele de Sinai.

L’idée essentielle de notre approche est de décomposer le processus 7, (t), représentant
la position de la marche aléatoire engendrée par le bruit thermique 7(t) dans le potentiel
aléatoire Brownien U(z), selon une somme de deux termes

Ty (t) = man (@) + yoap (t) (3.4)

e Le processus my;(t) porte le nom de “dynamique effective” dans les
publications et représente la position la plus probable de la particule a l'instant ¢ : elle
correspond au meilleur minimum local du potentiel aléatoire U(z) que la particule a
eu typiquement le temps d’atteindre depuis sa condition initiale pendant 'intervalle de
temps t. Comme le franchissement d’une barriere de potentiel F' nécessite un temps
d’Arrhénius d’ordre ty = 19e’F’, on peut étudier en détail cette dynamique effective en
utilisant une procédure de renormalisation de type Ma-Dasgupta, qui consiste a décimer
de maniere itérative les plus petites barrieres qui existent dans le systeme. On associe
alors au temps ¢ le paysage renormalisé dans lequel il ne reste plus que des barrieres
plus grandes que I’échelle de renormalisation I' = T'In ¢, ce qui correspond a une échelle
I'2 = (T'Int)? pour les longueurs. La position myy)(t) correspond alors au minimum
de la vallée renormalisée a I’échelle I' = T'Int qui contient le point initial.

e Le processus y{Um}(t) représente 1’écart par rapport a la dynamique effective.
Dans la limite de temps infini, c¢’est un variable aléatoire qui reste finie, ce qui consti-
tue le phénomene de localisation de Golosov : toutes les particules qui diffusent
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F1G. 3.2 — Figure tirée de la référence [40] de J. Chave and E. Guitter, avec sa légende
“Fvolution with time (in logarithmic scale) of the distribution P(x,t) in a given energy
landscape (drawn below). The evolution runs over 107 iterations. The intinsity in the
grey scale is proportional to (—In P(x,t)), i.e. darker regions correspond to higher values
of P(x,t).”

dans le méme échantillon a partir du méme point de départ avec des bruits ther-
miques 7 différents sont asymptotiquement concentrées dans la méme vallée de mi-
nimum m{U}(t). Plus précisément, si on considere les premieres corrections a grand
temps, la probabilité qu’une particule ne soit pas dans la vallée correspondant a la
dynamique effective m iy (t) est d’ordre 1/(Int), auquel cas la particule se trouve a une
distance d’ordre (Int)? de my (t). Ces événements sont donc rares (leur probabilité tend
vers zéro & grand temps) mais ils dominent cependant certaines observables, comme
par exemple la largeur thermique Az?(t) ~ < y2(t) > ~ (Int)? qui diverge.

3.3 Etude de la dynamique effective

3.3.1 Front de diffusion

A cause du phénomene de localisation de Golosov, la distribution de la variable

d’échelle X = (;{IUT’;’)}Q, par rapport au bruit n dans un échantillon fixé est asympto-
tiquement une distribution delta de Dirac §(X — M) ou M = T(r;{lU—n}gz) est la variable

d’échelle de la dynamique effective. Si 'on souhaite maintenant calculer la moyenne du
front de diffusion moyen sur I’ensemble des échantillons (ou ’ensemble des conditions
initiales, ce qui revient ici au méme), il suffit d’étudier la distribution de M, et on
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(b)

F1G. 3.3 — Principe de la renormalisation pour étudier la dynamique effective m(t)

retrouve ainsi tres simplement la loi de Kesten

+oo
- 1 1 R G DL
PX)=LT ' |- (1-———= )| ==Y = (2n+1)|X| _

n=0

qui est un résultat exact des mathématiciens probabilistes [115, 86]. Cet exemple montre
explicitement comment la procédure de renormalisation de type Ma-Dasgupta permet
d’obtenir des résultats asymptotiques exacts, et donne confiance dans les résultats nou-
veaux qu’elle donne pour des propriétés plus fines pour lesquelles il n’existe pas de
“théoreme” correspondant.

3.3.2 Distribution de I’ énergie

De méme, la variable d’échelle pour I’ énergie

Ux(0)) = U(z(t))  Um(0)) = U(m(t))
(T'lnt) N (T'lnt)

w =

est entierement déterminée a grand temps par la seule dynamique effective. Cette va-
riable réduite a pour loi limite quand ¢t — oo :

D(w)=0(w<1)(4—2w—4e™™) +0(w>1)(2e —4)e ™™

La loi est continue, ainsi que sa dérivée en w = 1, mais la dérivée seconde est dis-
continue en w = 1, ce qui peut sembler surprenant! En effet, pour tout temps fini, la
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Fia. 3.4 — Distribution limite de la variable d’échelle pour I’ énergie.

distribution de I’ énergie est analytique, et ce n’est que dans la limite de temps infini
que la loi limite de la variable d’échelle présente une discontinuité de la dérivée seconde.
Il est intéressant de noter que dans le travail récent d’un mathématicien probabiliste
[94] sur le temps de retour a l'origine apres l'instant ¢, il apparait aussi une distribu-
tion asymptotique non-analytique pour une variable d’échelle qui représente aussi une

variable de type énergie et qui correspond aussi au point w = 1 dans nos (r;otz%tions.
x(t)—x(0

Nous avons aussi calculé la loi limite jointe de la position X = T et de
I’ énergie w = W, qui est définie par les deux expressions suivantes en

transformation de Laplace

+o0 3
/ dXe*SXP(X,w >1) = sinh /s <e\/§wth‘/g — 2cosh \/E) e~ wV/scothy/s
0 Vs

Foo sinh /s(2 —w) sinh2y/s
dXe XP(X,w<1) = — e wV/scoth Vs 3.6
/ (X,w<1) N - (3.

3.3.3 Propriétés de vieillissement

Le front de diffusion & deux temps P(z,t;2’,'|0,0) présente un régime de vieillis-
sement en (Int/Int’). Dans les variables d’échelle X = (z/Int) et X’ = (2//In’t),
le front de diffusion est déterminé par la dynamique effective. La procédure de renor-
malisation permet de calculer la loi jointe des positions {m(t), m(t,)} & deux temps
successifs ¢ > t,, (Publication [P4] ). En particulier, ce front de diffusion & deux temps
présente une fonction §(X — X’) de Dirac, qui traduit le fait qu'une particule peut
se trouver piégée dans une vallée dont elle n’arrive pas a sortir entre ¢’ et t. Le poids
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D(t, t,,) de cette fonction §(X — X') qui représente la probabilité d’avoir m(t) = m(t,,)
a pour expression

1 (Int, > 1- (2L
D(t,ty) == — 5—2e \Intw 3.7

(t tw) 3 ( Int ) ( (3.7)
Ce résultat caractérise bien ce qu’on appelle “vieillissement” : plus t,, est grand, plus
la particule a trouvé une “bonne” vallée et plus il faudra de temps pour en sortir.

3.3.4 Statistique des retours a ’origine de m(t)

La procédure de renormalisation permet aussi de montrer que la distribution de la
séquence I'y = T'lnty, I'o = T'lnts ... des temps de retour a l'origine de la dynamique
effective m(t) a une structure simple : c’est un processus Markovien multiplicatif défini
par la récurrence I'y11 = o'y, dans laquelle les coefficients {a;} sont des variables
aléatoires indépendantes, de loi

1 1 1 3++5
pla) = NG <a1+>‘ - CYl-i-/\Jr) avec Ay = 9 (3.8)

Deux conséquences importantes :
e Le nombre total R(t) de retours a l'origine pendant [0,t] se comporte en

1
R(t) ~ 3 In(T'Int) (3.9)
alors que le nombre total S(t) de sauts pendant [0,¢] se comporte en
4
S(t) ~ 3 In(7'Int) (3.10)

(mais ici il y a des corrélations entre les temps de sauts.)
e La probabilité que m(7) > 0 pour 7 €]0, ¢] met en jeu un exposant de persistance
irrationnel

1 7Y — 3-5

alors que la probabilité qu'un marcheur donné x(t) ne repasse pas par origine z(0)
pendant ]0,¢] a un exposant de persistance simple

I 1
Hl(t)N m avec 925
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3.4 Etude des propriétés de localisation

3.4.1 Distribution asymptotique du paquet thermique

La distribution de la position relative y = z(t) —m(t) par rapport a la position m(t)
de la dynamique effective a pour limite & temps infini une distribution de Boltzmann
dans une vallée Brownienne infinie

P( ) < e_ﬁUl(yD) > (3 11)
Yy) = 9 _ - B — = .
fo dxe—BU1( )Jrfo dxe—BUz2(x) Ula

ou l'on moyenne sur deux trajectoires Browniennes {U;,Us} qui forment une vallée
infinie. Cette formulation est bien équivalente au théoréme de Golosov [85]. La loi
P(y) peut étre calculée en transformée de Laplace en termes de fonctions de Bessel
(Publication [P8]) En particulier, on obtient le comportement asymptotique algébrique

1

P ~ — 3.12
W), (312)
qui peut étre interprété ainsi : alors que les configurations U(y) typiques donnent une
décroissance en e~#vY pour le facteur de Boltzmann, il existe des configurations rares
qui reviennent prés de U ~ 0 & une grande distance y avec une probabilité en 1/(y%/2).

Nous avons aussi calculé la fonction de corrélation a deux particules

+oo
C(l) = lim 2 / d2TP(z, 170, 0) Pz + 1, {0, 0)] (3.13)

—
t—o00 — o

qui décroit aussi algébriquement en 1/ 13/2.

3.4.2 Parametres de localisation

Les parametres de localisation, qui mesurent les probabilités moyennes de trouver
k particules au méme point a temps infini

3 (k)

ran @) (3.14)

“+oo S
Yi = lim / da[P(z, ), 0)]F =

ont un comportement a grand k qui est dominé par les vallées tres étroites qui ont une
petite fonction de partition (Publication [P8]).

3.4.3 Comparaison avec les fonctions d’équilibre

Ces différentes observables qui caractérisent la statistique du paquet thermique dans
la diffusion de Sinai coincident en fait avec leurs analogues statiques définies par la limite
thermodynamique de la distribution de Boltzmann dans un potentiel Brownien sur un
intervalle (Publication [P8]). Cette convergence vers 1’équilibre du paquet thermique
(alors que la dynamique effective reste indéfiniment hors équilibre) n’est plus vraie des
qu’on ajoute une force constante (cf Chapitre 4)



32 Marche aléatoire dans un potentiel Brownien

3.4.4 Largeur thermique et événements rares

(a (b)

F1a. 3.5 — Représentation des trois types (a) (b) (c) d’événements rares d’ordre 1/T’
qui dominent la largeur du paquet thermique a grand temps ( la croix représente la
condition intiale). Le cas (d) est un exzemple d’événement rare d’ordre 1/T'% qui donne
une contribution sous-dominante.

La décroissance algébrique (3.12) de la distribution asymptotique de la position
relative implique que le second moment < y2 > diverge & temps infini. Pour obtenir son
comportement a grand temps, il faut prendre en compte les éveénements rares suivants
(Publication [P6]) :

(a) une vallée renormalisée peut avoir deux minima éloignés dans ’espace qui sont

presque dégénérés en énergie.

(b) deux barriéres voisines peuvent étre presque dégénérées.

(c) une barriere peut étre en train d’étre décimée (I" + €)

Ces évenements rares, représentés sur la Figure 3.5, ont tous les trois une probabi-
lité faible d’ordre 1/T", mais ils donnent lieu & division du paquet thermique en deux
sous-paquets, séparés par une grande distance d’ordre I'2. En conséquence, ce sont ces
évenements qui dominent la largeur thermique

<22(t) > — <a(t) >2 %(F2)2 =T(TInT)3 (3.15)

t—o00

et plus généralement tous les moments divergents d’ordre k& > 1/2

()= < a(t) > |k ~ e T(TInT)% 1 (3.16)

Les constantes ¢, en préfacteur peuvent étre calculées a partir des propriétés statistiques
des événements rares (a,b,c) décrits ci-dessus (Publication [P4]).

(d)
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3.5 Relation avec la théorie générale des dynamiques
lentes et des états métastables

3.5.1 FEtats métastables

Dans la description qualitative usuelle des dynamiques lentes, que ce soit pour les
verres, les milieux granulaires ou les systéemes désordonnés, la notion d’état métastable
joue un grand role. Comme les états métastables au sens strict n’existent que dans les
approximations de champ moyen ou dans la limite de température nulle, si on veut
utiliser ce concept pour des systémes en dimension finie & température finie, il faut
considérer des états métastables de temps de vie finie [20], en séparant la dynamique
en deux échelles de temps : il y a d’'une part des degrés de liberté “rapides”, qui
atteignent vite un quasi-équilibre local, ce qui correspond aux “états métastables”, et
il y a d’autre part une dynamique lente hors équilibre, qui correspond a 1’ évolution des
états métastables.

Dans ce langage, notre description de la marche aléatoire de Sinai peut étre refor-
mulée ainsi :

e Les états métastables a I'instant ¢ sont les vallées du paysage renormalisé a 1’échelle
I' = T'Int : en effet, les marcheurs qui sont partis & ¢ = 0 d’'un point de cette vallée
n’ont pas eu le temps d’en sortir a I'instant ¢.

e Dans chaque vallée renormalisée, il y a un quasi-équilibre décrit par une distribu-
tion de Boltzmann a l'intérieur de la vallée.

e La dynamique lente correspond a ’évolution du paysage renormalisé avec 1’échelle
I' =T Int : certains états métastables disparaissent et sont absorbés par un voisin.

3.5.2 Observables a un temps et Conjecture d’Edwards

Comme la ‘Conjecture d’Edwards’, qui propose de calculer les quantités dynamiques
par une moyenne plate sur les états métastables, a donné lieu a beaucoup de travaux
récents [11, 65], il est intéressant de reconsidérer de ce point de vue notre procédure.

Dans notre approche, toutes les observables a un temps se calculent effectivement
par une moyenne sur les vallées renormalisées (qui sont les états métastables), mais
avec une mesure qui dépend de I'observable :

e Pour une condition initiale uniforme, la taille du bassin d’attraction d’une vallée
est donnée par sa longueur, et donc on utilise une mesure pondérée par la longueur
[ dliP(l) pour calculer la distribution de la position, de I’ énergie, etc...

e Pour les observables du paquet thermique, nous avons utilisé une mesure plate
sur les vallées Browniennes infinies, car il y a une indépendance entre la taille de la
vallée et la statistique du fond de la vallée.

3.5.3 Décomposition du front de diffusion sur les états métastables

Si 'on veut décrire a la fois la dynamique effective des vallées et 1’équilibre de
Boltzmann dans chaque vallée renormalisée, on peut écrire le front de diffusion dans
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un échantillon sous la forme

1
P(wt|2o0) ~ Y Z(W @) gy () Ovr. (20) (3.17)
Vr r

La somme porte sur toutes les vallées renormalisées V1 a 1’échelle I' = T In t. La notation
Oy (x) désigne la fonction caractéristique de la vallée V', c’est a dire Oy (z) = 1 si x
appartient a la vallée et Oy (x) = 0 sinon. Enfin Zy = fv dze PUE) représente la
fonction de partition de la vallée V.

Cette expression du front de diffusion (3.17) correspond tout a fait a la construction
générale en présence d’états métastables (cf [20, 160] et les références incluses), dans
laquelle 'opérateur d’évolution e *##P est remplacé par un projecteur sur les états (4)
d’énergie E; < 1/t

e e NP >< @l (3.18)

L’interprétation est claire : “everything fast has happened and everything slow has not
taken place” [160]. Pour le modele de Sinai, les expressions explicites sont les suivantes :
les états a droite

_ (@)
— fv(i) dy@_ﬁU(I)H(x A (3.19)
T

Pi(z)

sont bien positifs, normalisés, avec des supports qui ne se recouvrent pas, alors que les
états a gauche

Qi(x) = bz € V1) (3.20)

sont simplement égaux a 1 sur le support de leur vecteur propre a droite associé, et
nuls ailleurs.

Dans le modele de Sinai, on peut en fait aller au dela de cette description a un
temps en terme de projection sur les états métastables, en considérant la dynamique
de ces états métastables pour obtenir des informations sur les propriétés spectrales de
I'opérateur de Fokker-Planck.

3.6 Etude des fonctions propres de 'opérateur de Fokker-
Planck

3.6.1 Construction des fonctions propres de 1’opérateur de Fokker-
Planck associé a la dynamique effective

Il est intéressant de voir comment change 1’expression (3.17) lors de la décimation
d’une vallée renormalisée, c’est a dire lors de la disparition d’un état métastable. La
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décomposition de 'opérateur d’évolution sur les valeurs propres E,, > 0 et les fonctions
propres & droite ® et & gauche ®% de I'opérateur de Fokker-Planck Hpp s’écrit

P(xt|zg0) =< z|e HrP|zy >= ZeiE”“I)E(w)CI),Ll(xO) (3.21)

n

En dehors de l’état fondamental n = 0 d’énergie nulle Fy = 0 qui correspond a
I’équilibre de Boltzmann sur 1’échantillon total

dh(x) =1/ Zor (3.22)
of(z) =eVDT)\/Zy (3.23)

la comparaison avec 1’équation (3.17) conduit aux identifications suivantes pour les
états excités n > 1 : les énergies E,, sont déterminées par les échelles de renormalisation
I', = Tlnt, = —TIn E, qui correspondent aux décimations de barriéres. Lors d’une
décimation, deux vallées V; et V5 se joignent en une seule nouvelle vallée renormalisée
V', et les fonctions propres associées s’écrivent

Zy, Zy, , 1 1
oL(z) = | =202 (—0 ——0 3.24
O (z) = e V@ THL (1) (3.25)

On peut vérifier que ces fonctions propres ont toutes les propriétés requises d’orthonor-
malisation

/dm@ﬁ(m)@ﬁ(aj) = 0nm (3.26)

et de normalisation de la probabilité totale du paquet thermique

/ dz®F(z) =0 (3.27)

Au dela du modele de Sinai, la structure (3.25) en termes de fonctions de partition
partielles semble donc décrire plus généralement les fonctions propres de I'opérateur de
Fokker-Planck pour les dynamiques lentes dans lesquelles les états métastables dispa-
raissent de maniere hiérarchique et emboitée.

3.6.2 Structure spatiale des fonctions propres : 2 pics et 3 échelles
de longueur!

Un état propre (3.25) présente deux pics qui correspondent aux minima des vallées
V1 et V. Chacun des deux pics a une largeur finie, qui représente la longueur ca-
ractéristique associé poids de Boltzmann a température T autour du minimum d’une
vallée. La distance entre les deux pics est d’ordre I(E) ~ I'? ~ (In E)2. Loin des mi-
nima, mais & l'intérieur de la vallée renormalisée r» < I'2, la fonction propre ®f(z) a
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une décroissance gouvernée par le poids de Bolzmann e #U(") de comportement ty-
pique e~¢V". En particulier au bord de la vallée r ~ I'2, Pamplitude typique est d’ordre
e~“T. Au deli des deux vallées en jeu, 'approximation simple (3.25) avec des fonctions
theta devient insuffisante. Pour estimer la décroissance d’'un état propre sur une dis-
tance r > I'2, il faut considérer [139] que les deux points sont séparés par un nombre
de vallées renormalisées d’ordre {7 et que le recouvrement entre deux vallées voisines
n’est pas zéro, mais d’ordre e~“"I'. Une théorie de perturbation conduit alors a une
décroissance asymptotique exponentielle en efcn%, ce qui correspond en effet a la lon-
gueur de localisation A\(E) ~ I' ~ (=T'In E) calculée exactement par une méthode de
type Dyson-Schmidt pour le probléme de Schrodinger associé [22].

En conclusion, les propriétés des fonctions propres font donc intervenir trois échelles
de longueur qui coexistent :

e une échelle finie [ ~ 1 qui caractérise la largeur d’un pic, et qui est reliée a la
localisation de Golosov du paquet thermique.

e une échelle [(E) ~ (In E)? qui représente la distance entre les deux pics et qui est
reliée a la distance totale parcourue au temps t ~ 1/E.

e une échelle A\(F) ~ (—In E) qui caractérise la décroissance exponentielle asympto-
tique de la fonction d’onde, et qui correspond a la longueur de localisation du probleme
de Schrodinger associé.

3.7 Conclusion

Le modele de Sinai est un exemple parfait de ‘point fixe de désordre infini’. La
procédure de renormalisation donne une image tres complete de la dynamique asymp-
totique. Elle permet d’obtenir des résultats exacts explicites sur la dynamique effective
d’une particule, sur les propriétés de vieillissement, sur les propriétés de localisation
du paquet thermique, et sur les événements rares qui gouvernent la largeur thermique.
Par ailleurs, la description du modele de Sinai en termes de vallées renormalisées est
un exemple explicite de la théorie générale des états métastables de temps de vie fini,
et permet d’obtenir une image tres claire de la structure des fonctions propres de
I'opérateur de Fokker-Planck.

Mentionnons pour terminer que certains résultats obtenus par notre approche de
renormalisation de type Ma-Dasgupta ont été depuis confirmés par des études de
mathématiciens probabilistes, que ce soit sur le poids de la partie singuliére du front de
diffusion a deux temps [55] ou sur la statistique des retours a l’origine de la dynamique
effective [42].

Publications associées

e Principe de la renormalisation et premiers résultats : Publication [P3]

e Dynamique effective, évenements rares et vieillissement : Publication [P4]

e Sur la dynamique de ’énergie : Publication [P10]

e Sur la localisation de Golosov et 'opérateur de Fokker-Planck : Publication [P§]



Chapitre 4

Marche aléatoire dans un
potentiel Brownien biaisé

4.1 Présentation du modele

4.1.1 La phase de diffusion anormale

L’introduction d’une force constante Fjy dans I’équation de Langevin (3.1) du modele
de Sinai discuté au Chapitre précédent est évidemment tres naturelle. Ce modele avec
force a méme encore plus intéressé les mathématiciens et physiciens depuis longtemps,
car il présente une série de transitions de phase dynamiques [114, 57, 22] en fonction du
parametre sans dimension y = FyT'/o. En particulier, il existe une phase de diffusion
anormale 0 < p < 1 qui est caractérisée par le comportement asymptotique sous-linéaire

<z(t)> ~ tV (4.1)

t—oo

alors que pour p > 1, la vitesse devient finie : < x(t) > ~ V(p)t.

4.1.2 Le modele dirigé de pieges

Il a été proposé depuis longtemps un argument heuristique [71, 22] selon lequel le
modele de Sinai biaisé était asymptotiquement équivalent a un modele dirigé de pieges
défini par I’ équation maitresse

dPt(TL) . _Pt(n) + Pt(n — 1)

(4.2)

dt Tn Tn—1

dans laquelle les 7, sont des variables aléatoires indépendantes distribuées avec une loi
algébrique

"
ar) = A (43)

La phase de diffusion anormale 0 < p < 1 correspond alors a la phase dans laquelle la
moyenne des temps de piégeage est infini.

37
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4.2 Principe de la renormalisation

La renormalisation présentée dans le Chapitre 3 pour la marche de Sinai peut étre
appliquée en présence d’un biais, mais elle ne donne des résultats exacts dans la limite de
temps infini £ — oo que si le biais tend vers zéro u — 0 : par exemple, la renormalisation
donne comme front de diffusion une loi exponentielle pour la variable d’échelle X = %
ce qui ne coincide avec le résultat exact mettant en jeu une loi de Lévy [114, 22] que
dans la limite u — 0. Le fait que la dynamique effective ne soit plus exacte lorsque p est
fini a pour origine le fait que la distribution des barrieres F_ opposées au biais (2.13) ne
devient pas une distribution de largeur infinie par renormalisation, mais qu’elle converge
vers une distribution exponentielle de largeur finie proportionnelle a 1/(26) = T'/pu.
Ceci montre que la propriété de concentration du paquet thermique tout entier dans
la méme vallée renormalisée a grand temps, qui est valide dans la limite g — 0, et
qui constitue la localisation de Golosov, n’est plus exacte pour p fini. Nous avons donc
proposé de généraliser la méthode de renormalisation en incluant un certain étalement
du paquet thermique sur plusieurs vallées renormalisées. Nous allons d’abord discuter
cette procédure généralisée pour le modele dirigé de pieges : dans un échantillon donné,
la distribution de probabilité d’un marcheur est une somme de distributions ¢ de Dirac,
avec la structure hiérarchique décrite dans la légende de la figure (4.1).

O

F1G. 4.1 — Structure des pieges importants pour une particule partie de x =0 at =0 :
La ligne pointillée sépare les “petits” pieges (qui ont un temps de piégeage T; < t) et
les “grand” piéges (qui ont un temps de piégeage T; > t). Le premier grand piége noté
M est le piége principal, qui est occupé avec un poids d’ordre O(1). Le grand piége
sutvant L1 et le plus grand piege S1 parmi les petits pieges situés avant M sont les
pieges secondaires occupés avec un poids d’ordre O(u). Le troisiéme grand piége Lo, le
plus grand piege I parmsi les petits piéges situés entre M et Ly, et le second plus grand
piege So parmi les petits pieges situés avant M sont les piéges tertiaires occupés avec
un poids d’ordre O(u?).
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4.3 Résultats pour le modele dirigé de pieges

0.6
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n

F1G. 4.2 — Reproduction d’une figure de la référence [43] de A. Compte et J.P. Bouchaud
avec sa description : “Distribution of probability after a timet = 7x10'0 for a particular
sample of disorder in our 1D directed random walk model with p = 0.4. The simulation
was done with 1.000 particles in a lattice of 20.000 sites. This probability distribution is
made of several sharp peaks that gather a finite fraction of the particles. However, the
position of these peaks is scattered on a region of space of width t*. As time progresses,
the position and relative weights of these peaks of course change, but at any given (large)
time only a finite number of peaks, corresponding to very large trapping times, contain
most of the particles.”

A partir de cette description du front de diffusion dans chaque échantillon, il est
possible de calculer exactement des séries perturbatives en p pour toutes les observables.
En particulier, les calculs explicites jusqu’a l'ordre p? (Publication [P11]) du front de
diffusion de la variable d’échelle X = ;, de la largeur thermique

< An?%(t) > 2

lim = u(2In2) + /ﬁ[—% +2In2(In2 — 2+ 2vE)] + O(ud)  (4.4)

t—o00 t2u
et du parametre de localisation
2 m 3
Yo(p) =1—p(2In2) + (4ln2—F)+O(u ) (4.5)

coincident avec les développements des résultats exacts obtenus par d’autres méthodes
pour le front de diffusion [114, 22], pour la largeur thermique [6] et pour le parametre
de localisation [43]. Ces comparaisons avec des résultats exacts obtenus par d’autres
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méthodes montre que la procédure de renormalisation généralisée est exacte ordre par
ordre en . Plus généralement, pour calculer les observables a I'ordre p”, il suffit de
considérer que le front de diffusion s’étale sur au plus (1 + n) pieges et de moyenner
sur les échantillons avec la mesure appropriée. Et comme nous avons une description
du front de diffusion échantillon par échantillon, cette méthode permet de calculer
perturbativement toutes les observables que ’on souhaite (Publication [P11]).

Cette approche permet par ailleurs de bien comprendre comment, dans la phase de
diffusion anormale 0 < p < 1, il y a & la fois une largeur thermique qui croit en t2# (4.4)
et une probabilité finie Ya(u) (4.5) de trouver deux particules au méme point a temps
infini. Notre description de la répartition du paquet thermique dans un échantillon
donné est tout a fait en accord avec les simulations numériques de A. Compte et J.P.
Bouchaud [43], dont la figure reproduite ici (4.2) montre que méme pour p = 0.4, il
n’y a typiquement que quatre pieges qui jouent un réle important dans un échantillon
donné a un instant donné.

4.4 Equivalence quantitative entre le modele de Sinai
biaisé et le modele dirigé de pieges

FiG. 4.3 — Calcul du temps de sortie d’une vallée renormalisée de barriere I' : ex-
pression exacte du temps de premier passage en b pour une particule qui part de O fait
intervenir une intégrale double qui est dominée par le facteur d’Arrhénius eP', avec un
préfacteur qui fait intervenir deux fonctions de partition : Zy représente la fonction
de partition de la vallée et Zp représente la fonction de partition du potentiel (—V)
autour du sommet de la barriere I'.

Une analyse par la méthode du col du temps de sortie d’une vallée renormalisée
donnée de barriere I' montre qu’il est distribué selon une loi exponentielle, comme dans
le modele de piege, avec un temps de piege

0 =~ BZp Zy et (4.6)
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qui dépend surtout de la barriere I" & travers de facteur d’Arrhénius usuel e®!', mais qui
dépend aussi des détails de la vallée a travers le préfacteur qui contient deux fonctions
de partition de vallées Browniennes indépendantes Zy et Zp (Figure 4.3).

La distribution du temps de piege 7 sur I’ensemble des vallées du paysage renor-
malisé a I’échelle I peut étre calculée a partir de la distribution des barrieres et du
préfacteur : on retrouve alors la méme expression que dans le paysage renormalisé du
modele dirigé de piege

alr) = 0t < )" (3) )

T T

a condition de choisir I’échelle de renormalisation I' du paysage de Sinai en fonction du
temps selon

T |-

P(t) = Tln [t6° (T2(1 + o)) | (4.8)

L’échelle de longueur associée

2
b(t) = Faé’;) [to23%]" (4.9)
correspond alors exactement a la constante du front de diffusion qui a été calculée
récemment par les mathématiciens probabilistes [93].

Finalement, notre approche établit que le modele de Sinai biaisé et le modele dirigé
de pieges sont asymptotiquement équivalents du point de vue de leurs descriptions re-
normalisées a grande échelle, a une échelle de longueur pres que nous avons déterminée.

4.5 Reésultats pour le modele de Sinai biaisé

Tous les résultats du modele dirigé de pieges peuvent donc étre traduits pour le
modele de Sinai biaisé, en remplacant les pieges ponctuels par des vallées renormalisées.
Le front de diffusion dans un échantillon fixé a une structure hiérarchique analogue,
représentée par la Figure 4.4 qui est I’équivalent de la figure 4.1. Dans les résultats

quantitatifs, il suffit de remplacer la variable d’échelle X = 7 par la variable d’échelle
X = % adaptée au modele de Sinai avec biais (4.9). En particulier, la largeur ther-
mique admet le développement suivant

<Az2(t)> (*6*)7 [(2In2) 72 1 1
o = g 3 + [—€+2lnz(mzf2f2w)]E +O(;) (4.10)
Et si on traduit le résultat exact obtenu pour le modele dirigé de pieges [6], on obtient
méme le résultat suivant pour toute la phase 0 < p < 1 de diffusion anormale

< Az?(t) > (02ﬁ3)2u 4 (u) (sinmp 31( )
2 o o2pt T(2u) \
en termes de l'intégrale [6]

1 (14 2)zH(1 — 2)2#
I = d 4.12
(1) /0 #2242 1 2 cos Tzttt +1 (4.12)

(4.11)
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Fia. 4.4 — Structure hiérarchique des vallées importantes pour une particule partant
de lorigine. Les barrieres opposées au biais, qui sont soulignées par des lignes droites,
correspondent aux profondeurs du modéle de pieges de la Figure 4.1. Le fond M de la
vallée renormalisée qui contient l'origine a I’échelle I' est avec une probabilité d’ordre
O(1). Le fond Ly de la vallée renormalisée suivante et le fond Sy de la plus grande sous-
vallée avant M sont occupées avec des poids d’ordre O(u). Le fond Lo de la deuziéme
vallée renormalisée aprés M, la plus grande sous-vallée I entre M et Ly, et la seconde
plus grande sous-vallée Sy avant M sont occupées avec des probabilités d’ordre O(u?).

4.6 Conclusion

La phase de diffusion anormale x ~ t* avec 0 < p < 1 dans le modele de Sinai
biaisé est caractérisée par une localisation sur plusieurs vallées renormalisées, dont les
positions et les poids peuvent étre caractérisés dans chaque échantillon. La procédure
de renormalisation généralisée permet de calculer toutes les observables souhaitées par
un développement perturbatif exact en p.

Du point de vue des méthodes de renormalisation de type Ma-Dasgupta, cette étude
montre que la procédure usuelle qui est exacte lorsque le désordre évolue vers un point
fixe de désordre infini, est une approximation qui garde un grand intérét lorsque le point
fixe est caractérisé par un désordre fini assez grand : la procédure usuelle constitue alors
I’ordre dominant d’un développement perturbatif systématique.

Publication associée [P11]



Chapitre 5

Chaines de spin classiques
désordonnées

5.1 Présentation des modeles

L’équilibre thermodynamique des chaines de spins classiques désordonnées peut étre
formulé comme un produit de matrices de transfert 2 x 2 aléatoires. En particulier, I’
énergie libre par spin correspond a ’exposant de Lyapunov et peut donc étre étudiée
par la méthode de Dyson-Schmidt : le livre de J.M. Luck [123] expose les nombreux
résultats obtenus dans ce cadre. Dans ce chapitre, nous allons étudier 1’équilibre et la
dynamique de ces modeles, en termes des domaines Imry-Ma.

5.1.1 La chaine d’Ising en champ aléatoire

La chaine d’Ising en champ aléatoire a pour Hamiltonien

n=N-1 =N
H=—J > SiSiy1— Y hiSi (5.1)
=1 =1

Les champs {h;} sont des variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle h; = 0
(cf la publication [P7] pour le cas d’'une moyenne non-nulle ) et de variance

g=h? (5.2)

D’apres 'argument de Imry-Ma [107], ’état fondamental & température nulle est désordonné :
il y a une alternance de domaines de spins (+) et de domaines de spins (—), la taille
typique d’un domaine étant la longueur de Imry-Ma

4.2
Ly =~ 7 (5.3)

L’argument de Imry-Ma est le suivant [107] : la création d’un domaine de taille L coute
une énergie 4.J (création de deux parois), qui est indépendante de L, mais elle permet de

43
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gagner une énergie typique |2 Zf;f hiltyp ~ 2¢/gL . En conséquence, pour L > Ly, il
devient énergétiquement favorable de créer un domaine pour profiter d’une fluctuation
favorable des champs aléatoires.

5.1.2 La chaine verre de spin en champ magnétique extérieur

L’Hamiltonien du verre de spin en champ magnétique s’écrit

1=N—-1 N

H=-— Z Jioioir1 — Z ho; (5.4)
i=1 i=1

ou les couplages {J; } sont des variables aléatoires indépendantes. Dans le cas particulier
Ji = £J avec probabilité (1/2,1/2), il existe une équivalence avec la chaine en champ
aléatoire (5.1) avec h; = +h :

— On pose J; = J¢; avec ¢; = 1

— On effectue une transformation de jauge des spins o; = €1..€;,_15;

— On pose h; = hey..€;1

L’interprétation physique de cette correspondance entre les deux modeles est la
suivante :

e En champ nul h = 0, les deux états fondamentaux du verre de spin 15O

;, avec

050) = *e€;..€;,_1, correspondent aux états ferromagnétiques de la chaine d’Ising pure

SO = 41et S0 =1,

e En présence de h > 0, I’état fondamental est une succession des deux fondamen-
taux de champ nul de taille typique Ly = 4}%22.

e Les parois de domaines de la chalne en champ aléatoire représentent les liens
frustrés Jio;0;41 = JS;5;41 < 0 du verres de spin.

Dans la suite, nous ne décrirons donc les résultats que dans le langage de chaine
en champ aléatoire, car il est immédiat de les traduire pour la chaine verre de spin en

champ extérieur

5.2  Principe de la renormalisation

5.2.1 Hamiltonien pour les parois de domaines

L’Hamiltonien (5.1) pour les spins correspond & I’Hamiltonien suivant pour les pa-
rois de domaines A, (+|—) et Bo(—|+) dans 'ordre A1 B1A3Bs... :

Ny Np
H=2J(Na+Np)+ > V(aa) = > V(ba) (5.5)
a=1 a=1

en terme du potentiel de Sinai
V(z)=-2) h (5.6)
i=1

En conséquence :
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— Chaque paroi (A ou B) cotute une énergie 2.J
— Les parois A, (+|—) voient le potentiel V(z)
— Les parois B, (—|+) voient le potentiel opposé (—V(x))

5.2.2 Dynamique de croissances de domaines

On s’intéresse a la dynamique de Glauber & partir d’une configuration initiale

E
A 1 . <141 a . _ ) = €
aléatoire : le taux de transition est W(S; — —S;) = PR FAE avec

AE({ création de 2 parois} = 4J + 2h;
AE({ diffusion d’une paroi} = £2h;
AFE({ annihilation de 2 parois} = —4J £ 2h; (5.7)

Dans le régime {h;} ~ T < J qui va nous intéresser dans toute la suite de ce
chapitre, la croissance de domaines depuis [ ~ 1 jusqu’a Ljy; > 1 est décrite par le
modele suivant de Réaction-diffusion dans le potentiel de Sinai

— Les parois A diffusent vers les minima

— Les parois B diffusent vers les maxima

— Annihilation lors des rencontre A+ B — ()

On peut de plus montrer (Publication [P7]) qu’a grand temps, tous les maxima et
minima sont occupés par des parois, comme sur la Figure (5.1), ce qui simplifie ’analyse
du processus de réaction-diffusion par la renormalisation du paysage.

F1G. 5.1 — La ligne en zig-zag représente la renormalisation du potentiel de Sinai (5.6)
vu par les parois (5.5). Les parois de domaines de type A(+|—) occupent les minima,
alors que les parois de domaines de type B(—|+) occupent les mazxima. Les descentes
contiennent donc des spins (+), alors que les montées contiennent des spins (—).

5.2.3 Equilibre

Le processus de réaction-diffusion décrivant la croissance de domaines s’arréte a
I’échelle de renormalisation

Toy = Tlnte, = 4J (5.8)
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lorsqu’on atteint 1’ équilibre avec la création de paires de domaines.

5.3 Résultats

5.3.1 Densité de parois
4

La densité de parois décroit selon n(t) = ﬁ jusqu’a I'équilibre ney = 1/Lyp.
n

5.3.2 Distribution des longueurs des domaines

Ce sont des variables indépendantes (ce qui n’est pas vrai pour le cas pur [63]),
distribuées selon la loi

(o] 1 5
PO = 3 (ng) e i) (5.9)
avec la variable d’échelle A\ = % au cours de la croissance de domaines, et A = ﬁ
a I'équilibre.
5.3.3 Fonction de corrélation spatiale
X 48+ 64(2n+ 1)l |
G5 = 3 @t V7795 —oniapiag (5.10)

(2n + 1)*7?

n=—0oo

avec I' = (T'Int) au cours de la croissance de domaines, et I'¢q = 4.J & I’équilibre.

5.3.4 Fonction de corrélation temporelle

La fonction d’autocorrélation d’un spin décroit selon

wosEn =3 (m) -1 () )

Int Int

ce qui correspond a un exposant d’autocorrélation & grand temps A = 1/2.

5.3.5 Exposants de persistance

e La probabilité qu’un spin ne se retourne pas dans [0,¢] a une décroissance

1 0
<m> avec 0 = 1.
e La probabilité que la valeur moyenne thermique < S;(¢) > ne change pas de signe
dans [0,t] décroit selon :

0
1 7 _ 3-V5
(m) avec 0 = -
e La probabilité qu’un domaine initial n’ait pas disparu a l’instant ¢ décroit selon :

% _
(W) avec ¢ = %. (De maniere générale, on a l'inégalité ¢ < 6).
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5.3.6 Violation du théoreme de fluctuation-dissipation
5.3.6.1 Rapport X pour mesurer le caractere “hors équilibre”

Le parametre X de violation du théoréeme de Fluctuation-Dissipation est défini par
[47]

T R(t,tw) = X (¢, tw) 9, C(t, tw) (5.12)

ou C(t,t,) représente la fonction de corrélation thermique tronquée

Clt,tw) =Y < So()Se(tw) > — < So(t) >< Su(tw) > (5.13)

et ou R(t,t,) représente la fonction de réponse linéaire lorsqu’on applique un champ
uniforme H a partir de t,,

<So(t)y>=H t duR(t,u) (5.14)

tw

Pour la chaine en champ aléatoire, on trouve trois régimes
(i) un quasi-équilibre des parois dans les vallées

In(t — tyw)

X(t,ty) =1 pour 0 < i,

<1 (5.15)

(ii) un rapport X non trivial lorsque la dynamique effective des vallées repart

t+1 t—1
X(t,ty) = *hw pour = fixé (5.16)
t t
(iii) un régime final de vieillissement
t 24 1n’ t,, Int
X(t,ty) = —0A+ ——— 1 5.17

En particulier, X croit vers 400, car les corrélations thermiques tronquées sont tres
faibles par rapport a la réponse & un champ.

5.3.6.2 Comparaison avec les modeéles de champ moyen

Ici, le rapport X n’est pas une fonction de la corrélation C(t,t,,) : c’est & cause des
deux échelles (t,t,,) et (Int,Int,)).

D’autre part, en champ moyen le rapport X appartient a U'intervalle [0, 1] et s’in-
terprete comme l'inverse d’une température effective X = 1/Ts; [48].

Ici, on trouve 1.ty — 0, ce que l'on peut interpréter comme un point fixe de
température nulle.
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5.3.6.3 Comparaison avec la croissance dans les ferromagnétiques purs

Il est intéressant de comparer avec ce qui est connu sur le régime de croissance dans
les ferromagnétiques purs :

e Au point critique T = T, il existe un rapport X (i) non-trivial qui correspond a
un rapport d’amplitude [83] Par exemple, pour la chaine d’Ising pure unidimensionnelle
a température nulle T, = 0, le rapport d’amplitude [83] vaut X (¢,t,,) = % : il décroit
de X (t =ty,tw) =14 X(t — 00,ty) = 3.

e Pour T < T, le rapport X est nul X = 0 [10, 16], ce qui est interprété de
la maniere suivante : les parois répondent par un facteur O(1) mais elles n’occupent
qu’une fraction 1/L(t,,) du volume.

Par comparaison, on voit que pour la chaine en champ aléatoire, seule une petite
fraction 1/T",, des parois répondent, mais avec une réponse tres grande, qui correspond
au renversement de tout un domaine d’ordre I'2,.

5.4 Conclusion

La formulation des chaines de spins classiques désordonnées en termes de parois
de domaines qui voient un potentiel de Sinai, permet d’étudier a la fois les propriétés
d’équilibre thermodynamique et la dynamique de croissances de domaines a partir d’une
condition initiale aléatoire. La possibilité d’obtenir des résultats exacts vient de la tres
forte localisation des parois de domaines par le désordre.

Publications associées :

e Principe de la renormalisation et premiers résultats : Publication [P3]

e Etude détaillée : Publication [P7]

e Btude de processus de réaction-diffusion plus généraux dans un potentiel de Sinai :
Publication [P5].



Chapitre 6

Localisation d’un polymere
aléatoire a une interface

6.1 Présentation du modele

Ce chapitre est consacré a un modele introduit par Garel, Huse, Leibler et Orland
[81] : un hétéropolymere constitué de monomeres de charges g; aléatoires, est en présence
d’une interface située en z = 0 qui sépare un milieu z > 0 favorable aux charges positives
g > 0 et un milieu z < 0 favorable aux charges négatives ¢ < 0. Plus précisément, la
version continue de ce modele est définie par la fonction de partition suivante sur les
trajectoires Browniennes {z(s)} [81]

Z1(6:4a(s)) = [ De(s)ep (2; / s (j—)w / Ldsq(s)sgn(z(s») 1)

A haute température, des arguments de type Imry-Ma ont été proposés [81] pour le cas
symétrique g; = 0 et pour le cas biaisé g; > 0 : ce sont des arguments énergie/entropie,
a la différence des arguments usuels d’Imry-Ma qui sont de type énergie/ énergie.

6.1.1 Argument de type Imry-Ma pour le cas symétrique

L’argument de type Imry-Ma pour le cas symétrique [81] est le suivant. On suppose
que la chaine est localisée autour de l'interface, avec des boucles de longueur typique [
dans chaque solvant :

i+l
e L’ énergie typique gagnée par boucle est d’ordre Z q ~ Vol

(]
e La perte d’entropie pour une boucle est d’ordre (Inl)
L’optimisation de I’ énergie libre par monomere

f(l)w—\/g—i—T# (6.2)

49
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par rapport a la longueur [ conduit a

{ T2

W2~ & (6:3)

Cet argument prédit donc une localisation du polymere symétrique a toute température,
avec les comportements d’échelle suivants pour la longueur typique d’une boucle et I’
énergie libre

UT) ~ Tz(l: i (6.4)
F@) ~ = (6.5)

6.1.2 Argument de type Imry-Ma pour le cas dissymétrique

L’argument de type Imry-Ma pour le cas dissymétrique [81] est en fait beaucoup
plus subtil que dans le cas symétrique, parce que la description correcte des boucles
dans le solvant (—) nécessite la considération des “événements rares” ou la somme
de [_ variables aléatoires g;, de moyenne positive g; = qo > 0, se trouve étre assez
négative pour rendre favorable une excursion dans le solvant (—). Plus précisément,
largument proposé [81] est le suivant : on s’attend & ce que le polymeére soit dans le
solvant préféré (+), sauf lorsqu'une boucle de longueur I~ dans le solvant (—) devient

favorable énergétiquement, avec une charge QQ_ = — Zfijl_ q; > 0 suffisante. Comme
e 1a 1~ _
la probabilité d’avoir Zfij g =—Q
B 1 (@ +agl7)?
Prob(Q™) = ———e 01— (6.6)

Varol~

est faible, la distance typique [T entre deux tels événements se comporte comme l'inverse
de cette probabilité

(Q +agl™)?

It ~e a0 . (6.7)

Cet argument probabiliste de type ‘évenement rare’, qui est inhabituel dans les argu-
ments de type Imry-Ma qui concernent les évenements typiques, donne que I’ énergie
gagnée ()~ dans une boucle du solvant (—) se comporte en

Q ~ Vol Init —ql~ (6.8)

alors que la perte d’entropie associée est d’ordre (Inl™"). La différence d’ énergie libre par
monomere entre cet état localisé avec des boucles (I4,1_) par rapport a 1’état délocalisé
dans le solvant préféré (+) est d’ordre

1 1
L) = fatoel T) ~ 7 (~Q7 +Tl*) ~ = (qol_ — VAol it + Tlnl+) (6.9)
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L’optimisation par rapport a la longueur [~ donne

_ ag
Im ~ 5 Inl" (6.10)
4y
et donc finalement
Q ~Zinlt (6.11)
q0

Ainsi, cet argument prédit qu’a la fois I’ énergie gagnée (Q~ et le colit en entropie ont
la méme dépendance en (Inl™) : la différence d’ énergie libre se factorise selon

f(T, l+) - fdeloc(T) ~ (T - Tc)% (612)

Cet argument conduit donc finalement a une transition a la température critique

T.~Z (6.13)
q0

entre la phase localisée T' < T, et la phase délocalisée T' > T,. Contrairement au cas
symétrique, les comportements de 1’ énergie libre et de la longueur [ par rapport a
la température ne sont pas déterminés par 'argument. L’objet de la renormalisation
de type Ma-Dasgupta va étre justement de trouver ces comportements en construisant
explicitement les boucles d’Imry-Ma du polymere autour de l'interface en fonction de
la réalisation du désordre.

6.2 Principe de la renormalisation

6.2.1 Construction de la structure optimale en boucles

A température nulle T = 0, chaque monomere veut étre dans son solvant préféré
sgn(z;) = sgn(q;) : le polymere est décomposé en boucles a contenant l, monomeres
consécutifs de méme signe, et portant une certaine charge absolue (.. Lorsque la
température 1" croit, on considere les configurations de la chalne qui peuvent étre ob-
tenues a partir de la structure de 1’état fondamental en transférant dans le solvant
opposé les boucles de plus petite charge absolue @i, = I' de maniere itérative. Quand
on transfere une boucle (Q2 = T', l2) qui est entourée de deux boucles (Q1,11) et (Qs,13),
on obtient une nouvelle boucle de charge absolue @ et de longueur [ données par les
regles (cf Figure 6.1)

Q=01+Q3—Q (6.14)
Il=L+1l+13

Ces regles correspondent aux regles de renormalisation des extrema Browniens
décrites dans le Chapitre 2 : ici la marche aléatoire correspondante est la somme des
charges > (¢; en fonction du monomere final ¢, et la procédure de renormalisation
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Q) Q)

F1G. 6.1 — Illustration de la procédure de renormalisation dans ’espace réel : le transfert
d’une boucle (Q2 = T',la) entourée par les boucles voisines (Q1,11) et (Q3,l3) donne
naissance o une nouvelle boucle (Q,1) avec les régles de renormalisation (6.15).

construit la meilleure structure en boucles avec la contrainte qu’on n’autorise que les
boucles de charge absolue plus grande que T'.

Pour établir la correspondance entre I’échelle de renormalisation I' et la température
T, il reste a étudier dans quelles conditions le transfert d’une boucle (Q2,l2) dans le
solvant opposé est effectivement favorable pour I’ énergie libre : le cott en énergie est

AEIP = 2, (6.15)
alors que le gain en entropie est
ASTEP = In(M(1y + Iy + 13)) — In[M (1)) M(I2) M(13)] (6.16)

ott M(1) = ¢ /13/2 représente le nombre de marches aléatoires de I pas qui vont de z = 0
a z = 0 en présence d’une frontiére absorbante en z = 0™, ce qui conduit au bilan d’
énergie libre

(6.17)

AFSiP — ARfiP _ TASHP — 90, — Tn < M(ly + 1o+ 13) >

M (1) M(l2) M(13)

Pour obtenir la structure optimale a température 7', il faut donc poursuivre la renorma-
lisation tant qu’elle permet d’abaisser 1’ énergie libre (AF flip 0), et il faut s’arréter
4 la premiere itération qui conduirait & une augmentation (AFf > 0). On définit
I'cq(T) comme I'échelle de renormalisation I' ou il faut arréter la renormalisation.
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6.2.2 Validité de la méthode

La méthode de renormalisation est justifiée si ’échelle de renormalisation I'cq(T)
est grande, ce qui correspond a la région des hautes températures.

6.3 Résultats pour le cas symétrique

6.3.1 Energie libre
L’ énergie libre trouvée

o

)~ =t

(6.18)

est en accord avec 'argument de Imry-Ma (6.5).

6.3.2 Distribution des longueurs de boucles

Les longueurs de boucles sont des variables aléatoires indépendantes, et la variable
d’échelle

ol
A= TRIRVIE (6.19)
est distribuée avec la loi
> 1 2 2

P = nz_:oo <n + §> r(=1)me ™A t3) = me~ T (6.20)

1 > 1. 1, .1y 1 L

e — — m _ 77(m+7) ~ 5T AN
g 2 (SO ) = e (6.21)

6.3.3 Densité de polymere autour de l’interface

La variable d’échelle pour la distance z a l'interface

20 z
Z= \/;ST(IH T) (6:22)

est distribuée avec la loi

R(Z) =4 /0 OOdAP(A)\/X / T e ~ B agez (6.23)
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6.3.4 Température de délocalisation d’une chaine finie

Alors qu’'une chaine infinie reste localisée & toute température, une chaine finie
de taille L a une dissymétrie d’ordre v/L pour sa charge totale et subit donc une
délocalisation a une température finie. Pour caractériser ces effets de taille finie, on
peut calculer la distribution de la température de délocalisation Tyeloe Sur ’ensemble
des chaines cycliques de taille finie grande L : la variable d’échelle

3
9= ﬁTdeloc In Theloc (624)

a pour distribution

D(g) = ”—Z(—m“n%‘ T~ —e_é (6.25)
g3 9—0 g3 :
n=1
-2 +ZOO [2(2m +1)%¢* — 1] e~ (2mA1e* i926_92 (6.26)
Vi3 g—00 \/T '

m=—0oQ

6.4 Résultats pour le cas dissymétrique

6.4.1 Température critique

Dans le cas dissymétrique (gop > 0), dans la limite o > qo, la température critique
obtenue par renormalisation

_40

T — =2
7 3q

(6.27)

est dans le domaine des hautes températures, et donc dans le domaine de validité de la
méthode.

6.4.2 Singularité essentielle de I’ énergie libre

La renormalisation conduit a la singularité essentielle suivante pour I’ énergie libre

4o In 42
f(T) = f(T) ~ —2q <1n —> exp |——8 _ (6.28)
T—T; 0 < _ Tz)

ce qui correspond donc a une transition d’ordre infinie.

6.4.3 Propriétés des boucles dans les deux solvants

La longueur typique [}, ,(T) des boucles dans le solvant préféré diverge avec une
singularité essentielle a la transition, alors que la longueur typique [, ,(T") des boucles
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dans le solvant défavorable diverge algébriquement

o In 4@
LT ~ —exp |+—2~ (6.29)
T—T; 4o ( _ Z)
Te
s Ini
Ly (T) ~ ———2— (6.30)
T—T= 4 ( _ TZ>

La variable d’échelle Ay = 4 /l; op(T) pour les boucles dans le solvant préféré est
distribuée avec la distribution exponentielle e=+.

6.4.4 Densité de polymere autour de l’'interface

La variable d’échelle pour la distance z a 'interface dans le solvant (+)

7 = : (6.31)

a pour distribution

R+(Z):4/ due_“2/ dvv2e™” ~ rZe %% (6.32)
0

z Z—0
u

6.4.5 Température de délocalisation d’une chaine finie

Pour caractériser les effets de taille finie, on peut calculer la distribution de la
température de délocalisation Tyeloc sur ’ensemble des chaines cycliques de taille L : la
variable aléatoire

4 TTdrlc:loc
g g ¢~ +deloc
r = = (6.33)
ﬁL<ﬁ)
est distribuée selon la loi

DH(r) = St (6.34)

r)=—e r . .
r2

En particulier, la valeur typique pour la température de délocalisation d’une chaine
de taille L présente une correction logarithmique d’ordre (1/In L) par rapport a la
température critique 7, de la limite thermodynamique

4o
t
Tle%c ~ TC (1 - Q8 hlL) (635)
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6.5 Conclusion

La renormalisation de type Ma-Dasgupta permet d’étudier la localisation d’un
hétéropolymere aléatoire autour d’une interface a haute température, en construisant
explicitement la succession des boucles dans chaque échantillon. Ces boucles sont des
domaines d’Imry-Ma généralisés de type énergie/entropie. Dans le cas dissymétrique,
la compétition entre les énergies aléatoires gagnées dans les boucles et les entropies per-
dues lors des retours a l'interface conduit & une transition de délocalisation caractérisée
par des singularités essentielles.

Publication associée [P6]



Chapitre 7

Potentiel Brownien en présence
d’un confinement quadratique

7.1 Présentation du modele

Le potentiel aléatoire unidimensionnel

Usoy(z) = g:ﬁ +V(2) (7.1)

contenant un terme quadratique déterministe et un terme aléatoire Brownien V()

(V(z) = V(y))* = 2|z — y| (7.2)

a été introduit par Villain et al. comme un ‘modele jouet’ pour les interfaces en présence
de champ aléatoire [163]. Par ailleurs, dans le cadre de I’étude des variétés de dimension
interne D plongées dans un milieu aléatoire de dimension (N + D), il est considéré
comme le cas extréme le plus simple D =0 et N =1 [134].

Ce modele simple permet en effet de mieux comprendre certaines propriétés de
systemes désordonnés plus compliqués.

7.1.1 Argument de Imry-Ma

A cause du confinement quadratique, le minimum absolu du potentiel est fini et
un argument de Imry-Ma, entre 1’ énergie élastique d’ordre px? et 1’ énergie aléatoire
d’ordre /x, permet de déterminer son ordre de grandeur

Tmin ~ ,u_2/3 (7.3)

alors que les méthodes usuelles de perturbation & tous les ordres [164] ou d’itération
[165] n’arrivent pas du tout a reproduire ce scaling (7.3). Dans le cadre de la méthode va-
riationnelle des répliques, le résultat (7.3) nécessite une brisure de symétrie des répliques
[134, 70].

o7
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7.1.2 Symétrie statistique de ‘tilt’

Ce modele présente aussi une symétrie statistique de ‘tilt’ ( ‘statistical tilt sym-
metry’ en anglais) comme les autres modeles en champs aléatoires, qui implique des
identités remarquables [154] pour les moyennes thermiques des cumulants thermiques
de la position, que I'on peut résumer par [154]

h<e > =T— (7.4)

Cette identité sur la fonction génératrice montre que le second cumulant est simplement

T
<z?>-—<z>?=— (7.5)
I

et que toutes les moyennes sur le désordre des cumulants supérieurs s’annulent ! Dans
le régime de basse température, le résultat (7.5) implique que les fluctuations ther-
miques sont reliées a la présence d’états métastables dans des échantillons rares [154].
La renormalisation permet en particulier d’étudier quantitativement ce phénomene.

7.2  Principe de la renormalisation

Pour un potentiel aléatoire U (x) ‘Markovien’, satisfaisant une équation de Langevin
locale de type

dU (x)
dx

— F[U(2),2] + n(z) (7.6)

ou n(z) est un bruit blanc Gaussien, la mesure du paysage renormalisé se factorise en
blocs qui satisfont des équations de renormalisation fermées (Publication [P9]). Pour le
cas de paysages stationnaires, ou la force F' est indépendante de z

_dW[U]

FlU,z) = FIU) = ==

(7.7)

(ce qui généralise le paysage Brownien pur F' = 0 et le paysage Brownien biaisé F[U] =
F > 0), et pour le modele (7.1) qui correspond & une force indépendante de U et linéaire
en x

FlU(2), 2] = Fla] = o (7.8)
on obtient des solutions explicites pour la renormalisation (Publication [P9]).

En particulier, pour le modele (7.1) qui nous intéresse dans ce chapitre, la mesure
du paysage renormalisé s’exprime en terme des fonctions d’Airy.
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7.3 Résultats sur la statistique des minima

7.3.1 Position du minimum

A température nulle, la particule se trouve au minimum ,,;, du potentiel. L’état
final I' = co de la renormalisation permet de retrouver que la distribution de x,,;, sur
I'ensemble des échantillons est, en accord avec [88, 80]

-P]—oo,—i-oo[(x) = g(fE)g(—l‘) (79)
et la fonction auxiliaire
+00 d\ e—i)\m
= _— 7.10
9(@) /_OO 21 aAi(bi)) (7.10)

en utilisant les notations a = (11/2)'/3 et b = 1/a?,

7.3.2 Echantillons avec deux minima presque dégénérés

La probabilité qu'un échantillon présente deux minima presque dégénérés avec une
différence d’ énergies AE = € — 0 situés en z1 et xo s’écrit

Dle,x1,12) = eg(—x1)d(x2 — 21)g(22) + O(€) (7.11)
en termes de la fonction g (7.10) et de la fonction
oo dN ., At (ib))
dy) = et A2
(y) = a / oo2nC Ai(ibN) (7.12)

La probabilité d’avoir deux minima séparés par une distance y > 0 est donc

+oo . [(D(e,x1,71 +v) OGN e
D(y) —/Oo dxy 25%( ; > = bd(y) /OO o A(ibY) (7.13)

En particulier, le calcul du second moment donne

+oo
/0 dyy*D(y) = (7.14)

7.3.3 Contribution au second cumulant a basse température

La contribution des échantillons avec deux minima dégénérés au second cumulant
thermique de la position (7.5) peut étre estimé a l’ordre T' en température comme suit :
les deux minima ont pour poids de Boltzmann respectifs p = +1 7 and (1 —p) =
1;[366 La variable (x— < x >) est donc (1 —p)(x1 —x2) avec probabilité p et p(xy—x1)
avec probabilité 1 — p, et donc apres moyenne on obtient

(z— <x>)?2>=p(1l —p)(x; — x2)? (7.15)
400 +o0 +o0 e—¢/T
/ dazl/ dxg/ deD'(e = 0, xl,xg)(l T2 5 (22 —z1)? (7.16)

=T /0 dyD(y)y> (7.17)
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En utilisant (7.14), on obtient alors exactement le résultat exact (7.5). Ceci montre
que les fluctuations thermiques a basse température viennent entierement des états
métastables qui existent dans quelques échantillons rares. En particulier, la susceptibi-
lité

XE%(<LE2>—<$>2) (7.18)

a une moyenne finie a température nulle

1
X=— (7.19)
W
mais seuls les échantillons avec deux minima dégénérés contribuent a cette valeur
moyenne, car les échantillons typiques avec un seul minimum ont une susceptibilité
qui s’annule a température nulle.

7.3.4 Contribution aux moments thermiques a basse température

De méme, les moments pairs de la position relative (z— < z >) se comportent de
la maniere suivante & basse température

<(z—<zx>)> = r /+OO y*"D(y) + O(T?) (7.20)
nJo

en terme de la fonction D(y) définie en (7.13). La comparaison avec lidentité (7.4)
montre qu’il y a beaucoup de termes qui se compensent dans les moyennes sur le
désordre des cumulants.

7.4 Reésultats sur la statistique de la plus grande barriere

Le temps t., nécessaire pour atteindre ’équilibre est directement relié a la plus
grande barriere I',q; = T'Inte, qui existe dans I’échantillon. Plus précisément, la pro-
babilité P(te, < t) que le systeme ait déja atteint I’équilibre a 'instant ¢, correspond a
la probabilité qu’il ne reste plus qu’une vallée renormalisée a 1’échelle I' = T'Int : c’est
une fonction de la variable d’échelle

Plteg <t) =2 (y = (g)l/ngnt) (7.21)

qui a pour expression explicite en termes des fonctions d’Airy

—+00 I -
@(f}/) :/ dA 1 e*2fo+ df oy (£,0) (722)

o 2w Ai2(iN)
Ai(f +v+1iA)
T Ai(f +i\) [Ai(f + i\ Bi(f + v +4A\) — Bi(f +i\)Ai(f + v +i))]

sz)’y(ﬂ )‘) =
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Ce résultat correspond directement par dérivation a la distribution de probabilité
de la variable réduite v = (%)1/ 3 ez de la plus grande barriere I'y,4, de I’échantillon

Pmal"(’)/) =0 (7) (723)

Les comportements asymptotiques de cette distribution sont les suivants

Poaw(?) = 2 \/?f’/ fem3™” (7.24)

y—o00 4
6(3) 4
Praal) 2, S (7.25)

ou ((n) désigne la fonction zeta de Riemann.

7.5 Conclusion

Pour le potentiel Brownien avec confinement quadratique, la solution explicite du
paysage renormalisé en termes de fonctions d’Airy permet d’étudier la statistique des
minima et des barrieres. En particulier, ceci permet de montrer que les fluctuations
thermiques a basse température sont entierement gouvernés par les échantillons rares
qui possedent deux minima dégénérés.

Publication associée [P9]
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Chapitre 8

Le modele de pieges
unidimensionnel

8.1 Présentation des modeles de pieges

Les modeles de piéges proposent un mécanisme tres simple de vieillissement [23] :
une particule effectue une dynamique stochastique dans un paysage contenant des pieges
d’ énergies aléatoires de distribution exponentielle

p(E) = 6(B)—e T (8.1)

Ce choix de distribution exponentielle est justifié par les états de basse énergie du REM
[56], la théorie des répliques [133], et plus généralement par la queue exponentielle de
la distribution de Gumbel qui représente une classe d’universalité importante dans la
statistique des extrémes. Cette distribution exponentielle des énergies (8.1) correspond
pour le temps de piégeage d’Arrhénius 7 = ¥ i la loi algébrique

1

() =07 > 1)

(8.2)
avec ’exposant

= (83)

S

A basse température T < T, le temps moyen de piégeage [ dr7q(7) diverge, ce qui
conduit immédiatement a des effets de vieillissement.

Les propriétés de vieillissement ont été beaucoup étudiées, soit dans la version de
champ moyen [23, 13, 72, 110], soit dans la version unidimensionnelle [79, 17], qui
apparait naturellement dans divers contextes physiques [4, 22, 96], et qui présente deux
échelles de temps caractéristiques pour le vieillissement. L’objet de ce chapitre est de
comprendre ce phénomene grice a une renormalisation appropriée.

63
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8.2 Principe de la renormalisation

Nous avons déja décrit la renormalisation adaptée au modele dirigé de pieges, dans le
Chapitre 4. Ici, dans le modele non-dirigé , chaque site peut étre visité un grand nombre
de fois, ce qui conduit & un changement essentiel : un piege du paysage renormalisé va
étre caractérisé par deux temps importants, a savoir

(i) son temps de piégeage 7;, qui représente le temps typique de sortie vers ses voisins
immédiats

(ii) son temps d’évasion T;, qui représente le temps nécessaire pour arriver dans un
piege plus profond.

7 A
7 A
, \
— Y —
; \
/ \
/ \
| - ——————————————————— <—>\
| \
I | |
| - + I
' I
\ /
\ /
\ /
\ ’
\ ’
N ’
N 7
N 7
N — 7z
~ 7
~ -
. T -
~ -

L

FiGc. 8.1 — Définition du temps d’évasion dans le paysage renormalisé : le piége de
temps de piégeage Ty est entouré par deux piéges, le piége T4 a la distance l4 et le piege
7_ a la distance l_. Le temps d’évasion Ty est le temps caractéristique nécessaire pour
atteindre T4 ou T7— quand on part de Tg.

Plus précisément, le paysage renormalisé a 1’échelle R est défini comme suit : tous
les pieges 7; < R sont remplacés par un paysage ‘plat’, alors tous les pieges 7, > R
sont inchangés. Dans le paysage renormalisé (cf Figure 8.1), quand la particule quitte
le piege 79, elle s’échappe vers la droite ou vers la gauche avec probabilité 1/2. Si elle
s’échappe vers la gauche, elle va arriver a atteindre le piege suivant 7_ avec probabilité
1/1_. Si elle s’échappe vers la droite, elle va arriver & atteindre le piege suivant 7, avec
probabilité 1/I,. Sinon, elle va étre réabsorbée par le piege 79. Asymptotiquement, le
nombre de retours dans le piege 7y avant I’évasion va donc étre grand, d’ordre R*. On
peut montrer que le temps passé a l'intérieur de 73 pendant ces multiples visites est
dominant par rapport au temps passé dans les multiples excursions infructueuses et
dans ’excursion réussie pour s’échapper. Finalement, on obtient que le temps d’évasion
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tesc du piege 79 a une distribution exponentielle

) _tesc
Pltad) = e T (8.4)
avec le temps caractéristique
To =~ 2 70 (8.5)
[

ce qui explique pourquoi il y a deux échelles de temps importantes. En particulier,
pour décrire la dynamique au temps ¢, on souhaite garder les pieges de temps d’évasion
T > t dont la particule n’a pas eu le temps de s’échapper, et éliminer au contraire
les pieges de temps d’évasion T' < t, ce qui conduit au choix suivant pour 1’échelle de
renormalisation R(t) du paysage en fonction de temps

1

R(t) ~ T+ (8.6)

De plus, dans la limite p — 0, la dynamique effective suivante devient exacte : a
I'instant ¢, la particule partie de 'origine se trouve soit sur le premier piege renormalisé
M a distance [ sur la droite, soit sur le premier piege renormalisé M_ a distance [_
sur la gauche. Le poids de M est simplement la probabilité I_ /({1 +1_) d’avoir atteint
M, avant M_

I+
L+

Iy +1_

Peff(x,t) ~ dx+1-)+ o(x—1y) (8.7)

8.3 Résultats

8.3.1 Distance entre pieges dans le paysage renormalisé
Les distances entre pieges successifs dans le paysage renormalisé sont des variables
aléatoires indépendantes et la variable réduite A = [/£(t) est distribuée selon la loi
exponentielle
P(\) =e? (8.8)
L’échelle de longueur caractéristique du paysage renormalisé a 'instant ¢ est

£(t) = Go(p) tTta (8.9)

avec le préfacteur

So(p) =14 0(p) (8.10)
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8.3.2 Forme d’échelle du front de diffusion

Dans la variable d’échelle X = z/£(t), la moyenne sur les échantillons du front de
diffusion (8.7) est

—e"X'/ ue~ ‘X|+ +0(n) (8.11)

8.3.3 Parameétres de localisation

Les parametres de localisation, qui représentent les moyennes sur les échantillons
des probabilités que k particules indépendantes se trouvent au méme site, sont donnés
par

400 9

Yi(w) = Jim 3 PHn,110,0) = 7=y
n=0

+0(p) (8.12)

ce qui est en accord avec les simulations numériques de Bertin et Bouchaud [17] qui
ont obtenu Y3 — 2/3 et Y3 — 1/2 dans la limite p — 0.

8.3.4 Fonction génératrice des cumulants thermiques

La largeur thermique est

e(1) = Tim = >€2_(t)< "> Lo (8.13)

et plus généralement, les autres cumulants thermiques peuvent étre dérivés de la fonc-
tion génératrice

. Foo S\ SA
Zy(s)=ln<e 780 > = /0 dhe A < 5 th? — 1) +O0(p) (8.14)

8.3.5 Fonction de corrélation a deux particules

La fonction de corrélation a deux particules prend la forme

R 1 l
Clit)  =>_) P(n,t[0,0)P(m,t0,0)6, | = Ya(u)dio + %Cu <%>
n=0m=0

Le poids de la fonction § & l'origine correspond comme il se doit au parametre de
localisation Y2 = 2/3+0(u) (8.12), alors que la seconde partie est une fonction d’échelle
de la variable A = % qui a pour expression

A

€N = 73

+0(n) (8.15)
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8.3.6 Les deux fonctions de corrélations temporelles

La probabilité I1(¢t+t,, t,,) de ne pas sauter pendant I'intervalle de temps [ty,, t,+1]
a une forme d’échelle de ‘sous-vieillissement’

TI(t + Lo, t) = T1,, (g = %) =TI, (g — [Ty ()] ™ tl ) (8.16)

avec

1
r7(0 -1 —z
HL)(Q):/O dzpzt""e (8.17)

En particulier, on obtient le comportement asymptotique

—
t

Ot +tw, tw) | <1> [+ O(u?)] (8.18)
T— —+00 1+p
ST w

w

La probabilité C(t +t,, t,,) d’étre au temps (¢ +t,,) dans le piege occupé a I'instant
tw @ une forme d’échelle de vieillissement

Ot + ty, tw) = C,, (h = M) =0, (h = TO(”)ti) (8.19)
i i Nen
O (h) = Cpu(h) = (;T“)M /O dzz P22 () (8.20)

En particulier, on obtient le comportement asymptotique

Clttutn) = () lu+06R) (3.21)

w

Dans cette approche de renormalisation, la présence de deux échelles de temps
différentes dans les propriétés de vieillissement vient directement de la présence d’'un
temps d’évasion différent du temps de piégeage. Comme en dimension d = 2 une marche
aléatoire est encore récurrente, on s’attend la aussi a avoir deux échelles de temps,
alors que pour d > 2, il n’y a plus de récurrence, et la seule échelle de temps pour le
vieillissement est 1’échelle des temps de piégeages. Il est donc intéressant de discuter le
cas d = 2.

8.4  Analyse de scaling pour le modele de pieges en d = 2

8.4.1 Paysage renormalisé

On définit encore le paysage renormalisé a I’échelle R en ne gardant que les pieges
de temps de piégeage 7; > R. Etant donné un piege, la distance [ au plus proche voisin
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a pour distribution

Pr(l) ~ “T¢ Rn (8.22)

En utilisant le fait que la probabilité de s’échapper jusqu’a une distance [ sans étre
revenu & 'origine se comporte en ¢/(Inl), on obtient que le nombre n de retours avant
une évasion réussie se comporte en n ~ Inl ~ In RS. Finalement, le temps d’évasion
d’un piege 7y du paysage renormalisé est de la forme

To = aroln R% (8.23)

ou a est une variable aléatoire d’ordre 1 qui caractérise la géométrie des pieges voisins
de 7p. L’échelle de renormalisation R doit donc étre choisie en fonction du temps selon

t ~ R(t)In R%(t) (8.24)
ce qui donne par inversion & ’ordre dominant
t
R(t) ~ — (8.25)
Int2

8.4.2 Deux échelles de temps

La présence de deux échelles de temps distinctes R(f) et ¢ va conduire a deux
comportements de vieillissement : on s’attend a ce que la corrélation II(¢ + t,,, t,,) soit
une fonction de t/R(t,) avec (8.25) et a ce que la corrélationC (t + ¢y, t,) soit une
fonction de t/t,,, ce qui est en accord avec les résultats rigoureux [12, 13].

8.4.3 Deux échelles de longueur

La grande nouveauté qualitative par rapport au cas d = 1 est qu’il existe deux

échelles de longueur en d = 2.

8.4.3.1 Distance entre deux piéges renormalisés

La distance caractéristique entre deux pieges voisins du paysage renormalisé est

In tH

&) ~ [R(E)E ~ [ ! ] (8.26)

8.4.3.2 Distance parcourue a l’instant ¢

Par ailleurs, I’analyse de scaling & partir des sommes de Lévy [21] en d = 2 est la
suivante : aprés N pas, le nombre de sites distincts visités croit selon S = N/(In N) et
chaque site a été visité typiquement (In N) fois, ce qui conduit a la correspondance

S 1
t~Y 7(lnN) ~ (InN) (%) ' (8.27)
=1
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Comme la distance typique apres N pas est r ~ v/ N, on obtient finalement le compor-
tement en temps de la distance parcourue

r(t) ~ 5 (Inth) =" (8.28)

8.4.3.3 Nombre de piéges importants a I’instant ¢

En d = 2, la présence des deux échelles de longueur différentes £(t) (8.26) et r(t)
(8.28) et £(t) (8.26) montre que le nombre n(t) de pieges renormalisés contenus dans le
disque de rayon r(t) accessible, ne reste pas fini mais croit logarithmiquement en temps

r?(t)

£(t)
ce qui est en accord avec le résultat rigoureux concernant 1’absence de localisation en
d = 2 a temps infini ¢ — oo [13]. Cependant, dans le régime t — oo et u — 0 avec
t* fixé (8.29), on s’attend a ce que le front de diffusion dans un échantillon soit une
somme de pics § dont les poids dépendent de la répartition géométrique des pieges mais
pas de leurs énergies. Il serait bien sur intéressant d’arriver a définir une dynamique
effective plus précise pour décrire ce régime, a partir d’une construction explicite des
probabilités d’absorption des différents piéges pour une configuration aléatoire fixée.

n(t)

~ Int (8.29)

8.5 Conclusion

La renormalisation appropriée pour décrire la phase de vieillissement u < 1 du
modele de pieges unidimensionnel est basée sur deux échelles de temps, le temps de
piégeage et le temps d’évasion, qui gouvernent deux fonctions de corrélations tempo-
relles différentes. A I'ordre dominant en u — 0, dans un échantillon donné, le front
de diffusion est localisé seulement sur deux sites, qui correspondent aux deux pieges
renormalisés les plus proches de l'origine & I’échelle de renormalisation R(t). Les poids
des pieges sont simplement donnés par les probabilités respectives d’atteindre un piege
avant I’autre. Ceci montre que la dynamique reste toujours hors équilibre : les poids
des deux pieges ne sont pas donnés par des facteurs de Boltzmann, ils ne dépendent
méme pas des énergies des pieges, mais seulement des distances a 1’origine.

Publication associée [P12]
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Chapitre 9

Le modele de pieges en champ :
réponses linéaire et non-linéaire

9.1 Présentation du modele

En présence d’un champ extérieur f, ’équation maitresse du modele de pieges s’écrit
[22]

f f s f
P m) o It I VRN I
—— =P 1 P -1)—-P _ 1
= P+ PP -~ PP (0
dans laquelle les taux de transition satisfont la condition de bilan détaillé
G_BU(H)W{(ZLTHJ} _ e_ﬁU"HW(f) (9.2)

{n+1—n}

en terme de I’ énergie totale U,, contenant 1’ énergie aléatoire (—FE,) du piege et I’
énergie potentielle linéaire (—fn) associée au champ extérieur f

La réponse de ce modele a été étudiée par E. Bertin et J.P. Bouchaud [18] avec
des arguments de scaling et des simulations numériques. Leur résultat principal est
le suivant : le Théoreme Fluctuation-Dissipation du régime de réponse linéaire est
valable méme dans le secteur de vieillissement, mais la réponse devient non-linéaire
asymptotiquement. Le but du présent chapitre est de comprendre ces propriétés, en
utilisant d’une part une symétrie particuliere de ’équation maitresse, et d’autre part
en généralisant la renormalisation du chapitre précédent pour prendre en compte la
présence d’un champ extérieur.

9.2 Une symétrie dynamique qui empéche la violation du
théoreme Fluctuation-Dissipation

Dans cette section, les équations seront écrites pour le cas d = 1 pour simplifier les
notations, mais il est clair que les résultats peuvent étre généralisés immédiatement a
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toute dimension finie d.

9.2.1 Loi de conservation dans chaque échantillon pour le modele
sans champ

Le modele de pieges a une propriété tres spéciale [18] : en l’absence de champ
extérieur f = 0 la moyenne thermique de la position

+oo
<n>io )= Y. P/ m) (9.4)

n=—oo

est une quantité conservée dans tout échantillon! Cela vient du fait qu’en sortant d’un
piege la particule saute avec des probabilités égales (1/2,1/2) vers la droite ou vers la
gauche. Cette propriété de conservation est d’autant plus remarquable que le désordre
brise la symétrie n — —n dans chaque échantillon.

9.2.2 Un théoreme de fluctuation non-linéaire pour t,, = 0

Dans un échantillon donné, si on compare les fronts de diffusion en présence de (+ f)
et de (—f), on obtient la relation tres simple

Pt(+f) (n) oSfn

= (9.5)
Pt(_f)(n)
ce qui permet d’exprimer la différence des moyennes thermiques de la position
+oo
_ - -
<n>yW-<n>g 0 =Y 0[P 0) - P m)
n=-—oo
“+o0o
= 3" 0@ —e PP () (9.6)
n=—oo
9.2.2.1 Relation de Fluctuation-Dissipation dans le régime linéaire
La premiere conséquence (9.6) est que la relation d’Einstein
<n>yg(t) f:() % <n? > (1) (9.7)

est valable pour ¢ fixé dans la limite f — 0.

9.2.2.2 Fin du régime de réponse linéaire

La deuxiéme conséquence de (9.6) est que pour f fixé, le régime de réponse linéaire
n’est valable que s’il est légitime de linéariser le facteur (1 —e /™) ce qui donne comme
critere

BI&(r=0)(t) <1 (9-8)
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ot {(7—g)(t) est le déplacement typique sans champ a I'instant . Le régime de réponse
linéaire est donc limité par un temps caractéristique associé a la force f

14p

t<tu(f) = <ﬁif> ! (9.9)

9.2.2.3 Propriété du front de diffusion
Une troisieme conséquence de (9.6) concerne la dissymétrie de la moyenne sur les
échantillons du front de diffusion (Publication [P13])

Pt(f)(_n) _ e—ﬁfnpt(f) (n) (9.10)

9.2.3 Un théoreme de fluctuation non-linéaire pour ¢,, quelconque

Les résultats précédents peuvent étre généralisés au cas ou le systeme évolue d’abord
sans champ extérieur f = 0 pendant 'intervalle [0, ¢,,], avant d’étre soumis au champ
f pour t > t,,. On introduit le front de diffusion & deux temps P(f”fw)(n7 t; Ny, ty|0,0)
qui représente la probabilité jointe d’étre en n,, a t,, et en n a ¢t (on suppose t > t,,).

La généralisation de (9.5)

POt (0, 6 1y, 0]0,0) 5500
= € v

PFitw) (n, 51y, [0, 0) (©-11)
permet d’obtenir les trois conséquences suivantes.
9.2.3.1 Régime linéaire pour (¢,t,,) fixés
Pour des temps (¢, t,,) fixés, la relation d’Einstein est valide sous la forme
< (n—nw) >, (1) fEO % < (n = ny)? > g (1) (9.12)

9.2.3.2 Fin du régime de réponse linéaire

Pour un temps t,, fixé et un champ extérieur f fixé, la validité du régime linéaire
est limitée aux temps t tels que

Bf&r=o(t tw) <1 (9.13)

ou &7—o(t,tw) représente le déplacement caractéristique entre t,, et ¢ en I’absence de
champ, et donc finalement

t—ty < tu(f) (9.14)

ce qui généralise (9.9).
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9.2.3.3 Front de diffusion a deux temps

L’asymétrie induite par f sur du front diffusion moyen est simplement

PO (—n, t; —ny, t]0,0) = e =m0 P (n, t; ny, £4,]0, 0) (9.15)

9.2.4 Discussion

Si on considere une équation maitresse générale, la condition pour dériver un théoréme
de fluctuation non-linéaire analogue a celui qui existe pour le modele de pieges est la
suivante (Publication [P13]) : pour toute configuration C, le taux de transition global
pour en sortir en présence de (+f) doit étre égal au taux de transition global pour en
sortir en présence de (—f)

with (€)= wi D (C) pour toute configuration C (9.16)

out out

A Tordre linéaire en f, cette condition implique que I'observable b linéairement couplé
au champ f (qui généralise la position dans le modele de pieges) satisfait une loi de
conservation : sa moyenne thermique doit étre conservée en ’absence de champ pour
une condition initiale arbitraire.

Existe-t-il d’autres modeles intéressants qui possedent cette symétrie ? La facon la
plus simple de satisfaire la condition (9.16) serait de pouvoir associer a toute transition
C — C' une autre transition C — C” qui a le méme taux de transition en champ nul
WO — ")y =WO(C = ') et telle que la variation de b soit exactement 1’opposée
b(C") = b(C) = —(b(C") = b(C)). Cependant, c’est une propriété tres forte car elle doit
étre vraie pour toute configuration initiale C.

9.3 Etude de la réponse par renormalisation

Dans le Chapitre précédent sur le modele de pieges sans biais, nous avons décrit une
procédure de renormalisation a partir de la notion du temps d’évasion et des probabilités
respectives de s’échapper vers le piege renormalisé de droite ou vers le piege renormalisé
de gauche. En généralisant cette approche a la présence d’un champ extérieur f, on
peut obtenir beaucoup de résultats exacts sur la dynamique.

9.3.1 Résultats explicites pour ¢, =0

La renormalisation permet de définir une échelle de longueur £(t, f) qui représente
la distance moyenne entre deux pieges dans le paysage renormalisé associé a 'instant
t. Cette échelle interpole entre les deux comportements

§(6.), = 77 [1+0(u)] (9.17)
<tu(f)
§(1) = (BID" 1+ O0() (9.18)

>t (f)
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9.3.1.1 Front de diffusion

La moyenne sur les échantillons du front de diffusion prend la forme d’échelle

P ) = g gon (X = g P = 976000 (9.19)
et la fonction d’échelle g, a pour expression, dans la limite 1 — 0,
+00 1 — e~ FA
(X, F) =X [e(x > 0) + 0(X < O)e_F‘Xq /0 ey (0.20)
<« F —nF|X]|

— ¢ Xl [e(x >0)+60(X < O)e’F‘X'} >

o (14+ Fn)(1+F+ Fn)

9.3.1.2 Position moyenne

La moyenne sur les échantillons de la moyenne thermique de la position est de la
forme

“+o00

<a(t,f)>= Y aPx,f) =&t ))X(F = BFEE f)) (9.21)

T=—00

et la fonction d’échelle &), a pour expression, dans la limite u — 0,

oo Peoth £ —1 11 1
Xo(F) = / dMe*”CC’#? —1- % - v (1 n —) (9.22)
0

9.3.1.3 Largeur thermique

La moyenne sur les échantillons de la largeur thermique est de la forme

< Az2(t, f) > = E(t, [)Au(F = BFER, f)) (9:23)
et la fonction d’échelle Ay est en fait directement reliée & la fonction Xj
Ao(F) = l—l—i Xo(F) (9.24)
0 T |\F Tar| '

9.3.2 Résultats explicites pour ¢, > 0
9.3.2.1 Dynamique effective en fonction de (f,t,t,)

L’état atteint au temps t,, en I'absence de champ doit étre considéré comme une
condition initiale pour la dynamique en présence du champ f > 0 en fonction du
nouveau temps (¢ — t,,). Comme a linstant t,,, la particule est typiquement dans un
piege 7 > R(ty, f = 0), la dynamique effective ne recommence que lorsque la procédure
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de décimation redevient active pour R(t — ty, f) > R(tw,f = 0). Il est donc utile
d’introduire le parametre

Oz(t,tw,f)E §(t—tw,f) — Ru(t_tunf) (9'25)
§(tw, f=0)  RA(tw, f=0)
qui mesure les échelles de longueur des deux paysages renormalisés a t,, et a t. Dans
le secteur @ < 1, la réponse est dominé par des évenements rares, alors que dans le
secteur «(t,t,, f) > 1, la réponse est dominé par la dynamique effective. Le domaine
en (t — ty) correspondant au secteur o > 1 dépend des valeurs relatives de t,, et du
temps ¢,(f).
(i) Pour t,, < t,(f), le secteur a > 1 correspond au domaine temporel (t—t,,) > tuw,
et le parametre o se comporte selon

t—ty\Tr
alt,tw, f) = ; for tw <t —ty < tu(f) (9.26)
w
et

Fe—tw))"

altte, f) = 2] for t—ty > t,(f) (9.27)
&)—F_u
_1

(ii) Pour ¢, > t,(f), le secteur a > 1 correspond au domaine (t —t,,) > ﬂlftf,f“, et

le parametre a se comporte comme (9.27) partout.

En étudiant la statistique du paysage renormalisé a deux échelles de renormalisation
successives, on peut alors obtenir des résultats explicites valables dans tout le secteur
a > 1 dans la limite g4 — 0

9.3.2.2 Loi du déplacement entre ¢, et ¢

En termes des variables d’échelle Y = %, F =(3f&(t —ty, f) et a=¢&(t—
tw, f)/€(tw, f = 0), la moyenne sur les échantillons de la distribution de Y est de la

forme
P(ViF,0) = ~6() + [0V 2 0)+ Vo <0)] G (Y], o) (928)

La partie singuliere en d représente les particules qui n’arrivent pas a s’échapper vers
un autre piege renormalisé entre t,, et t. La partie réguliere est définie en termes de la
fonction

e Y [t 1—e tu

Gns (Y,F,a) =— d

- = _ (=Y, —u _ —oau
>/ ul—e—F(Y+“) (2—e )e e ](9.29)

Plus généralement, on peut calculer ainsi toutes les fonctions d’échelle souhaitées
dans la limite g — 0, en particulier pour la position moyenne et la largeur thermique
(Publication [P14]).
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9.4 Conclusion

C’est la symétrie particuliere de I’équation maitresse du modele de pieges qui
empéche la violation du Théoreme de Fluctuation-Dissipation méme dans le régime
de vieillissement. Par ailleurs, la renormalisation basée sur les temps d’évasion, qui de-
vient exacte dans la limite u — 0, permet d’étudier en détail la réponse non-linéaire
dans les différents régimes qui existent en fonction des deux temps (t,,t) et du champ
extérieur f.

Publications associées

Sur le théoreme de Fluctuation-Dissipation non-linéaire : [P13]
Sur les calculs explicites par renormalisation : [P14]



78

Le modéle de piéges en champ : réponses linéaire et non-linéaire



Chapitre 10

Chaine de spin quantique S =1
antiferromagnétique aléatoire

10.1 La chaine antiferromagnétique S = 1 sans désordre

10.1.1 Différences entre spin demi-entier et spin entier

Alors que la chaine antiferromagnétique S = 1/2 présente des corrélations en loi
de puissance et des excitations sans gap, la chalne antiferromagnétique S = 1 est ca-
ractérisée par des corrélations a décroissance exponentielle et par un gap pour les exci-
tations. Une fagon simple de comprendre ces différences qui existent plus généralement
entre spins demi-entiers et spins entiers est la fonction d’onde “Valence-Bond-Solid”
(VBS), qui permet de mettre en évidence un ordre & longue portée pour un parametre
d’ordre topologique qui est non-local en termes de spins.

10.1.2 La fonction d’onde VBS

Si on représente chaque spin S = 1 comme la symétrisation de deux spins élémentaires
S =1/2, la fonction d’onde VBS [1] est ’état obtenu en format un singulet sur chaque
lien entre deux spins 1/2 constitutifs (Figure 10.1). Cette fonction d’onde est 'état

Fi1G. 10.1 — Fonction d’onde VBS : chaque spin S = 1 est représenté par la symétrisation
de 2 spins 1/2 (les boules noires reliées par un trait vertical gras) ; les lignes horizontales
qui relient deux spins 1/2 représentent les singulets entre spins 1/2 constitutifs.
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fondamental exact de ’'Hamiltonien [1]

Hagrr = Z PZ(Sz + Si+1) = Z |:252 i+1 Tt 6(SZSZ+1)2 + g (10.1)

(2

ou P; est le projecteur sur le sous-espace s = 2.

10.1.3 Le parametre d’ordre topologique

Le parametre d’ordre [145] qui permet de caractériser l'ordre topologique de la
fonction d’onde VBS est non local dans les spins

tij = —(Po| S exp |im Y Si| SF|vo) (10.2)
i<k<j

Pour I'état pur VBS sur une chaine cyclique de N spins, on obtient t;; = 4/9+O(37%).
Pour le fondamental de la chaine antiferromagnétique pure, ce parametre d’ordre tend
aussi vers une valeur finie, ce qui indique une parenté avec la fonction d’onde VBS.

10.2 Construction des regles de renormalisation

10.2.1 Renormalisation d’un lien antiferromagnétique

L’ Hamiltonien d’un lien antiferromagnétique entre deux spins S = 1
o L NG . NG
ho = J151.55 = % [(sl + 52) < - s;] - % {(51 + 52) - 4] (10.3)

présente trois niveaux d’ énergie indexés par la valeur s = 0,1,2 du spin total

J
€5 = 51 [s(s +1) — 4] (10.4)
il y a donc un singulet eg = —2J7, un triplet e; = —J; et un quintuplet e = Jj.

Si on généralise naivement la regle de Ma-Dasgupta du cas S = 1/2 en projetant
sur le singulet, le nouveau couplage effectif est

= 10.5
b= 5 (10.5)

Le coefficient % étant plus grand que 1, cette regle n’est pas automatiquement consis-
tante, et la procédure ne peut étre justifiée que si on part d’'un désordre assez large.

Nous avons donc proposé de généraliser la procédure de Ma-Dasgupta avec la regle
suivante : au lieu de projeter sur le niveau le plus bas de hg, il faut en fait éliminer
le niveau le plus haut. Ainsi, pour 'hamiltonien hg, on élimine le quintuplet, mais
on garde le singulet et le triplet, en remplacant les deux spins S = 1 par deux spins
S = 1/2. Cette décimation partielle élargit I’espace initial, mais il est possible de définir
une renormalisation fermée avec 4 types de liens.
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10.2.2 Procédure de renormalisation avec 4 types de liens

La procédure de renormalisation que nous avons proposée est définie pour I’ en-
semble élargi des chaines constituées de spins de taille S = 1/2 ou S = 1, dans lesquelles
les couplages {J;} sont soit ferromagnétiques (F) soit antiferromagnétiques (AF), avec
la contrainte suivante : pour tout segment {i, 5}, 1’ aimantation classique doit satisfaire
|m; ;| < 1. Cette condition pour deux voisins j = ¢+ 1 montre qu’il y a 4 types de liens
possibles :

1) Lien F entre deux spins S=1/2,

2) Lien AF entre deux spins S=1/2,

3) Lien AF entre un spin S=1 et un spin S=1/2,

4) Lien AF entre deux spins S=1.

Les quatre regles de renormalisation correspondantes sont les suivantes :

" S0 81:% 32:% 53 50 si=1 s3
1 e e e o — -—_ 000 4 00O 0o
Jo J1 <0 Jo J(’]:% J{:%
S0 S§1 = % So = % S3 S0 S3
(2) ° . . ° — . °
Jo J1 >0 Jo J(’) = ‘éo_f
S0 s1=1 S9 = % S3 S0 3’1 — % s3
(3) ® Py Py Py RN a a a
Jo J1 >0 Jo Jé:% J{:_%
S0 s1=1 so=1 S3 S0 5’1:l s =1 s
2 2 2 3
(4) ® 'Y 'Y Py N a a a a
Jo J1>0 Jo J(/) =Jy J{ =Ji Jé =Jy

10.2.3 Interprétation de la renormalisation en termes d’amas VBS

Si on représente chaque spin S = 1 initial comme la symétrisation de deux spins
S =1/2, les regles 2, 3, et 4 pour les liens AF s’ interprétent comme la formation d” un
singulet entre deux spins S = 1/2 constitutifs. La regle 1 pour un lien F entre deux spins
S = 1/2 correspond a leur symétrisation. A la fin de la procédure de renormalisation,
lorsqu il n’y a plus de spin libre, la chaine est décomposée en un ensemble d’amas
disjoints qui ont une structure VBS ( Figure 10.2).

Pour la chaine désordonnée, on a donc un parametre d’ordre (10.2) ¢;; = 4/9 si les
deux sites appartiennent au méme amas et ¢;; = 0 sinon. Pour une chaine de taille N,
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Iyt

FiG. 10.2 — L’¢tat fondamental obtenu par renormalisation, en termes d’amas VBS :
chaque spin S = 1 est représenté par la symétrisation de 2 spins 1/2 (les boules noires
reliées par un trait vertical gras); les lignes qui relient deux spins 1/2 représentent des
singulets. Les spins 1 initiaux sont ainsi regroupés en amas : ici, par exemple, il y a
deuz amas de taille 2, un amas de taille 4, et un amas plus grand qui dépasse les limites
de la figure.

la moyenne spatiale EZ jtij /N? du parametre t;; est proportionnelle & la probabilité T
que deux spins appartiennent au méme amas

n2 91
T = Z 2= 17 ;tlj + O(1/N) (10.6)

ou n. est le nombre de spins dans un amas c, qui n’est pas directement liée a son
extension spatiale. Ce parametre d’ordre T ne peut étre non-nul dans la limite thermo-
dynamique que s’il existe un amas VBS qui contient une fraction finie des spins de la
chaine.

10.3 Etude numérique de la renormalisation

Nous avons étudié numériquement la procédure de renormalisation avec 4 types
de liens en partant de chaines cycliques de N spins (par exemple N = 222 ~ 4.10° ),
avec des couplages initiaux J; uniformément distribués dans l'intervalle [1,1 + d]. Le
parametre d représente donc la largeur du désordre initial. Pour chaque taille, nous
avons effectué des moyennes sur un certain nombre d’échantillons (typiquement 100) .

Nous avons étudie le flot des quantités suivantes en fonction de 1’ échelle I" :

(i) le nombre N(I') de spins effectifs S = 1/2 et S = 1 encore présents a 1’ échelle I'

(ii) la proportion {N(g_1)r)/N(I')} de spins S = 1 parmi les spins effectifs présents

(iii) les proportions p;(I") = {IV;(I")/N(I")} des liens de type i = 1,2, 3,4

(iv) les distributions de probabilité P;(J,2) des couplages J pour les quatre types
de liens i = 1,2, 3, 4.

Les résultats de la renormalisation présentent un changement qualitatif pour une
certaine valeur critique d. ~ 5.75(5) du désordre initial. Ainsi, la Figure 10.3 représente
le flot de la proportion N(f\,%lﬁ)(m de spins S = 1 pour différentes valeurs du désordre
initial : il y a deux valeurs attractives, a savoir 0 a faible désordre et 1 a fort désordre.
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Fia. 10.3 — Proportion de spins S = 1 parmi les spins effectifs a Uéchelle T' pour
différentes valeurs du désordre initial d = 1,2,3,4,5.5,6,8,16,100 : cette proportion
tend vers 0 dans la phase de faible désordre, et vers 1 dans la phase de fort désordre.
Au point critique d. ~ 5.75(5) la proportion reste stationnaire autour de la valeur

intermédiaire 0.315(5).

i

/

10.3.1 Résultats dans la phase de fort désordre

Dans la phase de fort désordre d > d., le nombre N(I') de spins effectifs décroit
comme dans la phase appelée “Random Singlet” de la chaine S =1/2 :

1

N(T —. 10.7
(1) o 1 (10.7)
et les proportions p;(I") des quatre types de liens convergent vers un régime asympto-

tique caractérisé par les proportions simples (Fig 10.4)
P ~0 g ~el)  palD) ~26T)  pu(T) ~1-3¢T)  (10.8)

ou €(I') tend lentement vers 0 en I' — oco. Il y a donc presque partout des liens de
type 4, avec quelques défauts de type (lien de type 3,lien de type 2,lien de type 3) qui
viennent de la décimation partielle momentanée des liens de type 4. A fort désordre, la
renormalisation converge donc vers la phase “Random Singlet” de Ma-Dasgupta.

10.3.2 Résultats dans la phase de faible désordre

Dans la phase de faible désordre, le nombre N(I') de de spins effectifs décroit expo-
nentiellement
N() o« e @@ (10.9)

I'—oo

avec un coefficient «(d) qui est une fonction décroissante de d qui s’ annule a la transition
d — d7 . Les proportions p;(I') des quatre types de liens convergent vers le régime
asymptotique (Figure 10.5)

p1(T) ~0.25 p2(I") ~ 0.75 p3() ~0

)
=~
—~
=
~

~ 0 (10.10)
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Proportions p, (), p,(IN), p4(IN)/2, p,(")

for large initial disorder (d=100)
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F1G. 10.4 — Les proportions p;(I') des 4 types de liens i = 1,2,3,4 of en fonction de
[’échelle T pour un désordre initial fort d = 100.

Proportions p,(I"), p,(I"), P4(1), p,(1)

for weak initial disorder (d=0.1)
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F1c. 10.5 — Les proportions p;(T') des 4 types de liens i = 1,2,3,4 of en fonction de
U’échelle T pour un désordre initial faible d = 0.1
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10.3.3 Résultats numériques au point critique
10.3.4 Etude des types de liens

Au point critique, le nombre de spins effectifs décroit algébriquement

1

N(T) o o5 (10.11)

et les proportions p;(T") des quatre types de lien convergent vers le régime asymptotique
(Figure 10.6)

p1(T) ~0.17, p2(T) ~ 0.35, p3(T) ~ 0.33, pa(T) ~0.15.  (10.12)

Proportions p,(I"), p,(1), P5(1), P,

for critical initial disorder d =5.75
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F1G. 10.6 — Les proportions pi(I') des 4 types de liens i = 1,2,3,4 of en fonction de
U’échelle T pour un désordre initial critique d. = 5.75 .

10.3.5 Etude numérique de la transition de percolation des amas
VBS

Du point de vue des amas VBS, la transition de phase quantique correspond a
une transition de percolation : dans la phase de fort désordre, il n’y a que des amas
finis, alors que dans la phase de faible désordre, il apparait un amas macroscopique qui
contient une fraction finie des spins.

10.3.5.1 Parameétre d’ordre

Si on note (3 'exposant qui gouverne I’ annulation de la fraction ni/N des spins
dans l’amas macroscopique, le parametre d’ordre se comporte en T ~ (d. — d)% pour
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d < d.. L’étude de finite size scaling de la Figure (10.7) conduit a I’estimation

208 = 1.0(1). (10.13)
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FiG. 10.7 — Paramétre d’ordre topologique T en fonction du désordre initial d pour des
chaines de tailles N = 2'* — 220 Le point critique est situé en d. = 5.76(2)

10.3.5.2  Susceptibilité

La Figure (10.8) représente la taille moyenne des amas finis, qui joue le role d’une
susceptibilité

n?
X=> ¥ (10.14)
c>1

(c=1 est 'amas le plus grand). Si on note v 'exposant critique qui gouverne sa diver-
gence x ~ |d. — d|~7, on obtient I’estimation

v =1.2(1). (10.15)

10.3.5.3 Distribution des amas au point critique

Au point critique, la distribution m.(s) de la taille s des amas a une décroissance
algébrique (Figure 10.9)

me(s) ~ — (10.16)

avec un exposant

7 =22(1). (10.17)
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F1a. 10.8 — Susceptibilité x en fonction du désordre initial d pour des chaines de tailles

N =21 — 220,

F1a. 10.9 — Distribution m.(s) de la taille s des amas au point critique : la mesure de
la pente conduit a 'estimation T = 2.2(1)

10.4 Calcul des exposants critiques exacts

Il existe un modele effectif plus simple de chaine de spin [98] qui se trouve étre
dans la méme classe d’universalité (Publications [P1]). En introduisant une variable
auxiliaire p pour étudier la taille des amas VBS dans ce modele plus simple, nous
avons calculé les exposants exacts de la transition

4(3 —/5)
20 = ———2 = 1.17278...,
& V13 -1
2(2v/5 — 3)
= —1.13000...,
T -1

Fo 14— —934164...

V5

(10.18)

(10.19)

(10.20)

qui sont en trés bon accord avec nos estimations numériques (10.13), (10.15), (10.17).



88 Chaine de spin quantique S = 1 antiferromagnétique aléatoire

10.5 Conclusion

La généralisation de la méthode de Ma-Dasgupta a la chaine de spin S = 1 antifer-
romagnétique aléatoire conduit a un modele a 4 types de liens que nous avons étudié
numériquement. La transition de phase observée en fonction du désordre initial s’in-
terprete comme une transition de percolation pour les amas VBS de I’état fondamental.
En utilisant un modele effectif dans la méme classe d’universalité, nous avons calculé
les exposants critiques exacts de cette transition de phase quantique.

Publications associées

Sur la transition de percolation des amas VBS : [P1]
Sur les degrés de liberté effectifs de basse énergie dans les différentes phases : [P2]



Chapitre 11

Chaine d’Ising avec couplages et
champs transverses aléatoires

11.1 Présentation du modele

11.1.1 Transition de phase quantique

La chaine d’Ising quantique
H==> JiSi5/1—> hiSf (11.1)
i i

avec couplages J; > 0 et champs transverses h; > 0 aléatoires (les signes peuvent étre
fixés par une transformation de jauge), est le modele désordonné le plus simple qui
présente une transition de phase quantique a température nulle : le point critique situé
en

Inh=InJ (11.2)

sépare une phase ferromagnétique (Inh < InJ) d’une phase désordonnée (Inh > In.J).
Ce modele peut étre étudié en détail par la renormalisation de type Ma-Dasgupta [75]
comme nous ’avons déja expliqué dans I'Introduction (Page 4). Dans ce Chapitre, nous
allons nous intéresser aux propriétés de taille finie au voisinage de la transition, dans
deux ensembles possibles pour le désordre.

11.1.2 Ensembles microcanonique et canonique pour un systeme
désordonné fini

Dans I’étude des systemes désordonnés, on considere généralement que les variables
aléatoires de désordre dans un échantillon sont des variables indépendantes : cet en-
semble d’échantillons sera appelé ici ‘canonique’ comme dans les références [99, 66]. (ce
qui correspond & l’ensemble appelé ‘grand canonique’ dans d’autres références [147, 3,
168, 15]). Cependant, il est apparu qu’il pouvait étre intéressant [147] de considérer

89
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aussi un ensemble d’échantillons appelé ‘microcanonique’ dans les références [99, 66] (
qui correspond a ’ensemble appelé ‘canonique’ dans les références [147, 3, 168, 15]).
Dans cet ensemble microcanonique, il existe une contrainte globale sur les variables
aléatoires de désordre dans un échantillon de N sites. Le premier exemple important
concerne un systéme pur avec une fraction p € [0, 1] d’impuretés [147] : dans ’ensemble
canonique, le nombre total d’impuretés présente des fluctuations d’ordre v/N autour
de sa valeur moyenne pN, alors que dans ’ensemble microcanonique, le nombre total
d’impuretés est exactement p/N dans tous les échantillons, et le désordre restant ne
concerne que les positions des impuretés. Il est clair que ’ensemble microcanonique est
beaucoup moins désordonné que ’ensemble canonique, et en effet il conduit parfois a
des réductions spectaculaires de bruit dans les études numériques [147, 15].

Pour la Chaine d’Ising avec couplages et champs transverses aléatoires, I’ensemble
microcanonique au point critique (11.2) est défini par la contrainte globale [99, 66]

L

D (InJ; —Inh;) =0 (11.3)
=1

alors que dans l’ensemble canonique, la quantité du membre de gauche présente des
fluctuations d’ordre v/L autour de sa valeur moyenne nulle. Les échantillons de ’en-
semble microcanonique sont donc ‘plus proches’ du point critique dans un certain sens,
et permettent d’obtenir des résultats numériques avec moins de fluctuations.

Mais il y a un débat sur l'intérét physique de cet ensemble microcanonique. D’un
cOté, certains auteurs [147, 15] pensent que ’ensemble microcanonique doit étre préféré
a ’ensemble canonique qui introduirait un bruit supplémentaire susceptible de masquer
les propriétés ‘intrinséques’ du systéme. D'un autre coté, les fluctuations d’ordre v/1
d’une somme de [ variables aléatoires sont précisément une propriété essentielle des
systemes désordonnés, qui apparait par exemple dans les divers arguments physiques
discutés dans I'Introduction (Page 2). De plus, si on divise un systéme de taille L en deux
sous-systémes de taille L/2, chaque moitié présente des fluctuations d’ordre V'L dans
les deux ensembles : dans ’ensemble canonique, ces deux moitiés sont indépendantes,
alors que dans I’ensemble microcanonique, les deux moitiés sont complétement corrélées
et ont des fluctuations opposées. De ce point de vue, ’ensemble microcanonique peut
donc apparaitre comme artificiel.

Bien str, on s’attend a ce que les deux ensembles soient équivalents dans la limite
thermodynamique, mais comme dans la théorie des lois d’échelle en taille finie, on
mesure les exposants thermodynamiques sur les propriétés de taille finie, la discussion
sur les deux ensembles conduit en fait au probléme de la théorie du ‘finite-size scaling’
pour les systemes désordonnés [147, 168, 15].

11.1.3 Théorie du ‘finite-size scaling’ pour les systémes désordonnés ?

En présence de désordre, la question centrale est la suivante [147, 168, 15] : si on
obtient par simulations numériques des valeurs pour une observable comme la sus-
ceptibilité (i, L), pour plusieurs échantillons (i) pour diverses tailles L, quelle est la
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meilleure procédure pour analyser ces données 7 La procédure usuelle consiste a moyen-
ner 'observable sur les échantillons de taille fixée x,,(L) =< x(i, L) >; et a analyser
la dépendance en L de la valeur moyenne x,,(L) comme dans la théorie du ‘finite-
size scaling’ d’un systeme pur. Cependant, les références [147, 168, 15] qui ont étudié
la question sont arrivées a la conclusion que la procédure correcte consiste a intro-
duire une pseudo-température critique T.(i, L) qui dépend de ’échantillon. En effet,
ces études ont montré que les fluctuations de x (i, L) entre les échantillons venaient en
grande partie des fluctuations de T.(i, L), et que ’emploi de la variable réduite de la
variable (T'—T,(i, L)) dans I’analyse de ‘finite-size scaling’ permettait d’obtenir de bien
meilleurs résultats (cf par exemple les Fig.2 et Fig.3 dans la référence [15]). De ce point
de vue, 'avantage de ’ensemble microcanonique par rapport a l’ensemble canonique
est justifié si la contrainte microcanonique détermine en fait 7¢(i, L) ou du moins réduit
considérablement ses fluctuations entre échantillons, comme dans le cas des distribu-
tions binaires [147, 15]. Pour les transitions de phase quantiques, la pseudo-température
critique T,(7, L) doit étre remplacé par un pseudo point critique comme dans la chaine
d’Ising avec couplages et champs transverses aléatoires, avec la contrainte (11.3).

11.1.4 Observables intéressantes en taille finie

Les études numériques sur les propriétés de taille finie dans les deux ensembles
[99, 66] se sont intéressées aux observables suivantes :

e les aimantations de surface définies comme ’aimantation d’un bord lorsque le spin
a l'autre extrémité est fixé

my  =<o0] > |pzz1 (11.4)

mi =<0} > |eim (11.5)

et leur corrélation (mf{mj).
e la corrélation spin-spin entre les deux bords

C(L) =< ojoi > (11.6)
e le ‘gap’, qui représente la différence d’ énergies entre les deux premiers niveaux
A(L) = E1 — EO (11.7)

Le but de ce chapitre est de comparer analytiquement les comportements de ces
diverses observables dans les deux ensembles, au point critique et dans son voisinage.

11.2 Résultats sur 'aimantation de surface

11.2.1 Aimantation de surface et variable de Kesten

L’aimantation de surface (11.5) dans un échantillon de taille (L 4+ 1) a en fait une
expression exacte en fonction des couplages aléatoires [99, 66]

mi =14 2y Y? (11.8)
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ou

J=1

ZL z; : @—)2 (11.9)

a une structure spécifique de somme de produits de nombres aléatoires connue sous le
nom de variable aléatoire de Kesten [114]. Ce type de variables apparait aussi dans les
versions discrétes du modele de Sinai [158, 156, 57], et dans divers problémes formulés
en termes de produit de matrices de transfert aléatoires 2 x 2 [58, 35]. La version
continue d’une variable de Kesten est la fonctionnelle exponentielle [22, 136]

L
ZL:/ dze V@ (11.10)
0

du mouvement Brownien U(z) = [ dyF(y) ou le processus {F(x)} correspond & la
version continue des variables (—21In(h;/J;)).

11.2.2  Distributions asymptotiques de ’aimantation de surface

11.2.2.1 Méthode du col dans chaque échantillon

11 est naturel d’évaluer I'intégrale (11.10) pour L grand par une méthode du col

Zy ~ ePr (11.11)

L—oo

ou (—FEr) < 0 est le minimum du processus U (x) sur I'intervalle [0, L]. Au point critique,
le scaling Ej, ~ /L montre qu'il existe une distribution limite pour la variable d’échelle

(InZ1)/VL ~Inm$ /NI ~ Er/VL.

11.2.3 Lois d’échelle dans les deux ensembles

Plus généralement, au voisinage du point critique on obtient les formes d’échelle
suivantes pour la distribution de probabilité (—Inm7)

2 —2Inmj
Pi(—lnm’) = —Q | w=—"—"——"2:7y = 0L> 11.12
(i) = 2=Q (0= 22y = (11.12)
ou les fonctions d’échelle sont respectivement données dans les deux ensembles par
1 w 2 +oo d
Qeano(w; ) =0(w > 0) [\/—Ee_( E + ye /¥ \/—;e_zQI (11.13)
Qmicro (w;7) =0(w > 0)0(w > —v) (2w + ) e~ T w? (11.14)

Ces résultats ont aussi été obtenus dans la référence [66] par une méthode différente.
L’avantage de la formulation par la méthode du col (11.11) est d’une part de clarifier
la validité des formules (11.14) et d’autre part, de pouvoir étre généralisée a d’autres
observables, comme la corrélation entre les deux aimantations de surface.



Résultats sur ’aimantation de surface 93

11.2.3.1 Distribution asymptotique de la corrélation (mjm3)

De méme, si on évalue par une méthode du col dans chaque échantillon la corrélation
(mimj ) entre les deux aimantations de surface, on obtient

U(o _Umin Umar - U(L
In(mimj) ~ — (0) + (£)

11.15
L—oo 2 ( )

Le calcul de la distribution asymptotique de (mjmj) se ramene donc au calcul de la
loi jointe de "amplitude A(L) = Unnaz — Umin et du point final U(L) d’une trajectoire
Brownienne partant de U(0) = 0. Les résultats pour les deux ensembles (canonique et
microcanonique) sont donnés dans la Publication [P15].

11.2.4 Moyenne de Yaimantation de surface

11.2.4.1 Evénements rares

On vient de voir qu’au point critique, 'aimantation de surface a pour comportement
typique

mi=e 2 ¥ (11.16)

ou w est une variable aléatoire d’ordre 1. La moyenne sur les échantillons de surface
va donc étre dominée par les échantillons rares qui présentent une aimantation anor-
malement grande d’ordre 1, et sa décroissance avec la taille L va étre gouvernée par la
dépendance en L de la mesure de ces échantillons rares. Ainsi le comportement dans
I’ensemble canonique [99, 66]

1
[m‘ﬂc(mo Lg(ooﬁ (1117)
reflete directement la probabilité qu'une marche aléatoire ne repasse pas par 'origine
dans l'intervalle [0, L]. En revanche, le comportement différent dans I’ensemble micro-
canonique [99, 66]

1

X T (11.18)

[mi]micro
peut étre interprété comme le rapport entre
(i) la probabilité 1/L3/? pour la probabilité de premier retour
(ii) la probabilité 1/+v/L d’étre & l’origine en L.

11.2.5 Résultats exacts par un calcul d’intégrale de chemin

Grace a une méthode d’intégrale de chemin avec contraintes (Publication [P15]), on
peut calculer les distributions exactes de I'aimantation de surface en taille finie (c’est a
dire sans faire la méthode du col (11.11)) et obtenir ainsi exactement les aimantations
moyennes dans les deux ensembles.
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Dans 'ensemble canonique, on trouve

2 Ko (£
[m3]cano(y = nvo L) [ % +0 (%) (11.19)

alors que dans I’ensemble microcanonique, on trouve que les deux variables d’échelle
sont différentes des deux cotés de la transition, avec les fonctions d’échelle suivantes

1
-~ ve2r Ko (55)
S . frd L 0 ~ L T \N40/
[ml]mzcro (’V pvoLl > ) L oo \/E

2 o0
e T+ ’y/ dve™”

ol
2

(11.20)

(M3 lmicro(p = poL < 0) = - /+Ood 20 vgcy (2,2 Ko (2, /e 8 ) +0 (=
My |micro\p = WO oo JroL 0 pp € 0 pu 0 0_8 12

Le régime critique du c6té désordonné est donc gouverné par la variable d’échelle
p = poL < 0 dans I'ensemble microcanonique, alors qu’il est gouverné par la variable
d’échelle v = pv/oL < 0 dans Pensemble canonique! C'est parce qu’il existe en fait
deux exposants de corrélation.

11.2.5.1 Discussion des deux exposants de corrélation

Il apparait deux exposants de corrélation distincts v = 2 et 7 = 1 dans I’étude de la
chaine dans la limite thermodynamique [75] : en particulier, la fonction de corrélation
moyenne est gouvernée par I’exposant v = 2, alors que la corrélation typique est gou-
vernée par l'exposant o = 1 [75]. Plus généralement, ces deux échelles de longueur
apparaissent aussi dans des modeles reliés, en particulier dans ’étude des fonctions
propres de l'opérateur de Fokker-Planck du modele de Sinai (cf la discussion Page 36)
et dans les modeles unidimensionnels de transport pour les fermions [8, 139].

La présence de ces deux exposants peut étre expliqué comme suit [75]. La premiere

échelle de longueur correspond a la longueur £ sur laquelle la valeur moyenne U (L) — U(0)
FyL = po L devient d’ordre 1, ce qui donne

§n~ % avec U =1 (11.21)
ou

La seconde échelle de longueur correspond a la longueur £ sur laquelle la plupart des

échantillons sont effectivement caractérisés par une différence de potentiel (U(L)—U(0))

qui est du méme signe que la valeur moyenne : 1’échelle v/o L des fluctuations doit étre

du méme ordre que la valeur moyenne, ce qui donne

£~ % avec v =2 (11.22)
op

Cette analyse montre qu’il n’est pas surprenant de trouver qu’une méme observable
puisse étre gouvernée par deux exposants différents dans les deux ensembles : en effet, si
on cherche la longueur sur laquelle la plupart des échantillons ‘connaissent’ vraiment le
signe de Fp, on voit que c’est la longueur £ (11.22) dans ’ensemble canonique, mais que
c’est la longueur & (11.21) dans I’ensemble microcanonique. En conclusion, la définition
méme des deux longueurs £ et € montre que la contrainte microcanonique est susceptible

de jouer un role dans les comportements d’échelle en taille finie.
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11.3 Gap et corrélation entre spins de bord dans les deux
ensembles

Contrairement aux aimantations de surface discutées jusqu’a présent, le gap A(L)
(11.7) et la corrélation C'(L) (11.6) entre les deux spins de bord ne peuvent pas étre
exprimés simplement en termes de tous les couplages aléatoires de la chaine. Cependant,
ils peuvent étre étudiés [77] grace a la formulation en taille finie de la renormalisation de
type Ma-Dasgupta, ce qui a permis de faire des prédictions détaillées pour I'’ensemble
canonique [77], qui sont en excellent accord avec les données numériques [77, 66]. Le but
de cette section est de comparer ces résultats de ’ensemble canonique avec les résultats
pour I’ensemble microcanonique calculés dans la Publication [P15].

11.3.1 Détermination du gap et de la corrélation par renormalisation

L’analyse par renormalisation [75, 77] permet de déterminer le gap A(L) (11.7) et la
corrélation C(L) (11.6) dans chaque échantillon décrit par le potentiel Brownien U (x)
for 0 <z < L :le gap A(L) est asymptotiquement déterminé par la derniere barriere
renormalisée ascendante G selon

InA(L) = —G (11.23)

alors que la corrélation C'(L) est asymptotiquement donnée par la variable A = G —
U(L)+ U(0) selon

InC(L) = —A (11.24)

En particulier, la renormalisation prédit une relation tres simple dans chaque échantillon
entre les deux observables

G- A=U(L) - U(0) (11.25)

Cette prédiction a été confirmée numériquement au point critique, avec la convergence
de la loi de la variable (G — A)/+/L vers une distribution Gaussienne dans I’ensemble
canonique, et vers une distribution § dans I’ensemble microcanonique [66].

11.3.2 Résultats au point critique
11.3.2.1 Gap dans les deux ensembles

Au point critique, les distributions de probabilité de la variable G = —In A(L) ont
respectivement pour transformées de Laplace par rapport a la longueur L dans les deux
ensembles

oo _ inh ,/pG
/ dLePL [Pf‘O(G)} _ b PG (11.26)
0 cano \/I)COSh \/I?G
. -0
/+ dL€_pL P[(/M ) (G)
0
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En particulier, les comportements en singularités essentielles a l'origine obtenus
apres l'inversion des transformées de Laplace, conduisent a des comportements en ex-
ponentielles étirées pour les valeurs moyennes

, (=23
[A(L) oo™ o L% ) (11.28)
—0Q
li li ~1/6 —3(2x21)1/349(272,)1/6
[ALlmiers’ = [Crlmiers’ | 0 L7102 CGm 2L (11.29)

11.3.2.2 Corrélation dans les deux ensembles

Dans ’ensemble canonique, la variable A = —In C'(L) a une distribution tres simple
_ A a2
PESO(A) = 57¢ (11.30)

qui conduit & une décroissance algébrique pour la valeur moyenne

[C(L)}scaling 1

cano oo I

(11.31)

alors que dans l’ensemble microcanonique, les variables G = A sont identiques : la
distribution (11.27) est tres différente, et la valeur moyenne décroit selon ’exponentielle
étirée (11.29).

11.3.3 Comportements dans la région critique

De méme, on peut comparer les résultats explicites sur le gap et la corrélation au
voisinage du point critique, du co6té ordonné et du coté désordonné (Publication [P15]).
On trouve que les distributions de probabilité sont gouvernées par I'exposant critique
v = 2 dans les deux ensembles, mais que ’exposant 7 = 1 gouverne les observables
suivantes dans ’ensemble microcanonique, au lieu de I'exposant v = 2 de ’ensemble
canonique :

e la moyenne de la corrélation dans la phase désordonnée

e la moyenne du gap dans la phase ordonnée.

De nouveau, ces différences entre les deux ensembles viennent de la présence de
deux échelles de longueur (11.21) et (11.22).

11.4 Conclusion

Cette étude explicite des propriétés de taille finie de la transition de phase quan-
tique, permet de clarifier 'origine des différences entre les deux ensembles, canonique
et microcanonique, pour le désordre. Les variables d’échelle sont les mémes dans les
deux ensembles, mais les lois de probabilité réduites sont différentes, notamment dans
leurs comportements asymptotiques. En conséquence, les moyennes des observables qui
sont gouvernées par des évenements rares peuvent avoir des comportements critiques
trés différents.
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Par ailleurs, I’étude de ’aimantation de surface qui admet une expression fermée
en termes des variables de désordre, éclaire la signification de la méthode de type Ma-
Dasgupta. En effet, dans le cas particulier de 'aimantation de surface écrite sous la
forme de variable de Kesten, la méthode de Ma-Dasgupta correspond exactement a
la méthode du col dans chaque échantillon. Plus généralement, on peut donc voir la
méthode de Ma-Dasgupta pour les autres observables comme un acces direct ‘au col’
dans chaque échantillon, alors qu’on ne connait pas d’expressions fermées sur lesquelles
on pourrait effectuer une méthode du col usuelle.

Publication associée [P15]
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L’intérét des approches de type Ma-Dasgupta

Dans ce mémoire, nous avons décrit en détail comment différents types de systemes
désordonnés pouvaient étre étudiés par des procédures de renormalisation de type Ma-
Dasgupta. L’intérét de ces méthodes vient des propriétés spécifiques suivantes.

e Leur domaine de validité :

Elles permettent d’étudier les systemes désordonnés dans lesquels les hétérogénéités
spatiales du désordre dominent & grande échelle par rapport aux fluctuations ther-
miques ou quantiques. Pour les systemes gouvernés par un point fixe de désordre infini,
elles donnent des résultats exacts. Pour les systemes gouvernés par un point fixe de
désordre fini suffisamment fort, elles constituent I’ordre dominant d’un développement
systématique par rapport a l'inverse du désordre.

e Leur structure pour les réegles de renormalisation :

Contrairement aux méthodes usuelles de renormalisation qui traitent ’espace de
maniere homogene, les procédures de type Ma-Dasgupta sont inhomogenes dans 1’es-
pace pour mieux s’adapter aux réalisations locales du désordre : c’est une variable
extréme de désordre qui est décimée de manieére itérative et qui engendre un flot de
renormalisation pour une distribution de probabilité. En dimension d = 1, cette struc-
ture particuliere permet d’obtenir des solutions explicites pour de nombreux modéles.
En revanche, en dimension supérieure d > 1, 'application des regles de renormalisa-
tion n’a pu étre faite, du moins jusqu’a présent, que de maniére numérique (cf Annexe).

e Leur sens physique :

Elles ont un sens physique tres clair, car les regles de renormalisation operent dans
I’espace réel et sont basées sur des arguments physiques simples. Ainsi, dans les modeles
classiques dynamiques, la renormalisation est basée sur le temps nécessaire pour franchir
une barriere de potentiel ou pour s’échapper d’un piege. Dans les modeles d’équilibre
thermodynamique, comme les chailnes de spins classiques ou I’hétéropolymere a une
interface, la renormalisation peut se voir comme un prolongement des arguments de
type Imry-Ma sur I’énergie aléatoire que le systéeme est susceptible de gagner dans un
domaine. Enfin, dans les modeles quantiques, la renormalisation permet de construire
des amas de spins fortement corrélés.
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e Leur résultats :

Pour tous les modeles ou ces méthodes peuvent étre appliquées, elles donnent une
description tres complete des phénomenes. En effet, comme la procédure de renormali-
sation est effectuée échantillon par échantillon, il est possible d’étudier par une méme
analyse de treés nombreuses observables. Souvent, elles donnent méme acces aux dis-
tributions de probabilité des observables par rapport a ’ensemble des échantillons, ce
qui permet de bien comprendre I'influence des éveénements rares sur certaines quantités
physiques.

e Leur efficacité :

Si elles fournissent des résultats qu’on ne peut pas obtenir par d’autres méthodes,
c’est finalement parce qu’elles reposent sur deux piliers tres différents, qui ne cohabitent
généralement pas a I'intérieur d’une méme approche, a savoir des arguments physiques
heuristiques d’une part et des calculs exacts de renormalisation d’autre part. L’idée qua-
litative fructueuse des approches de type Ma-Dasgupta est d’intégrer ces deux aspects
de maniere claire et cohérente : (i) elles utilisent des arguments physiques simples pour
identifier les degrés de liberté importants a grande échelle, et pour définir une renor-
malisation directement sur ces degrés de liberté (ii) elles étudient ensuite exactement
le flot de cette renormalisation.

Probabilités et renormalisation

Pour conclure par une réflexion plus générale, la renormalisation est un langage
naturel pour I’étude des probabilités. En effet, de méme que certains font de la prose
sans le savoir, la théorie des probabilités a fait de la ‘renormalisation’ bien avant que
les physiciens n’introduisent ce mot, avec le théoréme de la Limite Centrale, les notions
de lois stables et de bassins d’attraction.

Dans le cadre des systemes désordonnés, les questions probabilistes sous-jacentes
relevent de la statistique des extrémes [64, 24| : I'équilibre a basse température est
gouverné par la statistique des états de basse énergie [56, 64, 24, 38, 54], alors que
la dynamique a grand temps est gouvernée par la statistique des grandes barrieres
[71, 67, 7, 166].

De ce point de vue, les approches de type Ma-Dasgupta donnent un nouvel éclairage
en proposant de maniere générale de renormaliser des distributions de probabilité par
décimation locale d’une variable aléatoire extréme. En particulier, pour le cas des po-
tentiels aléatoires unidimensionnels, elles proposent de calculer par renormalisation la
distribution de probabilité jointe des positions des extrema et des barrieres qui les
séparent. Parmi les solutions explicites que nous avons décrites, la classe d’universa-
lité la plus importante est la classe d’universalité des extrema Browniens, qui permet
de comprendre de maniere unifiée 1’équilibre ou la dynamique de différents types de
systemes désordonnés.



Annexe : Autres modeles étudiés
dans la littérature

Comme nous 'avons déja mentionné dans l'introduction (Page 4), les renormalisa-
tions de type Ma-Dasgupta ont été tres utilisées pour les systemes quantiques depuis
les travaux de Daniel Fisher en 1994-1995 [75, 76]. Le but de cette Annexe est de men-
tionner tres brievement les diverses directions qui ont été suivies dans la littérature.
(Des discussions générales sur la physique des systemes quantiques gouvernés par des
points fixes de désordre infini se trouvent dans les références [78, 95]).

Diverses chaines de spins quantiques

La renormalisation de Ma-Dasgupta pour la chaine antiferromagnétique S = 1/2
isotrope a été généralisée dans les directions suivantes :

e en présence d’anisotropie [76]

e en présence de dimérisation [97]

e pour des spins plus élevés, en particulier S = 1 (cf Chapitre 10) et S = 3/2 [149].

La référence [52] contient une discussion du diagramme de phases des chalnes anti-
ferromagnétiques en fonction des divers parametres anisotropie/spin/désordre. La re-
normalisation a été aussi utilisée pour caractériser les propriétés de transport de ces
chaines [50].

Parmi les autres types de chaines de spins étudiées, on peut citer

e la chaine avec couplages et champ aléatoires [75] (cf Chapitre 11).

e la chaine de Potts et la chaine ‘clock’ & ¢ états en champs aléatoires [155]

e le modele Ashkin-Teller [36]

o les échelles de spins [132].

Mentionnons enfin pour terminer une étude récente sur un modele de bosons [5].
Cette liste non-exhaustive montre déja les nombreuses possibilités d’étude pour les
modeles quantiques unidimensionnels.
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Modeles quantiques en dimension supérieure d > 1

Pour les modeles quantiques antiferromagnétiques, la procédure de renormalisa-
tion de Ma-Dasgupta a été étudiée numériquement depuis longtemps en dimension
supérieure [19]. L’étude récente [121] fait le point sur les points fixes obtenus en dimen-
sions d = 2 et d = 3 pour le modele antiferromagnétique sur réseau hypercubique, ainsi
que pour différentes variantes qui présentent de la dimérisation ou de la frustration.

Pour le modele d’Ising avec couplages et champs magnétiques aléatoires (discuté en
dimension d = 1 dans le Chapitre 11), la renormalisation de type Ma-Dasgupta a été
étudié numériquement en dimensions d = 2 et d = 3 [138, 78]. Le résultat essentiel est
que la transition de phase quantique a température nulle est encore gouvernée par des
points fixes de désordre infini en d =2 et d = 3.

Y a-t-il un espoir de calculer un jour exactement les exposants critiques en d = 27
D’un co6té, la procédure de renormalisation de type Ma-Dasgupta détruit complétement
le réseau régulier initial qui devient un réseau aléatoire, et introduit de plus des corrélations
dans les variables de désordre, ce qui complique beaucoup ’analyse. D’un autre coté, la
renormalisation de type Ma-Dasgupta transforme le probleme de la transition de phase
quantique en un probléme de percolation de certains amas bidimensionnels [138]. Le
calcul exact des exposants critiques en d = 2 sera donc peut-étre possible un jour ?

Modeles classiques étudiés dans la littérature

Dans le cadre de la physique statistique classique, en dehors des modeles discutés
dans le présent mémoire, les autres approches récentes de type Ma-Dasgupta concernent
les problemes suivants :

e la percolation 2D avec désordre constant par colonne [102]

e le modele de Potts 2D dans la limite ¢ — oo [103]

e la transition de phase vers un état absorbant en présence de désordre [104]

e un modele d’exclusion en présence de désordre [105].
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Résumé

Les procédures de renormalisation dans ’espace réel de type Ma-Dasgupta per-
mettent d’étudier des systemes désordonnés gouvernés par des points fixes de fort
désordre. Apres une présentation générale des idées physiques importantes et des méthodes
de calcul, ce mémoire décrit les résultats explicites exacts que ces procédures de renor-
malisation permettent d’obtenir dans différents modeles unidimensionnels, classiques
ou quantiques, dynamiques ou statiques. La majeure partie du mémoire est consacrée
a des modeles de physique statistique, avec notamment
(i) la dynamique hors équilibre d’une particule dans un potentiel Brownien ou dans un
paysage de pieges aléatoires,

(ii) la dynamique de croissance de domaines et 1’équilibre thermodynamique des chaines
de spins désordonnées classiques,

(iii) la transition de délocalisation d’un polymere aléatoire & une interface.

La derniére partie du mémoire concerne deux chaines de spins quantiques désordonnées
qui présentent une transition de phase a température nulle en fonction du désordre, a
savoir

(a) la chaine de spin S = 1 antiferromagnétique aléatoire

(b) la chaine d’Ising avec couplages et champs transverses aléatoires.

Abstract

The Ma-Dasgupta real-space renormalization methods allow to study disordered
systems which are governed by strong disorder fixed points. After a general introduction
to the qualitative ideas and to the quantitative renormalization rules, we describe the
explicit exact results that can be obtained in various one-dimensional models, either
classical or quantum, either for dynamics or statics. The main part of this dissertation
is devoted to statistical physics models, with special attention to
(i) the off-equilibrium dynamics of a particle diffusing in a Brownian potential or in a
trap landscape,

(ii) the coarsening dynamics and the equilibrium of classical disordered spin chains,
(iii) the delocalization transition of a random polymer at an interface.

The last part of the dissertation deals with two disordered quantum spin chains which
exhibit a zero-temperature phase transition as the disorder varies, namely

(a) the random antiferromagnetic S = 1 spin chain,

(b) the random transverse field Ising chain.



