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Notations

e Soit Q un ouvert borné Lipschitz de R%. Si p €]1, 00|, on pose ¢ = ﬁ (et g = 400 si
p =1). On note :

B(Q) Famille des sous-ensembles des Boréliens de ().
D(Q) = C°(§2) Ensemble des fonctions dans C'*(€2) a support compact dans €.
D'(§2) Espace des distributions sur €.
D(Q) Ensemble des restrictions a ) des fonctions dans D(RY) = C°(RY).
BV (Q) Espace des fonctions a variations bornées (cf Définition 2.1.1).
J(u) = [,|Du| Variation totale de u (cf Définition 2.1.1).
LP(92) Espace des fonctions f telles que [, |f|? < cc.
Wmr(Q) Espace des fonctions dans LP(2) dont les dérivées jusqu’a 'ordre m
(au sens des distributions) sont dans LP(Q)(cf Définition 2.3.1).
Wy () La fermeture de C!(Q) dans W™P(Q) (cf Définition 2.3.2).
W-4(Q) Dual de W,(Q) (cf Définition 2.3.2).
Bll,1 Espace de Besov usuel d’indices 1,1,1.
Bil Espace de Besov homogeéne usuel (cf Définition 2.4.1).
E=B>% Dual de B}, (cf Définition 2.4.2).
Es Ensemble des v dans E tels que ||v||p < 6
G Espace de Meyer adapté aux signaux oscillants
(cf Définitions 2.2.1 et 4.1.2).
G, Ensemble des v dans G tels que ||v||¢ < u
Py Projecteur orthogonal (pour le produit scalaire de L?(12))

- sur K (ot K est un convexe fermé de L?(12)).
f= ﬁ Jof Valeur moyenne de f sur €.

e Si f est une image de taille N x N, on note X D'espace euclidien RM*V |V = X x X,

et :

fij Valeur discréte de I'image f au pixel (i, 7).

(., )x Produit scalaire Euclidien sur X (cf (2.1.8)).

lullx = v/ (u,u)x Norme X de .

J(u) = ||u||rv Variation totale discréte de u(cf (2.1.13)).

G Espace de Meyer discret (cf Définition 2.2.3).

G Ensemble des v dans G tel que ||v]|¢ < p

Py Projecteur orthogonal (pour le produit scalaire euclidien)
sur K (ou K est un convexe fermé de X).

111 Norme discréte de Sobolev (cf (2.3.2)).

.1l=1 Norme polaire de la norme —1, p.

f =2 Y1<ijen fij Valeur moyenne de f sur Q.
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e Soit une fonction f. On note :

Df
D2f
Vf

Dérivée au sens des distributions de f.

Hessienne de f (les dérivées sont prises au sens des distributions).
Dérivée au sens classique de f (partie absolument continue

de Df par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?).

e Soit © un ouvert borné Lipschitz de R%. Si E C Q, on note :

XE
1p

Fonction indicatrice de E (xg(x) = 0si z € E et 00 sinon).
Fonction caractéristique de ' (1g(z) = 1si z € E et 0 sinon).

P(E,Q) = [,D1g Périmétre de £ dans Q (cf Définition 8.1.1).

0E
FE
O'E

Frontiére topologique de E.
Frontiére réduite de £ (cf Définition 8.1.2).
Frontiére essentielle de E (cf Définition 8.1.3).

e Soit I une fonction a valeurs dans R. On note :

F*  Transformée de Legendre Fenchel de F' (cf (2.1.18)).
OF Sous-différentiel de F' (cf (2.1.22)).

e Nous utiliserons aussi divers sigles :

RSO
SNR(I/1I5)

ROF
A*BC
VO
oSV
BW
EA
UVEA

WST
DFT
DWT
sci
scs

Radar a Synthése d’ouverture.
Signal to Noise Ratio : utilisé pour estimer la qualité d’une image I
par rapport a une image référence I;. Il est défini par :

SNR(I,/15) = 10 log <U2U(2IEI—132)> ol o désigne la variance.
Algorithme de Rudin-Osher-Fatemi.

Algorithme d’Aujol-Aubert-Blanc-Féraud-Chambolle.

Algorithme de Vese-Osher.

Algorithme d’Osher-Sole-Vese.

Algorithme de compression utilisant les ondelettes biorthogonales.
“Edge Adapted” (algorithme de compression adapté aux contours).
Algorithme de compression utilisant un algorithme de décomposition
u + v et les algorithmes de compression EA et BW.

Seuillage en ondelette.

Transformée de Fourier discréte.

Transformée en ondelette discréte.

semi-continu-inférieurement.

semi-continu-supérieurement.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 . Comment lire cette thése?

Cette thése est un travail en mathématiques appliquées. Elle aborde quelques problémes
en analyse d’images et utilise des outils mathématiques spécifiques. Elle comporte donc
un mélange entre des parties mathématiques, et des parties plus dédiées au domaine du
traitement d’images. Il faut bien voir qu’il y a ici une relation étroite entre les deux domaines :
d’'une part, nous tenons a justifier mathématiquement les méthodes que nous proposons
en traitement d’images, et d’autre part nous avons a coeur d’introduire dans nos modéles
mathématiques des hypothéses réalistes en traitement d’images.

Pour ne pas dérouter le lecteur appartenant plus spécifiquement & 'une ou l'autre des
deux communautés, il nous est apparu nécessaire de préciser ici a quels domaines appar-
tenaient chacun des chapitres (dans la mesure du possible, et méme si les deux domaines
sont simultanément présents dans tout notre travail). Les Chapitres 4, 8 et 9 sont plutot des
chapitres mathématiques. Les Chapitres 5 et 7 sont plus orientés traitement d’images. Enfin,
les Chapitres 2, 3 et 6 se situent a la frontiére entre les deux domaines.

Méme si les différents chapitres sont relativement indépendants, nous conseillons au lec-
teur de les considérer dans 1’ordre du manuscrit. Nous recommandons notamment la lecture
du Chapitre 2 avant celle des Chapitres 3 et 6, ainsi que celle du Chapitre 3 avant celle des
Chapitres 4 et 6.

1.2 . Partie I et II : Décomposition d’images

L’objectif des deux premiéres parties de cette thése (Chapitres 2 a 6) est de proposer un

modéle pour décomposer une image f en trois composantes (cf Figure 1.1) : f = u + v + w.

e La premiére composante, u, contient 'information géométrique de 'image. On peut

la considérer comme une esquisse de 1'image originale f. Elle présente les bords de
I'image, ainsi que les niveaux de gris moyens.

e La seconde composante, v, contient I'information texture de I'image. Elle présente tous
les détails de 'image originale f autre qu’un bruit éventuel. Il n’existe pas de définition
satisfaisante de la texture au sens de la perception. La meilleure est la suivante [118] :
une texture est un champ de I'image qui apparait a un observateur comme un domaine
homogéne sous certaines conditions. On parle parfois de phénoméne pseudo-périodique
pour décrire une texture.
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F1G. 1.1 — Décomposition f = u + v + w

e La troisiéme composante, w, contient le bruit présent dans 'image originale. En par-
ticulier, u + v constitue une version restaurée de 'image originale f. Dans le cas ol
I'image f n’est pas bruitée, la composante w est alors nulle.

D’un modéle de restauration d’image a4 un modéle de décomposition

Notre travail repose sur un modéle introduit par Y. Meyer [133], basé, au départ, sur une
étude critique du modele de restauration d’image introduit par Rudin-Osher-Fatemi [149].

Etant donnée une image originale u, on suppose qu’elle a été dégradée par un bruit ad-
ditif v, et éventuellement par un opérateur K. Un tel opérateur est souvent modélisé par un
produit de convolution, et n’est pas nécessairement inversible (et méme lorsqu’il est inver-
sible, son inverse est souvent numériquement difficile a calculer [127]). A partir de I'image
observée f = Ru+ v (qui est donc une version dégradée de 'image originale u), on cherche
& reconstruire u. Si on suppose que le bruit additif v est gaussien, la méthode du Maximum
a Postériori nous conduit a chercher v comme solution du probléme de minimisation

inf || f — Rull3 (1.2.1)

ol ||.||2 désigne la norme dans L2. 1l s’agit d’un probléme inverse mal posé. Pour le résoudre
numériquement, on est amené & introduire un terme de régularisation, et a considérer le
probléme :
inf If—Rull? +  L(v (1.2.2)
u ~—— —~—

attache aux données régularisation

Dans toute la suite, nous ne considérerons que le cas ou R est opérateur identité (Ru = u).
Le terme de régularisation classique L(u) = ||[Vul3 (régularisation de Tychonov) n’est pas
adapté au probléeme de restauration d’images : 'image restaurée u est alors beaucoup trop
lissée (en particulier, les bords sont érodés). Une approche beaucoup plus efficace consiste
a considérer la variation totale, c’est & dire & prendre L(u) = [ |Dul, et donc & regarder le

probléme [149] :
inf (Ilf—u||§+/|Du|> (1.2.3)

En notant v = f — u, cela revient & considérer le probléme de décomposition suivant :

inf v 2—1—/ Du) 1.24
it (g [ 1D (1.2.4)

C’est le point de départ du travail de Meyer [133], qui propose de remplacer la norme L2
pour la composante v par une norme G plus adaptée aux éléments oscillants d’une image.
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F1G. 1.2 — Décomposition f =u + v

D’une maniére plus générale, en introduisant cette norme G, il suggere 1'utilisation d’une
norme dans un espace de Sobolev & exposant négatif pour caractériser la partie oscillante
d’une image.

Les principaux résultats de notre étude sont, pour ces parties I et II, détaillés dans les
Chapitres 2 4 6 que nous examinons maintenant :

Chapitre 2 : L’objectif du Chapitre 2 est d’introduire différents espaces mathématiques
susceptibles de modéliser chacune des trois composantes. Nous donnons les versions discrétes
des normes de ces espaces, versions que nous utiliserons dans la suite. Nous proposons des
algorithmes pour calculer ces normes. Si pour la variation totale [|Du| ou pour la norme
L? de tels algorithmes sont standards, I’approche numérique que nous proposons pour cal-
culer les normes de Sobolev d’exposant négatif semble nouvelle. Cela nous permet dans la
Section 2.5 de mener une étude numérique de ces normes, afin de voir si elles se révélent
adaptées a 1'une des trois composantes que nous recherchons.
Nous avons présenté 1’essentiel de cette étude dans [28|.

Chapitre 3 : Avant de proposer un algorithme original pour décomposer une image f
en trois composantes, nous commencons par regarder une version simplifiée du probléme.
Dans le Chapitre 3, nous proposons un algorithme pour décomposer une image f en deux
composantes (cf Figure 1.2).

La premiére, u, doit contenir l'information géométrique de l'image, et la seconde, v,
tous les détails (les textures et le bruit éventuel). Notre algorithme repose sur le modéle
introduit par Y. Meyer [133], et un algoritme de projection développé par A. Chambolle [49].
Il représente I'une des principales contributions de notre travail, et le Chapitre 3 constitue un
chapitre central. Nous effectuons I’étude mathématique compléte de notre algorithme : nous
montrons d’une part sa convergence, et d’autre part qu’il permet bien de résoudre le probléme
d’Y. Meyer. Les idées que nous développons dans les preuves seront reprises aux Chapitres 4
et 6. Nous illustrons avec des exemples numériques I’efficacité de cet algorithme pour séparer
une image en deux composantes, la premiére contenant l'information géométrique, et la
seconde les textures. Notre méthode s’avére plus performante que les algorithmes classiques.

Nous avons présenté cette partie de notre travail dans [24, 25, 26].

Chapitre 4 : Dans [133], Y. Meyer avait fait son étude sur R? (en utilisant notamment
des arguments d’analyse harmonique). Dans le Chapitre 3, nous avons effectué notre étude
mathématique dans le cas discret. L’objectif du Chapitre 4 est de donner une définition de
I'espace G d’Y. Meyer adaptée au cas d’un ouvert borné (qui constitue le cadre naturel en
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traitement d’images), et de montrer que cette nouvelle définition est pertinente. Pour cela,
nous vérifions que notre nouvel espace G garde les bonnes propriétés démontrées par Y.
Meyer dans le cas R? (cette fois essentiellement avec des arguments d’analyse fonctionnelle),
puis nous effectuons I’étude mathématique de notre algorithme de décomposition u + v dans
ce nouveau cadre. Nous sommes ainsi en mesure de redémontrer en continu la plupart des
résultats du Chapitre 3.

Nous avons présenté ce travail dans [13, 19].

Chapitre 5 : Dans le Chapitre 5, nous présentons deux applications de notre algorithme
U+ v.

e La premiére concerne la restauration d’images RSO non texturées. Les images RSO
(Radar a Synthése d’Ouverture) sont trés fortement bruitées par un bruit de chatoie-
ment (speckle) qui leur donne un aspect granuleux. La norme G se révéle particulié-
rement, bien adaptée au cas du bruit de chatoiement (et & ses grandes oscillations), et
notre algorithme de décomposition u + v du Chapitre 3 permet d’obtenir des résultats
de restauration intéressants.

Nous avons présenté cette application dans [24, 25, 26].

e La deuxiéme application concerne la compression d’images. L’idée de notre algorithme
est la suivante. Etant donnée une image originale f a compresser, on commence par la
séparer en deux composantes a 1’aide de notre algorithme de décomposition v+ v, I'une
géométrique, ’autre oscillante, puis on utilise des algorithmes de compression adaptés
4 chacune de ces deux composantes. On obtient ainsi des résultats de meilleure qualité
que ceux établis avec les méthodes standards (4 taux de compression égal).

Nous avons proposé ce nouvel algorithme de compression d’images dans [29, 30].

Chapitre 6 : Dans le Chapitre 6, nous étudions divers algorithmes de décomposition u—+wv.
En particulier, nous présentons un nouvel algorithme de décomposition u + v qui se révele
bien adapté au débruitage d’image. En fusionnant ce modéle avec celui du Chapitre 3, nous
sommes alors en mesure de proposer un algorithme original de décomposition u + v + w qui
sépare une image f en trois composantes, la premiére contenant I’information géométrique, la
seconde les textures, et la troisiéme le bruit éventuel. Nous effectuons I’étude mathématique
de ces modéles de décomposition, et nous illustrons leur efficacité par quelques exemples
numeériques.
Nous avons présenté ce travail dans [28].

1.3 . Partie III : Un algorithme de classification d’images
texturées

Grace aux différents algorithmes de décomposition que nous avons proposés dans la
deuxiéme partie, nous sommes désormais capable d’isoler la composante texturée d’une
image. Nous nous intéressons maintenant spécifiquement a cette composante texturée. Dans
cette troisiéme et derniére partie, nous proposons un algorithme de classification supervisée
pour les images texturées, et nous en effectuons ’étude mathématique.

La classification consiste & attribuer une étiquette & chaque pixel d’une image, cette
étiquette indiquant a quelle classe appartient le pixel. Elle peut étre vue comme un probléme
de partition. C’est un des objectifs de base du traitement d’image. Elle intervient dans
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Classification obtenue

Image a classifier

FiG. 1.3 — Exemple de résultat de classification

de nombreuses applications, comme par exemple la télédétection. La classification est un
probléme trés proche de celui de la segmentation, dans le sens ou le but visé consiste a
obtenir une partition de 'image en régions homogénes. Dans la classification, chaque sous
ensemble de la partition obtenue représente une classe.

L’approche utilisée ici est issue de [151, 171] et est basée sur les contours actifs [17, 47].
La partition cherchée correspond au minimum d’une fonctionnelle. Nous résolvons le systéme
d’EDP associé. Ces EDP guident les interfaces (courbe de niveau zéro) vers les frontiéres de
la partition optimale.

Chapitre 7 : Dans ce chapitre, nous présentons 1’algorithme de classification. Notre point
de départ est un algorithme de classification pour les images non texturées développé par
Samson et al. dans [151]. Nous modifions la fonctionnelle afin de ’adapter au cas des images
texturées. Pour cela, nous construisons un terme d’attache aux données basé sur une trans-
formée en paquets d’ondelettes. La nouveauté de notre travail provient de I'utilisation simul-
tanée des contours actifs et d’'un terme d’attache aux donnés spécifique aux textures basé sur
une transformée en paquets d’ondelettes. Nous illustrons notre modéle a I’aide de quelques
exemples de classification obtenue (cf Figure 1.3). Nous terminons ce chapitre en montrant
qu’'on peut utiliser en prétraitement de notre algorithme de classification 1’algorithme de
décomposition du Chapitre 3.
Nous avons présenté ce modéle dans |27, 23].

Chapitre 8 : Dans le Chapitre 8, nous effectuons I’étude mathématique de la fonctionnelle
de classification que nous avons introduite au Chapitre 7. Cette fonctionnelle présente deux
inconvénients majeurs : d’une part elle posséde un terme de couplage, et d’autre part elle n’est
pas convexe. Nous commencons par effectuer un changement de fonction afin de se ramener
a une fonctionnelle convexe. Nous pouvons effectuer I’étude mathématique compléte dans le
cas de deux classes, et donner quelques résultats dans le cas général (de n classes).

Nous avons présenté cette étude dans [14, 20].

Chapitre 9 : En traitement d’images, la fonction distance signée joue un role trés im-
portant de part ses propriétés particulieres. Par exemple, en segmentation d’images, une
question capitale concerne la détection des contours dans une scéne. Une méthode efficace
consiste a faire évoluer, a ’aide d’une Equation aux Dérivées Partielles (EDP), les ensembles
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de niveau zéro d’une fonction distance u, initiale jusqu’a ce qu’ils atteignent les contours

souhaités. Si I(z) désigne le niveau de gris de I'image en z, et g(t) = 177z, alors 'EDP la
plus classiquement utilisée est :
dv Vo
— =g(|VI div ( = | |V Vg.V 1.3.1
o =~ a1l @)aiv (0 ) 190+ Voo (13.1)

Malheureusement, 'EDP (1.3.1) ne garantit pas que la fonction v(z,t) reste une fonction
distance signée. Pour résoudre ce probléme, J-M Morel a proposé de réinitialiser le processus
en utilisant toutes les cinq ou dix itérations I’EDP suivante :

8_1: — —signe(v(z, o)) (|Dul — 1) (1.3.2)

u(z,0) = v(z,to)

ou v(x,ty) est la fonction d’évolution au temps ¢y (to = 5 ou 10). Nous utilisons une telle
procédure de réinitialisation dans notre algorithme de classification présenté au Chapitre 7.

La théorie des solutions de viscosité s’est révélée étre un cadre bien adapté pour montrer
des résultats d’existence et d’unicité pour ce genre d’EDP [65, 34, 94]. Mais tous ces traveaux
se placent en général sous I’hypothése que l'opérateur hamiltonien au second membre est
continu par rapport a toutes ses variables, alors que 'EDP (1.3.2) posséde une singularité
sur I' = {z/v(x,ty) = 0}. 1l s’agit en effet de la spécificité de notre travail : les opérateurs
hamiltoniens que nous allons considérer ne seront pas continus par rapport a la variable
d’espace z. Nous allons néanmoins donner un résultat d’existence et d’unicité, et aussi obtenir
une formule de Hopf-Lax explicite.

Dans le Chapitre 9, nous commencons par rappeler les propriétés de la fonction distance
signée. Nous donnons notamment une caractérisation de la fermeture du squelette d’une
courbe, ce qui constitue un résultat nouveau. Nous nous intéressons ensuite a 'EDP (1.3.2).
Puis nous étendons nos résultats a une classe d’opérateurs hamiltoniens plus générale, classe
d’opérateurs néanmoins toujours discontinus en la variable d’espace x. A notre connaissance,
il n’existe pas d’autre travail relatif & une discontinuité du type de celle de 'EDP (1.3.2).

Nous avons présenté 1’essentiel de ce travail dans [12, 22, 21|.

1.4 . Partie IV : Annexes

Annexe A : Dans cette premiére annexe, nous introduisons rapidement la transformée en
ondelettes [125]. Cela nous permet en outre de fixer quelques notations.

Annexe B: Nous présentons ici ’algorithme de compression d’images adapté aux contours
introduit par A. Cohen et B. Matei [131]. Par rapport aux algorithmes classiques de com-
pression en ondelettes, il tire parti de 'information géométrique pour obtenir de meilleurs
résultats de compression.

Annexe C : Dans cette annexe, nous donnons quelques éléments sur la modélisation du
bruit de chatoiement. C’est en effet le genre de bruit rencontré en imagerie RSO. Nous
rappelons également quelques filtres classiques pour éliminer ce bruit.

Annexe D : Dans cette derniére annexe, nous présentons la méthode des contours actifs
et son approche par courbes de niveau en traitement d’images.
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Remarque : Pour conclure, nous signalons au lecteur intéressé la page WWW :
http ://www-sop.inria.fr /ariana/personnel /Jean-Francois.Aujol /english.html

ou ’on pourra trouver un certain nombre de résultats numériques complémentaires.

25



26



Premiére partie

Espace mathématiques et modélisation
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Chapitre 2

Quelques espaces adaptés a ’analyse
d’images, et étude numérique de leurs
normes

Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques espaces adaptés au traitement
d’images. Nous commencons par ’espace BV des fonctions & variation bornées : on sait
depuis [149] qu’un tel espace convient particuliérement aux images géométriques. Nous pré-
sentons ensuite I'espace G introduit par Meyer dans [133] pour modéliser les phénoménes
oscillants, et nous analysons la notion de dualité qui le lie & BV. Nous nous intéressons alors
aux espaces de Sobolev d’exposant négatif qui sont eux aussi apparus comme adaptés aux
phénomeénes oscillants [143]. Nous terminons avec les espaces de Besov dont on connait 1'uti-
lité en débruitage d’image depuis |76, ainsi qu’aux espaces de Besov d’exposants négatifs,
ces derniers apparaissant eux aussi intéressants pour étudier les éléments fortement oscillants
[133].

L’objectif de ce chapitre est double. Il est d’'une part d’introduire les espaces avec lesquels
nous allons travailler tout au long de ce manuscrit, et d’autre part d’effectuer une étude
numérique des différentes normes associées a ces espaces. Si le calcul de la variation totale
ou de lanorme L? d’une image ne pose pas de probléme, il n’en est pas de méme pour celui des
normes de Sobolev d’exposant négatif ou de 'espace G. Les algorithmes que nous proposons
dans ces cas sont & notre connaissance nouveaux. C’est & partir de cette étude numérique
des différentes normes que nous allons construire des algorithmes de décomposition d’images
dans les chapitres suivants.

Nous avons présenté l'essentiel de cette étude dans [28].

2.1. L’espace BV des fonctions a variations bornées

2.1.1 Définitions et propriétés

On rappelle ici la définition de I'espace BV (€2) (on suppose que €2, le domaine de I'image,
est un ouvert borné Lipschitz de R?) :

Définition 2.1.1. BV(Q) est le sous-espace des fonctions u € L'(Q) telle que la quantité
suivante soit finie :

1) = sup { [ u(aldiv (€l afe € QU el 1} 1)
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BV (€2) muni de la norme
[ull By ) = l[ull L) + J(u) (2.1.2)

est un espace de Banach.

Si u € BV(Q), la dérivée au sens des distributions Du est une mesure de Radon bornée
et (2.1.1) correspond a la variation totale | Du|(£2).

Propriétés :  C R? étant un ouvert borné Lipschitz, alors [8] :

1. Si u appartient & BV (2), on a la décomposition suivante de Du :
Du = Vudx + Du (2.1.3)

ou Vudx est la partie absolument continue de Du par rapport a la mesure de Le-
besgue L2, et D*u la partie singuliére. De plus, on peut redécomposer D*u sous la
forme : D*u = D7u + Du avec D7u qui correspond aux sauts de u et Du a sa partie
cantorienne.

2. Si Q est connexe et si Du = 0, alors u = cste.

3. L’application u — J(u) de BV (€2) dans R est semi-continue inférieurement (sci) pour
la topologie de L'(92).

BV (Q) C L*(Q) (2.1.4)

BV (Q) c LY(Q) (2.1.5)
avec injection compacte.

Pour plus de détails sur BV (2), on renvoie le lecteur a 8, 80].

L’intérét de I'espace BV en traitement d’image vient essentiellement du fait qu’il autorise
les discontinuités le long de courbes (plus généralement, en dimension NV, le long de surfaces
de codimension N — 1). En particulier, il autorise la présence de bords. C’est un espace qui
est particuliérement bien adapté pour les images géométriques (méme si par-contre on sait
que BV ne convient pas pour modéliser certaines images naturelles [3]). Le succés de BV en
traitement d’image est étroitement lié & celui du modéle de Rudin-Osher-Fatemi [149] que
nous présentons dans la sous-section suivante.

2.1.2 Modéle de Rudin-Osher-Fatemi (ROF)

Le débruitage est I'un des objectifs majeurs du traitement d’images [17]. Etant donnée
une image dégradée f, on cherche a reconstruire I'image originale non bruitée u. L’approche
variationnelle de ce genre de probléme consiste a s’intéresser a la minimisation d’une fonc-
tionnelle du type [10] :

%Wf—ME+Lm) (2.1.6)

ou L(u) est un terme de régularisation (on est amené a introduire un tel terme, car le
probléme de restauration est mal posé). Une régularisation classique dite de Tychonov, qui
consiste a prendre L(u) = [, |Dul|® ne s’avére pas un bon choix en traitement d’images. En
effet, une telle régularisation est trop forte; en particulier, les bords de I'images sont érodés.
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Pour contourner cet inconvénient, les auteurs de [149] ont proposé d’utiliser une régulari-
sation basée sur la variation totale, i.e. de prendre L(u) = J(u) = [ |Dul. L’intérét d’un tel
choix pour la fonction de régularisation provient du fait que la variation totale en dimension
deux autorise les discontinuités sur des courbes, et donc en particulier la présence des bords
dans I'image restaurée. Ainsi, méme si numériquement ’approche s’avére plus délicate, la
régularisation par la variation totale s’est imposée comme une bonne approche en traitement
d’images.

Dans [149], les auteurs décomposent une image f en une composante u appartenant a
BV () et une composante v dans L?*(€2). Dans ce modeéle, v est supposée étre le bruit. Dans
une telle approche, I’énergie minimisée est la suivante :

1
" Dul+ 35 2.1.7
(u7U)EBV(Q)l>1;lL2(Q)/f:u+U (/Q | Ul + o\ HUHLQ(Q)) ( )

En pratique dans [149], la solution numeérique est calculée a partir de 1'équation d’Euler-
Lagrange associée a (2.1.7) (aprés avoir remplacé le terme [ |Du| par [ |Vu|). L’étude ma-
thématique de (2.1.7) a été faite dans [50]. Pour améliorer les résultats de restauration
d’images par variation totale, il est possible de rajouter d’autres contraintes dans le proces-
sus de minimisation [63].

Nous allons décrire maintenant une méthode originale pour résoudre numériquement le
probléme (2.1.7).

2.1.3 Discrétisation

Dans ce paragraphe, nous fixons les notations relatives aux images discrétes, que nous
utiliserons dans la suite de ce travail. Une image numérique, ou discréte, est un vecteur a
deux dimensions de taille N x N. On note X l’espace euclidien R¥*¥ et Y = X x X. On
munit ’espace X du produit scalaire :

(U,U)X: Z ui7jvi,j (218)
1<i,j<N

et de la norme :
Jullx = v/ (u,u)x (2.1.9)

Pour définir une variation totale discréte, on introduit d’abord une version discréte de 'opé-
rateur gradient. Si v € X, le gradient Vu est un vecteur de Y donné par :

(Vu)i; = (Vu);, (Vu)i;) (2.1.10)
avec
1 Uip1,5 — Ui g sit< N
(Vu);,; = { 0 Gii— N (2.1.11)
et
Ujjp1 —Ui; sij<N
(Vu)i; = { o sij': N (2.1.12)

La variation totale discréte de u est alors donnée par :

Jw)= Y [(Vu)yl (2.1.13)

1<i,j<N
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On introduit également une version discréte de 1'opérateur divergence. On le définit par
analogie avec le cadre continu en posant :

div = —V* (2.1.14)

ou V* est l'opérateur adjoint de V : i.e., pour tout p € Y et u € X, (—divp,u)x = (p, Vu)y.
Il est aisé de vérifier que :

p%l,j _pzl—lu’ sil<i<N p?,j _pzz,j—l S% 1 <j<N
(div(p))iy = § Pij sii=1 + ¢ Py si j=1 (2.1.15)
Py, si i=N —p?, si j=N

Nous utiliserons aussi une version discréte de 'opérateur Laplacien définie par :

Au = divVu (2.1.16)

2.1.4 Algorithme de projection de Chambolle

Récemment, Antonin Chambolle a proposé dans [49] un algorithme de projection pour
résoudre le probléme de Rudin-Osher-Fatemi. Plus précisément, le probléme étudié dans [49]
est le suivant :

inf (J<u> bl —u||§) (2.1.17)

Comme J définie par (2.1.1) est homogéne de degré un (i.e. J(Au) = AJ(u) Yu et A > 0),
il est standard (cf [78]) que J* la transformée de Legendre-Fenchel de J,

J*(v) = sup ((u,v)x — J(u)) (2.1.18)

est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe fermé K. Un calcul rapide montre que K
s’identifie a ’ensemble :

K ={div(9)/g € Y, |gi;| <1Vi,j} (2.1.19)
et
J*(v) = xxg(v) = { 3_00 :inlz)f K (2.1.20)
Le résultat suivant est montré dans [49] :
Proposition 2.1.1. La solution de (2.1.17) est donnée par :
u=f— APk (f) (2.1.21)

ot P est le projecteur orthogonal sur NK .
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Preuve : Donnons ici quelques éléments pour montrer (2.1.21) (nous suivons ici la dé-
marche de [49)]).
On note 0J le sous-différentiel de J (voir [147, 97]) défini par :

w e dJ(u) <= J(v) > J(u) + (w,v —u)x Yv € X (2.1.22)

Si u est un minimiseur de (2.1.17), alors nécessairement :

0e LAf +8J(u) (2.1.23)

(2.1.23) est équivalent a :

%“ € 0J(u) (2.1.24)

On passe ensuite & une formulation duale en utilisant une identité classique en analyse
convexe (cf corollaire 5.2 dans [78]), qui affirme que (2.1.24) est équivalente a u € 9.J* (f;/\“)
soit encore

f-uw [ 1 f-u
0c PANEPYS 2.1.25
A A * A A ( )
o411
On en déduit que w = % est un minimiseur de *—>+ + %J *(w). Comme J* est donnée
par (2.1.20)), cela implique que w = I5* est la projection orthogonale de § sur le convexe
K.
On remarque de plus que Py (£) = 1Pk (f) , et on en déduit (2.1.21).
[
Algorithme : [49] donne un algorithme pour calculer Py (f) qui peut s’écrire :
min {||Adiv (p) — fI% :p / Ipiyl S1Vi,5=1,...,N} (2.1.26)
(2.1.26) peut se résoudre par une méthode de point fixe.
P’ =0 (2.1.27)
- (Vv (07) ~ /)
T v (p") — i
nt1 _ Dig L i (2.1.28)

W 14 7|(V(div (p) — F/A)i]

Et [49] donne une condition suffisante pour que 'algorithme converge :

Théoréme 2.1.1. Supposons que le paramétre T dans (2.1.28) vérifie T < 1/8. Alors
Adiv(p™) converge vers Pg(f) quand n — +oc.

La solution du probléme (2.1.17) est donc donnée par :
u= f — Adiv (p™) (2.1.29)
ol p*™ = lim, 4 p"

Nous utiliserons dans la suite cet algorithme a plusieurs reprises. Il présente 1’avantage
d’étre simple et efficace.
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2.2 . L’espace G des fonctions oscillantes

Dans [133], Yves Meyer a introduit un espace G pour modéliser les signaux oscillants. Ce
dernier va jouer un role crucial dans notre travail. Dans cet espace, les signaux fortement
oscillants auront une petite norme. Nous verrons que G est lié par une relation de dualité
avec ’espace BV'.

Nous commencons par présenter ’approche de Meyer dans [133|. Puis nous proposons
une version discréte de G. Notre définition dépend du choix de discrétisation que nous avons
effectué dans la sous-section 2.1.3. Dans ce cadre, nous pouvons aller plus loin que les résultats
de Meyer, en précisant la notion de dualité entre G et BV, et également en donnant une
caractérisation trés simple de G (nous retrouverons cette caractérisation dans le cadre continu
au Chapitre 4). Nous terminons cette section en proposant un algorithme pour calculer la
norme GG d'une image. Méme s’il manque de précisions, c’est a notre connaissance le seul qui
ait été développé.

2.2.1 Définition de I’espace G(R?)

Nous donnons ici la définition de Meyer [133] (définition donnée sur R? entier). Nous
reviendrons plus loin sur cette définition.

Définition 2.2.1. G(R?) est 'espace de Banach constitué de toutes les fonctions f que I'on
peut écrire

f = 0191 + 029> = div (g) (2.2.1)

avec g; et g, dans L>=(R?).
Sur GG on définit la norme suivante :

lvlle = inf{[|glle/v = div(g), 9 = (91, 92),

g1 € L*(R), g € L¥(B), lg(o)| = VIg P+ g0} (2:2.2)

Onnote D = {x € R?,||z|| < R}. L’intérét d’utiliser 'espace G pour modéliser les signaux
a fortes variations provient du résultat suivant (cf [133]) :

Lemme 2.2.1. Soit f, , n > 1 une suite de fonctions dans L?(D) possédant les trois
propriétés suivantes :

1. 1l existe un ensemble compact K tel que les supports des f,, n > 1 soient contenus
dans K.

2. Il existe un exposant ¢ > 2 et une constante C tels que ||f,|, < C

3. La suite f,, tend vers 0 au sens des distributions.

Alors || fullc tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

Yves Meyer a introduit cet espace G(R?) en étudiant différents modeéles de décomposition
d’images dans [133]. Son point de départ était le modéle ROF que nous avons présenté dans
la sous-section 2.1.2, ce modéle utilisant la norme L? pour capturer la partie oscillante d’une
image. Mais, comme le montre par exemple le cas de f,,(z) = cos(nx), une suite de fonctions
peut étre de plus en plus oscillantes, et pourtant sa norme L? ne va pas diminuer. C’est
pourquoi Meyer a introduit 1’espace G(R?) a priori mieux adapté aux phénomeénes oscillants.
On voit notamment que, grace au Lemme 2.2.1, une suite de fonctions qui oscillent de plus
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en plus (ce qui se traduit dans I’énoncé du Lemme 2.2.1 par le fait qu’elle tende vers 0 au
sens des distributions) verra sa norme GG également tendre vers 0, méme si sa norme dans
L9 reste importante.

2.2.2 Une version discréte de G et ses propriétés

Nous allons étre amenés a travailler avec une version discréte de l'espace GG. Par analogie
avec le cas continu, nous donnons la définition suivante (il faut remarquer que cette définition
dépend du choix de discrétisation que nous avons fait plus haut (cf (2.1.11), (2.1.12) et
(2.1.15)).

Définition 2.2.2. Soit GG 'espace vectoriel défini par

G={veX /3geY tel que v=div(g)} (2.2.3)
etsiveG:
[vlle = inf{llgllec / v=div(g),
9= (g",9%) € Yilgigl = (g}, + (a2, (2:24)
ol ||gllec = max;; [gi,|-
On notera :
G ={v€G [ ollo <} (2.25)
Remarque : on a
Gi=Ket Gy=\K (2.2.6)

ou K est défini par (2.1.19).
La norme ||.||¢ est étroitement liée a J, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Pour tout u € X et v € G, on a (J(u) étant défini par 2.1.13) :

J(u) = sup(u,v)x (2.2.7)
veEG]
et
lvlle = sup (u,v)x (2.2.8)
J(u)<1

On sait déja (2.2.7). Pour montrer (2.2.8), Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.2. Soitue X etv e G. Alors :
(u,v)x < J(u)||v|la (2.2.9)

Preuve : Soit g € Y tel que v = div (g).
(u,v)x = (u,div(9))x = =(Vu, g)y < J(u)|v]lc (2.2.10)
Et on en déduit (2.2.9).
n

J(u)?
2

Lemme 2.2.3. Les fonctions u +— et v — % sont duales au sens de la dualité de

Legendre-Fenchel.
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2
Preuve : On veut montrer que u — %

Legendre-Fenchel. On note ¢ la fonction ¢(t) = % Il est bien connu que ¢*(t*) =

2
v s, .
et v — % sont duales au sens de la dualité de
t*2
-

(H!G) (u) = sup((u,v)x — o(|[v]la)))

— sup sup ((u,0)x — o(lv]e))

20 Jlvlla=t

= sup sup ((u,tv)x — é(t|v]a))

t>0 ||v]|g=1
= sup sup(t(u,v)x — o(t))
lolo=1 >0

Et comme ¢ est paire, on obtient :

(M8) @ = su ¢*<<u,v>x>=§<sup <u,v>x) (2211)

[ollg=1 [vllg=1
Mais supj,,=1(, v)x = sup,,<i(u,v)x, et on conclut avec (2.2.7).

Preuve de la Proposition 2.2.1 : On sait déja (2.2.7). On veut juste montrer (2.2.8). Le
Lemme 2.2.2 donne déja une inégalité. Montrons 'inégalité inverse. On rappelle que (cf [78]),
si H est une fonction convexe, alors : H(u)+ H*(v) = (u,v) x si et seulement si u € 0H*(v).

3 est convexe et

continu, on sait que OH*(v) n’est pas vide. Soit u € 0H*(v). En utilisant le Lemme 2.2.3,

J(u)? llv]IZ S
9 + TG = (U,U)X, 1.€ :

On applique ce résultat avec H*(v) = <%)2> (v) et v € G. Comme <

on obtient :

(J (W) = Jolle)” =2 ((u,0)x — J(u)]lv]le) (2.2.12)

-~

>0

Dot (u,v)x > J(u)||v||c. Et cela conclut la preuve grace au Lemme 2.2.2.
|

En fait, on a une caractérisation trés simple de 'espace GG, donnée par la proposition
suivante.

Proposition 2.2.2. L’espace G s’identifie avec le sous-espace suivant :
Xo={veX /> v;=0} (2.2.13)
2

Preuve : On sépare la preuve en deux parties :

Etape 1 :

Supposons que v € G. Il existe donc g € Y tel que : v = div(g). Mais }_, ;(divg);; =
(=V*q,1)y = (9, V1)x =01ie. v € Xo. Dot G C Xp.
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Etape 2 :

Réciproquement, soit v € Xy. Comme le noyau de V est constitué des images constantes,
i.e. des vecteurs z € X tel que z;; = xy j pour tout ¢,7,4,j’, on peut écrire une version
discréte de l'inégalité de Poincaré : ||z — 5z 3, %ijllx < ¢[|[Vz|ly. On peut ainsi montrer
facilement que le probléme min,cy A(z), avec A(z) = ||Vz||*+2(z,v), posséde une solution :
on commence par se ramener au cas ou € X, en remarquant que (on note z la moyenne
de z) : A(x — &) = A(x) car v est & moyenne nulle, et on montre la coercivité de I'opérateur
A sur X, a l'aide de l'inégalité discréte de Poincaré. Cette solution vérifie A'(x) = 0, i.e.,
—2div (Vz) 4+ 2v = 0. D’oit v = div (Vz) € G, et on conclut que X, C G.

Maintenant que nous avons étudié les propriétés de G et de sa norme, nous allons nous
intéresser au calcul de la norme ||.||g. En effet, ’étude numérique de cette norme nous
permettra de mieux comprendre I'espace GG. Cependant, contrairement & la norme L? ou
BV, un tel calcul n’est pas standard.

2.2.3 Calcul de la norme G d’une image

On utilise I’algorithme de projection introduit par Chambolle dans [49] et que nous avons
rappelé dans la sous-section 2.1.4.
Soit f une image de moyenne nulle. On remarque que si A > 0, alors :

f = Pa,(f) (2.2.14)

si et seulement si || f||¢ < A. Il suffit donc de calculer la norme de f — Pg, (f) pour savoir si A
est plus grand (si la norme de f — Pg, (f) est nulle) ou plus petit (si la norme est strictement
positive) que || f||¢- On peut ainsi trouver || f||¢ par un procédé de dichotomie.

Algorithme :

1. Initialisation : ap = 0 et by = M, ou M est supposé étre tel que ||f|lc < M.

2. Itérations : On pose ¢, 1 = %. On calcule g, (f).
SiFg,, ., (f) # [, celasignifie que ¢, 11 < || f||g. On pose alors a1 = cot1 €t b1 = by
Sinon (i.e. si Iy, ,, (f) = [), cela signifie que 1 > || f[|- On pose donc : b1 = cnt
et ap11 = ap.

3. Test d’arrét : on arréte lorsque : |b, — a,| < e.

Nous utiliserons cet algorithme dans la Section 2.5 pour calculer la norme G de différents
types d’images.

Nous allons maintenant présenter d’autres normes utiles pour modéliser les signaux os-
cillants.

2.3 . Espaces de Sobolev d’exposant négatif

L’intérét de cette section est double. D’une part, nous proposons un algorithme pour
calculer la norme W~1? d’une image (ce qui est nouveau a notre connaissance), et d’autre
part nous montrons que dans le cas d’'un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, la norme
W12 et la norme L? sont & peu prés équivalentes (ce qui constitue également un résultat
nouveau).
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2.3.1 Définitions
On rappelle la définiton des espaces de Sobolev (cf [2] pour plus de détails) :

Définition 2.3.1. Sip € (1,+00), WHP(Q) est le sous-espace des fonctions dans LP(f),
telles que leur dérivée au sens des distributions appartiennent aussi a LP(€2).

Définition 2.3.2. W, (Q) est la fermeture de C1(Q2) dans W'?(Q). Soit ¢ = 25 (de sorte
que 5 + 2 =1). On note W~"4(Q) le dual de Wy (Q).

2.3.2 Version discréte des normes de Sobolev

Nous proposons ici des versions discrétes des normes des espaces de Sobolev (nous ne
donnons pas des versions discrétes des espaces de Sobolev, nous nous contentons de définir
des normes sur les espaces X et Y, ces normes correspondants a des normes de Sobolev). Nous
utilisons les semi-normes suivantes sur Y (p > 1) (on rappelle que nous notons X = R¥ ® et
Y=XxX):

1/p
||VUHp=< > IVui,jl”> (2.3.1)

1<ij<N

(on remarque que J(u) = ||Vull; et ||Vul|ly = ||[Vul|z). Cela nous permet d’introduire les
semi-normes sur X :

ullip = [Vl (2.3.2)

C’est une norme sur ’espace Xy = {u € X, Z” U j = O}. On peut la voir comme une

version discréte d’une norme de Sobolev.
On considére la semi-norme polaire associée a (2.3.2) :

loll 1y = swp (v,u)x = sup (v,u)x = sup (v,u)x (2.3.3)

llull1,¢<1 l[ull1,¢=1 [Vaullg=1

C’est la semi-norme discréte que I'on utilisera pour les espaces de Sobolev d’exposant négatif.

2.3.3 Algorithme pour calculer la semi-norme ||.||_;, d’une image

Soit p € (1,+00) et f une fonction a moyenne nulle (i.e. >, iy fij = 0).
On veut calculer || f||-1, (cf (2.3.3)). On pose ¢ = -£; (de sorte que % + % =1).

-1
On rappelle que ||ull1, = ||Vull, (cf (2.3.2)) et :

[fll-1p= sup (f,u)x = sup (f,u)x = sup (f,u)x (2.3.4)

llull1,¢<1 llull1,¢=1 [Vullg=1

On étudie ensuite le probléme de minimisation suivant :

min (F(u) = (/1)) (23.5)
ou . .
F(u) = - Z |V, 4|7 = 5||VUHZ (2.3.6)
1<ij<N
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Proposition 2.3.1. Si 4 est le minimiseur de (2.3.5), alors on a pour 1 <i,j < N :

(le (|VQ~LZJ |q—

De plus, on a aussi :

Vi), = fi

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

FI, = IValld = > [Val? = qF (@)
1<i j<N
En particulier, lorsque p = 2, on obtient :
Au=f
et
fllae=IValy = [ > |[Vag,?
1<ij<N
Preuve : (2.3.7) est I’équation d’Euler-Lagrange de (2.3.5), et son calcul est standard une

fois qu'on a remarqué que (F'(u),h)x = |Vu|?™?(Vu, Vh)x.
On s’intéresse maintenant & (2.3.8). Il est bien connu que la transformée de Legendre-

Fenchel de | f[|T, est - [ ]2,

1 q ' _
(guful,q) -

= sup
{t=0, u/|[[Vullq=1}

= su

comme le montre le calcul suivant :

sup ( () = 211Vl

((f, )y — guwng)

tq
b <t(f, W)y — —)
{t>0, u /| Vullg=1} q

tq
= sup | sup t(f,u)x ——
20 \ [ Vull,=1 q

tq
~ s <t||f||-1,p——)
t>0 q

1
= 5HfH’il,p

On en déduit donc que
1

—z—ijH’il,p = min (F(u) = (f,u)x) = F(a) = (f,4)x

La solution @ de (2.3.5) satisfait

Fla) =1

et d’aprés l'identité d’Euler, on a : (F'(a),%)x = ¢F(@). On en déduit donc que :

_ Lo
> IVui,jquQIIVUHZ

T<ijen

De (2.3.11), on obtient :

I, = (= ) F (@) = - (@)
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Algorithme pour calculer ||f||_;,

D’aprés la Propositions 2.3.1, pour calculer ||f||-;,, il suffit de caluler le minimum de
(2.3.5), car :

(I )
117, = IVl = - ST Vuglt = qF(a) (2.3.15)

1<ij<N

On peut calculer le minimum de F' de diverses maniéres (par une descente de gradient
par exemple).

Remarque : Dans le cas p = 2, le calcul de la norme ||.||-1 2 est immédiat en utilisant la
Transformée de Fourier discréte (voir la fin de la sous-section 2.3.4). En effet, dans ce cas,
d’aprés la Proposion 2.3.1, si f est 4 moyenne nulle, on a :

11212 = (=F, A7 (f)x (2.3.16)

Nous sommes désormais capable de calculer la norme ||.||_; , d’'une image, et nous avons
un algorithme particuliérement efficace dans le cas de la norme ||.||_; 2. Nous allons mainte-
nant étudier la norme ||.||_; o d’un bruit blanc gaussien, d’abord théoriquement, puis numé-
riquement.

2.3.4 Norme ||.|_;2 d’un bruit blanc gaussien

On considére une image n = (n; ;) de taille N x N. Pour simplifier, on utilise des conditions
périodiques dans cette sous-section (mais seulement dans cette sous-section). On n’utilise
donc pas (2.1.11), (2.1.12) et (2.1.15), mais un gradient discret et une divergence discréte
avec des conditions de bords périodiques. On suppose que n est une image d’un bruit blanc
gaussien de moyenne nulle; i.e. pour tout (¢, ), n;; suit une loi gaussienne dont la densité
de probabilité s’écrit :

p(z) = ﬁem (?22) (2.3.17)

ol o2 est la variance du bruit.
Le résultat suivant donne un lien entre la norme ||.|[—12 et la norme X d’un bruit blanc

gaussien. On rappelle que si Z est une variable aléatoire de densité de probabilité p, on
note E(Z) = [ zpz(z) dz V'espérance de Z.

Proposition 2.3.2.
E(|[n]2,,) = C.E(|n[%) (2.3.18)

ou C est une constante qui ne dépend que de la taille de I'tmage.

Nous calculerons la constante C' a la fin de cette sous-section (cf Tableau 2.1). Cette
proposition donne un test simple pour savoir si une image peut étre celle d’'un bruit blanc
gaussien ou non. Elle peut aussi se révéler utile pour le réglage des paramétres d’un algo-
rithme de débruitage utilisant la norme ||.||_; .
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Preuve de la Proposition 2.3.2 : On sépare la preuve en deux parties.
Etape 1 : On commence par calculer E(||n?,,).
On considére la fonctionelle :
inf F'(u) (2.3.19)
ou .
Fu) = [Vully = (n,u)x (2.3.20)

F' est convexe et sci. D’ou il existe @ solution du probléme (2.3.19). Comme dans la
sous-section 2.3.3, on obtient :

(Va, Vh)y = (n,h)x Yh & moyenne nulle. (2.3.21)

On note ¢ I'image telle que dpy = 1, et 6; ; = 0 sinon. On note W la solution du probléme :

inf/ (1|Vu|2—5u) (2.3.22)
w Jo \2

et on a donc (VW, Vh)y = (§, h)x pour tout h & moyenne nulle. On introduit une convolution
discrete :

Frgl@y) =Y fiige iy (2.3.23)
4,

Il est facile de vérifier que 6 x f = f xd = f pour tout f (en fait, W est la fonction de
Green associée au probléme (2.3.19)).
On considére maintenant u =nx Wiie u= >}, u;;, avec

ui?j ($, y) = ni,ij—i,y—j (2324)

u est la solution du probléme (2.3.19). Si h est & moyenne nulle, alors (Vu,Vh)y =
(nx VW,Vh)y = (VW,nxVh)y = (6,n*h)x = (n*d,h)x = (n,h)x (on a utilisé le fait
que (n*a,b)x = (a,n*b)x o n; ; = —n; ;). D’aprés (2.3.10), on sait que ||n||_12 = ||[Vul|2.
On remarque que Vu =n x VI¥V. D’ou :

D IVuiP = (nx VW,nx VIV),

Z?J

= (n,n*xW),
= an’l nx Wi(k,1)
k.l

= g nk,lg N iWh—ii—j
kil 1,J

On conclut que :

Z |Vum-|2 == Z nl-,jnkJWk_i,l_j (2325)
1,5 ,7,k,l

Et donc :

FE (Z IVULJ‘P) =F (Z Wki’ljniyjnhl) = Z kai,lij (Tliyjn]u) (2326)
1,7 ;

i?j?k?l
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Comme les n; ; sont indépendantes, on a E (n; jng;) = E(n, ;) E(ng,) dés que (i,7) # (k,1).
De plus, E(n;;) =0, et E(n};) = 0> D’ou :

FE (Z ]Vui7j|2> = 0'2 Z Wi—i,j—j (2327)
1,J 1,J
On obtient donc :
E (Z |Vui,j|2> == N2O'2W0’0 (2328)
1,J

On peut aussi observer que :

Z VW12 = (VW, VW), = (6, W) = W (2.3.29)

On peut ainsi réécrire (2.3.28) :

E(|Vul§) = N**| VW3 (2.3.30)
(et d’aprés la Proposition 2.3.1 on sait que ||Vully = ||n|-12)
Etape 2 : Maintenant que nous avons calculé I’espérance de la norme ||.|_; > d’un bruit,
on va calculer I'espérance de la norme L?
On a:
Inll% = (ni,)” (2.3.31)
.3
D’ou
E(|Inl%) ZE nig) (2.3.32)
Et on obtient :
E(||n||%) = N?c? (2.3.33)

On montre ainsi le résultat de la Proposition 2.3.2 avec C' = |[VW||3, = Wy = [|0]]2 1.

Remarque : Calcul de la constante C' de la Proposition 2.3.2

On note mg la moyenne de 8, et § = 6 — mg, De (2.3.21), on obtient que : AW = —4. On
peut donc écrire formellement que W = —A~!(). On a montré que C' = [|6]|2,, = | VW2
On a donc C' = (VA™1()), VA™Y(8))y = (=8, A71(8))x. Il reste & calculer A~1(4). On peut
le faire facilement en utilisant la transformée de Fourier discréte (TFD). On rappelle que la
TFD d’une image discréte (f(m,n)) (0 <m < M —1et 0 <n < N — 1) est donnée par
0<p<M-1let0<g<N-1):

M—-1
F(H)p,q) = f m, n)e I r/Mpm o= (2n/N)an (2.3.34)

m=0

2

i
o

et la transformeée inverse est :
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TAB. 2.1 — Valeurs de v/C = ||6]|_12 = [|[VW ||y

Taille de U'image | 162 | 322 | 642 | 1287 | 2562 | 5127 | 10242 | 20482
Vv 0.69 | 0.77 10841091097 | 1.01 | 1.07 | 1.12

1 M=
N2

,_.

N—

>—‘

= F(p, q)¢/Gr/Mpm i Gr/Nan (2.3.35)
p=0 ¢=
On a de plus | F(f)[% = N?|[f[% et (|| (). IF(9)x = N(f, 9)x-
Remarquons que F(9)(p,q) = 1 ¥p, et on peut vérifier que F(6)(p,q) =0sip=qg=0et
1 sinon.
Ona Af(m,n) = f(m+1,n)+ f(m—1,n)+ f(m,n+1)+ f(m,n—1)—4f(m,n). Un
calcul standard donne :

FAf)prg) =2 (cos (%p) + cos (%ﬁq) _ 2) Fp.q) (2.3.36)

On conclut que, si f est de moyenne nulle, alors pour (p,q) # (0,0) :
1

FAT)(p.a) = F(f)(p, 2.3.37
(A7) a) 2 (cos (Zp) + cos (Zq) —2) (F)p.q) (2.3.37)
D’ou
FA ). = A== (2.3.38)
b,q) = 1 : LO.
2(005( 2N )+cos( %\r q)—Q) s1inon
de sorte que

. ) 1 1

C=—(0,A"0)x = 353 - _ (2.3.39)
NV (p,qgo,O) 2 (2 o8 (%p) + cos (%q»

On a calculé de cette maniére la constante C' pour différentes tailles d’images (cf le
Tableau 2.1). On peut vérifier que C'(IN) a un comportement en log(N).

Nous allons maintenant nous intéresser a une derniére classe d’espaces, les espaces de
Besov.

2.4 . Espaces de Besov

Quelques rappels sur les ondelettes sont donnés dans I’Annexe A.
On note {1} une base d’ondelettes. Une fonction f dans L?(R?) s’écrit :

f= Z Cikjk (2.4.1)
ik

ot les c;, sont les coefficients en ondelettes de f, et on a: || f|[r2m2) = D, ¢y

Une famille d’espaces adaptée aux ondelettes est celle des espaces de Besov B, | (pour 0 <
s<00,0<p<ooet0<qg<oo)]|133, 125, 59, 50]. B; , correspond schématiquement aux
fonctions possédant s “dérivées” dans LP(IR?), le troisiéme paramétre ¢ permettant d’ajuster
avec précision la régularité.
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Remarque : si p = ¢ = 2, alors Bj, est 'espace de Sobolev W2 et lorsque s < 1,
1 <p<oo, et qg=o00,alors By _ est I'espace de Lipschitz Lip(s, LP(R?)).
On peut donner une deﬁnltlon intrinséque des espaces de Besov B, et de leur norme
s & partir des modules de régularité de f [59, 50]. Si on suppose que 'ondelette ch0151e
w possede au moins s + 1 moments nuls et est de régularité au moins C*™!, alorssi f € B
la norme Bs, est équivalente a :

PQ’

IS
Q=

> (St 24
J

k

(les constantes d’équivalence dépendent de 1’ondelette choisie).
Dans la suite, nous utiliserons toujours la norme équivalente
Dans notre travail, nous nous intéresserons essentiellement aux versions homogénes des

espaces de Besov, définies par :

=B;,/{ue B,/ Vu=0} (2.4.3)

Definition 2.4.1. 311,1 est l'espace de Besov homogéne usuel (cf [133]). Soit 9 une base
orthonormale composée d’ondelettes réguliéres a supports compacts. 311,1 est un sous-espace
de L?(R?) et une fonction f appartient a Bj, si et seulement si :

D) ]2 < o0 (2.4.4)

JEZ keZ?

Dans [133], Pauteur suggére l'utilisation de l'espace dual de Bllyl, Pespace E = B
pour modéliser les phénomeénes oscillants.

Definition 2.4.2. L’espace dual de Bll,l est ’espace de Banach £/ = 3301,00- Il est caractérisé

par le fait que les coefficients en ondelettes d'une fonction généralisée dans £ = BSOLOO sont
dans [*(Z x 7Z?).

Remarque : on a les inclusions suivantes :
Bf,CBVCGCE=DB%_ (2.4.5)

ou BV désigne la version homogéne de BV : BV = BV/{u € BV / Vu = 0}. En allant de
gauche a droite dans les inclusions, on autorise le signal a étre de plus en plus irrégulier. On
verra plus loin que BV modélise bien la partie géométrique de I'image, G les textures, et F
le bruit.
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TAB. 2.2 — Un premier exemple (cf Figure 2.1). Les rapports de norme (7'V/G par exemple)
ont été normalisés & 1 pour I'image géométrique.

Normes/Images | Images géométrique | Image texturée | Bruit gaussien (o = 85)
TV 64 600 1 000 000 2 100 000
L? 9 500 9 500 9 500
[N 300 000 33 000 9 100
G 2000 360 120
E 355 749 287
V]G 1 86 540
TV/E 1 7.3 40
TV 1z 1 140 1070
E/G 1 12 13

Image texturée Image géométrique

F1G. 2.1 — Un premier exemple

2.5 . Exemples de calculs de normes

Grace aux algorithmes que nous venons de proposer pour les différentes normes, nous
sommes désormais en mesure d’étudier numériquement ces normes pour voir si elles se
révélent plus ou moins bien adaptées a certains types d’images. Nous distinguerons trois
catégories d’images :

1. Les images géométriques.
2. Les images de textures.
3. Les images de bruits.

En ce qui concerne la norme E, on précise a chaque fois 'ondelette mére utilisée (Haar
pour l'ondelette de Haar, Daub8 pour 'ondelette de Daubechies avec 8 moments nuls,
Daubl0 pour Pondelette de Daubechies avec 10 moments nuls), ainsi que Pordre utilisé
pour la décomposition (cf 'annexe A).

Un premier exemple : Les images de la Figures 2.1 sont toutes de méme norme L? (afin
de comparer les autres normes). Le Tableau 2.2 présente les valeurs des différentes normes.
Il illustre bien la supériorité de la norme G sur la norme L? pour capturer des phénoménes
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TAB. 2.3 — Images de taille 128*128 (cf Figures 2.2, 2.3, et 2.4)

| Images | TV | L* | G |].]-12 | E (Daubl0, ordre 3) |
paraml | 1 000 000 | 9 500 | 360 | 33 000 730
param?2 | 800 000 | 9 500 | 300 | 26 000 690
param3 | 980 000 | 9450 | 320 | 30 000 890
param4 | 1 100 000 | 9 450 | 290 | 22 000 630
cercles 18 000 3 000 | 2 000 | 18 000 280
G20 570 000 | 2 600 31 2 500 73
G30 850 000 | 3900 | 50.5 3 700 110
G50 1 400 000 | 6 300 84 6 100 180
G&5 2 100 000 | 9 500 | 120 9100 290

oscillants dans un processus de minimisation (la norme G des signaux oscillants est beaucoup
plus faible que celle de 'image géométrique), comme annoncé dans [133].

Il illustre également pourquoi l'utilisation de la norme FE est bien adaptée pour isoler le
bruit. En effet, texture et bruit ont une faible norme G, mais seul le bruit a une faible norme
E (et il est important de noter que la norme E de I'image géométrique s’intercale entre celle
du bruit et celle de la texture). Considérons un algorithme de décomposition itératif appliqué
a une image [ (avec comme initialisation : uy = vy = wy = 0) et qui respecterait le plan
suivant :

1. On obtient d’abord la composante bruit w,,;; en minimisant la norme £ de f—wu, —v,
(donc celle de f a la premiére itération, ce qui signifie que dés la premiére itération
W41 contient surtout du bruit).

2. On obtient ensuite la composante texture v,,,; en minimisant la norme G de f—u,—w,
(qui ne contient presque plus de bruit dés la premiére itération, ce qui implique que
Un11 représente déja essentiellement la texture).

3. Et on obtient la composante géométrique u,,; en minimisant la norme TV de f —v, —
wy, (qui contient déja P'essentiel de 'information géométrique dés la premiére itération).

4. On répéte les étapes précédentes jusqu’a convergence.

Un tel algorithme aurait de trés bonnes chances d’effectuer la décomposition d’une image
originale f en trois composantes : une composante u contenant l'information géométrique,
une composante v contenant I’information texture, et une composante w contenant le bruit.
C’est effectivement ce que I'on fera au Chapitre 6 lorsque I’on proposera un algorithme de dé-
compositon u+v+w (algorithme (6.3.19)—(6.3.23)). Et les résultats numériques (Figures 6.5
a4 6.9) confirmeront cette analyse.

En ce qui concerne les normes des images de bruits blancs gaussiens, on a vérifié que les
résultats ne dépendaient pas du tirage du bruit gaussien : pour chaque bruit, on a créé dix
images différentes sur lesquelles nous avons calculé les normes. On a remarqué que la variance
des normes G et ||.||-12 sont légérement supérieures & celles de la variation totale 7'V et de
la norme L? |, mais elles restent néanmoins trés faibles par rapport aux valeurs moyennes : on
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F1G. 2.2 — Images texturées

cercles

F1G. 2.3 — Image BV

F1G. 2.4 — Images de bruits gaussiens
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TAB. 2.4 — Sur un échantillon de 1000 images de bruit blanc gaussien n de moyenne nulle et
d’écart-type égal a 1, calcul empirique de ’espérance et de ’écart-type pour les normes X
et ||.||-12 (les valeurs de /C sont celles du Tableau 2.1).

Taille d'image | 162 | 322 | 642 | 1282 | 256% | 5122
E(||n]lx) 16.0 [ 32.0 | 64.0 | 128 | 256 | 512
VVar([nllx) |0.71 | 0.69 | 0.72 | 0.73 | 0.73 | 0.70
E([n]-12) [11.2]24.7] 54 | 116 | 247 | 523
VVar(nll-12) [ 097 | 1.8 | 33 | 6.0 | 12 | 22

sl 10.70 [ 0.77 [ 0.84 | 0.91 | 0.96 | 1.02
Vv 0.69 | 077084 ] 091|097 1.01

TAB. 2.5 — Sur un échantillon de 1000 images de bruit blanc gaussien n de moyenne nulle et
d’écart-type égal a 1, calcul empirique de I’espérance et de 1’écart-type pour les normes 7'V
et L.

Taille d’image | 162 | 322 | 642 1282 2562 5122
E(J(n)) 392 [ 1670 | 6 920 | 28 100 | 113 000 | 455 000

VVar(J(n)) | 20 | 43 90 180 360 690
E(|[n|| ) 2.81 | 3.59 | 3.63 | 3.98 4.30 4.59

VVar(|n|lg) | 0.40 | 0.34 | 0.32 | 0.32 0.28 0.26

peut donc prendre les valeurs du Tableau 2.3 comme de bonnes approximations des normes
des bruits blancs gaussiens a moyenne nulle.

Comme on peut le voir sur le Tableau 2.3, il apparait une trés forte corrélation entre

la norme L? et la norme ||.]|_;» de I'image d’un bruit blanc gaussien. Cette constatation
confirme les résultats de la sous-section 2.3.4 : pour un bruit blanc gaussien de moyenne
nulle, il est équivalent de considérer sa norme L? ou sa norme ||.||_1 5.

Le Tableau 2.4 confirme les résultats du Tableau 2.1. Pour remplir le Tableau 2.4, pour
chaque taille d’image (de 16*%16 a4 512*512), on a créé 1000 images de bruit blanc gaussien
d’écart-type o égal a 1 (pour normaliser notre expérience). On a alors calculé la norme X et
la norme ||.||_; 2 pour chaque image. On a pu ainsi calculer la moyenne expérimentale et la

% du Tableau 2.4 correspondent bien a celles

de v/C dans le Tableau 2.1, comme prévu par la Proposition 2.3.2.

variance expérimentale. Les valeurs de

Par-contre, les écart-types expérimentaux de ces normes n’ont pas le méme comporte-
ment : I'écart-type de la norme X reste a peu prés constant, alors que 1’écart-type de la
norme ||.||_12 semble étre une fonction croissante de la taille de 'image. Néanmoins, 1’écart-
type de la norme ||.||_; » augmente moins vite que sa moyenne, et dés que la taille de I'image
est assez grande, I’écart-type reste suffisamment petit devant la moyenne (qui peut ainsi étre
considérée comme une assez bonne estimation de la norme ||.||_12).

Le Tableau 2.5 montre les résultats que nous obtenons avec la méme expérience, mais
cette fois avec la norme T'V et la norme E (on rappelle que J(f) = || f||7v)-
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2.5.1 Conclusion

Il ressort de cette étude numérique que la variation totale est bien adaptée pour les
images géométriques, et les différentes normes négatives (G, ||.||-12, F) pour les phénoménes
oscillants. Nous pouvons également constater que parmi ces derniéres, la norme G parait
plus intéressante pour les images texturées, alors que les normes ||.||_12 et E semblent plus
adaptées aux images de bruit.

A ce stade de notre étude, nous voyons déja quelles normes il sera intéressant d’utiliser
dans un processus de minimisation afin de décomposer une image en trois composantes,
une premiére contenant 'information géométrique, une deuxiéme 'information texture, et
la troisieme le bruit éventuel présent dans I'image originale.

Dans ce chapitre, nous avons proposé des méthodes pour calculer ces différentes normes;
nous allons maintenant proposer des algorithmes pour les minimiser.

49



90



Deuxiéme partie

Décomposition d’images

ol






Chapitre 3

Modéle u + v

3.1 . Introduction

3.1.1 Préliminaires

La restauration d’images est un enjeu majeur du traitement d’images. Une approche
assez récente consiste a considérer qu'une image f se décompose sous la forme u + v. La
premiére composante u est bien structurée et posséde une description géométrique simple :
elle modélise les objets présents dans 'image. La deuxiéme composante, v, contient a la fois
les textures et le bruit. Plusieurs modéles ont été proposés (cf [133]).

Le but de ce chapitre est de décrire un algorithme qui sépare une image en deux compo-
santes, la premiére contenant I'information géométrique, et la seconde I'information oscillante
(texture et bruit). Nous utiliserons 1’espace BV pour modéliser la premiére composante, et
I'espace G pour la deuxiéme, comme suggéré dans [133| et confirmé par nos expériences
numériques du Chapitre 2. Nous introduisons une fonctionnelle originale dont le minimum
correspond a la décomposition cherchée. Nous proposons ensuite un algorithme pour mini-
miser cette fonctionnelle, et nous montrons la convergence de I'algorithme, ainsi que le lien
entre notre fonctionnelle et la décomposition proposée par Meyer dans [133]. Enfin, nous
illustrons par quelques expériences numériques ’efficacité de notre modéle.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la Section 3.1, nous commencons par rappeler
quelques modéles proposés dans la littérature. Cela nous permet d’introduire notre modéle
dans la Section 3.2. Nous proposons un algorithme efficace pour calculer la décomposition
cherchée, et nous donnons une preuve de convergence numérique. Nous montrons ensuite
des exemples de décomposition d’images dans la Section 3.4, et nous nous intéressons au
probléme du réglage des paramétres dans la Section 3.5. Nous terminons par une comparaison
avec le modéle de Osher-Sole-Vese [143] dans la Section 3.6.

Nous avons présenté notre algorithme de décomposition u + v de la Section 3.2 ainsi que
son étude mathématique dans |24, 25, 26].

3.1.2 Modéle de Meyer

Y. Meyer a analysé dans [133] les modéles de décomposition f = u + v, et notamment
le modéle ROF proposé dans [149] (que nous avons rappelé dans la sous-section 2.1.2). Il
montre que ce dernier présente des limites. En particulier, si f = 1 ot €2 est un ouvert borné
a bord C'°, alors f n’est pas conservée par le modéle de Rudin-Osher-Fatemi, f pouvant
méme passer complétement dans la composante v, c’est a dire étre considérée comme une

93



texture et non comme un élément géométrique (contrairement a ce qu’on pourrait espérer
d’un tel modéle).

D’une maniére plus générale, il remet en cause le choix de la norme L? pour capturer
la partie oscillante d’une image (ce qui est le cas dans le modéle ROF). En effet, comme le
montre par exemple le cas de f,(x) = cos(nz), une suite de fonctions peut étre de plus en
plus oscillantes, et rester de norme L? constante. C’est pourquoi Y. Meyer a introduit un
espace a priori mieux adapté aux phénoménes oscillants, I’espace G que nous avons présenté
dans la Section 2.2. On voit notamment que, grace au Lemme 2.2.1, une suite de fonctions
qui oscillent de plus en plus (ce qui se traduit dans I’énoncé du Lemme 2.2.1 par le fait
qu’elle tende vers 0 au sens des distributions) verra sa norme G également tendre vers 0.

Ainsi dans [133], Y. Meyer propose le modéle de décomposition suivant (comme amélio-
ration du modéle ROF) :

e 1.1
(u,v)eB\}gG/f:u_i_v (J(u) + o) (3.1.1)

La norme L? de la composante oscillante v du modéle ROF a été remplacée par la norme
dans G. L’espace de Banach G contient les signaux & fortes oscillations, et donc en particulier
les textures et les bruits.

Cependant, dans [133]|, Y. Meyer ne propose pas de méthode numérique pour résoudre
son probléme (dont la minimisation n’est d’ailleurs pas triviale). C’est pourquoi plusieurs
modeéles ont récemment été proposeés.

3.1.3 Modéle de Vese-Osher

L. Vese et S. Osher ont été les premiers & proposer une approche pour résoudre le probléme
de Meyer. Pour cela, ils ont étudié le probléme (cf [166]) :

i J AL ==l 3.1.2
(QL,U)EB%/I%Q)XG(Q)( (w) +Allf —u U||2‘|‘#||”U||G(Q)) ( )

olt 2 est un ouvert borné. Pour calculer la solution, ils remplacent le terme ||v||¢(q) par
IV 9? + g3, (ot v =div (g1, 92)), qui approche la norme L lorsque p tend vers +oo. Pour
des raisons numériques, les auteurs utilisent la valeur p = 1, et ils affirment ne pas avoir vu de
différences visuelles quand ils ont utilisé des valeurs plus grandes pour p. Ensuite, ils écrivent
formellement les équations d’Euler-Lagrange. Ils montrent de bons résultats numériques (cf
Figure 3.8).

Pour faciliter les calculs, il a également été proposé d’utiliser la norme de Sobolev négative
||.]|=12 (cf Section 2.3) & la place de la norme G.

3.1.4 Modéle de Osher-Solé-Vese

Dans [143], les auteurs modifient le modéle (3.1.1) en remplagant GG et la norme ||||¢ par
W12 = H=! | Cela revient principalement & remplacer la norme du sup de g dans ||| par
la norme L? de g.

Le probléme considéré est :

inf (J(u) + Mf — ul,) (3.1.3)

La solution est obtenue en amenant & 1’équilibre ’EDP suivante :
1 Vu
=——Aldv|—=—)| — (u— 3.14
WML oo
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avec comme condition initiale
u(0) = f (3.1.5)

Il s’agit d’une EDP du quatriéme ordre pour laquelle la discrétisation numérique doit étre
faite avec trés grand soin.

Nous reviendrons sur ce modéle dans la Section 3.6, ol on proposera un algorithme
original pour le résoudre.

3.2 . Notre approche

Les deux approches précédentes n’utilisent pas la norme G pour la composante oscillante
v, mais une approximation de cette norme, ou une norme relativement proche. Nous avons
également constaté dans nos premiers essais d’implémentation une certaine instabilité des
schémas numériques. De plus, aucune preuve de convergence des algorithmes n’est donnée
dans [166] ou [143]. C’est pourquoi nous avons voulu construire un modeéle permettant de
résoudre le probléme de Meyer en utilisant vraiment la norme G, donner un algorithme
numériquement stable, et montrer mathématiquement sa convergence ainsi que le lien entre
notre modéle et le probléme d’Y. Meyer.

3.2.1 Présentation

On introduit la fonctionelle suivante définie sur X x X :

1
Fyu(u,v) = J(u) + ﬁﬂf —u— v||%2(9) + xa, (v) (3.2.1)
On rappelle que G, est donné par :
Gu={veC [ Iullo < u} (3.2.2)

Comme J* est la fonction indicatrice de G, on peut réécrire (3.2.1) comme :

Fualis) = gl = u=olf + a0+ () (3.23)

Avec cette formulation, on voit bien les roles symétriques joués par u et v.

Le paramétre p joue le méme role que dans le probléme (3.1.2). On précisera le lien de
notre modéle avec celui de Meyer (3.1.1) plus loin (on 'obtiendra en faisant A — 0).

Le probléme que I'on veut résoudre est :

(u,v)lg)f(xx Fyu(u,v) (3.2.4)

Pour cela, nous résolvons les deux problémes suivants :
— A v fixé, on cherche

: 1 2
Jnf (J(U) toyllf —u— UHz) (3.2.5)
- A u fixé
: o - 2
Jnf [If —u—vl (3.2.6)
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On sait (Proposition 2.1.1) que la solution de (3.2.5) est donnée par :
u=f—v—Pg(f—v) (3.2.7)
Et la solution de (3.2.6) est simplement donnée par :

0= P, (f —u) (3.2.8)

3.2.2 Algorithme

Pour résoudre le probléme (3.2.4), nous résolvons les problémes (3.2.5) et (3.2.6) de
maniére alternée.

1. Initialisation :

Ug = Vg = 0 (329)
2. Ttérations :
Vnt1 = Pa, (f — un) (3.2.10)
Unt1 = [ — Ung1 — Po, (f — Ung1) (3.2.11)
3. Test d’arrét : On arréte lorsque
max([tunr1 — Unl, Vi1 — vn|) <€ (3.2.12)

3.2.3 Commentaires sur ’algorithme

Le choix de minimiser d’abord par rapport & v puis par rapport & u n’est pas anodin. De
plus, comme nous le verrons plus loin, le paramétre )\ doit étre proche de 0 pour que notre
probléme corresponde bien & celui de Meyer. Lorsque nous fixons les paramétres \ et j, nous
les choisissons en particulier de sorte que A < i et méme \ << p.

Considérons alors 1’algorithme :

1. Initialisation :

Uy = Vg = 0 (3213)
2. Itérations :
Uny1 = f — v — P, (f —vn) (3.2.14)
Un+1 = PGM<f — un+1) (3215)
3. Test d’arrét : On arréte lorsque
max(|tupr1 — Unl, Vi1 — vnl) <€ (3.2.16)

Cet algorithme est presque le méme que celui que nous utilisons, a la différence que I'on
commence par minimiser par rapport a v avant de minimiser par rapport a v.

Lemme 3.2.1. Supposons (n + 1)A < p et ||v,|la < nA. Alors on a :

vniille < (n+ 1)A (3.2.17)
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Preuve : 1l suffit de remarquer que :

Vnt1 = Pa, (f — tnt1) = Pa, (v + Po, (f — vn)) = vn + Pa, (f — ). (3.2.18)
n

Supposons que la solution cherchée soit (u,v). Pour que la solution du probléme (3.2.4)
corresponde a celle du probléme (3.1.1), on doit choisir 4 de sorte que ||v||¢ < p (on précisera
ce point dans la Section 3.3). Donc si kA < ||v]|¢ < (k+ 1)), on ne peut pas espérer que
l'algorithme converge avant l'itération k + 1 (ot une itération correspond au passage de
(Un, Up) & (Upy1,Ung1)). En effet, comme vy = 0 on voit, d’aprés le Lemme 3.2.1, que sin < k
alors

[valle S PA<EA < p (3.2.19)
—~—
=lvlla
Et dans le cas o A << ||v||g (ce qui est le cas en pratique), alors on a n >> 1.
C’est pour ne pas avoir cette borne inférieure pour le temps de convergence que dans

notre algorithme nous avons décidé de minimiser d’abord par rapport a v puis par rapport
a u. Expérimentalement, nous avons vérifié que notre choix est bien le plus rapide.

3.3 . Résultats mathématiques

Nous avons introduit un algorithme qui intuitivement a toutes les chances de minimiser la
fonctionnelle (3.2.4). Dans cette section, on va prouver que cet algorithme fait bien ce qu’on
attend de lui : d'une part qu’il converge, et d’autre part qu’il converge vers un minimiseur
de (3.2.4).

On commence par montrer la convergence a A fixé. On précise ensuite le lien entre notre
probléme limite (lorsque A tend vers 0) et le probléme de Meyer.

3.3.1 Convergence de 'algorithme (3.2.9)—(3.2.12)

On étudie d’abord si le probléme (3.2.4) est bien posé. C’est 'objet du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. [l eziste un unique couple (u,v) € X x G, réalisant l'infimum de F) , sur
X x X.

Preuve : On sépare la preuve en deux parties.
Etape 1 : Existence

1. On commence par remarquer que I’ensemble X x G, est convexe, et que F) , est convexe
sci sur X x G,. On en déduit que F) , est convexe sci sur X x X.

2. Soit (u,v) € X x G, alors ||v]|¢ < p. De plus, puisque X est de dimension finie, il
existe g € X tel que v =div (g) et ||g]|z~ = ||v||¢ < . On déduit de (2.1.15) que (N?
est la taille de I'image) :

|v|lx < 4pN? (3.3.1)

On rappelle que X x X est muni de la norme euclidienne ||(u, v)||xxx = +/||ull% + l[v/|%-
Dong, si ||(u,v)||xxx — 400 , alors on obtient de (3.3.1) que ||u||x — +00. On déduit

donc, puisque f est fixée, et avec (3.3.1), que

If —u—vl|3% — +oo (3.3.2)
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Et comme F),(u,v) > 55||f — u — vl|3, on obtient F) ,(u,v) — +o0. On conclut que
F,, est coercive sur X x G, et donc sur X x X.

On en déduit I'existence d’'un minimiseur (4, 0).

Etape 2 : Unicité
Pour obtenir I'unicité, on commence par remarquer que [}, est strictement convexe sur
X x G, comme somme d’une fonction convexe et d’une fonction strictement convexe, sauf
dans la direction (u, —u) . Il suffit donc de vérifier que si (@, 0) est un minimiseur de F) ,,
alors pour ¢ # 0, (4 + ¢4, 0 — t&) n’est pas un minimiseur de F) ,. Comme F) , est convexe,
on peut se restreindre au cas || < 1.

Le résultat est évident si 0 —ti € X\G,,. Montrons maintenant que si 0 — tu € G, alors
le résultat reste vrai. En effet, si 0 —tu € G, on a :

Fypu(t+ta, 0 —ta) = Fy,(a,0) + tJ(a) (3.3.3)
Par Pabsurde, on suppose qu’il existe £ # 0 tel que 0 — ti € G, et
Py (@ +ta, o — ta) < Fy (4, 0) (3.3.4)

Comme (@, 0) minimise F) ,,, (3.3.4) est une inégalité. De (3.3.3), on déduit alors que J(a) =0
(car t # 0). Il existe donc v € R tel que pour tout (i, j), @;; = 7.

1. Siy =0, alors & = 0. Donc (4 + i, 0 — t4) = (4, D).

2. Si~y # 0, alors 0 — t0 ne peut pas appartenir & G, car sa moyenne n’est pas nulle (cf
Proposition 2.2.2). Cela contredit notre hypothése.

Convergence numérique de ’algorithme

Nous montrons ici que notre algorithme donne de maniére asymptotique la solution du
probléme (3.2.3).

Proposition 3.3.1. La suite (u,,v,) construite dans la sous-section 3.2.2 converge vers
(4, 0) unique minimiseur de F) , sur X x X.

Preuve : Commencons par remarquer que, comme nous résolvons des problémes de mini-
misations successives, nous avons :

Fy (U, vy) > Fy (U, Vng1) = Fypu(tns1, Ungr) (3.3.5)

En particulier, la suite F) ,(u,,v,) est décroissante. Comme elle est bornée par 0, elle
converge donc dans R. Notons m sa limite. On veut montrer que

= inf F 3.
m (u,v)lélXXX )\#(U,U) (336)

On peut supposer sans restriction que, Vn, (u,,v,) € X x G,,.
Comme F) , est coercive et que la suite F) ,(u,,v,) est convergente, on en déduit que la
suite (uy,v,) est bornée dans X x G,,.
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On peut donc extraire une sous-suite (u,, , v, ) qui converge vers (a, 0) quand nj, — +00,
avec (4,0) € X x G,. De plus, on a, pour tout n; € N et tout v dans X :

F)\M(unkv Unk-i-l) S F)\,u(unkav) (337)
et pour tout n, € N et tout u dans X :
F/\,M(unm Unk) S F)\,,u(ua Unk) (338)

On note v une valeur d’adhérence de la suite (v, +1). En considérant (3.3.5), on obtient
(puisque F) , est continue sur X x G,) :

m = F\,(u,0) = F\,(ua,0) (3.3.9)
En passant a la limite dans (3.2.10), on a : ¥ = Pg,(f — ). Mais avec (3.3.9), on sait
que : ||f —u—0| =|f —u— 9|. Par unicité de la projection, on conclut que v = v. D’oul
Up,+1 — 0. En passant & la limite dans (3.3.7) (F)\, est continue sur X x G,), on a Vv :
Py, 0) < F(a,v) (3.3.10)
Et en passant a la limite dans (3.3.8) on a Vu :
Fyu(@,0) < F(u, ) (3.3.11)
(3.3.10) peut encore se réécrire :
Fyu(u,0) = Jg)f( F(u,v) (3.3.12)
ainsi que (3.3.11) :
Fy . (0,0) = ulg)f{ F(u,) (3.3.13)
Or, d’aprés la définition de F) ,(u,v) (3.2.3), (3.3.12) est équivalent a :
0Oe—f+u+0+NdJ(0) (3.3.14)
et (3.3.13) a : A
0€—f+ﬂ+@+A&F(%> (3.3.15)

Le sous-différentiel de F) , en (4, 0) est donné par :

OF. (4.5 1({ —f+u+0v+r0J(u) .
Et donc d’aprés (3.3.14) et (3.3.15), on a :
(8)665“@@ (3.3.17)
ce qui est équivalent a :
Fy,(u,0) = inf F\,(u,v)=m (3.3.18)

(u,v)EX?
Donc toute la suite F) ,(un,v,) converge vers m unique minimum de F sur X x X,. On
en déduit que toute la suite (u,,v,) converge vers (u, ) point réalisant le minimum de F) ,,
quand n tends vers 4oc.

On a donc montré qu’effectivement notre algorithme converge, et qu’en plus il converge
vers le minimiseur de (3.2.4). Il nous faut maintenant établir le lien entre (3.2.4) et le pro-
bléme de Meyer (3.1.1).
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Remarque : Il n’est pas vrai en général que pour F' strictement convexe, les deux pro-
priétés
(@,

F( i
(u,

F(a,

,0)
)

IN

v) Yo

>

F
F(u,v) Yu

>
IN
>

impliquent
F(u,v) < F(u,v) Yu,v

En effet, [97] donne un contre-exemple avec la fonction :
1 g, 1 2
F(u,v) = ]u—vl+§(u—|—1) +§(v—|—1) (3.3.19)

Il est immeédiat de constater que (—1,—1) est le point de minimum global de F', et que (0, 0)
est un point de minimum de u — F'(u,0) et v — F(0,v).

3.3.2 Etude du probléme limite lorsque A — 0

On veut examiner le lien entre le modéle discret (3.2.3) et le probléme d’Y. Meyer (3.1.1).
On commence par rappeler la version discréte du probléme de Meyer.

inf H(u, 3.3.20
(u,v)EXlan/f:u-l-v (u U) ( )

avec
Ho(u,v) = (J(u) + aljv]|g) (3.3.21)

Le résultat suivant est immédiat :

Lemme 3.3.2. [l existe une solution (4,0) € X x G du probleme (3.58.20).

Preuve : (3.3.20) est équivalent a inf,cq H,(f — v,v). Il est immédiat de vérifier que H,
est convexe, coercive et continue sur (. Il existe donc 0 € GG tel que

H,(f —0,0) = 5161(2 H.(f —v,v) (3.3.22)

On note & = f — v. Alors (4, 0) est une solution de (3.3.20).

[ |
Remarque : La question de I'unicité reste un probléme ouvert pour (3.3.20).
On rappelle maintenant le probléme (3.2.4) :
inf F 3.2
(u,v)ngxX AM(U’ U) (3 3 3)
avec
1 9 (v
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On considére ensuite le probléme

inf J(u) + J* (%) (3.3.25)

(u,w)EX x X/ f=u+v

On montre facilement le résultat suivant :

Lemme 3.3.3. Il existe (4,0) € X x X solution de (3.3.25).

Preuve : (3.3.25) est équivalent a
v
inf J(f — J | = 3.2
inf (f—v)+ <M> (3.3.26)

Il est immédiat de voir que la fonction & minimiser dans (3.3.26) est convexe, coercive et
semi-continue inférieurement sur X. Il existe donc v € X tel que

. (U . _ v
J(f—0)+J (’u)—z}g)f(J(f v)+J (M) (3.3.27)
On note @ = f — 0. Alors (u,?) est solution de (3.3.25).

|

La proposition suivante montre que le probléme (3.3.25) est obtenu en passant a la limite
A — 0" dans (3.3.23).

Proposition 3.3.2. On suppose que le probleme (3.3.25) posséde une unique solution (i, ).
On note (uy,vy) la solution du probléme (3.8.23). Alors (uy,vy) converge vers (u,v) lorsque
A tend vers 0.

Remarque : Dans le cas ou la solution du probléme (3.3.25) n’est pas unique, le résultat
de la Proposition 3.3.2 n’est plus vrai. On peut juste montrer que toute valeur d’adhérence
de (uy,v)) est une solution du probléme (3.3.25).

Preuve de la Proposition 3.3.2 : L’existence de (u,?) est donnée par le Lemme 3.3.3.
L’existence et 'unicité de (uy,v)) est donnée par le Lemme 3.3.1.

Comme (uy,v,) est la solution du probléme (3.3.23), on a vy, € G,, ie. [|u\ll¢ < p.
Comme il a été montré dans la preuve du Lemme 3.3.1, cette inégalité implique :

loallx < 4uN? (3.3.28)
De plus, puisque (uy,vy) est la solution du probléme (3.3.23), on a :
F,\yu(u,\, ’U)\) S FA:M(-ﬂ O) (3329)

ce qui entraine
F/\’M(’LL)\, U)\) S J(f) (3330)

Le terme de gauche de (3.3.30) est donné par :

1 v 1
F/\#(u,\,’l))\) = J(U,\) -+ ﬁ”f — Uy — U)\”§( + J* (ﬁ) = J(’LL)\) + ﬁ”f — Uy — U)\Hg( (3331)
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Dot J(ux) + 55llf —usn —wal[k < J(f), et
[f —ux —ual]? < 2X\J(f) (3.3.32)

La norme |[vy]|x étant bornée (d’aprés (3.3.28)), on conclut que si A € [0; 1], alors u) est
bornée par une constante C' > 0 qui ne dépend pas de \.

Considérons une suite (\,) qui tend vers 0 lorsque n — +oo. Alors, & une extraction
prés (car (uy,,v,,) est borné dans X x X), il existe (ug,vg) € X x X tel que (uy,,v,)
converge vers (ug, Vo). En passant a la limite dans (3.3.32), on obtient : || f —uy — vol|x =0,
ie. f=wug+ vp.

Pour conclure la preuve de la proposition, il reste & montrer que (ug, vy) est solution du
probléme (3.3.25). On commence par remarquer que puisque VA > 0, |[ux]l¢ < p, on a :
|lvolle < . Soit (u,v) € X x X tel que f =u+v. On a:

Jw)+ 7 (2) + K1 vl
=0

> J(un) + 7 (22) 4 gl = o2

J(uy,) + J* (%)

[\ J/

—J(up)+J* (1)70)

v

Donc (ug,vg) est solution du probléme (3.3.25). Et comme on a supposé que le probléme
(3.3.25) posséde une unique solution, on conclut que (ug,vy) = (4, ), i.e. (ugp,vo) est la
solution du probléme (3.3.25).

3.3.3 Lien entre le probléme limite et le probléme de Meyer

Pour montrer que résoudre notre probléme (3.3.23) permet bien de résoudre le probléme
de Meyer (3.3.20), il nous reste & montrer le lien entre notre probléme limite (3.3.25) et le
probléme de Meyer (3.3.20).

Proposition 3.3.3. On fize o > 0 dans le probléme (3.3.20). Soit (4,0) une solution du
probléme (3.8.20). On fize p = ||0||q dans (3.3.25). Alors :
o (4,0) est aussi solution du probléeme (3.3.25).

e Réciproquement, toute solution (i, v) de (8.3.25) (avec u = ||0]|c) est une solution de
(3.3.20).

Preuve : On coupe la preuve en deux parties.

Etape 1 :

On commence par montrer que (4, ?) est une solution de (3.3.25) (avec 1 = ||0]|¢). Comme
(@1, 0) est solution de (3.3.20) (I'existence de (u, 0) est donnée par le Lemme 3.3.2) et comme
10|l = u, alors 4 est solution de

J(u) + ap (3.3.33)

in
weX/u=f-v,|lv|la=p
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i.e. u est solution de
inf J(u) (3.3.34)

ueX/u=f-v,|vlle=p

L’ensemble {u € X/u = f —v,||v||¢ = p} étant contenu dans
{ue X/u=f—v|vllc <p} ona:

inf J(u) > inf
ueX/u=f-v,|vllg=p weX/u=f-v,||vl|lg<u

J(u) (3.3.35)

Par ’absurde, on suppose que

in u) > inf (u) (3.3.36)
ueX/u=f-v,||vllg=p ueX/u=f—-v,||vllg<p
Il existe donc v' € X tel que ||[v/||¢ < p et
J(f =) < inf J(u) (3.3.37)

ueX/u=f-v,|vlle=p

On note v’ = f — v/, et on obtient : J(v') + of|v'||¢ < J(v') + ap. Mais comme (4, 0) est
solution de (3.3.20) :

J(@) + al|v]l¢ < J(@W) + af|v||¢ < J(u) + ap (3.3.38)

D’ou (on rappelle que ||0]|¢ = u), on tire de (3.3.38) que J(u) < J(u'). Cela contredit
(3.3.37). On conclut que (3.3.36) ne peut pas étre vrai. D’ou :

(u) (3.3.39)

in inf
wEX u=f—u,||vl]|g=p weX/u=f—v,|vl]lg<p

Avec (3.3.34), @ est solution de inf,cx/u=f—v |o|o<p J (1), i.€. U est solution de

ueX/u=f—v

inf  J(w)+J (%) (3.3.40)

Donc (u,v) est aussi solution de (3.3.25).

Etape 2 :

On considére maintenant (@, ) une solution de (3.3.25) (I’existence de (1, 0) est donnée par
le Lemme 3.3.3). On peut répéter les calculs de ’Etape 1. On obtient que @ est solution de :

inf J(u) + ap (3.3.41)

ueX/u=f—v,lvllg=p

On a donc : J(a) + ap = J(4) + o||0||g. Mais comme (@, ?) est solution de (3.3.25), on a
|0lle < p. Dot J(@) + «||o]|g < J(4) + af|0]|g. Et comme (4, 0) est solution de (3.3.20), on
obtient que :

J(@) + alltfle = J(@) + ad]la (3.3.42)

On conclut donc que (@, 0) est solution de (3.3.20).
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En fait, on peut dire plus sur le lien entre le probléme de Meyer (3.3.20) et notre probléme
limite (3.3.25). Nous allons donner avec le Corollaire 3.3.1 une sorte de réciproque a la
Proposition 3.3.3. « étant fixé, on note

Zo = {Va, U, est solution du probléme inf,cq H,(f — v,v) (cf (3.3.20)) } (3.3.43)

Sa = {||vallg, va est solution du probléme inf,cq Ho(f — v,v) (cf (3.3.20)) }  (3.3.44)
On sait que Z, et S, ne sont pas vides d’aprés le Lemme 3.3.2. On considére les deux
multi-applications suivantes :
Y: R, — P(G)

o — 7,
et

T : R+ — P(R+)

a— S,

ou P(G) (resp. P(R,)) désigne 'ensemble des parties de G (resp. R.).

On veut montrer une sorte de réciproque a la Proposition 3.3.3, i.e. que, pour certaines
valeurs de y, il existe « tel que p € T'(«).

On a le résultat suivant :

Proposition 3.3.4.
1. T est une multi-application décroissante.
2.Y0)={f—f} etT) =|f— fllg (on f désigne la moyenne de f sur Q).

3. Si « tend vers +00, alors Y (vy) (resp. T'(vy)) tend vers {0} (resp. {0}) (au sens de la
métrique de Hausdorff).

Preuve : On montre successivement les trois points de la proposition. Si on prend v, dans
Zy, Oon note u, = f — v,.

1. Soit a > a3 > 0. On prend v,, dans Z,, et v,, dans Z,,. On note u,, = f — v4, €t
Uay, = [ — Vq,. Alors, comme v,, est dans Z,,, on a en particulier :

S(tay) + Ve [lo < J(ttay) + 1[Vas [l (3.3.45)
Et comme v,, est dans Z,,, on a aussi :
S (tay) + Q2|Vaylle < J(tay) + sV, [la (3.3.46)

En ajoutant les deux derniéres inégalités, on obtient :

1]|va, |l + azllvaslla < ci1l|va, lle + azllva, |6 (3.3.47)
Et alors
(a2 —a1)  ([vaslle = [[vas]le) <0 (3.3.48)
——

>0 par hypothése

D’ott |vg,|lg < ||va, |G, ce qui prouve le premier point de la proposition.
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2. Montrons maintenant le deuxiéme point de la proposition. On a (cf (3.3.21)) Ho(f —
v,v) = J(f —v) > 0 pour tout v € G. On choisit vg = f — f (vo € G car 7 = 0), et
on obtient Hy(f — vg,v0) = J(f —vo) = J(f) = 0. D’ott 0 = min,cg Ho(f — v,v). On
déduit que vy € Zy. De plus, J(u) = 0 si et seulement si u = @. Soit v; une solution de
min,eq Ho(f — v,v). On a donc f —v; = f — vy. Et comme v; € G, on aussi v; = 0.
Alors f —vy = f—v, = f — 9, = f, i.e. v = vo. On conclut que {vy} = Z;. Cela
prouve le deuxiéme point de la proposition.

3. Montrons maintenant le troiséme point de la proposition. On prend v, dans Z,, et on
note u, = f—v,. Par définition de Z,, on a pour tout (u,v) € X xG tel que f = u+wv:

J(ug) + af|valla < J(u) + o||v]a (3.3.49)
On choisit © = f, et v = 0. On obtient :
J(ta) + allvalle < J(f) (3.3.50)

e Premier cas : si f est constante (i.e f = f), alors J(f) = 0. Donc (3.3.50) implique
que J(uy) = ||vallc = 0. On conclut que v, = 0, et u, = f = f.

e Second cas : si maintenant f n’est pas constante (i.e. f # f), alors J(f) > 0. Donc
(3.3.50) implique que ||v,]|¢ < % Ainsi Y () — {0} lorsque « tend vers +oco (au

sens de la métrique de Hausdorff).

Remarque : En fait, on a montré que 7 : R, — [0,]|f — fllg]- En particulier, les valeurs
de T sont uniformément bornées :

L T(0)={f - f}

2. Si a> 0, alors si v, € T(«), on a

lvalle < I1f = fli (3.3.51)

Proposition 3.3.5. T est semi-continu supérieurement (scs) (i.e T est de graphe fermé, a
valeurs convezes compactes).

Preuve : On sépare la preuve en deux parties :
Etape 1 :

On fixe o € R,. Par définition de S,, on vérifie facilement que T'(«v) est convexe et fermé
dans R. De plus on a montré que 7'(«) est uniformément borné (cf (3.3.51)). T'(«) est donc
compact dans R.

Etape 2 :

On considére maintenant une suite («,, v,,) ol a;, € Ry et v, € Z,, . On suppose qu'il
existe (ap,vp) dans Ry x G tel que (v, v,,) — (a0, vo) lorsque n tend vers +oo. Comme
VUa, est dans Z,,, on a pour tout (u,v) € X x G tel que f =u+ v :

J(f = va,) + onllva, lla < J(u) + aollvle (3.3.52)
En passant a la limite lorsque n tend vers +o0o, on obtient :
J(f —vo) + agllvolle < J(u) + agllv]|a (3.3.53)

D’ou vy appartient a Z,,, et ||vg]|c est donc dans S,,. Cela montre que le graphe de T est
fermé.
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Corollaire 3.3.1. Pour tout p dans (0, ||f — fllc), on peut trouver o dans R, tel qu’ il
eriste (u,v) dans X X G avec ||v||c = p, et (u,v) solution du probléme de Meyer (3.3.20).

Preuve : C’est une conséquence des Propositions 3.3.4 et 3.3.5, ainsi que du théoréme
suivant (appliqué a la multi-application 7),, = T' — p) que nous donnons ici.

Théoréme 3.3.1. On considére une multi-application L :

o [Lmin(a)JLmaX(a)]

On suppose que L est telle que :

1. L est s.c.s. (semi-continu supérieurement).

2. Il existe a € R (resp. b € R) tel que Lyin(a) <0 (resp. Lpaz(b) > 0).
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que 0 € L(c).

Remarque : Ce corollaire compléte le résultat de la Proposition 3.3.3. Il fait complétement
le lien avec le probléme de Meyer (3.3.20) et notre probléme limite (3.3.25).

Nous avons finalement montré que résoudre notre probléme (3.3.23) permet bien de ré-
soudre le probléme de Meyer (3.3.20), c’est a dire de décomposer une image en une partie
géométrique et une partie texture. Notre étude mathématique va étre confortée par les ré-
sultats numériques que nous présentons dans la section suivante.

3.4 . Comparaisons

3.4.1 Introduction

Dans cette section, on veut comparer le modéle de Rudin-Osher-Fatemi (ROF) (2.1.7)
avec celui de Meyer (3.1.1). On rajoute du bruit sur I'image de Lenna (Figure 3.1), un bruit
gaussien de variance o. On restaure 'image en utilisant successivement le modéle ROF et
celui de Meyer. Pour le modéle ROF, on utilise I'algorithme proposé par Chambolle pour
minimiser la variation totale. Pour le modéle de Meyer, on utilise I’algorithme (3.2.9)—(3.2.12)
qu’on note A2BC. On montre les résultats sur la Figure 3.2.

On a aussi testé notre algorithme sur 'image Barbara qui était utilisée dans [166] (cf
Figure 3.3). On peut ainsi comparer notre résultat avec le modéle ROF, ainsi qu’avec ’algo-
rithme de Vese-Osher (VO). Les deux auteurs de [166] nous ont en effet donné leurs résultats
numériques (cf Figure 3.8).

3.4.2 Commentaires

On compare la composante oscillante v donnée par notre algorithme avec celle donnée
par le modéele ROF. Leurs moyennes sont toutes trés proches de zéro.
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Lenna Image bruitée (0 = 50, SNR=7.05)

u (A°BC) (A=0.1, u=T170) u (ROF) (A =57)

FiG. 3.2 — Comparaison pour o = 50. SNR=7.05
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Barbara

/i FIf

Fic. 3.3 — Barbara
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Composante BV u

F1G. 3.4 — Décomposition avec notre modéle pour A = 1.0 et u = 100.
|lvazpelr2 est ici équivalente & ||vgor|| 2 dans la Figure 3.5.
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Composante BV u

Composante oscillante v

F1G. 3.5 — Décomposition avec le modéle ROF pour A = 43.
lvror|| L2 est ici équivalente & ||va2pc| 2 dans la Figure 3.4.
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Composante BV u

F1G. 3.6 — Décomposition avec notre modéle pour A = 2.5 et = 35.
llvazpe||Lz est ici équivalente & ||vgror||L2 dans la Figure 3.7 et aussi a ||vyol/z2 dans la
Figure 3.8.
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Composante BV u

F1G. 3.7 — Décomposition avec le modéle ROF pour A = 32.
lvror|| L2 est ici équivalente & ||[va2pc||r2 dans la Figure 3.6 et aussi & ||vyol|z2 dans la
Figure 3.8.
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Composante BV u

F1G. 3.8 — Décomposition avec le modéle VO pour A = 0.2 et u = 0.01.
lluvollr2 est ici équivalente & ||va2pc| L2 dans la Figure 3.6 et aussi & ||vgror||z2 dans la
Figure 3.7.
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Dans le cas du modéle ROF, le paramétre A correspond a celui de (2.1.7), et dans le cas
du modéle de Meyer, les paramétres A\ et p correspondent a ceux de (3.2.4). Dans le cas
de I'algorithme de Vese-Osher (VO), les paramétres \ et p correspondent a ceux de (3.1.2).
Pour faire des comparaisons, on régle ces paramétres de sorte que ||vazpc||rz =~ ||vror||Lz ~
|lvvoll 2 : la composante v contient la méme quantité d’information. On veut comparer cette
information. v 25 désigne la composante v que 'on obtient avec notre algorithme, vgop
celle correspondant au modéle ROF, et vy o pour I'algorithme VO.

Sur la Figure 3.2, on voit que le visage de Lenna apparait plus dans vgor que dans v42p¢.
Cela signifie que, comme annoncé par Y. Meyer dans [133], les contours sont mieux préservés
par son modéle (3.1.1) que par le modéle (2.1.7).

Sur les Figures 3.4 et 3.5, ainsi que sur les Figures 3.6 et 3.7, on voit que v25¢ correspond
plus & la partie texturée de I'image Barbara que vgor. On voit aussi que le visage de Barbara
apparait plus dans vgror que dans v 42p¢. Cela confirme I’analyse d’Y. Meyer [133]. De plus, le
pied de la table apparait plus dans vror que dans v 42, et il ne s’agit pas d'une composante
texturée de 'image.

Pour toutes ces raisons, notre algorithme (inspiré du modéle de Meyer) donne une
meilleure décomposition d’une image en une composante BV et une composante oscillante
que le modeéle ROF.

Sur les Figures 3.6 et 3.8, on peut comparer notre algorithme avec celui de Vese-Osher
(VO)) (en regardant la Figure 3.6 avec le modéle ROF). On fixe les paramétres de sorte que
lvazge|lrz = ||lvvollrz. Les deux résultats sont trés proches (et tous les deux meilleurs que
celui obtenu avec le modéle ROF). Néanmoins, le visage de Barbara apparait plus sur vyo
que sur v2c. De plus, les textures a coté de la main gauche de Barbara n’apparaissent pas
dans vy (contrairement a v42pc). C’est pourquoi notre algorithme semble plus performant
que & celui de Vese-Osher [166].
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3.5 . Réglage des paramétres dans le cas du débruitage

Nous nous intéressons ici au probléme du réglage des paramétres pour ’algorithme de
décomposition u 4 v que nous venons d’introduire. Dans le cas du débruitage, nous donnons
une maniére d’estimer le paramétre p en fonction de ’écart-type (supposé connu) du bruit.

f étant I'image dégradée, on rappelle que la fonctionnelle & minimiser est la suivante :

1
ot o (0t g5l = u -l ) (35.1)

Pour utiliser notre algorithme u + v (3.2.9)—(3.2.12) pour restaurer une image f, il faut
régler les paramétres \ et u. Le paramétre A contréle la norme L? du résidu f — u — v. Plus
A est petit, et plus la norme L? du résidu f — u — v diminue. Plus p est grand, et plus v
contient d’information.

En fait, le choix de X est facile. Il suffit de le choisir petit. Par exemple, avec une valeur
A = 0.1, on trouve que la norme || f — u — v||~ reste inférieure & 0.5 (pour des valeurs de f
allant de 0 & 255).

Le paramétre p est nettement plus difficile & régler. Il controle la norme G de la com-
posante oscillante v. Des exemples de calculs de la norme G de bruits gaussiens ont été
présentés dans la Section 2.5.

Choix du paramétre p

On suppose que I'image u a été dégradée par un bruit gaussien de variance 0. On veut
supprimer ce bruit : on veut donc que la composante v soit un bruit blanc gaussien de
variance o2

Dans le modéle de Rudin-Osher-Fatemi [149], il est suggéré de minimiser la variation
totale sous la contrainte que le résidu soit de variance 2. Si on veut appliquer la méme idée
pour notre algorithme u+wv (3.2.9)—(3.2.12), on doit connaitre la norme GG d’un bruit gaussien
n d’écart-type o donné. Par homogénéité de la norme, @ doit rester constante (au moins
lorsque le nombre de points est assez grand, la taille de I'image étant fixée). Cependant, la
forte non-linéarité de la norme G ne permet pas de le vérifier rigoureusement (i.e. que cette
constante ne soit pas sensible au tirage du bruit gaussien).

On a calculé la norme G de bruits blancs gaussiens (de variance ¢?) avec P'algorithme
décrit dans la sous-section 2.2.3. Par exemple, on a vérifié que la norme G d’un bruit blanc
gaussien d’écart-type o = 1 est trés proche de 1.6 pour une image de taille 128%128.

On peut alors calculer la norme G de n’importe quel bruit gaussien n de taille 128*128,
a condition de connaitre sa variance o? :

Inll¢ ~ 1.60 (3.5.2)

Cela donne la valeur du paramétre ; pour notre algorithme u + v (3.2.9)—(3.2.12). La
Figure 3.9 montre le résultat obtenu avec ce choix pour le paramétre ;o dans un cas particulier
d’image de taille 128*128.

3.6 . Retour sur le modéle de Osher-Solé-Vese

Nous revenons ici sur le modéle proposé par Osher-Solé-Vese dans [143|, que nous avons
présenté dans la sous-section 3.1.4. Nous proposons ici un algorithme original pour le ré-
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Image originale Image bruitée f (o = 35)

Image restaurée (uq2pc )
A=0.1 p=1.60 = 56

Image restaurée (upor)
(0 = 35)

F1G. 3.9 — Débruitage avec les algorithmes A2BC et ROF
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soudre, algorithme inspiré de celui introduit par A. Chambolle pour résoudre le probléme de
Rudin-Osher-Fatemi [49] (cf la Section 2.1.4). On montre sur des exemples numériques que
c’est un excellent algorithme de débruitage, mais qu’il apparait par-contre moins bon que
notre algorithme u 4+ v pour séparer partie géométrique et texture.

On rappelle que le probléme considéré est :

) 1
u 2\
On a le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. Si 4 est solution du probléme (3.6.1), alors © = A™! (%) est solution
du probleme :

inf (%HWH%, — (f,v)x + J*(v)) (3.6.2)

Preuve : Il existe de nombreuses maniéres de montrer ce résultat (cf [78]). On peut par
exemple donner une preuve trés similaire a celle de la Proposition 2.1.1. D’aprés la Propo-
sition 2.3.1, on a ||f — u|®> 5 = (—f 4+ u, A7 (f — u))x. Si u est un minimiseur de (3.6.1),
alors nécessairement :

0e—-A""1 (%) +0J (u) (3.6.3)

(3.6.3) est équivalent a :

A (%) € 0J(u) (3.6.4)

On passe ensuite a la formulation duale en utilisant une équivalence classique en analyse
convexe (cf [78]) : (3.6.4) est équivalente a

u € aJ* <A1 (%)) (3.6.5)

soit encore

f-uw f 1 aafu—f
0esg——5+507 (A . (3.6.6)
On pose alors v = A~ (“5L), et (3.6.6) se réécrit :
f 1 *

Donc v est solution du probléme 3.6.2.

Algorithme : D’aprés la Proposition 3.6.1, on a
= f+ AAD (3.6.8)

Donc pour calculer 4, il suffit de calculer ¢ solution de (3.6.2). Comme J* est donnée par
(2.1.20), © est en fait solution du probléme :

A ) .
min {§\|de I+ (Viphy p /gl S1Vij=1,... ,N} (3.6.9)
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Image originale f U A2 BC VA2BC

=0.5 = 140
Uosv Vosv
A = 1000

F1G. 3.10 — Décomposition (les paramétres sont réglés de sorte que vosy et v 2pc aient la
méme norme L?)

En reprenant la démarche de [49], on voit qu’on peut résoudre ce probléme par une méthode
de point fixe.
P’ =0 (3.6.10)
et )
w1 Py = T(V(Adiv (p") + f/N))iy
Pij = v (p"
’ 1+ 7|(V(Adiv (p*) + [/A))i]
Et comme dans [49], on montre que pour 7 suffisamment petit, on a f + AAdivp” — @
quand n — oo.

(3.6.11)

Résultats numériques : La Figure 3.11 est & comparer avec la Figure 3.9. Comme al-
gorithme de débruitage (dans le cas d’un bruit gaussien), le modéle OSV semble plus per-
formant que les modéles ROF et A2BC. En effet, la composante v contient une trés légére
partie de I'information géométrique de I'image dans le cas des algorithmes ROF ou A2BC,
contrairement au cas de 'algorithme OSV'.

La Figure 3.10 montre une comparaison entre les modéles OSV et A2BC. En tant qu’al-
gorithme de décomposition d’image (c’est a dire pour séparer les textures de la partie géomé-
trique, le modéle de Meyer (et donc I’algorithme A?BC' (3.2.9)-(3.2.12)) semble par-contre
plus performant que le modéle OSV. En effet, les carrés de la composante géométrique u
sont nettement moins bien conservés avec le modéle OSV qu’avec le modéle A2BC.
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Image originale Image bruitée f (o = 35)

Image restaurée
A=70.0

F1G. 3.11 — Débruitage de rayures avec le modéle d’Osher-Sole-Vese

3.7 . Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donc proposé un nouvel algorithme de décomposition
d’images en deux composantes, I'une contenant I'information géométrique et 'autre 'in-
formation texture. Cet algorithme apparait comme particuliérement performant par rapport
aux autres méthodes existantes. De plus, nous avons effectué ’analyse compléte de notre
modéle dans le cas discret. Notre algorithme de décomposition v + v consitue 'une des
contributions essentielles de notre travail. Nous présenterons deux applications de cet algo-
rithme au Chapitre 5.

Nous allons maintenant I’étudier dans le cas continu. Mais au préalable, il va nous falloir
donner une définition de G en continu adaptée au cas d’'un ouvert borné.
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Chapitre 4

Modéle u + v (cas continu)

4.1 . Préliminaires
4.1.1 Introduction

Comme nous I’avons précisé dans les sous-sections 2.2.1 et 3.1.2,pour modéliser les si-
gnaux oscillants, Y. Meyer a introduit I'espace G sur R?. Sa démarche dans [133] utilise
des arguments d’analyse harmonique. Mais il se trouve que le cadre adapté au traitement
d’images est celui d’un ouvert €2 borné. En particulier, nous sommes amenés a choisir des
conditions de bord (dans [133], 'auteur se place dans la classe de Schwartz, c’est-a-dire dans
la classe des fonctions a décroissance rapide a I'infini).

Dans ce chapitre, nous commencons par donner une définition de ’espace GG adaptée au
cas d’un ouvert (2 borné (ce qui nous améne a introduire des conditions sur la trace normale
sur 0F2 des fonctions que nous allons considérer). Il nous faut alors montrer que notre nouvel
espace (G reste un espace bien adapté aux signaux fortement oscillants, ce que nous faisons
a l'aide d’outils d’analyse fonctionnelle. Nous sommes ensuite en mesure d’étudier dans ce
cadre le probléme de Meyer (3.1.1). Enfin, dans la Section 4.3 nous pouvons mener I’étude
de Palgorithme (3.2.9)(3.2.12) que nous avons introduit au chapitre précédent (les preuves
sont cependant plus techniques).

Nous avons présenté ce travail dans [13, 19].

4.1.2 Ensemble Régulier

Nous aurons besoin de la notion (technique) d’ensemble régulier, que nous introduisons
ici.

Définition 4.1.1. On dit que © C R? est régulier s’il vérifie la propriété suivante : il existe
n > 0et A> 0 dépendant seulement de Q2 tel que pour tout € € (0,7), et pour tout = € €,

|B(z,e) ()9 > Ae® (4.1.1)

ol B(z,e) = {y € R? / ||z — y|| < €}, et |B(z,€) (| désigne la mesure de Lebesgue de
B(z,€) €.

La preuve du résultat suivant est élémentaire, mais & notre connaissance originale.

Lemme 4.1.1. Soit Q tel que OQ soit C? et de longueur finie. Alors Q) est régulier.
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Oa

Y.

F1G. 4.1 - Cas o Q = B(O, R) (O’ est sur le cercle B(O, R))

Remarque : Si  est un ouvert polygonal, alors (2 est également régulier.

Preuve du Lemme 4.1.1 : On découpe la preuve en deux parties :
Etape 1 :
On suppose d’abord que Q2 = B(O, R) avec R > 0.

On fixe € € (0,R). On veut trouver n > 0 et A > 0 tels que |B(x,€) Q] > Ae* pour
tout € € (0,n) et pour tout = € Q. Le cas le plus défavorable est présenté sur la Figure 4.1 :
des constantes 1 et A valables dans ce cas seront valables dans tous les autres. On note A
I’aire du triangle BCD sur la Figure 4.1. On a donc :

Bz, e) ()0 > A (4.1.2)

L’équation de B(O, R) est 22 + y? = R?, et celle de B(O',¢) : 22 + (y — R)?> = €. On note
(xc, yc) les coordonnées du point C. On voit que y¢ est la solution de :

R — 92 =€ — (yo — R)? (4.1.3)

€2

i.e. 2R?—¢® = 2Ryc. D'otl yo = R— . Et comme 22, = R?—y2, on obtient ¢ = /€2 — 5.

On en déduit que :
A=|e— —62 2 — —64 4.14
(6 2R> ‘ 4R? (4.1.4)

On obtient alors que A ~ ¢* lorsque ¢ — 0. Il existe donc 1 € (0, R) tel qu’il existe A > 0,
dépendant seulement de R, tel que A > Ae? pour tout € € (0,7). On conclut grace a (4.1.2).
Etape 2 :

On considére maintenant le cas général. On paramétrise J€) par son abscisse curviligne
v : [0; L] — R? (ou L désigne la longueur de I'). On note ¢ — k(7(t)) sa courbure (qui est
C° car 9 est C?). On voit que x(y([0; L])) est compact dans R. D’ou k(y([0; L])) = [p1, pa]
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avec p; et p dans R. On note py = max(|p1], |p2]). Comme 2 n’est pas vide, on sait que
po > 0.

On veut trouver n > 0 et A > 0 tels que |B(x,¢) ()| > Ae® pour tout € € (0,7). D’aprés
ce qui précéde dans I’étape 2, on en déduit que 'on pourra conclure si le résultat est vrai

pour = B (O, p%), ce que l'on sait grace a I'étape 1.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 4.1.2. ) est supposé régulier. Considérons une suite w, : 0 — R telle que :
1. ||lwp|| 1) — 0 quand n — +oo0.

2. Il existe 0 € (0,1) et C' > 0 tels que pour tout = et tout y € Q, |w,(z) — w,(y)| <
Clz — yl°.

Alors ||wy || e) — 0 quand n — +oo.

Proof : On fixe z € . On peut écrire w,(z) = w,(z) — w,(y) + w,(y). Cela implique
|wn ()| < |wp(x) — w,(y)| + |wp(y)|. En utilisant hypothése 2, on obtient :

wa(@)] < Cla = yl” + [wa(y)] (4.1.5)

Soit € € (0,7) (n comme dans la Définition 4.1.1), et notons B = B(z,¢) = {y € R?*/|x—y| <
e}. De (4.1.5), on obtient :

BOAe@I <0 [ o=yl [ quldy (416)
BNQ BNQ
D’ou
B\l <€ [ o =yldy+ [ Jwawldy (117)
B Q
Comme 2 est régulier, on a |B() Q2| > Ae®. Et en passant en coordonnées polaires, on a :
€ 2
/B lz —y|’dy = 27r/0 ror dr = 7 _:2€9+2 (4.1.8)
De (4.1.7), on obtient :
2w C
Al (@)] £ 5+ [ )l dy (4.1.9)
0+ 2 Q
ie:
., W(y)|d 4.1.10
) < g+ 5 o)l (4.1.10)
On note " = 575, et on tire de (4.1.10) que :
1
funla)| < O+ 55 [ funlo)ldy (4111)
A€2 Q
D’ou : 1
w0y < C'é? + P“wn”LI(Q) (4.1.12)
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On fait n — +o00, et on obtient (car ||w,||z1@q) — 0) :

lim |Jwy,|| =) < C'é (4.1.13)

n—-+o0o

Comme (4.1.13) est vrai pour tout € € (0,7), on peut faire ¢ — 0T, et on obtient ainsi que
|wn || Lo () — 0 lorsque n — +o0.

4.1.3 Définition et propriétés de G(£2) (cas continu)

Nous sommes désormais en mesure d’introduire une version continue de ’espace G. Il
s’agit de la contribution la plus importante de ce chapitre.
Dans toute la suite, on note Q un ouvert connexe R? & bord Lipschitz. On adapte la

Définition 2.2.1 concernant l’espa(:(,a G au cas de €). Nous allons considérer un sous-espace
du Banach W~12(Q) = (WOU(Q)) (Pespace dual de W' (Q)).

Définition 4.1.2. G(Q) est le sous-espace de W~1>°(Q) défini par :
GQ)={veL*Q) /v=divE, £ € L®(QLR?), &N =0 sur 9Q} (4.1.14)
(oi £&.N désigne la trace normale de & sur 02). Sur G(€2), on définit la norme suivante :

|v]|Ge) = inf {HfHLoo(QW) Jv=divE , &N =0 sur GQ} (4.1.15)

Remarque : G(f2) n’est pas un Banach. En particulier, G(£2) n’est pas le dual d’un espace
vectoriel normé (cf [42]).

Pour montrer que G(2) n’est pas complet, considérons I’exemple suivant : Soit @ =
[—2,2]?, et la fonction :

&z, 10) = { rl £ Vel =1t Vo] + el <1 (4.1.16)
sinon
On calcule div¢ au sens des distributions :
—L_signe(z,) + ——signe(x T+ |x
div (i, a) = 4 2 InET) 5 signe(zs) [l Vo] < (4.1.17)
0 sinon

On a ¢ e L*(Q), &N =0 sur 99, et v =divE € L'(Q) mais pas dans L*().
Pour n > 1, on pose :

a1, 22) = {\/WJr sy flel a1 51\/1x1|+ el it < (4.1.18)

sinon

On a ¢, € L™(Q), &.N = 0 sur 99Q, et v, = div§, € L*(Q) (et donc v, € G(Q)).

De plus, on a &, — £ in L>(Q). La suite v,, = div§, est donc une suite de Cauchy dans
G(2). Mais v = div& n’est pas dans L?(2). On conclut alors que G(Q2) n’est pas complet
pour la norme G (et donc que G(2) n’est pas un espace de Banach).
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On a la caractérisation simple suivante pour G({2) :

Proposition 4.1.1.

G(Q) = {v € 12(Q) / /Qv - 0} (4.1.19)

Preuve : On note H(2) le terme de droite dans (4.1.19). On sépare la preuve en deux
étapes.

Etape 1 :

Soit v dans G(2). Alors, de (4.1.14) il est immédiat que [,v =0, ie. v € H(Q).

Etape 2 :

Soit v dans H(2). Alors, en utilisant un résultat de Bourgain et Brézis [40] (Théoréme 3’)
(voir aussi [41]), il existe £ € CO(Q,R?) N W12(Q, R?) tel que v = divE et € = 0 sur 952 En
particulier, on a £ € L>®(Q,R?) et £.N = 0 sur 91, et donc v € G(R).

Remarque : Insistons sur la force du résultat de [41, 40]. Il concerne le cas limite v dans
L9(€2), g = 2, lorsque la dimension de ’espace est N = 2. La méthode classique pour étudier
les équations du genre div{ = v avec £&.N = 0 sur 0f) consiste a résoudre le probléme Au = v
avec % = 0 sur 012, et de choisir £ = Vu. Si v est dans L9({2) avec ¢ > 2 ce probléme admet
une unique solution (4 une constante additive prés) dans W29(Q2). De plus, en utilisant les
injections de Sobolev standards (cf [79, 42, 87]), & = Vu appartient & L>(Q2,R?). Si ¢ = 2,
le résultat n’est plus vrai, et I’approche classique ne fonctionne pas. Le résultat de Bourgain
et Brezis (que nous utilisons dans la preuve de la Proposition 4.1.1) est donc trés fin.

Nous introduisons une famille de sous-ensembles convexes de G(£2). Ces ensembles convexes
seront utiles par la suite.

Définition 4.1.3. Soit G,(€?) la famille de sous-ensemble définie par (¢ > 0) :
Gu(©) = {0 € G(Q) / lolle < 1) (41.20)
Lemme 4.1.3. G,(Q) est fermé pour la topologie forte de L*().

Preuve du Lemme 4.1.3 Soit (v,,) une suite dans G () telle qu’il existe © € L*(Q2) avec
v, — 0 dans L*(Q)-fort. On a v, = div§,, avec &, telle que énllLere) < pet &N =0
sur 0. Comme ||&,||z~@r2) < i, il existe € € L=(Q,R?) tel que & une extraction prés :
&, — € dans L>®(2, R?) faible * | et HéHLoo(QJRZ) < p.

De plus, si ¢ € D(Q) : [yonpde = [jdivépde = — [, Vode. Et donc, comme
n — 400, on obtient avec la formule de Stokes :
/@qsda;:—/éwdx:/divégbdx—/ ENg (4.1.21)
Q Q Q o9

En choisissant une fonction test dans C'2°(€2), on déduit de (4.1.21) que ¢ = diyé dans D'(92),
et comme 0 € L*(9), 'égalité reste vrai dans L*(Q2). Ensuite, pour un ¢ € D(Q2) quelconque,
il vient £&.N = 0 sur 99 (dans H~/2(9Q)) (cf [114]).
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Remarques :
1. Notons K () la fermeture dans L?(£2) de ’ensemble :

{d1V£ ) £ < CEO(Q’R2> ) H£||L°°(Q,R2) < 1} (4122)

En utilisant le Lemme 4.1.3 et quelques résultats de [160], on peut montrer que
K(Q) = G1(Q).
De plus, on peut aussi montrer de la méme maniére que G({2) est la fermeture dans
L*(2) de I'ensemble :
{dive, €€ C2(Q,R?) } (4.1.23)

2. De la preuve du Lemme 4.1.3; on déduit facilement que ||.||¢ est semi-continu inférieu-
rement (sci).

On a également le résultat suivant :

Lemme 4.1.4. Siv € G(Q), il existe £ € L™°(Q,R?) avec v =div¢ et &N =0 sur 99, et
tel que ||v]|g = [|€|| L r2)-

Preuve : Soit v € G(R2). Considérons une suite &, € L>°(2, R?) avec v = div§, et &,.N =0
sur 99, et telle que [|&, | =) — [|v]|q. Il existe & € L°(©2,R?) telle que, & une extraction
prés, &, — & dans L°°(§), R?) faible *. On peut ensuite montrer, comme dans la preuve du
Lemme 4.1.3, que £&.N = 0 sur 0f2 et que v = div&.

Principale propriété : Le lemme suivant est di Y. Meyer [133]. Mais il est énoncé dans
le cas ) = R?, et la preuve repose sur des arguments d’analyse harmonique. Grace & notre
définiton de G(£2), on peut le formuler dans le cas ot €2 est borné. La preuve repose ici sur
des arguments d’analyse fonctionnelle.

Lemme 4.1.5. Soit f, , n > 1 une suite de fonctions dans L1(Q2) (" G(S2) possédant les
deuz propriétés suivantes (0 est régulier a bord lipschitz) :

1. Il existe ¢ > 2 et C' > 0 telles que || f|lLa) < C.

2. La suite f,, converge vers 0 au sens des distributions (i.e. dans D'(2)).

Alors || fulle converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Ce résultat explique pourquoi la norme dans G(£2) est une bonne norme pour étudier les

signaux a fortes oscillations. Il sera en effet plus facile de capturer de tels signaux lors d’un
processus de minimisation avec la norme G qu’avec la classique norme LZ.

Preuve du Lemme 4.1.5 : On sépare la preuve en deux étapes :

Etape 1 :
Considérons une suite f, € L(Q) () G(Q2) satisfaisant ’hypothése 1. On considére le pro-

bléme de Neumann associé :
Au, = f, in Q
{ %L]\? 0 eur 99 (4.1.24)
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On rappelle que comme f,, € G(R), on a aussi [, f, dz = 0. On sait (cf [93, 136, 70]) que le
probléme (4.1.24) admet une solution u,, € W*%(Q). Mais comme ¢ > 2 et  borné, il est
standard (cf [42, 2]) qu’il existe 6 € (0,1) tel que W24(Q)) s’injecte continuement dans C'*
(grace au théoréme de Morrey). On note g, = Vu,. On a donc g, € C%(R?). De plus (cf
[42, 2]),siz et y € Q, on a :

190(2) = ga ()] < AL(Q, ¢, N)lgallwra ez — yl’ (4.1.25)

ou A;(£2, ¢, N) est une constante qui ne dépend que de 2, ¢ et de la dimension de ’espace
N =2.

On considére a nouveau le probléme (4.1.24). D’aprés [136, 135], on sait aussi qu'il existe
un constante B > 0 telle que :

unllwzay < Bl fallLa@ (4.1.26)
Et comme on suppose que || f,||zs() < C, on obtient :
|tn|[w2a) < BC (4.1.27)
Mais comme g,, = Vuy,, on a ||g,|lwie@) < [|unllw2a@). On déduit donc de (4.1.27) que :
1gnllwa@re) < B.C (4.1.28)
Et on conclut grace a (4.1.25) et (4.1.28) que pour tout x et tout y € 2, on a :
190 (7) — gn(y)| < A2(Q, ¢, N)|z — y/’ (4.1.29)

ou As(€2, ¢, N) est une constante qui ne dépend que de €2, ¢, et de la dimension de ’espace
N =2.

Etape 2 :
De (4.1.27) on déduit I'existence de u € W?9()) tel qu’a une extraction prés,

u, — u dans W24(Q) faible (4.1.30)
Et en utilisant I'injection compacte de W4(Q) dans W14(Q) (cf [2, 42]) :
u, — u dans W19(Q) fort (4.1.31)

On multiplie maintenant ’équation (4.1.24) par une fonction ¢ € D(12) :

/ Au,¢dr = / fu@dx (4.1.32)
Q Q
En intégrant par partie, on obtient
- / Vu,Vodr = / fnodx (4.1.33)
Q Q
et comme f,, — 0 dans D'(Q2) lorsque n — +00, on voit que :
lim Vu,Vodr =0 (4.1.34)
n— -0 Q
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Mais u, — u dans W?(Q2), et donc : [, VuVodr =0, i.e. :
—/ Aupdr =0 Ve € D(Q) (4.1.35)
Q

ce qui implique que Au = 0 dans D'(Q2). Comme u est dans W24(Q), on a Au € L%(). Et
donc Au = 0 dans L%(52).

/QAungﬁd:c—/angbdx (4.1.36)

Comme || fu|la) < C, il existe f € L9(N2) telle que & une extraction prés, f, — f dans
L4(Q) lorsque n — +o0. Et comme f,, converge vers 0 au sens des distributions, on a f = 0.
D’ou lim,, 4 o fQ Au,¢dxr = 0. En intégrant par partie, on obtient :

/Au,ﬂﬁda:z Vi, .No —/Vuanbdx (4.1.37)
0 B 0

Oun __
=o car 3¢ =0

Et puisque u,, — u dans WhH4(Q) :
/ VuVedr =0 Vg € D(Q) (4.1.38)
0

Comme Au = 0 dans L9(Q2), on a aussi [, Auddz = 0 si ¢ dans D(Q). En utilisant a
nouveau la formule de Stokes, on obtient :

Ou

; aNgbz/ﬂVqubdx—l—/ﬂAugbdx (4.1.39)

On conclut que [;, 2%¢ = 0 pour tout ¢ dans D({2). On en déduit alors (cf [160]) que 2% = 0
sur 2. On a ainsi montré que u € W>9(Q) est la solution du probléme suivant :

{ Au = 0 dans 2 (4.1.40)

%%:Osuréﬁ

de sorte que Vu = 0 dans L*()) Le raisonnement précédent restant valable pour toute
sous-suite extraite de u,, on conclut que toute la suite Vu, est telle que Vu,, — 0 lorsque
n — +oo dans L?(2,R?) fort, i.e. g, = Vu,, — 0dans L*(€2, R?) fort. D’apreés le Lemme 4.1.2,
on obtient que :

9nll Lo (2,r2) — 0 (4.1.41)

Comme f,, = div g,,, on déduit facilement de (4.1.41) que || f,|[¢ — 0.
|

Exemple : On donne ici un exemple de suite de fonctions f,, satisfaisant les hypothéses
du Lemme 4.1.5.
Considérons la suite de fonctions f,, définie sur Q = (—x, 7)? par :

fn(z,y) = cos(nz) + cos(ny) = div (%(sin(mj), sin(ny))) (4.1.42)
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On définit donc .
En(z,y) = ﬁ(sin(nx),sin(ny)) (4.1.43)

On a &, € L>*(Q,R?). De plus, on voit facilement que &,.N = 0 sur 952 pour tout n > 0.
Donc f, € G(Q2), et on a clairement :

[ fallc@) — 0 lorsque n — +o0 (4.1.44)

Maintenant, soit ¢ € D(£2). En utilisant la formule de Stokes, on obtient alors :

/ of, dudy = / o div (€,) drdy
Q Q

= —/ Vo.&, dedy + o &N
Q o0 ~
—0 sur Jf2
Mais
' [ vos dxdy\ < IVelo@  allmm (4.1.45)
Q —_——
-0 lorsque n — +o0

On conclut ainsi que f,, — 0 dans I/(9).
On peut calculer || f,[|7s () :

1/3
104”) (4.1.46)

ol = (5

Cet exemple montre que le résultat du Lemme 4.1.5 n’est pas trivial. Et il confirme
que l’espace G est un espace bien adapté pour les signaux fortement oscillants (surtout par
rapport a L?).

4.2 . Etude du modéle de Meyer

Grace aux résultats de la Section 4.1, nous sommes désormais en position de mener I’étude
mathématique du probléme de Meyer [133]. Si au chapitre précédent (dans le cas discret),
I’existence d’une solution était immédiate, il faut ici étre plus précis.

Soit f € L*(€2). On rappelle qu’on considére le probléme suivant :

e )+ 421
(Uav)eBV(QigG(Q)/f:u+v( (u) aHUHG(Q)) ( )

ou J(u) est la variation totale de |Du| définie par (2.1.1).

Remarque : Comme [ est une image, il n’est pas restrictif de supposer f € L%(Q).
Avant de considérer le probléme (4.2.1), on doit d’abord montrer qu’il est toujours possible
de décomposer une fonction f € L*(Q) en deux composantes (u,v) € BV (Q2) x G(Q).

Lemme 4.2.1. Soit f € L*(Q). I existe alors u € BV(Q) et v € G(Q) tels que f =u+v.
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Preuve : On choisit u = ﬁ Jofetv=f-u= f—ﬁ Jo f-Onadoncu € BV(Q) (puisque
Q est borné), et v € L*(2). De plus, comme [, v = 0, on déduit de la Proposition 4.1.19 que
veGQ).

[ |

On montre maintenant que le probléme (4.2.1) admet au moins une solution.

Proposition 4.2.1. Soit f € L*(Q). Il existe alors 4 € BV () et © € G(Q) tels que
f=i+0,et:

J(u) + o||t]|¢ = inf J(u) + 4.2.2
@+alile= _owf ()t alvo) (422

Preuve : On commence par remarquer que la fonctionnelle & minimiser (4.2.1) est convexe
par rapport a ses deux variables. De plus, 'infimum dans (4.2.1) est fini (d’aprés le Lemme
4.2.1).
On considére maintenant (u,,v,) une suite minimisante pour (4.2.1) Il existe donc une
constante C' telle que :
J(up) < Cet||vy)lc <C (4.2.3)

D’aprés I'inégalité de Poincaré (cf [8]), on sait qu’il existe une constante B > 0 telle que :
ltun = Jounllz2) < BJ(uy). De (4.2.3), on obtient donc |ju, — [, un|lr2@0) < BC. Mais

comme u,, + v, = f, on a :
/un + /vn = / f (4.2.4)
Q Q Q
)

—o car v, € G(Q

D’o1 u,, est bornée dans L*(Q2). De (4.2.3), on déduit que u,, est bornée dans BV (2). Il existe
donc @ € BV (Q) telle que u,, — @ dans BV (Q2) faible *. Et comme u,, + v, = f, on déduit
que v, est aussi bornée dans L?(12). Il existe donc ¢ € L?(Q) telle que, a une extraction pres,
v, — 0 dans L?(Q2) faible.

Pour conclure, il reste & montrer que (4, ?) est un minimiseur de J(u) + a||v||g@). Et ce
dernier point se déduit du fait que J est semi-continu inférieurement (sci) par rapport a la
topologie BV faible * [8], et du fait que ||.||¢ est sci par rapport a la topologie L*-faible.

On a donc montré que le modéle de Meyer admet dans le cadre continu au moins une
solution.

Remarque : L’unicité pour le probléme de Meyer reste une question ouverte.

4.3 . Algorithme

Dans la Section 4.2, nous avons montré l'existence d’une solution pour le modéle de
Meyer. On étudie maintenant 1’algorithme proposé au chapitre 3 pour résoudre le modéle de
Meyer (dans le cadre continu que nous venons d’introduire). Les résultats de cette section
généralisent au cas continu les résultats de la sections 3.3 obtenus dans un cadre discret. Nous
montrons donc d’une part que I’algorithme converge vers le minimiseur de notre fonctionnelle,
et d’autre part que résoudre notre probléme permet bien de résoudre le modéle de Meyer.
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4.3.1 Modéle en continu

On introduit la fonctionnelle suivante définie sur L?(Q) x L?(2) :

J(u) + g5 llf —u—v[[f2q) si(u,0) € BV(Q) x GL(Q)

= 4.3.1
Fulu,v) { +00 sinon (4.3.1)
On peut réécrire F , de la maniére suivante :
1
B, 0) = () + 52 1f =0 = 0l + X (0) (43.2)

avec la convention que J(u) = +oo si u € L*(Q)\BV(Q), et o x¢, ) est la fonction
indicatrice de G, ().
On veut résoudre le probléme suivant :

inf F 4.3.3
LQ(Q;ELQ(Q) (105 ) ( )

4.3.2 Existence et unicité

On montre ici que le probléme (4.3.3) admet une unique solution.

Proposition 4.3.1. Soit f € L*(Y). Il existe un unique couple (4, ?) qui minimise F) ,(u,v)
sur L2(Q) x L*(9).

Preuve : On sépare la preuve en deux parties.
Etape 1 (Unicité) : La preuve est identique a celle de 'unicité pour le Lemme 3.3.1.
Etape 2 (Existence) : Soit (u,,v,) une suite minimisante pour Fj ,(u,v) , i.e. :

Fy (g, vn) — L2(Qi)r>}§2(9) Fyu(u,v) (4.3.4)
Il est clair que v, € G, et :
J(up) < Cet ||f —u, — vnH%fz(Q) <C (4.3.5)

Comme v, € G, on obtient que v, = div§,, avec &, tel que ||&, | po@rz) < pet &N =0
sur J€2. On a aussi :

/unvn:/undivfn < sup /undivfgu sup /undiv§ (4.3.6)
0 0 €€G,L(Q) Ja cec () Ja

D’ou (en utilisant (4.3.5)) :
/unvn < pud(u,) <C (4.3.7)
Q
De (4.3.5) et (4.3.7), on déduit que u,, et v, sont bornés dans L*(Q2). Grace a (4.3.5), et
puisque u, et v, sont bornés dans L?(f2), on obtient qu’ il existe (i, ?) tels que, a4 une

(
extraction prés : u,, — 4 dans BV () faible *, et v, — © dans L*(Q) faible.
D’aprés le Lemme 4.1.3, on sait que x¢, () est L*-faible sci, ou :

0sive G0N
XGu(@) (U) - { +o0 Sil’lgl(l ) (4'3'8)
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Puisque la variation totale est sci pour la topologie BV faible * , on obtient :

. . 1
inf ), = lim (J(Un) + ﬁ”f — Up — Un||%2(n) T XG.(Q) (Un)>
. 1 L N
> J(a)+ ﬁHf — U= UH%Q(Q) + X6 (@)(0)

i.e. (4,0) est un minimiseur de F) ,(u,v) sur L*(2) x L*(Q).

4.3.3 Caractérisation du minimiseur (4, )

Maintenant que ’on sait qu’une solution existe, on cherche un moyen de I’atteindre. Le
résultat suivant donne une caractérisation du minimiseur de F ,. On I'utilisera dans la sous-
section suivante pour montrer la convergence de ’algorithme (3.2.10)—(3.2.12) proposé au
chapitre précédent.

Proposition 4.3.2. (u,?) est un minimiseur de F) ,(u,v) si et seulement si :

U= f—9—Pgo(f—19)
{ b= Poor(f ) (4.3.9)

Preuve : On sépare la preuve en deux parties :
Etape 1 (Condition nécessaire) :

Soit (@, 0) un minimiseur de F) ,(u,v). Le fait que & = f — 0 — Pg, (o)(f — 0) vient de la
Proposition 2.1.1. La preuve de 0 = Pg, (q)(f — @) est similaire : comme ¢ est un minimiseur
de F),(4,.), on a pour tout v dans L*(Q) : F) ,(4,0) < F\ (4, v) , ce qui implique. :

0ev— (f — ﬁ) + )\aXGH(Q) (@) (4.3.10)

(4.3.10) signifie : f — @ € (I 4+ MNxq,@)(0). Dot : & = (I + Adxq, () ' (f —@). Et il est

standard de conclure que : ¥ = Pg, o) (f — 4).
Etape 2 (Condition suffisante) : Soit (u,v) vérifiant (4.3.9). On a donc :

{ 0€d+0—f+2dJ(a) (4.3.11)

Oeu+v—f+ /\GXGH(Q)(@)

La premiére ligne de (4.3.11) provient du fait que @ = f — 0 — P, q)(f — 0) (cf [49] et [25]),
et la seconde du fait que : 0 = Pg,)(f — @). On peut réécrire (4.3.11) :

f—a—b A
{ L s (4.3.12)
v € OxGuo(0)
ce qui signifie :
J(U) Z J(’&) + (U-'ll, f_q)\l_v)[:z(g)XLz(Q) (43 13)
XGu@) (V) 2> Xa@)(0) + (v — 17, fﬁzfv)p(g)xw(m



On additionne les deux lignes dans (4.3.13), et on obtient :

U—0

. . f—u—20 - f-
JW%+Mmm@)ZJW%+M%®OO+(u—mi—i——)+<v—ui—i——)(43M)
On ajoute alors 55| f —u — UH%Q(Q) aux deux membres de (4.3.14), et on obtient :

. L 1
Fuu(w,0) 2 Fu(@,0) = o3|l f = @ = dllja) + 5 llf — v = vl

+(u_m£:%:ﬁ)+(v_@i;%:ﬁ)

Pour conclure, il reste a montrer que :

IF —u—ollFay ~ I~ = e + 2w — b, f— = ) 42 (0 — 0, f — i~ ) > 0 (43.15)

On note L(u,v) = || f — u — v||}5(g,- Comme L est convexe, on a :
oL oL
L(u,v) > L(@,9) + (u — i, 5@ @)) n (v 4, %(a,@)) (4.3.16)

Et (4.3.16) est juste (4.3.15) qu’on voulait montrer.
|

Corollaire 4.3.1. La suite (u,, v,) (définie par (3.2.9)-(3.2.12) et adaptée au cadre continu,)
converge faiblement vers (4,0) € BV (Q) x G,(Q2), lunique minimiseur de F) ,(u,v).

Preuve : C’est une conséquence des Proposition 4.3.1 et 4.3.2, ainsi que de la définition
de la suite (uy,,v,) (définie par (3.2.9)-(3.2.12)).
[ |

On a donc montré la convergence de I'algorithme vers le minimiseur de notre fonction-
nelle. Il reste maintenant & montrer que résoudre notre probléme permet bien de résoudre le
probléme de Meyer. On commence par regarder le probléme limite lorsque A — 0.

4.3.4 Etude du probléme limite lorsque A — 0

On considére le probléme suivant :

inf J(u) + v 4.3.17
(u,w)EBV(Q)xG(Q)/ f=u+tv ( ) XG#( ) ( )

Dans la proposition suivante, on montre que le probléme (4.3.17) est le probléme limite que
'on obtient lorsque A — 0 dans (4.3.3).

Proposition 4.3.3. Supposons que f € L*(Q2), et qu’il eziste (4,0) € BV (Q) x G,(Q) tel
que f =u+ v, alors :
1. Il eziste (4,0) € BV () x G,(Q) solution de (4.3.17).

2. De plus, si (u,0) est unique, et si (uy,vy) désigne la solution du probléeme (4.3.8), alors
(ux,vy) converge vers (4,v) € BV (Q) x G,(2) lorsque A tend vers 0.
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Preuve : Comme on suppose lexistence de (@,?), 'infimum dans (4.3.17) est fini. En
utilisant le Lemme 4.1.3, la preuve du premier point est alors immédiate. Concentrons nous
maintenant sur le deuxiéme point. L’existence et 'unicité de (uy,v,) sont donnés par la
Proposition 4.3.1. Comme (uy,v,) est la solution du probléme (4.3.3), on a vy € G, et :
Fy(uy,vn) < Fyu(u,0) , ce qui signifie (car ¢+ 0 = f)

F)\7N(U)\,U>\) S J(ﬁ) (4318)

Et le terme de gauche de (4.3.18) est donné par :

1 1
Fyu(ur, v2) = J(ur)+ o3 [l f—n=uilliz@+xe (1) = J(@)+ o3l f—m—ulizq (4.319)
D’ou
1 A
J(w) + 53 [1f = wx = vl < J(@) (4.3.20)

ce qui implique
If —ux —vall* < 2M\J (@) (4.3.21)

On montre alors comme dans la preuve de la Proposition 4.3.1 que si A € [0;1], ||ual|2(0)
et donc ||v|r2(q) sont bornés par une constante C' > 0 qui ne dépend pas de A.

Considérons une suite (\,,) qui tend vers 0 lorsque n — +oco. Alors, a une extraction prés,
il existe (ug, vo) € BV (Q) x G,(Q2) tel que (uy,, v, ) converge vers (ug, vo) dans L*(Q) faible.
En passant a la limite dans (4.3.21), on obtient : || f — uy — vol|z2() = 0, i.e. f =g + vo.

Pour conclure la preuve de la proposition, il reste & montrer que (ug, vg) est solution du
probléme (4.3.17). On commence par remarquer que puisque pour tout A € [0, 1], ||v|le < p,
on obtient donc grace au Lemme 4.1.3 que vy € G,,. Et d’apreés (4.3.20), on a pour tout A > 0:
J(uy) < J(u). Dot ug € BV(Q) (car J(up) < limJ(uy) < J(a)).

Soit (u,v) € BV(Q) x G,(Q2) tel que f =u+wv. On a:

(Y 1 2 U 1 2
— _ o — > n — |If = _

v
> J(ua,) + xa, ( ;n)

En passant 4 la limite lorsque A\ — 0, on obtient : J(u) + x¢, (ﬁ) > J(uo) + xa, <U70>
D’ott (ug, vo) est une solution du probléme (4.3.17). Et comme on a supposé que le probléme
(4.3.17) posséde une unique solution, on déduit que (ug,vy) = (4, 0), i.e. (ug,vy) est la

solution du probléme (4.3.17).
|

4.3.5 Lien entre le probléme limite et le modéle de Meyer

On veut maintenant montrer le lien entre (4.3.17) et (4.2.1).

Proposition 4.3.4. On fize a > 0 dans le probleme (4.2.1). Soit (u,v) une solution du
probleme (4.2.1). On fize = ||0||¢ dans (4.3.17). Alors :
o (4,0) est aussi une solution du probleme (4.3.17).

e Réciproquement, toute solution (1,v) de (4.3.17) (avec u = ||0]|c) est une solution de
(4.2.1). De plus, on a ||| = p et J(a) = J(a).
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Preuve : La preuve est exactement la méme que celle de la Proposition 3.3.3.
[ |

En fait, comme dans le cas discret du Chapitre 3, on peut dire plus & propos du lien entre
le modéle de Meyer (4.2.1) et notre probléme limite (4.3.17). On note

H,(u,v) = J(u) + af|v|a (4.3.22)
On peut donc écrire le modéle de Meyer comme :

inf H,(u,v) (4.3.23)
(u,0)EBV(Q)xG(Q) / f=utv

« étant fixé, on note
Z, = {Ua, U est une solution du probléme inf,cq) Ho(f — v, v) } (4.3.24)

Sa = {|lvalla, va est une solution du probléme inf,eco) Ho(f — v,v) } (4.3.25)

On sait que Z, et S, ne sont pas vides d’aprés la Proposition 4.2.1.

On considére les deux multi-applications Y : R, — P(G(€2)) (resp. T : Ry — P(R}))
tel que Y(a) = Z, (resp. T'(a) = S,), ot P(G(R2)) (resp. P(R,)) désigne ’ensemble des
sous-ensembles de G(2) (resp. R ).

On veut montrer une sorte de réciproque a la Proposition 4.3.4, i.e. que, pour certaines
valeurs de p, il existe a tel que p € T'(«v). On a le résultat suivant :

Proposition 4.3.5.
1. T est une multi-application décroissante.
2.Y(0)={f—f}etT(0)=|f— flla (ot f désigne la valeur moyenne de f sur Q).

3. Si a tend vers 400, alors T(v,) tend vers {a}, ot a est défini par :

a=inf{||v|l¢ / f—veBV(Q), ve G(Q)} (4.3.26)
Remarque : Si f € BV(Q), alors a = 0.

Preuve : On montre successivement les trois points de la proposition.
1. La preuve du premier point est identique a celle de la Proposition 3.3.4.

2. Regardons maintenant le deuxiéme point de la proposition.
On a (cf (4.3.22)) Ho(f —v,v) = J(f —v) > 0 pour tout v € G(R2). En choisissant
vo = f — f (d’aprés la Proposition 4.1.1), vy € G(f2) car ¥y = 0), on obtient Ho(f —
v,v0) = J(f —wo) = J(f) = 0. Dot 0 = inf,cq) Ho(f — v,v), et vog € Zy. De plus,
J(u) = 0 si et seulement si u = @. Soit v; une solution de inf,cqo) Ho(f — v,v). On a
donc f — vy = f —v;. et comme v; € G(€2), on a aussi v; = 0. Alors f—vy = f — vy =
f—v = f,ie v; = v. On conclut que {vo} = Zp.

3. Montrons maintenant le troisiéme point de la proposition.
Soit € > 0. De (4.3.26), on sait qu’il existe 0. € G(2) tel que 4. = f — 0. € BV (Q) et :

a<|Olg <a-+e (4.3.27)
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On prend v, dans Z,, et on note u, = f — v,. Par définition de Z,, on a pour tout
(u,v) € BV(2) x G(Q) tel que f = u+ v : J(ua) + afjvalle < J(u) + of|v]|e. En
choisissant v = u,, et v = 0., on obtient :

J(ua) + a|lvalla < J(G) + al||tle < J(h) + aa + ae (4.3.28)
En passant a la limite o — +00, et en utilisant (4.3.27), on obtient :

a < limJirnf |lvalle < a+e (4.3.29)
|

Remarque : En fait, on a montré que 7 : R, — [a,||f — f|l¢]. En particulier, les valeurs
de T' sont uniformément bornées :

L 7(0) ={llf - fllc}

2. Si a >0, alors si v, € Y(a), on a
[valle < [If = Flla (4.3.30)

Proposition 4.3.6. T est s.c.s. (semi-continu supérieurement) (i.e T est de graphe fermé,
@ valeurs converes compactes).

Preuve : La preuve est identique a celle de la Proposition 3.3.5.
[ |

Corollaire 4.3.2. Pour tout p dans (a,||f — fllg), on peut trouver o dans R, tel qu’il
eziste (u,v) dans BV () x G(2) avec ||v||¢ = 1 et solution du probléme de Meyer (4.2.1).

Remarques :

1. Le corollaire 4.3.2 compléte le résultat de la Proposition 4.3.4. Il termine complétement
le lien entre le probléme de Meyer (4.2.1) et notre probléme limite (4.3.17).

2. Des résultats des sous-sections 4.3.4 et 4.3.5, on déduit que le probléme (4.3.3) consitue
un bon moyen pour approcher le probléme de Meyer.

4.4 . Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition de I'espace G introduit par Meyer [133|
dans le cas d’un ouvert €2 borné. Il s’agit en effet du cadre théorique adapté au traitement
d’images. Nous avons montré que cette nouvelle définition (Définition 4.1.2) convient bien
aux signaux oscillants. Et dans ce cadre, nous avons pu effectuer 1’étude de 'algorithme de
décomposition © + v que nous avions introduit au Chapitre 3.
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Chapitre 5

Applications

Dans ce chapitre, nous montrons deux applications de 1’algorithme de décomposition
u + v que nous avons introduit au Chapitre 3. Dans la Section 5.1, nous commencons par
montrer une application en restauration d’image RSO, la norme G étant particuliérement
bien adaptée au bruit de chatoiement présent sur de telles images. Dans la Section 5.2, nous
présentons ensuite une application de notre algorithme de décomposition en compression
d’images. Dans cette approche, nous décomposons I'image a compresser avec l'algorithme
u + v en deux composantes, la premiére contenant I'information géométrique de I'image, et
la seconde I'information texture, puis nous effectuons la compression de chacune des compo-
santes avec un algorithme de compression adapté a la nature de son contenu. Cette nouvelle
approche s’avére plus performante que les méthodes standards, et est donc particuliérement
efficace.

Nous avons présenté 1'application en imagerie RSO dans |24, 25, 26|, et celle en compres-
sion d’images dans |29, 30].

5.1 . Restauration d’images RSO
5.1.1 Introduction

Le bruit des images RSO est un bruit de chatoiement (speckle), dont la modélisation est
étudiée en détails dans I'annexe C.

Un radar émet une onde cohérente, et on obtient une image & partir de I’onde réfléchie
qu'il regoit en retour [113, 101, 140].
Lorsque I’on observe la réflection d’une onde cohérente sur une surface rugueuse, on constate
que l'image observée est perturbée par un bruit particuliérement important. Cela se mani-
feste par un aspect granuleux de I'image. C’est pourquoi on donne le nom de speckle ou
chatoiement a ce phénomeéne.

Difficulté du probléme : Pour illustrer la difficulté du probléme, nous avons effectué des
coupes dans des images fournies par le CNES (voir figure 5.1).

Bruit multiplicatif : Une démarche classique pour étudier la distribution de I'image RSO
en présence de texture consiste a faire une modélisation multiplicative de I'image [161, 141,
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Coupe dans une image synthétique non bruitée

60

o o

0 L !
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Coupe correspondante dans I'image synthétique bruitée (speckle)
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F1G. 5.1 — Bruit de chatoiement sur un signal 1-D
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162], sous la forme I=RS, ot I est l'intensité lumineuse observée, R la réflectivité de la scéne,
et S le speckle. On suppose de plus que R et S sont indépendantes.

En reprenant nos notations, cela revient a décomposer 'image f en f = uwv.

Lien avec notre approche : Dans notre modéle, le bruit est considéré comme additif :
on décompose I'image f en une composante u dans BV, et une composante v dans G. Mais il
faut bien voir que cela n’a rien a voir avec les modéles additifs classiques : dans ces derniers,
v est souvent considéré comme un bruit gaussien, et n’a donc qu’une faible amplitude. Ici, v
appartient a GG, espace dans lequel les signaux a fortes oscillations peuvent avoir une norme
faible. Comme le rappelle le lemme 2.2.1, un signal v dans G peut avoir une grande norme
L4 (q > 2), et pourtant sa norme dans G peut étre quasiment nulle.

5.1.2 Résultats sur des images synthétiques

Restauration : Les figures 5.2, 5.3 et 5.4 montrent l'intérét pour une image RSO de la
décomposition proposée par Meyer. En effet, on vérifie bien que la composante v contient
le bruit de speckle. Et la composante u constitue en fait une version restaurée de I'image
initiale.

Il n’est pas facile de faire des comparaisons avec d’autres méthodes, car le critére dé-
terminant reste l'interprétation visuelle. Néanmoins, les résultats que nous obtenons nous
paraissent de qualité tout & fait comparable par rapport aux méthodes existantes. Et surtout,
notre approche étant variationnelle, le temps de calcul est beaucoup plus court que pour des
approches stochastiques. Avec un processeur tournant & 800 MHz et disposant de 128 M de
RAM, il nous faut moins d’'une minute pour traiter une image 256*256.

Classification : Nous présentons a chaque fois un résultat de classification supervisée.
Dans le cas de la figure 5.2, il suffit de faire une classification par seuillage pour obtenir une
classification quasi-parfaite.

Dans le cas de la figure 5.4, on utilise ’algorithme de classsification introduit dans [151].
Cet algorithme a été développé pour faire de la classification d’images optiques. Chaque
classe est caractérisée par son niveau de gris moyen, ainsi que son écart-type, et suit une
distribution gaussienne. Un tel modéle s’applique donc particuliérement bien pour faire de
la classification sur les composantes géométriques u obtenues.

5.1.3 Images réelles

Nous utilisons ici des images de la région de Bourges (cf Figure 5.5) extraite du CD-
ROM “R & T CNES OT/403*03” Filtrage d’images SAR (1999). L’'image de référence est
une image obtenue par sommation en amplitude de plusieurs images (c’est la méthode la
plus efficace, mais aussi la plus coiiteuse pour réduire le speckle).

La Figure 5.6 montre 'effet du paramétre p sur la restauration. Plus p est grand, et
plus v contient d’information, et donc plus u est moyennée. Suivant sa valeur, on peut donc
obtenir une image plus ou moins restaurée, et également plus ou moins lissée. Ici, les images
de classification sont obtenues par seuillage.
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Image de synthése Image de synthése (f)
initiale (avec bruit de chatoiement)

Image de synthese Composante oscillante

restaurée (u) (v + 150.0)

Image reconstituée (u-+v) Image de synthése
(u+v) classifiée (seuillage)

F1G. 5.2 — Image de synthése simple (A = 0.01 et ;1 = 80)
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Image de synthése initiale Image de synthese avec bruit
de chatoiement (f)

Image de synthése restaurée (u) Composante oscillante (v + 150.0)

F1G. 5.3 — Image de synthése plus compliquée (A = 0.01 et u = 80)
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Image reconstituée (u-+v) Image de synthése classifiée
(seuillage)

Contours (algorithme de [151]) Classification (algorithme de [151])

F1G. 5.4 — Image de synthése plus compliquée (A = 0.01 et p = 80) : classification
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Image de la région Image référence
de Bourges (f)

F1G. 5.5 — Image de la région de Bourges

5.1.4 Conclusion

Notre algorithme de décomposition v + v consitue donc une approche originale pour
restaurer les images RSO non texturées. Pour le moment, nous n’utilisons que la composante
géométrique u pour faire de la restauration. Mais comme les propriétés statistiques du speckle
(cf annexe C) contiennent également beaucoup d’information en imagerie RSO, on peut
envisager de se servir également de la composante v.

Remarque : Pour tenir compte explicitement de la nature mutliplicative du bruit de
speckle, nous avons étudié une autre approche dans [88]. Etant donné une image bruitée
f, nous avons utilisé notre algorithme de décomposition u + v sur le logarithme de f (le
bruit multiplicatif devient additif aprés application de la fonction logarithme). On montre
un exemple de restauration sur une image laser fournie par la DGA (cf Figure 5.7) (le bruit
sur une image laser est de méme nature que celui des images RSO). Il semble que le fait
de considérer le logarithme de f permet d’obtenir une version restaurée de f avec plus de
contraste que sans le logarithme (mais au détriment de I'erreur quadratique moyenne).
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Restauration (u) Speckle
(A= 0.1 et 41 = 30) | v+ 150.0)

Restauration (u) Speckle
(A =0.01 et u = 40) (v + 150.0)

Restauration (u) Speckle
(A =0.01 et p = 50) (v + 150.0)

F1G. 5.6 — Image de la région de Bourges : restaurations
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Image laser (© DGA) Restauration
(A=1et p=100)

F1G. 5.7 — Restauration d’une image laser
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5.2 . Compression

Dans cette section, nous proposons un algorithme de compression original basé sur notre
algorithme de décomposition u + v. Ce nouvel algorithme de compression s’avére plus per-
formant que les méthodes classiques.

5.2.1 Introduction

La compression d’'image est un domaine de recherche trés actif. L’objectif est de trouver
une base dans laquelle I'image & compresser posséde une représentation creuse, de sorte que
I’on ait besoin de conserver peu de coefficients pour retrouver 'image.

Les ondelettes se sont révélées étre un outil puissant dans ce domaine [125, 137|. Elles
fournissent en effet une représentation relativement creuse pour les images (notamment pour
les images texturées). Mais (cf [125] par exemple), les bords présents dans une image sont
a lorigine de nombreux coefficients d’ondelettes significatifs. C’est pourquoi il y a eu de
nombreux travaux ces derniéres années pour trouver des représentations prenant en compte
la géométrie de I'image. Plusieurs algorithmes ont été proposés [46, 75, 111, 131, 61, 60, 11]
pour améliorer les résultats de compression en tenant compte de la structure des images.
De telles méthodes se révélent efficaces pour la compression des images géométriques. Dans
I’Annexe B, nous présentons la méthode “Edge Adapted” développée dans [131, 61, 60, 11].

Nous proposons ici un cadre qui étend ces méthodes aux images contenant a la fois des
structures et des textures. La compression des structures et celle des textures ne sont pas
effectuées avec les mémes algorithmes. C’est pourquoi nous voulons d’abord décomposer
I’image & compresser en une composante géométrique et une composante texturée, et en-
suite effectuer la compression de chacune des composantes séparément (avant de sommer a
nouveau les deux composantes compressées). Une telle approche a été récemment utilisée
avec succeés pour la désoclusion d’images [36].

Présentation de notre algorithme de compression

L’algorithme présenté dans I’Annexe B (EA) est un algorithme de compression efficace
pour les images géométriques. Un tel algorithme est donc particuliérement bien adapté pour
effectuer la compression de la composante géométrique d’une image.

L’idée de notre algorithme (UVEA) est la suivante. On commence par décomposer I'image
originale f en deux composantes u et v avec l'algorithme u + v, u étant la composante
géométrique, et v la composante oscillante. On utilise ensuite 1’algorithme de compression
présenté dans 'annexe B (EA) sur u, et un algorithme de compression classique pour v. Pour
v, on a décidé d’utiliser 'ondelette biorthogonale 7-9 (BW) [125, 137]. Pour reconstruire
I’image, on fait la somme des deux composantes compressées.

Décomposition

Nous présentons ici les images pour lesquelles nous allons montrer les résultats de com-
pression dans la sous-section suivante (Figures 5.8 et 5.9). Les décompositions obtenues sont
présentées sur les Figures 5.10 et 5.11. De plus, pour ne pas perdre d’information, nous
avons décidé d’ajouter le résidu f — u — v & la composante géométrique (afin d’avoir une
décompositon exacte).
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Fi1G. 5.8 — Barbara

FiG. 5.9 — Phare

107



Composante BV u

Composante oscillante v

F1G. 5.10 — Décomposition de 'image Barbara (A = 0.1 et u = 60).
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Composante BV u

Composante oscillante v

F1G. 5.11 — Décomposition de I'image du phare (A = 0.1 et p = 12).
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F1G. 5.12 — Image compressée avec notre algorithme (UVEA) (10% des coefficients pour u
et v)

TAB. 5.1 — Erreurs L? (image Barbara)

Algorithme UVEA UVEA EA BW
(10% , 10%) | (7% , 13%)

Erreur L? 16.57 14.97 19.94 | 15.75

PSNR 23.48 24.79 22.13 | 24.23

5.2.2 Résultats numériques et commentaires

Les figures 5.12 et 5.13 sont les résultats que nous obtenons avec notre algorithme (UVEA)
pour 'image Barbara (Figure 5.8). Dans le premier cas, nous avons gardé 10% des coefficients
pour l'image de la partie géométrique et pour celle de la partie texture. Dans le second cas
(Figure 5.13), on a gardé 7% des coefficients pour la partie géométrique et 13% pour la partie
texturée. On voit qu’'un tel choix améliore les résultats (cf Tableau 5.1).

La figure 5.14 est le résultat obtenu avec I’algorithme EA. On a conservé 20% des coeffi-
cients. Comme il a été développé pour des images géométriques, il n’est pas trés performant
sur des images contenant des textures. La figure 5.15 est le résultat obtenu avec I'algorithme
standard BW (ondelette bi-orthogonale) : on a également conservé 20% des coefficients afin
de pouvoir comparer les résultats.

Le Tableau 5.1 montre I'erreur L2. La meilleure erreur L? est obtenue par notre algo-
rithme. De plus, I'information géométrique de I'image est bien mieux préservée avec notre
algorithme qu’avec BW (pour les deux Figures 5.12 et 5.13) : cela se voit particuliérement
bien au niveau du pied de la table par exemple (voir aussi la Figure 5.16 qui est un zoom
de I’épaule de Barbara). Et des textures qui disparaissent avec I’algorithme BW sont pré-
servées par notre algorithme (cf Figure 5.17 qui est un zoom du genoux de Barbara). Notre
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F1G. 5.13 — Image compressée avec notre algorithme (UVEA) (7% des coefficients pour u et
13% pour v)

F1G. 5.14 — Image compressée avec EA (20% des coefficients)
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F1G. 5.15 — Image compressée avec BW (20% des coefficients)

T

UVEA BW

L 1

vy |
al -

F1G. 5.16 — Zoom sur ’épaule de Barbara

algorithme donne donc de meilleurs résultats que 1’algorithme BW.

Nous avons testé notre algorithme sur plusieurs images, et cela a confirmé ces résultats.
Par exemple, la Figure 5.18 montre le résultat obtenu avec notre algorithme pour I'image du
phare (Figure 5.9). Nous avons gardé 10% des coefficients a la fois pour la partie géométrique
et la partie texturée. La Figure 5.19 montre le résultat obtenu avec 1’algorithme BW (en
conservant 20% des coefficients). On voit que les résultats pour 'image du phare confirment

ceux obtenus pour 'image Barbara (cf Tableau 5.2).

Nous avons étudié numériquement la meilleure stratégie & adopter pour compresser une
image donnée. Suivant I'image considérée, il peut étre utile d’utiliser plus de coefficients
pour coder 'une des deux composantes (géométrique ou texture). Les Figures 5.20 et 5.21
illustrent ce point. La Figure 5.20 (resp. Figure 5.21) concerne la Figure 5.8 (resp. Figure 5.9).
Elle montre comment évolue le logarithme de 'erreur L? en fonction du pourcentage p de
coefficients conservés pour la partie géométrique (les valeurs de p vont ici de 1 a 19). Le

112



F1G. 5.17 — Zoom sur le genou de Barbara

F1G. 5.18 — Image compressée avec notre algorithme (UVEA) (10% des coefficients pour u
et v)

TAB. 5.2 — Erreurs L? (image du phare)

Algorithme | UVEA | BW
Erreur L? 9.14 9.96
PSNR 28.88 | 28.19
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F1G. 5.19 — Image compressée avec BW (20% des coefficients)

pourcentage de coefficients conservés pour la partie texture est donc ici de 20% — p, i.e. on a
gardé 20% des coefficients pour toute I'image. On voit clairement que le meilleur choix pour
I'image Barbara image est p = 6%, et pour I'image du phare p = 10%.

5.2.3 Perspectives

Au Chapitre 3, nous n’avons pas développé notre algorithme de décomposition u + v
dans le but de faire de la compression d’image. Il est certainement possible d’améliorer la
qualité des résultats de compression en tenant compte de I'objectif (qui est de compresser
I'image) dans la fonctionnelle (cette assertion est renforcée par I’étude numérique de Perreur
de compression en fonction du pourcentage de coefficients attribués a chaque composante).
De plus, nous nous sommes contentés ici de comparer les résultats de compression en terme
de nombre de coefficients. Ce qu’il faudrait également regarder pour aller plus loin, c’est le
nombre de bits nécessaires pour coder 'image compressée (c’est effectivement ce qui compte
au final). En effet, il vaut peut-étre mieux garder plus de coefficients avec une statistique
telle qu’il soit facile de les coder efficacement, plutét qu’un peu moins de coefficients plus
difficiles a coder (il faut trouver le bon compromis).
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log Error

log Error

L2 Error

T
uvea - barbara ——

log %

F1G. 5.20 — Stratégie pour I'image Barbara (20% des coefficients)

L2 Error

T
uvea - phare

log %

F1G. 5.21 — Stratégie pour I'image phare (20% des coefficients)
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Chapitre 6

Modéle v + v + w

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme de décomposition u + v + w. Nous
effectuons tout notre travail dans le cas discret (comme au Chapitre 3).

Nous commencons par étudier différents modéles pour effectuer la décomposition d’une
image f en deux composantes, la premiére u contenant l'information géométrique, et la
seconde v I'information oscillante. Puis, dans la Section 6.2, nous proposons un nouvel algo-
rithme u + v : nous remplacgons la norme G utilisée dans ’algorithme présenté au Chapitre 3
par une norme F également bien adaptée pour capturer les phénoménes oscillants. Ce nouvel
algorithme se révéle notamment particuliérement efficace en débruitage d’image (dans le cas
ou la composante v est un bruit).

Toutes ces remarques nous permettent alors de proposer un modéle u+v+w. Etant donnée
une image originale f, nous la décomposons en trois composantes : la premiére, u, contient
I'information géométrique, la deuxiéme, v, contient l'information texture, et la troisiéme,
w, contient le bruit éventuel. Nous utilisons I’espace BV pour la composante u, ’espace GG
pour v, et 'espace F pour w. Cela achéve momentanément notre étude d’algorithmes de
décomposition.

Nous avons présenté ce travail dans [28].

6.1 . Minimisation de normes duales

Nous commengons d’abord par regarder différents algorithmes possibles de décomposi-
tion. Comme nous ’avons expliqué a la fin du Chapitre 2, nous savons calculer les différentes
normes qui nous intéressent, mais il faut aussi savoir les minimiser de maniére efficace. Nous
nous placons ici dans le cadre discret : X = RY ‘et Y =X x X.

6.1.1 Un peu d’analyse convexe

Proposition 6.1.1. Soit F' une fonction convexe propre sci. Alors les deuzr assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. U est solution de )
min (F(u) + ﬁllf - ul&) (6.1.1)

2. w= f—u est solution de

min (P (/) + 517 - wl) (6.1.2)
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Remarque : De plus, si F' est convexe et 1-homogéne (c’est le cas lorsque I’ est une semi-
norme), alors F* est la fonction indicatrice d’un ensemble fermé K.

Exemples :
1. Si F(u) = J(u) (définie par (2.1.1)), alors

F*(w) = X{v / Jolle<1}(w) (6.1.3)
2. Si F(u) = ||ul|¢ (définie par (2.2.2)), alors

F*(w) = X1 / sw)<13(w) (6.1.4)
3. Si F(u) = ||u||-1, (définie par (2.3.3)), alors

F*(w) = Xw / |vol<13(w) (6.1.5)

4. Si F(u) = |lul| g, (cf Définition 2.4.2), alors

F*(w) = X / ol oc, Oog}(w) (6.1.6)

Preuve de la Proposition 6.1.1 Il s’agit d’un résultat standard de dualité pour les
problémes variationels [78|.
@ est solution de

1
min { F(u) + — | f — ul|® (6.1.7)
u 2\
si et seulement si 0 € (1/A)(@ — f) + OF(a), i.e si et seulement si (1/\)(f — @) € OF(a), ce
qui est équivalent & @ € JF™ (%“), ie
~ * f -
Oef—u—f+0F 3 (6.1.8)
ce qui signifie précisément que w = f — u est solution de
1
min (AF*(w/A) + 35l - w||2) (6.1.9)
[

6.1.2 Application aux modéles u + v

On considére une fonctionnelle de la forme :
1
min (F(u)—l-ﬁHf—U—UHg(#—L(U)) (6.1.10)

ou F' et L sont deux fonctions convexes. Un algorithme naturel pour minimiser une telle
fonctionnelle consiste & minimiser successivement par rapport a chacune des deux variables,
i.e. a résoudre successivement les deux problémes suivants :
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min F(u)—i—le—u—vHQ (6.1.11)
(o) g1y =)

1
min <§||f—u—v||2+L(v)> (6.1.12)
Supposons que F(u) = J(u) définie par (2.1.1), et la fonction L est de la forme :

L(v) = pllvll -1, (6.1.13)

Commentaires : En utilisant la Proposition 6.1.1, on voit que © est solution du probléme
(6.1.12) si et seulement si @ = f —u — 0 est solution du probléme :

min (L*(w)-i—%llf—U—wHQ) (6.1.14)

e Sip = 2dans (6.1.13), alors en utilisant (6.1.5) on voit que la minimisation de (6.1.12)
revient & faire une minimisation de Tikhonov avec une pénalisation H'! (et on sait
qu’une telle régularisation n’est pas un bon choix en traitement d’image car elle ne
préserve pas les bords).

e Sip=1dans (6.1.13), alors en utilisant (6.1.5) on voit que la minimisation de (6.1.12)
revient a faire une régularisation Lipshitz du gradient : ce n’est pas un bon choix non
plus en traitement d’image (c’est une régularisation trop forte).

e D’une maniére plus générale, si p € [1,400), on voit qu'une telle minimisation lisse
trop la partie géométrique de I'image (les bords sont érodés).

Conclusion Si on veut utiliser une fonctionnelle de la forme (6.1.10), les considérations
précédentes sont en faveur de 'utilisation de la norme G pour récupérer les phénoménes
oscillants, comme préconisé dans [133]. Méme si une telle norme est plus compliquée a calculer
(notamment par rapport & la norme ||.||_;2), il semble intéressant de 'utiliser.

6.2 . Un nouvel algorithme u + v

Nous présentons ici un nouvel algorithme de décomposition u + v. Cet algorithme va se
révéler particuliérement efficace pour le débruitage d’image.

6.2.1 Principe

Dans [133], 'auteur propose aussi de minimiser la fonctionnelle suivante :

Jinf (J(w)+ Bllvl) (6.2.1)

La présence de la norme de 2 = B>  ne permet pas de résoudre ce probléme directement.
A la place, on propose de minimiser la fonctionnelle suivante :

inf (J(u) + B*(v/d) + %Hf —u— UH2) (6.2.2)

(u,v)EX2
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ou

B(w) = [[wl 5, (6.2.3)
et donc

B*(w/6) = X{juwlx<s} (6.2.4)
De plus, on note

Es ={w / [lw|lp < d} (6.2.5)

Lorsque A tend vers 0, on peut montrer que résoudre le probléme (6.2.2) donne une solution
pour (6.2.1) (en utilisant les mémes arguments que dans la Section 3.3).

Pour minimiser (6.2.2), on considére les deux problémes suivants :

e v étant fixé, on cherche u solution de :

. 1
int (0 + 517~ u - ol ) (626)
e 1 étant fixé, on cherche v solution de :

inf || f—u—o|% (6.2.7)

vEE;s

Avec la Proposition 2.1.1, on sait que la solution de (6.2.6) est donnée par :
u=f—v— Pg (f—wv). Et la solution de (6.2.7) est donnée par : 0 = Pg,(f —u —v).
Pour calculer cette derniére projection, on considére le probléme dual de (6.2.7) :

!
inf (§Hf —u—w|*+ ‘5”w”Bil) (6.2.8)

weX

La solution w de ce probléme est obtenue par un algorithme de seuillage doux en ondelettes,
avec un seuil de ¢ (cf [51]). On écrit w = W ST (f —u,d) (comme Wavelet Soft Thresholding).
Et d’aprés la Proposition 6.1.1, on voit que v = f — u — w.

Algorithme
1. Initialisation :
Uy = Vg = 0 (629)
2. Itérations :
Ung1 = Pg;(f —un) = f —up — WST(f — up,6) (6.2.10)
Unt1 = [ — Ung1 — Po, (f — Ung1) (6.2.11)
3. Test d’arrét : on arréte si
max(|Uni1 — Upl, [Uns1 — vn|) < € (6.2.12)
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6.2.2 Analyse mathématique

Les preuves des résultats énoncés dans cette sous-section sont les mémes qu’au Chapitre 3.
Nous les donnons donc ici sans démonstration.
Le premier point que nous énoncons concerne la convergence de ’algorithme proposé.

Proposition 6.2.1. La suite (u,,v,) construite en (6.2.9)-6.2.12) converge vers (ug, vo) €
X x X Punique solution du probléme (6.2.2).

Pour voir le lien entre (6.2.1) et (6.2.2), on introduit le probléme :

inf (J(u) + B*(v/)) (6.2.13)

utv=f
Le résultat suivant fait le lien entre (6.2.1) et (6.2.13)

Proposition 6.2.2. On fize § > 0 dans le probléme (6.2.1). Soit (4,0) une solution du
probléeme (6.2.1). On fize § = ||0||g dans (6.2.13). Alors :
o (u,v) est aussi solution du probléme (6.2.13).

e Réciproquement, toute solution (a,0) de (6.2.13) (avec & = ||0||g) est solution de
(6.2.1).

Pour faire complétement le lien entre (6.2.1) et (6.2.2), on doit étudier la limite de (uy, v))
dans le probléme (6.2.2) lorsque A — 0.

Proposition 6.2.3. On fize § > 0 dans (6.2.1). On fize 6 = ||0||g dans (6.2.2) et (6.2.13).
On note (uy,, vy, ) la solution du probléme (6.2.2) (avec X = N\, ). Alors, lorsque A\, tend vers
0, toute valeur d’adhérence de (uy,,vy,) est solution du probléme (6.2.13).

6.2.3 Résultats numériques et commentaires

Choix des paramétres : Le paramétre )\ contrdle la norme L? du résidu f — u — v. Plus
il est petit, et plus la norme du résidu diminue. En pratique, on se contente de fixer A\ & une
petite valeur (dans nos expériences, on a utilisé A < 1 : la norme L> du résidu est alors plus
petite que 0.5 (et les valeurs de niveau de gris des images vont de 0 & 255)).

Le paramétre ¢ représente la norme E de la composante v. En regardant de plus prés
l’algorithme, on voit que d est le seuil qui est utilisé lors du seuillage par ondelettes. Dans le
cas du débruitage, on peut alors utiliser la valeur classique du seuil o1/2log(N?) ou N? est
la taille de I'image [76, 120, 133]. On choisit donc 6 = g1/2log(/N?). En fait, pour obtenir de
meilleurs résultats, on a introduit un paramétre de poids 7, et on prend § = no/2log(N?).
En pratique, n est égal a 1, ou légérement plus petit.

Commentaires : Sur les figures, on indique a chaque fois I'ondelette mére utilisée (on
note Haar pour 'ondelette de Haar, Daub8 pour ’ondelette de Daubechies & huit moments
nuls, et Daub10 pour 'ondelette de Daubechies & dix moments nuls).

Ce nouveau modéle parait étre un trés bon algorithme de débruitage pour les images
texturées. En effet, il permet de minimiser simultanément la variation totale et une norme de
Besov (ce qui revient a effectuer un seuillage en ondelettes) de I'image restaurée. Il bénéficie
donc des avantages des deux méthodes. On voit sur la Figure 6.2 que I'image restaurée a
été plus régularisée avec ce nouveau modeéle que par la méthode classique du seuillage en
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Image originale Image bruitée f (o = 35)

Image restaurée
A=0.5

F1G. 6.1 — Débruitage de bandes (algorithme (6.2.9)—(6.2.12))
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Restauration (algorithme (6.2.9)—(6.2.12)) Seuillage en ondelettes
(A =0.5, n = 0.7, Daubs) ~ (n=0.7, Daub8)

F1G. 6.2 — Image du zébre
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Restauration (algorithme (6.2.9)—(6.2.12)) Restauration avec
(A = 0.5, n = 0.6, Daub8) le modéle de Rudin-Osher-Fatemi

F1G. 6.3 — Débruitage de Barbara
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: . T T e T T
Restauration (algorithme (6.2.9)—(6.2.12)) Restauration (algorithme A?BC)
(A = 0.5, 1 = 0.6, Daub8) (A =0.5, i = 0.75)

o

F1G. 6.4 — Débruitage d’une image texturée
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ondelettes. La Figure 6.1 est & comparer avec la Figure 3.9 dans la Section 3.5, ainsi que
la Figure 3.11 dans la Section 3.6. Dans ce cas, notre nouvel algorithme de débruitage est
clairement plus efficace que le modéle ROF [149] ou 'algorithme (3.2.9)—(3.2.12) (modéle de
Meyer). Il apparait également légérement plus performant que le modéle OSV [143]. On voit
sur la Figure 6.3 que les textures sont mieux préservées que par le modéle de Rudin-Osher-
Fatemi [149, 49|. Et sur la Figure 6.4, on voit que les petites structures des textures sont
mieux préservées qu’avec lalgorithme A2BC (3.2.9)-(3.2.12). C’est pourquoi ce modéle est
particuliérement bien adapté au débruitage des images texturées.

Dans [120, 119], 'auteur propose aussi de combiner les avantages de la minimisation de
la variation totale et du seuillage par ondelettes. Il introduit un cadre général qui contient
ces deux approches. De plus, ce cadre est adapté a 'utilisation d’autres dictionnaires que
les bases d’ondelettes. Mais I’approche numérique est complétement différente. Il résout un
probléme de pénalisation qui est plus compliqué.

En conclusion de cette section, on voit que, pour construire un modéle qui décompose
une image en trois composantes, une premiére contenant l’information géométrique, une
deuxiéme les textures, et une derniére le bruit, il est naturel de considérer les trois normes
suivantes : la variation totale, la norme G, et la norme E.

6.3. Modéle v +v +w

Dans cette section, nous présentons notre algorithme de décomposition u + v + w (nous
continuons a nous placer dans le cas discret).

6.3.1 Présentation

On propose de minimiser la fonctionnelle suivante :

inf F 6.3.1
(u,v,lgjl)e)@ (U7 Y w) ( )
ol
1
Flu,v,w) = J(u) + J* <%) + B (%) + 55 —u—v —wl? (6.3.2)

Proposition 6.3.1. (6.3.1) admet une solution (4,0, w). De plus, 4 et 0+ w sont uniques.

Preuve : On sépare la preuve en deux parties :
Etape 1 : Existence

1. On commence par remarquer que ’ensemble X x GG, X Ej est convexe, puis que F' est
convexe sur X X G, x Es. On déduit donc que F est convexe sur X x X x X.

2. Il est immédiat de voir que /" est continue sur X x G, x Es. On déduit alors que F
est sci sur X x X x X.

3. Soit (u,v,w) € X x G, x E5. On a |jv||¢ < p. De plus, comme X est de dimension
finie, il existe g € X tel que v = div (g) et ||g]|z~ = [|v]|¢ < p. On déduit de (2.1.15)
que (N? est la taille de 'image) :

|v|lx < 4uN? (6.3.3)

126



Comme w € Ej, et comme X est de dimension finie, on obtient qu’il existe C' > 0
dépendant seulement de N et ¢ tel que :

Jw|lx <C (6.3.4)

On rappelle que X x X x X est muni de la norme euclidienne.

[, v, w) | xxxx = \/HUH,%( +[Jollx + llwll% (6.3.5)

Done, si ||(u,v,w)||xxxxx — —+00, alors on tire de (6.3.3) et (6.3.4) que ||ullx —
+00. On en déduit donc, f étant fixé et puisque (6.3.3) et (6.3.4) sont vérifiées, que
If —u—v—wl|x — +oo. Et comme F(u,v,w) > 5||f —u—v —w|%, on obtient
F(u,v,w) — +00. On voit ainsi que F' est coercive sur X x G, x E;. On conclut donc
que F' est coercive sur X x X x X.

On en déduit P'existence d’un minimiseur (@, 0, ).

Etape 2 : Unicité de u et v + w :
Pour montrer ce résultat, on commence par remarquer que F' est strictement convexe sur
X x G, x Es, comme somme d’une fonction convexe et d’une fonction strictement convexe,
sauf dans la direction (u, v, —u—wv). Il suffit donc de vérifier que si (@, 0, W) est un minimiseur
de F alors pour t # 0, (4 + 4,0 + tv,w — t(4 + ©)) n’est pas un minimiseur de . Comme
F' est convexe, on peut se restreindre au cas [t| < 1.

Le résultat est évident si v + t0 € X\G, ou w — t(a + 0) € X\E;. Montrons que si
0+t € G, et w—t(u+0) € Es, alors le résultat est encore vrai. En effet, on a dans ce cas :

F(t+ tu, 0+ to, 0 — t(a+ 0)) = F(a,0,0) + tJ(4) (6.3.6)

Par I’absurde, on suppose qu’il existe £ # 0 tel que @ — f(ﬁ +0) € Ej.
F(t+ tt, 0 4 t0, 0 — t(4 4 9)) < F(i, 0, ) (6.3.7)
Comme (a, 0, w) minimise F', (6.3.7) est une égalité. De (6.3.6), on déduit que J(u) = 0 (car
t # 0). Il existe donc v € R tel que pour tout (4, j), @; ; = 7.
1. Siy =0, alors @& = 0. Donc (@ + ti, 9 + 0,9 — t(4 + 0)) = (4,0 + 1, W — £0).
2. Siy # 0, alors 1 — £(4 + 9) ne peut pas étre un élément de Ejs car sa moyenne n’est
pas nulle. Cela contredit notre hypothése.

[ |
Pour résoudre (6.3.1), on considére les trois problémes suivants :
e v et w étant fixés, on cherche u solution de :
it () + o517 !!2 (633)
inf u)+ 5y u—v—wly .3.
e u et w étant fixés, on cherche v solution de :
inf ||f—u—v—w|% (6.3.9)

veGy,
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e u et v étant fixés, on cherche w solution de :

inf ||f—u—v—uw|% (6.3.10)

we by

D’aprés la Proposition 2.1.1, on sait que la solution de (6.3.8) est donnée par : 4 =
f—v—w— P (f —v— w). La solution de (6.3.9) est simplement donnée par : 0 =
Pq,(f —u — w). Et comme dans la Section 6.2, la solution de (6.3.10) est donnée par :
W= Pg(f—-u—v)=f—-u—v—-WST(f —u—wv,9), ot WST(f —u — v,0) désigne le
seuillage en ondelettes doux de f —u — v de seuil 9.

6.3.2 Algorithme
Algorithme 1 :

1. Initialisation :

Uy = Vg = Wy = 0 (6311)
2. Itérations :
Wpt1 = Pe(f —un —vp) = f —up — v, = WST(f — uy, — vy, 0) (6.3.12)
Ung1 = Pa, (f — tun — wpp1) (6.3.13)
Unt1 = [ = Vpg1 — Wny1 — P, (f — Vng1 — Wng1) (6.3.14)

3. Test d’arrét : on arréte d’itérer si
max(|Up1 — Unl, [Vns1 + Wot1 — v —wy]) <€ (6.3.15)
4. On obtient donc @ = lim,(u, ). On continue alors les itérations en w et v :
Wpt1 = P (f—t—v,)=f—t—v, — WST(f — 0 —v,,0) (6.3.16)

Un+1 = PGM(f — U — wn+1) (6317)

5. Test d’arrét : on arréte d’itérer si

max(|[v,11 — Unl, [Wna1 — wy|) <€ (6.3.18)

En pratique, on utilise plutot I’algorithme suivant (numériquement, il semble donner les
mémes résultats).

Algorithme 2 :

1. Initialisation :
Uy = Vg = Wy = 0 (6319)
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2. Ttérations :

Wp1 = PEa(f - Up — Un) = f — Up — Up — WST(f — Up — Up, 5) (6320)
Unt1 = Pa, (f — un — Wnq1) (6.3.21)
Upt1 = [ — Vpg1 — Wng1 — P, (f — Vng1 — Wnta) (6.3.22)

3. Test d’arrét : on arréte si
max(|Uy1 — Unl, |Vnt1 — Onl, [Wni1 — wy]) <€ (6.3.23)

Proposition 6.3.2.
o La suite (un,v,, w,) construite dans l’algorithme 1 converge vers (4, 0,%) minimiseur
de (6.3.1).
o La suite (up, vy, wy,) construite dans l’algorithme 2 est telle que u,, converge verst € X,
et si (0,w) est un point d’adhérence de (v,,w,) alors (G, 0,w) est un minimiseur de
(6.5.1).

Preuve On comence par remarquer que, comme on résout des problémes de minimisation
successifs, on a :

F(un7vnawn) Z F(’LLn,Un,wn+1) 2 F(un>vn+1>wn+1) Z F(un—i-lavn—f—lawn—i—l) (6324)

En particulier, la suite F'(u,,v,,w,) est décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle
converge donc dans R. On note m sa limite. On veut montrer que

m= inf F(u,v,w) (6.3.25)

(u,v,w)eX XX xX

On peut supposer sans restriction que, Vn, (u,,v,, w,) € X x G, x Es. Comme F est
coercive et comme la suite F'(uy,,v,,w,) converge, on en déduit que la suite (uy,, v,,w,) est
bornée dans X x G, x E5. On peut donc extraire une sous-suite (wy,, Up, , Wy, ) qui converge
vers (u,v,w) lorsaue n, — 400, avec (4,0, W) € X x G, x Es. De plus, on a, pour tout
n; € N et tout w dans X :

F(tny, Unyy Wiy 1) < F(Up,, Op, , w) (6.3.26)
On a aussi, pour tout n; € N et tout v dans X :
F(tny, Ungt1, Wiy 1) < F(Upy, 0, Why41) (6.3.27)
et pour tout n, € N et tout u dans X :
Ftn,, Unyy Wn,) < F(u, v, , Wy, ) (6.3.28)

On note w un point d’adhérence de (wy,, +1). En considérant (6.3.24), on obtient (car F
est continue sur X x G, x Es) :

m = F(a,9,0) = F(ii, 0, ) (6.3.29)

129



En passant a la limite dans (6.3.12), on obtient : @ = Pg,(f — @ — 0). Mais par (6.3.29),
on sait que : ||f —u — 0 — || = ||f — & — v — w|. Par unicité de la projection, on conclut
que w = w. D’olt wy,, 11 — W.

On note ¥ un point d’adhérence de (v,, +1). De la méme maniére que ci-dessus, on peut
montrer que v = 0. D’oll vy, 41 — 0.

En passant & la limite dans (6.3.26) (£ est continue sur X x G, x Ejs), on a donc pour
tout w :

F(,0,9) < F(a,9, w) (6.3.30)

En passant & la limite dans (6.3.27) (£ est continue sur X x G, x Ej), on a donc pour tout
v
F(ii, 9,%) < F(a, v, d) (6.3.31)

Et en passant & la limite dans (6.3.28), pour tout u :
F(a,9,0) < Flu, 0,) (6.3.32)

On peut respectivement réécrire (6.3.30), (6.3.31) et (6.3.32) en :

F(@,0,%) = inf F(i,,w) (6.3.33)
we

F(a,0,®) = inf F(a,0,) (6.3.34)
ve

F(@,0,%) = inf F(u,,d) (6.3.35)
ue

Mais, par définiton de F'(u,v,w), (6.3.33) est équivalente a (cf [78]) :

0€—f+i+0+1w+ DB (%) (6.3.36)
et(6.3.34) &
0€ —f+i+i+i+ T (%) (6.3.37)
et (6.3.35) a
0O —f+u+0+w+ AoJ(a) (6.3.38)
Le sous-différentiel de F' en (@, 0, w) est donné par :
. —f+u+0+w+A0J(0)
OF (i,0) = 5 | —f +i+ o+ + 207" <;> (6.3.39)
—f+a+ 0+ w0+ AIB* (L)
Et donc, d’aprés (6.3.38), (6.3.37) et (6.3.36), on a :
0
0 | € dF(a, 0,) (6.3.40)
0

ce qui est équivalent a F(u,0,w) = inf, ,wyexs F(u,v,w) = m. On en conclut que toute
la suite F'(uy,,v,,w,) converge vers m le minimum de F sur X x G, x E;. D’aprés la
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Proposition 6.3.1, on en déduit que la suite (u,) converge vers @ et que (v, + w,) converge
vers ¥ + w lorsque n tend vers +oc.
On regarde maintenant la deuxiéme partie de I’algorithme. On a :

Wpt+1 = PE5 (f —u— Un) (6341)

Un+1 = PG;t(f — U — wn+1) (6342)

Cette transformation est 1-Lipschitz, i.e. : w11 = 1 (w,) et vy = Y1 (v,,) avec ¥y et 1y
des fonctions 1-Lipschitz : 1 (w) = Pg,(f — 4 — Pg,(f — 4 —w)) et ¢s(v) = Pg,(f — 1 —
Pg,(f — 4 —w)). En utilisant les mémes arguments que dans la premiére partie de la preuve,
on peut extraire une sous-suite (v, ,wy, ) de (v,,w,) convergeant vers (0,w) € G,, X Es. De
plus, 11 () = W et 15(0) = 0. On en déduit que toute la suite (v,,w,) converge vers (v, w).

6.3.3 Probléme limite

On peut montrer des résultats analogues a ceux des Sections 3.3 et 6.2. Dans cette sous-
section, on donne donc les résultats sans démonstration car les preuves sont identiques.
On introduit les deux problémes suivants :

inf J(u) + J* (3) + B (E> (6.3.43)

f=u+v+w 12 5
f 6.3.44
,inf () + alvlla + Bluls (6:3.44)

On commence par faire le lien entre (6.3.44) et (6.3.43).

Proposition 6.3.3. On fize a et 3 dans le probléeme (6.8.44). Soit (4,0, W) une solution du
probléme (6.8.44). On prend p = ||v||¢ et 0 = ||w||g dans (6.3.43). Alors (u,v,w) est aussi
solution du probléme (6.3.43).

On fait maintenant le lien entre (6.3.43) et (6.3.1), en étudiant la limite lorsque A tend
vers 0 dans le probléme (6.3.1).

Proposition 6.3.4. On note (uy,, vy, ,wy,) une solution du probléme (6.3.1) (avec X = X\, ).
Alors, lorsque N\, tend vers 0, tout point d’adhérence de la suite (uy,,vy,,wy,) est solution
du probléeme (6.3.43).

n?

6.3.4 Résultats numériques

On montre quelques résultats numériques sur les Figures 6.5 a 6.9. Dans le cas de la
Figure 6.5, la décomposition est quasi parfaite. Et méme pour une image plus compliquée
comme Barbara, le résultat de décomposition est trés proche du résultat souhaité. Sur les
figures, on indique & chaque fois ’ondelette mére utilisée (on note Haar pour 'ondelette de
Haar, Daub8 pour ’ondelette de Daubechies a huit moments nuls, et Daub10 pour I’ondelette
de Daubechies a dix moments nuls).
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image originale image bruitée (o

— 35)

U+ v

m

v-|-1500 w + 150

F1G. 6.5 — Un exemple simple (A = 0.5, u = 120, n = 1.0, Haar)

Choix des paramétres : Le paramétre )\ contrdle la norme L? du résidu f — u — v. Plus
il est petit, et plus la norme du résidu diminue. En pratique, on se contente de fixer A a une
petite valeur (dans nos expériences, on a utilisé A < 1 : la norme L du résidu est alors plus
petite que 0.5 (et les valeurs de niveau de gris des images vont de 0 & 255)).

Le parameétre p représente la norme G de la composante v.

Le paramétre ¢ représente la norme F de la composante w. En regardant de plus prés
I’algorithme, on voit que ¢ est le seuil qui est utilisé lors du seuillage par ondelettes. Dans le
cas du débruitage, on peut alors utiliser la valeur classique du seuil o+/2log(N2) ot N? est
la taille de 'image [76, 120, 133]. On choisit donc 6 = 01/21log(/N?). En fait, pour obtenir de
meilleurs résultats, on a introduit un paramétre de poids 7, et on prend § = no+/2log(N?).
En pratique, 7 est égal a 1, ou légérement plus petit.

Remarque : Le modéle dans [157] peut s’écrire :

min (|Culls + [ Do +allf = = vl + 5 (w) (6:3.45)

ou C est une transformation adaptée a la partie géométrique de l'image (la transformée
curvelet par exemple), et D une transformation adaptée a la partie texture de l'image (la
transformée en cosinus discréte par exemple). Le bruit w = f — u — v est pénalisé par sa
norme L?. En fait, les auteurs de [157] obtiennent la composante bruitée comme un reste
dans leur modéle. Mais ils n’ont pas vraiment introduit une norme spécifique au bruit,
contrairement & ce que nous avons fait. De plus, si on utilise la transformée curvelet pour
la partie géométrique de I'image dans (6.3.45), le temps de calcul est alors considérablement
plus long qu’avec notre algorithme.
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image originale

image bruitée (o

v + 150.0 w + 150

F1G. 6.6 — Image du zébre (A = 1.0, u = 100, n = 0.7, Daub8)
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F1G. 6.7 — Image Barbara I
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F1G. 6.8 — Image Barbara II (A = 1.0, x = 30, n = 0.6, Daub8)
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v+ 150.0

F1G. 6.9 — Image Barbara IIT (A = 1.0, u = 30, n = 0.6, Daub8)
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Remarquons enfin qu’un formalisme plus général été proposé dans [62] pour la décompo-
sition des signaux.

6.4 . Conclusion et perspectives

Nous terminons ici notre étude de modéles de décomposition. Etant donnée une image
originale f, nous avons proposé un algorithme qui la sépare en trois composantes : la premiére
u, contient 'information géométrique, la seconde v, 'information texture, et la troisiéeme w
le bruit. Nous avons de plus effectué I’étude mathématique compléte de notre modéle (en
montrant notamment la convergence de notre algorithme).

Cependant, pour la composante bruit w, nous avons concentré nos efforts sur le cas du
bruit gaussien. Le réglage du paramétre 6 est beaucoup plus délicat dans le cas d’un bruit
non gaussien (la valeur théorique de Donoho [76, 133] pour le seuillage des coefficients en
ondelettes n’est alors plus valable). D’une maniére plus générale, le réglage des paramétres
reste une question importante. Si le paramétre A est facile a régler (il suffit de le choisir
petit, nous avons pris par exemple A = 0.1 dans nos expériences), et si ’on peut avoir une
estimation du paramétre § a partir de la valeur théorique pour le seuillage des coefficients
en ondelettes, il n’en est pas de méme pour le paramétre . Certes, ’étude numérique du
Chapitre 2 donne quelques idées, mais il y a encore beaucoup de travail a faire.

Le choix de décomposer une image en trois composantes peut paraitre arbitraire. Pour
certaines applications, il est peut-étre pertinent de séparer les textures entre les textures trés
oscillantes, et les textures moyennement oscillantes, ou entre les textures lisses et les textures
quasi géométriques (comme les rayures du zébre par exemple).

Nous avons expliqué dans l'introduction que la recherche d’algorithmes de décomposition
s’inscrivait plus généralement dans le cadre des problémes de restauration d’images : étant
donnée une image originale u, on suppose qu’elle a été dégradée par un bruit additif v,
et éventuellement par un opérateur R. A partir de I'image observée f = Ru + v (qui est
donc une version dégradée de I'image originale u), on cherche a reconstruire u. Ici, nous
n’avons considéré que le cas ou R est 'opérateur identité (Ru = u). Une extension de notre
algorithme de décomposition u + v du Chapitre 3 a été proposée dans [35] pour faire de la
déconvolution. Il faudrait maintenant 1’étendre & I’algorithme de décomposition u + v 4 w.

Parmi les extensions possibles et intéressantes (mais non immédiates), citons deux pos-
sibilités : le cas des images couleurs, et le cas des images 3D. Dans les deux cas, il faut
trouver des espaces pertinents pour caractériser les différentes composantes d’une image. En
particulier, il faut trouver la bonne définition d’un espace G adapté aux textures (couleurs
ou 3D).

Enfin, comme nous I'avons rapidement mentionné & la fin de la Section 5.1, il serait
intéressant de développer une version multiplicative de notre algorithme de décomposition
u+ v. En effet, en imagerie cohérente (cf Pannexe C), le bruit dans une image est de nature
multiplicative. Et cela concerne de trés nombreuses applications (images RSO, images laser,
images microscopiques, ...). De plus, une approche multiplicative permettrait de ne pas uti-
liser de multiplicateurs de Lagrange, et donc de parameétres toujours délicats a régler.

Etant donnée une image originale, nous sommes parvenus a isoler sa composante texturée.

Dans la partie suivante, nous allons nous intéresser plus particuliérement a cette composante
texturée. Nous allons développer un algorithme de classification pour les images texturées.
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Troisiéme partie

Classification d’images
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Chapitre 7

Un algorithme de classification d’images
texturées

Dans la partie précédente, étant donnée une image originale, nous sommes parvenus a
isoler sa composante texturée. Nous allons maintenant nous intéresser a cette composante
texturée. Nous proposons ici un algorithme de classification supervisée pour les images tex-
turées.

7.1 . Introduction

7.1.1 Présentation du probléme

Nous proposons dans ce chapitre un algorithme de classification supervisée d’images tex-
turées basé sur une approche variationnelle. Nous avons présenté ce modéle dans |27, 23|.

La classification consiste a attribuer une étiquette a chaque pixel d’une image, cette éti-
quette indiquant a quelle classe appartient le pixel. Elle peut étre vue comme un probléme
de partition. C’est un des objectifs de base du traitement d’images. Elle intervient dans de
nombreuses applications, comme par exemple la télédétection.

La classification est un probléeme trés proche de celui de la segmentation, dans le sens ou le
but consiste a obtenir une partition de I'image en régions homogénes. Dans la classification,
chaque sous-ensemble de la partition obtenue représente une classe.

De nombreux modéles de classification ont été mis au point, notamment & partir d’algo-
rithmes de croissance de régions [85, 110, 164|, ou par une approche stochastique [37, 39,
72,73, 108, 126, 103], et plus récemment par une méthode variationnelle [163, 144, 150, 151,
152, 17].

L’approche utilisée ici est issue de [151, 171] et est basée sur les contours actifs [17, 47, 158,
142, 170, 52, 165]. La partition cherchée correspond au minimum d’une fonctionnelle (fonc-
tionnelle dont nous effectuons 1’étude théorique au Chapitre 8). Nous résolvons le systéme
d’EDP associé. Ces EDP guident les interfaces (courbe de niveaux zéro) vers les frontiéres
de la partition optimale par le biais de forces externes (régularité de 'interface) et internes
(attache aux données et partition).

La classification est ici supervisée, car nous donnons en entrée les paramétres des diffé-
rentes classes qui peuvent étre présentes dans I'image.
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7.1.2 Position du modéle dans la littérature

Il existe de nombreux modéles de classification d’image texturées dans la littérature [169].
On peut principalement les classer en deux groupes :

1. Les modéles statistiques traditionnels avec notamment les approches par champs de
Markov (cf [37, 72, 73, 126, 39, 103, 108]).

2. Les modéles basés sur la théorie du filtrage, notamment les filtres de Gabor (cf [77, 144])
ou les ondelettes (cf [164, 58, 38, 82, 71, 153, 53, 104, 96]). Certains d’entre eux utilisent
la théorie des textons pour discriminer les textures [102, 121].

Nous avons choisi d’utiliser I'approche par ondelettes qui fournit un excellent moyen de
décomposer un signal en différentes sous-bandes dans lesquelles il est plus facile de le carac-
tériser.

L’utilisation des ondelettes pour analyser les textures n’est pas nouvelle. Il existe essen-
tiellement deux approches :

1. Les modéles qui supposent I'indépendance de la distribution des coefficients en onde-
lettes (cf [164, 124, 71, 153, 76]).

2. Les modéles qui supposent une dépendance spatiale (interaction entre les pixels) et &
travers les échelles (interaction entre les coefficients en ondelettes a travers les échelles)
(cf [58, 68, 112, 54, 116, 56, 55, 57, 53]). Ces derniers modéles, basés sur des arbres de
Markov cachés, sont néanmoins assez lourds & mettre en oeuvre, et il ne nous semble
pas que les améliorations soient importantes.

Nous avons choisi 'utilisation d’un modéle du type proposé par Unser [164]. Nous considérons
qu’une texture est caractérisée par I’énergie de ses coefficients en ondelettes dans chaque sous-
bande de la décomposition. Notre choix est confirmé par la qualité des résultats que nous
obtenons.

Notre modéle est nouveau car il est a notre connaissance le seul qui utilise simultanément
une approche par contours actifs et par ondelettes.

Dans la littérature, le modéle le plus proche est celui de Paragios et Deriche proposé dans
[144]. Mais il différe sur de nombreux points :

1. Dans [144], les auteurs utilisent un modeéle présenté dans |[171] et caractérisent les tex-
tures a laide de filtres de Gabor. Historiquement, les filtres de Gabor ont été introduits
avant les bases d’ondelettes (cf [133]). Mais le cotit de stockage est trés important, et
il existe des fonctions de L? qui ne peuvent étre décomposées en une série convergente
d’ondelettes de Gabor. La construction des bases d’ondelelettes par Ingrid Daubechies
(cf [69]) a permis de palier a ces inconvénients. De plus, les filtres de Gabor ont un coit
plus important, spécialement en ce qui concerne 1’évaluation des composantes basses
fréquences. Les filtres de Gabor ne sont pas orthogonaux, ce qui peut entrainer une
corrélation significative entre les textures. Enfin, ces transformations ne sont en général
pas réversibles ce qui limite leur application pour la synthése de texture (cf [164]).

C’est pour toutes ces raisons que I'utilisation des ondelettes nous parait plus appropriée.
2. L’introduction des contours actifs dans notre modéle est plus naturelle : elle découle
en effet directement de la fonctionnelle que nous cherchons & minimiser. De plus, dans
[144], I’énergie ne comporte pas de termes de couplage. Ils sont rajoutés au niveau des
équations d’Euler-Lagrange.
3. Le modéle de [144] est moins général que celui que nous proposons : il s’applique au
cas d’une image comportant des textures posées sur un fond (lui méme texturé). En
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particulier, il n’est pas présenté dans [144] ou [145] d’exemple de segmentation ou de
classification d’image avec des jonctions triples.

4. 1l faut noter que contrairement au modéle proposé dans [151], nous ne disposons pas
d’une fonction d’arrét sur les contours : elle était basée sur le gradient de I'image, et
comime nous nous intéressons ici & des images texturées, une telle approche n’est plus
possible.

Dans [144], les auteurs utilisent aussi un terme d’arrét sur les contours. Mais pour
le mettre en place, ils utilisent de maniére primordiale le fait que dans leur modéle,
I'image a classifier comporte des textures posées sur un fond (lui méme texturé).

Dans le but de garder notre modéle de classification le plus général possible, nous avons
donc décider de ne pas utiliser un tel détecteur de contour. De plus, expérimentalement,
on constate que les contours se stabilisent sans avoir & utiliser de fonctions d’arrét.

7.1.3 Principe

Nous reprenons la démarche de Christophe Samson et al. qui ont développé un algorithme
de classification supervisée pour les images optiques dans [151].
Nous supposons connu le nombre K de classes dans I'image, ainsi que leurs caractéristiques.
Sil<k<K,onnote ', la classe correspondante.
L’objectif est d’obtenir une partition de I'image par les différentes classes (nous considérons le
probléme de classification comme un probléme de partition). Pour cela, nous allons minimiser
une fonctionnelle comportant trois termes :

(i) un terme de partition des classes (i.e. chaque pixel est classé dans une classe et une

seule).

(ii) un terme de régularisation des contours des classes.

(iii) un terme d’attache aux données.
On utilise une approche variationnelle par ensembles de niveaux. Le domaine de ’image, €2,
est la réunion d’ensembles (2, disjoints. Chaque () représente les régions de la classe k et
peut étre non convexe. ), est caractérisé par une fonction de niveau Py.

7.2 . Modélisation des textures par paquets d’ondelettes

Le principe général de la transformée en ondelettes est rappelé dans I’annexe A. Dans les
paragraphes suivants, on précise quels types d’ondelettes nous allons utiliser.

7.2.1 Ondelettes non décimées

L’algorithme proposé par S.G. Mallat [124, 125, 123| donne une représentation non re-
dondante d’un signal : aprés transformée en ondelettes, le nombre de coefficients & stocker
reste le méme que pour le signal initial. On parle alors d’ondelettes décimées (dans cet algo-
rithme, le passage d’'un ordre de décomposition au suivant se fait en utilisant une décimation
apreés les filtrages passe-haut et passe-bas).

Cependant, 'utilisation des ondelettes déciméees présente I'inconvénient de ne pas étre
(a priori) invariante par translation. Or 'objectif de notre travail est de classifier des images
texturées, et une texture est généralement invariante par translation. C’est pourquoi nous
utiliserons des “wavelets frames” (cf [164]). La DWFT (“discrete wavelet frame transform”)
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hLL hLH
hHL hHH

F1G. 7.1 — Transformée en ondelettes et filtrage

correspond a la DWT (“discrete wavelet transform”) appliquée au signal d’entrée avec toutes
les translations possibles. Cela revient & utiliser des ondelettes non décimées.

7.2.2 Transformée en paquets d’ondelettes

Un grand nombre de textures peuvent étre modélisées comme des signaux quasi-périodiques
(répétition d’'un méme motif avec de légeres variations) dont les fréquences dominantes sont
dans les canaux de fréquences médianes (cf [53]).

Or la DWT décompose un signal dans un ensemble de canaux de fréquences dont la
largeur de la bande est plus étroite dans les régions de basse fréquence. Cela se révéle suffisant
pour les signaux réguliers dont 'information est concentrée aux basses fréquences, mais pas
pour les textures.

Notons hrp = As-1f, hpw = Dy f, hyr = D3_if, huyw = D3, f (en reprenant les
notations de ’Annexe A). La figure 7.1 représente alors la transformée en ondelettes d’une
image (hy, correspond aux basses fréquences, hy gy aux hautes fréquences, et hyy, et hpy aux
fréquences médianes). Dans le cas de la DWT, seule hyj, est & nouveau redécomposée. Dans
le cas des paquets d’ondelettes, tous les blocs peuvent étre redécomposés (voir figure 7.2).

7.2.3 Indépendance vis & vis du niveau de gris

Lorsque ’on décompose une image a 1’aide d’une transformée en ondelettes ou en paquets
d’ondelettes, tous les blocs de la décomposition sont & moyennes nulles, a I’exception de celui
des basses fréquences (hyr, voir figure 7.1 et 7.2). Sa moyenne correspond en fait au niveau de
gris moyen de I'image. Or notre objectif est de faire de la classification d’images texturées.
On veut que deux textures possédant le méme motif de base mais avec des moyennes de
niveau de gris différentes soient affectées a la méme classe : le niveau de gris moyen ne doit
pas étre une caractéristique d’une texture. C’est pourquoi nous modifions le bloc des basses
fréquences en ramenant la moyenne & zéro.

7.2.4 1dée

On considére qu’une texture est caractérisée par 1’énergie de ses coefficients en paquets
d’ondelettes. Si on note z la fonction représentant cette texture, on peut écrire (en reprenant
les notations de 'annexe A (cf (A.1.18)) :

1
z = Z Ug @ik + Z Z W kY k (7'2'1)
k

j=—J k

ou ¢ est 'ondelette mére, ¢ la fonction d’échelle et J Iordre de la décomposition (pour soucis
de clarté, on utilise ici les notations 1D, mais le procédé est identique en 2D). On considére
donc qu’une texture est caractérisée par la suite :

((sel?.k € ), (wojal2.k € Z,—J < j < -1)) (7.2.2)
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Transformée h LL h LH
en paquets d’ondelettes h h
(ordre 1)
Image de départ
h_HL h_HH
Transformée

en paquets d’ondelettes
(ordre 2)

F1G. 7.2 — Décomposition en paquets d’ondelettes : & chaque étape, tous les blocs de la trans-
formée en ondelettes sont redécomposés (on rappelle que hy; désigne les basses fréquences,
hyy les hautes fréquences, hpy et hyy les fréquences médianes)
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On effectue une transformée en paquets d’ondelettes, car on estime que l’'information
essentielle d’une texture est aussi contenue dans les moyennes fréquences (et pas seulement
dans les hautes fréquences) [53]. On utilise des ondelettes non décimées (en pratique, la DWT
est décimée mais on fait les translations nécessaires).

7.2.5 Loi de I’énergie

S.G. Mallat a vérifié expérimentalement (voir [124, 125]) que la distribution des modules
des coefficients en ondelettes dans une sous-bande suit une loi gaussienne généralisée de la
forme :

px(x) = Aexp (— <£>ﬁ) 1,20 (7.2.3)

«

Ce sont des distributions trés piquées. Le paramétre § modifie la décroissance du pic, et «
modélise la variance. Comme nous considérons que les textures sont caractérisées par leur
énergie, nous sommes amenés a calculer la loi de distribution de probabilité des carrés des
coefficients en ondelettes a I'intérieur d’'une méme sous-bande. Nous I'obtenons a l'aide de
(7.2.3) (avec X > 0) :

P(X?<a) = P(X < a)

Vva
= / pxdx
0
va 7\ B
= A/ exXp <— (-) >1I>0d$
0 o a

On fait le changement de variable = /y, et on obtient ainsi (pour a > 0) :

rovzo=g [ (-(2))

B
px2(y) = % exp (_ <\/;?) > 1,>0 (7.2.4)

Ce type de distribution est encore plus piqué que celui donné par (7.2.3). Le paramétre
(£ modifie la décroissance du pic, et o modélise la variance.

Expérimentalement, nous avons vérifié que la distribution de I’énergie dans une sous-
bande était bien approchée par une loi de ce type (voir figure 7.3).

7.2.6 Calcul des paramétres de la loi de distribution de I’énergie en
fonction des moments d’ordre un et deux

Notre objectif est de faire de la classification supervisée d’images texturées. “Supervisée”
signifie le fait de connaitre a priori le nombre de classes présentes dans I’image, ainsi que les
paramétres de chaque classe. Les paramétres de classe a et 3 peuvent étre calculés a partir
des moments d’ordre un et deux de la distribution de I’énergie dans chaque sous-bande.
Calculons en effet ces moments.
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F1G. 7.3 — Graphe théorique de la distribution de I’énergie dans une sous-bande (loi (7.2.4))
et histogramme expérimental (dans une sous-bande de la transformeée en paquet d’ondelettes
de la texture en haut a droite de la Figure 7.10) (o = 40.44 et 3 = 1.537) (« et 3 sont calculés

avec (7.2.11) et (7.2.13)).

On rappelle que la fonction I' est définie sur R, par :

+o0o
[(t) = / e “u'du
0

Lemme 7.2.1. Le paramétre A de la loi (7.2.4) s’écrit :

Preuve :

1= /Rpx(x)dx - A/Om exp (— (g)ﬁ)dx

+oo
1= aA/ exp (—zﬁ)dz
0

On pose alors z = 2 :

Puis u = 2° :

—+o0
aA _1-p
1 = e "u P du

B Jo
aA 1
- 7?F<B>

(grace a (7.2.5)). D’ou la formule (7.2.6).
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On note Y = X%, M, = E(Y) et My = E(Y?) les moments d’ordre un et deux de Y, ou :

B(Z) = / pa(2)dz

Lemme 7.2.2. Les moments d’ordre un et deux de Y sont donnés par :

a’A (3)
Mi=EY)=—T|-= 7.2.9
1= E(Y) 51\ 3 (7.2.9)
A_ (5
My=E(Y?=2"T (-) 7.2.10
De (7.2.9) et (7.2.10), on tire :
(7.2.11)
et
(7.2.12)
Donc :
(7.2.13)
ol : (3)
r2(s
F(x) = = 7.2.14
O T
Le graphe de F~! est donné sur la figure 7.4. En pratique, les valeurs de % sont dans
I'intervalle ]0.1,0.45], aux points ot F'~! est stable.
Preuve du Lemme 7.2.2 : On découpe la preuve en deux parties.
Etape 1 : On commence par montrer (7.2.9).
BE(X?) /+Oo Ay (\/?)ﬂd (7.2.15)
= ———exp— | — | dy 2.
0 2.y o
On pose © = /y :
A [T B
B(X?) = —/ 227 exp — <£> dx (7.2.16)
2 Jo o
Puis v = 2 :
+oo
B(X?) = aA/ a*v?exp — (v)’dv (7.2.17)
0
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F1G. 7.4 — Graphe de F~! (donné par (7.2.14))
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1
Ensuite, v = u?s :

3 too 1
E(X?% = oA ube "ui du
G Jo
04314 +o0 1
= — us e "du
B Jo
D’ou (avec (7.2.5)) :
3A
B(X?) = %r <%> = B(Y) (7.2.18)

i.e. la preuve de (7.2.9).
Etape 2 : On montre maintenant (7.2.10).

E(Y?) = /;Oo Ay exp — (?)ﬂdy (7.2.19)

On pose © = /y :
A [t s
E(Y?) = —/ 22t exp — <£> dx (7.2.20)
2 Jo o
Puis v = £ :
+oo
E(Y?) = aA/ o*vt exp — (v)’dv (7.2.21)
0
Ensuite, v = us
5A +00
E(Y?) = ez whe " up du
G Jo
54 +oo
- o4 us e du

[e=]

ce qui entraine (avec (7.2.5)) :
5
E(v?) = “Ap (§> = B(XY) (7.2.22)

Et on obtient donc bien (7.2.10).

7.3 . Energie associée au probléme de classification

Dans cette section, nous allons construire la fonctionnelle de classification. Pour cela,
nous aurons besoin de quelques outils et notations que nous introduisons dans les deux
sous-sections suivantes.

150



Fi1G. 7.5 — Classification vue comme un probléme de partition

7.3.1 Partition, approche par courbes de niveaux

On considére I'image comme une fonction ug : Q — R (o0 2 est un ouvert de R?).
On note = {z € Q/x est dans la classe k}. La collection d’ouverts {2} forme une
partition de 2 si et seulement si :

QszJQkLkJFk,etsik;éleﬂQl:Q

ou on a noté 'y = 0 () Q2 le bord de Qj, (excepté les points communs & 0R2), et 'y, = 'y, =
I'yNTNQ (voir figure 7.5).

Afin d’obtenir une formulation fonctionnelle plutot qu'une formulation ensembliste, nous
supposerons que pour chaque €2 il existe une fonction lipschitzienne ®; : 2 — R telle que :

Op(x) >0 six e
Op(x) =0 sizely
®y(x) <0 sinon

Q) est ainsi entiérement déterminé par Py.

7.3.2 Régularisation

Nous utiliserons plus loin les distributions de Dirac ¢ et Heaviside H. Pour que ce que
nous écrivons ait un sens mathématique, nous aurons besoin des approximations réguliéres
classiques suivantes de ces distributions (voir figure 7.6) :

1 s i
5.~ % (1 + cos =) si ls| < a (73.1)
0 si|s| < «
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F1G. 7.6 — Approximations ¢, et H, des distributions de Dirac et de Heaviside

T(14+2+1sin™) sifs|<a
H,=<¢1 sis>a (7.3.2)
0 sis < —«

Quand @ — 0, on a 0, — d et H, — H (au sens des distributions).

La figure 7.7 montre comment les régions sont définies par ces distributions et les en-
sembles de niveaux. On a :

i flz)de = /Q H(op)f(x)dx (7.3.3)

7.3.3 Termes d’énergie

Pour construire 1’énergie, nous reprenons ’approche de [151]. La fonctionnelle va com-
porter trois termes :

1.
FA(®y,...,0x) = )\/ (i H, (®;) — 1) (7.3.4)

Ce terme d’énergie assure que le résultat de la minimisation de la fonctionnelle forme
bien une partition de 'image. Il pénalise en effet les pixels non classés, ainsi que les
pixels classés dans au moins deux régions simultanément. En fait, pour avoir une
partition de €2, il nous faudrait avoir Zszl H(®k(z)) = 1Vz € Q. Nous nous contentons
de chercher & minimiser I’erreur quadratique avec H approchée par H,, ce qui se réveéle
beaucoup plus simple.
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F1G. 7.7 — Définitions des régions et de leurs contours par ensemble de niveau.
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K
F5(®1,... ®x) = |y (7.3.5)
k=1

Ce terme pénalise la longueur des contours, ce qui empéche d’avoir des contours trop
irréguliers. On peut montrer, en utilisant la formule de la co-aire, que (la démonstration
est donnée dans [151]) :

lim [ 60 (y)[VO|dz = [Ty| (7.3.6)
a— Q

En pratique, on cherche donc & minimiser :

K
FE(@, . k) =Y /Q b (0 VD (7.3.7)
k=1

FO(Dy,...,0k) (7.3.8)

Ce dernier terme constitue le terme d’attache aux données que nous allons obtenir
grace a notre modélisation des textures et au principe du maximum de vraisemblance
(cf sous-section 7.3.4).

Energie totale : L’énergie que nous voulons minimiser est la somme des trois termes
précédents :

F(®y,...,0x) = FY®y,..., 0x) + FP(dy,..., 0k) + FY(Dy,..., Px) (7.3.9)

Remarque : Il faut noter que, contrairement au modéle proposé dans [151], nous ne dis-
posons pas d’une fonction d’arrét sur les contours : la fonction utilisée dans [151] était basée
sur le gradient de 'image, et comme nous nous intéressons ici a des images texturées, une
telle approche n’est plus possible. D’une maniére générale, dans le cas d’'une image texturée,
les forts gradients ne marquent pas forcément un changement de textures, et deux textures
différentes peuvent avoir en moyenne le méme niveau de gris.

7.3.4 Terme d’attache aux données

On fait une décomposition de I'image en paquets d’ondelettes : on obtient I canaux (en
pratique, on utilise une décomposition & 2 niveaux, et donc I=16).

Hypothéses :

(H7.3.1) On suppose que, pour chaque texture k = 1... K, dans chaque canal
i = 1...1, 'énergie suit une loi du type (7.2.4) de moyenne M} et de moment d’ordre deux
My,

(H7.3.2) On suppose que les canaux sont indépendants.
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k indique la classe, et ¢ le canal.

Comme nous 'avons indiqué précédemment, notre objectif est de faire de la classifica-
tion supervisée. Les moments d’ordre un et deux (Mlk et Mf ") sont supposés connus par
I'utilisateur.

Le but est de chercher en chaque point les classes qui rendent 1’énergie observée U la plus
vraisemblable (U correspond a 1’énergie de la décomposition en ondelettes qui nous permet
de caractériser les textures).

On rappelle que U = (Uy,...,U;), ou U; est Iénergie dans le canal i (i.e. le carré du
coefficient en paquets d’ondelettes dans la sous-bande 7).

On commence par raisonner en variables discrétes. On discrétise ’espace () : on considére
qu'’il est formé par ’ensemble des pixels (sites) de I'image. On note S I’ensemble des sites.
On veut maximiser P(U|C1).

Remarque : P(U(s) = u|Cly = k) est la probabilité que 1’énergie U au pixel s ait la
valeur u sachant que le pixel s est dans la classe k. Maximiser P(U(s)|Cl) revient donc a
chercher la classe qui rend 1’énergie la plus vraisemblable pour le pixel s lorsque son énergie
vaut U(s). Et maximiser P(U|Cl) revient en fait a chercher la classe rendant I’énergie U la
plus probable pour chaque pixel en fonction de leur énergie (ce qui résout le probléme de
classification dans le cas o on ne tient compte que du terme d’attache aux données).

Calcul du maximum de vraisemblance (MV) : Rappelons pour fixer les notations
utilisées dans la suite :
e /K est le nombre de classes.
e I est le nombre de canaux (en pratique, I=16).
e a! et 3% sont les paramétres de la loi de probabilité de I’énergie de la classe k dans le
canal i.
e u;(s) est la valeur de 'énergie dans le canal i (i.e. du carré du coefficient en paquets
d’ondelettes au pixel s dans la sous-bande 7).
e u(s) est la valeur de 'énergie en s : u(s) = (uy(s),...,us(s)).
On va en fait maximiser la log-vraisemblance, ce qui revient & minimiser (on note Cl; la
classe supposée pour le pixel s) :

—In(P(UICl) = =) In(P(U,|CL,)
seS
= —ZZm (U,|C1y)65(s)
sESk: 1
= —ZZm (U|C1)6k(s)
k=1 seS

ol 0x(s) = 1 si s est dans la classe k, 0 sinon.
D’apreés les hypothéses (H 7.3.1) et (H 7.3.2), on a :

PU(s)|Cls = k) =

(7.3.10)

II ~
<‘o
>
o]
|
VRS
ol
o 2
»
S~—
~_
s



Les paramétres AL, ot et (i s’obtiennent & partir des moments d’ordre un et deux grice
aux formules (7.2.6), (7.2.11) et (7.2.13).
On déduit de (7.3.10) :

1

K I B
—In(P(U|CI) = ZZZ In A} — %lnui(s)—<$> Ie(Cls) (7.3.11)

k=1 seS =1

On réécrit ensuite le résultat précédent avec des notations continues : s tel que 05 (Cl;) = 1
si et seulement si x € ().

Bi
. 1 .
—InA, +In2+ 3 Inwu;(x) + ( u (95)) dr (7.3.13)

k=1 i=1 v % Ok
Donc
K 1 By,
FC(®y,..., ®) _ZZ/HQ(%) —In AL +1n2+ 21nu2(1’ (x/uz )
k=1 i=1 Y O

7.3.5 La fonctionnelle finale

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire complétement la fonctionnelle modélisant
le probléme de classification d’images texturées :

\ K
F((I)l,...,q)[() = 5/(5 Ha(q)k)—1> + E ’yk/ q)k |V<I>k| (7315)
@\ k=1
K I ' ] @) By
+ e H,(® —InA +In2+ —Inwu;(z) + [ X—2 dx
;k;/n”) ’“ 2 ”(az)

On a introduit des poids positifs devant chaque terme d’énergie de notre fonctionnelle
de maniére a pouvoir, le cas échéant, utiliser plus d’a priori sur les données. En effet, si la
classe k a une grande probabilité de présence, on pourra décider d’utiliser une petite valeur
pour e, (afin de favoriser la classe k). Si I’on sait que la classe k a des bords trés réguliers
par rapport a ceux des autres classes, on pourra choisir une grande valeur pour 7, (afin
d’augmenter I'importance du terme de minimisation de la longueur du bord de la classe k).
Quand au paramétre ), il permet de forcer la classification des pixels (si A est grand, tous
les pixels sont classifiés, et au contraire si A est petit, aucun pixel n’est classifié).
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Etude mathématique : Les résultats classiques relatifs a4 la minimisation ne s’applique
pas a la fonctionnelle (7.3.15) (celle-ci n’est ni convexe, ni coercive). Nous effecturons son
étude théorique au Chapitre 8.

7.3.6 Remarques
Utilisation d’une fenétre

Pour obtenir des résultats plus réguliers, nous avons parfois eu recours a l'utilisation
d’une fenétre pour calculer le terme d’attache au donné. Dans ce cas, I’énergie associée a
un pixel s, dans le canal 7, est en fait une moyenne pondérée des énergies dans ce canal
des pixels contenus dans une fenétre autour du pixel s considéré. Nous avons constaté que
I’utilisation d’une moyenne arithmétique détériorait la précision des contours des classes.
Dans la pratique, lorsque nous employons une fenétre, nous utilisons un masque gaussien.

Cependant, la plupart du temps, nous n’avons pas utilisé de fenétre de moyennage. En
effet, les coefficients en ondelettes en un point dépendent déja des valeurs des pixels voisins.

Autres critéres

Nous avons essayé d’autres critéres que I’énergie, notamment 1’entropie. Mais dans nos
tests préliminaires, I’énergie s’est affirmée comme le critére le plus intéressant.

De plus, dans [153], il est précisé que Laine et Fane ont constaté expérimentalement que
I'énergie est mieux adaptée que l’entropie comme caractéristique d’une texture (cf [107]).
C’est pourquoi nous avons considéré 1’énergie.

7.4 . Etude numérique

7.4.1 Equations d’Euler-Lagrange

Rappelons ici la fonctionnelle que nous cherchons 4 minimiser (pour résoudre le probléme
de classification) :

F(®y,...,0x) = %A(ZH(X(%)—l) +Z%/95a(q>k)|vq>k| (7.4.1)

i

K I B
- 1 U (T
+ E ek E /QHQ(@;C) —lnA2+ln2+§lnui(:c)+ <A> dx
k=1 =1

¥
Qg

Si®y, ..., Pk minimisent la fonctionnelle I, alors nécessairement (si en plus les ®q,..., Oy
vérifient certaines conditions de régularité (voir [79] par exemple)), on a pour k =1... K :

OF
95, =" (7.4.2)

En supposant que des conditions de Neumann sont vérifiées (%(1’) =0,Vre 89), les
équations d’Euler Lagrange associées a F' (cf [79]) donnent le systéme suivant formé de K

EDP couplées : on a pour k=1... K
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0 = Aa(Pr) (Z Ho(®g) — 1) — V0o (Pr)div <|§§’;|>

I —\ B
) 1 ) [
terda(@r) | D —lnA2+ln2+§lnuz+< Ojjk) (7.4.3)

=1 k

Le terme div <|§$Z|> s’interpréte comme la courbure moyenne de la courbe de niveau &,

au point x.

7.4.2 Schéma dynamique

Nous faisons maintenant dépendre les fonctions @, du temps : ®(t, z).
Pour résoudre le systéme d’EDP (7.4.3), nous utilisons le schéma dynamique suivant
(k=1...K):

0, - [V,

I 7\ P
. 1 Z‘
+ey, E —InA} +In2+ 5 Inu,;(z) + <M> (7.4.4)

ol
=1 k

avec comme condition initiale ®;(0,x) fonction distance signée euclidienne a la courbe de
niveau zéro de &y.

On discrétise ce systéme par différences finies. On fixe arbitrairement o« € R* (dans
nos expériences, nous avons utiliseé « = 3.0). Il faut fixer « suffisamment petit pour que
les approximations des distributions de Dirac et de Heaviside (0, et H,) restent valables.
D’autre part, la largeur des bandes sur lesquelles les EDP (7.4.4) opérent est de 2o — 1
pixels (si @ € N) Il faut donc que « ne soit pas trop petit pour que cette bande contienne
suffisamment de pixels pour calculer les différents termes de (7.4.4).

7.4.3 Réinitialisation

Les fonctions @, sont initialisées comme étant les fonctions distances signées euclidiennes.
Cependant, comme dans la méthode classique des contours actifs par courbe de niveau (cf
I’Annexe D et [17]), I'évolution des @, selon (7.4.4) ne les conserve pas en général comme
des fonctions distances signées euclidiennes a leur courbe de niveau zéro. Ceci pénalise la
convergence de (7.4.4) vers des ®; minimisant F'.

C’est, pourquoi il est nécessaire de réinitialiser périodiquement les fonctions @, en des
fonctions distances signées euclidiennes (dans nos expériences, nous réinitialisons les @
toutes les trois itérations de (7.4.4)). C’est un probléme général de I'approche des contours
actifs par courbes de niveaux. Pour des raisons de vitesse de convergence et de précision
numérique [90, 158, 146, 1], il est intéressant que les @, vérifient :

0<A<|VP| <B<
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Et c’est justement le cas lorsque les @ sont des fonctions distances signées euclidiennes : on
a alors |[V®|(z) = 1 presque partout en = (cf Proposition 9.2.1).

Pour réinitialiser ®; en la fonction distance signée euclidienne, nous utilisons 'EDP :

0P
e + signe(Pg)(|VP| —1) =0 (7.4.5)

Nous effectuerons 1’étude théorique rigoureuse de cette EDP, ainsi qu’une généralisation a
des opérateurs Hamiltoniens plus généraux au Chapitre 9. On montrera notamment que, si
®(0,2) = Pi(z), la solution de viscosité de (7.4.5) converge vers la fonction distance signée
euclidienne & la courbe de niveau zéro de ®;, (cf Théoréme 9.3.1).

En pratique, les ®; sont réinitialisés en fonctions distances signées euclidiennes a leur
courbe de niveau zéro sur un voisinage de leur courbe de niveau zéro (il n’est pas nécessaire
de calculer les @, dans toute I'image, ce qui accélére considérablement l'algorithme). La
largeur de ces voisinages étant fixée, le Théoréme 9.3.1 donne alors le nombre d’itérations a
effectuer avec I'EDP (7.4.5) pour réinitialiser exactement les ®; dans ces voisinages.

7.4.4 Algorithme

Ondelettes : Comme nous I’avons expliqué dans ce qui précéde, nous avons choisi pour nos
expériences d’utiliser des paquets d’ondelettes a ’ordre deux pour calculer le terme d’attache
aux données. Nous avons testé différentes ondelettes, et nous avons choisi d’utiliser ’ondelette
de Daubechies & dix moments nuls (cf [69, 125]), cette derniére semblant donner les meilleurs
résultats.

Données rentrées par 1’'utilisateur : Comme la classification est ici supervisée, 'utili-
sateur doit rentrer le nombre de classes (textures), ainsi que les paramétres de chaque classe
(les moments d’ordre un et deux de la distribution de I’énergie dans chaque sous-bande de
la décomposition en paquets d’ondelettes).

Parameétres : Dans nos expériences, nous prenons toujours e; = --- = ex = 1.0 et
7 =+ =7k =7 (7 € R). Il ne reste alors plus que deux paramétres a fixer : le coefficient
du terme de partition A, et la valeur commune des termes de régularisation des contours ~.

Initialisation : Dans un premier temps, nous avons procédé a une initialisation manuelle
avec des cercles comme dans [151]. Chaque cercle représente alors la courbe de niveau zéro
de I'une des classes (voir figure 7.8).

Pour automatiser I'initialisation, et surtout pour la rendre indépendante de 'utilisateur,
nous avons par la suite eu recours a des germes (“seeds”) : on découpe 'image initiale en
petites sous-images. Dans chaque sous-image, pour chaque classe k, on calcule le terme
d’attache aux données en supposant que tous les pixels de la sous-images sont dans la classe
k. On affecte tous les pixels d’une sous-image & la classe k pour laquelle I'énergie globale
de la sous-image est minimale (voir figure 7.9). C’est ce type d’initialisation que nous avons
utilisée dans les exemples présentés ci-apreés.
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Fi1G. 7.8 — Initialisation manuelle
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F1G. 7.9 — Initialisation par germes (“seeds”)
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Image a classifier Terme d’attache aux données

L B .;ﬁ'a'.. SR T 5

SATRR TR L 2 el
R )

Classification (696 itérations)

F1G. 7.10 — Classification d’une image synthétique comportant quatre textures

7.4.5 Exemples :

Sur les Figures 7.10 a 7.13, on représente le terme d’attache aux données en attribuant a
chaque pixel de I'image la classe pour laquelle son énergie est minimale. C’est la classification
que nous obtiendrions si on utilisait uniquement le terme d’attache aux données.

Image synthétique avec quatre textures :

Sur cet exemple (cf Figure 7.10), on s’apercoit bien que notre modéle est capable de traiter
les jonctions triples. Par-contre, tout comme dans I'approche classique de la fonctionnelle de
Mumford et Shah [139], la jonction des quatre textures donne dans I'image classifiée deux
jonctions triples (& 120 degrés).

Il faut également noter que notre algorithme arrive a différencier ces quatre textures alors
qu’elles sont trés proches visuellement.

Image synthétique avec deux textures :

Cet exemple (cf Figure 7.11) illustre bien le fait que notre modéle s’adapte a n’importe
quelle forme géométrique (contrairement au modéle présenté dans [163] par exemple).

Image synthétique avec six textures :

Cet exemple (cf Figure 7.12) montre que le modéle est capable de traiter des images
texturées complexes. Ici, certaines textures sont trés proches visuellement, et les formes
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Image a classifier Terme d’attache aux données

Classification (645 itérations)

F1G. 7.11 - Classification d’une image synthétique comportant deux textures

géométriques des contours sont pourtant assez bien récupérées. Pour obtenir des classes plus
homogénes, nous avons ici appliqué un masque gaussien au terme d’attache aux donnés.

Cas d’une image réelle contenant un zébre :

Cet exemple (voir figure 7.13) montre encore que notre modéle s’adapte a toute les
formes géométriques. Dans cet exemple, on pourrait améliorer la qualité de la classification
en rajoutant dans notre fonctionnelle un terme d’arrét sur les contours basé sur le gradient
de I'image comme dans [151] (en effet, les forts gradients de I'image proviennent des contours
du zébre, le fond de I'image étant faiblement texturé). Mais comme nous voulons que notre
modéle de classification de textures reste le plus général possible, nous nous en sommes
abstenus.
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Contours (717 itérations)

Classification (717 itérations)

F1G. 7.12 - Classification d’une image synthétique avec 6 classes
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Image a classifier (©) Corel)

Terrne d attache aux donnees

E:‘-‘.,"a“.ﬁ-~h

o

Fi1G. 7.13 — Classification d’un zébre sur un fond
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Image initiale f Composante texturée v
_ R

Contours Classification

FiG. 7.14 — Exemple de classification sur une image de synthése avec quatre textures

7.5 . Classification obtenue aprés pré-traitement avec I’al-
gorithme u + v

7.5.1 Démarche

Dans cette section, nous montrons comment la composante v d’une image texturée f
peut étre utilisée pour faire de la classification sur f. En effet, d’aprés le Lemme 2.2.1 dans
la sous-section 2.2.1, on sait que la composante v est un signal & grandes oscillations. En
particulier, cette composante contient les textures de I'image initale f. Dans le cas o f est
au départ une image non bruitée, v ne contient que les textures présentes dans f.

Nous effectuons donc la classification sur la composante v.

7.5.2 Résultats

La classification des images est obtenue en deux temps. Nous commencons par effectuer la
décomposition de I'image f en ses deux composantes u et v. Puis nous utilisons I'algorithme
de classification précédent sur v.

Nous présentons des résultats sur des images synthétique dans les figures 7.14 et 7.15.
Nous donnons I'image initiale f, sa composante texturée v, et le résultat de classification
obtenu (d’un point de vue contours et d’un point de vue ensemble).

Commentaires : Les résultats de classification que nous obtenons ici sont de la méme
qualité que ceux de la section précédente. Dans le cas de la Figure 7.14, le pourcentage de
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Composante texturée v

Classification

Image initiale f

Contours

Exemple de classification sur une image de synthése avec six textures

7.15

FiG.
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pixels mal classés est identique a celui obtenu pour la Figure 7.10 (de ’ordre de 4%). Contrai-
rement a ce qu’on pouvait espérer, le prétraitement avec I’algorithme de décomposition u+v
n’améliore pas les résultats de classification.

Cependant, comme la qualité des résultats n’est pas altérée par ce prétraitement, cela
signifie que ce que I’on considére comme I'information texture au Chapitre 7 est bien présente
dans la composante oscillante obtenue avec 1’algorithme de décomposition u + v présenté au
Chapitre 3. C’est un argument en faveur de l'utilisation de I’espace G introduit par Meyer
[133] (cf Section 2.2).

7.6 . Perspectives

Nous avons développé un algorithme original de classification d’images pour les images
texturées. C'est la version “texture” de l’algorithme de Samson et al. [151] qui effectue la
classification d’images non texturées. Il faudrait maintenant étudier le cas d’une image pré-
sentant simultanément des zones texturées et des zones non texturées. Pour cela, il faudrait
modifier le terme d’attache aux données de la fonctionnelle afin qu’il prenne en compte le
niveau de gris moyen (il y a également un travail de normalisation des différents éléments
du terme d’attache aux données).

Un autre probléme intéressant est celui de ’extension de notre algorithme de classification
aux images couleurs. La caractérisation des textures a travers les trois canaux RGB n’est
guére aisée.

Nous n’avons pas eu le temps de rendre notre algorithme de classification non supervisée.
Il faudrait pour cela rajouter une phase d’apprentissage des paramétres (en utilisant des
algorithmes de fuzzy C Means par exemple [117]).

Enfin, il faut remarquer que le formalisme dans lequel nous plagons notre algorithme de
classification est trés général. Nous pouvons sans peine modifier notre terme d’attaches aux
données pour utiliser de nouveaux critéres (plus sophistiqués) pour caractériser les textures.
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Chapitre 8

Etude théorique de la fonctionnelle de
classification

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude théorique de la fonctionnelle (7.3.15)
que nous avons introduite dans le modele de classification d’images texturées au Chapitre 7.
Elle est de la forme :

Fa(¢>1,...,¢>K):/Q<§Ha((I>» —1) +Z/ |V¢|+Z/BH (8.0.1)

ou B est une fonction des données du probléme, et ou d, et H, sont respectivement des
approximations de la mesure de Dirac et de la fonction d’Heaviside. En écrivant la fonction-
nelle sous cette forme, nous pourrons appliquer les résultats de ce chapitre a la fonctionnelle
(7.3.15), ainsi qu’a l’algorithme de classification d’images non texturées développé dans [151].
Afin que notre étude reste générale, nous parlerons de phases ou classes plutot que de tex-
tures.

Pour mener & bien cette étude, nous rappelons quelques propriétés des ensembles de
périmétres finis. Ensuite, dans les Sections 8.2 et 8.3, nous nous intéressons au cas particulier
de deux phases. La fonctionnelle ne comporte alors plus de terme de couplage, et est ainsi
plus facile & étudier. En effet, dans ce cas, nous pouvons réécrire (8.0.1) sous la forme :

(@) = / 5., ()| VD] + / BH,(®) (8.0.2)
Q Q
et on cherche a résoudre le probléme :
igf F, () (8.0.3)

L’étude de ce cas particulier permet de donner une justification théorique & de nombreux
algorithmes de classification (dans le cas de deux phases) [27, 151, 144, 52, 165]. Grace a un
changement de fonction ¥ = H,(®), nous nous ramenons a une fonctionnelle convexe. Dans
la Section 8.2, nous montrons que le probléme limite de (8.0.3) lorsque o = 0 admet pour
solution une fonction caractéristique. Et dans la Section 8.3, nous obtenons ’existence d’une
solution ¢,, Lipschitzienne pour le probléme (8.0.3) (ce qui donne une justification théorique
a l’approche que nous avons utilisée au Chapitre 7).

Dans la Section 8.4, nous donnons quelques résultats dans le cas ot il y a au moins trois
phases.

Nous avons présenté ce travail dans [20].
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8.1 . Rappels sur les ensembles de périmétres finis

Pour toute cette section, on renvoie le lecteur a [8, 6, 89, 129, 80|, notre présentation
s’inspirant ici essentiellement de [8]. La définition de I’espace BV des fonctions & variation
bornée a été rappelée dans la Section 2.1. En particulier, on note J(u) = [, [Dul.

Définition 8.1.1. Soit £ un sous-ensemble mesurable de R2. Pour tout ouvert 2 C R?, on
appelle périmétre de F dans ), noté P(E, (), la variation totale de 1z dans ), i.e. :

P(E,Q) = sup {/ div (&(x))dz /€ € CHLR?), 1€ 1) < 1} (8.1.1)
E
On dit que E est de périmétre fini si P(E,Q)) < oo

Remarque : Si F est a bord C?, cette définition du périmétre correspond a la définition
classique. On a alors :

P(E,Q) =H'(0E( Q) (8.1.2)

ot ‘H' désigne la mesure de Hausdorff 1-dimensionelle [8]. Le résulat reste vrai dans le cas
ou E est a bord Lipschitz.
Dans le cas général, si F est un ouvert a bord quelconque de 2, si H'(OE Q) < +oo,
alors :
P(E,Q) <H'(0E(9Q) (8.1.3)

Définition 8.1.2. On note FFE la frontiére réduite de E.

D z
FE = { x € support <]1E\ ﬂQ) / vg = lim 1eBe) viste et vérifie lvg| =1
o= | D15, (w))|
(8.1.4)

Définition 8.1.3. Pour tout ¢ € [0, 1], on note E* I'ensemble

2 . |EBy(z)] _
{x eR°/ ;ljlir(l) B t} (8.1.5)

des points oit F est de densité ¢, ou B,(z) = {y / |lz—y|| < p}. On note 0*FE = R?\ (E°J E')
la frontiére essentielle de E.

Théoréme 8.1.1. [Federer [8]] Soit E un ensemble de périmétre fini dans Q. Alors :

FE(\QCE? CcoE (8.1.6)

H! (Q\ (EOU]-“EUE1>> —0 (8.1.7)

Remarque : Si E est Lipschitz, alors 0F C 0*E. En particulier, comme on a toujours
FE COF (cf [74]) :

P(E,Q) =H"(OE(Q) =H'(0"E( Q) = H(FE[ Q) (8.1.8)
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Théoréme 8.1.2. [De Giorgi] Soit E un ensemble Lebesgue mesurable de R?. Alors FE est
1-rectifiable ([8] page 160).

On rappelle que E est 1-rectifiable si et seulement si il existe des fonctions Lipschitz
fi i R? — R telles que E C 5 fi(R).

Définition 8.1.4. Soit O C R? un ouvert, et 7 C N.

On appelle partition de €2 une suite {£;},.; telle que : E; C Q Vi, E;(E; = @ sii # j,
et Q C U5 Ei. On dit qu’une partition {E;},_; de © est une partition de Cacciopoli si de
plus ) ., P(E;,Q) < oo

8.2 . Probléme & deux phases

On considére €2 un ouvert borné Lipschitz de R?. On construit une fonctionnelle com-
prenant deux termes : un terme de pénalisation de la longueur, et un terme d’attache aux
données. On note E un ensemble de () tel que E et Q\F correspondent aux deux phases.
On appelle fonctionnelle de partition, la fonctionnelle :

GuD::AJD1ﬂ+:L£ﬂE (8.2.1)

On suppose que B € L>(2). On considére les trois problémes suivants :

1.
¢€iLrilpf(Q) (/¢o ds + /Q BH(¢)> (8.2.2)
2.
3 (P<E’ @+ / B > (8.2.3)
EEB(Q) i
3.

inf D B 24
et ( /Q Dy| + /Q w) (8.2.4)

ou B(2) désigne ’ensemble des Boréliens de €2, et ou H désigne la fonction d’Heaviside.

Remarque : La fonctionnelle (8.0.2) constitue une version approchée de (8.2.2), dans le
sens ou pour toute fonction Lipschitzienne ¢, on a (avec (8.3.8)) :

lim () = [

¢ﬂ@+43m@ (8.2.5)

Dans la suite, nous allons montrer que ces trois problémes sont trés proches. Le probléme
(8.2.3) correspond au probléme de classification & deux phases que nous avons introduit
avec (8.2.1). Il s’agit en fait d’un probléme classique dans la théorie des surfaces minimales
[6, 128, 129], celui des surfaces & courbure moyenne donnée. La théorie des ensembles de
périmétres finis a déja été utilisée plusieurs fois en traitement d’images [7, 64, 130, 138|.
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8.2.1 Etude du probléme (8.2.3)

Le probléme (8.2.3) a été complétement étudié par Massari dans [128]. On reprend ici la
démarche de [6]. On introduit le probléme :

inf <H1(8E) - / B) (8.2.6)
EcQ, E & bord ¢! E

En fait, comme le montrent les trois résultats suivants démontrés dans [6], les problémes
(8.2.3) et (8.2.6) sont équivalents.

Proposition 8.2.1. Le probléme (8.2.3) admet au moins une solution. De plus Uinfimum
de (8.2.6) coincide avec le minimum de (8.2.3).

Théoréme 8.2.1. Soit E une solution de (8.2.8). Alors FE = O*E (carn =2 <8) et FE
est de classe OV,

Corollaire 8.2.1. Les problémes (8.2.6) et (8.2.3) admettent les mémes solutions. En
particulier, le probléme (8.2.6) admet au moins une solution.

Pour la démonstration du théoréme (8.2.1), nous renvoyons le lecteur a [6, 129]. Nous
nous contentons ici de donner les principaux arguments de la démonstration de la Proposi-
tion 8.2.1.

Preuve de la Proposition 8.2.1 : Comme 2 est borné et Lipschitz, si on considére
E = Q, on voit que 'infimum dans (8.2.3) est fini. Considérons une suite minimisante
(E,) pour le probléme (8.2.3). En particulier, la suite P(E,,(2) est bornée. Donc, d’aprés le
théoréme 3.39 page 145 de [8], il existe £ € B(2) tel que E, — E (au sens 15, — 1 dans
L'(Q)). De plus, d’aprés la proposition 3.38 p 144 de [8], 'application F — P(F,) est sci
(conséquence du caractére sci de la variation totale). Donc :

P(E,Q) <liminf P(E,, Q) (8.2.7)

De plus, comme 15, — 1p dans L'(€2), on a en particulier :

/1EnB—>/1EB (8.2.8)
Q Q

ce qui conclut la preuve.
[ |

Gréce a ces résultats, on sait que le probléme (8.2.3) posséde au moins une solution E,
et en plus que F est & bord C™'. En particulier, on a : P(F,Q) = H*(OE () (cf 8.1.8).

8.2.2 [Etude du probléme (8.2.4)

Proposition 8.2.2. Il exziste E € B(Q) solution de (8.2.3) tel que 1; soit solution de
(8.2.4).
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Preuve : On considére la fonctionnelle suivante définie sur {¢) € BV (Q2), 0 < <1} :

G () :/§13¢+/Q|D¢| (8.2.9)

G est convexe et s.c.i. sur BV — *. La condition 0 < ¢ < 1 nous permet de conclure quant
a existence d’une solution ¢ pour (8.2.4).
Rappelons la formule de la co-aire 8] :

/Q|D¢\ = /_:Ooo\mwzs}\ds:/mp({z/; > s}, Q)ds (8.2.10)

—00

Comme nous imposons la condition 0 < ¢ < 1, (8.2.10) se réécrit ici :

/Q|D¢|>=/0 |D1{¢28}|ds:/0 P{v> s}, Q)ds (8.2.11)

Regardons maintenant le deuxiéme terme de la fonctionnelle. Commencons par remarquer
que, comme 0 < <1:

Y(x) 1
w(m):/ ds:/ Ly@)>s ds (8.2.12)
0 0
et donc :
1
/Bw = /B(a:) (/ 1{¢ >S}d8) dx
(Fubini) / / )Ly >syda ds
/ / x)dxds
{>s}
D’ou :

6w = [apii+ s = [ (Paozs 0+ [ B) as (32.13)

ce qui entraine :

1
inf = i >
N KR R | (P({w > s}, Q) + /{ . B) ds
(8.2.14)

Soit £ une solution du probléme (8.2.3). Notons ) = 1;. Montrons que ¢ est solution de
(8.2.2). Soit s €]0, 1],
e Soit z € E. Alors 1(z) = 1z(z) = 1. Donc Y(x) > s. Dot E C {tp > s}.
e Soit = € {w > s}. Alors v,b(x) > s > 0. Donc &(x) — 1 (car ¥ = 0 ou 1). D’ou
{25} cE.
On en déduit finalement que, Vs €0, 1] :

E={{>s) (8.2.15)
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Considérons maintenant 1) € BV (Q) telle que 0 < 1) < 1. On a (en utilisant (8.2.13)) :

a(f) = / (ID3| + BY)

— /01 (P({lﬁzs}, Q)+/{&>S}B) ds

(p ((o=sh Q)+ /{izs} B) ds
/0 (P(E, Q>+/EB> ds
— P(E, Q>+/EB

Or, comme E est une solution du probléme (8.2.3), on a :

De méme :

Q

E

|
h

P(E, Q>+/EB§P({1525}, Q)+/{ B (8.2.16)

v>s}

Et en intégrant (8.2.16) par rapport a s, on obtient :

P(E (?JF/EBF\/; (P ({v>s}, Q) +/{¢23} B> di (8.2.17)

=G() =G()

Et donc ¢ est bien solution du probléme (8.2.4).

On a donc montré que le probléme (8.2.4) posséde au moins une solution qui est une
fonction caractéristique.

8.2.3 Etude du probléme (8.2.2)

Proposition 8.2.3. Soit E une solution du probléme (8.2.3). Soit ¢ la fonction distance
signée euclidienne a OF (¢ positive dans Q\E et négative dans E). Alors ¢ est solution du
probleme (8.2.2).

Pour démontrer la Proposition (8.2.3), on aura besoin de deux lemmes :

Lemme 8.2.1. Soit ¢ Lipschitz. On pose 1) = H(¢). Alors :
/ ds > / |Dy)| (8.2.18)
{¢=0} Q
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Preuve : D’apreés la formule de la co-aire [8], on a :

/Q|Dw| = /_+°° Py > s},0Q)ds = /0 Py > s},Q)ds (8.2.19)

o0

car 0 < ¢ < 1. Donc X
/ | D] = / P({H(¢) > s},Q)ds (8.2.20)
Q 0

On pose E = {¢ > 0} (E est ouvert car ¢ continue). On a donc E = {H(¢) > s} Vs > 0.
On a:

/1 P({H(¢) > s},Q)ds = /1 P(E,Q)ds = P(E,Q) (8.2.21)
D’ou O 0
/ D] = P(E, Q) (8.2.22)
On conclut alors en remarquant que :Q
P(E,Q) <H'(0E(Q) < /{¢—0} ds (8.2.23)
[

Lemme 8.2.2. Soit A € B(Q2). La distance Fuclidienne signée u G A est 1-Lipschitzienne.

Preuve : Soient z et y deux éléments de ). On note d(z,y) la distance Euclidienne entre
T ety.
e Premier cas : u(x) > u(y) >0
Soit € > 0. Il existe a. € A tel que :

d(xz,ac) > d(x,A) > d(z,a.) — € (8.2.24)
Or, on a :
d(y, A) < d(y,ac) <d(y,z) +d(z,a.) < d(y,z) +d(z,A) + ¢ (8.2.25)
Donc u(y) — u(x) < d(y,z) — e. Comme ceci est vrai Ve > 0, on en déduit que :
u(y) —u(z) < d(y,z) (8.2.26)
Et comme x et y jouent des roles symétriques, on conclut que :
lu(z) — u(y)| < d(z,y) (8.2.27)

e Deuxiéme cas : 0 > u(x) > u(y)
La démarche est identique a celle du premier cas.
e Troisiéme cas : u(z) > 0> u(y)
Considérons le segment [x,y|. 3 a € [z,y] tel que u(a) =0

Or
d(z,y) = [lz —yl| = |z —al| + |ly — 4]
—— N —
>u(z) >—u(y)
Donc

d(z,y) > |u(r) — u(y)|

175



Preuve de la Proposition 8.2.3 : D’aprés le Lemme 8.2.2, on sait que ¢ est 1-Lipschitz.
Soit ¢ € Lip(©2). On note F = {gb > 0}. D’aprés la preuve du Lemme 8.2.1, on a :

/ ds > P(E,Q) (8.2.28)
$=0

Donc :

/¢;0d8+/QBH((5) > P(E,Q)+

car FE est solution de (8.2.3). D’ou :

[ as+ [ BHG) = PO+ [ BHE) (8229

Or E étant solution de (8.2.3), on sait d’aprés la Proposition 8.2.1 que E est & bord C"!, et
on a donc :

P(E,Q) =H'(0E(Q) = / ds (8.2.30)
=0

On conclut ainsi que :

ém@+éBM@ZAJ%+ABMM (8.2.31)

ce qui montre bien que ¢ est solution du probléme (8.2.2).

Remarque : dans la démonstration de la Proposition 8.2.3, on a montré :

Lemme 8.2.3. Soit E un ouvert a bord C*, et soit ¢ la fonction distance signée a OF.
Alors :

/ ds — P(E, Q) (8.2.32)
=0

On a donc montré que le probléme (8.2.2) admet au moins une solution.

8.2.4 [Equivalence entre les problémes (8.2.2), (8.2.3) et (8.2.4)

Proposition 8.2.4. Soit ¢ une solution du probléeme (8.2.2). Alors v = H(¢) est solution
du probleme (8.2.4).

Preuve : D’aprés le Lemme 8.2.1, on a :

d D 8.2.33
[, as= [ bl (8:2:33
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Donc

/M ds+/QBH(¢) > /Q|D¢|+/QB¢ (8.2.34)
= /QlD@H/QBz/? (8.2.35)

ol E est solution du probléme (8.2.3), et 0 = 13 (avec la Proposition 8.2.2, on sait que i
est solution du probléeme (8.2.4)). On note ¢ la fonction distance signée & JE. D’apreés la
Proposition 8.2.3, ¢ est solution du probléme (8.2.2), et on a donc :

Or avec le Lemme 8.2.3, on a :

/M ds+/QBH(¢) = P(E,Q)+/QB]_E~

= /&_0 ds+/QBH(qB)

On en déduit que (8.2.34) et (8.2.35) sont des égalités, et par conséquent que 1) est solution
du probléme (8.2.4).

Remarque : En particulier, on vient de montrer que :

,nf ( /¢ ds+ /Q BH(¢)) S ( /Q D] + /Q Bw> (8.2.37)

On a également montré le résultat suivant :

Lemme 8.2.4. Soit ¢ solution du probléme (8.2.2), et soit v = H(¢). Alors :

/¢:0 ds = /Q DYl (8.2.38)

Nous avons finalement montré une sorte d’équivalence entre les problémes (8.2.2), (8.2.3)
et (8.2.4), équivalence que nous résumons dans le théoréme suivant :

Théoréme 8.2.2.

1. Si ¢ solution du probléme (8.2.2), alors E = {¢ > 0} est solution du probléeme (8.2.3),
et v = H(¢) est solution du probléme (8.2.4).

2. Si E est solution du probleme (8.2.3), alors 1 = 1g est solution du probleme (8.2.4),
et ¢ la fonction distance signée G OF est solution du probléme (8.2.2).

3. Si v est solution du probléeme (8.2.4), et si on peut écrire 1 = 1g, alors E est solution

du probléeme (8.2.8), et ¢ la fonction distance signée o OF est solution du probléme
(8.2.2).
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F1G. 8.1 — Exemple ou le probléme (8.2.4) admet des solutions qui ne sont pas des fonctions
caractéristiques

Preuve : C’est une conséquence des Propositions 8.2.1, 8.2.2 et 8.2.4, et du Corollaire 8.2.1.
[ |

Pour avoir une équivalence compléte entre les problémes (8.2.2), (8.2.3) et (8.2.4), il
faudrait que toutes les solutions de (8.2.4) soient des fonctions caractéristiques, i.e. qu’elles
puissent s’écrire 1) = 1p. Ce résultat n’est malheureusement pas vrai en général.

En effet, il est immédiat de vérifier que si B est & moyenne nulle, alors toute fonction
constante (comprise entre 0 et 1) est solution du probléme (8.2.4).

En fait, méme lorsque [, B # 0, le probléme (8.2.4) peut admettre des solutions qui ne
soient pas des fonctions caractéristiques, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple : On donne ici un exemple en dimension 1, d'un ouvert 2 et d’une fonction B tels
que le probléme (8.2.4) admette des solutions autres que des fonctions caractéristiques. On
rappelle que la fonctionnelle que I’on cherche a minimiser dans le probléme (8.2.4) s’écrit :

Fw) = [ Bo+ [ 1Dl (8.2.30)

On considére le cas de la Figure 8.1. On choisit B = —1 sur les segments [O, P| et [Q, R],
qui sont tous les deux de longueur a > 1. Et on choisit B = 1 sur le segment [P, Q] qui est
lui de longueur égale a 2. D’aprés la Proposition 8.2.2, on sait que I'infimum dans (8.2.4) est
un minimum, et qu’il est atteint au moins pour une fonction caractéristique. Si ¢ est une
fonction caractéristique, alors

F(ih) = nb+ /Q By (8.2.40)

ol nb désigne le nombre de sauts de ¢ sur (2.
Considérons quelques fonctions caractéristiques particuliéres :

o = { oo Eg _ 1_}1} (8.2.41)
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ainsi que ¥; = 1 sur tout 2, et 1»y = 0 sur tout Q. On a F(i2) = 0, et F(1y) = 2—2a = F(¢).
Comme on a pris a > 1, on a aussi F'(¢g) < F(1)9).

Si ¢ est une fonction caractéristique, alors [, By > —2a. Donc F(¢)) > nb — 2a. Or
F(1p) = 2—2a; donc si 1 est une fonction caractéristique solution de (8.2.4), alors nécessai-
rement on a : nb < 2. Il est ensuite aisé de vérifier que ¢ et 1; réalisent en fait le minimum
de (8.2.4), et la valeur de ce minimum est donc de 2 — 2a.

Considérons maintenant la famille de fonctions définies pour 0 < a <1 :

w={ oy (242

On a F(¢,) =2(1 — ) —2a + 2a = 2 — 2a = F(1)y). Donc 1), est solution du probléme
(8.2.4) Vo € [0,1]. Et si 0 < v < 1, alors 1), n’est pas une fonction caractéristique.

8.3 . Les problémes approchés

Nous nous intéressons ici au modéle numérique utilisé au Chapitre 7, ainsi qu’a son lien
avec le modéle théorique de la Section 8.2. Pour ’étude du modéle numérique, il faut non
seulement obtenir des résultats d’existence de solutions, mais surtout avoir des renseigne-
ments sur la régularité de ces solutions. En effet, dans la méthode numérique utilisée au
Chapitre 7, nous supposons l’existence de solutions continues. Pour cela, nous allons com-
mencer par régulariser notre probléme. Nous utiliserons ensuite un passage a la limite pour
revenir a notre probléme initial, 'argument essentiel étant ici un théoréme de perturbation
da a R. Temam [159, 78].

A « fixé, nous allons montrer 1’existence d'une solution continue pour le probléme (8.0.2)
(ce qui justifiera I’approche numérique du Chapitre 7).

8.3.1 Approximations réguliéres de H et ¢

Nous utiliserons les approximations réguliéres suivantes de la fonction d’Heaviside H et
de la mesure de Dirac 0 (ce ne sont pas tout a fait les approximations classiques (7.3.1) et
(7.3.2)) On suppose 0 < a < 1 (cf Figures 8.2 et 8.3).

o= (14 cos ™) sils| <5
— 2c a —
da(s) { x sils| > 5 (8.3.1)
5 (1+ 2+ Lsin2) si|s] <3
Huo(s) =4 3 (1+2+1sin™) +a(s—35) sis>3§ (8.3.2)
51+ =4 2sin==%) +a(s+3) sis<—3
ou : 5
i=2 arccos(a) (8.3.3)
m
Avec cette définition de 3, on a (lorsque o — 0) :
0<s<aets~a (8.3.4)

De plus, 0,(35) = 04(—3) = a, limy—0 Ho(5) = 1, et lim,—g Ho(—5) = 0.
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F1G. 8.2 — Approximation ¢, de la distribution de Dirac ¢

F1G. 8.3 — Approximation H, de la distribution de Heaviside H
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Comme 2 borné, on a lorsque « — 0 : §, — 6 et H, — H (au sens des distributions).

Lemme 8.3.1. H, est un C" difféomorphisme croissant de R dans R. De plus, 1o, = Ho(9)
est Lipschitz si et seulement si la fonction ¢ est Lipschitz.

Preuve : On a H, = d,, donc :

;1
a<H <= (8.3.5)
e}
Bt (Hy'(9)) = 5oy = sadamy- Done :
S
a<(H') <-— (8.3.6)
(63
m

Remarque : On rappelle que le probléme que I'on cherche a résoudre numériquement au
Chapitre 7 dans le cas de deux phases (i.e. deux textures) est le suivant :

¢ei£fm) ( /Q 0a(0)|Do| + /Q BHa(ng)) (8.3.7)

On peut montrer (voir [17]) :

Tim, {/Q(sa(@quy} = /Mds (8.3.8)

On en déduit aisément que (8.2.2) est le probléme limite de (8.3.7) lorsque o — 0.
Il nous reste a voir maintenant si le probléme (8.3.7) admet une solution lorque o > 0.
Il existe un lien trés simple entre (8.3.7) et le probléme (8.2.4) que nous rappelons ici :

¢€BV(%ZI)1,f0§¢g1 (/Q |Dy] + /Q Bw) (8.3.9)

Yo = Ha(9) (8.3.10)
Cela implique D, = d,(¢)D¢. On a alors pour tout a > 0 :

| B0+ [ 80001 = [ Bea+ [ Dv. (8:3.11)

En effet, si on pose :

8.3.2 Des solutions localement continues

Comme on ne sait pas montrer directement que (8.3.7) posséde des solutions (& « fixé),
on considére un probléme approché comme suggéré dans |78, 159] :

inf Fe 3.12
sentiE o) 0.s(®) (8.3.12)

ou :

€

Fis(0) = ( [ asoutonve + [ pito)+ [ nattio) +5 [ Gutevo)® @319
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ou la fonction gg : R* — R est définie par :

95(&) = V1P + 52 (8.3.14)

et la fonction hs : R — R par :

g—i siz <0
hs(x) = 0 si0<z<1 (8.3.15)
(wg—;f six>1

La fonction hs est convexe et C* sur R. Lorsqu’on calcule I’équation d’Euler-Lagrange as-
sociée & la fonctionnelle (8.3.12), le terme provenant de [, g3(da(¢)|V¢|) correspond a celui
du schéma numérique utilisé au Chapitre 7 (on introduit en effet un paramétre 3 > 0 pour
éviter les divisions par 0 dans le schéma numérique).

Il n’est toujours pas clair de montrer directement que (8.3.12) admet une solution, car
gs(&) dégénére en || lorsque 3 — O. On pose

Yo = Ha(9) (8.3.16)

Cela implique Vi), = 0,(¢)V¢ (car ¢ € W2(Q)). Cela nous conduit a considérer le pro-
bléme :

inf G© 3.1
wevlvqg(m%(@/)) (8.3.17)

G50 = ([ avuh+ [ Bos [mw)+5 [1vop @319

En fait, on montrera plus loin (Proposition 8.3.2) que les problémes (8.3.12) et (8.3.17)
sont équivalents.

Remarque : Dans les problémes (8.3.17) et (8.3.21), il n’y a pas de contrainte 0 < ¢ < 1.
Cette contrainte est intégrée dans la fonction hg.
Dans toute la suite, le paramétre § dépendra du paramétre « par la relation :

B(a) = (%) (8.3.19)

(on verra la justification de cette relation dans la Preuve de la Proposition 8.3.1).

On a introduit les problémes (8.3.17) et (8.3.12) afin d’obtenir des résultats sur 'existence
et la régularité de leurs solutions éventuelles, puis de faire le passage a la limite ¢ — 0 pour
obtenir des renseignements sur les solutions des problémes :

inf F? 8.3.20
sewistiin e ) (8.3.20)

et :

inf GO 8.3.21
sewiio) N2 P ) ( )
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8.3.3 Un résultat de perturbation

Nous allons utiliser un théoréme dii & R. Temam [159, 78]. Ce résultat repose sur un
théoréme de perturbation (théoréme 1.1 page 125 de [159], [78] page 140). Ce théoréme est
lui méme basé sur des résultats de Ladyzenskaya et Ural’Ceva [105, 106].

Le résultat de Temam a déja été utilisé avec succés en traitement d’images dans [18] sous
une forme légérement modifiée. C’est ce résultat que nous allons utiliser :

Considérons donc une fonctionnelle de la forme :

wevivl}g(g){/ﬂg(|v¢|)+/ﬂp(x)@/}+/ﬂh(¢)—I—%/Q|V¢|2> (8.3.22)

Nous supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(H8.3.1) La fonction & — g(€) est convexe et C*® de R? dans R.
(H8.3.2) La fonction # — g(q(z)) est mesurable sur §2 pour tout ¢ dans L!'(£2).

Il existe des constantes p; > 0,7 =0,...,8, telles que pour tout £ € R? :

(H8.3.3)
9(&) > polé] — pa 5 po >0
(H8.3.4)
dg .
< —
851(5)_'u2 y b 172
(H8.3.5)
2
dg 5
Zag ()& > s/ 1+ &2 —pa, 3 >0
=1
(H8.3.6)
M6|77 ’2 Z < M7W|2 Vi € R? g iz > 0
VIHIER ~ 0&6@ W= e e

2
ott ['[? = [n* — {2

(H8.3.7)
|l < pis

(H8.3.8)

)& >0 V¢ € R?

>
=1 a
(H8.3.9) La fonction ¢ — h(t) est convexe et h'(0) = 0.

Théoréme 8.3.1. [Temam [78, 159]] L’ouvert Q est supposé de classe C*. Alors le
probléme (8.3.22) posséde une solution réquliére 1. bornée indépendamment de e dans
Le(Q)OWH(Q). Cette solution est unique sauf peul-étre a une constante additive pres.
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De plus, pour tout ouvert V relativement compact dans 2, il eriste une constante K(V, ()
indépendante de € telle que :
Ve llwioe vy < K(V,82) (8.3.23)

||¢e||H2(V) < K(V,Q) (8.3.24)

On peut en particulier appliquer ce théoréme au probléme (8.3.17). On dispose d’ailleurs
aussi d’'un résultat de type principe du maximum pour le probléme (8.3.17) :

Proposition 8.3.1. La solution vg . du probleme (8.3.17) donnée par le Théoréme 8.3.1 est
telle que :

—A(B) < s <1+ A(B) (8.3.25)
ot )
5 Blly oo 3
A(B) = (76 | L‘L (Q)> (8.3.26)
et
[Upellwia <19 (1+AB) + 8+ (L+ AB) | Bll =) (8.3.27)
1/3
En particulier, si § <1 (ce qui est équivalent ¢ o < HB[@E(Q), cf (8.5.19)) :
CA(L) < ¢ < 14 A1) (8.3.28)
et
[4.cllwrre) < [Qf (A1) + 2+ (1 + A1) Bll @) (8.3.29)

Ce résultat nous permettra de faire la passage a la limite o — 0.

Preuve de la Proposition 8.3.1 : La preuve s’inspire de celle de la Proposition 4.1 page
147 dans [78|. On considére pour € et A > 0, le probléme :

inf o)+ A / |2 (8.3.30)
( Q

SEW2(Q) N L2(Q)

ot G est donnée par (8.3.18). L'existence et I'unicité d’une solution ¢é 5 sont standards. On
sépare ensuite la preuve en trois parties :

Etape 1 : On va montrer que
14251l oo 0y < Mo (8.3.31)

(on fixera la constante M, dans la suite). Pour cela, on va d’abord montrer que :
Y24(x) < My p.p. x €Q (8.3.32)

ou M est une constante a préciser. Pour tout v € W'?(Q) (N L*(Q), ¥, vérifie :

J

(V) 5, Vu) + 202 5v + Z 8gg V@/}’\ 9 (hﬂ( 5) +Bv| de=0 (83.33)
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On choisit alors v = (¥25 — M), (o la fonction (z), vaut z si z > 0, et 0 sinon). On
obtient alors :

/ VU252 + 200202 — M) da
Qﬂ{¢25>Ml} - N~ ’ ’
>0
2 A
agﬂ by 8¢e
_ _ VL) el (W2 ) + B) (W) — My)) da
Lo > G (V)5 ~(ofot) + Bu2y — M)
<0 d’apré;’(H 8.3.8)
D’ou :
(=ho(M) + Bl ) (82 = Ma)s 2 0 (8:3.34)
Si on impose
hg(Mi) > || Bl| L~ (o) (8.3.35)

on a alors (4253 — M;)1 = 0 ce qui démontre (8.3.32). Il nous suffit donc de fixer M, de sorte
que (8.3.35) soit vérifiée. Or :

%i: sixzx <0
hy(x) = 0 si0<z<l1 (8.3.36)
A1) siz>1
ﬁS -

On en déduit que (8.3.35) est vérifié si et seulement si (M; > 1) :

A(M, — 1)

5 1B () (8.3.37)

i.e. si et seulement si :

5Bl e\ ?
M, >1+ (M) (8.3.38)
De la méme maniére, on obtiendrait aussi :
25(x) > Mo pp. z € Q (8.3.39)
si
FUBll=@)\ *
M, < — <T()) (8.3.40)
En posant My = max(M;, —M,) = M, on déduit (8.3.31).
Etape 2 : On veut borner : [|[V4]|11(q) On a :
)+ )\/ 2 5* < G5(0) = 3|9 (8.3.41)
ou [ = [, dx. Or (en utilisant (8.3.31))
Gy +A [ [l 2 1902y = IBlL=co Mo (8:3.02)
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D’ou :
VU251l i) < 1920 (8 + Mol|Bl| L)) (8.3.43)

On montre de méme que :

2M|| Bl 000 |2
VY25 20y < \/ ol ”j @l (8.3.44)
D’autre part, en utilisant (8.3.31), on obtient :
c
||¢e>\,5”W172(Q) < — (8.3.45)

S

ol ¢ est une constante indépendante de .

Etape 3 : En faisant le passage a la limite A — 0, on obtient I'existence de ¢, 5 € W2(Q) (| L=(Q),
et 1. 5 vérifie (8.3.31). De plus, on montre comme dans I’étape précédente que Vi), g vérifie
toujours (8.3.43). 11 vient ensuite (en utilisant (8.3.31)) :

12 sllwiai) < Mol + (9] (8 + Mol| Bl (o)) (8.3.46)
ot on rappelle que My > 1+ (%) °
|
Corollaire 8.3.1. On suppose que le paramétre 3 est donné par (8.8.19). On a alors :
—a<iyg.<l+a (8.3.47)
Preuve : C(C’est une conséquence immédiate de la Proposition 8.3.1.
[ |

Gréce au Théoréme (8.3.1), on peut passer a la limite ¢ — 0 dans le probléme (8.3.17).
On obtient ainsi le résultat suivant (cf [78, 159]) :

Corollaire 8.3.2. On suppose que B € Wh>(Q), et Q a bord C?. Le probleme (8.5.21)
admet alors une solution régquliere 15 dans L>=(Q2) WH(Q), et celle-ci est unique sauf peut-
étre a une constante additive prés. De plus, pour tout ouvert V relativement compact dans
Q, il existe une constante K(V,Q) telle que :

[9sllwree vy < K(V,Q) (8.3.48)
198l 2y < K(V,Q) (8.3.49)

Remarques :

1. De (8.3.49), on déduit que 15 est dans Lip(V') pour tout ouvert V' relativement compact
dans Q (grace aux injections de Sobolev |2, 42]).

2. L’hypothése B € W1>(Q) n’est malheureusement pas forcément vérifiée pour une
image, mais elle intervient de maniére cruciale dans le résultat [159].
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8.3.4 “Equivalence” entre les problémes (8.3.12) et (8.3.17)

On peut maintenant monter qu’a « fixé, les problémes (8.3.20) et (8.3.21) ont méme
valeur.

Proposition 8.3.2. On a :

inf Y y0)(8) = inf G(0) (8.3.50)

Preuve : Soit ¢ € WH1(Q) (N L*(Q). On pose 1, = Hy(¢). On a :

Fop(9) = Gj(va) = nf G5(¢) (8.3.51)
D’aprés le Théoréme 8.3.1, on sait que le le probléme (8.3.17) admet une solution z. Donc :
F5(0) > inf Fils(@) > inf G5(Y) (8.3.52)

—_——

=G} (¥p)

D’aprés le Lemme 8.3.1, on peut définir ¢, 5 tel que H,(¢o 3) = 1g. On obtient alors :

Fap(0as) > inf F{5(0) > inf G3() (8.3.53)
=GY(¢5) \T—/
:Gg(wﬁ)
n

8.3.5 Retour a ¢

On travaille ici & o > 0 fixé. Nous sommes passé de (8.3.7) a (8.3.9) en faisant le change-
ment de variable 1) = H,(¢). Pour remonter a ¢, il nous suffit donc faire le changement de
variable inverse.

Corollaire 8.3.3. Le probleme (8.3.20) admet une solution ¢, € L>®(Q)W(Q). De
plus, pour tout ouvert V relativement compact dans €2, on a : ¢, € Lip(V).

Preuve : Considérons s une solution de (8.3.17) donnée par le Corollaire 8.3.2. On pose
ds = H;'(5) (ce qui est licite d’aprés le Lemme 8.3.1). Et on conclut grace a la Proposi-
tion 8.3.2.

[
Corollaire 8.3.4. [ étant donné par (8.3.19), on a :

l-a<¢,<1l+a (8.3.54)

Preuve : C’est une conséquence immédiate du Corollaire 8.3.1 et de la définition de H,
(8.3.2).
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8.3.6 Passage a la limite o — 0

Proposition 8.3.3. Le probléme (8.5.9) admet une solution 1 dans BV ().

Preuve : Il suffit de faire le passage a la limite 3(a) — 0 dans (8.3.21) (avec ¢ = 0) en
utilisant la Proposition 8.3.1.

Remarque : Le passage a la limite 3(«) — 0 ne nous permet pas par contre de conserver
plus de régularité pour ¢. Et dans ce cas, on ne sait plus remonter a la fonction ¢.

Cependant, grace aux Propositions 8.3.3 et 8.3.2, on a montré qu’il existe une suite
minimisante ¢, pour le probléme (8.3.7). De plus, d’aprés le Corollaire 8.3.4, on sait qu’il
existe ¢ € L>(Q) tel qu’a une extraction prés, ¢,, — ¢ dans L>°(Q2) faible *. Mais on ne
sait pas si ¢ est solution du probléme (8.2.2).

En pratique, comme nous ’avons dit au Chapitre 7, on prend a = 3 dans notre modéle
numérique. En effet, si a est trop petit, la bande étroite introduite par le support de é, donné
par (7.3.1) est alors elle méme trop petite pour pouvoir discrétiser les équations (7.4.4). Et
la définition de 0, (8.3.3) que nous utilisons dans ce chapitre entraine le méme probléme
lorsque o — 0. En fait, en méme temps que a décroit vers 0, il faudrait également faire
décroitre le pas de discrétisation des équations d’évolution (ce dernier est fixé égal a la taille
d’un pixel) (cf [16]).

8.4 . Probléme & n phases

Dans le cas de n phases, on ne dispose plus du résultat de régularité du Théoréme 8.2.1.
On va donc travailler ici avec la frontiére réduite des ensembles (cf Définition 8.1.2). On ne
dispose plus non plus du théoréme de perturbation de Temam (Théoréme 8.3.1) qui nous
avait permis de trouver des solutions continues. Néanmoins, on peut quand méme donner
quelques éléments intéressants sur le cas n phases.

On suppose que B; € L>*(Q) , 1 <i < n. On note :

E(Er,....E,)= >  H\FE(\FE)) (8.4.1)

1<6,j<N, i#j

Remarque : On a [6] :

N

2 P(E,Q)= Y  H\AFE()FE) (8.4.2)

i=1 1<i,j<N, i#j

On considére les problémes suivants :

1.
inf _ _(5(E1,...,En)+z / Bz-) (8.4.3)

{E.,....Ex} partition de Caccioppoli

N
inf Z (/ | D] +/ ﬂ/h) (8.4.4)
U1,...., iy NEBV(Q), 0<e); <1Vi, Zl 1 H(;)=1p.p.

=1
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On rappelle qu’une partition de Caccioppoli de €2 est une partition de {2 en ensembles de
périmétre fini.

8.4.1 Etude du probléme (8.4.3)

Théoréme 8.4.1. Le probléme (8.4.8) admet au moins une solution (11, ...,1¥N) [6].

Remarque : Comme les F; sont de périmétres finis, on sait [8] que 0* E; est rectifiable C*
a un ensemble de mesure H' nulle prés.

8.4.2 Lien entre (8.4.3) et (8.4.4)

Proposition 8.4.1. Soit (E1, ..., Ex) une solution du probléme (8.4.3). On note 1; = 1p,.
Alors (Y1, ...,¥N) est solution de (8.4.4).

Preuve : Ilsuffir d’adapter la preuve de la Proposition 8.2.2, et d’utiliser le Théoréme 8.4.1.

8.5 . Conclusion et perspectives

Nous avons effectué ici une étude mathématique compléte de la fonctionnelle de classifi-
cation utilisée au Chapitre 7 dans le cas de deux phases. Les résultats de cette étude dans
le cas de deux phases permettent de donner un cadre théorique & de nombreux modéles de
classification utilisé en traitement d’images [27, 151, 144, 52, 165|. En particulier, & « fixé,
nous avons montré ’existence d’une solution continue, ce qui justifie 'approche numérique
du Chapitre 7.

Par-contre, le probléme n’est que partiellement résolu dans le cas de n phases.

Il reste également a étudier plus précisément le passage a la limite &« — 0. Mais comme
nous ’avons dit précédemment, ce passage nécessite aussi de faire décroitre le pas de discré-
tisation, probléme que nous n’avons pas abordé ici.

Enfin, notre étude théorique n’a porté que sur la fonctionnelle de classification, mais pas
sur les équations d’Euler-Lagrange associée. Il faudrait étudier plus en détail le lien qui unit
ces dernieres a la fonctionnelle de classification. Pour étudier les équations d’Euler-Lagrange
dans le cas de deux phases, on peut penser & utiliser la théorie des solutions de viscosité,
cette théorie s’étant révélée adaptée pour I’équation de courbure moyenne [17]. En effet, dans
le cas de la fonctionnelle (8.0.2), ’équation d’Euler-Lagrange associée s’écrit, :

%_(f = 54 (P) (—div (%) + B) (8.5.1)

On retrouverait une équation de type courbure moyenne en remplagant le terme 6,(®) par
V®. Mais c’est justement la présence de ce terme qui permet de contourner la singularité
dans I’équation de courbure moyenne, et il ne nous parait pas possible d’adopter directement
la méme approche dans notre cas. Une autre piste pourrait étre l'utilisation de solutions
renormalisées comme dans [9], mais 1 aussi ’adaptation a notre cas est loin d’étre évidente.
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Dans le cas de n phases, les équations d’Euler-Lagrange forment un systéme couplé. Il
n’existe que trés peu de résultats mathématiques quand a ’existence de solutions continues
pour un tel systéme [134, 167].
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Chapitre 9

Etude théorique de ’équation de
réinitialisation

Dans ce dernier chapitre, nous étudions I’équation de réinitialisation que nous avons
utilisée dans 1’algorithme de classification d’images texturées décrit au Chapitre 7.

9.1 . Introduction

En traitement d’images, la fonction distance signée joue un role important de part ses pro-
priétés particulieres. Par exemple, en segmentation d’images, une question capitale concerne
la détection des contours dans une scéne. Une méthode efficace (cf 'annexe D) consiste a
faire évoluer ’ensemble de niveau zéro d’une fonction distance ug initiale jusqu'a ce qu’il
atteigne les contours souhaités. Malheureusement, ’Equation aux Dérivées Partielles (EDP)
dirigeant ’évolution ne garantit pas que la solution de cette EDP, v(x,t) reste une fonction
distance signée. En particulier, son gradient peut numériquement exploser, ce qui est a 1’ori-
gine de nombreux problémes numériques. Pour résoudre ce probléme, J-M Morel a proposé
de réinitialiser le processus en utilisant toutes les cinq ou dix itérations ’'EDP suivante :

ou
5 + signe(v(x,ty)) (|[Du| — 1) =0 (9.1.1)

u(x,0) = v(z,tg)

ou v(x,ty) est la fonction d’évolution au temps ¢y ({9 = 5 ou 10). Nous renvoyons le lecteur
a la littératue abondante sur ce sujet [17, 170, 122, 48, 151, 158, 146, 1, 15, 47| pour plus de
détails.

Bien que 'EDP (9.1.1) soit réguliérement utilisée en traitement d’images, son étude théo-
rique n’a jamais été effectuée (a4 notre connaissance). L’'EDP (9.1.1) est une EDP de type

Hamilton-Jacobi :

)
6—1:+H($,Du) —0 (9.1.2)

La théorie des solutions de viscosité s’est révélée étre un cadre bien adapté pour montrer
des résultats d’existence et d’unicité pour de telles EDP (cf [65, 66, 33, 99, 98, 79, 115, 34,
31, 81, 32, 4]). Mais tous ces traveaux se placent sous I’hypothése que l'opérateur hamilto-
nien H est continu par rapport a toutes ses variables, alors que 'EDP (9.1.1) posséde une
singularité sur I' = {x/v(z,ty) = 0}. Il s’agit en effet de la spécificité de notre travail : les
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opérateurs hamiltoniens que nous allons considérer ne seront pas continus par rapport a la
variable d’espace x. Nous allons néanmoins donner un résultat d’existence et d’unicité, et
aussi obtenir une formule de Hopf-Lax explicite. La littérature concernant les solutions de
viscosité pour des opérateurs hamiltoninens discontinus n’est pas trés abondante. Le cas de
solutions discontinues est considéré dans [33, 4], et celui d’une discontinuité dans le second
membre de 'EDP dans [100, 156, 155, 86]. A notre connaissance, il n’existe pas d’autre
travail relatif & une discontinuité du type de celle de PEDP (9.1.1).

Dans ce chapitre, nous commencons par présenter quelques propriétés de la fonction dis-
tance signée dans la Section 9.2. Nous étudions aussi le squelette d’'une courbe dans R?,
et nous obtenons une description compléte de sa fermeture. Nous donnons une condition
suffisante pour que la fermeture du squelette d’une courbe de R? soit de mesure de Lebesgue
nulle (ce qui compléte des résultats de Matheron [154]).

Dans la Section 9.3, nous effectuons I’étude compléte de PEDP (9.1.1). Nous montrons
un résultat d’existence et d’unicité, et nous obtenons une formule explicite pour la solution
ainsi que son comportement asymptotique. Cela généralise les résultats classiques sur les
opérateurs hamiltoniens continus. Nous montrons en effet que la fonction u(z,t) définie par

. o
w(w, ) = { € infly < (auo(x +y) +1) ift <t (9.1.3)

€xd(z,T) ift >t,

ou

up(r) = v(x,to)

e, = signe(uo(7))

t, = inf{t € Ry /infy<; (zuo(x +y)) =0} = d(z,T)
est solution de viscosité de (9.1.1), et que cette solution est unique dans la classe des solutions
uniformément continues de (9.1.1) et s’annulant sur I' = {z/uy(z) = 0}.

Dans la Section 9.4, nous nous intéressons a une classe plus générale d’EDP. Sous des
hypothéses techniques raisonnables, nous obtenons le méme genre de résultat. Les principaux
résultats de ce chapitre sont les Théorémes 9.3.1 et 9.4.1.

Nous avons présenté 'essentiel de ce travail dans [12, 22, 21].

9.2 . Distance euclidienne signée

9.2.1 Quelques définitions

Munissons R? de la norme euclidienne et de la topologie induite. Dans toute la section 9.2,
les distances considérées seront euclidiennes. Soit I' une courbe de R2, on suppose :

(H9.2.1) T est C? par morceaux.

(H9.2.2) I' a un nombre fini de composantes connexes I';.

(H9.2.3) Vi, on peut paramétrer I'; par son abscisse curviligne ~ : [0; L;] — R? (ou L;
est la longueur de I';) telle que la courbure #(7(t)) ne change quun nombre fini de fois de

signe sur [0; L;] (x est a valeur dans R, ).

(H9.2.4) Les points ou I' n’est pas de classe C? sont des points anguleux (i.e. de
courbure infinie).

192



(H9.2.5) Vi, I'; est géométriquement fermée, i.e. v(0) = v(L;).
(H9.2.6) I' sera toujours orientée dans le sens indirect.

Dans toute la suite de la section 9.2, nous considérerons une courbe I' vérifiant ces
hypothéses (sauf mention explicite), et nous nous contenterons d’appeler une telle courbe I'
courbe fermée de R2.

Notons I' = 0L et appelons €2 'intérieur de la courbe I'.

Définition 9.2.1. Soit I" une courbe fermée de R?, et une fonction : u : R? — R telle que
u(I) =0.
On dit que u est une distance signée par rapport a la courbe I si :

_ J ed(z,I')  sizest alextérieur de I’
u(w) = { —ed(z,I) si z est a lintérieur de T’ (9-2.1)
ou :
Lo d(z,T) = infyer|z -y
2. e e {1}

3. ||z|| désigne la norme euclidienne de x.

Dans toute la suite, on prendra comme convention ¢ = 1, et nous parlerons donc de la
distance signée.

Remarques :

1. Nous allons voir plus loin (Définition 9.2.3) que la convention e=1 est en fait liée au
choix d’orientation de I' dans le sens indirect.

2. On peut généraliser la définition 9.2.1 a une distance d quelconque sur R? (autre que
la distance euclidienne). C’est d’ailleurs ce que I’on fera dans la Section 9.3.

Définition 9.2.2. On appelle squelette de I' 'ensemble :
{ z € R? / il existe au moins 2 points distincts y et z dans T tels que :

|z =yl = [lv =z = d(«,T) }
On note S le squelette, et S sa fermeture.

Un exemple de squelette est décrit dans la Figure 9.1.

Remarque : Soit z € R2. Puisque

[ est un fermé de R?
{ {z} est un compact de R? (9.2.2)

on sait donc qu’il existe au moins un élément y € I" tel que
|z —yl| = d(z,T)
Nous noterons p(z) un tel y.

Définition 9.2.3. Nous appellerons “point de contact de degré 2” relativement a I' tout
point x € R? tel que :
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squelette

F1G. 9.1 — Exemple de squelette

squelette

Les croix représentent les “points de contact de degré 2”
F1G. 9.2 — “Points de contact de degré 2”7

1. x n’est pas dans I'.

2.

1 1 1
) = e @l ) @) (6-2:3)

ou u(x) est la distance signée a I', p(x) € I', et x(y) désigne la courbure de I" en .

On montre un exemple de “points de contact de degré 2” sur la Figure 9.2.

Remarques :

1. Un “point de contact de degré 2” peut appartenir au squelette (si par exemple I" est
un cercle, S est alors réduit au centre de ce cercle qui est aussi un “point de contact de
degré 27).

2. Si x est un “point de contact de degré 2”; alors le cercle de centre x et de rayon ||z—p(z)||

est en fait le cercle osculateur a I" en p(z). C’est pourquoi on parle de contact de degré
2.

9.2.2 Propriétés de la fonction distance signée

Dans cette sous-section, nous donnons quelques propriétés de la fonction distance signée.

Résultats élémentaires

Lemme 9.2.1. La distance signée u a une courbe fermée I' de R? est 1-Lipschitzienne
(fermée est ici G prendre au sens topologique).
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Preuve : La preuve est identique a celle de la Proposition 8.2.3.

Proposition 9.2.1. Si u est une distance signée par rapport a une courbe fermée I' de R?,
[ étant bornée, et siu € CH(R?\S — R) ou S est la fermeture du squelette de T, alors on a
VaoeR\S :

|Vu(z)|| =1 (9.2.4)

Remarque : En fait le résultat reste vrai (la preuve est inchangée) dans le cas oi u est
seulement différentiable sur R?\S. Et comme on vient de voir que u était différentiable
presque partout, on en déduit :

||Vu(x)|| = 1 presque partout (9.2.5)

Une caractérisation de la distance signée

On donne ici une caractérisation de la fonction distance signée. Elle sera le point de
départ de notre travail pour trouver une solution explicite de I’équation 9.1.1.

Proposition 9.2.2. Soit I' une courbe fermée de R?. Alors

1. u est la fonction distance a " st et seulement st

u(x) >0 Vz € R?
¢ u(z)=0 siz el (9.2.6)
u(x) = infy—p (u(z +y) +h) Yh e [0,d(x,T)]

2. u est Popposée de la fonction distance a I' si et seulement si

u(z) <0 Vr € R?
< ¢ u(z)=0 siz el
u(x) = supy, .y, (u(r +y) — h) = —inf,_, (—u(z +y) +h) Vh €[0,d(z,T)]
(9.2.7)
3. u est la fonction distance signée a ' si et seulement si
u(z) =0 sizel
u(z) >0 st x est a l'extérieur de I'
— u(z) <0 st x est a l'intérieur de T’ (9.2.8)
u(x) = e infjy =y (au(r +y) +h) Yh € [0,d(x,I)]

. 1 st x est a lextérieur de T’
ol €, =

—1 s x est a Uintérieur de I’

Preuve : Nous nous contenterons de montrer le premier point de la proposition. Les autres
points se prouvent de la méme maniére.

Etape 1 : On suppose ici que u est la fonction distance a I'.
Il est donc évident que : u(z) =0 < z € T (car I est fermé). Soit z € R*\I'. On veut
montrer que :
u(z) = inf (u(z +y)+ h) Yh € [0, u(x)] (9.2.9)

lyl=h
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(ici u(z) = d(z,TI")). Il est équivalent de montrer que :

inf |z — z| = inf (inf |z +y — 2| + h) Vh € [0, u(z)] (9.2.10)
=€l ly|=h z€T

Soit encore :
i —z| =1 i — 211
inf |z — 2| = inf <|§\n:fh [z +y —z[+h) Vh € [0, u(z)] (9.2.11)

C’est cette derniére égalité ( 9.2.11) que nous allons démontrer.
e D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

ety —zl+h=lz—z—lyl+h (9.2.12)
=[] i yl=h

Donc :

‘i|nfh(]:c—|—y—z\)+h2 |z — 2| (9.2.13)
y:

D’ou :
inf ( inf — > inf |z — 9.2.14
irelr(\;,fl:hu +y—z[+h)> inf |z — z| Vh € [0, u(x)] ( )

Et on a ainsi montré une inégalité dans un sens.
e Supposons par 'absurde qu’il existe h €]0, u(x)] tel que I'inégalité inverse soit stricte,
ie.:

inf |z — 2| < inf (inf —zl+h 2.1
inf |z 2|<;I€1F(|Z1/|n:h|w+y z[ +h) (9.2.15)

Soit encore :
w(x) < h+inf (inf |z +y—z|) (9.2.16)
z€l \Jyl=h

J/

-~
infoep (inf|w—m\:h lw—21)

Comme I est fermée, on sait qu’il existe z € I" tel que u(z) = d(z,T") = | — Z] .

Donc
u(z) < h+ | inlf_h lw — Z| (9.2.17)
On choisit h h ()
—h + u(x
T — > 9.2.18
w u(x)z + () x ( )

le:w—x= ﬁ(i — x), ce qui implique :

|z — |

0 — x| = =h 9.2.19
i —af = h (9:2.19)

Donc w est admissible. On a de plus :
@ — 2| = U(QT_)% —Z=u(@)—h (9.2.20)

On obtient ainsi avec (9.2.17) que u(x) < u(z), ce qui est évidemment absurde. Ceci
achéve la preuve de (9.2.11).

Etape 2 : Pour montrer la réciproque, il suffit de prendre h = d(z,I") :

u(r) = |y\:ile(£,r) (uw(x +y))+d(z,T) (9.2.21)
7 |
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9.2.3 Adhérence du squelette

On termine cette sous-section en donnant notre résultat principal sur la fermeture du
squelette.

Théoréme 9.2.1. La fermeture S du squelette S d’une courbe I' fermée de R? vérifiant les
hypothéses (H9.2.1)-(H9.2.6) est constituée de S, de “points de contact de degré 27, et de
points de I ou T' est non C?.

Preuve du Théoréme 9.2.1 : Nous allons utiliser la caractérisation séquentielle des
fermés.
Soit donc (x,,) € SN et ((yn),(2,)) € TN x TN (avec y,, # z, Vn) tels que Vn € N :

120 — ynll = |20 — 20l = d(zn, T) (9.2.22)

On suppose que z,, — = € R%2. On veut savoir “oli” peut étre z.
Soit r > 0.

Comme x, — z, Ing € N tel que Vn > ng, x, € B(x,r).

Soit p = d(z,T).

|Tn — ynll = d(z,, T) < ||l — 2p|| + d(z,T) <7 +p (9.2.23)
On a donc
lyn — 2| < [lyn — zall + |20 — 2l < p+2r (9.2.24)
Et de méme :
lzn — || < p+2r (9.2.25)

Nous avons donc : ¥Vn > ng, y, et z, € B(z,p+2r).
(yn) et (2,) sont 2 suites bornées de R?, donc d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il
existe y € R? et 2 € R? tels que, & une extraction preés :

Yn =y et zn — 2 (9.2.26)

De plus, (y,) et (z,) sont des suites de I' qui est fermée, donc y € I'et z € T.
Et par passage a la limite dans (9.2.22) , nous obtenons finalement que :

[z =yl = llz = z|| = d(z,T) (9.2.27)

Deux cas sont désormais possibles :
Cas 1: y et z sont 2 points distincts, auquel cas x € S.
Cas 2: y =z = p(x). Et donc :
Yp — Yy et 2z, —y (9.2.28)

D’ou pour n assez grand, les points y,, et les z, sont sur une méme composante connexe
de T' (en effet, les composantes connexes de I' étant fermées, elles sont toutes a des
distances strictement positives les unes des autres).

On veut montrer que z est soit un “point de de contact de degré 2”, soit un point de
I on I n’est pas de classe C? (donc un point anguleux d’aprés ’hypothése (H9.2.4)).
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T
X —
,7__’
Zn X Tn,
t T
" Yn
N
-4
Cas ou la courbure Cas ou la courbure
est négative est strictement positive

F1G. 9.3 — Convexité ou concavité locale de I'

D’aprés ’hypothéses (H9.2.3), I' est localement concave ou convexe.
Nous allons paramétrer I' autour de y dans le sens indirect.

Etape 1 : Supposons d’abord que I' soit de classe C? au voisinage de y. Montrons
d’abord que la courbure est localement strictement positive. Par ’absurde, on sup-
pose qu'il existe 7 > 0 tel que k(z) < 0 pour tout z € V(r) = B(y,r) (I, ou B(y,r)
est un disque ouvert de centre y et de rayon r. On note C I’enveloppe convexe de
V(r) (cf Figure 9.3). Comme le projeté sur un ensemble convexe fermé est unique,
on a ¥y, = 2,, ce qui par hypothése est absurde. La courbure de I' doit donc étre
strictement positive au voisinage de y, i.e. dans V(r).

On écrit r, = ||z, — yn||- La courbure du cercle C, dont le centre est xz, et de
rayon 7,, est égale a r% Comme C,, est tangent a I' (intérieurement) en y, (car
lxn — ynl| = d(x,,T)), on a : ,

T'n

K(Yn) < (9.2.29)

En effet, si x(y,) > 7%, alors localement, au voisinage de y, la courbe I se trouve a
I'intérieur du disque ouvert dont le bord est C,. Et cela ne peut étre vrai puisque

|20 — ynll = d(zn, T).
Et on montre de la méme maniére que :

(9.2.30)

Mais comme la courbure de I" est positive sur V(r), alors nécessairement il existe ¢,
dans V(r) entre y, et z, tel que :

1

tn) >
K(t) = —

(9.2.31)

En effet, si on suppose que ¢, n’existe pas, alors en chaque point sur [' situé entre
Yn €t 2, on a: 0 < k(t) < . Mais cela ne peut etre vrai (cf Figure 9.4).

De plus, comme (y,,) et (z,) tendent vers y, il en est de méme pour (¢,). Et donc, en

n
passant a la limite lorsque n — oo dans les inégalités suivantes : £(y,) < % < k(tn),
on obtient (puisque x est C° en y) : L = k(y) =k our = ||z —y||.
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Fia. 9.4 — Courbure de I'

Le cercle C, de centre x et de rayon r, est le cercle osculateur & I" en 3. Donc y est

un point de contact double entre I' et C. D’oul x est un point de contact de degré 2.
Etape 2 : Supposons maintenant que I' soit non C? en y

Cas 1 : Si on suppose qu’il existe » > 0 tel que la coubure de I' soit négative dans

V(r)\{y} = {B(y,7) '}\{y}, on tombe alors sur la méme contradiction que dans

le cas ot ' est de classe C? au voisinage de y et ot il existe r > 0 tel que la coubure

de T soit négative dans {B(y,r)(T'}.

Cas 2 : Supposons maintenant le cas inverse : Vr > 0, il existe t € V(r)\{y} =

{B(y,r) T\ {y} tel que x(t) > 0.

Quitte & réduire r, on peut supposer que V(r) posséde deux composantes connexes

Vi(r) et Vy(r). D’aprés I'hypothése (H9.2.3), la courbure de I' est donc strictement

positive sur V;(r) et/ou Vy(r). Supposons par exemple que la courbure de I" soit

strictement positive sur V;(r).

En procédant comme dans le cas oul il existe » > 0 tel que la courbure de I" soit

strictement positive dans B(y,r)()I', nous obtenons :

K(Yn) < (9.2.32)

Et il vient donc en passant & la limite (en se rappelant que d’aprés I'hypothése
(H9.2.3), k(y) = o) que r =0, ie z € T et T’ non C? en x.
C’est en fait un cas dégénéré du cas précédent.

Lemme 9.2.2. Soit I une courbe fermée de R* vérifiant les hypothéses (H9.2.1)-(H9.2.6),
et S son squelette. Si x est un “point de contact de degré 27, alors |k (p(z))| est un mazimum
local strict de |k| et T’ tourne sa concavité vers x au voisinage de p(x). De plus 4 chaque
mazimum local strict de Kk est associé au plus un “point de contact de degré 2”.

Preuve : Il suffit de reprendre les arguments de la démonstration du théoréme 9.2.1 dans
la partie concernant les “points de contact de degré 2.
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Mesure du squelette

Corollaire 9.2.1.
1. Le squelette S d’une courbe I' fermée de R? est de mesure de Lebesque nulle.

2. L’adhérence du squelette S d’une courbe I' fermée de R?, vérifiant les hypothéses
(H9.2.1)-(H9.2.6), est de mesure de Lebesgue nulle.

Preuve :
Etape 1 : La premiére partie du corollaire est une conséquence du fait que la fonction
distance signée soit lipschitzienne. En effet, le théoréme de Rademacher (cf [79]) nous
permet d’affirmer que u est différentiable presque partout. Donc S est bien de mesure
nulle.
Etape 2 : Montrons maintenant le deuxiéme point a partir du premier.
On sait donc que mes(S) = 0, et on veut montrer que mes(S)=0.
Or d’aprés le Théoréme 9.2.1, S est inclu dans S JS; | S, avec :
Sy = {L’ensemble des “points de contact de degré 2"}
Sy = {L’ensemble des points de T ou I non C?}
D’aprés le Lemme 9.2.2 et ’hypothése (H9.2.3), S; posséde au plus un nombre fini de
points, donc mes(S;) = 0.
Sy est inclu dans I' qui est de mesure de Lebesgue nulle. Donc mes(S;) = 0.

D’out mes(S) = 0.

[
Remarque : Dans [154] , G.Matheron montre que le squelette d’une courbe quelconque
de R? est d’intérieur vide (au sens topologique). Mais il donne aussi un exemple de courbe

de R? dont ’adhérence du squelette posséde une mesure de Lebesgue non nulle. Le deuxiéme
point du corollaire 9.2.1 peut donc étre considéré comme optimal.

9.3 . L’équation de réinitialisation

Le but de cette section est d’étudier ’'EDP de Hamilton-Jacobi suivante :

ou ,
Tl signe(uo(z)) (|Du| —1) =0 (9.3.1)
u(.,0) = ug
ou
1 siz>0
signe(r) =¢ 0 siz=0 (9.3.2)
-1 siz <0

L’équation (9.3.1) est utilisée en traitement d’image dans la méthode des contours actifs
[17, 170, 122, 47, 48, 158, 146, 15| ; et nous 'utilisons dans notre algorithme de classification
du Chapitre 7. Nous montrerons par la suite que la fonction distance signée est asymptoti-
quement solution de 'EDP (9.3.1).

On peut remarquer que dans I’équation (9.3.1) l'opérateur hamiltonien est discontinu
en la variable d’espace z. Dans le cas ou l'opérateur hamiltonien est continu, la théorie
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des solutions de viscosité fournit des résultats d’existence et d’unicité pour de telles EDP
[33, 99, 98, 81, 31, 32]. Mais les travaux concernant des opérateurs discontinus sont encore
peu nombreux [100, 156, 155, 86| La littérature actuelle ne fournit pas de réponse quant a
'existence ot & I'unicité de solutions de viscosité de (9.3.1).

9.3.1 Rappels sur les solutions de viscosité

La notion de solution de viscosité s’applique aux équations définies sur un ouvert {2 de
R¥de la forme suivante :

F(z,u, Du, D*u) =0 (9.3.3)

et elle s’étend trés facilement aux équations d’évolution :

% + F(x,u, Du, D*u) = 0 (9.3.4)
Dans le cas de (9.3.4), les notations Du et D?u correspondent respectivement aux dérivées
premiéres et secondes en espace.
La définition des solutions de viscosité s’introduit naturellement a partir du principe du
maximum. Elle permet de reporter la régularité de la solution sur une fonction test (on
retrouve la méme idée dans la théorie des distributions). Pour de plus amples détails sur
cette théorie, nous renvoyons le lecteur a |33, 65, 66].

Soit f une fonction localement bornée. On notera respectivement f, et f* les enveloppes
semi-continue inférieurement (sci) et semi-continues supérieurement (scs) de f :

fi(z) = liminf, ., f(y) (9.3.5)

f(x) = limsup, ., f(y) (9.3.6)

Remarque : Nous ne donnons les définitions des solutions de viscosité que dans le cas des
équations stationnaires (du type (9.3.3)), mais la généralisation aux équations d’évolution
(du type (9.3.4)) est immédiate.

Définition 9.3.1. Le hamiltonien F' est supposée défini en tout point et localement borné.
(i) Une fonction u localement bornée, scs sur €2, est une sous-solution de viscosité de
(9.3.3) si et seulement si :

Vo € C?(Q), si 7y € Q est un point de maximum local de u — ® on a :

F,(zo, u(x0), D®(30), D*®(20)) <0 (9.3.7)

(ii) Une fonction u localement bornée, sci sur €2, est une sur-solution de viscosité de
(9.3.3) si et seulement si :
Vo € C?(Q), si 7y € Q est un point de minimum local de u — ® on a :

F*(xg, u(zo), D®(20), D*®(20)) > 0 (9.3.8)

(iii) Nous appellerons solution de viscosité de (9.3.3) toute fonction continue satisfaisant
(9.3.7) et (9.3.8).
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9.3.2 Existence et unicité d’une solution de viscosité pour 'EDP
(9.3.1)

Dans cette sous-section, on considére une fonction v, uniformément continue sur R?. On
note I' = {x/up(z) = 0}. Pour x € R?, on écrit ¢, = signe(ug(r)) et d(z,T) la distance de
a I. Le but de cette sous-section est de montrer que la fonction u : R? x R, ~ R? définie
par :

| einfy < (uo(z +y) +1) sit<t,
w(w,t) = { e,d(z,T) sit>t, (9:3.9)
ou
t, =inf{t e R,/ |il|r1<ft (ezuo(xz +y)) =0} =d(z,T) (9.3.10)
yl<

est une solution de viscosité de (9.3.1).

On note Q; = {z/ug(x) > 0} 'extérieur (au sens strict) de I', et Q_ = {z/ug(x) < 0}
Iintérieur (au sens strict) de I' (R* = Q. JQ_UJT).

Proposition 9.3.1. Soit uy une fonction uniformément continue sur R%. On pose I' =
{z/uo(z) = 0}. Alors u définie par (9.3.9) est une fonction uniformément continue sur
R? x R,.

Remarque : Une conséquence immeédiate de la définition de ¢, est que z — t, est continu
2
sur R=.

Preuve :

Nous allons montrer que u donnée par (9.3.9) est bien uniformément continue sur 2x [0, 7]
V' T > 0. Pour cela, nous allons montrer que u est uniformément continue sur 2, x [0,7] V
T >0,sur Q_x[0,T],VT>0,etsur Vx[0,7]V T >0 (ou V est un voisinage dans R? de
{z/ug(x) = 0}), ce qui nous donnera le résultat.
(i)Premier cas :
Montrons donc que u est uniformément continue sur 0, x [0,7], V T" > 0. Pour cela,
on commence par fixer 7' > 0.
Soit (x,t) et (2,%) dans Q. x [0,7].
Etape 1 : Supposons d’abord que ¢ < t; et t < t,. Alors, si on note p le module de
continuité de ug (défini par p(r) = sup(ju(z) — u(y)|/|z —y| <r),on a :

u(z,t) —u(,t) = inf (uolx+vy)+1t) — inf (ug(Z +y)+1 9.3.11
(@) ~u(id) = inf (e +y)+0) = inf (@ +y) D) (031)

Comme uq est continue, il existe b € B(#,1) (ou B(z,r) désigne la boule ouverte
dans R? de centre z et de rayon r) telle que

uo(?)) = inf (up(z+y))
{ly|<t}

Comme b € B(#, %), il existe A € [0,1] tel que |& — b| = M. Soit a sur C(x, \t) (ot
C(z,r) désigne lee cercle dans R? de centre z et de rayon r) tel que (2 — b,z —a) =
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—|# — b||z — a| (o0 (,) désigne le produit scalaire euclidien). En particulier, on a
a € B(z,t) (puisque |A| < 1). Et ainsi (9.3.11) devient :

w(z,t) —u(z, i) = inf (ug(z+y)+1t) —ue(b) — 1L
{lyl<t}
< wup(a) —uo(b) +t—+¢
< plla=b)+t—t
Mais
la—bl = la—z+2—&+2— D
<

la — x4+ & — b +|z — 7|
—_——

=A[t—t|<|t—1|

Comme p(r + s) < p(r) + p(s), on en déduit que :

u(w,t) —u(@,f) < pllx — 2[) + [t — 1| + p(|t — 1))
On montre de méme que :

u(e,t) — u(@, ) = — (pllx — &l) + [t — il + p(lt — 1))

On obtient finalement que :

u(z,t) — (@, )| < p(lz — ) + [t — & + p(|t — ) (9-3.12)
Etape 2 : Supposons maintenant que ¢ > # > max(t,,t;). On a alors :

lu(z,t) —u(z, )] = |u(z,ts) —u(d,ts)]
= |d(z,T) —d(z,T)|

D’ou, comme la distance euclidienne est 1-lipschitzienne :
lu(z,t) — u(d, t)| < |z — 7| (9.3.13)
Etape 3 : Supposons enfin que ¢ > ¢; et ¢ < t,,. On a alors :
ula, ) — (@ B)| = lu(e, t) — (@, t3)]

On peut estimer la différence |u(z,t) —u(z,t;)| de la méme maniére que dans I’Etape
1. En utilisant (9.3.12), on obtient donc :

uz, t) = ull, tz)] < ple — 2[) + [t = tz| + p(|t — t2])

D’ou :
lu(z, t) —u(z, )] < p(lz — 2[) + [te — tal + p(|ta — tz])

Or
te — tz] < |d(z,T') —d((2,T)] < |z — 2

Et finalement :

u(z, t) —u(@ O] < p(lz = 21) + [ts — ta] + p(|ta — ta]) (9.3.14)
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On en déduit ainsi 'uniforme continuité de u sur € x [0, T, car, comme ug uniformeé-
ment continue, on a p(r) — 0 quand r — 0F.
(ii) Etape 2 : On montre comme précédemment que u est également uniformément
continue sur Q_ x [0, 7]V T > 0.
Etape 3 : Montrons enfin qu'’il existe V un voisinage dans R? de {z/uo(z) = 0}) tel
que : VI' > 0, u est continue sur V x [0, 7] (le théoréme de Heine nous permettra de
conclure que u est uniformément continue sur ¥V x [0, 7).
En fait il suffit de prendre pour V un voisinage quelconque dans R? de {z/ug(z) = 0}).
On sait déja d’apreés ce qui précéde que u est continue sur (V x [0, T]) \{x/uo(z) = 0}.
Pour conclure, il suffit donc de montrer que u est continue sur {z/ug(z) = 0}.
Fixons 7" > 0.
Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que : (0 <7 < 0) = (p(r) < 5). Il existe n > 0 tel que :
(d(z,T) < n) = (luo(2)| < 5)
Soit x € R? tel que d(z,T') < min (6,7], §) Rappelons que t, = d(z,T"). Deux cas se
présentent :

Cas1:Sit<t,, alors:

u(x,t)| =| inf (uwo(zr+y)+t)|= inf |ug(z+y) +t
e 1 = | inf (oo +9) +1)] = inf Juole +y)

(car t, = d(z,I')). On a donc :
u(z, t)] < |uo(z)] + p(ts) + 1 <€

Cas 2:S5it>t,, alors :
€

lu(z,t)| =d(z, ") < = <e

W

On en déduit ainsi le résultat voulu.

On donne maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 9.3.1. Soit u définie par (9.3.9). Alors u est solution de viscosité de (9.3.1).
De plus, u est unique dans la classe des solutions de viscosité uniformément continues sur
R? x [0,T], ¥V T>0, et s’annulant sur T, Vt € [0,T].

Preuve :

Premiere partie : existence d’une solution.

Nous montrons ici que la fonction u définie par (9.3.9) est bien solution de viscosité

de 9.3.1. D’apreés la Proposition 9.3.1, on sait déja que u est uniformément continue sur
R? x R,. On fixe (z9,%y) € R? x R,. Soit ® une fonction C? telle que u — ® ait un maximum
local en (zg, t).

(i) Etape 1 : Supposons d’abord u(xy) # 0. Nous supposerons par exemple que u(xq) > 0.

a) Sity >ty : On au(zg,ty) = d(zo,T) et 24(zg,ty) = 0. On veut donc montrer que
F(zo, D®(xg,1)) <0,ie —14|DP(xy| < 0. Par souci de clarté, nous n’écrivons pas
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la dépendance en t qui ici n’intervient pas.
Pour x assez petit, on a :

h+u(zy+x) — P(xg+ ) <ulzg) — P(xo) + A (9.3.15)
< u(ro+x)+h <u(xg) — P(xg) + P +2) + h (9.3.16)
= Jnf, (u(zo +2) + 1) < u(wo) — ®(wo) + inf (D(zo +2) + 1)
=u(zo) (;’aprés lagropositign 9.2.2

(9.3.17)

D’ou
‘iflth (P(xg + ) — P(x0)) > —h (9.3.18)

Or

®(zo + 1) — ®(20) = (DP(20), 7) + 0(h?) (9.3.19)

Donc

Inf (D(wo +2) = B(z0)) = inf (=|2][De(o)l) + 0(h?)
= —h|D¢(xo)| + 0(h*)
D’ou

|D¢(x0)| < 1+ 0(h) (9.3.20)

On en déduit ainsi que u est sous-solution de viscosité de (9.3.1) en (x, to).

Remarques :

1. Siu(xg) < 0, il suffit de répéter la méme preuve que précédemment en partant de
I'inégalité :
—h+u(zg+y) — P(xg +y) <ul(xg) — P(xg) — h (9.3.21)

2. On peut également noter qu’on a en fait montré ici que la distance signée était
solution de viscosité de I’équation stationnaire : signe(ug) (|Du| — 1) = 0.

b) Sity <t,, : Pour h et y assez petits (h > 0), on a :
h + u(l’o + Yy, to - h) - CI)(I() + Yy, to - ]’L) S U(Z‘(), to) - (I)((L’(), to) + h (9322)
ce qui implique :

inf (u(mo + y,to — h) + h) < inf ((I)(.TO + y,to — h)) — (I)(.T(), tg) +h+ U(Jlo,to)

ly|<h lyl<h
(9.3.23)
Or
inf +uy,to—h)+h) = inf | inf +y4z)+t
I A )
= inf (U0(1’0+W)+t0)
izt 3

:u(xo,to) d’apl“és ( 9.3.9)
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D’ou

Dy, to) < h+ inf (B 4.1 — ) (9.3.24)
Y=
Et donc
(I)(ZL'(),t()) — (I)(ﬁo,to — h) S |1|Il<fh (q)(l‘() + y,t() - h) - (I)(ZL‘(),tO - h)) + h (9325)
Y=
Or
0D ,
<I>(x0, to) - (I)(l’o,to - h) = ha(l’o,to) + O(h ) (9326)
et
(I)(ilfo + Y, to — h) — (I)(.ﬁEo,to — h) = (D@(f]?o,to — h), y) + 0<h2) (9327)
donc
inf (®(zo+y,to — h) — ®(x0,to — h)) = inf (—|y||DP(xg,to — h)|) + O(h?)
lyl<h ly|<h
= —h|D®(x¢,ty — h)| + 0(h?)
D’ou 5%
Or
D(I)(l'm to — h) = D(I)(l'o, to) + O(h) (9329)
Donc finalement 5%

=F(Io,5:IJ(mo,to))
On en déduit ainsi que u est sous-solution de viscosité de (9.3.1) en (xg, to).
Remarque : Si u(zg) < 0, il suffit de considérer ’égalité :
—h + U(a?o + y,to — h) — @(l’o + y,to — h) S U(ZL’o,to) — (I)(l'g,to) —h (9331)

et on montre de méme que u est sur-solution de viscosité de (9.3.1) en (zo, tp). Donc u
est solution de viscosité de (9.3.1) en (xg, to).

(ii) Etape 2 : Supposons maintenant que u(zg) = 0.

Omn a
F*(I'Q, D(D(Zfo,to)) = min (0, |D(D(l‘0,to)| - 1, 1-— |D(I)(I0, t0)|) (9332)
Et
F*(xo, D@(I()?t(])) = max (O, ‘D@(Io,toﬂ - 1,1 - |D(I)($0,t0>|) (9333)
Donc
F*(Io, D@(l’o,to)) < 0 et F*(mo,Dq)(.To,to)) > 0 (9334)

Donc u est solution de viscosité de (9.3.1) en (xg, tg).
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Deuziéme partie : unicité d’une solution.

On rappelle que :
up(z) =0 sizel
up(z) >0 size (9.3.35)
up(z) <0 size

Considérons les deux problémes suivants :

% 4 |Dul—1=0
u(.,0) = uola, (9.3.36)
u(z,t)=0siz el

5 — (1Dl =1) =0
u(.,0) = upla_ (9.3.37)
u(z,t) =0siz el

Rappelons que uq est supposée uniformément continue.

D’apres les résultats classiques sur les solutions de viscosité (cf le théoréme 1 dans [99]),
le probléme (9.3.36) (resp (9.3.37)) posséde une unique solution de viscosité uniformément
continue sur 2, x [0, 7], V T>0 (resp sur _ x [0, 7], V T>0). On peut montrer, en reprenant
les arguments pour 'existence, que la solution de (9.3.36) (respectivement de (9.3.37)) est la
restriction de la fonction (9.3.9) a 24 x R, (respectivement a 2 xR, ). Comme de plus une
solution de viscosité de (9.3.1) doit étre continue, la seule solution possible est donc bien la
fonction (9.3.9).

Ceci termine la preuve du théoréme 9.3.1.

Commentaires sur 1’introduction de ¢, :

L’introduction de ¢, dans la définition de (9.3.9) peut paraitre arbitraire. Considérons la
fonction v : R? x R, s R?

v(z,t) = € |ir‘1<f (exup(x +y) +1) (9.3.38)
y|<t

On rappelle que €, = signe(up(x)).

En reprenant les arguments de la partie existence du Théoréme 9.3.1, on constate que v
est solution de viscosité de 'EDP (9.3.1) sur Q, x Ry et sur Q_ x R;. Mais v n’est pas
nécessairement une fonction continue sur €2 x R, et n’est donc pas solution de viscosité de

I'EDP (9.3.1) sur Q x R, (au sens de la Définition 9.3.1).
En effet, considérons I’exemple suivant en 1-D. Soit ug(z) définie par :

up(z) =2 (Jz| — 1) (9.3.39)
On a donc Q_ = {z; up(z) <0} =] —1,1]

Il est facile dans ce cas de calculer les fonctions u et v données par (9.3.9) et (9.3.38). On
obtient :
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2(lx] = 1)+t si|z|<lett<1—|z|=1,

)z -1 si|e|<lett>1—|z|=t,
WD = o (la| = 1) —t sile|>lett<|z|—1=t (9.3.40)
lz| — 1 si|lzg]>1lett>z|—1=t,
2(Jz] =1)+t si|z] <1
v(z,t) =< 2(Jz|—1)—t si|z|>1ett < |z (9.3.41)

t—2 si|z]>1ett> |z

u est bien continue sur R x RT, mais ce n’est pas le cas pour v : il suffit en effet de
considérer v(1 + €,t) et v(1 — ¢, t) pour ¢ assez grand.

9.3.3 Simulation numérique de '’EDP de réinitialisation

On montre un exemple de réinitialisation avec 'EDP de réinitialisation (9.3.1) sur la
Figure 9.5. Dans cet exemple, on a utilisé un schéma aux différences finies centrées pour
discrétiser le terme Du, et un schéma d’Euler explicite pour le terme %—;‘. Pour les bords de
(), on a simplement choisi de calculer le terme Du par différences finies & gauche ou a droite.
Cependant, (comme on le voit d’ailleurs sur la Figure 9.5), un schéma aussi simple n’est pas
stable (au bord de I'image, et surtout au niveau du squelette qui dans cet exemple est réduit
au point central).

Une discrétisation efficace de 'EDP de réinitialisation (9.3.1) a été proposée dans [158].
On peut également trouver les détails de ce schéma dans [150, 17]. C’est d’ailleurs ce schéma
numérique que nous utilisons lors de I’étape de réinitialisation de notre algorithme de clas-
sification d’image texturée présenté au Chapitre 7.

La simulation de la Figure 9.5 montre comment la réinitialisation d’une fonction en la
fonction distance signée se réalise. On constate bien que la réinitialisation se fait d’abord au

voisinage de la ligne de niveau zéro.

9.4 . Une équation plus générale

Dans cette section, on veut étendre les résultats de la section précédente a des opéra-
teurs hamiltoniens discontinus plus généraux. On considére ’équation de Hamilton-Jacobi
du premier ordre suivante :

ou |
57 T signe(uo(z)) H(Du) = 0 (9-4.1)
u(., 0) = UO(ZU)

Dans la suite, nous ferons toujours au moins les hypothéses suivantes
(H9.4.1) g est uniformément continue sur R2.

(H9.4.2) H est une fonction convexe sur R?.

H
(H9.4.3) lim‘p|_>+oo ﬂ = 400

|p|
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uo(z) -

. 5 A‘“ "
) o

AX ) "}ﬂ__. 0

F1G. 9.5 — Réinitialisation de ug(x) = 4d (ou d désigne la fonction distance signée a Q =
|A, B[) en d. Les points A et B sont sur la ligne de niveau zéro de ug (ie ug(A) = ug(B) = 0).
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(H9.4.4) H(0) <0, et {p/H(p) = 0} est non-vide et symétrique par rapport a 0
(ie. {H(p) = 0} = {H(=p) = 0}).

On note Q. (resp. Q_) Pouvert {x/ug(z) > 0} (resp. {x/up(z) < 0}), et I' la frontiére
commune & 4 et Q_, ie. I' = {z/uo(z) = 0}.
On considére la fonction :

uo(z) sizel
inf,cpe [ug(x — t2) +tH*(2)] sixz € Qpett<t,
w(z,t) =< dp(z,T) sizxe€Qyett>t, (9.4.2)
SUP,cpe [Uo(x +t2) —tH*(2)] stz eQ_ett <t,
—dp(z,T) sireQ_ett>t,

ou t, est défini par :

_ { inf{t € Ry /inf, cge [ug(x — t2) + tH*(2)| = dp(z,T)}  siz e Qg (9.4.3)

inf{t € Ry /sup,pe [uo(x +tz) —tH*(2)] = —dp(z,I)} sixze Q_

Notre but est de montrer qu’en rajoutant quelques hypothéses techniques, la fonction u(x,t)
définie par (9.4.2) est 'unique solution de viscosité de (9.4.1) s’annulant sur T

dy, est la distance associée & 'opérateur hamiltonian H et sera définie dans la sous-
section 9.4.1. On rappelle que H* désigne la transformée de Legendre-Fenchel de H :

H'(z) = sup ((p,2) — H(p)) (9.4.4)

peERN

Remarques :

1. La plupart des résultats de la Section 9.4 restent vrais lorsque (H 9.4.3) est remplacée
par lim, 4o H(p) = +00.

2. On attire I'attention du lecteur sur le comportement asymptotique de la solution u(z, t)
lorsque t — +o00. Ce genre de résultat, a notre connaissance, semble nouveau pour des
opérateurs hamiltoniens discontinus.

3. t, est tel que u(x,t,) = dp(z,T') si x € Qi et u(z,t,) = —dp(x,T') siz € Q_, et
x — dp(x,T") est la solution de viscosité de I’équation stationnaire H(Du) = 0 (cf
Corollaire 9.4.1).

9.4.1 Préliminaires techniques
Outils d’analyse convexe

On va utiliser des outils classiques d’analyse convexe.

1. H* est toujours convexe, et H*(0) = —inf H(p)

H
2. Comme on suppose que limj|_ 4o %T) = 400, on a aussi (cf [79]) :
p
H*
i LW (9.4.5)
lpl—+oo |p]
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3. Si F; est une famille de fonctions de RY dans (—oo, 00), on a (cf [147]) :

<infﬂ>* — sup F*; (9.4.6)
YA S0, (A\F)" = AR (%) (9.4.7)
4. Si H est convexe, on a Vo € R?* , Vt > infp: H :
x
su x,p)= inf (tAN+AH" (- 9.4.8
{p/H(zg:t}( p) {A>0} ( ()\)) ( )

Cette derniére formule provient de [115].

Distance associée a ’opérateur hamiltonien H

Définition 9.4.1. Pour H vérifiant les hypothéses (H 9.4.2) et (H 9.4.4), on définit :

L(x) = max{y,r(p)=o(z, p) (9.4.9)

ol (.,.) désigne le produit scalaire euclidien sur R%. L est une norme sur R?. La distance
associée a cette norme est donnée par :

dr(z,y) = L(x — y) (9.4.10)

On note :
dp(z,I') = inf er L(zx — y) (9.4.11)

L est appelée norme associée a I'opérateur hamiltonien H, et d; une L-distance (pour la
distinguer de la distance euclidienne).

L vérifie la proposition suivante :

Proposition 9.4.1. Si ' est une courbe fermée dans R?, alors :
(1) u est la fonction L-distance a I si et seulement si

u(x) >0 Vo € R?
u(z) =0 sizel (9.4.12)
u(r) = infry=n (u(z +y) +h) Yhe[0,dp(z,T)]

(1i) u est l'opposée de la fonction L-distance o I' si et seulement si

u(z) <0 Vo € R?

u(z) =0 sizel

u(r) = supyp=ny (W@ +y) — h) = —inf(r)=n (—u(z +y) + h) Vh € [0,dL(z,T)]
(9.4.13)

(1i1) u est la fonction L-distance signée a I si et seulement si

u(z) =0 stz el

u(z) >0 st x est a Uertérieur de I’
u(z) <0 st x est a Uintérieur de T
u(z) = €, infyr)=n) (zu(x +y) +h) Vhe[0,d(z,T)]

(9.4.14)

N 1 st x est a extérieur de I
oU €, = . e
r —1 s2x est a lintérieur de I’
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Preuve : Comme L est une norme, la preuve est identique a celle de la Proposition 9.2.2.

D’autres outils

Nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 9.4.1. Soit x € R?, h >0 et t > 0. On a la formule suivante :
inf [ug (x — (t+h)z)+ (t+h)H*(2)] =
ilgf inf [ug (z — hE — ty) + tH*(y) + hH*(§)]
Yy

Preuve : On écrit :
A = influg(x — (t+h)2) + (¢ +h) H'(2)]
B = infinf [ug (x — hE — ty) + tH*(y) + hH*(€)]
Yy

Il est clair que B < A. Montrons I'inégalité inverse : Soit ¢ et y dans R? | et het t > 0 (le
cas ou h ou t = 0 est évident). Soit z = hflj:;y. On a:
up (z — (t+h)z) + (t+h)H*(2) =

h /
qu—hé—w%+@+hﬂF<ﬁ£;+ﬁé?)

On utilise alors le fait que H* est convexe :

hé 4ty
t+h)H*
(t+h) (h+t

) < hH* (&) +tH"(y) (9.4.15)

On en déduit :

ug(x — (t+h)z)+ (t+h)H (2) <
up (¢ — h§ — ty) + hH*(§) + tH(y)

ce qui implique (en prenant l'infimum en z dans le terme de gauche et le maximum en y et
¢ dans le terme de droite)
A<B (9.4.16)

9.4.2 Inégalités de viscosité et unicité pour I’équation (9.4.1)

Pour montrer que u(x,t) donnée par (9.4.2) est une solution de (9.4.1), on doit examiner

quatre points :

(i) u(zx,t) vérifie les inégalités de viscosité (9.3.7) et (9.3.8).

(ii) u(x,t) est 'unique solution de (9.4.1) s’annulant sur I'.

(iii) L’existence et la continuité de t,.

(iv) u(z,t) est uniformément continue.
On commence par montrer les deux premiers points dans cette sous-section. Il nous faudra
rajouter quelques hypothéses sur uy pour obtenir les deux derniers points.
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(i) Inégalité de viscosité

Proposition 9.4.2. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4) sont vérifiées. Si
T — t, et (x,t) — u(z,t) donné par (9.4.2) sont continues respectivement sur R*\TI' et
R? x R, alors u est une solution de viscosité de (9.4.1) s’annulant sur T.

Preuve : La preuve n’est pas trés différentes du cas ou 'opérateur hamiltonien H est
continu (cf [31, 81, 32]). Mais notre preuve semble plus directe et plus naturelle que celles
existant dans la littérature souvent basées sur la théorie du controle optimal.
Pour montrer que u est une solution de viscosité de (9.4.1), il suffit de montrer que u est
a la fois sur et sous-solution (au sens solution de viscosité). On montre seulement que u est
sous-solution (montrer que u est aussi une sur-solution se fait de maniére analogue).
Soit donc (zg,ty) € R? x RT, et ® une fonction C? tels que (xg, %) soit un point de
maximum local de (u — ®)(z, t).
(i) premier cas : On commence par supposer que o € €, (le cas (xg € Q_) est
identique).

Etape 1 : si tg < t,,, alors : Pour ¢ < 1 suffisament petit, si b < €% et [y| < L (avec
h > 0),on a:

U(SC(] — hy,to — h) — (I)(LEO — hy,t(] — h) < U(Jlo,to) — (I)(xg,to) (9417)
On ajoute hH*(y) a chaque membre de I'inégalité (9.4.17), et alors :

u(zo — hy,to — h) + hH*(y)
< wu(wo, to) + [P(xg — hy,tog — h) — (xg,to) + hH*(y)] (9.4.18)

Cela implique

infmgé (u(xg — hy,to — h) + hH*(y))
< infj o1 (D(zo — hy, to — h) — ©(zo, to) + hH"(y)) + u(zo, to)  (9.4.19)

ce qui entraine

infyere (u(zo — hy, to — h) + hH*(y))
S inf|y|§% (q)(l’o — hy, to — h) — (I)(l’[), to) -+ hH*<y)) —+ U(l’g, to) (9420)

Mais d’apreés (9.4.2), on a (puisque t,, — h < t;,_p, pour h suffisamment petit comme
x +— t, est continu sur ) :

inf (u(xo — hy,to —h) + hH"(y))

= inf (gg@ (tto(o — hy — (o — )2) + hH" (y) + (to — h)H*(z)))

Et donc, d’aprés le Lemme 9.4.1 :

inf (u(xo — hy,to —h) + hH"(y)) = inf (uo(xo — tow) + toH™ (w)) (9.4.21)

y€eR? weR?

J/

TV
:u($0,t0)
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D’ou, en utilisant (9.4.20) :

O (g, t9) < inf (P(xg— hy,to — h) + hH*(y)) (9.4.22)

Et ainsi

D (x0,t0) —P(zo,to—h) < inf (®(zg — hy,to — h) — ®(zo,to — h) + hH"(y)) (9.4.23)

1
|y|§g

Mais
0P
(I)(l’(], to) — (I)(Io, t() - h) = ha(l‘o, T(h)) (9424)
ou 7(h) € [ty — h,ty]. Et (on rappelle que D® désigne les dérivées par rapport aux
variables d’espace) :

(o — hy,to — h) — ®(wo, to — h) = —h(DP((h,y), to — h), y) (9.4.25)
on1 E(h,y) = Mxzo — hy) + (1 — AN)zo (avec A € [0, 1]).
WG, () < f, (Ch(DRE) to =R+ B () (9426)
D’ou 00
5 (@0, 7(h)) < l;fifl (=(D2(E(h,y), to — h),y) + H"(y)) (9.4.27)

Si € — 0, alors (comme h < €? et |y| < 1) :

7(h) — to (9.4.28)
et
§(h,y) — g (9.4.29)
Donc
0P ) ¥
E(Io,to) < ylélﬂé (—=(D®(zo,t0),y) + H(y)) (9.4.30)
Mais
inf (=(D®(x0,t0),y) + H*(y)) = —sup ((D®(x0,0),y) — H*(y))
= —H**(D@(ZE(), to))
= —H<D(I)<I0, to))
D’ou
9% (w0, 1) < —H(DB(x 1)) (9.4.31)

et u est sous-solution de viscosité de (9.4.1).
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Etape 2 : si ty > t,,, alors : On a %(a:o, to) = 0 (u est alors differentiable par rapport
a la variable t), et donc 22 (z,ty) = 0. On veut montrer que

H (D®(x0,19)) < 0 (9.4.32)

Pour simplifier les notations, nous n’écrivons plus la dépendance en ¢ qui ici n’intervient
pas.
Pour x suffisament petit, on a :

h+u(zg+x) — ®(zo + ) < u(xg) — P(xg) + h (9.4.33)
< u(xo+x) + h < u(zg) — P(zo) + P(xo + ) + h (9.4.34)
= L(iggf:h (u(zg + ) + h) < u(zg) — P(x0) + L(iggf:h (®(zo + )+ h)

~ 7

= u(zp) d’apres la Proposition 9.4.1

(u(zo) = dr(z0, 1))

(9.4.35)
D’ou
L(ir;f_h (®(xg + ) — P(x0)) > —h (9.4.36)
Mais
O (zg + ) — P(x0) = (DP(20), ) + o(h) (9.4.37)
Donc
L(h%f;h (D®(xg),x) > —h + o(h) (9.4.38)
On rappelle que :
L(z) = L(z,0) = sup (z,p) (9.4.39)
{H(p)=0}
On peut ainsi réécrire (9.4.38) :
sup (D®(zg),z) < h+ o(h) (9.4.40)
L(xz)=h
On utilise alors (9.4.8) avec t = 0 pour calculer L :
T
L(z) = sup (z,p)= inf ()\H* (—)) 9.4.41
O i P = W (%441
Et en utilisant (9.4.7), on obtient :
L(z) = inf ((A\H)" 9.4.42
(@) = ol (V)" (2) (9.4.42
Mais, d’aprés (9.4.8) avec t = h
v
sup (z,v) = inf <h)\—|—)\L* <—)> 9.4.43
{L(m)zh}< ) (x>0} A ( )

et 'expression de L* est :

()= (o, (0 (3))) 0449



En utilisant ( 9.4.6), on a :

v(3) = g (0 (3)) = g (e (5) - 04)

Mais H** = H, et donc :

v v
L*(<) = sup (puH (- 9.4.46
() =g (o1 (3)) (0.4.10
D’ou :
sup (z,v) = inf [ AN+ A | sup puH (E> (9.4.47)
{L(z)=h} {x>0} (>0} A
On pose :
Gr(v) = sup (z,v) (9.4.48)
{L(z)=h}
D’aprés (9.4.47), on a :
G (D®(x)) < h+o(h) (9.4.49)

On remarque que si H %) > (0, alors SUP{ 50} uH (%) =400
Donc on peut réécrire (9.4.47) :

Gh(v) = inf hA+ A | sup pH <E> (9.4.50)
{A>0/H(2)<0} {u>0} A

Mais, si H (%) < 0,onasupy, g puHd (%) = 0 (il suffit de prendre p > 0 arbitrairement
proche de 0). Donc si A > 0, on a A + Asupy,,.o, pH (%) =\
Donc (9.4.50) implique que :

Gr(v) = inf (Ah) (9.4.51)
{\>0/H(%)<0}

Et comme h >0, on a:

Gr(v)=h inf A 9.4.52
W=n, im0 (9.452)

Et en réinjectant Gp(v) dans (9.4.49), on obtient (comme h > 0) :
Dq)(l’o)
A

mf{keRjﬂ¥< :>§0}5g1+ou) (9.4.53)
Comme H est supposé convexe et H(0) < 0, on en déduit que :

H (D®(x)) < 0 (9.4.54)

ce qui signifie que u est une sous-solution de viscosité.
(ii) Second cas : Si zg € ©2_ , on a le méme résultat (les calculs sont analogues).

(iii) Troisiéme cas : Si zy € I'. On utilise alors la définition des sous-solutions de
viscosité pour un opérateur hamiltonien discontinu. On veut vérifier que :

0P
E(l’o,to) + F* (%0, D@(%O,to)) < 0 (9455)
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ou

F (xz, Du) = signe(ug(z))H (Du) (9.4.56)
Mais dans ce cas, on a Vt > 0 :
u(zo,t) =0 (9.4.57)
et donc
ou
E(xo,t) =0 (9.4.58)
Il suffit donc de vérifier que :
Mais
F* (l’o, Dq)(flfo, to)) = min (0, H(D@(Im to)), —H(DCID(xO, to))) (9460)
Et on a donc (9.4.59).
[ |

Remarque : En fait, dans la preuve de la Proposition 9.4.2, on a montré en plus le résultat
suivant :

Corollaire 9.4.1. On suppose que (H 9.4.3)-(H 9.4.4) sont vérifiées. Alors u : x — dp(z,T)
est une solution de viscosité dans Q. = {x/ug(x) > 0} de ’équation stationnaire H(Du) = 0.

(ii) Unicité
On regarde ici 'unicité d’une solution de (9.4.1).

Proposition 9.4.3. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4) sont vérifiées. Alors
(9.4.1) posséde au plus une seule solution de viscosité qui soit uniformément continue sur
R? x [0,T], ¥V T>0 et qui s’annule sur T,

Preuve : La preuve est identique a celle de la partie unicité du Théoréme 9.3.1. Elle repose
sur un théoréme di a Ishii (cf [98]).

9.4.3 Existence de t, et continuité de u(z,?)

Pour montrer complétement que u(x,t) donné par (9.4.2) est une solution de viscosité de
(9.4.1), il reste & prouver que u(z,t) est continue. C’est le point le plus difficile (a cause de
la discontinuité de 'opérateur hamiltonien de (9.4.1)).
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Hypothéses supplémentaires

Comme nous ’avons expliqué précédemment, quelques hypothéses complémentaires sur
ug sont nécessaires avant d’aller plus loin. Dorénavent, nous supposerons toujours que [’une
des deux hypothéses suivantes est vérifiée.

(H9.4.5)
lug(z)| < dp(z,T) Vo € R2
{ uo est bornée dans R2. (9.4.61)
(H9.4.6)
lug(z)| > dp(2,T) Vo € R? (9.4.62)

On renvoie le lecteur a la fin de la Section 9.4.3 pour examiner sur un exemple le cas ou
aucune de ces deux hypothéses n’est vérifiées.

Remarque : Ces deux hypothéses ne peuvent évidemment pas étre vérifiée simultanément.
Il nous faudra distinguer les deux cas dans les preuves.

On définit v : R?2 x R, — R par :
uo(x) sizel
v(z,t) = < inf e [ug(x — t2) + tH*(2)] siz € Qy (9.4.63)
SUP,cpe [Uo(x — t2) —tH*(2)] siz € Q_
et f:R?x R, — R par:
f(z,t) =v(x,t) — €,dp(z,T) (9.4.64)

ofl e — 1sixeQy
Tl —1size

v(x,t) coincide avec u(x,t) lorsque t < t,. On étudie ¢, a travers les zéros de f.

Le temps t, défini par (9.4.3) est tel que v(z,t,) = €. dr(z, '), i.e. f(x,t,) = 0. On peut
remarquer que I’hypothése (H 9.4.5) (resp. (H 9.4.6)) implique f(x,¢) < 0 pour tout ¢ € [0, t,]
(resp. f(z,t) > 0) puisque f(z,0) = up(z) — dp(x,T') <0 (resp. f(z,0) > 0). Il nous faudra
supposer plus sur la nature de ce zéro. Suivant que ’hypothése (H 9.4.5) ou ’hypothése (H
9.4.6) sera vérifiée, on utilisera I'une des deux hypothéses suivantes :

H9.4.7) Pour tout z € R?\T, il existe 5, > 0 tel que :
( : q

f(x,t) <0 Vte|0,t,]
{ f(z,t) >0 Vit €lty,ty + B (9.4.65)

4. our tout x € 1l existe 5, > 0 tel que :
(H9 4 8) P ]RQ\I‘, il exi 16} 0 tel g

f(z,t) >0 Vteo,t,]
{ flz,t) <0 VYt €ty ty + 0] (9.4.66)
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On utilisera aussi les hypothéses suivantes :
(H9.4.9) ug est C! sur R

(H9.4.10)
inf (H*(z) — |z|||Vuo|loo) > 0 (9.4.67)

zeR?2

ol ||[Vuplloo = sup,epe |Vuo(z)|-
Il faut remarquer que lorsque H est radiale, (H 9.4.10) est équivalente a :

H(||Vupl|oo) < 00 (9.4.68)
(H9.4.11) H* est radiale et H*'(x) > 0, Vo € R.

Ces deux derniéres hypothéses ne sont pas vides. Par exemple, il suffit de considérer
I'opérateur hamiltonien H(t) = t* — 1. Il vérifie (H 9.4.11). Et si ug est tel que ||Vuglloo < 1,
alors H et ug vérifie (H 9.4.10).

En plus des hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4), nous supposerons également que (H 9.4.5)
ou (H 9.4.6) est vérifié.

(i) Continuité de u(z,t) sous I’hypothése (H 9.4.5)
On commence par vérifier que ¢, donné par (9.4.3) existe.

Lemme 9.4.2. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) sont vérifiées. Alors pour
tout © dans R?, t, existe et est fini. De plus,

dp(z,T') + sup,epe |uo(7)]
ty < 10 (9.4.69)
Preuve : Comme v est supposé borné, il existe M > 0 tel que Vo € R?, |ugp(x)| < M.
De plus, comme v (définie par (9.4.63)) est uniformément continue sur Q, et Q_ (cf [32]), f
(définie par (9.4.64)) est aussi uniformément continue sur Q, et _.
On fixe x € Q, (le cas x € 2_ est similaire). D’aprés (H 9.4.5), on a u(z,0) = ug(x) <
dp(z,T'), i.e. f(z,0) < 0. D’autre part, on a :

v(z,t) = irzlf (ug(x —tz) + tH*(2))

> —M +tinf H*(2) (9.4.70)
Comme H(0) < 0, on a pour tout z € R? :
H*(2) > —H(0) > 0 (9.4.71)
Donc
tlirn v(z,t) = 400 (9.4.72)
Et alors :
Jim f(x,t) = +o0 (9.4.73)

Et on conclut grace au théoréme des valeurs intermédiaires que ¢, existe et est fini (on
rappelle que par définition f(z,t,) = 0). (9.4.69) est une conséquence immediate de (9.4.70)
et (9.4.71).
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Le lemme suivant donne le comportement de u(z,t) au voisinage de I'.

Lemme 9.4.3. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) sont vérifiées.
o six € )y, alors pour toutt >0 on a :

0 <u(x,t) <dp(z,T) (9.4.74)
e six €, alors pour toutt >0 on a :
—dp(z,T) < wu(z,t) <0 (9.4.75)
En particulier, on a pour tout t > 0 :
i:rr% u(z,t) =0 (9.4.76)

ce qui signifie que u(x,t) est continue sur I' x R, .

Preuve : On montre simplement le premier point du lemme. Soit x € Q. , comme u(z,0) =
up(z) < dr(z,T'), on a d’aprés (9.4.3) et (H 9.4.5), f(x,t) < 0sit <t,, et daprés (9.4.2),
u(z,t) = dg(z,T') sit > t,. Donc, pour tout ¢t >0 :

u(z,t) < dg(z,T) (9.4.77)
D’autre part (on rappelle que d’aprés (9.4.8) on a V¢t > 0 et Vy € R tH* (¥) > L(y)), donc
pour tout t < ¢,

u(et) = inf (uo(x —y)+tH” (%))

> inf inf (uo(:v —y)+tH" <y> >7 inf ( up(z —y) +tH” (Q) )
Y/uo(2—y)20 \ N —" L/, y/uo(@—y)<0 \ e | t/,

=0 >L(y) 2—dr(e=y.T) >L(y)

> inf( inf  L(y), inf (—dL(x—y,F)JrL(y)))

y/uo(z—y)>0 y/uo(x—y)<0

>t (o, il (el + 1)

y/uo(z—y)<0
Mais si ug(x — y) < 0, alors il existe z sur le segment [z, x — y| tel que ug(z) = 0. De plus, =
s’écrit aussi : z = (1 — Az + AM(x — y) = x — Ay pour un certain A € [0, 1].
Comme dy(x —y,I") désigne la L distance de x —y a I, et puisque z € ', on a :

dr(z —y,I) < Lz —y—z) = (1 = A)L(y) (9.4.78)
On obtient ainsi :
u(z,t) >0 (9.4.79)
D’ou le lemme.
[ |

La principale difficulté pour montrer que u(z,t) définie par (9.4.2) est continue est de
prouver que x — t, est continue sur R?\T.
Nous aurons besoin de 1’hypothése (H 9.4.7) pour aller plus loin.

Lemme 9.4.4. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) sont vérifiées. Si I’hypo-
these (H 9.4.7) est vérifiée aussi, alors la fonction x — t, est continue sur R?\T.
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Preuve : Soit z € R*\TI'. Soit () une suite de points dans R? tels que z,, — z lorsque
n — oo. On veut montrer que t,, — t, lorsque n — oc.

Comme (x,) est bornée dans R? (car elle converge vers ), il en est de méme pour ¢,
(d’aprés (9.4.69)). Il existe donc &, € R? tel que (a une extraction pres) : t,, — &,.
D’aprés 'hypothése (H 9.4.7), il existe 3, > 0 tel que :

flz,t) <0 Vte|0,t,] (9.4.80)
f(z,t) >0 Vt €ty ty + Bl (9.4.81)

On remarque alors que (9.4.80) se réécrit :
f(z,t) (tz —t), <0 pour tout t € R (9.4.82)

ot (y)4 = max(y,0).
On a aussi (Vt € Ry) :

f(@n,t) (te, —1), <0 (9.4.83)

Et donc, en passant a la limite, on obtient (pour tout ¢ dans R, ) :
flz,t) (& —1), <0 (9.4.84)
Par I’absurde, on suppose que &, > t,. En réduisant (si nécessaire) (3., on peut supposer que

& >ty + [y Alors, pour tout ¢t dans |t,,t, + 3.[, on obtient d’aprés (9.4.84) f(xz,t) < 0.
Cela contredit (9.4.81). On en déduit donc que :

§o <ty (9.4.85)
Mais par définition de t,,, on a f(z,,t,,) = 0. En passant a la limite, on obtient ainsi
f(z,&)=0 (9.4.86)
D’otl, comme t, est le premier zéro de f(x,t) (par définition), on obtient :
t, <& (9.4.87)

D’ou
te =&, (9.4.88)

On en déduit que ¢, posséde une unique valeur d’adhérence t,, et toute la suite (¢, ) converge
vers t,. On conclut que x — t, est continue sur R2\F.

Nous sommes maintenant & méme de prouver la continuité de u(z,t) définie par (9.4.2).

Proposition 9.4.4. On suppose que (H 9.4.1)-(H 9.4.5) sont vérifiées. Si (H 9.4.7) est
vérifiée, alors la fonction u(z,t) définie par (9.4.2) est continue sur R? x R,
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Preuve : On commence par rappeler que d’aprés [32], la fonction v définie par (9.4.63)
est uniformément continue sur Q, et Q_ (car (H 9.4.3) est vérifiée). Soit (r,,t,1) dans
R? x R? x R, x R,. On peut supposer que t, < t;.
Premier cas : On commence par montrer que u est continue sur 2y xR, (le cas Q2_ xR
est similaire). On suppose que z et  sont dans 2.
Etape 1 :sit <t, et { <tz alors :

u(z,t) —u(@,t) = v(z, t) —v(i, 1) (9.4.89)

Et puisque v est uniformément continue, u est continue.
Etape 2 :sit >t, et t > t;, alors :

w(x,t) — (s, t) = dp(x,T) — dp(2,T) (9.4.90)

Et puisque d;, est continue, il en est de méme pour u.
Etape 3 : si ¢, < t < t;, alors on peut écrire (car u(x,t,) = v(z,t,) et v(&,tz) =
U(ZIAZ, tj;)) .

u(z,t) —u(, t) = uz, t) —u(z,t,) + (s, t,) —v(d ts) +u(@, tz) — u(d, ) (9.4.91)

D’aprés le Lemme 9.4.4, on sait que ’application y — ¢, est continue sur €2 ; elle
est donc continue en x : on a t; — t, lorsque £ — x. Comme on considére le
cas ou t, <t < tz, on at — t, dans (9.4.91) lorsque & — z. Soit ¢ > 0. Pour
|z — 2| suffisamment petit, on a u(z,t) —u(x,t,) < § (puisque u(z,.) est continue) et
v(z,t,) — v(#,t;) < &, et pour |t — {| suffisamment petit, on a u(%,t;) — u(%,{) < .
Et on en déduit que u(x,t) est continue sur 2, x R,.

Second cas : Il reste & montrer que u est continue sur ¥V x R, (ou V est un voisinage

ouvert de I' dans R?). Mais c’est une conséquence du Lemme 9.4.3 ou on a étudié le

comportement de u(z,t) pour x proche de I'.

On montre alors que u(z,t) est en fait uniformément continue.

Proposition 9.4.5. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) et (H 9.4.7) sont
vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est uniformément continue sur R2x R,

Preuve : D’aprés la Proposition 9.4.4, on sait que u est continue. De plus
|u(z,t)| < max (|v(z,t)|,dp(z,T)) (9.4.92)

Rappelons qu’une fonction uniformément continue est au plus & croissance linéaire & I'infini
(cf |65, 66]). Comme v et dj, sont uniformément continue, on en déduit que u est au plus a
croissance linéaire a l'infini, i.e. qu’il existe C' > 0 tel que :

uw(z,t) < C(|lz| + |t|+ 1) (9.4.93)
Comme u est une solution de viscosité continue , on déduit de [65, 66] que u est en fait

uniformément continue.
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Le résultat principal de ce chapitre est une conséquence des Propositions 9.4.2, 9.4.3 et
9.4.5:

Théoréme 9.4.1. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) et (H 9.4.7) sont
vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est solution de viscosité de (9.4.1).
De plus, elle est unique dans la classe des solutions de viscosité uniformément continue sur
R? x [0,T], VT > 0 et s’annulant sur T.

Une question naturelle est de savoir quand I’hypothése (H 9.4.7), qui est assez technique,
est vérifiée.

Proposition 9.4.6. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) sont vérifiées. Si ug
et H satisfont (H 9.4.9) et (H 9.4.10), alors v définie par (9.4.63) est telle que %(m,t) > 0
pour tout v € R?\I' et pour tout t > 0. Donc (H 9.4.7) est vérifiée.

Preuve : Soit z € R?\I". On suppose = € 2, (le cas z € 2_ est similaire). D’aprés (9.4.63),
on a donc :

v(x,t) = ir;f (uo(z —ty) +tH*(y)) (9.4.94)

On note S(xz,t) = {y(z,t)/v(x,t) = uo(x — ty(x,t)) + tH*(y(z,t))}. S(z,t) est un compact
de R2. On obtient donc (cf [109)]) :

ov
— = inf . - H* 4.
@) = it (g Voo — ty) + H'() (9.4.95)
D’ou 5
P (@, t) > inf (y- Vuo(z — ty) + H*(y)) (9.4.96)
ot yER?
Donc, d’aprés (H 9.4.10)
v
|

Comme conséquence immédiate du Théoréme 9.4.1 et de la Proposition 9.4.6, on a :

Corollaire 9.4.2. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5), (H 9.4.9) et (H
9.4.10) sont vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est solution de viscosité
de (9.4.1). De plus, elle est unique dans la classe des solutions de viscosité uniformément
continue sur R? x [0,T], VT > 0 et s’annulant sur T.

Par définition, ¢, est un zéro de la fonction ¢ — f(x,t). Dans la preuve du Lemme 9.4.4,
le graphe de f(x,.) en ¢, ne peut pas avoir I'allure des Graphes 2 ou 3 de la Figure 9.6.
L’hypothése (H 9.4.10) assure qu'en ¢, le graphe de f(z,.) est du genre du Graphe 1 de
la Figure 9.6. La proposition suivante donne une condition suffisante sur H sous laquelle le
graphe de f(z,.) ne peut pas étre du type de celui du Graphe 2 de la Figure 9.6 (mais il
peut cependant étre du genre du Graphe 3).
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‘f(ZE, ) ‘f(x7'> kf(l’, )
12
t, t, !
t t
Graphe 1 Graphe 2 | Graphe 3

F1G. 9.6 — Nature des zéros de ¢t — f(z,1)

Proposition 9.4.7. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5) et (H 9.4.9) sont
vérifiées. Si H satisfait (H 9.4.11) et si v € R*\T', alors les zéros de t — f(x,t) sont isolés

(f est définie par (9.4.64)).

Preuve : Soit # € R?\I". On suppose x € 2, (le cas x € )_ est similaire). On rappelle le
définition de f (donnée par (9.4.64) quand x € Q. :

f(z,t) = v(x,t) —d(z,T) (9.4.98)
Donc of 9
5@ =5 (@.1) (9.4.99)

Par ’absurde, on suppose qu’il existe a, > 0 tel que g—{(m,t) = 0 sur [t,, t, + oy, i.e.
[te,te + Q]

ov
—(z,t) =0 9.4.100
(1) (9.4.100)
Comme H* est radiale, on a
v(z,t) = irylf (uo(x +ty) +tH"(|yl)) (9.4.101)

On note S(z,t) = {y(z,t)/v(z,t) = uo(x + ty(x,t)) + tH*(|y(x,t)|)}. S(z,t) est un compact
de R?. On obtient donc :

ov . "
5 (@t) = ,ont (y-Vuo(x +ty) + H*([yl)) (9.4.102)

Mais pour tout y € S(z,t), on a :

tVuo(z + ty) + t%]—[*/ﬂyb =0 (9.4.103)

Comme z n’appartient pas 4 I', on a (d’aprés I'hypothése (H 9.4.11)) ¢, > 0. Si ¢ # 0, on
déduit de (9.4.103) que :
y-Vuo(z +ty) = —|y|H" (Jy]) (9.4.104)
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D’ou 9
(% . oy *
gy = nf(lylH(lyl) + 5 (o)) (9.4.105)

Soit (t1,t2) dans [t,,t, + a,|* (avec t; # ;). On a :

v ov

On pose y; € S(z,t1) et yo € S(x,t2) (v1 et y2 # 0). On a donc :
—[y [ H (lya]) + H*(Jy:]) = 0 (9.4.107)

~al H (|a]) + H*(|y2]) = 0 (9.4.108)
En retranchant (9.4.107) & (9.4.108), on obtient :

H*(lyr] = H (|lya]) = [ H () + g2l H (|y2]) = 0 (9-4.109)

On a aussi :
H*(Jy2| — H*(Jy1]) — ly2l H* (|y2]) + [y2| H* (Jya]) = 0 (9.4.110)

Comme H* est strictement convexe sur R (d’aprés ’hypothése (H 9.4.11)), et puisque H est
de classe C' sur R, on a (si y; # vo) :

H*(lyal) = H*(Jy20) > (2] = Ly D)) H™ (Iye) (9.4.111)

H*(lya) = H*(fyal) > (2| = lya D) H* (| ]) (9.4.112)
D’apreés (9.4.109) et (9.4.111), on obtient :

(al = o)) (1) — s [ (3s]) + b (el < 0 (9.4113)

- ol (H () — H () < 0 (9.4114)
D’ou :

H* (Jya]) = H* (Jpa]) < 0 (9.4.115)

Mais d’aprés (9.4.110) et (9.4.112), on a :

(ly2| = 1)) H* () — w2l H (J2]) + ln [ H (Jn]) < 0 (9.4.116)

h al () — H () < 0 (9.4117)
D’ou :

H (ly1|) = H* (|y2]) < 0 (9.4.118)

Mais (9.4.115) et (9.4.118) sont contradictoires. On conclut donc qu’on ne peut pas avoir
simultanément %(SL‘, t) = 0 sur [t,, 1, + a,] et existence de deux points distincts ¢; et ¢ tels
que

S(x,ty) # S(z,t2) (9.4.119)
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Comme on a supposé (par I’absurde) que 8—f( t) = 0) sur [t,,t, + a,l, cela signifie que
S(z,t) est le méme ensemble pour tout ¢ € [tx,t + ). 1l existe donc yy = yo(x) € R? tel

que Vt € [t t, + oyl :
ol (o) + H (o) = in(—lyl& (1) + (o))
yeS(x,t)

Pour un tel yy, on a

v(z,t) = \y|i£|£o|(u0(x+ty)+tH*(’yD>
- ‘y|i£|£0|(u0(x+ty)+tH*(|yo|))

Comme ceci est vrai Vt € [t,,t, + a,], on doit avoir

_ v _ e (100l Yol e (0l
O_at(x’t)_H(t) A

En dérivant a nouveau par rapport a t, on obtient :

|?/0| |?Jo| |?Jo| |y0| |?Jo| |y0|
LA S 1 1908 g+ =0
t2 t + 12 t + t3 t

ol (1301
13 t

Premier cas : si |yo| # 0, on déduit alors que :

H* (M) =0
t

et on obtient une contradiction avec (H 9.4.11).
Second cas : si |yo| = 0, i.e. yo = 0, alors :

1.e.

v(x,t) = up(x) + tH*(0)

et 5
v *
0= 8t =H (0)

(9.4.120)

(9.4.121)

(9.4.122)

(9.4.123)

(9.4.124)

(9.4.125)

(9.4.126)

Mais on a une contradiction avec (H 9.4.4) (on a supposé H(0) < 0 et donc H*(0) > 0).

On peut légérement affaiblir (H 9.4.10) en considérant une inégalité large, mais en faisant

une hypothése supplémentaire sur H.

(H9.4.12)
H(|[Vugllos) <0
H radiale
H* () >0, Yz €R
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Remarque : Si H vérifie (H 9.4.11) et si ug est la solution de viscosité de H(Vu) = 0, alors
(H 9.4.12) est vérifiée.
Comme conséquence immédiate du Théoréme 9.4.1 et des Propositions 9.4.6 et 9.4.7, on
a:

Corollaire 9.4.3. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.5), (H 9.4.9) et (H
9.4.12) sont vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est solution de viscosité
de (9.4.1). De plus, elle est unique dans la classe des solutions de viscosité uniformément
continue sur R? x [0,T), VT > 0 et s’annulant sur T.

(ii) Existence de ¢, et continuité de u(z,t) sous I’hypothése (H 9.4.6)

On considére maintenant le cas ot 'hypothése (H 9.4.6) est vérifiée.

Pour x € R?, soit g, la projection de x sur T' au sens de la L-distance (dans le cas ou
la projection n’est pas unique, on choisit arbitrairement 'un des projetés de z comme étant
Jz), €t Y = = — 9, (donc L(y,) = dr(z,T)). On introduit alors un temps auxiliaire ¢, définie
par :

£ = inf {t >0/ inf <tH* (y?)) - dL(x,F)} (9.4.128)

On a l'inégalité suivante :

Lemme 9.4.5. On suppose que (H 9.4.1)-(H 9.4.4) sont vérifiées. Alors pour tout x dans

R2, on a
’ 2dL($7 F)
t < ———= 9.4.129
et
lu(z, t,)| < dp(z,T) (9.4.130)

Preuve : On coupe la preuve en deux parties.
Partie 1 : On commence par montrer (9.4.129). On rappelle que, comme H est convexe,
on a d’aprés (9.4.8)

L{y) = inf tH* (%) (9.4.131)
H*
Soit maintenant A > 0. Comme lim, 4o # = +o0, il existe T' > 0 tel que V¢t < T
p
on a :
H* (&
|y(|t ) > A (9.4.132)
b
i.e.
tH* (%) > Aly,| (9.4.133)
ce qui implique
lim ¢H* <%> = +00 (9.4.134)
t—0t+ t
et donc ¢, > 0.
De plus, lorsque t — 400 :
tH* (%) ~tH*(0) (9.4.135)



Donc
lim ¢H* <&) = +00 (9.4.136)
t——+o00 t
et ¢, < 4o0. Donnons une borne plus précise pour t,. Comme H*(0) > 0, il existe
5 > 0 tel que |y| < § implique H*(y) > %(0). De plus, il existe 7' > 0 tel que t > T =
%2 < 4. Done, sit > T, alors

H*
tH <&> > 210 (9.4.137)
¢ 2
Dron 2dy (2, T)
’ \Z,
{2, 7) 9.4.138

Partie 2 : On montre maintenant (9.4.130). Le résultat est évident si x est sur I". On
regarde maintenant le cas ol x se trouve en dehors de I'. On rappelle que :

u(z,t) < max(v(z,t),dr(z,T)) (9.4.139)

(ol v est définie par (9.4.63)).
On veut calculer v(z,t,). On suppose par exemple que z se trouve dans €2, (le cas oul
x est dans _ est similaire). on a :

v(z,t,) = infyepe [uo(x —y) +t H* <t#>]

Mais par définition

up(z — yz) =0 (9.4.140)
et
L(y,) = t,H" (%) =dp(z,T) (9.4.141)
Donc
v(z,t,) < dp(z,T) (9.4.142)

D’ou on conclut d’aprés (9.4.139) que (9.4.130) est vérifiée.
|

Lemme 9.4.6. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4) et (H 9.4.6) sont vérifiées.

Alors : 2, (2.T)
\Z,
s < 9.4.143
—  H*0) ( )

Preuve : On suppose que z € Q, (le cas z € Q_ est similaire). Alors d’aprés ’hypothése
(H 9.4.6) on a u(x,0) = ug(x) > dr(x,T). Le Lemme 9.4.5 nous dit que u(z,t,) < dp(z,T).
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (on rappelle que u(x,t,) = di(z,T'), on
déduit que nécessairement ¢, < t). Et on conclut grace au Lemme 9.4.5.
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Remarque : Avec le Lemme 9.4.6, on a que pour tout = dans R2, ¢, existe et est fini.
Le lemme suivant donne le comportement de u au voisinage de I'.

Lemme 9.4.7. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4) and (H 9.4.6) sont
vérifiées. Alors pour toutt > 0, on a

lim u(z,t) =0 (9.4.144)

z—T

ce qui signifie que u(z,t) est continue sur I' x R.

Preuve : Soit € > 0. On sait que v définie par (9.4.63) est uniformément continue sur R?\T'
(cf [32]). De plus, v(z,0) = ug(z) — 0 lorsque x — I'. D’ot I'existence de A > 0 et 7" > 0
tels que : dp(z,T") < A et t < T implique |v(z,t)| < e. D’aprés le Lemme 9.4.6, on voit qu’il
existe n > 0 tel que t, < T lorsque dp(z,I") < 7. Comme |u(z,t)| < max(|v(x,t)|,dL(z,T)),
on conclut donc que V¢ > 0, |u(z,t)| < € lorsque d(z,I') < min(n, €).

On montre alors la continuité de z — t,.

Lemme 9.4.8. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4) et (H 9.4.6) sont vérifiées.
Si Uhypothése (H 9.4.8) est aussi vérifiée, alors la fonction x — t, est continue sur €, et
Q_.

Preuve La preuve est analogue a celle du Lemme 9.4.4.
[ |

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la continuité de u(x, t) définie par (9.4.2).

Proposition 9.4.8. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4), (H 9.4.6) et (H
9.4.8) sont vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est continue sur R* x R, .

Preuve : La preuve est identique a celle de la Proposition 9.4.4, a ’exception du fait qu’il
faut utiliser le Lemme 9.4.7 au lieu du Lemme 9.4.3.

Comme dans la sous-section précédente, on déduit de la Proposition 9.4.8 que :

Proposition 9.4.9. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4), (H 9.4.6) and (H
9.4.8) sont vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est uniformément continue
sur R? x R.

Le principale résulat de cette sous-section est une conséquence des Propositions 9.4.2,
9.43 et 9.4.9:

Théoréme 9.4.2. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4), (H 9.4.6) et (H 9.4.8)
sont vérifiées. Alors la fonction u(x,t) définie par (9.4.2) est solution de viscosité de (9.4.1).
De plus, elle est unique dans la classe des solutions de viscosité uniformément continue sur
R? x [0,T], VT > 0 et s’annulant sur T.
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F1G. 9.7 — up(x)

Remarque : Contrairement au cas de la sous-section précédente (lorsque nous avons sup-
posé que (H 9.4.5) était vérifiée), nous ne connaissons pas de condition suffisante sur H
et ug tel que (H 9.4.8) soit vérifice. On a simplement (la preuve est analogue a celle de la
Proposition 9.4.7) :

Proposition 9.4.10. On suppose que les hypothéses (H 9.4.1)-(H 9.4.4),(H 9.4.6) et (H
9.4.9) sont vérifiées. Si H satisfait (H 9.4.11) et si v € R?\T', alors les zéros de t — f(z,t)
sont isolés (f est définie par (9.4.64)).

(iii) Discussion des hypothéses

On explique ici pourquoi on a été amené a introduire les hypothéses (H 9.4.5) ou (H
9.4.6). On considére un exemple dans lequel elles ne sont pas vérifiees. On suppose que ug
est donnée par (cf Figure 9.7) :

2(jx| = 1) siz <2
up(z) = —2[z|+6 si2<z <2 (9.4.145)

2z —4  sixz>2
et, on choisit :

Hit)=t"—1 (9.4.146)
Il est facile de voir que :

t2
H*(t) = 1 +1 (9.4.147)

Soit x dans (2, 3). On peut vérifier que si z + 4¢ < 2 alors (v est définie par (9.4.63)) :

v(z,t) = -3t —22+6 (9.4.148)
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Donc v(z,t) = 0 si et seulement si ¢ = £ — x.
Si on suppose que x satisfait aussi & z < %, alors (en se rappelant (9.4.3)) :
7
ty == — (9.4.149)
3
Quand les deux conditions t = g —zetr+4t<3 5 sont vérifiées, on obtient : x > ﬂ et on
_ 42
aque 3§ < £ =73
On a donc lorsque ‘11—; <z< % :
7
=g @ (9.4.150)
On choisit maintenant x dans [g, } Sit < 316 ,alors x4+ 4t < g On pose A = %. Sit <A,
alors
u(x,t) =—3t—2x+6 (9.4.151)
Il existe ¢ > 0 tel que : si % —e<zx< % , alors d(z,T") > d(%,F) — A. Quitte A prendre
¢ plus petit, on peut supposer que & < £ —e et que t, < Asi £ —e < a < L. Donc, si
T —e<ax<Z alors
7
u(z,A) =d(z,T") > d (§’F> —A (9.4.152)
.7 43
Et si <z <3 .
u(r,A) = -3A—-2r+6<-3A+d 3 ) (9.4.153)
On peut donc vérifier que u n’est pas continue en (3§, A) = (3, ).

Commentaire : Cet exemple montre bien qu’avec la définition donnée pour ¢, on ne peut
pas espérer obtenir la continuité de u si on ne rajoute pas des hypothéses. C’est pourquoi
nous avons introduit les hypothéses (H 9.4.5) et (H 9.4.6).

9.5 . Hypothéses utilisées dans la Section 9.4

Par souci de clarté, on rappelle ici les hypothéses de la Section 9.4.
(H 9.4.1) ug est uniformément continue sur R

(H 9.4.2) H est une fonction convexe sur R?.

H(p)

(H 943) hm|p‘ﬁ+oo — = +4-00.

p|

(H9.4.4) H(0) <0 et {p/H(p) =0} est non-vide et symmétrique par rapport a 0

(ie. {H(p) = 0} = {H(—p) = 0}).
(H 9.4.5)

lug(z)| < dp(z,T) Vo € R?
Uy est bornée sur R2.
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(H 9.4.6)
lug(z)| > dr(z,T) Vo € R?

(H 9.4.7) Pour tout x € R?\T, il existe 3, > 0 tel que :

flz,t) <0 Vtel0,t,]
flx,t) >0 Vt €|ty ts + 5]

(H 9.4.8) Pour tout x € R?\T, il existe 3, > 0 tel que :

f(z,t) >0 Vte|0,t,]
fla,t) <0 Vt €|ty ty + Ba

(H 9.4.9) ug est C* sur R2.

(H 9.4.10)
nf (H"(x) — [2[[|Vuollw) > 0

(H 9.4.11) H* est radiale et H*'(z) > 0, Vz € R.

(H 9.4.12)
H([[Vuollo) <0
H radiale
H*(z) >0, Vo €R

9.6 . Conclusion et perspectives

Nous terminons ici 'étude de P'EDP (9.4.1). Sous des hypothéses techniques, mais rai-
sonnables, nous sommes parvenus a montrer ’existence d'une solution de viscosité continue,
tout comme pour 'EDP (9.3.1). Nous avons aussi un résultat d’unicité dans la classe des
solutions s’annulant sur I'. Par-contre, la question de savoir, si toute solution de viscosité
continue de (9.4.1) ou méme de (9.3.1) reste nulle sur I, est une question ouverte.
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Annexe A

Ondelettes

Nous rappelons ici quelques propriétés fondamentales des ondelettes. Nous renvoyons le
lecteur intéressé a [125, 133, 69, 124, 123|.

A.1 . Cas 1-D

Définition A.1.1. Une ondelette mére ¢ (¢) est une fonction satisfaisant les propriétés
suivantes :

1. ¢ est une fonction réguliére (avec r — 1 dérivées continues et une dérivée d’ordre r
bornée).
2. 1) et ses dérivées d’ordres inférieurs & r ont une décroissance rapide a l'infini.

3. La famille 1), ;(t) définies par ¢; ;(t) = 234)(29t—k), j, k € Z, est une base orthonormale
de L?(R).

Définition A.1.2. Un espace multi-résolution de L*(R) est une suite V}, j € Z, de sous-
espaces de L*(R) avec les propriétés suivantes :

1.
(V=2
J
2.
Vi CVin
3.

v -1
J

4. f(t) € V; si et seulement si f(2t) € Vi

5. 1l existe une fonction ¢(t) réguliére (de méme régularité que ’ondelette mére) a support
compact telle que la famille ¢(t — k), k € Z soit une base orthonormale de V} (pour le
produit scalaire de L*(R)). Une telle fonction ¢ est appelée fonction d’échelle.

Il est immeédiat de vérifier que :

La famille ¢;;(t) définie par ¢;(t) = 22¢(2/t — k), k € Z, est une base orthonormale de V.
(A.1.1)
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Donnons maintenant le lien entre base d’ondelettes et espace multi-résolution (nous nous
contentons de donner I’'idée générale, tous les détails de cette construction se trouvent dans
les travaux de S.G. Mallat [124, 125, 123]) :

Supposons que ’on ait un espace multi-résolution, et construisons une base orthonormale
d’ondelettes. Soit W, le complémentaire orthogonal de V;, dans V;. On construit ’ondelette
meére en imposant la condition suivante :

W(t — k), k € Z, est une base orthonormale de Wj. (A.1.2)

Cette propriété ne définit pas 1’ondelette mére de maniére unique. Il faut également
imposer des conditions de régularité et localisation sur ¢ pour avoir 1'unicité.
Par changement d’échelle, on obtient aisément que :

La famille ); (t) définie par ¢, ;(t) = 2%1/)(2jt —k), ke€Z,

est une base orthonormale de 1W; complémentaire orthogonal de V; dans V;;1(A.1.3)

Remarque : Pour j € Z, on note donc W; le complémentaire orthogonal de V; dans V.
On a

VoW, =V (A.1.4)
et puisque les V; forment un espace multi-résolution,
Vy=a/ZL W (A.1.5)
Il est alors clair que :
La famille 1, (), j, k € Z est une base orthonormale de L?(R). (A.1.6)

Pour toute fonction z de L*(R), on a la décomposition :

+0o0
Z = Z ij,kwj,k (A17)
j=—o0 k

Interprétation : Soit f € L*(R). On note Ay, f (resp. Ds; f) 'opérateur qui approche f
(resp. les détails de f) a la résolution 27. Plus précisément, Ay, f (resp. Dy f) est la projection
de f sur Vj (resp. sur Wj).

“+o00

A ()= > (f(u), djk(u)) ¢ju() (A1)

k=—o00

Ay f est caractérisé par la suite de produit scalaire Agj I

Ay f = (), 6;0(0)) ez (A.1.9)

On appelle Agj f Tapproximation discréte de f & la résolution 2. Chaque produit scalaire
peut étre réinterprété comme un produit de convolution évalué au point 277k :

(f(u), @jx(w)) = (f(u) * ¢jo(—u)) (k) (A.1.10)
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D’ou :
A5 f = ((f(w) * dj0(—u)) (k) es (A.1.11)
¢(z) étant une fonction passe-bas (c’est une conséquence de la définition d’une fonction
d’échelle), (A.1.11) peut étre interprétée comme un filtrage passe-bas de f.
Lorsqu’on étudie un signal, on n’en a qu’une représentation AYf, et on suppose que
A;f = f. On ne peut pas remonter plus dans les échelles.
De la méme maniére, on a :

+oo

Doif(x) = D (f(w), dx(u)) vy u(x) (A.1.12)

k=—o00

D,; f est caractérisé par la suite de produit scalaire ng f

D f = ({f(w), ¥jn()))es (A.1.13)

On appelle ng f les détails de f a la résolution 27. Chaque produit scalaire peut étre réin-
terprété comme un produit de convolution évalué au point 277k :

(f(w), djr(u)) = (f(u) * ¥j0(—u)) (k) (A.1.14)
D’ou :
D5, f = ((f(u) * ¥j0(—u)) (k) ez (A.1.15)

(A.1.15) peut étre interprété comme un filtrage passe-haut de f.

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous ne ferons plus de différences entre As;
et A% (resp. Dy et DY,).

La relation (A.1.4) se traduit par :

Ag-if + Do-i f = Ag-si f (A.1.16)
et on a aussi :
A f = (AQ_Jf, (Dyf)f‘,ggfl) (A.1.17)

J est 'ordre de la décomposition en ondelettes.
C’est ce qu’on appelle la représentation en ondelettes de f.
On peut réécrire A.1.17 ainsi :

-1
Af = Z U kPrk + Z Z W, kY k (A.1.18)
k j=—J k&

Les coefficients u;j et w;; sont les coefficients en ondelettes de A; f.

A.2 . Cas 2-D

Une maniére de passer du cas 1-D au cas 2-D consiste a utiliser le produit tensoriel.
Fonction d’échelle et ondelette mére sont alors données par les formules suivantes :
e Fonction d’échelle :

O(z,y) = o(x)(y)
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A2—1f D;_lf

D, f| DY

Fic. A.1 - Cas 2-D

e Ondelette mére : (U1, U2 U3) avec :

Ul(z,y) = o(x)v(y)
U(z,y) = ¢(x)é(y)
V(z,y) = v(@)(y)

La figure A.1 montre comment on représente classiquement la transformée en ondelettes
d’une image A; f. L’indice k dans DY, f se rapporte a celui de U*. On peut interpréter D); f
comme les détails horizontaux de f, D3, f comme les détails verticaux, et D3, f comme les
autres détails. La figure A.2 permet de le vérifier.

A f = <A2_Jf7 (D%jf)JSjS_l g (Dgﬂ'f)Jgjg—l ’ (ngf)JSjS_1>

Gréce aux coefficients en ondelettes, il est donc théoriquement possible (cf [124]) de
différencier les textures sur des critéres d’orientation.

Remarque : Les ondelettes 2D ont ici été obtenues par séparation des variables. Elles
présentent des directions privilégiées : horizontale et verticale (et dans une moindre mesure
diagonale). Mais ce n’est pas la seule construction possible (voir par exemple [132, 54]).

A.3 . Débruitage par seuillage en ondelettes

Une application particuliérement intéressante des ondelettes concerne le débruitage d’image.
Si on suppose qu'une image originale u a été dégradée par un bruit blanc gaussien, une
méthode efficace pour restaurer I'image dégradée f consiste a seuiller ses coefficients en
ondelettes.

Définissons un opérateur de seuillage :

t—Tsit>T
0.(t)=¢ 0sit <t (A3.1)
t+71sit<—7

L’intérét d’utiliser une base d’ondelettes orthonormales pour restaurer 'image dégradée
f provient du fait que ses coefficients en ondelettes c;;(f) sont des variables aléatoires
gaussiennes centrées de variance o (o correspondant au niveau du bruit blanc gaussien).

Le seuillage en ondelette doux de f de paramétre 7, noté WST(f,7) dans le manus-
crit (Wavelet Soft Thresholding), est la fonction dont les coefficients en ondelette s’écrivent
0. (c;k(f)) La valeur théorique proposée par Donoho est 7 = o1/2log(N?), on N? désigne la
taille de 'image (en pratique, cette valeur du seuil est souvent trop forte).

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [76, 120, 133, 125|.
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Image synthétique

Transformée en ondelettes & ’ordre un

F1G. A.2 — Orientation et transformée en ondelettes
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Annexe B

Représentation non linéaire multi-échelle
pour les images géométriques

Dans cette annexe, on présente un algorithme de compression pour les images géomé-
triques développé récemment par Cohen et Matei [131, 11].

Introduction : Alors que les ondelettes 2D standards fournissent des représentations
creuses pour les images texturées, elles n’exploitent pas le fait que les discontinuités (bords)
délimitant les régions texturées se trouvent le long de contours lisses. Cela entraine parfois
des résultats algorithmiques décevants. Cette constatation est a I'origine de nouvelles direc-
tions de recherche pour trouver des représentations compactes des structures : les curvlets
[46], les contourlets [75] et les bandlets [111]. Les représentations multi-échelle Edge Adapted
(EA) introduites dans [131, 11| sont une autre possibilité pour de telles améliorations. Cette
transformée est basée sur le cadre discret développé par Ami Harten [95].

B.1 . Formalisme d’Harten

On peut décrire les idées de A. Harten de la maniére suivante : on part d’un ensemble fini
v’/ = (v{) de données discrétes au niveau de résolution .J. Pour tout j, on définit un opérateur
de décimation D;fl (qui extrait de (v]) la donnée discréte (v] ') au niveau de résolution
supérieur), et un opérateur de prédiction Pf_l (qui donne une approximation (@i) de (vi) a
partir de (viil). L’opérateur de décimation est toujours un opérateur linéaire. Par-contre, on
autorise que 'opérateur de prédiction soit non linéaire. De plus, ces deux opérateurs doivent
vérifier la relation de consistance suivante : Dg_lej_l = I. En conséquence, on peut repré-
senter v/ par (v/~1,e/71), ot e/7! désigne I'erreur de prédiction. Cette derniére appartient au

) 1 s . . ) .

noyau de I'opérateur D ( & cause de la relation de consistance). On représente I'erreur ¢’
i—1 . P i— S p

sur une base du noyau de D; , ce qui donne le vecteur détail d’~!. On peut ainsi repésenter

v/ par (v/7! d71). En itérant la procédure du niveau de résolution le plus fin J au niveau

de résolution le plus grossier j = 0 on obtient une représentation multi-échelle de v’ par
(00,d% ..., d771).
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B.2 . Représentation multi-résolution adaptée aux contours

B.2.1 Formalisme 1D

Par souci de clarté, on considére d’abord le cas 1D. On considére des discrétisations
hiérarchiques par cellules-moyennes vy, := 27 [ ; v(z)dz, ou ¢ := [k277, (k + 1)2‘j ) Ce choix
k

-1._1/J J 15
L(vg,+vl, ). En utilisant e}, ' +ep | =

fixe Popérateur de décimation comme étant v
0, on définit les détails par d, ' = el,.

On veut maintenant définir un bon opérateur de prédiction. Celui-ci doit rendre ’erreur
d’approximation (et donc les coefficients des détails) la plus petite possible. Cela se traduira
par une représentation creuse de la donnée. Le choix le plus facile pour un tel opérateur
est de prendre 0}, = 0], = vi~", ce qui correspond a une décomposition dans le systéme
d’ondelettes de Haar (et fournit donc une faible précision). On peut augmenter I'ordre de
I approxnnatlon en utilisant un polynéme de reconstruction de degré supérieur, en définissant
pl~" comme I’ unique polynéme quadratique satlsfalsant aux moyennes (v)_1,v] ", vl Ji) et
en définissant 03, et 05, 41 comme les moyennes de pk ! sur les intervalles correspondants. La
transformation mutli-échelle qui résulte de cette procédure est équivalente a la transformée
en ondelettes biorthogonales (BW). Cela augmente I’ordre d’approximation dans les régions
réguliéres, mais cela génére aussi des oscillations au voisinage des singularités.

Méchanisme ENO : On peut améliorer la méthode en utilisant un opérateur de prédiction
non linéaire, comme la reconstruction ENO (essentially non-oscillatory), comme proposée
dans [95]. L’objectif d’un tel opérateur est d’améliorer I'ordre d’approximation au voisi-
nage des smgulantes L’opérateur de reconstruction ENO sélectionne parmi les polynémes
(pfg LDy D +1) le moins oscillant (par rapport a un critére numérique utilisant seulement
les valeurs du niveau immédiatement plus grossier).

Technique de résolution sous-cellulaire : on peut aller plus loin avec ces idées en
utilisant la technique de résolution sous-cellulaire dans les cellules contenant des singula-
rités. Ces cellules sont détectées comme étant celles pour lesquelles les supports des poly-
noémes adjacents (sélectionnés par le méchanisme ENO) ne s’intersectent pas (cf figure B.1).
Pour de telles cellules, on utilise alors un polynéme de reconstruction constant par morceau

L

FiGg. B.1 — Cellule singuliére

j—1 j—1 s . j—1
Pi_slj—ccy] + Priolpy00[, OU ¥ est obtenu par consistance avec la moyenne vy,

Exemple : Sur la Figure B.2 on montre la reconstruction d’une fonction réguliére par
morceau a partir du niveau de résolution 3. Cela montre bien la précision de la méthode
de reconstruction non linéaire (ENO-SR). La prédiction BW est précise pour les fonctions
réguliéres, et exacte pour les fonctions polynomiales, alors que la prédiction ENO-SR est
précise pour les fonctions réguliéres par morceau, et exacte pour les fonctions polynomiales
par morceau.
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F1G. B.2 - (a) Fonction originale, (b) BW et (¢) ENO-SR

B.2.2 Formalisme 2D

En 2D (dans le cas des images numériques), on considére des discrétisations hiérarchiques
par des cellules moyennes v, := 2% ij,k v(z,y)dzdy, on Cj = [ks277, (ky+1)277)[k, 277, (k,+
1)277) = Iy, I, avec k = (kg ky) € {0,---,27 — 1}*. Le niveau le plus fin J corres-
pond & la dlscretlsatlon par p1xe1 Ce choix ﬁxe I'opérateur de décimation comme étant :

Jj=1._ 1.7
v o= (g, op, T U 2kz,2ky+1 + U2k1+1,2ky + Uzkz+1,2ky+1)

Comme dans le cas 1D, 'objectif est maintenant de définir un bon opérateur de prédic-
tion, qui rende l'erreur d’approximation (et donc les coefficients des détails) la plus petite
possible. Cela se traduira par une représentation creuse pour une classe de fonctions modéli-
sant bien 'image. Le choix le plus facile pour un tel opérateur est vJ = J si Cin C Cii,
ce qui correspond a une décomposition dans le systéme d’ondelettes de Haar (et fournit
donc une faible précision). On peut augmenter 1'ordre de I’ approxnnatlon en utilisant un po-
lynéme de reconstruction de degré superleur en définissant p;~ ! comme l'unique polynome
bi-quadratique satisfaisant aux moyennes vl 1,1 € {=1,0,1}2, comme les moyennes sur le
niveau immeédiatement plus fin de p) ~! sur les cellules correspondantes. La transformation
mutli-échelle qui résulte de cette procédure est équivalente & la transformée en ondelettes
biorthogonales (BW). Cela augmente I'ordre d’approximation dans les régions réguliéres,
mais cela génére aussi des oscillations au voisinage des singularités.

Technique “Edge Adapted” (EA) : L’objectif d’un opérateur non linéaire de prédiction
tel que 'ENO (cf [95, 5, 131]) est d’améliorer I'ordre d’approximation au voisinage des
singularités. La reconstruction ENO sélectionne parmi les polynomes p{c +l7l € {1,0,1}* le
moins oscillant (par rapport a un critére numérique basé seulement sur les valeurs au niveau
immeédiatement plus grossier).

On peut aller plus loin avec ces idées en utilisant la technique “edge adapted” dans les

cellules contenant des singularités. L’opérateur de prédiction EA agit en trois étapes :

e Dans une premiére étape, il détecte les pixels susceptibles de contenir un bord en
utilisant le mécanisme suivant : une cellule est étiquetée comme étant singuliére si une
discontinuité est détectée horizontalement ou verticalement & I’aide du critére ENO
1D.

e Dans une seconde étape, afin d’éliminer de fausses alarmes, on vérifie que la configu-
ration locale est compatible avec le modéle d’une discontinuité droite, comme illustré
sur la Figure B.3.

e Afin d’étre précis pour des fonctions réguliéres par morceaux séparées par des bords
réguliers, 'opérateur EA est exact pour des fonctions polynomiales par morceaux sé-
parées par des bords réguliers (cf [131]) comme illustré sur la Figure B.4.

C’est pourquoi, dans une troisiéme étape, dans les cellules non singuliéres, on utilise
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F1G. B.3 — Configurations admissible et non-admissible

F1G. B.4 — Image originale, moyennes grossiéres et reconstruction
un polynoéme bi-quadratique de support 3 x 3 qui évite les cellules singuliéres. Dans les
cellules singuliéres, on commence par estimer les paramétres du bord, puis on définit

un polyndéme quadratique par morceaux en utilisant une paire de configurations 3 x 3
de chaque coté du bord comme illustré sur la Figure B.5.

T

Fia. B.5 — Reconstruction d’un bord

Pour plus de détails sur 'opérateur de prédiction EA, on renvoit le lecteur a [131] et [61]
ou cette procédure a été introduite, et ou les propriétés de ses opérateurs ont été étudiées.

244



Annexe C

Bruit de chatoiement

C.1 . Statistique du speckle pleinement développé

Un radar émet une onde cohérente qui se réfléchit sur la cible. Il capte ensuite ’onde
réfléchie et obtient une image [113, 101, 140].
Lorsque I’on observe la réflection d’'une onde cohérente sur une surface rugueuse, on constate
que 'image observée est perturbée par un bruit particuliérement important. Cela se mani-
feste par un aspect granuleux de I'image. C’est pourquoi on donne le nom de speckle ou
chatoiement & ce phénoméne. Nous reprenons le formalisme de Goodman [92].
Nous ne nous préocupons pas ici de la maniére dont le signal radar est acquis.

Préliminaires

L’onde rétrodiffusée est regue au niveau du capteur du radar sous la forme d’un signal
complexe F' = a e’ ot a € R, et ¢ €] — ;7).
A Tintérieur de chaque cellule de résolution, dont la taille est grande par rapport a la longueur
d’onde, se trouve un nombre fini N de réflecteurs élémentaires, ayant chacun réfléchi ’'onde
électro-magnétique, et dont les signaux s’additionnent de facon cohérente pour former le

signal rétrodiffusé :
N

F=ae? = Zai eI%i (C.1.1)
i=1
avec Vi, a; € Ry et ¢; €] — m;7l.

Physiquement, on ne peut pas avoir accés a chaque réflecteur élémentaire. C’est pourquoi
le champ réfléchi peut étre considéré comme une variable aléatoire dépendant de la répar-
tition des réflecteurs. Ce phénoméne apparait sur les images radar sous la forme d’un bruit
important connu sous le nom de chatoiement ou speckle (speckle signifiant granulosité en
anglais, ce qui correspond bien au bruit observé).

Sous certaines hypothéses connues sous le nom de “speckle totalement développé”, le speckle
des images peut étre statistiquement parfaitement modélisé.

C.1.1 Speckle totalement développé en 1 vue
Notations

Soit X une variable aléatoire, on note :
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fx la densité de probabilité de X.
pux = F[X] = X lespérance mathématique de X.
(0x)” = Var[X] = E[(X — E[X])’] la variance de X.

o
Vx = X Je coefficient de variation de X.

jix :
Xx la fonction caractéristique de X (définie par xx(v) = E[e"X]).

Modélisation

Nous rappelons ici les hypothéses de Goodman [92, 91].

Speckle totalement développé
(HC.1) a; et ¢; sont indépendantes I'une de Iautre pour chaque réflecteur i.
(HC.2) a; et ¢; sont indépendantes des amplitudes et des phases des autres réflecteurs.
(HC.3) Les phases ¢; sont uniformément distribuées sur | — ;7] (cela revient a supposer
que la surface est rugueuse par rapport a la longueur d’onde, c’est-a-dire supposer que les

dimensions caractéristiques de la surface sont petites devant la longueur d’onde).

Dans la suite, nous normalisons les amplitudes des réflecteurs élémentaires en remplagant
a;

a; par ..

Proposition C.1.1. Awvec ces hypotheses Re(F) et Im(F') sont des variables aléatoires de

. . N Ea . o7 <
moyenne nulle, de variance égale a ~ Z [ , et elles sont décorrélées.

Preuve : La preuve repose sur 'indépendance des a; et des ¢;. On utilise le fait que la
valeur moyenne d’un cosinus est nulle, et que celle d’un cosinus carré vaut 3. On a Re(F) =

ﬁ Z,]il a; cos ¢ , et Im(F) = \/Lﬁ le\il a; sin ¢;. Donc :

| N
E[Re(F \/—_z:: ci)jqbi] =0 (C.1.2)

et
E[Im(F Z ng;] = 0 (C.1.3)

ﬂ\

=0

246



Puis :

VarlRe(F)] = E[(Re(F) — E[Re(F)])?

_ Jif(iZE[a?] Bl(cos $:)°] +2 Z Bla] Bla;] Blcos ¢i] Elcos g,

=0 =0

Et de méme, Var[Im(F)] = « Ly, ] . Pour la covariance, on écrit :

Cov(Re(F), Im(F))

N
1
= — ZE [a?] Elcos ¢;sin ¢;] + 2 Z Ela;| Elcos ¢;] E[sin¢,]
N =1 sin (26;) 1<i<j<N -0 -0
_E[iz] =
=0

Calcul de la densité de probabilité jointe de Re(F) et Im(F)

Nous rajoutons d’abord deux hypothéses (comme dans [92, 113]), qui vont nous permettre
avec ce qui précéde d’appliquer le théoréme central limite :

(H C.4) Il y a un grand nombre de réflecteurs élémentaires dans chaque cellule de
résolution.

(H C.5) Aucun des réflecteurs élémentaires n’a une réflectivité trop forte tendant a
dominer la réflectivité totale (d’'un point de vue mathématique, on suppose en fait que les
a; sont uniformément bornées).

On se place donc désormais dans le cas ot N est grand.

Les variables a; cos ¢; étant indépendantes et uniformément bornées, le théoréme central
limite (la version forte de Lindeberg [83, 84]) nous permet alors d’affirmer que Re(F') est
une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle, et de variance o2, avec :

o? = lim %Z Blai] (C.1.4)

N—oo -
=1

Il en est de méme pour Im(F).
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De plus, Re(F) et Im(F) étant des variables aléatoires gaussiennes décorrélées, elles sont
donc indépendantes.
On dit que F est une variable aléatoire gaussienne circulaire complexe.
C’est pourquoi on parle de speckle gaussien dans le cas du speckle totalement développé sur
une zone physiquement homogéne. Re(F) et Im(F) ont la méme densité de probabilité :

X

Tre(r)(T) = frmr)(z) = ! exp (——2) (C.1.5)

2o 202

Comme Re(F) et Im(F) sont indépendantes, on a :

fRe(F),Im(F) (xa y) = fRe(F) (IE) fIm(F)(y)

Donc :

Fre(r) 1m(F) (%,Y) = 57— exD (_W (C.1.6)

Lois de l’intensité [ et de ’amplitude A

Notations : On note I 'intensité lumineuse, ® la phase, et A Pamplitude. I = (Re(F))* +
(Im(F))*, ® = Arg(F) , et A=+/T.

Proposition C.1.2.

1. La phase ® est distribuée uniformément sur | — m; x| :

1

fo(y) = o 1 rcy<m (C.1.7)

2. L’intensité lumineuse I suit une loi exponentielle négative de paramétre 20% de densité
de probabilité :

1 P
fr(z) = —e "1 1,50 (C.1.8)
Kr

On a:pu;=or=20°.

3. L’amplitude A suit une loi de Rayleigh de densité de probabilité :

2y s
faly) = Y 1,>0 (C.1.9)
K

Elle vérifie : pa = \/ga Letog=+/2— Zo.

Remarques :

1. Le fait que la phase ® soit distribuée uniformément sur | — 7; 7| correspond bien aux
hypothéses que nous avons faites.

2. On voit que 'intensité [ et la phase ® sont indépendantes, ce qui est en accord avec
nos hypothéses de départ.

3. On peut remarquer que l’écart type de l'intensité varie proportionnellement & sa
moyenne. Les zones claires d’une image auront donc une variabilité bien plus im-
portante que les zones sombres. C’est pourquoi on dit que le speckle est un bruit
multiplicatif.
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Preuve de la Proposition C.1.2
Calcul de la densité de probabilité jointe de I et ¢ :

P(I<i,®<¢) = P((Re(F))*+ (Im(F))? < i, Arg(Re(F) + jIm(F)) < ¢)
= jj 1{:p2+y2<i,Arg(x+jy)<¢>} fRe(F),Im(F) (l’, y)dl’ dy

R2

On fait le changement de variables : p = 2 + y* et o« = Arg(z + jy) , i.e. x = \/pcosa et
y = y/psina. On calcule le Jacobien :

2\1/7)

25

J:

L=cos psin o
sin «v  COS (v

Donc |J| = 1. D’oul

1 p? \ dpda
exp | —— | —
oma? P\ T g2 2

On en déduit la densité de probabilité jointe de I et ® :

P(I<i,® <) = [[1(peiace)

RZ

1 x?
frae(z,y) = —5 exp (—@) 1{a>0,—r<y<n) (C.1.10)
Par conséquent, la loi de la phase ® est donc :
Jo(y) = / fra(z,y) do (C.1.11)
ie. (C.1.7).
La loi de [ est : -
filz) = / frao(z,y) dy (C.112)

ie. (C.1.8).

Calcul de la fonction caractéristique de I

\i(v) = B[] = / T (a) de

[e.o]

Donc d’aprés (C.1.8),

-1 o
exp <:c (— + w))
. 1 _= 1 K
x1(v) :/ e —e rdr =—
0 Hr Hr -1
—+w
13 0
Et finalement : )

= — C.1.13
xi(v) = 1— = ( )
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Calcul de la densité de probabilité de I’amplitude A = /T

P(A<a) = E[lac)
= E[lx/ka]

o0

= / 1{\/5<a}f1(l‘)dl'
= T<al —— €X —_ i
0 tva< }/M P K

(z=y%) = / 1 1 ( _y2>2 d
z exp | —
/ 0 fr<a) M1 M1 v

On en déduit ainsi la densité de probabilité de 'amplitude A, et donc le troisiéme point de
la proposition.

Coefficient de variation : Un paramétre généralement utilisé en imagerie radar pour
caractériser I’homogénéité d’une zone est le coefficient de variation ou écart type normalisé :
Var[X] oy

VX =T = — C.1.14

BN x (G1.14)

Dans le cas du speckle totalement développé, le coefficient de variation en intensité I est

égal & 1, et celui de I'amplitude est 74 = (/2 — 1.

C.1.2 Statistiques du speckle totalement développé en L-vues

Pour réduire I'effet du speckle, la technique du multi-vues est utilisée au niveau du pro-
cesseur SAR. Celle-ci consiste a additionner plusieurs images de la méme zone de fagon
incohérente.

Soit

1 L
J==-5N"1
L;k

V k, I suit une loi exponentielle négative de densité de probabilité (C.1.8) et de fonction
caractéristique (C.1.13).

Hypothése : (HC.6) Les [, sont supposées indépendantes

Proposition C.1.3.

1. L’intensité lumineuse J = %25:1 I}, suit une lot gamma de densité de probabilité :

fr(z) = (%)Lr(lL) ' exp <—%) 1.0 (C.1.15)

(on rappelle que p; = 202 et que T'(L) = (L — 1)!). Elle vérifie : p; = 20% = yur ,
02
o5 = % et YJ = %
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2. L’amplitude B = \/J suit une loi gamma généralisée de densité de probabilité :

2

L
2 exp (—i> L0 (C.1.16)
K1 B

2L

P = )

I'*(L+0,5
Elle vérifie : up \/—L;;M V20 , 05 = \/1 — ¥\/§a ,

LT2(L)
B LT%(L)
VT

Preuve : Calcul de la densité de probabilité de LJ
Comme les I;, sont indépendantes, et que LJ = Z;ﬁ:l I, ona:

xes(t) = Ele"]
— E[eitZ£:1Ik]

= H X1y (t)

B 1
(1 —ipst)”
= / e fry(x)dx
On rappelle que la transformee de Fourler de f est donnée par f f f(x)e "tdx,
et on a la formule d’inversion f(z) = 5= [° f(t)etdt on f(z) = f(—z). Donc
; - —1ist 1
fra(t) = e fri(=s)ds = —— (C.1.17)
—00 (1 —iprt)
D’ou :
. ezzt
etdt = —dt C.1.18
i) =5 [ Fustt) G (C.118)
On en déduit : '
Fur(@) = — /OO R (C.1.19)
() = o= i) 1.

Si L > 2, on obtient en intégrant par parties :

© e (1 —it) T * —jge it
————dt = || - / (1 —itpy) Mt
/. (0= irt)" [ -1 ) ame—p

=0

( T )Ll 1 0 e—i:ct
(x [,
fir (L =1 J_ (1 —ipugt)




—ixt -
Or on sait déja que : 5= [ ————dt = fi(x) = L 1¢z>01- On en déduit ainsi la

ATIT( —pugt) K
densité de probabilité de LJ :

€T L=t 1 _=
o) = () e 7 e (C1.20)

Il existe un lien simple entre f.; et f; :
P(J < j) = P(Lj < Lj) = / Fio(2) Loersda (C.1.21)

Et en faisant le changement de variable y = 7, on obtient P(J < j) = ffooo frs(Ly) 1,<;Ldy.
D’ou : fJ(,CE) = LfLJ(L.T)

Cela nous permet finalement d’obtenir la densité de probabilité de J = %Zj,i:l Iy, et
donc d’obtenir le premier point de la Proposition C.1.3.

Calcul de la densité de probabilité de I’amplitude B = v/.J

P(B <b) = Ellpa) = E[L5_,] = /O 1Sy (@)de (C.1.22)

En faisant le changement de variable x = 32, on obtient :

o L 1 _ Ly?
P(B<b :/ 1 (—)—2L2ex (——>2d
( ) o\ )ty P\ )Y

On en déduit la loi de 'amplitude B, et donc le deuxiéme point de la Proposition C.1.3.

Nombre de vues équivalentes : Un paramétre utile pour analyser quantitativement la
réduction du speckle est le nombre de vues équivalent :

1

Leg= —
q 7?]

(C.1.23)

C.2 . Statistique du speckle non gaussien

Toutes les distributions qui ont été données précédemment ne sont valables que dans le cas
du speckle totalement développé et pour des zones homogénes (coefficient de rétrodiffusion
constant), c’est-a-dire sans texture.

Plusieurs démarches sont possibles pour généraliser ce modéle. Le speckle est alors encore
totalement développé, mais une variation naturelle de la scéne est prise en compte.
Dans la suite, nous appellerons désormais I I'intensité de I'image L-vues.

C.2.1 En utilisant la formule de Bayes

Une méthode proposée par Lewinsky consiste a reprendre la loi de Uintensité f; (cf
(C.1.15)) en la considérant comme fonction du parameétre p; = 202, La loi (C.1.15) est donc
maintenant celle de I|y;. En appliquant la formule de Bayes, on obtient :

1) = [ Juilo) g (w)ds (C:2.)
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Plusieurs modéles de loi sont alors possibles pour j;. Dans le cas ol g7 suit une loi gamma [161],
on trouve pour [ une loi K.

mx

m,m—1,"

mmx™ e H1
Jui () = T (C.2.2)
L+m L4m-—2
2(Lm) 2 == =2 4L mx
fuly = 2 T e (€23

T(L)T(m) g 5" fix

La distribution K est I'une des plus utilisées pour modéliser la rétro-diffusion dans I'image ra-
dar. Elle permet de tenir compte d’une variation de I'intensité moyenne, et ainsi d’introduire
la notion de texture.

C.2.2 Le modéle du bruit multiplicatif

Une autre démarche pour étudier la distribution de I'image RSO en présence de texture
consiste a faire une modélisation multiplicative de 'image [161, 141, 162], sous la forme
I = RS, ou [ est I'intensité lumineuse observée, R la réflectivité de la scéne, et S le speckle.
On suppose de plus que R et .S sont indépendantes. On a donc :

frs(r,s) = fr(r)fs(s) (C.2.4)

R

= P(RS <)

= | Lcifrs(r,s)drds
R2

= [ Vrecitn(r) fs(s)drds

)

x dxdr
r’or

= ff 1ocifr(r)fs(

(on a fait le changement de variable : © = rs et 7 = r dont le Jacobien vaut : ).
On obtient ainsi :

‘ 1. dr
160 = [ falr) 1) (C25)
R rr
Or, d’aprés la formule de Bayes :

f1(i) = / Frr) Fr(ilr)dr (C.2.6)

Nécessairement, on a 1’égalité des deux intégrales précédentes pour tout i. Pour cela, il est
suffisant d’avoir :

Fo(D)E = fualilr) (©27)
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Remarque : Sion prend R = py, on retrouve exactement le modéle précédent.

Dans le cadre du modéle multiplicatif I = RS, S est en fait le speckle “normalisé” : il
suit une loi gamma de moyenne 1 :

LL
fs(s) = F(L)SLflefLs 150 (C.2.8)
On a ainsi : _
i1 1 LR k! b
fS(;); = ;—(L)—rL—le r (029)
Or d’aprés (C.1.15) (en prenant R = puy) :
LL Li
frr(ilr) = TLF(L)iL_le_T (C.2.10)

La condition suffisante (C.2.7) est alors vérifiée.

Remarque : On peut évidemment mener le méme raisonnement en amplitude.

C.3 . Quelques filtres de speckle

Nous nous inspirons ici de la présentation de [161].
Un filtre idéal doit répondre aux trois objectifs suivants :
— Eliminer le speckle, donc lisser le plus possible les zones homogénes.
— Conserver et rehausser les structures de I'image (lignes, contours, trés forts réflec-
teurs...).
— Préserver la texture de la scéne.

C.3.1 Les filtres non spécifiques

Ce sont les filtres qui ne prennent pas en compte les statistiques des images radar.

e Le filtre de moyenne : Les zones homogénes sont bien lissées, mais les contours sont
rendus flous.

e Le filtre médian : Les contours sont préservés, mais les zones homogénes sont moins
bien lissées.

e Le filtre de Crimmins [67] : C’est un filtre géométrique. Il est basé sur I’application
d’une seule itération d’un algorithme d’enveloppe convexe itératif, alternativement a
I'image (pour augmenter les valeurs trop basses) et & son complémentaire (pour dimi-
nuer les valeurs trop hautes).

C.3.2 Les filtres adaptatifs

Ils évaluent localement des statistiques du premier ordre (moyenne, écart type) qui sont
ensuite intégrées dans la formule de filtrage.
Le modéle couramment utilisé est le modéle multiplicatif de la forme I = RS, ou [ représente
I'intensité de 'image, R la réflectivité, et S le speckle normalisée (cf (C.2.8)). On cherche a
estimer R. On suppose que R et S sont indépendantes.
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Filtre de Lee : On fait de plus ’hypothése suivante :
(R—R)(S—S)~0 (C.3.1)
Cela revient en fait “a linéariser” le probléme [168]. En effet :
RS—(SR+R(S—8)=(R-R)(S-S5)~0 (C.3.2)
Donc on obtient 1’équation :

I=SR+R(S—S)=R+R(S—1) (C.3.3)

La formule de filtrage est alors obtenue en minimisant I'erreur quadratique moyenne (EQM)
et en cherchant une solution linéaire :

Ry =T, +ky(I, —T,) (C.3.4)

oit R est I'estimation de la réflectivité, et l'indice s représente le pixel considéré (I, et v,
sont calculées sur un voisinage centré sur le pixel s). On trouve :

(C.3.5)

Filtre de Kuan : On cherche une solution de la méme forme que précédemment, mais
sans faire 'approximation (R — R)(S — S) ~ 0. La valeur de k; est alors [140] :

2

Vs
1 - 2

Amélioration du calcul des statistiques : La taille et la forme de la fenétre de calcul
des statistiques sont des paramétres primordiaux pour tous les filtres précédents. Celles-ci
doivent répondre & deux contraintes antagonistes : d’une part, le calcul doit s’effectuer sur
des pixels appartenant a la méme région physique que le pixel considéré; d’autre part, le
nombre de pixels utilisés pour le calcul doit étre le plus grand possible.

Une solution est apportée par le filtre de Wu et Maitre [168] :

Ce dernier consiste a rechercher en un pixel la plus grande fenétre homogene a laquelle
appartient ce pixel. La méthode utilisée est une technique de croissance de régions. La
croissance est effectuée en fonction de la variation de I’écart-type.

C.3.3 Les filtres adaptatifs avec modélisation de la scéne

De nombreux filtres modélisent la réflectivité de la scéne (comme par exemple le filtre de
Frost). Le critére utilisé est celui du Maximum a postériori (MAP).

Une méthode Markovienne

Dans [161], F. Tupin propose un filtre de speckle basé sur une approche Markovienne.
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Notations :
e Soit f I'image de départ (non bruitée) en amplitude.
e Soit p I'observation bruitée de cette image.
Le critére utilisé est celui du Maximum a postériori (MAP).
Le probléme consiste a minimiser 1’énergie :

U(f) = —In(Pr(F = f|P = p)) (C.3.7)
Ceci est équivalent & minimiser :
U0 =Ui(f)+ > beH(fo fo)+ D 9(brs) (C.3.8)
(r,s)eC (r,8)€C

C représente I’ensemble des sites de I'image, et b,.; le processus bord entre les sites r et s.
H(f, fs) est un détecteur de bord et ¥ (b,) le poids d’introduction d’un bord.
Ui (f) est le terme d’attache aux données :

Ui(f) =Y —In(Pr(P, = ps|F, = f.)) (C:3.9)

seC

Les meilleurs résultats sont obtenus pour une distribution gamma généralisée et une fonction
H adaptée (de sorte que la régularisation ait lieu de la méme facon dans les zones sombres

et brillantes).

1
H(x) = o+~ —2 (C.3.10)
oz = I

Flnalement, I’énergie & minimiser est la suivante :

(Zanfs f2> +A Y bm( +ﬁ_2) M(Z (b))  (C.3.11)

seC (r,s)eC r,s)eC

C.3.4 Le filtrage multi-temporel

Cela consiste a utiliser plusieurs images d’une méme région et a les fusionner. C’est la
technique la plus prometteuse, mais aussi la plus cotiteuse (il est en effet nécessaire d’avoir
plusieurs images de la méme zone).

— La méthode la plus simple consiste a faire une moyenne des différentes images.

1 N
=~ s (C.3.12)
=1

On constate effectivement une réduction du speckle, d’autant plus importante que les
images sont décorrélées.

— Une méthode plus subtile consiste a faire une sommation pondérée des différentes
images.

1 N
=¥ z:: (C.3.13)

N

avec » ., a; =1

C’est le principe du filtre de Bruniquel [43, 44, 45].

Il existe d’autres raffinements possibles pour augmenter la réduction du speckle.
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Annexe D

Contours actifs et courbes de niveaux

D.1 . Introduction

Un objectif important en traitement d’images est de pouvoir déterminer les contours
d’objets 2D ou 3D.
Pour cela, un moyen efficace consiste a utiliser la méthode des contours actifs. On fait évoluer
une courbe (un snake) autour (ou a l'intérieur) de 1’objet a détecter. Ce snake va progressi-
vement se “coller” sur le contour a détecter.
L’idée fondamentale (introduite par Osher et Sethian) est de considérer le snake comme la
courbe de niveau zéro d’une fonction u de dimension supérieure.

D.2 . Rappels de Géométrie différentielle

Nous nous inspirons ici de [17].

Soit X (p) = (x1(p), x2(p)) une courbe plane paramétrée (p € [0, 1]).

Notations
e Vecteur tangent : 7(p) = (] ( ) z4(p))
e Vecteur normal (extérieur) : N(p) = (—15(p), 7} (p))
e Abcisse curviligne : =[5 I7(a)|ldg
e Courbure : &

Courbes de niveau

Supposons que la courbe X(s) paramétrée par son abcisse curviligne soit la courbe de
niveau r d’une fonction v : R? — R. X = {(x1,79) / u(xy,v5) = r} Alors :
e Vecteur normal extérieur : Vu

e Courbure : kK = le(”vu”)

Evolution de courbes

Supposons maintenant que :
e X(p) dépend d’un paramétre t > 0. = X(p,t)
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o X est fermeée : X (0,t) = X(1,1)
5 (0.1) = 5(1,1)
Smt
0X

o

La décroissance de L(t) est maximum quand :

(p,)

‘ dp = longueur de X (p,t) (D.2.1)

0X

= = = kN (D.2.2)

Il est possible d’introduire un poids positif ¢ dans 'intégrale de longueur :

0X
L) ¢ H H (D.23)
La décroissance de L(t) est maximum quand :
0X
> = (¢pr — VO.N)N (D.2.4)
Version courbes de niveaux
Supposons que l'on ait un flot général :
aX —,
D.2.5
o =N (D.2.5)
ot ' = F(X, X', X") et X = {(w1,22) / u(wy,m5) =7}
Alors, u suit ’équation d’évolution suivante :
ou
= F||V D.2.6
= FIVu| (D.2:)

D.3 . Applications aux images
Préliminaires

L’objectif est de détecter un contour fermé I' dans une image.
On part d’une “grande” courbe fermée Xy(p) = X(p,t = 0) entourant I', et on fait évoluer
X selon une équation d’évolution du type de celles calculées dans la Section D.2, de sorte
que X (p,t) vienne converger vers I quand ¢ tend vers +oc.
Notons [ l'intensité (préalablement lissée) de 1'image.
On considére un contour I' comme étant :

I' = {(x1,22) /||VI|(21,22) = +00} (D.3.1)
soit encore :
['={(z1,22) /g(IVI|[(21,22)) ~ 0} (D.3.2)
ol g est typiquement de la forme :
1
t) = D.3.
9(t) = 1 e (D.3.3)
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L’équation d’évolution

Considérons I'équation (D.2.4) en prenant ¢(zy,x2) = g(||VI||(z1,22)). ¢ est donc un
terme d’arrét du contour actif sur le contour I' & détecter.
Nous obtenons alors (a 1’aide de la version courbes de niveaux de I’équation) :

ou ) Vu
5% g(||IVI]|(z))div (W) |IVul|| + Vg.Vu (D.3.4)

V]l [Vull
De plus, pour accélérer la convergence du snake et aussi pour pouvoir détecter les parties

concaves, on ajoute a la courbure x une constante ¢ (appelée force ballon) de sorte que xk+c
garde un signe constant.
Nous obtenons ainsi le modéle final suivant :

X VLNVl (5 +) + VoV (D35

avec N = — Y% et k = div <ﬂ>

avec u(z,t = 0) = up(z) et on on choisit par exemple ug(z)=distance(x,X)

Explosion de Vu, et les méthodes pour y remédier

Pour calculer u, c’est donc I’équation (D.3.5) qui est utiliste. Malheureusement, on
constate numériquement que Vu explose rapidement [90]. De plus les erreurs numériques
sont importantes au voisinage du squelette.

Pour pallier cet inconvénient, on réinitialise périodiquement u en la fonction distance si-
gnée (de maniére & avoir ||Vul|=1). Une méthode efficace consiste & appliquer a u 1’équation
(cf [148, 158, 146, 1]) :
ou
ot
Nous avons étudié cette équation en détails dans la Section 9.3 (cf en particulier le Théo-
réme 9.3.1).
De plus, pour diminuer les temps de calcul, on a souvent recours a la méthode de la bande
étroite [122] : cela consiste & ne calculer les valeurs de u qu’au voisinage de la courbe de
niveau {u=0}, dans un tube que ’on déplace pendant les phases de réinitialisation.

+ signe(ug)(||[Vul]| — 1) =0 (D.3.6)
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Publications, conférences, séminaires

Rapports de recherche :

Rapport de recherche INRIA 4507 : “Signed distance functions and viscosity solutions
of discontinuous Hamilton-Jacobi Equations” (avec Gilles Aubert).

Rapport de recherche INRIA 4640 : “Supervised classification for textured images”
(avec Gilles Aubert et Laure Blanc-Féraud).

Rapport de recherche INRIA 4704 : “Image decomposition : application to textured
images and SAR images” (avec Gilles Aubert, Laure Blanc-Féraud et Antonin Cham-
bolle).

Rapport de recherche INRIA 4878 : “Modeling very oscillating signals. Application to
image processing” (avec Gilles Aubert).

Rapport de recherche INRIA 5076 : “Structure and texture compression” (avec Basarab
Matei).

Rapport de recherche INRIA 5130 : “Dual norms and Image decomposition models”
(avec Antonin Chambolle).

Articles de revues :

"Wavelet-based level set evolution for classification of textured images", Jean-Francois
Aujol, Gilles Aubert et Laure Blanc-Féraud, IEEE Transactions on image processing,
volume 12, numéro 12, pages 1634-1641, décembre 2003.

"Image decomposition into a bounded variation component and an oscillating com-
ponent", Jean-Francois Aujol, Gilles Aubert, Laure Blanc-Féraud et Antonin Cham-
bolle, a paraitre dans JMIV.

‘Dual norms and Image decomposition models”, Jean-Francois Aujol et Antonin Cham-
bolle, & paraitre dans IJCV.

“Optimal partitions, regularized solutions, and application to image classification”,
Gilles Aubert et Jean-Francois Aujol, & paraitre dans Applicable Analysis.

Conférences internationales :

ACIVS 2004 a Bruxelles du 31 aout au 3 septembre 2004 : “Simultaneous structure
and texture compact representation”, Jean-Francois Aujol et Basarab Matei.

ICIP’03 a Barcelone du 14 au 17 septembre 2003 : "Wavelet-based level set evolution
for classification of textured images", Jean-Frangois Aujol, Gilles Aubert et Laure
Blanc-Féraud.

Scale-Space’03 en Ecosse (Ile de Skye) du 10 au 12 juin 2003 : "Image decomposition.
Application to SAR images." (LNCS 2695), Jean-Frangois Aujol, Gilles Aubert, Laure
Blanc-Féraud et Antonin Chambolle.

Workshop on Hamilton-Jacobi Equations a Cortona (Italie) du 24 au 28 juin 2002 : "Si-
gned distance functions and discontinuous Hamilton-Jacobi Equations", Jean-Francgois
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Aujol et Gilles Aubert.

Conférences nationales :

e CANUM 2004 (du 31 mai au 4 juin 2004) & Obernai : "Classification d’images texturées
par contours actifs et ondelettes”.

e GRETSI'03 (du 8 au 11 septembre 2003) & Paris : "Décomposition d’images. Applica-
tion aux images RSO."

e CANUM 2003 (du 2 au 6 juin 2003) & La Grande Motte : "Modélisation de signaux
oscillants en imagerie numérique".

e CANUM 2002 (du 27 au 31 mai 2002) a Anglet : "Distances signées et solutions de
viscosité pour une classe d’équations de Hamilton-Jacobi discontinues".

Autres séminaires :

e Séminaire EDP/Analyse numérique du Laboratoire J.A. Dieudonné (Nice) le 5 févier
2004 : “Décomposition d’image et applications”

e Journée texture du GDR-PRC ISIS & Paris le 5 juin 2003 : "Décomposition d’image
et classification d’images texturées".

e Séminaire croisé Ariana-Odyssée le 31 mars 2003 a Sophia-Antipolis : "Prise en compte
de la texture en traitement d’images et problémes mathématiques associés".

e Séminaire étudiant au MIP & I’Université Paul Sabatier Toulouse 3 le 14 mai 2002 :
"Fonctions distances signées et solutions de viscosité d’équations de Hamilton-Jacobi
discontinues".
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Résumé

Cette thése est un travail en mathématiques appliquées. Elle aborde quelques problémes en
analyse d’'images et utilise des outils mathématiques spécifiques.

L’objectif des deux premiéres parties de cette thése est de proposer un modéle pour décomposer
une image f en trois composantes : f = u 4+ v + w. La premiére composante, u, contient ’infor-
mation géométrique. On peut la considérer comme une esquisse de 'image originale f. La seconde
composante, v, contient I'information texture. La troisiéme composante, w, contient le bruit présent
dans l'image originale. Notre approche repose sur l'utilisation d’espaces mathématiques adaptés a
chaque composante : I’espace BV des fonctions & variations bornées pour u, un espace G proche du
dual de BV pour les textures, et un espace de Besov d’exposant négatif I/ pour le bruit. Nous ef-
fectuons I’étude mathématique compléte des différents modéles que nous proposons. Nous illustrons
notre approche par de nombreux exemples, et donnons deux applications concrétes : une premiére
en restauration d’images RSO, et une seconde en compression d’images.

Dans la troisiéme et derniére partie de cette thése, nous nous intéressons spécifiquement & la
composante texturée. Nous proposons un algorithme de classification supervisée pour les images
texturées. L'approche utilisée est basée sur l'utilisation de la méthode des contours actifs et d’un
terme d’attache aux donnés spécifiques au textures. Ce dernier est construit & partir d'une transfor-
mée en paquets d’ondelettes. Nous obtenons ainsi une fonctionnelle, dont le minimum correspond
a la classification cherchée. Nous résolvons numériquement ce probléme a 1’aide d’un systéme cou-
plé I’EDP que nous plongeons dans un schéma dynamique. Nous illustrons notre démarche par de
nombreux exemples numériques. Nous effectuons également 1’étude théorique de la fonctionnelle de
classification.

Mots-clés BV, espaces de Sobolev d’exposant négatif, espaces de Besov d’exposant négatif,
dualité, analyse convexe, analyse fonctionnelle, solutions de viscosité, image, décomposition, restau-
ration, classification.

Abstract

This Ph.D. thesis is a work in applied mathematics. It deals with image processing problems,
and uses specific mathematical tools.

The aim of the two first parts is to propose a model for decomposing an image f into three
components : f = u + v + w. The first one, u, contains the geometrical information. It can be
considered as a sketch of the original image f. The second one, v, contains the textures. The third
one, w, contains the noise of the original image. Our approach relies on the use of mathematical
spaces adapted to each component : the space BV of functions with bounded variations for u, a
space G close to the dual space of BV for v, and a negative Besov space E for w. We carry out
the complete mathematical analysis of the different models we propose. We illustrate our approach
with many numerical examples, and we give two applications : a first one in SAR image restoration,
and a second one in image compression.

In the third and last part, we only deal with the texture component of an image. We propose a
supervised classification algorithm for textured images. Our approach relies on the use of the active
contours method. We build a data term specific to textures thanks to a packet wavelet transform. We
thus get a functional, whose minimum corresponds to the classification we look for. We numerically
solve this problem with a coupled PDEs system. We illustrate our approach with many numerical
examples. We also carry out the theoretical study of the classification functional.

Key-words BV, negative Sobolev spaces, negative Besov spaces, duality, convex analysis, func-
tional analysis, viscosity solutions, image, decomposition, restoration, classification.



