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Notations

Nous précisons ici les notations qui seront utilisées dans cette thése. Pour plus de
détails sur les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev on renvoie le lecteur
aux [3], [51] et [9]. Les espaces vectoriels ainsi que les champs vectoriels seront notés en
caractéres gras. Par exemple :

L*(Q) = {u = (u1,ug,u3), Viec{1,2,3} w; € L*(Q)}

(Géométrie

Fia. 1 — Géométrie.

d : dimension de I’espace

Q : ouvert borné de R?
=090

B : sous-domaine régulier de )
v=0B

Q\ B : le domaine perforé

w : sous-domaine de Q \ B de frontiére dw = v U+’

=0\ (BUW®D) : le complémentaire de B Uw dans 2

o =T Uy

Q) : un ouvert quelconque vérifiant Q* € Q C Q \ B

n (respectivement ) : vecteur normal sortant 4 v C 9(Q \ B), ou, & I' (respective-
ment & v = 0B, ou, & ')



Notations

Espaces fonctionnels

o L[*(#) = {l'ensemble des fonctions a carrée intgrable sur #}, on # désigne 'un
des domaines (sous-domaines) mentionnés ci-dessus.

HYQ) = {u e L2(Q), Vue LXQ)}

o H5(Q) ={uec H(Q), uy=0} B
o H'(Q\B)={ue L*(Q\ B), VueL*(Q\B)}
o Hy(Q\ B) ={uc H'(Q\B), u, =0}

e H{(Q\ B)={ue H'(Q\B), wu,.=0}

o H'(w)={ve L*w), VvelL*w)}

e Hi(w)={veH (w), v, =0}

o Hi(w)={ve H'(w), v,=0}

o H%I(Q*) ={ue H'("), wu.=0}

o Hx(y)={reL?*(y), e H(w), v, =r}

o H2(v) =le dual de Hz(~)

Produits scalaires, normes, produits de dualité

o Vue L(#). |lullosg = (f, |ul*)?
o Vu € H&(Q),

1 1
2 3
b= [19a2)" e lalla= ([ i+ [ v3)
Q Q Q
o V(u,w) € (HQ))? et a >0,
<ﬁ,w>§‘}%=/va-w+a/m et |[alli =/<aa>
Q Q

Yu € HY(Q\ B) U HAQ\ B),

1 1

2 2

fuly o = ( / |Vu|2) et |fullyos = ( | ok [ |Vu|2)
Q\B O\B O\B

o Vv e Hl(w),

0] = (/w) et o]l = (/|v|2+/|w|2)

L > produit de dualité entre H%(fy) et H*%(fy).
Vs € L(y) C H 3 (y), Vr € Hz(y),

<<577‘>>17:/8T
2
¥



o Vr e Hi(y),
Irly, =t {0l ve B @), v, =1}

Y

o Vse H 2(y),
Isll-y, = sup s, >1
{red2 (), lIrlly =1}

Fonctions particuliéres

ou ou ou

o | — = — _—
on], Onjgs On

u a travers l'interface ~. B

e 1, 5 : la fonction indicatrice de 2\ B

'_@_&u
B'_an on

: saut de la dérivée normale d’une fonction

e f :le prolongement par 0 dans B d’une fonction f définie seulement sur Q\ B

Divers

e Le symbole < désigne une inégalité 4 une constante multiplicative prés. Par exemple
a < b veut dire qu’il existe une constante générique C' telle que a < Cb.
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Introduction générale

Les écoulements fluide-particules sont au centre des préoccupations d’un grand nombre
de mathématiciens, physiciens, biologistes ou industriels. Ces écoulements interviennent
dans des situations physiques trés diverses, parmi lesquelles 1’écoulement sanguin (les
particules représentent les globules rouges), le transport de polluants, ou les écoulements
liquide-gaz dans les réacteurs (les particules sont alors des gouttes de liquide).

Jusqu’a récemment, la plupart des travaux visaient a 1’élaboration de modéles décrivant
le mouvement du mélange vu comme un milieu homogéne. Mais ces approches se basent
sur des hypothéses portant sur la nature des interactions entre particules rigides, hy-
pothéses qui sont invalidées dans le cas de fractions solides importantes.

Ces limitations, ainsi que ’augmentation de la puissance des ordinateurs, ont motivé
ces derniéres années un grand nombre de tentatives de simulations directes de ces écoule-
ments. Les particules sont ainsi individualisées et leur géométrie est prise en compte.
Les difficultés inhérentes a ce genre de simulations peuvent étre classées en deux types.
D’abord des difficultés provenant de I'interaction fluide-particules, notamment la maniére
dont on peut prendre en compte 'action du fluide sur les particules et inversement. En-
suite, des difficultés propres a la simulation numérique des équations de NAVIER-STOKES
tridimensionnelles en géométrie complexe. C’est ce second aspect qui fait ’objet du présent
travail.

Pour ce qui est de la discrétisation en temps, I'une des approches les plus utilisées est
la famille des méthodes dites de projection; elles ont été introduites par A.J. CHORIN
[12, 13| et R. TEMAM [77|. Ce sont des méthodes de marche en temps a pas fractionnaires
visant & découpler le calcul de la vitesse et celui de la pression, en résolvant dans un
premier temps un probléme de convection-diffusion tel que la vitesse résultante n’est pas
nécessairement & divergence nulle ; puis dans un deuxiéme temps, celle-ci est projetée sur
un espace de fonctions a divergence nulle afin de satisfaire la contrainte d’incompressibilité.

Dés leur introduction par A.J. CHORIN et R. TEMAM, les méthodes de projection
ont fait I’objet de plusieurs travaux. Les variantes qui en découlent peuvent étre classées
en deux catégories : celles basées sur des techniques de correction de la pression et celles
basées sur des techniques de correction de la vitesse.

Dans le cadre de ce travail, nous avons utilisé le schéma de projection Lagrange-
Galerkin introduit par Y. ACHDOU et J.-L. GUERMOND dans [2|, et qui fait partie
du volet des techniques de correction de la vitesse. Un des avantages majeurs de cette
approche est de traiter le terme convectif de maniére explicite et de garder les opérateurs
symétriques et invariants en temps. L’idée est de combiner la méthode des éléments finis
avec la méthode des caractéristiques. Celle-ci est dédiée au traitement du terme
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non linéaire (u - V)u; il s’agit d’un traitement lagrangien de la dérivée totale (voir O.
PIRONNEAU (62| et E. SULI [75] pour plus de détails sur cette méthode).

En utilisant la stratégie décrite ci-dessus, pour discrétiser en temps les équations de
NAVIER-STOKES dans le cadre de I’écoulement d’un mélange fluide incompressible et
particules rigides, on se raméne & chaque pas de temps a la résolution de problémes
elliptiques dans des domaines perforés, qui sont au coeur du travail présenté ici : probléme
de type HELMHOLTZ, avec des conditions aux limites de DIRICHLET, pour la vitesse et
un probléme de POISSON, avec des conditions de NEUMANN, pour la pression.

Ce mémoire comporte deux parties : la premiére est consacrée a la résolution numérique
de problémes elliptiques dans des domaines perforés, et la seconde, dédiée a ’application
de ces outils (ceux développés dans le premier volet) a la simulation numérique des écoule-
ments autour d’obstacles. L’extension a la simulation d’écoulements fluide-particules li-
bres, fait I’objet d’un travail en cours, dont nous nous contenterons de présenter ici les
grandes lignes.

Dans la premiére partie nous nous intéressons a la résolution numérique de problémes
elliptiques dans des domaines perforés. Outre leur utilité dans le cadre des écoulements
fluide-particules, ces problémes modélisent d’autres situations physiques, telles que la
conductivité thermique dans des matériaux composites ou les écoulements fluides dans
des milieux hétérogenes.

Un des problémes majeurs réside dans la complexité géométrique. Les méthodes adap-
tées a la résolution numérique de tels problémes peuvent étre classées en deux catégories :
celles basées sur un maillage conforme et celles basées sur un maillage cartésien. La pre-
miére peut étre qualifiée d’approche naturelle pour la résolution de tels problémes, puisque
le maillage est conforme dans le but d’« épouser » parfaitement la géométrie du domaine.
Ceci présente le grand avantage d’offrir un cadre approprié pour bien approcher la solution
au voisinage des « trous ». Néanmoins, la génération du maillage elle-méme peut étre coi-
teuse — surtout en trois dimensions — et la matrice résultante est difficile & préconditionner
de maniére classique.

La deuxiéme approche, basée sur 1’'utilisation de maillages cartésiens, bénéficie ainsi du
cadre approprié permettant I'utilisation de solveurs rapides tels que FFT!, multi-grilles
ou PSCR? et/ou de préconditionneurs efficaces. Cependant, la difficulté réside dans la
maniére dont on peut prendre en compte les conditions aux bords des trous sans que
ceux-ci ne soient pris en charge explicitement par le maillage.

Cette derniére approche a suscité l'intérét de nombreux chercheurs ces derniéres an-
nées, ce qui s’est traduit par I’émergence de plusieurs méthodes. Parmi celles-ci, on peut
citer :

— la méthode de la frontiére immergée initialement introduite par C. PESKIN
[59, 60] pour la simulation d’écoulements sanguins dans le coeur humain et, d’une
maniére générale, pour des problémes d’interaction fluide-structure en hémody-
namique. Depuis son apparition, cette méthode a suscité 'intérét de beaucoup de

! Fast Fourier Transform
2 Partial Solution Variant of the Cyclic Reduction (voir chapitre 3)



chercheurs travaillant dans le cadre des mathématiques appliquées a la biologie ; on
trouve une synthése de la plupart de ces applications dans |61],

— les méthodes de domaines fictifs dont I’équipe de R. GLOWINSKI est |’'instiga-
trice [26, 28, 4, 5, 21, 29, 24, 22, 25, 30|,

— une méthode de domaines fictifs algébrique basée sur un maillage cartésien
localement adapté pour prendre en compte le trou; elle a été introduite par V.K.
SAULEV [70],

— la méthode dite Physalis, introduite par A. PROSPERETTI et al. dans [64],

— une méthode basée sur un couplage FEM-BEM introduite par R. CELORRIO et
al. dans [11],

— dans le méme cadre, D. RUSSEL et al. [69] ont développé une méthode basée sur un
couplage différences finis — BEM,

— et la méthode de la frontiére élargie (F.B.M.)3 introduite par B. MAURY et qui
fait I’objet du présent travail.

Dans le volet des méthodes basées sur des maillages cartésiens, 1’'idée de base consiste

a plonger le domaine perforé dans un autre domaine de forme plus simple (typiquement
un rectangle de R? ou un parallélépipéde de R?) que I'on maille de fagon cartésienne.
Ces méthodes se distinguent les unes des autres par la maniére dont les trous sont pris
en compte. La présentation détaillée de ces différentes approches fait ’objet du premier
chapitre.

Dans le second chapitre, nous présentons la méthode de la frontiére élargie (F.B.M.)
qui consiste & remplacer le probléme initialement posé dans le domaine perforé par deux
sous-problémes : un probléme global et un autre local. Le probléme global est posé dans
un domaine contenant le domaine perforé, de forme simple permettant I'utilisation d’un
maillage cartésien en vu d’utiliser des solveurs rapides et/ou des préconditionneurs clas-
siques. Le probléme local est défini dans un voisinage des trous dans lequel on peut
éventuellement considérer un maillage plus fin pour mieux approcher la solution.

Ensuite, le troisiéme et le quatriéme chapitre sont respectivement dédiés a la discréti-
sation de la F.B.M. et a l'estimation de l’erreur sous-jacente. Les résultats théoriques
ainsi obtenus sont validés par des tests numériques.

Enfin, dans le cinquiéme chapitre, nous proposons un algorithme permettant la résolu-
tion de problémes elliptiques dans des domaines perforés avec des conditions de NEUMANN
sur le bord des trous, des tests numériques et des courbes d’erreur sont aussi présentés.

La deuxiéme partie de la thése est consacrée a ’application des outils développés dans
le premier volet en vue de simuler des écoulements fluide-particules.

Le sixiéme chapitre est dédié a la discrétisation des équations de NAVIER-STOKES ; on
y utilise un schéma de projection pour la discrétisation en temps, combiné avec la méthode
des caractéristiques pour le traitement du terme convectif, ainsi qu’une discrétisation en
espace par éléments finis basée sur la F.B.M.

Finalement, le dernier chapitre est consacré aux simulations numériques. La premiére
consiste & simuler la convection-diffusion de la chaleur autour d’'un amas de particules
rigides et fixes, puis, pour montrer que l’algorithme est indépendant des éventuels mou-
vements des particules, on a refait la méme simulation avec deux boules mobiles, dont

3 Fat Boundary Method
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les trajectoires ont été imposées. Puis, pour la validation du solveur NAVIER-STOKES, on
s’est d’abord intéressé aux benchmarks usuels, a savoir la cavité entrainée et I’écoulement
autour d’une sphére faisant apparaitre des zones de recirculation en aval de I'obstacle.
Ensuite, outre ces tests classiques, nous avons aussi réalisé des simulations correspondant
a la cavité entrainée a laquelle on a ajouté un obstacle sphérique. Enfin, aprés des expéri-
ences numériques d’écoulement autour de deux sphéres assez proches, nous avons terminé
le chapitre par une simulation d’écoulement autour de 70 boules disposées d’une maniére
« pseudo-aléatoire ».



Premiére partie

Résolution de problémes elliptiques
dans des domaines perforés
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Chapitre 1. Etat de Uart. Méthodes existantes

L’objectif de ce chapitre est de présenter les principes généraux des méthodes numériques
les plus utilisées pour résoudre des problémes elliptiques dans des domaines perforés.

Afin de présenter ces méthodes le plus clairement possible, on essayera de présenter
ces méthodes sur un probléme elliptique modéle. Cependant, pour certaines d’entre elles,
on a choisi de rester fidéle & la maniére dont ces méthodes ont été introduites par leurs
auteurs, et ce en les présentant directement dans le cadre particulier qui a motivé leur
développement.

1.1 Problémes modéles

Pour simplifier la présentation des différentes méthodes adaptées a la résolution des
problémes elliptiques dans des domaines perforés, on se place dans le cadre du probléme
modéle : ’équation de POISSON (ou d’HELMHOLTZ), avec des conditions au bord de type
DIRICHLET homogeéne et/ou NEUMANN homogéne. On considére alors un domaine borné
) C R, a frontiére Lipschitzienne I', dans lequel est plongée une collection de sous-
domaines réguliers, notée B. Un exemple représentatif de la géométrie du domaine est
donné par la figure 1.1

F1G. 1.1 — Exemple représentatif de la géométrie d’'un domaine perforé.

Q) \ B désigne le domaine perforé de frontiére I'U-, oi1 I’on a noté par « la frontiére interne
(composée de plusieurs composantes connexes). Etant donnés f dans L*(Q\ B) et o un
réel positif ou nul, on se propose de résoudre les problémes suivants :

trouver u € HL(Q\ B), telle que :
ID . - (11)
au—Au=f dans Q\ B,

et o
trouver u € HL(Q2\ B), telles que :
Iy : au—Au = f dans Q\ B, (1.2)
ou 0
— = sur
on 7

12



1.2. Eléments finis conformes avec maillage adaptatif

ou

Hy(Q\ B) ={ue H'(Q\ B), uy,, =0}, (1.3)

HAQ\ B) = {uec H'(Q\B), w, =0}. (1.4)

La seule différence entres ces deux problémes réside dans le choix des conditions au bord
v des « trous» B. On a pris des conditions de DIRICHLET homogénes pour Ip et des
conditions de NEUMANN homogénes pour Iy. La formulation variationnelle « naturelle »
du probléme I, s’écrit comme suit : trouver u € H}(Q2\ B), telle que :

a/ uw + Vu-Vw = fw, Yw e Hi(Q\ B), (1.5)
OB O\B OB
et celle du probléme Iy est donnée par : trouver u € HE(Q2\ B), telle que :
a/ uw +/ Vu-Vw = fw, Ywe HN(Q\ B). (1.6)
O\B O\B O\B

L’existence et 1'unicité des solutions pour les problémes (1.5) et (1.6) sont assurées grace
au théoréme de LAX-MILGRAM (cf. [16]).

Dans ce qui suit on présente quelques méthodes numériques adaptées a la résolution
de tels problémes. Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories : celles utilisant
des maillages non structurés, pour mieux approcher la géométrie du domaine, permettant
de calculer avec précision la solution discréte, et celles s’appuyant sur une grille cartési-
enne permettant 1'utilisation de solveurs rapides et la construction de préconditionneurs
efficaces.

1.2 Eléments finis conformes avec maillage adaptatif

Vue la géométrie du domaine, ’approche la plus naturelle pour résoudre numérique-
ment un probléme de type Ip, ou, Iy, par la méthode des éléments finis, est de considérer
un maillage non structuré, éventuellement raffiné au voisinage des trous. Voir la figure 1.2
pour un exemple d’une triangulation de ce type.

Le but est d’étre précis 1a ot généralement on s’attend a un fort gradient de la solution.
Au deld du voisinage des trous, ot la solution est assez réguliére, on peut se permettre
de considérer un maillage grossier. Cette approche a fait I'objet de plusieurs travaux, ce
qui explique son cadre mathématique assez complet, notamment les estimations d’erreurs
optimales dont nous disposons (cf. [15]).

L’inconvénient majeur est surtout la perte de la structure cartésienne, ce qui rend
difficile la construction de préconditionneurs classiques, et exclut 'utilisation de solveurs
rapides. Par ailleurs, la dégénérescence des éléments de la triangulation, qui se manifeste
dans le cadre des problémes instationnaires ol les trous sont mobiles, impose un remaillage
du domaine a chaque pas de temps, ou, dans le meilleur des cas, & chaque « paquet » de pas
de temps. Ce qui est une tache trés cotiteuse, surtout en 3D. (Voir [52] pour un exemple
de simulation numérique bidimensionnelle d’écoulements fluide-particules basée sur cette
approche).
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F1G. 1.2 — Maillage non structuré.

1.3 Meéthodes numériques basées sur des maillages cartésiens

Afin de surmonter les difficultés, si 'on peut dire, des méthodes basées sur des maillages
adaptatifs fidéles a la géométrie du domaine, on peut plonger le domaine perforé dans un
autre domaine de forme plus simple (typiquement un domaine parallélépipédique de R?)
dans lequel on considére un maillage structuré, voire une grille cartésienne. Le domaine de
calcul sera donc ce nouveau domaine fictif. Cette idée est quasiment commune a toutes les
méthodes développées pour cet effet. La différence entre elles est surtout la maniére avec
laquelle les trous sont pris en compte, la précision de calcul, la facilité d’implémentation
et bien stir la théorie mathématique sous-jacente.

Dans ce qui suit on présente quelques méthodes basées sur cette technique.

1.3.1 Méthode de la frontiére immergée (Immersed Boundary Method)

La méthode de la frontiére immergée est probablement I'une des premiéres méthodes
permettant de faire des calculs dans des géométries « complexes» tout en utilisant des
maillages cartésiens. Elle a été introduite par C. PESKIN dans les années 70 (cf. [59,
60]) pour la simulation d’écoulements sanguins dans le coeur humain et, d’'une maniére
générale, pour des problémes d’interaction fluide-structure en hémodynamique. Depuis
son apparition, cette méthode a suscité l'intérét de beaucoup de chercheurs travaillant
dans le cadre des mathématiques appliquées & la biologie. On trouve une synthése de la
plupart de ces applications dans [61] et ses renvois bibliographiques.

L’idée principale est de « baigner» la structure dans le fluide, et de modéliser les
effets de cette structure par une force appliquée sur le fluide, et agissant suivant une
distribution surfacique de DIRAC portée par la structure. Les équations du fluide sont alors
résolues, par la méthode des différences finies, dans le domaine en son ensemble (réunion
des domaines occupés par le fluide et la structure) en utilisant une grille cartésienne.
Afin de pouvoir approcher I'interaction fluide-structure, un autre maillage curviligne (lié
a la structure) est considéré. Pour plus de précision, notamment concernant ’analyse
mathématique de cette méthode, le lecteur est invité & consulter [61].
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1.83. Méthodes numériques basées sur des maillages cartésiens

1.3.2 Méthodes de domaines fictifs

R. GLOWINSKI et al. (voir |26, 28, 4, 5, 21, 29, 24, 22, 25, 30] et leurs références)
sont les instigateurs des méthodes de domaines fictifs. L’idée principale est de ramener
la résolution d’un probléme elliptique initialement posé dans un domaine perforé en un
probléme posé dans un domaine, plus grand, de forme plus simple et permettant 'utilisa-
tion des maillages structurés. Bien évidemment la difficulté tient & la prise en compte de
la complexité géométrique du domaine sans pour autant qu’elle soit « prise en charge»
directement par le maillage. Outre cette difficulté intrinséque, on s’interdit, dans ce cadre,
la modification de 'opérateur global afin de garantir un systéme linéaire a précondition-
nement « raisonnable ».

Pour présenter ces méthodes, on se place dans le cadre du probléme modéle Ip et de
sa formulation variationnelle (1.5). Au lieu de considérer le probléme dans le domaine
perforé Q \ B (cf. figure 1.1), on le réécrit dans tout le domaine €, qui est supposé étre un
ouvert polygonal et simplement connexe. Notons par f un prolongement de f dans L?(Q)
Formellement, on peut réécrire I’équation (1.5) sous cette forme : trouver u* € H}(1),
telle que :

a/ wrw* + / Vu* - Vuw* = /?w*, Vw* € Hy(Q). (1.7)
Q Q Q
uw* = 0 sur 7. (1.8)

Deux questions se posent :
1. Quel est le meilleur choix du prolongement f du second membre f?

2. Comment imposer les conditions au bord + des trous B ?

Pour répondre & la premiére question, a priori, le choix naturel de I’extension f du
second membre est de prolonger f par 0 dans B. Or, comme on peut le remarquer dans [28|
et [21], Pestimation d’erreur entre la solution du probléme continu et celle du probléme
discret dépend de la régularité de u* dans le domaine fictif €2, et, a fortiori, elle dépend
aussi de la régularité de f. En conclusion, le choix trivial de I’extension du second membre
f ne semble pas le meilleur. Dans [5], C. ATAMIAN et P. JOLY proposent une approche
permettant de calculer ’extension optimale de f en résolvant un probléme auxiliaire.

La deuxiéme question évoque le point le plus délicat des méthodes de domaines fictifs.
En effet, la géométrie du domaine n’est pas totalement prise en compte par le maillage
qui « ignore» les trous. Ainsi, comment prendre en compte des conditions au bord sans
que ce dernier ne soit représenté par le maillage ?

D’autre part, la qualité de la solution est intimement liée a I’extension du second membre
f, et il ne suffit pas seulement que ce prolongement soit régulier. En effet, ceci peut étre
illustré par un exemple simple en 1D : prenons Q =|0,1[, B =]a,b[C|0,1[, OB = v =
{a} U {b} et f = 1, ainsi que 'extension f = 1. On veut donc résoudre le probléme

suivant :
—u” =1 dans ]0,alU]b, 1],

15



Chapitre 1. Etat de Uart. Méthodes existantes

Il est clair que la solution u peut étre représentée par les deux courbes en trait continu
de la figure 1.3.

Quant a la solution u* de la formulation domaines fictifs associée (de type (1.7)-
(1.8)), elle est définie sur tout le segment 0, 1] en prenant f comme second membre, et
est représentée par les trois courbes (on suppose qu’on a pu prendre en compte d'une
maniére exacte les conditions au bord 7).

F1G. 1.3 — Exemple 1D - Saut de la dérivée normale de la solution.

Bien que I'extension de f soit assez réguliére sur tout le domaine €2, cela n’empéche
pas Papparition d’un saut de la dérivée normale & travers le bord du trou (représenté ici
par les deux points a et b). On trouve dans [4] une solution pour contourner ce probléme.
En effet, 'approche proposée consiste a utiliser f|z comme une variable de controle afin
de minimiser le saut de la dérivée normale.

Dans les sous-sections qui suivent on présente en détail les deux approches les plus
utilisées dans le cadre des domaines fictifs : domaines fictifs avec mutiplicateurs de LA-
GRANGE de surface et domaines fictifs avec multiplicateurs de LAGRANGE distribués. On
présente également une troisiéme approche basée sur une technique de pénalisation.

Domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange de surface

Afin d’imposer les conditions au bord du trou a ’aide des multiplicateurs de LA-
GRANGE, R. GLOWINSKI et al. [26] formulent I’approche domaines fictifs comme un
probléme de point selle. On considére le probléme modéle I : (1.1) et sa formulation
variationnelle (1.5) : trouver u € H}(Q\ B), telle que :

a/ uw + Vu-Vw = fw, Yw € Hy(Q\ B). (1.9)
OB OB OB

Au lieu de faire la résolution sur le domaine perforé 2\ B, on se raméne & un probléme
sur le domaine ) (supposé polygonal) avec la contrainte u* = 0 sur 9B = 7. Le nouveau
probléme s’écrit de la maniére suivante : trouver u* € H}(Q2) telle que :

a/ ww* + / Vu* - Vu'+ < A\, w* >1 / fuw*,
Q Q

V(w*,p) € HY(Q) x H-3(y),  (110)

< b, u* >1,= 0,
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oil f est un prolongement de f dans L?(Q) et < -,- 21 désigne le produit de dualité
entre Hz(v) et H 2 (7).

4 ™\
’ \
/

/

F1G. 1.4 — Exemple (bidimensionnel) des maillages de €2 et de 7.

Les multiplicateurs de LAGRANGE ainsi introduits « vivent» dans un espace défini
sur la surface 7. On a donc juste besoin d’un maillage surfacique du bord du trou. Voir la
figure 1.4 pour un exemple bidimensionnel des maillages du domaine {2 et de la surface ~.

Le systéme linéaire issu de la discrétisation du probléme (1.10) est de la forme :

(5 5)(0)=(5) o

Il peut étre résolu par des méthodes de type UZAWA ou bi-gradient conjugué.

Domaines fictifs avec mutiplicateurs de Lagrange distribués

Une autre approche basée sur I'utilisation des multiplicateurs de LAGRANGE est celle
des multiplicateurs distribués. Cette fois la contrainte n’est plus appliquée sur le bord
mais plutét sur tout le trou B. Cette approche est analysée dans GIRAULT et al. [22] et
GLOWINSKI et al. [24, 25].

Pour résoudre le probléme modéle I par cette approche, la formulation variationnelle
de la section 1.3.2 est remplacée par la suivante : trouver u* € H}(Q) telles que :

a/u*w*+/vu*-vw*+ LA wi, > :/?W*a
a a o . . (1.12)
V(w*, ) € Hy(Q) x (H'(B))',
< H, u‘*B >>1,B: 07

ot, dans ce cas, < -,- > p désigne le produit de dualité entre H'(B) et son dual.

Sachant que dans cette approche les multiplicateurs de LAGRANGE «vivent» dans le
volume B (surface en 2D), il est donc nécessaire de mailler B pour passer au probléme
discret. La figure 1.5 donne un exemple bidimensionnel des maillages de B et de €.

Un des avantages & ne pas négliger de cette approche, est de ne pas étre amené a
remailler I’obstacle quand il s’agit de problémes instationnaires o1 B est mobile.
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>\
PN
S

F1G. 1.5 — Exemple (bidimensionnel) des maillages de €2 et de B.

Domaines fictifs avec pénalisation

Cette approche a pour objet de prendre en compte les conditions aux limites, au bord
du trou, de type DIRICHLET moyennant une technique de pénalisation. Cette technique
est surtout employée en mécanique des fluides. Il s’agit dans ce cadre d’ajouter un terme
du type 1 [, u-v aux équations de NAVIER-STOKES :

)

0 1
—u-v+/Vu-Vv+/(u~Vu)v+—/u~v+/u-Vp:0, (1.13)
o Ot Q Q €JB Q

sous la contrainte d’incompressibilité V - u = 0. Cette technique est utilisée pour les
méthodes tensorielles (différences finies, méthodes spectrales, ondelettes [71]) qui ne per-
mettent pas une bonne approximation de la géométrie.

Cette méthode a été testée et mise en ceuvre dans le cadre de FreeFEM3D* (voir [18,
20]) ; la technique de pénalisation utilisée est de type surfacique, qui revient dans le cas
des opérateurs du second ordre, & faire tendre une condition aux limites de type FOURIER
vers une condition de type DIRICHLET :

1 n ou

—-U —

€ on
Rappelons que le réel positif € est destiné a tendre vers 0. On trouve une analyse mathé-

matique plus détaillée dans B. MAURY [54] et dans la thése de S. DEL PINO [18].

0 sur y=0B. (1.14)

1.3.3 Maillage localement adapté

L’objectif est toujours le méme, & savoir se ramener & un domaine de résolution de
forme simple permettant 1'utilisation d’un maillage cartésien. Cette méthode, dite de
domaine fictif algébrique, est introduite par V.K. SAUL’EV [70]. L'idée de celle-ci est
alors de plonger le domaine perforé dans un domaine plus grand et dans lequel on peut
considérer un maillage cartésien. Ce dernier est localement modifié pour prendre en compte
le trou. Voir la figure 1.6 pour un exemple bidimensionnel.

1A 3D finite element PDE solver : un logiciel de calcul (licence GPL) développé par S. Del Pino au sein
de I’équipe de O. PIRONNEAU (Laboratoire JACQUES-LOUIS LI1ONS). Voir http ://www.freefem.org
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La résolution se fait par la méthode des éléments finis standards dans le domaine
global €2, mais en préconditionnant le systéme linéaire par la matrice construite a l'aide
du maillage (structuré) non modifié.

L

N\

F1G. 1.6 — Maillage localement adapté.

D’un point de vue technique, la tache de modification du maillage est du méme ordre de
difficulté que la génération d’un maillage conforme (a la géométrie du domaine perforé).
En effet, il faut détecter les points de maillage & modifier tout en étant contraint de
rester aussi proche que possible du maillage structuré afin de tirer un profit maximal du
préconditionneur.

Cette méthode a été utilisée par S. DEL PINO et al. dans [19] pour résoudre un
probléme de HELMHOLTZ en dimension trois. Dans ce cadre, le préconditionnement du
systéme linéaire a été fait en utilisant une implémentation paralléle du préconditionneur
PSCR (voir chapitre 3 pour plus de détails), initialement développé par P.S. VASSILEVSKI
|80], et par Y. KUZNETSOV et al. |35, 44, 36].

Cette méthode est trés efficace. Toutefois, sa mise en oeuvre n’est pas une tache aisée.
En effet, d’'une certaine maniére, elle nécessite la génération d’un maillage du domaine
perforé puisque les sommets du maillage cartésien doivent étre déplacés pour prendre en
compte la présence du trou. Cette tache peut s’avérer plus compliquée que la génération
d’un maillage non structuré, compte tenu de la difficulté & combiner la qualité du maillage
et une bonne approximation du bord du trou.

1.3.4  Physalis

Cette méthode, dite Physalis, a été introduite par A. PROSPERETTI et al. dans [64]
dans le cadre de la simulation des écoulements potentiels autour de sphéres. Il s’agit d’un
couplage entre la méthode de différences finies et une représentation analytique, locale,
de la solution dans une zone proche de 'obstacle.

On considére une grille recouvrant tout le domaine et on identifie les sommets en-
tourant la particule. Ces sommets forment une « cage intérieure» (inner cage) englobant
la particule et une « cage extérieure» (outer cage) englobant la particule et la cage in-
térieure (voir la figure 1.7).
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e « Cage» extérieure

x « Cage» intérieure

FiG. 1.7 — Physalis. Exemple des « cages» extérieure et intérieure.

L’idée est de ramener la résolution dans le domaine en son ensemble (y compris la partie
occupée par les obstacles). Et pour « caler» 1’algorithme, on a besoin d’une connaissance
a priori de la solution analytique.

On doit donc disposer de I'expression analytique de la solution, méme localement dans
un voisinage de la particule. Par exemple dans le cas de I’équation de LAPLACE, et lorsqu’il
s’agit d’un obstacle de forme sphérique, on peut utiliser le développement en harmoniques
sphériques de la solution (voir [37] par exemple).

L’application de cette méthode aux équations de NAVIER-STOKES, pour simuler des
écoulements bidimensionnels autour de cylindres, est faite par S. TAKAGI et al. dans [76].
Quant a I’analyse mathématique, notamment la convergence de I'algorithme itératif, dans
le cas bidimensionnel des écoulements potentiels et de STOKES, elle se trouve dans H.
HUANG et al. [38].

On rappelle ici (dans I’algorithme 1.1) les principales étapes d’une itération de 1’al-
gorithme de Physalis dans le cas de la simulation numérique d’un écoulement, bidimen-
sionnel, autour d’un cylindre, régi par les équations de NAVIER-STOKES incompressibles.

boucle
Etape 1. Utiliser la solution calculée & I’itération précédente sur la cage extérieure
pour calculer les coefficients qui apparaissent dans ’expression de la solution locale
(solution du probléme de STOKES). // Ce qui se traduit par la résolution d’un systéme
linéaire dont ces coefficients sont solutions.
Etape 2. Utiliser ces coefficients pour calculer les valeurs de la solution locale sur la
cage intérieure.
Etape 3. Résoudre les équations de NAVIER-STOKES dans tout le domaine (toute
la grille différences finies) en imposant la solution calculée a ’étape 2 sur la cage
intérieure.
Etape 4. Evaluer la nouvelle solution sur les noeuds de la cage extérieure.

fin boucle

ALGORITHME 1.1: Physalis.
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1.3.5 Couplage FEM-BEM

R. CELORRIO et al. [11] ont introduit une méthode adaptée a la résolution de I’équa-
tion de LAPLACE dans un domaine perforé et ce, en décomposant la résolution en un
probléme intérieur et un probléme extérieur.

L’idée principale est toujours de se ramener en une résolution globale, dans le domaine
non perforé, ce probléme est appelé probléme intérieur par les auteurs de la méthode.

La particularité de cette méthode, quant a la maniére de prendre en compte la présence
d’un obstacle, se base sur la résolution, par la méthode d’éléments frontiére (BEM), d’un
probléme défini sur le bord du trou, ce probléme est dit probléme extérieur. Il s’agit ainsi
d’un couplage éléments finis (FEM) — éléments frontiéres (BEM).

On se place dans le cadre du probléme modéle I (page 12) avec « nul. Ce qui revient
a résoudre 1’équation de LAPLACE dans le domaine perforé représenté par la figure 1.1
(voir page 12) avec des conditions de DIRICHLET homogénes aux bords v et T

La stratégie de résolution consiste & décomposer la solution en la somme de deux
solutions : une solution, qualifiée intérieure, pour le domaine non perforé et une solution,
qualifiée d’extérieure, pour le domaine R?\ B (d = 2 ou 3).

La restriction au domaine perforé 0\ B de la somme de ces deux solutions est censée
approcher la solution du probléme de départ. La résolution de ces problémes se fait par
un processus itératif de type SCHWARZ dont & chaque itération la résolution du probléme
intérieur se fait par éléments finis, et celle du probléme extérieur, ramené en un probléme
défini sur la frontiére de la particule, par les éléments frontiéres (BEM). Une itération de
SCHWARZ pour cette décomposition est donnée par 'algorithme 1.2.

Etape 0. Initialisation : gf := 0, gé = 0.
boucle
Etape 1. Probléme intérieur : résoudre

—Av, =0 dans (),
{ v, =gp sur I (1.15)
Etape 2. Probléme extérieur : résoudre
R

ot S, : R? — R est le potentiel de simple couche défini par : S, := /(b(-, Y)U(y).
il

Le noyau ¢(z,y) est égale @ en 3D et égal & —log |z — y| en 2D.

Etape 3. Mise a jour : gi™ == —w,|r, gﬁ“ = —Up s

fin boucle

ALGORITHME 1.2: Couplage FEM-BEM.

La restriction de la suite v, + w, & Q\ B est censée étre une approximation de la
solution u du probléme du départ.
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1.

3.6 Couplage Différences finies — BEM

On présente dans cette section une méthode qui, dans le principe de base, ressemble

a celle présentée dans la section 1.3.5. Cette méthode a été récemment introduite par D.
RUSSEL et al. dans [69] pour modéliser des objets, bidimensionnels mobiles, dans un fluide
visqueux. Elle est basée sur la formulation tourbillon (vortex formulation) des équations

de NAVIER-STOKES et un couplage Différences finies — Eléments frontiéres (BEM).
Les équations de NAVIER-STOKES bidimensionnelles sont écrites sous leur formulation
tourbillon :
ow
E+U-Vw = vAw, (1.17)
AY = w, (1.18)
o oY
= Vi =(—=, == 1.19
u = V= (-5, (119)
w = VXu, (1.20)
ol w désigne la vorticité, u la vitesse, v la viscosité et ¢ la fonction de courant (stream

function) du champ de vitesse.

La procédure de résolution est résumée par l'algorithme 1.3 et la figure 1.8.

Etape 1. Calculer le champ de vitesse u créé par la distribution de la vorticité w et ce,
en résolvant une équation de POISSON pour la fonction de courant ¢)p dans le domaine
non perforé, et dont le second membre est égal a la vorticité dans Q\ B et 0 dans B.
Etape 2. Calculer l'interpolé de cette solution sur la frontiére de 1’objet immergé afin
d’approximer sa dérivée tangentielle ag_:.

Etape 3. Résoudre une équation de LAPLACE par la BEM de telle sorte que la super-
position de sa solution (¢;) avec celle de I’étape précédente (1 p) satisfasse la condition
de non pénétration.

Etape 4. Distribuer la vorticité autour du bord de I’objet pour satisfaire la condition
de non glissement.

Etape 5. Intégrer en temps ’équation de la vorticité.
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A =w
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o

FiG. 1.8 — Couplage Différences finies - BEM.
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1.3.7 Schéma aux différences finies corrigé

Il s’agit 1a de tout un volet de méthodes permettant la prise en compte d’objets (fixes
ou mobiles) immergés dans un domaine de forme simple. Ces approches sont certainement,
les plus anciennes dans ce cadre. Leur point commun est la résolution d’un probléme
elliptique ou parabolique en utilisant la méthode des différences finies.

La méthode de la frontiére immergée décrite dans la section 1.3.1 peut étre considérée
comme faisant partie de ce volet. Cependant, on a choisi de la présenter indépendamment
parce qu’a la différence de ces méthodes, le terme de correction nécessaire pour prendre
en compte la présence d’un objet, se fait au niveau du second membre, tandis que dans
ces derniéres c’est plutdt le schéma de différences finies qui est modifié. Dans ce cadre,
La méthode la plus connue est la méthode de I'interface immergée (Immersed Interface
Method) introduite par R.J. LEVEQUE & Z.L. L1 [50].

On trouve dans la littérature plusieurs variantes. On présente ici une des plus récentes,
celle introduite par D. CALHOUN dans [10] pour la simulation d’écoulements fluides bidi-
mensionnels en présence d’obstacle. Cette approche est basée sur un schéma de différences
finies & cinq points, modifié par un terme de correction qui agit sur les sommets proches
du bord de l'objet (voir figure 1.9). Formellement, on peut dire que le schéma est d’ordre
1 au voisinage du trou et d’ordre 2 ailleurs.

Dans le cadre de cette méthode, c’est la formulation tourbillon (décrite dans la section
1.3.6) des équations de NAVIER-STOKES bidimensionnelles qui est utilisée. On se raméne
donc a la résolution des équations de type POISSON. Ce systéme d’équations est résolu
dans tout le domaine en utilisant un solveur rapide et la prise en compte de I'obstacle est
faite par une correction introduite comme un terme source.

@\-5\

Schéma a 5 points
"

"
L")

€

a Points de l'interface

.?\. e Points irréguliers

F1G. 1.9 — Schéma aux différences finies corrigé.
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Chapitre 2. Méthode de la frontiére élargie (The Fat Boundary Method)

On reste dans le volet des méthodes numériques basées sur des maillages cartésiens
et adaptées a la résolution des problémes elliptiques dans des domaines perforés. L’objet
de ce chapitre est de présenter la Méthode de la frontiére élargie (The Fat Boundary
Method) que 1'on désignera par ses initiales : F.B.M..

2.1 Introduction et motivation

La Méthode de la frontiére élargie a été introduite par B. MAURY [53] dans le but
de résoudre le probléme de POISSON dans un domaine perforé. L’idée de base est proche
de celle des domaines fictifs. En effet, on remplace le probléme initialement posé dans un
domaine perforé par un probléme équivalent posé dans un domaine de forme simple. Dans
celui-ci, on considére un maillage cartésien permettant d’utiliser des solveurs rapides et
des préconditionneurs efficaces.

L’originalité est 1'utilisation d’un maillage cartésien tout en gardant la possibilité d’ap-
procher la solution avec précision dans un voisinage du trou, et ce, en utilisant un probléme
local, auxiliaire, basé sur un maillage fin.

2.2 Principe de la méthode

L’idée principale est de remplacer le probléme initialement posé dans le domaine per-
foré en deux sous-problémes : un probléme global et un autre local.

Le probléme global est posé dans un domaine, contenant le domaine perforé, de forme
simple permettant la construction d’'un maillage cartésien et l'utilisation des solveurs
rapides et/ou des préconditionneurs classiques.

Le probléme local est défini dans un voisinage des trous dans lequel on peut consid-
érer un maillage fin pour mieux approcher la solution. La figure 2.1 donne un exemple
bidimensionnel des maillages local et global dans le cas o B est formé par une seule
composante connexe.

Le lien entre les résolutions locale et globale se fait par :

— une interpolation d’un champ global sur I'interface artificielle v/ (comme dans I’ap-
proche de décomposition de domaines avec recouvrement totale proposée par P.
LETALLEC et M.D. TIDRIRI dans [49)),

— une prescription d’un saut de la dérivée normale & travers . Cette approche est util-
isée dans le cadre de la méthode de la frontiére immergée. Voir chapitre précédent,
section 1.3.1.

2.3  Formulation multi-domaines

2.3.1 Cas des conditions aux limites homogénes

On se place dans le cadre du probléme modéle I, a savoir €2 désigne un domaine
borné de R? (d = 2 ou 3), sa frontiére J est aussi notée par I' et elle est supposée
étre Lipschitzienne. Les trous dans le domaine {2 sont représentés par une collection de

26



2.3. Formulation multi-domaines

@
>

F1G. 2.1 — Exemple (bidimensionnel) des maillages local et global.

sous-domaines réguliers, notée B. La figure 1.1 du chapitre précédent donne un exemple
représentatif de la géométrie du domaine perforé Q \ B. Pour des raisons de simplicité,
et sans perdre de généralité, on se limite dans ce paragraphe au cas d’un seul trou. On
introduit donc une frontiére artificielle 4’ autour du bord v du trou B et on note par
w le sous-domaine délimité par v et +'. Le vecteur normal (sortant) au bord de Q\ B,
' U+, est noté par n. Celui, normal (sortant) a v = OB (respectivement a v C dw), ou,
a ' C Ow est noté par n (respectivement n). Notons que n = —n (voir la figure 2.2).

F1G. 2.2 — Exemple du domaine dans le cas bidimensionnel.

Remarque 2.1 Dans le cas ot B est formé par plusieurs composantes connexes, on
suppose que les « couronnes » de type w ne se recouvrent pas.

On introduit les espaces fonctionnels suivants :
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o Hy(Q) ={ue H'(Q), uj, =0}, munides normes :

e = ([ 1vaP) @1

Q

falho = [ 1k + [ vae)” 22
Q Q

e H}(Q\ B)={ue H(Q\B), wuj,, =0}, muni des normes

b= ( [ _1v?) 23

O\B

llhow=( [ 1P+ [ vap)’ 24
O\B O\B

e H(Q\B)={ue H'(Q\ B), wuj, =0}, muni des normes

b= ( [ _1vu?) 25
O\B

et de la norme définie par (2.4).
o H(w)={ve€ H'(w), v, =0}, munides normes :

mwz(AWMﬁé (26)
me=<AWF+AWM©% (27)

Remarque 2.2 Les fonctions de H}(Q2\ B) (respectivement H(w)) ne sont pas néces-
sairement nulles sur v (respectivement ~'). De méme, les fonctions de Hvl, (w) ne sont pas
nécessairement nulles sur .

et

et

et

Nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires :

0 1
Lemme 2.1 Soit v € H'(w), telle que Av € L*(w). On a alors, e H™2(0w) et

on

—/Avw:/VU-Vw—<< g—z,w >1 o0 vYw € H(w), (2.8)

0l L -, 1, désigne le produit de dualité entre H™2(0w) et Hz(dw).

Preuve. On peut trouver la démonstration de ce résultat dans GIRAULT-RAVIART [23]
par exemple. O]
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Remarque 2.3 Le domaine w auquel on s’intéresse est de forme particuliére : il s’agit
d’un domaine borné et & frontiére réquliére ayant deur composantes connezes (y et 7).
Comme v N~ = 0, on peut identifier (a un isomorphisme pres) les espaces H%(&u) et
Hz(y) x H2(7).

Définition 2.1 On définit application 7., trace sur v des fonctions de H'(Q), de la
maniere suivante :

. HYQ) — Hz(w)
wosur vy (2.9)

W T =
7 {O sur v/

Définition 2.2 Soit ¢ € H~2(y). On note par ¢ = (¢,0) € H™2(y) x H™2(/). On
définit une forme linéaire sur H %(&u) de la maniére suivante :

L Y, w >1 =< {/;, W 1 5, Yw € H(Q). (2.10)
Si en plus ¢ € L*(v),
<Yy = /z/;w. (2.11)
ol

La formule de GREEN, donnée par le lemme 2.1, peut étre écrite sous cette forme :

Corollaire 2.2 Soit v € H'(w), telle que Av € L*(w). On a alors, g_;}z € H2(0w) et

ov 1
- /W(Av)w = /WVU Vu- < Y >1. Vwe H(w). (2.12)

Etant donnés f € L2(Q2\ B) et a un réel positif ou nul, on s’intéresse a la résolution
du probléme modéle Ip :

trouver u € H}(Q\ B), telle que :
ID :
au—Au=f dans Q\B.
Le principe de la F.B.M. est de remplacer le probléme initialement posé dans le do-

maine perforé Q2 \ B par un couple de sous-problémes, 'un posé sur tout le domaine (2 et
I’autre sur la « couronne » w. Pour ce faire, notons par f le prolongement de f par 0 sur

B : .
Sow = /5 2.13
{ﬂg _ (2.13)

Dans la proposition 2.3, on montrera que le probléme Ip est équivalent & ce couple de
problémes : trouver (@, v) € Hg(Q) x H}(w) tel que :
o {av—Av = f dans w,

v, = U,
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ov
ol d, désigne la masse de DIRAC, associée a la surface v, et —d, 'élément de H*(Q)

on
(la forme linéaire) définie par :

15}
wEH&(Q)»—><<8:; w1,

(le crochet < -, >>1  est introduit dans la définition 2.2).

(2.15)

Remarque 2.4 On montrera que la forme linéaire, définie par (2.15), est continue sur
H}(Q) apres avoir établi le résultat suivant :

Proposition 2.3 Les problemes Ip et I sont équivalents au sens suivant :
i) si une fonction u de H}(Q\ B) est solution du probleme Ip, alors le couple (T, uy,)
appartient a Hy () x H)(w) et est solution du probléme My,
i) si un couple (U,v) de Hy(Q) x H}(w) est solution du probléeme My, alors la fonction
ulo\p appartient a HE(Q\ B) et est solution du probleme Ip.

Preuve. i) 1l est clair que si u € H}(Q\ B), alors u, Pextension de u par 0 dans B,
appartient & Hj(Q) et u, la restriction de u a w, appartient & H; (w). 11 est facile de
vérifier que v, est solution du premier probléme (IIp —a) du systéme II,. Soit % 'extension
de u par 0 dans B. Elle vérifie

ol — Au = f dans Q\ B, (2.16)
ot — AT = f dans B. (2.17)

Soit w E_H(}(Q) une fonction test. En multipliant (2.16) par w et en intégrant par parties
sur Q\ B (en tenant compte du fait que la trace de w sur I' C 9(Q2\ B) est nulle), on
obtient :

ou _
a/ uw —|—/ Vi - Vu— K —u,w >1.= fw, (2.18)
O\B O\B on 2 O\B

De méme, en multipliant (2.17) par w, en intégrant par parties sur B et en remarquant
que u est constante (nulle) sur B, on a :

al ww+ | Vu-Vw= [ fuw. (2.19)
Jyres fwmwe=,

En faisant la somme de (2.18) et (2.19) on a : Vw € H}(Q),

/uw+/Vu Vuw— < g_ w>>%ﬁ:/7w. (2.20)
0

Ce qu’on écrit, au sens des distributions :

_ _ < Ou
au—Au=f+ a—néq/ dans €, (2.21)

c’est-a-dire u est solution de (IIp — b).
ii) Réciproquement, soit (u,v) € Hy(Q) x H(w) solution du probléme M. Il est clair
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que u‘ﬂ\f appartient & H(Q\ B). Il est facile aussi de vérifier que o@mﬁ — A(ﬁ‘mg) =f

dans Q\ B. 1l reste donc & montrer que sa trace sur 7 est nulle.
D’une part, v, I’extension par 0 de v dans B, vérifie :

av—Av=f dans w, (2.22)

av — Av = f dans B, (2.23)

v, =1, (2.24)
D’autre part, les restrictions de 7 & w et B vérifient :

au—Au=f dans w, (2.25)

o — Au=f dans B. (2.26)

Soit a présent w € Hi/ (w U B), une fonction test de H'(w U B) a trace nulle sur +'.
Multiplions (2.22) et (2.25) par w et intégrons par parties sur w, on a :

ov
a/var/Vv Vw— <<8—w>>1 = /fw, (2.27)
n w
ou
uw + Vu Vu— < — o >, = fw. (2.28)
De méme, multiplions (2.23) et (2.26) par w et intégrons par parties sur B, on a :
_ ov _
alvw+ | Vi-Vo-<K —w>1, = fw, (2.29)
B B on 2 B
- ou
a/uw+/Vu V- < ——w>1 = /fw (2.30)
B B on 2 B
=0,
n 2
La somme des équations (2.27) et (2.29), nous donne
a/ Ew+/ Vv - Vw— << Y / fuw. (2.31)
wUB wUB
De méme, en faisant la somme des équations (2.28) et (2.30), on a :
o0
« uw+ Vu Vw— <<a—+aﬂw>>1 fw (2.32)
ou Ou ou .
Observons que n = —n, et que — + — := | =—| est le saut de la dérivée normale de
on 0On on|,

u a travers l'interface .
Rappelons que, par hypothése, @ est solution de (IIp — b). Elle vérifie alors :

~ ~ — 0
a/ uw+/ Vu-Vw:/ fw+<<—v,w>>;y. (2.33)
wUB B wUB on >
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En comparant cette derniére équation, (2.33), avec (2.32), on conclut :

7,5

270 = 2= 2.34
an,y on (2.34)

gl
En notant ¢ := u — v et en faisant la différence des équations (2.22) et (2.25), et la
différence des équations (2.23) et (2.26), on a

ap—Ap=0 dans w etdans B. (2.35)
De plus, I'équation (2.34) implique
¢
—1| =0. 2.36
[an] » ( )

Finalement, comme la trace de ¢ sur 7/ est nulle, on en déduit que ¢ = 0. C’est-a-dire
u_ =7, et comme par construction ¥ est nulle sur B, on a u|, = 0. Ce qui implique
1), = 0. D’ou ﬂb\ﬁ est solution de Ip. O

0
Remarque 2.5 v étant dans H(w) et Av dans L*(w), la dérivée normale 9 appartient

on

donc & H™2(dw) (pas nécessairement a L*(0w)). C’est pour cette raison qu’on a défini

la forme linéaire 0, en utilisant le crochet de dualité < -, - >1 Cependant, en

on -
utilisant des résultats de régularité classiques, on sait que u appartient o H*(Q\ B) (voir
DAUTRAY-LIONS [16] par exemple).

ou ~
Comme le saut {—] n’est pas forcément nul, et bien que u soit assez réquliere loin de
v

on
~, elle n’est que H%*(Q) (voir GRISVARD [381]). Toutefois, on peut vérifier que v est assez

v
réguliere (v € H?*(w)). D’ou, l'appartenance de o a H2(dw), en particulier & L*(0w).
n

ov
Ainsi, a la place du produit de dualité, on utilisera désormais cette définition de ——0d, :

on
ov . 1 Jv
a—n&, cw € Hy(Q) — praC (2.37)

v
Proposition 2.4 Soit v la solution du probléeme (Il — a). La forme linéaire

ov . 1 ov
a—n&, cw e Hy(Q) — a—nw (2.38)

o

est continue sur H}(Q).

Preuve. La continuité découle du fait que v € H(w) et Av € L*(w). En effet, Vuw € Hj(Q),

@w :/wAv+/Vv -V, (2.39)
Ow on w w
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ou n désigne la normale extérieure au domaine w (elle est égale & m si on est sur v et A n
si on est sur 7). En appliquant CAUCHY-SCHWARZ a l'inégalité (2.39), on a :

ov ov
[ Gl <1 [ gl Usvloulwlow + 1900l Dol @40

Comme v vérifie I’équation av — Av = f dans w, il vient :

[Av]ow < I Fllow + ellvllow S 10w, (2.41)

ot le symbole < désigne une inégalité a une constante multiplicative preés.
De méme,

IVUllow S 1 fllow- (2.42)
Finalement en utilisant w C (2,
v < <
|| 50 S lwllow + IVwllow S llwlie < [lwlie. (2.43)
gl
O

... . v . .
Remarque 2.6 On peut aussi écrire la forme linéaire 8—57 en fonction des intégrales
n

de volume. En effet, on introduit un probléeme auziliaire défini sur le sous-domaine Q* =
Q\ (BUwW), de frontiere 9Q* =T U~'. On introduit aussi I’espace H}(Q2¥),

HLQY) = {ue H(Q"), wu, =0} (2.44)
On note par v € HE(Y), la solution du probléme suivant :

{om—Av = f  dans QF, (2.45)

U|W, = UW.

Soit w € H(). On multiplie la premiére équation de (IIp — a) par w et on intégre
par parties sur w, on a

@w:a/vw+/Vv-Vw—/fw+ aqu. (2.46)
L on w w w 4 On

De méme, on multiplie la premiére équation de (2.45) par w et on intégre par parties sur
O* en tenant compte du fait que w soit nulle sur I", on a

ov ~ —
{jw: fw—a/ vw—/ Vv - Vuw. (2.47)
G an QO* * *
Par ailleurs, puisque f est L*(Q\ B), et i}]w, = ﬁw, v n'est qu’un prolongement, assez

régulier, de v. Par conséquent,

v w— ov
Oy o ONy

w. (2.48)
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v
D’ou, en utilisant les équations (2.46) et (2.47), la forme linéaire ——0. peut étre

on
définie par : pour tout w € H}(Q),

o e e (e I

(2.49)

v
Bien évidemment, la définition de la forme linéaire ——4.,, donnée par l’équation (2.49),

n’est pas celle qu’on utilise en pratique, puisque le principe de la F.B.M. est tel qu’on ne
construit pas de maillage, ni pour Q\ B ni pour Q*. On a donc choisi d’approcher linté-

ov
grale / n w en utilisant une formule de quadrature définie directement sur la surface ~y
n
v

(voir chapitre 3 pour plus de précision).

2.3.2 Cas des conditions aux limites non-homogénes

La formulation multi-domaines précédente se généralise, sans difficulté supplémentaire,
au cas des conditions aux limites de type DIRICHLET non-homogénes. En effet, le cas des
conditions non-homogénes sur I' est standard. Quant au bord 7, en suivant le méme
raisonnement que celui de la proposition 2.3, on montre un résultat analogue :

Proposition 2.5 Soient f € L*(Q\ B), g € Hz(v) et § un relévement harmonique de g
dans B. Le probléme

trouver u € HL(Q\ B), telle que :
I o
I ou—Au = f dans Q\ B, (2.50)
u = g sur 7,

est équivalent (au sens de la proposition 2.3) 4 ce couple de sous-probléemes : trouver
(w,v) € H} () x H'(w) tel que :

( av—Av = f  dans w,
a: U\,y/ = a\,ylu
I, . b =9 (2.51)
N = Jdv  Jg
\b: ozu—Au:f+((9—”—%)5v dans ().

Remarque 2.7 Si le relevement harmonique de g n’est pas facile a calculer explicite-
ment, on peut considérer n’importe quel autre relevement g, a laplacien dans L*(B) (cette
condition est remplie dés que g € H%(v)). Avec cette derniére condition, Ag peut étre
prolongé par 0 dans Q\ B en une fonction L*(Q). Dans ce cadre, I’équation (I}, — b)
devient alors :

dv  Jg

au—Au=f+ <8—n 8n> 0, —Ag dans (. (2.52)
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Pour des raisons de simplicité, dans tout ce qui suit, on ne s’intéressera qu’au cas des
conditions de DIRICHLET homogénes sur le bord 7.

Les deux problémes (I — a) et (IIp — b) du systéme I, sont couplés. Ce qui suggére
la construction d’une formulation de point fixe. C’est ’objet de la section suivante.

2.4 Formulation de point fixe

Notre objectif est de transformer le probléme I

o {om—Av = f dans w,

U, = UL,

o : (2.53)
~ = Ov
b: ou—-Au=f+-=06, dans €,
on

en un probléme de point fixe. Soit # un paramétre réel. Considérons ’opérateur

Tl ) HYQ) X i) — H(Q) x Hw) 5
(w,v) — U, V),
ou V € Hj(w) et U € H(Q) sont solutions de
aV — AV = f dans w,
{ V = v+ (1—-0)u sur~y, (2.55)
et oV
ol — AU =T+ %@ dans €. (2.56)
Par définition de 7y, on a la proposition suivante :
Proposition 2.6 Pour 6 # 1, (u,v) est solution de I, si et seulement si
(@, v; f) = (@,0). 2.57)

La recherche d’un tel point fixe se fait par un processus itératif. En effet, soit (u™, v™)
la suite de Hj(Q) x H.(w) définie par la relation de récurrence suivante :

(@™ o) = T@, o f). (2.58)

On montrera que, sous certaines conditions sur ¢, la suite ci-dessus converge vers la
solution exacte du probléme II,. Pour ce faire, on va se restreindre au cas homogéne
(f =0). En effet, si (u, vy) est le point fixe de 7y, la suite (u™ — up, v"™ — vy) recouvre le
cas non homogeéne.

On introduit les opérateurs linéaires D et N

D:HY(Q) — H\w)
u +—— Du =V, solution de (II, —a) : {
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et
N:Hj(w) — H(Q) )
v — Nov=U, solution de (IIp — b) : al — AU = %57 dans €.

(2.60)
On note par T : H}(Q) — HJ(9) le composé de D et N : T = N o D qu’on notera
parfois ND. Cet opérateur vérifie les deux propriétés données par le lemme suivant :

Lemme 2.7 L’opérateur T vérifie les propriétés suivantes :
— pour tout @ dans HJ(Q),
ITul1 0 S [Ule, (2.61)

— pour tout u dans Im(IN),
< T3 >%<0. (2.62)

o < -, >§a5% désigne le produit scalaire (pondéré) dans H}(Q) défini par :

< u,w >%: / Vu - Vuw + a/ uw, Yu,w € Hy(Q). (2.63)
Q Q

Preuve. Soient V = D@ et U = Tt = N o DU = NV. La continuité de T découle de celle
des opérateurs du diagramme suivant :

i€ HHQ) — T, €Hi(y)

T
Ve Hj(w) (2.64)
oV !
a—nVEH_%(v) — U € HL(Q).

Passons a ’équation (2.62), c’est-a-dire montrons que < (7, u >§?g§ 0. Comme U = NV,
en prenant u comme fonction test, on a :

(e ~ ~ ov
< NDu, 7 >\ = / VU .Vu + a/ Uu= | —u. (2.65)
’ Q Q , on
Or, uw € Im(N). Elle est donc solution de :
au— Au=¢£0, dans €, (2.66)

pour une certaine fonction £ € H _%(7). Multiplions (2.66) par V, et intégrons sur w en
utilisant le fait que la trace de V' sur ~ est nulle :

/ Va.vV + a/ av— [ 2y . (2.67)

L oR
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Une autre intégration par parties nous donne :

—/aAv+a/av+ a—va+/ A auV:O, (2.68)
A w > ’y

—U =
v877, , On o on

w

~
0

et par suite, on a :

Vo [ Oy, / V. (2.69)
. on o on o on

d’ot, en utilisant le fait que V| , = u|_,, on a:
v ol

<ND@,@>§‘§{:/8—VQ: af‘v—/ Vo [2iG [Ny (a9
: 5 on 4 on 4 On 4 on 4 On

Remarquons que :
{ au—Au =0 dans QF,

i —o (2.71)

ot * = Q\ (BUw). Ce qui implique (en prenant % comme fonction test et en intégrant

par parties sur 2*) :
ou . . ~
/ qfu = —/ |Vu|2 — a/ \u|2 < 0. (2.72)
,Y/ 87’& Q* Q*

aV —AV =0 dans w,
V. =0,

~

/ 8YV:/|VV\2+04/|V|220. (2.74)
! 8'"/ w w

Finalement, I’équation (2.70) et les inégalités (2.72) et (2.74) nous donnent :

De méme,

(2.73)

implique

oV .
—u < 0. (2.75)
5 on
Alinsi, R
<U,a>P<o. (2.76)

n

Notons par Cr la norme de 'opérateur T = NoD (constante optimale pour I'inégalité
(2.61)). Le résultat suivant permet de prouver la convergence de 1’algorithme de point fixe.

Proposition 2.8 Pour tout 6 €]1 — 1[, il existe des constantes k €]0,1[ et

(1+Cp)?
Cp > 0 telles que, pour tout (u,v) € Im(Zy(-,-;0)),

Ul1q < k[t]1q, (2.77)
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et
‘V|17W S ‘9‘U|17W+CD‘E|17Q, (278)

ot ((7, V) = Ty(u,v;0). Le k optimal (par rapport a la magjoration (2.78)) est obtenu pour
1

0 =0 =1— m, et sa valeur est kopr = \/Oopt-

Preuve. On a, par hypothése : (u,v) € Im(7,(-,-;0)). Ce qui implique en particulier
u = No. D’autre part, (U, V) = Typ(u,v;0). On a alors :

V =6v+(1-6)Da. (2.79)

L’inégalité (2.78) est donc une conséquence immédiate de la continuité de I'opérateur D.
On a noté par Cp la constante de continuité de D.
D’autre part,
U = NV
= 6Nv + (1—60)NDu
= 0u + (1-0)Tu
u + (1—-60)(Tu—7u).

(2.80)

Et par suite :

Oho=(0.0),, = liha + (1-0PTa-ak,
2(1 = 0)(Tu —u,u), (2.81)

= luffg — 2(1- )|UI19+2(1—9)<T@@>1,9
+ (1= 0)*Ta —1lf q.

+

Or, en utilisant I'inégalité (2.62) du lemme 2.7 (pour alléger les notations, « est choisi
égale a 0 ici), on a
(T4, u), o < 0. (2.82)

Par ailleurs, la continuité de I'opérateur T implique :
TG —aliq < (1+Cr)’fuli g (2.83)

L’équation (2.81) implique donc

U3 < (1—2(1—0)+ (1 —0)*(1+Cr)?) |af g (2.84)
Ainsi, pour tout 8 € |1 — L 1
b) p (1 +CT)27 b)
k=+/1-2(1-0)+(1—-0)21+Cp)? < 1. (2.85)

D’ou l'inégalité (2.77). Le 6 optimal 6,,; en découle directement en prenant la valeur,
admissible, pour laquelle le membre de gauche de I'inégalité (2.85) est minimal. O
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Corollaire 2.9 Supposons que 0 €]1 —2/(1+ Cr)?, 1. On a alors : pour tout (a°,v°) €
H}(Q) x H}(w), la suite (u™,v™) définie par la relation de récurrence :

(@™ot = Ty(@m,v™; 0) (2.86)
converge vers (0,0).

Preuve. soit (\™, u™) € R? la suite définie par
A0 [7°|1.q )
_ Q) 2.87
()= (e (287
AmHL k0 A A
(Mm“>_(CD9)(um)_A(Mm)' (288)

En utilisant les inégalités (2.77) et (2.78), on a |[u™|; o < A" et [v"]1, < p™. Comme le
rayon spectral p(A) = max(k, 6) est strictement inférieur a 1, la suite (A, u™) converge
vers (0,0), et de méme (|u™ |10, [v™|10)- O

Remarque 2.8 Le calcul de 0,,, qui apparait dans la proposition 2.8, est basé sur la
constante Cp. Cette derniére dépend implicitement de la géométrie du domaine. Dans des
cas simples, ot le second membre f € L?(Q\ B) est radial, T, v et 7' sont des sphéres
concentriques de R® (ou des cercles concentriques de R?), on peut avoir une estimation
assez précise de cette constante et par suite la possibilité de calculer avec précision Oy
(voir [53]). Par exemple, dans le cas ow 7y est une sphére de rayon R et ' est une sphére

de rayon R+ ¢, on a Cp ~ —.

Par ailleurs, calculer le pcgzmmétre Oopt est certainement un avantage puisque, dans des
cas stmples par exemple, cela permet la convergence de [’algorithme de point fixe en une
seule itération, mais, en pratique, comme on le verra dans le chapitre 3, ’estimation de
ce parameétre n’est pas indispensable ; il suffit simplement de prendre 6 raisonnablement
proche de 1 pour avoir une convergence en une dizaine d’itérations.
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Chapitre 3. Méthode de la frontiére élargie : discrétisation et implémentation

Afin d’alléger la notation, et sans perdre de généralité, on s’intéresse dans ce chapitre
au probléme modéle Ip, décrit dans les deux précédents chapitres. En outre, on prend
a = 0, et par suite nous nous intéresserons a la discrétisation du probléme de POISSON,
par la F.B.M., en utilisant les éléments finis Q' (voir I’annexe B pour plus de détails sur
ce type d’éléments finis). L’espace (de dimension finie) d’approximation par ces éléments
finis est noté par Uy, ou h désigne le pas de discrétisation. Rappelons que U;, C H} ().

3.1 Quelques outils nécessaires

Pour construire le probléme discret, montrer sa convergence et établir les estimations
d’erreurs (dans le chapitre 4), on a besoin des résultats suivants :

3.1.1 Théoréme de NITSCHE et SCHATZ

Soient 2y CC 7 CC 2. On suppose que pour Gy et G deux sphéres concentriques
telles que Gy CC G CC €2y, il existe hg > 0 tel que pour tout 0 < h < hg, les hypothéses
suivantes sont vérifiées :

H.1 : il existe une projection P, : L*(2) — Uy, et une constante C' (dépendant de

Go, G et Py), telles que pour tout w € H(G) (1 < ¢ < 2),

||w — Phw||1,(; S Ch€_1||w||g7(;. (31)

Si en plus supp(w) C Gy, alors supp(Pyw) C G.
H.2 : Pour tout h < hg, il existe un ensemble G}, Gy CC G}, CC G, et une constante
C' (dépendant de Gq et () tels que pour tout wy, € Uy, si 0 <1 <1,
lwallre, < CRHwallie,- (3.2)

Théoréme 3.1 (NITSCHE et SCHATZ [57]). Soient Qy CC Q; CC Q. On suppose que les
hypothéses H.1 et H.2 sont satisfaites. Soient u € H Q) (1 < < 2) et uy, € Uy, telles
que, pour tout wy, € Uy N Hg (1),

V(u—up) - Vw, = 0. (3.3)
951

Il existe alors hy < 1 et une constante C (dépendant de Qo et Qy), tels que pour tout
h < hy, on a:
lu = unll oo < C (K Hlulloo, + lu—unllos,) - (3.4)

3.1.2 Rappel de quelques notations
e On rappelle que Q* est le sous-domaine de Q \ B, défini par :
F=Q\ (BUD).

(Voir la figure 3.1).
e Le théoréme 3.1 et le lemme 3.2 vont étre appliqués en prenant

QOZQ* et leﬁ\p
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3.1. Quelques outils nécessaires

FiG. 3.1 — Géométrie.

3.1.3 Inégalité inverse pour les fonctions harmoniques

Lemme 3.2 Soient (g CC €. Il existe une constante C, telle que l’on ait pour toute
fonction & harmonique sur $y

€l2,00 < Cll€]l10.- (3-5)

Preuve. Soit p € C§°(€21) une fonction cut-off avec p = 1 dans 2. On a alors :

[€l2.00 < 1p€l200 < [[A(PE)]lo.01- (3-6)

Le résultat en découle en remarquant que
A(p€) = EAp+ pA§ +2Vp - VE. (3.7)

et le fait que £ soit harmonique sur €2;. U

3.1.4 Projection de GALERKIN

On note par 7, la projection de GALERKIN, définie par : m), : Hj(Q) — Uy, telle
que,

/ V(mpu) - Vwy, = / Vu-Vwy,, Yw, € U,. (3.8)
Q

Q

On a le résultat suivant :
Théoréme 3.3 Si en plus €2 est conveze, il existe une constante C' telle que l’on ait pour

tout u € H}(Q) :
llu — mhulloo < Chllull10- (3.9)
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3.2 Problémes discrets

Etant donnée f € L?(Q\ B), on s’intéresse a la classe de problémes Ip, introduits
dans le chapitre 1 :

trouver u € H}(2\ B), telle que :
Ip : N (3.10)
—Au=f dans Q\ B.

Rappelons que résoudre ce probléme par la F.B.M., revient & résoudre la formulation
multi-domaines I, qui lui est associée (voir chapitre 2) : trouver (u,v) € Hy(Q) x HJ(w)
telles que :

o { ~Av = f dans w,

v, = o,
| (3.11)
= Ov
b: —-Au=f+ %@ dans €.

3.2.1 Schéma semi-discret

Puisqu’on a a résoudre deux problémes couplés, I'un local (défini au voisinage des
trous) et l’autre global (posé dans tout le domaine (2), leur analyse mathématique no-
tamment celle du probléme discret n’est pas une tache aisée. Pour simplifier ce probléme,
dans un premier temps on a essayé de se focaliser sur la résolution globale.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a la discrétisation du probléme global (I, — b). Le
probléme local (II, — a) est conservé sous sa forme continue.

On introduit donc un espace d’approximation de dimension finie U, C Hj () vérifiant
les hypothéses du théoréme 3.1 (NITSCHE et SCHATZ) de la section 3.1.1. Cette analyse
a été réalisée en collaboration avec S. BERTOLUZZA (voir [8]).

La solution discréte du probléme global est définie a I’aide de la projection de GALERKIN
7y, (section 3.1.4).

Pour définir le schéma semi-discret, on suit la méme méthodologie que celle du chapitre
2 ol on a construit et montré la convergence d’un algorithme de point fixe correspondant
au probléme continu. En plus des opérateurs N, D et T (T = N o D) introduits dans le
chapitre 2 (page 35), on a besoin de deux nouveaux opérateurs T* et T}, qui sont donnés
par le diagramme de la figure 3.2.

Plus précisément T* = T o 7w, = N o D o 7y, et il est défini par

T HNQ) T U CHYQ) D Hw) N HAO) (3.12)
u —  TRU — V =Dm,u — U = NDm,u,
ou, V = Dmu est solution du probléme (local)
—-AV =0 dans w
~ ’ 3.13
{ Vi, = (ma),, (3.13)

44



3.2. Problémes discrets

T
N,
A2, € HAQ2t ) prt ) e,
T T

F1G. 3.2 — Diagramme définissant les opérateurs T, T™, et T},

et U = NDr,4 est solution du probléme (global)

~ OV
—AU = —0v dans Q. 3.14
5 O (3.14)
Quant a 'opérateur T}, il est égal a , o T, et il agit sur U= ND7r,u en la projetant
sur l'espace discret U, (via la projection de GALERKIN 7r},).

A linstar de Iopérateur 7Zy(-, -, f) (chapitre 2, page 35) définissant la formulation de
point fixe dans le cadre du probléme continu, on introduit 7;*(-, -, f) défini par :

(uha U) = (Uh7 V)7
ou, f € L*(Q\ B) étant donnée, V € Hl(w) est solution de
—-AV = f dans w,
{ V = Ov+(1—-60)u, sury, (3.16)

et uy, € Uy, est telle que, pour tout w;, € Uy,

/Vﬁh-th:/fwh+/8—th. (317)
Q Q L on

La question qui se pose est donc la suivante : existe-t-il un point fixe (uy,v*) € U, x
H.(w) du probléme

(@n, v*) = Tg" (U, v*; f) | ? (3.18)

Afin d’apporter une réponse a cette question, on passe par une étape intermédiaire
qui consiste & reprendre la formulation de point fixe du probléme continu (2.58) et a
remplacer, dans les conditions aux limites du probléme local, u;, par son projeté (au
sens de GALERKIN). On considére donc la formulation de point fixe auxiliaire définie par
Vopérateur 7/ (-, -; f) qui est donné par

Ty (o f) 0 Hy(Q) x Hy(w) — Hy(Q) x Hi(w)

(@, v) — (U, V), (3.19)
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ou V € Hj(w) et U € H}() sont respectivement solutions de :

—-AV = f dans w,
{ V = v+ (1—-0)m,u  sur v, (3.20)
« oV
—AU = [+ 8—7157 sur €. (3.21)

La formulation de point fixe auxiliaire consiste a trouver (u*,v*) € Hg(Q) x H}(w),
solution de

(u*,v*) = TS (u*,v*; f) | (3.22)

L’objet du lemme 3.4 est de faire le lien entre les solutions du schéma auxiliaire (3.22)
et celles du schéma semi-discret (3.18).

Lemme 3.4 Si (u*,v*) est une solution du schéma auziliaire (3.22), alors (mu*,v*) est
une solution du schéma semi-discret (3.18). Réciproquement, si (Uy,v*) est une solution
du schéma (3.18) et si on prend u* € HJ(Q) l'unique solution de

. = Ov
—Au* = f+a—n§7 sur €2, (3.23)

alors le couple (u*,v*) est solution du schéma auziliaire (3.22).

Preuve. (u*,v*) est une solution de (3.22), ce qui implique que v* et u* sont respectivement
solutions de

{ —Av* = f ) dans w, (3.24)
v* = mput o osur
et S+
. = Ov
—Au* = f+ a—né,y sur Q. (3.25)
Soit (ﬁh, V) € Uy x H}(w), tel que (ﬁh, V) = T (mpu*,v%; f). On a alors :
—AV = f dans w,
{ V = v+ (1 —-0)mu*  sur 7. (3.26)
Or, sur v/, Ov* + (1 — 0)7pu* = v*, et par suite V = v*.
Par ailleurs, par définition de Uy, on a :
. - ov*
VU, - Vwy, = fwh -+ wy, Ywy € Uy, (327)
Q Q . on
Comme u* est solution du probléme (3.25), elle vérifie donc :
. = ov*
Vu* -V, = fwh -+ — Wk, Ywy, € Uy,. (328)
Q Q L on
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3.2. Problémes discrets

En comparant les équations (3.27) et (3.28), on a :

/ Vﬁh -Vuwy, = / Vu* - th, Yw,, € Uh, (329)
Q Q

qui veut dire ﬁh = mpu*. D’ou (m,u*, v*) est solution de (3.18).

Réciproquement, soit (uy,, v*) solution du schéma (3.18). Ceci implique :

Av* j dans c;), (3.30)
v* = u, sur v,
et
~ - ov*
Vuy, - Vwy, = fw, + —wp, Yw, € Uy. (331)
Q QO v on

Sachant que u* est solution de (3.23) et uy, vérifie (3.31), il est clair que uy, = 7 u*. Soit
a présent (U, V) = T (u*,v*; f). V vérifie donc :

{ AV = f dans w, (3.32)

V = 6v'+ (1 —-0)mu*  sur .

Or, sur 7/, v* + (1 — §)m,u* = v*, et par suite V = v*. Il est clair qu’en comparant (3.21)
et (3.23), on en déduit que U = u*. Ce qui achéve la démonstration. O

A Tl'aide du lemme 3.4, on a pu faire le lien entre la formulation semi-discréte (3.18)
et le schéma de point fixe auxiliaire (3.22), il suffit donc d’étudier I'existence et 1'unicité
de solution pour (3.22). Pour ce faire, on a besoin d’établir une propriété sur ’opérateur
T* (défini par (3.12)) qui approche au mieux le résultat du lemme 2.7 page 36). On a le
lemme suivant :

Lemme 3.5 Soient u € H}(Q) et £ € H2(v) telles que U soit solution de I’équation
—AU = &0, dans . (3.33)
1l existe alors une constante C*, telle que,
< T'U, 0 >1,0< C*R |11} o, (3.34)

ol < -, >1.q désigne le produit scalaire dans H}(Q) : Yu,w € H}(Q),
<u,v>10= / Vu - Vo. (3.35)
Q

Preuve. Comme T* = N o D o ), (voir (3.12)), en considérant V € H}(w), défini par
V = D(m,u), on a T*u = NV. D’out T*u est solution de :

/ V(T*u) - Vw = / 8—Vw, Vw € Hy(9). (3.36)
Q v on
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Or,
< T*u,u > 0= / V(T*u) - Vu, (3.37)
Q

avec U € Hy(Q2). Tl vient donc

8V

< T*u,u > 0= 3.38
u,u 1,2 87’1, ( )
Par ailleurs, en multipliant —Au = £, par V' et en intégrant le tout sur w, on a
ou ou
V=|[|Vu-VV-—- [ —V+ V. 3.39
[y : /w B Lon ) on (3.39)

Or, V = 0 sur v (rappelons que V' € H!(w)). L’équation (3.39) devient donc

/Vu vV — /—v_o (3.40)

Une deuxiéme intégration par parties (de I’équation (3.40)) nous donne

- [ aav - N /—V_o (3.41)
w L on

Or, —AV =0 dans w et n = —n. On a donc

oV oV ou
a=— | = —V 42
8nu oy 8nu+/7, 8nv (3.42)

C’est-a-dire, en utilisant (3.38) et en intercalant 7,

PN v . ou
< T*u,u > 0= — 8—nu + aZV (3.43)

Rappelons que V' = D(m,u). Ce qui implique en particulier : V' = m,u sur 7. En in-
tercalant V' dans la premiére intégrale de (3.43) et u dans la deuxiéme, I’équation (3.43)
devient

ov ov ou ou

<T"u, 0 >10= —V - — — u— 3.44
U, >0 u— mpu) + ’ 8nu+ an(ﬂ'hu u). ( )

8n 6n an 4

Or, il est facile de vérifier que

ou .
/ —V = —‘V‘lew et %U = —‘U‘QLQ*, (345)
avec 0 = Q\ (BUw). Ce qui implique finalement
SN N oV = on,
< T'U,u > 0= —|V\21,w — \u|2179* — | —(u—mpu) + / Y —(mpu—u)|.  (3.46)
G 8’n G 8’n
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3.2. Problémes discrets

On a donc besoin de majorer les deux intégrales du second membre de 1'équation (3.46).

On a
oV

8n<

u— mwhu)

H H [ — mpully - (3.47)
Par le premier et le deuxiéme théoréme de trace, on a respectivement

S IVhw- (3.48)

1

o= il S 8- miho e |5

Appliquons maintenant le théoréme de NITSCHE et SCHATZ (théoréme 3.1 page 42). On
a donc
U — il S hlulyg + (U — w0l g, (3.49)

oil on a noté par ) un ouvert vérifiant Q* C Q C Q\ B (ce nouveau sous-domaine a été
introduit afin de garantir une régularité suffisante de u).

En utilisant I'inégalité inverse pour les fonctions harmoniques donnée par le lemme
3.2 (page 43), I’équivalence entre les normes HL(Q\ B) et H*(Q\ B), et le fait que Q \ B
est un sous-domaine de €2, on a :

[l S ullios S oz < uhe (3.50)

Quant a la deuxiéme norme du membre de droite de I'inégalité (3.49), en utilisant 'argu-
ment de dualité d’AUBIN-NITSCHE (voir [15] par exemple), on a :

[u = mntllon S hlth.o (3.51)
Revenons a 1’équation (3.46). En utilisant les inégalités (3.47), (3.48) et celles qui les

suivent, il vient :
< / 8V( u)
U — TR
o 8'"/ h

ov ~

| n P (@ — mya) < Ch|V 1ol (3.52)

En appliquant I'inégalité de CAUCHY ° au produit Ch|V|;,|u|1q de (3.52), on a pour
tout réel strictement positif ¢,

ov C
[ @ md) S eV + THal o (3.53)

De méme, la deuxiéme intégrale de 1’équation (3.46) peut étre majorée de cette facon :

ou - ou ~ C
an(”h“ —1u) < / an(”"“ — )| < elulf g + — h2| 5 q (3.54)
,Y/
Finalement, I’équation (3.46) implique
T ~12 2 oo
ST 5105 (- 1) <|u\1,m FIVEL) + 25 H o (3.55)

SSoient a,b > 0. Ona: Ve >0, ab<ea®+ 5. En effet, ab = (v2ea)() < 5[(V22a)” + (£=)7).

8
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Il suffit donc de choisir € égal a 1 pour avoir le résultat final. C’est-a-dire :
< T'0, 0 >105 P2[Ul; g (3.56)

0

Remarque 3.1 Sachant que T* est la composée de T et 7, sa continuité est une con-
séquence immédiate de celle de T. (Voir lemme 2.7 page 36).

Le lemme 3.5, que I'on vient de démontrer, nous est indispensable pour établir un
résultat de convergence. On poursuit donc le méme cheminement que celui du chapitre 2.
On a alors la proposition suivante (I’analogue de la proposition 2.8 page 37 établie dans
le cadre de la formulation continue) :

A~

Proposition 3.6 Soient (u,v) € Im(T;(-,-0)) et (U, V) € Hj(Q) x H}(w), tels que
(U, V) =T (@, v 0).
Pour h assez petit, il eriste 0 < 0* < 1, 0 < k* < 1 et Cq > 0, tels que : pour tout
0 €]0%,1],
Ul < k10, (3.57)
et
V6w < 0lv|iw + Cplufie. (3.58)

Preuve. Remarquons que le fait que (u,v) appartienne & Zm(7,(-,-;0)) implique en par-
ticulier w = Nv. D’autre part, (U, V) = 7,5(u, v;0). On a alors

V =0v+ (1-0)Dr,u. (3.59)

L’inégalité (3.58) est donc une conséquence immeédiate de la continuité des opérateurs D
(cf. chapitre 2) et 7),. On a noté par Cp la constante de continuité de D. Celle de 7, est
majorée par 1. En effet,

|10 < U0 (3.60)
D’autre part, R
U = NV
ONv + (1—-6)NDmu
60+ (1—6)T0 (3.61)
=a + (1-60)(T*u-7).
Et par suite,
Oka=(0.0) = [ike + (1-02T@ -l
£ 21— 0) (T2 - ,0),, (3.62)

= [uie — 200=0)uliq+2(1-0) (T4, u) 4
+ (1— 02T — 2
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3.2. Problémes discrets

Or, en utilisant le lemme 3.5, on a : il existe une constante C*, telle que
(T5,8), o < Ol . (3.69

Et d’aprés la continuité de 'opérateur T”, il existe une constante strictement positive
Cr+, qui ne dépend que du domaine, telle que

|'T*u — ﬂ|fQ <(1+ C’T*)2|ﬂ|ig. (3.64)

L’équation (3.62) implique donc

U2 < (1—2(1 = 0)(1 — C*h?) + (1 - 0)*(1 + Cr)?) [ul2 g (3.65)
1 1 — C*h?
Ainsi, pour tout h < ﬁ et e |l— Qﬁ, 1],
k= /1-2(1—-6)(1—C*h2) + (1 —0)2(1 4 Cp)2 < 1. (3.66)
D’ou inégalité (3.57). O

Remarque 3.2 Remarquons que ce résultat de convergence est compatible avec celui du
schéma continu. En effet, en faisant tendre h vers 0 dans [’expression de k*, on retrouve
le résultat de la proposition 2.8 page 37.

Corollaire 3.7 On suppose que le paramétre de relaxation 0 vérifie les hypothéses de la
proposition précédente. On se donne (u°,0°) € Hy(Q) x Hl(w). Alors, la suite récurrente
(™, v™) € Hg() x Hl(w) définie par : pour tout entier m > 1,

@™, v™) = T @ o™ 0), (3.67)
converge vers (0,0).
Preuve. La démonstration est en tout point analogue a celle du corollaire 2.9 page 39. Rap-
pelons qu’il s’agit du méme résultat que dans le cas continu, ou ’on considére I'opérateur

7y au lieu de 7. O

Remarque 3.3 On vient de montrer que, si elle existe, la solution du schéma auxiliaire

(3.22) est unique. La démonstration a été faite dans le cas homogéne (f = 0). Pour le cas

général, il suffit de considérer la suite (U™ — u®, v™ — 0°).

Corollaire 3.8 Grice au lemme 3.4, l'unicité de solution pour le schéma semi-discret
(3.18) découle de celle du schéma auziliaire (3.22).

Proposition 3.9 ] existe une unique fonction uy, € Uy, vérifiant
~ — ov*
Vuy, - Vwy, = f’LUh -+ —wyp, Ywy, € Uy, (368)
Q Q v on
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Ou v* € H)(w) est définie par

—Av* f dans w,
{ v = u, sury. (3.69)
Autrement dit, le probléme (3.18) :
(Up, v*) = %h(ﬁh, v*; f)

admet un unique point fize.

Preuve. D’aprés la remarque 3.3, si une telle fonction uj, existe, elle est unique. Or, le
probléme en uj, est en dimension finie et par conséquent 'unicité implique 'existence. [

3.2.2 [Espaces d’approximation et Algorithme

Le domaine de calcul €2, qualifié de global, est souvent choisi de forme parallélépipédique
pour pouvoir étre approché par un maillage cartésien. On note par =, une grille cartési-
enne construite sur {2, ou h fait référence au pas de la grille. Notons que h dépend des pas
de discrétisation dans les trois directions, qui ne sont pas forcément égales, et qui peuvent
aussi varier d’un élément & un autre. Pour tout hexaédre Q € =, et r € N*, Q"(Q) désigne
I’ensemble des polynomes de degré — par rapport a chacune des trois variables — inférieur
ou égal & r. En pratique on prend souvent r égal a 1.

L’espace d’approximation par éléments finis Q! est donc donné par l’expression suiv-
ante :

Uy, = {u, € C(Q),VQ € Zp,,1nlo € QHQ)} C HI(Q). (3.70)

Quant au domaine auxiliaire w, qualifié de local, sa forme dépend surtout de celle de
sa fontiére intérieure v (7 = 0B). En effet, le choix de la frontiére extérieure 7' étant
« libre », il est donc judicieux de la choisir de méme forme que ~. En pratique, les
trous considérés sont souvent de forme sphérique. Il suffit donc de construire un maillage
surfacique de . En effet, & partir de celui-ci, on peut construire les différentes couches
du maillage volumique de w en prenant les images du maillage de v par des homothéties
adéquates. Ce qui simplifie beaucoup le maillage de w. On donnera plus de détails sur la
construction de ce maillage dans la section 3.3. Pour I’heure, on note par Ay ’ensemble des
hexaédres modifiés Q (non droits) dont le « diamétre » est caractérisé par un paramétre
de discrétisation h’ et qui sont censés discrétiser le domaine w. I’espace d’approximation
par éléments finis Q" des fonctions de H.(w) est donné par :

Vi = {uw € C(@),VQ € Aw,vwlg € Q'(Q)} C H(w). (3.71)

La procédure de résolution du probléme I, se fait par un processus de point fixe dont
I'itération k est donnée par I'algorithme 3.1.
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boucle
Etape 1 : relaxation.
Calculer ﬂfl’l\%,, I'interpolé de 4}~ " sur 7}, et poser

Kl = Okl + (1= O] (3.72)
ol 7, C Ay est une approximation de la surface 7.

Etape 2 : résolution locale.
Calculer v}, € Vy,, la solution de

a/@;’f/uw—/Vv,’j,-Vw = /fw, Vw € Vi, w|v}, =0,

(3.73)
,Ufklrl "7;1/ = K/];:L’ :
Etape 3. Calculer
h/ 8,’/1, .
Tn!
Etape 4 : résolution globale.
Calculer uf € Uy, la solution de
Oz/ upw + / Vs -Vw = /?w +/ Eaw Yw € Uy (3.75)
Q Q Q Yh!

Avec 7y, C Ay est une approximation de la surface ~.
fin boucle

ALGORITHME 3.1: F.B.M. Formulation multi-domaines.
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3.3 Meéthodes de résolution et implémentation

3.3.1 Probléme global

Comme on I’a décrit dans la section précédente, le domaine global €2 est choisi de
forme parallélépipédique dans le but d’utiliser des solveurs rapides. Le maillage considéré
est une grille cartésienne. Ce maillage, en hexaédres, est construit par tensorisation; ce
qui revient a ne considérer que des maillages unidimensionnels de trois cotés paralléles
aux axes.

Le coté paralléle a I’axe des z est subdivisé (de maniére uniforme ou non) en (n, + 1)
intervalles, ce qui revient & considérer (n, + 2) points dans cette direction. De méme,
on prend (n, + 2) (respectivement (n, + 2)) points sur le coté paralléle & I'axe des y
(respectivement z). Voir figure 3.3.

(nz +2)
8 7
<
A A .
IS S A A A
I A VA v AR
1 .72
Z
L L % L S B Y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
X
1 (na +2)

F1G. 3.3 — Maillage global.

Le maillage tensoriel ainsi construit, noté par la grille Z;, est constitué de (n,+2)(n,+
2)(n,+2) points et (n, +1)(n,+1)(n,+1) éléments (hexaédres). Le pas de discrétisation
dans la direction des x est noté par h,, et celui dans la direction des y (respectivement z)
est noté par h, (respectivement h.). Notons que ces paramétres de discrétisation peuvent
varier en espace.

On s’intéresse a présent a la résolution numérique du probléme global qui apparait
dans la quatriéme étape de l'algorithme 3.1 et dans la troisiéme étape de I’algorithme 3.3
sous cette forme : calculer uf € Uy, la solution de

a/ﬂfleL/Vﬁﬁ-Vw = /?w—i—/ Eaw Yw € U, (3.76)
Q Q Q Ynt
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Pour alléger les notations, on s’intéresse ici au cas ou ’on considére des conditions
de DIRICHLET homogénes au bord du domaine (2. Les points de la grille =, situés sur
I (représenté dans la figure 3.4 par le trait discontinu) ne sont donc pas des degrés de
liberté. On ne considére donc que les sommets de =), situés a 'intérieur de 2 (voir figure
3.4). C’est-a-dire N = n,n,n, degrés de liberté. Le seul terme « non standard » dans le

probléme (3.76) est f,’j/w, puisqu’on intégre sur une surface (y) qui n’est pas « prise

en charge » par le maiﬁage Zp. On donnera plus de précisions sur ce terme dans la section
suivante.

Dans ce qui suit, on suppose qu’on a pu tenir compte de ce terme dans 1’assemblage
du second membre du probléme (3.76). On a ainsi un vecteur de R qu’on note par F.

Le systéme linéaire issu de la discrétisation du probléme (3.76) s’écrit alors sous la
forme Au = F, ou A est la matrice N x N, symétrique , définie positive et définie par
A=A+ aM, ou A est la matrice de rigidité et M la matrice de masse. Les coefficients
de la matrice de rigidité et ceux de la matrice de masse sont définis par les expressions
suivantes : pour tout i,7 € {1,..., N},

az‘j:/v%"v%, mz‘j:/%%’a
Q Q

ol, pour 1 < ¢ < N, ¢, est la fonction de base associée au ¢ sommet de =j. Ces
fonctions forment une base de I'espace Uj,. Voir I'annexe B page 148 pour I'expression
explicite de ces fonctions.

eme

Dans notre cas, discrétisation par éléments finis Q! basés sur la grille =), on vérifie
que la matrice A est séparable et se décompose de la maniére suivante :

A=A, @M, @M, + M, A, @ M, + M, ® M, ® A, + aM, ® M, @ M,,  (3.77)

ou, A;, A, et A, désignent respectivement des matrices n, x ng, n, x n, et n, x n,
symétriques, tridiagonales et définies positives. Elles sont les matrices de rigidité associées
aux maillages monodimensionnels des axes des z, des y et des z. De méme, M,, M, et
M, sont les matrices de masse correspondant aux maillages monodimensionnels des axes
des z, des y et des z. Elles sont respectivement des matrices n, X n,, n, X n, et n, x n,
symétriques, tridiagonales et définies positives. Le symbole ® désigne le produit tensoriel
de matrices, définie par : pour tous entiers strictement positifs m, n, k et [. Pour toutes
matrices R = (Tij) € Mk,l(R) et S = (Sij) € Mm,n(R),

811R N SlnR
ReS=| ... ... ... | €Mun®). (3.78)
s ... Sy R

Remarque 3.4 On vérifie facilement que dans le cas d’une discrétisation uniforme dans
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chacune des trois directions, les matrices A, A, et A, sont définies par :

1 ho o ..

Ay = o-tridiag{~1,2,~1} M, =~ “tridiag{1,4,1}, (3.79)
1 h

Ay = —tridiag{—1,2, =1}, M, = “Firidiag{1,4,1}, (3.80)
Yy
I he o o

A, = h—t’f’ld’&ag{_1727 _1} ) M, = gtmdmg{l,ll, 1} (381)

Dans le cas d’une discrétisation non uniforme, paramétrée par les suites (hyj)i<j<n.—1,
(hyj)i<j<n,—1 €t (hzj)i<j<n.—1, ces matrices sont données par :

o 1 he;+hei 1
A, = tridiag{ — DI __mIAL 3.82
77 7:&9{ hg),j’ hx,jhx,jJrl ) hm,jJrl ) ( )
1
M, = gtridiag{hxvj, 2(hyj 4+ hyjr1), ho g1} (3.83)
1 hyi+hy 1
A, = m’dmg{— , v Bitl _ } (3.84)
hy,j hy,jhy,jﬂ hy,j+1
1, ..
M, = Btmdmg{hy,j, 2(hyj + hyji1), hyjei}, (3.85)
o 1 h,ij+h,in 1
A, = trid — 2 SRS 3.86
77 7:0/9{ hz,j’ hz,jhz,j+1 ) thJrl ’ ( )
1
M. = Gtridiag {hog 2(he + hejin). B} (3.87)

En utilisant la décomposition (3.77), le systéme algébrique issu de la discrétisation du
probléme (3.76) s’écrit sous une forme tridiagonale par blocs donnée par cette équation :

Dl CQ . . . . Uy f’l
02 D2 03 . . . Usy f2
. . - an S
an Dnz Unp, fnz

ou, pour 1 < i < n,, u; et f; sont respectivement les i*"** blocs de longueurs n,n, de u
et F. Un bloc d’indice 7 correspond aux noeuds du plan z = (i — 1)h,. C; et D; sont les
matrices n,n, X n,n, définies par :

C; = (¥ +amYM, @ M, + mi (A, @ M, + M, ® A,), (3.89)
D; = (a® +am’ )M, ® M, +m" (A, ® M, + M, ® A,). (3.90)

Remarque 3.5 Lorsqu’il s’agit de discrétisations uniformes dans chacune des trois di-
rections, on a :

. h 2
= —_—— [ — = — = —N,. ]-
a @t =amom 50 3h (3.91)
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Et par suite toutes les matrices C;, 1 <1 < n, sont égales et elles valent

1 h. h,
C=(— +tag )Mo @My + = (A @My + M, ®4,). (3.92)

De méme, les matrices D;, 1 <1 <n, valent

D= (h% +a§hz)Mx®My+ %hz (A, @ M, + M, ®A,). (3.93)
Pour résoudre le systéme linéaire (3.88), on utilise une variante de la méthode PSCR
(Partial Solution Variant of the Cyclic Reduction). Il s’agit d’'une méthode rapide, dévelop-
pée par I'équipe de Y. KUZNETSOV. On cite en particulier les travaux de T. ROSSI et J.
TOIVANEN |68, 67|. Elle est dédiée a la résolution directe de systémes linéaires en utilisant
des techniques de séparation de variables. Sa complexité est de 'ordre de O(N log N).
Cette méthode est basée sur des techniques de projection, de résolution partielle et de
séparation de variables introduites dans A.A. ABAKUMOV et al. [1], Y. KUZNETSOV et
al. [43, 45] et P.S. VASSILEVSKI [80].

Pour appliquer la méthode PSCR & notre systéme algébrique (3.88), on suit le méme
cheminement que celui dans [67]. L’objectif est de ramener la résolution du systéme (3.88),
de taille N x N (N = nynyn.), en la résolution de systémes de tailles réduits. Plus
précisément, la premiére étape consiste a réécrire le systéme (3.88) de sorte a ce que 1’on
puisse découpler les blocs d’indices pairs et ceux d’indices impairs. On se raméne donc & n,
problémes de taille n,n, x nyn,. La deuxiéme étape consiste a répéter le méme processus
pour calculer les blocs u;, de longueur n,n, en résolvant des problémes de taille n, x n,.
Pour ce faire, on suppose qu’il existe un entier k > 2 tel que n, = 2¥ — 1. On a également
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.10 Pour tout i,j € {1,...,n,}, les matrices C; et D; commutent.

Preuve. En utilisant les définitions des matrices A; et My, t,t' € {x,y, 2z}, données par les
équations (3.79)—(3.81), ou bien par les équations (3.82)—(3.87) dans le cas non uniforme,
on vérifie facilement que A; et My commutent. Le résultat en découle immédiatement en
utilisant les expressions des matrices C; et D; données par les équations (3.89) et (3.90).
O

On considére trois équations successives du systéme (3.88). On pose ug = .41 = 0,
pouri =24, ....n,—1,ona:

Ciciti—a + Diquiy + Ciu; = Fiq, (3.94)
C’iui,l —+ Dzuz —+ Ci+1ui+1 = fi, (395)
CHlul- + Di+1ui+1 —+ C’i+2ui+2 = fiJrl- (396)

Afin d’éliminer les blocs d’indices impairs des équations (3.94)—(3.96), on multiplie (3.94
par —C;D; | et (3.96) par —C;,1D;}| puis on fait la somme avec I'équation (3.95). On
obtient : pour i =2,4,...,n, — 1,

~CiCi D ui o+ (D = CIDTY — CF Dl uy —

(3

Ciy1CivaDiuis = Fi— CiD;\Fiy — Cia D Fir. (3.97)
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On a ainsi obtenu un systéme réduit de 28~! — 1 équations dont les inconnues sont les
blocs u; d’indices pairs. Une fois ce systéme résolu, les blocs u;, d’indices impairs, sont
obtenus en résolvant le systéme diagonal par blocs suivant :

DjUj = .,lt] — C’juj,l — CjJrlujJrl’ pOUI‘j = 1, 3, e, Ny — 2, n,. (398)

Le processus d’élimination qui nous a conduit au systéme réduit (3.97) est répété
(k — 1) fois jusqu’a ce qu’on aboutisse & une seule équation dont I’inconnue est le bloc

du milieu, celui d’indice pair "ZT“ — 2F=1 Plus précisément, soit r un entier vérifiant
0 <7 <k—1. A présent, I'indice i = 1,...,2¢" — 1. Notons par C’Z-(_(;)T = Cjor, Dl(_oz)T =

Do et ffgl = Fior. Aprés r éliminations de type (3.97), on se raméne a un systéme
réduit dont les inconnues sont les 2" — 1 blocs (chacun est de longueur n,n,) d’indices
1-27,2-27.3-2" ..., (2k" = 1) 2" =n, — 2" + 1. Ce systéme est donné par :

(r) (r) .
Dizr Coz Up.or ‘7:1(-2)T
Cé'g)r Dégr Cg("g)r Ug.or F. 2(r2)r
(r)
C(Qk—r_l)_gr
r r n.—9or (r)
C((zfz—ul)-w D7(lz)_2r+1 =21 Fo—ar i1

ou,pourr=1,...,k—leti=1,...,28"—1,

2 —1 2 —1
D) = pi" - (ch) (DG0) = (€hh) (Pl ) (3.100)

—1
cly = =GN (D) (3.101)
r r—1 r—1 r—1 -1 r—1
fz(Q)r = i(QT ) Ci(QT : (Dz‘(au)w—l) fz’(-zf—)zf—l
-1
_Ci(.;:i)?"—l (DZ‘(;:B?"—I) -E(EZi)Qr—l (3102)

Finalement, aprés (k — 1) éliminations, on aboutit & une seule équation dont I'inconnue
est le bloc du milieu ugr-1 = un.+1. Il s’agit de 1’équation :
2

DY Vg = F7Y. (3.103)

Les autres blocs, d’indices pairs et impairs, sont calculés en résolvant des systémes
réduits diagonaux par blocs en faisant r éliminations avec r = k — 2,...,0. Ce systéme a
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2k=r=1 hlocs d’inconnues s’écrit sous cette forme :

(r) (r)
D1-2r+1—2r Uq.9r+1_or 91.97+1_or
Dgrﬂ—r Ug.or+1_9r gg.ngrl_Qr
Défgrﬁ»l_zr U3_2r+1727‘ = gi(;.g’r‘Fl_QT s
(r) Uy, —27 (r)
Dn272r+1 a2l gn272r+1
(3.104)
ou, pour j =1,...,2F""1
gj(-.rg)r+1,2r = f](;)rﬂ,zr - C((;ll).ZT+IU(j,1),2r+1 - C.](‘.T‘2)T+1uj'2r+1' (3105)

Remarque 3.6 La procédure de résolution qu’on vient de décrire consiste @ résoudre le
probléeme de départ, a N x N (N = nynyn,) degrés de liberté, en diagonalisant (par blocs)
la matrice sous-jacente. 1l s’agit d’une décomposition par blocs de taille nyn,.

Notons qu’a l'issue de cette diagonalisation, les matrices D; et C; ont toujours une
structure tensorielle (cf. (3.89) et (3.90)), ce qui suggére de répéter la méme procédure
pour ramener la résolution d’un systeme a nyn, X nyn, degrés de liberté en la résolution
de systémes réduits de taille n, xn,. Dans les deuz cas (passage d’un probléme a nyn,n, X
ngnyn. degrés de liberté a des systémes de taille nyn, x nyn,, et passage d’un probléme
a ngny X ngn, degrés de liberté o des systémes de taille n, x n,), la diagonalisation de la
matrice sous-jacente est donnée par l’algorithme 3.2.

Les seules différences résident dans la définition des matrices C; et D; et dans l’écriture
des dimensions sous la forme d’une puissance de 2.

Dans le premier cas, C; et D; sont données par les équations (3.89) et (3.90) et Uentier
k, supérieur ou égal a 2, est défini tel que n, = 2F — 1.

Dans le deuziéme cas, k désigne Uentier supérieur ou égal 2 tel que n, = 2% — 1.
Les matrices C; et D;, faisant apparaitre uniquement A, et M,, sont définies a partir
des équations (3.89) et (3.90), et en utilisant la définition du produit tensoriel donné par
(3.78).

A titre d’exemple, cette procédure est schématisée par les figures 3.4 et 3.5 dans
le cas d’une discrétisation uniforme dans chacune des trois directions. On suppose que
ngy =mny, =n, =15 = 2* — 1, ce qui revient a prendre k¥ = 4 pour les trois parameétres
de discrétisation. La premiére procédure de diagonalisation nous raméne a n, systémes
réduits dont les inconnues sont les blocs représentés dans la figure 3.4 par les quinze plans
perpendiculaires a I'axe des z. Comme k = 4, il s’agit de quatre étapes de résolution : la
premiére est dédiée au calcul du bloc du milieu (le plan d’indice 1 dans la figure 3.4), lors
de la deuxiéme étape ce sont les deux blocs représentés par les plans d’indice 2 qui sont
calculés, la troisiéme étape consiste a calculer les quatre blocs qui représentent les plans
d’indice 3 et lors de la quatriéme étape on calcule les blocs d’indices impairs, représentés
par les plans d’indice 4.
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Uozun+1:0.
pour r=1,... . k—1, faire

pour i=1,...,25" —1, faire
Calculer
Ci(.%)r = Cior, DZ(.OQ)T = Do et f-fg)r = Fior.
P _ pe-n (C(r—l>)2 (D(r—n )1 _ (C(r—n )2 (D(H)
227 - 227 1-27 3.9 —9r—1 Z’,2r+2r71 Z‘.2r+2r71
~1
cly = —clVel (DY)
r r—1 r—1 r—1 -1 r—1
-E(Q)r - Z‘(.Q'r ) - CZ‘(_QT ) (D§,2r7)2r—1> E(.Qr,)Qr—l
-1
(r—1) (r—1) (r—1)
_CZ‘QT—QPI (Di.2r+2r71> E-2T+27*1'
fin pour
fin pour

Résoudre Déﬁj)uzka = .7:2(5;1).

pour r=Fk—2 ...,0, faire
pour j=1,...,25""1 faire
Calculer gj(,g)rﬂ_r = f;,g)r“_gr
Résoudre Dj(,_TQ)TH_QTuj.QrH_QT = gj(’g
fin pour

fin pour

_ C(T)

(r)
or+1U(j—1).2r+1 — Cj.2r+1uj.2r+1-

(7-1)

7‘+1_27‘ -

)

ALGORITHME 3.2:
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Le calcul de chacun des blocs susmentionnés se fait par diagonalisation afin de se
ramener a des blocs unidimensionnels. De méme, puisque n, = 15 = 2% — 1, 13 encore il
s’agit de 4 étapes de résolution : dans la premiére on calcule le bloc du milieu, représenté
par la ligne d’indice 1 dans la figure 3.5, lors de la deuxiéme étape ce sont les deux blocs
représentés par les lignes d’indice 2, la troisiéme étape est consacrée au calcul des blocs
représentant les quatre lignes d’indice 3 et lors de la quatriéme étape ce sont les blocs
d’indices pairs qui sont calculés. Ils sont représentés par les lignes d’indice 4.

777777777777777777777777777777777777777777

F1G. 3.4 — Exemple de la décomposition par blocs pour k = 4.

On trouvera plus de détails sur le calcul des différents termes qui apparaissent dans
I’algorithme 3.2, notamment le calcul des seconds membres et l'inversion des matrices
D;, dans [68] et [67]. Le solveur qu’on utilise pour la résolution des systémes linéaires de
type (3.77) a été développé par T. RosSI et J. TOIVANEN de 'université de Jyviskyla
(Finlande). Pour avoir une idée sur la rapidité du solveur, on a mesuré le temps de calcul
effectif pour résoudre un Laplacien sur le cube | — 1, 1[> avec 129 points de discrétisation
dans chacune des trois directions (un peu plus de deux millions de degrés de liberté) est
15.66 secondes CPU. ©

6Le calcul a été fait sur Hydre, le cluster du Laboratoire Jacques-Louis LIONS.
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F1G. 3.5 — Dispositions des sous-blocs du plan (z,y).

3.3.2 Probléme local

Telle qu’elle apparait dans une itération de ’algorithme 3.1, la discrétisation du prob-
léme local par éléments finis Q' consiste & calculer vy, € V;,, la solution de :

Oé/vh/w+/Vvh/-Vw = /fw, Yw € Vy, w|%/ =0,

(3.106)
vh/m/ = Kp.
ou, I'espace de discrétisation Vj,, est défini par :
Vi = {op € C(@),Y0 € A, |5 € Q'(Q)} C H(w). (3.107)

Cette discrétisation par éléments finis est classique, ce qui explique la diversité des
méthodes dédiées a la résolution du systéme linéaire sous-jacent. Le choix qui nous semble
naturel est d’utiliser une méthode directe de type CHOLESKY, ou, LU. En effet, dans
notre cas, le domaine w est une couche sphérique (mince) autour d’une particule rigide.
En outre, bien qu’il puisse étre mobile, le domaine w garde toujours la méme forme et le
méme nombre de degrés de liberté. L’idée consiste donc a calculer la décomposition LU
de la matrice de rigidité et/ou celle de la matrice de masse dés le début, avant méme
de procéder aux itérations de l'algorithme de point fixe. Cette technique reste encore
utile dans le cas de plusieurs particules identiques. Un seul couple de matrices (rigidité et
masse) est assemblé pour tous les domaines de type w attachés a ces particules.

Pour construire un maillage en hexaédres du domaine w, on a juste besoin d’un maillage
en quadrangles de la surface . A partir de ce dernier, plusieurs couches sont construites
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a I’aide d’homothéties de méme centre (celui de v s’il s’agit d’une sphére) et de rapports
différents. Un hexaédre de ce maillage est donc défini par deux quadrangles appartenant a
deux couches successives, dont I'un est I'image de 1’autre par I’homothétie correspondante.

Lorsque v est une sphére, une maniére simple de construire son maillage en quadrangles
consiste a considérer un maillage de la surface du cube inscrit dans la sphére et de le
projeter sur v. La figure 3.6 montre un exemple du maillage d’une sphére, construit a
partir de celui du cube de la figure 3.7.

[/

|1
z
|1

FIG. 3.6 — Projection sur la surface 7. F1G. 3.7 — Maillage initial ; surface d’un

cube.

L’objet de la section suivante est de présenter d’autres méthodes, rapides, pouvant étre
utilisées dans la résolution du probléme local. Celles-ci n’ont pas été implémentées dans
le cadre de la thése. On a plutot choisit de remplacer la résolution locale par un calcul
plus simple, basé sur une approximation de la dérivée normale. Cette approche, ainsi que
son implémentation, sont présentées dans la section « approche simplifiée » page (65).

Résolution locale rapide

Comme dans le cas du probléme global, il est aussi naturel de songer & 1'utilisation
des techniques de résolution rapide pour le probléme local. Bien qu’elle soit simple, la
forme du domaine w n’est pas adaptée aux techniques classiques de résolution rapide.
Néanmoins, ces derniers années, il y a eu quelques travaux dans lesquels on propose
des algorithmes rapides dédiés a la résolution des équations de type POISSON dans des
géomeétries sphériques. On se référe en particulier a J. SHEN [73] et M.C. LAI et al. [47, 46]
et a leurs renvois bibliographiques.

Afin de présenter ces méthodes, on s’intéresse dans cette section a la résolution du
probléme local modéle défini par :

{av—Av: f dans w,

v= 0 sur Ow. (3.108)

Rappelons que w est une couche sphérique telle que dw = vU~'. Dans ce cas, v et 7' sont

choisies telles que 7 soit une sphére de rayon R et 7' la sphére de méme centre que celui
de 7 et de rayon (R + ¢) avec € un réel strictement positif.
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En utilisant la transformation : (z,y,2) € w — (1,9, ¢) €]R, R+ ¢[x[0, 7| x [0, 27[,
telle que

r = rsiny cos o,
y = rsiniysing, (3.109)
z = rcosy,

le probléme (3.108) s’écrit, en coordonnées sphériques, de la maniére suivante :

NN S U TN TS S N TR
r2or or r2sin ) O N r2sin?y 02

v(R, Y, 9) =v(R+¢e,¢,¢) = 0.

(3.110)

Une maniére de calculer v, la solution du probléme (3.110), est de la remplacer par
son développement en harmoniques sphériques. On note par Y,” I’harmonique sphérique
d’indice (¢£,m) € N x Z, tel que |m| < {. Elle est définie par :

204100 —m)! .
nmw,«b):\/ = EHZ?!PZm@osweW (3.111)

ot P désigne le polynéme de LEGENDRE associé .
Les développements de v et f en harmoniques sphériques sont donnés par les expres-
sions suivantes :

'U(r7¢7 ¢) = Z Wm(T)Yzm(wa ¢), f(Tv ¢7 ¢) = Z ffm(r)yvzm(d)? ¢) (3112)
i<t mi<e

En multipliant (3.110) par 72 et en utilisant le fait que ’harmonique sphérique Y,™ est

solution de : 5 oy 2y
1 ) ik 1 ik
— — — = ny" 11

sin ¢ O (Smw oY ) sin? ) O¢? {e+ Dy, (3:113)

on a :

d dvep,
ar?ve, — — 7’21}—6 + 0+ Dve, = r2fom, 0<|m| </ < o0,
dr dr

(3.114)
’Ugm(R):Ugm(R+E) = 0.

On s’est donc ramené a des équations différentielles ordinaires dont les inconnues sont les
fonctions radiales vy,. Ces équations peuvent étre discrétisées en utilisant des méthodes
spectrales par exemple. Voir J. SHEN [73] pour la discrétisation des problémes (3.114)
par différents types de méthodes spectrales. Contrairement aux coordonnées cartésiennes,
il n’existe pas d’algorithmes rapides de type FFT adaptés aux géométries sphériques.
Quitte a développer des techniques pour accélérer le calcul, I'utilisation des harmoniques

m _1\™ m  gltm
TP () = GHE(1 - a?) % L0 (2% 1)
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sphériques est certainement le choix naturel pour résoudre des problémes de type POIs-
SON dans des géométrie sphériques. Dans [56], M.J. MOHLENKAMP propose un algorithme
rapide dédié au calcul par développement en harmoniques sphériques. Il s’agit d’une tech-
nique de séparation des variables et 1’utilisation de FFT pour la variable ¢.

Toujours dans le méme contexte, mais sans utiliser les harmoniques sphériques, J.
SHEN [73] et M.C. LAI et al. [46] proposent des méthodes rapides adaptées a la résolution
de problémes de type (3.108) en se basant sur un développement en séries de FOURIER
des fonctions v et f par rapport a la variable ¢. Tout en utilisant FFT, le probléme ainsi
obtenu et dont les coefficients de FOURIER sont solutions est discrétisé soit par la méthode
des différence finies [46], soit par une méthode spectrale [73].

Approche simplifiée (F.B.M—¢)

Rappelons que le fait de ramener le probléme initialement posé dans le domaine perforé
Q2 \ B en un probléme défini dans le domaine € en son ensemble introduit un saut de la
dérivée normale de la solution a travers la surface v, le bord du trou B. Le probléme local
(IIp — a) a été introduit dans le but d’approcher ce saut. Au lieu de résoudre ce probléme
par 'une des méthodes présentées dans la section précédente, on pourra remplacer la
résolution locale dans w (c’est-a-dire 1’étape 2. de 'algorithme de la section 3.2.2) par
un calcul plus simple tel qu'un développement asymptotique de aa_:i' Une maniére assez
simple de le faire est la suivante :

On place la frontiére artificielle 4" tout prés de ~. Par exemple dans le cas on B est
une boule de rayon R, on prend 7' une sphére de méme centre que B et de rayon R + ¢
avec ¢ << R (voir figure 3.8).

F1G. 3.8 — Approche simplifiée.

Dans un premier temps, on s’intéresse surtout aux variations radiales de la solution.
La restriction que I’on considére est de supposer v radiale, ce qui nous permet de résoudre
explicitement le probléme local. En effet, celui-ci devient un probléme simple — unidimen-
sionnel — et ce, en réécrivant le probléme (IIp — a) en coordonnées sphériques et en ne
gardant que la partie radiale du Laplacien. On se raméne donc & la résolution du probléme
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suivant :

1
av — 1d TZ@ = f pourr €]R, R+ ¢,
rdr dr (3.115)

v(R)=0, v(R+¢e)=u(R+e),
auquel on peut chercher une solution approchée en utilisant des techniques classiques de
résolution numérique des équations différentielles ordinaires, ou bien le résoudre explicite-
ment. Par exemple, dans le cas a = 0, la solution du probléme (3.115) est donnée par
I’expression suivante :

v=(1- 5)(1 + g) {ah, — /R+€ tf(t)dt} — l/r 2 f(t)dt

r R " JR

v [wa + Lo e e

£ r R

et '« injecter » dans le second membre du

!

ov
Ainsi, on peut facilement calculer n
n

v
probléme global. Il est facile de vérifier que, dans ce cas, 8—U est donné par cette
n|.,
expression : !
v e Uy 1 e, [Fte 1 [fite
—| =1+ +=|1+= tf(t)dt — — 2 f(t)dt] . 3.117
R ] ((R-1) ANTICUEE S A O] RCEIL

Plus précisément, dans le cas de ’équation de LAPLACE (« = 0), et lorsque le second
membre [ est constant dans w (notons que, dans ce cadre, la frontiére artificielle 4/
est placée tout prés de ), lalgorithme 3.1 du paragraphe 3.2.2 peut étre remplacé par
I’algorithme 3.3

Remarque 3.7 Dans le cas ot [’on s’intéresse a des solutions radiales, remplacer [’algo-
rithme initial par celui de ’approche simplifiée n’introduit aucune erreur supplémentaire,
puisque la résolution est exacte en v. Mais d’une maniére générale, il n’y a aucune raison
pour que v soit radiale, et par suite en résolvant le probleme par ce dernier algorithme, on
introduit une nouvelle erreur qui, a priori, dépend de € et de la régularité de la solution.
L’étude mathématique de cet algorithme, notamment la convergence et les estimations
des erreurs, ne sont pas traitées ict mais comme le montreront les tests numériques, les
premiers résultats sont satisfaisants.

Le maillage de la surface v qu’on utilise pour la mise en ceuvre de I'algorithme 3.3 est
semblable & celui donné par la figure 3.6. La seule différence concerne le calcul des aires
des éléments. En effet, pour minimiser ’erreur due a l'intégration numérique lorsqu’on
utilise une formule de quadrature a un seul point (le centre de la maille), les aires des
éléments sont calculées d’'une maniére exacte en tenant compte de leur forme sphérique.
Rappelons que 'aire d’un quadrangle sphérique Q, notée |Q|, est donnée par la formule

suivante : A
Q| = R? (Z 0; — 27?) : (3.121)

i=1
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boucle
Etape 1 : relaxation.
Calculer ﬁ’,j_lh;l,, I’interpolé de ﬂ’,‘i_l sur ,,, et poser

ki = Ory (L= 0)ay 'y (3.118)
Etape 2. Calculer
k
% €Ky € le
= =1+ = ——(1+==)f 3.119
fh=—(1+ D)™ =S+ 20 (3.119)

Etape 3 : résolution globale.
Calculer u} € Uy, la solution de

/ Vﬁ’,j -Vw = / fw + / f’,j/w Yw € Uy, (3.120)
Q Q Tn!
fin boucle
ALGORITHME 3.3: F.B.M—c. Approche simplifiée.
ol R désigne le rayon de la sphéreet 6;, i = 1,...,4, les quatre angles sphériques, exprimés

en radian, du quadrangle Q. Voir ’annexe C pour plus de détails.

Dans I'algorithme 3.3, le seul terme non standard est / &F,w, puisqu’il fait intervenir

deux fonctions qui vivent sur des maillages différents. En gutre, il s’agit de ’assemblage
d’une quantité de type masse, calculée sur le maillage de ~, et dont ’action intervient au
niveau du second membre du probléme global.

La fonction test w étant définie sur le maillage global, on I’écrit donc dans la base des
éléments finis Q. Parmi les fonctions de cette base, seuls les éléments dont les supports
intersectent la surface v sont concernés. Soit ¢; une telle fonction, il suffit donc de calculer

I’intégrale / £F,;, ot Cy désigne un quadrangle sphérique du maillage de 7. Il est donc
Cs

nécessaire d’évaluer les fonctions ¢; aux points de quadrature associés a Cs. Pour ce faire,
on a besoin de localiser ces points dans le maillage global. Rappelons qu’'un hexaedre O du
maillage global, de sommets a;, © = 1,...,8, est identifié par ses deux points diagonaux
aj et ay tels que T4, < Tary Yoy < Yar €6 24, < 24, (voir figure 3.3). La localisation d’un
point P = (zp,yp, zp) dans le maillage global est donc immeédiate en calculant les trois
entiers ip, jp et kp suivant cette formule :

(ip,jp, kp) = (E(fl—P) + 1, E(Z—P) + 1,E(’Z—P) + 1) , (3.122)
€T Yy z

oll, E désigne la partie entiére. Ainsi, I’hexaédre auquel appartient le point P est celui dont
le somment a; correspond au triplet (ip, jp, kp). Une maniére trés simple pour approcher

f,’f/goi est d’utiliser cette formule de quadrature :
Cs

/C chr = G,k ()pilc), (3.123)
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ol ¢ désigne le centre de la maille Cs. Voir 'annexe A pour d’autres formules de quadrature
plus précises.

3.4 Tests numériques

3.4.1 Le Laplacien dans un domaine perforé. Un nombre « assez
grand » de particules.

On présente ici deux tests numériques dont ’objectif est de montrer qu’avec la méthode
de la frontiére élargie F.B.M., et en utilisant le solveur rapide décrit dans la section 3.3.1,
on peut traiter le cas ol 'on a un nombre important de particules tout en gardant un
temps de calcul raisonnable.

Dans ces deux tests numériques le domaine de calcul 2 est le cube | —1, 1[x]—1, 1[x]—
1,1[. On s’intéresse a la résolution du probléme

{—Au =1 dans Q\B (3.124)

u =0 sur 9Q\B)=TU~x

ou I' = 092, v = OB et B est une collection de 163 boules, de méme rayon R = 0.06,
disposées d’une maniére aléatoire tout en imposant le fait qu’elles ne s’intersectent pas.
La méthode de résolution est ’approche simplifiée de la méthode de la frontiére élargie
(cf. paragraphe 3.3.2), avec 6 = 0.98 et ¢ = 4. Dans la figure 3.9 on présente sur la partie
] —1,0.5[x] — 1,0.5[x] — 1,0[ du domaine 2 la solution calculée u.

0018

Z—Axis

Q015

0012

0.0

0.006

52

0.003

e 0 .
0489 05095 $"P‘ﬂs

Fia. 3.10 — Isosurface u = 0.

Fia. 3.9 — La solution calculée.
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La figure 3.10 présente I’isosurface © = 0. Puisqu’on a pris des conditions de DIRICH-
LET homogeénes sur la frontiére I" de 2 et sur la frontiére de B (réunion des boules), on
peut constater qu’avec cette isosurface, on a pu reconstruire le domaine perforé.

Dans la deuxiéme expérience, on refait le méme test numérique mais avec 343 particules
disposées d’'une maniére structurée. Le résultat est représenté par les figure 3.11 et 3.12.

Z—Axis

FiGc. 3.11 — La solution calculée dans le
cas de 343 particules.

Fia. 3.12 — Isosurface u = 0.
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Chapitre 4. Estimation de Uerreur de discrétisation par la F.B.M.

4.1 Rappel de quelques notations

On introduit Q* comme étant le sous-domaine de 2\ B défini par Q* = Q\ (BU D).
Sa frontiére 0Q* est ' U~' (cf. figure 4.1).

r

F1G. 4.1 — Configuration géométrique.

On rappelle aussi que :

e U, C H(Q) est lespace d’approximation par éléments finis d’ordre 1 (Q' ou
éventuellement P') du probléme global.

e (u,v) € Hy() x H}(w) est la solution du probléme continu :

a {—Av = f dans w,

v, = U,
]ID . (41)
— 0
b: —-Au=f 8_:&57 dans €.
o (u*,v*) € Hj(Q) x H}(w) est la solution du probléme auxiliaire :
. —Avt = f dans w,
a: o, = Tl
o — A : ! ! (4.2)
ov*

b: —Au =/f+ 8—n§7 dans €.

e (Up,v*) € Uy x H}(w) est la solution du probléme semi-discret :

* o~
,U"y/ - uh|,Y/’

I —-S: (4.3)

b: /vah~th=/?wh+/8” wh, Vs € Up,.
Q Q L on

Les opérateurs D, N, T, T* et T}, sont définis par les expressions suivantes :

D: Hy(Q) — H(w)
u +— Du, solution de (IIp — a),

{—Av* = f dans w,
a:
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N:Hl(w) — Hg()
v —— Nuv, solution de (IIp, — b),
T=ND, T'=Tn, et Tj,=m,T. (4.6)

(4.5)

4.2 Estimation d’erreur

L’objectif de cette section est de montrer que, localement (dans Q* := Q \ (B U)),
la F.B.M. est d’ordre optimal (au sens de la méthode des éléments finis classiques), et
ce, en établissant une estimation de l'erreur ||t — uy||1 . Notons que le domaine Q* est
proche de 2\ B tant que le choix de 7/ (et donc de w) est libre. On rappelle aussi que,
dans un premier temps, on suppose que la résolution locale est faite d’'une maniére exacte.
Ainsi, I'estimation de I'erreur qu’on établira ne tiendra pas compte de Ierreur due a la
discrétisation du probléme local.

Les résultats présentés dans cette section font 1’objet d’une collaboration avec S.
BERTOLUZZA |6, 7, 8. L’idée principale est basée sur des techniques d’estimations in-
térieures en utilisant le théoréme de NITSCHE et SCHATZ (théoréme 3.1 page 42). Pour y
parvenir, la stratégie consiste a passer par une étape intermédiaire dans laquelle on utilise
la solution auxiliaire u* introduite dans le chapitre précédent.

Soit (u*,v*) € Hy(€2) x HJ(w) I'unique solution du probléme auxiliaire (Il — A). Soit
(U,v) € Hy(Q) x Hl(w), telle que v = 7y, la solution du probléme continu Mp. Avant
d’arriver au résultat final, on a besoin d’établir ce résultat intermédiaire :

Proposition 4.1 Siu € HY(Q\ B), avec 1 < £ < 2, alors il existe une constante C, telle
que l’on ait cette inégalité :

3= w10 < C (Bl s + 18— maillog) (4.7)

Preuve. Rappelons que, par définition, u* et u sont respectivement solution des problémes :

ov* -~ Ov

—Aut = f+ =96 —Au = —0,. 4.8
U f + 87’1 v U f + 87’1 Y ( )
Ce qui implique en particulier :
u—u*=N(v—0v"). (4.9)
D’autre part, (v — v*) vérifie :
{ —A(v—vz = 0 ) dans w, (4.10)
v—v* = u—mpu* sur .
Clest-a-dire : v — v* = D(u — m,u*), et par suite
u—u* = ND(u-— mpu”) (4.11)
= Tu-— TT&'hu* (412)
= Ta- T (4.13)
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On peut donc écrire

(U—v"u—u") g = (u—u" NDu-NDmu"),

(@ — u*,ND(@ — m40)), o + (@ — u*, NDm,(@ — u*)), {4.14)

Or, en utilisant le lemme 3.5 page 47 (sachant que T* := NDry,), on a

(u—u*, T"(u — u*))LQ < C*hQ\ﬁ — u*ﬁg (4.15)
On a alors :
(U —uu— u*>1,ﬂ < |t —u*1 oND(u — 7pu)|1.0 + C*h2|ﬂ — u*|fQ (4.16)
D’on,
(1- C’*hQ)\ﬁ— w10 < IND(u — mhpu)|1 0. (4.17)

Comme N est continu sur H; (w), il existe une constante C telle que :
IND(u — mpu)|1,0 < C|D(u — mhu)|1 - (4.18)
De méme, par construction de 'opérateur D, il vient :
ID(u — mwhu)]1, < C\ﬁ—ﬂ'hm%ﬁ/. (4.19)

Or, en remarquant que 7' est une composante connexe de J2* (0" = ' UT), et en
utilisant le premier théoréme de trace, on a :

u =y, < Clu— w0 (4.20)
Finalement, en utilisant les inégalités (4.17)-(4.20), on a :
(1—C*p*)|u — u*|1.q < Clu — 740|100 (4.21)

Et en appliquant le théoréme de NITSCHE et SCHATZ (théoréme 3.1 page 42), avec )y = Q*
et 0 =Q\ B,ona:

@ = 7pul]1 00 W[l o5 + 118 — mllo o5

S
< Wl eas + 1 — il o). (4.22)

Ce qui achéve la preuve (en tenant compte du fait que 'inégalité (4.21) est valable pour
tout h assez petit). O

L’objectif du théoréme suivant est d’établir 'erreur entre u € H}((2), la solution du
probléme continu (I, —b) et u;, € Uy, celle du probléme discret ((IIp —S) —b). Rappelons
que uy, est telle que le couple (uy, v*) est solution du probléme (I — S).

Théoréme 4.2 On suppose que f € L*(Q\ B). Il existe alors une constante C, telle que

lon ait :
[ — up||1,0- < CR[|f]lg o5 (4.23)
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Preuve. D’abord, en revenant aux définitions de u et uy, on a :

PN ov  oOv*
/QV(U —uy) - Vwy, = /7<0—n ~ T Jwp,  Ywy, € Uy,

Il en découle que pour tout wy, € U, telle que wy, = 0 dans B, on a :

/ V(@ — ) - Vo, = 0.
0B

On peut alors appliquer le théoréme de NITSCHE et SCHATZ & (u — Uy), avec )y =

Q; =Q\ B. On a donc :
@ =unl[ror S hllallyom + (1@ = Unlloos:

Or, d’une part,
[ully,008 S 1 loo5:

et d’autre part,

~

@ =unlloonm < Mt = ullo o + [v" = Unllo oz

Comme,

o = ullgoz < [[u—ulle,

en utilisant le résultat de la proposition 4.1, on a :
[ —wloop < llu—ullio S hllullyop + [lw — matfloq.
Par ailleurs, le théoréme 3.3 page 43 nous donne :
[u = mrulloge S hllullo-
De méme, en appliquant le théoréme 3.3 page 43 (sachant que uy, = 7,u*), on a :
[u" = tnlloq S hllullie.
Ainsi, en utilisant (4.30) et (4.31), on a :

@ =u*loovg S hllullyop + Allullh,o-

(4.24)

(4.25)

O et

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Finalement, en remarquant que [|@|y o 5, [|U]]1,0 et [[u*][1,o peuvent étre majorées (a une
constante multiplicative prés) par || f[[, o\, le résultat découle des inégalités (4.26), (4.28),

(4.32) et (4.33).

n
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4.3 Validations numériques

L’objectif de ce paragraphe est l'illustration numérique du résultat de la section 4.2
qui montre que la F.B.M. est localement d’ordre optimal. On se met dans le cadre du
probléme suivant :

—~Au = f dans Q\ B,
u =0 sur v, (4.34)
u =g sur r.

Comme on I’a vu dans le chapitre 2, résoudre ce probléme par F.B.M. revient a
le remplacer par une suite de résolutions locales et globales. Pour étre en conformité
avec le résultat théorique de I’estimation de ’erreur de discrétisation du probléme global,
on suppose que les résolutions locales sont faites d’'une maniére exacte, ce qui revient a
remplacer le probléme (4.34) par le probléme suivant :

. = Ov
{—AZ :f—i—%&, dans (), (4.35)

u =g sur I,

ot f désigne toujours le prolongement de f par 0 dans B, et v la solution du probléme
local suivant :

—Av =f dans w,
v =0 sur 7, (4.36)

v =u sur 7.

Dans ce cas particulier, puisqu’on suppose que I'on résout d’'une maniére exacte le

probléme local (4.36), il suffit de remplacer dans (4.35) 8—U par son expression en prenant
n

.
v égale A la restriction de la solution analytique & sur w.

On note par € = u — uy, I'erreur entre la solution approchée u;, et la solution exacte
@ du probléme (4.35). On s’intéressera a la norme L?*(Q)) et a la semi-norme H'(Q) de
€ (qualifiés d’erreurs globales). On introduit € un sous domaine de Q\ B sur lequel on

calcule Perreur locale en norme L?((2) et en semi-norme H'({2). Dans les tests numériques

on a pris 2 = Q\ B, ou B est une boule de méme centre que B mais de rayon supérieur.
Numériquement ces erreurs sont calculées en décomposant les intégrales en la somme
des intégrales sur les mailles Q du maillage =;. Par exemple

leha = (/|va—vah|2) (4.37)
Q

_ (Z /Q|va—vah\2)é. (4.38)

QCEy,

Afin d’éviter les phénoménes de « super-convergence » souvent rencontrés lors des
résolutions numeériques par éléments finis Q' sur un maillage cartésien, et qui provient du
fait que I'on estime, en général, non plus I'erreur telle qu’elle est définie ci-dessus, mais la
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norme de la différence entre la solution approchée et I'interpolée de la solution exacte, une
intégrale sur une maille Q du sous-domaine est approchée par une formule de quadrature
de GAUSS-LEGENDRE a 27 points (exacte pour les polynomes de degré 5 par rapport a
chacune des trois variables). Voir 'annexe A section A pour plus de détails.

Pour le calcul du gradient de la solution approchée, on utilise la base des fonctions
Q'. En effet, en notant par o; la fonction de base associée au

i®™M€ sommet du maillage,
on a Uy = E uy,p; et donc Vu, = E u, V.
i i

4.3.1 Test numérique dans le cadre d’une résolution locale exacte

Q est le cube | — 7, 1[* et B est la boule de centre o = (0,0,0) et de rayon R = 1 (sa

frontiére est notée 7). f et g sont choisies de sorte que la solution du probléme (4.35) est :
u=sin(B(r* — R?)), avecr® =2 +y*+2° et §=2m.

Comme on suppose qu’on résout d’'une maniére exacte le probléme local (4.36), il suffit

par son expression analytique. Soit, dans ce cas :
gl

de remplacer dans (4.35) g_v
n

ov

5| =—20R (4.39)

Y

Q = Q\ B ou B est la boule de centre o = (0,0,0) et de rayon R’ = 0.3.
Dans les courbes de la figure 4.2(a) on présente les erreurs globales |e]; o et ||€]jo.q et les
erreurs locales |e|, & et [e]|, i dans Q pour différentes valeursde h (h € {&, L L L 11y
Ces courbes montrent qu’on retrouve les résultats théoriques, a savoir que localement
on garde l'ordre des éléments finis classiques. En effet, ayant utilisé des éléments Q!, on
s'attend a ce que la norme L? de 'erreur se comporte comme O(h?) et que la norme H'
se comporte comme O(h). Ce qui est illustré par les pentes des différentes courbes de la

figure 4.2(a).

4.3.2 Test numérique dans le cadre d’une approximation de @
on|,

On refait le méme test que précédemment mais au lieu d’« injecter » la dérivée normale
exacte de v, on 'approche par le biais de 'algorithme du point fixe (de la formulation
simplifiée) en ajustant € pour chaque valeur de h. Notons que pour qu’il ne pollue pas
erreur, e doit étre assez petit (on 1’a pris de 'ordre de h?) et par suite le paramétre de
relaxation doit étre trés proche de 1. Ce qui ralentit la convergence de ’algorithme de
point fixe. On remarque qu’on retrouve les mémes résultats de la section précédente (cf.
figure 4.2(b)).
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(a) Cas d’une résolution locale exacte.

1>(1007 ] T ] T T

r [3—F] Erreur H(Q), pente=0.74
(—6©) Erreur H' (Q), pente=0.99

I

X

fal

OI
i
I

2x10"

110"

Erreurs H' (échelle logarithmique)
[N

[¢)]
X
=
(=]

3x1072 [~

1/224 1/128 164
h (échelle logarithmique)

132 116

(b) Cas d’une résolution locale approchée.

F1G. 4.2 — Erreurs locales et globales ; conditions de DIRICHLET homogénes sur 7.



Chapitre 5

Cas des conditions de Neumann au
bord du trou

Sommaire
5.1 Algorithme . ... ... .. ... . oo 80
5.2 TImplémentation . ......... ... .. ..., 82
5.3 Tests nuMEriques . . . . . ¢ v v v v v v v v v o o o s o v oo 84
5.4 Validation numérique . . . . . . . ... 00000 e 88

79



Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou

Dans ce chapitre on s’intéresse a la résolution des problémes elliptiques dans des do-
maines perforés en prenant des conditions de type NEUMANN au bord du « trou ». Plus
précisément on se met dans le cadre du probléme modéle Iy introduit dans le chapitre 1.
A savoir, étant données f € L?(2\ B) et o une constante positive ou nulle, on cherche &
résoudre le probléme suivant : trouver u € HA(Q \ B), telle que

ou (5.1)

au—Au = f dans Q\ B,
I .
N = 0 sur v,

on

ol 'on garde les mémes données géométriques que celles du cas des conditions de DIRICH-
LET, représentées par la figure 5.1.

r

F1G. 5.1 — Donnée géométrique.

Rappelons que H(Q\ B) est l'espace défini par cette expression :
HYO\B) = fue H'(Q\B), w, =0} (5.2

Bien évidemment, les fonctions de cet espace ne sont pas nécessairement nulles sur ~.

L’objectif est toujours d’essayer de ramener la résolution du probléme initialement
posé dans le domaine perforé Q2 \ B en une résolution dans tout le domaine  (dans lequel
on dispose d’un maillage cartésien).

5.1 Algorithme

Pour a = 0, la formulation variationnelle naturelle du probléeme (5.1) est : trouver
u € HE(2\ B), telle que

Vu-Vw = fw, Vwe HL(Q\ B). (5.3)
OB OB

On propose I’algorithme de résolution suivant :
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5.1. Algorithme

u’ € H}(Q) donnée.
boucle
u™ € H}(Q) étant connue, trouver u" ™! € H(Q), telle que :

/Vu"“-VwZ/Vu"-Vw*/?w, Yw € Hy(9), (5-4)
Q B Q@

ol f est le prolongement de f par 0 dans B.
fin boucle

ALGORITHME 5.1: Conditions de NEUMANN au bord du trou.

Il est clair que les problémes (5.3) et (5.4) sont bien posés. Dans ce qui suit on va
établir le lien entre les solutions des problémes (5.4) et la solution du probléme initial.
Soit @ un prolongement quelconque de u (solution du probléme (5.3)) dans H} (), on a
alors le résultat suivant :

Lemme 5.1 Siu € HE(Q\ B) est la solution du probléeme (5.8), alors tout prolongement
u € H Q) de u vérifie

/Vﬂ-Vw :/ Vﬁ-Vw—l—/?w, Yw € Hy (). (5.5)
Q B Q
Preuve. La restriction d'une fonction de H}(2) & Q\ B étant dans H}(Q2\ B), on a par
construction :
/Vﬁ-Vw:/Vﬁ-Vw—l—/ Vu-Vw, (5.6)
Q B O\B
d’ou le résultat, puisque u est solution de (5.3). O

Le schéma donné par ’équation (5.4) est un processus itératif de point fixe qui converge
vers la solution de (5.3). En effet,

Proposition 5.2 La suite (u"\ﬂ\§> converge fortement vers u (la solution de (5.8))

dans HE(Q\ B).

Preuve. En faisant la différence des deux équations (5.5) et (5.4) puis en prenant (u""!—)
comme fonction test, on a :

/ |V (u - 17)}2 = / V" —a)- V"t —a), (5.7)
Q B
Ce qui implique, en utilisant I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
n ~2 n ~ n ~
}u H_u’l,ﬂ <|u —U|1,B}U “—u’LB, (5.8)

et par suite :

unJrl o + ‘unJrl o ﬂ‘i}g S ‘un . ml,B ‘unJrl - (59)

~12
u‘l,Q\E 1,B?




Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou

ce qui implique en particulier :
utt — a}LB < |u" =l - (5.10)

Ainsi, la suite positive &, = |u™ — ul, 5 est décroissante donc convergente. D’ou le résultat
en passant a la limite dans (5.9). O

5.2 Implémentation

Dans I’algorithme 5.1, le seul terme non standard est : / Vu" - Vw, puisque les

fonctions u™ et w sont définies dans {2 et donc sur le maillage glgbal, alors que ce dernier
n’est pas adapté a la géométrie de B.

Pour minimiser cette erreur, de nature géométrique, et sans « esquinter » la structure
cartésienne du maillage (nécessaire pour utiliser le solveur PSCR, ), on propose de faire un
raffinement locale de =. Notons que ce raffinement est utilisé selement pour 1’assemblage

de / V' - Vi, ol ¢ et 7 désignent des fonctions de base associées au maillage global.
B

La procédure consiste a décomposer 'intégrale sur B en la somme des intégrales sur les
hexaédres dont l'intersection avec B est non vide :

/ V' Vgl ~ Z / Vo' -Vl (5.11)
B ocs Q
ONBH#D

Une fois les hexaédres intersectant B repérés, on choisit un niveau de raffinement ; le
premier niveau consiste a diviser Q en 8 = 23! éléments et, d’'une maniére générale, au
niveau ¢ > 0, Q est divisé en 2% éléments. Voir figure 5.2 pour le premier et le deuxiéme
niveau.

A son tour, / V' V¢’ est décomposée en la somme des intégrales sur les sous-cubes

Q
Q,. Ainsi, on a :
232

/BVgoi V! ~ Z Z/ e(r)\Ve' - V. (5.12)

QcE, r=l1 Qr
ONB#D

(r) = { L si @.NB#, (5.13)

ou

0 sinon.

Chaque intégrale sur Q, est calculée en utilisant des formules de quadrature. En pratique,
on utilise les formules de quadratures de GAUSS-LEGENDRE présentées dans I’annexe A.

Remarque 5.1 Afin d’optimiser la procédure de raffinement local qu’on vient de décrire,
on peut penser G ne considérer que les éléments Q qui intersectent v = 0B. Ceci peut étre
fait en utilisant des algorithmes de type octree par exemple. Cependant, dans le cas qui
nous intéresse, a savoir la possibilité de considérer un nombre assez grand de particules,
ces derniéres souvent sont de petite taille et par suite raffiner les éléments intersectant -y
au lieu de ceux intersectant B n’apporte pas un gain considérable.
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5.2. Implémentation

" Niveau I —,

Niveau 2

Fia. 5.2 — Raffinement local.
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Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou

5.3 Tests numériques

On présente un test numérique simple qui consiste & prendre ) le cube | — 1, 1> et B
la boule centrée a ’origine et de rayon R = 0.4. On cherche & approximer la solution du

probléme suivant : B
—Au = f dans Q\ B,

N L, (5.14)
on =0 sur 7.

Les données f et g sont choisies de sorte que %(y + 1) soit la solution analytique du
probléme suivant :

(5.15)

—Au = f dans £,
u =g sur I

En I’absence de ’obstacle (probléme (5.15)), sur chaque plan (z,y) les isovaleurs de la
solution seraient des lignes paralléles a I’axe des x. Dans notre cas (probléme (5.14)), la
présence de 1’obstacle modifie ces lignes pour qu’elles soient normales & . Le champ de
vecteurs constitué par le gradient d’une telle solution devrait donc contourner ’obstacle.

Dans la figure 5.3, on présente sur le plan de coupe z = 0 les isovaleurs de la solution
calculée. Le gradient de cette derniére est présenté dans la figure 5.4.

On refait le méme test numérique mais au lieu d’une seule boule, B est la réunion de
cinqg sphéres situées dans le plan z = 0. Les isovaleurs et le gradient de la solution calculée
sont présentés par la figure 5.5.
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5.8. Tests numériques

Plan z =0

>
xT
Plan z =0
1 T T T
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08 08
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0.68 T 76 0.68
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06 ¢ 06
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04 04
036 2 0.36
032 -
.2
0.28 Ne 0.28
24 .
i 0 0.24
0.
0.2 0.6 2
0.16 o016
012 012
0.08 0.08 0.08
0.04 0.04
-1 T T T T
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F1G. 5.3 — Isovaleurs de la solution;

conditions de NEUMANN homogénes sur 7.
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Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou
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5.8. Tests numériques
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Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou

5.4 Validation numérique

On garde toujours la méme configuration géométrique et les mémes données numeériques
que celles de la section 4.3 page 76, mais cette fois on cherche & approcher u = cos(3(r? —
R?)) en tant que solution du probléme Iy :

—~Au = f dans Q\B
— =0 sur vy
on
Dans les courbes de la figure 5.6(a), on présente les erreurs locales e[, 5 et |[e]|, 5 dans

Q pour différentes valeurs de h (h € {%, 4, L L _L1) Les erreurs globales ne sont pas

présentées parce qu’elles coincident exactement avec celles dans ().

L’objectif du prochain test est de montrer qu’on peut capter les éventuelles oscillations
de la solution sur la surface . Pour y parvenir, on considére la fonction

1
u(r, v, p) = Z(TQ — 2R*)r*sin® 1) cos 2, (5.17)

solution du probléme Iy. Ici le triplet (7,1, ) désigne les coordonnées sphériques. Les
erreurs locales |e[, g et |le[|, 5 dans Q pour différentes valeurs de h, sont présentées dans
les courbes de la figure 5.6(b). Notons que dans ce cas on n’a méme pas cherché a calculer
les erreurs globales puisqu’on ne dispose pas d’un prolongement harmonique explicite de
la solution a l'intérieure de la boule.
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5.4. Validation numérique
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F1G. 5.6 — Eerreurs locales ; conditions de NEUMANN homogénes sur +.
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Chapitre 5. Cas des conditions de Neumann au bord du trou
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Deuxiéme partie

Vers les écoulements fluide-particules
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Chapitre 6

Discrétisation des équations de
Navier-Stokes

Sommaire

6.1 Les équations de Navier-Stokes tridimentionnelles incom-
pressibles . . . . .. ... Lo e e

6.2 Discrétisation en temps des équations de Navier-Stokes .
6.2.1 La méthode des caractéristiques . . . .. . ... ... ...
6.2.2 Les méthodes de projection . . . . ... ... ... ... ..

6.3 Discrétisation en espace des équations de Navier-Stokes .

6.4 Un modéle pour l’interaction fluide-particule ... .. ..

6.5 conclusion / perspectives. . ... ... ... ... .. ...,

93



Chapitre 6. Discrétisation des équations de Navier-Stokes

6.1 Les équations de Navier-Stokes tridimentionnelles
incompressibles

On se place dans un domaine borné de R3, noté ), dans lequel il y a mélange de
fluide et de particules rigides. Soit B la réunion de celles-ci. Ainsi, le domaine occupé
par le fluide est le domaine perforé Q) \ B, noté aussi {2;. Un exemple représentatif de ce
domaine est donné par la figure 6.1. Notons que lorsque les particules sont mobiles, il en

O r
.OC)Q Q

o) OQ
. QOQ

F1G. 6.1 — Exemple représentatif de la géométrie d'un domaine perforé.
est de méme pour le domaine occupé par le fluide. Ce qui justifie la notation 2¢(t) pour
désigner le domaine occupé par le fluide & I'instant ¢.

On considére un fluide incompressible newtonien régi par les équations de Navier-
Stokes instationnaires :

?;tl +(u-V)u—vAu+Vp= fdans Qy(t), (6.1)
V-u= O0dans Q(t), (6.2)

u(t=0) = ugdans Q(t), (6.3)

+ Conditions aux limites adéquates sur  0€Q(t), (6.4)

ol, u et p sont respectivement le champ des vitesses et la pression, v est la viscosité du
fluide et f un champ de forces extérieures (le champ de gravité par exemple). L’équation
(6.1) représente la conservation des moments tandis que 1’équation (6.2) est la contrainte
d’incompressibilité assurant la conservation de la masse.

6.2 Discrétisation en temps des équations de Navier-
Stokes

On s’intéresse dans cette section a l’approximation des solutions des équations de
NAVIER-STOKES sur un intervalle de temps fini [0,7]. On introduit une partition de
I'intervalle de temps : t" = ndt pour 0 < n < n* ou ot = % est le pas correspondant.
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6.2. Discrétisation en temps des équations de Navier-Stokes

6.2.1 La méthode des caractéristiques

Parmi les difficultés inhérentes & la résolution des équations de NAVIER-STOKES est
la prise en compte du terme non linéaire : (u- V)u. Afin de surmonter cette difficulté, on
a choisi de discrétiser ce terme par la méthode des caractéristiques (voir O. PIRONNEAU
[62] et E. SULI [75]); il s’agit d’un traitement lagrangien de la dérivée totale :

Du Ou

E = a + (11 : V)u, (65)

appelée également dérivée particulaire.

Plus précisément, la trajectoire d’une particule fluide dans un écoulement ayant une
vitesse u(t,.) et se trouvant a la position x au temps s est notée x(t, s;x) (Voir la figure
6.2).

X ainsi définie est donc solution de I’équation différentielle ordinaire :

w =u(t,x(t,5x)), te]0,4], (6.6)
x(s,5x) =x.

On note X" (x) = x(t",t""!;x). On utilise ’approximation suivante pour la dérivée
totale en temps :
Du _u(t"',x) —u(t", x""""(x))

Dt — 5t (6.7)

g+ T A
Xn+1,5
ot
n+1,n
t’n
Temps
Espace

F1G. 6.2 — Ligne caractéristique.
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Chapitre 6. Discrétisation des équations de Navier-Stokes

6.2.2 Les méthodes de projection

Une des principales difficultés liées a la résolution des équations de NAVIER-STOKES
est le couplage entre les inconnues u et p par la contrainte d’incompressibilité. Les méth-
odes de projection introduites par A.J. CHORIN [12, 13| et R. TEMAM |77| pour approcher
numériquement les solutions des équations de NAVIER-STOKES instationnaires sont large-
ment utilisées pour leur simplicité et leur efficacité. Cette classe de méthodes permet de
découpler les approximations de la vitesse et de la pression & chaque pas de temps, évitant
ainsi les difficultés inhérentes a la résolution du probléme de STOKES.

Ce sont des méthodes de marche en temps a pas fractionnaires visant a découpler le
calcul de la vitesse et celui de la pression, en résolvant dans un premier temps un probléme
de convection-diffusion telle que la vitesse résultante n’est pas a divergence nulle, puis,
dans un deuxiéme temps, celle-ci est projetée sur un espace de fonctions a divergence nulle
afin de satisfaire la contrainte d’incompressibilité. L’analyse de ces méthodes est donnée
dans R. TEMAM [78].

Dés leur introduction par A.J. CHORIN et R. TEMAM, les méthodes de projection ont
fait I’objet d’un grand nombre de travaux. Toutes les approches sous-jacentes peuvent étre
classées en deux catégories : celles basées sur des techniques de correction de la pression
et celles basées sur des techniques de correction de la vitesse.

On cite par exemple le schéma en O(6t?) pour la vitesse en norme L? introduit dans
J.-L. GUERMOND |[32] et J. SHEN [72], la nouvelle variante basée sur une correction de
la vitesse introduite dans J.-L.. GUERMOND et J. SHEN [34], permettant une convergence
en O(6t2) sur la vitesse en norme L? et une convergence en O(5t2) sur la vitesse en norme
H! et la pression en norme L2, et enfin le schéma introduit dans J.-L. GUERMOND et J.
SHEN [33], qui outre le fait qu’il soit en O(§t?) pour la pression, est également d’ordre 2
pour la vorticité.

Dans le cadre de ce manuscrit, nous nous limiterons aux variantes qui ont été implé-
mentées dans la thése, en I'occurrence le schéma de projection introduit par Y. ACHDOU
et J.-L. GUERMOND dans [2] et le schéma de splitting introduit dans J.-L. GUERMOND
et J. SHEN [33].

Schéma de projection / Lagrange-Galerkin

Pour la discrétisation en temps des équations de NAVIER-STOKES on a choisi d’utiliser
un schéma de projection Lagrange-Galerkin. Cette famille de schémas a été analysée dans
Y. ACHDOU et J.-L. GUERMOND |[2]. Un des avantages majeurs de cette approche est de
traiter le terme convectif de maniére explicite et de garder les opérateurs symétriques et
invariants en temps. L’idée est de combiner la méthode des éléments finis avec la méthode
des caractéristiques présentée dans la section 6.2.1.

L’idée principale commune & tous les schémas de projection est de découpler les effets
visqueux du fluide de I'incompressibilité de I’écoulement, ils sont ainsi basés sur une
stratégie de « prédiction-correction ».

On introduit donc deux suites (u™) et (u") pour la vitesse et une suite (p™) pour la
pression telle que a chaque pas de temps :
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— (u") soit une « prédiction» du champ de vitesse, vérifiant les conditions aux limites
mais pas nécessairement la contrainte de divergence nulle,

— (u™) soit une « correction» de (u") a divergence nulle, mais ne vérifie pas forcément
les conditions aux limites,

— (p") s’ajuste en fonction de (u") et apporte la correction nécessaire; on note que
calculer (u") revient a calculer (p™).

On introduit les espaces X, C H'(Q) et M, C L*(Qs)/R comme étant des approxi-
mations discrétes par éléments finis de H' (Q;) et L?(Q;)/R basées sur une triangulation
du domaine Q. On introduit aussi Y}, 'espace défini par Y, = X}, + VM. Notons que
comme les fonctions de ’espace M) sont continues, polyndémiales par morceaux, celui-
ci est donc inclus dans H'(Q), et par suite Y, C L*(€2;). On définit les deux suites
(U))o<n<n C Xp et (U))o<n<n C Yy Le schéma discret de projection/Lagrange-Galerkin

est donc le suivant : trouver ()}, p"t!) € Y, x My, tel que :

ﬁn—l—l . ﬁn o Xn-l—l,n
< h 5h h 7Vh) —+ V(VﬁZJrl, VVh) +
Prédiction t
(Bg(sz - pz_l)u Vh) = (fn+17 Vh>7 vvh S Xh-
(6.8)
v . ﬁn+1’
(v(pz+1 - p2>7 th) = %7 VQh S Mh7
Projection (6.9)
= Wt - sVt - ph),
ol By, est 'opérateur de divergence discret de X, dans M), et est défini par
V(Vi,qn) € X X My, (Bpvn, qn) = / Vi - Vg, = (Vhang]l)' (6.10)

Qy

Une nouvelle classe de schémas de splitting

Il s’agit de schémas qui ont été récemment introduits par J.-L. GUERMOND |[33|. On
se limite dans cette présentation au schéma d’ordre 1. Voir [33| pour plus de détails,
notamment sur la variante d’ordre 2.

L’idée de base est d’intégrer 1’équation des moments (6.1) en prenant des gradients
comme fonctions test, et en utilisant :

Ju Ju 1
(g V) =—=(V-54a) =0, Vge H(Q). (6.11)
Ainsi, il vient :
/ Vp-Vq:/ (f +vAu— (u-V)u)-Vq, VYge H'(Qy). (6.12)
Qf Qf
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Afin de simplifier la présentation, on suppose dans cette section qu’on a pu approximer le
terme non linéaire (par la méthode des caractéristiques ou par une autre technique). On
introduit ¢" ™ = f(t"*") — ((u- V)u)""'. Le schéma considéré est donc le suivant :

un+1 —u® . " "
5 —vAu"T VP =g, uhg =0, (6.13)
(Vp",Vq) = (9" + vAu"™ Vq), Vqe H'(Q). (6.14)

Dans cette formulation, on est amené & calculer Au™*! qui peut ne pas étre bien défini
dans le cadre de la méthode des éléments finis. Une solution alternative pour éviter ce
probléme consiste a réécrire les équations (6.13)-(6.14) sous la forme suivante :

un+1 —u” n+1 n n+1 n+1

s vAu" 4+ Vp" =g¢"", ujg =0, (6.15)
un+1 —u®

(V™' =p"),Vq) = (——,Vq), Yge H' (). (6.16)

ot

Notons que le schéma défini par les équations (6.15)-(6.16) ne correspond pas & une
méthode de projection & proprement parler, puisque la vitesse u™*! n’est pas a divergence
nulle.

Comme dans les schémas de correction de la vitesse et de correction de la pression,
’ordre du schéma (6.15)-(6.16) peut étre amélioré en remplagant Au™*! par —V xV xu"*!
(en utilisant Iidentité Au"™! = VV - u"™! — V x V x u"™!), ce qui donne :

ut! —u” +1 +1 +1
5 —vAU"T 4+ Vp" =g, u‘"aﬂf =0, (6.17)

(V™ = p"),Vq) = (¢" = vV x V x u™, Vg), VYge HY(Q)). (6.18)

Le fait de ne pas tenir compte du V-u"*! dans I’expression de Au™*! permet un controle,
a priori, de la divergence de la vitesse. Afin d’éviter de calculer explicitement le terme
V x V x u™!, on montre (voir [33]) que le schéma (6.17)-(6.18) est aussi équivalent a :

un+1 —u” n+1 n n+1 n+1
5 —vAu"" + Vp" = g¢"", U, = 0, (6.19)
un+1 —u"
(vwnJrl’ VQ) = (T, VQ), Vq c Hl(Qf), (620)
p" T =t — Vot (6.21)

Un des avantages de ce schéma est que la pression n’est plus contrainte & des conditions
de NEUMANN homogeénes artificielles. Ce schéma est d’ordre 1 pour la vitesse, la pression
et la vorticité (cf. [33]). On trouve aussi dans [33] une variante d’ordre 2.

6.3 Discrétisation en espace des équations de Navier-
Stokes

Comme décrit dans la section précédente, la discrétisation en temps des équations de
NAVIER-STOKES par un schéma de projection combiné avec la méthode des caractéris-
tiques nous conduit, a chaque pas de temps, & deux problémes découplés : un probléme
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6.4. Un modéle pour Uinteraction fluide-particule

de type HELMHOLTZ vérifié par le champ de vitesse u, (6.8) ou (6.19), et un probléme
de type POISSON vérifié par la pression p, (6.9) ou (6.20). Ainsi, on s’est ramené dans le
cadre des problémes elliptiques dans des domaines perforés. On pourra ainsi utiliser les
méthodes développées dans la premiére partie de ce manuscrit. Le probléme en vitesse
sera donc discrétisé par la F.B.M. et le probléme en pression par le schéma de prise en
compte des conditions de NEUMANN introduit dans le chapitre 5. Dans tous les calculs
que nous présenterons dans le chapitre 7, on a utilisé des éléments finis de type 8Q'/Q*,
c’est-a-dire une grille pour la vitesse deux fois plus fine que celle pour la pression (voir
figure 6.3).

@® Vitesse + Pression

o Vitesse

FIG. 6.3 — Grille vitesse/pression (8Q'/Q").

A ce stade, on a introduit et implémenté des outils permettant la simulation des
écoulement fluides tridimensionnels dans un domaine contenant des obstacles. En outre,
on a aussi considéré le cas ou le mouvement des particules est imposé (voir chapitre
7). Cependant, il reste & traiter la prise en compte du mouvement induit par les forces
hydrodynamiques exercées sur les particules.

L’objet de la section suivante est de développer des outils permettant la prise en
compte de tels mouvements. L’implémentation d’un module correspondant & la partie
interaction fluide-particule n’est pas encore faite et elle fait ’'objet de nos perspectives a
trés court terme.

6.4 Un modéle pour l'interaction fluide-particule

Le modéle d’interaction fluide-particule sur lequel on se base pour pouvoir tenir compte
des mouvements des particules dans un fluide est inspiré de celui utilisé dans B. MAURY
[52] et R. GLOWINSKI [58]. Dans [52], 'auteur propose une méthode basée sur une ap-
proche ALE (Arbitraire Euler-Lagrange) permettant la simulation directe d’écoulements
particulaire en 2D ot un grand nombre de particules peut étre considéré, de 1’ordre de
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5000. Dans [58], I'auteur propose une méthode de domaines fictifs permettant la simula-
tion d’écoulements fluide-particules en trois dimensions d’espace. Le nombre de particules
mises en jeu est de 'ordre de 1024.

On se place dans une situation aussi simple que possible. On considére le mélange d'un
fluide visqueux et de N particules indéformables et de forme sphérique. On suppose de
plus qu’aucun contact ne se produit entre deux particules, ou entre une particule et la
paroi.

Dans ce paragraphe on ne suppose plus que les particules sont fixes mais peuvent
étre en mouvement sous l’action de la force hydrodynamique exercée par le fluide, et
éventuellement celle exercée par un champ de forces extérieures (le champ de gravité g
par exemple).

Soit 2 C R3 un domaine borné, de frontiére I', rempli par un mélange fluide-particules.
Il s’agit d’un fluide incompressible de densité p, et de N particules rigides By, ..., By;n
désigne toujours un vecteur unitaire normal a la frontiére du domaine €2y occupé par le
fluide. Par ailleurs, on note par n un vecteur unitaire normal & la surface v; de la particule
B;. Notons que n = —7 sur 7;. A I'instant ¢ donné, le domaine occupé par le fluide est le
suivant :

=0\ LNJR(t). (6.22)

Voir la figure 6.4 pour un exemple du domaine €2y dans le cas bidimentionnel.

S
e

F1G. 6.4 — Notations (cas bidimentionnel).

L’écoulement du fluide est régi par les équations de NAVIERS-STOKES qu’on peut
écrire sous cette forme :

(aa—ltl—l—(u V)u )—V~a = pg dans Q(?), (6.23)
V-u = 0 dans Qg(¢), (6.24)

ol u désigne le champ des vitesses du fluide, et o le tenseur des contraintes. Pour un
fluide newtonien de viscosité v, ce tenseur est donné par cette équation :

o(x,t) = —pI + 2vD[u], (6.25)
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Dfu] = %(Vu V) (6.26)

désigne le tenseur des taux de déformation, p la pression du fluide et I le tenseur identité.
Pour i € {1,..., N}, on note par m; la masse de la i particule B;, V; la vitesse de
translation de son centre de masse G;, w; son vecteur vitesse de rotation instantanée,
et J; son tenseur d’inertie en G;. Le systéme (6.23)-(6.24) doit étre complété par des
conditions initiales et des conditions au bord adéquates. Nous citons en particulier les
conditions qu’on a choisi de poser sur les interfaces fluide-particules (v;)1<i<n. Il s’agit
des conditions d’adhérence (ou non-glissement) du fluide aux surfaces (7;)1<i<n ;

ux,t) =V, +w; x (x—G;), Vx e ~l(t). (6.27)

Le mouvement de particules rigides, imperméables et immergées dans un fluide new-
tonien est modélisé par la deuxiéme loi de NEWTON. Ce mouvement est régi par les
équations (vectorielles) de NEWTON-EULER :

dV; . )
m;i— = mig—/ on, i=1,...,N, (6.28)
dt ¥ (t)
dwl- ~ .
JZ—+wZ><JZw, = —/ (X—GZ‘)XO"I’I,, Z:L...,N, (629)
dt Yi(t)

ou les vitesses V; et w; des particules B; sont données par les équations cinématiques
suivantes :

dG;

=V, i=1,...,N .
S =Vi, i=1...N, (6.30)
d®; .
S =wi Q=1 N (6.31)

Dans ’équation (6.31), le vecteur tridimentionnel ©; est celui dont les composantes sont
les trois angles d’EULER qui permettent de définir la position angulaire d’un solide dans
I'espace (voir figure 6.5).

Les angles ¢;, (; et 1; sont respectivement connus sous les noms suivants : angle de
« précession », angle de « nutation», et angle de « rotation proprey». L’angle (; prend les
valeurs de 0 & 7 et les angles ¢; et 1; de 0 & 2w. Voir I'annexe C, section C.1 pour plus
de détails sur les angles d’EULER.

Pour i € {1,..., N}, 'expression de la vitesse angulaire w; dans le repére d’inertie
(noté par (2,1, 2') dans la figure 6.5) lié & la i®™® particule est :
¢y sin 3 sin1; + 3; cos
w; = | ¢;sin B;cosy; — Bisiny; |, (6.33)
¢ cos B +
N 4o déi g _ dBi i, — A
ou ¢; = it By = et vy = it
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F1G. 6.5 — Position angulaire d’un solide dans I’espace.

6.5 conclusion / perspectives

Le modéle décrit dans la section précédente nous permet de tenir compte de la force
exercée par le fluide sur les particules, et ainsi, la prise en considération du mouvement
induit. Il suffit alors d’estimer les termes suivants, & savoir la force hydrodynamique,

donnée par :
F, = —/ on, (6.34)
7 (t)

T, = — / (x — Gi) x o, (6.35)
7 (1)
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Chapitre 7

Simulations numeériques
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Chapitre 7. Simulations numériques

En vue de montrer la possibilité de simuler des écoulements tridimensionnels « com-
plexes » avec la F.B.M., ce chapitre est dédié aux simulations numériques de certains
écoulements classiques.

On commence par la simulation numérique de la convection-diffusion de la chaleur,
autour de particules (fixes et mobiles), par un champ de vitesse potentiel. Ce modéle est a
la fois simple et représentatif de certaines difficultés rencontrées lors de la mise en ceuvre
des équations de NAVIER-STOKES tridimensionnelles. Les avantages que 1’on peut avoir
en utilisant, dans un premier temps, ce modéle sont d’abord le fait d’avoir des équations
aux dérivées partielles scalaires et ensuite la possibilité de choisir un champ de vitesse
potentiel (ce qui nous permet d’avoir en plus des EDP linéaires). Notons que ce modéle
est aussi utilisé dans différents contextes physiques. Il est censé modéliser les fluides dits
« parfaits ».

Dans la deuxiéme simulation, on s’intéresse aux équations de NAVIER-STOKES. On
commence par un test classique d’écoulement complexe, la cavité entrainée, auquel on
ajoute une complexité supplémentaire qui consiste & mettre un obstacle au centre de la
cavité afin de voir son effet sur le tourbillon principal et éventuellement les tourbillons
mineurs.

Afin de valider le code de calcul, on s’intéresse dans la troisiéme simulation au bench-
mark de ’écoulement autour d’une sphére. On présente ainsi quelques simulations avec
différents nombres de REYNOLDS.

On finit ce chapitre par quelques simulations numériques d’écoulements autour de
plusieurs inclusions solides.

7.1 Convection-diffusion de la chaleur autour d’un amas
de particules fixes

On se place dans un parallélépipéde Q de R? dans lequel se trouve un amas de particules
rigides et fixes. Ces particules peuvent étre vues comme des grains dans la boite ). Sur
cinq des faces de €2, on maintient une température égale a 1 et sur la sixiéme face on prend
des conditions de NEUMANN homogénes. Sur les surfaces des particules, la tempértaure est
maintenue égale & 0. La chaleur est convectée par un champ de vitesse potentiel solution
du probléme (7.1). En I’abscence des particules « rafraichissantes », la boite 2 finit par
avoir une température constante égale & 1. Par contre, comme on peut le vérifier sur la
figure 7.1, la présence de ces particules permet de maintenir une zone « fraiche » dans un
voisinage de ’agglomération de particules.

On a pris comme domaine (2 le parallélépipéde | — 3, 3[x] — 3, 3[x] — 6, 6], B comme
étant la réunion de neuf boules de rayon commun R = 0.4. La vitesse de convection v est
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F1G. 7.1 — Convection-diffusion de la chaleur autour d’un amas de particules fixes.

égale & Vi, ol ¢ est la solution du probléme suivant :

([ —Ap=0 dans Q\B,

Iy
=0 = iy
o sur 7y LiJ'y
dyp
+— =0 r = Aminy # — “maz)>
o sur \ (2 = Zmin, 2 = Zmaz)
\ =1 sur (2= Znin, 2 = Zmaz),

ou n (respectivement n) désigne un vecteur unitaire normale a la surfac
ment ). Quant & la température u, elle est solution du probléme suivant :

( au R
a—uAu—i—Vgo-Vu:O dans Q\ B,
u=0 sur U%‘,
u=1 sur D'\ (2= zun),
\ S—Z =0 sur (2= Znin)-

(7.1)

e I' (respective-

La conductivité v est égale & 3.1072 et le pas de temps ot est égal & 2.107!. Les
résolutions des deux problémes (7.1) et (7.2) sont faites par la F.B.M. sur un maillage
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cartésien de 33 x 33 x 65 points. Une itération en temps coiite en moyenne 5 secondes CPU
(notons que pour une itération en temps on fait une dizaine d’itérations de ’algorithme du
point fixe pour le probléme en ¢ et une quarantaine d’itérations pour le probléme en u).
Ce calcul a été fait sur Hydre 8. Dans la figure 7.1 sont représentées quelques isosurfaces
de la température aprés avoir atteint ’état stationnaire.

7.2 Convection-diffusion de la chaleur autour de deux
boules en mouvement

L’objectif de cette simulation numérique est de montrer que la F.B.M. est aussi bien
adaptée au cas des domaines mobiles. On se place dans le méme cadre que celui de la
simulation précédente et au lieu de considérer un amas de particules fixes on se donne
deux boules rigides en mouvement. Les trajectoires des deux particules sont imposées a
I’avance, et sont choisies de sorte qu’on puisse éviter tout contact éventuel entre les deux
boules. Le cas des chocs entre les particules n’est pas traité dans cette thése.

Comme la température aux surfaces des particules est toujours maintenue égale a 0
et celle & la frontiére I" vaut toujours 1, on s’attend & avoir une « trainée » de zones
« fraiches » qui suivent les boules en leurs mouvements.

On a gardé les mémes données géométriques pour le domaine €2, a savoir le par-
allélépipede | — 3,3[x] — 3,3[x] — 6,6[. Quant au domaine B, il est la réunion des
deux boules B; et By dont les centres respectifs sont initialement (& ¢ = 0) situés en
a=(rg=0,90=0,20=1) et b= (g = 0,90 = 0,20 = —1). Les deux boules ont le
méme rayon R égal & 0.4. La trajectoire de la boule B; est définie par ces équations :

(x(t) = xo + 2 cos(t),
y(t) = yo + 2sin(t), (7.3)
\ 2(t) = 20 + g sin(%).

Celle de la boule B, est donnée par :

(

z(t) = xo + % sin(t),
(1) = o + 5 cos(t), (7.4
\ 2(t) = 20 — gsin(f—é).

La vitesse de convection v est toujours le champ potentiel donné par ¢, solution du
probléme (7.1). La température u est aussi solution du méme probléme (7.2).

8Le cluster du Laboratoire Jacques-Louis LIONS.
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Dans les figures 7.2 et 7.3 on présente I’évolution en temps de la température sous
forme d’isosurfaces. On remarque ’apparition des zones « fraiches » qui suivent les boules
dans leur mouvement.

(a) Isosurfaces de la température, t = 20s. (b) Isosurfaces de la température, ¢t = 40s.

(c) Isosurfaces de la température, ¢t = 60s. (d) Isosurfaces de la température, ¢ = 80s.

F1G. 7.2 — Evolution de la température au cours du temps.
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(a) Isosurfaces de la température, t = 100s. (b) Isosurfaces de la température, ¢t = 120s.
(c) Isosurfaces de la température, ¢t = 140s. (d) Isosurfaces de la température, ¢t = 160s.
(e) Isosurfaces de la température, ¢t = 180s. (f) Isosurfaces de la température, ¢t = 200s.

F1G. 7.3 — Evolution de la température au cours du temps.
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7.8. Cawvité entrainée en présence d’un obstacle sphérique

7.3 Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique

Dans un premier temps, on se place dans le cube Q =] — 1, 1[* (sans obstacle) et 'on
considére la cavité entrainée par une paroi se déplagant a vitesse constante u = (1,0,0)7
en z = % La paroi supérieure crée un fort tourbillon central et des tourbillons mineurs
dans les coins inférieurs de la cavité ainsi que dans le coin supérieur gauche (voir figure
7.4). Outre les tourbillons mentionnés précédemment, appelés de TAYLOR, il apparait
pour des nombres de REYNOLDS élevés des tourbillons dits de TAYLOR-GORTLER. Voir
C. PRUD’HOMME [65] par exemple pour des simulations numériques de la cavité entrainée

faisant apparaitre ces différents tourbillons.

Fia. 7.4 — Cavité entrainée.

Le nombre de REYNOLDS est calculé de la maniére suivante :
Re = —, (7.5)

ot U et a sont respectivement la vitesse moyenne et une longueur caractéristique de
I’écoulement.

Dans ce qui suit on présente deux simulations numériques de la cavité entrainée : la
premiére, classique et sans obstacle, et la seconde correspondant a la méme expérience,
en gardant les mémes paramétres, et en y ajoutant un obstacle sphérique.

Initialement le fluide est au repos, c¢’est-a-dire u = 0. Le fluide circule dans le domaine
Qr (2 = Q pour le cas classique et Q; = Q \ B pour le cas avec un obstacle sphérique
B). Cependant, dans les deux cas, le calcul se fait dans le cube 2 tout entier. En effet,
pour la cavité entrainée en présence d’un obstacle, et en utilisant la F.B.M., on se raméne
au domaine €2 tout entier.

On suppose que le fluide « colle » aux parois du cube. Ceci se traduit par des conditions
de DIRICHLET sur la vitesse. Plus précisément, pour la premiére composante de la vitesse,
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on impose des conditions non homogénes (égales a 1) sur la paroi z = % et des conditions
homogénes sur les autres faces. Pour les deux autres composantes du champ de vitesse,
on considére des conditions de DIRICHLET homogénes sur tout le bord du cube ).

Pour le cas de la cavité en présence d’un obstacle, on impose également des condi-
tions de DIRICHLET homogénes sur la sphére. Ces derniéres sont prises en compte par la
F.B.M. comme décrit dans les chapitres précédents.

On a utilisé le schéma de projection Lagrange/Galerkin décrit dans le chapitre 6 page
96. On se raméne ainsi a la résolution d’un probléme de POISSON avec des conditions
de NEUMANN homogénes sur la pression. Les paramétres des deux simulations sont les
suivants : pas de temps 6t = 2.1072 et viscosité v = 2.1073. Le maillage de Q comporte
65 X 65 x 65 sommets.

Dans les figures 7.5 page 111, 7.6 page 112 et 7.7 page 113, on présente les résultats de
la simulation de la cavité entrainée en présence d’un obstacle ; dans la colonne de gauche,
quelques isosurfaces de la norme euclidienne de la vitesse a des instants différents. Dans
la colonne de droite, on présente quelques isobares. Les figures 7.8 page 114, 7.9 page
115 et 7.10 page 116, présentent le champ de vitesse sur le plan de coupe y = 0 et des
zooms autour de l'obstacle sur le méme plan de coupe. Ensuite, pour la figure suivante,
7.11 page 117, on fait un zoom sur le coin inférieur de droite du plan de coupe pour
présenter le tourbillon de TAYLOR. Enfin, dans la figure 7.12 page 118, sont représentées,
sous différents angles de vues, quelques lignes de courant caractérisant 1’écoulement.

Afin de valider le code, on présente dans les figures 7.13 page 119, 7.14 page 120 et
7.15 page 121 le champ de vitesse correspondant a la cavité entrainée sans I’obstacle.
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.3, avité entrainée en présence d’un obstacle sphérique
7.83. Cavité entrainé € d’ bstacl héri

(a) Isosurfaces de la vitesse, t = 0.2s. (b) Isobares, t = 0.2s.

¢

(c) Isosurfaces de la vitesse, ¢ = 1s. (d) Isobares, t = 1s.

(e) Isosurfaces de la vitesse, t = 2s. (f) Isobares, t = 2s.

F1G. 7.5 — Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique.

0.9
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(a) Isosurfaces de la vitesse, t = 4s. (b) Isobares, t = 4s.

(¢) Isosurfaces de la vitesse, ¢ = 6s. (d) Isobares, t = 6s.

(e) Isosurfaces de la vitesse, t = 8s. (f) Isobares, t = 8s.

F1G. 7.6 — Cavité entrainée en présence d’'un obstacle sphérique.
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.3, avité entrainée en présence d’un obstacle sphérique
7.83. Cavité entrainé € d’ bstacl héri

(a) Isosurfaces de la vitesse, t = 10s. (b) Isobares, t = 10s.

(c) Isosurfaces de la vitesse, t = 12s. (d) Isobares, t = 12s.

10 44
. |

43
T

421

4.1

4.0

(e) Isosurfaces de la vitesse, t = 20s. (f) Isobares, t = 20s.

F1G. 7.7 — Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique.

113



Chapitre 7. Simulations numériques

(b) Zoom central, t = 0.2s.
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(e) Champ de vitesse, t = 2s. (£) Zoom central, t = 2s.

Fi1G. 7.8 — Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique ; champ de vitesse sur le
plan de coupe y = 0.
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F1G. 7.11 — Tourbillon de TAYLOR du coin inférieur droite ; plan de coupe y = 0.
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(a) Vue de dessus de certaines lignes de courant.

.
(b) Vue de face de certaines lignes (¢) Vue de derriére de certaines
proches de ’obstacle. lignes proches de I’obstacle.

o |
(d) Vue de gauche de certaines (e) Vue de droite de certaines
lignes proches de ’obstacle. lignes proches de ’obstacle.

F1G. 7.12 — Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique; lignes de courant.
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7.4 Ecoulement autour d’une sphére

Afin de valider le code, il est intéressant de comparer les résultats numériques, méme
qualitativement, avec les benchmarks. L’objectif des tests numériques de cette section est
la simulation d’un écoulement tridimensionnel autour d’une sphére. Ce type d’écoule-
ments n’a pas été aussi documenté que celui autour d’un cylindre. Néanmoins, dans la
littérature récente, on peut trouver quelques résultats permettant de mieux comprendre
ce phénomeéne (on peut par exemple voir T.A. JOHNSON et al. [41], D. KM et al. [42], R.
MITTAL [55], A. TOMBOULIDES & S. ORSZAG [79] et leur références bibliographiques).

D’apres les références susmentionnées, pour des nombres de REYNOLDS Re < 270,
un écoulement laminaire atteint un régime stationnaire, et & partir d’'un nombre de
REYNOLDS supérieur a 300, I’écoulement a un comportement périodique qui peut étre
mis en évidence par des oscillations en aval de I’obstacle.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a ces deux régimes d’écoulements. Dans la premiére
simulation, on considére le domaine parallélépipédique Q =] —1,1[x] —1,1[x] — 1, 5[ dans
lequel il y a un obstacle sphérique B (de centre (0,0, 1) et de rayon 0.25). Les équations de
NAVIER-STOKES sont discrétisées par les éléments finis 8Q' /Q" en utilisant la F.B.M. et
le schéma de projection / Lagrange-Galerkin décrit dans le chapitre 6. Le pas de temps
est 0t = 1.5 x 1072, Pour la discrétisation en espace, on a 65 x 65 x 129 points de maillage.
La vitesse et la viscosité sont telles que Re ~ 250. On prend un profil constant a I'entrée
(face z = 1), des conditions de NEUMANN homogénes en sortie (face z = 5) et vitesse
normale nulle sur les parois.

Comme I’écoulement est stationnaire, on présente une seule itération en temps corre-
spondant a t = 3s. La figure 7.16 page 123 montre quelques lignes de courant et isosur-
faces de la vitesse sur le plan de coupe y = 0. Ces lignes de courant sont choisies de sorte
qu’elles montrent les zones de recirculation en aval de ’obstacle. Cette zone de tourbillon
(en forme de tore) est mieux visible sur la figure 7.17 page 124. Le champ de vitesse est
représenté sur la figure 7.18 page 125. Enfin, dans la derniére figure de cette simulation
(la figure 7.19 page 126), on présente quelques isobares au méme instant ¢ = 3s.

Le deuxiéme exemple d’écoulement autour d’une sphére, & Re ~ 400, correspond a
11 11

un régime périodique. A présent le domaine de calcul est Q =] — 1 1[x] -1 1[x] -1 5],
L’obstacle considéré est la sphére de centre I'origine et de rayon 0, 1. Le pas de temps est
égal & 2 x 1072, Le maillage pour le champ de vitesse comporte 77 x 77 x 257 points, et
celui pour la pression comporte 39 x 39 x 129 points. Sur les figures 7.20 et 7.21 des pages
127 et 128 sont représentées les isovaleurs du champ de vitesse sur les plans de coupe
xr = 0et y =0 et correspondant & t = 6, 10, 14 et 20s. Pour réaliser cette simulation,
mille itérations en temps ont été nécessaires. A titre indicatif, pour cette simulation & plus
de quatre millions et demi de degrés de liberté, chaque itération en temps coiite quatre

minutes en temps CPU?.

9Calcul fait sur Hydre, le cluster du Laboratoire Jacques-Louis LIONS.
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0.E

0.8

0.4

0z

(a) Vue de face.

(b) Angle de vue diagonal. (c) Vue de droite.

F1G. 7.16 — Lignes de courant et isovaleurs sur le plan y =0 a t = 3s.
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(a) Angle de vue diagonal.

(b) Vue de face. (c) Vue de droite.

Fi1G. 7.17 — Zone de recirculation.
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(b) Zoom.

(a) Champ de vitesse sur le plan y = 0.

F1G. 7.18 — Champ de vitesse a t = 3s; plan de coupe y = 0.
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(a) Angle de vue diagonal.

(b) Vue de face.

F1G. 7.19 — Isobares a t = 3s.
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7.4. Ecoulement autour d’une sphére

(a) Re = 400, t = 65 ; plan supérieur y = 0, plan inférieur z = 0.

(b) Re = 400, t = 10s; plan supérieur y = 0, plan inférieur z = 0.

F1G. 7.20 — Isovaleurs de la vitesse sur les plan de coupe x = 0 et y = 0; Re = 400.
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0.6

0.4

0.2

0.0

(a) Re = 400, t = 14s; plan supérieur y = 0, plan inférieur 2 = 0.

0.8

0.4

0.2

0.0

(b) Re = 400, t = 20s; plan supérieur y = 0, plan inférieur z = 0.

F1G. 7.21 — Isovaleurs de la vitesse sur les plan de coupe x = 0 et y = 0; Re = 400.
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7.5. Ecoulement dans un canal contenant deuz obstacles sphériques

7.5 FEcoulement dans un canal contenant deux obstacles
sphériques

On considére le domaine parallélépipédique Q =] —2,2[x] —2,2[x] — 1, 11[ dans lequel
se trouvent deux obstacles sphériques de méme rayon R = 0.5 et de centres respectifs
(—0.5,0,2) et (0.5,0,5). En entrée du canal un profil de type POISEUILLE est imposé sur

la vitesse :
0

1
a=| 0 ) ey = @ - D -4,
u.(,y)
Les conditions sur les bords du canal sont des conditions de Dirichlet, u = 0, tandis
qu’en sortie du canal on impose les conditions suivantes sur la vitesse et la pression :

ou,
0z 0.

p=0, wu,=0, u,=0,

Le pas de temps est 6t = 2x 1072, et le maillage considéré est constitué de 65 x 65 x 193
points. On considére deux simulations : la premiére correspond & un nombre de REYNOLDS
Re ~ 10, et la seconde & Re ~ 200.

Pour la premiére simulation, la figure 7.22 page 130 présente le champ de vitesse dans
une zone proche des deux obstacles & t = 4s. La figure 7.23 page 131 montre les isosurfaces

et les isovaleurs (sur le plan de coupe x = 0) du module de la vitesse aux instants t = 1,
2, 3 et 4s.

On refait la méme expérience avec un nombre de REYNOLDS plus grand, de 1’ordre de
200. Les résultats sont présentés de la méme maniére que ceux de la simulation précédente,
et sont donnés par les figure 7.24 page 132 et 7.25 page 133 pour le champ de la vitesse
sur un plan de coupe passant par les centres des boules, et les figures 7.26 page 134 et
7.27 page 135 pour les isosurfaces et les isovaleurs du module de la vitesse.
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F1G. 7.22 — Champ de vitesse sur le plan de coupe y =0 a t = 4s; Re = 10.
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(c) t =3s. (d) t = 4s.

F1G. 7.23 — Isosurfaces et isovaleurs (plan x = 0) du module de la vitesse pour Re = 10.
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(b) t = 3s.

(a) t = 1s.

F1Gg. 7.24 — Champ de vitesse au voisinage des boules pour Re = 200; plan de coupe

y=0.
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FiGg. 7.25 — Champ de vitesse au voisinage des boules pour Re = 200
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(c) t =3s. (d) t = 4s.

F1G. 7.26 — Isosurfaces et isovaleurs (plan = 0) du module de la vitesse pour Re = 200.
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(c) t="Ts. (d) t = 8s.

F1G. 7.27 — Isosurfaces et isovaleurs (plan = 0) du module de la vitesse pour Re = 200.
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7.6 Ecoulement autour d’un nombre important de boules

fixes
Le dernier test numérique du chapitre concerne la simulation numérique d’un écoule-
ment en présence de plusieurs obstacles. Le domaine de calcul est Q =] — 2, 3[x]—3, 3[x]|—

1,1[, dans lequel on met d’une maniére « pseudo-aléatoire » '° soixante dix particules

sphériques de méme rayon R = 0.08. Le sens de I’écoulement est toujours paralléle a I'axe
des z, avec un profil constant en entrée (u, = 1), des conditions de sortie libre pour les
trois composantes de la vitesse et des conditions de glissement sur les parois du canal
sont considérées. Le pas de temps est 6t = 2 x 1072 et la grille vitesse/pression comporte
77 X T7 x 157 points pour la vitesse et 39 x 39 x 79 points pour la pression. Une itération
colite en moyenne 3.52 minutes en temps CPU.

Dans la figure 7.28 page 136 on présente quelques isosurfaces de la vitesse a l'instant
t = 12s. Le champ de vitesse, au méme instant, sur le plan de coupe y = 0 est présenté
dans la figure 7.29 page 137.

F1G. 7.28 — Isosurfaces de la vitesse & ¢t = 12s.

00n utilise un générateur de nombres pseudo-aléatoires auquel on impose la contrainte que deux
particules ne doivent pas se toucher.

136



7.6. Ecoulement autour d’un nombre important de boules fizes
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Chapitre 7. Simulations numériques

Remarque 7.1 On a refait la méme expérience en considérant d’abord une seule particule
parmi les soizante-dix considérées précédemment, puis en ne gardant que dix particules,
et enfin quarante particules. On a le résultat suivant :

‘ Nombre de particules H Coilit d’une itération en temps ‘

1 2.48 mn (CPU)
10 2.85 mn(CPU)
40 3.49mn (CPU)
70 3.52mn (CPU)

TAB. 7.1 — Temps CPU.

On peut alors remarquer qu’augmenter le nombre de particules n’a pas un grand impact
sur le temps de calcul ; une affirmation qui reste a confirmer en effectuant des tests avec
un trés grand nombre de particules.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons développé de nouveaux outils basés sur la méthode de
la frontiére élargie (F.B.M.), permettant la résolution de problémes elliptiques dans des
domaines perforés en utilisant des solveurs rapides. Il s’agit d’une technique de décom-
position de domaines avec recouvrement dont ’objectif est de remplacer le probléme
initialement posé dans le domaine perforé par un probléme dans un domaine plus grand,
de forme simple, permettant 1'utilisation de maillages cartésiens, et en conséquence des
solveurs rapides.

Les trous n’étant pas pris en compte explicitement par le maillage cartésien, il a fallu
trouver un moyen pour imposer les conditions aux bords correspondants. Pour prendre en
compte les conditions de type DIRICHLET aux bords des trous, une approche simplifiée de
la F.B.M. a été développée. Celle-ci permet de remplacer la résolution locale au voisinage
des trous par un calcul plus simple basé une approximation de la dérivée normale aux
bords des trous.

Pour les conditions de type NEUMANN, nous avons proposé un algorithme itératif
conduisant & la prise en compte de ces conditions en assemblant une « petite » matrice
de rigidité dans le second membre.

Tous ces outils ont conduit au développement d’'un code de calcul rapide permettant
la résolution de problémes elliptiques dans des domaines perforés. En outre, en utilisant
une méthode de projection, couplée avec la méthode des caractéristiques et les techniques
susmentionnées, nous avons aussi développé un solveur rapide pour la simulation de la
convection-diffusion de la chaleur en trois dimensions autour de particules fixes et mobiles.

Cette approche a été étendue a la simulation d’écoulements fluides tridimensionnels
incompressibles autour d’obstacles de forme sphérique. Le code ainsi développé est peu
sensible au nombre de particules (obstacles). En effet, le temps de calcul pour une centaine
de particules par exemple, est pratiquement du méme ordre que pour une seule particule!.
Pour la validation de ce code, plusieurs tests standards ont été fait. Une partie de ces
résultats ont été présentés au 35°™€ Congrés National d’Analyse Numérique 2 (voir
[40]). Quant au mouvement des particules dans le fluide, en ’état actuel, notre code de
calcul ne tient compte que du mouvement imposé; ces tests ont été fait dans le but de
montrer que la F.B.M. est bien adaptée aux écoulements fluide-particules. A présent,

1A titre indicatif, une itération en temps lors d’une simulation d’écoulement d’un fluide incompressible
tridimensionnel, avec un peu plus d’un million et demi de degrés de liberté pour la vitesse et prés de
deux cent milles pour la pression, cotite 2.48 minutes en temps CPU pour le cas d’une seule particule,
2.85 minutes pour les cas de dix particules et 3.52 minutes pour le cas de soixante-dix particules.
12CANUM 2003, La Grande Motte, France.
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Conclusion et perspectives

on a presque tous les outils nécessaires pour développer un module permettant la prise
en compte des particules en mouvement libre dans le fluide. Il reste a estimer les forces
hydrodynamiques. Cela fait 'objet de nos perspectives a trés court terme.

D’un point de vue théorique, I’analyse mathématique de la F.B.M. n’est pas une
tache aisée, car plusieurs paramétres entrent en jeu. Dans un premier temps, on a séparé
la résolution globale et la résolution locale. Ceci nous a permis alors de nous placer dans un
cadre semi-discret, ol ’on a supposé que la résolution locale est exacte. Ainsi, nous avons
prouvé la convergence du schéma sous-jacent et établi une estimation d’erreur optimale. La
preuve est un peu technique car elle est basée sur I'introduction d’un probléme auxiliaire
et l'utilisation des estimations intérieures obtenues grace au théoréme de NITSCHE et
SCHATZ [57|. Les estimations théoriques ainsi obtenues sont confirmées par des tests
numeériques. Une partie de ce travail a été présentée au 15eme congres international sur
les méthodes de décomposition de domaines'® et paraitra dans [8]. Le cas de I’estimation
de lerreur totale (qui prend en compte les discrétisations globale et locale) fait 1’objet
d’un travail en cours, cela aussi dans le cadre de la collaboration avec S. BERTOLUZZA.

1315th International Conference on Domain Decomposition Methods Freie Universitéit Berlin (FUB) -
July 21-25, 2003

140



Annexes

141






Annexe A

Quelques rappels utiles

Sommaire
A.1 Formule de quadrature de Gauss-Legendre . . . . . .. .. 144
A.2 Formulaire . .. .. ... ... ittt 145
A.3 InégalitéedeCauchy . ... ... ..... ... ... 145

143



Annexe A. Quelques rappels utiles

A.1 Formule de quadrature de Gauss-Legendre

On a la formule de quadrature suivante :

/1 f(x)dx =~ szf(:pz), (A.1)

o, les noeuds z; sont les zéros du polynéme de LEGENDRE' P,, et les poids w; sont

donnés par
2
i = . A2
v ng P} (2i) Ppy—1(2:) (4-2)

Le tableau A.1 donne les valeurs des x; et w; pour n, variant de 2 a 5.

L7 |

z, | w, |
_ L 1
2 A .
V3
_ V15 5
) 8
3 0 :
V15 5]
5 9
—%V/525-70v/30 | L(18+ /30)
4 | —3 V525 +70v/30 3= (18 — /30)
L/525 — 70v/30 56 (18 +/30)
(

L /525 + 70v/30 %
— /245 - 14V70 | 1 (322 4 13/70)

i
900
— =245+ 1470 | 555(322 — 134/70)

128
5 0 225

1/245 — 1470 | g5(322 + 13V/70)
1
11/245 + 1470 | 505(322 — 13V70)

TAB. A.1 — Abscisses des points de quadrature et leurs poids correspondants.

Remarque A.2 La formule de quadrature susmentionnée est exacte pour les polynomes
de degré inférieur ou égal a(2n, — 1).

Par tensorisation :
1,1 pl ng
/ / / f(z,y, 2)dxdydz ~ Z wwjw (%, Yj, 2k).- (A.3)
1J-1Ja -
i,5,k=1

Cette formule de quadrature est exacte pour les polyndémes de degré, par rapport a chaque
variable, inférieur ou égal a (2n, — 1).

0
14 1 d 2

0(2) = e 77 (@” — 1"
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A.2. Formulaire

A.2 Formulaire

Pour un champ scalaire a et deux champs vectoriels u et v, ona

da ou, Ou, OJu,
ox Jor Oy 0z
| Oa _(Ou Ou Ou\ [ Ou, Ou, Ou,
va= dy |’ vu = <8x’8y’8z) | or oy 0z
@ du, OJOu, OJu,
0z or Jdy 0z
ou, Ou, Ou,
V-u=tr(Vu) = I + By + 5
V- (Vxu) = 0
Vx(Va) = 0
V:(au) = aV-u+Va-u
Vx(au) = aVxu+Vaxu
Viuxv) = v-(Vxu)—u-(Vxv)
Au=V-(Vu) = V(V-u)—-VxVxu

A.3 Inégalité de Cauchy

Soient a et b deux réels strictement positifs. Pour tout € > 0, on a

ab < ea® + i—i
En effet, ) . )
ab = (@a)w—%) < 5[(@@2 + (\/—2_5)2]'

(A.12)
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Anneze B. L’élément fini Q*

L’élément fini Q' en dimension trois est construit sur des hexaédres. Ses degrés de
liberté sont définis aux sommets. On a choisit comme élément de référence le cube Q =
[—1,1]3. Ce dernier est représenté par la figure B.1, oil 1'on a noté :

al = (_17 _17 _1)7 aQ = (17 _17 _1)7 63 = (17 17 _1)7 a (_17 17 _1)7

4 =
as = (—1,-1,1), as=1(1,-1,1), a;=(1,1,1), as=(-1,1,1). (B.1)
65 ag
aﬁ Z‘L\7
61 a4
z
-
a2 63 z

Fig. B.1 — L’élément de référence Q

Les fonctions de base @; sont définies de la maniére suivante :

ot les @; sont les sommets de Q et ¢;; le symbole de KRONECKER.
Si on note (n,£, () un systéme de coordonnées locales relatif a 1’élément de référence
Q, les fonctions de base @; sont données par les expressions suivantes :

1

HnE0) = FA-n1-O1-0, FBMED =3+ D1-E1-Q), (B3)

Es60) = S DEFDA-0, Fulm& =1 -nE+ 1 -0, (BA)

Fx60) = FA-m-OE+D, Fln&Q) =3+ DA-OEC+1D), (B5)

G 60 = S DEFDEHY, Bl =51 —)E+1DC+1). (B
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B.1. Transformations de coordonnées

B.1 Transformations de coordonnées

Dans des éléments finis Q! en maillage cartésien, la transformation J de I’élément de
référence Q = [—1, 1% vers I'éléement Q = [Z4,, Tar] X [Yays Yar] X [Zays Zay] €St donnée par
cette expression :

J:(n,f,C)GQM(x,y,z)EQ, (B.7)

ol,

| Taz — Ty Loy + Taz Yar — Yaq Ya, + Yarz Rar = Ray Zay T Zay
(B.8)
Son jacobien |J| est donc le suivant :
1
‘J| = g(xcw o xal)(ycw - ya1)<za7 - Zal)' (Bg)

B.2 Intégration numérique sur I’élément de référence

L’intégration sur ’élément Q est effectuée par la transformation sur 1’élément de
référence Q. Plus précisément,

/ f(z,y, 2)dedydz = / (01,6, )| |dndédc. (B.10)
Q Q

Cette derniére intégrale est approché par I'une des formules de quadrature de GAUSS-
LEGENDRE présentées dans I’annexe A. On a alors :

/Qf(a:,y,z)d:cdydz% |.J| Z wwjwg f(J(0i, &5, C)), (B.11)
g k=1

ou, n, est le nombre de point de quadrature dans chacune des trois directions, les (n;, &, ;)
sont les points de quadrature et les w; les poids correspondants.

B.3 Matrices de rigidité et de masse

Les coeflicients de la matrice de rigidité A = (a;;) et de la matrice de masse M = (m;;)
sont respectivement donnés par ces expressions :

aij:/ﬂv%"v%‘, mij:/ﬂ%‘%‘, (B.12)

ol (; est la fonction de base associée au sommet numéro ¢ du maillage =. Généralement,
ces intégrales sont évaluées, en utilisant la formule de quadrature (B.11), seulement sur
les éléments inclus dans l'intersection des supports de ¢; et ;.

En ce qui nous concerne, on ne calcule pas ces intégrales. En effet, on utilise la struc-
ture tensorielle du maillage. Ce dernier est percu comme une tensorisation des maillages
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Anneze B. L’élément fini Q*

unidimensionnels de chacun des trois axes. Il suffit alors d’utiliser les expressions des ma-
trices de rigidité et de masse correspondants a un maillage en 1D. Si on note A,, A, et
A, (respectivement M,, M, et M,) les matrices de rigidité (respectivement les matrices
de masse) correspondants au maillage des trois axes, on a :

A=A, M, M, + M, @ Ay @ M, + M, @ M, ® A, (B.13)

et
M=M,® M,® M,, (B.14)

ol, le symbole ® désigne le produit tensoriel de matrices, définie par : pour tous
entiers strictement positifs m, n, k et [. Pour toutes matrices R = (r;;) € M (R) et

S = (545) € Mmn(R),

811R e SlnR
R®S = S Mkm,ln(R)- (B15)
SiB ... SpnR

150



Annexe C

Rappels de géométrie

Sommaire
C.1 Anglesd’Euler . . . . ... ... i iiieine e, 152
C.2 Polygones sphériques . . . . . . . ¢ v v v vt vttt 153

151



Anneze C. Rappels de géométrie

C.1  Angles d’Euler

On peut décrire le mouvement d’un solide a I'aide de la position de son centre d’inertie
et de trois angles qui définissent

I'orientation des axes du repére mobile R’ = (z/,y/, 2') - lié au solide - relativement
au repére fixe R = (z,y, z). Pour ces angles, il apparait souvent commode d’utiliser les
angles d’Euler. On trouvera plus de détails sur les angles d’Eulers dans [48].

Pour simplifier la présentation, on peut supposer que les deux repéres ont la méme
origine O (cf. figure C.1). Le plan mobile (z’Oy’) coupe le plan fixe (xOy) suivant une
droite ((Of) sur la figure C.1) appelée ligne nodale. Prenons comme grandeurs définissant
la position des axes 2’3/, 2/ par rapport aux axes x,y, z les angles suivants : I'angle ¢
entre les axes = et &, 'angle (3 entre les axes z et 2/, et 'angle v entre les axes £ et .
L’angle 3 prend les valeurs de 0 & 7 et les angles ¢ et ¢ de 0 & 27.1%

Le passage du repére R = (x,y, z) au repére R' = (2, 1/, 2’) s’effectue en trois étapes
(voir figure C.1) :

— précession : la rotation d’angle ¢ autour de z : (z,y,2) — (§,n,( = 2),

— nutation : la rotation d’angle § autour de £ : (&,n,() — (¢ =&,7, (),

— rotation propre : la rotation d’angle ¢ autour de ¢’ : (¢, 7, (') — (o', ¢/, 2/ = ().

z=(

FiG. C.1 — Les angles d’Euler.

En composant ces trois rotations élémentaires, I’expression générale de la matrice de
rotation Mg _ ' est donnée par I’expression suivante :

coS 1 cos ¢ — cos B sin ¢ sin Y cos Y sin ¢ + cos fcospsiny  siny sin 3
M= | —sinycos¢ — cosFsinpcosy —sinysing + cosFcos@cosy cospsin 5
sin 3sin ¢ —sin  cos ¢ cos 3

(C.1)

Dans la suite on note par ® le vecteur dont les composantes sont les trois angles d'Euler
(©® = (¢,5,v)). Exprimons maintenant les composantes du vecteur vitesse angulaire

5Les angles 3 et ¢ — 7 sont respectivement I’angle polaire et I’azimut de la direction 2’ par rapport
aux axes ., ¥, 2.
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C.2. Polygones sphériques

d®
w = T sur les axes mobiles z’, ¢/, 2’ en fonction des angles d’Euler et de leurs derivées.

Il faut pour cela projeter sur ces axes les vitesses angulaires ¢, 3,. La vitesse angulaire
¢ est dirigée suivant I’axe z et ses composantes sur les axes 2/, 3/, 2’ sont

dsin Bsiny, ¢sinBeos, ¢ cosf. (C.2)

La vitesse angulaires £ est dirigée suivant la ligne nodale (0€) ; ses projections sur les axes
2,y 2 sont

Beost, —fBsiney, O. (C.3)

Enfin, la vitesse angulaire ) est dirigée suivant ’axe 2’.
Réuinissant toutes ces composantes suivant chacun des axes, on obtient finalement

ésinﬁsinib—l—ﬁf%zﬁ
w=| ¢sinfcosth — Bsiny (C.4)
dcos B+ 1

C.2 Polygones sphériques

On considére une sphére de centre I'origine et de rayon R. Soient A, B et C' trois points
de cette sphére. L’angle sphérique ABC' (voir figure C.2) est défini par cette expression :

—_— — —_— —
OAx OB OB x OC

cos ABC = — .
[|OA x OB|| ||OB x OC||

(C.5)

F1G. C.2 — Polygones sphériques.
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Anneze C. Rappels de géométrie

L’aire d’un triangle sphérique 7', est donnée par :

Aire(T) = R? (Z a; — 7T> : (C.6)

ou, R est le rayon de la sphére et les «; sont les trois angles (sphériques) définissants 7.
De méme, I’aire d’un quadrangle sphérique (), est défini par :

Aire(Q) = R? (Z a; — 27T> : (C.7)

Et d’une maniére générale, si () désigne un polygone sphérique & n coOtés, son aire est
donnée par cette expression :

Aire(Q) = R? (Z a; — (n— 2)7r> : (C.8)
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Méthode de la frontiére élargie pour la résolution de problémes
elliptiques dans des domaines perforés. Application aux
écoulements fluides tridimensionnels.

Résumé

L’objectif de cette thése est, d'une part I'analyse mathématique de la méthode de la
frontiére élargie (The Fat Boundary Method, F.B.M.), et d’autre part, son adaptation a la
simulation numérique des écoulements fluides tridimensionnels incompressibles dans des
géométries complexes (domaines perforés).

Dans un premier temps, nous nous plagons dans le cadre de problémes elliptiques
modéles de type Poisson ou Helmholtz posés dans un domaine perforé (typiquement un
domaine parallélépipédique contenant des obstacles sphériques).

En utilisant la F.B.M., le probléme initial est remplacé par une résolution dans le do-
maine non perforé permettant I’'utilisation d’un maillage cartésien, offrant ainsi un cadre
approprié pour l'utilisation de solveurs rapides. Nous effectuons donc l’analyse mathé-
matique de la F.B.M., notamment la convergence et ’estimation d’erreur dans ce cadre
particulier. Les résultats théoriques ainsi obtenus sont également illustrés par des tests
numériques.

La deuxiéme partie est dédiée a ’application de ces outils pour la simulation numérique
d’écoulements fluides incompressibles tridimensionnels. La stratégie adoptée consiste a
discrétiser les équations de Navier-Stokes en combinant la F.B.M.(pour la discrétisa-
tion spatiale), un schéma de projection (pour la discrétisation temporelle) et la méth-
ode des caractéristiques (pour le traitement du terme convectif). Nous présentons ainsi
plusieurs simulations numériques tridimensionnelles correspondant aux écoulements flu-
ides en présence d’obstacles fixes et mobiles (mouvements imposés).

Mots-clés: Méthode de la frontiére élargie, domaines fictifs, problémes elliptiques, méth-
odes de projection, méthode des caractéristiques, équations de Navier-Stokes, écoulements
fluides incompressibles.
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The Fat Boundary Method for the Numerical resolution of
Elliptic Problems in Perforated Domains. Application to 3D
Fluid Flows.

Abstract

The aim of this thesis is the mathematical analysis of the Fat Boundary Method
(F.B.M.) and its adaptation to the numerical simulation of the 3D incompressible fluid
flows in complex geometries (perforated domains).

First, we focus on a simple case of model elliptic problems (Poisson or Helmholtz-like
problems) set in a perforated domain (typically a box containing spherical obstacles).

Using F.B.M., the initial problem is replaced by a new one defined in the entire box,
making it possible to use a cartesian grid, thus offering a suitable framework for the use of
fast solvers. We thus carry out the mathematical analysis of the F.B.M., in particular the
convergence and the errors estimate. The obtained theoretical results are also illustrated
numerically.

The second part is dedicated to the application of these tools for the Numerical Sim-
ulation of three-dimensional incompressible fluid flows. The strategy consists in discretiz-
ing the Navier-Stokes equations by combining the F.B.M. (for the space discretization),
a Projection Scheme (for the time discretization) and the Characteristics Method (for
the treatment of the convection). Finally, we present several three-dimensional Numer-
ical Simulations corresponding to fluid flows in presence of fixed and mobile obstacles
(imposed motion).

Keywords: Fat Boundary Method, Fictitious Domains, Elliptic Problems, Projection
Methods, Characteristics Method, Navier-Stokes equations, Incompressible Fluid Flows.
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