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(UMR 7598) École Polytechnique de Tunisie



���������	��

������������
��
���������	�������
���������
���
���������
 !�
�"�#�������$�&%'�
���
�"���(
��)����������
*�+��

,��-�+�.�	���0/1,	�!�2�
�������3�
�"�3�+�������546�3�+������/1,	�!�����7������,��.�3�+���7�",� !�
����/1,	�������1���
���(���*�+�.�������8����,	�8���#��9)�����
 !�:�';<�>=$�������.�3�+�������
�.�.?����A@B�
?��2�+�#C7DFE7G+�'�.�",$=:�
�H,����.���3�+�1�I�����I��,����.���I�.�.?������J�
�KG+��,H46�3�+��,��.���-L*�����������2�$MN����O��
P(M�Q0R7STMNUV ���
��*M
PBWI�.4	M�4�
�
6M�4��$?XMZYF���
�	@[P(M	\V������ �����M	P] #46�3��
��6^



�����������
	�
 ����
������������������������������! #"%$����'&

(*),+�-/.10�2/043�5!-76�5!8:9�6�5!8:9*;=<>+�8:9@?
A 5!-�B�6�5!-/<C5 A BD?FE�.G5!-7.F<C0�HI5!8 A BD?

6�5!8:9*;=<>+�8:9@0=HI0 A .J<C0DBK5�L=B';=-/9=8:.GMDBONQP
RTS UWV�XZY![]\Z^`_�X![

a



aCa



����� �����
	���� ����
��

�X�A?����:���
����,����
 !�
�1� ���A
��
�����0���	���3�6M�� ,	��/1,X;�� �3���:���
�	��,	�
 !�
�1�*M������"�J�
�(46�3�+�	���A�Z�+�������0�. #��,��3�+?������
���A�
�����3�+�	��� �+,���9�^��"���������
 !�
��

��� �$,�� ���	� �$,�
��1�
,��*MJ�+,	�����0?����
� ����,��#�������.�#�$�.���.4��� !���:���3�*���+,$=
������
��3�+���
�"�(/",	�!�T��,��H ; �������.�#��
�
��� #�Z�+46�	� �+ #��
*�+���
 !�
�1�:�	�+�	�:
��!
��	�
 #�.�	�
 !�
�1�*^ S)��� �
�	�
��46���6M �����

��� #���
���
�	
����]�
�]�3�#
����	���3�+�1���H�$�����T�����.?��.�.�.���:�����"�B�+,��3�+�"�7����/1,Z�+�.�.�����]�3�+�	��� �+�.�.����/1,	����; �+��������

����
3�	���
�.,��[�
�#/",��A ;<���"�#?��*�+,	
���,�� �+����� ����,��( !�
�	�
� � ?����
� 
�� ���3���6�+�.� ^ QA�!� ,��:,��������
�A���2�+�����.�(��� � ; �*�����.�

��� # !�(�$�.����

���
,��7���H���	���3�H�
�B
6;<�����],��	�:
3�Z�+�	
��(����� ; �*�����.�8
��� # !�(�+ #� ^"�	;<�������
���(�
�	
������#�+�������
�	�$���
�(����� 
����1�3��

�*^
���B�����$#	���H�+,	�����'���7
����[/",	�
��/1,	���[�.�.46�	���[����,�� ���$���������
�[ !��� ���.�	
��
�����-���
 !�
��

���
 !�
�"�����!Q-�+���	�
���.�	�

% �3�+�	� ��,�?��.���
�F�',	

���'&-����,�� �3�:4��
�"���.�.�����3�����
� ����� ��
�

,	�
�.� ����,(� ��,���� 
��Z�+���
,����
,$='^
���������
�	�:�+,	�3�������>=$�����. !�
�: ���46�3�+���.��,	���)� Q0�����������.�	�!�A�
���Z�+���$�-�
�HOI�$* �
?�+B���$����� ����,����2� 
����-,

# �+�	
���/1,X; �.���8 ;<���1�����
 !���.46�	��� �
� ��
�
��
���3�+�"�(���!�$�.���.4��
�:
��
�����#���	�����!�	�+�	�H���!
*���$���!�'; ,��	� 
�����,����
�.���
�
�"�����F� ;<EF���.���
�����.���F\ ���
����� �
�.� �+�����]Q0,������]�
� � ;0/ 
������FDB�+�������Z�+���F�';01 ��4��
�����
,����A��� OX,������ ^1OI�$* �
?2+B���$�����
 ; �!��
�

,	�
�.�.�.�I�	�+�	�[���7�2�+?����3�+�����.����/1,X; �.�X�$�.���.4��3�:� ;0/ 
������H\ ���.9)����
�������/1,	�H����OX,����������6^ S)���F/",Z�+�.�.����� ��

�4,
�
�"���4#Z/1,	���-�
�0�1,� ��+�.�	���-�����"�A�T��,��0?T�*�+,	
���,�� �+, ?T���5� ���	

���������	�
 !�
�1� �$,��2�+?����3�+�����.���6^6�"� ��� ���
 !�
��

���
�����$� ���	���
 !�
�"�8����,��7����,	�7�����7
����	���
�.���*M'�+�.�	��� /1,	�:�T��,��7�3� �$�����������.?��.�.�.���( ��+�.46���#,�� �+4��
�	�	� ����,����
�1�
������� 
3�Z�+��4��6^

QA�
� ,��-,���46�3�+�	� �	�����	�
,�� /",	��� ��
��	�
� Q0����,7�*�
�&= �
��8[���
�.�2��S)��/1,	�
�.�3�#�+���
�"� ��
�
��
�����8���]�3�+�����������
�
��,��8
��
�����(���	�����6^9�"�(�����B���
 !�
��

���!�$, ���
 #�	�8/1,X; �.���7���"��
����	�3��

��� � �2� ����

��,����#�$,  ��+�1,	��

���.���
�7����,��
� ; �.�"���
�;:
�]/",X; �.��� ���"�F��
�
��������<�: !��� ���3���6�+�.� ^
���]�����
�	�[�
4"�+���
 !�
�1�=���>=$�����. !�
�-����,����F ��H����
������Z�+�����K�+�	
����:S1�.�.�)�2�>�-�
�������.,7�?� �:����,��[�����0
����	�3�
�.���*M

����� �+ #�.�����8�
�F�3�:������

���
,	���8
����.�2�+?����3�+������� �+, �3�
�.� ���7�2� @BADCFEHGJI(K#^
WZ�+�.���A�Z�+�������-�$,(���+?T���3�+�����.�����1��
�/",	���L, ����,����V�'�����	�*M+  :
 !�0�
�(�3�+�1�J/1,	� ���	���K�+���'M+�����I�3�+�	�I����,����A,��

���6�+�"�3�+4��NM1�	��� �3�
,����
 !�
�"�A�Z�+� ����� 
����	�$�.�������	�-�+%'�
�������  ��+���-�+,	������46��O�
��P�8�2�7
����"�)�.�)�2�+�.�.���F/1,��	9(���
46�	�6^
Q ,	� ����,	� ������ !�
 �?������ ������,����
�"� ��

�F !��� ���.�	
��
����� ���
 !�
��

���
 !�
�"��� ^���� ���
 !�
��

��� �Z�+������

,��.���
���
 !�
�"�
R]�.���
�����]C]�.�3�+,��.�*MSR �����!� ���	��9!�
�AYF�.�.�)���
�0\ �.�������	�*�+, ����,�� �����0������

���
,$=�
����	���
�.���A/",X; �.���  ;<���"�-�������	���
�
� ���B� ; �.�1���
�;:
�F/1,X; �.��� ���"� ���������>�: !��� ���3�*���+�.� ^
���A�����$#	���-�+,	�����$��� 
����J/1,	�
��/",	���I�.�.46�	���I�T��,��J���$���������
�I �� 46�3�+���.��,	���[�+,$=H����4"�+�����K�+���
,����V�$,H46����,����

���:���3���6�+�.�=T5� �
���	�)�����]DF,� !�
����/1,	���>U5LVR �����W8[
��	����,XM�Q0�����������.�	�X�A�
���Z�+���$�V�
�
R �����Y� ���	�*9�^9���:�����
���
 !�
��

���A�T��,�� �2� 
����-# �+�	
��-/1,X; �.���� ;<���1� ��
�
��������A�
�: !� 
����-# �+�1�V�2�[�����������	�3�+?��.�.�.���A��� �2�F
��)�����$�.�Z�+�������
�$, 46����,����7���7���3���6�+�.�X���
�	�	�+�"�F,�� �+� �
� ���
 #� ^

�X�:?����Z� ���	

���������	�
 !�
�"���$, �2�+?����3�+�����.���:�����.�]?��*�+,	
���,��Y������� �T�
���������	�
�V���$ #�.���������3�+���4�-�
�F����
3�-,
����/1,	�6^ Q ,	��� �����	�+ !��� @B�+�����
���=�A��,��.��
6M6�X�.�.�2�+�	�\[ ,�������
3�"�*M]� �+�����.�	� �X�
46�3��� �
� �X,	
�� �X�����.�.���
� ������,����
�1�
��

�� !���-���.�	
��
�����-���
 !�
��

���
 !�
�"���*^�EF�	�]�T�
�	�3��� �Z�+������

,��.���
���B�6�3�<� ���	�����
,�� Q0�����������2�+��@7���)��� ����,��-�����
�_^�
*��

�.�����K�+�	�D� �+�.�.���6^7�"�7���B���
 !�
��

���8�)�.���
 !�
�"�F�T��,��[� ; �. #��������������� ���8
��7���)

,� !�
�"�*^

UV�!O�,����������6M���; �+�$�2�B
��Z�+�	
��[����� �+�.���0�Z�+������� �$,(� �+?T���3�+�����.��� �';01 ��4��
�����
�����\� �+���	�
 ��+����/",	� ���0� ;0/ 
������
\I���.91����
3������/",	� ���#OX,����������6^X� ; �+ �?��2�+�	
���
����1�1�.�)�2�+���!/1,��J9 ���
46�	�#�����7���3� ��,��.�8�$, ���
����,	�
 !�
�"�:���#�����
 !�
 �?������ ^`���B�����[���
 !�
��

���7����,	� ^�E �	�]���
�	�����B�Z�+������

,��.���
�������]����,����	�7���
��� �������3�6����UV�a8]�� #������,�� �����
�	�� �?����
,$= 
����	�3�
�.���*M������ �
�	
���,��3�+4��
 !�
�1���]�
� �3��� �+ #�.�����6^

�X�3#	�Z�+�	
��
 !�
�1������ ������	�����#� �
���(���3��,����H�	�+�	�]���:
*���$���(�����]
��)�����
�3�+�������	�
� �3�+�	
��$, ��,����������
���	��� ^
��� ���
 !�
��

��� ����� �������T���	�3�+?������ ��

���
�1���4#Z/",	��� ��� 
���� 
��1�����
�3�+�������	� �T��,�� ���
,�� 
����-# �+�	
��6^��"� 

�.��� �
�
�Z�+������

,��.���
�FQ0�����������.�	�W�-�
���Z�+���$� M$O �$* �
?Z+B���$����� M$W��3�+�`b������ W	�
,��.�.���
?������*M-�-�
�	�$c��-\I�
�����Z�+ !�6M	�����3�3�6��� UV�
8]�� #� M7���*�+�-, W��������
����
#CB�
��?��*�+, �
�\�-�
�����3�+�	�d� �+,���9�^

a aCa



@B�
�������
��� ����,�� �����$� �
�J��

���
�"���4#Z/1,	�6MN�	���3�+ # !�
�"� �	�+�	� ��� 
*���$���A�'; ,��	�0
��)���T�
�3�+�������XMN�.�"98� ,��	� ����,������
��O�
3�	� ���$ #�.���������3�+���.���6^���� ���
 !�
��

��� �����!�$�&%'�
���
�"��� �����������	�3�+?������ ���$ #�.���������3�+���4� ��/1,�� M�� ,��  !�� !�
�"�
��, ,�� �+,������6M  ;<���1� �+������������,��	� �+����� ������

���
,	���6^�� � 46�3�+���.��,	��� �6� �Z�+������

,��.���
���
 !�
�1��� � ���	�+ !�
� �+���4� ���-�
�.�Z���$� % EF���.���
�����.��� �$,�� �	�*���
 �?������ Q-�+�����Z�+4��'&>M�� ���	�+ !� WZ�+�3�+�Z��� C]�3�+��4�� % [ �
�2�+�������	�
1 �"���
���Z�+�������Z�+����� ��� � ;01 DP[P1 8W&>MD� ���3�	�+ !��� @B����
������	�*M\� �+�	�$�.��� �
� Q ,��.�.�.�.�)��
 % 1 �	�����.��,�� W��3�+�`b*�+��� ���
QA�)�����
�3�+������� &>M�� ���	�+ !�d�A���.46�.����� �[�+�.�.�.9 % U0C�1 @]U�&>M�� ���	�+ !� S$�+�	�$���.�	� �X�
 !���.46�	� % @]�.����

������� �����
���
�2�+�������	� �.�"���
���Z�+�������Z�+����� ���A� ;<EF���.���
�����.���[\V���
�����[�
�N� �+�����[Q0,������'&>M � �����	�+ !���N8F !�
� M(8[��,Z�+���_���
�V�X��* �2�
% / 
�������\I���.91����
3������/",	�:���7OX,����������'& �
�\� ���	�����
,��]S$�+���
 % / 
������HD]�+�������Z�+���8�';01 ��4��
�����
,���� ����OX,������ &>^
� �
��

�J�
�-#	� � W��������
����
�QA�1/1,	�
�J�
�8Q0���������.�	�
�B� �+���	�+���:�T��,��B���
,��8�+ #�.�����(�
�B���
,��]4��
�1���.�.���������(�3�+�	�

�.�. #�.���6^�8F,	�����F !�
��

�>� ����,	� 
��
,$= /",��B���"� �Z�+���3�+4�� % ��,������������'&� !��� /1,	�������$���
� ��� ���	���3�+��� LA !���

��� #�Z�+46�	���	�H�$, ?�,����*�+,���@��
	 % 8 �.?Z�+����
�����
�������������������� M"� �+��
��
�2���� ��"!$#&%� '�)(��+*��� ,��!$-$-$�������3M9� ��,����.�*M'�X��,����*M
DF��
����2���*M)\V���.�.�.�����/.0
� +12(�3�-$�54�-$-$!$�5#�
� ,�����6#�������4�!$ ��7(�!$#8��49���������:(24� ��7-$�<;������&4��>= ?�@Z�
�[S)�����.�A-CB 4�.+;24����D4�(�������(��<-E4���4�! F &>M1�
�
?����
� �
�)�����
 # !�
�"�-�����A�+,�������� ���*9��
,$=����	���3�+�����A�$, � �+?T���3�+�����.�����"��
�/1,	���L, �X��,����-�'�����	�*^)UV� �Z�+������

,��.���
�BL
8F�"�����.�	�6M 8F,�46,	������MTQA��

�.���6M�@B�
�.�����.�	�6MTW �.�.�.�Z�$M"+B�+ !�$� M +B�+ # ����$� M5G8�+���. MT�X�����Z�+������M � �+�����.�XM�S)�
���
�
�
� RF�.�	
��
�1�*^
�-�*�+,	
���,�� �';<�
�"�����F�
,$= � ���1� % ��,����"� � �+�.� &I�Z�+�������F�����V !�
 �?������A���[� ; ,�� ��,!���[� ; �+,������ ���[ !���0���
,$=

�2�+?��6� �'; ��
�

,	�
�.� M� ��+������; �+�X
��	�������X���B�����-���
 !�
��

���
� ���
�Z�+���
 !�
�"�F�Z�+��
��7/",X;<��� �H�Z�+���3�+4��8�'; �+,�������� ?T���	�
 !�� !�
�1���)T��>=)���3��, ?���,������<U % � � ; �+���	�>=��6M��+,5���Z�+�	���XM ^�^�^�&(L�S1���_� %DH �&-$�'!$ I�'F?&>M� !�
��

� ����,��7����� �+ #�.�����
���.�	
��
���6M��3� ���
���1�2�+?��.�.�.���#�
�B����,��7�����B?T���	�B !�� !�
�1���8/1,	�(� ;<��� � �Z�+���3�+4��6^KJ5 ��"�L�8��! ���NMC4�O�4� ,�8@6(����� �!$3����0�

����
-E4P��
��'���RQW�	;<�����T�
��� /1,X; ������
��-�
�����3�+�	����� ���
�	��,	�
�3� �*����
 �2� ���3���$�.������� ��� �2� ��� �?� � �$, ���
�	�$�����$� MJ�	���
�3�
,����
 !�
�"�]�T��,�� ���8���2�+�����.� ���7 ��+��4��
� %�S G8TVU�W I�XZYNI\[$]L^VW"G G�E_Y+UE`a^\[�[ I'&A ��+���]�+,	�����'����,�� �	���.��

�.�F�
�	
������
����� �Z�+���T��� ���7��91 H?T�������  ��+���	�
 ��+����/",	��� ^ YF� �
� �+,��3�#�
�	
������8?T�*�+,	
���,����3� �+�.���NM , &>^
� �
��

� � \I���3
�E]�+� % ���>(�!$��4�!$�6��-$�'��%���bc���+#�B �����d.0
�!\bI��!R4�!e*,4�*� ��a�
��4����
��-$-$��?f��
�!R(����K��3�*�-$���K(��g���&�6= ?h@ &>M�\V���.� Md-$�"*���4� '(

iji�i M % �
�BQA�����.�	�'&>M�W������ % #,B �����6;�!$�� ,��%��d-E4)#&����.g4�!$-$-$3����R� &>MTQ0���������������	� %Dk ������ �! F?&>MT���+,����
�1� %Dl 
�m&
 &>M�YF�.�.�)���
�*MV8F���>=4�n�4poI!$* i  �4 iVq"i$r ��B �&���
3&���0bc���0#��������gst
�!$��������4u-E4N;

� � ���� ^�YF��� �2��
3�Z�+�	
�� % �
�H�Z���8���!
3�	���&=_v &8���!�*; �������.�:�	�+�	�����
?�,����*�+, L , &>M +F9"�+ % -CB 4�-$-$!$����(��"-E4g#�w��8st��4�!$ ��x� &>M �"�
�,y� !� % �
��8F�� !�
�.���'&>M'\J�+,�� % �
�
+]�
���
�	�'&>M9���*�+�-, �',	
 % ���>#���
�!$�
bI���:���6���'!$� i�i&i &[�
� O �+�Z�+� % .0�&��#�!V4�������!z�L
��'�<�����5#�
� ����&!$-$� &>^
� �
��

� �>� ���Z�+ # !��� % �
�-�+,	�����"�8�K��� �
 # !�FW��3�+�`b������3�6M��D4� ��a�

����:4��I�D4� ,�:
���;�-$!$���a-$�<�
����! �<{5��w�.g4� ��R� &V�T��,��

�3��� �+ #�.�����8���.�	
��
���6M	�K�(���
���1�2�+?��.�.�.�����
� �3�(�$�����������.?��.�.�.�����3�+�	�[�.�. #�.���6^
+]�+���
 M$� �+�	�
�*M�� ���Z�+ !��� % �-�
�.�Z���$��&>MVG8�+ !�
�)�
�)GB�Z�+�����'M � � �	�0�3�+,��3�+���I
��� # !�
�"�V����,	� ���
 !�
��

���
��v

����,	�F�
�������8� �(�	�+�	� ���B���.�������B !��� ���.��,Z�+�������	�*^V���7����,	� �
� ��,���� ������� ����
������Z�+�����3�+�1�*^
���:�X;<��,�?��.���
�3�+� 
��
���3�+�.�	�
 !�
�"���Z���B !���8�+ #� % �'& �8���:� ; �+,������#
2y����#���H�2�2� ���$�.���
���3�+�	��� L R �6���*M � �$,

�Z�+ !���'M)WZ�+� � �$M$Q0�	�V�1��� M �"�+?Z�+�.�2�+� �
�-S)��,��Z�+�.� ^ � �
��

�T�+,	����� �B����,	� ����� ���	���3�+�����A�$,��a1 � ^1E ��

�.�.� �';<�1�
�.�
�Z�+������

,��.���
���X8F����,Z� % ,��	���+ #���8���7������46,	�8�	�+���6MZOX,������*M`� ���Z�������.�*M	DB�+?��
,�� M.^�^�^��
�N�
;<�
� �Z�������0v &>^

Q0�Z����,7�1� M	?����
�"�,y��|�
�#�+�	� �'; �+ #�.�����_, � �3�+���
�����.���6^"��:
 !�8�Z�+��
���,����*M	
��	�
 #�.�	�F,������
, �$�&%��
���
�1���  ��+���
  :
 !�H���
���
�� #�.�Z�+������� ����,�� ,���  :
 !�7?�,��*^ Q ,	���$�.���8���B���.,	�5}

E �	�!�T�
�	�����!�Z�+������

,��.���
��������,��|G8�+ #�.�.�2�$M [F��
������'M��-���� ��$Ma�"�+ !�
� M�8[��,Z�+���_� �
�>+B�+ #���	�$^"{d ~('!$��4�! �
bI���� �
��'�5 �
��'�5��
j�,
� ��<�
�&��(����5(��6OI�����������.�	� �����[9��
,$=  ��+��� ������� �$, 
��1�
,��*^
� ��� ���	

���_, �+ #�N� ����46� MT��, ��� ����,(����,����7�
���H !��� ����,������
�  !���3�+�V�	�+�	�] ����3
����2�+���.���6^'Q];<�����F46��O�
��

�#����� 
����	���
�.��� /1,	�D���7
��� # !�
�	
��Z� �
�-#	���2�ZT:�������
�F���B !��� �������������F�+�.�����
U6^
���7���
 !�
��

���8�
�-#	� ����,����7 ��(?��
�.���
� �+ #�.�.���8�
� ����,����7 ��<� �+ #�.�.���B�T��,�� ���
,��F����,������
�X^`� �
��

� �X8=* �	�

�
�P+F���$� ^7� �
��

� �+,$=�� ������,��.�
�X��* �2�H�
�-CB�
�3�+���'M1 !�
��

�Z����,�� ����,��-
�� /1,	� ����,	�-�������P� �+�.�0�T��,��0 !��� ^)S$�+�	�A����,	�0 ��7�)��� �Z�+���������
���	�

�X; �+,��3�+�.�0�Z��� �
���[�Z�+���
�.�.���6^]�Z; �+�	?T�*�+,	
���,�� �+���������.�]��������� 
����1�3��

�*M��	���3�+ # !�
�"�A/",Z�+�	�����!���-���
,��������3�+�.�

a��



���-�$�. ��+�	
��	�[
3�	���A����,	� �+,�����,��V���A�2�F�3�+?����.� �+ #�.�.�2�+��� % ������
[U �����
�.���-�
�B8[���
� &>^(� �
��

���
�	
������D� TBCB� CB��U
����,�� �������.� ���
�., ������
��+�����
�1�������  ��(���	�����6^TC]��O�
����(�����'���7 ��+�1,	��

���.�]�:4"�+46�	�8�
� 

�2�+�����6^
���H���
�� #�.�	�:�
�-#	� �Z�+�B
��
,$= /",	�D���8�	���T��,����3�+�������+ ��+��� ���
 !�
��

���
�B�Z�+�F�����F !�����*M �
�F/1,X;<�
,$= ���
,����

�+,������"������
���,��3�+4�� �
�(�2� �Z�+�����
�	
�� ��� �.�.����
����(�Z�+4������ ,	��/",X; �+, ?���,���L"� � ���
�	���Z� ����,	�*MJ !���!
3�	�
���
�Z�+���
�"��� M$ ��H�3�1�
,��*M1 !���2� ���
���B�
�A ����������[����,	
��]46�3�+�	�6,  !�
���6^$R �6�[�
�	
���,��3�+4��
 !�
�1��� �
�-���������B����,������
�
�X;<���"�����+ ��+����� �+�.� ���_� �+,��*^
� ��� 
��	�
�!46�3�+�	�6, ���
���6M ��� �$�.�3�+�.� /",	� �	�+�	�#�3� �3��,$%T�3�+�	
�� ��, �����+�����
�	�$, �.���2�����3�+?����
 !�
�"�  !���

���
����,��!����,��! !���$�.����T�� @]���
, U ^�^�^ ���������
�������
���� !�����#�3�+���������	�
�"� �
�	
������ �	�+�	�# �� �;:
��� �
�#�����
�. ��+4��7���������
�3�5�P���+ ��+��� 46�3�������8�	�+�	�  ��: !�
 !���.���6^V[ �
���6���7�
���Z�+�&='M	�����	�7�*;<��,�?��.���
�3�W���+ ��+���*^
� �8���
���.���P� �+ #�.�.���]�����-�3�+�	�-����,����B
��
�.���]/1,��'�8�Z�*9��F���F�����&=����]���.,	�-
��	�
�*M) ��>� �
 # !�B�H��, ���3��,� !�
�

������
]?��*�+,	
���,�� �'; �+ !��,��[�
�A,��	�]�Z�+�����
�	
��B�>=��
 #���2�+�.���6^7���]�	�F�3�+,��3�+���-����
��� # !�
�"�[�2�H���
 !�
��

���
�[���T�.,��
�$�.���]���T
��]/1,	�N��; �+�V� �+�.�0�6�+�2�+�.�A���F
���,�� vaTW� �
��

�aU []���1�2� ^�^�^ ?����
��/",	�F�	�+�	�A
��]
����"���>=$���6M)���  !���.�	�-/1,	�
���B��,��������7�$�.���8��,�� 
��8���
�� !�8����� /1,X; �.�X����� ���
����,����1, ���7����,��F���
�	��v

\I��,��[�2�8���
���.�����6!$n�
*M6�H/",�� ��; �+�T�����$���]
�� ���3�*���+�.� M���;<�6�����8���
�.�	� �.,����$�.���(L T��>=�

,	���  !���T ���46�3�+�	���6^
\V���� #���*M	,��X� ��,��B���B�*;<�>=$���.��/",	�
�3�+��U�^

�



�7a



� ������� �	��
 � ��
���������


����������� �"!$#�%'& ()�*! + ,
- ,.!0/1��� �"!2�3��%546(7,8/)9;:<�*! +�=
> 43/?�"/),@46A;! B
C A'/?()4D�;&�EF/),�46AG%5H*A;HI()�3��� J

KMLON"P"QSRUT VGWDX"Y[ZS\]P"QSY[^`_aRUbaN�YOcdZSe fgRDXhRDZSZiQjb]PkQSlm\aRDX�_nL[^aXo_aRDXo_aYpfgL[QS^nRDX
bqR�N�rsYON�WDX t

u 9;��v�,8/?()�wB
x /?�k/y� ���Sz{��(?/}|�~�H}/)9 4D�;�*!2�}+ ,.!�/?�3A'/?�*! B6B

����� �[�������������������"���0���0�o���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�������)�
����� �[���������}���m��� a �¡ ��F�k¢����£�����¡¤ � �� ��¥¤ a ����¤F¦��a¤F�3¤F§k��¤¨� a ¢O���������q���q�����q�������?©
���ª© «��0�£¬��"�k���¡�I­��y�0� a�® ­k���]�3¤F�£�0���]�£­��¡���0�¡�¥¤ a ����¤F¦����p 1¤F�i���0� a �0�������q�����q�������1¯

���ª©"��� «�����¬��*���������°¤±¢������}� a �0�£� a �y������¦����±²´³ H�HI0=9@B'0�22µ 5!- A 2Z+�9·¶±¸ 0=.8¹�5O2?º �1¯
���ª©"��� «�����¬��*���0�a�������F�¥¤ a �����p�3 0� a ¢�� �����q���q�����������q���q�����q�������)»
���ª©"�ª© «¼¤ a ����¤F¦��a���* 1¤F���������}��¤F��¤F§k��� �q�����q���q�����������q���q�����q�������?½
���ª©"�¾¯ ¿ ¹*¶'BO+�< 8CB ���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�������?À
���ª©"��» Á���­k§��°¤F¦F��Â�ÃÄ«MÅSÆmÃÄ« ���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç�"�
���ª©"�ªÈ Á���­k§��°¤F¦F��É a�Ê �������� 0���¡�3� a �0��ËÌÆ�Ãp« ���q�����������q���q�����q�����Ç���
���ª©"��Í Î" s¬k���y¤y¤F­*ÏM� a�Ê �������� 0�����3� a ���¡ ��F�£� a ¦�� �q�����������q���q�����q�����Ç�F©

�7a a



� I��'[ G��SG���K I EDU��
	;G��

u 9 ��v�,�/?()���
~�H}/)9 4D� � �;�¼�@��
 ()46A'/),��I(7��H*�@��()%6,������������������! #"%$�&��('*),+-�.�/�� .&10 �5J

�"� � 2j�}�����"�k­� 0� a ���M�0�]���F� a�� ¤¨� a �������q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� �FÈ
�"�ª� �O� a ��  a §'� �k����¤±�y����¬��*���2���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� �FÈ
�"�¾© Â3�����±­��°¤7� a �F�¥�±­�� � a Åj�����y¤ a ����� �q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� �FÈ

�"�¾©k� � Ám¤F�¡�����] ��F��� a � a ���k��¤F­"ÏM� a � a �£����¬k���y�F¦������0�`���q�����������q���q��� �FÈ
�"�¾©k�ª� Ám¤F�¡�����] ��F��� a � a ���k��¤F­"ÏM� a � a �£�����k���"Åj¬k���y�F¦������0�������������q���q��� ©F¯

�"� ¯ Â3�����±­��°¤7� a �F�¥����§6� a �}���kÏ"� ���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ©}»
u 9 ��v�,�/?()��3
~�H}/)9 4D� � �;�¼�@��
 ()46A'/),��I(7��H*�@��()%6,��54 ��,@!1E�()H}/),.!0�k/),�4'A �}/y,.:<v���H": �"A6/?�k/),�46A 6;B

©k� � 7d­��0� ® ­����]��­k� a ���m���� 0������¤ a �£���2���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ¯I�
©k� ��� � 8�¬����F�£���������:9�;=<?>A@�BDCG���FEG@�BIHJ<?K �����q���q�����������q���q��� ¯I�
©k� ���ª� La¤¨§�§'�0�D��� ® ­���� ® ­k���]���F�s¤7� a �F��� �q�����q�����q���q�����������q���q��� ¯I�
©k� ���¾© 2j����¦�¤F� a ��� a � � �����£��§'��­k�]�����m¢����k 0� a ������¬3¤¨�£����� a�® ­��0�w���������q���q��� ¯}©
©k� ��� ¯ �O�£��M��0 0� a �������ONPHIQ�CSR�TD;VU ���q�����q�����q���q�����������q���q��� ¯}©

©k�ª� �O�£�F�����0�y�0��� a �� ��£����� �q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ¯�¯
©k�ª�"� � Î" s¬��0�¥¤2�£�0� a Åj� a �£ ����0� �q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ¯�¯
©k�ª�"�ª� ÃO�£§3¤F 0���a�SWª¤¨§�§��£�1Ï a �y¤¨� a ��� ���YXn��¦F��� a ��¬���� �q���q�����������q���q��� »��

©k�¾© «�����¬��*���0�a���������£�F��­k� a ���Ì��� a �y§k���������}��¤¨� a ��� �q�����q���q�����������q���q��� »¨¯
©k�¾©k� � �O�£����������� ¦����F�3¤F� �q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� »¨¯
©k�¾©k�ª� �O�£����������� ���* 1¤F� ���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� È}�

©k� ¯ 8;���i���]�*­k�y�0� a�® ­��0�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� È�½
©k� ¯�� � ZD�[Z ¤F§k�°¤F  a ������¤F��� ­��������y¤ a ���<§'�0��¢������F�]\a������� ���£�_^ ¤F�£���a`

¦���¤¨����b ����§3¤¨��� a  �­������0�Ç�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� È�½
u 9 ��v�,�/?()��6
c !0/),@:<�k/),�46AG� � �Sz �I()()�*&;(y�;����,@!1E�()H}/),.!0�k/),�4'A v;��(Ì���edgf=hifkjDf l B

¯�� � L]¤F§�§6���D��� ® ­��0� ® ­����]���F��¤¨� a �����	�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� Í��
¯��ª� ÃO��� a �y¤¨� a ��� �SW �����£�0­��2�q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ÍF©
¯��¾© mÄ¤F� a �3¤7� a �F�����I­������ a�® ­��������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q��� ÍFÈ

¯��¾©k� � 8��0���a�I­��y�0� a�® ­k����¤F���¡���  �¤F���£���SW ­����������£�F��­k� a ���Ì���" �¤F���d�·Ïk¤F 0�£� ��� Í�Í
¯��¾©k�ª� 8��0���a�I­��y�0� a�® ­k����¤F���¡���  �¤F���£���SW ­�����¤F§k§��£�1Ï a �y¤¨� a ��� ��� ∂v

∂n

∣∣∣∣
γ

��� Í�Í

�7a aCa



u 9;��v�,8/?()� J
u �3!y� �*!yE�46A;��,8/),�46A�!$� � > �*&;:<�3A;A��3&��O45(7� ��&�/1(746& l��

»"��� Xn��¦F��� a ��¬���� �������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� ½��
»"��� 2j�y§����������}�s¤7� a �F� ���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� ½}�
»"�ª© 8��0�����]�I­������ a�® ­����o�q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� ½F¯
»"�¾¯ mÄ¤F� a �3¤¨� a ���¥�I­������ a�® ­����q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� ½�½

KMLON"P"QSR�T"T �¼R�N�X ZSRDX W��'Y[\nZSR fgRD^pP"X��d\aQi_aR
	)bdLON*PkQ��'\nZSRDX t
�

u 9;��v�,8/?()���
� ,.!1E�()H}/),@!��k/),�46AG� �*!�H���& �k/),�46A�!2� � > �}= ,��I(����'/?4��5�"! ��3

Èk��� Z �0�¡� ® ­3¤¨� a �����¡�����a¤ �/a ���iÅSÎ*�����F�����£� a � a �����}� a �������0�����0� a �� ��F�y§�������� a �k����� ����� ÀF¯
Èk��� É a �� ��£��� a ��¤¨� a ���Ì�0���£����§��¡�����¡� ® ­3¤7� a �F���¡�����n¤ �/a ���SÅiÎ*�£���F�0� �q���q�����q����� ÀF¯

Èk���*��� Z ¤$�y����¬��*��� ���0�a �¤F��¤¨ 0���0� a ��� a�® ­����2���q���q�����������q���q�����q����� À}»
Èk���*��� ZD���¡���0�£¬��"�k���¡����§��£� M��� 0� a ��� �q�����q���q�����������q���q�����q����� À�È

Èk�ª© É a �� ��£��� a ��¤¨� a ���Ì�0���0�£§3¤F 0�q�k���]� ® ­3¤¨� a �������k���a¤ �7a ���SÅiÎ*�£���F�0�Ì�q���q�����q����� À�½
Èk�¾¯ \a�M�y�*���0��� §6��­����=W a �}�£����¤¨ 0� a �����3­ a ����Å §3¤F�i� a  0­������q�����������q���q�����q����� À�À
Èk��»  ����� 0��­�� a ���! ±§6���£��§'�0 0� a�� �0�±���q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]���}�

u 9;��v�,8/?()�el
�D,@: &����k/),�46A�! A�&�: H*(7,"��& �"! B$# 3

Í"��� Á���� � �� �� a ���"Åj� a�Ê ­�� a ���M�����°¤± s¬3¤F����­��]¤F­"����­����JW¾­���¤F�y¤F������§3¤F�i� a  �­������m�kÏ"��� ���F¯
Í"��� Á���� � �� �� a ���"Åj� a�Ê ­�� a ���M�����°¤± s¬3¤F����­��]¤F­"����­����k���k��­"Ï��6��­���������������­ � �0�y�0�}������È
Í"�ª© Ám¤ �/a �������}���£¤&%°�k��� ����§������£�0�� ��q�SW ­����F������¤F �������§�¬��0� a�® ­�� ���q���q�����q�����]����À
Í"�¾¯ �[ 0��­����������}�]¤F­k�£��­��¡�SW ­������£§�¬k���£�$�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]�?���
Í"��» �[ 0��­����������}�¡�3¤F���¡­��� 1¤¨�3¤F�D ��F�I�£���3¤¨�I�a���0­"ÏM�����i�s¤F 0���0�]��§�¬��0� a�® ­��0� �q�����]�?�FÀ
Í"�ªÈ �[ 0��­����������}�]¤F­k�£��­��¡�SW ­����k���±����� a ��§'���i�s¤F�}���k���6��­������m�kÏ"�0� �q�����q�����]�1©�È

u 46A�E}�@&�!�,@46AG�}/�vO�I(7!�vO�*EF/),�=6�*! B 3'�
a Ï



� I��'[ G��SG���K I EDU��
	;G��

� ^n^aR��¡RDX

� A;A �I+�� �
� &;�*�"��&;�*!2()��v�vO�*�@!y&D/),@�@�*! BA6 3

X � ��Â3�����±­����n��� ® ­�¤F����¤7��­������k����¤F­����iÅVZ �0¦����k���£���q�����q���q�����������q���q���¡�1¯�¯
X �ª�`Â3�����±­��°¤ a �£�n�q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�1¯I»
X �¾© 2j���0¦}¤F� a ���n���qÁm¤F­� s¬����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�1¯I»

� A;A �I+��
	
- z{H*�@H*:<�*A'/2# A�,

Q1 BA6Sl
Æn� � 8;��¤F�k��¢������¥¤¨� a ���k�m���� ��*���£�k�������0���$���q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�1¯}À
Æn�ª� 2j�}���0¦���¤7� a �F���I­������ a�® ­����£­k�]�kW¾�0���0�y�0�I�m�����£�0¢��0�£�0�� ����q���q�����������q���q���¡�1¯}À
Æn�¾© «¼¤7��� a  ��0�]�k��� a ¦ a � a �£�n���a�k���y¤F���£� ���q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�1¯}À

� A;A �I+�� u
� ��v�vO�*�@!y� ��%5HI46:<H}/?(7,@� B*JDB

Án� � Xa��¦����0�¡�SWªÃO­������ �����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�)»��
Án�ª� �;�����*¦����k���¡�£§�¬k��� a�® ­���� �����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�)»F©

C A;�;�}+ B*J5J
	$,@���.,�45%5(7�kv 9;,@� B*J��

Ï



� � ����� �	��
 �����	����


� ���0�����0��� a �¨���q�����������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� �
��� � Ã Ïk�0�y§k��� �£�0§��£�0�£�0�I��¤¨� a ¢�������¤2¦F�������0�£� a �n�SW¾­k�����F�¥¤ a ���d§6���i¢����£�¨�G���q�����q�������)�
���ª� «¼¤ a ���°¤¨¦��a�k�����i����­� 0�£­��£�¨�a���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�������1¯
���¾© Ã Ïk�0�y§k���

1D
Å�Îk¤¨­k�]�����°¤±���0� a�� �����������¥¤F���d�����°¤±������­"� a �F���`���q�����q���q�������?È

��� ¯ Ã Ïk�0�y§k����²@� a � a �y�0��� a �������0� º �k���]�¥¤ a ����¤F¦����Ä��� Ω
���¡���

γ
�±���q���q�����q���q�������)Í

���ª» Ã Ïk�0�y§k����²@� a � a �y�0��� a �������0� º �k���]�¥¤ a ����¤F¦����Ä��� Ω
���¡���

B
�5���q���q�����q���q�������?½

���¾È «¼¤ a ���°¤¨¦��a���" �¤F���0�y�0�}�¡¤F�3¤F§"���F�h���q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�������?À
���ªÍ ¿ ¹*¶ BO+�< 8CB �3Ã Ï"����§���� ����� ^  1¤¨¦�����bÌ��Ï*���0� a �0­��£���0� a �}����� a �0­��£�¨�6�����q���q�����q�����Ç���
���¾½ Á���­�§���¤F¦���É a Ê �0�£�0�� ��0�]�3� a ���pËÌÆmÃÄ« �������q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç���
���¾À Î" s¬��0�¥¤�¤F­"Ï � a�Ê �������� 0���¡�3� a �0�¡ ������ a ¦F�F�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç�F©
�"� � Ã Ïk�0�y§k����²@� a � a �y�0��� a �������0� º �k���]�¥¤ a ����¤F¦����Ä���* 1¤¨� �0�]¦������3¤F�.�������q���q�����q�����Ç��Í
�"�ª� Ã Ïk�0�y§k��� ��­������y¤ a �k�d�3¤F���¡���  1¤F�¡� a � a ������� a ���k�����.���q�����������q���q�����q�����Ç��Í
©k� � ���0�����0��� a �¨���q�����������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� ¯}©
©k�ª� É a ¤¨¦���¤F�����n�����3� a ����¤F�}�]���0�¡��§'�0��¤¨�£��­���� ���3� ? � �0� �

h

� ���������q���q�����q����� ¯I»
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 �F��� �����£�0  a �� �­���¤¨� a ����� �q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q���¡�)�¨¯
Í"� �?½ Á�¬�¤F�y§M��� �/a �£�����£� 	 t = 3s

��§k�°¤F�M���� ��F­�§'�
y = 0

� �q���q�����q�����q���q�����]�?��»
Í"� �?À 2j�����3¤F����� 	 t = 3s

�¼���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�)�¨È
Í"�ª��� 2j��� � ¤¨����­k�£�¡�����°¤ �/a �£�����£���£­��¡���0�¡§��°¤F�Ì�k�� 0��­�§6�

x = 0
���
y = 0

�
Re = 400

�����¡�)��Í
Í"�ª�"��2j��� � ¤¨����­k�£�¡�����°¤ �/a �£�����£���£­��¡���0�¡§��°¤F�Ì�k�� 0��­�§6�

x = 0
���
y = 0

�
Re = 400

�����¡�)�F½
Í"�ª����Á�¬�¤F�y§M��� �/a �£�����£���£­��¡��� §k�°¤F�M���� ��F­�§'�

y = 0 	 t = 4s
�
Re = 10

� ���q�����q�¡�?©��
Í"�ª�F© 2j�����£­k��¢@¤F 0���¡�0� a �£� � ¤F���0­��£�d²@§���¤F�

x = 0 º ��­Ì�y�*��­����a�k� �°¤ �/a �������£� §6��­��
Re = 10

� �1©k�
Í"�ª�¨¯ Á�¬�¤F�y§ �k� �7a ���0�£�£��¤F­ � � a � a �3¤¨¦��±���0� �'��­k�����n§'��­k�

Re = 200
� §���¤F� ���$ 0��­�§6�

y = 0
� �����q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©��

Í"�ª��»�Á�¬�¤F�y§ �k� �7a ���0�£�£��¤F­ � � a � a �3¤¨¦��±���0� �'��­k�����n§'��­k�
Re = 200

� §���¤F� ���$ 0��­�§6�
y = 0

� �����q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©F©
Í"�ª�FÈ 2j�����£­k��¢@¤F 0�����0� a �£� � ¤F���0­��£�2²�§��°¤¨�

x = 0 º ��­ ���"��­k���±���$��¤ �/a �£���£���2§'��­k�
Re =

200
� ���q���q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©¨¯

Í"�ª��Í[2j�����£­k��¢@¤F 0�����0� a �£� � ¤F���0­��£�2²�§��°¤¨�
x = 0 º ��­ ���"��­k���±���$��¤ �/a �£���£���2§'��­k�

Re =
200

� ���q���q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©�»
Í"�ª�F½ 2j�����£­k��¢@¤F 0���]�����°¤ �/a ���0�£��� 	 t = 12s

� �����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©FÈ
Í"�ª�FÀ Á�¬�¤F�y§M��� �/a �£�����£� 	 t = 12s

��­��¡��� §���¤F�M���� ���­�§6�
y = 0

� �q���q�����q�����q���¡�?©}Í
Ï a a
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Án��� ZD���]¤F��¦��������SW¾ÃO­����0��� ���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]�?»��
Án��� ����� �*¦������0�]��§�¬��0� a�® ­��0�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]�?»F©

Ï a aCa



� I��'[ G��SG����"T��*	;G��

Ï a��



� �D
�
�� �	��
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��� � ¿ ¹*¶ BO+�< 8CB � ���q�����������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç���
���ª� Á���­�§���¤F¦���Â�ÃÄ«MÅjÆmÃÄ« �6�q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç�"�
���¾© Á���­�§���¤F¦���É a Ê �0�£�0�� ��0�]�3� a ���pËÌÆmÃÄ« �������q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç���
©k� � dgf hifkjIf Â3���£�±­k�°¤¨� a ���y�±­���� a Å �����y¤ a ���0�������q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç»F©
©k�ª� É a ¤¨¦����3¤F� a �£¤¨� a ���y§�¤F�¡�����* ��0� �����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� È��
©k�¾© dgf hifkj −ε �(Xa§�§��£�* s¬���� a �y§k� a �����F�p�q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q����� È}Í
»"� � Á������ a � a �����m����� � ��!#" $ $w¤F­M�6���£�M��­M������­��M���q���q�����������q���q�����q����� ½k�

Ï �
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� � 
���
�� ����


�a��­k� §��£�0  a �£����� a   a �����y���F�s¤7� a �F��� ® ­ a �£�0�£���}�Ì­"� a � a �������2�3¤¨���  ����£�£����¬k���£�¨�m�;��­��¥§k��­��y���
�����s¤ a ��� ��­��$���0�±�����3� a � a ���k� �0�2�����±§k�£��§�� a ������� �����$�0�£§3¤F 0���2���MÎ*���'�F��� � ��� ����� � � a �Ì���y���� ����0­��
¤F­"Ï�� ©�� � �ª»*���������¾À	�´�JZ �0� ����§3¤F ��0� � �0 0���F� a �0��� ¤ a ��� a ® ­��$���0�n s¬3¤¨�y§�� � �� ������ a �����d�£�0�£���}� �k�F���0� ���
 1¤¨��¤F ����������]¦���¤¨���3��¤F�¡��Ï"����§�����


- 2(Ω) = { & = (u1, u2, u3), ∀i ∈ {1, 2, 3} ui ∈ L2(Ω)}

�
��� � � 
N�.	��

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� ����� �dË ���0�����0��� a �¨�

• d

3� a ������� a ���Ì�k���kW¾�0�£§3¤¨ ��

• Ω

3��­ � �0���]�6���£�������

Rd

• Γ = ∂Ω
• B


��£�F­��iÅ �����y¤ a ��� ����¦�­k� a �0�m���
Ω

• γ = ∂B
• Ω \B 
3��� �����y¤ a ���n§'�0��¢������
• ω


��£�F­��iÅ �����y¤ a ��� �k�
Ω \B �k��¢������}� a ���£�

∂ω = γ ∪ γ ′
• Ω? = Ω \ (B ∪ ω)


3���  0����§����0�y�0�I��¤ a ���n���
B ∪ ω �3¤F�k�

Ω
• ∂Ω? = Γ ∪ γ′
• Ω̌


3­k���F­ � �0��� ® ­k���� 0��� ® ­�� � �0� a �3¤F�}�
Ω? ⊂ Ω̌ ⊂ Ω \B

• n
²@�����£§6�� �� a�� �������}�

n̂
º 
 � �0 0�£��­��¡�������¥¤¨�'��������¤F�}� 	 γ ⊂ ∂(Ω \B)

� ��­ � 	 Γ
²@������§'�0 0� a�� �·Å

�����}� 	 γ = ∂B
� �F­ � 	 γ′ º

�
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• L2(#) = {l′ensemble des fonctions à carrée intgrable sur #} � ��
 #
�k��� a ¦���� �kW¾­��

�����]�����y¤ a ������²��£��­k�iÅj�k���¥¤ a ���0� º �����}� a �������0�]  a Å �������£­��0�
• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω)}
• H1

0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u|Γ = 0}
• H1(Ω \B) = {u ∈ L2(Ω \B), ∇u ∈ L2(Ω \B)}
• H1

0 (Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ∪γ
= 0}

• H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0}

• H1(ω) = {v ∈ L2(ω), ∇v ∈ L2(ω)}
• H1

0 (ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ∪γ′
= 0}

• H1
γ(ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ = 0}

• H1
Γ(Ω?) = {u ∈ H1(Ω?), u|Γ = 0}

• H
1
2 (γ) = {r ∈ L2(γ), ∃v ∈ H1(ω), v|γ = r �

• H− 1
2 (γ) =

��� ��­�¤F�D���
H

1
2 (γ)


 � ����� 	 
��F� ������� 	'�.����� � � �D� �������Y� ����� 	'
�� � � ��� ���'	'
 �

• ∀u ∈ L2(#), ||u||0,# = (
∫
#
|u|2) 1

2

• ∀û ∈ H1
0 (Ω)

�

|û|1,Ω =

(∫

Ω

|∇û|2
) 1

2 �0� ||û||1,Ω =

(∫

Ω

|û|2 +

∫

Ω

|∇û|2
) 1

2

• ∀(û, w) ∈ (H1
0 (Ω))2 ��� α ≥ 0

�

< û, w >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇û · ∇w + α

∫

Ω

ûw
�0� ||û‖(α)

1,Ω =

√
< û, û >

(α)
1,Ω

• ∀u ∈ H1
0 (Ω \B) ∪H1

Γ(Ω \B)
�

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 �0� ||u||1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|u|2 +

∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2

• ∀v ∈ H1
γ(ω)

�

|v|1,ω =

(∫

ω

|∇v|2
) 1

2 �0� ||v||1,ω =

(∫

ω

|v|2 +

∫

ω

|∇v|2
) 1

2

• � ·, · � 1
2
,γ


3§k�£�*��­ a �m������­3¤F� a ���n���}�����
H

1
2 (γ)

�0�
H− 1

2 (γ)
�

∀s ∈ L2(γ) ⊂ H− 1
2 (γ), ∀r ∈ H

1
2 (γ)

�

� s, r � 1
2
,γ=

∫

γ

sr

�



• ∀r ∈ H
1
2 (γ)

�
‖r‖ 1

2
,γ = inf{‖v‖1,ω, v ∈ H1(ω), v|γ = r}

• ∀s ∈ H− 1
2 (γ)

�
‖s‖− 1

2
,γ = sup

{r∈H 1
2 (γ), ‖r‖ 1

2 ,γ
=1}

� s, r � 1
2
,γ

� � � �P
 	 � � � ��� ��
 	$� � �'	��������

•
[
∂u

∂n

]

γ

:=
∂u

∂n

∣∣∣∣
Ω\B

− ∂u

∂n

∣∣∣∣
B

:=
∂u

∂n
− ∂u

∂n̂


*��¤F­k�����n��¤q���0� a�� ���n�����£�y¤F���]�JW¾­��k�n¢����� �� a �F�

u 	 �£��¤ � �0�£�]�=W a �}���0��¢@¤F 0� γ �
• B

Ω\B

3�°¤ ¢��F�� 0� a ��� a �k� a  �¤¨��� a  ��n���

Ω \B
• f


3��� §k�£��������¦��0�y�0�I�m§3¤F�
0
�3¤F���

B
�SW ­���� ¢����� �� a �F�

f
�����3� a ������­����������}�]�£­��

Ω \B

� 	��)�����

• ZD�m� �"� �'�����
.
����� a ¦�����­���� a ����¦}¤¨� a �£� 	 ­����m 0��������¤F�}�����±­k��� a §�� a  1¤¨� a�� �O§��£�0���}��¤F����Ï"�0�y§����

a . b
� �0­k�n� a �£� ® ­SW a � ��Ï a �i����­����� ����k���s¤¨�I�£��¦������0� a�® ­k�

C
��������� ® ­��

a ≤ Cb
�

©
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ZD��� �0 ���­k���������}�£� �3­ a ����Å §3¤F�i� a  0­����0�D�£���}��¤F­  0���}���������0� §������* � �­k§3¤¨� a �����;�SW ­��±¦��£¤F��� �k���±�����
���2�y¤¨��¬��0�¥¤7� a   a �0��� � §�¬��*� a   a �0��� � � a �����F¦ a �i�����a��­ a ���k­����£� a �0���0�DÁ������0 ���­����������}��� a �I�£��� �7a �����k���}�
�3¤F�k�Ì�����M� a ��­3¤7� a �F���¥§�¬��*� a�® ­����M�������Ì� a�� �����£�0� � §3¤F��� a ���0� ® ­��������0� �=W �� 0��­����0�y�0�}�Ì��¤F�k¦�­ a ��²����0�
§3¤F�i� a  �­������m����§������£�0�}�����}�n������¦F������­k�����p�£��­k¦���� º � ���a����¤¨���£§6�����m����§'������­3¤¨�I�£� � ��­M���0���� ��F­����0�y�0�I�£�
� a�® ­ a ���·Åj¦}¤*`n�3¤F�k�]�����¡�£��¤F 0�£��­����±²����0��§3¤F��� a  0­����0���£���}�a¤F���F�£�m���0�a¦F��­k�£�£���¡����� a�® ­ a ��� º �

� ­�� ® ­SW 	 �£�� 0�����y�0�}� � ��¤m§���­�§�¤F���D�k�������£¤ � ¤¨­"Ï �/a �£¤ a �0�I� 	 �=W ���°¤¨�'���£¤¨� a ���n�k�O�y�*�����������k�� �� a�� ¤F�}���������­ � �������}�n�k­�������¤F��¦�� � ­¼ 0�����y��­���� a � a �0­ ¬�������¦��0���F�6«�¤ a �¡ ��0�d¤F§k§��£�* s¬����]�£���3¤F�����}�
�£­k� �����Ì¬��*§6�F��¬��0�£�0��§6���i�s¤F�}� ��­��Ì�°¤ �3¤¨�£­��£���k��� a �}�£����¤¨ 0� a �����y���}������§3¤F�i� a  0­����0�¥� a ¦ a ����� � ¬��}Å
§6�F��¬��0�£�0� ® ­ a �����}� a � � ¤¨� a �k��������¤F���¡���  �¤F�¡��� ¢���¤F �� a �F�����£��� a ���0� a ��§'�F���s¤¨�I�£���0�

Á����a� a � a ��¤¨� a ����� � ¤ a ��� aD® ­��q�=W¾¤F­�¦������}��¤¨� a ���Ì�����°¤2§�­ a ����¤F�k ��������a���£� a �3¤¨�£��­���� � ���}�]�y�F� a�� �
 ��0�m���0�£� a ���£�0��¤F���k������­k� ¦���¤¨��� ����� ���£�a���n���0�}�s¤¨� a�� �0�m���d� a �±­k�°¤¨� a �����O� a �£�0 0�£���m���n ������� ��F­����·Å
�����}���0�IZD���Ì§3¤¨��� a  �­��������£���}��¤ a ��� a a �k� a��/a �k­3¤F� a �£�0���2�0�Ì����­��y¦����F�y����� a �¼�0���Ì§�� a �������  0���y§"���F�
ZD����� a �y 0­����£��� a ��¬��������}���0� 	  0��¦F���������k�$� a � ­��°¤¨� a ���k�n§6��­ � ���}���������� 0�°¤F���£�0������� ����­"Ï�� �"§6���0�
É W¾¤F�6���£�������p� a �� 0­����£���[§��£� � ���3¤F�}�����a�kW a �}�����£¤F 0� a ��� ��­ a ���·Åj§3¤¨��� a  �­������ � ���F��¤F�y�����}�[��¤��y¤F� a ���£�
�����}�n����§6��­k�n§��£�0�����£� ���� 0���y§"��� �kWª¤¨ 0� a ������­ �3­ a ��� ��­��n�����a§3¤F��� a  0­����0�a��� a � � ���£���������}�1��Ã[�*Å
�£­ a ��� � �����m� a �� �­�� ���0�p§�����§������ 	 �°¤�� a �±­��°¤7� a �F���I­������ a�® ­��]������� ® ­3¤¨� a �����Ä��� � "
	 ��� ����
 ����� ������ a � a �y�0��� a �������0�������6����¦��������0�£� a �� �����§�����Ï"�F�)Á�W ���i�; ��[�£�0 ������q¤F��§'�0 0� ® ­ a ¢@¤ a ���=W ��� M��0����­q§k�£�������}�
���£¤ � ¤ a �´�

����­k�� �� ® ­ a �0���¡���d��¤ � a �£ ����0� a ��¤7� a �F� ���Ì���0�y§k� � �kW¾­k���d���0�¡¤F§�§����" s¬��0�¡������§���­���­k� a � a �����0�����i�
�°¤ ¢@¤¨� a �����]���0�a���0�£¬��"�k����� a ����� � ��v;(74����*EF/),�46A ���0�����0�����}�¡�0�£� a �}���£�*��­ a ���0��§3¤F��� ��� ��� � �%����$
�{�)� � �?© �5�0��� � ��� !#" ! �¾Í�Í	�.�IÁ��¡�£�F�I�Ä���0�[�y����¬��*�����O�k�]�y¤F�� s¬������$���0�y§k� 	 §3¤¨��¢���¤F �� a �F���3¤ a �£����/a �£¤F�}� 	 ���� 0��­�§����������M 1¤F�� �­��¡�����°¤ �/a �£���£���¼���¥ 0����­ a �k����¤ §�������� a �F� � ������������� � ¤F�}�y�3¤F����­��
§������ a ���p������§��¡­��M§����������0�y� �k�  ���� � �0 0� a ���"Å � a�Ê ­�� a ���Ì���0� ® ­����°¤ �/a �£���£�����£����­�����¤F�}�����SW ���i�a§�¤F�
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" · ∇p = 0,
� ¥ T ¥ � �

37��B13`;=-W�8��9:!$2$-C#=9:!$�
'A�¤#�91� �0FR/12�� 3�37#=�)#=;=#&!$6 ∇ · " = 0
Tdcd�8!�!$�_!7� �,+19)#=JIB1��� 34!`B)!7#=;=#�3768�
/M��B12R;=� 3

FR6"!$+1��'1� 3�!$�89137��2�#=�8;=;=�83Q��'1#&x>6827�891� �83 V 91#�� 38\(FG68!7+1�(')� 3�37/M� �8!72$-0;�� 38\��091'1� ;��8!�!$� 3 %(' ¥ ' � JIB1#M91�Q/?�824�
FR�"!7!$�89:!b/1-03KB191�E�?�09191�N-0/1/12���D)#�Fh-~!$#=�09e'1�E;�-f@�68��FR6"!$2�#=�0T

cd�"!7!$�fFG68!7+1��'1�f-h6"!$6i!$�83�!76 �Z�8![FG#=3��X�89��EB)l�2��f'.-0913�;��i��-C'127�i')���	��
�

�������
���y��l���#�2 % ¥  )\
¨C^(' ��� ;=-R!$�8�,+191#=JIB1�f')�i/?689.-0;�#=3$-~!$#=�09_B)!7#=;=#�3768�Y�83�!['1�i!�^�/M�i37B)2�%�-0�8#=JIB1�0\>J�B)#j27�"l�#=� 9:!E'.-C913�;=�Y��-03
'1� 3���/M6 2$-~!$� B)273*'1BZ37�8� ��91'R��27')27�0\�g[%�-C#=27��!$� 9)'127�QB191�K� �091'1#�!7#=��9i-0B(DZ;�#=FG#�!$�83j'1�P!�^�/M�E��� � �¦� � �
l�� 2�3bB)91�Y�8��91'1#&!$#���9`'1�[!�^�/?�i�X���¦��� �5���.� |

1

ε
u+

∂u

∂n̂
= 0

37B12
γ = ∂B.

� ¥ T ¥ � �
�b-0/)/?�8;=��913LJIB1�[;��[2768� ;A/M��37#&!$#&%

ε
�83�!Q'1� 34!$#�916Egi!$� 9)'127��l0� 273

0
T ��9y!727��B(l��EB191�E-091-0;�^�37�[FR-C!7+16"�

Fh-C!7#=JIB1�[/1;�B13L'16"!,-0#�;=;=68��'.-09)3��N� #W�H� � > %��(� '¦�8!Q'.-09)3Q;=-X!$+1O837�N'1� � �j� �M� XP���5�0% ¥  '£T
������� � ��%-/&#&#�%-6- #&� ��%-#& 35 8,.�(%-��%�� �+�

����������� �"!$#&%L� 34!i!$��B�����B1273Y;=�GF *8FR�C\<g
3$-�l0��#=2Y37�e27-0FR�891� 2Xg
B19 '1��FR-0#=91�G'1�R276 3���;=B(!$#=�09W'1�
%S��27FG��37#�FR/1;���/?�827FG�8!�!,-09:!y;}��B)!7#=;=#�3$-C!7#=��9 'A��B19 FR-0#�;=;�-C@��
� -02�!76 3�#=� 9>Tacd�"!7!7�]FG68!7+1��'1�0\L'1#&!$��'1�
'1��FR-0#=91� V �8!7#�%N-0;�@�6 �)27#=JIB1�C\��83�!`#�9:!$27��'1B1#&!$�¡/.-02��e���`� �.�H�5�! &� � %)'C^('£TP���¤#�'16 �
'1���8� ;=;��"� � #Q� 3�!
-0;=��2�3�'1�i/);=��91@0� 2�;��X'1��FR-0#�91�X/M� 24%S��276i'1-0913[B19z'1��FR-0#�91�Y/);=B13[@�27-091'��"!['.-0913[;�� JIB1�8;j��9z/M� B)!
� ��913�#='16827�82<B)9NFR-0#�;=;�-C@��¦��-024!$6 3�#=�89AT�cd�*'1� 2�91#=�82H� 34!¦;=����-0;�� FG� 9:!AFG�(')# V 65/?��B)2H/127�891'127�*�89N�8��FG/)!$�
;=��!$2���BAT J*��#�2P;�- V @�B127� ¥ T��f/?�0B12KB19
��D(� FG/1;=�[�1#�'1#=FG� 9)37#=�09191� ;£T

"$#
3D %'&)(+*-,.,0/1,324,0&)*
5'687:90;</>=$,0?A@$BDCFE1GIHKJML3JON0EQPRNSLUT�EML3BDE�VWE1JML3NUC)L3NYX8ZA[�\�PR]U^KNUE1GI_D_`]�_)T�a'b
c<deN0EQZ'JOCDGfT�BFghN0JOC

PDN�E�i ]UjkBDJO_`NlPDNnmpo�qer+s!t�u�u�vRw�x:VW[	TKy`GIazT�{hGIJ1azN8|)w�}
~�x�v)�3�h��t�x�r����Ar�t�u	�U\�cR��GIJ1aY�R�Q�k���h�k���Q�Q���-�k�D�Q�k�Q�$�����I�I�¥  



�����C��� ��� ��� �����	����
F�$�������
������� �	�����K�	�C�a�����	
����������	
����C������� ���������:�

�¦- 276837��;�B)!$#���9�3��_%�-0#�!G/.-C2h;�-]FR6"!$+1��'1�
'1� 3e68;=68FR�89I!73 V 9)#=3h34!,-09)'.-027')3e'.-0913h;=�¡'1��FR-0#=91�
@�;����.-0;

Ω
\>FR-0#�3b�89�/12768� ��91')#�!$#���919.-C9I!a;=�Y3�^�3�!7O FG�f;=#=9)6�-0#�27�E/.-02�;=-RFR-C!$2�#=�8�Y�8��913�!727B1#&!$�fgR;}�¤-0#='1�

'1B¡Fh-C#=;=;=-0@��X��34!$27B)�8!$B)276 � 91�09
FG�(')# V 6CT

�����L� ¥ T�� ��� -0#�;=;=-0@��a;��(� -0;=�8FR�89:!L-0'.-C/)!$6CT

)X��B19X/M��#=9:!H')�*l�B1�*!$�8�,+191#�J�B)�0\�;�-d!��0�,+1�*'1�*FR��'1# V ��-C!7#=��9a'1BYFR-0#�;=;�-C@��5�83�!<'1BNF *8FR�j��27'12��*'1�
'1#M+R�8B1;�!76YJIB1�Y;�-Z@�6 9)6 2$-~!$#=�09
'A��B19�FR-0#�;=;�-C@��a�8��9)%S��2�FR�h�£gZ;�-Z@�6 �0FR6"!$27#��E'1B�'1��FR-0#�91�E/?�82�%S��2�6 � T
  9 �8x?�8! \P#=;K%�-0B)!`')68!$�8�8!7� 2`;=�83e/M��#=9:!$3R'1��FR-0#=;�;�-0@��ygkFG��'1# V �82G!7��B)!`�89 68!$-09:!`� ��9:!72$-0#�9I!e'1�
27�83�!7� 2b-0B1373�#5/)27���,+1�YJIB1�Y/?�03737#��1;=�[')B_FR-0#=;�;�-0@��b3�!727B1�"!$B12�6X- V 9_'1�E!$#�27� 2KB19
/127� V !QFh-~D(#�Fh-0;?'1B
/12�6 � �091'1#�!7#=��9)91� B128T

cd�8!�!$�]FR6"!$+1��'1�z- 68!$6zB)!7#=;�#=3768��/.-02 � �f� �{� XP���<� ��� �����Q'1-0913 % ¥ ] 'E/M��B12`276837��B)'127�]B19
/12����1;=O8FR�Z'1��� �{���[� � �8� �¡� 9 '1#=FG� 913�#=��9z!$2���#=38T�)�-0913Y� �R��-0'12��0\¦;=�G/12�6 � �091'1#�!7#=��9)91� FG� 9:!N'1B
3�^�34!$O FG�X;�#=916 -0#=2��[-R6"!$6E%�-0#�!K�89_B)!7#=;�#=3$-C9I!KB)91�Y#�FR/);=6 FG� 9:!$-C!$#���9`/.-027-0;=;�O ;=�a'1B_/12�6 �8��91'1#&!$#=�09191� B)2
w �1cn� �Sl��0#=2¦�,+.-0/1#&!$2�� �K/?��B)25/1;�B13<'1�d'16"!,-0#�;=3 � \�#=9)#�!$#=-0;=�8FR�89:!H'168l0� ;���/1/M6d/.-02 X�� � ��� � Z>Z � ��� � Z<\ �
%  _^('£\1�8!Q/.-02��`�f� � ��� �.� Z � � ��� ������%�� �(\ �K�(\ �K� '£T

cd�8!�!$�aFG68!7+1��'1�b�83�!�!$27O83��2+G��-0�8�0T��<��B)!7�8%S��#�3 \:37-XFR#�37�K� 9R�(�8B)l�27�b9A�¤�83�!d/.-03�B191�b!��0�,+1�b-0#=3�6 �CT
  9��8x?�8! \5'A��B191�h� � 24!,-0#�91�hFR-091#�O 2��0\¦� ;�;=�G916 �8� 373�#�!7�`;�-y@�6 91682$-C!7#=��9 'A�¤B)9kFh-C#=;=;=-0@��f'1B '1��FR-0#=91�
/M� 2�%S�0276E/1B1#�37JIB1�N;=� 3K3���FRFG�8!73K'1B_FR-0#=;�;�-0@0�b� -02�!76 37#�� 9
'1��#�l0� 9:!C*8!727�N'16 /1;=-0� 683b/M��B12K/12�� 91')27�N� 9
� �0FR/)!7�E;�-f/1276837�891� �i')B¡!727��BATMcd�"!7!7�Y!$�C�,+1�Y/M� B(!b38�©-�l06 27�82a/1;�B13Q� ��FG/1;=#�JIB16 �[JIB1�N;�-f@�68916 27-C!$#���9
'A��B19ZFh-C#=;=;=-0@���91�09G34!$2�B1�8!7B1276C\:� ��FG/)!$��!$� 9IBZ'1�L;=-a'1# +G�8B1;�!76Lg�� ��FX�1#=91�82j;=-�J�B1-0;=#&!$6d')BfFh-0#�;=;=-0@��
�8!QB19)�N�M��919)�Y-C/1/127��D(#=FR-C!7#=��9e')B
�M��27'y'1By!$2���BAT

�-� ���! " U1ONDTM$#�% D
cd�8!�!$�ZFR6"!$+1��'1�C\>'1#&!$�'&)(+*-, ��� 1�,"\>-e6"!$6f#=9:!727��'1B1#�!7�X/.-C27:e�.XP�>� Z/.{� � �{�H� ����� �����A'.-09136%�� � '

'.-09)3d;=�Q��-C'127�b'1�a;=-Y37#�FiB1;=-C!$#���9f'1� 3d6 � �0B1;=�8FR�89I!73d/M�0!$�89:!$#=�8;=3�-0B)!7��B12�'1�a3�/1+1O 2�� 38T
��;{3 �¤-0@�#�!�'A��B19
� �0B1/1;�-C@��Z� 9:!$2��R;=-yFG68!7+1��'1�Z'1�R')#�x?6 27�891� �83 V 9)#=� 3E�"!XB19)�R2�� /12�6 37�89:!,-C!7#=��9 -09.-0;&^�!7#=JIB1�C\A;=����-0;��0\
'1�E;�-i3���;=B(!$#=�09`'.-0913QB191�E� �091�E/127���,+1�E'1�E;}�����134!,-0�8;=�0T

��9 �8��9137#�'1O 2��
B)91�y@�27#�;=;=�R27�8� ��B)l�27-09:!R!7��B)!G;=�`'1�0Fh-0#�91�e�"!R�09 #�'1� 9:!$# V �y;=�83f37��FGFR�"!$3Z� 9��
!$�0B12$-09:!d;�-Y/1-02�!7#=� B);=�0T(cd�83L37��FGFR�"!$3�%S��27FG� 9:!�B191�6����-0@0��#=9:!$6827#�� B12�� �_� 1�010 ��032	�-4 � � � 9)@�;=���1-09:!
;�-e/1-02�!7#=� B);=�f�8!EB)91� ����-0@��Z��D(!76 2�#=� B)27��� ��3�5 � ��062	�-4 � � � 9)@�;=���1-09:!E;�-`/.-024!$#=�8B1;=�X�8!N;�-e� -0@��Z#=9(�
!$6827#�� B12��h��l���#�2L;�- V @0B127� ¥ T(' � T

¥ ]



��� ��� � ���������
	 �!�-����� ��
 �������$� ��� ��� ����� ���������!��� � ���

��cP-C@����`��D�!$6 2�#=�8B127�
�kcP-0@����`#=9:!$6827#�� B12��

�����L� ¥ T(' � &)(+*-, ��� 1�,"T   D(� FG/1;=�E'1�83 �]��-0@��83��y��D(!76 2�#=� B)27�N�8!Q#=9:!$6827#�� B12��0T

����#='168��� 3�!¦')��27-0FG� 91�82H;�-d2�6 37�0;=B)!7#=��9['.-C913H;=��'1�0Fh-0#�91�j�89Y3���9E� 913�� Fi�);=�b�S^a� ��FG/127#�3A;�-P/1-02�!7#=�
�(�8� B1/M6 ��/1-02�;�� 3����134!,-0�8;=� 3 � T   !P/M��B12 ����-0;�� 2��Z;£�©-C;=@���2�#�!7+1FR�C\0��9h-Y�M� 3���#=9R'A�¤B)91�a�8��919.-0#�3737-091� �
� .#0�1�34021M'1�E;�-f37�0;=B)!7#=��9y-091-0;�^I!$#�JIB1�0T

��9f'1��#&!�'1��9)�L'1#=3�/?��3�� 2�'1�L;£�¤��D(/127�83737#���9G-09.-0;&^I!$#=JIB1�d'1�L;�-�3���;=B)!7#=��9>\CF * FG�P;=����-C;=� FG� 9:!5'.-0913
B19Yl0��#=3�#=9.-0@0��'1��;=-L/.-02�!7#=�8B1;=�CT�wj-02<�"D(�8FR/1;��*'.-0913<;=�*��-C3<')��;£�¤68J�B1-C!$#���9E'1�4� � .{��� � � \��"!j;���273�JIBA�¤#�;
3 �¤-0@�#�!�'A�¤B)9R���)3�!,-C� ;=�d'1�P%S��27FG�P3�/1+16 2�#=JIB1�C\:��9Z/?�8B)!*B)!$#�;=#�37� 2<;=�L')68l��8;=��/)/?�8FR�89I!*�89Z+.-027FG��91#�JIB1� 3
37/1+16827#�J�B)� 3a')�N;=-i37��;�B)!$#���9]�Sl0��#=2F%�� ' 'A/.-02K�"D(� FG/1;�� � T

���¤-0/1/1;�#=��-~!$#=�09
'1�X� �8!�!$�fFG68!7+1�(')�f-0B(D_6 JIB.-C!7#=��9)3�'1�R� � � � � � !K�.� � \�� Z \>/M��B12a3�#=FiB);=� 2b'1� 3
6 � �0B1;=�8FR�89I!73��)#='1#�FR�89137#���9191�8;=3�-0B(!$��B12*'1�K�"^(;�#=91')27� 38\I� 3�!*%�-0#&!$�L/.-C2 � ��� � \j� ���5���5������'.-09)3 %)' �('£T
*[B1-09:!dg[;£�©-091-0;�^�37�LFR-C!7+16 FR-C!$#�JIB1�0\~91�0!$-0FRFG� 9:!*;=-�� ��9:l��827@��891� �b'1�K;}�¤-0;=@0��27#&!$+1FG�*#�!$682$-C!7#�% \~'.-0913
;=�e� -03i�1#�'1#=FG� 913�#=��9)91� ;*'1�83f6 � �0B1;=�8FR�89I!73f/?�C!$� 9:!7#=� ;�3X�"!f'1� �{� � \�� Z \5� ;�;=�G37�e!$2���B)l0�`'.-0913'�Z�
� �¦� �<� ���-������%��  '}T

��9 27-0/1/M� ;�;=�Z#=�8#a�S'.-0913Y;}�¤-0;=@0��27#&!$+1FG� ¥ T ¥�� ;=�83X/12�#=91�8#=/.-0;�� 3E68!$-0/M� 3X'>�¤B19)�h#�!76 27-C!$#���9W')�R;£�©-0; �
@���27#&!$+1FG�X')� & (+*-, ��� 1�,Q'.-09)3[;=�i� -03�'1�f;=-h37#�FiB1;�-~!$#=�09
9IB1FG6 2�#=JIB1�f'A��B19z6 �8��B1;=�8FR�89:!�\>�)#='1#�FR�89(�
37#=�09191� ;£\)-CB)!$��B)2P'A��B19`�8^�;=#�91'12��0\�276 @0#>/.-02d;=� 3�6 JIB.-C!7#=��9)3P'1�Y� � � � � � !K�.� � \�� Z #�91� �0FR/12�� 3�37#=�);=� 38T

� �	"%��$��
� �+

' �����5�K!$#�;=#=3�� 2K;�-G37��;�B)!$#���9¡��-0;�� B1;�6 �igR;}��#�!$682$-C!7#=��9y/12�6 �86 '1�89I!7�f37B12a;�-R� -0@��Y�"D�!$6827#=�8B127�
/?��B)2���-0;�� B1;�� 2b;=� 3b� ���,+G� #�� 9:!$3[JIB1#j-0/1/.-C2$-0#�3737�89:!['.-0913a;}���"D(/127�8373�#=��9�'1�X;�-h3���;=B)!7#=��9
;=����-0;��
��37�0;=B)!7#=��9E'1BN/127�0�1;=O8FR�*'1� �{� � \j�[Z�� T	�
��� ��
 5 1 , �-� 0 �
��5 1�� .%��0 ����0�� , 34��5 �91�3�0���� 5+0 , *-,������ �
� 1�0��	��1�0���� 3�0 �	2�� , 2�3 ��� 2�1�� 0 ��, , 3�0 � , 34��5 � 1�3�0�, �
� �+

' �����M�Q!$#�;=#�37� 2�� �83P� ���,+G�8#=� 9:!73P/?�0B12d� -0;=�8B1;=�82�;�� 3�lC-0;�� B12�3d'1�a;�-Y3���;=B(!$#=�09R;��(� -0;=�K37B)2P;�-
��-0@��E#�9I!76 2�#=� B)27�0T
� �+

' �! ����K6 3���B1'12��R;�� 3E6 JIB.-C!7#=��9)3N')�`� � � � � � !��{� � \�� Z '1-0913E!$��B)!E;��f'1��FR-0#=9)�¡�S!$�0B)!$�
;�-�@�27#�;=;��h'1#&x>6827� 9)� � 3 V 91#�� 3 � � 9�#=FG/?��37-09:!Z;�-�3���;=B)!7#=��9�� -0;=�8B1;=68�yg];£�¤6"!,-0/M�¡¨�37B12Z;=-z� -0@��
#=9:!$6827#=�8B127�CT
� �+

' ��"#�H¥�lC-0;�B1� 2L;=-i91��B)l0� ;=;��[37��;�B)!$#���9`37B)2b;�� 3L91��� B1')3Q')�N;=-f��-0@��[��D�!$6 2�#=�8B127�CT

��� � � "-��$��

$�%'&)(+*-,/.103254 ���6��7 &)(+*/, ��� 1�,"T

¨C^



�����C��� ��� ��� �����	����
F�$�������
������� �	�����K�	�C�a�����	
����������	
����C������� ���������:�

�-� ����� � ��� � #&%-6- ���� �
	��
� �
�Z� W �{� �j�<�¦��� ���=�����&% ¥>¥ 'A��9:!L#=9:!$2��(')B1#�!�B191��FG68!7+1��'1�[-0'.-C/)!$68�EgX;�-X2�6 3���;=B)!7#=��9h'1��;}��6 JIB.-��

!$#���9 '1� � � .{�I� � � '.-C913ZB19�'1�0Fh-0#�91�e/M� 24%S��276y�8!G�8�0\�� 9 '16 �8��FG/?��37-09:!G;�-�276837��;�B)!$#���9 � 9�B19
/12����1;=O8FR�[#�9:!$6 2�#=�8B12P�8!QB19¡/12����1;=O8FR�[��D�!$6 2�#=�8B12 T

���¤#�'16 �L/12�#=91�8#=/.-C;=�d�83�!*!$�0B~����B12�3�'1�L37�L27-0FR�891� 2��89ZB191�K276837��;�B)!$#���9i@�;����.-0;��0\~'.-0913*;=�d'1��FR-0#=91�
91��9¡/M� 2�%S�02760\)� �E/127�0�1;=O8FR�[�83�!b-0/1/M� ;�6[/127���);=O FG�[#=9:!76 27#�� B12L/1-02L;=�83b-CB)!$�8B1273K'1�E;�-iFG68!7+1��'1�0T

�¦-b/.-024!$#�� B1;=-027#&!$6�'1��� �"!7!$��FR6"!$+1��'1�C\�J�B1-09:!�gb;=-LFh-09)#=O 2��*'1�d/12�� 91')27�d�89X�8��FR/(!$��;�-L/1276837�891� �
'A��B19`���134!,-0�8;=�C\)37�a�.-037�[3�B12P;=-Y276837��;�B)!$#���9A\�/.-02�;�-XFG68!7+1�(')�a'A��6 ;�6 FG� 9:!$3d%S2���9:!$#�O 27�f�9"  ���� \)'A��B19
/12����1;=O8FR�Q'16 V 91#>3�B12d;��a�M��27'R'1Bh!727��BA\�� �a/127���);=O FG�Q� 3�!d'1#�!�/12����1;=O8FR�Q�"D�!76 27#�� B128T ��;M3 �¤-0@�#&!P-0#�9137#
'A��B19¡� ��B1/);�-0@��[68;=68FR�89I!73 V 91#=3N� &  ������ 6 ;=68FR�89:!$3L%S27��9:!7#=O 2�� 3Y�9"  .�_� T

��9e37�b/1;�-0�8�b'1-0913d;��b� -0'12��a'1Be/)27���1;�O FG�bFG��'1O ;��Q§
D

��/.-0@0� ¥ ¨ � -�l��8�
α

9�B);}T)cd�aJIB1#M27�8l�#�� 9:!
g
2�6 3���B1'12��e;}��6 JIB.-C!7#=��9]'1�:� � .{��� � � '.-0913Y;=�Z'1��FR-0#=9)�G/M� 24%S��276R27�8/1276837� 9:!76`/.-02N;�- V @�B12�� ¥ T ¥
�Sl0��#=2L/1-0@�� ¥ ¨ � -�l��8�Y')� 3K� ��9)'1#�!7#=��913L')�f�X���¦��� �<�(�.� +1��FG��@�O891� 3Q-0B�Dy�?�027'13

γ
�8!

Γ
T

�¦- 3�!72$-C!76 @�#��_'1��2�6 3���;=B)!7#=��9 � ��9)37#=34!$��gW'16 �8��FR/M��3�� 2h;=- 37�0;=B)!7#=��9�� 9 ;=-W37�0FRFG�_'1�
'1� B�D
37�0;=B)!7#=��913b|)B19)�[37��;�B)!$#���9A\�J�B1-0;=# V 6 �b#=9:!$6827#=�8B127�C\)/M��B12P;���'1��FR-0#�91�b9)��9y/?�82�%S��2�6��8!LB)91�[37��;�B)!$#���9A\
JIB.-0;�# V 68�['A�¤��D�!$6 2�#=�8B127�C\M/M��B12L;��['1��FR-0#=9)�

Rd \B �
d = 2

��B
3
� T

�¦-i27� 34!$2�#=�8!7#=��9e-0B`'1��FR-0#=9)�a/M� 2�%S�0276
Ω \B '1�[;�-X3���FGFR�b'1��� �83K'1� B(De37��;�B)!$#���913�� 3�!K�8� 913�6 �

-0/1/)27���,+1� 2�;=-h37�0;=B)!7#=��9
'1B�/127�0�1;=O8FR�Y'1�i'168/.-02�! TH�¦-h276837��;�B)!$#���9_')�f� � 3[/)27���1;�O FG� 3b37�X%�-0#&!�/.-C2
B19e/)27��� � 3�37B13d#�!$682$-C!7#�%?'1�b!�^�/M� � � � � � � �N'1��9:!PgY�,+.-0JIB1�a#�!$682$-C!7#=��9Z;=-Y276837��;�B)!$#���9G'1Bh/12����1;�O FG�
#=9:!76 27#�� B12�37�Q%�-0#�!�/.-C2d6 ;�6 FG� 9:!$3 V 91#�3 \��8!d� � ;�;=�Q'1Bh/)27���1;�O FG�b��D�!$6 2�#=�8B12 \�2$-0FG� 9)6a� 9hB19h/12����1;�O FG�
'16 V 91#A3�B12L;�-Y%S2���9:!$#�O 27�a'1�[;�-X/1-02�!7#=� B);=�0\�/.-02d;=� 3d6 ;=68FR�89:!$3P%S27�09I!7#=O827� 3[�9"  ���� T.�b91�[#&!$682$-C!7#=��9R'1�
� � � � � � �Z/M��B12L�8�8!7!7�E'16 �8��FR/M��3�#�!$#���9`� 34!Q'1��919168�Y/1-02L;}�¤-0;=@0��27#&!$+1FG� ¥ T ¨(T
� �+

' ��� � ��9)#�!$#=-0;=#�3$-C!7#=��9¡|

g1
Γ := 0, g1

γ := 0
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{
−∆vn = 0

'.-0913
Ω,

vn = gnΓ
3�B12

Γ.
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{
wn := Sγψn, ψn ∈ H− 1

2 (γ),
Sγψn|γ = gnγ ,

� ¥ T ¥ � �
3�� Sγ : Rd −→ R

� ,��=� � . 34� � 0 �91���� � � ,�1 ��.#� � 2�3�512 ( � � ���)0 1 .%��0�� Sγψ :=

∫

γ

φ(·, y)ψ(y).

� �30 3�* ��5
φ(x, y)

� ,��3� 4 ��� ��� 1

|x− y|
� 0

3D
���)� 4 ����� − log |x− y| � 0 2D

�
� �+
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gn+1
Γ := −wn|Γ, gn+1

γ := −vn|γ
T
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vn + wn
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∂w

∂t
+
" · ∇w = ν∆w,
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∆ψ = w,
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"

= ∇⊥ψ = (−∂ψ
∂y

,
∂ψ

∂x
),

� ¥ T ¥ ] �
w = ∇× "

,
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w
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ψP = g ψL = 0 ψ = g

∆ψP = w ∆ψL = 0 ∆ψ = w

∂ψL

∂s
= −∂ψP

∂s

∂ψ

∂s
= 0
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VXW·45&�B�F5B6$I/­16B�*�:±(�)+*X1ÂW·?8*�B616B�),/­*�B645$M-ÃWY?8$!9./�B�1616/�F5(±G�/�&�*�:�)�B�(�$E*�45?8*±(;$EF^/�&�-I/�$^*±16/HJS45)�)�B6D0B�16B\*,:X-ÃWY/�JK¾
J0&�4=G[<0(�&l1�/�)�4516?8*�B645$>/�25(;G�J0&�:�G;B6)�B�45$�-I/�$0)l?0$�2545B�)�B�$I/�F5(¶-0?�*,&�45?Ã¼|(;*�G�(­¼e(�$>?8*,B�16B6)�/�$^*i?0$`J0&�45D816Q�93(
164=G�/�1�¼0/�?KÄKB�16B�/­B6&�(­¼@DI/�)�:�)�?0&H?8$k9A/�B�161�/­F5(�¸0$ÃU

�3��� ÅÆ�Ç�;�O���7È¡�É�º�ËÊ;� � Ì]�lÍº�A�º�

VXW·B6-0:;(%J0&�B�$0G�B�JI/�1�(M(�)+*P-0(�&�(;9AJ81�/�G;(�&�1�(%J0&�45D016Q;9A(MB6$0B\*,B�/­16(�93(�$^*�JS45)�:�-I/­$0)]16(M-0459A/�B6$0(HJt(;&+¾
T�45&�:�(�$k-0(;?KÄk)�45?8)+¾�J8&�45D01�Q�93(�)��I?0$OJ0&�45D01�Q�93(�F51645D0/�1¿(7*H?8$p/�?K*,&�(�1�4KG�/�1ÂU

Vi(�J0&�45D816Q�93(�F51645D0/�10(�)+*]JS45)�:H-I/�$0)R?0$.-8459./­B6$0(­¼^G�45$^*,(;$I/�$^*]1�(H-8459./­B6$0(PJS(�&�T�4�&�:�¼@-0(�T�45&�93(
)�B693J01�(ÎJt(;&�93(;*�*[/�$^*k1�/ÏG;45$0)�*�&�?0G7*,B�45$Ð-¿WY?0$Ñ9A/�B61�1�/�F5(kG�/­&�*,:;)�B�(�$Ñ(;*k1ÂW·?8*,B�16B�),/­*�B645$Ò-0(�)k)�4�1�25(;?0&�)
&,/�J0B�-0(�)P(7*�Ó­45?O-0(;)HJ8&�:�G;45$0-0B\*,B�45$0$0(;?0&�)�G;1�/�)�)�B6C@?0(;)�U

Vi(EJ0&�45D01�Q�93(E164=G�/�1l(�)+*�-0:;¸0$0BX-I/�$0)�?8$Ô2�45B6)�B6$I/­F5(�-0(;)�*,&�4�?0)%-I/�$8)�16(�C@?0(;1±45$ÔJS(�?8*�G;45$0)�B6-K¾
:�&�(;&�?0$'9./�B�1616/�F5(�¸I$�Jt4�?0&`93B6(;?KÄ�/�J0J8&�4=G[<0(�&`1�/O)�451�?8*,B�45$ÃUgVg/k¸IF�?0&�( ¢ U�ÕA-045$0$8(.?0$Ï(�ÄK(�93J016(
D0B6-0B�9A(;$0)�B�45$0$0(;1]-0(;)A9A/�B61�1�/�F�(�)�1�4KG�/�1](7*AF�1645DI/­1]-I/�$0)N1�(kG�/�)345Ö

B
(;)�*3T�45&�93:ºJI/�&N?0$0(k)�(;?016(

G�4593Jt4�),/�$^*,(�G;45$0$0(�Ä8(­U
Vi(�16B�(�$º(�$^*�&�(�16(;)�&�:�)�4516?8*�B645$8)]164=G�/�1�(%(;*�F51�45DI/�1�(M)�(>Ty/�B\*�JI/�&��
× ?0$0(�B6$^*�(�&�JS4516/­*,B�45$.-ÃW·?0$OG[<I/�93JºF51�45DI/�1t)�?0&�1�WYB�$@*�(�&+Ty/�G�(�/­&�*,B\¸IG�B�(�1�16(

γ′
z�G�459393(M-I/�$8)�1ÂWY/�JK¾

J0&�4=G[<0(¢-0(¢-8:�G�4�9AJS45)�B\*,B�45$Ø-0(p-04�9./�B�$0(�)3/�25(;Gp&�(�G�4�?82=&�(�93(�$^*A*,4�*,/�16(OJ0&�45Jt4�)�:�(kJI/�&º®%¤
Ù±ÚµÛ ¦�ÜKÜ ÚµÝ (7*%¥Þ¤ � ¤�ß�°³à � ° � °i-I/�$0) ©âá^ã ¬ � ¼

× ?0$0(�J0&�(�)�G�&�B�J8*,B�45$E-ÃW·?0$!)�/�?8*X-0(�1�/M-0:;&�B\25:�(�$045&�9A/�1�(�LM*�&,/�25(;&�)
γ
U^ä�(7*�*�(�/�J0J0&�4KG[<8(�(�)�*±?8*,B�1\¾

B6)�:�(�-I/�$0)�16(�G�/�-0&�(`-0(�16/N93:;*�<04=-0(�-0(>1�/�T�&�4�$@*�B6Q;&�(�B6939A(;&�F5:;(�U=å¶45B6&�G[<I/­J0B�*�&�(�J0&�:;G�:;-0(�$^*�¼
)�(;G;*,B�45$ÀÕ5U « U�Õ5U

�3�+æ ç.���±� �ºÊ;���g�7��� � �ºÊ��g��è0�º��� �����º�Pé

ê�ëyìPë�í îÀï¶ðØñMòiðôótõ�öHñM÷røK÷ùõ�öHðúï¶ûPüþýù÷+ÿ ÷�øKòið � õ�ÿ õ����iöMòið
#%$Ò)�(OJ01�/­G�(O-I/�$0)316(ºG�/�-0&�(k-8?ÞJ0&�45D016Q;9A(º934=-0Q�1�(��

D

¼¶LÀ)�/�2545B�&
Ω
-0:�)�B6F5$8(k?8$ú-04�9./�B�$0(

Dt45&�$0:p-8(
Rd

z
d = 2

4�?
3
� ¼¶)�/ÀT�&�4�$@*�B6Q;&�(

∂Ω
(;)�*
/�?0)�)�BM$04­*,:�(¢JI/�&

Γ
(;*.(�161�(O(�)�*.)�?0J8Jt45)�:�(

� *,&�(.ViB�J0)�G[<0B\*	�;B6(�$8$0(�UgVi(�)�*�&�45?0)>-I/�$8)>1�(!-0459A/�B6$8(
Ω
)�4�$@*`&�(;J0&�:;)�(;$@*�:�)`JI/�&�?0$0(3G�451�16(;G;*,B�45$Î-0(

¢�
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γ

ω

γ

Γ

Ω

’

B

� °���¤ ¢ U\Õ × ¹±ÄK(;9AJ01�(AzyD0B�-0B693(�$0)�B645$8$0(�1 � -0(;)�9A/�B�161�/­F5(�)�164=G�/�1¿(;*PF51�45DI/�1�U
)�4�?0)+¾r-0459A/�B6$0(;)H&�:�F5?816B6(;&�);¼I$04�*,:;(

B
USVg/3¸0F5?0&�(AÕ5U\Õ�-0?¢G[<I/�J0B\*,&�(�J0&�:�G�:;-0(�$^*�-845$0$0(`?0$Î(7ÄK(;9AJ01�(

&�(;J0&�:;)�(;$@*,/­*,B\T�-0(31�/OF5:�4�9A:7*,&�B�(!-0?'-8459./­B6$0(!JS(�&+T�45&�:
Ω \B U! l45?0&>-0(�)>&,/�B�)�45$8)`-0(3)�B�9AJ816B6G;B�*�:�¼(;*>)�/�$0)�Jt(;&�-0&�(N-0(NF5:�$0:;&,/�1�B�*�:�¼¿4�$�)�(31�B693B�*�(`-I/­$0)�G�(NJI/�&�/�F5&,/­J0<0(N/�?ÀG�/�)�-ÃW·?0$À)�(;?01±*,&�45?ÃUl#%$

B6$^*�&�4=-0?0B�*�-045$0GO?0$8(OT�&�45$^*,B�Q�&�(O/­&�*,B\¸IG�B�(�1�16(
γ′
/�?K*,45?0&�-0?úDS45&�-

γ
-0?Ø*,&�45?

B
(7*N45$Ø$04�*�(kJ0/�&

ω
1�(A)�45?0)+¾r-0459A/�B6$8(3-8:�16B�9AB\*,:!JI/­&

γ
(7*
γ′
UlVi(A25(;G;*�(�?0&E$845&�9A/�1Hzy)�45&�*,/�$^* � /�?ÏDS45&�-�-0(

Ω \B ¼
Γ ∪ γ ¼µ(�)+*%$04­*,:�J0/�& n

Utä�(�1�?0BÂ¼µ$04�&�9A/�1�zy)�45&�*,/�$^* � L
γ = ∂B

zy&�(�)�JS(�G7*,B\25(�93(�$^*%L
γ ⊂ ∂ω

� ¼S45?Ã¼
L
γ′ ⊂ ∂ω

(�)+*H$84�*,:�JI/�&
n̂
z�&�(;)�JS(�G;*�B�2�(�93(�$^*

n
� U#"H4�*�45$0)�C@?0(

n̂ = −n
z³2545B�&�1�/�¸IF�?0&�( ¢ U ¢ � U

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� °���¤ ¢ U ¢ × ¹ÇÄK(�93J016(�-0?k-0459A/�B�$0(%-I/�$8)�1�(�G�/�)PD0B�-0B693(�$8)�B64�$0$0(�1�U
$ j&%'n0q('*)gj,+*-/.10 ��2�3546}76��(3Ï�(8

B
}937�;:��w�=<?>A@8����@�4
BC3EDÂ}EB=�F3G6[�(<	@I��3���2I�ù}93H6[�(2I2¿}KJK}939L.�(2

3EB�@M@I��3|}ONPBµ}Q46}93SR?6[�(BK�,�(2I2¿}93�THU=}��/V9@I}
ω
2¿}�3|}��,}96[�(BXW|�,}E2I�Y@8�(3PZ

#%$¢B�$@*�&�4=-0?0B\*�16(;)�(�)�J0/�G�(;)HT�45$0G7*,B�45$0$0(;16)])�?0B�2­/�$^*,)��

¢\[
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������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
• H1

0 (Ω) = {û ∈ H1(Ω), û|Γ = 0} ¼09E?8$0BÃ-0(;)H$04�&�93(�)��

|û|1,Ω =

(∫

Ω

|∇û|2
) 1

2 z ¢ U\Õ �
(;*

||û||1,Ω =

(∫

Ω

|û|2 +

∫

Ω

|∇û|2
) 1

2

.
z ¢ U ¢ �

• H1
0 (Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ∪γ

= 0} ¼I9�?0$0BÃ-0(;)H$845&�93(�)

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 z ¢ U « �

(;*

||u||1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|u|2 +

∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2

.
z ¢ U á@�

• H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0} ¼09E?0$0Bi-8(�)P$045&�9A(;)

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 z ¢ U £ �

(;*�-0(�1�/E$845&�93(�-0:;¸0$0B6(�JI/�&`z ¢ U á^� U
• H1

γ(ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ = 0} ¼I9E?0$0BÃ-8(�)�$045&�93(�)��

|v|1,ω =

(∫

ω

|∇v|2
) 1

2 z ¢ U 
 �
(;*

||v||1,ω =

(∫

ω

|v|2 +

∫

ω

|∇v|2
) 1

2

.
z ¢ U [ �

$ j&%'n0q('*)gj5+*-�+�� }93 :��(2 67�/DÂ�(2�3 U=}
H1

Γ(Ω \B) � �[}93 @I}967�/D�W�}E<.}E2I� H1
γ(ω) � 2¿} 3|�(2I� @8�(3 2 >96[}93	�3���D³�[}E<.}E2I� 2IBX4�46}93 3EB=�

γ � �,}93 @I}967� D�W�}E<.}E2I� γ′ � Z 0 }	<�
E<.}9L!46}93 :��(2 67�/DÂ�(2�3	U=} H1
γ′(ω)

2¿};3|�(2I��@8�(3
2 >96[}9393���D³�[}E<.}E2I� 2IB&4�46}93�3EB=�

γ
Z

"�45?0)�/�?0&�45$0)PDt(;)�45B�$O-0(�C=?8(�16C@?0(;)H&�:�)�?01�*,/­*,)PJ0&�:�16B�9AB�$I/�B�&�(�)��

� j&%G%'j +*- .�
 �(D³�
v ∈ H1(ω)

L¶��}E4�46} NPBµ}
∆v ∈ L2(ω)

Z�� 2Ô�º��46�w�F39L ∂v
∂n

∈ H− 1
2 (∂ω)

}7�

−
∫

ω

∆vw =

∫

ω

∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,∂ω, ∀w ∈ H1(ω),

z ¢ U�� �
�(8 � ·, · � 1

2
,∂ω

U&>93ED���2¿} 46} @S�,�PU�B&D³� U=}QU�B0��4
D³� >!}E2I���,}
H− 1

2 (∂ω)
}7�
H

1
2 (∂ω)

Z

���,}EB&W�}PZ #%$ØJt(;?8*!*,&�45?82�(�&!1�/¢-0:�9345$0)+*,&,/w*,B64�$ô-0(ºG�(º&�:�)�?81�*[/w*!-I/�$0)��E°��i¦i§lÜ Û���� ¦��Ç°�¦ � Û © ¢�«­¬
JI/�&P(7ÄK(�93J01�(�U

�¢ �
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$ j&%'n0q('*)gj,+*-���� }�U=�(<3��D�2¿}
ω
��B NPBI}E4R�(2H3�� D�2I� >7�,}9393|}.}937� U=} :��w�=<.}�@8����� D 6EB&4
D��7�,}�� D�4 3�� � ��D³�

U�� B&2 U=�(<3��D�2¿}
	7�w�=2 >
}7���O:��[�(2I�/D��7�,}N�F> ��BX4
D��7�,}.��V���2I��U=}EB J 6[�(<	@I��3���2I��}93?6[�(2I2¿}KJK}93 � γ }7�
γ′ � Z
 �(< <.}

γ ∩ γ′ = ∅ L��(2 @I}EB=�	D/U=}E2I�/D �]}7� � � B&2 D�3|�(<.�w� @��&D�3E<.}	@S���93 � 46}93º}93 @8�&6[}93 H 1
2 (∂ω)

}7�
H

1
2 (γ) ×H

1
2 (γ′)

Z

� a��±slu�c|uyfSs +*-/. � 21U&>�� 2ID³� 4�� �E@M@�4
D 6����/DÂ�(2
τγ
L��y���&6[}�3EB=�

γ
U=}93Q:��(2 67�/DÂ�(2�3 U=}

H1(Ω)
L U=}�4\�

<3��2ID��7�,}�3EB&D�Ww��2I�ù}��

τγ : H1(Ω) −→ H
1
2 (∂ω)

w 7−→ τγw :=

{
w

3EB=�
γ

0
3EB=�

γ′

z ¢ U ã5�
� a��±slu�c|uyfSs +*-�+ 
 �(D³�

ψ ∈ H− 1
2 (γ)

Z � 2 2¿�w�ù} @8���
ψ̃ = (ψ, 0) ∈ H− 1

2 (γ) × H− 1
2 (γ′)

Z � 2
U&>�� 2ID³� BX2¿} :��w�=<.} 4
D�2 >���D³�,}�3EB=�

H
1
2 (∂ω)

U=}Q4\��<3��2ID��7�,}�3EB&D�Ww��2I�ù}��

� ψ,w � 1
2
,γ:=� ψ̃, τγw � 1

2
,∂ω, ∀w ∈ H1(Ω).

z ¢ U�Õ�� �

 D�}E2�@�4
BM3

ψ ∈ L2(γ)
L

� ψ,w � 1
2
,γ=

∫

γ

ψw.
z ¢ U�Õ�Õ �

Vg/NT�45&�9E?01�(%-0( � � ÚµÚ ´¶¼8-045$0$0:;(`J0/�&�16(�1�(�939A( ¢ U�Õ5¼8Jt(;?8* � *,&�(�:�G�&�B�*�(�)�45?0)�G�(7*�*�(�T�4�&�93(!�
� fµqwfSmymyn0uyqej�+*-�+ 
 �(D³�

v ∈ H1(ω)
L¶��}E4�46} NPBµ}

∆v ∈ L2(ω)
Z�� 2Ô�º��46�w�F39L ∂v

∂n
∈ H− 1

2 (∂ω)
}7�

−
∫

ω

(∆v)w =

∫

ω

∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ ∀w ∈ H1

γ′(ω).
z ¢ U�Õ ¢ �

� *[/�$^*%-845$0$0:;)
f ∈ L2(Ω \B)

(;*
α
?8$p&�:;(�1lJt4�)�B�*�B�TÇ45?p$@?01�¼S4�$p)�W·B6$^*�:�&�(;)�)�(NLA1�/N&�:;)�451�?8*,B�45$

-0?kJ0&�4�D016Q;9A(�934K-8Q�16( �
D

�

�
D :





*,&�4�?825(;&
u ∈ H1

0 (Ω \B)
¼8*,(;1616(MC=?8(A�

αu− ∆u = f dans Ω \B.
Vi(!J0&�B�$0G�B�Jt(E-8(!1�/
�R�Â�]���]�H(;)�*�-0(N&�(;9AJ81�/�G;(�&M1�(!J0&�4�D016Q;9A(`B6$0B\*,B�/­16(�93(�$^*HJt4�)�:!-I/�$8)�16(E-04w¾

9A/�B6$0(�JS(�&�T�4�&�:
Ω \B JI/�&�?8$ºG�45?0J816(%-0(M)�45?0)ù¾�J0&�45D01�Q�93(�)�¼K1ÂW·?0$
JS45)�:M)�?0&�*�45?8*�16(M-8459./­B6$0(

Ω
(;*

1ÂWY/�?8*�&�(%)�?0&�1�/��EG;45?0&�4�$0$0(��
ω
U  l45?0&�G�(%Ty/­B6&�(­¼8$04­*,45$0)�J0/�&

f
16(MJ0&�451�45$0F5(;9A(;$^*�-0(

f
JI/�&

0
)�?0&

B
�

{
f |Ω\B

= f,

f |B = 0.

z ¢ U�Õ « �
½%/�$8)E1�/kJ0&�45JS45)�B�*,B�45$ ¢ U « ¼�45$'9A45$^*�&�(�&�/pC@?0(
1�(AJ0&�45D01�Q�93( �

D

(�)+*E:;C=?8B�2­/�16(;$^*!LpG;(
G�45?8J016(A-0(
J0&�45D016Q;9A(;)��0*,&�45?825(;&

(û, v) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
*,(;1iC@?0(A�

� �
D :





n
:

{
αv − ∆v = f dans ω,

v|γ′ = û|γ′ ,

�
: αû− ∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω,

z ¢ U�Õ á^�
¢ ã
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δγ
-0:;)�B6F�$0(E1�/A9./�)�)�(!-0(���°��g¦ Ý ¼Ã/�)�)�4=G�B6:;(!L
1�/A)�?0&+Ty/�G�(

γ
¼t(;* ∂v

∂n
δγ
1ÂW·:�1�:�93(�$^*%-0(

H−1(Ω)zy1�/ET�45&�9A(M16B6$8:�/�B�&�( � -0:;¸I$8B6(�JI/�&��

w ∈ H1
0 (Ω) 7−→� ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ,

z ¢ U\Õ £ �
zy16(�G;&�4=G[<0(;* � ·, · � 1

2
,γ

(�)+*�B6$^*,&�4K-0?8B�*�-I/­$0)P1�/!-0:;¸0$0B�*�B645$ ¢ U ¢ � U
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(û, v) ∈ H1

0 (Ω) × H1
γ(ω)

)�4516?K*,B64�$'-0?ôJ0&�45D01�Q�93( � �
D

U���1�(;)�*!G;1�/�B�&

« �



�����­���������	��

��������������
������ � �������������

C@?0(
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û
L
ω
(;*
B
25:�&�B�¸I(;$^*`�
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ω
L]�(2À�
∫

γ

∂v

∂n
w = α

∫

ω

vw +

∫

ω

∇v · ∇w −
∫

ω

fw +

∫

γ′

∂v

∂n̂
w.

z ¢ U á 
 �
0 }�<�
E<.}9L��(2 < B&4 �/D�@�4
DÂ}�4\� @S�,}E< D��7�,}O>�NPB8���/DÂ�(25U=} z ¢ U á £ � @8���

w
}7�]�(2 D�2I� � ���,} @8��� @8����� DÂ}93 3EBK�

Ω?
}E2Î��}E2S��2I� 6[�(<	@S��}OU�B :;��D³� NPBI}

w
3|�(D³� 2IB&4�46}�3EB=�

Γ
L��(2À�

∫

γ′

∂ṽ

∂n̂
w =

∫

Ω?

fw − α

∫

Ω?

ṽw −
∫

Ω?

∇ṽ · ∇w. z ¢ U á [ �
�]���º��D�4�46}EB=�F39L @�B&D�3PNPBµ}

f
}937�

L2(Ω \B)
L>}7�

ṽ|γ′ = û|γ′
L
ṽ
2 � }937� NPB � BX25@S�,�(46�(2 �=}E<.}E2I� LM�(393|}��

�F> ��BX4
DÂ}7�FL U=}
v
Z �]��� 6[�(2�3�>�NPBI}E2I� L

∫

γ′

∂v

∂n̂
w =

∫

γ′

∂ṽ

∂n̂
w.

z ¢ U á � �
«5«



��� ���X����� �������
	F� � � � � � �;
 ��
�� � �&������� ��	�

������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
0 � �(8ML3}E2 B=� D�4
D�3���2I� 46}937>�NPB8���/DÂ�(2�3 z ¢ U á 
 �À}7� z ¢ U á [ �FL 4\�S:��w�=<.} 4
D�2 >���D³�,} ∂v

∂n
δγ

@I}EBK��
7�y�,}
U&>�� 2IDÂ} @8�����#@I�(BK�����(BK�

w ∈ H1
0 (Ω)

L

∫

γ

∂v

∂n
w =

∫

ω

∇v · ∇w −
∫

ω

fw + α

(∫

ω

vw −
∫

Ω?

ṽw

)
+

∫

Ω?

fw −
∫

Ω?

∇ṽ · ∇w .

z ¢ U á^ã^�
� DÂ}E2?>EW�D/U=}E< <.}E2I��L#4\��U&>�� 2ID³�/DÂ�(2 U=} 4\� :��w�E<.} 4
D�2 >���D³�,} ∂v

∂n
δγ
L*U=�(2I2 >[}Y@8��� 4�� >�NPB0���/DÂ�(2 z ¢ U á^ã^��L

2 � }937� @8�(3 6[}E4�46}�NPB � �(2�BK�/D�4
D�3|}�}E2 @S�����/D/NPBI}9L @�B&D�3PNPBµ}�46} @S�=D�2 6ED�@I} U=}�4\� �R�Â������� }937�X�ù}E4 NPB � �(2 2¿}
6[�(2�37���=B&D³�Y@8�(3 U=}�<3��D�4�4\� �=}9L 2ID�@I�(B=�

Ω \B 2ID�@I�(B=�
Ω?

Z�� 2¡��U=�(2 6 6 �I�(D�3ED U�� �E@M@S�[��6 �I}7�;4�� D�2I� >	�
������46} ∫

γ

∂v

∂n
w
}E2 B=�/D�4
D�3���2I� B&2¿} :��w�=< BX46}QU=}ONPB0�MU������/BK�,} U&>�� 2IDÂ}OU�D³�,}967��}E<.}E2I� 3EBK��4\� 3EB=��:;�&6[}

γ

� W��(D³� 6 �8�E@�D³�y�,} � @I�(B=� @�4
BM3OU=} @S�F>96ED�3EDÂ�(2 � Z
ê�ëyìPërê îÀï¶ðØñMòiðôótõ�öHñM÷røK÷ùõ�öHðúï¶ûPüþýù÷+ÿ ÷�øKòiðÒöMõ¶ö�� � õ�ÿ õ�� �iöHòið

Vg/�T�45&�9E?81�/­*�B645$%9�?01�*�B\¾�-8459./­B6$0(;)tJ0&�:�G;:�-0(;$@*�(])�(�F5:;$0:�&�/�16B�)�(�¼|)�/�$0)l-0B�Á3G;?01�*�:X)�?0J0J816:�93(�$^*,/�B6&�(�¼
/�?
G�/­)]-0(�)�G�45$0-8B�*,B�45$0)R/�?KÄ.16B�9AB\*,(�)X-8(M* �=Jt( ��°��g° Ý�� Ü ÚIÛ $845$K¾�<8459A4�F5Q�$0(;)�UK¹X$
(;»t(;*�¼816(�G�/­)]-0(�)
G�45$0-8B�*,B�45$0)
$845$K¾�<8459A4�F5Q�$0(;)º)�?0&

Γ
(�)+*¢)+*[/�$8-I/�&�-¿U��%?I/�$^*k/�? Dt4�&�-

γ
¼](;$Ð)�?0B�2­/�$^*º1�(¡9 � 9A(

&,/�B�)�45$0$8(�93(�$^*�C=?8(>G;(�1�?0Bi-0(�1�/EJ0&�45JS45)�B\*,B64�$ ¢ U « ¼045$O9A4�$@*�&�(�?0$O&�:;)�?01\*[/­*H/�$0/�1645F�?0(E�
� qef��Xf���u�c|uyfSs +*- � 
 �(DÂ}E2I�

f ∈ L2(Ω \B)
L
g ∈ H

1
2 (γ)

}7�
g̃
B&2Î�,}E4 �EW�}E<.}E2I� �8���=<.�(2ID/NPBµ}�U=}

gU^��2�3
B
Z � } @S�,� 	P4 �E<.}

� ′
D :





���,�(B&W�}7�
u ∈ H1

Γ(Ω \B)
L��ù}E4�46}ONPBI} �

αu− ∆u = f dans Ω \B,
u = g sur γ,

z ¢ U £ � �
}937�?>�NPBXD�Ww��46}E2I� � ��B 3|}E2�35U=} 4\� @S�,�9@I��3ED³�/DÂ�(2��&Z � � � 6[}76[�(B�@�46}5U=} 3|�(BM3	��@S�[� 	P4 �E<.}93 �����,�(B&W�}7�
(û, v) ∈ H1

0 (Ω) ×H1(ω)
��}E4!NPBI} �

� � ′
D :





� :





αv − ∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,
v|γ = g,

�
: αû− ∆û = f +

(
∂v

∂n
− ∂g̃

∂n

)
δγ dans Ω.

z ¢ U £ Õ �

$ j&%'n0q('*)gj5+*-�� 
 D	46}k�[}E4 �EW�}E<.}E2I� �8���=<.�(2ID/NPBµ} U=}
g
2 � }937� @8�(3 :;�&6ED�46} � 6���4�6EBX46}7�Î}KJ @�4
D 6ED³��}	�

<.}E2I� L¶�(2 @I}EBK� 6[�(2�3ED/U&>7�,}7�;2 � D�<	@I�w����}	NPBµ}E4t��B=���,}M�,}E4 �EW�}E<.}E2I�
g̃
L � 4\�E@�4\�&6EDÂ}E2 U^��2�3

L2(B) � 6[}7����}6[�(2�U�D³� DÂ�(2 }937���,}E<	@�4
DÂ} U �93SNPBµ}
g ∈ H

3
2 (γ) � Z � W�}96�6[}7����} U=}7�=2ID��7�,}�6[�(2�U�D³�/DÂ�(2�L

∆g̃
@I}EB=� 
7���,}

@S�[�(46�(2 �&>O@8���
0
U^��2�3

Ω \B }E2 B&2¿}�:��(2 67� DÂ�(2
L2(Ω)

Z 0 ��2�3�6[} 6��MU��,}9L�4�� >�NPB0���/DÂ�(2
( ��� ′

D − �
)U=}EW�DÂ}E2I�]��46�w�F3��

αû− ∆û = f +

(
∂v

∂n
− ∂g̃

∂n

)
δγ − ∆g̃ dans Ω.

z ¢ U £W¢ �
« á



�5���K���#������� 

������� � � �X�\� ���&����� �

 �45?8&�-0(�)P&,/­B6)�4�$0)]-0(�)�B693J016B�G�B�*�:�¼@-I/�$8)]*,45?8*]G�(�C@?0BÃ)�?0B�*�¼045$º$0(�);WYB�$@*�:�&�(�)�)�(�&�/3C@?ÃWY/�?OG�/�)P-0(;)
G�4�$0-0B�*�B645$8)�-0( ��°��l° Ý�� Ü ÚµÛ <04�9A45F�Q�$0(;)�)�?0&P16(�DS45&�-

γ
U

Vi(�)�-0(;?KÄ
J8&�45D01�Q�93(�)
(
� �

D − n
)
(7*

(
� �

D − �
)
-0?º) �K)+*,Q;9A( � �

D

)�45$^*�G�4�?0J016:;)�U0ä�(�C=?8B¿)�?8F5F5Q�&�(
1�/EG;45$0)+*,&�?8G;*,B�45$k-ÃWY?8$0(>T�4�&�9E?016/­*,B�45$.-8(>JS45B�$@*�¸KÄ8(­USäMWY(;)�*H1ÂW·45D=Z�(7*P-0(�1�/!)�(;G;*,B�45$O)�?0B\2­/�$^*,(�U

�N��� çA�>�Ç� �OÊ;���g�;�`� �º�ËÈ¡�>���!�	��
.�

"H4�*�&�(�45D=Z�(;G;*�B�T�(�)�*�-0(�*�&,/�$0)+T�45&�93(�&�1�(�J0&�4�D016Q;9A( � �
D

� �
D :





n
:

{
αv − ∆v = f dans ω,

v|γ′ = û|γ′ ,

�
: αû− ∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω,

z ¢ U £�« �
(�$k?0$kJ0&�4�D016Q;9A(�-0(�JS45B6$^*]¸KÄ8(­U �K45B�*

θ
?8$¢JI/­&,/�93Q;*�&�(�&�:;(�1�Uµä�45$0)�B6-0:;&�45$0)P1�WY45J8:�&,/w*,(�?8&

Tθ(·, ·; f) : H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω) −→ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)

(û, v) 7−→ (Û , V ),

z ¢ U £ á^�
45Ö

V ∈ H1
γ(ω)

(;*
Û ∈ H1

0 (Ω)
)�45$^*M)�4516?8*�B645$8)]-0(

{
αV − ∆V = f

-I/�$8)
ω,

V = θv + (1 − θ)û
)�?0&

γ ′,

z ¢ U £W£ �
(;*

αÛ − ∆Û = f +
∂V

∂n
δγ

-0/�$0)
Ω.

z ¢ U £�
 �
 Ç/�&P-0:7¸I$0B\*,B64�$k-8( Tθ ¼I45$k/!1�/!J0&�4�Jt45)�B�*�B645$
)�?0B�2­/�$^*�(3�

� qwf��Xf���u³ceu�fts +*-
	 ���(B=�
θ 6= 1

L
(û, v)

}937� 3|�(4
B=� DÂ�(2 U=} � �
D
3ED�}7� 3|}EB&46}E<.}E2I� 3ED

Tθ(û, v; f) = (û, v).
z ¢ U £\[ �

Vg/`&�(;G[<0(�&�G[<0(%-ÃW·?0$3*,(�1IJS45B�$@*¶¸8ÄK(H)�(PTy/�B�*¶JI/­&�?8$.J0&�4KG;(�)�)�?0)�B\*,:;&,/­*�B�TùU^¹X$.(7»¿(7*�¼@)�4�B�*
(ûm, vm)1�/E)�?0B�*�(�-0(

H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
-8:;¸I$0B�(�JI/�&�1�/E&�(�16/­*,B�45$º-0(�&�:;G�?0&�&�(�$8G�(>)�?0B\2�/­$@*�(N�

(ûm+1, vm+1) = Tθ(ûm, vm; f).
z ¢ U £ � �

#%$�9345$^*,&�(�&,/ºC@?0(­¼l)�45?0)�G�(;&�*,/�B6$0(;)�G�45$0-8B�*,B�45$0)�)�?0&
θ
¼i1�/
)�?0B�*�(NG�B\¾r-0(�)�)�?0)�G;45$^25(�&�F5(A2�(�&�)`16/

)�4�16?8*�B645$Ò(7Ä8/�G7*,(¡-0? J8&�45D01�Q�93( � �
D

U  l45?0&
G;(¢Ty/�B�&�(­¼�4�$Þ2­/')�(Î&�(�)+*,&�(;B6$0-8&�(Î/­? G�/�).<0459345F5Q�$8(
z
f = 0

� UI¹X$O(;»t(;*�¼0)�B
(û0, v0)

(�)�*P1�(%JS45B6$^*]¸8ÄK(�-0( Tθ ¼81�/�)�?0B�*�( (ûm − û0, v
m − v0)

&�(�G;45?82=&�(�1�(
G�/­)�$845$¢<8459A4�F5Q�$0(­U

#%$¢B�$@*�&�4=-0?0B\*�16(;)�45Jt:;&,/­*�(�?0&�)P16B6$8:�/�B�&�(�) � (;*
� �
�

: H1
0 (Ω) −→ H1

γ(ω)

û 7−→ �
û = V,

)�4516?8*�B645$º-8(
(
� �

D − n
) :

{
αV − ∆V = 0

-I/�$0)
ω,

V|γ′ = û|γ′ , z ¢ U £ ã5�
«V£



��� ���X����� �������
	F� � � � � � �;
 ��
�� � �&������� ��	�

����������������� ���������
	���
������! � � � ��
�"

(;*
�

: H1
γ(ω) −→ H1

0 (Ω)

v 7−→ �
v = Û ,

)�451�?8*,B�45$º-0(
(
� �

D − �
) : αÛ − ∆Û =

∂v

∂n
δγ

-0/�$0)
Ω.z ¢ U 
 � �

#%$p$84�*,(>JI/�&��
: H1

0 (Ω) −→ H1
0 (Ω)

1�(>G;4593Jt45)�:`-8( � (;* �É���
=
� ◦ � C@?ÃW·45$Î$04­*,(�&�/

JI/�&�T�4�B6) � � USä�(7*�45Jt:;&,/­*�(�?0&�2�:�&�B\¸I(�16(;)�-0(�?KÄkJ8&�45J0&�B6:7*,:�)P-04�$0$0:�(;)HJ0/�&�16(�1�(�939A(%)�?0B�2­/�$^*��
� j&%G%'j +*-�� � � �9@I>7������}EBK� � W�>7�=D �]} 46}93 @S�[�9@S�=D >7� >93�3EB&D�Ww��2I�ù}93 �

� @I�(BK�����(BK�
û
U^��2�3

H1
0 (Ω)

L

| � û|1,Ω . |û|1,Ω,
z��KU 
 Õ �

� @I�(BK�����(BK�
û
U^��2�3 Im(

�
)
L

<
�
û, û >

(α)
1,Ω≤ 0.

z��KU 
 � �
�(8

< ·, · >(α)
1,Ω

U&>93ED���2¿} 46} @S�,�PU�B&D³� 3�6���4\��D³�,} � @I�(2�U&>7�F> � U^��2�3 H1
0 (Ω)

U&>�� 2ID @8�����

< u,w >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇u · ∇w + α

∫

Ω

uw, ∀u, w ∈ H1
0 (Ω).

z��KU 
5« �

���,}EB&W�}PZ �K45B�(�$^*
V =

�
û
(;*
Û =

�
û =

� ◦ � û =
�
V
U8Vl/EG;45$^*,B�$=?8B�*,:M-0(�� -0:;G�45?01�(�-0(�G�(;161�(

-0(�)�45JS:�&,/w*,(�?8&�)P-0?k-0B�/�F�&,/�939A(H)�?0B\2­/�$^*��

û ∈ H1
0 (Ω) 7−→ û|γ′ ∈ H

1
2 (γ′)

×↓
V ∈ H1

γ(ω)
×↓

∂V

∂n

∣∣∣∣
γ

∈ H− 1
2 (γ) 7−→ Û ∈ H1

0 (Ω).

z��KU 
 á@�

 Ç/�)�)�45$0)HL!1ÂW·:�C@?I/­*�B645$Àz��KU 
 � � ¼KG�W·(�)+*�¾ùLe¾�-0B�&�(�9345$^*,&�4�$0)�C@?0(
< Û, û >

(α)
1,Ω≤ 0

UIä�459A93(
Û = NV

¼
(�$kJ0&�(;$I/�$^*

û
G�459393(MT�45$0G7*,B64�$O*�(�)+*�¼I45$¢/º�

<
� �

û, û >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇Û .∇û+ α

∫

Ω

Û û =

∫

γ

∂V

∂n
û.

z��KU 
�� �

#�&;¼
û ∈ Im(N)

US¹¶1�16(%(;)�*H-045$0G�)�4516?8*�B645$º-8(3�

αû− ∆û = ξδγ
-I/�$0)

Ω,
z��KU 
 
 �

Jt45?8&%?0$0(!G;(�&�*,/�B6$8(�T�45$0G7*,B64�$
ξ ∈ H− 1

2 (γ)
Ug ¢?01\*,B�J016B�45$0)`z��KU 
 
 � JI/�&

V
¼¿(;*%B6$^*,:;F5&�45$8)%)�?0&

ω
(;$

?8*,B�16B6)�/�$^*�16(%Ty/­B�*�C@?0(>1�/�*�&,/�G;(>-8(
V
)�?0&

γ
(;)�*H$=?81616(��

∫

ω

∇û.∇V + α

∫

ω

ûV −
∫

γ′

∂û

∂n̂
V = 0.

z��KU 
M[ �

« 




�5���K���#������� 

������� � � �X�\� ���&����� �

� $8(`/­?8*,&�(>B�$^*,:�F�&,/­*�B645$ºJI/­&�JI/�&�*�B6(;)�$045?0)P-045$8$0(N�

−
∫

ω

û∆V + α

∫

ω

ûV

︸ ︷︷ ︸
0

+

∫

γ

∂V

∂n
û+

∫

γ′

∂V

∂n̂
û−

∫

γ′

∂û

∂n̂
V = 0,

z��KU 
 � �

(;*�JI/­&�)�?0B\*,(�¼I4�$¢/O�
∫

γ

∂V

∂n
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
V −

∫

γ′

∂V

∂n̂
û,

z��=U 
 ã5�

-ÃW·45ÖÃ¼I(;$¢?8*�B61�B6),/­$@*�16(%Ty/�B\*�C@?0(
V|γ′ = û|γ′

¼845$p/º�

<
� �

û, û >
(α)
1,Ω=

∫

γ

∂V

∂n
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
V −

∫

γ′

∂V

∂n̂
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
û−

∫

γ′

∂V

∂n̂
V.

z��=U [ � �

�P(�9A/�&�C@?045$8)�C@?0(N�
{
αû− ∆û = 0

-I/�$8)
Ω?,

û|Γ = 0,

z��=U [ Õ �

45Ö
Ω? = Ω \ (B̄ ∪ ω)

UIä�(�C@?0BgB693J01�B6C@?0(!z�(�$OJ0&�(�$I/�$^*
û
G;459A93(MT�45$8G;*,B�45$
*,(;)�*�(;*�(;$¢B�$@*�:�F5&�/�$^*

JI/�&�J0/�&�*�B6(�)P)�?0&
Ω?
� �

∫

γ′

∂û

∂n̂
û = −

∫

Ω?

|∇û|2 − α

∫

Ω?

|û|2 ≤ 0.
z��KU [ � �

½M(�9 � 93(�¼
{
αV − ∆V = 0

-0/�$0)
ω,

V|γ = 0,

z��=U [�« �
B693J01�B6C@?0(

∫

γ′

∂V

∂n̂
V =

∫

ω

|∇V |2 + α

∫

ω

|V |2 ≥ 0.
z��KU [ á@�

� B�$I/�16(;9A(;$^*�¼81�WY:;C@?I/­*,B�45$Àz��=U [ � � (;*�16(;)�B6$0:;F^/�16B\*,:;)�z��KU [ � � (;*�z��KU [ á@� $845?0)P-045$0$8(�$^*��
∫

γ

∂V

∂n
û ≤ 0.

z��KU [�� �

� B�$0)�B�¼
< Û, û >

(α)
1,Ω≤ 0.

z��KU [ 
 �

�
"H4�*�45$0)XJI/­&

CT
16/M$045&�9A(�-0(�1ÂW·45JS:�&,/w*,(�?8& �

=
� ◦ � z�G�45$0)+*[/�$^*�(�4�J8*,B�9./�1�(¶Jt45?8&X1ÂW·B6$0:;F^/�16B\*,:

z��=U 
 Õ ��� U�Vi(�&�:�)�?01�*,/­*±)�?0B�2­/�$^*±JS(�&�9A(7*Ç-8(]J0&�4�?825(;&Ç1�/�G�45$^2�(�&�F�(�$0G;(�-8(�1ÂWY/�1�F545&�B\*,<093(±-0(RJt4�B6$^*�¸KÄ8(­U

� qwf��Xf���u³ceu�fts +*-�� ���(B=�O�ù�(B=�
θ ∈]1 − 2

(1 + CT )2
, 1[

L D�4H}KJ\D�37��}�U=}93 6[�(2�37�Â��2I�ù}93
k ∈]0, 1[

}7�

CD > 0
��}E4�46}93ONPBI}9LY@I�(BK�����(BK�

(û, v) ∈ Im(Tθ(·, ·; 0))
L

|Û |1,Ω ≤ k|û|1,Ω,
z��=U [\[ �

«M[
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 ����� � �&������� ��	�

������������������� �������
	���
���� �"! � � � ��
�"

}7�
|V |1,ω ≤ θ|v|1,ω + CD|û|1,Ω,

z��KU [ � �
�(8

(Û , V ) = Tθ(û, v; 0)
Z � }

k
�9@S� D�<3��4 � @8�������E@M@I�w��� � 4\� <3��#��w����� DÂ�(2 z��KU [ � � � }937�¶� 	��ù}E2IBQ@I�(BK�

θ = θopt = 1 − 1

(1 + CT )2

L�}7� 3��?Ww��46}EB=��}937�
kopt =

√
θopt

Z

���,}EB&W�}PZ #�$Þ/8¼¶JI/�&3< �KJS4�*�<0Q�)�(ô�
(û, v) ∈ Im(T ?

θ (·, ·; 0))
U¶ä�(pC@?0B�B693J01�B6C@?0(º(�$ÞJI/�&�*�B6G;?016B�(�&

û =
�
v
UI½�WY/�?8*,&�(�JI/�&�*�¼

(Û , V ) = Tθ(û, v; 0)
U0#�$k/3/�164�&�)%�

V = θv + (1 − θ)
�
û.

z��KU [ ã^�
V¶W·B6$8:�F^/�1�B�*�:!z��=U [ � � (�)+*P-045$0G�?0$8(>G;45$0)�:�C@?0(�$8G�(�B�9A93:�-8B�/­*�(H-0(�16/�G�4�$@*�B6$@?0B\*,:�-0(�1�WY45JS:�&�/­*,(;?0& � U
#�$¢/!$04�*�:>J0/�&

CD
16/EG�45$8)�*[/­$@*�(`-8(>G;45$^*,B�$=?8B�*,:�-8( � U

½�WY/�?8*�&�(�JI/�&+*�¼
Û =

�
V

= θ
�
v + (1 − θ)

� �
û

= θû + (1 − θ)
�
û

= û + (1 − θ)(
�
û− û).

z��KU � � �

¹X*�JI/­&�)�?0B�*�(!�

|Û |21,Ω =
〈
Û , Û

〉
1,Ω

= |û|21,Ω + (1 − θ)2| � û− û|21,Ω
+ 2(1 − θ) 〈 � û− û, û〉1,Ω

= |û|21,Ω − 2(1 − θ)|û|21,Ω + 2(1 − θ) 〈 � û, û〉1,Ω
+ (1 − θ)2| � û− û|21,Ω.

z��KU �8Õ �

#%&�¼@(;$
?8*,B�16B�),/�$^*¶1ÂW·B6$8:�F^/�1�B�*�:>z��KU 
 � � -0?
1�(�939A(��KU [ z�Jt4�?0&�/­1616:;F5(�&¶1�(�)�$04�*[/w*,B64�$0)�¼
α
(�)�*�G[<045B�)�B

:�F^/�1�(�L
0
B�G�B � ¼84�$¢/

〈 � û, û〉1,Ω ≤ 0.
z��KU ��� �

 Ç/�&�/�B�1616(;?0&�);¼816/EG�45$^*,B�$@?0B�*�:�-0(�1ÂW·45Jt:;&,/­*�(�?0& � B�9AJ01�B6C@?0(`�

| � û− û|21,Ω ≤ (1 + CT )2|û|21,Ω.
z��KU � « �

V¶W·:�C@?I/w*,B64�$Ïz��KU��KÕ � B693J01�B6C@?0(%-04�$0G

|Û |21,Ω ≤
(
1 − 2(1 − θ) + (1 − θ)2(1 + CT )2

)
|û|21,Ω.

z��KU � á@�

� B6$8)�BÂ¼8Jt45?8&]*,45?8*
θ ∈

]
1 − 2

(1 + CT )2
, 1

[ ¼

k =
√

1 − 2(1 − θ) + (1 − θ)2(1 + CT )2 < 1.
z��KU � � �

½�WY4�ÖÞ1ÂW·B6$8:�F^/�1�B�*�:Ôz��KU [\[ � U�Vi(
θ
45J8*�B69A/�1

θopt
(�$Þ-8:�G�4�?016(k-0B6&�(�G7*,(�93(�$^*A(�$úJ0&�(;$I/�$^*.16/Ô2­/�1�(�?0&;¼

/�-093B6)�)�B6D01�(�¼KJt45?8&�1�/�C@?0(;1616(M16(�93(�9ED0&�(�-0(�F^/�?0G[<8(`-0(�1�WYB�$0:�F^/­16B�*�:Ez��KU � � � (�)+*�9AB�$0B69A/�1ÂU
�
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� ��� ���#������� 

������� � �(� �\� ���&����� �

� fµqwfSmymyn0uyqej�+*- � 
 B�@M@I��3|�(2�3ONPBI}
θ ∈]1 − 2/(1 + CT )2, 1[

Z � 2À�º��46�w�F3 ��@I�(BK�>�ù�(B=�
(û0, v0) ∈

H1
0 (Ω) ×H1

0 (ω)
L 4\� 3EB&D³��}

(ûm, vm)
U&>�� 2IDÂ} @8��� 4\�A�,}E4\��� DÂ�(2 U=}��9>96EB=���,}E2 6[}��

(ûm+1, vm+1) = Tθ(ûm, vm; 0)
z��KU�� 
 �

6[�(2IW�}7� �=} W�}7�F3
(0, 0)

Z

�R�,}EBXW�}PZ )�45B�*
(λm, µm) ∈ R2

1�/!)�?0B\*,(�-0:7¸I$0B�(>J0/�&
(
λ0

µ0

)
=

(
|û0|1,Ω
|v0|1,ω

)
,

z��=U�� [ �

(
λm+1

µm+1

)
=

(
k 0
CD θ

)(
λm

µm

)
= A

(
λm

µm

)
.

z��=U�� � �
¹X$Î?8*�B616B�),/�$^*�16(;)HB�$0:�F5/�16B\*,:�)>z��KU [\[ � (;*Nz��KU [ � � ¼µ45$p/ |ûm|1,Ω ≤ λm

(7* |vm|1,ω ≤ µm
U¿ä�45939A(�1�(

&,/ ��45$Î)�JS(�G7*,&�/�1
ρ(A) = max(k, θ)

(;)�*%)+*,&�B6G;*�(�93(�$^*HB6$8T�:;&�B6(;?0&HL
1
¼µ1�/3)�?0B\*,(

(λm, µm)
G;45$^25(�&�F5(

25(;&�)
(0, 0)

¼0(;*�-0(�9 � 93(
(|ûm|1,Ω, |vm|1,ω)

U
�

$ j&%'n0q('*)gj,+*-���� },6���4�6EBX4 U=}
θopt

LONPB&D>�E@M@8�������³�QU^��2�3S4\� @S�,�9@I��3ED³� DÂ�(2 �&Z�� L�}937� 	[�(3�>?3EBK� 4\�
6[�(2�37�Â��2I�ù}

CT
Z 
 }7�y�ù}�U=}7�=2ID��7�,}	U&> @I}E2�UOD�<	@�4
D 6ED³�ù}E<.}E2I� U=} 4\� �&>[�(<?>7���=DÂ}	U�BAU=�(<3��D�2¿}PZ 0 ��2�3	U=}93

6��(3 3ED�<	@�46}939L%�(8 46} 3|}96[�(2�U�<.}E<
	��,}
f ∈ L2(Ω \B)

}937�����MU�Dy��4�L
Γ
L
γ
}7�
γ′

3|�(2I�	U=}93 3 @����7�,}93
6[�(2 6[}E2I�y�ED/NPBI}93�U=}

R3 � �(B7U=}93A6[}7�F6E46}93A6[�(2 6[}E2I���=D/NPBI}93�U=}
R2 � L��(2�@I}EB=�%��W��(D³� B&2¿}
}937� D�<3���/DÂ�(2

�(393|}��O@S�F>96ED�3|}?U=} 6[}7�y��}�6[�(2�37�Â��2I�ù}O}7� @8��� 3EB&D³�ù}?4\��@I��393ED 	PD�4
D³� >?U=} 6���4�6EB&46}7�
��W�}96 @S�F>96ED�3EDÂ�(2
θopt� W��(D³� ��� ��	 � Z ������}KJK}E<	@�46}9L U^��2�3�46}O6��(3E�(8 γ }937� B&2¿}	3 @����7�,}QU=}�����V^�(2

R
}7�
γ′
}937� B&2¿}	3 @����7�,}

U=}>����V@�(2
R + ε

L��(2Ô�
CT ∼ R

ε

Z
�]���%��D�4�46}EB=�F39L 6���4�6EBX46}7� 46} @8������< �7�y�[}

θopt
}937� 6[}7���Â��D�2¿}E<.}E2I�!B&2¢��Ww��2I�r� �=} @�BXD�3PNPBI}9L U^��2�3 U=}93

6��(3Q3ED�<	@�46}93;@8���N}KJK}E<	@�46}9L 6[}E4\� @I}7�=<.}7� 4\� 6[�(2IW�}7� �=}E2 6[} U=} 4�� ��4 �=�w�=D³� �&<.} U=};@I�(D�2I� �!JK}3}E2HB&2¿}
3|}EB&46} D³� >7����� DÂ�(2�L <3��D�39L�}E2S@S����� D/NPBI}9L	6[�(< <.}N�(2 46} W�}7������U^��2�3 46} 6 �8�E@�D³���,} � L 4�� }937�/D�<3��� DÂ�(27U=}
6[} @8������< �7���,}�2 � }937� @8�(3�D�2�U�D�3 @I}E2�3���	P46}	� D�4 3EB�
Ò�;3ED�<	@�46}E<.}E2I�	U=} @S�,}E2�U��[}

θ
����D�3|�(2I2S��	P46}E<.}E2I�

@S�,��6 �I}OU=}
1
@I�(BK�`��W��(D³��B&2¿} 6[�(2IW�}7� �=}E2 6[}`}E2,BX2¿}QU�D��|��D�2¿}OU�� D³� >7�����/DÂ�(2�3PZ
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UWVYXZVYX ���K[ ���]\_^ � 
 �a`cbed;fGg�h�i � �kj g�h�lTd;m VkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=p
UWVYXZVqp r �Msts �_u 
 �kv 	 �_uwv 	 �yx ���
� ���-z �
� x VkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=p
UWVYXZVqU { � [_| � u z � [ z �H} � � x � s �
	 � u �yx�~ �
�K� �-z �
� x � ���-^��
�tz v 	 �yx VnVkVnVkVnV o=U
UWVYXZV o � � �M� � � �-z �
� 
 �P��l��tiT����b�� VnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=U

.0/wS �kLM>���72�H��6H<O��B2<IF=L�6=AI< /O/Q/P/P/O/P/P/O/Q/P/O/P/P/O/P/Q/P/O/P/P/O/P/ R@R
UWVqpWVYX �8� �K[ ^ � x � ^Oz�� 
Wz x � � � ��VkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV oZo
UWVqpWVqp � x s���� �yx 
�� �Msts � �I�8zY^ ���-z �
� � ��� uY| ���-z � � ^ � VnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV  Zp

.0/Y. ¡)EGAC¢;>��;6H<?��6£L�EH<I>@7¤4	ACB2>@D¥6=A¦B¤��§�72EH��68D¨AIJWACB2>@D©/P/Q/P/O/P/P/O/P/ ªKR
UWVqUWVYX � � ��« u \_^ �k|Zu ��«�� u VkVnVkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV  Mo
UWVqUWVqp � � ��« u \_^ �ku �8� � u VnVkVnVkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV ¬Zp
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UWV oKVYX ² � ² �Ms u ���_z � � 
���� x 	�� 
���^ �Mz � � s � � ~ ��� [ VT³ � ����^´« � ��µ � x]x �_¶

| � ����
�· 
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�� �

D

¼7��
�-��&���8������ 9
��� 8����/KÄ0#"�&
�-�
������+�� 6-�.���#��:���&�� �;Ç¹<�=��/����&�­¼>���0#"�&���"�
α = 0

¼?���@#��(�A &/"����������/� B����/� B���+��
��&�� & &���&���" DC4
��6���� '-��'
����� ��(�&�����E��/F#"�&��1�
�2�36���"�3®]¯±°³²e²e¯±´¶¼
#����!
��8GIHKJ�HKLMH,¼N���E/"����
��� ����+�M
��� !
�
�
�36���+�� �¸��"�� 

Q1 OQP �����$
ÂW	��������Ä"�,RS#%��/��$#�
�/" $���D��
�������
� M &/��
-���� �)#%���ÃW*
�
�
�36���+�� ]¸����� �T�;IVXW*�� &#���-�� O �"������36���� '�����A¸������UT��ÃW	��#�#��'�|Ä���3V�(�&�����4#����$-��� !
�
�
�36���+�� ¸����� !�� '�W�����&
,#����

Uh

¼���Ö
h
��
� '�������D
���#��� $���,���� '-��'
����� ��(�&�����X; �W��#�#?��
����� $YZ/��

Uh ⊂ H1
0 (Ω)

;

æV[;� \ �º��Ê�]3�º�Pé ���
�g�7Ê�é_^ºÌP���Pégég���7���Pé
 `��/��$-����� '�&�&/����&�D
��@#"�&��1�
�2�36�@���� &-��'����¼�34���+�&�&���$ &�9-���� P ���&������-������!
�����1�
����M
��� $�� '����3V���������� �ÃW	���&�'��/��' O ������ !
���-�.���#����&�&� á T�¼����a�b1?�� '�����c���� B�'
� '/�
����(�� $ '/�� P ���+�� Dd

ì�ë+í¶ë�í e �Af õ�, �gÿ ò ñMòhghi�j@kXlBm6n ò¿øSo,lBm6p�j@q
���������+�

Ω0 ⊂⊂ Ω1 ⊂⊂ Ω
;7r@�s &/�#�#?�� '�4YZ/��4#%��/"�

G0

���
G
����/KÄs '#�.�2��&�� �-����"-����+�&�&��YZ/��� 

����
�
��� $Y)/"�
G0 ⊂⊂ G ⊂⊂ Ω1

¼���
t�7Ä��� '���
h0 > 0

����
uY)/"��#?��/��M�&��/"�
0 < h ≤ h0

¼�
��� W. �)#?����.�2� &�� 
 &/�� P �(�Z�&�� W &���+� P 
��&�\¸�
��� �dv - .sw���
`�7Ä��� x���9/��"�9#��&��y'��-��&����� Ph : L2(Ω) −→ Uh

����/��"�9-����� x�����+�&�
C O ��
�#%���������+�D���

G0

¼
G
��� Ph T7¼�����
�
��� $Y)/"�,#?��/��$�&��/"� w ∈ H`(G) (1 ≤ ` ≤ 2)

¼

‖w − Phw‖1,G ≤ Ch`−1‖w‖`,G. O « ;\ÕzT
���u���E#�
�/� ! &/�#�#

(w) ⊆ G0

¼N��
����& M '/�#�#
(Phw) ⊆ G

;
v -�+=w  7��/"�{�&��/"�

h < h0

¼+��
��7Ä��� x���W/��V���� &��381�
��
Gh

¼
G0 ⊂⊂ Gh ⊂⊂ G

¼+���I/����W-����" '���(�Z�&�
C O ��
�#%���������+�W��� G0

���
G
T�����
� $YZ/��D#?��/��$����/��

wh ∈ Uh

¼� &�
0 ≤ l ≤ 1

¼

‖wh‖1,Gh
≤ Chl−1‖wh‖l,Gh

. O « ; ��T
�}|�~)�N�z�&%�� �*-/. O�� ° Û ² Ý���Ú ��� �SÝ�� ¦ Û � © �\[e¬ T Z 
t� DK�E2�� Ω0 ⊂⊂ Ω1 ⊂⊂ Ω

Z � 2S3EB�@M@ � 3���NPB�� 4��93
�&V=@ � � ���93��93Bv -/. ���>v -�+ 3 � 2�� 3����/D�3 :���DQ���93PZ 
t� DK�E2��

u ∈ H`(Ω1) (1 ≤ ` ≤ 2)
���
uh ∈ Uh

L{���E4�4��93
NPBN�9LY@ � B)�D� � B)�

wh ∈ Uh ∩H1
0 (Ω1)

L
∫

Ω1

∇(u− uh) · ∇wh = 0. O « ; « T
�E4W�KJ\D�3����E��4 � �F3

h1 ≤ 1
��� B&2X� 6 � 2�3��K��2����

C � U&> @��E2�U+��2��QU)� Ω0

���
Ω1 � L����E4�3 NPB�� @ � B)�5� � B��

h < h1

L � 2s� �
‖u− uh‖1,Ω0 ≤ C

(
h`−1‖u‖`,Ω1 + ‖u− uh‖0,Ω1

)
. O « ; á T

ì�ë+í¶ërê �úï<�B��òiý�ñMò��]ûHòiý��]ûMòiðÒöMõ±øKï±ø8÷ùõ¶öMð
• r@�a�&��#�#?��
�
��@YZ/��

Ω?
�� x�W
��� &��/� +¾�����34���������"�

Ω \B ¼���
7¸����u#����Dd
Ω? = Ω \ (B ∪ ω).

O å<�����$
���¸���/��&� « ;\ÕzT�;
• Vu�D�&.�
����&2�36� « ;\Õ,���W
���
���3436� « ; � P ���+� � �&�&�,��#�#"
���YZ/�
� $���E#��&�������+�

Ω0 = Ω? ���
Ω1 = Ω \B.

á �



� ��� ��� �C��
��F�M����� �\����
 � � 	�� ��� �F����� �K�

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� °���¤ « ;\Õ ×�� 
���36
��&�&����;

ìPë�í¶ëyì �5ö f �¶ï¶ýù÷rø f ÷+ö
	¶ò�,0ð=òh�`õ¶û´,Òýùòið��[õ�öHóSøK÷ùõ¶öMð � ï�,Iÿ õ¶öM÷��]ûHòið
� �X%7%�� �*-�+ 
t� DK�E2��

Ω0 ⊂⊂ Ω1

Z<�=4$�KJ\D�3�����BX2X� 6 � 2�3��K��2����
C
L@���E4�4��ANPBN��4�� � 2 ��DQ� @ � B)�V� � B)���

: � 2 6��/D � 2
ξ
�"���=< � 2ID/NPB���3EB)�

Ω1

|ξ|2,Ω0 ≤ C‖ξ‖1,Ω1.
O « ; � T

�I���EBXW��PZ �������
ρ ∈ C∞

0 (Ω1)
/"����
 ����-��&����� 6EB)� � � � � P ��- ρ = 1

�����" 
Ω0

;Nr@�a�6�(
����' @d

|ξ|2,Ω0 ≤ |ρξ|2,Ω0 ≤ ||∆(ρξ)||0,Ω1.
O « ; 
 T

Vu�D�&
� '/�
����(�!���E��
�-���/�
��D���E�&��34���'Y)/����+�!Y)/"�

∆(ρξ) = ξ∆ρ+ ρ∆ξ + 2∇ρ · ∇ξ. O « ; [ T
���W
���
 �����$YZ/��

ξ
 '�����!.��(�&36������YZ/��� '/��

Ω1

;
�

ìPë�í¶ë�� � ,0õ��@òióµøK÷+õ¶ö ñMò���p��7n
���6i��
r@�������&�4#����

πh


���#��&��y'��-��&����� ��� ��¦�Ü Ú ���±°³´X¼u��
;¸��"���6#����bd
πh : H1

0 (Ω) −→ Uh

¼u����
�
��
YZ/���¼

∫

Ω

∇(πhu) · ∇wh =

∫

Ω

∇u · ∇wh, ∀wh ∈ Uh.
O « ;���T

r@� �9
����&
� '/�
����(�! &/"� P ���+�Dd
�}|�~Z�N���&%�� �*- � 
 D �E2 @�4
BM3

Ω
�93�� 6 � 2IW��KJ��9L!D�4u�KJ\D�3���� B&2X� 6 � 2�3�����2����

C
���E4�4�� NPB�� 4�� � 2a��DQ� @ � B��

� � B��
u ∈ H1

0 (Ω)
�

‖u− πhu‖0,Ω ≤ Ch‖u‖1,Ω.
O « ; ã T

á «



��� ���X����� � � ���
	F� � ��� �
�(�;
 ����� � �&������� ��	�

����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

æV[�� Å������OÊ	�P� �Pé �O�;ég�
�����lé

� ���(�Z�b�"������
��
f ∈ L2(Ω \B)

¼ ���= ;W	���Z�&
��'�� & '� C 
��F-�
��( & &���"�E#"�&��1�
�2�36�� �
D

¼ ���Z�&�&�)��/��:�� 
������ W
��@-�.���#����&�&�NÕbd

�
D :





���'��/ P ��� u ∈ H1
0 (Ω \B)

¼��&��
�
��@YZ/��bd

−∆u = f dans Ω \B.
O « ;\Õ �+T

�W��#�#?��
����� MYZ/��,�&
� &��/��"�&�D-��D#��'��1�
�2�34�A#����$
��8GIHKJ�H L$H,¼N�&� P �����+�BC9�&
� &��/��"�&�D
���
 ���'38/�
��(�������38/�
��&�\¾�����34�������� � �
D

YZ/��X
�/��?�� '�W�( & &�)-���
�� OQP ������-�.��(#����&�&� ��TBd)�&�&��/ P ��� (û, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

γ(ω)����
�
��� $Y)/"�4d

� �
D :






 :

{ −∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,

�
: −∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω.

O « ;\Õ5ÕzT

ì�ëÂê]ë�í + ó �Af ÿ ï ð=ògÿ ÷ �wñM÷ùð=ó;,0ò¿ø
 /��� &YZ/ÃW*��� ��Cs�&
� &��/��"�&�F����/KÄ #��&��1�
�2�34�� 4-���/�#�
�
� �¼{
ÂW*/�� 
��)-U��
 O ��
;¸��"�A��/ P ���� &���������E���� ���&��/� �T����9
ÂW	��/"�&�&�4��
���1���
 O #%�� &
5���(�� }����/"�9
��4����34�����"� Ω

T�¼>
���/��8�(����
 �) '�53V����.�
�3V�(�&��YZ/��4���­¾
����3634���+��-���
�
��B�"/5#��&��1�
�2�34�W���� '-��'���M�¿W	�� '�$#��( �/����W����-�."������ '
��(;� `��/��� '��36#�
��\¸���� -��@#��'��1�
�2�34�­¼
������ W/��c#��&��34�����M�&��36#� !���E�b�� & &� ��
}���D '� 
 �)-U��
��� '���M '/��!
��8�&
� &��
�/"����������
���1���
���;

½@�(�� }-��5YZ/��I '/�����¼7���  �W*���+��
��&�� & &�5C 
��c���� '-��'
����� ��(�&����� ��/ #��'��1�
�2�36�4��
���1���
 O � �
D − � T�;�V��

#��&��1"
�2�36��
��)-U�(
 O � �
D − 
 TM�� '�W-����� &��� P 
} &��/� ! �� 
 ���&36�@-����Z�&���Z/��(;r@�9���+�&�&�)��/����>������-$/"�6�� &#��(-��W�ÃW �(#�#��&��Ä���34�(�&���������$����36���" &�����E¸������

Uh ⊂ H1
0 (Ω) P 
��&��¸����+�
��� B. ��#?���&.�2� '�� ���/ �&.�
����&2�36� « ;�Õ O�� ° Û ² Ý��lÚ ��� �µÝ�� ¦ Û �ZT�����
��6 &��-�������� « ;\Õ�;\Õ�;tä����&�&�9�����(
 �) &�

�6
���
D�&
���
��� &
������a-���
�
���1?�����(�&�����V� P ��- � ¤�£ Ú � Û ¯ÇÜK§ � �@¦ O P ����� © � ¬ T�;V��M &��
�/"�&�����@�"�� &-��&2����<��/D#��&��1�
�2�34�7��
���1���
��� '����
7¸������<C$
�W �������>�"� 
��M#��'��y'��-������������ �E¦�Ü Ú ���±°³´
πh

O  '��-��&����� « ;\Õ�; á T�;
 `��/��`��
;¸��"���`
��< &-�.�
�3V�B &��36�\¾����� '-��'����¼����} &/"���`
��!3 � 34�<36
��&.����"��
�������� YZ/��{-���
�
��{��/}-�.���#����&�&�

���5Ö5���V�}-����� '�&�&/��:�����M36���+���&
B
��D-���� P ���&������-��,�¿W	/��5��
������&���&.�36�$���A#?�����+��¸8Ä��@-����&�&�� &#?�������(�Z���/ #��'��1�
�2�36��-����+�����Z/t;S¹<�a#�
�/" W�"�� W��#%
����(�&��/��' �À¼ � ����� O � =
� ◦ � TM���+�&�&�)��/����& !������ W
��-�.���#��:���&� � O #������ «�� T�¼"�����81?�� '�������"�@����/=Ä�����/ P �U�(/KÄc��#?
��&�(����/��& � ? ��� �

h

YZ/��% &���+�!��������
� 
#����!
������������&��3436�A�"�,
���¸���/��'� « ; �);

 
�/" $#��&
�-��� '
�36���+� � ? =
� ◦ πh =

� ◦ � ◦ πh

���!��
t�� x�B�"
;¸�����#��(�

� ? : H1
0 (Ω)

πh−→ Uh ⊂ H1
0 (Ω)

�
−→ H1

γ(ω)

�
−→ H1

0 (Ω)

û 7−→ πhû 7−→ V =
�

πhû 7−→ Û =
� �

πhû,

O « ;\Õ ��T

�5ÖÃ¼
V =

�
πhû

�� x�W &��
�/"����������/E#��&��1"
�2�36� O 
���-���
QT
{ −∆V = 0

������ 
ω,

V|γ′ = (πhû)|γ′ ,
O « ;\Õ « T

á5á



��� ����� � ����
 ���Q�K� � ����� � �F���

H1
0 (Ω) -Uh ⊂ H1

0 (Ω) -H1
γ(ω) -H1

0 (Ω) -Uh

πh
� �

πh
R

�

�

� ?

�

�
h

� °���¤ « ; � × ½A���������(3436�A��
7¸����� & ��(�Z�B
��� $��#?
���������/"�& �A¼ � ? ¼������
h

;

���
Û =

� �
πhû

�� x�W &��
�/"����������/E#��&��1"
�2�36� O ��
���1���
QT

−∆Û =
∂V

∂n
δγ

������ 
Ω. O « ;�Õ á T

�@/����+�MC,
ÂW*��#?
���������/"� �
h

¼Z��
��� x��
��+��
?C
πh ◦

�N¼Z���I��
N�������< &/"�
Û =

� �
πhû

���V
��,#��'��y'�������+�
 &/"�W
�W	�� &#��(-��D���� '-��'���

Uh
O P ���b
��8#��&�zy'��-��&�����E��� ��¦ÇÜ Ú � �Ç°³´

πh

T�;
� 
ÂW*���" '���(�B���}
ÂW*��#%
����(�&��/�� Tθ(·, ·, f) O -�.��(#����&�&� �K¼%#������ «�� T!��
;¸��"�� & &���+�D
�� 
 ���&38/"
��(�&�����E���

#?�����+��¸8Ä��D������ !
���-U�����'�D��/a#"�&��1�
�2�36��-����+�&���Z/Ã¼����c���+�&�&�)��/���� T h
θ (·, ·, f)

��
7¸�����#�����d

T h
θ (·, ·, f) : Uh ×H1

γ(ω) −→ Uh ×H1
γ(ω)

(ûh, v) 7−→ (Ûh, V ),
O « ;�Õ � T

�5ÖÃ¼
f ∈ L2(Ω \B)


������+�W�������"
���¼
V ∈ H1

γ(ω)
�� x�A '��
�/������������

{
−∆V = f

�����" 
ω,

V = θv + (1 − θ)ûh
 &/��

γ′,
O « ;�Õ 
 T

���
ûh ∈ Uh

¼"�� '�W����
�
��@YZ/���¼�#?��/��$����/"�
wh ∈ Uh

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂V

∂n
wh.

O « ;�Õ [ T

V��6YZ/��� '������� YZ/��� '��#?�� &�,�� x�A�"����-,
��9 &/�� P ���+���bdN�7Ä��� x���7¾K��¾���
t/��E#?�����+�P¸8Ä�� (ûh, v
?) ∈ Uh ×

H1
γ(ω)

��/E#��&��1�
�2�34�
(ûh, v

?) = T h
θ (ûh, v

?; f) ? O « ;�Õ �+T
� ¸��0�¿W ��#"#%���x�����}/����V�&
�#?���� '�cC -����&�&�5YZ/��� x�������Ã¼7���0#��� & '�5#�����/����5
�����#?�5���Z�&���'34
����������&�

YZ/��A-����� '�� '�&�FC��'��#��'�����"�&� 
�� 
 ���&3}/�
��(�&�����=���a#%�����+�A¸KÄ"� ��/ #��&��1�
�2�34�E-����+�&���Z/ O �); � ��Tb���cC�&��34#"
���-�����¼I������ c
��� �-����������&�����" ���/KÄS
���36���&�� 6��/ #"�&��1�
�2�36�F
��)-U�(
Â¼
ûh

#��(�� &��� #��&�zy'����
 O ��/ &���� !��� ��¦ÇÜ Ú ���±°³´7T ;�r@��-����� &����2��'��������-�
�� 
 ���&3}/�
��(�&�����6����#?�����+�R¸8Ä��D��/KÄ���
��������&�!��
;¸�������#��(�

ÂW*��#?
��&�(����/�� T ?

θ (·, ·; f)
YZ/��u�� '�W�������"
,#����

T ?
θ (·, ·, f) : H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω) −→ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)

(û, v) 7−→ (Û , V ),
O « ;�Õ ã T

á �



��� ���X����� � � ���
	F� � ��� �
�(�;
 ����� � �&������� ��	�

����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

�5Ö
V ∈ H1

γ(ω)
���
Û ∈ H1

0 (Ω)
 &���+�W�&�� &#?��-��&� P ��36���+�A '��
�/��������� M���bd

{
−∆V = f

������ 
ω,

V = θv + (1 − θ)πhû
 &/"�

γ′,
O « ; � �+T

���
−∆Û = f +

∂V

∂n
δγ

 &/��
Ω. O « ; �KÕzT

V`� 
 ���'38/�
���������� ��� #%�����+�k¸KÄ"� ��/KÄ���
����(���&�a-����" &�� x��� C ���&��/ P ��� (u?, v?) ∈ H1
0 (Ω) × H1

γ(ω)
¼

 &��
�/"�����������
(u?, v?) = T ?

θ (u?, v?; f) . O « ; � ��T
VXW*��1)y'���I��/5
���3634� « ; á �� '�I��� 
 �����'�W
��!
������4���+���&�B
��� I '��
�/"�&�����" {�"/V &-�."
�34�8��/KÄ���
��������&� O « ; � ��T���W-���
�
��� $��/E &-�.�
�3V�b &��34� ¾����� &-��'��� O « ;�Õ �+T�;

� �&%G%�� �*-�� 
 D
(u?, v?)

�93�� B&2X��3 � 4
B)� D � 2 U�B?3�6 �I>E<6�4��B J\D�4
D ��DQ��� � � Z � � � L ��4 � �93 (πhu
?, v?)

�93��
BX2X�O3 � 4
B��/D � 2GU�B 3�6 �I>E<6�?3��E< D�� U�D�3�6������ � � Z � � � Z�� >96ED�@?� � NPB��E<V�E2�� L 3ED (ûh, v

?)
�93�� B&2X�O3 � 4
B)�/D � 2

U�B 3�6 �I>E<6� � � Z � � � ��� 3ED � 2?@?���E2�U u? ∈ H1
0 (Ω)

4�� B&2ID/NPB���3 � 4
B��/D � 2 U)�

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ

3EB��
Ω, O « ; � « T

��4 � �93Q4�� 6 � B @�4��
(u?, v?)

�93�� 3 � 4
B)� D � 2 U�BS3�6 �I>E<6�V��B J\D�4
D ��DQ��� � � Z � � � Z
�����EB&W��PZ

(u?, v?)
�� '�>/����{ &��
�/"�������,��� O « ; � ��T7¼z-��IYZ/��)��36#�
���YZ/�� YZ/�� v? ��� u?  &���+� �'�� '#%��-���� P ��34���Z� &��
�/"�������� $���

{
−∆v? = f

������ 
ω,

v? = πhu
?

 '/��
γ′,

O « ; � á T
���

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ

 &/��
Ω. O « ; � � T

�������
(Ûh, V ) ∈ Uh ×H1

γ(ω)
¼"�&��
uYZ/��

(Ûh, V ) = T h
θ (πhu

?, v?; f)
;Nr@�E�6�(
����' �d

{
−∆V = f

������ 
ω,

V = θv? + (1 − θ)πhu
?

 '/��
γ′.

O « ; � 
 T

r��;¼� &/��
γ′
¼
θv? + (1 − θ)πhu

? = v?
¼����W#����$ &/"�����

V = v?
;

 7���W����
�
���/"�& �¼)#����!��
7¸����:�����������
Ûh
¼����a��d

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; � [ T

ä���3436�
u?

�� '�W &��
�/"�&��������/E#��'��1�
�2�34� O « ; � � T�¼���
�
�� P 
��&�\¸��,������-bd
∫

Ω

∇u? · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; � �+T
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��� ����� � ����
 ���Q�K� � ����� � �F���
¹ �a-���36#������(�Z�!
��� $
�Y)/��(�������� O « ; � [ T���� O « ; � �+T�¼"���a��d

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

∇u? · ∇wh, ∀wh ∈ Uh,
O « ; � ã T

YZ/�� P ��/"�B�����'� Ûh = πhu
?
;I½�W*�5Ö

(πhu
?, v?)

�� x�B '��
�/������������ O « ;\Õ �+T ;
�W
�-���#��&�)YZ/���36���+��¼� '�����

(ûh, v
?)
 &��
�/"�&��������/E &-�."
�34� O « ;�Õ �+T�;µä���-�����36#�
���YZ/��}d

{
−∆v? = f

�����" 
ω,

v? = ûh
 &/��

γ′,
O « ; « ��T

���
∫

Ω

∇ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; « Õ�T
�"��-�.����+�AYZ/��

u?
�� x�@ '��
�/"�&�����c��� O « ; � « T���� ûh P 
��&��¸�� O « ; « ÕzT7¼���
t�� x�@-�
�������Y)/"� ûh = πhu

?
; �������

C9#��&
� &���Z�
(Û , V ) = T ?

θ (u?, v?; f)
;
V P 
��'��¸��D������-bd

{
−∆V = f

�����" 
ω,

V = θv? + (1 − θ)πhu
?

 &/��
γ′.

O « ; « ��T

r@��¼Z &/"�
γ′
¼
θv?+(1− θ)πhu
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−∆û = ξδγ,
U+��2�3

Ω. O « ; «5« T
�E4`�KJ\D�3����}��4 � �F3 B&2X� 6 � 2�3�����2����

C∗ L{���E4�4�� NPBN�9L

<
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û. O « ; « �+T

 >���W����
�
���/��& ;¼"���a38/"
�����#�
������+� −∆û = ξδγ
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∇û · ∇V −
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∂û
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∂û
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(û− πhû) +
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∥∥∥∥
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∂û

∂n
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∣∣∣∣
∫

γ′

∂û
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∣∣∣∣ ≤ ε|û|21,Ω? +
C

ε
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2ε
) ≤ 1

2 [(
√

2εa)2 + ( b√
2ε

)2] �
á^ã



��� ���X����� � � ���
	F� � ��� �
�(�;
 ����� � �&������� ��	�

����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

��
u &/8Áb�B������-D���D-�.����� &���
ε

��+��
�C

1
#%��/��W� P �����$
����&
� &/�
:���(��¸�����
K;µäMW*�� x��¾�Cw¾������&�9d

<
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(û, v) ∈ Im(T ?
θ (·, ·; 0))
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(Û , V ) ∈ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)
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(Û , V ) = T ?
θ (û, v; 0).
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= |û|21,Ω + (1 − θ)2| � ?û− û|21,Ω
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θ (ûh, v
?; f)

�MU�<V��� B&2,BX2ID/NPB�� @ � D�2�� �!J��PZ

�����EB&W��PZ ��W	��#��'2� 9
�� �&��3V���'YZ/�� � ; � 
  '�M/����5�&��
�
�� 
 ����-��&����� ûh ���"�� '�&� 
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 ��� P 
��&�4���YZ/��,
��834�(���'��-�� A �� '�W &
�#������(1�
��D���W '�,�"
�-���34#?�� &�D���D
��83V���"��2��'�� &/�� P ���+���bd

A = Ax ⊗My ⊗Mz +Mx ⊗ Ay ⊗Mz +Mx ⊗My ⊗ Az + αMx ⊗My ⊗Mz,
O�� ; 8�8�T

��� 

Ax



Ay

���
Az

��
� &���������+�c�'�� &#?��-���� P ��36���+���"�� �34�(���'��-��� nx × nx


ny × ny

���
nz × nz 3)36
��&�&��YZ/��� 
 �&�&���"������������
��� 7���<��
 �������� {#?�� '����� P �� �; � 
�
���  '���+�<
��� 3V�(�&�&��-��� >���!�&���������:��
I�� & '��-���
��� ��/ �s34����
�
��(���� B34���"������34���� &����������
� B���� }� ���� ,���� 

x

 ���� 

y
���,���� 

z
; �A�63 /�36� 


Mx



My

���
Mz

 &���+�B
��� $34�(�&�&��-��� $���,34�� & '�,-����&�'�� '#%���"�����+�@�(/ �c34����
�
������� I36�����)����34���� &����������
� M���� A� �"�� 
���� 

x

 ���� 

y
���W���� 

z
;�� 
�
��� $ &���+�B�&�� &#?��-��&� P ��36���+�A�"�� W3V�(�&�&��-��� nx × nx



ny × ny

���
nz × nz 3)36
��&�&��YZ/��� 
 ���&�������(��������
��� <���M��
 ���"���� �#%�� '���&� P �� �;KVu�@ 3)381?��
�� ⊗ �"
� &�������B
��A#"�&�)��/����{������ &���&����


����3V�(�&�&��-��� 
 ��
 ���"���}#����}dN#?��/��B�&��/� B���+�������& B '�&�&��-�����34���Z�A#%�� &���&� 
  
m


n


k
���
l
;�2`��/��B�&��/"�&�� 

34�(���'��-��� 
R = (rij) ∈ Mk,l(R)

���
S = (sij) ∈ Mm,n(R)




R⊗ S :=




s11R . . . s1nR
. . . . . . . . .
sm1R . . . smnR


 ∈ Mkm,ln(R). O�� ; 8��+T

� �� 
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-��"��-.3 % � 5)� 7 � � � ) 7 5�)Q��� -��;) �"%87�	 /�� 7 06��� ��) -�� 7

Ax
	
Ay

���
Az

7��"% � 5 ( * % )K� 7�
 ���
�

Ax =
1

hx

� �.)<5�) ��� {−1, 2,−1} , Mx =
hx
6

� ��)<5�) ��� {1, 4, 1}, O�� ; 8 � T

Ay =
1

hy

� �.)<5�) ��� {−1, 2,−1} , My =
hy
6

� ��)<5�) ��� {1, 4, 1}, O�� ; ��:�T

Az =
1

hz

� �.)<5�) ��� {−1, 2,−1} , Mz =
hz
6

� �.)<5�) ��� {1, 4, 1}. O�� ; � ��T
��� %87 /���-&� 7 5�: 3 % � 5�) 7 -�� ( �<) 7 ���<) �"% %X�"% 3 % ) + � �.0V� 	�
 ���'��0 ( � � ( � 
 ��� /�� 7 7 3 )Q��� 7

(hx,j)1≤j≤nx−1

	

(hy,j)1≤j≤ny−1

���
(hz,j)1≤j≤nz−1

	 -�� 7 06��� �.) -�� 7 7��"% �&5 �"% % ( � 7�
 �����

Ax =
� ��)<5�) ��� {− 1

hx,j
,
hx,j + hx,j+1

hx,jhx,j+1
,− 1

hx,j+1

}
, O�� ;�����T

Mx =
1

6

� ��)<5�) ��� {hx,j, 2(hx,j + hx,j+1), hx,j+1} , O�� ;�� � T

Ay =
� ��)<5�) ��� {− 1

hy,j
,
hy,j + hy,j+1

hy,jhy,j+1
,− 1

hy,j+1

}
, O�� ;�� &ZT

My =
1

6

� ��)<5�) ��� {hy,j, 2(hy,j + hy,j+1), hy,j+1} , O�� ;�� : T

Az =
� ��)<5�) ��� {− 1

hz,j
,
hz,j + hz,j+1

hz,jhz,j+1
,− 1

hz,j+1

}
, O�� ;���8+T

Mz =
1

6

� ��)<5�) ��� {hz,j, 2(hz,j + hz,j+1), hz,j+1} . O�� ;�� 8�T

� �5/"�&��
��� ��(�Z�<
�����
�-���36#?�� &�:������� O�� ; 818�T 
 
��B  3� x��2�34���(
���
�1��&��Y)/"�B�� & &/V���A
��,���� &-��&
��&�� &�(�������V��/#��&��1"
�2�36� O�� ; 898�TI ��*
�-��&���! '��/� !/�����
 ���&36�A���'���������������(
��W#����$1�
���-� $��������
��D#����M-����&�&�D
�YZ/��(�&����� d



D1 C2 . . . .
C2 D2 C3 . . .

.

; ; ; ; ; ; ; ; ;
. .

. . Ci Di Ci+1 .

. . .

; ; ; ; ; ;
Cnz

. . . . Cnz
Dnz







u1

u2;;;
ui;;;
unz




=




F1

F2;;;
Fi;;;
Fnz




, O�� ;�� �+T

��� 
 #?��/��
1 ≤ i ≤ nz



ui
���
fi
 '���+�@�&�� &#?��-���� P ��36���+�D
��� ièmes 1�
��)-� B���8
�������/���/��& nxny ��� u��� F ;��B�F1"
��)-,���	��������-��

i
-����&�&�� &#?����� �(/ �E���)��/��� A��/ #�
����

z = (i − 1)hz
;
Ci

���
Di

 &���+�@
��� 
3V�(�&�&��-��� 

nxny × nxny
��
 �������� W#����Dd

Ci = (ai,i+1
z + αmi,i+1

z )Mx ⊗My +mi,i+1
z (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) ,

O�� ;�� � T
Di = (ai,iz + αmi,i

z )Mx ⊗My +mi,i
z (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .

O�� ; � :+T
� �� 
 �"!%����$%������� � 7 143 : )�/ 7 : ����)Q�65)� 5�) 7 -�� ( �<) 7 ���;) �"%87 3 % ) + � ��0V� 7 5+� %87 -��"��-.3 % � 5)� 7 � � � ) 7 5�) �
��� -��<) �"%87�	$�"% �!�

ai,i+1
z = − 1

hz
, ai,iz =

2

hz
, mi,i+1

z =
hz
6
, mi,i

z =
2

3
hz.

O�� ; � �zT

: 8
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 ��� 7 3�)Q���,� � 3)��� 7 /�� 7 06��� ��) -�� 7
Ci, 1 ≤ i ≤ nz

7��"% � ( �+��/�� 7 ���$�./�/�� 7 ' ��/�� % �

C = (− 1

hz
+ α

hz
6

)Mx ⊗My +
hz
6

(Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .
O�� ; � ��T

�8�90��.0V� 	 /�� 7 06��� ��) -�� 7
Di, 1 ≤ i ≤ nz

' ��/�� % �

D = (
2

hz
+ α

2

3
hz)Mx ⊗My +

2

3
hz (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .

O�� ; � � T
27��/"�B�'
� &��/����&�,
���  3) '��2�34�,
�����
U�(���&� O�� ;�� �+T 
 ���E/"����
��� '�@/���� P ���&�����+�������D
��b36
��&.��)��� 2��BC��

O�� ��� �<) ��/
	 � /�3)�<) �"% � ���.) � % � � +{��������
�-./�) - �!� 5�3�-��<) �"%)T�; ?�
+ � �(�����u���	/��"�I36
��&.����"� ����#������ 
 ��
 P ��
���#��#?
���#�����
 �*
�YZ/���#?�@����� 3������
�,� ������� ;�r@�E-����&�@���c#����x����-�/�
������{
��� ����&� P �(/ ������� 3� ������ / ����! 3
� � /"�$#%���&�(' 8 � 
 8 8�) ; � 
�
����� x�<��
��"��
��!C�
��A�&
� &��
�/"�������8�����&��-����$���$  3) '��2�34�� <
����"
U�����&�� 7���b/"�&��
��� ����+�
���� 8����-�."����YZ/��� 6�"�5 &
�#��������������0��� P ���&����1�
��� �;%�"�F-���34#"
������:��
V�� '�b���V
 �*���&���'�5��� O(N logN)

;
C����'���536
��&.��)���5�� x�91��� '
��5 '/��8���� 8����-�.�����YZ/��� 9���5#��'��y'��-�������� 
 ���5�&
� &��
�/"��������#����'�&����
�
��b���8���
 &
�#����&�(�������F��� P ���'����1"
��� W���+�&�&�)��/����&�� B������ � 3 � 3 � � # � ��*+��� ���W��/-,�' �.) 
 � 3/�����
�,� �����������
��/-,�' & � 
 & : )10��+2 3"3�314�#%��� /�� �5�%� � /�' ��:6)87

2�9;:=<?>A@=@5B"CED$:=0.<FBG>�HJILKNM59PO=0F2��BC��RQTS59AKN<N0VU 3$UWKYX.HJ0Z>AB"[;IL\5<NCED
:50J] � 7�� �_^ 
 9;S`UN:5C-KaB"0+H /.HJ0
b M50LHcCES50.HJ0.S_K�D
:50 b 0LB":5C$Od>AS5U ' 8�8�)87Ae��f9;\$gh0 b KYC-id0.UWKjO50k<N>AHJ0.S50L<�B">a<hI.UN9AB":=KNC"9;SZO5:lU 3PUWKYXLHc0V] � 7�� �_^ 

O50mKn>oC"B"BE0

N × N
]
N = nxnynz

^ 
 0LSpBG>q<NILUN9;BE:=KYCE9;SrO50sU 3$UWKYX.HJ0.U`O50tKY>AC"BEB"0.Uc<NILO5:5CEKNU.772jBE:5U
@5<hI b CEUNILHc0LS
K 
 BG>u@5<h0.HJC"XL<N0+ILKY>A@v0 b 9;S5UhC"UWKY0�Q�<NI.I b <hC"<N0+BE0+U 3$UhKNX.HJ0c] � 7�� �_^�O=0�Uh9;<hKN0�Q b 0VD
:50VB �f9;S
@5:5CEUNUh0kO5I b 9;:5@=B"0.<�B"0LU�\5BE9 b U�O��wCES5O5C b 0.U�@d>AC"<hU�0LK b 0.: �lO �fC"S5O=C b 0LU�CEHc@5>AC"<hU.76x�SlUh0k<Y>oHcXLS50kO59AS b Q nz@5<h9;\5B"XLHc0LUkO50aKn>ACEB"BE0

nxny ×nxny
7Pe�>lO50L: �PC"X.HJ0?IyKn>A@v0 b 9;S5UNCEUhKN0�Ql<hI.@vILKY0L<�B"0aH /.HJ0?@5<h9 b 0.UNUh:5U

@v9;:5< b >oB b :=B"0.<kB"0.Uz\5BE9 b U ui 
 O50+BE9;S5[;:=0.:5< nxny 0LS{<hI.Uh9;BE|o>AS_KzO50LUa@=<N9;\5BEX.HJ0.UFO50+KY>AC"BEB"0 nx × nx
7

2�9A:5< b 0�i}>AC"<h0 
 9;S~Uh:5@5@v9;UN0+D
: �fC"Bv0��PC"UWKY0�:5S�0.S_KYCE0.<
k ≥ 2

KY0LB�D
:50
nz = 2k− 1

75x�S�>lIL[_>ABE0.HJ0.S_K
\v0.UN9AC"S�O5:`B"0.HJHJ0�UN:5C-|o>AS_KV�
���   � $%�!�
� �a� 3$�V� � 3$� i, j ∈ {1, . . . , nz}

	 /"� 7 0J�A�}�.) -n� 7
Ci

�y�
Dj

- � 0 0 3P��� % ��,

� �Y�.3 ' �., �jS�:=KNC"BEC"UY>oS
K�BE0.U�O5I �dS5CEKNC"9;S=U/O=0.UkHc>oKN<NC b 0.U At 0LK Mt′


t, t′ ∈ {x, y, z} 
 O59AS5S5I.0LUk@d>o<�BE0.UI.D
:d>6KYC"9AS5U+] � 7 8 � ^
6�] � 7�� ��^ 
 9;:�\5C"0LS~@d>A</B"0LUkI.D
:d>6KYC"9AS5UV] � 7 ���A^�6�] � 7�� 8;^jOd>AS5U�BE0 b >AU�S59AS~:5S5C-i�9;<NHJ0 


9;S~|AI.<NC4�d0�i}> b C"B"0LHc0LS_K�D
:50 At
0LK
Mt′

b 9AHcHu:PKY0.S_K.75e10+<NILUN:5B-Kn>oKF0LS�O5I b 9;:5B"0?C"HJHcILO5CG>oKN0.HJ0.S_K�0.S
:=KNC"B"CEUY>AS_KFBE0.UF0��=@=<N0.UhUNCE9;S5U?O=0.UzH�>6KY<NC b 0LU Ci

0yK
Dj

O59;S5S5IL0.Ua@d>A<FBE0.UzI.D
:d>oKNC"9;S=U�] � 7�� � ^k0yKu] � 7 � :_^n7
� x�S b 9;S=UNC"O=X.<N0ZKY<N9AC"UzI.D
:d>oKNC"9;S=U?UN: b.b 0LUNUhCE|;0LUVO5:mU 3$UhKNX.HJ0�] � 7 � �;^�7�x�S�@v9;UN0 u0 = unz+1 = 0



@v9;:5<

i = 2, 4, . . . , nz − 1

 9;S`>��

Ci−1ui−2 +Di−1ui−1 + Ciui = Fi−1,
] � 7 � &_^

Ciui−1 + Diui + Ci+1ui+1 = Fi,
] � 7 � : ^

Ci+1ui +Di+1ui+1 + Ci+2ui+2 = Fi+1.
] � 7 � 8;^

� �5S~O �fI.B"CEHcCES50.<jBE0.U�\5B"9 b U/O �fC"S5O5C b 0LU�CEHc@d>oC"<NU�O50LUkILD$:5>oKYCE9;S5U+] � 7 � &
^ 6�] � 7 � 8_^ 
 9;S�Hu:=BEKYCE@5B"CE0V] � 7 � &_^
@d>A< −CiD−1

i−1

0LK~] � 7 � 8_^?@5>A< −Ci+1D
−1
i+1

@5:=C"UV9;Ssi}>ACEK+B">�UN9;HJHc0T>�|A0 b B �wILD
:d>oKYCE9;S�] � 7 � : ^y7�x�S
9;\=KNC"0LS
KV�d@v9;:5<

i = 2, 4, . . . , nz − 1



−CiCi−1D
−1
i−1ui−2 + (Di − C2

iD
−1
i−1 − C2

i+1D
−1
i+1)ui −

Ci+1Ci+2D
−1
i+1ui+2 = Fi − CiD

−1
i−1Fi−1 − Ci+1D

−1
i+1Fi+1.

] � 7 � 8A^

: 8
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 ���

x+Sq>�>ACES5UNC�9;\=KN0.S
: :5S(U 3$UhKNX.HJ0~<NILO5:5CEKZO50
2k−1 − 1

ILD
:d>oKYCE9;S5U�O59;S_KuBE0.U�C"S b 9;S5S
:50LUuUN9;S_KlB"0.U
\5B"9 b U ui

O �wCES5O5C b 0.U�@d>ACE<NUL7 ��S50Ti�9;CEU b 0cU 3$UhKYXLHc0J<NILUN9;BE: 
 B"0LUZ\=B"9 b U uj 
 O��wCES5O5C b 0.UVC"HJ@d>ACE<NU 
 UN9AS
K
9;\=KY0LS
:5U�0LS{<hI.Uh9;BE|o>AS_KaB"0+U 3PUWKYXLHc0VO5C">A[;9;Sd>oB�@d>A<F\5BE9 b UFUN:5C-|o>AS_KV�

Djuj = Fj − Cjuj−1 − Cj+1uj+1,
@v9;:5<

j = 1, 3, . . . , nz − 2, nz.
] � 7 � �_^

e10t@5<h9 b 0.UhUN:5U�O �fI.BEC"HJC"Sd>oKNC"9;S D
:5C�S59;:5U�> b 9;S5O5:=CEK�>A:rU 3$UhKYXLHc0m<hI.O5:=CEKs] � 7 � 8;^c0LUhK�<hI.@vILKYI
(k − 1)

i�9AC"Ukgh:5UND
: �wQ b 0�D
: �f9;Sq>A\v9;:=KNC"UhUN0cQ{:5S50JUN0L:5B"0cI.D
:d>oKNC"9;S O59;S_KZB �fC"S b 9;S5S
:50J0.UWKuB"0T\5BE9 b
O5: HJC"BEC"0.: 
 b 0.B":=C�O �fC"S5O5C b 0�@d>ACE< nz+1

2
= 2k−1

7�2�BE:5UT@5<NI b CEUNI.HJ0.S_K 
 Uh9;CEK r :5S 0LS
KNC"0L<u|;I.<hC.�&>oS
K

0 ≤ r ≤ k − 1
7 � @5<NILUN0.S_K 
 B �fC"S5O5C b 0 i = 1, . . . , 2k−r − 1

7D0�9AKN9;S5U+@d>A<
C

(0)
i·2r = Ci·2r



D

(0)
i·2r =

Di·2r

0LK F (0)
i·2r = Fi·2r

7 � @5<NXLU
r
ILB"C"HJC"S5>oKYCE9;S5UVO50~K 3$@ 0 ] � 7 � 8;^ 
 9;S UN0�<N>AHJX.S50�Qt:=S�U 3$UhKYXLHc0

<NI.O=:5CEKaO59;S_K�B"0LUFC"S b 9;S5S
:50.U�UN9;S_KaB"0LU 2k−r − 1
\5B"9 b U�] b Md> b :5S�0LUhK�O50ZBE9;S5[;:=0.:5< nxny

^FO��wCES5O5C b 0.U
1 · 2r, 2 · 2r, 3 · 2r, . . . , (2k−r − 1) · 2r = nz − 2r + 1

7 Ck0VU 3$UhKNX.HJ0Z0LUhK�O59;S5S5IV@d>o<+�




D
(r)
1·2r C

(r)
2·2r

C
(r)
2·2r D

(r)
2·2r C

(r)
3·2r

C
(r)
3·2r D

(r)
3·2r

7 7 7

7 7 7 7 7 7
C

(r)

(2k−r−1)·2r

C
(r)

(2k−r−1)·2r D
(r)
nz−2r+1







u1·2r

u2·2r

u3·2r

777
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)2 (
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(r−1)
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,
] � 7�� :�:_^

C
(r)
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,
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(
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)−1
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2dBG>uUh9;B":=KNC"9;S�O=0J�




α

∫

ω

vh′w +

∫

ω

∇vh′ · ∇w =

∫

ω

fw, ∀w ∈ Vh′ w|γ′
h′

= 0,

vh′|γ′
h′

= κh′.
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Vh′ = {vh′ ∈ C(ω), ∀Q̃ ∈ Λh′, vh′| eQ ∈ Q1(Q̃)} ⊂ H1
γ(ω).
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ω
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:50.UTO50`<NILUN9;BE:=KYCE9;S <Y>A@5CEO50A7
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:50LB"D
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[;IL9;HcIyKY<hC"0.U�UN@=M5I.<hC"D
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:50.UL7

� �dS O50�@=<NI.Uh0.S_KY0L< b 0.U�HJILKNM59$O50.U:2%9;S U �wCES
KNI.<h0.UNUh0{O5>AS5U b 0LKNKN0�UN0 b KYCE9;S QtBG>{<NI.Uh9;B":PKYC"9ASqO5:
@5<h9;\5B"XLHc0+BE9 b >AB�HJ9$O5X.BE0�O5I �5S5C�@d>A<+�

{
αv − ∆v = f

O5>AS5U
ω,

v = 0
UN:=<

∂ω.

]*�=7�O : �_^
�a>A@5@v0.B"9AS5U�D
:50

ω
0.UWK�:5S=0 b 9A: b M50�Uh@5M5I.<hC"D
:50aKY0.BEB"0zD
:50 ∂ω = γ ∪ γ′ 7 
�>AS=U b 0 b >AU:2 γ 0yK γ′ Uh9;S_Kb M59;CEUNCE0.UFKY0LB"B"0LUzD$:=0 γ Uh9;CEKz:=S50ZUh@5M5XL<N0lO=0Z<N> 3A9;S R 0LK

γ′
B">TUh@5M5XL<N0lO=0ZH /.HJ0 b 0.S_KN<N0�D$:=0 b 0LB":5C

O50
γ
0yKzO50V<Y> 3;9AS

(R + ε)
>�|A0 b ε :5S`<NIL0.B1UWKY<NC b KN0.HJ0.S_Ka@ 9;UhCEKNCEi 7
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� S�:PKYC"BEC"UN>AS_KzBG>uKY<N>AS5Uhi�9A<NHc>oKYCE9;Ss�
(x, y, z) ∈ ω 7−→ (r, ψ, φ) ∈]R,R + ε[×[0, π] × [0, 2π[

2
KY0.BEB"0+D
:50





x = r sinψ cosφ,
y = r sinψ sinφ,
z = r cosψ,

] �=7 O :��_^
B"0+@5<h9;\5B"XLHc0J] �=7�O : �_^kU �wI b <NC-K 250LS b 9P9A<NO59;S=S5I.0LU�Uh@5M5I.<hC"D
:50LU	2&O50VBG>uHc>AS5CEX.<N0+Uh:5CE|o>AS_KN0J�





αv − 1

r2

∂

∂r

(
r2∂v

∂r

)
− 1

r2 sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂v

∂ψ

)
− 1

r2 sin2 ψ

∂2v

∂φ2
= f,

v(R,ψ, φ) = v(R + ε, ψ, φ) = 0.

] �=7 O
O :_^

�aS50cHc>AS5CEX.<h0�O50 b >AB b :5B"0L< v 21B">`Uh9;B":PKYC"9AS O=: @5<h9;\5B"XLHc0`] �=7�O O :_^ 2�0.UWKlO50JBG>�<h0.HJ@5BG> b 0.<V@d>A<
UN9;StO=IL|;0LB"9;@=@ 0LHc0LS
K�0.S�Md>A<NHJ9;S5CED
:50.UzUN@=M5I.<hC"D
:50.UL71x�S`S59AKY0�@d>A<

Y m
`

B �wMd>o<NHJ9;S5C"D
:50+Uh@5M5IL<NC"D
:50
O �wCES5O5C b 0 (`,m) ∈ N × Z

25KY0LB1D$:=0 |m| ≤ `
7 � B"BE0+0.UhKaO5I��dS5CE0�@5>A<+�

Y m
` (ψ, φ) =

√
2`+ 1

4π

(`−m)!

(`+m)!
Pm
` (cosψ)eimφ,

] �=7 O
O O�^
9
	

Pm
`

O=I.UNCE[;S50VB"0+@v9;B43PSB5;Hc0+O=0 �2� 1 �&���,� � >AUhUN9 b CEI��L7
e10.UaO5Iy|;0.BE9;@5@v0.HJ0.S_KYUaO50

v
0yK
f
0LS�Md>A<hHc9AS5C"D
:50LUFUN@5M5IL<NCED$:=0.U?Uh9;S_K?O=9;S5S5ILU�@d>o<aBE0.Uz010P@5<h0.U �

UNC"9AS5UzUN:5C-|A>oS
KN0.UV�

v(r, ψ, φ) =

∞∑

`=0

|m|≤`

v`m(r)Y m
` (ψ, φ), f(r, ψ, φ) =

∞∑

`=0

|m|≤`

f`m(r)Y m
` (ψ, φ).

] �=7�O O �;^

� S Hu:5BEKNC"@5BECG>AS_K�]*�=7�O O :_^�@d>o<
r2

0LKZ0.S(:=KYCEB"CEUY>AS_K�B"0�i}>AC-KZD
:50cB �fMd>A<hHc9;S=C"D
:50�UN@=M5I.<hC"D
:50
Y m
`

0.UhK
UN9;BE:=KYCE9;S�O50T�

− 1

sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂Y m
`

∂ψ

)
− 1

sin2 ψ

∂2Y m
`

∂φ2
= `(`+ 1)Y m

` ,
] �=7 O
O �_^

9;S�>��




αr2v`m − d

dr

(
r2dv`m

dr

)
+ `(`+ 1)v`m = r2f`m, 0 ≤ |m| ≤ ` <∞,

v`m(R) = v`m(R + ε) = 0.

] �=7 O
O�&
^
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O�&
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�+:=CEKNKN0VQuO5IL|A0.BE9;@5@v0.<zO50.UFKN0 b M5S5CED
:50.Uz@v9;:5<z> bLb I.BEI.<h0.<FB"0 b >AB b :5B*2=B �f:=KNC"B"CEUY>oKNC"9;SJO50LUFMd>A<NHJ9;S5CED
:50.U
�
P m

`
(x) = (−1)m

2``! (1 − x2)
m
2

d
`+m

dx`+m (x2 − 1)`
N

8 &
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)(1 +

R
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tf(t)dt

]
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t2f(t)dt

+
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tf(t)dt +
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t2f(t)dt.
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c
O5I.UhC"[;S=0�BE0 b 0.S_KY<h0�O50/BG>�Hc>ACEB"B"0 Cs

7 ,�9;C"<�B �w>AS5S=010P0 � @ 9A:5<�O�� >A:PKY<N0LU�i�9;<hHu:5BE0.U�O50�D
:d>oO5<Y>oKN:5<N0
@5B":5Uz@5<hI b C"UN0LU.7

	���� � ����������� � �
	���� �����


������$# ����������*���������& ����&���� & � � �!��� &"���#� �%$'& �%(��") & &"& � % �%��*+���,�-�/.
, �%��&"�10����2�3� �$"-4��5� *6�/�7�

x�S�@5<NILUN0.S_KN0�C b C_O50L:90+KY0LUhKNU�S
:5HJI.<hC"D
:50.U�O59;S_K�B �f9;\$gh0 b KNCEiP0.UhK�O50�HJ9;S_KY<h0.<�D
: � >�|A0 b B">�HcIyKYM59$O50
O50?B">Vi�<h9;S_KYC"XL<N0aI.B">A<N[;CE0 ��
 ��
�� 
 2$0LKk0.S~:PKYC"BEC"UN>AS_K�B"0aUN9;B-|;0.:=<�<N>A@5C"O=0�O5I b <hCEK�Od>AS5U�BG>VUN0 b KYCE9;S �=7 �=7�O 2
9;Sq@v0.:=K�KY<N>ACEKN0.<VB"0 b >AUZ9
	 B �w9AS >`:5SqS59;Hl\5<N0JC"HJ@ 9A<hKn>oS
KVO=0�@d>A<WKYC b :5BE0.UVKY9;:=KZ0.S [_>A<NO5>AS_Kl:5S
KY0.HJ@5UzO50 b >oB b :=B1<Y>ACEUN9;S5S5>A\5B"0o7


�>oS5U b 0LUjO50.:!0uKY0LUhKNUjS$:=HcIL<NC"D
:50LUjB"0�O59;Hc>AC"S50/O50 b >AB b :5B Ω 0LUhK�B"0 b :5\v0 ]−1, 1[×]−1, 1[×]−
1, 1[

7&x�S`U��fC"S_KYIL<N0.UhUN0ZQJB">u<NILUN9;BE:=KYCE9;S�O5:`@5<N9;\=B"X.HJ0

{
−∆u = 1 dans Ω \B

u = 0 sur ∂(Ω \B) = Γ ∪ γ
] �=7 O��'&
^

9
	
Γ = ∂Ω

2
γ = ∂B

0LK
B
0.UhKu:5S50 b 9;B"BE0 b KNC"9;S O50 163

\v9;:5BE0.U:2�O50�H>/LHc0J<Y> 3;9AS
R = 0.06

2
O5C"Uh@ 9;UhI.0LU�O��w:5S=0JHc>AS5CEX.<h0u>ABEI�>oKN9;C"<h0ZKY9A:=KV0.SsC"HJ@v9;UY>AS_K?B"0li}>AC-K+D
: �f0.B"BE0.U�S=0JU �wCES_KY0.<hUN0 b KY0LS_KZ@5>AU.7
e�>�HJILKYM=9PO50�O=0J<hI.Uh9;B":=KNC"9;Sm0LUhK�B �w>A@5@=<N9 b M50TUNC"HJ@5BEC �dIL0lO50TBG>�HJILKNM59PO=0�O50TBG>~i�<N9;S_KNC"X.<h0�I.B">A<N[;CE0
] b i 7
@d>o<Y>A[;<N>A@5M504�=7 �=7 �;^12
>�|A0 b θ = 0.98

0LK
ε = R

10

7 
�>AS5U/BG> �d[;:=<N0 �=7 �V9;SJ@5<NILUN0LS
KN0�UN:=<�B">V@5>A<hKNC"0
] − 1, 0.5[×] − 1, 0.5[×] − 1, 0[

O5:`O59;Hc>AC"S50
Ω
BG>�Uh9;B":=KNC"9;S b >AB b :5B"IL0 u 7

.0/2143 �=7 ��6~e�>�UN9;BE:=KYCE9;S b >AB b :5BEI.0o7 .0/2143 �=7�O : 6�?�Uh9;UN:=<hi}> b 0 u = 0
7

8 �



����� ��� �	��
��4� � � � ��
�� � �	�

e�> �5[;:5<N0 �P7 O :u@=<NI.Uh0.S_KY0�B �fC"Uh9;UN:=<hi}> b 0 u = 0
7@2j:5CEUND
: �f9;S`>T@=<NC"UkO50.U b 9AS5O5CEKNC"9;S=U�O50 � /���/���� �

����� M=9;Hc9A[;X.S50LU�UN:=<�BG>Ti�<N9;S_KYCEX.<h0
Γ
O50

Ω
0LK?UN:5<+B">Ji�<N9AS
KNC"XL<N0lO=0

B
]}<hI.:5S5CE9;SmO50LU�\ 9A:5B"0LUn^12 9;S

@v0.:=K b 9AS5UhKY>oKY0L<aD
: �w>�|;0 blb 0yKNKN0�CEUN9;Uh:5<hi}> b 0�2d9AS{>T@5:`<N0 b 9;S5UWKY<h:5C"<h0�BE0�O59;Hc>ACES50+@ 0L<hi�9;<hIA7

�>AS5U�B">�O50.:90PCEX.HJ0j010P@ IL<NCE0.S b 0�2�9;SV<N0yi}>ACEK1BE0�H /.HJ0�KY0.UWK�S
:5HcIL<NCED$:=0/Hc>ACEU�>�|;0 b 343

@d>A<WKYC b :5BE0.U
O5CEUN@v9;UNIL0.UaO �w:=S50VH�>AS=C"X.<h0�UhKN<N: b KY:5<hI.0o7�e10+<NILUN:5B-Kn>oKa0LUhKa<N0L@5<NILUN0.S_KNIl@d>A<FBE0.U��d[A:5<N0'�=7�O OV0LK �=7�O �P7

.0/2143 �=7�O O 6(e�>�UN9;BE:=KYCE9;S b >AB b :5BEI.0�O5>AS5UlBE0
b >oUaO=0 343

@d>A<WKYC b :5BE0.U.7 .0/2143 �P7 O � 6 ?�UN9AUN:5<Wi}> b 0 u = 0
7

8��
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� �

� � ����� ���
����� ��� ������
�
�� ��
 ��� ��� �"! 
�#$��� � �%�
���&�
���'
 ��� ( )+* )-, )

. &+/0/!��4 �%�
1	243 57698:8<;�=?>@;BADC:;E=4ADC:;GFIH:JLKM6NKPO4JQH	FR2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 VLW1	2XW YZF[KPO]\^6NKPO4J_H`>?ab;Ecdce;EC:c�2T2U2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 V9f1	2bf gh6L=]Oi>@6NKPO4J_H:FjHkC@\^lEceO4ADC:;GFm2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 V9n

� � � ��� o	p[qsrutEv9wyx{zs|X}GvLp�~L�etLq��Xp��M��~Nz�p�~k� v9tLp�z�x[q����bv9rs|X��tm�X���M�e�Xp�p��9���{r�p ���
� � � ��� o	p[qsrutEv9wyx{zs|X}GvLp�~L�etLq��Xp��M��~Nz�p�~k� v9tLp��e�9�9z��[�N|bwI�ers|X��t�~9p ∂v

∂n

∣∣∣∣
γ

���

� O



���������	�	
�� ��
���� �	�������	�	����������� ��
�
��! "
#���$�%� � � 
�&��	� � ���	�'�%�(���%
)�*�#+-,/.0,'12,
� �43 576�898;:=<?>@: �BA@:=<��BA@:)C �ED �-6 �GF4D#�EC

x�S�CES_KY<N9$O5:5C-K
Ω? b 9;HcHJ0VILKY>AS_K?BE0�Uh9;:5U ��O59;Hc>ACES50VO50 Ω \B O5I��dS5C�@d>A<

Ω? = Ω \ (B ∪ ω)
7

H=>Ti�<h9;S_KYCEX.<N0
∂Ω?

0.UhK
Γ ∪ γ′ ] b i 7 �d[A:5<N0�I57�O�^y7

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

JLK'M=N I57�O$O9Pk9;S��d[;:5<N>oKYCE9;S�[;I.9AHcIyKY<NCED
:50A7
x�S�<Y>A@=@ 0LB"B"0�>A:5UNUhC�D$:=0J�
• Uh ⊂ H1

0 (Ω)
0.UWKsBRQf0.Uh@d> b 0 OSQ >A@=@5<N9 0PC"Hc>oKYCE9;S @5>A<tI.BEI.HJ0.S_KYU��5S5C"UtOSQw9;<hO5<N0

1
]
Q1

9;:
IL|A0.S_KY:50LB"BE0.HJ0.S_K

P 1
^kO5:`@5<h9;\5B"XLHc0+[AB"9;\d>oB�7

• (û, v) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
0.UWK�B">uUN9;BE:=KYCE9;S�O5:`@5<N9A\5B"XLHc0 b 9;S_KYC"S
:s�

TUT
D :





�
:

{ −∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,

V
: −∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω.

]WI57�O�^

• (u?, v?) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
0.UWKaBG>uUN9AB":=KNC"9;S�O5:`@5<h9;\5B"XLHc0V>o:90PC"B"C">AC"<h0Z�

TUT
D − �

:





�
:

{ −∆v? = f dans ω,
v?|γ′ = πhu

?
|γ′ ,

V
: −∆u? = f +

∂v?

∂n
δγ dans Ω.

]WI57UX;^

• (ûh, v
?) ∈ Uh ×H1

γ(ω)
0.UhK�BG>uUh9;B":PKYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HJ0�UN0LHcC ��O5CEU b <N0LKV�

TYT
D − Z :





�
:

{ −∆v? = f dans ω,
v?|γ′ = ûh|γ′ ,

V
:

∫

Ω

∇ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

]WI57 �_^

e10.Uz9;@vI.<N>oKY0L:5<NU�[ 2]\ 2]^ 2_^ ? 0yK$^
h

Uh9;S_KaO5I �dS=C"Uz@d>A<zB"0LUF010P@5<h0.UNUhC"9;S=U�Uh:5CE|o>AS_KY0LUZ�
[

: H1
0 (Ω) −→ H1

γ(ω)
û 7−→ [

û,
Uh9;B":=KNC"9;S�O=0

(
TUT

D − �
),

]WI57`I
^

� X



��
��"
���� �	�������	�	��� � � �!
!
��! "

\

: H1
γ(ω) −→ H1

0(Ω)
v 7−→ \

v,
Uh9;B":PKYC"9AS�O50

(
TUT

D − V
),

]/I57��A^
^

=
\�[

,
^ ? =

^
πh

0LK ^
h = πh

^
.

]/I57��;^

� ��� � C��GF
	 6 �GF D � >�� :
	 	�:)A 	
e Qw9;\
gh0 b KNCEi/O50 b 0LKhKY0�UN0 b KNC"9;Sm0LUhKVO50�HJ9;S_KY<h0.<?D
:50�2�B"9 b >oB"0.HJ0.S_Ku]}Od>oS5U Ω? := Ω \ (B ∪ ω)

^12
BG> ��
 ��
�� 
 0.UWKlOSQw9;<hO5<N0�9A@=KYCEH�>AB�]8>A:sUh0.S5U�O50TBG>~HJILKNM59PO=0�O50.UVI.BEI.HJ0.S_KYU �dS=C"U b B">AUNUhC"D
:50LUn^1210yK
b 0�2 0LSmILKY>A\5B"CEUNUN>AS_K?:5S=0l0.UWKYCEH�>oKNC"9;S`O50ZBRQf0.<N<h0.:5< ‖û− ûh‖1,Ω?

7�
a9AKY9AS5U?D
:50uBE0ZO=9;H�>oC"S50
Ω?

0.UWK
@5<h9 b M50�O=0 Ω \B Kn>AS_KVD
:50�BE0 b M59;C 0tO50 γ′ ]}0yK+O59;S b O50 ω ^�0.UWKVB"CE\5<N0o7�x�Sm<Y>o@5@ 0LB"BE0u>A:5UhUNC�D
:50�2
Od>AS=U/:=SJ@=<N0.HJC"0L<%KY0LHc@=U	2;9;STUh:5@5@v9;UN0zD
:50zBG>�<hI.UN9AB":=KNC"9;SuBE9 b >AB"0�0.UWK/i}>oCEKY0kO Qw:=S50FH�>oS5C"XL<N0�0�05> b KY0o7
� CES5UNC*2�BRQf0.UWKYCEH�>oKNC"9;S�O50cB Qw0L<N<h0.:5<VD
: Qf9;S(IyKn>A\=B"C"<N>~S50TKYC"0LS5O5<N>�@5>AU b 9;HJ@=KY0TO50TBRQf0.<h<N0L:5<VO5:50cQ`B">
O5CEU b <hILKNC"UY>6KYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HJ0+B"9 b >AB87

e10.U�<hI.Uh:5BEKY>oKYU{@5<NILUN0.S_KNI.UmOd>AS=U b 0yKNKN0 UN0 b KNC"9;S i�9;S_K�B Qw9;\
gh0LK{O Qw:=S50 b 9AB"BG>o\ 9;<N>oKYCE9;Sr>�|;0 b 3-N
������������������� � �92 � 2"!���7�e QfC"O5IL0�@5<NCES b CE@d>ABE0�0.UWKJ\d>AUNIL0�UN:5<�O50LU�KY0 b M=S5C"D
:50LUcO Qf0.UWKYCEH�>oKNC"9;S=UuC"S��
KYIL<NCE0.:5<h0.U�0LS�:=KYCEB"C"UN>AS_KkBE0�KNM5I.9;<hX.HJ0?O50$# K%��&('*)+� 0LK 3,'*)��-��� ]�KNM5I.9;<hX.HJ0 �=7�O�@d>o[;0 I X;^�7-.�9;:5<0/
@d>A<W|;0LS5C"<:2_BG>�UhKN<Y>oKNI.[;CE0 b 9;S5UhC"UWKY0aQ+@d>AUNUh0.</@d>A<�:5S50zIyKn>A@v0zC"S_KY0L<NHJI.O5C">AC"<h0kOd>AS=U�B">AD
:50.BEB"0�9;ST:=KNC"BEC"UN0
BG>uUh9;B":PKYC"9AS�>A:90PC"BECG>ACE<N0

u?
C"S_KN<N9$O5:5CEKN0�Od>AS=UaBE0 b Md>A@5C-KY<h0�@=<NI b I.O50LS_K�7

HP9;C-K
(u?, v?) ∈ H1

0 (Ω)×H1
γ(ω)

B Qw:5S=C"D
:50aUN9;BE:=KYCE9;ScO=:~@5<N9A\5B"XLHc0a>A:90PCEB"CG>oC"<N0
(
TUT

D − �
)
7 HP9;C-K

(û, v) ∈ H1
0 (Ω) × H1

γ(ω)
21KY0.BEB"0JD
:50

v = û|ω
2�BG>�UN9AB":=KNC"9;S O5: @5<h9;\5B"XLHc0 b 9;S_KYC"S
: TYT

D

7 � |o>AS_K
O Qw>A<N<hCE|A0.<a>A:�<NILUN:5B-Kn>oK �dS5>AB,259AS{>T\v0.UN9AC"S�O QfILKn>o\5B"CE< b 0V<NILUN:5B-Kn>oKzCES_KY0.<hHcILO5CG>oC"<N0l�
1 � ��2��,3 � � � � �54�687:9�; û ∈ H`(Ω \B) < �>=A�@? 1 < ` ≤ 2 < �>A � ��B ; A�� $ ; By� ��CED��F? � D-By� �>Dd��� C < ���GAHA"�I Cd�$AKJ � Ds� ; �L?n�y�}��� ; DNMPO_�>A ; �QMSR

||û− u?||1,Ω ≤ C
(
h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω

)
.

]/I57 � ^

T��Y�GC�=A�.,VU >A@5@,W.B"9AS5U1D
:XW�2�@d>A<�O5I��dS5C-KYC"9AS�2
u?
WyK
û
UN9;S_K�<KWLUN@,W b KYCE|>W.HYW.S_K�Uh9;B":PKYC"9AS+OXW.U�@5<N9A\5B"XLHZWLUj�

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ , −∆û = f +

∂v

∂n
δγ .

]/I57�!;^
P0WVD
:5C�C"HJ@5B"CED$:-W[W.S`@d>A<WKYC b :5BEC\W.<��

û− u? =
\

(v − v?).
]/I57 �;^


 Qw>A:=KN<KWV@d>A<WK 2
(v − v?)

|;IL<NC �XWJ�
{

−∆(v − v?) = 0
Od>oS5U

ω,
v − v? = û− πhu

?
Uh:5<

γ′.

]WI=7 O^];^

P$Q_W.UhK�� Q � O5C"<`W��
v − v? =

[
(û− πhu

?)
2aWLKa@d>o<FUN:5C-K�W

û− u? =
\�[

(û− πhu
?)

]WI=7 O O ^
= b û− b πhu

? ]WI=7 O XA^
= b û− b ?u?. ]WI=7 O �;^

� �
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���� �	�������	�	����������� ��
�
��! "
#���$�%� � � 
�&��	� � ���	�'�%�(���%
)�*�#+-,/.0,'12,

x+S`@,W.:=KaO59;S b I b <hC"<KW

〈û− u?, û− u?〉1,Ω = 〈û− u?,
\ [

û− \�[
πhu

?〉1,Ω
= 〈û− u?,

\ [
(û− πhû)〉1,Ω + 〈û− u?,

\�[
πh(û− u?)〉1,Ω .

]/I57�O%I
^
x+<:2aW.S`:=KYCEB"CEUY>AS_K�B W+B\WLHcHYW �=7��u@d>A[ W�I � ]}UN> b Md>AS_K�D
:XW b ? :=

\�[
πh

^�259;S{>
〈û− u?, b ?(û− u?)〉1,Ω ≤ C∗h2|û− u?|21,Ω.

]/I57�O(�;^
x+S{>T>AB"9A<NU+�

〈û− u?, û− u?〉1,Ω ≤ |û− u?|1,Ω|
\�[

(û− πhû)|1,Ω + C∗h2|û− u?|21,Ω.
]/I57�O^�_^


 Qw9 	�2
(1 − C∗h2)|û− u?|1,Ω ≤ | \9[

(û− πhû)|1,Ω.
]/I57�O � ^

Pk9;HcHYW�\ W.UWK b 9;S_KYCES
:{Uh:5< H1
γ(ω)

25CEB W10PC"UWK�WV:5SXW b 9;S5UhKY>AS_K�W C K�WLB"B W+D$:-WJ�

| \9[
(û− πhû)|1,Ω ≤ C| [ (û− πhû)|1,ω.

]/I57�O^!_^

[WZH��.HYW�2=@d>A< b 9AS5UhKN<N: b KYC"9AS{OXWVB Qw9;@vI.<N>oK�WL:5<=[ 2dC"B |PC W.S_KV�

| [ (û− πhû)|1,ω ≤ C|û− πhû| 1
2
,γ′.

]/I57�O �_^
x+<:2 W.S <`W.Hc>A<ND
:d>oS
KJD
:XW

γ′
WLUhKc:5SXW b 9;HJ@ 9AUY>AS_K�W b 9AS5SXW10�W{OXW ∂Ω?

]
∂Ω? = γ′ ∪ Γ

^12 WLKYWLS
:=KYCEB"C"UN>AS_KFB\W+@=<KW.HJC\WL<�KYM5IL9;<NXLHZW+O-WVKN<Y> b W�2d9;S{>��

|û− πhû| 1
2
,γ′ ≤ C|û− πhû|1,Ω?.

]/I57UX>]_^
� C"Sd>oB\W.HYW.S_K	2-W.S`:=KNC"B"CEUY>AS_KFB W.UFCES5I.[_>oB"CEKNI.UV]/I57�O � ^ �y]WI=7 X>];^�259AS�>��

(1 − C∗h2)|û− u?|1,Ω ≤ C|û− πhû|1,Ω?.
]/I57UXLO�^

� K�WLSZ>o@5@5B"CED
:d>AS_K1B\W�KYM5IL9;<NXLHZWjOXW0# K%��&('*)+� WLK 3,'*)��X��� ]�KNM5I.9A<NX.HYW �=7�Oj@d>A[ W I X;^12 >�|>W b Ω0 = Ω?WLK
Ω1 = Ω \B 2d9;S`>��

||û− πhû||1,Ω? . h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω\B

. h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω).
]/I57UX�X;^

P0WlD
:5C�> b M5Xy| WuB">T@=<KW.:P| W�] W.S{KKW.Sd>oS
K b 9AHc@=KKWVO5:{i}>AC-KzD
:XWlB QwCES5I.[_>oB"CEKNI�]/I57 X9O�^ W.UhKa|o>ABG>o\5B\W+@v9;:5<
KY9;:=K

h
>AUNU`W	5�@�WyKYCEKn^y7

�
e Qf9;\$g`W b KYC-ikO5:mKNM5I.9;<hX.HYW�UN:5C-|o>AS_K W.UhK�O QfILKY>A\5BEC"<�B Q WL<N<KWL:5<FW.S_KN<KW û ∈ H1

0 (Ω)
2�BG>~Uh9;B":=KNC"9;SmO=:

@5<N9;\=B"X.HYW b 9;S_KYCES$: (
TUT

D−
V
)
WLK
ûh ∈ Uh

2 b WLB"B W�O5:�@=<N9;\5BEX.HYWkO5CEU b <KWLK ((
TUT

D− Z )− V
)
7 U >A@=@�WLB"9;S5U

D$:-W
ûh
W.UhKzKKW.B"B W�D
:XW�B\W b 9A:5@5B\W (ûh, v

?)
W.UWK�Uh9;B":PKYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HYW

(
TYT

D − Z )
7

b � � � ����� � 4�6	��
 D BGC��
� � B � I Cd� f ∈ L2(Ω \B) �
�GA1� $ ; By���+�>A � ��B[C�D��$? � D-By���>Dd� � C < ���GAHA"� I Cd�AKJ � D � ; � R

||û− ûh||1,Ω? ≤ Ch||f ||0,Ω\B.
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 Qw>A\v9;<NO 2XW.S`<KWy| W.S5>AS_K+>A:90�O5I �dS=CEKYCE9;S5UFOXW

û
WLK
ûh

259;S{>��
∫

Ω

∇(û− ûh) · ∇wh =

∫

γ

(
∂v

∂n
− ∂v?

∂n
)wh, ∀wh ∈ Uh.

]WI=7 X I_^

� B*W.S`O5I b 9;:5B WVD$:-W�@v9;:5<�KN9;:=K wh ∈ Uh

K�WLB"B W+D$:-W
wh = 0

Od>oS5U
B

2d9;S`>`�
∫

Ω\B
∇(û− ûh) · ∇wh = 0.

]/I57 X>�;^

x�S�@�WL:=Ka>AB"9A<NU�>o@5@5B"CED
:XW.<�B W?KYM=I.9;<hX.HYW+OXW # K%��&('*)�� WLK 3�'*)��X��� Q
(û− ûh)

2=> |>W b Ω0 = Ω?
WyK

Ω1 = Ω \B 7dx+S{>�O59;S b �

||û− ûh||1,Ω? . h||û||2,Ω\B + ||û− ûh||0,Ω\B.
]WI=7 X>�;^

x�<	25OSQw:5S-WZ@d>o<hK 2
||û||2,Ω\B . ||f ||0,Ω\B,

]WI=7 X � ^
WLKaO Qw>A:=KN<KWV@d>A<WK 2

||û− ûh||0,Ω\B ≤ ||û− u?||0,Ω\B + ||u? − ûh||0,Ω\B.
]WI=7 X>!;^

Pk9;HJHZW�2
||û− u?||0,Ω\B ≤ ||û− u?||1,Ω,

]WI=7 X �;^
W.S`:=KNC"B"CEUY>AS_KFB W+<NILUN:5B-Kn>oKzOXWVB">u@5<N9;@v9;UhCEKYCE9;S@I57�O 259;S`>��

||û− u?||0,Ω\B ≤ ||û− u?||1,Ω . h||û||2,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω.
]WI=7 � ];^

.%>o<�>oC"B"B W.:5<hU	2$B\W�KNM5I.9;<hX.HYW'�=7 ��@d>o[ W�I ��S59;:5UzO59;S=SXWT�

‖û− πhû‖0,Ω . h‖û‖1,Ω.
]WI=7 �PO ^


[WVH��.HYW�2XWLS�>A@=@5B"CED$:5>AS_KzB\W�KYM=I.9;<hX.HYW �=7 �T@d>A[>W I �`]}UY> b Md>AS_K?D
:XW ûh = πhu
?
^12d9;S`>��

‖u? − ûh‖0,Ω . h‖u?‖1,Ω.
]WI=7 � XA^

� CES5UNC*2XW.S`:=KNC"B"CEUY>AS_K+]WI57 � ]_^0WyKu]/I57 �PO�^ 2d9;S`>��

||û− u?||0,Ω\B . h||û||2,Ω\B + h‖û‖1,Ω.
]WI=7 � �;^

� CESd>AB\WLHZWLS_K 2EW.S`<KW.Hc>A<hD$:5>AS_KzD$:-W ‖û‖2,Ω\B
2 ‖û‖1,Ω

WLK ‖u?‖1,Ω

@�WL:=| WLS
K �LKN<KWVHc>�gh9;<NI W.U�]}QT:=SXW
b 9AS5UhKY>AS_K�WkHl:5BEKNC"@5BEC b >6KYCE|>W%@5<hX.UY^�@d>o< ‖f‖0,Ω\B

2�B W/<hI.Uh:5BEKY>oK�O5I b 9;:5B\W/OXWLU�CES5I.[_>oB"CEKNI.U�]/I57UX>�_^12$]/I57UX>!_^ 2
]WI=7 � XA^0WLKl]WI57 � �_^n7
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�����;\"��6��YW7!��"�E|
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



−∆u = f
��
�(�!

Ω \B,
u = 0

!����
γ,

u = g
!����

Γ.
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$�8� ? �����������XWJ�-WJ�RQ_W�!������1

������(	�XWI�RQ_W����KW��"�8�XW/�"��! b ���4����!�
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��(L!������M��!KW	���XW	�\W.!%����!������<������(�!/��� b 
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����KW�!/�SQ0��(-W&�&
�(���6��KW W10"
 b �KW�2 b W������O�`WL|*�\W.(,�-B
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 b W.�P�\W7�����;\���6.�ZWJ]/I�) �"I
^Q��
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−∆û = f +

∂v

∂n
δγ
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�(�!

Ω,

û = g
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Γ,
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−∆v = f
��
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ω,
v = 0

!����
γ,

v = û
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γ′.
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v
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�\W%B_�D
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�� /��������XW û !���� ω )x/(S(����KW_��
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ê = û − ûh
�RQ_W����KW��"� W�(,���`W	�D
'!������"������(E

������� b#? � W ûh W.�%��
'!������"������( W�0�
 b ��W

û
�"�`�����A\���6.�ZW�]WI�) �V�;^a)�x7( ! Q���(,���.�KW�!�!KW.��
EB9��
Y(������ZW

L2(Ω)
W.�RB9�D
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H1(Ω)
�-W

ê
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Ω̃
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W4� W�(�!KW.�&� �b(������ZW
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) 
/
�("!Q� W�!c��W.!���!+(��������������XW.!
��(W
R������!

Ω̃ = Ω \ B̃ 2"�
	
B̃
W�!��d�"(XW+\e�����\W/�-W7� �.�ZW b W�(,���`W%�*�-W B �1
���!8�XW7��
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F W Ξh
)�.U
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(∫

Ω

|∇û−∇ûh|2
) 1

2 ]/I�) � � ^

=

( ∑

Q⊂Ξh

∫

Q
|∇û−∇ûh|2

) 1
2

.
]/I�) � !_^
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ûih∇ϕi
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�S/!( � 4"!
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�,W
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2
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2
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W4�
B
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f
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û = sin(β(r2 −R2)),
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r2 = x2 + y2 + z2,
W.�
β = 2π.
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���(XW�!K�,W��Q/H������! W�(9���KW.(�
�(,�/�XW.!=
.��(����@������(�!d�XW�� /*�,WY# ���
	 � � � 
�� �M�����9���`g��������Eh�),.O����!
������
���!����YW�(,�K��(>!KW%�YW.�P��
�(�!P�\W=
 
����`W7���C����������6.�ZW/���*��6�� W T

N

��(,�����*�������8��
�(�!P� W 
 ? 
��"�����`W���)
 !�
43����������4�#
�(,�d����(�(��
W.!
f ∈ L2(Ω \B)

W4�
α
��(XW 
.��(�!��#
�(,��W%�M��!��@����3 W/���C(������\W��<��( 
 ? W.�:
 ? W�B

����!��������`W�� W7����������6.�ZW7!�����3

�(,�.2��������N3>W��
u ∈ H1

Γ(Ω \B)
����W.��� W/���XW

T
N :

{
αu− ∆u = f dans Ω \B,

∂u

∂n
= 0 sur γ,

�P�<)��K�

���_�RQ���(RF,

���XWi� W�!G� �.�ZW.!c����(�("�
W�!OF��������.���������XW.!c���XW6

W.��� W�!U�"�	
 
�!c�-W�!C
���(�����������("!U�XW X KH�GKH'*)��
���a� ���`W�������!KW.(,���
W.!/��
��P��
���F����`W �*)���)

Ω

Γ

B

γ

JLK'M=N �<)��$O � ��(�(�� W�F��������.���������XW
)

U 
����,W�����(�!P���XW
H1

Γ(Ω \B)
W�!��J� Q W.!���
�

W%������(��]��
��8

W4���KW$W��<���KW.!�!�����(@2

H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0}. � �<) X��

� �\W.(Y�E3<���XW����YW�(,����� W�! /H��(N
.������(�!P�XW.
 W.��W�!���
�

W5(XW%!���(,�K��
�!d(���

W.!�!�

���KW.�ZW.(,�I(������\W.!K!����
γ
)

� Q��1��F`W5
4����/ W�!��&�����GF����"��!�� Q W.!�!�
^/>W��'�-WY��
��ZW.(XW��	��
3����!������"������(X��� �����1�"��6��YW>��("������
��\W.�ZW.(,�
�e��!��d��
�(�!Z�\W8�����&
���(XW8��W.�Q/H�����

Ω \B W�(���(XWP���.!������"������(_��
�("!Z�����"�Z� Wi�����&
���(-W Ω �H��
�(�!O� W����XW.���(Y�"��!��M��!`W5�SQ0��(W�&
������D
�F W8
�
�������!�� W�(P�a)

�! 43 " <�# D%$�F�&
' 	 :
.^�����

α = 0
�U�D
 /H�����R����

������( 3

����D

������(�(-W���� W	(�

���"�KW����\W'�"�V�"���1����6��YWI�P�*)��K�$W�!���2G�������N3 W.�

u ∈ H1
Γ(Ω \B)

����W.���\WJ�*�-W
∫

Ω\B
∇u · ∇w =

∫

Ω\B
fw , ∀w ∈ H1

Γ(Ω \B).
� �<))(1�

D/(C�������e��!`W%�RQ0
���F�������� ? �YWI�XW%����!������"������(>!�����3
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u0 ∈ H1
0 (Ω)

����("(��
W
)
V��	��

���
un ∈ H1

0 (Ω)
�.��
�(,�)
���(�(��XW����������N3 W.�

un+1 ∈ H1
0 (Ω)

����W����\W/���XW 2
∫

Ω

∇un+1 · ∇w =

∫

B

∇un · ∇w +

∫

Ω

fw, ∀w ∈ H1
0 (Ω),

� �<)`I��

���
f
W�!��K� W7����������(�F W.�ZW.(,�d�XW

f
��
��

0
��
�(�!

B
)

��� V��	��
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����������� �"!;:=<$# 6 7&%GP8��(�����������("!i�XW # ���
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����e�����C���C�������T)

� � W�!�� 
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����5���XW>�\W.!R����������6.�ZW.!��P�<) (7� W.� �P�*)YI��%!���(,� ��� W�( �M��!��.!�) � 
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��������%�\W	��� W�( W�(,���`W'�\W.!�!������<������(�!%�XW�!������1�"��6��YW�!L�P�*)YI��FW.���D
C!������"������(3���`�����1����6��YW���(������D
��2)
H<���@�

ũ
�"(A����������(�F>W��YW�(,�J���XW.� 
.��(����XWR�XW

u
�N!������"������(Y���A�����1����6��YW�� �<))(1�Q�d��
�(�!

H1
0 (Ω)

�M��(E


�������!P� W7����!�������

�d!��"��3

�(,�.2
' � � � �(# 687:9�;

u ∈ H1
Γ(Ω \B) ) B+*�A-,$B/. A C0* ; . D�1>C �	23.54
A�6+7 )98;:
�=<?>^< ,>A�.@2�BA*B. C0* �	23. A�. DEO ) 7 ) D&*

ũ ∈ H1
0 (Ω)

1 ) u =>M+2 ; C ) R
∫

Ω

∇ũ · ∇w =

∫

B

∇ũ · ∇w +

∫

Ω

fw, ∀w ∈ H1
0 (Ω).

� �<)��1�

TD2 ) C�= ) � � 
1�KW.!������ 
4������(9� Q���(XW'/H��(

.������(Y�XW H1
0 (Ω)

B
Ω \B �4�#
�(,�7��

(�! H1

Γ(Ω \B)
�M��(E
&��
��


���(�!������

4������( 2
∫

Ω

∇ũ · ∇w =

∫

B

∇ũ · ∇w +

∫

Ω\B
∇u · ∇w, � �<) �7�

� Q����W�\W7���.!����@�#

����������!����XW
u
W.!��I!������"������(>�XW��P�*))(7�a)

�
� WQ!Q
 ? ���&
K�"��(�(��+��
�� �RQ�������
$������(L� �<)`I��NW�!��U��(5������
 W�!�!���!U�@���.��

����/*�XWZ�e����(,� � ��WQ������
.��(73 W���F W

3 W.��!K�D
R!������"������(>�-WL� �<) (7�4)FEO( W?G�W.���
19H � 2 � 3JILKMI � � # 6	�ON , BGC ; * )

(
un|Ω\B

)
n

?P. Da= ) 2 O )RQ .@2S* ) 7 ) D&*$= ) 2�B u 8 A-, B/. A CT* ; . DU1 )V8;:
�=<?>P>1
,>D-B
H1

Γ(Ω \B) �

TD2 ) C�= ) � EO('/N
���!�
�(,�^�D
d���WGe���`W�(

 W8�XW.!U�XW.� �R�.����

������(�! �P�<)��1�*W.� �P�<)`I��]������!+W.(R���KW.(�
�(,� (un+1−ũ)
����&�YW /H��(

4������('��W�!�������(Y
 2
∫

Ω

∣∣∇(un+1 − ũ)
∣∣2 =

∫

B

∇(un − ũ) · ∇(un+1 − ũ).
� �<) � �

P0W%����� �����������*�-W��EW�(W�"��������!�
�(,�i� Q0��(���F,

�������J�XWYX �*��'*)[Z
�S\,'*)[] �+��� �
∣∣un+1 − ũ

∣∣2
1,Ω

≤ |un − ũ|1,B
∣∣un+1 − ũ

∣∣
1,B

,
� �<)�!1�

W.�K��

�P!����@��W 2
∣∣un+1 − ũ

∣∣2
1,Ω\B +

∣∣un+1 − ũ
∣∣2
1,B

≤ |un − ũ|1,B
∣∣un+1 − ũ

∣∣
1,B

,
� �<) � �

! �
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�������
������\W��=2
∣∣un+1 − ũ

∣∣
1,B

≤ |un − ũ|1,B .
� �<)��^]7�

� ��("!�� �
�D
/!������KWP�e��!�������3 W
ξn = |un − ũ|1,B

W�!��Q�"�5
�������!�!�
�(,�KWK�"��(

6
���(�3>W���F W�(,��W
) � Q0���	� Wi���.!����@�#

�
W�(W��
�!�!�
�(,�/B_��
	���������KWI��

(�!<�P�<) � �4)

�

�! K� �,	 89<4�L	 :���&-6 &GF D��

� 

(�!Y� Q;

��F�������� ? �ZW �<)����i� W3!`W����7�KW����YWS(���( !���
�(���
���� W.!�� 2 ∫
B

∇un · ∇w �8������!����XWL� W�!
/H��(

.������("!

un
W.�
w
!���(,�d��� ��(�� W�!P��
�("!

Ω
W4�d����(

J!����P� W/�1

������
�F WPF����1��
�� �*
�������!i���XW 

W7�-W���("�\W��

( Q W.!��I��
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���
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RF��.�����.�����\W/�-W
B
)

.^�����8����("������!KW.�C

W4����W[W����`W������<�-W/(�

�����KWIF��������.�������*�-W��EW.�i!�
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.�����KW
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���KWd�M�����O�"��������!KW.�U� WP!�����3 W��"� . H P U � �,��(	�������e��!KWP�XW6/N
����KWi��(
��

\�(XW.�ZW.(��K����
�
��\W/�-W

Ξ
)�
K������(�!P���XW<
 W%��

\�(XW.�ZW.(�� W.!��K�"��������!��/!`W��\W.�ZW.(,�I�M�����P� Q;

!�!KW.�M����
�F W

�XW ∫
B

∇ϕi · ∇ϕj �<��� ϕi W4� ϕj ���.!���F�(XW�(,�P�-W�! /H��(N
.������(�!+�XW=��
�!KW7

!�!���
����
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��1�&
������D

F WiF����1��
��2)
� 
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����"���KWM
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B
W�(E�D
�!������YW-�XW.!/��(,���.F���
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? W �"
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J3>W5
 B W.!��K(���(�3*���XW 2
∫

B

∇ϕi · ∇ϕj '
∑

Q⊂Ξh
Q∩B 6=∅

∫

Q
∇ϕi · ∇ϕj. � �<)����K�

� (XW /H����!��\W�! ? W���

6����`W�!>��(,�KW���!`W5
4�#
�(,� B �`W��M������!��Q��( 
 ? ����!�������(=(���3 W 

�:�XW9��

\�(XW��YW�(,�IVQ�\W
���KW.�&� W��7(���3 W 

�A
.��(�!���!��KW	B>����3*��!`W�� Q W�( 8 = 23·1 �����.�ZW.(,��!FW.���T� Q���(XW	�&
�(���6.�KWRF���(��.��
�� W��]
��
(���3>W 
��

` ≥ 0
� Q W�!��I�"��3*��!��FW�( 23`

�����.�ZW.(,��!�)
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Q
∇ϕi ·∇ϕj W�!��Q�"�5
����&�M��!�� WLW�(	�D
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��N��W.!

Qr

) � ��(�!�� ����(W
%2
∫

B

∇ϕi · ∇ϕj '
∑

Q⊂Ξh

Q∩B 6=∅

23`∑

r=1

∫

Qr

ε(r)∇ϕi · ∇ϕj. � �<)�� X1�

���
ε(r) =

{
1
!�� Qr ∩ B 6= ∅,

0
!���(���(

.
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(�(XW ��W � )

 � ��� H�
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γ = ∂B ���D) ? ; � ) C0*��+* 2 )
Q , ; * ) D CT* ; A ; B ,>D&*R1 ) B ,>A_OT.@2 ; *��T7 ) B 1 ) *�� � ) ��
4���KW W � ,52 )��0) 7 �,A ) ���D) � ) D	1
,>D&* < 1
,>D-B A ) ? , B I C ;D . C�B ; D&*QM+2 ) B@B )@< � B ,>=5. ; 2 A-, �&.^B@B ; 4 ; A ; * M 1 ) ?P. D-B ; 1EM+2 ) 2 CED D .@7 4 2 ) , B@B )�� O52 ,>D	1 1 ) � ,52+* ; ?GCEA ) B <? ) B 1 ) 2GD ; 6+2 ) B�B/. C�= ) D&* B/. D&*D1 ) � ) * ; * ) * , ; AHA ) ) * � ,52 BGC ; * ) 2 ,�� D ) 2 A ) B MGA\M+7 ) D&*HB ; D&* ) 2@B ) ?+* ,>D&*
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B
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4
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D/(C�����.!KW.(��KW��"(C�KW�!��I(��������������XW7!��������\WI�*�"�B
���(�!���!���W5BR���KW.(����`W

Ω
�\W 
.�
�,W

] − 1, 1[3
W.�
B�D
 �e���"�\W.

W.(������ W_B&� Q0������F���(XW W4�J�XW���
 /���(

R = 0.4
)�D/( 
 ? W.�:
 ? W	B�
����"�����<���YW��d�D
	!������"������(W���

�����1�"��6��YW7!��"��3

�(,��2

T
N





−∆u = f
��

(�!
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[0, T ]

ulR
SÊc�S�h�e%a}\_`_c�h�`_S-WËV_Y[e�h%c�h�c�a�SU\-WW{��coS�h�W,e� ^Y[WoW W�\XW�hKWGbnV_T�¢
tn = nδt

V�a�`Xe
0 ≤ n ≤ n?

a�­
δt = T

n?

WGTsh!W W�V]Y[T"ZGa[e%eKW,T%V~a�S_\]Y^S hGu
Ì ¬
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+ Y[e�b4cEW\WGT�\Xc-,nZG`_W�h�f,T
coS_®XfGeKW,S�h�WGT��:W
Y�e�fGT�a�Wo`Xh%coa�S¯\XWGT�fGi `]Y�h�coa[S_T�\XW ½�¾�¿E��ÁÃÂ�Ä$ÅÃÆ7ÇEÈÀÁÃÉ WGTshW
YDV_e%c�TKW[W,S�ZGa�bnVXh�W!\_`�h�W,e%bYW
S_a�S:W�coS_fGY[coe`W�¢
( § · ∇) § u/.!�_S:\XW�T%`_e�b4a[S hKWGelZ W,h�h�W
\_c0,nZG`_W�h�f[|�a�SY²Z�®_a�c�T%cP\XW�\_c�T%Z,e%f,h%coT`WGe"Z
W�h�W,e%bYW�V]Y[eIWoYtb4f?h�®_a}\XW�\XW,TjZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�T�h�c�i `XWGT £  [a�coe21 �43l��Â°Ç6575OÁ]¾ 8

9 ��¥;:*W?h=< �ÀÅ&>7?�� 9A@CB :�¤&D]coW°T,�©Y^p�c�h"\���`_S�h�e%Y[c�hKWGbYWGS�h"W
Y[p[e�Y[S_p[c\WGS>\XW�W
Yt\_f,e%c� [f
W�h�a[h�Y[W\WM¢
D §
Dt

:=
∂ §
∂t

+ ( § · ∇) § , £ �Xu B ¤
Y[V_V,WGW�f
W�fGp�Y[W\W,bZW,S hl\_fGe�c� �f WDV_Y[e�h%coZG`XW
Y[c�eKW[u

+ Wo`_T�V_e�fGZ,coT%f,bZW,S�h�|�WoY4h�e%Y��`WGZ?h�a�c�eKWt\���`_SXW²V_Y[e�h%coZG`XW\WDq_`_co\XWM\]Y[S_T�`_S f,ZGa�`XW\WGbYWGS�h�Y�k�Y^S h�`XSXW }c�hKWGT%T`W § (t, .)
W?h"TKW�h�e�a�`X ^Y[S�hj�²W
YtV~a�T%c�h�coa[SFE Y^`�hKWGbnV_T

s
W,T�hjS_a[h%f
W

χ(t, s;
E
) £HG a�c�elW
YM�_p�`_eKW�Xu©¥�¤?u

χ
Y[c�S_T%cP\_f?�]S_c WFWGT�h!\_a�SXZ�T�a�Wo`�h�coa[S:\XW�W{��fGi `]Y^h%coa�S:\_c0I°f,eKW,S h%c\W,WoW\W�a�e%\_c�S]Y[c�eKWM¢





dχ(t, s;
E
)

dt
= § (t,χ(t, s;

E
)), t ∈ [0, s],

χ(s, s;
E
) =

E
.

£ �Xu©��¤

R
S S_a^h�W
χ
n+1,n(

E
) = χ(tn, tn+1;

E
)
uER
S/`Xh�c�WocoT`WrW{��Y[V_V_e�a���c�b>Y^h%coa�S T�`_c� ^Y[S�hKW4V~a�`_e�W
YK\_fGe�c� �f Wh�a^h�Y[W W WGS�h�W,b4V_T�¢

D §
Dt

'
§ (tn+1,

E
) − § (tn,χn+1,n(

E
))

δt
£ �Xu @ ¤

J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4JJ4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J4J

K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4KK4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K4K

L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4LL4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L4L

M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4MM4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M4M

tn+1

χ
n+1,s

δt

tn

χ
n+1,n+1

χ
n+1,n

N g`\Dxdi

O ibx6[mj2g

�L���I� �Xu©¥M��±Pcop�S-W�Z�Y[e%Y[Z,h%fGe%c�T�h%coi `XW[u
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� SXWM\XW,T
V_e�coS_Z,coV]Y[W WGT"\_c0,4Z,`_W�h%fGT!Wocof WGT!�4WoY4e%f,T%a�W�`Xh�c�a�SK\XWGT
f,i `]Y^h�c�a�S_T!\XW ½�¾ ¿E��ÁÃÂ°Ä?Å]Æ7ÇÀÈÀÁÃÉ

WGT�h"W W
ZGa[`_V_W
Y^p W[W,S h%eKW�W WGTlc�S_ZGa�SXS}`-WGT § W?h p V]Y[e«W
YMZ,a�S�h�e�Y^coS�h�W
\°��c�S_ZGa�bnV_e`WGT%T�cod_c�Woc�h�f[u ±*W,TIb4f?h�®�ya�\XW,TO\-WLV_e�a��`WGZ?h�c�a�SDc�S�h�e%a}\_`_c�h�W,TPV]Y[e�� �	����

�AÇÀÂ7� 5 9 ��¥�|���¨;:�W,h�� ����Á��
¾�� 9 @ @ : V~a�`_eAY[VXV_e%a}Z�®XWGeS}`Xb4f,e%coi `XW,bZW,S�hgW\WGTwT�a�Wo`�h�coa[S_TE\XW,TwfGi `]Y^h%coa�SXTw\XW ½�¾�¿E��Á~Â°Ä$ÅÃÆ7ÇÀÈEÁ~É coSXT�h�Y�h�coa[S_S]Y[c�eKWGTOT%a�S�hgWoY[e%p W$ybZW,S h�`Xh�c�Woc�T%f
W,T!V~a�`_ejW\W,`_ejT%cobnV_W�coZGc�h�fFW?h�W WG`_e�W ,nZ�Y[Z,c�h%f[u°�0W,h%hKWMZ,W
Y[T�TKWM\-WMbnf,h�®Xa�\XW,T�V,WGe�bZW?h�\XW\_fGZ,a�`_V_W WGewW\W,TgY[V_V_e�a��Xc�b>Y�h�coa[S_TO\-WIW
Y� }c�hKWGT%T`W W,hg\XWIWoY�V_e`WGT%T�coa�Sn�
Z�®]Y^i}`-WjV_Y[Tw\XWlh�W,b4VXTG|�f? �c�h�Y[S�hY[coS_T�cPW\W,TI\_c-,nZG`XW�h�f,TIcoS_®XfGeKW,S�h�WGT!�²W
Y²e%f,T%a�W�`Xh�c�a�S:\_`KV_e%a[d_Wo�,bZW�\XW ÅÃÆ7ÇEÈÀÁÃÉ u�0WtT�a�S�h�\XW,T�b4f?h�®_a}\XWGT�\XWtb4Y[e%Z�®XWSWGSxhKWGbnV_T��>V]Y^T��(e�Y[Z?h�c�a�S_S]Y[c�eKW,T! }coT%Y[S�h���\_f,ZGa�`_VXW\WGe�W\WZ�Y[W�ZG`_W}\XWlWoYj }c�hKWGT%T`W W,hÀZ
WGW�`_c}\XWlW
YjV_eKW,T%T�coa�S�| WGSte�fGT�a�W� ^Y[S�hÀ\_Y[S_TÀ`_S²VXeKWGbnc\W,eAhKWGbnV_TE`XS²V_e%a�dXWo�GbYW\XW>Z,a�S�  WGZ?h�c�a�S�yz\Xc-I�`_T%c�a�S/hKWGWoW Wri}`-W>W
Y: }c�hKWGT%T`W>e�fGT%`XW�h�Y^S hKW>S��_WGTshtV]Y^Tt��\Xc�  W,e%p W,S_Z
W4S `_WoW W[|7V_`_c�TG|\]Y[S_Tw`_SM\XWG`���c��GbYW«h�W,b4V_T,|[Z WGWoW W?y ZGcEWGT�hÀV_e%a��`W?h�f WIT%`_eÀ`XS WGT%V_Y[Z
WI\XWL�(a�S_Z,h%coa�SXTÀ��\_c�  W,e%p W,S_Z
WIS `_W�W\WY^�]Sx\XWDT�Y^h%coTs� Y[coe`W�WoY4Z,a�S�h�e�Y^coS�h�W�\���coS_Z,a�b4VXeKWGT�T%c�d_coW�c�h�f^u]±w�©Y^S]Y[W�k}T`WD\XWDZ
W,T
b4f?h�®_a}\XW,T[WGTsh
\_a[S_S_f
W\]Y[S_T�� ����Á��
¾�� 9A@�� :{u
� �,TgW\WG`XewcoS�h�e�a�\_`XZ,h�c�a�S²V]Y[e�� �	����

�AÇÀÂ7� 5 W?h�� ����Á��
¾�� |�W WGTwbnf,h�®Xa�\XW,Tw\XW"V_e%a��`WGZ,h%coa�Sra�S�h� Y[c�hOW{��a�d}�`W?hÀ\���`_Stp�e%Y[S_\tSXa�btd_e`W«\XW«h%e�Y� ^Y[`���u��Oa�`�h�WGTEW\WGTEY[V_V_e�a�Z�®-WGTwT%a[`_Tsy��%Y[Z
W,S hKWGTÀV,WG`�  WGS�hg�?h�eKWZGW
Y^T%T%f WGT W,S¯\XW,`���Z�Y^h%fGp�a[e%c\W,TD¢ÃZ WGWoW WGTjd]Y[T�f
WGT�T%`_ej\XWGTjh�W,Z�®_S_coi `XW,T
\XWDZGa�e�eKWGZ?h�c�a�S�\-WMW
YrV_e`WGT%T�coa�S

W,hjZ
W,WoW\W,TId]Y[T�f
WGT!T%`_e"\XW,TIh�WGZ�®XS_coi `XW,T!\XW�Z,a�e%e`WGZ,h%coa�SK\XW�W
YM }c�h�WGT�TKW^u
R
S¯Z,c�hKWDV]Y^e�W$�-W,b4VXW\W�W\W�T%Z�®_f,b>Y W,S O(δt2)

V~a�`_ejW
Y² }c�h�W,T%T`W WGS¯S_a�e%bYW � 2 c�S�h�e%a}\_`_c�h"\]Y[S_T
���©Ä"!l�$#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¨�¥ :�W,h ���«Å��AÁ 5 9 @ ¥;:�|°WoY4S_a[`X  W,WoW\WD [Y^e%c
Y^S hKWMd]Y^T%f
WMT%`_e�`_S-WtZGa�e�eKW,Z,h�c�a�Sx\XWW
Y
 }c�h�W,T%T`W�coS�h%e%a}\_`_c�hKWl\]Y[SXT ���©Ä&!l�'#�8AÁ~Â���Ç65�% W,h ���PÅ��OÁ 5 9 ¨[¬ :�| V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�`_SXW"ZGa[S  >WGe�p WGS_Z W
WGS O(δt2)

T�`_egW
Y� }c�hKWGT%T`W�W,S4SXa�e%bYW(� 2 W,hg`XSXW"ZGa�S�  W,e%p W,S_Z
W�WGS O(δt
3
2 )

T�`_egW
Y� }c�hKWGT�TKW WGSrS_a�e�bZW
) 1 W,h"WoYMV_eKW,T%T�coa�S WGSKS_a�e�bZW

L2
|�W,hLW,SX�]SKW\W
T�Z�®_fGb4Y²coS�h�e�a�\_`Xc�hl\_Y[S_T ���©Ä&!l�*#�8AÁ~Â���Ç65�% W?h ���Å��OÁ 5 9 ¨�¨ :�|Ãi}`XcAa[`Xh�e`WDW W�� Y^c�h"i `���coWPT%a[c�h WGS O(δt2)

V~a�`_ejW
Y²V_eKW,T%T�coa�S�|�W,T�h!fGp�Y[W WGbYWGS�hj\���a�e%\_e`W
2V�a�`XejWoYM �a�esh�c�ZGc�h%f[u

� Y^S_T�W W�ZGY[\_e`WM\XWDZ
WMb4Y[S `_T�ZGe%c�h�|]S_a[`_T�S_a[`_T�W�cobnc�h�W,e%a�SXTIY[`��K ^Y[e%coY[S�h�W,T!i `_c7a�S�h
f?h�f�cobnV_Wof$ybZW,S h%f
W,TI\]Y[S_TlWoYDh�®X�GTKW^|-W,SKW���a}ZGZ,`_e%e`WGS_Z W
W\W!T%Z�®_f,b>Yt\-W
V_e%a��`WGZ,h%coa�S>coS�h�e�a�\_`Xc�hLV]Y[e,+ � �.- ��%OÇ68
W,h ���©Ä"!l�/# 8AÁÃÂ���Ç45�% \]Y[S_T 9 ¥;:�W,h!W\W�T%Z�®_f,b>Yn\XW1032�4658797958:�;�coS�h%e%a}\_`_c�h"\_Y[S_T ���©Ä"!l�/# 8AÁÃÂ���Ç45�%
W,h ���ÀÅ��OÁ 5 9 ¨�¨ :�u
<'=�>�?�@BADC�EGF�HJILKME�=ONJPQISRUT � AWV�H�AWR�V�EYX[Z\A�]QE�HJ^'P9R

+ a�`_eÀWoY�\_coT�ZGe�f,h�c�T�Y^h%coa�S WGS²h�W,b4V_TE\XWGTwf,i}`_Y^h�c�a�S_TÀ\XW ½�¾�¿À��ÁÃÂ°Ä$ÅÃÆ7ÇÀÈÀÁÃÉ a�SrY
Z�®_a�c�T%c_\°��`Xh%coW�coTKW,e`_S>T�Z�®_fGb4Y�\-W!V_e�a��`WGZ?h�c�a�Sn±AY^p�e�Y[SXp W?y`_�Y[W WGe�¡}c�S�u[�0W,h%hKWj� Y^b4c�WoW\WL\XW"T%Z�®_f,b>Y^T«Y�f,h%f!Y^S]Y[W�k}T�f
W"\]Y[S_T
+ � �.- ��%EÇ68 W?h ���©Ä&!l��#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¥;:�u � S>\-WGTlY� ^Y[S�h�Y^p WGTLb>Y��`W,`_e%T�\XW!Z
W,h�h�W�Y[V_V_e�a�Z�®XW�WGTsh«\XWh�e�Y^c�h�W,e"W\W�h�W,e%bYWDZ,a�S�  WGZ?h�c��g\XWDb4Y[S_c��Ge`W$W$��V_Woc�ZGc�hKW W,h!\XWDp�Y[e%\XW,e!W WGTja�V~fGe�Y�h�WG`Xe%TjT�k}b4f?h�e�coi `XWGT�W,hcoS� ^Y[e%coY[S�h�T WGSrh�W,b4VXTGu�±w��co\_f W W,T�h�\XW"ZGa[btd_coS-WGewW
Y
bnf,h%®_a}\XWI\XWGTgf,WofGbYWGS�h%Tg�_S_coTgY�  W,Z!WoY
b4f?h�®_a}\XW\XWGTjZ�Y[e%Y[Z,h%fGe�coT�h%coi `XW,TjVXe%fGT`WGS�h�f WM\]Y^S_T"W
YtTKW,Z,h%coa�S��Xu©¥�u��[u

±w��co\_f W�V_e�coS_Z,coV]Y[W W"ZGa�bnbt`_SXW��Dh�a[`_TlW\W,T«T�Z�®_fGb4Y[TI\XW!V_e%a��`W,Z,h%coa�S W,T�hI\-W
\_fGZ,a�`_V_W WGelW WGT W I�W,h�T �c�T%i `XW,`�� \X`Êq]`Xco\XWË\XWËW{��coS_Z,a�b4VXeKWGT�T%c�d_coW�c�h�fK\XWËW{��fGZ,a�`_W\W,bZW,S�h�|IcoW�T:T%a�S�h¯Y[coSXT%c�d]Y[T�fGTKT%`_eK`_SXWT�h�e%Y^h�f,p�c\W�\XWba/VXe%fG\XcoZ,h%coa�S}yzZGa[e%eKW,Z,h%coa�S$c�u
R
SºcoS�h�e�a�\X`_c�h�\Xa�S_Z²\XW,`��ËT%`_c�h�W,T

( § n) W,h ( §̃ n) V�a[`_e�W
Y> }c�hKWGT�TKW W,h�`_SXWrT�`_c�hKW
(pn)

V�a[`_e�W
YV_eKW,T%T%c�a�S�h�WGW�W\W�i `XW��²Z�®]Y[i `XWDV]Y[TI\XW�h�W,b4V_T�¢
Ì �
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(˜§ n) T%a�c�hg`_SXW a¯V_e%f,\_coZ?h�coa[S�ct\_`nZ�®]Y[bnV4\-W" }c�h�WGT�TKW^|} [fGe%c��ÃY[S�h�W\W,T�Z,a�S_\_c�h�c�a�S_TgY[`��²Wocobnc�hKWGTb4Y[coT«V]Y[T"S_fGZ WGT�T�Y[c�eKWGbYWGS�h!W
YtZ,a�S�h�e�Y^coS�h�W�\XW�\_c�  WGe�p WGSXZ
W�S `_WoW W[|�
( § n) T%a�c�hw`_SXW a�Z,a�e%e`WGZ?h�coa[S�cM\XW

( §̃ n) ��\_c� >WGe%p>WGS_Z WjS `_W�W\W^|[b4Y[coTÀS-Wl �fGe�c��aW"V]Y^TÀ�(a�e%Z,fGbYWGS�hW WGTIZGa[S_\_c�h%coa�SXT"Y[`���W�cobnc�h�W,TG|�
(pn)

TG��Y���`_Tsh�W W,S �(a�S_Z?h�c�a�S/\-W
( §̃ n) W?h²Y[V_V~a�esh�WnW
Y�ZGa�e�eKWGZ?h�c�a�S S_f,Z
W,T%T�Y^coeKW4DEa�S/S_a[h�W4i `XWZGY[WoZ,`_W\W,e

( § n) e`W, }c\W,S h!�²Z�Y^WoZG`XW\WGe
(pn)

u
R
S¯coS�h%e%a}\_`_c�h"W WGT WGT�V]Y[Z
W,T��

h ⊂ ) 1(Ωf )
W?h
Mh ⊂ L2(Ωf )/R

ZGa�bnbZW�f?h�Y[S�h�\XWGT!Y[V_V_e�a��Xc yb4Y^h�c�a�S_T«\XcoT%Z,e%�?h�WGT"V]Y^eIfGWof,bZW,S�h�Tl�]S_c�Tl\XW ) 1(Ωf)
W,h
L2(Ωf )/R

d]Y[T%f WGT"T%`XeI`_SXW�h�e�c
Y[S_p[`_W
Y^h%coa�S\_`�\_a�b4Y[coSXW
Ωf

u�R
S¯coS�h%e%a}\_`_c�hjY^`_T%T�c��
h

W�� W,T%V]Y^Z
WM\Xf,�]S_cAV]Y[e��
h =

�
h + ∇Mh

u~�!a^h�a�S_T!i `XWZGa[b4bYW:W\W,Tt�(a�S_Z,h%coa�SXTn\-WKW�� W,T%V]Y^Z
W
Mh

T�a�S�h>Z,a�S�h�c�S}`-WGTG|gV~a�W�k}S	�[b4coY[W\W,TDV]Y^enbna�e�Z
W�Y^`���|wZ
WGW�`_c�yZGcLW,T�hn\_a�S_ZKcoSXZGWo`XT²\]Y[S_T
H1(Ωf )

| W,hnV]Y[erT�`_c�hKW
�
h ⊂ � 2(Ωf )

u�R
S \Xf,�]S_c�hnW\WGTr\XW,`��mT%`Xc�h�W,T
( §̃ nh)0≤n≤n? ⊂ �

h

W,h
( §̃ nh)0≤n≤n? ⊂ �

h

±*WjT%Z�®_f,b>Y�\_coT�ZGeKW?h«\-W�V_e�a��`WGZ?h�coa[S��[±7Y[p�e%Y[S_p W$y _�Y[W\W,e%¡ coS
WGTshj\_a�S_Z�W\W�T�`_c� ^Y[S�h�¢Xh%e%a�`X >WGe

( §̃ n+1
h , pn+1) ∈ �

h ×Mh

|�h�WGWPi `XWn¢


 HJ?�C�P =ONJPQI�R



(˜§ n+1
h − ˜§ nh ◦ χ

n+1,n
h

δt
, � h
)

+ ν(∇ §̃ n+1
h ,∇ � h) +

(BTh (2pnh − pn−1
h ), � h) = (fn+1, � h), ∀ � h ∈

�
h.£ �Xu � ¤


 HJILKME�=ONJP9I�R



(
∇(pn+1

h − pnh),∇qh
)

=
(∇ · §̃ n+1

h , qh)

δt
, ∀qh ∈Mh,

§ n+1 = §̃ n+1
h − δt∇(pn+1

h − pnh),

£ �Xu Ì ¤

a�­ Bh
W,T�h!W{��a�V~fGe�Y�h�WG`Xel\XW�\_c� >WGe�p WGS_Z WD\XcoT%Z,eKW?h!\-W��

h

\]Y[SXT
Mh

W,hLW,T�h!\_f,�_S_cPV]Y[e

∀( � h, qh) ∈
�
h ×Mh, (Bh � h, qh) =

∫

Ωf

� h · ∇qh = ( � h,BTh qh). £ ��u�����¤

� R�EGR�I § � E�]9]9E = ]QA����ME C�E��M=�>�?�@BA��1C�E 032�4658797958:�;
� W7TG��Y[p�c�h"\-W�T�Z�®_fGb4Y[Tji `_c7a�S�h!f?h�f�e%f,Z
W,b4bYWGS�h!coS�h�e�a�\_`Xc�h�T«V]Y[e ���©Ä&!I�*#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¨�¨ :{u�R
STKW¯Wocobnc�hKW�\]Y[S_T�Z W,h�h�WxV_e�fGT`WGS�h�Y^h%coa�S»Y^`�T%Z�®_f,b>Y \°��a�e�\_eKW

1
u G a[coe 9 ¨�¨ :
V~a�`_e4V_Wo`_T>\XWx\_f?h�Y[c�WoTG|S_a[h�Y[bnbZW,S hlT%`_ejW
YM ^Y[e�c
Y[S�h�W�\°��a�e�\_eKW

2
u±w��c�\_f
W4\XW�d]Y[T`W W,T�h²\���coS�h%fGp�e`WGeMW���f,i `]Y^h�c�a�SË\XWGTtbna�bYWGS�h�T £ �Xu���¤FWGS VXeKWGS_Y[S�h²\XWGTMp�e�Y[\Xc\WGS�h%TZGa[b4bYW
�(a�S_Z?h�coa[S_Tlh�W,T�h�|aW?h WGSK`Xh�c�WocoT%Y[S�h
¢

(
∂ §
∂t
,∇q) = −(∇ · ∂

§
∂t
, q) = 0, ∀q ∈ H1(Ωf ). £ ��u�����¤

.�c�S_T%c�|_coW~ }c\WGS�h�¢
∫

Ωf

∇p · ∇q =

∫

Ωf

(f + ν∆ § − ( § · ∇) § ) · ∇q, ∀q ∈ H1(Ωf ). £ ��u���¥[¤

Ì @
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������	
������� � ��� ������	
�
��� �!� � �"��#$� � �%&('�	(��) � �
.!�]S�\-W!T�cobnV_Woc��aWGewWoY�V_e�fGT`WGS�h�Y^h%coa�S°|�a�SnT%`XV_V�a[TKW
\]Y^S_TLZ W,h�h�W�T`WGZ?h�coa[S>i `���a�S:YDVX`�Y[V_VXe%a���cobYWGe�W\Wh�WGe�bZW�S_a�SKWoc�S_f�Y^coeKW £ V]Y[e"W
Y²bnf,h%®_a�\-W�\-WGT�ZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�T�h�c�i `XWGTja�`KV]Y[e"`_SXWDY[`Xh%eKW�h�WGZ�®XS_coi `XW�¤?u°R�ScoS�h�e�a�\_`Xc�h

gn+1 = f(tn+1) − (( § · ∇) § )n+1 uÃ±*W�T%Z�®_f,b>YnZGa�SXT%co\XfGe%f W,T�hj\_a�S_Z�W W�T%`_c� [Y^S h�¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu���¨�¤

(∇pn,∇q) = (gn+1 + ν∆ § n+1,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu���¬ ¤
� Y[S_T�Z
W?h%hKWr�(a[e%bt`_WoY^h�c�a�S�|Ãa�S W,T�hDY[bYWGS_f²�:ZGY[WoZ,`_W\W,e

∆ § n+1
i `_cwV,WG`�h�SXW²V]Y[T��?h�eKW²dXc\WGSº\_f?�]S_c\]Y[S_TtW W4ZGY[\_e`W>\XW4W
Y�bnf,h%®_a}\XW4\-WGTtf,WofGbYWGS�h%TD�]S_c�TGu � SXW4T%a�W�`Xh�c�a�S/Y[W�hKWGe%S_Y^h�c�  WnV�a�`XeDf? �c�h�W,eMZ
WV_e%a�dXWo�GbYW�ZGa[S_T%c�T�h�W��²e%f,fGZ,e%coe`W�W\WGT"f,i}`_Y^h�c�a�S_T £ ��u���¨�¤zy £ �Xu���¬ ¤LT�a�`_T"W
Yt�(a�e�bZW
T�`_c� ^Y[S�hKWn¢

§ n+1 − § n
δt

− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1
|∂Ωf

= 0, £ �Xu�� B ¤

(∇(pn+1 − pn),∇q) = (
§ n+1 − § n

δt
,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu�����¤

�!a[h%a�S_TKi}`-W W\WºT�Z�®_fGb4Y \_f?�]S_c�V]Y[eKW\W,T�fGi `]Y^h%coa�S_T £ ��u�� B ¤ y £ �Xu�����¤�SXWËZGa�e�eKW,T%V~a�S_\ V_Y[T¯� `_SXWb4f?h�®_a}\XW"\XW"V_e%a��`WGZ,h%coa�Sn��V_e�a�V_eKW,bZW,S�hLV_Y[e%W WGeG|^V_`_c�T%i `XWjW
Y� }c�hKWGT%T`W § n+1 S��_WGTsh«V_Y[T���\Xc�  W,e%p W,S_Z
WS}`XWoW\W^u�«a�bnbYW²\]Y[S_TDW\WGT�T�Z�®_fGb4Y[TM\-W4Z,a�e%e`WGZ,h%coa�SË\XWnW
Y: }c�h�W,T%T`W W,h�\XW4ZGa�e�eKW,Z,h�c�a�SË\XW4WoY:V_eKW,T%T%c�a�S�|W{��a�e%\_e`Ww\_`�T%Z�®_f,b>Y £ �Xu�� B ¤{y £ �Xu�����¤°V,WG`Xh7�?h�eKW�Y[bnfGW�coa�e�f"WGS�eKW,b4VXW
Y � Y[S�h ∆ § n+1
V]Y^e −∇×∇× § n+1

£ WGSK`Xh%coWoc�T�Y[S�hIW���c�\XWGS�h%c�h�f
∆ § n+1 = ∇∇ · § n+1 −∇×∇× § n+1

¤?|]Z
W�i `_cP\_a[S_SXWr¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu�� @ ¤

(∇(pn+1 − pn),∇q) = (gn+1 − ν∇×∇× § n+1,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu�� � ¤±�WI� Y[c�hÀ\XW"SXWIV_Y[Twh�WGSXcoeÀZ,a�b4V�h�WI\_` ∇· § n+1
\]Y[SXTwW{�_W?��V_eKW,T%T�coa�Sn\XW

∆ § n+1
V,WGe�bZW?hg`_SrZGa�S�h%e ��W W[|

� 2��"5����"5�|7\XW>WoY�\_c�  W,e%p W,S_Z
W4\XW>WoY� }c�hKWGT�TKW[u .!�]S \���f? }c�h�W,eM\XW4Z�Y[W�ZG`_W WGe W?��V_W�coZ,c�h�W,bZW,S�hDW WnhKWGe�bZW
∇×∇× § n+1

|]a�S�b4a[S h%eKW £  [a�coe 9 ¨�¨ :�¤li `XW�W\W�T�Z�®_fGb4Y £ �Xu�� @ ¤zy £ �Xu�� � ¤ WGT�h!Y[`XT%T%c7f,i}`Xc� ^Y[W\W,S�hj��¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu�� Ì ¤

(∇ψn+1,∇q) = (
§ n+1 − § n

δt
,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ), £ �Xu©¥ ��¤

pn+1 = ψn+1 + pn − ν∇ · § n+1. £ �Xu©¥���¤
� Sx\XW,T�Y� ^Y[S�h�Y^p WGT!\XWDZ WMT�Z�®_fGb4YZW,T�h
i `XW�W
YrV_e`WGT%T�coa�S�S��_WGT�h�V_Wo`XT!Z,a�S�h�e�Y^coS�h�WD�n\-WGT�Z,a�S_\_c�h�c�a�S_T\XW ½�Á 8��
¾4575 ®_a�bna�p��GS-WGTlY^e�h�c��]ZGc WGW�W\WGT,u}�0W�T�Z�®_fGb4Y WGTshI\���a�e%\_e`W

1
V�a�`Xe«W
Y� }c�h�W,T%T`W[|XWoYDV_e`WGT�T%coa[S

W,hjW
Yt �a[e�h�c�ZGc�h�f £ Z,��u 9 ¨�¨ :
¤?uÃR
S�h�e%a[`X  W�Y[`_T�T%c7\]Y[SXT 9 ¨�¨ :7`_SXW� ^Y[e%coY[S�h�W�\���a�e%\XeKW
2
u

*>³	� µ¶6,07JL·E1l¸76,075�¸76?8D¹ ."¹ ."07NK5�J«. 9:."0 1�
43�5�¸76,8D¹�0 9:. ;<5j=46?.l·A@
Br¸78DCD."0

�«a�bnbYW
\_fGZ,e%c�h!\_Y[S_T"W
YtT`WGZ,h%coa�S�V_e�fGZ,fG\XW,S hKW[|~W
Y²\_c�T%ZGe�f,h%coT�Y�h�coa[S WGS�h�WGbnV_TI\XW,T!f,i `]Y^h�c�a�S_TI\XW½�¾�¿À��ÁÃÂ°Ä$ÅÃÆ7ÇÀÈÀÁÃÉ V]Y^e�`XS T%Z�®XfGb4Y�\XW4V_e%a��`W,Z,h%coa�SËZGa�bMd_coS_fnY�  W,Z>WoYKbnf,h%®_a�\-Wn\-WGTMZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�Tsyh�coi `XW,T SXa�`_TjZGa�S_\X`_c�hG|��nZ�®]Y[i `XWDV]Y[T�\-W�hKWGbnV_TG|~�4\-WG`���V_e�a�d_Wo�,bZW,T!\XfGZGa[`_V_Wof,TM¢Ã`_S�V_e%a�dXWo�GbYW
Ì �
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	 �o�}	 � �z����	
�������O�[�
� � & �����%	
�����
� �
\XWrhzk}V�W�� Á ?L���AÇ6?GÆ��  �fGe�c��]fnV]Y[e�W\WrZ�®]Y^b4V/\XW4 }c�hKWGT�TKW § | £ �Xu � ¤
a�` £ �Xu�� Ì ¤�|�W,hD`_S V_e�a�d_W��GbYW\XW�hzk}V�W 3lÇÀ��É�É�Ç45  [fGe�c��]f�V]Y[e"W
Y²V_e`WGT�T%coa[S

p
| £ �Xu Ì ¤la�` £ �Xu©¥ ��¤�u .�coSXT%c{|]a[S�T,� W,T�h!e�Y[bYWGS_f�\]Y^S_T!W WZ�Y^\_eKWD\XWGT
VXe%a�d_W��GbYWGT�WGWoW�coVXh%coi `XW,Tj\_Y[S_T�\-WGT
\_a[b>Y[c�SXWGTjV,WGe��(a[e%fGT,u R
SxV~a�`_e�e�Y4Y[coS_T�cO`�h�coW�coT`WGe"W\W,Tbnf,h�®Xa�\XW,TM\_f?  W,Woa�V_V~f
W,T²\]Y[S_TMW
Y�VXeKWGbnco�,eKWnV]Y[esh�c\Wn\XW�Z W�b4Y[S `_T%Z,e%c�hGuA±�W>V_e%a�dXWo�GbYWYWGS  }c�hKWGT�TKWTKW,e�Y�\_a[S_Zt\_c�T%ZGe�f,h%coT%fDV]Y[e!W
Y������������ W,h�W WDVXe%a�d_W��GbYW W,S V_eKW,T%T%c�a�SxV]Y^e�W\WDT%Z�®_f,b>Y�\-WtV_e%c�TKWSWGSZGa[b4VXhKWr\XWGT�ZGa�SX\_c�h%coa�S_T�\-W ½�Á&8��
¾ 5 5 c�S h%e%a}\_`_c�h�\]Y[S_T�W WnZ�®_Y[V_c�h%eKW B u � Y^S_T�h%a�`_T�W\W,T�Z�Y[W�ZG`_W�Ti `XW�S_a�`_TjV_e%f,TKW,S hKWGe�a�S_T�\_Y[S_T"W\W�Z�®]Y[VXc�h�e`W @ |_a�S�Yn`�h�coW�coT�f
\XWGTjfGW�fGbYWGS�h�TI�]SXcoT"\XW�hzk�V,W

8Q1/Q1
|Z[�_WGTsh�yz��yz\_c�eKWr`_SXWnp�e�coWoW WMV~a�`_e�W
Y� }c�hKWGT�TKW>\-WG`��º�(a�c�T�V_Wo`_T��]S-W4i `XWnZ
W,WoW\W²V~a�`_e�WoY�VXeKWGT�T%c�a�S £  �a�c�e�]p�`XeKW��Xu�¨�¤?u

G c�hKWGT�TKW ª + eKW,T%T%c�a�S
G c�hKWGT�TKW

�����I� �Xu�¨D� _�e%c�WoW Wj }c�hKWGT�TKW���V_eKW,T%T%c�a�S
(8Q1/Q1)

u
� Z
WËT�h�Y^\XW[|Ia�S Y¼coS�h�e�a�\X`_c�h W?hKcobnV_Wof,bZW,S h%f \XWGT�a�`�h�coW�T:V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�W
Y¼T�cobt`_WoY^h�c�a�S�\XW,TfGZ,a�`_W WGbYWGS�h�q]`Xco\XW,T!h�e�co\_c�bZW,S_T%c�a�S_SXW,WoTI\]Y^S_T
`_Sx\Xa�b>Y^coSXW�ZGa[S hKWGS]Y^S h
\XWGT
a[d_T�h�Y[ZGW WGTGu��wSxa�`Xh%eKW^|a�SÊY Y[`_T�T%c�ZGa[S_T%c�\_fGe�f W\WxZGY[T�a�­»W\Wxbna�`X >WGbYWGS�h�\XWGT�V]Y^e�h�c�ZG`_W WGT W,T�h�cobnV~a�T%f £  �a�c�e:Z�®]Y[V_c�h�e`W

@ ¤$uA�0WGV,WGS_\]Y^S hG|Oc�WweKW,T�h�W4�:h�e�Y^c�h�W,e�W
Y�V_e%c�TKW WGS/ZGa�bnVXhKWn\X` bna�`X  W,bZW,S�hDc�S_\_`_c�h�V]Y[e�W\W,T��(a[e%Z
W,T®�k}\_e%a}\Xk}S]Y[bncoi `XW,T�W$�-W,e%Z,f
WGT!T%`_e"W WGTIV]Y[esh�c�ZG`_W WGTGu±w��a�d �`W,hK\XWºW
Y T`WGZ,h%coa�SÊT%`Xc� ^Y[S�h�W WGTshK\XWº\_f, >WGWoa[V_V�W,e�\XWGT�a�`Xh%coW�T�V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�W
Y¼V_e�coT`W WGSZGa[b4VXhKW�\-W�h�W,WoTnb4a[`X  W,bZW,S h%TGuL±w��c�b4V_W�fGbYWGS�h�Y�h�coa[S¼\���`XS�b4a}\_`_W W:ZGa�e�eKW,T%V~a�S_\]Y[S�h��/W
YºV]Y[esh�c WcoS�hKWGe�Y^Z,h�c�a�S�q]`_co\-W?yzV_Y[e�h%coZG`XW\W�S��_WGTsh
V]Y[T WGSXZGa�e`W�� Y[c�h�W W,h�WGW�W\W�� Y[c�h"W{��a�d}�`W,h!\XW�S_a�TjV�W,e%T�V�W,Z,h�c�  W,T��h�e��GT"ZGa[`_e�h"h�W,e%bYW[u
*4³ � !¶¹ F 8n9#"IH,.2N 8M3�· H%$z6,¹²¸7.l·À5�JL¸76?8M¹ &�3�6,9:.«@_NK5�·O¸76,Jl3:H?.

±*W�bna}\_�GW Ww\���c�S�h�WGe%Y[Z,h%coa�S�q]`Xco\XW$yzV]Y[esh�c�ZG`_W WÀT%`_e7W WGi `XWGW a�S�TKWgd]Y^TKW�V�a�`XePV�a�`� �a�c�e�h�WGSXcoe7ZGa�bnVXhKW\XW,Tjbna�`X >WGbYWGS�h�T"\XW,TIV]Y[esh�coZ,`_W\W,Tl\]Y[SXTj`XS�q_`_co\XWFW,T�h"c�S_T%V_c�e%f�\XW�Z WGW�`_c�`Xh%coWoc�T%f!\]Y[S_T�' �)(/¾ 8AÂ+*
9 B ¥;: W?h � � #�?}Ç-,:� 5OÉ�ÈÀ� 9ABO� :{u � Y[S_T 9AB ¥ :{|PW��©Y[`�h�WG`Xe�V_e%a�V~a�T`Wn`XSXWrb4f?h�®_a}\XWrd]Y[T�f
WrT%`_e�`_SXWnY[V}yV_e�a�Z�®XW .
±�� £ .�e%dXc�h�e%Y[coe`W.�w`_W\W,esy�±7Y[p[e�Y[S_p>W�¤«V,WGe%bYW,h�h�Y[S�hjW
YrT%c�bt`_WoY^h�c�a�S�\_c�eKWGZ?h�W�\���fGZGa[`_W\W,bZW,S h%TV]Y[esh�c�ZG`_WoY[coe`W WGS¼¥ � a�­/`_S p�e%Y[S_\/S_a�btd_e`W4\-W>V]Y[esh�c�ZG`_W WGT�V�W,`XhD�,h�e`W>Z,a�S_T%c�\_fGe�f[|7\XW4W{��a�e%\_e`Wr\XW
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Yn�(e%a�S�h�c��Ge`WM\_`º\_a�b4Y[c�SXW
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−∇ · σ = ρ

V \]Y[SXT
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SXW?�lyh�a[S_c\W,S WGT�h�bna}\_fGW�coT%f�V]Y[e�WoY \XWG`}�Xc��GbYWxWoa[c�\XW ½�Á ,�Æ7Ç65 ul�0Wºb4a�`�  WGbYWGS�h W,T�h�e%f,p�c�V_Y[e:W\W,TfGi `]Y�h�coa[S_T £   W,Z,h%a�e%c WGWoW WGT�¤«\XW ½�Á ,:Æ7Ç65�Ä < 87?}Á~Â ¢
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�
i
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�
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∫

γi(t)
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�
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V]Y^e�h�c�ZG`_W W WGTsh�¢
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


φ̇i sin βi sinψi + β̇i cosψi
φ̇i sin βi cosψi − β̇i sinψi

φ̇i cos βi + ψ̇i


 , £ ��u©¨�¨�¤
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\]Y[S_TPW WGi `XWGW�T`Wwh�e%a[`X  Wg`_SDY[b4Y[T�\XWgV]Y[esh�c�ZG`_W WGTe%cop[co\XW,T[W,h��X��WGTGuA�0W,T�V]Y[esh�coZ,`_W\W,T�V,WG`X >WGS�h��,h%eKWM }`XW,T�ZGa�bnbZWD\XWGT�p[e�Y[c�S_T�\]Y^S_T�W
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Ω
u7v�`_eZGcoSXiD\XW,TÀ� Y[Z
W,Tw\XW

Ω
|^a�S²b>Y^coS�h�c WGS�hE`XSXWlh�W,b4V~fGe%Y^h�`_e`W«f,p�Y[W\W«�

1
W?hgT%`_eÀWoY�T%c ��co�GbYWg� Y[Z
Wla[S²V_eKW,S_\\XWGTOZGa�S_\Xc�h�c�a�S_T7\XW ½�Á 8��
¾4575 ®_a�bna�p��,SXWGT,u[v}`_eOW WGTAT%`_es� Y[Z
W,TE\XW,TOV_Y[e�h%coZG`XW\WGT,|�W
YIh�W,b4V~fGesh�Y[`_e`W WGT�hb>Y[c�S�h�WGS `XW�f,p�Y[W W��

0
u]±7YtZ�®]Y[W WG`_eLWGTsh"ZGa�S� >WGZ,h%f
WDV]Y[eI`_SKZ�®]Y[bnV�\XW
 }c�h�W,T%T`WDV~a[h�W,S�h�c\W,W�T%a[Wo`Xh%coa�S\_`ºV_e%a�dXWo�GbYW £ @ u���¤?u �wSºW{��Y[d_T�Z
W,S_Z
W²\XW,T�V]Y[e�h%coZ,`_W\W,T a>e�Y^�(e%Y��
Z�®XcoT%T%Y[S�h�W,T c�|°W
Y>d~a��ohKW

Ω
�]S_c�h�V]Y[eY� [a�coe�`XSXW²h�WGbnV~fGe�Y�h�`_e`WtZGa�SXT�h�Y^S hKWrfGp�Y[W Wr�

1
u + Y[e�ZGa[S h%eKW^|PZGa�bnbZWMa�SºV�W,`Xh�W\WM [fGe�c��aW,e�T�`_e�W
Y�]p�`_e`W @ u���| W
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R
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Ω
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] − 3, 3[×] − 3, 3[×] − 6, 6[

|
B
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YtZ�®]Y^W\WG`Xe!Y^`Xh�a�`XeI\���`XS¯Y[b4Y[TI\XW�V]Y^e�h�c�ZG`_W WGTl�X��W,TGu
fGp�Y[W\W�� ∇ϕ |]a�­ ϕ W,T�hjW
YtT�a�Wo`�h�coa[S:\_`�VXe%a�d_W��GbYW�T%`_c� ^Y[S�h�¢





−∆ϕ = 0
\]Y[SXT

Ω \B,

∂ϕ

∂n̂
= 0

T�`_e
γ =

⋃

i

γi,

∂ϕ

∂n
= 0

T�`_e
Γ \ (z = zmin, z = zmax),

ϕ = 1
T�`_e

(z = zmin, z = zmax),

£ @ u���¤

a�­
n £ eKWGT�V�W,Z,h%c�  W,bZW,S�h n̂

¤j\_f,T%cop[SXWM`_S�  WGZ?h�W,`_e�`_S_c�h�Y[c�eKW�S_a�e%b4Y[W WD�nW
YnT%`_es� Y[Z
W
Γ £ eKW,T%V,WGZ,h%c� >W?ybYWGS�h

γ
¤?u��
`]Y[S�h!�²W
YMhKWGbnV�f,e�Y^h%`_eKW

u
|XWGW�W\W W,T�h!T%a�W�`Xh�c�a�S:\_`�V_e�a�d_Wo�,bZW�T�`_c� ^Y[S�h�¢





∂u

∂t
− ν∆u+ ∇ϕ · ∇u = 0

\]Y[S_T
Ω \B,

u = 0
T%`Xe ⋃

i

γi,

u = 1
T%`Xe

Γ \ (z = zmin),

∂u

∂n
= 0

T%`Xe
(z = zmin).
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3.10−2
W?h�W\WxV]Y^TK\-Wxh�WGbnV_T

δt
WGT�hKf,p�Y[W
�

2.10−1
ul±�W,Te%f,T%a�W�`Xh�c�a�S_T
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TKWGZ,a�S_\XW,TL� + �
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\]Y[SXT!Z W,h%hKW�h�®_�,TKW[u�«a�bnbYW²W
Y�h�W,b4V~fGe%Y^h�`_e`WrY[`��ËT�`_e�� Y[Z WGT�\XWGT�V]Y[esh�c�ZG`_W WGTFWGTshDh%a�`���a�`Xe%T�b>Y^coS�h�W,S}`-W²fGp�Y[W Wn�
0W,h4Z
WGW�W\W��ºW
Yx�(e%a[S h%co�,eKW

Γ
 ^Y[`Xhrh�a[`���a�`_e�T

1
|wa�S T,�©Y�h%h�W,S_\��ËY� �a�c�er`_SXWBa h%e�Y��oS_f
W c¼\XW �,a�SXW,T

a²�(e%Y��
Z�®XW,T c�i `_cPT�`_c� >WGS�h�W WGTId~a�`_W WGT WGSKW\W,`_e%T"bna�`X >WGbYWGS�h�T,uR
S Y p�Y[e%\_fºW WGT�b4�,bZW,T:\_a�S_SXf
WGT�p�fGa[b4f?h�e%c�i `XWGT:V~a�`_e�W\W \Xa�b>Y^coSXW
Ω
|j�¼T�Y� [a�coe�W\WºV]Y^esyY[WoW�fGWof,V_coV~�G\-W

] − 3, 3[×] − 3, 3[×] − 6, 6[
u �
`]Y[S�h/Y[` \_a�b4Y[c�SXW

B
|�coW WGT�hËWoY»e�fG`_SXcoa�S \XW,T\XWG`�� d~a�`_W WGT

B1

W?h
B2

\_a�S�h4W\W,TnZ WGS�h�e`WGT4eKWGT�V�W,Z,h%c��(TnT%a�S�h�c�S_c�h%c
Y[W WGbYWGS�h £ � t = 0
¤²T%c�h�`_f,TYW,S

A
= (x0 = 0, y0 = 0, z0 = 1)

W,h
	
= (x0 = 0, y0 = 0, z0 = −1)

uO±*WGT�\XWG`�� d~a�`_W\W,T�a�S�htW\Wb4�,bZW�e%Y�k[a�S
R

fGp�Y[WP�
0.4

u]±7Yth�e�Y��`WGZ,h%a�coe`W�\XW�W
Y²d~a�`_W W
B1

W,T�h!\_f,�]SXc\W�V]Y[eIZ WGTjfGi `]Y^h%coa�S_T�¢




x(t) = x0 + 2 cos(t),

y(t) = y0 + 2 sin(t),

z(t) = z0 +
9

2
sin(

t

10
).

£ @ u�¨�¤

�0WGWoW W�\XW�W
Y²d~a�`_W\W
B2

W,T�h!\_a�S_SXf
W�V]Y[e�¢




x(t) = x0 +
1

2
sin(t),

y(t) = y0 +
1

2
cos(t),

z(t) = z0 −
9

2
sin(

3t

10
).
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ϕ
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	���

�& '�(���(���
t = 20s

> � "������($*�(�0���  %�
�1� ��� �� 7���
	���

�& '�(���(���
t = 40s

>

� �������($*�(�0���  %�
�1�7�����  ���
	���

�& '�(���(���
t = 60s

> � �������($*�(�0���  *��� � �����  �(��	���

�& '���0�����
t = 80s

>
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t = 100s

> � "������($*�(�0���  *��� � �0� �  �(��	���

�& '���0�����
t = 120s

>

� � �����3$/�3�����  *���1�7���-�  �(��	���
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� ³ � �ÊJ«8D3:H,."F ."¹²¸m9�5D¹�0m3K¹<Jl5�¹�5�HtJ«8M¹²¸7."¹�5D¹²¸m9:."3 � 8�Q�0�¸A5�J«H?."0

0PN �:1l·E6 
n3�."0
R
S>ZGa[S_T%c�\_�Ge`WjW W"\_a�b4Y[coSXWIV_Y[e�Y[W�Wof,WofGVXcoV~fG\_c�i}`-W

Ω =]−2, 2[×]−2, 2[×]−1, 11[
\]Y[S_T�W\W,i}`-WGWTKW�h%e%a�`�  WGS�hn\XW,`��¼a�dXT�h�Y^ZGW\W,T²T%V_®XfGe%c�i `XWGTr\XW:bn�GbYW�e�Y�k[a�S

R = 0.5
W,hr\XW:Z WGS�h�e`WGTreKW,T%V,WGZ,h%c��(T

(−0.5, 0, 2)
W,h

(0.5, 0, 5)
u �wS WGS�h%e%f
W�\_`:ZGY[S]Y[W�`_S:V_e�a[�]W�\XW!hzk�V,W 3lÇÀ��É�Á 8O� ? ?�Á WGTsh"cobnV�a[T%f�T�`_eW
YM }c�h�WGT�TKWn¢

§ =




0
0

uz(x, y)


 , uz(x, y) =

1

8
(x2 − 4)(y2 − 4).

±*WGT�ZGa[S_\_c�h%coa�SXT�T%`Xe�W\WGT!d�a[e%\_T�\_` ZGY[S]Y[WOT%a�S�h�\XW,T�ZGa�SX\_c�h%coa�S_T!\XW � c�e%c�Z�®_W\W?h�| § = 0
|�h�Y[S_\_c�Ti `��_WGS¯T�a�e�h%c\W�\_`KZ�Y^S]Y[W�a�SKcobnV~a�TKW
W WGT"ZGa[S_\_c�h%coa�SXTlT%`_c� ^Y[S�h�WGT"T�`_e"W
Yt }c�h�W,T%T`W$W?hjW
Y²V_eKW,T%T�coa�SË¢

p = 0, ux = 0, uy = 0,
∂uz
∂z

= 0.

±*WlV]Y[TO\XWLhKWGbnV_T�W,T�h
δt = 2×10−2

| W,hEW\W�b>Y[c�WoWoY[p WÀZ,a�S_T%c�\_fGe�f WGTshÀZ,a�S_T�h%c�h%`_f«\XW
65×65×193V~a�coS�h�T,u�R
SDZ,a�S_T%c�\_�Ge`Wg\XWG`��DT�cobt`_WoY^h�c�a�S_TO¢�W
YIV_eKW,b4c��Ge`W�Z,a�e%e`WGT�V�a�SX\M�"`_SMSXa�btd_e`W�\-W(� Á *$5AÇ6?�%EÉ

Re ' 10
|XW?hjW
YtTKW,ZGa�SX\XWt�

Re ' 200
u

+ a�`Xe«W
Y�V_eKW,b4c��Ge`W!T�cobt`_WoY^h�c�a�S�|�WoY��_p�`_eKW @ u©¥�¥�V]Y^p WD��¨ �DV_e�fGT`WGS�h�W�W W!Z�®]Y^b4V4\XW! }c�hKWGT�TKW
\]Y^S_T`_SXW �Ga�SXW«V_e%a}Z�®XWl\XW,TÀ\XW,`��²a�dXT�h�Y^ZGW\W,TÀ�
t = 4s

u^±7Y!�]p�`XeKW @ u¦¥[¨!V]Y[p W!��¨X�lbna�S�h�e`W«W\W,TEc�T%a�T�`_e�� Y[Z WGT
W,hIW WGTIcoT�a� [Y^W\WG`Xe%T £ T%`_eIW W
V_W
Y^S:\XW�ZGa�`XV�W

x = 0
¤L\X`Kbna}\_`_W\W!\XW�W
YM }c�h�WGT�TKW�Y[`}�:coSXT�h�Y^S h%T

t = 1
|

2
|
3
W?h

4s
uR
S>eKW?� Y[c�h�WoY�bn�GbYW�W$��V�f,e%c\W,S_Z
W�Y�  WGZ�`_S>S_a[btd_eKWj\XW.� Á *65OÇ6?�%EÉ V_Wo`_T�p�e%Y[S_\�| \XW!W{��a�e%\_e`W"\XW

200
u�±*WGTEe�fGT�`_W�h�Y^h�TAT%a�S�hEV_e%f,TKWGS�h%fGTw\XW�W
Y"b4�,bZW�b4Y[S_co�,eKWgi `XW«Z WG`��M\XWLW
Y"T%cobM`_W
Y^h%coa�S�VXe%fGZ,fG\XW,S�h�W[|

W,h�T%a�S�h�\Xa�S_S_f,T
V]Y[e!W\WGTj�]p�`_e`W @ u©¥^¬4V]Y[p W4��¨�¥YW?h @ u©¥ B V_Y[p W>��¨�¨4V~a�`_e!W\W�Z�®]Y[bnVx\XWtWoYr }c�hKWGT�TKWT%`XeD`_S/V_W
Y^S/\XWnZGa[`_V�WnV]Y[T�T�Y[S�hDV]Y[e�W\W,TDZ WGS�h�e`WGTD\XWGT�d�a[`_W\W,TG|�W,hDW\W,T��_p�`_eKW,T @ u¦¥[��V]Y[p>W���¨^¬ W?h
@ u©¥ @ V]Y[p W²��¨ B V�a�`XejW WGTIc�T%a�T�`_e�� Y[Z WGTLW,hjW WGTIcoT�a� [Y^W\WG`Xe%TI\_`Kb4a}\_`_W W
\XW�W
Yt }c�hKWGT�TKW[u
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t = 5s
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t = 8s
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t = 1s
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t = 2s

>
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t = 3s
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t = 4s
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�L���I� @ u¦¥^��� � T%a[T%`_es� Y[Z
W,T W,hIc�T%a� ^Y[W\W,`_e%T £ V_WoY[S x = 0
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�  ��
t = 5s

> � "��
t = 6s

>

� ���
t = 7s

> � ���
t = 8s

>

�L���I� @ u©¥ @ � � T�a�T%`Xe�� Y[Z WGT W,h«coT�a� ^Y[W WG`_e�T £ V_W
Y[S x = 0
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� ³s* �ÊJ«8M3:H?."F ."¹r¸¼5D3�¸78D3:·�9 $�3�¹ ¹:8MF Q:·E. 6,F N 8�·O¸A5�¹r¸ 9:. Q 8D3:H,."0

� ��."0
±*W�\XWGe�S_c\W,eIh�WGTsh�S `_bnfGe�coi `XW�\_`�Z�®]Y[V_c�h�eKW�Z,a�S_Z
W,e%SXW�W
Y²T�cobt`_WoY^h�c�a�S�S `_bnfGe�coi `XW�\���`XS�f,ZGa�`_W W?ybZW,S h�WGStVXe%fGT`WGS_Z WI\XW«VXWo`_T�c\WG`Xe%TEa[d_T�h�Y[ZGW WGTGu^±*W«\_a[b>Y[c�SXWg\XW«ZGY[WoZ,`_WEWGT�h

Ω =]− 1
2
, 1

2
[×]− 1

2
, 1

2
[×]−

1, 1[
|À\]Y^S_T²W\W,i}`-WGWla�S bYW,hr\���`_SXW:b4Y[S_c��Ge`W axV_TKW,`_\_a^yzY[WofGY^h�a�c�eKW\c����nT%a�c �XY[S�h�W:\_c �¼V]Y[esh�c�ZG`_W WGTT%V_®_f,e%c�i}`-WGTl\XW"bn�GbYW"e�Y�k�a�S

R = 0.08
u ±*WjTKW,S_T«\XWjW{��fGZ,a�`_W WGbYWGS�h WGT�h�h�a[`���a�`_e�T�V_Y[e�Y[W�Wo�,W\WI��W{��Y���W\XWGT

z
|7Y�  W,Zr`_SºV_e%a[�_WEZGa[S_T�h�Y[S�hSW,S WGS�h�e�f
W

(uz = 1)
|�\XW,T�ZGa�S_\Xc�h�c�a�S_T!\XW²T%a�esh�c WtWoc�d_eKWtV~a�`_e�W\WGTh�e%a[coT²ZGa[b4V~a�T�Y^S hKWGT²\XW:WoY¯ }c�h�W,T%T`W W?hn\XWGT²Z,a�S_\_c�h�coa[S_Tt\XW�p�W�coT%T`WGbYWGS�h²T�`_erW\WGTMV]Y[e%a[coT²\_` Z�Y^S]Y[WT%a�S�h"ZGa[S_T%c�\_fGe�f
WGT,uÃ±*W�V]Y[TI\XW
hKWGbnV_T WGTsh

δt = 2× 10−2
W?hIW
YMp[e%coW�W\W" }c�h�W,T%T`W��^V_e`WGT�T%coa[S�Z,a�b4V~a�esh�W

77× 77× 157
V~a�coS�h%T«V~a�`_e«WoY� }c�hKWGT�TKW W?h

39× 39× 79
V~a�coS�h%T«V~a�`_e«WoYDV_e`WGT�T%coa[S�u � SXW
c�h%fGe%Y^h�c�a�SZGa �XhKWSW,S�bna�k W,S_SXW

3.52
bncoS `Xh�W,T WGS�h�W,b4V_T!� +�� u

� Y^S_T!WoYr�_p�`_eKW @ u©¥ � V]Y[p Wn��¨��²a�S�V_e%f,TKWGS�hKWti `XWGW�i}`-WGT�c�T%a�T�`_e�� Y^Z
WGTj\XW�W
Y² }c�h�W,T%T`Wt�rW{��coS_Tsh�Y[S�h
t = 12s

u�±�WMZ�®]Y[bnVx\XWM }c�hKWGT�TKW[|�Y[`xbn�GbYWMcoSXT�h�Y^S hG|�T�`_e
W WMV_WoY[S¯\XWMZGa�`_V,W
y = 0

W,T�h�VXe%fGT`WGS�h�f\]Y[S_TjW
YM�]p[`_eKW @ u©¥ Ì V]Y[p W²��¨ @ u

�L���I� @ u©¥ � � � T�a�T%`_es� Y[Z
W,T!\-W�WoYM }c�h�W,T%T`WM�
t = 12s
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∫ 1

−1

f(x)dx ≈
nq∑

i=1

wif(xi),
?@? M � @

%��	"b W �U�6AH&�*��
xi

��%�� �  W �CB,+ � %���*(& -�%' 3aS�6D�: W * WFEHGJIHGJK/L�M4GONQP
Pnq

Wk�  W �U-�%'�3*��
wi

��%�� �
*�%'����+,�F-�� �

wi =
2

nqP ′
nq

(xi)Pnq−1(xi)
.

?@? MSR @
� WG� ��4� W ��& ? M � *�%'��� W  W � ���� W & � �^* W �

xi
Wk�
wi

-�%'& �
nq

��� � �9��� � * W
2
t

5
M

nq xi wi

2
− 1√

3
1√
3

1
1

3
−

√
15
5

0√
15
5

5
9
8
9
5
9

4

− 1
35

√
525 − 70

√
30

− 1
35

√
525 + 70

√
30

1
35

√
525 − 70

√
30

1
35

√
525 + 70

√
30

1
36

(18 +
√

30)
1
36

(18 −
√

30)
1
36

(18 +
√

30)
1
36

(18 −
√

30)

5

− 1
21

√
245 − 14

√
70

− 1
21

√
245 + 14

√
70

0
1
21

√
245 − 14

√
70

1
21

√
245 + 14

√
70

1
900

(322 + 13
√

70)
1

900
(322 − 13

√
70)

128
225

1
900

(322 + 13
√

70)
1

900
(322 − 13

√
70)
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(2nq − 1) �
�q� �^��W �(��% � �!�K� � �!%�� =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y, z)dxdydz ≈
nq∑

i,j,k=1

wiwjwkf(xi, yj, zk).
?@? M � @
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(2nq − 1)
M

�Q�
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1
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d`

dx`
(x2 − 1)` �
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∇a =




∂a

∂x

∂a

∂y

∂a

∂z




, ∇ b =

(
∂
b
∂x

,
∂
b
∂y
,
∂
b
∂z

)
=




∂
b
x
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∂
b
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∂y

∂
b
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∂
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∂x

∂
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∂y

∂
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∂z

∂
b
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∂x

∂
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∂y

∂
b
z

∂z



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∇ · b = tr(∇ b ) =
∂
b
x

∂x
+
∂
b
y

∂y
+
∂
b
z

∂z

?@? M
� @

∇ · (∇× b
) = 0

?Q? M�� @
∇× (∇a) = 0

?@? M�� @
∇ · (a b ) = a∇ · b + ∇a · b ?@? M�� @

∇× (a
b
) = a∇× b

+ ∇a× b ?@? M�� @
∇ · ( b × 


) =

 · (∇× b

) − b · (∇× 

)

?@? M ��� @
∆
b

= ∇ · (∇ b ) = ∇(∇ · b ) −∇×∇× b ?@? M �'� @
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# %'� W � �
a
Wk�
b
* W &10 � + W  !�]� ��� �!� ��W : W � � -�%'�7� � �i<I�8M��q%'& �^� %'& �

ε > 0
"6%'�{�

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.
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ab = (
√

2εa)(
b√
2ε

) ≤ 1

2
[(
√

2εa)2 + (
b√
2ε

)2].

� � �



� � ������� ���	� �
����
���� 	 ��� � � ��� 	 � � ������	

� � �



� ��� ����� �

� �������	� ��
 
 � 
 � Q1


��������������
� ��� 
 #52;F.<�� !$#&% 2768PQ!$F.<K-.+0Z !"!E#&-.!]F.F.WD+M< �J�I�K�I�I�K�I�J�I�K�I�I�K�I���ML��
� �ON UVF]6=WDC$#52768PQ!$F F"'*% WD# PQ/1'3+ <5'3#:)�� WG),WG% +GF]6 -.+�#5W�� WD#&+MF.Z + �I�I�K�I���ML��
� �TS � 276=#&PQZ +M< -*+�# P,C]PQ-*P,6=W +D6 -.+ % 24<=<=+ �J�I�K�I�I�K�I�J�I�K�I�I�K�I���ML��

��� �



����� ������� ����� 	 � 	 � � ��
�����
 Q1

����������� W�������� �
Q1
W��"! � � W��$#%��&'�(�*)+&,��# W�#+�.-�&,� #+�%)%/ �0�.#%/ )1!-W�#12XW43 576�! )`W�#�8 #�W�#.!XW�9,) � #1!XW

� ��:,W�);� � #%&,���<! � ��� �=#>5'/?3@#%& �A� W��%#�8�<B�C5A-D2 &,��#+�=��-�& �E� W ���=��� W����>!-W�) �GFH� )KW�� -
W � WI-�/ :�W Q̂ =
[−1, 1]3

8KJ0WL!XW�)+� �\W�) W�#;��)`W�M ) � #`W���� � M�5') � 5I��9'/ )KWLNO8 �,P &,Q �R� &,�S51� &'� � =

â1 = (−1,−1,−1), â2 = (1,−1,−1), â3 = (1, 1,−1), â4 = (−1, 1,−1),

â5 = (−1,−1, 1), â6 = (1,−1, 1), â7 = (1, 1, 1), â8 = (−1, 1, 1). T NO8 �VU

â1

â2 â3

â4

â5

â6 â7

â8

x

y

z

W�X IZY[NO8 �YX ���\������� W����]!XW<) ��FH� )`W�� - W Q̂ 8
� W�# F &,�$-��*�=&,� #Z!XW<:�57#KW

ϕ̂i
#%&,���^! � ��� �\W�#]!XW � 5 � 57� ��6�)KW>#+/ �=_75'����W>=

ϕ̂i(âj) = δij, i, j ∈ {1, . . . , 8}, T NO8 R U
&,Q � W�#

âj
#%&'��� � W�#Z#%& �A� W��%#Z!XW Q̂ W�� δij � WB#;` � :a& � WB!XW�b�Mdc K/GKegf GJM�8#?�h&,�i�$&'��W

(η, ξ, ζ)
/ �@#+`�#+�%6 � W1!XWI-�&?&,)+! &,� � � W�# � &?-�5 � W�#])KW � 57�*� FkjA�l�\������� W����O!XWI) ��FH� )KW��$-
W

Q̂ P � W�# F &,� -G�*�=&,� #Z!XW<:�5'#`W
ϕ̂i

#%&,���^! &,� � � W�#^M�5') � W�#LWG3?M )`W�#+#%��&'� #�#+/ �=_75'���KW�#�=

ϕ̂1(η, ξ, ζ) =
1

8
(1 − η)(1 − ξ)(1 − ζ), ϕ̂2(η, ξ, ζ) =

1

8
(η + 1)(1 − ξ)(1 − ζ), T N�8nm U

ϕ̂3(η, ξ, ζ) =
1

8
(η + 1)(ξ + 1)(1 − ζ), ϕ̂4(η, ξ, ζ) =

1

8
(1 − η)(ξ + 1)(1 − ζ), T N�8 ��U

ϕ̂5(η, ξ, ζ) =
1

8
(1 − η)(1 − ξ)(ζ + 1), ϕ̂6(η, ξ, ζ) =

1

8
(η + 1)(1 − ξ)(ζ + 1), T N�8 � U

ϕ̂7(η, ξ, ζ) =
1

8
(η + 1)(ξ + 1)(ζ + 1), ϕ̂8(η, ξ, ζ) =

1

8
(1 − η)(ξ + 1)(ζ + 1). T N�8 � U

��� �
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�� ���
� ��� ���
����� ��� 	 � �
� �y� � ��* 9+3�������� *�-��$�w9+3 %"# � �>�,��%"�w9+9��8#:3

� 5'� #^!XW�# ������� W����%#]� � ��#
Q1
W�� � 5'� �=� 5'9>W�-�5')+� � #%� W�� P � 5��*)*57� # F &,) � 5 �*��&'�

J
!XW �R��������� W����]!XW

) �GFH� )`W�� - W Q̂ = [−1, 1]3
_>W�)%# �R��������� W���� Q = [xa1 , xa7 ] × [ya1 , ya7 ] × [za1 , za7 ]

W�#;�B! &,� � � W�M�57)
-
WG�%�KW$W43?M )KW�#%#%�=&,�_=

J : (η, ξ, ζ) ∈ Q̂ 7−→ (x, y, z) ∈ Q, T NO8 � U&,Q P

(x, y, z) =

(
xa7 − xa1

2
η +

xa1 + xa7
2

,
ya7 − ya1

2
ξ +

ya1 + ya7
2

,
za7 − za1

2
ζ +

za1 + za7
2

)
.

T NO8 � U#?&,���%5'-�&,: �\W�� |J | W�#+�^! &,�$- � WB#%/ �0_75'����=

|J | =
1

8
(xa7 − xa1)(ya7 − ya1)(za7 − za1). T NO8 � U

� ��� � 9>-��87�� *.-��$�w9 9  +� � � ��') "#(34 "� !�� �8! �:� #:9C- %"# � ��� � ��#:9�� #

��� �=��� � 9,)%57�*�=&,� #%/ ) �R��������� W���� Q W�#+� W�%NW�-��*/ � W M�57) � 5"�%)*5'� # F &,) � 57�%��&,� #%/ ) �R�����=��� W����S!XW
) �GFH� )`W�� - W Q̂ 8 ��� / #]M ) � -���# ��� W���� P

∫

Q
f(x, y, z)dxdydz =

∫

bQ
f(J(η, ξ, ζ))|J |dηdξdζ. T NO8 � ��U

J0W��+��W !XW�)%� �=6�)KW �=��� � 9')*5 � W W�#;�E5'M M )+&?-D2 � M 5') �R� / �XW !-W�# F &,) � / � W�#�!XW���/�5'!$)*57�%/ )KW !XW � U�!#"�"
$
E GJIHG K/L�M4G M ) � #KW���� � W�#�!�5'� # �l� 5'�$�XWG3�W�?I8 <>�S5A5 � &,)+#m=

∫

Q
f(x, y, z)dxdydz ≈ |J |

nq∑

i,j,k=1

wiwjwkf(J(ηi, ξj, ζk)), T NO8 ���VU

&,Q P
nq
W�#;� � W � & � : )KW�!XW M[&,����� !XW%��/�57! )*57�%/ )KW !�5'� # -D2�5'-�/$�XW�!XW�# �*)+&,��#h! ��)`W�-G�*��&'� # P � W�#

(ηi, ξi, ζi)#%&'��� � W�#]Ma&'�����*#Z!XW&��/�5'!$)*57�%/ )KW W�� � W�#
wi

� W�#ZMa&,�=! #Z-�&')%)KW�#%M[&,� !�57���%#�8

� ��� ' *�-�� � � #:3 %+# � ��7 ��%��r-�� # - %"#(� * 343�#

� W�#�-�&EW)(E-��\W����%#�!XW � 5 � 57�%)%�=-
W !-WZ)%��9'��! �0� �
A = (aij)

WG��!XW � 5 � 5 �*)%�=-
W�!XW � 57#%#KW
M = (mij)#%&'���^)`W�#%M,W�-G�*�0_ W � W�����! &,� � � #^M�5')Z-
W�#�W43?M )KW�#%#%�=&,� #,=

aij =

∫

Ω

∇ϕi · ∇ϕj, mij =

∫

Ω

ϕiϕj, T N�8 � R U
&,Q

ϕi
W�#+� � 5 F &'� -��%��&,� !-WL: 5'#KW<5'#+#%&�-�� � W<5'/ #%& �A� W�� ��/ �A� )%&

i
! / � 57� ��� 5'9 W

Ξ
8+* � � � )*5 � W � W���� P-
W�#<����� � 9,)*5 � W�#B#+&,��� � _75 � / � W�# P W�� /$�*� � �=#*5'��� � 5 F &,) � / � W !XW,��/ 5'! )*5 �*/ )`W T NO8 � �VUDP #KW�/ � W � W����L#+/ )� W�# ���=��� W����*#]���$- � /$#Z!�5'� # �R� �����KW�)%#`W�-G�*��&'�S!-W�#]#%/ M$Ma&,);�*#^!XW

ϕi
W��
ϕj
8

$ ��- W-��/$�g� &,/ #Z-�&,� -
W�)%�XW P &,� �XW<- 5 � -�/ � W>M�5'#Z- W�#]����� � 9,)%5 � W�#�8 $ � W %�W�� P &,� /$�*� � �=#KW � 5I#+�%)%/ -�.
�*/$)KW<��W��$#%&,)+�\W �=� WB! / � 57� ��� 5'9 W78 J0W !XW�)+� �\W�) W�#+�OM�W�)0/�/�-�& �E� WB/ �XW �KW�� #+&,)%�=#*57�%��&,� !XW�# � 5'� �=� 5'9>W�#

� � �



����� ������� ����� 	 � 	 � � ��
�����
 Q1

/ � ��!$� � W�� #+��&,� �-W � # !XW�-D2�5'-�/$�S!-W�# �%)%&,�=# 5 3�W�#�8�� � #%/ (.�]5 � &,)+#�! � /$�%� � �=#KW�) � W�# WG3?M )KW�#%#+��&,� #Z!-W�# � 5 .
�*)%�=-
W�#>!XW�)+��9,�=! �=� � WG�B!XW � 5'#%#`W�-�&')%)KW�#%M[&,� !�57���%# j / � � 5'� �=� 5'9>WFW��

1D
8 #?� &,� � &'�KW

Ax
P
Ay
W��

Az T )`W�#%M,W�-G�*�0_ W � W���� Mx

P
My

WG�
Mz

U � W�# � 57�%)%��- W�#�!XW1)%�=9,��! �0� � T )`W�#+M�W�-��*�0_ W � W���� � W�# � 57�*)+��- W�#
!XW � 5'#+#KW U -�&,)%)`W�#+Ma&,�$!�5'���*#�5'/ � 5'� ��� 5'9 W]!XW�#]�*)+&,��#]5V3-W�# P &,��5"=

A = Ax ⊗My ⊗Mz +Mx ⊗ Ay ⊗Mz +Mx ⊗My ⊗ Az, T NO8 � m U
W��

M = Mx ⊗My ⊗Mz, T NO8 ����U&,Q P � W@#+` � :[& � W ⊗ ! � #+��9,�-W � WiM )+&?!$/ �=� �KW�� #+&,)%� W � !-W � 57�%)%�=-
W�# P ! � ��� � W M�5')e=�Ma&,/$) �*&,/ #
W����*� W�)%#.#;�*)%�=-��KW � W����1M[&,#%�0�*� F #

m
P
n
P
k
W��
l
8 � &,/ )��*&'/$��W�# � 57�%)%�=-
W�#

R = (rij) ∈ Mk,l(R)
W��

S = (sij) ∈ Mm,n(R)
P

R⊗ S :=




s11R . . . s1nR
. . . . . . . . .
sm1R . . . smnR


 ∈ Mkm,ln(R). T NO8 � � U

� � �
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����� ������� ��� ����� ��� ��� ��� 	�� � 	D
 �+
 �
� ��� � 9"7 !$#:3 % �
	  "!�# �

<>�1M,W�/$�k! � -�)+��)KW � W � &,/$_ W � W�����! � / �.#%& � ��!XW j>�l� 57��!XW�!XW � 5OM[&,#+�=�*�=&,��!XWZ#+&,�.-
W����%)KW]! � ���XW�)+�%�\W
W��^!XWB�*)+&,��#]5'�$9 � W�#���/$�g! � ���$��#%#`W����

�l� &,)+�\W����*57�*�=&,� !XW�#I5 3�W�#I! / )KW�M[6�)`W � &,: � � W R′ = (x′, y′, z′)
. � � � 5'/ #%& � ��!-W .�)`W � 5 �*�=_>W � W����

5'/ )`W�M[6�)`W.�?3-W R = (x, y, z)
8 � &,/ )<-
W�#L5'� 9 � W�# P � � 57M M�5')%5����B#+&,/$_>W����I-�& �E� &�!XW�! � /$�%� � �=#KW�) � W�#

^�
����Q[��������.b��Q[�` 8J<>� �%)%&,/?_ W�)%5EM � / #]!XW<! � �D5'� � #�#+/ ) � W�#^5'�$9 � W�#Z! ��$ / � W�)+#^! 5'� #�� � ��� 8
� &,/ )I#+� � M � �0�aW�) � 5SM ) � #`W����D57�%��&,� P &,� M,W�/?��#%/$M Ma&'#KW�) ��/-W � W�#I!XW�/?3 )`W�M[6�)`W�#�&,��� � 5 � ��� W

&,)%�=9,���XW
O T - F 8g��9,/ )`W JO8 �VU 8 � WEM � 5'� � &,: � � W

(x′Oy′)
-�&,/ M,W � W.M � 5'� �$3�W

(xOy)
#%/$�=_75'���I/$�XW

! )%&,�0��W T (Oξ) #%/ ) � 5>��9'/ )KWOJO8 � U 5'M$M�W ��� W t�� �z��u���nyv
kzt�u 8 � )KW�� &,� # -�& �A� W]9,)*5'�$!XW�/ )+#�! � ��� �=#%#%5'���
� 5@M[&,#%�0�*�=&,� !XW�#.5 3�W�#

x′, y′, z′
M�5')I)*5'M M[&,);�15'/?3 5 3�W�#

x, y, z
� W�#�5'� 9 � W�#�#+/ �=_75'���*#"= �R� 5'� 9 � W

φW����*)`W � W�#<5 3�W�#
x
WG�
ξ
P �l� 5'�$9 � W

β
W����*)`W � W�#<5 3�W�#

z
W��
z′
P W�� �R� 5'� 9 � W

ψ
W����%)KW � W�# 5V3-W�#

ξ
W��
x′
8

�k� 5'� 9 � W
β
M$)KW��$! � W�#�_75 � W�/ )%#Z!XW

0
j
π
W�� � W�#�57� 9 � W�#

φ
W��
ψ
!XW

0
j

2π
8 N"!

� W<M�5'#+#*5'9 W<! /�)KW�Ma6�)KW R = (x, y, z)
57/�)`W�M[6�)KW R′ = (x′, y′, z′)

# � W�%NW�-��*/-W W�� �*)+&,��# � �D5'M,W�#
T _,&'��)���9,/$)KW JO8 � U =X � p�����u�~�~$��n�� = � 5�)%&'�*57�*�=&,� ! � 5'� 9 � W

φ
5'/$�%&,/ )]!XW

z
=
(x, y, z) −→ (ξ, η, ζ = z)

P
X ��s}|�kz|@��n�� = � 5.)+&'�D5 �*��&'� ! � 57� 9 � W

β
5'/$�%&,/ )Z!XW

ξ
=
(ξ, η, ζ) −→ (ξ′ = ξ, η′, ζ ′)

P
X p�n�| kz|@��n���� p�n�� p�u = � 5�)+&'�D5 �*��&'� ! � 57� 9 � W

ψ
5'/$�*&'/ )]!XW

ζ ′
=
(ξ′, η′, ζ ′) −→ (x′, y′, z′ = ζ ′)

8

x

y

z

x

y

’

’

φ

φ

β

β

ψ

ψξ

η

=ζ

ξ =ξ’

η

η’

ζ

’ξ

η’

ζ’=z’ζ’

o o o

W�X IZYdJO8 �YX � W�#�57� 9 � W�#Z! ��$ / � W�)�8
$ �i-�& � M[&,#%5'���>-
W�#��%)%&,�=#�)+&'�D57�%��&,�$# ������� W����*5'��)`W�# P �l� W43$M$)KW�#+#%�=&,� 9 � � � )*5 � WL!XW � 5 � 57�*)+��-
W<!XW

)%&'�*57�*�=&,� MR→R′

W�#;��!$&,� � � W M�57) �R� WG3?M )KW�#%#+��&,�S#%/ �0_75'����W>=

M =




cosψ cos φ− cos β sinφ sinψ cosψ sinφ+ cos β cosφ sinψ sinψ sin β
− sinψ cosφ− cos β sinφ cosψ − sinψ sinφ+ cos β cos φ cosψ cosψ sin β

sin β sin φ − sin β cos φ cos β


 .

T JO8 �VU
� 57� # � 5Z#%/ �0��W�&,�L� &'�KW�M�5')

Θ
� W _>W�-G��W�/$) ! &'��� � W�#g-�& � M[&,#*57���KW�#�#%&'��� � W�#g�*)+&,��#�5'�$9 � W�#g! ��$ / � W�)

T Θ = (φ, β, ψ)
U 8 $ 3?M )%� � &,�$# � 5'�=���KW���57��� � W�# -�& � M[&,#%5'����W�# ! / _ W�-��KW�/ )S_?�0��W�#%#KW 5'� 9'/ � 5'�=)KW

�"#%$�&�')(+*�,.-/&0'
β
&
1

φ − π

2

'"2.*31�45&�'76�&08917:<;=&�>?&%*31�-A@ (=*�,=-<&B6C2=-D(+:<45&�&
1E-F@ (+G�:/>�HI1KJI&B-D(LJI:<45&�8915:/2.*
z′
6M(=4�4N(+6M6�2.4"1

(=HIOP(+OI&�'
x, y, z �

� � R



� � � ��� � ���+� � � � ��� ��� 	0�%
 
���� �

ω =
dΘ

dt

#%/$) � W�#^5 3�W�# � &': � � W�#
x′, y′, z′

W�� F &'� -��%��&,� !XW�#O5'�$9 � W�#^! ��$ / � W�)LW���!XW � W�/$)%#]!XW�)+�=_ � W�#�8
� �gF 5'/$��Ma&'/ )]-
W � 5AM )+& �`W��KW�)^#%/ )�-
W�#>5 3�W�# � W�#]_��0��W�#+#KW�#B5'� 9,/ � 5'�=)KW�#

φ̇, β̇, ψ̇
8 � 51_��=�KW�#%#`W�5'�$9,/ � 57��)KW

φ̇
W�#;�O!$��)%�=9 � WO#%/ �0_'57��� �l� 5V3-W

z
W��^#`W�#]-�& � M[&,#*5'���KW�#]#%/ ) � W�#^5 3�W�#

x′, y′, z′
#+&,���

φ̇ sin β sinψ, φ̇ sin β cosψ, φ̇ cos β. T JO8 R U
� 5>_?�0��W�#%#KW�5'� 9'/ � 5'�=)KW�#

β̇
W�#;� ! ��)+��9 � WZ#%/ �0_'57��� � 5 � ��9'�XW�� &�!�5 � W

(oξ) � #KW�# M )+& �`W�-G�*��&'� #k#%/ ) � W�# 5 3�W�#
x′, y′, z′

#%&,���
β̇ cosψ, −β̇ sinψ, 0. T JO8\m U

$ �$��� P � 5I_?�0��W�#%#KW 5'� 9'/ � 5'�=)KW
ψ̇
W�#+�^! �=)%�=9 � W>#+/ �=_75'��� �R� 5 3�W

z′
8

	^� / ���$��#%#%5'���]�*&,/$�KW�#]-
W�#]-�& � Ma&'#*5'����W�#]#%/ �0_'57���^-D2�57-�/ ��!XW�#^5 3�W�# P &,� &,:$�*� W����]����5 � W � W����

ω =




φ̇ sin β sinψ + β̇ cosψ

φ̇ sin β cosψ − β̇ sinψ

φ̇ cos β + ψ̇


 T JO8 ��U

� ��� 
 �,!�!)7,�w9"#:3 3������ � ��') "#:3

<>��-�&,�$#%��!$6�)KW / �XW�#+M 2 6�)`W�!XW�- W����*)`W �R� &,)+��9,�=�XW W�� !-W )*5 `'&,�
R
8 #?&,�\W����

A
P
B
W��
C
�*)%&'��#hMa&,�=���*#

!XW<-
WG�%�KWB#%M 2 6�)KW78 ��� 5'� 9 � W>#%M$2 � )+����/XW
AB̂C T _'&,��)���9'/ )KWLJO8 R U W�#;�^! � ���$�gM�5')�- W��%�KW WG3?M )KW�#%#+��&,� =

cosAB̂C =

−→
OA×−−→

OB

||−→OA×−−→
OB||

·
−−→
OB × −→

OC

||−−→OB × −→
OC||

. T JO8 � U

x

y

z

Q

T

B

C

A

O

W X IZYdJO8 R X � & � `�9,&,�XW�#]#%M 2 � )%� ��/-W�#�8
� � m



����� ������� ��� ����� ��� ��� ��� 	�� � 	D
 �+
 �
��� 5'��)`W>! � / ���%)%� 57� 9 � W�#%M 2 � )%� ��/XW

T
P W�#+�^! &,�$� � WLM�5').=

Aire(T ) = R2

(
3∑

i=1

αi − π

)
, T JO8 � U

&,Q P
R
W�#+� � WB)%5 `,&,�S!XW � 5�#+M 2 6�)`WSWG� � W�#

αi
#%&,��� � W�#Z�*)%&'��#Z5'�$9 � W�# T #%M 2 � )%� ��/XW�# U ! � ��� �=#%#*57���%# T 8� W � ��� W P �l� 57��)KWO! � /$� ��/�5'!$)*5'� 9 � WB#%M$2 � )+����/XW

Q
P W�#+�^! � ��� �gM�5')�=

Aire(Q) = R2

(
4∑

i=1

αi − 2π

)
. T JO8 � U

$ �.! � / �-W � 5'� �=6�)`W 9 � � � )%5 � W P #%�
Q

! � #+��9,�-W / �"Ma& � `�9,&,�XW #+M 2 � )%����/XW j
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