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Résumé

La physique de Peffet Hall quantique - I’étude des électrons bidimensionnels
sous un champ magnétique fort - a révelé, pendant ces deux derniéres décennies,
nombre de phénoménes inattendus. Les plus remarquables sont les deux effets Hall
quantiques, entier et fractionnaire (Prix Nobel respectivement en 1985 et 1998),
qui ont été identifiés comme des phénoménes quantiques macroscopiques - avec la
supraconductivité, la suprafluidité, deux des rares exemples connus. D’un point
de vue théorique, ces systémes font partie de la classe des systémes électroniques
a corrélations fortes : 'interaction Coulombienne, qui peut souvent étre traitée
comme une petite perturbation, devient I’échelle d’énergie pertinente, un grand
défi pour une compréhension théorique mais aussi la source d’une extréme ri-
chesse du diagramme de phase. En quelque sorte, les systemes a effet Hall quan-
tique constituent une limite de corrélations infinies & cause de la quantification de
Landau : tous les états du méme niveau ont la méme énergie cinétique. Dans le
contexte du modéle de Hubbard, cela correspond a la limite d’une bande d’énergie
infiniment plate, avec un paramétre de saut qui est zéro. Lorsque les électrons
sont restreints a un seul niveau de Landau, on rencontre a la fois des phases
électroniques solides, comme le cristal de Wigner, d’étranges phases d’ilots - des
cristaux avec plusieurs €lectrons par site - et des phases de rubans, ainsi que des
phases liquides quantiques de natures diverses. La description de ces derniéres,
qui sont a 'origine de effet Hall quantique fractionnaire, a nécessité I'introduc-
tion de nouveaux concepts théoriques qui n’avaient auparavant pas été utilisés
en physique de la matiére condensée. En effet, la fractionnalisation des nombres
quantiques est mieux connue en physique des particules pour la description des
quarks, qui semblent, a Iheure actuelle, étre les constituants fondamentaux de la
matiére. Dans ce sens, les quasi-particules des liquides quantiques, portant une
charge fractionnaire, ressemblent aux quarks méme si ces derniers sont trouvés a
de hautes énergies tandis que Ieffet Hall quantique fractionnaire est un phénoméne
de basse énergie. Ces quasi-particules ont trouvé une classification dans la théorie
des fermions composites, qui nous permet de comprendre Deffet Hall quantique
fractionnaire d’électrons comme un effet Hall quantique entier de ces fermions
composites. Un état d’effet Hall quantique fractionnaire de fermions composites,
qui a récemment été observé de facon inattendue, indique la possibilité fascinante
de générations d’ordre plus élevé de ces quasi-particules.

L’objet de cette thése doctorale est précisément la description théorique de
ces phases (chapitre 3 de cette thése). Un calcul d’énergie des différentes phases
électroniques a permis de comprendre une expérience récente qui a mis en évidence
une réentrance de l'effet Hall quantique entier. Des transitions de phase mul-
tiples, entre phases électronique solides isolantes et liquides quantiques, en fonction



du champ magnétique sont a lorigine de ce comportement non-monotone de la
résistance de Hall. Sur la base de ces calculs, des transitions de premier ordre ont
été prédites, ce qui a trés récemment été confirmé dans des expériences de transport
électronique sous irradiation micro-onde : une coexistence entre un cristal de Wi-
gner et une phase d’ilot avec deux électrons par site donne lieu a deux résonances
dans la conductivité optique pour la méme valeur du champ, qui correspond & un
point de la r’egion de transition.

Un autre objet de cette thése est la déduction d’'un modéle de fermions com-
posites en interaction dans le cadre d’une théorie hamiltonienne de D'effet Hall
quantique fractionnaire (chapitre 2). Dans le passé, cette derniére a permis un
traitement analytique de ce dernier phénoméne, qui nécessite sinon des calculs
numériques techniquement trés élaborés. Le modéle de fermions composites en in-
teraction a la méme structure mathématique que le modéle originel d’électrons,
duquel il a été déduit par une série de transformations, ce qui permet d’étudier
Pauto-similarité de D'effet Hall quantique. En analogie avec le cas électronique,
la compétition de diftérentes phases de fermions composites est analysée dans des
calculs d’énergie dans le cadre du modéle (chapitre 4) et donne naissance & des pla-
teaux d’effet Hall quantique inattendus, mais observés expérimentalement. Pour
ces derniers plateaux, les liquides quantiques peuvent étre interprétés comme la
manifestation de fermions composites d’une deuxiéme génération. Des transitions
de phases multiples entre ces phases et des solides de fermions composites, qui ont
été mises en évidence dans cette thése, pourraient donner lieu & un phénoméne
observable de réentrance dans le régime de effet Hall quantique fractionnaire.



Abstract

Quantum Hall physics - the study of two-dimensional (2D) electrons in a strong
magnetic field - has revealed a lot of unexpected phenomena during the last de-
cades. Most saliently, the integral and the fractional quantum Hall effect (Nobel
Prizes in 1985 and 1998, respectively) have been identified as macroscopic quantum
phenomena, along with superconductivity and superfluidity - two of such known
instances. From a theoretical point of view, these systems belong to the class of
strongly-correlated electron systems : the Coulomb interaction, which may often
be treated as a small perturbation, becomes the relevant energy scale - a challenge
for the theoretical understanding but also the source of a rich variety of phases.
In a certain sense, quantum Hall systems constitute a limit of infinite correlations
because of the Landau quantisation : all states of the same level have the same
kinetic energy. In the context of the Hubbard model, this corresponds to the in-
finitely flat band level, with a hopping parameter which is zero. Electron-solid
phases, such as the Wigner crystal, strange bubble phases - cristals with several
electrons per lattice site - and stripe phases, are found in quantum-Hall systems,
as well as quantum-liquid phases if the electrons are restricted to a single Landau
level. For the description of the latter, which are at the origin of the fractional
quantum Hall effect, new concepts had to be introduced, which so far had not
been used in the study of condensed matter physics. Indeed, fractionalization of
quantum numbers is better known in the context of elementary-particle physics
for the description of quarks, which, at present, appear to be one of the funda-
mental constituents of matter. The fractionally charged quasi-particle excitations
of the quantum liquids are in this sense reminiscent of quarks with the caveat that
quarks appear at high energies, whereas the fractional quantum Hall eftect is a
low-energy phenomenon. These quasi-particles may be classified in the theory of
composite fermions, which allows us to understand the fractional quantum Hall
effect of electrons as an integer quantum Hall effect of these composite fermions. A
recently observed unexpected fractional quantum Hall effect of composite fermions
indicates the fascinating possibility of higher generations of these quasi-particles.

The theoretical description of these phases is precisely one of the aims of this
doctoral thesis (Chapter 3). The energy calculation of the different electron phases
sheds light on a recent experiment which exhibits a reentrance of the integer quan-
tum Hall effect. Multiple phase transitions between insulating electron-solid and
quantum-liquid phases, as a function of the magnetic field, are at the origin of this
non-monotonic behaviour of the Hall resistance. On the basis of these calculations,
first-order phase transitions have been predicted - a scenario which has recently
been confirmed in electronic-transport measurements under micro-wave irradia-
tion. A coexistence between a Wigner crystal and a two-electron bubble phase
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leads to the presence of two peaks in the frequency-dependent conductivity at the
same value of the magnetic field, which corresponds to a point in thetransition
region.

Another issue of this thesis is the derivation of an interacting-composite-fermion
model in the framework of the Hamiltonian theory of the fractional quantum Hall
effect (Chapter 2). In the past, this theory has permitted an analytical treatment of
this phenomenon, which otherwise requires highly technical numerical calculations.
The interacting-composite-fermion model has the same mathematical structure as
the original electronic one, from which it has been derived in a set of transfor-
mations, and allows one to study the self-similarity of the quantum Hall effect.
In analogy with the electronic case, the competition between different composite-
fermion phases is analysed by energy calculations within the model (Chapter 4)
and gives rise to unexpected, yet observed, plateaus in the Hall resistance. For
these plateaus, the emerging quantum liquids may be interpreted as a manifes-
tation of a second generation of composite fermions. Multiple phase transitions
between these phases and composite-fermion solids, which have been found in this
thesis, may give rise to an observable reentrance phenomenon in the fractional
quantum Hall effect regime.
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Zusammenfassung

Quanten-Hall-Physik, das Untersuchen von zweidimensionalen Elektronensys-
temen unter dem FEinfluss eines starken Magnetfeldes, hat wahrend der letzten zwei
Jahrzehnte eine Anzahl neuer Phanomene hervorgebracht. Die beiden auffalligsten
sind der ganz- und der gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt (Nobelpreise jeweils
1985 und 1998), die als makroskopische Quantenphenoméne haben identifiziert
werden konnen, ebenso wie die Supraleitung und die Suprafluiditat - zwei der
wenigen bekannten Beispiele dieses Phanomens. Von einem theoretischen Stand-
punkt aus betrachtet, handelt es sich bei Quanten-Hall-Systemen um Elektronen-
systeme mit starken Korrelationen : Die Coulomb-Wechselwirkung, die haufig als
eine kleine Stérung behandelt werden kann, stellt hier die relevante Energieskala
dar - eine grosse Herausforderung fiir ein theoretisches Verstandnis des Systems,
aber auch die Quelle eines grofien Reichtums an verschiedenen Phasen. In einem
gewissen Sinne sind Quanten-Hall-Systeme sogar aufgrund der Landauquantisie-
rung der Grenzfall unendlich starker Korrelationen : simtliche Zustande desselben
Niveaus haben die gleiche kinetische Energie. Mit Hinblick auf das Hubbardmo-
dell entspricht dies dem Grenzfall eines unendlich flachen Energiebandes mit ei-
nem verschwindenden Sprungparameter. Sofern die Dynamik der Elektronen auf
ein einzelnes Landauniveau beschrankt ist, werden Elektronenkristallphasen, wie
der Wignerkristall, seltsame Blasenphasen - Kristalle mit mehreren Elektronen
pro Gitterplatz - und Streifenphasen, angetroffen, ebenso wie Quantenfliissigkei-
ten unterschiedlicher Natur. Die Beschreibung letzterer, die den gebrochenzahli-
gen Quanten-Hall-Effekt verursachen, bedingte das Einfiihren neuer theoretischer
Konzepte, die der Physik der kondensierten Materie zuvor fremd gewesen waren.
In der Tat ist die Fraktionalisierung von Quantenzahlen vielmehr ein Konzept
der Elementarteilchenphysik zur Beschreibung der Quarks, die die eigentlichen
Konstituenten der Materie zu sein scheinen. Die Quasiteilchen der Quantenfliissig-
keiten mit fraktioneller Ladung sind in diesem Sinne den Quarks ahnlich, auch
wenn letztere bei hohen Energien angetroffen werden, wohingegen der gebrochen-
zahlige Quanten-Hall-Effekt ein Tieftemperaturphinomen ist. Diese Quasiteilchen
kénnen im Rahmen der Theorie der “Composite Fermions” klassifiziert werden,
die es uns ermoglicht, den gebrochenzahligen Quanten-Hall-Effekt der Elektro-
nen als einen ganzzahligen eben dieser “Composite Fermions” zu verstehen. Ein
gebrochenzahliger Quanten-Hall-Effekt von “Composite Fermions”, der kiirzlich
beobachtet wurde, ldsst die faszinierende Moglichkeit einer héherer Generationen
dieser Quasiteilchen vermuten.

Die theoretische Beschreibung dieser Phasen ist genau ein Thema dieser Dok-

torarbeit (Kapitel 3). Energierechnungen fiir die verschiedenen Phasen haben es
ermoglicht ein kiirzlich veroftentlichtes Experiment zu verstehen, das eine Wie-
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dereintritt des ganzzahligen Quanten-Hall-Effektes bei mittleren Feldstarken auf-
zeigte. Multiple durch das Magnetfeld bestimmte Phaseniibergange zwischen iso-
lierenden Elektronenkristallen und Quantenfliissigkeiten sind der Ursprung dieses
nichtmonotonen Verhaltens des Hallwiderstandes. Auf der Grundlage dieser Rech-
nungen sind Phaseniibergange erster Ordnung vorhergesagt worden - ein Szenario,
das kiirzlich durch Elektronentransportmessungen unter Mikrowellenbestrahlung
gestiitzt wurde : FEine Koexistenz von einem Wignerkristall und einer Blasen-
phase mit zwei Elektronen pro Gitterplatz erzeugt zwei Resonanzen in der fre-
quenzabhangigen Leitfdhigkeit bei festem Magnetfeldwert, der einem Punkt des
Ubergangsgebietes entspricht.

Ein weiteres Thema dieser Doktorarbeit ist die Ableitung eines Modells wech-
selwirkender “Composite Fermions” im Rahmen einer Hamilton’schen Theorie des
gebrochenzahligen Quanten-Hall-Eftektes. Letztere erwies sich als fruchtbar in der
analytischen Beschreibung des Phanomens, dessen Untersuchung ansonsten tech-
nisch aufwendige numerische Berechnungen erfordert. Das Modell wechselwirken-
der “Composite Fermions” weist die gleiche mathematische Struktur auf wie das
urspriingliche Modell wechselwirkender Electronen, was somit eine Untersuchung
der Selbstahnlichkeit des Quanten-Hall-Effektes erméglicht. In Analogie mit dem
Elektronenmodell werden die verschiedenen “Composite-Fermion”-Phasen mittels
Energieberechnungen im Rahmen des abgeleiteten Modells untersucht. Die auftre-
tenden Quantenfliissigkeiten konnen als “Composite Fermions” der zweiten Ge-
neration aufgefasst werden. Muliple Phaseniibergiange zwischen diesen und aus
“Composite Fermions” gebildeten Kristallphasen, die in dieser Doktorarbeit zu
finden sind, konnen zu dem moglichen Phianomen eines Wiedereintritts des gebro-
chenzahligen Quanten-Hall-Effektes fiihren.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation du travail de doctorat

1.1.1 Systemes a effet Hall quantique et systemes
d’électrons fortement corrélés

Deux décennies apres la découverte de 'effet Hall quantique entier (EHQE,
en 1980) [1] et fractionnaire (EHQF, en 1983) [2], les systémes bidimen-
sionnels d’électrons soumis a un champ magnétique perpendiculaire restent
un domaine de recherche intense tant au niveau expérimental que théorique
[3]. Dans des échantillons de la meilleure qualité obtenue jusqu’a mainte-
nant, les physiciens ont réussi a augmenter la mobilité p des électrons a
I'interface des hétéro-structures de GaAs/AlGaAs, qui constitue un des pro-
totypes dans lesquels un gas bidimensionnel d’électrons est réalisé, jusqu’a
p =~ 30 x 10%cm?/Vs. Cette mobilité accrue permet ’observation d’une struc-
ture beaucoup plus fine dans les courbes de résistance que celle trouvée au
moment de la découverte de ces effets dans les années 80. Empruntant un
terme du langage de la spectroscopie, une meilleure “résolution” est mainte-
nant accessible, et il semble que le plafond ne soit pas encore atteint.

L’observation des effets Hall quantiques, notamment de 'EHQF, fait
partie des découvertes qui ont bouleversé notre compréhension du fluide
électronique en physique de la matiere condensée. En effet, le comporte-
ment collectif des électrons dans les métaux a été décrit avec succes dans la
théorie de Landau du liquide de Fermi [4] : les interactions entre électrons
modifient adiabatiquement 1’état fondamental déduit dans un modele de par-
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16 Introduction

ticules libres, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre considérées comme une per-
turbation qui renormalise les parameétres du modele sans interactions. D’un
point de vue technique, les principales méthodes utilisées dans ce contexte
sont la théorie de perturbation (les diagrammes de Feynman) et la théorie
du groupe de renormalisation. La supraconductivité des métaux a également
trouvé une explication dans le cadre des liquides de Fermi avec la théorie BCS
(Bardeen-Cooper-Schrieffer) : & basse température, la mer de Fermi devient
instable vers la formation de paires d’électrons, due a une attraction effective
causée par échange de phonons, quanta des vibrations du résau cristallin [5].
Les paires d’électrons, obéissant a une statistique bosonique, condensent dans
un état suprafluide qui est a 'origine de la supraconductivité. Les liquides de
Fermi semblaient donc étre le point de départ inévitable pour la description
du comportement collectif des électrons. A cette époque, les conducteurs uni-
dimensionnels, qui sont plus correctement décrits par le concept du liquide
de Luttinger, constituent la seule exception connue, avec les isolants de Mott
et la physique de 1’*He solide.

Cette image théorique n’a pas seulement été mise en cause par la découverte
de PEHQF mais aussi par celle de la supraconductivité a haute température
critique par Bednorz et Miiller en 1986 [6]. Les matériaux qui exhibent ce der-
nier phénomene consistent en des plans de cuivre-oxigene faiblement couplés
et constituent donc un systéeme quasi-bidimensionnel. Ils possedent un dia-
gramme de phase tres varié en fonction de la température et du dopage,
ce dernier étant la densité de trous dans les plans de cuivre-oxyde; la plu-
part des phases ne se comprennent guere en termes de liquide de Fermi.
En effet, ce dernier est trouvé uniquement a haute densité de trous. A
faible dopage, ces systemes sont des antiferromagnétiques isolants, tandis
qu’a dopage intermédiaire, on trouve des liquides de spin, une phase supra-
conductrice et, a plus haute température, un métal étrange avec des pro-
priétés tres différentes d’un liquide de Fermi. Méme si, a premiere vue, les
matériaux qui révelent cette forme de supraconductivité paraissent peu sem-
blables aux hétéro-structures de semiconducteurs, dans lesquelles on observe
les effets Hall quantiques, la physique des deux phénomenes est controlée par
la présence de corrélations fortes entre les électrons. Contrairement au cas du
liquide de Fermi, leurs interactions mutuelles ne peuvent donc étre traitées
comme une perturbation qui modifie un état fondamental obtenu pour des
électrons libres, mais elles déterminent ce dernier. Un autre systeme, dont
les propriétés sont affectées de facon essentielle par des corrélations fortes,
avait été étudié peu avant les découvertes de 'TEHQF et de la supraconducti-
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vité a haute température critique. Il s’agit des matériaux de fermions lourds,
ol les interactions entre électrons causent une augmentation de la masse
électronique d’environ un facteur 100 dans la phase conductrice [7]. En rai-
son d’une haute densité de moments magnétiques, cette phase fait place a
une phase isolante avec un ordre antiferromagnétique sous certaines condi-
tions expérimentales (par exemple sous pression ou application d’un champ
magnétique).

D’un point de vue théorique, ces découvertes ont nécessité de nouveaux
concepts pour traiter ces nouveaux phénomenes [8]. La méthode la plus in-
tuitive s’est avérée etre également la plus réussie : elle consiste a deviner
une fonction d’onde a N particules pour I’état fondamental. C’est le chemin
qui a mené Laughlin au Prix Nobel en 1983. Il a correctement deviné une
telle fonction d’essai pour décrire TEHQF [9]. C’est aussi dans le contexte
de la supraconductivité a haute température critique que cette méthode a
trouvé son application. En 1987, Anderson a proposé une fonction d’onde
qui décrit des paires d’électrons dans un état singulet de spin sur des sites
voisins de cuivre [10]. Cet état consiste en des liens de valence résonants et
ressemble & une fonction d’onde du type BCS, ou la projection de Gutz-
willer interdit une double occupation de chaque site sur lequel les électrons
ressentent précisément une forte répulsion coulombienne. Cette fonction est
censée décrire I’état fondamental d’un modele effectif, le modele de Hubbard.
L’étude de tels modeles effectifs, qui caractérisent des excitations de basse
énergie en présence de corrélations fortes et qui sont parfois empruntés aux
théories des champs quantiques, a suscité plus d’intérét apres les découvertes
des années 80. Dans le contexte des systemes a effet Hall quantique, ce sont
les théories de Chern-Simons qui ont été utilisées avec le plus grand succes
[11, 12, 13]. Ces théories ont mis en évidence nombre de phénomeénes étranges,
qui sont liés a leur caractere topologique, comme la fractionnalisation de la
charge et la statistique fractionnaire satisfaite par les excitations élémentaires
des liquides électroniques.

Un nouveau concept, émergeant des études de ces modeles effectifs, est
celui des transitions de phase quantiques et du point critique quantique [14].
Contrairement a leur cousin classique, les transitions de phase quantiques
ont lieu a température nulle et sont controlées par un parametre différent
de la température. Dans le contexte des fermions lourds, ou ce concept a
trouvé un vaste champ d’application [8, 14], ce parameétre peut étre une
pression variable, un champ magnétique appliqué ou le dopage chimique des
matériaux. Le point critique quantique sépare une phase antiferromagnétique
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isolante d’une phase conductrice. A température finie, il évolue en une région
“critique quantique” sur une gamme plus large du parametre de controle.
Le concept des transitions de phase quantiques a également été appliqué
au cas des matériaux supraconducteurs a haute température critique, ou la
phase supraconductrice couvrirait éventuellement un point critique quantique
qui sépare une phase de liquide de spin d’une phase métallique (liquide de
Fermi). Dans ce scénario, le métal étrange est associé a la région critique
quantique. Pourtant, on ignore encore si le point critique quantique est un
concept pertinent pour la compréhension de la phase supraconductrice dans
ces matériaux.

1.1.2 Enjeux de cette theése doctorale

Quand j’ai entrepris ce doctorat, I’état de la recherche sur les systemes a
effet Hall quantique était le suivant : la théorie avait su classifier les paliers
connus dans la résistance transverse, dite de Hall, qui, a basse température,
sont la signature de l'effet Hall quantique avec une résistance longitudinale
nulle (Fig. 1.1). Tandis que 'EHQE, qui est trouvé a des rapports v =
ne/np entiers entre la densité surfacique d’électrons ne et la densité de
flux ngp = eB/h, peut étre compris comme un effet & une particule, 'TEHQF
est dii aux corrélations fortes entre électrons. L'EHQF a v = 1/(2s + 1),
ol s est un entier, a été expliqué avec succes en 1983 par Laughlin, qui a
trouvé une fonction d’onde a N particules, tenant compte des corrélations
[9]. Cette fonction d’essai, qui a un recouvrement de plus de 99% avec I’état
fondamental obtenu par diagonalisation exacte, décrit un liquide quantique
incompressible. Les états fractionnaires observés a v = p/(2sp + 1), ou p
est un autre entier, ont trouvé une explication par une généralisation des
fonctions de Laughlin, proposée par Jain en 1989 [15]. On lui doit de plus
I'image des fermions composites (FCs) selon laquelle chaque électron forme
un état lié avec un objet de type vortex qui porte 2s quanta de flux. Dans
cette image, 'TEHQF serait un EHQE de FCs.

Tandis que ces FCs sont trouvés a haut champ magnétique, les corrélations
entre électrons se manifestent différemment a des champs plus faibles : des
calculs dans I'approximation de Hartree-Fock ont indiqué qu’une partie des
électrons formait des phases solides avec une densité électronique inhomogene
[17, 18]. Deux phases ont été prédites : un cristal de Wigner avec plusieurs
électrons par site, aussi appelé “phase d’ilots” ou “phase de bulles”, et une
phase de rubans autour des valeurs v = N + 1/2, avec 'entier N > 1
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Fi1G. 1.1 — Esquisse de leffet Hall quantique. Au lieu d’une dépendance linéaire en
fonction du champ magnétique (effet Hall classique), la résistance de Hall montre des
paliers autour de certaines valeurs du champ. Les paliers sont accompagnés d’une résistance
longitudinale zéro (courbe en pointillé; la courbe n’est esquissée que pour des champs
faibles, mais cette structure de zéros successifs persiste & des champs plus forts.) Si le
rapport v = ne;/np entre la densité électronique et la densité de flux est entier, v = n, on
parle de '"EHQE, tandis que 'EHQF est déterminé par v = p/(2sp+ 1) avec des entiers s
et p. Les états de 'EHQF & v = 1 — p/(2sp + 1) sont reliés aux états & v = p/(2sp + 1)
par la symétrie particule-trou. L’agrandissement de la courbe entre v = 2/5 et 1/3 montre
une structure fine et son autosimilarité, qui a trouvé une vérification expérimentale avec
Pobservation de I’état 4/11 par Pan et al. [26]. Les états en gris clair n’ont pas encore
été observés. Encadré : systeme bidimensionnel d’électrons sous champ magnétique. Le
courant I passe par les deux contacts noirs. La résistance longitudinale est mesurée par
deux contacts au méme bord, et la résistance de Hall par deux contacts sur les deux bords
opposés.
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F1G. 1.2 — (a) Esquisse de la phase d’ilots avec M électrons par site (ici : M = 3) et de la
phase de rubans. (b) Anisotropie de la résistance longitudinale mesurée par Eisenstein et al.
[19]. A v =9/2,11/2,13/2, ..., la résistance longitudinale montre une forte anisotropie par
rapport a deux axes cristallographiques équivalents. Cela constitue une preuve indirecte
de la formation de rubans : un électron est facilement transporté d’un bord a 'autre s’ils
sont connectés par un ruban, ce qui donnerait lieu & une résistance faible (ligne continue).
Perpendiculairement aux rubans, un électron ne peut étre transporté que par effet tunnel,
et 'on trouve une grande résistance (ligne en pointillé).

[Fig. 1.2(a)]. La prédiction théorique de formation de rubans a trouvé une
vérification expérimentale avec I'observation d’une forte anisotropie dans la
résistance longitudinale & v = 9/2,11/2,13/2, ... [19], dont les résultats sont
montrés dans la figure 1.2(b). Apres sa découverte, cette anisotropie a sus-
cité nombre de nouvelles études théoriques : Fradkin et Kivelson ont proposé
que des fluctuations de la forme des rubans donnerait lieu a des phase de
cristaux-liquides, qui restaureraient en partie les symétries brisées par la for-
mation des rubans [20]. Les propriétés de transport d’une phase nématique
ont été étudiées suite a cette proposition dans un modele XY [21, 22] et
dans une approche de Chern-Simons [23]. Les fluctuations de la phase de
rubans ont également été examinées dans une théorie effective de liquides de
Luttinger couplés [24]. Toutes ces études sont basées sur un développement
des propriétés dynamiques a partir de la solution trouvée au niveau de 1’ap-
proximation de champ moyen, qui donne précisément une phase de rubans
statiques [17, 18].

Ce qui manquait dans la compréhension théorique était un lien entre
phases électroniques solides et liquides incompressibles. Car méme si les deux
phases sont dues toutes les deux a la répulsion coulombienne entre électrons et
ont comme base commune le méme hamiltonien, I’approximation de Hartree-
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F1G. 1.3 — Réentrance de "EHQE, mesurée par Eisenstein et al. [25].

Fock, qui fournit une description fiable des phases solides, est condamnée a
I’échec dans le cas des liquides quantiques. Ce lien était une des motivations
de ce travail de doctorat.

Pendant ces trois dernieres années, deux observations ont marqué la suite
de mes études. Un effet de réentrance de 'EHQE fut observé en 2001/2002
par Eisenstein et al. [25] : au lieu d’un comportement monotone de la résistance
de Hall a I’endroit d’'un saut d’un palier au palier voisin, comme esquissé
dans la figure 1.1, on trouve que la résistance, quantifiée autour de 4T, saute
d’abord, lorsqu’on abaisse le champ magnétique, sur un palier ’EHQF au-
tour de ¥ = 3 + 1/5, avant de retrouver sa valeur initiale & des valeurs du
champ légerement plus basses (Fig. 1.3). Ce comportement se répete autour
de v = 3+1/3 et est symétrique autour de v = 3+ 1/2. L’effet de réentrance
indique une alternance de phases électroniques liquides, présentes autour de
v =3+1/5¢et 34+1/3, et solides, qui donneraient lieu &8 "TEHQE. La deuxiéme
expérience importante pour ce travail de these a été la découverte d’un EHQF
a v = 4/11 par Pan et al. en 2002 [26]. Cet état ne figure pas dans la série
d’états proposée par Jain, v = p/(2sp + 1), et constitue donc un défi pour la
théorie de FCs ainsi que pour I'interprétation de 'TEHQF comme un EHQE
de cette sorte de particules. En effet, ce nouvel état est vu comme un EHQF
de FCs [26]. La découverte de ’état 4/11 a de plus attiré 'attention sur 1’au-
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tosimilarité de 'TEHQF et la structure fractale de la courbe de résistance de
Hall, qui avait donné lieu a I’hypotheése de I'existence de cet état avant son
observation [27].

Comme je I’ai indiqué plus haut, ce travail de these était principale-
ment motivé par le lien entre les phases liquides quantiques, qui montrent
I’EHQF, et les phases électroniques solides. Dans un premier temps, nous
avons cherché a établir ce lien dans une analyse des excitations collectives
du liquide quantique. Ces excitations sont séparées par un gap d’énergie de
I'état fondamental, décrit par une fonction de Laughlin & v = 1/(2s + 1).
Or la dispersion des excitations montre un minimum, appelé minimum de
magnéto-roton, a des vecteurs d’onde finis, qui peut étre interprété comme
une indication d’instabilité du liquide vers la formation d’un état avec une
densité de charge modulée. La période de cette modulation étant déterminée
par le vecteur d’onde au minimum de magnéto-roton coincide avec le module
du vecteur du réseau réciproque du cristal de Wigner, dont la formation est
attendue a de treés basses densités (v < 1). En effet, les études théoriques de
Girvin et al. dans 'approximation a un seul mode ont montré que le gap de
magnéto-roton est abaissé si s augmente, c’est-a-dire quand v devient plus
petit [28]. Nous avons généralisé cette approche pour le cas ou v = N + 7,
avec 7 = 1/(2s+ 1) [29]. On s’attendrait a trouver une semblable instabilité
des liquides quantiques, mais dans ce cas vers la formation d’un cristal d’ilot.
En accord avec des études antérieures dans le cadre de la théorie des FCs
[30], nous avons trouvé que le vecteur d’onde au minimum de magnéto-roton
est indépendant de N. La dispersion ne montre donc que des indications
d’une instabilité vers la formation d’'un cristal de Wigner avec un électron
par site. Il ne s’agit pas d’une véritable instabilité, car le gap au minimum de
magnéto-roton ne devient pas nul ou négatif. En revanche, une modulation
de la densité de charge se révele dans la susceptibilité statique, qui a des
maxima a des vecteurs d’onde gy variant comme on 'attendrait a partir des
calculs de Hartree-Fock pour le cristal d’ilots, ¢y ~ 1/v/N [17, 18].

Une autre facon d’établir le lien entre phases liquides et solides a été
trouvée grace a la mise en évidence d’une loi d’échelle [31] : méme si les
excitations de plus basse énergie ne sont déterminées que par ’échelle des
interactions de Coulomb entre électrons, deux échelles de longueur sont per-
tinentes. La premiere est la distance moyenne d oc 1/4/7 entre les électrons,
qui participent a la formation de ces phases liquides ou solides, et la deuxieme
est donnée par le rayon cyclotron Re < v/N. Ce dernier définit un rayon d’in-
teraction forte entre électrons, qui se manifeste a des distances r < 2Rs. A
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des distances plus grandes, les électrons interagissent par le potentiel de Cou-
lomb habituel, qui varie comme 1/r. On peut ainsi distinguer trois régimes
(d>2R¢, d < 2R¢ et d ~ 2R¢) qui sont associés a des phases différentes.
Dans le cas ou d > 2R, les électrons peuvent étre traités comme des ob-
jets classiques, qui forment un cristal de Wigner a cause de leur répulsion
mutuelle. La limite d < 2R est associée aux phases d’ilots et de rubans.
En effet, il s’agit d’'une limite de champ moyen, car une particule choisie
au hasard interagit fortement avec un grand nombre de particules voisines.
Pour cette raison, I’approximation de Hartree-Fock devient plus fiable, et un
critere de validité de cette approximation a été trouvé dans le cadre de cette
analyse d’échelle [31]. Les liquides quantiques peuvent étre associés a la limite
d ~ 2R¢, dans laquelle des approches de champ moyen perdent leur validité.
Ce raisonnement en échelles de longueur a permis d’esquisser un diagramme
de phase, qui reproduit 1’essentiel du diagramme de phase observé.

Or, comme je I’ai mentionné dans un paragraphe précédent, le phénomene
de la réentrance de ’EHQE indique une alternance entre phases liquides et
solides. Cette alternance n’est pas captée dans une simple approche d’échelle
au diagramme de phase. Dans le cadre de ce travail de these, les énergies
des différentes phases en fonction de N et o ont donc été comparées [32], ce
qui fournit une explication théorique de la réentrance de 'EHQE [25], ainsi
que d’un effet semblable observé a des champs magnétiques plus faibles [33].
Une étude de I'influence des impuretés sur les cristaux d’ilots [34] a permis de
prédire de nouveaux effets visibles si I’échantillon est soumis & une irradiation
micro-onde : pour une onde de densité de charge faiblement accrochée par
les impuretés, on trouve une résonance dans la conductivité longitudinale
en fonction de la fréquence micro-onde [35, 36]. Une telle résonance était
observée pour v < 1 [37], ce qui est considéré comme une preuve indirecte
de lexistence d’un cristal de Wigner a fort champ magnétique [38, 39]. Dans
le cas d’un cristal d’ilots, la fréquence de cette résonance dépend du nombre
d’électrons M par site; et comme nos calculs indiquent qu’il peut y avoir
une coexistence entre ilots avec différent M aux points de transitions, on
s’attendrait a trouver deux résonances différentes pour une telle phase mixte.
Des expériences récentes par Lewis et al. [40] ont confirmé nos prédictions
théoriques.

Un autre domaine de recherche abordé dans cette these est la physique
a fort champ magnétique, notamment 1’état observé a v = 4/11 [26], qui est
di aux interactions entre FCs. Dans le cadre de la théorie hamiltonienne,
qui a récemment été établie par Murthy et Shankar [41], nous avons déduit
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un modele de FC en interaction. Ce modele a la méme structure que le
modele originel d’électrons, ce qui peut rendre compte de I'auto-similarité
de 'EHQF [42]. L’auto-similarité dans la structure du modéle a permis de
calculer I’énergie de différentes phases de FCs solides et liquides [43]. De fagon
similaire au cas électronique, on trouve des phases d’ilots et de rubans de FCs
ainsi que des phases liquides incompressibles, qui peuvent étre interprétées
en termes d’une deuxiéme génération de FCs (FC?s). Un tel liquide a la plus
basse énergie & v = 4/11, ce qui explique I'observation de ce nouvel EHQF.
De plus, nous avons prédit un phénomene de réentrance de 'EHQF dans ce
régime, qui serait analogue a la réentrance de 'EHQE, en termes de FCs. Une
observation de cet effet dépend néanmoins de ’amélioration de la qualité des
échantillons. Dans le méme modele, les gaps d’activation des états de FC2s
ont été calculés, qui sont plus d’un ordre de grandeur plus petits que ceux
des FCs de la premiére génération [44]. Cela explique pourquoi 'EHQF hors
la série p/(2sp + 1) est moins visible.

L’intérét de ce dernier travail est également d’ordre méthodologique : la
théorie hamiltonienne, qui fournit une image pertinente de la physique des
FCs, a permis, dans le passé, de calculer analytiquement nombre de propriétes
du systéme directement dans la limite thermodynamique et de confirmer ainsi
des résultats connus par I’approche des fonctions d’onde de Laughlin et de
Jain. En appliquant la théorie hamiltonienne aux FCs en interaction, cas ol
I’approche des fonctions d’onde de Jain fournit des résultats contradictoires
[45, 46], nous avons donné un exemple de sa fécondité pour la description de
la physique des FCs, au-dela de la confirmation de résultats connus.

La structure de ce mémoire de these est organisée de la maniere sui-
vante : la deuxieme partie de cette introduction est consacrée aux notions
préliminaires, comme la quantification de Landau, la structure de I’espace de
Hilbert et les fonctions d’onde. Le lecteur y trouve un bref rappel de 'TEHQE
et de TEHQF. Dans le chapitre 2, je décris le modele d’électrons restreints
a un seul niveau, qui est le cadre de mes études. J'y discute sa structure
algébrique ainsi que ses propriétés d’autosimilarité, apres avoir introduit la
base de FCs et décrit le modele de FCs en interaction. Le diagramme de
phase y est esquissé en termes d’échelles de longueur. La description des
phases électroniques solides et liquides a partir du modele électronique est
donnée dans le chapitre 3, ainsi qu’une comparaison aux expériences. Dans
le chapitre 4, je présente les calculs d’énergie des différentes phases dans le
modele de FCs et des résultats pour les gaps d’activation des FC?s apreés avoir
discuté le potentiel d’interaction entre FCs. Dans le chapitre 5, je présente
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mes conclusions et des perspectives pour un travail futur.
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1.2 Préliminaires

1.2.1 L’EHQE - un effet a une particule

La base théorique de 'EHQE est la quantification de Landau dont je
donne ici un bref rappel. Un électron de masse de bande m; et de charge
—e, dont le mouvement est restreint a deux dimensions, est décrit par le
hamiltonien'

[P+ eA(r)]?

h=
me

+ Veat, (1.1)
our = (z,y) est la position de I’électron dans le plan et p = (p, p,) son
impulsion. Tous les vecteurs comprennent désormais deux composantes sans
indication explicite. Le potentiel vecteur A est celui du champ magnétique
B perpendiculaire au plan, B = 0,4, — 0,A,. Le choix du potentiel vecteur
n’étant pas uniquement déterminé par le champ, il faut le fixer par une jauge.
Deux jauges sont usuelles, la jauge de Landau A, = (—y,0)B et la jauge
symétrique Ag = (—y, z)B/2, dont chacune satisfait a la jauge de Coulomb,
0y Az + 0y A, = 0. Le deuxiéme terme du hamiltonien (1.1) tient compte d’un
éventuel potentiel électrostatique externe, par exemple di a des impuretés
chargées du cristal sous-jacent, mais la discussion est pour le moment limitée
au cas V,;; = 0. Classiquement, I’électron décrit une trajectroire circulaire,
le mouvement cyclotron, dont le rayon est déterminé par son énergie [Fig.
1.4(a)]. Or, a cause de la symétrie de translation, le centre de la trajectoire
peut étre choisi arbitrairement dans le plan. Ce centre R = (X,Y), appelé
centre de guidage, est une constante de mouvement. Pour exprimer la position
de I’électron, on introduit encore une variable relative i, qui est reliée a la
vitesse de 1’électron, 1y = €x(p; + eA;)/eB, avec les indices k, [ désignant les
deux directions spatiales, 1 = z et 2 = y, et le tenseur antisymétrique €.
On a donc r = R + 7. Le hamiltonien (1.1) peut s’exprimer uniquement en
termes de la variable relative,
1

h= imbw%nZ, (1.2)

avec la fréquence cyclotron we = eB/my,.

LJai choisi le symbole h pour désigner le hamiltonien & un électron. Le symbole plus
commun H est ainsi réservé pour le hamiltonien a NV particules.
2En trois dimensions, cette relation s’écrirait & l’aide du produit vectoriel, 7 =

(;5’ + ef_l’) X &,/eB avec le vecteur unité €, dans la direction z.
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F1G. 1.4 — Electron dans un champ magnétique. (a) Classiquement, 1’électron suit une
trajectoire circulaire centrée autour du centre de guidage, R, qui est une constante de
mouvement. (b) Son énergie est quantifiée en niveaux de Landau, qui sont hautement
dégénérés. La dégénérescence est déterminée par le nombre quantique m, associé au centre
de guidage, tandis que le nombre n désigne les niveaux de Landau. L’esquisse montre le
cas d’un remplissage v = 3.

La quantification canonique, [z, p;] = ihdy, se traduit dans le cas présent
par une non-commutativité des composantes de 1 et R,

avec la longueur magnétique lp = (/h/eB, tandis que les deux variables
commutent entre elles, [n, R;] = 0. Comme le hamiltonien (1.2) ne dépend
que de 7, il commute avec 'opérateur centre de guidage, [R,h] = 0, ce qui
est la formulation quantique du fait que R est une constante de mouvement.
En analogie avec le traitement quantique de l’oscillateur harmonique, on
introduit des opérateurs d’échelle

lB lB
Ne = %(CLT‘FCL), nyzi—Q(aT—a),
lB llB
X = —(b +b), Y = —(bf —b), 1.4
20+ Ll (1.4
qui satisfont aux régles de commutation habituelles, [a,af] = [b,bT] = 1 et

[aD) ()] = 0. De méme, le hamiltonien s’écrit en termes de ces opérateurs
d’échelles,

- 1
h = hwe (aTa + 5) . (1.5)
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Ses états propres sont donc déterminés par les deux nombres quantiques
entiers, n et m, associés aux deux sortes d’opérateurs d’échelle,

atln,m) = vn +1|n +1,m), aln,m) = /nln —1,m) (pour n >0);
biin,m) = vVm + 1|n,m + 1), bln,m) = /m|n,m —1) (pour m >0).

Dans le cas ou n = 0 ou m = 0, on trouve
al0,m) =0, b|n,0) = 0, (1.6)

et des nombres négatifs sont exclus. Un état arbitraire peut par conséquent
étre construit a ’aide des opérateurs d’échelle a partir de I’état |0, 0),

Nl Gl
’ Vn! v/m!

Les fonctions d’ondes, qui sont la représentation de ces états dans I’espace
réel, dépendent de la jauge choisie pour le potentiel vecteur. Elles peuvent
étre trouvées a partir des équations (1.6) et (1.7) aprés le remplacement
pr — hOk/i, ce qui donne lieu & des équations différentielles. Les niveaux
d’énergie déterminés par le nombre quantique n, F, = hwc(n + 1/2), aussi
appelés niveaux de Landau, sont hautement dégénérés a cause du grand choix
possible pour m [Fig. 1.4(b)]. Le nombre d’états par niveaux peut néanmoins
étre trouvé a I’aide de la régle de commutation pour les composantes du centre
de guidage (1.4), car celle-ci donne lieu & une relation d’incertitude de Hei-
senberg, AXAY = 27il%. Cela signifie que chaque état occupe une surface
minimale de 27/%, de la méme maniére que chaque état quantique usuel, par
exemple d’une particule libre, occupe une surface minimale de 27/ dans 1'es-
pace des phases. Le nombre d’états par niveau est donc donné par le rapport
entre la surface totale A et la surface minimale, Ng = ngA, ou la densité
d’états np = 1/2mwl%4 = B/¢, a été introduite. Elle coincide avec la densité
de flux, mesurée en quanta de flux ¢g = 27h/e, et j'utilise désormais les
deux termes de fagon équivalente. Comme les électrons suivent la statistique
fermionique, chaque état quantique peut étre occupé au maximum par une
seule particule a cause du principe de Pauli. Dans le cas ou il y a plusieurs
électrons dans le systeme, le remplissage v des niveaux de Landau est donc
décrit par le rapport entre la densité surfacique d’électrons n,; et la densité
de flux ng, v = ny/np, comme je I’ai déja indiqué dans 'introduction. Ce
rapport est aussi appelé facteur de remplissage.

0, 0). (1.7)
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Les électrons étant des particules de spin 1/2, chaque niveau de Lan-
dau se sépare en deux branches par l'effet Zeeman. Cette séparation est
nettement plus petite que 1’écart en énergie entre les niveaux de Landau
dans les hétérostructures de semi-conducteurs parce que le gap de Zeeman
A, = gheB/m, avec la constante de couplage® g, varie proportionnellement
a I'inverse de la masse nue de 1’électron, m. En revanche, la séparation entre
les niveaux de Landau, dont la formation est due a un effet orbital, est
déterminée par l'inverse de la masse de bande m;. Pour GaAs, on trouve
mp = 0,068m. La séparation en deux branches de spin a pour conséquence
que le facteur de remplissage ne dépend pas seulement du nombre de niveaux
de Landau complétement remplis, mais il faut préciser dans quelle branche
de spin se trouve le systéme a champ magnétique fixe. On a v = 2n + 1 si
la branche inférieure de spin du n-iéme niveau de Landau est complétement
remplie, et v = 2n + 2 dans le cas ou toutes les deux branches sont remplies.

L’EHQE est dii a un comportement isolant des électrons dans le dernier
niveau peuplé, tandis que les niveaux completement remplis contribuent cha-
cun un quantum de conductance au transport transverse, G, = Ne?/27h,
qui est précisément mesuré par la résistance de Hall [47]. L’entier N est
la partie intégrale du facteur de remplissage, N = [v]|. Le transport étant
balistique, la résistance longitudinale disparait, ce qui se traduit par une
conductance zéro, car les tenseurs de résistance et de conductance sont reliés
par inversion matricielle,

G ( 0 Ne?/2nh ) [ < 0 —2rh/e*N
— \ —=Né?/2rh 0 ’ N ~\ 27h/e’N 0 '
(1.8)
Pour décrire la partie des électrons dans le dernier niveau partiellement
peuplé, on introduit le facteur de remplissage partiel 7 = v — N. Comme
le remplissage peut étre varié en changeant le champ magnétique, le compor-
tement isolant de ces électrons, si ¥ est suffisamment petit, donne lieu aux
paliers dans la résistance : I’équation (1.8), qui est indépendante du champ,
reste valable dans un intervalle autour de v = N, et la résistance de Hall
est donc quantifiée, Ry = 27h/e?N. L'effet disparait si la température est
plus grande que la séparation entre niveaux de Landau, kg1 2 hwc, avec la
constante de Boltzmann kp.
Dans le cas ou v <« 1, le comportement isolant des électrons dans le
dernier niveau peuplé est dii a la localisation individuelle des particules par les

3g ~ —0,4 dans GaAs.



30 Introduction

N {

Fic. 1.5 — Mouvement semi-classique d’un électron dans un champ magnétique en
présence d’un potentiel d’impuretés. Le centre de guidage suit les équipotentielles d’un
paysage, qui modélise le potentiel d’impuretés. Cette dérive de Hall, indiquée par la fleche,
est superposée au mouvement cyclotron de 1’électron. Un transport électronique est uni-
quement, possible dans le cas ot I’équipotentielle connecte les deux bords de 1’échantillon.
Si ’électron occupe un puits de potentiel avec une équipotentielle fermée, il ne contribue
pas au transport.

impuretés du cristal sous-jacent. Les électrons peuvent étre décrits par un état
cohérent dans le niveau n, |n, a) = exp[—(ab’ —a*b)]|n, 0), qui est centré  la
position a = o, — iy, dans le plan complexe. Un tel état est énergétiquement
favorable si le potentiel d’impuretés a un minimum a «. Dans une image
semi-classique, le centre de guidage suit en effet les équipotentielles d’un
potentiel externe V. (r) modélisant la présence des impuretés si ce dernier
varie lentement dans l’espace a l'échelle de la longueur magnétique (Fig.
1.5). Dans ce cas, on peut remplacer r — R dans l’argument du potentiel,
et le mouvement du centre de guidage est décrit par les deux équations de
Heisenberg

2 a‘/ezct 2 ave:ct

B oy Box

ol on a utilisé la relation (1.3). Ce mouvement est précisément la dérive de
Hall, qui est perpendiculaire au gradient du potentiel électrostatique et au
champ magnétique. Si 1’électron est dans un puits de potentiel, son centre
de guidage suit une équipotentielle fermée. Cet électron ne contribue donc
pas au transport, et la résistance de Hall reste accrochée a sa valeur ini-
tiale. Seuls les états étendus qui suivent les équipotentielles ouvertes peuvent
contribuer au transport électronique, et s’ils commencent a étre peuplés, la
résistance de Hall saute sur un palier voisin. Cette transition est accompagnée
d’une résistance longitudinale non nulle (voire figure 1.1), ce qui indique un

ihX = [X,h] = [X, Vo (X, Y)] = il et ihY = —il
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régime diffusif. En effet, les états étendus occupés a cette transistion étant
spatialement tres proches, la rétrodiffusion devient possible. Méme si cette in-
terprétation de la transition dans une image de percolation semble pertinente
[48], la valeur numérique des exposants critiques, associés a une transition
de percolation classique, n’est pas en bon accord avec les exposants mesurés
dans des expériences [49]. Cet accord est trouvé si I'on tient compte des
corrections quantiques [49].

Une autre origine possible du comportement isolant est la formation d’un
cristal électronique par les électrons dans un niveau de Landau partielle-
ment rempli. Un tel cristal, comme par exemple un cristal de Wigner [50],
peut, sous certaines conditions, étre énergétiquement favorable par rapport
a un état homogene a cause de la répulsion coulombienne entre électrons.
Cette structure, étant accrochée par les impuretés, est un isolant a basse
température parce que le nombre de défauts du cristal électronique, qui
peuvent contribuer au transport, est exponentiellement supprimé. Une dis-
cussion détaillée des cristaux électroniques se trouve dans le chapitre 3.

1.2.2 L’EHQF - un effet a N particules

Dans le cas o v < 1, le systeme est fortement dégénéré car tous les états
dans le plus bas niveau de Landau (n = 0) |mq, ms, ..., my), ol my désigne
I’état occupé par le k-ieme électron, ont la méme énergie cinétique. Ce fut
donc une surprise lorsqu'un EHQF fut découvert a v = 1/3 [2] et d’autres
états a des valeurs p/(2ps+1) dans la suite. Ces états sont dus a l'interaction
coulombienne entre électrons, qui leve la dégénérescence originelle.

Fonctions de Laughlin

Le premier a avoir proposé une théorie pour la description de 'EHQF fut
Laughlin [9], qui a construit une fonction d’essai pour N électrons a partir des
fonctions d’onde du plus bas niveau de Landau, @¢n—om(z, 2*) = (2, 2*|0, m).
La condition (1.6) pour ces états se traduit, dans la jauge symétrique, en
I’équation différentielle

(2 + 410k) bn=om, (2, 27) =0, k=1,2,.., N, (1.9)

ol 2 = Ty — 1Y, est la position du k-ieme €lectron dans le plan complexe, et
Ox = (0/0x), — i0/0yy)/2. La solution de 1’équation (1.9) sont les fonctions

_ 2 2 2
Gt (2 21) = F (2) e~ 23 51 /4l (1.10)
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avec une fonction f,, (zx) qui est analytique dans tous ses arguments,

Ok fmi (2&) = 0. Une base convenable est donc donnée par les puissances en z,
fon (26) = TIp_, 22, avec les entiers my, [51]. Un état & N électrons dans le
plus bas niveau de Landau est décrit par une superposition antisymétrique de
ces états de base, ¢(z) = X g1 A(ma, ..., mu) 2" ...25", avec les amplitudes
A(my, ..., my). Les fonctions de Laughlin

85 () = [ (26 — )2 e 2 1517405 (1.11)

k<l

satisfont aux conditions d’analyticité et d’antisymétrie si s est un entier, qui
serait le parametre libre de la fonction d’essai. Or, ce parametre est fixé par
le facteur de remplissage, v = 1/(2s + 1) [9]. Les fonctions de Laughlin, qui
décrivent un liquide quantique incompressible, réduisent la répulsion coulom-
bienne entre électrons, ce qui peut se voir dans la fonction de corrélation de
paires,

g,(r) = N/dzg,dig,...dszZN\qﬁL(zl = 0,20 =7, 23, .0y 23)

= (11— T2 o~ Cimil 2\ —r?/4% (119
= (1-c )+n;0(2m+1)! (412,3) e (112)
ou N est une constante de normalisation, et la distance r est un nombre réel
en raison de la symétrie de rotation. Le développement dans la deuxiéme
ligne a été proposé par Girvin, et les coefficients ¢5,,, ; caractérisent les états
de Laughlin [52]. Le comportement de la fonction de corrélation de paires
A courte distance est g,(r) ~ r2@*1)_ On trouve donc une forte atténuation
de cette fonction si I'on rapproche deux particules, ce qui est a l'origine de
la minimisation de 1’énergie coulombienne dans un état décrit par une fonc-
tion de Laughlin. En effet, Laughlin a montré que 1’énergie d’'un tel liquide
quantique,

Ul = 1

; m/ooodrr[gs(r)—l]‘/(r), avec V()=  (1.13)

er

est plus basse que celle d’un cristal de Wigner, qui avait également été proposé
comme état fondamental & v < 1 [53]. Les paliers dans la résistance de Hall
sont dus au fait que les états décrits par une fonction de Laughlin sont séparés
par un gap d’énergie des états excités, notamment des excitations de quasi-
particules ou de quasi-trous, qui sont formés si v # 1/(2s + 1). De la méme
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maniere que les électrons dans le cas de 'EHQE, ces quasi-particules sont
localisées par les impuretés de I’échantillon, ce qui donne lieu a TEHQF.

Une meilleure compréhension des fonctions de Laughlin, qui ont un re-
couvrement de plus de 99% avec ’état fondamental trouvé par diagonalisa-
tion exacte [47], peut étre obtenue en analysant la fonction de corrélation
de paires. Cette derniére se calcule numériquement de facon tres précise par
intégration Monte Carlo [54]. Nous avons proposé une détermination alter-
native de cette fonction en nous servant des regles de sommes imposées aux
coefficients dans le développement (1.12) [52],

o s
Z (2m + 2)c;m+1 = _Za

[ee] 82
Z (2m + 3) (2m + Q)Cgm—l—l = 5:

Comy1 = —1 pour m < s,

comme systéme d’équations linéaires [29]. Les trois premieres regles de sommes
décrivent respectivement la neutralité de charge, I’écrantage parfait et ’in-
compressibilité du systéeme. La derniéere ligne définit le comportement de la
fonction de corrélation de paires a courte distance. Pour les coefficients avec
m > s+ 3, on choisit ¢35, ., = 0. Par cette méthode, on trouve

Al alal a [ a [ & [&]
s=1|-1|17/32[1/16] -3/32 | 0 0 0
s=2|-1| -1 |7/16] 11/8 |-13/16| 0 0
s=3|-1] -1 | -1 |-25/32] 79/16 |-85/32| O
—4[-1] 1 | 1 1 | -29/8 | 47/4 [49/8

pour s = 1,..,4. L’énergie ainsi calculée dévie de moins d’'un pour cent des
résultats numériques de Levesque et al. [54], comme il est montré dans la
figure 1.6(a). La fonction de corrélation de paires exhibe, & part la probabi-
lité diminuée d’avoir un électron dans le voisinage immédiat d’un autre, un
maximum & distance finie, ou il est plus probable de trouver une deuxieme
particule. Ce maximum se déplace vers des distances plus grandes et devient



34 Introduction

plus prononcé si s est augmenté, donc si la densité électronique est abaissée
[v = 1/(2s + 1)]. Cela indique un ordre a courte portée qui devient plus
important a basse densité, ou I’on s’attendrait a la formation d’un cristal
de Wigner. En effet, des calculs numériques plus précis montrent méme des
oscillations autour de la ligne cassée dans la figure 1.6(b) pour r plus grand,
indiquant la présence de corrélations a longue distance [47].

Des états fractionnaires ont également été observés a v = 1/3 et 1/5
dans le premier niveau de Landau excité, n = 1. Ils peuvent étre décrits par
une généralisation des fonctions de Laughlin au niveau n en considérant les
électrons des niveaux sous-jacents comme inertes. La fonction des électrons
du dernier niveau peuplé est donnée par

£ o) = ()

(ah) >

Y1, ), 1.14
' (114
ou a;[ est 'opérateur d’échelle de la j-ieme particule, et ({zx, 2 }2s) = L (2x)
est la fonction de Laughlin dans le plus bas niveau de Landau [55].

Charge et statistique fractionnaires

Deux propriétés remarquables de TEHQF sont la charge et la statistique
fractionnaires des excitations élémentaires du liquide quantique. Tandis que
la fractionnalisation de la charge est un phénomene connu de la physique a
haute énergie dans le contexte des quarks, constituants élémentaires de la
matiere, la statistique fractionnaire est plus étrange : elle est liée a un monde
bidimensionnel [13, 56]. La statistique d’une particule se révele dans des pro-
cessus d’échange. On considere une particule A qui se déplace autour d’une
deuxiéme B pour, a la fin du processus, retrouver sa position initiale [figure
1.7(a)]. La trajectoire de la particule A est choisie suffisamment éloignée de
la position fixe de B pour pouvoir négliger le recouvrement de leurs fonctions
d’onde. La fonction de A acquiert une phase géométrique, qui ne dépend que
du chemin C, est appelée phase de Berry et se calcule a partir de la fonction
d’onde de la particule,

v(C) = i/CWR(t)\VR(t)UJR(t)) -dR(2), (1.15)

ou R(t) paramétrise le chemin parcouru [47]. Notons que R n’est pas nécessaire-
ment un point dans I’espace réel, comme dans le cas considéré ici, mais ce
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@ Facteur de remplissage
T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.1r
Q0
o
o -—0.2r
c
L
-0.31
-0.4F
(b)

Fonction de corrélation de paires

1 1

10 15

Fic. 1.6 — (a) Comparaison de nos résultats pour I’énergie (traits noirs) des
états de Laughlin aux résultats numériques de Levesque et al. (ligne grise) en
unités de e?/elg. La ligne est donnée par les formules d’interpolation U(v) =
—0,782133/v (1 — 0,211%™ 4+ 0,0120"7) pour les résultats de Levesque et al. [54]. (b)
Fonctions de corrélation de paires pour différents s. La distance r est mesurée en unités
de la longueur magnétique [p. La ligne droite (tirets) indique la fonction pour un gaz
d’électrons non corrélés.
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(a) (b)
c

F1G. 1.7 — (a) Processus dans lequel la particule A se déplace sur un chemin C autour
d’une deuxiéme particule. (b) Processus équivalent qui consiste en deux échanges successifs
des particules A et B.

vecteur peut également regrouper un ensemble de parametres continus. Ce
processus qui consiste a déplacer A autour de B, ou A acquiert une phase
~', peut également étre décrit - &4 une translation pres - comme la somme de
deux processus d’échange des deux particules A <+ B [figure 1.7(b)]. Dans
ce cas, A acquiert chaque fois une phase v, et I'on a donc 7' = 2. En trois
dimensions, ce processus ne se distingue pas, dans un sens topologique, d’un
processus dans lequel les deux particules restent sur leurs positions, car la
trajectoire de A peut étre rétrécie en un seul point, en la “soulevant”, sans
qu’elle passe par la position de la particule B. Cela nécessite que v = 0 (mo-
dulo 27), et par conséquent v = 0 ou v = 7 pour les processus d’échange.
Les particules qui ont v = 0 sont des bosons, et celles avec v = 7 sont
des fermions. Ces deux classes regroupent donc toutes les particules en trois
dimensions.

Ce n’est pas le cas dans le monde bidimensionnel, ou la trajectoire de
A ne peut étre rétrécie en un seul point sans passer par B. La phase
reste donc indéterminée, et ’on appelle anyons les particules avec v # 0,7
[66]. C’est précisément ce que I’on veut dire quand on parle d’une statistique
fractionnaire. En fait, ce terme n’est pas tres bien choisi parce que la phase
v n’est pas restreinte a des valeurs fractionnaires.

Dans le cas de TEHQF, les excitations élémentaires de type quasi-trou
située a la position zg peuvent étre décrites par la fonction d’onde [9]

P17 fv[ (20 — 2;) 6% (), (1.16)

olt ¢%(z;) est la fonction de Laughlin [Eq. (1.13)]. Une excitation de type
quasi-particule a une forme plus compliquée a cause de la condition d’analy-
ticité (1.10) pour les fonctions d’onde dans le plus bas niveau de Landau, ce
qui fait intervenir des dérivées par rapport aux positions z;. Un calcul de la



PEHQF - un effet a N particules 37

phase de Berry (1.15) de ce quasi-trou sur un chemin clos donne [47]

10 = i f o

1
= i/szp(z)/dzo ,
¢ 20 — <

ou p(z) est la densité électronique a la position z. A l'aide du théoréme
des résidus, on trouve que l'intégrale sur C est zéro si z n’est pas dans la
surface S(C) entourée par le chemin d’intégration, et 27i sinon. On obtient
par conséquent

0
q—t
aZO ¢5 >d20

v(C) = =27 s d?zp(2). (1.17)

Discutons d’abord le cas ot il n’y a pas d’autre quasi-trou dans la surface
S(C). On adonc, a v =1/(2s+ 1), p(z) = —neg = —np/(2s + 1) et y(C) =
21ngS(C) = (BS(C)/h)e/(2s + 1) ou alternativement, en termes de quanta
de flux, v(C) = 27¢(C)/po(2s + 1), ou ¢(C) = BS(C) est le flux & travers la
surface. La charge e* du quasi-trou est donc positive. Elle est une fraction de
la charge élementaire e, e* = e/(2s + 1). En revanche, si la surface contient
également un quasi-trou, la densité est p(z) = —[ng — e*/e(2s + 1)S(C)], et
I'on a y(C) = 27w[ngS(C) —1/(2s+1)]. La fonction d’onde du quasi-trou, qui
parcourt le chemin C, acquiert donc une phase supplémentaire de 27/(2s+1)
si sa trajectoire encercle un autre quasi-trou. En conclusion, c’est la charge
fractionnaire qui, dans le contexte de 'EHQF, donne lieu a une statistique
fractionnaire.

Fermions Composites

Meéme si les fonctions de Laughlin décrivent de fagon tres précise 1’état
fondamental a des valeurs v = 1/(2s+1), elles ne peuvent représenter 'EHQF
observé a v = p/(2ps+1) si p > 1. Selon une premiére approche, due a Hal-
dane [57] et Halperin [58], ces états peuvent étre compris dans une hiérarchie :
de méme que les électrons & v = 1/(2s+1), les quasi-particules et quasi-trous
excités a v # 1/(2s + 1) peuvent former un état de Laughlin pour réduire
leur répulsion mutuelle. Dans cette théorie, 1'état & 2/5 serait un “rejeton”
de ’état a 1/3. En principe, chaque rapport v = P/Q, avec P entier et Q
entier impair, peut donner lieu & un EHQF si I'on monte suffisamment loin
dans la hiérarchie [57]. L’esixtence d’un tel état dépend de la forme du poten-
tiel entre les quasi-particules. Une variante de cette hiérarchie d’états a été
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proposée par Jain en 1989 avec sa théorie de FCs [15, 16], qui est largement
utilisée ajourd’hui. Elle est basée sur une réinterprétation des fonctions de
Laughlin : ses zéros d’ordre 2s+1, [T,<;(2x — 21)?* ™, peuvent étre vus comme
représentant des vortex parce que la phase de la fonction d’onde, ayant une
singularité si (zx — 2z;) — 0, change quand la k-iéme particule tourne autour
de la [-ieme. Si 'on sépare la fonction d’onde de Laughlin en deux parties,

0% (zr) = [1 (2 — 21)* ¢ (2r), (1.18)

k<l

la deuxieme est simplement le déterminant de Slater, a un facteur de norma-
lisation 1/v/N! pres,

o3 (2k) = [[ (zx — 2) = det (zf) , i=1,.,N; j=0,.,N -1, (1.19)
k<l

oll 'on a omis la gaussienne dans les fonctions d’onde. Ce déterminant décrit
un systeme d’une nouvelle sorte de particules a un remplissage v* = 1, et
dans ce cas I’état est non dégénéré. Cette nouvelle particule est précisément le
FC, qui consiste en un électron lié au vortex portant 2s quanta de flux et qui
a un couplage réduit (eB)* au champ magnétique B. Deux interprétations
de ce couplage réduit sont équivalentes : selon la premiere, qui est la plus
courante, les 2s quanta de flux liés a I’électron abaissent le nombre de flux
libres dans le systéme. Le champ magnétique est donc réduit en moyenne
a B* = B — 2s¢gne. Selon la deuxieme interprétation, c’est la charge du
FC qui est réduite, vu que le vortex est une région dans laquelle la densité
électronique est abaissée. On peut donc associer au vortex une charge c2e,
avec ¢ = 2s/(2s + 1), opposée a celle de I’électron, ce qui est & lorigine
de D’attraction entre 1’électron et le vortex. La charge totale du FC est par
conséquent —e* = (1—c?)e [41]. Le facteur de remplissage de FCs v* est relié
a celui des électrons par

l/*

YT s 1
En permettant aux FCs de peupler p niveaux de Landau de FCs, v* = p, on
trouve la série v = p/(2ps + 1) pour les états ’EHQF. Les quasi-particules,
dont la localisation donne lieu aux paliers dans la résistance de Hall, sont,
dans cette image, les FCs promus dans un niveau supérieur, et 'EHQF
d’électrons est considéré comme un EHQE de FCs (Fig. 1.8). La fonction
d’onde pour p arbitraire est donnée par

Psp(2k) = P I1 (26 — 2)*° 6 (21 21), (1.21)

k<l

(1.20)
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v=13: vO=1

Théorie
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de FCs

guantum de flux libre
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d:b vortex '/% '/% '/%
portant 2s quanta de flux (liés) 4%_%_%

~<H> fermion composite

F1G. 1.8 — Fermions composites. L’état électronique & v = 1/3 peut étre compris comme
un état avec un remplissage entier v* = 1 en termes de FCs, dont les vortex portent 2s
quanta de flux chacun. De méme, un remplissage de FCs de v* = 2 donne lieu & Iétat
=2/5.

ou ¢y(z) est le déterminant de Slater pour p niveaux complétement rem-
plis. La fonction d’onde ¢;(zk, Zx) possede des composantes dans des niveaux
supérieurs, qui sont générées par les opérateurs d’échelle a}; o (zx — 4140y),
avec Oy = (0/0xy + 10/0yy) /2. La fonction n’est plus analytique, comme on
I’a exigé pour une fonction du plus bas niveau de Landau (Eq. 1.10). 11 faut
donc projeter cette fonction dans le plus bas niveau, ce qui est formellement
indiqué par le projecteur P. Aussi ces fonctions d’onde ont-elles un grand
recouvrement (Z 99%) avec I’état fondamental trouvé dans des calculs de
diagonalisation exacte [16, 59].

A part la preuve indirecte de leur existence par 'EHQF, les FCs ont
été mis en évidence dans des expériences de collimation magnétique [60],
une technique mésoscopique qui a été proposée par van Houten et al. pour
I'étude des hétéro-structures de semiconducteurs [61]. Elle consiste a injecter
un courant dans le systeme bidimensionnel par un contact quantique ainsi que
de le collecter par un deuxieme, qui est placé au méme bord de I’échantillon
que le premier. Les deux contacts sont séparés I'un de ’autre par une distance
d de quelques micro-metres. A faible champ magnétique, la trajectoire d’un
électron injecté par le premier contact est essentiellement classique et atteint
donc le deuxiéme si son rayon cyclotron Rc = hikp/eB, en termes de vecteur
d’onde de Fermi kp, satisfait & Rc = d/2j, o j est en entier. Cet entier
compte le nombre de réflexions (j — 1) au bord que ’électron subit avant
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d’atteindre le deuxieme contact. Il y a donc une réponse électrique accrue
a ce contact si le champ magnétique est un multiple de AB = 2hkp/ed, et
’on observe donc des résonances en variant le champ [61]. Cet effet disparait
a plus haut champ magnétique, ou la trajectoire cesse d’étre classique en
raison de la quantification de Landau. Or les FCs, a cause de leur couplage
réduit au champ, sont soumis a un champ magnétique effectif B*, qui est
faible autour des valeurs de champ correspondant & v = 1/2, ou le systeme
se comporte donc comme un métal [12]. Des résonances dans une expérience
de collimation magnétique, en variant le champ autour de cette valeur, ont
en effet été trouvées par Goldman et al. [60]. Leur séparation AB* est bien
celle a laquelle on s’attend sur la base de la théorie de FC.

Transformations de Chern-Simons

Une formulation alternative de FCs a été proposée par Lopez et Fradkin
dans le contexte d’une théorie de champs quantiques, basée sur les transfor-
mations de Chern-Simons [11]. Cette transformation porte sur le hamiltonien
cinétique,

[—ihV + eA(r)]
2mb

Hy = /d27”¢f(1‘)

en termes du champ électronique 1 (r) = 3=, ,,(r|n, m)e, m, avec les opérateurs

»(r), (1.22)

de deuxieme quantification obéissant a la statistique fermionique, {e, /, er,’m,}
= Onn/ Omm’ €t {€nm,€n v} = 0. Le champ électronique est lié au champ de
Chern-Simons par une transformation unitaire, mais singuliére a la position
de 1’électron,

P(r) = e Py (1), (1.23)

ol p(r) = YT (r)1h(r) = Ple(r)hos(r) est opérateur densité, qui est invariant
sous la transformation, et 6(r) est l’angle entre le vecteur r et l'axe z. La
singularité de la transformation a son origine dans le fait que cet angle n’est
pas défini pour le vecteur nul. Le facteur ¢ détermine la statistique du champ
de Chern-Simons : si ¢ = 2s, le champ reste fermionique, et si ¢ = 2s + 1,
il est soumis a la statistique bosonique. Pour décrire des FCs, nous choisis-
sons donc ¢ = 2s. Comme le gradient V agit également sur ’argument de

I’exponentielle, on trouve le hamiltonien transformé

[—z’hV +eA(r) + eaCS(r)] ’

2mb

H, = /d2r wés(r) Yes(r), (1.24)
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avec le potentiel vecteur de Chern-Simons, a®(r) = —2s(h/e)V [ d*r'0(r —
r')p(r'), qui donne lieu & un champ magnétique*

b(r) = 8pay®(r) — 8yag” (r) = —2s¢op(r). (1.25)
Parce que p(r) est un opérateur, ce nouveau champ magnétique en est aussi
un. Dans I'approximation de champ moyen, {p(r)) = n¢, on trouve donc le
meéme abaissement du champ effectif que dans le cadre des fonctions d’onde,
proposées par Jain, B* = B + (b(r)) = B — 25¢yne.

Les deux approches, fonctions d’essai et théorie de Chern-Simons, sont
complémentaires et ont chacune des avantages et des inconvénients. Les fonc-
tions d’onde de Laughlin et de Jain décrivent de facon tres précise 1’état fon-
damental déduit par diagonalisation exacte d'un petit ensemble d’électrons
ainsi que ses propriétés physiques comme l’énergie des différentes excita-
tions. Or des calculs dans cette approche exigent des calculs numériques
tres élaborés et sont souvent limités au traitement d’un petit nombre de
particules, tout comme les calculs de diagonalisation exacte. Tandis que les
résultats semblent converger vers une valeur qui peut étre identifiée comme
celle de la limite thermodynamique pour les états de la série v = p/(2sp+1),
ils ne convergent pas dans le cas v # p, ou les interactions résiduelles entre
FCs deviennent importantes. L’interprétation des résultats ainsi obtenus
dans la limite thermodynamique est donc parfois risquée et méme erronée
[45, 46]. Quant & la théorie de Chern-Simons, elle a d’une part avantage
de permettre des calculs analytiques directement dans la limite thermodyna-
mique. Son caractere topologique fournit par ailleurs une description élégante
de la fractionnalisation de la charge des excitations élémentaire et de leur
statistique fractionnaire. Mais par ailleurs, la transformation ne porte que
sur le terme cinétique du hamiltonien, tandis que le terme d’interaction,
étant quadratique en p(r), reste invariant. Au niveau de 1’approximation du
champ moyen, la séparation entre niveaux de Landau est donc donnée par
hwy, = heB* /m; et non pas par Pénergie de Coulomb e?/elg, qui est I’échelle
pertinente de ’EHQF. Une renormalisation de la masse m, — m*, en al-
lant au-dela de I'approximation de champ moyen, n’est qu’un remede partiel
[16, 62]. En revanche, la théorie de Chern-Simons fournit de bons résultats
pour les fonctions de réponse dans le cas ou ces dernieres ne dépendent pas

4Ce résultat est obtenu & I’aide la relation (9,0, — 8,0,)0(r) = 2r4(r), qui est déduite
des équations différentielles de Cauchy-Riemann pour les fonctions analytiques dans la
représentation polaire [13].
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du gap d’énergie [63, 64]. Une solution a ce probleme d’échelle d’énergie a
été trouvée dans le cadre de la théorie hamiltonienne de Murthy et Shankar,
dans laquelle la transformation de Chern-Simons est la premiere d’une série
de transformations [41]. Cette théorie est discutée dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Auto-similarité dans le modele
d’électrons restreint a un seul
niveau

Dans ce chapitre, je propose de discuter le modele d’électrons restreint a
un seul niveau de Landau, base de mes études sur les phases électroniques
solides et liquides. Apres sa description et une analyse du potentiel d’interac-
tion effectif, la base de FCs est introduite dans le cadre de la théorie hamilto-
nienne de 'EHQF [41]. Méme si les FCs sont la manifestation des corrélations
fortes dans le systeme, ils peuvent étre interprétés comme des particules qua-
siment libres & des facteurs de remplissage partiel 7 = p/(2sp + 1). Dans ce
cas, les excitations élémentaires ont un spectre d’énergie qui ressemble aux
niveaux de Landau des électrons. La stabilité des FCs en fonction du rem-
plissage sera discutée dans le chapitre suivant. A v # p/(2sp + 1), dans le
plus bas niveau de Landau, les interactions entre FCs deviennent impor-
tantes, et 'image de FCs libres cesse d’étre valable. Ici, je décris un modele
qui tient compte de ces interactions. Le modele, ayant la méme structure
algébrique que le modele originel, fournit ainsi une formulation mathématique
de lauto-similarité de TEHQF [27]. Ce cadre permet l'introduction de la
base d’une deuxiéme génération de FCs (FC?s) dont la stabilité, ainsi que
leur compétition avec des phases solides de FCs, sera analysée dans le cha-
pitre 4. J'utilise désormais un systéme d’unités dans lequel 7 = I = 1, sauf
dans quelques explications, qui deviennent plus compréhensibles si I'on tient
explicitement compte de la longueur magnétique.

43



44 Auto-similarité dans le modéle restreint a un seul niveau

2.1 Déduction du modele

Comme le but est de décrire les propriétés physiques du systeme dans la
limite ou la température tend vers zéro, seules les excitations de plus basse
énergie sont prises en compte. En raison de la dégénérescence des niveaux
de Landau, il s’agit des excitations restreintes a un seul niveau - ou plus
précisément a une seule branche de spin - qui deviennent importantes si
v # N. A remplissage entier v = N, ces excitations dans un seul niveau
sont interdites par le principe de Pauli (Fig. 2.1). Comme elles ne couplent
que les états du méme niveau, ’énergie cinétique est une constante, qui ne
joue plus aucun role pour la dynamique des électrons restreints a un niveau.
Cette constante est désormais omise. Des excitations virtuelles inter-niveaux
peuvent étre considérées dans une approche perturbative et donnent lieu a
une fonction diélectrique €(¢), qui modifie le potentiel d’interaction entre
les électrons du méme niveau [65]. Contrairement au cas des métaux, o I’'on
trouve un écrantage de la répulsion coulombienne a longue portée, I’écrantage
de l'interaction entre électrons en présence d’'un champ magnétique ne se
manifeste qu’a des valeurs finies du vecteur d’onde : a ¢ — 0 ainsi qu’a
g — 00, il disparait, et €(q) — €, ou € est la constante diélectrique du semi-
conducteur sous-jacent. Méme si cet écrantage de la répulsion coulombienne
a une valeur gy # 0 du vecteur d’onde était une explication plausible pour la
tendance du systeme électronique a former des phases de densité de charge
inhomogene, comme il avait été proposé au début par Fogler et al. [17], la
formation de ces phases électroniques solides dans des niveaux de Landau
intermédiaires n’en dépend pas [66]. Le spin de 1’électron n’est pas changé
pendant de tels processus dans une branche de spin, et il n’intervient donc
pas dans le modele. Formellement, je traiterai désormais des fermions sans
spin.

Le hamiltonien d’électrons restreints a un seul niveau de Landau n est
donc donné par

H = % / d’r dr' ) (£) b (0)V (r — ©) (2) e (r), (2.1)

ou les champs électroniques ne comprennent que des états du n-ieme ni-
veau, ¥, (r) = X, (r|n, m)enm et ¢} (r) = X, (n,m|r)el . Dans 'espace
réciproque, le hamiltonien s’écrit

1

H=— ) () pn(—a)pn(a), (2.2)
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F1G. 2.1 — Excitations de plus basse énergie. Chaque niveau de Landau est séparé en deux
branches de spin en raison de l’effet Zeeman. (a) A remplissage v = N, des excitations
qui couplent des états du méme niveau sont interdites par le principe de Pauli. Seules
des excitations inter-niveaux sont possibles. (b) A remplissage partiel du dernier niveau
peuplé (v # N), des excitations dans un seul niveau étant permises définissent la physique
de basse énergie, tandis que les excitations inter-niveaux, d’énergie hwe ou A, sont omises
dans le modele (2.7).

avec la mesure Y, = A [ d?q/(27)? et le potentiel d’interaction coulombienne
v(q) = 2me?/eq. Les opérateurs p,(q) étant des composantes de Fourier de la
densité électronique du n-iéme niveau, p,(r) = ¥} (r)t,(r), ils s’expriment en
deuxieme quantification a I'aide des éléments de matrice décrits dans I’annexe
Al

pn(q) = Z <’fl, m|€—iq-r|n’ ml>6l,m6n:m'
m,m/’

= (n|e™*Mn) 3 (mle™ R |m')el, enm

m,m’

= F.(q9)p(q), (2.3)

olt F,(q) = L,(¢?/2) exp(—¢*/4) est le facteur de forme en termes de po-
lynémes de Laguerre L, (z). L’opérateur de densité projeté est défini comme

pla) = - (mle” R |m)el nenm (2.4)

m,m’

et satisfait a I’algebre

(P(a), 5)] = 2isin (%) Ha+K), (25)
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induite par la regle de commutation des composantes du centre de guidage
(1.3), [X,Y] = i. Cette algebre constitue aussi le groupe des translations
magnétiques, car les translations du centre de guidage dans la direction z
sont générées par Y, de méme que celles dans la direction y sont générées
par X, a cause de la relation (1.3). Il est remarquable que l’algebre (2.5)
est indépendante de l'indice du niveau de Landau n méme si les opérateurs
électroniques e m €t enm en dépendent. En absorbant le facteur de forme du
n-ieme niveau dans un potentiel d’interaction effectif

2me?
€q

A (2.6)

Un(q) =

on trouve pour le hamiltonien (2.2)
H=_— Z va(9)p(—a)p(a), (2.7)

qui, avec l'algebre (2.5), définit le modele d’électrons restreints a un seul ni-
veau. Le point fort de ce modele est qu’il constitue une description commune
pour tous les niveaux de Landau. L’information qui indique dans quel niveau
le systéme se trouve est encodée dans la forme du potentiel effectif (2.6) a
travers le facteur de forme, qui tient compte du recouvrement des fonctions
d’onde du n-ieme niveau.

Les corrélations quantiques se manifestent dans les équations de mouve-
ment de I'opérateur de densité projeté, qui sont non linéaires en raison des
régles de commutation (2.5),

i = A

— S lnlb) = e asin (BB B ppla + 10,

2.2 Le potentiel d’interaction effectif

Pour mieux comprendre le modele, je discuterai dans cette section quelques
propriétés du potentiel d’interaction effectif v, (¢). En raison des zéros des po-
lynémes de Laguerre L,(z), la répulsion coulombienne disparait a certaines
valeurs du vecteur d’onde, notamment a go(n) ~ 2,4/v/2n+ 1, ce qui cor-
respond au premier zéro z ~ 1,2/(2n + 1) [67]. Cela méne a des instabilités
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F1G. 2.2 — (a) Potentiel effectif dans I’espace réel pour les niveaux de Landaun = 1, ..., 5,
en unités de e?/e. Le potentiel de Coulomb en 1/r est montré pour comparaison (tirets).
(b) Les résultats pour le potentiel (points) sont tracés apres la transformation d’échelle
(2.8). La ligne noire représente ’expression approchée 9(z) et la ligne grise le potentiel de
Coulomb.

du systeme pour la formation des phases de densité inhomogéne avec une
périodicité caractéristique A ~ 27/qo(n), car il est énergétiquement favorable
pour la densité moyenne (p5(q)) d’avoir un maximum a go. La périodicité A
varie proportionnellement avec le rayon cyclotron Ro = v/2n + 1. Une trans-
formation dans I'espace réel du potentiel effectif, v, (r) = 34 exp(ir - q)vn(q)
confirme cette image. Pour des petites valeurs de n, cette transformation
peut étre effectuée de facon exacte, et I’on trouve une somme finie sur des
fonctions de Bessel, dont les expressions exactes sont données dans I’annexe
C. Dans des niveaux de Landau plus élevés, n > 1, on peut déduire une loi
d’échelle pour le potentiel a 'aide de F,(¢) ~ Jy(qR¢), ce qui devient exact

dans la limite n — oo,
2
1—4/1—4/2?
K( v /)],@.8)

2

oa(r) ~ 9(r/R¢) 4¢?
T o+ 1] TEx

ou Jo(z) est la fonction de Bessel d’ordre zéro, et K(z) est I'intégrale ellip-
tique compléete de premiere espece.

La figure 2.2(a) montre les résultats pour le potentiel effectif dans les
niveaux n = 1,...,5. On remarque la formation d’un palier - a part des
petites oscillations - pour des distances moyennes, superposé au potentiel
coulombien habituel, €?/er, qui est retrouvé a grande distance. Ce palier
devient plus large dans des niveaux élevés cependant que sa hauteur est di-
minuée. La forme d’échelle (z) est mise en évidence apres la transformation
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des résultats selon I’équation (2.8) : les points, qui représentent les résultats
exacts, tombent approximativement sur la méme courbe (noire). L’approxi-
mation (2.8), qui devient exacte dans la limite n — oo, décrit la forme du
potentiel de fagon suffisamment appropriée aussi pour de plus bas niveaux
de Landau a condition que n > 0. Le point anguleux a r = 2R dans la
forme approchée du potentiel est un artéfact mathématique - pour z > 2,
I’argument de I'intégrale elliptique est réel tandis qu’il devient complexe pour
x < 2, ce qui donne lieu a cette discontinuité. Cet effet pourrait engendrer
des divergences artificielles dans d’éventuelles dérivées, mais on se sert de
cette forme du potentiel uniquement comme support dans des intégrations,
ce qui rend la discontinuité inoffensive.

La forme du potentiel peut étre illustrée dans une image quasi-classique.
Avec la restriction des champs électroniques au n-ieme niveau de Landau,
on a fait une moyenne sur le mouvement rapide de 1’électron, déterminé par
la variable m qui, sans cette restriction, couplerait des états de différents
n. Les degrés de liberté du mouvement des électrons sont donc uniquement
leurs centres de guidage. La fonction d’onde d’un électron dans un niveau
de Landau n > 1 tient compte de cette moyenne sur le mouvement cyclo-
tron et a par conséquent une forme d’anneau de rayon R, représentant une
densité électronique moyenne (Fig. 2.3). Si la distance r entre les centres
d’anneaux, qui sont précisément les centres de guidage du mouvement cyclo-
tron de chaque particule, est suffisamment grande (r > 2R¢), la forme des
fonctions d’onde de deux particules n’est qu’une faible correction du potentiel
coulombien. A r ~ R, les anneaux commencent a se recouvrir et la répulsion
devient donc plus forte. En revanche, si ’on rapproche les centres de guidage,
ce recouvrement ne devient pas plus grand et la répulsion n’augmente donc
pas de facon significative, ce qui explique la formation du palier dans le
potentiel effectif. La répulsion devient a nouveau plus importante quand le
recouvrement est complet a tres petite distance. Or les centres de guidage
étant étalés sur la surface minimale 27/% ne peuvent pas étre approchés a
des distances plus petites que [g. Pour n = 0, cette image quasi-classique
devient plus problématique parce que les fonctions d’onde sont de forme
gaussienne avec une extension spatiale de l’ordre de la longueur magnétique.
Les électrons devraient donc plutot étre représentés par un disque de rayon
B, qui constitue également la longueur minimale, comme il a été décrit plus
haut.
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- : (®
F1G. 2.3 — Les fonctions d’onde des électrons dans un niveau de Landau n > 1 peuvent
étre représentées par des anneaux. (a) Si r > 2R, les anneaux ne se recouvrent par.
(b) Pour r < 2R¢, les anneaux commencent & avoir un recouvrement, représenté par la

surface grise foncée. (c) Le recouvrement n’augmente pas de fagon significative lorsque les
anneaux sont rapprochés davantage.

(@)

Echelles de longueur

Méme s’il n’y a qu'une échelle d’énergie - celle des interactions de Cou-
lomb e?/e¢ - dans le modele (2.7), deux échelles de longueur interviennent :
la premieére est le rayon cyclotron Rc = v/2n + 1, qui détermine la portée
de l'interaction “forte” du potentiel (2.8). La deuxiéme est donnée par la
distance moyenne d entre électrons dans le dernier niveau de Landau peuplé,
qui dépend de la densité partielle 7., = ng = v/2m. On a par conséquent
d = 1/\/fig x 1/+/. Trois régimes peuvent donc étre distingués, d > 2R,
d < 2R¢ et d ~ 2R¢ [31]. Le premier régime, d > 2Rc ou v < 1/(2n+1), est
la limite de densité diluée : les électrons du n-ieme niveau sont éloignés I’'un
de ’autre et peuvent étre considérés comme des objets classiques parce que le
recouvrement de leurs fonctions d’onde devient négligeable. Ils interagissent
par la queue coulombienne du potentiel effectif et ne ressentent donc pas sa
structure a courte distance, 7 < 2R¢. On s’attend donc a la formation d’un
cristal électronique, aussi appelé cristal de Wigner [50]. Classiquement, un
cristal triangulaire est énergétiquement favorisé [68]. Dans la limite de haute
densité, d < 2Rc ou 7 > 1/(2n + 1), les électrons interagissent surtout
par le palier dans le potentiel effectif (2.8). Cette limite constitue un régime
dans lequel ’approximation de champ moyen devient fiable : une particule
arbitrairement choisie voit un grand nombre

Ny ~ 1(2Rc)*na = 2(2n+ 1)p (2.9)

de particules voisines dans son rayon d’interaction forte. Ces particules voi-
sines créent le champ moyen tandis que leurs mouvements individuels n’in-
fluencent guere celui de la particule choisie. Cet argument intuitif est sou-
tenu par un critere qui se déduit de la forme d’échelle du potentiel [31] :
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F1G. 2.4 — Formation d’amas. A cause de la forme particuliere du potentiel effectif,
la configuration (II) est énergétiquement plus favorable que la configuration (I). Méme si
I’électron décrit par le cercle noir est rapproché d’un de ces voisins, ce rapprochement cofite
seulement une petite quantité d’énergie & cause du palier dans le potentiel. En revanche,
cet électron est séparé par une grande distance de son deuxiéme voisin. Le gain d’énergie
est de l'ordre de A.

en remplacant F,,(q) — Jy(¢R¢c), le modele devient, apres la transformation
¢’ = ¢v/2n + 1 dans l'intégrale,

. 1 2me? q q
_H: J AL . 0| ——— | .
2A\/2n+1§ o @)l p( \/2n+1>p<\/2n+1>

L’algebre (2.5), qui détermine les corrélations quantiques, devient donc moins
pertinente lorsque n augmente,

([ a ([ k o (kety — kygs) [ a+k _0<g>
P\Vant1) " \Vansi)| =" 2n+r P\Vanti) " \a)
(2.10)

ol le sinus a été développé en série de Taylor. Dans cette limite, il suffit donc
de tenir compte des corrélations quantiques au niveau de I’approximation de
champ moyen, comme par exemple dans I’approximation de Hartree-Fock. Ce
régime n’existe pas dans le plus bas niveau de Landau ot le rayon cyclotron
coincide avec la longueur magnétique, en-dessous de laquelle deux électrons
ne peuvent pas étre approchés. L’approximation de champ moyen cesse d’étre
valable dans le régime d ~ 2Rc ou 7 ~ 1/(2n+1). Comme des processus a ces
distances entre centres de guidage sont déterminés par des vecteurs d’onde
ql3 ~ d ~ \/2n+1, le terme & droite de I’équation (2.10) ne devient pas
petit méme dans la limite n — oo. Dans ce cas, le régime de champ moyen
couvre pourtant la plus large gamme de facteurs de remplissage partiel.

De méme que le régime d > 2R est associé a la formation d’un cristal
de Wigner, les deux autres limites sont liées a des phases spécifiques. Le
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\ flots, rubans
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\ d<<?2R. |

12 v

F1G. 2.5 — Esquisse du diagramme de phase selon la classification en trois régimes a
base des échelles de longueur. Le diagramme est limité & 'intervalle 0 < 7 < 1/2, car les
phases & n + 1 — ¥ sont reliées & celles & n + v par la symétrie particule-trou, pour le
cas d’électrons polarisés de spin discuté ici. Les cercles noirs représentent les endroits ol
PEHQF a été mesuré. Le trait large en gris indique le régime dans lequel il y a des indica-
tions expérimentales de la présence d’un cristal de Wigner, et les carrés montrent ’endroit
ou l'observation d’une résistance longitudinale anisotrope est associée a la formation de
rubans.
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régime d ~ 2R est celui dans lequel on trouve des liquides quantiques qui
donnent lieu a 'EHQF et, dans la limite d < 2R, on observe des cristaux
électroniques différents du cristal de Wigner, comme les phases d’ilots et de
rubans. Qualitativement, on peut comprendre cette formation d’amas malgré
la répulsion entre électrons & partir de la forme du potentiel effectif (voir
figure 2.4) : une configuration dans laquelle les électrons sont répartis de
fagon homogene [configuration (I) dans la figure 2.4] est énergétiquement
moins favorable qu’une configuration (II) ou deux électrons sont rapprochés.
En raison du palier dans le potentiel effectif, un tel rapprochement ne coute
pas une grande énergie. Si en revanche cet amas est séparé d’'un autre par
une distance r > 2R, le gain d’énergie est de 'ordre de la hauteur du
palier (A). Le diagramme de phase qui résulte de ces arguments d’échelles de
longueur est esquissé dans la figure 2.5. La ligne de transition entre le cristal
de Wigner et les liquides quantiques suit la loi d’échelle 7¢" ~ v§W /(2n+1),
ot u§¥W ~ 1/6,5 est la valeur du facteur de remplissage pour lequel on
s’attend a la transition dans le plus bas niveau de Landau [69]. La ligne de
transition entre les liquides quantiques et la phase d’ilots et celle des rubans a
été déterminée a partir de ’expression (2.9), ou V,, ,,. représente maintenant le
plus petit nombre de voisins d’une particule choisie pour que I’approximation
de champ moyen reste valable. Pour le diagramme de phase (figure 2.5),
on a choisi N, , ~ 5, ce qui est motivé par les expériences de Lilly et al.
[19]. Notons que ces lignes de transition dépendent également des impuretés
dans le cristal sous-jacent : les solides électroniques peuvent abaisser leur
énergie par déformation de leur structure cristalline pour suivre le potentiel
d’impuretés, tandis que 1’énergie des liquides incompressibles reste inchangée.
Pour cette raison, la région des liquides quantiques dans le diagramme de
phase peut devenir tres étroite dans des niveaux de Landau élevés et méme
disparaitre. Malgré le caractere qualitatif de cette approche d’échelle, elle
réussit a classifier les phases observées [31]. La détermination plus précise
d’un diagramme de phase, qui tient également compte des phénomenes de
réentrance, requiert néanmoins des calculs d’énergie des différentes phases,
ce qui sera ’objet du chapitre 3.

Effets & température finie

Jusqu’a maintenant, j’ai discuté le diagramme de phase a T = 0. Or
il est connu qu’un cristal fond a température suffisamment élevée, et ’on
peut donc se poser la question de savoir comment décrire la fusion d’un
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2/11 3/17 3/19 2/13 1/7
T T

MAGNETIC FIELD [T]

F1G. 2.6 — Résistance longitudinale dans le régime du cristal de Wigner (plus bas niveau
de Landau) & température finie, mesurée par Pan et al. [70]. On observe des minima
locaux & des facteurs de remplissages magiques v = p/(2sp + 1). L'encadré montre les
températures T et T5, entre lesquelles ces minima sont observés.
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cristal électronique dans le contexte des systemes a effet Hall quantique.
Cette question est particulierement pertinente parce que des expériences de
Pan et al. dans le plus bas niveau de Landau ont montré que le cristal de
Wigner a v < 1/5 fond a T; ~ 100mK et que le liquide exhibe au-dessus de
cette température quelques propriétés qui ressemblent a celles d’un liquide
de Laughlin : il y a des minima locaux dans la résistance longitudinale aux
remplissages magiques v = p/(2sp + 1) [70]. Ces mesures sont montrées
dans la figure 2.6. Notons qu’on ne peut pourtant pas, a présent, parler
d'un EHQF induit a température finie dans le régime du cristal de Wigner
parce qu’aucun palier n’a encore été observé. D’un point de vue théorique,
la fusion d’un cristal bidimensionnel n’est pas simple a décrire parce qu’elle
implique une transition de Kosterlitz-Thouless [71, 72] a4 cause du théoréme
de Mermin-Wagner [73]. Ce dernier constate qu’il n’y a pas d’ordre a longue
portée dans des systemes bidimensionnels si 7" # 0. Il y a pourtant un ordre
a quasi-longue portée qui nous permet de maintenir le concept de cristal
électronique, aussi a température finie.

Malgré ces difficultés, on peut se servir dans une premiere approche du
critere de Lindemann pour décrire la fusion du cristal de Wigner, selon
lequel un cristal fond si les fluctuations thermiques /(Ar?) d’une parti-
cule autour de sa position d’équilibre sont une fraction suffisante du pas
du réseau, (/(Ar?) = c.d [74]. Empiriquement, on trouve c¢; ~ 0,1. La
température de fusion se déduit en égalisant I’énergie d’un petit déplacement
de Iélectron dans le cristal, e?(Ar?)/ed® et Iénergie thermique kpT. Cela
donne T} ~ c2e?/ekpd, indépendamment du champ magnétique, ce qui est
en accord avec les observations expérimentales (encadré dans la figure 2.6).
La température 75 est essentiellement déterminée par le gap d’activation du
liquide quantique. Une relation d’échelle pour les gaps d’activation [12, 41],
A® ~ C(s)e?/elg(2ps + 1), donne T = Te(s)/(2ps + 1), ou C(s) est une
constante qui ne dépend que du nombre quantique s. La comparaison avec
les expériences suggere T (s = 2) ~ 2K autour de v = 1/4.

Le critere de Lindemann, dont la validité n’est a priori pas assurée, trouve
un soutien dans un raisonnement en énergie des deux phases, cristal de Wi-
gner et liquide quantique, qui, & basse densité, varient comme ~ /v [54, 69].
La différence entre I’énergie du liquide quantique et celle du cristal de Wigner
peut donc étre approchée par A;_; ~ §/ve®/elg, ol § est un nombre qui va-
rie tres peu avec le facteur de remplissage. A cause de d ~ 1/,/ng ~ lp/\/V,
la longueur magnétique peut s’exprimer en termes de distance moyenne
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entre particules, g ~ y/vd. On trouve donc pour la différence en énergie
A; s ~ de?/ed, qui ne dépend pas du champ magnétique, en accord avec le
critére de Lindemann. Les parameétres sont liés par § = ¢2 ~ 0,01. Pour cette
valeur, la différence en énergie autour de v = 1/5 serait A;_, ~ 0,0045¢2/elp,
ce qui est de I’ordre de 600mK & B = 10T. Des calculs plus détaillés de Lam
et Girvin ont permis une estimation de 1’écart en énergie de 300mK pour un
champ magnétique B = 20T [69], ce qui est du méme ordre de grandeur. Ma
conclusion est donc que les observations de Pan et al. [70] semblent confirmer
une fusion d’un ordre cristallin, trouvé a basse température (7' < T7), vers
un liquide quantique, qui perd ses corrélations a une température supérieure
T,.

2.3 La base des Fermions Composites dans la
théorie hamiltonienne

Le modele (2.7) peut étre représenté dans la base de FC dans le cadre
de la théorie hamiltonienne, établie par Murthy et Shankar dans une série
d’articles [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81]. La motivation de cette théorie était
d’unir les avantages de ’approche des fonctions d’onde d’essai et ceux de
la théorie de Chern-Simons. Tandis que la théorie de Chern-Simons fournit
une image simple de la nature des FCs, ainsi que de la fractionalisation de
charge et leurs propriétés statistiques, I’approche des fonctions d’onde de
Laughlin et Jain est plus adaptée pour des calculs de gaps d’activation et
d’énergie des excitations [16]. La théorie hamiltonienne est a la fois située
dans le cadre des théories de Chern-Simons et va méme au-dela : la transfor-
mation de Chern-Simons est suivie d’une deuxieme transformation unitaire
qui a pour but de faire disparaitre le potentiel vecteur a®(r), généré par la
premiere. Pour définir cette transformation, Murthy et Shankar ont introduit
un potentiel vecteur auxiliaire ainsi que son champ conjugué, qui peut étre
vu comme le générateur des translations des potentiels vecteurs. L’espace de
Hilbert étant élargi par les degrés de liberté de ce champ, une contrainte doit
étre introduite pour définir le sous-espace des états physiques. Le modele
final permet d’étre traité analytiquement par les méthodes standard de la
deuxieme quantification, ce qui fournit des résultats pour les énergies d’ex-
citation et les gaps d’activation comparables a ceux obtenus numériquement,
dans l'approche des fonctions d’onde [41].
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Je me limite a donner une breve esquisse de la théorie hamiltonienne sans
discuter sa déduction du modele microscopique. Le lecteur intéressé peut se
référer a la revue [41] pour les détails.

De méme que la densité électronique peut étre décrite en premiere quan-
tification a 1’aide des centres de guidage Rg-e) du j-ieme électron,

R
_ . —iqR}
pla) = e,
J
une deuxiéme sorte de particules de charge c? en unités de la charge élémentaire
e donnerait lieu a une densité projetée

)_C(QI) — Z efiq.Rg_v)’
J

ol R;U) désigne le centre de guidage d’une telle particule. Dans le contexte
des FCs, cette particule est précisément un objet de type vortex, qui est
attaché a I’électron. En raison de sa charge c?, les composantes de son centre
de guidage satisfont 3 la régle de commutation [X ,ﬁ”), YE(U)] = —i0k, /%, en
analogie avec celles du centre de guidage de Iélectron (1.3). Cette regle de
commutation induit également une algebre pour les composantes de la densité

projetée X(q),

) x0] = —2isin (200 wa . e

Un probleme doit étre souligné dans cette approche : le vortex n’est pas
indépendant des électrons, car il doit étre compris comme une sorte de tour-
billon du liquide électronique. Pour cette raison, un espace de Hilbert qui
contient a la fois les degrés de liberté des électrons et ceux des vortex est
trop grand. Formellement, le sous-espace des états physiques |¢) reste donc
déterminé par la contrainte

x(a)l¢) =0, (2.12)

comme il a été indiqué plus haut,! et il est plus approprié de parler de
“pseudo-vortex” quand on se réfere au champ y. Dans la théorie microsco-
pique, qui est la base de la théorie hamiltonienne, cette dépendance entre les

Dans le cadre de la théorie microscopique, cette contrainte est en effet imposée par
Iintroduction du champ de jauge auxiliaire pour faire disparaitre le potentiel vecteur de
Chern-Simons a®3 (r).
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degrés de liberté des électrons et ceux des pseudo-vortex se manifeste par le
fait que les deux centres de guidage, R et R, sont des fonctions de la
méme variable IT = p + e(A + (a®)), ou (a®®) est la valeur du potentiel
vecteur de Chern-Simons au niveau de ’approximation de champ moyen,

I I I I
() — Yy g = @ — [z — y z
R <x+1+c,y 1+c> et R (x c(1+c)’y+c(1+c)>'

Les centres de guidages de ’électron et du pseudo-vortex ne coincident donc
pas (voire figure 2.7), ce qui donne lieu & une structure interne dipolaire du FC
[82]. Sa charge globale est e* = (1—¢?) en unités de la charge de I’électron —e.
Comme il a été mentionné dans l'introduction, la charge du pseudo-vortex est
liée aux deux nombres quantiques s et p, par ¢ = 2ps/(2ps +1). Aussi cette
valeur de la charge du vortex se déduit-elle dans la description microscopique
[41]. Le modele complet de la théorie hamiltonienne est donc donné par le
hamiltonien (2.7) et les algébres (2.5) et (2.11) avec la contrainte (2.12),?

~

R P} (213)

P, 506)] = 2isin (’“z% ’“yq$)ﬁ(q+k>

) x)] = ~2isin (P y‘h) @
[X(a),p(k)] = 0 et x(q)[¢)=0.
Av =1/2, ot ¢c =1 et e = 0, le modele coincide avec un modele

proposé par Pasquier et Haldane, qui ont examiné le probléme de bosons
a remplissage v = 1 en les traitant comme des fermions & v = 1/2, apres
I'attachement d’un tube de flux & chaque boson [83].

Au lieu de tenir explicitement compte de la contrainte (2.12) dans un
traitment du modele, Murthy et Shankar ont proposé un “raccourci” en in-
troduisant la combinaison “préférentielle”

“F(q) = p(a) — *x(a) (2.14)

2Je discute ici le cas du plus bas niveau de Landau, n = 0. Pour généraliser la théorie
hamilitoniennne & des niveaux arbitraires, il suffit de remplacer le potentiel d’interaction
effectif, vo(q) — v (q)-

7
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F1G. 2.7 — Fermion composite dans la théorie hamiltonienne.

dans le hamiltonien (2.7). A priori, toutes les combinaisons p”(q) = p(q) —
vx(q), avec «y arbitraire, sont équivalentes & cause de la contrainte. L’avantage
du choix v = ¢? est que les éléments de matrice de 'opérateur de densité
projeté satisfont & (IV|p“" (q)|0) o< ¢ dans la limite ¢ — 0. C’est la condition
pour que le facteur de structure S(q,w) = S n [{(N[p°F (q)[0)|?5(w—Ey) varie
comme ¢* pour de petits vecteurs d’onde, ce qu’exige la projection dans le
plus bas niveau de Landau [28, 52].

Notons que le raccourci de la combinaison preferentielle est une approxi-
mation valable seulement dans le cas ou 1’état fondamental est séparé des
excitations par un gap, comme a v = p/(2sp + 1). En revanche, il faut ex-
plicitement tenir compte de la contrainte si 'on veut étudier le systeme a
v = 1/2, ou il est décrit par une surface de Fermi de FCs [12]. En effet, le
systeme devient compressible a cette valeur du remplissage, ce qui est cor-
rectement décrit dans une approximation conservante [80, 84, 85], tandis que
la compressibilité n’est pas finie si le role de la contrainte n’est pas pris en
compte [86].

Dans les calculs, présentés dans la suite, on se servira de la combinaison
préférentielle dans la mesure ou on ne décrit pas le systeme a v = 1/2.
Bien qu’en remplacant p(q) — p“7(q) le hamiltonien ne commute plus avec
la densité des pseudo-vortex dans un sens strict, le commutateur s’annule
dans le sous-espace défini par la contrainte. Le modele reste ainsi faiblement
invariant de jauge. Une autre raison algébrique peut étre évoquée pour le
choix y = ¢? : par ce choix, I'algebre (2.5) des p(q) est reproduite & ’ordre
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le plus bas en ¢,
(777 (@), 27 (K)| =~ i(kagy — kyaa) 0" (a + k)

~ 2isin <w> T (q +k) + O(¢%, k).
Les ordres plus élevés en ¢ sont supprimés dans le hamiltonien a cause de la
gaussienne dans le potentiel effectif (2.6). L’opérateur p“F(q) est désormais
interprété comme l'opérateur de densité de FCs.

La base des FCs s’introduit apres une transformation des variables R et
R en centre de guidage du FC, R(¢F) et variable relative, n(°*). On exige
de cette transformation que ces nouvelles variables satisfassent aux regles de
commutation en termes de longueur magnétique du FC, I, = 1/v/1 — ¢2,

(CF)

[n{F), mieH)

OO = =it et [XOR VO] =, (2.15)

en analogie avec les variables électroniques (1.3). La transformation qui res-
pecte ces regles est donnée par [41]

e 21 (v

R(CF) — M et n(CF) = - c g (R(e) _ R(v))
—C —C

& REO=REN_»xMHe o RO =REH _nCF /e (2.16)

De la méme fagcon que pour la base électronique, I'opérateur de densité de
FCs peut s’écrire en deuxieme quantification,

M@= (mle ™ E m )Gl P ()5 b st

Pl '
.]ﬂ] 7m’m

ol les états |j) sont associés & l'opérateur n(CF) et les états |m) a R(CT.
Une description détaillée des éléments de matrice se trouve dans I’annexe
A.2 [Egs. (A.9) et (A.10)]. Les opérateurs c;-’m et Cjm, avec {cj,m,c;r-,’m,} =
8; i Omm' €t {¢jm,Cjrm} = 0, sont respectivement les opérateurs de création
et d’annihilation de FCs dans l'état |j, m) = |j) ® |m).

En raison de la regle de commutation (2.15) pour les composantes du
centre de guidage d’un FC, chaque état occupe une surface minimale 1/ng« =
2732, en analogie avec le cas électronique. Il existe donc Anpg- états par
“niveau de FC” j, et un facteur de remplissage des niveaux de FC peut étre
défini, v* = ng/np«, qui est lié au facteur de remplissage électronique par

V*

= . 217
v 2sv* + 1 ( )
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Quand p niveaux de FC sont completement remplis, v* = p, ’état fondamen-
tal peut donc étre décrit par la moyenne

<C;’mcj’,m'> = 5]',]-/ m’ml(—)(p —-1- TI,), (218)

avec la fonction de Heavyside ©(z) = 1 pour z > 0 et ©(z) = 0 pour
x < 0. Shankar a montré que ’approximation de Hartree-Fock de ce modele
fournit de bons résultats pour les gaps d’activation des états fractionnaires
av=p/(2sp+ 1), comparés a ceux trouvés en utilisant les fonctions d’onde
de Jain ou la diagonalisation exacte [79].

2.4 Une possible approche diagrammatique

Dans le cadre d’une approche diagrammatique, 1’état non dégénéré a
v* = p, décrit par la moyenne (2.18) peut étre vu comme 1’état fondamental
d’une théorie “libre” autour duquel on fait un développement perturbatif.
Cette approche diagrammatique se construit en interprétant le hamiltonien
de Hartree-Fock

HO = Z UIJ]_, -4 [ UlcVS)Cltch4 + <CV20V4>C"I;10V3
Vla Y
- <CIJr11 CV4 > CIJrJQ CVS - <Cj;2 CVS >011;1 CV4]
= Zgncjz,mcn,m (2.19)
n,m

comme le hamiltonien de la théorie libre, ol v; = (n;, m;), et le vertex d’in-
teraction est défini comme

Uvtva —Zvo (n1]p” (=) Ins)(n2| PP (@) na)
X (my [€'YREF |mg) (mg|e T RF |my). (2.20)

La preuve que le hamiltonien libre est diagonal en n et m se trouve dans
I’annexe B.1, ainsi que des détails sur cette approche diagrammatique. On
trouve pour les “niveaux”

p—1

n =2 v0(q) Y [(n'p"(a)[n)]* = nw*(s,p) + C, (2.21)

n'=0
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ou C' est une constante qui définit le zéro d’énergie. Deux remarques sont a
faire : premierement, les énergies ne dépendent pas du nombre quantique m,
qui est lié au centre de guidage du FC. La dégénérescence de chaque niveau
est donc N« = Anpg. = A/2wl, en accord avec ce qui a été mentionné
dans la section précédente. Deuxiemement, les niveaux sont approximati-
vement équidistants pour de petites valeurs de n avec une séparation entre
niveaux de w*(s, p). Les résultats pour différentes valeurs de s et p sont tracés
dans la figure 2.8. Dans ce sens seulement, on peut interpréter H° comme
le hamiltonien de FCs libres, dont une masse effective peut étre définie par
w*(s,p) = (eB)*/m*(s,p).

Les termes au-dela de ’approximation de Hartree-Fock peuvent étre re-
groupés dans un hamiltonien “d’interaction”,

™ = Z Vityeeeyva [ ll Z2C,,4C,,3 (2'22)

Vl; -4

_<Cu1 CV3>Cl2 Cvy — <CI1;QCU4)CI1;1 Cug + <Cx]:1 c,,4>c:',2 Cus + (CL Cv3>cll CU4] .

Dans 'approche diagrammatique, ce hamiltonien est traité comme une per-
turbation du hamiltonien H 0 dont I’état fondamental est donné par la moyenne
(2.18). 11 faut souligner qu’un tel traitement dans le cadre de la théorie de
perturbation est problématique par rapport a d’autres modeles dans lesquels
un couplage, introduit par le hamiltonien d’interaction, est un parametre
petit. Dans le cas présent, 1’échelle d’énergie des interactions dans Him st
intrinsequement la méme que celle de HO. Les fonctions de Green pour les
opérateurs de FCs sont décrites a I’aide de la matrice S dans la représentation
d’interaction [87]

S(t—t") =Texp (—z' /t dTﬁmt(T)) ,
t

ol T est 'opérateur chronologique,

(Te,(t)c, (t = 0)S(—00, 0))

G, vVit) = —i (VS(—oo,oo)> (2.23)
- g) —i)
>0 (Te, () H™ (). H™ (1) e (¢ = 0))
X oodﬁ / di (S(—o0, 50)) .
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F1G. 2.8 — Niveaux de FCs dans ’approximation de Hartree-Fock pour différentes valeurs
de s (nombre de paires de quanta de flux portés par chaque FC) et p (nombre de niveaux
de FC complétement remplis).
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Le numérateur (S(—o0, 00)) a pour effet que seuls les diagrammes connectés
sont sommés. On trouve pour les fonctions de Green “libres”,

G'(v,v';t) = —i(Te,(t)c, (t =0)) (2.24)
= —ib, e {O)[1-0(p—-1-n)]—-0(-)0(p—1-n)},

et dans ’espace de Fourier

1-0(p—1—-n) O(p—-1—n)

G'(v,V';w) =8, , — .
(v, v'5w) = 0 w— &y +1i0T w— &, —i0F

(2.25)

La forme spécifique du hamiltonien H™* a pour effet que les diagrammes
contenant les contractions & temps égaux (7 ¢, (7)), (7)) ne contribuent pas. Il
s’agit précisément des diagrammes qui contiennent le diagramme de Hartree
ou de Fock a l'ordre le plus bas si I’on coupe deux lignes continues, qui
représentent les fonctions de Green libres [voir figure 2.9(a)].

Cette approche diagrammatique est utilisée pour calculer la fonction
diélectrique, qui modifie le potentiel d’interaction, dans ’approximation de
phases aléatoires (RPA),? qui tient compte des diagrammes de bulles. Le dia-
gramme & 'ordre le plus bas est esquissé dans la figure 2.9(b). Dans cette
approximation, tous les diagrammes de bulles sont sommés, ce qui donne lieu

a une série géométrique pour le potentiel modifié,

U()((]) _ UO(Q)
1 —wo(¢)D(q,w)  €rpalq,w)’

ol la fonction diélectrique est définie par

vo(g,w) =

crpa(q,w) =1 —w(q)D(q,w),
avec la fonction de Green (retardée) des opérateurs de densité projetés,
D(q,w) = dqq /dt e“'D(q,q',t)  avec
Diad,t) = —i0@) [pla,1),5'(dt =0)]). (2.26)
L’évaluation de cette expression (voir annexe B.2) donne le résultat

nw* (s, p)
- n2w*2(s,p)

D(g,w) =23 Fi(a) (2.27)

n>0

3 Jemploie 1’abréviation “RPA” de ’anglais (random phase approximation), largement
utilisée dans la littérature.
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fonction de Green libre
GOov;t-1')

vertex d'interaction

V (V; Vo3V )

1
T
v v v m v
t T t t T T t
diagramme de Hartree diagramme de Fock
(b)
) g 2
t T, T t tT, L, T T t
T2 '[2
(4) 5 T "
T
i TN N
t T t tT, LOT Tt t T, T t

diagramme RPA

Fi1G. 2.9 — (a) Diagrammes de premier ordre. Les diagrammes de Hartree et de Fock
sont comptés dans H. (b) Diagrammes de deuxiéme ordre. Les diagrammes (1), (2) et (3),
qui contiennent des contractions a temps égaux, ne contribuent pas & un développement
perturbatif, tandis que les (4) et (5) y contribuent.
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avec les amplitudes
=njy Z {(n' +n|p”(q)|n")|?. (2.28)
n'=p—n

Pour les plus bas niveaux p, la somme dans I’expression (2.28) ne contient que
peu de termes, et I’on trouve pour p = 1, dans la limite w — 0, la fonction
diélectrique statique

* N2 % 2 *2 .2 2742\ 12
(p=1)\y — 1 vo(q)(qlpc)’ny I 5 _ 20 g5 —2e 2
€ERPA (Q) + w*(s,p _ 1) 1 9 € 1 —262 e .
(2.29)

Dans des niveaux plus élevés, on peut utiliser une approximation en fonctions
de Bessel J,(z) pour les éléments de matrice [88],

2
. . ql}
F2(q) = nign [Jn@ch\/zo -, ( s fon s 1)] ,

et I’on trouve pour la fonction diélectrique statique

ehpalg) ~ 1+ UO((qS) D) {1 +ct =222, [qR* (c— %)]

— |Jo(gREc) — 2y (qRC>] } (2.30)

Cc

avec le rayon cyclotron du FC, Rf, = [5/2p + 1. Cette fonction diélectrique
ressemble a celle des électrons dans des niveaux de Landau élevés, qui a été
déduite par Aleiner et Glazman [65].

2.5 Le modele de FC en interaction a v* #p

Dans la partie précédente, j’ai examiné le systeme a des remplissages de
FC v* = p et commenté sur la similarité entre 'EHQF et 'EHQE : dans le
cadre de 'approximation de Hartree-Fock, les niveaux de FCs ressemblent
aux niveaux de Landau avec une densité d’états ng- = 1/27l}7, renormalisée
par la longueur magnétique des FCs. Pour le cas v* # p, il faut pourtant
affronter a nouveau le probleme de dégénérescence, car tous les états m sont
équivalents dans le modele de FCs libres. Les interactions résiduelles entre
FCs deviennent donc importantes a ces remplissages.
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Une hypothese serait que ces FCs puissent former eux-mémes un liquide
quantique, qui pourrait étre interprété en termes de deuxieme génération de
FCs. Pour vérifier une telle hypothese, il faut décrire le potentiel d’inter-
action entre ces particules. Le modele de FC en interaction a v* # p est
basé sur des hypotheses similaires a celles formulées pour déduire le modele
d’électrons restreints a un seul niveau : seules les excitations de plus basse
énergie, qui couplent les états du méme niveau de FC, sont considérées. Cette
hypothese est plus délicate que pour le cas d’électrons, car les interactions
résiduelles, étant déterminées par la méme échelle d’énergie que celle de la
séparation entre niveaux, peuvent donner lieu a un important mélange de
niveaux. Ces excitations peuvent étre incluses au niveau de la RPA dans
la fonction diélectrique, qui a été déduite dans la section précédente et qui
modifie le potentiel d’interaction entre FCs. A v* = p + v*, ou v* désigne
le facteur de remplissage partiel du niveau p, I’opérateur de densité de FCs

p“F(q) est donc restreint & ce niveau, et 'on trouve pour le hamiltonien
effectif )
=51 2 w0 (—a)py " (a), (2.31)
q

ot o7 (q) = F"(q)p(q) avec le facteur de forme de FCs dans le niveau p,
FCF (q) = (p| ﬁ" ( )|p), et les opérateurs de densité de FCs projetés,

= —_iq-RCF
pla) = Y (mle "R [m')ef pm- (2.32)

m,m/

En absorbant le carré du facteur de forme FpCF (¢) dans le potentiel d’inter-
action, le hamiltonien de FC en interaction s’écrit

cr _ 1 USCF(Q)
B = a2 oy

p(—a)p(a), (2.33)

avec le potentiel d’interaction entre FCs du niveau p

W) = wla) [FC" ()] (2.34)

* % 2
_ 271-6267(]2[732/2 L 21 2 2 _ 0267(12/202[/ q2l32 .
€q P 2 P\ 2¢2

De méme que dans le cas électronique, le commutateur (2.15) entre les com-
posantes du centre de guidage RCF induit une algebre pour les opérateurs
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p(q),

(a0 = 2isn (B =P NE N g oy

qui, avec le hamiltonien (2.33), définit le modele de FC en interaction. Ce
modele a donc la méme structure que le modeéle d’électrons restreints a un
seul niveau - il suffit de remplacer le potentiel d’interaction effectif par le
potentiel v$)(¢) et d’utiliser la longueur magnétique des FCs, Ij;. Cette auto-
similarité au niveau de la structure du modele peut donner lieu sous certaines
conditions a l’auto-similarité de la courbe de résistance de Hall, qui a été
suggérée initialement par Mani et v. Klitzing dans une analyse basée sur une
transformation d’échelle [27]. Notons que le potentiel d’interaction entre FCs
(2.34) ayant une forme différente de celle de 'interaction électronique dans le
niveau de Landau n (2.6), cette auto-similarité de la courbe de Hall n’est pas
automatiquement obtenue par l'auto-similarité mathématique du modele.

Le modele de FC en interaction est utilisé dans le chapitre 4 pour la
description des différentes phases de FC. A cause de I’auto-similarité, on peut
s’attendre a la formation de liquides quantiques incompressibles, qui seraient
analogues au liquide de Laughlin en termes de FCs. Formellement, de tels
liquides peuvent étre décrits comme des FCs de deuxiéme génération (FC?),
et la base de FC? se déduit du modele (2.33), de la méme fagon que celle
des FCs du modele électronique (2.13) : 'espace de Hilbert est élargi par des
degrés de liberté du pseudo-vortex de FC x(q), qui porte 25 quanta de flux
et qui posséde une charge de ¢ = 2p5/(2p5 + 1). Cela meéne & une nouvelle
contrainte, x(q)|¢) = 0, pour les états physiques |¢). Les composantes de
I'opérateur de pseudo-vortex satisfont a l’algebre

), 100] = ~2isin (BT xa 0, (230)

induite par la regle de commutation pour les composantes du centre de gui-
dage du pseudo-vortex RV-¢F, [X v-CF yv—CF ] = —il32/¢®. Pour décrire le
FC?, qui consiste en un FC de la premiére génération situé au centre de
guidage R et en un pseudo-vortex & R* “F, on introduit une nouvelle
combinaison préférentielle, p°F(q) = p(q) — é%(q). La charge globale du
FC? est donc € = (1 — ¢®)e* = (1 — &*)(1 — ¢?), en unités de la charge de
I’électron —e. La variable relative et la variable du centre de guidage du FC?,
respectivement nCQF et RO*F , se déduisent a partir des centres de guidage
du FC et du pseudo-vortex de la méme maniére que pour les FCs [voir Eq.
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(2.16)]. La nouvelle combinaison préférentielle, qui est interprétée comme la
densité de FC?, s’écrit donc en deuxiéme quantification

@ = Y (mle R ) (G (@) i (2.37)

; al. !
2,77 ym,m

ol les opérateurs d}’m et djm, avec {d;m, d;r-,m,} = 0, Omm' €t {djm,djrm} =
0, sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation d’un FC?
dans 'état |j,m). Les éléments de matrice dans 1’équation (2.37) sont les
mémes que pour les FCs [Egs. (A.9) et (A.10)] si I'on remplace I — Ip =
2/V1—¢ = 1/\/(1 — 2)(1 — ¢?), la longueur magnétique de FC?, et ¢ —
¢2. Un effet Hall quantique serait donc attendu pour quelques facteurs de
remplissage de FC v* = p + p/(25p + 1), ou 'entier p est le nombre de
niveaux de FC2s complétement remplis. Un tel effet Hall quantique peut étre
interprété a la fois comme un EHQF de FCs [26] ou comme un EHQE de FC?s
[34]. Les remplissages v* sont reliés aux facteurs de remplissage électronique
par la relation (2.17), et v* = 1+ 1/3 correspond donc & v = 4/11. Pour voir
a quel remplissage un EHQF est réalisé, il faut pourtant comparer 1’énergie
d’une telle phase liquide a des phases en compétition, ce qui sera le sujet du
chapitre 4.

Le formalisme décrit est générique et peut étre utilisé pour des générations
de FCs suivantes. On trouve donc une hiérarchie d’états, qui est différente
des hiérarchies de Haldane et Halperin [57, 58|, & des remplissages qui sont
déterminés par la formule de récurrence

Vj+1

1/] - p] + 28j+1Vj—|—1 + 15 (238)
ou s;j4; désigne le nombre de paires de quanta de flux portés par le pseudo-
vortex dans le FC de la (j + 1)-iéme géneration (FC/™1), et p; est le nombre
de niveaux de FC’s completement remplis. L’EHQE de F(’s est déterminé
par v; = p;. Formellement, le facteur de remplissage électronique correspond
a j =0, et donc vy = v et 1, = v*. L’équation (2.38) est une généralisation
de la relation entre les facteurs de remplissage électroniques et de FCs [Eq.
(2.17)].



Chapitre 3

Phases électroniques solides et
liquides dans des niveaux de
Landau intermédiaires

Ce chapitre est consacré a la discussion des différentes phases électroniques
solides et liquides quantiques, dont I’énergie se calcule dans le cadre du
modele (2.7). Pour décrire les phases solides, comme le cristal de Wigner,
les phases d’ilots et de rubans, je propose de calculer leurs énergies dans
I’approximation de Hartree-Fock du modele en fonction du niveau de Lan-
dau n et du facteur de remplissage partiel 7, suivant les lignes des Refs.
[17, 66]. Ces courbes d’énergie sont comparées a ’énergie de la phase liquide
quantique, qui, comme il a été indiqué dans I'introduction, ne peut se calculer
dans une approche effective a une particule. A 7 = 1/(2s + 1), cette énergie
du liquide quantique se trouve a ’aide des fonctions de Laughlin (1.14),
généralisées au niveau n, tandis qu’'a 7 # 1/(2s + 1) il faut tenir compte de
I’énergie des quasi-particules [pour v > 1/(2s + 1)] ou des quasi-trous [pour
v < 1/(2s + 1)]. Les quasi-particules et quasi-trous sont interprétés comme
des FCs dans le niveau p = 1 ou comme des trous de FC dans p = 0, et leur
énergie est calculée dans ’approche hamiltonienne, décrite dans le chapitre
précédent. Apres la présentation des résultats et du diagramme de phase
dans les niveaux n = 1,2 et 3, il s’agira de discuter le lien avec des études
expérimentales.

69
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3.1 Solides électroniques dans ’approxima-
tion de Hartree-Fock

Dans I’approximation de Hartree-Fock, le hamiltonien d’électrons res-
treints & un seul niveau (2.7) s’écrit

B = o Sl @) p-)ila) (31)

Le potentiel de Hartree-Fock ufF'(q) = v,(q) — Xp va(p)e {P=0=Pv4) [(ng A)
tient compte des effets d’échange quantique. Comme le potentiel d’interaction
vn(q) est isotrope, le potentiel d’échange est précisément sa transformée de
Fourier, et il est par conséquent proportionnel a l'interaction effective dans
I'espace réel. Une déduction détaillée du hamiltonien (3.1) et les expressions
exactes pour le potentiel d’échange dans n = 1,2 et 3 se trouvent dans
I’annexe C. Au lieu de préciser la fonction d’onde a N particules qui minimise
le hamiltonien de Hartree-Fock, les états quantiques sont déterminés par le
parametre d’ordre

(r(a))
A(q) = 3.2
(@ =24, (32
qui est la transformée de Fourier d’un remplissage local 7(r) du n-iéme ni-
veau,

d? ,

A(q) :/Zrﬂ(r)e“”. (3.3)
Ce dernier est lié au facteur de remplissage partiel 7 par 7 = [ d*ri(r)/A.
L’énergie par particule est donc une fonctionnelle du parametre d’ordre et

s’écrit -

(H™") _np HF 2

= — = — A . 3.4
N, =5 2t (@A) (3.4)

q

Esolides ( n: 17)
)

A partir de cette expression, on peut comprendre que la forme spécifique
du potentiel effectif favorise la formation des phases de densité de charge
modulée. Le potentiel v,(¢) s’annule & des valeurs finies du vecteur d’onde,
go(n) ~ 1/R¢, ou le facteur de forme F),(¢) dans I’expression (2.3) a des zéros
et ol le potentiel de Hartree-Fock u ¥ (q) est donc déterminé par 'attraction
d’échange. Par conséquent, il est énergétiquement favorable que le parametre
d’ordre ait un maximum précisément & ces vecteurs d’onde. A cause de la
relation (3.3), cela se traduit par une modulation de la densité de charge
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dans l'espace réel, avec une périodicité caractéristique A, déterminée par ces
valeurs du vecteur d’onde, A ~ 1/go(n) ~ R¢. Cet argument et celui donné
dans le chapitre précédent sont complémentaires, car la largeur du palier du
potentiel effectif est essentiellement déterminée par le premier zéro du facteur
de forme.

On peut traiter des phases solides avec une grande variété de symétries
différentes, mais la discussion est limitée a des phases de rubans et a des
phases d’ilots, avec des amas de M électrons qui forment un réseau triangu-
laire. Tandis que la symétrie triangulaire s’impose naturellement a partir des
analyses classiques [68], des calculs dans I’approximation de Hartree-Fock in-
diquent que la phase de rubans, qui consiste en une modulation de la densité
de charge unidirectionnelle, est énergétiquement favorable autour de 7 = 1/2
[17, 18, 66]. Ceci est lié au fait qu'a 7 = 1/2, la symétrie particule-trou
devient pertinente. Méme si d’autres phases qui satisfont a cette symétrie
peuvent étre envisagées, comme par exemple un damier, et que certaines
analyses théoriques indiquent qu’a 1" = 0, cette symétrie peut étre brisée
pour former un cristal de Wigner anisotrope [24], c’est la phase de rubans
qui est réalisée, comme le montre ’anisotropie de la résistance longitudinale

[19].

3.1.1 Energie des phases d’ilots

Pour décrire les cristaux d’ilots avec M électrons par amas, on peut uti-
liser I’ansatz proposé par Fogler, Koulakov et Shklovskii [17]

17(1‘) = Z @(TB — |I‘ — Rk,l‘) (35)

J

pour le facteur de remplissage local, ol rp est le rayon de chaque amas, et
Ry, = ka; + lag, avec les entiers k et [, est un vecteur du réseau. Pour le
réseau triangulaire, on a a; = Age, et a; = Ap (ez/2 + \/§ey/2), ol Ap est
la longueur du pas de réseau. La taille de la cellule élémentaire du réseau
triangulaire est A, = v/3A%/2. Les paramétres Ap et rp sont reliés par le
facteur de remplissage v = Ag/A., ou Ag = 7r% est la taille d’un ilot, et ’on
a donc r% /A% = NEY /27. Parce que chaque électron occupe une surface 2,
en unités du carré de la longueur magnétique, la taille de I'ilot est déterminée
par le nombre d’électrons M, Ap = mr% = 2 M, et le pas du réseau est donc
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défini par les parametres M et 7,

AT M
V30

Le parametre d’ordre pour la phase d’ilots se calcule a partir des équations
(3.3) et (3.5),

AB:

(3.6)

Aﬁ,( ) 27T\/q— <Q\/—) Ze“’l sz (37)

ou Ji(x) est la fonction de Bessel de premier ordre. A ’aide de la relation de
Laplace
) 271)?
st = P05 5q - G,,), (39
kol A iw

ou G,, = ug: + vge, avec g = 2w (e;C — ey/\/g) /Ap et go = 47rey/\/§AB,
sont les vecteurs du réseau réciproque, on trouve pour I’énergie par particule

ilots — ngv J( |G U|)
B M,9) = " 5 () PN
j7R% 2%

(3.9)

L’énergie se calcule donc par une simple somme sur les vecteurs du réseau
réciproque. Il n'y a pas de contribution a G = 0, qui est annulée par la
densité homogene de I’arriere-plan.

3.1.2 Energie des phases de rubans

L’énergie des phases de rubans se calcule de fagon analogue a celle des
ilots, a partir de I'ansatz

:Z@(a/Q— |z — zj]), (3.10)

ol a est la largeur d’un ruban, aligné dans la direction y, et x; = jAg, avec
Ientier j. La périodicité des rubans Ag est reliée a la largeur par v = a/Ag. Le
parametre d’ordre de la phase de rubans est obtenu apres une tranformation

de Fourier,
2 sin (gzAsv/2) ;
A%(q) = L—mfsqy,o—s /2) Ze 425 (3.11)



3.2. LIQUIDES QUANTIQUES 73

ou L, est 'extension du systéme dans la direction z. A D'aide de la relation
de Laplace (3.8) dans une dimension, Y, exp(inz) = 27 Y., 6(z — 27n’), on
trouve 1’énergie par particule de la phase de rubans

B ng 2 \ sin?(7izl)
fyrubans (. A — HE ( = _[> - 7 3.12
(n; As, 7) 2120 gﬁ% U\ Ag 2 (3.12)

Contrairement au cas des ilots, la périodicité n’est pas fixée par les autres
parametres a travers des raisonnements géométriques. C’est un parametre
variationnel, qui est déterminé par la minimisation de I’énergie (3.12),
OE™ams /A = 0. Autour de ¥ = 1/2, on trouve Ag = 2,84Rs pour n =1,
As = 2,76 Rc pourn = 2 et Ag = 2, 74R- pour n = 3. Dans la limite n — oo,
la périodicité converge vers Ag = 2, 7R, en accord avec des résultats de
Fogler et al. [17].

3.2 Liquides quantiques

3.2.1 Energie des liquides de Laughlin 4 v =1/(2s+ 1)

Aux remplissages “magiques” 7, = 1/(2s + 1), la différence en énergie
entre le liquide de Laughlin et un liquide non corrélé peut s’écrire en termes
de facteur de structure statique projeté, 5(q) = s(q) — [1 — exp(—¢*/2)] =
(p(—a)p(a))/Ane, comme [28]

U=§§%@wmﬂy

Comme le facteur de structure statique s(q) est relié a la fonction de corrélation
de paires g(r) [Eq. (1.12] par transformation de Fourier [87],

sta) = 1= o [ dre ™ g,(r) = 1],

I’expression pour l’énergie coincide avec celle pour le plus bas niveau de
Landau, formulée dans lintroduction [Eq. (1.13)]. On trouve que le fac-
teur de structure statique projeté s’exprime en termes de coefficients de
développement c3, ., qui caractérisent I’état de Laughlin,

E(Q) = (1 - 17) + 417 Z c;m+1L2m+1 (q2)6_q2/2a

m=0
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ainsi que la différence d’énergie

Le deuxieme terme est 1’énergie du liquide quantique

o0

S mn
Z Com+1 V2m+1

m=0

Elavebliny. o) — (3.13)

E RN

qui doit étre comparée a celle des solides électroniques (3.4). On trouve un
développement de I’énergie en pseudo-potentiels de Haldane,
(¢?)e~T12, (3.14)

S A0

2m+1 L2m—|—1

qui signifient la force du potentiel d’interaction entre particules qui se trouvent
dans un état de moment angulaire relatif £ = 2m + 1 [57].

Avec les valeurs pour les coefficients de développement données dans la
section 1.2.2, on trouve pour les énergies des liquides de Laughlin E™2ugin(p: s)

s=1 s=2 s=3 s=4
% 1/3 1/5 1/7 1/9
n=01 —0,1998 | —0,2012 | —0,1907 | —0,1799
n=11 —0,1678 | —0,2002 | —0,1950 | —0, 1854
n=2| —0,1306 | —0,1695 | —0,1837 | —0,1798
n=3| —0,1179 | —0,1349 | —0,1630 | —0, 1697

en unités de e?/elg. Dans les niveaux n = 0,1 et 2, les résultats pour s = 1
et 2 peuvent étre comparés aux résultats numériques, déduits des calculs de
Monte Carlo des Refs. [28, 55]. La différence est de moins de 0, 5% dans n = 0
et 1 et de l'ordre de 1% dans n = 2. Cette précision est suffisante pour la
comparaison des énergies des différentes phases liquides et solides, dont la
différence est typiquement de 'ordre de 10%.
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3.2.2 Energie des liquides a 7 # 1/(2s+ 1) : excitations
de quasi-particules et de quasi-trous

Pour calculer I’énergie des phases liquides quantiques a des remplissages
différents des valeurs magiques, 7 # 7y, il faut tenir compte des quasi-
particules, excitées a U > U,, et des quasi-trous a 7 < 7,. Ces excitations
élémentaires sont séparées de 1’état de Laughlin par un gap d’énergie, qui
se calcule dans la théorie hamiltonienne [32, 34]. Dans cette image, une
quasi-particule de charge 1/(2s + 1), en unités de la charge de ’électron, est
considérée comme un FC ajouté dans le prochain niveau de FC supérieur a
celui complétement rempli. De méme, un quasi-trou de charge —1/(2s+1) est
interprété comme des trous de FC. Tenant compte de leurs énergies A7, (s),
I’énergie du liquide quantique s’écrit

BN (n; 5, 7) = BV (n; ) + [0(25 + 1) — 1]A7 p(ssp=1).  (3.15)
L’énergie d’une quasi-particule est donnée par
Ap(5:0) = (CpmHnch ) — (Ha), (3.16)
et celle d’'un quasi-trou par
i (8) = (b1 mHnep1,m) = (Hn), (3.17)

ol H, est le hamiltonien du modéle (2.13), et c},m I'opérateur de création
d’un FC dans I'état |7, m), pour rappeler la notation du chapitre précédent.
Les moyennes sont définies par rapport a I’état fondamental, (c;’mcjf’m/> =
8; i 0mm©O(p—1—7) (ici : p = 1), et les expressions (3.16) et (3.17) peuvent
étre évaluées dans 'approximation de Hartree-Fock a 'aide de contractions
de Wick. Cela donne, pour p arbitraire,

p—1

A3 (si9) = 5 [ @GP (07 @) - [ 0.0 > [el7 @) (318)
et

1 3 p! . o

Ap(5p) = = / vn (@) (p—1|77 (—a) 7P (@) [p—1)+ / (o) o1 @),

(3.19)
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ot [y = (1/4) X4 = [ d?q/(27)?. Les éléments de matrice sont discutés dans
I'annexe A.2 [Eq. (A.10)]. Ces expressions coincident avec celles de Murthy
et Shankar pour le plus bas niveau de Landau, n = 0 [41]. Pour 'énergie des
liquides quantiques (3.15), on s’intéresse au cas p = 1. On trouve dans les
niveaux de Landau n = 1,2 et 3 pour les énergies des quasi-particules

|AZ(ssp=1)] s=1]s=2]|5s5s=3] s=4]

n=1 0,2267 | 0,1868 | 0,1550 | 0,1316
n=2 0,1903 | 0,1728 | 0,1543 | 0,1376
n=23 0,1691 | 0,1560 | 0,1453 | 0,1342

et pour celles des quasi-trous

|AL(s;p=1) ] s=1 | s=2 | s=3 | s=4 |

n=1 ~0,07172 | -0,07032 | -0,05887 | -0,04959
n=2 ~0,07876 | -0,07853 | -0,06728 | -0,05765
n=3 20,07720 | -0,07944 | -0,07004 | -0,06124

en unités de e?/elp.

3.3 Comparaison des énergies dans n = 1,2 et
3

Dans cette section, il s’agit de discuter les énergies des différentes phases
et leur lien avec les expériences sur la réentrance de ’effet Hall quantique
dans les niveaux n = 1 [25, 89] et n = 2 [33]. De méme les phases dans n = 3
sont-elles examinées méme s’il n’y a a présent pas de résultats expérimentaux
sur une éventuelle réentrance dans ce niveau.

Comme cela a déja été évoqué dans 'introduction, les cristaux d’ilots -
le cristal de Wigner est formellement traité comme un cristal d’ilot avec un
seul électron par amas - sont des phases isolantes. Le mode de glissement,
qui a priori pourrait contribuer a un transport électronique, est supprimé a
cause de l'accrochage de la structure électronique par des impuretés dans le
cristal sous-jacent. Une autre contribution possible serait celle des défauts
cristallins. Or leur nombre étant donné par le poids de Boltzmann e~2/k8T
avec 1’énergie A d’un défaut, leur conductivité o,, o< e=2/¥8T est exponen-
tiellement supprimée & T'= 0. A cause de la relation (1.7) entre les matrices
de conductance et de résistance, la résistance longitudinale est également
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supprimée, R, o< e~ 2/#8T Le transport électronique du systéme A effet Hall
quantique est donc entierement effectué par les électrons dans les plus bas
niveaux de Landau completement remplis, comme pour le cas de la localisa-
tion individuelle des électrons dans le niveau partiellement peuplé. Ce dernier
phénomene est a ’origine de 'TEHQE, et I'on s’attend donc a la méme réponse
du systeme, c’est a dire a une quantification entiere de la résistance de Hall,
accompagnée d’une résistance longitudinale zéro, si les électrons du dernier
niveau forment un cristal isolant. Notons que le comportement isolant d’un
cristal de Wigner se manifeste de facon différente dans la branche de spin
inférieure du plus bas niveau de Landau : il n’y pas de niveau complétement
rempli, qui peut contribuer au transport électronique, et la résistance longitu-
dinale diverge donc comme Ry, oc e2'/*87 lorsque T — 0 [90]. Si ces électrons
forment un liquide quantique, le systeme exhibe 'EHQF avec une quantifica-
tion de la résistance de Hall' Ry = h/e? [N + (2s + 1) '] : chaque branche de
spin completement remplie de chaque niveau de Landau contribue au trans-
port avec un quantum de conductance, et le niveau partiellement peuplé y
contribue avec une fraction du quantum de conductance e?/h(2s+1), a cause
de la charge fractionnaire des quasi-particules. Dans ce scénario, la réentrance
de 'EHQE peut étre expliquée comme une alternance de phases d’ilots et
de liquides en fonction du champ magnétique. Cette alternance peut se com-
prendre qualitativement & partir de la forme en zig-zag de la courbe d’énergie
des liquides quantiques. Lorsqu’on s’éloigne des valeurs magiques 7/, I’énergie
de la phase liquide quantique, a cause de ’excitation de quasi-particules ou
quasi-trous, devient supérieure a celle des solides électroniques. La courbe
d’énergie des liquides étant non monotone, il y a plusieurs points de croise-
ment avec la courbe des solides électroniques. On notera que les interaction
des quasi-particules et des quasi-trous sont négligées et la courbe d’énergie
des liquides quantiques augmente donc linéairement lorsqu’on s’éloigne des
remplissages magiques. L’incompressibilité des liquides quantiques a v se ma-
nifeste exactement a ces remplissages par des points anguleux de leur courbe
d’énergie, qui donnent lieu a une discontinuité dans la premiere dérivée.

Le cas des rubans est particulier a cause de l'existence d’une direction
privilégiée de transport : ce transport est facile parallelement aux rubans dont
les bords servent de canaux, tandis qu’il est supprimé perpendiculairement a

!Rappelons la notation : N est la partie intégrale du facteur de remplissage, en tenant
compte des deux branches de spin par niveau de Landau n. On a donc N = 2n + 1 si la
branche de spin inférieure du niveau n est completement remplie et N = 2n + 2 pour le
cas du remplissage complet des deux branches.
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Iorientation des rubans. Cela cause ’anisotropie mesurée dans la résistance
longitudinale pour n > 2 [19].

Pour le moment, je me limite au cas sans impuretés. Les effets d’im-
puretés, qui abaissent 1’énergie des phases solides par rapport aux liquides
quantiques, seront discutés dans le paragraphe 3.3.5. Les courbes d’énergie
sont tracées dans l'intervalle 0 < v < 0,5, car le régime de remplissage
0,5 < v < 1 est relié au premier par la symétrie particule-trou, qui est
pertinente dans le cas d’électrons polarisés de spin étudié ici.
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3.3.1 Résultats pour n =1

La figure 3.1 montre les résultats pour le niveau n = 1, en comparaison
avec les expériences d’Eisenstein et al. [25]. On remarque que les liquides
quantiques sont énergétiquement favorisés dans l'intervalle 0,3 S 7 < 0,37
et a plus basse densité 7 < 0,23. La phase d’ilots avec un électron par site
(M = 1) a une énergie plus basse que celle des liquides quantiques dans
Iintervalle 0,23 < v < 0,3, tandis que pour 0,37 < v S 0,5, une phase
d’ilots avec M = 2 est favorisée par rapport aux liquides. Elle est pourtant
en compétition directe avec la phase de rubans, qui a une énergie encore plus
basse lorsqu’on approche 7 = 1/2. En effet, on trouve dans les expériences un
EHQF autour de 7 = 1/3 et 7 = 1/5 [Fig 3.1(b)], ce qui indique I'existence
d’une phase liquide quantique. Dans l'intervalle 0,23 < 7 < 0,3, une phase
isolante d’électrons dans le dernier niveau est observée, ce qui se traduit par la
quantification entiere de la résistance de Hall. Elle est associée a I’existence du
cristal de Wigner, trouvé dans les calculs d’énergie [Fig 3.1(a)] dans ce régime
de remplissage. Autour de 7 = 0,42, un deuxieme point de réentrance, moins
marqué que le premier, est observé, qui peut étre associé a la phase d’ilots
avec M = 2. Pour des densités électroniques basses (7 < 0,15), les mesures
indiquent une phase isolante, tandis que les calculs théoriques montrent que
des liquides quantiques ont une énergie plus basse que celle du cristal de
Wigner. Notons que les résultats tracés dans la figure 3.1(a) ont été obtenus
pour le cas sans impuretés. Si ’on en tient compte, ce désaccord disparait
(voir paragraphe 3.3.5).

Un autre effet remarquable se produit si I’on analyse les transitions entre
phases d’ilots avec différents M : a cause des points anguleux entre les courbes
d’énergie a v ~ 0,31, on s’attendrait a une discontinuité dans la premiere
dérivée de I’énergie. C’est précisément une propriété caractéristique d’une
transition de phase de premier ordre. Cette transition est quantique car elle
se produit a 7" = 0, en variant un parametre différent de la température
(ici : le remplissage partiel ou le champ magnétique). Une conséquence d’une
telle transition est la possibilité d’une coexistence de phase entre phases
d’ilots de différents M.2 L’énergie d’une telle phase mixte est représentée
par la tangente aux courbes M =1 et M = 2 [ligne pointillée dans la figure
3.1(a)]. Les conséquences expérimentales d’une telle phase mixte ainsi que des
transitions entre liquides quantiques et ilots serons analysées dans la section

2En fait, la possibilité d’une coexistence de phases d’ilots de différents M, ainsi que
d’une coexistence entre ilots et rubans, a déja été évoquée par Fogler [91].
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F1G. 3.1 — (a) Energies par particule des phases d’ilots & M électrons et de la phase de
rubans en comparaison avec celle du liquide quantique dans n = 1, en unités de e*/elp.
La tangente (tirets) indique I’énergie d’une phase mixte d’ilots & un et deux électrons. (b)
Réentrance de 'TEHQE dans la branche de spin supérieure du niveau n = 1, mesurée par

Eisenstein et al. [25].
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3.4.

A 7 = 1/2, on observe un EHQF, mais avec un dénominateur pair. Il
s’agit de létat 7/2, équivalent a I’état 5/2 dans la branche inférieure de
spin,® et qui a été trouvé par Willet et al. [92]. Cet état est resté mystérieux
pendant longtemps. Tandis que Haldane et Rezayi ont proposé comme ori-
gine de cet état un appariement de type onde s [93], décrit par une fonction
de Halperin [94], Moore et Read 'ont décrit comme un état pfaffien [95].
Greiter et al. ont montré que cet état pfaffien peut étre interprété comme un
appariement de type onde p [96]. Dans I'image de FCs, un tel appariement
est di a une instabilité de la surface de Fermi de FCs dans n = 1 [97]. La
différence entre les deux scénarii est que ’appariement de type onde s est
associé a un état singulet de spin, tandis que ’appariement de type onde p
nécessite un état triplet. En principe, cette question pourrait étre tranchée
par des expériences déterminant la polarisation de spin. Or les mesures exis-
tantes semblent contradictoires. Dans un premier temps, Eisenstein et al. ont
examiné le comportement de I’état 5/2 en présence d’un champ magnétique
dans le plan [98]. Cette technique est largement utilisée pour déterminer si
un état fractionnaire est polarisé de spin ou non, car un état non polarisé
est possible uniquement si I'effet Zeeman est faible. Contrairement aux effets
orbitaux, qui ne sont susceptibles qu’a la composante du champ perpendi-
culaire au plan, l'effet Zeeman est déterminé par le champ total. En aug-
mentant le champ dans le plan, I'effet Zeeman devient donc plus important,
et si un état fractionnaire disparait, il est interprété comme non polarisé.
Les expériences d’Eisenstein et al. ont montré précisément la disparition de
I'état 5/2, ce qui favoriserait un appariement de type onde s [98]. En re-
vanche, des expériences plus récentes de Pan et al. ont montré que ’état
5/2 n’est pas sensible a 'effet Zeeman [99] : contrairement aux expériences
d’Eisenstein, ils n’ont pas augmenté le gap de Zeeman par une composante
du champ dans le plan, mais ils ont augmenté la composante perpendiculaire
tout en variant la densité électronique par une tension de grille pour fixer
le remplissage & v = 5/2. Dans ce cas, 1’état ne disparait plus, et il devrait
donc étre vu comme un état polarisé de spin, résultant d’un appariement de
type onde p. Ce désaccord entre les expériences est probablement di au fait
que la composante du champ magnétique dans le plan n’affecte pas seule-
ment 'effet Zeeman mais aussi les degrés de liberté orbitaux de ’électron.

3Les mesures de la réentrance pour la branche inférieure, qui ne sont pas présentées ici,
donnent des résultats semblables & ceux de la branche supérieure [25].
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En fait, a cause de I’épaisseur finie du systeme, les fonctions d’onde des
électrons sont modifiées par cette composante du champ [100, 101]. Cela
peut se comprendre par une image semi-classique : le mouvement cyclotron
de I’électron est perpendiculaire a la direction du champ. Une inclinaison du
champ par rapport au plan a donc pour effet une inclinaison de la trajec-
toire électronique, représentée par sa fonction d’onde. Cette inclinaison est
impossible dans le cas d’un systéme parfaitement bi-dimensionnel, mais elle
est partiellement permise dans un systeme de largeur finie. Le recouvrement
entre deux particules voisines dépend donc de la direction de la composante
du champ dans le plan. Cela affecte le facteur de forme électronique F),(q)
et par conséquent le potentiel d’interaction effectif (2.6), qui devient aniso-
trope. Expérimentalement, cet effet se traduit par une anisotropie dans la
résistance longitudinale induite par le champ dans le plan [102]. Cette aniso-
tropie apparait a une valeur du champ comparable a celle de la disparition
de I’état 5/2. Il est donc probable que le systéme a une transition de phase
entre ’état 5/2 et une phase de rubans, qui devient énergétiquement favo-
rable a des valeurs plus grandes du champ magnétique dans le plan, méme si
les électrons du niveau n = 1 restent polarisés de spin dans les deux phases.
Ce scénario, qui favoriserait un état 5/2 résultant d’'un appariement de type
onde p, a également trouvé un soutien par des calculs de diagonalisation
exacte de Morf, qui ont montré que ’état pfaffien a un grand recouvrement
avec 1'état fondamental obtenu numériquement [103].

Tout récemment, Xia et al. ont confirmé le phénomeéne de réentrance
dans des expériences de transport a 77 = 9mK [89]. Leurs résultats sont
montrés dans la figure 3.2. Deux propriétés sont remarquables par rapport
aux expériences d’Eisenstein et al. [25] : premieérement, 'EHQF & 7 = 1/5
disparait, et la résistance de Hall retrouve essentiellement sa valeur classique.
Les électrons restent pourtant dans un état liquide, qui sépare deux phases
isolantes avec une quantification entiere de la résistance de Hall. La dispa-
rition de 1’état fractionnaire n’est pas comprise a présent. Deuxiemement,
a cause d’'une meilleure résolution par rapport aux mesures d’Eisenstein et
al., on observe une structure plus fine de la courbe de Hall. Sa propriété la
plus remarquable est la présence d’un plateau & v = 2/5, qui n’avait pas
été observé auparavant. Cette observation est particulierement surprenante
parce que des calculs numériques de Scarola et al. ont indiqué qu’un tel état
devrait étre instable s'il est interprété dans le cadre de la théorie de FC [30].
En fait, le gap d’activation mesuré pour cet état est d’environ un ordre de
grandeur plus petit que celui & 7 = 1/3, ce qui indique la possibilité pas-
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Xia et al, Fig.1
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F1G. 3.2 — Observation de la réentrance de 'EHQE dans le niveau n = 1 3 T = 9mK,
par Xia et al. [89]. Contrairement aux mesures d’Eisenstein et al. [25], PEHQF est trouvé
a4 7 = 1/3, mais non pas & 7 = 1/5 ou la résistance de Hall retrouve sa valeur classique.
De plus, un EHQF & 7 = 2/5 a été mis en évidence.
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sionnante d’une origine différente de cet état. Notons que, dans le plus bas
niveau, le gap d’activation de I'état & v = 2/5 est seulement d’un facteur 3
plus petit que celui de ’état & v = 1/3 [79]. D’un point de vue théorique,
Read et Rezayi ont proposé un état parafermionique comme état fondamen-
tal & v = 2/5 dans n = 1 [104]. Un tel état a en effet un recouvrement
plus important avec I’état fondamental, obtenu par des calculs de diagona-
lisation exacte, qu’un état hiérarchique, comme celui proposé par la théorie
des FCs [104]. L’état parafermionique a v = k/(k + 2) est une généralisation
de I'état pfaffien [95] et peut étre compris comme un liquide incompressible
d’amas qui regroupent k électrons dans chaque amas. Dans ce scénario, I’état
a v =2/5, qui est I’état symétrique de celui a # = 3/5 pour le cas d’électrons
polarisés de spin, consisterait en trois trous ou respectivement deux électrons
par amas. Méme si de telles phases étranges ne sont pas considérées ici, la
figure 3.1(a) ainsi que les raisonnements d’échelles, exposés dans la section
2.2, indiquent que la formation d’amas avec deux électrons est attendue pour
v = 2/5. Le scénario d’états parafermionques, en termes de liquide d’amas,
est donc compatible avec les résultats trouvés dans le cadre de cette these,
mais un lien entre les phases d’ilots et ces liquides étranges reste a établir.

3.3.2 Résultats pour n =2

La figure 3.3 représente les résultats pour les différentes phases dans le
niveau n = 2, en comparaison avec les mesures de transport électronique
de Cooper et al. [33]. Contrairement au niveau n = 1, I’état de Laughlin
cesse d’étre I’état de plus basse énergie & 7 = 1/3, ol une phase d’ilots avec
deux électrons est favorisée. Un EHQF a v = 1/3 n’a pas été observé dans
n = 2 [voir Fig. 3.3(b)]. Autour de 7 = 1/2, la phase de rubans a la plus
basse énergie, en accord avec les expériences qui indiquent I’anisotropie de la
résistance longitudinale & v = 9/2 [19]. Cette anisotropie est bien visible dans
la figure 3.3(b) autour de 2,45T, o1 ’on trouve une grande résistance dans la
direction z (ligne continue) et une résistance faible dans la direction y (ligne
cassée). Selon nos calculs, un liquide quantique est énergétiquement favorable
dans une région étroite autour de v = 1/5 (0,19 < 7 < 0,21) méme si I’écart
en énergie avec la phase mixte d’ilots a un et deux électrons est tres petit. En
absence d’impuretés, les liquides quantiques seraient également les phases de
plus basse énergie pour 7 < 0, 16, ou 1'on observe pourtant 'EHQE.

Dans la figure 3.3(b), on remarque une faible réentrance a 2, 36T et 2,6T
[agrandissements (c) et (d)]. Ces valeurs de champ magnétique correspondent
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F1G. 3.3 — (a) Energies par particule des différentes phases dans n = 2, en unités
de €?/elp. La tangente (tirets) indique 1’énergie d’une phase mixte d’ilots & un et deux
électrons. (b) Réentrance de 'EHQE dans la branche de spin inférieure du niveau n = 2,
mesurée par Cooper et al. [33]; (c) et (d) sont des agrandissements respectivement de
la résistance de Hall et de la résistance longitudinale au deuxiéme point de réentrance
(RIQHE, indiqué par des fleches).
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respectivement & 7 = 1/4 et 7 = 3/4. Selon les calculs d’énergie [Fig.
3.3(a)], ce comportement isolant est di & l'existence d’un cristal d’ilots a
deux électrons par site. En effet, des mesures de transport sous irradiation
micro-onde indiquent une résonance dans la conductivité longitudinale, qui
est associée au mode d’accrochage du cristal électronique [105]. Ces régions de
quantification entiere de la résistance de Hall sont séparées du plateau voisin
de méme quantification par un petit minimum & B ~ 2,32T et 2,65T [Fig.
3.3(c)], accompagné d’un petit maximum dans la résistance longitudinale
[Fig. 3.3(d)]. En termes de facteur de remplissage, il s’agit respectivement de
v =4/5et 1/5. Comme a ces valeurs le liquide quantique est énergétiquement
favorable, ces anomalies peuvent étre associées a un début de fusion de la
phase cristalline. Cette interprétation en termes de fusion a récemment été
soutenue par des expériences de Gervais et al. [106], qui ont mesuré une struc-
ture plus complexe du maximum dans la résistance longitudinale & 7 = 1/5
(voir figure 3.4). En abaissant la température, le maximum disparait expo-
nentiellement, tandis qu’il sature si la température est augmentée au-dessus
de T ~ 65mK. Si 'on augmente davantage la température, le maximum
se sépare en deux maxima alors qu’il y a un petit minimum exactement a
v = 1/5, indiquant la présence de corrélations quantiques, qui ressemblent
a celles du liquide de Laughlin. Des propriétés semblables avaient déja été
observées par Pan et al. dans le plus bas niveau de Landau [70] : dans le
régime de basse densité électronique v < 1/5, ou le cristal de Wigner se ma-
nifeste a 7" = 0 par un comportement isolant du systéme, on observe a haute
température des minima locaux a des valeurs de la série v = p/(2ps + 1).
L’interprétation de ces données n’est pourtant pas évidente : tandis que
Mandal et al. pensent que ces résultats indiquent un liquide quantique comme
état fondamental & T = 0 méme pour de petites valeurs de v [107],% il est plus
probable que cet effet soit dii a une fusion d’un état fondamental cristallin a
une température suffisamment basse qui permette d’observer des corrélations
quantiques dans I’état fondu, comme il a été mentionné dans la section 2.2.
Ces corrélations disparaissent & une température plus élevée, comme I’'in-
dique Pexpérience [70]. Méme si les deux scénarii sont a priori possibles, un
état fondamental liquide a basse densité n’est pas réalisé en présence d’im-
puretés, qui favorisent les phases électroniques solides. Le méme probleme

4Ces auteurs montrent que I’énergie du liquide quantique peut étre abaissée en super-
posant & la fonction d’onde des composantes dans un niveau de FC supérieur. L’énergie
du liquide serait donc plus basse que celle d’un cristal de Wigner corrélé, que 1’on pense
étre ’état fondamental en-dessous de v ~ 1/6,5 [69].
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F1a. 3.4 — Résistance longitudinale dans la branche de spin inférieure du niveau de
Landau n = 2, mesurée par Gervais et al. pour différentes températures [106]. La partie
supérieure montre les mesures pour des températures en-dessous de la température de sa-
turation T' ~ 0, 65mK du maximum & B ~ 3T (“peak 1), et la partie inférieure celles pour
T > 656mK. Tandis que le maximum est exponentiellement atténué a basse température
(voir figure insérée en haut & gauche), il se sépare en deux maxima & T ~ 119mK. Les
lettres “B” indiquent des phases isolantes, que les expérimentateurs associent a des cristaux
d’1lots.
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d’interprétation se pose a 1’égard des expériences de Gervais et al. : I’état fon-
damental & 7 = 1/5 dans n = 2 est-il un liquide quantique, comme prédisent
les calculs d’énergie, ou est-il un solide électronique avec un état excité li-
quide ? Dans le deuxiéme cas, une partie des électrons serait thermiquement
excitée dans I'état liquide et contribuerait ainsi au transport électronique.
Pour trancher cette question, il faut améliorer la qualité des échantillons.

3.3.3 Résultats pour n =3

Les résultats pour les énergies dans le niveau n = 3 sont esquissés dans
la figure 3.5. Ni & 7 = 1/3 ni & 1/5, un liquide quantique n’est réalisé. Les
phases électroniques solides se trouvent sur une gamme de remplissage plus
large, et ce n’est qu’en-dessous de v ~ 0,15 qu'un liquide quantique aurait
une plus basse énergie. Comme pour I’état liquide & 7 = 1/5 dans n = 2, il
n’est pas clair qu’un état fractionnaire 1/7 dans n = 3 survive lorsqu’on tient
compte des impuretés, qui favorisent les phases solides. La phase de rubans
est a nouveau trouvée a demi-remplissage et donne lieu a une résistance
longitudinale anisotrope, qui a en effet été observée a v = 13/2 et 15/2 [19].
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3.3.4 Approximation du potentiel d’échange

Dans des niveaux de Landau plus élevés, le potentiel d’échange peut étre
approché par

2
F 4e

U, (q) ~

Re , (3.20)

2

. (1 —/1-4(2n+ 1)/q2>

€m2npq

comme pour le potentiel effectif (2.8) dans I’espace direct. Cette approxima-
tion devient exacte dans la limite n — 0o, mais fournit des résultats fiables
meéme dans des niveaux de Landau intermédiaires. La figure 3.6 montre une
comparaison entre les résultats exacts pour les phases d’ilots (lignes conti-
nues) et ceux obtenus a 1’aide de 'approximation (lignes cassées). Méme si
le désaccord entre ces résultats est du méme ordre que la différence entre
les énergies des différentes phases, ’emploi de ’approximation ne change pas
I'interprétation physique : I’alternance des phases est inchangée, mais la posi-
tion exacte des points de transition peut varier. Comme on peut s’y attendre,
le désaccord entre les résultats est moins pertinent pour n = 3 [Fig. 3.6(b)]
que pour n = 1 [Fig. 3.6(a)]. A cause de sa forme compacte, comparée a
celle des expressions exactes (C.5), cette approximation pourrait donc servir
a ’analyse théorique des propriétés physiques du systeme dans des niveaux
intermédiaires.

3.3.5 Effets d’impuretés

Tandis que les liquides quantiques sont incompressibles et par conséquent
peu affectés par les impuretés du cristal sous-jacent,’ les solides électroniques
peuvent abaisser leur énergie par déformation. En effet, I'influence des im-
puretés sur les ondes de densité de charge a largement été discutée dans la
littérature [36, 108, 109], ainsi que celle sur les cristaux de vortex dans le
contexte des matériaux supra-conducteurs [110]. Un autre effet des impu-
retés, a part I’abaissement de 1’énergie des solides électroniques, est I'ouver-
ture d’un gap d’énergie du mode de Goldstone, qui est le mode de glisse-
ment. En absence d’'impuretés, les cristaux électroniques, brisant la symétrie
de translation, seraient de bons conducteurs, comme il a été mentionné plus

SLes impuretés ont pourtant une influence sur 1’énergie des quasi-particules excitées
a 7 # 5. Cette modification de leur énergie est négligée autant que celle causée par les
interactions entre quasi-particules.
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F1G. 3.7 — Energies des phases d’ilots dans n = 1 en présence d’un potentiel d’impuretés
gaussien de courte portée. Ligne continue : sans impuretés; tirets : force d’impuretés
Vo/€& = 0,005€%/el% et Vo /& = 0,010e%/€l%.

haut : la conductivité présenterait une résonance de forme ¢ a la fréquence
w = 0. Si 'on tient compte des impuretés, cette résonance est décalée vers
des fréquences finies, w,, tout en étant élargie [36]. Cette résonance du mode
d’accrochage a en effet été observée dans les systemes a effet Hall quantique
a des remplissages pour lesquels on s’attend a la formation d’un cristal de
Wigner [37, 111] ou a celle d’un cristal d’ilots [105].

Les ilots sont désormais considérés comme des objets classiques de charge
Me : le recouvrement entre électrons de deux ilots différents est négligé.
La constante d’élasticité est donc approchée par sa valeur classique y =~
0,25M2e2n%? /e, ot nyy = /21 M est la densité d’ilots [68]. Les impuretés
peuvent étre modélisées par un potentiel gaussien de courte portée avec une
longueur de corrélation £ [112, 113]. La force du potentiel est paramétrisée
par I’énergie caractéristique V5. L’abaissement de 1’énergie des cristaux d’ilots
s’obtient par minimisation de la densité d’énergie [112, 113]

2
e(Lo) = HE Vel (3.21)

I L

par rapport & la longueur de Larkin L, [36, 108]. Le premier terme représente
le cotit en énergie d'une déformation du cristal électronique dans un “volume”
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L2, tandis que le deuxiéme terme caractérise le gain en énergie dii aux im-
puretés. La longueur de Larkin définit le volume caractéristique dans lequel
on a un ordre cristallin et s’obtient par minimisation de la densité d’énergie
(3.21),

I~ 1 VMue*e?
O 4r eV,

On trouve donc pour ’abaissement de 1’énergie par particule des cristaux
d’ilots

(3.22)

3/2 12 /¢2
SEP (M, 7) = S0 o _ (2”)_/ Vo /€7 (3.23)

Tel VM2 € /e
Deux régimes différents peuvent étre distingués [36, 109] : si la longueur de
Larkin est plus grande que le pas du réseau, Ly & Apg, on parle d’'un régime
d’accrochage faible. Malgré la déformation, un ordre cristallin persiste locale-
ment, tandis que dans la limite d’accrochage fort, Ly < Ap, celui-ci disparait.
Dans le cas du cristal de Wigner, M = 1, ce régime peut étre identifié comme
étant la réalisation de la localisation individuelle d’électrons, qui est a la base
de FTEHQE. Comme la longueur de Larkin varie linéairement avec le facteur
de remplissage partiel [voir Eq. (3.22)], le régime d’accrochage fort et donc
de localisation individuelle d’électrons est trouvé a basse densité, en accord
avec ce qu’on attendrait intuitivement : les électrons sont distants les uns des
autres, et leur répulsion mutuelle est par conséquent moins pertinente que

I’interaction avec les impuretés.

Les résultats pour l'abaissement de I’énergie des phases d’ilots dans le
niveau n = 1 sont tracés dans la figure (3.7), en comparaison avec ’énergie
du liquide quantique. Cet abaissement est moins important pour des cristaux
d’ilots avec un grand nombre M d’électrons par site que pour le cristal de
Wigner parce que ’élasticité du cristal varie avec le carré de M, p oc M2,
De méme, leur énergie est plus basse lorsque # — 0. Pour cette raison, les
liquides quantiques cessent d’étre les phases de plus basse énergie dans cette
limite : le cristal de Wigner devient énergétiquement favorable, et ’on observe
donc 'EHQE et non pas 'EHQF. La détermination exacte de ce point de
transition entre les liquides quantiques et le cristal de Wigner a basse densité
requiert pourtant une connaissance plus détaillée de la nature du potentiel
d’impuretés ainsi que de sa force. De plus, les effets de corrélation dans la
phase du cristal de Wigner ont été négligés dans cette discussion. Pourtant,
comme il a été montré pour le cas du plus bas niveau de Landau, ils modifient
également son énergie [69, 114].
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3.3.6 Diagramme de phase - comparaison aux argu-
ments d’échelle

Le diagramme de phase en fonction des parametres 7 et n a déja été
esquissé dans la section 2.2 sur la base d’arguments d’échelles de longueur
(figure 2.5). La forme du diagramme de phase est confirmée par le diagramme
que l'on déduit des calculs d’énergie (figure 3.8) : pour de plus grandes valeurs
de n, i.e. dans des niveaux de Landau élevés, les liquides quantiques sont
stables & plus basse densité, ainsi que le cristal de Wigner. Tandis qu'un
liquide quantique, et donc PEHQF, est stable autour de v = 1/3 et 1/5 dans
n = 1,1l cesse d’étre ’état de plus basse énergie & 1/3 dans n = 2 et également
a 1/5 dans n = 3, ou des cristaux d’ilots ont une énergie plus basse. De plus,
on trouve que des ilots avec un plus grand nombre d’électrons M par site sont
réalisés si n augmente. En effet, les calculs d’énergie confirment la loi M., =
n+ 1, trouvée par Coté et al. [115], pour la plus grande taille d’ilots réalisée
dans le niveau n. Cette phase, trouvée autour de 7 = 1/2, est pourtant
supprimée par la phase de rubans qui y est énergétiquement plus favorable.
L’alternance entre phases solides et liquides dans le niveau n = 1 a également
été étudiée de maniere numérique par Shibata et Yoshioka dans la technique
du groupe de renormalisation de la matrice densité [116], qui fournit des
résultats semblables a ceux présentés ici. Les phases de densité modulée s’y
révelent par une forte oscillation dans la fonction de corrélation de paires.
La symétrie de la phase électronique solide entre v ~ 0, 15 et 0, 4 ne coincide
pourtant pas avec celle trouvée a partir des calculs dans I’approximation de
Hartree-Fock : tandis que ces derniers favorisent une phase d’ilots a un et
deux électrons, Shibata et Yoshioka plaident pour une deuxiéme phase de
rubans avec une forte modulation de la densité parallelement aux rubans
[116]. Un transport anisotrope, qui favoriserait une interprétation en termes
de rubans dans ce régime de remplissage, n’a pourtant pas été observé.

3.4 Transitions de phases et expériences

Comme il a été indiqué plus haut, les transitions entre cristaux d’ilots
avec différents M sont de premier ordre. Une conséquence déja évoquée est
la coexistence de phase avec des régions de cristaux a M électrons qui sont
spatialement séparées de celles avec M + 1 électrons, autour de la transi-
tion M — M + 1. Pour voir une telle phase mixte, nous avons proposé
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F1G. 3.8 — Diagramme de phase résultant des calculs d’énergie des différentes phases. Les
phases dans n = 0 n’ont pas été déduites des calculs, mais des mesures expérimentales. Les
liquides quantiques sont représentés par des barres blanches. La phase liquide autour de
7 =1/2 dans n = 1 n’est pas décrite dans les calculs; il s’agit de ’état fractionnaire 5/2 (et
7/2) discuté dans la section 3.3.1. Autour de # = 1/2, on trouve la phase de rubans, tandis
que les phases d’ilots sont situées entre 0,1 S 7 S 0,4 (traits noirs, les chiffres indiquent le
nombre M d’électrons par ilot). Le régime de 'accrochage fort, qui est interprété comme
celui de la localisation individuelle d’électrons, se trouve a 7 S 0,1. Cette valeur pour
7 n’est pas universelle, mais dépend de la force du potentiel d’impuretés. De plus, les
transitions entre phases d’ilots de différents M sont couvertes par une phase mixte, comme
il est décrit dans le texte. Les lignes pointillées séparent les régions déterminées par les
arguments d’échelle, d > R¢, d ~ R¢ et d € R (voir figure 2.5).
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une expérience de mesure de transport sous irradiation micro-onde [34] :
comme la présence d’un cristal d’électrons se manifeste par une résonance
dans la conductivité optique Re[o,,(w)] & une fréquence caractéristique wy,
une phase mixte donne lieu a des résonances a deux fréquences différentes
si la fréquence w, dépend explicitement du nombre M. Des propriétés de
cette résonance ont été étudiées par Fogler et Huse pour le cas du cristal
de Wigner [113]. Ces résultats peuvent étre généralisés au cas de la phase
d’ilots en remplacant les valeurs de 1'élasticité p et de la longueur de Lar-
kin Lg du cristal de Wigner par celles de la phase d’ilots, déduites dans la
section précédente. Une complication provient du fait qu’il faut distinguer
deux régimes de champ magnétique [113], définis par le rapport du carré de
la séparation entre niveaux de Landau et le produit du potentiel d’impuretés
et l'interaction coulombienne, o = (fiw.)?/[(Vo/€)(€?/€)]. On trouve que la
fréquence de résonance dépend de v et M,

II
i Y 9 S~ MVAG3IA pour des champs faibles (o < 1),
We mpiw?
(3.24)
et
Wp Iy —1/25-3/2
—= ~ ~ M pour des champs forts (o > 1), (3.25)

We  mpbw?

ou Iy ~ p/L3 est I'auto-énergie caractéristique des phonons du cristal d’ilots.
Le nombre d’électrons peut donc en principe étre déterminé par la fréquence
de résonance dans la conductivité optique, de méme qu’une phase mixte
donnerait en effet lieu & deux résonances provenant des régions avec des ilots a
M et M+1 électrons. En ’absence de liquides quantiques, les calculs d’énergie
montrent une coexistence de phases possible entre le cristal de Wigner et
une phase d’ilots avec deux électrons par site entre 0,15 < 7 < 0,27 pour
n = 2 (Fig 3.3) ainsi qu’entre 0,11 < 7 < 0,19 pour n = 3 (Fig 3.5). Une
coexistence entre deux phases d’ilots a deux et trois électrons est également
possible entre 0,22 S v < 0,30 dans le niveau n = 3.

Des expériences récentes de Lewis et al., postérieures a notre travail, ont
montré deux résonances dans la conductivité optique, indiquant une phase
mixte, entre 0,16 < v S 0,28 dans la branche de spin inférieure du ni-
veau n = 2 [40], en accord avec nos prédictions théoriques. Les résultats
expérimentaux sont montrés dans la figure 3.9 pour cinq valeurs différentes
du facteur de remplissage entre 0,1 < 7 < 0,3. Tandis qu’on observe une



96 Phases électroniques dans des niveaux intermédiaires

Re [0,,] (1S)

15 — :_‘
r v=4.26 O Data 1
10+ — fit b
+ e peak 1 g

5 --- peak 2

15 2.0

Fi1c. 3.9 — D’aprés Lewis et al. [40]. Résonances dans la conductivité optique pour
cinq valeurs différentes de v entre 4,1 et 4,3 (branche de spin inférieure du niveau de
Landau n = 2). Les cercles ouverts représentent les données expérimentales, tandis que
la ligne continue indique l'ajustement par deux résonances (“peak 1”7 et “peak 2”) de
forme lorentzienne. La premiere résonance est attribuée au mode d’accrochage du cristal
de Wigner et la deuxieme & un cristal d’ilots avec deux électrons par site. La présence de

deux résonances au méme facteur de remplissage est interprétée comme indication d’une
coexistence de phases.
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F1Gc. 3.10 — Hystérésis dans la résistance de Hall dans n = 1 dans une expérience
imaginée. Une telle hystérésis est attendue pour des transitions de phase de premier ordre
entre les liquides quantiques et cristaux d’ilots. La courbe en trait plein gras est la courbe
mesurée par Eisenstein et al. [25].

seule résonance a 7 = 0,12 (v = 4,12), qui est attribuée au cristal de Wi-
gner, deux résonances sont superposées pour de plus grandes valeurs de 7. La
deuxieme résonance, dont le poids devient plus important par rapport a celui
de la premiere lorsqu’on augmente 7, est interprétée comme provenant d’un
cristal d’ilots avec deux électrons par site. La différence entre les fréquences
des deux résonances wy; et wpy est de I'ordre de 30%, ce qui est en accord
avec un régime de champ magnétique fort pour lequel on attend un rapport
wp1/wp2 = V2 [Eq. (3.25)]. Nous n’expliquons pas pourquoi il devrait s’agir
de cette limite, car le régime de champ fort dépend de I’origine microscopique
du potentiel d’impuretés, qui varie avec les échantillons.

De méme que les transitions entre phases d’ilots de différents M, celles
entre phases électroniques solides et liquides quantiques sont des transi-
tions de phase quantique de premier ordre. Une conséquence de cela est le
phénomene de sur-fusion quantique lorsqu’on fait varier le champ magnétique :
en analogie avec I’eau qui reste liquide si ’on abaisse lentement la température
en-dessous de 0°C (jusqu’a —4°C), le liquide quantique peut persister & des
valeurs de champ ou une phase cristalline a en réalité une plus basse énergie.
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Si I’on commence par exemple une mesure de transport a v = 3+ 1/3 et que
’on augmente le champ magnétique, la transition vers la phase d’ilots (Fig.
3.1) a lieu & une valeur du champ plus haute que dans le cas inverse, dans
lequel on commence une telle mesure en abaissant le champ a partir de la
phase d’ilots. Cela donnerait lieu a une hystérésis dans la résistance de Hall,
esquissée dans la figure 3.10. Une telle expérience, qui confirmerait davantage
le scénario de transitions de phase quantiques de premier ordre, n’a jusqu’a
présent pas été rapportée.



Chapitre 4

Fermions Composites de
deuxieme génération et phases
solides de Fermions Composites

De méme que le modeéle d’électrons restreints a un seul niveau de Lan-
dau (2.7) révele un diagramme de phase trés riche, qui a été discuté dans le
chapitre précédent, on peut s’attendre pour le modeéle de FC en interaction
(Sec. 2.5) & une richesse semblable & v* # p. Dans ce cas, des phases so-
lides de FC seraient en compétition avec des phases liquides quantiques, qui
peuvent étre interprétées en termes de deuxiéme génération de FCs (FC3s).
Cette compétition est pourtant déterminée par la forme exacte du poten-
tiel d’interaction entre FCs (2.34), qui est différente de celle du potentiel
électronique (2.6). L’objet de ce chapitre est I’analyse de telles phases sur la
base des interactions entre FCs.

[’idée de générations de FCs d’ordre plus élevé n’est pas nouvelle : en
effet, peu apres la théorie de Laughlin [9], qui a donné naissance a des
quasi-particules de charge fractionnaire, Haldane et Halperin ont proposé une
hiérarchie d’états ’EHQF [57, 58]. Selon cette théorie, les quasi-particules
des états & v = 1/(2s + 1) formeraient elles-mémes des liquides quantiques
corrélés pour minimiser leur répulsion mutuelle. Pour que la formation de
liquides quantiques a un niveau élevé de la hiérarchie soit possible, il est
nécessaire que l'interaction entre ces quasi-particules soit de portée suffi-
sammment courte [57]. Tandis que cette condition semble satisfaite pour les
états de la série v = p/(2sp + 1), des calculs numériques ont montré que des
états hors de cette série n’étaient pas stables : dans une premiere étude en
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F1G. 4.1 — Fermions composites de deuxiéme génération & v* = 1+ 1/3 (v = 4/11).
Le FC?, formé dans le niveau partiellement rempli, consiste en un FC de la premiére
génération et un vortex de FC portant deux quanta de flux. Les FCs dans le plus bas
niveau sont traités comme inertes.

1991, Béran et Morf ont trouvé par exemple que 'état 4/11 serait instable si
les électrons étaient completement polarisés de spin, tandis qu’ils ont mis en
évidence un petit gap d’énergie pour des particules non polarisées [117]. Ces
analyses ont été confirmées par des calculs numériques de Wéjs et Quinn en
2000 [118]. Un critere de stabilité topologique des états a des niveaux élevés
dans la hiérarchie a été établi par Haldane en 1995 [119] : selon ce critere,
seuls les états de la série v = p/(2sp + 1) seraient topologiquement stables
et pourraient donc donner lieu a un EHQF'. Les analyses dans la hiérarchie
de Haldane et Halperin semblent donc nier la possibilité d’'un EHQF hors de
cette série.

Une approche complémentaire est celle des FCs, dans laquelle les états a
v =p/(2sp + 1) sont tous traités sur le méme niveau de hiérarchie. La pos-
sibilité d’états incompressibles de FC est donc déterminée par l'interaction
entre FCs, les quasi-particules de cette théorie. Méme si cette possibilité a
déja été évoquée par Jain en 1989 [15], ce n’est qu’en 2002 que Mandal et
Jain 'ont étudiée de fagon quantitative. Contrairement a une diagonalisation
exacte dans la base électronique, qui ne permet pas un traitement de plus
de 12 particules [120], ils proposent une diagonalisation numérique dans la
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base de FC. Jusqu’a 24 FCs peuvent étre analysés par cette technique. Les
résultats de ces calculs sont surprenants : tandis qu’un état incompressible a
v =4/11 émerge pour N = 12 et 20 particules, ’état est compressible pour
N = 8,16 et 24. Les résultats pour NV = 8 et 12 sont en accord avec ceux ob-
tenus par diagonalisation exacte [120]. Bien que ces résultats ne permettent
pas une extrapolation a la limite thermodynamique, Mandal et Jain les ont
interprétés en termes d’état compressible dans cette limite. Notons que cette
interprétation est particulierement risquée parce qu’a v = 4/11 trois FCs sur
quatre peuplent le plus bas niveau de FC et restent donc dynamiquement
inertes (voir figure 4.1). Le nombre maximal de FCs qui contribuent effecti-
vement 3 la formation d’un tel état corrélé est N = 6 ou 7 [45, 121]. Mandal
et Jain justifient leur interprétation en termes d’état compressible avec la re-
marque qu’une alternance entre états compressibles et incompressibles avec la
taille du systeme diagonalisé avait auparavant été observée pour des états qui
finalement étaient compressibles dans la limite thermodynamique [45]. Une
publication plus récente du méme groupe révele que ces arguments soient
inadaptés pour un traitement de I’état 4/11 : influencés par des expériences
de Pan et al., qui indiquent un EHQF polarisé de spin & v = 4/11 [26], ainsi
que par nos propres études théoriques [43, 44] et celles de Lopez et Fradkin
[122], Chang et Jain plaident maintenant en faveur d’un état incompressible
[46]. Leur nouvel argument est qu’'une alternance entre états compressibles et
incompressibles en fonction de la taille du systeme a également été trouvée
pour 'état ’EHQF & 7 = 1/3 dans le niveau de Landau n = 1. Ce dernier,
qui est en effet incompressible (voir figure 3.1), est ’analogue de 1'état 4/11,
qui correspond & un remplissage v* = 1+ 1/3 en termes de FCs.

Un traitement alternatif, directement dans la limite thermodynamique,
de I’état 4/11 et d’autres états, qui peuvent étre interprétés comme des mani-
festations de FC?, a été proposé dans le cadre de mes études doctorales. Ces
résultats, qui seront présentés dans la suite de ce chapitre, et I'interprétation
de I’état 4/11 en termes de FC2s polarisés de spin, ont trouvé un soutien
dans les analyses menées par Lopez et Fradkin dans I'approche de théorie
de Chern-Simons [122]. Lopez et Fradkin ont montré que des états hors de
la série v = p/(2sp + 1) sont en effet topologiquement stables s’ils sont in-
terprétés comme des FC?, contrairement aux résultats de Haldane [119] pour
les quasi-particules de la théorie de Laughlin [9].

Apres une discussion du potentiel d’interaction entre FCs en termes de
pseudo-potentiels de Haldane, je présenterai les résultats pour les énergies
des différentes phases pour 1/3 <v <2/5(s=1etp=1),2/5 <v <3/7
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(s=1letp=2)et1/5<v<2/9(s=2etp=1). Contrairement a une
étude antérieure, ou un potentiel d’interaction a été construit sur la base
de quelques pseudo-potentiels d’indice impair, calculés numériquement [123],
on y trouve des FC?s, ainsi que des phases de rubans et d’ilots de FCs. Une
alternance entre ces phases, FC?s et solides de FC, pourrait donner lieu & un
phénomeéne de réentrance de 'EHQF, qui n’a pas été observé jusqu’a présent.
Les gaps d’activation des états FC?, calculés dans le cadre de la théorie
hamiltonienne [41], ainsi qu’un traitement des excitations collectives dans
I’approximation a un seul mode seront étudiés dans la derniere section de ce
chapitre. J’y discuterai également 'influence des excitations inter-niveau de
FC et de la largeur finie du gaz d’électrons sur les propriétés physiques des
états FC?.

4.1 Le potentiel d’interaction des FC

Le potentiel d’interaction de FC a été déduit dans la section 2.5 [Eq.
(2.34)]. Ses propriétés se révelent dans un développement en pseudo-potentiels
de Haldane [57],

2w .
Viatin = T 200y (@) Lamr (@P1)e 0152, (4.)
q

qui peuvent étre interprétés comme le potentiel d’interaction entre deux par-
ticules qui se trouvent dans un état de moment angulaire relatif / = 2m + 1,
comme il a été décrit dans la section 3.2.1. Les pseudo-potentiels exhibent
également la structure de 'interaction dans I’espace réel parce que la distance
moyenne entre deux FCs avec £ = 2m + 1 est (r) = /2m + 1{}%, en analogie
avec l'interaction entre électrons [47, 57]. Dans le cas électronique, 'ampli-
tude de la fonction d’onde de Laughlin, qui représente le liquide quantique
av=1/(2s+ 1), est maximale dans I’état £ = 2s + 1, et le liquide écrante
completement les pseudo-potentiels avec un indice m < 2s + 1. Celui-ci est
donc stabilisé si Vos11 < Vi, pour m < 2s + 1. En effet, Haldane a montré
que les fonctions d’onde de Laughlin représentent exactement les états fon-
damentaux pour toute une classe de potentiels d’interaction avec V,, > 0
pour m < 2s+ 1 et V,;, = 0 pour m > 2s + 1 [57]. Cette condition est par
exemple satisfaite dans le plus bas niveau de Landau électronique ainsi que
pour n = 1. Dans n = 2, on a V; ~ Vj, et c’est pour cette raison que le
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F1G. 4.2 — (a) Développement en pseudo-potentiels de I’interaction entre FCs pour p = 1.
Les lignes noires représentent le cas sans écrantage par des excitations inter-niveau de
FC. Les lignes grises montrent les résultats en tenant compte de I’écrantage. (b) Pseudo-
potentiels de 'interaction entre FCs pour s = 1 en absence d’écrantage.
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liquide quantique cesse d’étre la phase de plus basse énergie a 7 = 1/3 (voir
figure 3.3).

La figure 4.2 représente le développement en pseudo-potentiels de I'inter-
action de FC. La figure 4.2(a) montre les pseudo-potentiels dans le cas ou le
plus bas niveau de FC est complétement rempli, pour des FCs portant deux
(s = 1) et quatre (s = 2) quanta de flux, ce qui correspond & 'interaction
entre FCs respectivement dans l'intervalle 1/3 < v < 2/5et 1/5 <v < 2/9.
Dans le cas sans écrantage par des excitations virtuelles inter-niveau (lignes
noires), on trouve un minimum dans les pseudo-potentiels & m = 3 avec
VEE > VEF. Un état liquide quantique devrait donc étre stabilisé pour
v* =1+4+1/3 (v = 4/11 pour s = 1 et v = 4/19 pour s = 2), tandis
qu’un tel état semble moins stable & v* =1+ 1/5 (v = 6/17 pour s =1 et
v =6/29 pour s = 2). Les expériences de Pan et al. ont en effet montré que
I'EHQF & 4/11 est plus visible qu’a v = 6/17, ou seul un faible minimum
dans la résistance longitudinale indique la présence d’un état fractionnaire
[26]. Pour de plus grandes valeurs de p [figure 4.2(b)], on trouve le minimum
dans les pseudo-potentiels a m = 5 pour p = 2 et m = 7 pour p = 3, ce
qui déstabiliserait un état fractionnaire a v* = p+1/3. En revanche, un état
v* = 24 1/5 pourrait étre stable dans p = 2 et un état v* = 24 1/7 dans
p = 3. On remarque que ces minima deviennent négatifs pour p > 2, ce qui
indique une attraction effective entre deux FCs s’il se trouvent dans 1’état de
ce moment angulaire relatif.

L’origine physique des minima dans les pseudo-potentiels pour I'interac-
tion entre FCs n’est pas évidente. Notons qu’un comportement non mono-
tone n’est pas trouvé dans le cas des interactions d’électrons. Une origine
possible est la structure dipolaire du FC (voir figure 2.8) [41, 82, 83]; dans
ce cas, un faible potentiel d’attraction dipolaire serait superposé au potentiel
de répulsion coulombienne. Cette explication demeure pourtant hautement
hypothétique, et des analyses plus détaillées seraient nécessaires pour trou-
ver une explication satisfaisante. Si I'on tient compte de I’écrantage avec la
fonction diélectrique (2.29), calculée dans 'approximation RPA les minima
persistent mais sont moins perceptibles [figure 4.2(a)]. Le potentiel d’interac-
tion de FC reste pourtant de portée suffisamment courte pour stabiliser un
état fractionnaire & v = 4/11.

!Dans la Ref. [44], I’écrantage a été surestimé & cause d’un facteur n qui manque dans
Pexpression pour les amplitudes F?(q) [Eq. (8)]. Cette erreur affecte également les valeurs
des gaps d’activation dans la Ref. [44].



4.2. ENERGIES DES DIFFERENTES PHASES DE FC 105

4.2 Energies des différentes phases de FC

Méme si I’étude des pseudo-potentiels de I'interaction des FCs fournit un
critere de stabilité pour les liquides quantiques de FC, il est nécessaire de
comparer |’énergie de ces derniers a celles des phases solides, notamment des
phases d’ilots et de rubans de FC. Pour calculer ces énergies, on peut se servir
des expressions déduites dans le chapitre précédent, en remplacant [z — Ij
et vn(q) = vl (q).

L’énergie des liquides quantiques autour d’un facteur de remplissage par-
tiel 7* = 1/(2§ + 1) du niveau de FC p (v* = p + v*), avec entier §, est
donnée par ’équation (3.15),

Ei™(s,p;8,0%) = BEgp(s,p; 8) + [77(25 + 1) — JAZ/™" (5,5 = 1), (4.2)

ol, en termes de pseudo-potentiels (4.1),

=% OO0

7
Eé‘F(S ;8 — Z 02m+1V2m+1(3 p) (4-3)

m=0
est ’énergie par particule du liquide de Laughlin de FCs, portant 2s quanta
de flux, exactement & v* = 1/(25+1). A v* # 1/(25+ 1), il faut & nouveau
tenir compte de I'énergie A%/9(3, p) des FC?s (ou des trous de FC?) excités
dans un niveau supérieur. Leurs énergies se calculent de la méme fagon que
pour les FCs [Egs. (3.18) et (3.19)], et I'on trouve

n6.0) =5 [ v @GP P @) - [ o Z\pw i)

(4.4)
pour les énergies des FC?s et

AL = —5 [ @G- 1P -P @51

A NCTLOE (4.5)

pour celles des trous de FC2. Les éléments de matrice pour j > j' sont les
mémes que pour le cas des FCs [Eq. (A.10)],

i [T (e = i)\ pp,
@) = /5 |7 ¢ (4.6)

X L],_JI @ _62(17j+j')67q2/262LJ:I—j' ﬁ
! 2 7 \22 )]’
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en termes de charge du vortex de FC?, ¢* = 23p/(25p + 1), et de longueur
magnétique de FC?, | = I5/V/1— & = 1/\/(1 —2)(1 = ¢?). La charge du
FC?, qui consiste en un FC et un vortex de FC, est donc é = (1 — &*)e* =
(1 —¢*)(1 — c?), en unités de la charge de ’électron.

De la méme maniere, on peut utiliser les expressions déduites dans la
section 3.1 pour décrire les phases solides de FC. L’énergie par particule de
ces phases dans 'approximation de Hartree-Fock du modele (2.33) est donnée
par

B (s, p 215" (@),

ot ufl'(q) = vl () — Xp vgf(p)e_i(pwqy_py%)l?/(n*BA) est le potentiel de
Hartree Fock de 1’1nteracti0n de FC, et A*(q) désigne le parametre d’ordre
de la phase solide. Le parametre d’ordre de la phase d’ilots de FC,

HF(

2 \/ M1l
A*( ) m BJ1 Q\/—l* ZezqR

donne lieu a I’énergie par particule

Tt (V2M|Gi|l)

: . n* 17*
Egy(s,p, Miv") = 2= 5" ullf(Gy) GEE
B

G, #0

(4.7)

pour des cristaux triangulaires avec M FCs par ilot. De méme, on trouve a
I’aide du parametre d’ordre de la phase de rubans de FC,

2 sin (gzAsv*/2 e
A*S(q) — _L 5Qy,0 (q . S / ) Z e %c]AS)

son énergie par particule

rubans
Ecp®™(s,p, As; v

27 \ sin®(7v*j)

—j ) —. 4.8
27r21/* Z ( A5j> VK (48)
La minimisation de cette énergie par rapport a la périodicité des rubans,
Ag, donne Ag = (s = 1,p = 1) = 1,95R;, Ag(s = 1,p = 2) = 1,8R, et
As(s =2,p=1) = 1,9R, pour la périodicité optimale a 7* = 1/2. Elle varie
donc en fonction du rayon cyclotron de FC, Ri, = I3v/2p + 1.
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F1G. 4.3 — Energies des différentes phases pour 1/3 < v < 2/5 (s = let p = 1), en
unités de e?/elp. La tangente (tirets) indique ’énergie d’une phase définie & partir de la
construction de Maxwell.

4.2.1 Les phases pour 1/3<v <2/5(s=1et p=1)

La figure 4.3 montre les résultats pour les énergies des différentes phases
de FC portant s = 1 paire de quanta de flux dans le niveau p = 1. Dans un
premier temps, I’écrantage de 'interaction par des excitations inter-niveau de
FC est négligé. Comme pour le cas électronique, seul 'intervalle 0 < 7* < 1/2
est représenté dans la figure, car I'intervalle 1/2 < 7* < 1 est relié au premier
par la symmétrie particule-trou. Comme on peut s’y attendre a partir de la
forme des pseudo-potentiels, un état de FC? est énergétiquement favorisé au-
tour de 7* = 1/3, ce qui correspond & 1’état 4/11. En revanche, ’énergie du
liquide quantique & 7* = 1/5 est treés proche de celle d’'un cristal de Wigner
de FC (M = 1), et il n’est donc pas certain qu’il soit stable. Notons que
la courbe de I’énergie du cristal de Wigner n’est pas convexe, contrairement
au cas électronique. On pourrait donc utiliser la construction de Maxwell
pour définir une phase thermodynamique, dont I’énergie serait la tangente
a cette courbe (tirets). Cette phase aurait & peu pres la méme énergie que
le liquide quantique a 7* = 1/5 et probablement une énergie plus basse
si 'on tient compte des impuretés dans le systéme. Or la nature d’une telle
phase thermodynamique est plus obscure que dans le cas électronique, ou elle
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représente une phase mixte entre ilots de différents M. Une interprétation
possible dans le cas de FC est un cristal de Wigner déformé avec deux lon-
gueurs caractéristiques pour le pas du réseau. Des études plus détaillées, qui
sortent du cadre de cette these, sont nécessaires pour trancher la question
de la structure d’une telle phase. Une phase d’ilots avec deux FCs a une
énergie plus élevée que le cristal de Wigner sur toute la gamme de facteurs
de remplissage. A 7* = 1/2, une phase de rubans a la plus basse énergie.
Contrairement, au cas électronique, ou ’énergie de la phase de rubans a été
discutée sur une gamme de facteurs de remplissage (Chap.3.3), seule I’énergie
a v* = 1/2 est représentée ici. A cause de la périodicité des rubans de FCs,
qui est plus petite que celle des rubans électroniques, leur largeur atteint
rapidement la valeur minimale de /}; en abaissant le facteur de remplissage
v*. Il est donc peu probable qu'une phase de rubans de FCs soit bien définie
pour des valeurs de 7* # 1/2. Une anisotropie dans la résistance longitudi-
nale - la signature d’une phase de rubans - a en effet récemment été observée
par Fischer et al. & v = 13/8 dans la branche de spin supérieure du plus bas
niveau de Landau [124]. Ce remplissage est lié & v = 3/8 par la symétrie
particule-trou, v <> 2 — v. On peut pourtant s’attendre & une compétition
entre phases de rubans de FC et liquide quantique également & v = 3/8,
comme pour le cas électronique & 7 = 1/2 dans le niveau de Landau n = 1
(voir section 3.3.1). D’un point de vue théorique, il faudrait donc calculer
I’énergie d’un état métallique de FC? [12] et celle d’un état pfaffien [95] pour
trancher la question de 1’état fondamental a v = 3/8. Une telle étude sort
du cadre de cette these méme si elle a un intérét considérable : si un état
métallique est réalisé a cette valeur du remplissage, et non pas une phase
de rubans de FC, une expérience de collimation magnétique [60, 61] peut en
principe mettre en évidence Dexistence de FC?, en analogie avec le cas de
FCs autour de v = 1/2, comme il a été décrit dans la section 1.2.2.

Le fait que le cristal de Wigner de FC n’est pas seulement favorisé a
de petites valeurs de 7* mais aussi a 7* 2 0,4 pourrait donner lieu a un
phénomene de réentrance de 'EHQF, ou des phases avec une quantification
de la résistance Ry = 3h/e* entourent le plateau & 4/11 [43], en analogie
avec la réentrance de 'TEHQE dans n = 1 et n = 2, discutée dans la section
3.3.

La figure 4.4 montre ’énergie des différentes phases de FC, en tenant
compte des excitations inter-niveau de FC qui donnent lieu a un potentiel
d’interaction de FC écranté v$} (€5 q) = vr (q)/€rpa(q), ol €zpa(q) désigne
la fonction diélectrique calculée dans I’approximation RPA [Eq. (2.29)]. Con-
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F1G. 4.4 — Energies des différentes phases pour 1/3 <v < 2/5 (s =1 et p=1) en tenant
compte de I’écrantage, en unités de e?/elp.

trairement au cas électronique ou ’écrantage dii aux excitations inter-niveau
de Landau est caractérisé par le parametre (e2/elp)/(hw.) o< 1/v/B, qui
devient petit pour des champs magnétiques forts, ’écrantage du potentiel
d’interaction de FC n’est a priori pas négligeable : autant que la séparation
entre niveaux de FC, ces interactions sont déterminées par la seule échelle
d’énergie pertinente, qui est l'interaction de Coulomb. On remarque en effet
des différences entre les résultats d’énergie sans et avec écrantage. L’énergie
du cristal de Wigner de FC (M = 1) perd sa structure a deux minima et
devient convexe, ce qui fait disparaitre la phase décrite par la tangente dans
la figure 4.3. De plus, I’écrantage stabilise I'état de FC? & v* = 1/5, dont
I’énergie est plus nettement en-dessous de 1'énergie du cristal de Wigner
de FC. La succession des phases reste pourtant inchangée par rapport aux
résultats obtenus en négligeant ’écrantage. Dans la suite de cette section, les
énergies sont calculées pour un potentiel non écranté.

4.2.2 Les phases pour 2/5<v <3/7 (s=1et p=2)

Comme on s’y attend a partir de la discussion des pseudo-potentiels, un
liquide quantique n’est pas stable & 7* = 1/3 dans le niveau de FC p = 2,
tandis que I'état de FC? est énergétiquement favorisé & v* = 1/5 (figure 4.5).



110 F(C?s et phases solides de FC

facteur de remplissage électronigue

2/5 11/27 7/17 5/12
T T T
-0.001
Q
S -0.002
c rubans
Y 0.003 o deFC
liquide gdantique (FC?
-0.004 1 | R e (FE9)
p=2 1/5 1/3
| L |

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
facteur de remplissage partiel de FC

F1G. 4.5 — Energies des différentes phases pour 2/5 < v < 3/7 (s = 1 et p = 2), en
unités de e?/elp. La tangente (tirets) indique I’énergie d’une phase définie & partir de la
construction de Maxwell.

Cet état a également une plus basse énergie qu'une phase thermodynamique
dont I'énergie est représentée par la tangente a la courbe M = 1 (tirets).
Le cristal de Wigner de FC est énergétiquement favorisé a basse densité
(v* < 0,16) ainsi que dans l'intervalle 0,22 < 7* < 0,46. Une réentrance de
I'EHQF avec Ry = 5/2(h/e?) est donc principalement possible, mais un état
de FC? & v* = 1/5, qui se manifesterait par un EHQF & v = 11/27, n’a pas
encore été observé. Une phase d’ilots avec deux FCs par site a une plus basse
énergie que le cristal de Wigner a 7 2 0,47. Elle est pourtant supprimée par
la phase de rubans, qui a la plus basse énergie autour de 7* = 1/2.

4.2.3 Les phases pour 1/5<v<2/9 (s=2et p=1)

Les résultats pour des FCs portant quatre quanta de flux (s = 2) dans
p = 1, présentés dans la figure 4.6, sont semblables a ceux obtenus pour
s = 1. Un état de FC? a la plus basse énergie autour de v* = 1/3, tandis
qu'a 7* = 1/5 il a presque la méme énergie que le cristal de Wigner de
FC et une énergie plus haute qu’'une phase représentée par la tangente a la
courbe M =1 (tirets). Le cristal de Wigner, qui est la phase naturellement
réalisée a basse densité (petit 7*), est également trouvé a v 2 0,37. Un
phénomene de réentrance de 'EHQF serait donc en principe aussi observable
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F1G. 4.6 — Energies des différentes phases pour 1/5 < v < 2/9 (s = 1 et p = 2), en
unités de e?/elp. La tangente (tirets) indique I’énergie d’une phase définie & partir de la
construction de Maxwell.

dans lintervalle 1/5 < v < 3/14 : un éventuel plateau a v = 4/19 avec
Ry = 19/4(h/e?) serait entouré par des phases avec une résistance de Hall
quantifiée comme Ry = 5h/e’. La phase de rubans de FC est & nouveau
la plus stable autour du demi-remplissage. Notons qu’une anisotropie dans
la résistance longitudinale n’a pas été observée pour v = 3/14, ni pour des
remplissages liés a ce dernier par la symétrie particule-trou. De méme, un
EHQF a v = 4/19 n’a pas été observé, tandis que Pan et al. ont trouvé un
minimum dans la résistance longitudinale & v = 5/13, qui pourrait indiquer
une phase liquide quantique a v* = 1+2/3, un remplissage symétrique a v* =
1+ 1/3 en termes de FC [26]. Ce minimum n’est pourtant pas accompagné
d’un plateau dans la résistance de Hall, et une preuve expérimentale définitive
de I'existence d’une telle phase liquide reste donc a donner.

4.3 Gaps d’activation des états FC?

Dans cette section, je présente les calculs pour les gaps d’activation des
états de FC?, une quantité qui est directement accessible aux expériences.
Il s’agit de I’énergie qu’il faut fournir au systéeme pour créer une particule



112 F(C?s et phases solides de FC

et un trou qui, indépendants I'un de l’autre, peuvent contribuer au trans-
port. Expérimentalement, cette quantité est mesurée en tracant la résistance
longitudinale a la valeur du champ magnétique qui correspond a un état
d’EHQF en fonction de la température. Cette résistance est d’ordinaire ther-
miquement activée, Ry, o exp(—A%/kgT), ou A® représente précisément
ce gap d’activation. Dans la théorie hamiltonienne, cette quantité se calcule
de facon simple : le gap d’activation des FC?s, avec les nombres quantiques
s,p,5 et P, est la somme de I’énergie pour créer un FC? dans un niveau
supérieur p + 1 [Eq. (4.4)] et de celle pour créer un trou dans p [Eq. (4.5)],

A% (5,p) = A% (5,p) + A2 (s;5,p). On trouve donc pour les gaps d’activa-
tion
a ~ o 1 ~ ~ = = ~
AS(3:0) = 52 v (@) (B ()P’ (@) — (B — 17 (—a)7" (@)p — 1)]
q
-1

o> [l @M - [ — 1P @m)P] . (4.9)

n=0

=2 vy (
q

Dans le cas d'un systeme parfaitement bi-dimensionnel et en ’absence de
I’écrantage dii aux excitations inter-niveaux de FC, on trouve pour les gaps
d’activation de la série avec? p =1

s=1] p=11] p=2 s=2] p=11] p=2
v [1+1/3]1+2/5 v [ 1+1/5]1+2/9
v 4/11 | 7/19 v 6/17 | 11/31
| A | 0.026 [ 00094 | | A® | 0.018 | 0.0091 |
pour s =1 (entre 1/3 < v < 2/5) et
=1 p=1 1] p=2 s=2] p=1 1] p=2
v [1+1/3]1+2/5 v [1+1/5]1+2/9
v 4/19 | 7/33 v 6/29 | 11/53
| A* [ 0.0087 [ 0.0030 | | A® | 0.0072 | 0.0028 |

pour s = 2 (entre 1/5 < v < 2/9), en unités de e?/elg. Notons que les
gaps d’activation de FC?s sont d’environ un ordre de grandeur plus petits
que ceux de la premiere génération de FCs. Dans la théorie hamiltonienne,

2Tl n’y a pour le moment aucune indication expérimentale d’un état d’EHQF pour
p > 1, c’est-a-dire pour le cas oli deux ou plusieurs niveaux de FC sont complétement
remplis.
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on trouve par exemple A% = 0,21e?/elg pour 'TEHQF a v = 1/3 et A® =
0,10e? /el & v = 2/5 [41]. Ces valeurs sont plus grandes que celles obtenues
dans 'approche des fonctions d’onde [125], mais accord entre les résultats
calculés par les deux techniques complémentaires devient meilleur si ’on tient
compte de la largeur finie du systéme [41].

Avant de discuter le role de la largeur finie du systéme, je propose de
considérer des excitations inter-niveau de FC qui écrantent le potentiel d’in-
teraction de FC. On trouve pour les gaps d’activation, calculés en tenant
compte de 'écrantage,’

S=1] p=1] p=2 s=2 p=1 | p=2
v [1+1/3[1+2/5 v [ 1+1/5|1+2/9
v 4711 | 7/19 v 6/17 | 11/31

| A® || 0.018 | 0.0064 |

| A* | 0.011 [ 0.0052 |

pour s=1let p=1, et

S=1] p=1] p=2 §=2] p=1] p=2
v [1+1/3[1+2/5 v [1+1/5]1+2/9
v 4719 | 7/33 v 6/29 | 11/53

| A* [ 0.0057 [ 0.0020 | | A® | 0.0041 | 0.0021 |

pour s = 2 et p = 1, en unités de e?/elp [44]. L’écrantage abaisse donc les
gaps d’activation pour § = 1 d’environ 50%.

Finalement, on consideére la largeur finie du systeme. Celle-ci peut étre
modélisée par un potentiel d’interaction modifié en remplacant v(q) par
v(q) fr(q), avec f(q) = exp(A?¢?)[1 — Erf()\q)] en termes de fonction d’erreur
Erf(x) [41, 126]. Le parametre A caractérise la largeur du systeme. Cette ex-
pression se déduit si I’on considere un potentiel de confinement quadratique
dans la direction z, perpendiculaire au plan [126]. Les résultats pour les gaps
d’activation, calculés avec un potentiel d’interaction écranté, sont tracés dans
la figure 4.7 en fonction du parametre \. Comme on peut s’y attendre a partir
des résultats connus pour les gaps d’activation de la premiere génération de
FCs [41, 125], les gaps des états de FC?s diminuent si la largeur du systeme
augmente.

3Je tiens & rappeler que le désaccord entre ces valeurs et celles de la Ref. [44] est dii &
un facteur n%; qui manque dans les amplitudes F?(q) [Eq. (8)] et par conséquent dans la
fonction diélectrique. Cela mene & une surestimation du role de I’écrantage.
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F1G. 4.7 — Gaps d’activation, en unités de e?/elp, en fonction du parametre de largeur
A, pour différents facteurs de remplissage. (a) s =1 : v = 4/11 (cercles noirs), v = 6/17
(cercles blancs), v = 7/19 (carrés noirs), v = 11/31 (carrés blancs); (b) s =2 : v = 4/19
(cercles noirs), v = 6/29 (cercles blancs), v = 7/33 (carrés noirs, v = 11/53 (carrés blancs).
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Jusqu’a présent, les expériences ne permettent pas d’évaluer de facon
fiable les gaps d’activation de ces nouveaux états. Seul I’état 4/11 se ma-
nifeste par un plateau dans la résistance de Hall, mais le minimum dans la
résistance longitudinale ne diminue pas suffisamment en abaissant la tempé-
rature pour observer un comportement activé [26]. Les expérimentateurs ont
pourtant pu déduire un ordre de grandeur pour ce gap (environ 50mK) & par-
tir de I’évolution de la largeur du minimum en fonction de la température. La
largeur du systéme examiné est donnée par ~ 500A [26], ce qui correspond
a un parametre de largeur de A ~ 6,3l pour B = 10T. Le gap théorique
pour cette largeur est A%(s = 1;5 = 1,p = 1) ~ 0,0040¢%/elp, ce qui est
de 'ordre de 600mK et donc un ordre de grandeur plus grand que celui es-
timé par des expériences. Notons que l'ordre de grandeur du gap théorique a
v = 4/11 pour un parametre de largeur A = 0 a récemment été confirmé par
des calculs de Chang et Jain dans I’approche des fonctions d’onde [46]. Le
désaccord entre les valeurs théoriques et les estimations expérimentales du
gap pour I’état 4/11 est probablement du au fait que les effets d’impuretés
ont été omis dans nos calculs, ainsi que dans ceux de Chang et Jain. En effet,
des études de Morf et d’Ambrumenil ont montré que des impuretés donnent
lieu a une réduction du gap d’activation qui peut étre du méme ordre de
grandeur que le gap lui-méme [127]. On peut s’attendre a ce que des impu-
retés affectent les états de FC? plus que les états correspondants de FC de
premiere génération.

4.3.1 Excitations collectives a 4/11 - approximation a
un seul mode

Pour décrire la dispersion des excitations collectives des états de Laughlin
a v = 1/(2s + 1) dans le plus bas niveau de Landau, Girvin et al. [28§]
ont proposé une méthode qui était stimulée par le traitement de Feynman
des modes phononiques dans “He [128]. La méthode consiste & construire
I’état excité en agissant avec une composante de Fourier de 'opérateur de
densité projeté sur ’état fondamental, décrit par une fonction de Laughlin

({zk, 2 }[S2s),
[g) = p()[$2s)- (4.10)
L’interprétation des excitations collectives en termes de tel état s’appelle

I'approximation a un seul mode [28, 128]. Cette méthode a été également
utilisée pour décrire les excitations collectives des liquides quantiques dans
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F1G. 4.8 — Dispersion des excitations collectives de I’état 4/11, calculée dans I’approxi-
mation a un seul mode. La ligne en pointillé représente 1’énergie du gap d’activation,
obtenu dans la théorie hamiltonienne. La fleche indique le module du vecteur du réseau
réciproque d’un cristal de Wigner de FCs.

le niveau de Landau n = 1 [129] et dans des niveaux plus élevés [29].

Dans le cas d’états de FC, on peut utiliser le méme ansatz [Eq. (4.10)]
si Pon interpréte |Q;) comme ’état de Laughlin de FCs & v* = 1/(25 + 1)
et que 'on remplace p(q) — p(q). Son énergie par rapport a celle de 1’état
fondamental, Fy(s,p;3), est donnée par

L (WalHOT = Eo(s,p3)|vg)  file)
sl = (Walve) i

(4.11)
ou 35(¢) = (p(—q)p(q))/Ane est le facteur de structure de I’état de Laugh-
lin de FCs, |2:).2 Le numérateur dans I’Eq. (4.11) peut s’exprimer comme

fslg) = <,5(—q) [I:ICF, ﬁ(q)] > /Any;, dans le cas oli |2;) est un état propre du
hamiltonien HEF. C’est une bonne approximation pour 1’état de Laughlin,
qui a un recouvrement de plus de 99% avec I’état fondamental exact. En
tenant compte de la symétrie de rotation, satisfaite par le hamiltonien, ainsi
que par I’état de Laughlin, cette expression peut étre réécrite en termes de

4Les moyennes sont définies par rapport & cet état.
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deux commutateurs

. ([p(—a). [FC" p(a)]])
§(q) = 2Anel
2

e (053 (1 — af) = v5y (k)] sin’ <(k“qy _Qkqu)l*B ) 5:(k),

ol la derniére ligne a été obtenue a 'aide des régles de commutation (2.35).
La dispersion des excitations collectives (4.11) est donc une fonctionnelle du
facteur de structure de 1’état de Laughlin de FC,

Wl

(@) = (1 =) +47" Y Sy Lomi (QQZ*BQ) e IE 2,
m=0

Cette expression a déja été mentionnée dans la section 3.2.1 pour caractériser
I’état de Laughlin électronique. On trouve finalement pour la dispersion des
excitations collectives dans I’approximation a un seul mode

2 koqy, — kyqo) 52\ 55(k

B5(a) = 7 X2 [oF5 (= @ = o ()] v’ (( o) ) Eqi
(4.12)

Le résultat pour la dispersion des excitations collectives de 1’état liquide
quantique & v = 4/11 est représenté dans la figure 4.8. Seul le cas d’un
systéme bidimensionnel parfait (A = 0) est considéré ici, et le potentiel d’in-
teraction de FC est celui sans écrantage. On trouve bien un minimum de
roton a un vecteur d’onde qylp ~ 0,8. Dans le cas des états de Laugh-
lin électroniques, ce minimum peut étre interprété comme une tendance du
systeme & cristalliser [28]. En effet, le vecteur d’onde du minimum de ro-
ton correspond au module du vecteur du réseau réciproque d’un cristal de

Wigner, ¢§"ig = 27/A = (\/gmf)lﬂ, dans le cas électronique, et le gap
au minimum de roton devient plus petit dans la limite de basse densité,
ou l'on s’attend a ce que le cristal de Wigner soit 1’état fondamental. Dans
le cas de FCs, le vecteur du réseau réciproque d’un cristal de Wigner est
donné par ¢V = (\/§7T17*) /U, ce qui donne pour l'état 4/11 (7* = 1/3)

@™ = /m/332 ~ 0,78. Cette valeur est indiquée par la fleche dans la fi-
gure 4.8, et elle se compare bien a la valeur du vecteur d’onde au minimum
de roton. La ligne en pointillé dans la figure 4.8 montre I’énergie du gap
d’activation, calculé dans la théorie hamiltonienne en absence de 1’écrantage.
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En principe, ce gap devrait coincider avec la dispersion des excitations col-
lectives dans la limite de grands vecteurs d’onde, A® = Az(¢ — o0), mais
I’approximation a un seul mode fournit des résultats moins fiables dans cette
limite. En effet, cette approximation surestime le gap d’activation des li-
quides électroniques [28], ce que I’on observe donc également dans le cas des
FCs. L’énergie du minimum de roton est néanmoins plus basse que le gap
d’activation, trouvé dans la théorie hamiltonienne, ce qui donne confiance en
la validité de ’approximation pour ces valeurs du vecteur d’onde.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Conclusions

En conclusion, cette these doctorale a porté sur 1’étude théorique de
différentes phases possibles dans les systemes a effet Hall quantique, qui
sont constitués d’un gaz électronique bidimensionnel, soumis a un champ
magnétique perpendiculaire. La richesse des phases réalisées est due au ca-
ractere fortement corrélé qu’exhibe le systeme, en raison de la quantification
de I’énergie cinétique en niveaux de Landau, avec une grande dégénérescence
par niveau. Si les niveaux ne sont pas compleétement remplis, I'interaction de
Coulomb entre les électrons est la seule échelle d’énergie pertinente dans le
systeme, ce qui caractérise le cas limite des corrélations fortes.

Deux raisons motivent I’étude de ces systemes a effet Hall quantique :
premierement, les systémes électroniques bidimensionnels qui exhibent des
corrélations fortes restent mal compris, sur un plan théorique autant qu’expé-
rimental. L’exemple le plus connu de cette classe, les céramiques comme
les cuprates, révele une supra-conductivité qui persiste a des températures
élevées comparées aux matériaux supraconducteurs normaux. Apres presque
deux décennies de recherche intense depuis sa découverte, ce phénomene n’est
toujours pas entierement compris. Comme les systémes a effet Hall quantique,
ces matériaux possedent un diagramme de phase tres riche : une phase de
pseudo-gap a dopage faible semble étre la manifestation d’un liquide de spin
quantique. Le lien entre cette phase et les liquides quantiques responsables de
I'EHQF a été souligné par Laughlin [130]. De plus, nombre de ces matériaux
montrent sous certaines conditions des phases de densité de charge modulée,
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qui ressemblent a celles des systemes a effet Hall quantique. Méme s’il y a
aujourd’hui des indications expérimentales de la présence de telles phases
inhomogenes dans ces systemes, la connexion avec le phénomene de supra-
conductivité reste un domaine de recherche actuel.

Une deuxiéme motivation de ’étude des systemes a effet Hall quantique
est l'intérét du phénomene en soi : les effets Hall quantiques sont - avec
les phénomenes de supraconductivité et de suprafluidité, dont des études
théoriques ont été couronnées par le Prix Nobel de 2003 - une des rares
manifestations de cohérence quantique a 1’échelle macroscopique. Les modeles
décrivant ces effets sont pourtant relativement simples : TEHQE est décrit par
un modele d’électrons libres soumis & un champ magnétique [Eq. (1.1)] - sa
solution étant un exemple des manuels de mécanique quantique, I’observation
inattendue de l'effet a pourtant da attendre 'année 1980 [1]. Le modele
théorique qui est a la base de '’EHQF consiste en un seul terme dans le
hamiltonien (2.7), les interactions de Coulomb entre électrons restreints & un
seul niveau de Landau. Malgré sa simplicité, ce modele n’est pas exactement
soluble et porte en soi une énorme richesse de phases.

Cette richesse de phases était 'objet de ma these. Dans le chapitre 3, j’ai
examiné les phases électroniques dans le modele d’électrons restreints a un
seul niveau : des phases liquides quantiques, qui montrent 'EHQF, sont en
compétition avec des phases électroniques solides, comme des cristaux d’ilots
ou des phases de rubans. Tandis que les rubans donnent lieu a une forte
anisotropie dans la résistance longitudinale [19], les cristaux d’ilots, autant
que le cristal de Wigner et une phase désordonnée d’électrons individuelle-
ment piégés, se manifestent par un comportement isolant des électrons dans
le niveau de Landau partiellement rempli. Dans ce cas, les propriétés de
transport électronique sont déterminées par les particules dans les niveaux
completement remplis, et I’on observe TEHQE. Dans des mesures de trans-
port direct, il est donc impossible de distinguer entre une phase électronique
cristalline, accrochée par les impuretés résiduelles, et une phase désordonnée
avec localisation des électrons. En revanche, des mesures sous irradiation
micro-onde permettent d’observer des propriétés d’un cristal électronique
parce que son mode d’accrochage donne lieu a une résonance dans la conduc-
tivité en fonction de la fréquence. De telles expériences ont servi de preuve
indirecte de I'existence du cristal de Wigner dans le plus bas niveau de Lan-
dau [37], ainsi que dans des niveaux élevés [111]. Une résonance a également
été observée dans le niveau de Landau n = 2 autour de 7 = 1/4 et 3/4 [105],
ou l'on s’attend a la présence d’un cristal d’ilots avec deux électrons par site
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[66, 32, 34]. Une coexistence de phases d’ilots avec différents M est attendue
autour des points de transition, qui sont de premier ordre [91]. Dans le cadre
des études de cette these, on a montré qu’une telle coexistence devrait se ma-
nifester par deux résonances dans la conductivité optique [34], une prédiction
qui a été vérifiée dans des expériences récentes par Lewis et al. [40].

Les phases liquides quantiques, qui exhibent 'EHQF, ont parfois une
énergie plus basse autour des remplissages v = 1/(2s + 1). Les courbes
d’énergie de ces liquides sont pourtant fortement non-monotones a cause
des quasi-particules et quasi-trous excités lorsque 7 # 1/(2s + 1). IIs sont
séparés par un gap d’énergie de I’état fondamental, qui peut étre décrit par
une fonction d’onde de Laughlin [9], et les phases liquides deviennent donc
énergétiquement moins favorables pour 7 # 1/(2s + 1). Lorsque leur énergie
dépasse celle de la phase d’ilots quand le facteur de remplissage varie, TEHQF
disparailt, et ’on trouve une quantification entiere de la résistance de Hall.
L’alternance entre ces phases donne lieu au phénomene de réentrance de
PEHQE, observé dans les niveaux n = 1 [25] et n = 2 [33]. Les calculs
d’énergie des phases en compétition, présentés dans le chapitre 3, ont fourni
une base théorique a ’analyse de ce phénomeéne [32, 34].

Le modele d’électrons restreints & un seul niveau (2.7) a de plus été
étudié dans la base de FC a I’aide de la théorie hamiltonienne de Murthy
et Shankar [41]. Sa formulation approchée consiste a utiliser une combinai-
son préférentielle des deux densités, électronique et de pseudo-vortex, et a
négliger la contrainte (2.12) imposée sur les états du sous-espace physique.
C’est justifié pour les situations étudiées ici, ou 'on a une séparation entre
niveaux de FC, mais cette approximation cesse d’étre valable pour la des-
cription de 1’état & v = 1/2, qui consiste en une mer de Fermi de FCs et
qui n’est donc pas séparé par un gap des états excités. La théorie hamilto-
nienne a permis, dans le passé, une compréhension physique du FC et des
raisons pour lesquelles 'EHQF peut étre interprété comme un EHQE de FCs
quasi-libres a v* = p. Elle a par ailleur fourni une méthode analytique qui
permet de calculer de facon simple et fiable nombre de propriétés physiques
des FCs, ce qui nécessite des calculs numériques tres élaborés dans la théorie
complémentaire des fonctions d’onde de Jain [15]. Ce qui a été montré dans
cette these, c’est la simplicité et I'utilité de la théorie hamiltonienne, qui va
bien au-dela de la confirmation de résultats connus : elle fournit un cadre pour
traiter des FCs en interaction. Ces interactions deviennent essentielles a rem-
plissage partiel de niveaux de FC, v* # p. Tandis que des analyses numériques
dans ’approche des fonctions d’onde, qui sont restreintes a une étude d’un
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petit nombre de particules, ne sont pas suffisamment adaptées pour décrire
les interactions de FC dans la limite thermodynamique, la théorie hamilto-
niennne a permis de déduire analytiquement un modele de FCs polarisés de
spin en interaction. Une auto-similarité, discutée dans le chapitre 2, est re-
marquable au niveau de la structure du modele : le hamiltonien de FCs en
interaction (2.33) est le méme que celui des électrons restreints & un niveau
(2.7) si on remplace le potentiel d’interaction v,(q) — vy (¢) et que 'on
renormalise la longueur magnétique (g — [};. Cette auto-similarité au niveau
de la structure du modele donne lieu également a une auto-similarité entre
les états d’EHQF, suivant de la forme exacte du potentiel d’interaction entre
FCs (2.34). Une telle auto-similarité a déja été évoqué en 1996 par Mani et v.
Klitzing, dans le cadre de transformations d’échelle [27]. Ce dernier a en effet
une forme qualitativement différente de 'interaction électronique originelle
(2.6), et 'auto-similarité de la courbe de résistance de Hall n’est donc pas
garantie par la construction mathématique, proposée dans la section 2.3.
Pour trancher la question de cette auto-similarité et donc de la possibi-
lité d’un nouvel effet de réentrance de 'EHQF, encore non observé, il est
nécessaire d’étudier les énergies des différentes phases de FC, comme des
liquides quantiques (FC?) et des phases solides de FC. Dans le chapitre 4,
j’ai présenté une telle étude dans le cadre du modele de FCs en interaction.
Les calculs d’énergie indiquent non seulement la stabilité d’états de FC?
comme celui & ¥ = 4/11, mais montrent également la possibilité de nouveaux
phénomeénes de réentrance dans le régime de PEHQF. A part I’énergie des
différentes phases de FC, le modele de FCs en interaction permet de calcu-
ler de fagon simple certaines propriétés physiques des états de FC?, comme
ses gaps d’activation ou la dispersion de ses excitations collectives. Les gaps
d’activation de ces nouveaux états, qui sont en principe accessibles dans des
études expérimentales, sont a peu pres d'un ordre de grandeur plus petits
que leurs “parents” FC de la série v = p/(2sp + 1). Pour cette raison, les
états de FC? sont moins visibles que les états de FC. Des estimations a par-
tir de la seule expérience sur les états de FC? rapportée jusqu’a présent [26]
indiquent que le gap de I’état & v = 4/11, qui parait étre polarisé de spin, est
d’environ un ordre de grandeur plus petit que celui que nous avons calculé en
tenant compte de la largeur finie du gaz d’électrons ainsi que de 1’écrantage
de l'interaction entre FCs, a cause des excitations inter-niveau de FC [34].
Notons que ces estimations sont relativement peu précises pour le moment
parce que le gap d’activation a été déduit de facon indirecte a partir de la
largeur du minimum dans la résistance longitudinale et non pas a partir de
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sa profondeur en fonction de la température [26]. Pour déduire une valeur
plus précise du gap d’activation expérimental, il faut améliorer la qualité
des échantillons. La raison du désaccord entre les deux gaps d’activation,
expérimental et théorique, est probablement leur sensibilité aux impuretés,
négligées dans nos calculs. Des impuretés peuvent réduire considérablement
le gap d’activation de nombre d’états, comme il a été montré par Morf et
d’Ambrumenil [127]. Cet effet est également attendu pour les états de FC?
qui, & cause de leur sensibilité, sont probablement plus affectés par les impu-
retés que les états de FC habituels. Une compréhension complete du role des
impuretés n’est pourtant pas acquise jusqu’a présent et démeure une question
de recherche pour ’avenir.

5.2 Perspectives pour un travail futur

Le role des impuretés et leur analyse dans un modeéle microscopique mis a
part, plusieures questions pourraient guider un travail futur dans les systemes
a effet Hall quantique. Une technique pour déterminer la polarisation de spin
de divers états d’EHQF est l’inclinaison de I’échantillon par rapport a la
direction du champ magnétique. Tandis que la séparation entre niveaux de
Landau dépend uniquement de la composante perpendiculaire du champ,
le gap de Zeeman est déterminé par le champ total. Or la composante du
champ magnétique n’affecte pas seulement le spin des électrons mais aussi ses
degrés de liberté orbitaux a cause de la largeur finie du gaz électronique. Les
fonctions d’onde des électrons, dont le mouvement cyclotron est de préférence
dans le plan perpendiculaire au champ total, sont donc inclinées par rapport
au plan dans la mesure ou la largeur du gaz est suffisamment importante. Cela
affecte également le recouvrement des fonctions d’onde, et par conséquent le
potentiel d’interaction effectif (2.6) par I'intermédiaire du facteur de forme
F,.(q) [Eq. (2.3)], qui devient anisotrope [131]. Cette anisotropie du potentiel
d’interaction peut étre a 1’origine du renversement de I’anisotropie, induit par
un champ magnétique dans le plan, dans la résistance longitudinale autour
de demi-remplissage d’un niveau de Landau élevé [102]. Dans l'image des
rubans, cet effet peut étre di a une orientation des rubans perpendiculaire
au champ dans le plan, comme il a été trouvé dans des calculs numériques
de Jungwirth et al. [100] et Stanescu et al. [101]. Le champ dans le plan
peut également induire une anisotropie dans la résistance longitudinale a
v = 5/2 et 7/2 tout en détruisant PEHQF, observé en absence de cette
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composante du champ [102]. Une comparaison des énergies d’une phase de
rubans et d’un liquide quantique, responsable de cet EHQF', en fonction de
la composante du champ dans le plan manque jusqu’a présent et pourrait
fournir une explication de cet effet.

Un autre aspect a traiter dans ’avenir est la généralisation de ’approche
hamiltonienne au cas de FCs avec spin. Le degré de liberté du spin a été
négligé dans les études de cette theése avec 'argument que le gap de Zee-
man est grand et que les excitations de spin font donc partie d’un secteur de
“haute” énergie. Il y a pourtant des situations dans lesquelles il faut explici-
tement tenir compte de ce degré de liberté, par exemple dans le cas ou seule
la branche de spin inférieure du plus bas niveau de Landau est complétement
remplie (v = 1) : les excitations dans la méme branche sont donc interdites
par le principe de Pauli et celles de plus basse énergie - par exemple la pro-
motion d’une particule dans la branche de spin supérieure - consistent en un
spin renversé. En effet, une grande richesse de phénomenes physiques s’est
révélée a v = 1. A part les magnons, quanta des ondes de densité de spin, qui
deviennent massifs a cause du gap de Zeeman, la formation de “skyrmions” a
été prédite [132, 133] et donne probablement lieu & des phénomeénes de pola-
risation du systéme qui ont été observés autour de v = 1 dans des expériences
de résonance magnétique nucléaire [134]. L’étude de cette sorte d’excitation
dans le contexte de FCs, par exemple autour de v = 1/3, serait donc un nou-
veau défi pour la théorie hamiltonienne, généralisée au cas de FC avec spin
[135]. Cette généralisation permettrait également de traiter des systemes &
effet Hall quantique avec deux gaz d’électrons paralleles - les “bi-couches” -
dont I'indice de couche peut étre formellement traité comme la composante
d’un “iso-spin” [136]. Ces systeémes suscitent beaucoup d’intérét parce qu’ils
révelent de nouveaux états d’effet Hall quantique. Quelques-uns peuvent étre
compris en termes d’états superfluides, comme celui & v = 1 [136], qui est di
aux interactions de Coulomb, comme les états ’EHQF. Dans la logique de
cette theése, on peut se poser la question si un tel état superfluide existerait
également & v = 1/3, en termes de FCs.
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Annexe A

Eléments de matrice

A.1 L’lément de matrice
(n, m|exp (—iq - r)|n/,m’)

Les éléments de matrice (n, m|exp(—iq-r)|n’,m'), qui interviennent dans
I’expression pour l'opérateur de densité électronique, se calculent a 1’aide des
équations (1.4) apres avoir séparé la position de I’électron en position du
centre de guidage et variable relative, r = R + 1. Avec ¢ = ¢, + ig, et
q = qz — iqy," on trouve dans la jauge symétrique

(n,mle” ', m') = (m|]e” " |m') ® (n|e”"Mn’) (A1)

_ <m‘e—ﬁ(quf+qb) ‘ml) ® <n|67ﬁ(¢7af+qa) |nl>

?

ou Ig = 1. Les deux éléments de matrice se simplifient avec la formule de
Baker-Hausdorff exp(A) exp(B) = exp(A4 + B) exp([A, B]/2), pour le cas ou
[A,[4, B]] = [B,[A, B]] = 0. Le deuxiéme élément de matrice devient pour
n>n'
<n|e—iq"r[‘nl> _ <n|e—%(‘?af+qa)|nl>
- e—\q|2/4<n|e_%Q“Te_%qam’)

_ &zt _ i
= e PN (nle” EI ) (jle” VA1 n')
J

INous utilisons cette convention uniquement dans cette annexe. Dans les autres cha-
pitres, q désigne le module du vecteur q, ¢ = |q.
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e ()
- () jgo(n—j)!(n’—j)!j!< 2

Czsa [ =ig\"™ [ |q]?
= e laP/4 F(T) L (% : (A.2)

ou nous avons utilisé

(nle e | y pourj.>n
Pl o™ pow <n

dans la troisieme ligne et la définition des polynomes de Laguerre [88],

o " n! (—z)™
Ln/ n == E .
w (@) = (0" —=m)l(n —n'+m)! m!

De méme, nous trouvons pour m > m/

<m|€—iq-R|m/> _ <m|e—%(qbf+qb)|m/>

.\ m—m/ 2
P A S—alls

Avec la définition des fonctions

_ n'! _Zq o n—n' |q‘2
gn,n’(q): ﬁ(%) Ln, (7 )

on peut également écrire, sans les conditions n > n' et m > m/,
(nle=" M) = [O(n — )G (@) + O =1 — 1)Guw n(—q)] e/ (A4)
et

(mle " m') = [O(m — 1) G (4) + O(m' —m = 1) G u(—@)] € /%,
(A.5)
Pour le cas n = n/, on trouve dans (A.4) le facteur de forme du n-iéme niveau
de Landau

Fud) = (ofemsin) = 1, (197 ) i, (A5)
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A.2 Eléments de matrice dans la base de FC

A Taide de (2.16), on trouve pour les opérateurs projetés p(q) et x(q),

; (e) . (CF) . (CF)
— _ —iq-R;7 —iq-R; 1q-1; c
,o(q) = Z e = Z e J e T’J ,
J J
R G REP) om(CF)
= _ —iq-R;"7 __ —iq-R; iq-1; c
X(@) = e =3 e Rl
' J
ce qui fournit I’expression de la combinaison préférentielle en deuxieéme quan-

tification,

@) = pla)—*x(q)

= X (mle *|m)

1ei gt
m7m 7‘7,]

| iqM(CF)e iaMCF) /¢
X<]|eqn - C2f(C[) ] / | >c] mCj’,m’ (A7)

p

ot un facteur de forme du vortex f(q) = exp[—|q|?l5?/8ps(2ps + 1)] a été
introduit pour tenir compte du fait que la longueur magnétique du vortex de
charge ¢? ne coincide pas avec celle de I’électron [41].

Pour trouver les éléments de matrice dans I’expression (A.7), nous procé-
dons de la méme maniere que pour la base électronique en représentant les
variables (2.15) par des opérateurs d’échelle [voir Eq. (1.4)],

0= Battra), = Bl —a)

Ny \/§ Z\/_

3 i3
X©@F) — 2B pt 4 p), y(CF) _ B
T V2

On trouve donc pour m > m/' [voir Egs. (A.2) et (A.3)]

(bT —b). (A.8)

(mle” @R )y = (m\e Ha +qb)| m') (A.9)

_ i [ (T (kB
m! V2 m 2
et pour j > 5

GIP@) = (e — 2 f(q)ela /e
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i\ V2

o i (145 _ 20gein -tarze s ( lalB
7' 2 5 202 .

T i N\
R (A.10)



Annexe B

Détails de approche
diagrammatique

Une relation utile est la somme sur les éléments de matrice d’un opérateur
de densité projeté,

Tri(a) = 3 (mle R |m) = n}oq0. (B.1)

m

Cette équation se déduit a partir des relations de commutation (2.35) et du
fait que la trace d’'un commutateur s’annule,

Tr [pla). plaw)] = 0 = 2isin (Lo —Balle ) 1y (g,

2

avec q = q; +qq. La trace de p(q) doit donc s’annuler sauf si q = 0 pour que
I’argument du sinus s’annule. Dans le cas q = 0, la trace donne le nombre
d’état par niveau, 3., = niA, et avec dqq = (27)2Ad(q — q'), on trouve
I'équation (B.1).

B.1 Niveaux de FC - le hamiltonien “libre”

Le hamiltonien libre de FC est donné par le hamiltonien dans I’approxi-
mation de Hartree-Fock (2.19), qui devient & I’aide de ’équation (2.18)
o=

= 5 Z Uut,..vs [61/1,“3@(17 —1- nl)cl2c,,4 + 51/2,1/4@(19 —1- n2)cllcvs

V1,eV4

—00 O — 1 —m)c! ey — 6,,0,O(p — 1 — ng)CIIC,/4] .
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Les deux premiers termes (de Hartree) contiennent des sommes

o (m|e™ B | m) = n%8q ¢ [Eq. (B.1)]. Tls ne contribuent pas parce que le
terme q = 0 est omis de la somme sur les vecteurs d’onde si I’on tient compte
des ions dans le cristal sous-jacent et donc de la neutralité de charge globale.
Les deux derniers termes (de Fock) impliquent des sommes

Z <m|eiq.RcF|m//) <m//|eiq.RCF|m/> — Z <m|m/> — nEAdm,mH

m,m’;m! m,m’

et 'on trouve donc

B =25 w0y X (07 (~a)n)n’|7(@n)eh e
q n=0m;n’,n"

A T’aide des éléments de matrice (A.10), on trouve que

(nlg(=a)|n')(n"|7"(@)|n) o< ¢ " f (|a),

ou la fonction f (|q|) ne dépend que du module du vecteur d’onde, et § =
|gle™®. Dans le cas d'un potentiel isotrope, tous les termes s’annulent donc
dans l'intégration sur l'angle ¢ du vecteur d’onde, sauf celui avec n' = n”.
On trouve finalement

H =" eucl menm, (B.2)
n,m
avec

cw =25 wle) 3 1017 @)l (B.3)

B.2 Calcul de la fonction de Green
de 'opérateur de densité projeté

La fonction de Green (retardée) des opérateurs de densité projetés est
donnée par [Eq. (2.24)]

D(a.q,1) = —iO(t)([pla,1),p'(d,t =0)])
= > {e™ [Dri(a d) + Di(a,—a)]

+em D] (0 —d) + D (-a,d)]}, (B4)
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ot 'on a mis w* = w*(s,p) pour simplifier la notation. Les opérateurs de
densité p(q) sont réécrits comme une somme des modes “plasmoniques”,
p(a) = Xnso [pn (q) + pL(—q)], dont les fonctions de Green (retardées) sont
données par

Dy, d,t) = —i0() ([pn(a,1), ol (d,t=0)]),
nnf(q d,1) = —i0() ([pha, 1), pw(d,t=0)]),

o (@ ’,t) = —i0(t) {[pn(a, 1), pw (d',t = 0)]) ,
DI}';( ) = —i0(t) ([ph(a, 1), pl ('t =0)]).

Ces fonctions de Green sont reliées par les deux relations de symétrie
D:n’( qlat) = _Drj’;(q,aqa _t)’ D::L—’( q,at) = [Dyj’;z(q,)qa _t):l
(B.5)
et se calculent a I’aide des équations de mouvement pour les modes plasmo-
niques et de la forme du hamiltonien libre (2.19),

. dpn(q)
dt

= [pn (CI), I:—IO]

!
_ Z m,m ( ) T T
— " ! i " 1
pn’,n’—|—n q)n cn’,mcn +n,m ’cn”,m”cn L
nl n”-m ml mll

— T
- Z pn X +n 5n'+n - ‘S'ﬂ') cn’,mcn'+n,m”

n’;m,m/’

ou pﬁﬁ;n(q) = (mle "Rer|m/Y(n'|pP(q)|n’ + n). A cause de la linéarité
approximative des niveaux de FCs [Eq. (2.21)], cela donne lieu & I’équation
différentielle

; @pa(q)

dt

= nw*pn(q),
ce qui s’integre facilement,
pn(@t) = e ™ pr(q,t = 0). (B.6)

On trouve donc pour 'opérateur de densité projeté

pla,t) = [e ™ pu(a t =0) + ™l (—q,t=0)].  (B.7)

n>0
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A D’aide des équations (2.18) et (B.1), on déduit les fonctions de Green des
modes plasmoniques

Do(@d 1) = —i0dnw 3 (mle™ ™ ) (ml]e” ™ m)

m,m’

< S |+l (@

n''=p—n

= _iG(t)(Sn,n’éq,q’f:g(Q)a (BS)

ott 'on a défini F2(q) = nj X5, [(n' + n|pP(q)|n') 2.
De fagon similaire, on trouve D/} (q,q’,t) = 0, et la fonction de Green
(B.4) s’écrit

D(q, q,t) = —i0(t)0qq 3 FL(g) (e7™" — &) (B.9)

n>0

et dans I'espace de Fourier

1 1
D ! = 5 ' f‘p ( - >
(qa q aw) q,q T;) n(q) w — nw* + 30t w + nw* + 20t

nw*
= 25q,q12}',’j(q) 5 ok (B.10)

_ m2
n>0 w nw



Annexe C

Hamiltonien électronique dans

approximation de
Hartree-Fock

Pour déduire le hamiltonien de Hartree-Fock (3.1), je propose d’utiliser
la base de fonctions d’onde dans la jauge de Landau, A, = (—y,0)B, pour
représenter les opérateurs de densité projeté comme

ﬁ(q) = Z e~ iYo eLOJrqm/zeyo_qm/Q,
Y0

ou les indices n, désignant le niveau de Landau, ont été omis des opérateurs
électroniques eLO et ey, pour une meilleure lisibilité. Dans la jauge de Landau,
les états a une particule |n,yy) sont localisés autour de y, dans la direction
y et étendus dans la direction x.

En termes d’opérateurs électroniques, le hamiltonien (2.7) s’écrit donc

A 1 . i,
H = 5 Zvn(Q) Z ezQy(yo yo)e;o7%/26?/0_1_%/26;56_'_%/26%,qm/g, (Cl)
a Y0595
Dans ’approximation de Hartree-Fock, ce hamiltonien devient
. 1 e
-HHF = § Z /Un(q) Z ele(yo yO) [(6;0_(]:6/26y0+qm/2>e;:]_'_qw/ZEyaqu/Q
q Y0,Y¢
_<eLO—qz/2€y6—qm/2>€L' +q2/26Y0+42/2
0
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Le terme de Hartree s’écrit directement en termes d’opérateur de densité
~ 1 3 B
Hy =353 uy (@){p(-a))p(a),
q

avec le potentiel de Hartree uZ(q) = v,(q). La moyenne (5(q)) est propor-

tionnelle au parametre d’ordre de la théorie au niveau de I'approximation de
champ moyen, comme il a été expliqué dans le texte. Afin d’écrire le terme
de Fock, Hr de la méme facon, on peut introduire une transformation de
variables,

+ !
R= Yo . Yo

Pe = Yo — Yo,

et ensuite

y:t — R:l: q_w’ L eip?l(y"r_y—_ql‘) — 1’
2 NB Y+,Py

ou Np = ngA est le nombre d’états par niveau de Landau. On obtient donc

1 .
a Y0,Y(

1 .
= 5 Z U"l(q) Z etvbe <611-2—qx/2+px/26R—(1m/2_Pm/2>eL+qx/2—px/2eR+4x/2+Pa:/2
q R,py

1 7
= - (qypx _pry)
vy Sonla) T ¢

py:Pm

ipy (y+—y-) (T 1
X Z € <ey_ +pz/26y- _pm/2>€y+fpm/2€y++pw/2'
Y+,Y-

Finalement, on obtient

- 1

Hp =53 u, (p)(p(—P))A(D);

et I'on trouve que le potentiel de Fock est la transformée de Fourier, accom-
pagnée d’un échange entre les axes = et y

Uy, (P) = > Un(q) e Pady—Pus)

Les potentiels de Hartree et de Fock sont reliés par une transformation de
Fourier dans le cas d’une interaction isotrope, comme cela a déja été constaté
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dans les travaux de Fogler et al. [17] et de Moessner et Chalker [18]. Si elle
est anisotrope, il faut pourtant tenir compte de cette rotation de 7/2 du
référentiel.! Le hamiltonien de Hartree-Fock peut donc s’écrire uniquement
en termes de parametre d’ordre et d’opérateur de densité,

. 1 ~ B
Hyur =353 u " (@)(p(—a)p(a), (C.2)
q
avec le potentiel effectif de Hartree-Fock
1 v
uf (@) = w (@) — uf (@) = va(a) ~ 5~ L ua(p)CH . (C3)

Pour n — 0, le potentiel de Fock peut étre approché de la méme facon
que le potentiel effectif dans I’espace réel (2.8) par

. (1— \/1—4(2n+1)/q2)] 4

4e?
uf (q) ~ s—Re
€m?npq

2

En revanche, il se calcule de fagon précise pour n = 1,2 et 3, les cas analysés
dans le texte,

2 _—q?/4 2 2
F T e e 2, 4 q 4 q
- = 4z 6—2 Lil=|—-q¢L|—
Un=1(9) Senn 8 l( ¢ +q") 0<4> q 1<4)1,
2 —q%/4 2
F T e e 2 4 6 8 q
_ = /= 82 — 52 449" — 10 I
Un=2(q) S eny 128 l( ¢ +44q ¢ +¢°) 0<4>

—¢* (30 - 8¢* + ¢*) I (%)] ,

2 _—q’/4
F T e" e 9 4
= e — 2646 — 2430q¢° + 2889
Y 3(Q) 2 €Enp 4608 [( 1 g

2
— 12364° +270¢° — 26¢"° + ¢'%) I (%)

2
- (1539 — 828¢% + 224¢" — 24¢° + q8) I (qz)] , (C.5)

avec les fonctions de Bessel modifiées Ip(z).

IL’interaction entre électrons restreints & un seul niveau devient par exemple anisotrope
dans des gaz d’électrons d’une largeur finie en présence d’'un champ magnétique dans le
plan [100, 101].



