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Résumé

Les matériaux ferromagnétiques jouent un role primordial dans de nombreuses appli-
cations industrielles. W.F. Brown a été a l'origine dans les années 1940-1950 de la théorie
du micromagnétisme qui permet de modéliser le comportement des matériaux ferroma-
gnétiques. Ce modele attribue a chaque phénomene physique, tels I’échange, ’anisotropie,
le champ démagnétisant et Zeeman, une énergie et une excitation magnétique. Nous tra-
vaillons dans cette these dans le cadre de la magnétostatique. Pour étudier 1’évolution
dans le temps, on adjoint au modele une équation aux dérivées partielles : I’équation de
Landau-Lifchitz.

Dans ce travail, nous commencons par étudier 'influence d’un espaceur mince sur le
comportement des matériaux ferromagnétiques. Nous prenons en compte deux phénomenes
physiques apparaissant sur I’espaceur : le super-échange et I’anisotropie surfacique.

Apres avoir exposé la théorie du micromagnétisme, nous établissons d’abord ’existence
de deux types de solutions a I’équation de Landau-Lifchitz en présence de super-échange
et d’anisotropie surfacique sur un espaceur plan. Nous prouvons l'existence de solutions
faibles globalement en temps et celle de solutions fortes localement en temps uniquement.

Ensuite, nous faisons varier 1’épaisseur de ’espaceur et en déduisons une condition équi-
valente de bord sur le terme d’ordre 1 du développement de ’aimantation. Nous prouvons
alors le caractere bien posé du systeme vérifié par le terme d’ordre 1 puis établissons la
convergence du développement. Ce dernier travail se fait d’abord en ’absence d’interac-
tions surfaciques et ensuite en présence de ces interactions sur ’espaceur. Nous calculons
alors des états d’équilibre pour diverses configurations en utilisant cette condition équiva-
lente. Nous calculons aussi la susceptibilité hyperfréquence en présence d’'un espaceur et
d’interactions sur la surface de contact.

Dans une derniéere partie, nous étudions plusieurs processus d’homogénéisation. D’abord,
nous procédons a 'homogénéisation de I’équation de Landau-Lifchitz dans un domaine pé-
riodiquement perforé par des trous isolés. Ensuite, nous procédons a I’homogénéisation de
I’équation de la chaleur dans un agencement multicouche en présence de termes de conduc-
tion intercouche. Nous homogénéisons alors I’équation de Landau-Lifchitz dans un domaine
multicouche en présence d’énergies de surfaces.

MOTS CLES : ferromagnétisme, micromagnétisme, équation de Landau-Lifchitz, multicouche
magnétique, espaceur non magnétique, homogénéisation, analyse asymptotique, énergie
d’anisotropie de surface, énergie de super-échange.



Abstract

At present, ferromagnetic materials are widely used in industry. W.F. Brown introduced
in the years 1940-1950 the theory of micromagnetism to model the behavior of ferromagnetic
materials. This model associates to each physical interaction such as exchange, anisotropy,
demagnetization field and Zeeman, an energy and an excitation field. In this thesis, we
remain in the magnetostatic framework. To study the evolution problem, we add to the
model a partial differential equation: the Landau-Lifshitz equation.

We begin this paper by the study of the influence of a thin spacer upon the behavior
of ferromagnetic bodies. We will take into account two physical phenomena arising on the
spacer: super-exchange and surface anisotropy.

After introducing the micromagnetic model, we establish the existence of both weak and
strong solutions to the Landau-Lifshitz equation when surface energy, surface anisotropy
or super-exchange, are present on a plane spacer. Weak solutions exist globally and strong
solutions locally.

Then, we study the evolution of the solutions to the Landau-Lifshitz system as the
thickness of the spacer vary. We establish an equivalent boundary condition for the first
order term in the magnetization. We prove the well-posedness of the system verified by the
first order term, then prove the convergence of the development. This latter work is done
first when surface energies are absent, then generalized in their presence. We then proceed to
the numerical simulations. We compute equilibrium states for various configurations using
the equivalent boundary condition. We also compute the ultrafrequency susceptibility for
geometries crossed by a spacer and with surfaces energies.

In the last part, we study several homogenization process. First, we homogenize the
Landau-Lifshitz equation in a domain periodically perforated by isolated holes. Then, we
homogenize the heat equation in a multilayer with interlayer conduction. Eventually, we
homogenize the Landau-Lifshitz equation in a multilayer with surface energies.

KEYWORDS: ferromagnetism, micromagnetism, Landau-Lifshitz equation, magnetic
multilayers, nonmagnetic spacer, homogenization, asymptotic analysis, surface anisotropy
energy, interlayer exchange energy.
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Introduction générale 3

Les matériaux ferromagnétiques sont actuellement omniprésents dans les appli-
cations industrielles. Depuis leur découverte dans l’antiquité, ils ont été largement
étudiés. Bien qu’ayant subi un certain désintéret au début du X X°¢ siecle, ils ont
connu un regain d’intérét lors de la deuxieme partie de ce siecle et sont maintenant
I'objet constant d’études. Cela est du a leur importance dans de nombreuses applica-
tions industrielles. Parmi ces applications, citons seulement le stockage magnétique,
(disques durs, cassettes, disques magnéto-optiques), la gestion de ’énergie ou les cir-
cuits magnétiques jouent un role important, dans les transformateurs ou les moteurs
notamment, la protection radar et les télécommunications. Les propriétés des maté-
riaux ferromagnétiques dépendent pour beaucoup de leur forme. L’intérét pour les
formes de couches minces et les multicouches est croissant, voir [66], chapitre 20.
Ces configurations interviennent dans le domaine de I’enregistrement magnétique ou
magnéto-optique. L’importance économique de ce secteur, dont le principal marché
reste la gestion de I'énergie, s’évalue annuellement a 60 milliards de dollars. On com-
prend aisément que la compréhension de ces phénomenes et leur modélisation est un
enjeu industriel important. En effet 'amélioration des performances et la diminution
des couts de fabrication dépend largement de la qualité de ces modélisations et des
algorithmes mis en ceuvres dans les simulations numériques.

Les premieres tentatives de modélisation des matériaux ferromagnétiques ont eu
lieu dans les années 1930. Le modele du micromagnétisme établi par W.F Brown
[11,12], a constitué un progres important dans la compréhension des phénomeénes
magnétiques. Le modele micromagnétique associe a chaque phénomene physique une
énergie interne. On distingue en général quatre énergies :

L’énergie extérieure ou de Zeeman, associée au champ appliqué.
L’énergie d’anisotropie, favorisant certaines directions d’aimantation,
L’énergie d’échange, qui favorise ’alignement des spins voisins,
L’énergie magnétostatique.

Si un corps ferromagnétique contient un domaine mince, épousant une surface et
constitué d’'un matériau ayant des propriétés magnétiques différentes, alors certains
phénomenes physiques apparaissent sur la frontiere :

— L’anisotropie surfacique qui favorise ou pénalise I'alignement de I'aimantation
sur la normale a la surface de I'espaceur.

— Le super-échange ou échange intercouche qui couple les aimantations de part
et d’autre de I'espaceur en favorisant leur alignement (anti-alignement dans les
arrangements antiferromagnétiques).

Nous appelerons par la suite espaceurs ces domaines minces.

De ces énergies, on peut déduire la valeur des excitations magnétiques internes.
Pour obtenir un modele dynamique du ferromagnétisme, il suffit d’adjoindre au mo-
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dele micromagnétique I’équation de Landau-Lifchitz [48],

oM
oT

«
M

o m (M/\H(M)+ M/\(M/\H(M))), (LL)

ou H (M) est I'excitation magnétique, 7 le facteur gyromagnétique, et y la perméa-
bilité magnétique du vide.

Les propriétés du systeme (LL) ont été largement étudiées. L’existence de solu-
tions a I’équation de Landau-Lifchitz couplée aux équations de Maxwell a été éta-
blie par A. Visintin [67] en domaine borné. L’existence de solutions faibles au sys-
teme (LL), ainsi que leur non unicité, ont été établie en présence de l'interaction
d’échange uniquement par F. Alouges et A. Soyeur [6]. S. Labbé a alors étendu le ré-
sultat d’existence en présence des interactions d’échange, magnétostatiques, d’aniso-
tropie et de Zeeman [43]. L’existence de solutions fortes en I’absence de super-échange
a été établie par G. Carbou et P. Fabrie en domaine borné dans [15] et en domaine
non borné [14]. Pour des domaines non bornés, J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch [41]
ont établi I'existence de solutions globales et des résultats d’unicité pour le systeme de
Landau-Lifchitz couplé aux équations de Maxwell en ’absence d’échange. En présence
d’une forme simplifiée du super-échange et de ’anisotropie surfacique, 'existence de
solutions faibles pour un espaceur a été prouvée par K. Hamdache et M. Tilioua [37]
et [38].

La complexité des phénomenes dans les matériaux ferromagnétiques est telle que
le recours a la simulation numérique est impératif. De nombreux travaux ont été
consacrés a ce sujet. Un des principaux problemes de la simulation numérique est
la prise en compte de I’énergie magnétostatique. En effet, ce terme est global et son
cout de calcul peut devenir rapidement prohibitif. Pour les maillages réguliers, il est
possible d’utiliser le caractere Toeplitz de I'opérateur magnétostatique et d’effectuer
le calcul par FFT, voir S. Labbé [43,44].

Cette these est principalement consacrée a la modélisation de 1’évolution de I’ai-
mantation dans des corps ferromagnétiques dont la géométrie est peu propice a la
simulation numérique. En particulier, nous étudions les corps traversés par un es-
paceur mince et les agencements multicouches. Il est en effet difficile de les mailler
correctement, di a 1’étroitesse soit de l'espaceur, soit des différentes couches ma-
gnétiques. Obtenir des problemes équivalents sur des géométries plus favorables a la
simulation sera notre objectif.

Dans une premiere partie, nous introduisons les concepts essentiels du magné-
tisme. Apres un bref historique, nous rappelons les équations du modele microma-
gnétique.

Dans une deuxieme partie, nous étudions le probleme d’existence pour I’équation
de Landau-Lifchitz en présence d’interactions surfaciques sur I'espaceur : le super-
échange et 'anisotropie surfacique. Nous introduisons deux concepts de solutions :
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les solutions faibles et les solutions fortes. Apres un bref rappel des propriétés des
espaces de Sobolev, nous démontrons successivement 1’existence de solutions faibles
globales en temps au chapitre 6 et 'existence de solutions fortes en temps fini au
chapitre 7.

Dans une troisieme partie, nous étudions ce que nous appelons le probleme d’espa-
ceur. Nous considérons un domaine ferromagnétique traversé par un espaceur mince
non magnétique. La faible épaisseur de 'espaceur rendrait prohibitif toute simula-
tion nécessitant le maillage de I'espaceur. Dans la perspective d’une simulation nu-
mérique, nous cherchons un probleme équivalent sur la méme géométrie mais avec
une épaisseur de ’espaceur nulle. Apres avoir effectué un développement a 1’ordre
1 en la demi-épaisseur de l’espaceur, nous établissons une condition équivalente de
bord pour le terme d’ordre 1 et démontrons la convergence a l'ordre 1 du dévelop-
pement. Dans la quatrieme partie, nous généralisons ce travail en prenant en compte
des interactions de surface sur I’espaceur.

Dans la cinquieme partie, nous effectuons des simulations numériques. Nous com-
mencgons par présenter les schémas de discrétisation en espace et en temps. Nous
avons modifié le code EMicroM de S. Labbé pour calculer les états d’équilibre de 1’ai-
mantation, ordre 0 et ordre 1, dans certaines configurations magnétiques, en prenant
en compte les interactions surfaciques. Il est difficile de faire le lien entre les observa-
tions physiques et les simulations numériques. La susceptibilité hyperfréquence d’'un
corps ferromagnétique est une des rares quantités que 'on peut mesurer et calcu-
ler. Nous effectuons quelques calculs de susceptibilité hyperfréquence au chapitre 16,
apres avoir modifié le code SMicroM de S. Labbé pour tenir compte du super-échange
et de I’anisotropie surfacique.

Enfin, la sixieme partie est consacrée a 1’homogénéisation sur des domaines va-
riables, périodiquement troués ou agencés en multicouches. Nous souhaitons carac-
tériser la limite des solutions sur ces domaines lorsque la période d’homogénéisation
tend vers 0. Des résultats de convergence forte ont été établis pour 'homogénéisation
de domaines ferromagnétiques non perforés en dimension 1 et 2, par H. Haddar et
P. Joly [32]. Pour les agencements multicouches, une premiere approche a été réalisée
par K. Hamdache [35]. Notre but principal est d’homogénéiser 1’équation de Landau-
Lifchitz en dimension 3 pour des agencement multicouches. Nous allons alors nous
apercevoir du role primordial dans le processus d’homogénéisation des interactions
surfaciques : super-échange et anisotropie surfacique. L’anisotropie surfacique tend
a favoriser ’alignement sur la normale aux différentes couches et le super-échange
rigidifie le systeme en pénalisant les variations de ’aimantation entre couches suc-
cessives. De nombreuses difficultés sont présentes : le caractere non linéaire pour
I’équation de Landau-Lifchitz et la non connexité des agencements multicouches.
C’est pour cela que nous commencons par réaliser ’homogénéisation de 1’équation de
Landau-Lifchitz pour des domaines perforés, et celle de la chaleur pour les agence-
ments multicouches. Nous tentons alors de généraliser ces cas plus simples au cas de
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I’équation de Landau-Lifchitz pour des agencements multicouches. Nous y parvenons
pour certaines formes de dépendance des constantes d’anisotropie surfacique et de
super-échange en fonction de la distance intercouche.
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Présentation du probleme






Chapitre 1

Introduction aux propriétés du
magnétisme

Avant d’exposer la théorie des matériaux ferromagnétiques et le modele mathé-
matique associé, nous rappelons les bases de la théorie de 1’électromagnétisme dans
le vide et dans les matériaux a réponse linéaire : les diamagnétiques et les parama-
gnétiques. Mais auparavant, nous présentons un tres bref historique du magnétisme.

1.1 Bref historique

Nous commencons par relater tres sommairement 1’histoire de ’étude du magné-
tisme de I'antiquité a nos jours. L’attraction magnétique entre deux aimants ou entre
un aimant et du fer semble avoir été le premier phénomene magnétique ayant entrainé
I’attention des hommes. La découverte de ce phénomene est tres ancienne meme si
on ne peut en citer la date avec précision. Si 'on a retrouvé des objets en fer et
en oxyde de fer datant de un a quelques millénaires avant notre ere, il est douteux
que leur vertu magnétique ait été connue. Les écrits chinois de I’époque montrent
que 'on a su fabriquer des boussoles —plus exactement leur ancétre— des 300 ans
avant notre ere. Le blindage magnétique par un plateau en fer a été observé en Chine
au dix-septieme siecle. Aucune théorie sérieuse du magnétisme n’apparait avant le
dix-neuvieme siecle.

Au dix-neuvieme siecle, on parvient enfin a relier les phénomenes électriques et
magnétiques. Enfin, en 1864, les équations de Maxwell sont formulées. Elles devien-
dront la base incontournable de toutes les études du magnétisme au cours des années
qui suivirent.
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1.2 Rappels sur la théorie du magnétisme

1.2.1 Les équations de I’électromagnétisme dans le vide

L’état électromagnétique d’un point de I'espace est caractérisé par deux champs
de vecteurs : le champ électrique E et le champ magnétique B. Supposons la présence
d’une densité de charge électrique & — p(x) et d’'un vecteur courant de charge J.
Nous pouvons alors donner les équations de Maxwell de 1’électromagnétisme.

div(E) = 2, div(B) = 0, (1.2.1a)
€o

0B
ot’

rot(B) = g (J + eoa—E) . (1.2.1b)

rot(E) = — pr

ol ¢y est la permittivité électrique du vide et g est la perméabilité magnétique du
vide. Les valeurs de ces constantes physiques sont :

po =47 x 10" kg - m? - 572 A2 (1.2.2a)

€0 = 8.8542 x 107 1%s* . m™* . A% oo = — (1.2.2b)

ou ¢ est la célérité de la lumiere.

1.2.2 Les équations du magnétisme dans un milieu matériel

Dans un milieu matériel, les équations de Maxwell sont modifiées de la maniere
suivante. On ajoute deux vecteurs qui caractérisent 1’état magnétique et électrique
du matériau : la polarisation électrique P et ’aimantation, encore appelée moment
magnétique, M. Nous remplagons alors dans le systeme de Maxwell (1.2.1), la charge
totale p par — div P + peyt €t le vecteur courant total J par rot M + %) + Joxs. Les
termes P et M correspondent aux contributions intrinseques des matériaux et les
termes INdicés pexs, Joxt cOTrespondent aux courants extérieurs macroscopiques.

Nous pouvons alors définir les deux grandeurs D = ¢y F + P et l'excitation H
par uoH = B — pgM . Réécrivons les équations de Maxwell en fonction de D et H.
Nous obtenons

div(D) = pext, (1.2.3a)
div(H + M) =0, (1.2.3b)
rot(D — P) = 0 IH M) (1.2.3¢)
€0 ot
oD

rot(H) = Je + (1.2.3d)

ot
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Nous allons de plus ne considérer que les cas ou il n’y a ni courants extérieurs, ni
charges extérieures, i.e. Joxt = 0 et pexy = 0. Nous pouvons alors réécrire les équations
de Maxwell dans un matériau :

div(D) = 0, (1.2.4a)
div(H + M) =0, (1.2.4b)
rot(D) = rot(P) — ?W, (1.2.4¢)
rot(H) = %—? (1.2.4d)

A Tavenir, nous nous plagons dans le cadre de 'approximation magnétostatique, i.e.
nous annulons tous les termes de dérivées en temps. Nous obtenons alors les équations
de 'approximation quasi-stationnaire

div(D) = 0, (1.2.5a)
div(H + M) =0, (1.2.5Db)
rot(D) = rot(P), (1.2.5¢)
rot(H) = 0. (1.2.5d)

Nous observons le découplage des équations électrostatiques et magnétostatiques.
Dans la suite, nous ne nous préoccuperons plus de la partie électrique des équations.
Si nous ne gardons que la partie magnétostatique, nous obtenons le systeme

div(H + M) =0, rot(H) = 0. (1.2.6)

Ce systeme n’est pas suffisant pour modéliser le comportement d’un matériau ma-
gnétique. Il nous faut en effet une autre équation liant les deux grandeurs M et H.
Pour les matériaux paramagnétiques ou diamagnétiques, cette relation sera linéaire.

1.2.3 Les matériaux a réponse linéaire

Pour certains matériaux, la réaction de ’aimantation est linéaire par rapport a
I’excitation. Ces matériaux sont les paramagnétiques et les diamagnétiques. Pour les
premiers, ’aimantation s’aligne sur ’excitation et amplifie celle-ci alors que pour les
seconds 'aimantation tend a s’opposer a ’excitation. L’équation d’état entre I’aiman-
tation M et l'excitation H est la relation linéaire

M = yH, (1.2.7)

avec yY < 0 dans les matériaux diamagnétiques, et x > 0 dans les matériaux para-
magnétiques. On appelle susceptibilité la valeur x. Elle dépend a la fois du matériau
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considéré et de sa température. Le diamagnétisme provient de la modification du
mouvement des électrons sous un champ appliqué, suivant la loi de Lenz. C’est le
magnétisme des substances non magnétiques. La valeur absolue de la susceptibilité
X est tres faible pour les diamagnétiques. Par des calculs physiques, voir [65] p.117,
on obtient une valeur de la susceptibilité

Ne?Z R?

6m,

X = — o : (1.2.8)
ol

— N est le nombre d’atomes par unité de volume,

— Z est le nombre d’électrons dans un atome,

— e =1.6 x 1071C est la charge de I’électron,

— me = 9.1 x 1073'kg est la masse de 1’électron,

— R? est le rayon carré moyen des électrons de I’atome de la substance considérée.
Le paramagnétisme a lieu quand les atomes composant une substance portent des
moments magnétiques permanents indépendants et ne s’influant pas les uns les autres
en dehors des lois de Maxwell. Dans ce cas, I'inverse de la susceptibilité varie propor-
tionnellement a la température. Il existe aussi d’autres formes de paramagnétisme
dont la susceptibilité ne varie pratiquement pas en fonction de la température. C’est
le cas dans les métaux avec le paramagnétisme de Pauls.

1.3 Conclusion

Ce chapitre nous a seulement permis d’effleurer la théorie du magnétisme. Il existe
heureusement de nombreux ouvrages de référence sur ce sujet. Nous pouvons en
particulier citer A. Aharoni [2], E. Trémolet [65] et Landau-Lifchitz [49]. La théorie
de I’électromagnétisme dans le vide du point de vue de la relativité est également
exposée dans Landau-Lifchitz [50].



Chapitre 2

Le modele mathématique du
micromagnétisme

La théorie du micromagnétisme introduite par Brown [12] dans les années 1940 a
pour but d’expliquer le comportement non linéaire des matériaux ferromagnétiques.
Elle modélise le magnétisme a 1’échelle mésoscopique ou les grandeurs sont moyen-
nées sur des domaines composés de quelques millions d’atomes. Le principe de cette
méthode est d’attribuer a chaque phénomene physique intervenant dans les maté-
riaux ferromagnétiques une énergie. Les états d’équilibre sont alors les minima lo-
caux de cette énergie. Mais cette théorie ne se contente pas de I’étude statique du
ferromagnétisme. En effet, elle introduit un modele dynamique utilisant 1’équation
de Landau-Lifchitz qui décrit I’évolution de I'aimantation au cours du temps. Dans
cette these, c’est cette équation dont nous nous efforcerons d’étudier les propriétés et
particulierement le comportement des solutions pour des géométries particulieres.

2.1 Propriétés qualitatives des matériaux ferro-
magnétiques

Les matériaux ferromagnétiques ont un comportement plus complexe que les dia-
magnétiques ou les paramagnétiques. Tout d’abord, ils peuvent présenter une aiman-
tation spontanée en ’absence de toute excitation extérieure. De plus, les phénomenes
d’aimantation liés a ces matériaux sont d’un ordre de grandeur bien plus élevé que
pour les matériaux paramagnétiques ou diamagnétiques. Enfin, ils présentent un cycle
d’hystérésis. Ce dernier phénomene est mis a contribution pour le stockage magné-
tique, par exemple dans les disques durs de nos ordinateurs.

On observe aussi que le comportement des matériaux ferromagnétiques dépend
de la température. Leur aimantation globale tend a diminuer lorsque la température
augmente. Au dela d’une certaine température T¢, appelée « température de Curie »,

13
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ils se comportent comme des matériaux paramagnétiques.

Outre les disques durs, les matériaux ferromagnétiques sont aussi employés pour
la protection radar —avions furtifs— et 1’électronique de puissance avec les circuits
magnétiques. On observe aussi que la forme des matériaux ferromagnétiques a une
grande influence sur leur comportement. Optimiser cette forme permet d’en améliorer
les performances. Cette optimisation demande évidemment une simulation numérique
du comportement de ces matériaux.

2.2 Principes de base de 'aimantation

Le comportement particulier des matériaux ferromagnétiques est explicable uni-
quement dans le cadre de la mécanique quantique ol le moment magnétique micro-
scopique est lié au spin des électrons et est de module constant. La présence d'une
aimantation globale est due a la présence dans les matériaux ferromagnétiques de
forces de rappel tendant a aligner les spins des électrons des atomes voisins. Chaque
atome est doté d’'un moment magnétique microscopique m. La moyenne de ces mo-
ments microscopiques a 1’échelle mésoscopique est notée M et appelée aimantation
ou moment magnétique.

Le modele micromagnétique suppose que 'aimantation locale M a un module
constant M. Le module de I'aimantation dépend de la température et diminue quand
cette derniere augmente pour atteindre 0 a la température de Curie Ty, Dans ce
travail, nous négligerons les effets des variations de la température.

Pour pouvoir modéliser le comportement des matériaux ferromagnétiques, il faut
d’abord donner la forme de l'excitation H en fonction de 'aimantation M. Cette
excitation totale sera elle-méme dérivée de la forme de I'énergie de 1’échantillon ma-
gnétique. Nous donnons la forme des énergies magnétiques internes a la section sui-
vante.

2.3 Les énergies internes des matériaux ferroma-
gnétiques

Dans un matériau ferromagnétique, divers phénomenes physiques interviennent.
Il convient d’attribuer a chacun de ces phénomenes une énergie. La connaissance
de ces énergies permettra d’étudier le probleme statique et de caractériser les états
d’équilibre [34]. Ce sont en effet ceux qui réalisent un minimum local de 1'énergie
parmi les champs d’aimantation qui vérifient la contrainte

M
| = M s © (2.3.1)
0  dans R®*\ O,
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ou O est le domaine occupé par le matériau ferromagnétique. Nous rappelons que
nous notons

— M le moment magnétique adimensionné,

— H l'excitation magnétique adimensionnée.
Pour tout phénomene ou interaction p, nous notons

— EJ™®, Iénergie associée & une contribution p. En général, EF™(0) = 0.

~ H, Popérateur lié & 'énergie E™ par

DE;™(M)-V = —uo/oﬂ{p(M) -V de.

— H, = 3{,(M) la contribution de l'interaction p a 'excitation magnétique.
En particulier, si J, est linéaire symétrique, nous avons

EPMS (M) = —%/Oﬂ{p(M)-Mda:.

Nous allons maintenant donner les formes les plus courantes des énergies internes
des matériaux ferromagnétiques (Brown [12]) et nous en déduirons les opérateurs
associés.

2.3.1 L’énergie Zeeman ou extérieure

L’opérateur extérieur peut appliquer une excitation Hy au systeme. Nous dési-
gnons par Zeeman cette énergie. L’énergie a alors la forme

EZPhys = _NO/ Hext : de?
@

Cette excitation extérieure peut dépendre du temps.

2.3.2 L’énergie d’échange

L’aimantation des matériaux ferromagnétiques est modélisée par la présence d’ai-
mants permanents sur les atomes. Ce qui va distinguer les matériaux ferromagné-
tiques des matériaux paramagnétiques est la présence de forces de rappel. Ces forces
tendent a aligner les moments microscopiques des atomes voisins et s’expliquent dans
le cadre de la mécanique quantique par la superposition des orbitales des électrons
d’atomes voisins. On appelle généralement interaction d’échange, 'interaction ma-
croscopique qui découle de ces forces de rappels. Les physiciens attribuent a cette
interaction une énergie donnée par

2

VMI® 1. (2.3.2)

M

:ANO
2 Jo

Ee (M)
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La constante d’échange A dépend du matériau et peut étre estimée a partir d’autres
données physiques, voir p.153 et p.468 dans [65]. Nous pouvons alors déduire de cette
énergie, la forme de 'opérateur d’échange,

H, (M) = A

2.3.3)
5 (2.3.
M,
Il arrive aussi que I’échange soit anisotrope. Dans ce cas, la constante d’échange est
une matrice définie positive A = (A;;)1<; j<3, uniformément coercive si A;; dépend de
la variable d’espace @, et la forme de I’énergie et de 'opérateur associée sont données

3

S o OM oM
EY™ (M) = K Z /OA"ja_xi' Ox; dz, (2:3-42)

1

2
s

J=1

g{e(M) -

div(AVM). (2.3.4b)

2.3.3 L’énergie de champ démagnétisant

C’est la partie de I'excitation magnétique créée par M dans le cadre des équations
de la magnétostatique (1.2.6). Pour des échantillons de petite taille, ’'approximation
quasi-statique des équations de Maxwell est tout a fait acceptable [33]. L’opérateur
de champ démagnétisant associe & M dans L?*(R3; R?), la solution Hy de

div(H, + M) = 0, rot(H,) = 0. (2.3.5)
Aussi,
EPWS (M) = —%/ H, M dz, (2.3.6a)
(@]
H,(M) = H,. (2.3.6b)

Cette contribution est globale et rayonne a I’extérieur du matériau. Elle n’est pas nulle
a l'extérieur du matériau contrairement aux autres contributions provenant de M.
Nous précisions que le champ magnétique B a pour valeur po(Hy(M) + Hexy + M).

2.3.4 L’énergie d’anisotropie

L’anisotropie est due a la structure cristalline du matériau. Les cristaux pré-
sentent, de par leur structure des directions privilégiées, suivant lesquelles les spins
des atomes tendent a s’aligner. Nous allons donner la forme la plus générale de 1éner-
gie. Soit K une application de O dans l'espace des matrices M3(R3) symétriques
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positives. Alors, nous pouvons définir 1’énergie et 'opérateur

KM M

EPhvs(pf) = £2 24 2.3
a < ) 2 o MS MS w? ( 3 78:)
KM
Ha(M) = ——— (2.3.7b)

Il existe plusieurs types d’anisotropies, une des formes possibles est 1’anisotropie
uniaxiale ot une direction de I'aimantation est favorisée. Dans ce cas,

KM = K(M — (M - u)u), (2.3.8)

ou u est un vecteur unitaire dans la direction de facile aimantation et X la constante
d’anisotropie.

2.3.5 Les termes d’énergie de surface

Lorsque deux matériaux ferromagnétiques sont séparés par un espaceur non ma-
gnétique de faible épaisseur, d’autres interactions apparaissent. En particulier, appa-
rait ’anisotropie surfacique qui favorise ’alignement de I’aimantation sur la normale
a la surface. Apparailt aussi le super-échange qui favorise 'alignement de 1’aiman-
tation de part et d’autre de 'espaceur. L’objet de ce paragraphe est de décrire ces
interactions d’un point de vue physique, en écrivant les énergies associées a ces inter-
actions. Dans un matériau ferromagnétique occupant le domaine @ = Ot U O™, et

F1G. 2.a: Espaceur et surfaces de contact

traversé par un espaceur plan de faible épaisseur, nous notons I', I'" et I'~ les surfaces
représentées a la figure 2.a. Nous posons ['* = I'* U T'~. Nous notons ~ l'opérateur
qui envoie M vers sa trace sur I'" UT'~. Nous notons 4" 'opérateur qui envoie M
sur 7-yM ou 7~ est la translation qui envoie I'" sur I'. De méme, nous notons v~
lopérateur qui envoie M sur 77yM ou 71 est la translation qui envoie I'™ sur T
Une définition plus rigoureuse de ces opérateurs de traces se trouve a la section 4.1.
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2.3.5.1 L’interaction d’anisotropie surfacique

L’anisotropie surfacique a d’apres les physiciens deux causes. La premiere cause
est une correction de I’échange pres de 'espaceur. La deuxieme est liée a la magné-
tostriction. L’anisotropie surfacique est modélisée par une énergie

K,
B = Ho s (M2 — (YM - v)?) do(z)
S r—ur+ 2 3 9)
i (2.3.
= flp—— |lyM A v|? do(z).

2
2M5 —urt

ou K; > 0 est la constante d’anisotropie surfacique, v la normale a la surface. Nous ne
considérons pas, dans cette these, le cas ou 'alignement sur la normale est pénalisée,
K, < 0. La configuration de minimum d’énergie est I’alignement de ’aimantation sur
la normale a la surface porteuse de I'espaceur.

2.3.5.2 L’interaction de super-échange

Le super-échange ! est une interaction d’origine quantique qui lie I'aimantation de
part et d’autre d’un espaceur faiblement magnétique. Elle provient de la superposi-
tion de chaque orbitale des électrons des atomes ferromagnétiques de part et d’autre
de V'espaceur avec l'orbitale des électrons du matériau faiblement magnétique qui
remplie I'espaceur mince séparant les deux parties ferromagnétiques. Ce modele qua-
litatif implique que le super-échange ne peut avoir lieu que si 'espaceur magnétique
est tres mince, de l'ordre de quelques épaisseurs atomiques. Nous utilisons le mo-
dele mathématique de [46]. Si I'espaceur a pour support la surface I', alors 1'énergie
associée a cette interaction est

Eye(M) = o M~ M[*do(x)
J . o
a2 | M AT M do(x),
5 r (2.3.10)
1 _
qu— (M? =y"M -4~ M) do(x)

o / My MP) do(e),

ou J; et Jy sont des nombres positifs. Nous ne considérons pas les arrangements
antiferromagnétiques, J; < 0. En réalité, J; et Jo dépendent de ’épaisseur ¢ de
I’espaceur. Elles tendent dans tous les cas vers des valeurs finies non nulles quand e
tend vers 0. Ces valeurs peuvent donc étre considérées constantes pour € petit.

Voir M. Labrune et J. Miltat [46], W.F. Brown [12] et [65, p. 309)



Chap. 2 Le modele mathématique du micromagnétisme 19

2.4 Evolution du moment magnétique

2.4.1 Evolution microscopique du moment magnétique

L’application de la loi de Laplace sur une boucle de courant microscopique permet
d’obtenir la loi d’évolution a laquelle obéit le moment magnétique microscopique m.
Cette loi s’écrit

om

ot
oll B™° est le champ magnétique microscopique, et v une constante appelée fac-
teur gyromagnétique, négative pour les électrons. Les détails peuvent étre consultés
dans [65], p.120 et 258. Si cette équation convient pour le moment microscopique,
le passage a l’échelle mésoscopique va demander 1’ajout d’un terme de dissipation
d’énergie.

= —|ylm A B™, (2.4.1)

2.4.2 L’équation de Landau-Lifchitz

Il n’est pas possible d’utiliser (2.4.1) pour ’équation d’évolution de I’aimantation
mésoscopique. En effet, il suffit de faire le produit scalaire de (2.4.1) par H et d’inté-
grer sur O pour vérifier qu’alors I’énergie resterait constante, ce que contredit I'expé-
rience qui constate une dissipation de I’énergie. C’est pour cette raison que L. Landau
et E. Lifchitz dans [48] ont introduit un terme supplémentaire phénoménologique de
dissipation d’énergie de la forme M A (M A H). L’équation de Landau-Lifchitz s’écrit

oM
oT

a
= —|v|1o (M/\H—i— i

S

M A (M A H)) , (2.4.2)

ou a > 0 est le facteur de dissipation d’énergie. Si nous calculons formellement
I’évolution de I’énergie, nous obtenons

d OM
—E"™S(M, H,.) = +p / —— . Hdz, (2.4.3a)
dt ! °Jo OT
(0%
= —po’I| 3 IM A H 22 0. (2.4.3b)

Il apparait donc que l’énergie macroscopique décroit dans le modele de Landau-
Lifchitz, ce qui est en accord avec I’expérience.

2.5 Adimensionnement

Nous allons effectuer tous nos calculs sur des grandeurs adimensionnées. Cela nous
permettra de diminuer le nombre de variables nécessaires a 1’étude du systeme. Il sera
alors possible de revenir au systeme physique par simple changement de variables.
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2.5.1 Variables adimensionnées

Nous posons comme variables adimensionnées :

M H B
= h=— b= 2.5.1
m Ms 7 Ms ’ MOMS 7 ( a)
EPhys
o . (25.10)
Nous obtenons a partir des équations (2.4.2) et de la contrainte |M| = M, que
l’aimantation adimensionnée m vérifie
m| = 1, (2.5.2a)
0
a—T = —mAh—amA(mAh). (2.5.2b)

Nous notons que le lien entre énergie adimensionnée et opérateur adimensionné est
maintenant

5B, (m) = — /O 3, (m) - 5m da, £,(0) = 0. (2.5.3)

Nous allons maintenant définir les opérateurs adimensionnés.

2.5.2 Energies et excitations adimensionnées

Les opérateurs adimensionnés ont la méme forme que les opérateurs non adimen-
sionnés. Cependant, le terme M, qui apparaissait dans les notations physiciennes
disparait et il faut changer les constantes en conséquence. Les opérateurs d’échange
H., d’anisotropie, et de champ démagnétisant H,; adimensionnés sont :

He(m)=AAm champ d’échange, (2.5.4a)

Ho(m) = —Km champ d’anisotropie, (2.5.4b)

Ha(m) = hy champ démagnétisant, (2.5.4¢)
H,,

| i; i champ Zeeman, (2.5.4d)

ot h, vérifie dans R? :

div(m + h,) =0, rot(hy) = 0.



Chap. 2 Le modele mathématique du micromagnétisme 21

Les énergies adimensionnées s’écrivent

A
E.(m) = 5 / |Vm|? dx énergie d’échange, (2.5.5a)
@
1
Eq.(m) = B / (Km) - m dx énergie d’anisotropie, (2.5.5b)
@

Batm) = 5 [ [3m)P da.

energie démagnétisante, (2.5.5¢)
= ——/ m - ﬂ-Cd
Eext(my hext) - _/ hext : mdwa (255(1)
@

pour les termes volumiques. L’anisotropie uniaxiale a toujours pour forme Km =
K(m — ((m - u)u)). Les énergies de surface s’écrivent, avec les notations de la sec-
tion 2.3.5,

J _
E(m) = El /|7+'m — v m/|*do(x)
r
+ Jo /\’Wm Ay~ m|*do(z),
r (2.5.6a)
=Ji /(1 —y"m -y m)do(x)
r
[ yrm ey mP) do(a),
r

pour le super-échange, et

Es(m) = (1= (ym - v)?) do(x)
[3 P (2.5.6b)
== lym A v|? do(z).
2 Jr-ur+

pour 'anisotropie surfacique.
Cependant les constantes ont été changées et il faut alors faire les transformations
suivantes pour passer des grandeurs physiques aux grandeurs adimensionnées.

A — M—Sz, K — M—S2, (257&)
J J. K,
J — —12, Jy — —24, K, — E (2.5.7b)
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Dans le cas de I’anisotropie uniaxiale, u reste inchangé et K doit étre divisée par M,>
lors du passage des grandeurs physiques aux grandeurs adimensionnées.

A partir de maintenant, nous ne travaillerons plus que sur les grandeurs adimen-
sionnées.

2.5.3 Notations diverses

Par souci de concision, nous définissons aussi l'opérateur d’excitation totale et
d’énergie totale des interactions volumiques.

H, = Ho + He + Hy, E, = Es + Ec + Ej + Ecxs, (2.5.8a)
E, = E,, + E.., E=E, +E,. (2.5.8b)

L’excitation totale étant définie par
h = Hy(m, hey), Hoi (1, Rex) = Ho(112) + By (2.5.8¢)
Dans un souci de concision, nous notons aussi
Hao = Hy + Hy, Edqo = Eq, + Eq. (2.5.8d)

Cette derniere notation sera tres utile dans des estimations car tres souvent, nous
pourrons majorer en meéme temps les termes de champ démagnétisant et d’anisotro-

pie.

2.6 Le systeme complet de Landau-Lifchitz

L’équation de Landau-Lifchitz (2.5.2b) ne suffit pas a caractériser I’évolution de
I’aimantation. Il faut en effet lui adjoindre une condition initiale et des conditions
aux limites. C’est uniquement dans ces dernieres conditions qu’apparaitra I'influence
des interactions surfaciques comme le super-échange et 1’anisotropie surfacique.

2.6.1 La condition de bord en présence d’interactions surfa-
ciques

Pour obtenir les conditions aux limites, nous calculons les conditions de station-
narité d’Euler-Lagrange.

Nous commencons par obtenir les conditions de bord en I’absence d’énergies surfa-
ciques. Supposons que m soit un point stationnaire de 1’énergie E, sous la contrainte
|m| = 1. Alors, pour tout v orthogonal presque partout & m, nous avons

om

—/ Hot(m,heyt) - vde+ A | —— -vdo(x) =0. (2.6.1)
O o0 OV
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la condition de stationnarité volumique est :
m A }Cvt(m, hext) = O, (262)

et la condition de stationnarité sur le bord est :

m A gm = 0 sur 00. (2.6.3)
ov
Faisons le méme calcul en incluant les énergies surfaciques. Nous utilisons les
notations de la section 2.3.5. Nous définissons 7' comme 'opérateur de trace qui
envoie m sur v'm = ymoo, ou o(x,y, z,t) = (x,y, —z,t). Supposons que m est un
point stationnaire de ’énergie E, + E; sous la contrainte |m| = 1. Alors, pour tout
v orthogonal presque partout a m,

—/ Hot(m, heyy)m - vda + A 8_m -vdo(x)
o p0 OV
+K (ym — (ym - v)v) - yv do(x)
e (2.6.4a)
+Ji / (ym —y'm) - yv do(x)
r+ur-

+2J2/ (W'mPym — (ym - y'm)y'm) - yv do(z) = 0.
r+ur-

La condition de stationnarité volumique (2.6.2) reste inchangée. La condition de
stationnarité surfacique devient :

+
om 0 sur 00 \ I'*,

AmA — =< K, (ym -v)ym Av + Jiym Ay'm

o (2.6.5)

sur I'F.
+2Jo(ym - v'm)ym A y'm

Nous choisissons comme conditions aux limites de I’équation de Landau-Lifchitz les
conditions de stationnarité (2.6.3) ou (2.6.5) en fonction de la présence ou non d’in-
teractions sur la surface de contact.

Or, la contrainte |m| = 1 implique

om
5y M= 0 sur 00. (2.6.6)

Donc, nous en déduisons que les conditions aux limites sont

om

=, =0 (2.6.7)
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en l'absence d’interactions surfaciques sur l'interface. Et,

0 0 00\ T+
an_ sur GO\ T, (2.6.82)
ov (Hs(m) — (ym - Hy(m))ym) sur T UL,
en présence d’interactions surfaciques ou
Heo = K ((ym - v)v —ym) sur I~ UTT, (2.6.9a)
Hee = JL(Ym — ym) + 2L((ym - Ym)yYm — |[y/m[*ym) sur - UTt, (2.6.9b)
:H:s = j_Csa =+ j_Cse- (269C)

Nous allons maintenant écrire le systeme de Landau-Lifchitz dans son ensemble.

2.6.2 Ecriture du systeme complet

Nous pouvons maintenant écrire le systeme complet de Landau-Lifchitz, d’abord
en l'absence de super-échange et d’anisotropie surfacique :

0
8_T =-—-mAHy(m)—amA (mAH,(m)) dans O x (0,7), (2.6.10a)
avec la condition de bord
0
TN _ 0 sur 90 x (0, T), (2.6.10D)
ov
la donnée initiale
m(-,0) =mgy dans O, (2.6.10c)
et respectant la contrainte
|m| = 1 presque partout dans O x (0, 7). (2.6.10d)

Puis nous l’écrivons en présence d’interactions surfaciques diverses ou seule la
condition de bord change par rapport au systeme (2.6.10) :

88_71’:/ =-—-mA J'Cvt(m, hext) —amA (m A IH:Ut(,rnﬂ h’eXt)) dans O x (0’ T)’
(2.6.11a)
m| =1, (2.6.11b)
m(-,0) = my, (2.6.11c)
0 sur 00\ T,
om
B = Qt(ym,ym) sur ', (2.6.11d)

Q (ym.y'm) sur T~
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olt @*(ym,y'm) = Q; (ym,y'm) — (Q; (ym,~'m) - ym)ym, avec Q, un polynome
en deux variables. Nous avons écrit des conditions de bord plus générales que celles
liées au super-échange et a l’anisotropie surfacique. Nous constatons sans difficulté
que la condition de bord (2.6.8) est bien un cas particulier de la condition au limite
du systeme (2.6.11).

Ce modele rend compte de la diminution de I’énergie au cours du temps et de la
constance locale du module de 'aimantation. En effet, nous avons formellement en
multipliant scalairement ’équation (2.6.10b) par m puis par H, (17, hey) :

dmf _ d
a7 dt

(E(m)) = —a||m N g{vt(ma hext)”]?ﬁ((’))'

Notons en particulier le role primordial des conditions aux limites pour obtenir I’éga-
lité d’énergie. Cela confirme que le choix de conditions aux limites est cohérent.

2.7 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre la théorie du micromagnétisme pour les maté-
riaux ferromagnétiques. Nous n’avons pas introduit des matériaux au comportement
plus complexe comme les ferrimagnétiques et les antiferromagnétiques dans lesquels
il existe plusieurs sous-réseaux d’aimantation qui se compensent en partie ou totale-
ment. Nous sommes aussi restés dans le cadre de I'approximation magnétostatique,
c’est justifié par [33]. Nous disposons maintenant de toutes les équations nécessaires
pour caractériser I’évolution de 'aimantation dans les matériaux ferromagnétiques.
Le probleme ayant été posé, nous allons enfin pouvoir mener a bien notre programme.
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Chapitre 3

L’opérateur de champ
démagnétisant : quelques
propriétés

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés du champ démagnétisant
défini au chapitre 2, équations (2.3.6) et (2.3.5). Cet opérateur peut étre défini par
I'intermédiaire d'une intégrale singuliere. Une étude générale de cet opérateur a été
effectuée par M.J. Friedman [26-28].

3.1 Définition de 'opérateur de champ démagné-
tisant

Nous avons défini 'opérateur H,; par (2.3.6) et (2.3.5). opérateur H,; envoie m
de Tespace! |J, g H*(R?) sur I'unique solution, au sens des distributions, hg dans
U,er H¥(R?) du systeme

div(hg) = —div(m), (3.1.1a)
rot(hy) =0, (3.1.1b)
(3.1.1c)

Ce systeme se résout facilement par transformée de Fourier. La solution de cette
équation est donnée par :

h; = —grad (div(Gxm)) = — grad(G*div(m)) (3.1.2)

ou e
- (3.1.3)

_EH

’espace H*(R3) est I'espace de Sobolev comme défini & la définition 5.1.1.

27
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Remarque 3.1.1. Par extension, pour tout m dans L?(O) ou O est une ouvert de R3,
nous posons

G{d(m) = f}fd(m),

ou
N m dans O,
0 dansR3\ O.

3.2 Propriétés classiques de 'opérateur de champ
démagnétisant

Nous donnons dans cette section des résultats classiques sur I'opérateur de champ
démagnétisant.

Théoreme 3.2.1. L’opérateur Hy envoie L?(R3) sur L2(R3), est symétrique négatif
et de norme inférieure a 1.

PREUVE : Voir M.J. Friedman [26]. O

Des résultats de régularité plus élaborés ont été démontrés. En particulier, le
théoreme suivant sera essentiel.

Théoréme 3.2.2. Soit O un ouvert de R régulier. Pour tout 1 < p < 400, H, est
un opérateur continu de LP(O) dans LP(O), et de W'?(O) dans WP (O).

PREUVE : Voir [15], [26], ou [47, p.196]. O

3.3 Champ démagnétisant d’une plaque mince

Nous terminons par un lemme permettant de connaitre la limite du rayonnement
d’une plaque dont I’épaisseur tend vers 0. A priori, nous n’en avons pas trouvé trace
dans la littérature.

Lemme 3.3.1. Soit B un ouvert borné a frontiére C*° de R2. Il existe une constante
C > 0, telle que pour tout € < L/2 et tout v dans H'(B x (0, L)).

1Ha(XBx (0400 lL2(Bx (+e,)) < Cel|v||m(Bx(0,L))-

PREUVE : Soit v appartenant & H'(B x (0, L)). Notons a. 'homothétie

L
(901,1172,553) = (331,352, L—_g(iﬂzs - 5)) .
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Nous définissons alors la fonctionnelle 3. par

B HYB x (0; L)) — HY(B x (&, L)),

vV VO Q..
Alors, si xr est la fonction caractéristique de B x I,
| Ha(v) [z (e,n)) < | Ha(v) = Hal(Xe,0)0) lL2(Bx 1)
< [[Ha(v) = B-(Ha(v))[lL2(Bx(e,1))

-~

1
+ l|ﬁs(g{d(v)) - g{d(ﬁa(v))H]L?(Bx(s,L))J (3.3.1)
b
+ lw{d(ﬁe(v) — X(e,0)V) |L2(Bx(e,1) -
1

Commencons par estimer le terme I :

83‘(0{(’0)
8:173
< e||Ha(v) ||mr (Bx(0,L)).

< Cellv|lm (Bxo,1)),

| Ha(x0,0)v) = Be(FHa(X(0,0)0)) lL2(Bx(e0)) < €

L2(Bx(0,L))

d’apres le théoreme 3.2.2. Le terme 111 s’évalue de la méme facon. En effet, d’apres
le théoreme 3.2.1,

| Ha(Be(v) = X(e,0)V) IL2Bx(e,0)) < 1B:(V) = X(e,0)V||L2(Bx(e,1)
ov

<e
- 8%3

L2(Bx(e,L))

< e||v|lm (Bx(e,L)

Pour estimer /1 quand ¢ est pres de 0, nous définissons

w = Hy(v) — B HH (B (v))].

Nous avons alors

L—¢
Hﬁa(}fd(’v)) - J‘Cd(ﬁa(v))HV(Bx(a,L)) = I HwHL?(Bx(o,L))-

Si nous décomposons v = (vg,vy,v,) et h = (hy, hy, h,) = Hy(v), alors le champ
de vecteur w = (w,, w,, w,) satisfait, au sens des distributions, le systeme sur R?
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suivant

Ox dy +L—6 02 L—¢ 0z
ow, L Ow, e Ohy

ow,  Ow, L Ow, e O(v,+ h,)
+

oy L—c0z  L—c0z’
L 811)1 awz 9 ahz

L—c02 Or L—¢c0z’

ow, Ow,

ox dy

Utilisant rot(h) = 0, nous obtenons

l@((L —e)w, +eh.)  dw,

L oy 0z 0

ow, 10((L—e)w, +¢eh,)

9z L o o
ow,  Ow,
o oy

Appliquant la transformée de Fourier a ces équations et le théoreme de Schwarz,
nous obtenons que

A~ € €x€z o 2[/ — & A
Wy = —— - 7 5
2 2 z
6 16+ |2
. £ §yé- 5 2L —<5
e L—e 2 2 LE, ?
Eal® 161"+ | T
. el 1€.]? . 2L —¢. e -
z = z —hz - —hfz>
v (L—e)? ) Le, |2 Ry L—¢
|&al” + [&I” + -
Par Parseval et le théoreme 3.2.1, nous obtenons le résultat recherché. ([l

Nous notons dI' la mesure de surface de B x {0}.

Remarque 3.3.2. Le lemme 3.3.1 implique que si v’v appartient & H%(B x {0}), alors
Ha(7°v dT') appartient a L?(B x (0, L)).
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3.4 Conclusion

Ces quelques résultats sur 'opérateur de champ démagnétisant s’avéreront es-
sentielles pour prouver l'existence de solutions de ’équation de Landau-Lifchitz par
estimations. En particulier, le lemme 3.3.1 sera nécessaire pour pouvoir obtenir des
résultats de convergence pour le probleme d’espaceur aux parties III et IV.
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Deuxieme partie

Existence de solutions a I’équation
de Landau-Lifchitz en présence de
super-échange et d’anisotropie
surfacique
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Chapitre 4

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme d’existence pour I’équation
de Landau-Lifchitz. L’existence de solutions faibles au systéeme de Landau-Lifchitz
couplé aux équations de Maxwell a été établie par A. Visintin [67] en domaine borné.
L’existence de solutions faibles ainsi que leur non unicité a été établie, en présence
d’échange uniquement, par F. Alouges et A. Soyeur [6]. En présence des interactions
d’échange, magnétostatiques, d’anisotropie et de Zeeman, leur existence a été établie
par S. Labbé [43]. L’existence de solutions fortes, en 'absence de super-échange, a
été établie par G. Carbou et P. Fabrie en domaine borné [15], et en domaine non
borné [14]. Enfin, J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch [41] ont établi I'existence de
solutions faibles au systeme de Landau-Lifchitz couplé aux équations de Maxwell en
domaine non borné en I'absence d’échange.

L’étude du probleme d’existence en présence de conditions aux limites de Neu-
mann non homogenes est plus récente. En particulier, en présence de super-échange
non biquadratique, I'existence de solutions a été prouvée par K. Hamdache et M. Ti-
lioua [37] et [38]. Enfin, indépendamment de l'auteur [59], I'existence de solutions
faibles a été prouvée en présence de super-échange biquadratique par K. Hamdache
et D. Hamroun [36].

Nous allons d’abord décrire la géométrie sur laquelle nous traiterons le probleme
d’existence.

4.1 Notations géométriques

Dans cette section, nous précisons les notations nécessaires pour décrire la géo-
métrie concernée, Figure 4.a. Nous adoptons les notations suivantes.

e LT, L~ sont deux réels strictement positifs.

e ¢ la demi-épaisseur de I'espaceur, telle que ¢ < min(L*, L7).

o I =(e, L"), I =(—L",=l),et I_=ZFUI_.

35
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Partie Il:  Exis. de solutions. a I'eq. de Landau-Lifchitz avec inter. surf.

Fi1G. 4.a: Géométrie et notations

B est un ouvert borné régulier & frontiere lisse de R2.
Ot = BXZF, Q¢ = BXZ_ et Q° = QT°UQ ¢, pour tout € < min(L~, LT)/2.
)¢ est le domaine du corps ferromagnétique.

e T =00 Q- =0Vt Q=0TUOQ".
e ()5 = QF x (0,T), pour tout e positif inférieur & min(L~, L7)/2, et Qr =

Qx(0,7).

't = Bx{+e}, - = Bx{—¢c}et I'T =TT UT_. Lorsque l'on omet ¢, cela
correspond a € = 0.

72 est I'application qui envoie m vers sa trace sur ['T U T
reme 5.3.1.

72" est Papplication de trace qui envoie m sur 72 (m o) ol o est application
qui envoie (x,vy, z,t) sur (z,y, —z,t). Formellement 2/ inverse les traces entre

I'Fetl].

=, voir le Théo-

e Nous notons I' = B x {0}.
e Nous notons 7> I'application de trace qui envoie m sur 75(m o 7_.) sur ['"

(] ’y&_
e 1T est lapplication de trace envoyant m sur yi(m o 7_.) sur T'". 4/}

o 7_.(z,y,2,t) = (z,y,2+¢,t), 7>~ est Papplication de trace envoyant m sur
Yo(mor,.) sur I'". Formellement, 7> translate la trace qui se trouvait sur I'}
de € pour qu’elle se trouve sur I.

v est la normale extérieure a la frontiere du domaine considéré, en général €2°
ou ).

v} est application de trace qui envoie m sur sa trace normale
le Théoreme 5.3.1.

!/ est Papplication de trace envoyant m sur v!(m o o),

om

:t .
5., sur ', voir

L= est

'application envoyant m sur ~4(m o 7.) sur I'".
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4.2 Types de solutions pour le systeme de Landau-
Lifchitz

Il existe plusieurs types de solutions au systeme Landau-Lifchitz. Nous appe-
lons solution classique du systéme de Landau-Lifchitz, une fonction de C>®(QF x
[0, +00); R3) qui vérifie ponctuellement (2.6.11).

Nous donnons maintenant une définition rigoureuse du concept de solution forte.

Définition 4.2.1. Soit T* > 0. Soit my dans H?(Q). Soit he dans I'espace!

H"2(QF x (0,T)). Soit Q;, Q- deux polynémes & deux variables R? x R — R3. On

dit que m est une solution forte du systeme de Landau-Lifchitz avec conditions aux
3

limites généralisées (2.6.11) si m appartient a H>2(Q° x (0,T)), pour tout T < T*,
et vérifie

aa—? =—mAHy(m, he) —am A (m AHy(m, hey)) dans Q° x (0,7T),
(4.2.1a)
lm| =1 p.p. dans Q° x (0,7, (4.2.1b)
m(-,0) = my dans Q°, (4.2.1c)
et les conditions aux limites
9 0 sur 09\ T,
8—7: =< QT (Y"'m,y"m) surTT, (4.2.1d)

Q= (V’m,y"m) surT-,
ol
Q*(v'm,/"m) = Q (7"m,7"'m) — (@ (1'm,1"'m) - 7'm)7"'m,
Q™ (7’'m,7"'m) = Q; (7'm,7"'m) — (Q; (v'm,7"'m) - /"'m)y"m,
et H, a la forme définie dans (2.5.8).
Précisons enfin le concept de solutions faibles.

Définition 4.2.2. Soit my dans H'(QF), telle que |my| = 1 p.p. dans QF, on dit
que m est une solution faible du systéme de Landau-Lifchitz (2.6.11) dans le cas
particulier des conditions aux limites (2.6.8), si
(1) Pour tout T > 0, m appartient a H'(Q° x (0,T)), et |m| = 1 presque partout
dans Q° x (0,RT).

L’espace H= (Q° x (0,T)) est un espace de Sobolev anisotrope défini & la section 5.3.
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(2) Pour tout ¢ dans H*(Q° x (0,7)),

//E aa—?-qbda:dt—oz//g <m/\aa—7?>-¢dmdt

3
om\ 0¢
2 .
_(1+a)A/ g (m/\axi> (%idwdt

QT =1

— (14 a?) //ET (mAHgo(m)) - pdxdt

— (14K, / / (1 - 0m) (\om A v) - b do(a) dt
' x(0,T)
S [ mantm) e dot) d
I'Ex(0,T)

2t el [ Gtm e atmatm A 52m) - lgddae) dr
I'Ex(0,T)

(4.2.2)
(3) m(-,0) = myg au sens des traces.
(4) Pour tout T > 0,
o om |?
E T —| dtde <E 4.2.3
mCT) s [ |G e <Eem. (23)

ou I'énergie E est donnée par
E(u) = E,(u) + Ey(u),
A 2 1 2 1 2
E,(u) = EHVUHLQ(95) + §||KU’“L2(Q€) + §||g{d(u)||m2(gs)’
K,
Buw) =5 [ (1= (lu v dofa) d
2 Jrx
+ i /(1 — 0ty -0 u) do(z) dt
r

+ Js /(1 — (Y2t u AP w)?) do(x) dt.
r

L’inégalité (4.2.3) est appelée inégalité d’énergie, nous remarquons en particulier
qu’elle garantit, qu’en tout temps, ’énergie E est inférieure a 1’énergie initiale. Il est
facile de vérifier que toute solution classique du systeme de Landau-Lifchitz est solu-
tion forte et que toute solution forte est solution faible du systeme. Réciproquement,
toute solution faible de classe C* est solution classique.
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4.3 Plan

D’abord, nous rappelons les définitions et les propriétés importantes des espaces
de Sobolev, chapitre 5, dont nous avons besoin pour prouver nos théoremes d’exis-
tence. Puis nous établissons l'existence de solutions faibles globalement en temps au
chapitre 6. Enfin, l'existence de solutions fortes est démontrée localement en temps
au chapitre 7.
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Chapitre 5

Quelques propriétés des espaces de
Sobolev

Nous rappelons dans le présent chapitre quelques propriétés des espaces de So-
bolev qui seront nécessaires pour établir nos théoremes d’existence. La plupart des
propriétés énoncées dans ce chapitre sont classiques si O est un ouvert suffisamment
régulier. Nous précisons les hypotheses de régularité nécessaires. Dans tout ce cha-
pitre, nous travaillons en dimension n = 3.

Notation 5.0.1. Dans ce chapitre, O sera toujours, sauf indication contraire, un ouvert
borné d’un des trois types suivants :
(1) Un ouvert borné de R?® avec une fronticre de classe C*°.
(2) Un ouvert de type B x I ou B est un ouvert borné convexe a frontiere lisse de
R?, et I un intervalle borné.

(3) Une union finie et disjointe d’ouverts des deux types précédents. Dans ce dernier
cas, il suffit de faire toutes les preuves pour chaque composante connexe.

5.1 Définition des espaces de Sobolev

Dans cette section, nous rappelons la définition des espaces de Sobolev [1].

Définition 5.1.1. Soit n un entier naturel non nul. Soit O un ouvert de R™. Soit m
un entier naturel, et 1 < p < +oo. Nous définissons W™P(QO) comme I'ensemble des
distributions u telles que pour tout multi-indice o d’ordre inférieur ou égal m, %

appartient a LP(O). Nous notons

S =

[ullwmso) = Z I Da“”ip(o)

la|<m

41
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Il existe plusieurs manieres de généraliser la définition a des m non entiers. Nous
utilisons la définition suivante basée sur une norme intrinseque, [1] chapitre 8, théo-
reme 7.48.

Définition 5.1.2 (Espaces de Sobolev). Soit s = m + o, m entier et 0 < o < 1.
Nous définissons W*P(O) comme l'ensemble des éléments v de W™P(O) dont la
norme suivante est finie :

D ula) — D uly)P
fullwesier = ulhwmsioy + | 32 [ [ =B gy

laj=m

| u|lws»(0) est la norme associée a W*P(Q).

Pour tout s réel positif, nous posons H¥(O) = W*?(O). Nous définissons aussi
WeP(O) = WHP(O;R?) et H*(O) = H*(O;R?). Nous notons également, pour s > 2,

ou

H*(0) = {u € H*(0), o

=0 sur 8(9}. (5.1.1)

Nous donnons a présent la définition des espaces Hf et H,.

Définition 5.1.3. Soit O un ouvert borné, soit s > 0. H5(O) est la fermeture de
C*(0O) dans H*(O). H{,(O) est le sous espace de H(O) constitué des fonctions g

vérifiant,
Z / / | D% (x —)daz < +o00,

o] <s—

ou p(x) = dist(x, 00). La norme de H{,(O) est donnée par

H3(0) + Z / /| |—)dw

o <s—

9llmz,0) = llgl

Les espaces Hf, ont été définis par Lions-Magenes [51]. Il ne different de Hj que
pour s =m + %, m entier.

Nous aloons maintenant définir une classe d’ouverts plus large que celle des bornés
a frontiere lisse. Les propriétés habituelles des espaces de Sobolev seront assurées pour
ces domaines, voir [1], section 4.3.

Définition 5.1.4. On appelle cone C' (Figure 5.a), tout ouvert de R™ tel qu’il existe
By boule centrée autour de 0, @ € R™ et B; une boule centrée sur x telle que

C:BoﬂRBl
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Fi1G. 5.a: Cone

Définition 5.1.5. Un ouvert O de R" est dit avoir la propriété du cone si il existe
un cone C' tel que pour tout x dans O, il existe une rotation R telle que

z+RCCO. (5.1.2)

La propriété du cone suffit en général pour que des propriétés importantes des
espaces de Sobolev soient vérifiées, telles les injections de Sobolev, [1] théoreme 5.4,
p.97. Les ouverts O que nous considérons dans ce chapitre vérifient la propriété du
cone. Nous rappelons le théoreme d’injections de Sobolev.

Théoréme 5.1.6 (Injections de Sobolev). Soit O un ouvert de R" satisfaisant la
propriété du cone, alors pour tout m entier naturel, p > 1, nous avons les injections
continues suivantes :

Cas A Simp < n, alors
W™P(O) C LYO)  pour p < q < qo,

ou L =1
q0 p

P < q<qo-
cas B Simp =n, alors

m
n

. De plus, st O est borné, alors l'injection est compacte pour

WmP(O) C LIY(O) pourp < q < +o0.
Les constantes d’injections dépendent du cone, de p, n et de m.

PREUVE : Voir [1] théoreme 5.4, p.97 et théoréme 6.2, p. 144. O

Lemme 5.1.7. Soit O C R3 un owvert satisfaisant 'une des trois propriétés de
la notation 5.0.1. Soit u dans H*(O), alors w appartient a 1L°°(O) et il existe une
constante C' > 0, telle que

1 1
[ullu= (o) < Cllullf o) l[ellf20)
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De plus, si nous notons C(L) la plus petite constante pour l'ouvert B x (0, L), nous
avons

sup  C(L) < o0,
Lo<L<L;

pour tous réels Ly, Ly, tels que 0 < Loy < L.

PREUVE : Cette propriété est vraie pour tout ouvert de R? satisfaisant la propriété
du cone, voir Maz’ya [53], page 274. d

Lemme 5.1.8 (Gagliardo-Nirenberg). Soit O C R? un ouvert satisfaisant ['une
des trois propriétés de la notation 5.0.1. ALors, il existe C' > 0 telle que

1 1
HVUHL4(0) < C”UHEoo((f))HUHI%I?(O)’

pour tout v dans H*(O). De plus, si nous notons C(L) la plus petite constante pour
Pouvert B x (0, L), nous avons

sup C(L) < o0,
Lo<L<I:

pour tous réels Lo, Ly, tels que O < Lo < Ly.

PREUVE : Comme O vérifie la propriété du cone, I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg
est vérifiée. Voir Maz'ya [53], page 69-70. O

5.2 Régularité elliptique : rappels

Pour les estimations que nous utiliserons dans cette these, nous avons besoin de
quelques résultats classiques de régularité elliptique.

Proposition 5.2.1 (Régularité elliptique). Soit B un ouvert conveze et borné de

R™. Soit O = B x (0,L). L’espace

{v cHY(O) | Ave LQ((’)),S—Z =0 sur 8(9} ,

est égal algébriquement et topologiquement a ﬁz(O). 1l existe une constante C' > 0,
indépendante de L et de B, telle que, pour tout v dans H*(O),

||’U||H2(O) S C (HUHLQ(O) —|— ||A U||L2(O)) . (521&)

PREUVE : L’ouvert O est convexe. Il y a donc régularité elliptique, voir Grisvard [29]
théoremes 3.1.2.3 et 3.2.1.3. La constante C' est indépendante du domaine tant qu’il
est convexe. 0
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Nous souhaitons avoir des résultats de régularité avec des conditions de Neumann
plus générales. Cela demande des résultats de relevement. Nous définissons

1
Définition 5.2.2. Soit m entier plus grand que 1. Nous définissons Hupmere (00)
comme le sous ensemble de 12(0Q) constitué des éléments dont les restrictions a
OB x (0,L), B x {0} et B x {L} appartiennent &4 H™z.

Lemme 5.2.3. Soit B un ouvert borné convere de R™, a frontiere C*. Soit O =

B x (0,L). Soit v' Uapplication de trace qui envoie m sur %LS. Alors,

YHH2(0)) = Hore (90).

PREUVE : Par carte locale et partition de I'unité, nous nous ramenons sur le demi-
espace et pouvons nous contenter d’examiner la surjectivité de

7 HAR, x R x RY) — H2 (R, x RY) x HZ (R, x RY),

ou ou
u— <8_y(707 ')7 %(7 ) 0)) )

Il faut démontrer qu’aucune condition de raccord entre ces traces n’est nécessaire.
Nous définissons

3
2

70 HY(R, x R x RY) — H2(R, x RY) x HZ (R, x R})
u = (u(> 0, ')7 u('> ) O))
En utilisant le théoreme 2.3, chapitre 4 présenté dans Lions-Magenes [51], et reproduit

en Annexe au théoreme A.1.5, on déduit que le quadruplet (fo, f1,g0,91) est dans
I'image de H%(R x R* x RT) par 7%, ! si et seulement si

(1) Les traces fy et go appartiennent & Hz (R x RT),

(2) Les traces normales gy et g; appartiennent & H2 (R x RT),
(3) La relation fy(-,0) = go(-,0) est vérifiée sur R,
(4)

4) Les quantités

d d
/ 101, 0) = B, fola, ) 22 da et/ fi(@,0) — Bogo(m, o) da
R JR+ g R JR+ o

sont finies.

Remarquons qu’aucune relation de compatibilité directe entre f; et g; n’existe. Pour
en déduire le résultat escompté, il ne reste plus qu’a construire fy et go de maniere
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a ce que le quadruplet (fo, f1,90,91) satisfasse toutes les relations de compatibilité.
Soit f1, g1 dans H2 (R*R*). Nous définissons gy par

@@mzny1+mdéﬁ@zw

ou y est une fonction lisse vérifiant 0 < x < 1, a support Supp(x) inclus dans [0, 2],
et x = 1 dans [0,1]. Nous construisons fy de maniere analogue et le quadruplet
(fo, f1, 90, g1) satisfait toutes les relations de compatibilités requises. C’est vérifié par
la proposition A.4.1. v! est donc surjective. Tout sous-espace fermé d’un espace de

Hilbert admet un supplémentaire topologique, donc il existe un relevement continu.
O

Remarquons, a posteriori, que pour les ouverts cylindriques, les résultats de rele-
vement sont plus compliqués que pour le cas classique des ouverts a frontiere lisse.
En effet, 7°(H'(O)) # ~'(H?*(0O)), lorsque 7° est Papplication de trace, et !, Pappli-
cation de trace normale. Nous pouvons déja déduire de ce théoreme de relevement le
résultat suivant.

Remarque 5.2.4. Le résultat vaut aussi pour le cas vectoriel. En effet,
1
7 (H*(0)) = Hiore (90).

Corollaire 5.2.5. Soit B un ouvert convexe et borné de R™ a frontiere C*. Soit
O =B x (0,L). Lespace

{v c H'(0) | AveL*0), S—Z € Hr%orc(ao)} ;

est égal a H2(O) et il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v dans H*(O),

> . (5.2.1b)
HI’%]OI‘C

De plus, si on note C(L) la meilleure constante d’injection pour l'ouvert B x (0, L),
nous avons pour tous réels Lo, Ly tels que 0 < Lo < L,

memsc@wwmﬂmmm H

ov

sup C(L) < +o0.
Lo<L<I:

PREUVE Utlhsant le lemme 5.2.3 sur g“

telle que a“ . Donc, u— f vérifie alors la proposition 5.2.1. Donc u— f appartient
a HZ((’)) O

nous obtenons I'existence de f dans H?(O),



Chap. 5 Quelques propriétés des espaces de Sobolev 47

Le lemme suivant, établi dans [22], est la base qui nous permettra de déduire des
théoremes de régularité supérieure.

Lemme 5.2.6. Soit B un ouvert convexe et borné de R? a fronticre C*°. Soit O =
B x (0, L). Nous posons,

X(0) ={u € L*0),divu € L*(O),rot u € L*(O),u - v = 0 sur dO}.

Alors, siw appartient a X (O), w appartient o H'(O), et il existe une constante C > 0
telle que, pour tout u, dans X (O),

HuHH1(@) S C (HUH]L2(O) =+ Hle U'HL2((9) + HI‘Ot u”LQ(O)) . (521C)
Nous avons donc [’égalité topologique et algébrique :
X(0) ={u c H(O),u-v =0 sur 00}.

Si nous notons C(L) la meilleure constante pour l'ouvert B x (0, L), nous avons pour
tous réels Ly, Ly tels que 0 < Lo < Ly,

sup C(L) < +o0.
Lo<L<I:

PREUVE : Ce résultat est classique pour les ouverts bornés avec frontiere de classe
C®, voir [22] théoréme 6.1, p.354. Si w - v = 0 sur la frontiere et si Oy est un ouvert
borné de R? & frontiere C*, nous avons 1'égalité a priori :

llEzo,) + 1div(w)Ez0,) + Irot(w)lIE2 o,

2
ov
= ulfuoy = 3 [ (e mwn) 5 o)

ij=1

ou Ty, Ty représente une base au plan tangent a la frontiere et s;, s; représente les
composantes associées a cette base. Mais la forme quadratique

2
Ov
§nr— Z fi%’g

* T
J

ij=1
est négative si Oy est convexe, voir [29, p.133 et p.141]. Donc, pour un ouvert convexe
borné avec frontiere de classe C*°, nous pouvons choisir 1 pour constante dans (5.2.1c).
Nous généralisons ce résultat aux domaines cylindriques avec une frontiere latérale
de classe C*™ de type O = B x (0, L). Si 'on note u = [uy, uy, u;] dans X (O), nous
définissons
(U, wy, =] (x,y,2L — z) dans B x (L,2L),
wu(x,y,2) = Q |ug, uy, u.] (9, 2) dans B x (0, L),
Uy, Uy, —us] (2, Yy, —2) dans B x (—L,0).
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Donc @ appartient a X (B x (—L,2L)). Soit x une fonction réelle C* de R telle que

)1 sur (—iL,%L),
Y7o surC(=1L,3L).

Il existe un ouvert borné convexe O, avec une frontiere lisse telle que B x (—%L, %L) C
Oy C B x (—L,2L). Donc, & — x(z)u(x) appartient a X (0O,). Nous appliquons le
résultat déja connu sur O,. Y appartient & H'(O,). Sa restriction u appartient &
H!(O). La constante ne dépend que de la constante d’injection de Oy et des normes
L de x, x’. La meilleure constante d’injection dans (5.2.1c) pour l'ouvert Oy est
inférieure a 1 car Oy est convexe. Les fonctions x peuvent étre choisies pour que
les normes L de x et x’ soient uniformément bornées en L lorsque L appartient a
[Lo, L1]. O

Nous cherchons maintenant a généraliser le lemme précédent. Le théoreme suivant
fut prouvé par C. Foias et R. Temam [23], pour O ouvert borné a frontiere lisse.
Nous généralisons ce théoreme a d’autres types d’ouverts, en modifiant légerement
sa preuve.

Théoréme 5.2.7. Soit B un ouvert borné conveze de R? a frontiére C*. Soit O =
B x (0,L). Soit m > 1. Soit

X™O) = {u € L30),divu € H" 1 (0), rotu € H"1(O), u - v € Him (90)}.

Alors, X™(O) = H™(O), et il existe une constante C' > 0 telle que

|w|lgm o) < C (||U||IL2(O) + [|div ul Hm—%(aO)> :

De plus, notant C(L) la constante pour l'ouvert B x (0, L), nous avons, pour tous
réels Lg, Ly tels que 0 < Ly < L,

sup C(L) < 4o0.
LoL<Ly

PREUVE : Nous procédons par récurrence sur m.

(1) Soit m = 1. Soit G le sous-espace fermé de L?*(O) dont les éléments sont
des gradients de fonctions de H'(O). L’orthogonal de G est HD = {f €
L2(0),div(f) = 0, f - v = 0}. Soit w dans X'(O), et Vp la projection or-
thogonale de u sur G. Alors, p est caractérisée par

Ap=div(u) dans O,

@:uq/ dans 00.
ov



Chap. 5 Quelques propriétés des espaces de Sobolev 49

u - v appartient a v(H?(0)). D’apres la régularité elliptique, p appartient &
H?(0O). De plus, u — Vp satisfait aux hypotheses du lemme 5.2.6. Donc, u — Vp
appartient & H'(O), donc u appartient aussi a H!(O).

(2) Soit m > 1. Supposons que le théoreme est vrai pour m — 1. Par I’hypothese
de récurrence. w appartient a H™ 1(0). Soit D™ ! un opérateur différentiel
d’ordre m — 1. Alors, v = D™ 'au appartient a L?(0), div(v) appartient &
L%(0), et rot(v) appartient a L?(0). De plus,

el , 1
v-v=D"Yu v)— g D'y D™ 'y € Haoe(00).
i=1

Donc, v appartient & H'(QO), et en conséquence u appartient a H™(O). ([l
Comme corollaire classique, nous avons
Corollaire 5.2.8. Soit B un ouvert borné convexe de R? & frontiére C*. Soit O =

B x (0,L). Soit m > 1. L’ensemble

{v c H'(0),Av e H"10), g—z =0 sur ao} :

est égal algébriquement et topologiquement a ﬁm+1(0). De plus, il existe une constante
C > 0 dépendant seulement de O, telle que

[o][em+1(0) < C (Jvllez + [[Vollez + | A vfam-1) .

De plus, notant C(L) la constante pour l'ouwvert B x (0, L), nous avons pour tous
réels Lo, Ly tels que 0 < Lo < L,

sup C(L) < +o0.
Lo<L<I:

PREUVE : C’est une conséquence évidente du Théoreme 5.2.7 appliqué a V. O

Corollaire 5.2.9. Soit B un ouvert borné convexe de R? a frontiére C*. Soit O =
B x (0,L). Les fonctions propres du laplacien dans O avec conditions de bord de

Neumann homogeénes appartiennent ¢ H™(QO) pour tout m > 0 et donc a C*(0O).
PREUVE : C’est une conséquence du corollaire 5.2.8. O

Proposition 5.2.10. Soit B un ouvert borné conveze de R* a frontiére C*®. Soit
O =B x (0,L). L’espace

ov

{v c H'(0),V Av € L*(0), ™

c Hém(aO)} ,
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est égal a H3(O). De plus, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v dans
H3(O), on ait

v
||U||H3(O) S C HUHLQ(O) + ||VAU||]L2(O) + ‘ a— 5 . (521(1)
Viluz oo)
PREUVE : C’est une conséquence évidente du Théoreme 5.2.7 appliqué a V. O

En particulier, pour v vérifiant les conditions de Neumann homogenes, nous dé-
duisons de la proposition 5.2.10 le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.11. Soit B un ouvert borné convexe de R? a frontiére C*. Soit O =
: - sl : - CT2 v _

B x (0,L) Siv appartient a H'(O), et si V Awv appartient a L*(0), et 52 = 0 sur

00, alors v appartient ¢ H3(O) et

HU||H3(O) S C (H'UHLQ(O) =+ HVAUH]IF(O)) . (5.2.2)

5.3 Espaces de Sobolev anisotropes

Comme dans Lions-Magenes [51], nous définissons les espaces de Sobolev aniso-

tropes.
' H*2(0 x (0,T)) = L*(0,T; H* (0)) N H*(0, T; L*(0)). (5.3.1)

et
(0 x (0,T)) = L0, T;H™ (0)) N H= (0, T;L2(0)) = (H**(0 x (0,7)))*.

En particulier, nous ferons un usage important des espaces H?”%(O x (0,7)) et
H>1(O x (0,T)).

Nous commencons par rappeler les théoremes de traces sur les espaces de Sobolev
anisotropes. Rappelons que C*(O x (0,7")) est dense dans H"*(O x (0,7")). Nous
définissons donc les traces par densité.

Théoréme 5.3.1 (Théoréme de trace). Soit O un ouvert borné, a frontiere C*.
Soit u dans H™*(O x (0,T)). Alors, on peut définir pour tout entier naturel j < r—3,
24 sur 00 x (0,T), avec
dMu
T8 e (B0 % (0,T)), 5.3.2
U (00 x (0.T)) (5.32)
ou .
pe s—k—1

r S
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De méme, on peut définir pour tout entier naturel k < s — % Lu qyr O x {0}, avec

27 otk

8k

— € H*(O x {0 2.3.3

7 < (0 x (0)). (5:33)
ot .

My W _TTJ73

roos ro
PREUVE : Voir Lions-Magenes [51], chapitre 4, théoréme 2.1. O

Nous donnons alors des résultats de compacité sur les espaces H"*.

Proposition 5.3.2. Soit O un ouvert borné satisfaisant la propriété du cone. Soient
r,s deux réels positifs, alors pour tous réels p,q positifs telle que 0 < p < r et
0 < q < s, linjection de H™*(O x (0,T)) dans H?(O x (0,T)) est compacte.

PREUVE : L’injection de H™*(O x (0,7T)) dans L?(O x (0,T)) est compacte, Théo-
reme 5.1.6. Nous concluons grace a J.L. Lions et E. Magenes [51, proposition 2.1, p.9,
chap.4] et J. Bergh et J. Lofstrém [10, corollaire 3.8.2]. O

Lemme 5.3.3. Soit O C R? un ouvert borné satisfaisant la propriété du cone. L ’es-
pace H33(O x (0,T)) est inclus dans C°(0,T; H2(O)) et Uinjection est continue.

PREUVE : Il s’agit d’une application immédiate de [52, th. 3.1, chap. 1, p.23]. U
Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 5 3.4. Soit O C R3 un ouvert borné satisfaisant la propriété du cone.
Lespace H32 (O x (0,T)) est inclus dans L=°(O x (0,T)) et Uinjection est continue :
il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de O et de T telle que, pour
tout u dans H>2(O x (0,T)), on ait

|lulleeox 0,1y < Clul| (5.3.4)

H>3 (0% (0,1))"
PREUVE : D’apres le théoreme 5.1.6, l'injection de H?(Q) dans L>°(0O) est continue.
0

Lemme 5.3.5. Soit O C R® un ouvert borné satisfaisant la propriété du cone. L’es-
pace H3’%(O x (0,7")) est une algebre. Il existe C > 0 telle que pour tout u et v dans
H*2(0 x (0,7)),

[wo] < Cllul (5.3.5)

13 (0x(0,T)) 1> 3 (0x(0,T)) v HH3 2(0x(0,T))

ou C ne dépend que de O et deT' > 0.
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PREUVE : C®(O x (0,7)) est dense dans H>2(O x (0,7)). 1l suffit de vérifier D'in-
égalité (5.3.5) pour tout u,v dans C*(O x (0,7)). Tout d’abord, d’aprés le corol-
laire 5.3.4, la norme LQ(O) de wv, de Vuv = uVov + vVu, de % = v + udY est
bornée par C’||u||H3 oxom) H ||H3 $ O(o.ry) Les mormes LQ(O) de D*uv = uD?v +

2DuDv + vD?u et D*uv = uD? + 3DuD?v + 3DvD?u + v D?u sont bornées de
la méme fagon car 'opérateur de dérivation D est continu de H3’%((’) x (0,7)) dans
L>=(0,T;L2(0)) N L2(0,T;L>(0)) et I'opérateur de dérivation D? est continu de
H32 (O x (0,T)) dans L(0, T LQ(O)). Il reste a prouver que si u, v appartiennent a
H32(O x (0,T)), alors a“v + “at appartient a Hz (0, T;L%(O)). 1l suffit de prouver
que si a appartient a H3’2((9 x (0,T)), et b appartient a Hl’%(O x (0,T)), alors ab
appartient a Hz (0, T;L2(O)). Or,

T o 22
/ / [l — a( )2( )Niz0) D do
7'—0|
16(7) = b(o)[F2(0)
< 2Jall < o0y / [ ,T_UP ) drdo

Hb —a(o))[1E20
+2// |7__U|2 drdo

II

Le terme I est borné par ||a||L~oxo0.rllall 1 Le terme I est plus difficile

H? (0,T;L2(0))"
a traiter car b n’appartient pas forcément a L°°(0 T;L%(0)). Nous avons par contre,

pour—+——2,

/T la(r) = a(@)ff 0 |

IT < |bllEs 01020y 7o

Donc, 11 est borné par ||Z)||12J[,(()’T;LQ(O))||a||2 -1 . De plus, pour n > 0, par

(0,T;L2(0))
interpolation, nous avons

H*3 (O x (0,T)) € Hi™"(0, T; L=(0)),

avec injection continue. Donc, a appartient a WQ’%’"(O,T; L*(0O)) pour n > 0. Par

injection de Sobolev, a appartient donc a W#4(0,T; L>(0)), pour tous réels s,q,

% <8< %, 2<q< sjll—, voir Adams [1, pp.218 théoreme 7.58]. 1l existe des valeurs
4

q et s satisfaisant de telles conditions —on peut prendre, par exemple, ¢ = 18 et

_1_1_9
s=1 s = 16" |



Chap. 5 Quelques propriétés des espaces de Sobolev 53

Lemme 5.3.6. Soit O C R3 un ouvert borné satisfaisant la propriété du cone. Soit u
dans H32 (O x (0,T)) et v dans H2H(O x (0,T)) alors uv appartient & H21(O x (0,T))
et

[uv|210x(0,1)) < Cllull s HUHHM(Ox(o,T)y

O><(0 T))

PREUVE : Nous procédons comme pour la preuve du lemme 5.3.5, sans les compli-
cations dues aux espaces de Sobolev fractionnaires. O

5.4 Quelques résultats supplémentaires

Nous aurons aussi besoin de quelques résultats assurant la compacité forte de
sous-ensembles des espaces L? a valeurs vectorielles.

Lemme 5.4.1 (Lemme d’Aubin). Soit p, 1 < p < 4o00. Soit E un espace de
Banach. Soient X.,Y des espaces de Banach tels que X C E C Y. Nous supposons
que linjection de X dans E est compacte. Soit F' un sous-ensemble de LP(0,T; E).
Supposons que F soit borné dans LP(0,T; X), et que 'ensemble {0:f, f € F} soit
borné dans LP(0,T;Y"), alors F' est compacte dans LP(0,T; F).

PREUVE : Voir J. Simon [60]. O

Enfin, le lemme suivant permettra de récupérer la régularité H: en temps en réuti-
lisant 1’équation de Landau-Lifchitz et la régularité H*(0, T; H*(O))NL2(0, T; H3(0))
de la solution.

Lemme 5.4.2. Soit T > 0. Soient X,Y,Z trois espaces de Banach. Si A est un
opérateur bilinéaire continu des espaces X,Y dans ’espace Z, alors l'opérateur A est
bilinéaire continu de ((LOOOH%)(O, T; X), (L*NH2)(0, T} Y)) dans (L*°NH2)(0,T; Z).

PREUVE : Rappelons qu'une norme équivalente a la norme H:z (0,T; X) est :

T Nl 2
“UHL2(OTX (/ / (L 2)”X dadr) )
T — o]

Voir Lions-Magenes [52], chapitre 1, théoreme 10.2, formule (10.22). Soient u,v ap-
partenant respectivement a Hz(0,7; X) et & Hz(0,7;Y).

[Aw, 0)|[L=01:2) < [[Alll[wllioeo.r:) [V l|Loe 0.2y,

| A(u, v)||L20,:2) < Al JwllLe 0,753 1Vl 20,737y,
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et

L

(1) - A(u(o)w(a))ﬂ%dadT)i

|7 —of?

T |lo(r) — v(o)[2 2
< T[]l os 0,7:) ’7__0’2 dodr

T wlr %
Aol oz ( / [u(r) —u(@X 4, dT) |

7 —ol?

O



Chapitre 6

Les solutions faibles du systéeme de
Landau-Lifchitz en présence de
super-échange et d’anisotropie
surfacique

Dans ce chapitre, nous prouvons I'existence de solutions faibles pour ’équation de
Landau-Lifchitz en présence d’interactions surfaciques telles que le super-échange et
I’anisotropie surfacique. Ces solutions existent en temps infini mais ne sont malheu-
reusement pas uniques. L’existence de telles solutions a été prouvée par F. Alouges et
A. Soyeur [6] en la seule présence de l'interaction d’échange. S. Labbé [43] a généralisé
le résultat en rajoutant les termes Zeeman, de champ démagnétisant et d’anisotropie.
La difficulté est la contrainte non convexe |m| = 1. Pour surmonter cette difficulté,
ces auteurs ont introduit un probleme pénalisé pour lequel on prouve l'existence de
solutions par la méthode de Galerkin. K. Hamdache et M. Tilioua [37] ont prouvé
I’existence de solutions faibles en présence d’anisotropie surfacique, et en présence de
super-échange non biquadratique [38] grace un choix judicieux de la base de Galerkin.
Malheureusement, cette méthode ne convient pas si le terme surfacique est fondamen-
talement non linéaire, i.e. ne peut étre mis sous la forme H,(m) — (Hs(m) - m)m,
forme apparaissant naturellement lors de la pénalisation. Enfin, indépendamment de
lauteur [59] une preuve différente a été donnée pour 'existence de solutions faibles
en présence de super-échange biquadratique par K. Hamdache et D. Hamroun [36].

6.1 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous nous attachons a prouver ’existence de solutions faibles
au sens de la définition 4.2.2. Pour la démonstration de I’existence de solutions faibles

95
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nous ne considérons pas les conditions aux limites générales 2.6.11d mais seulement le
cas particulier des conditions (2.6.8), du super-échange et de ’anisotropie surfacique.
Dans la suite, nous dénotons par H, 'opérateur défini par les équations (2.6.9). Nous
en rappelons la forme :

0 sur 9Q° \ I'* x (0,7),
K,(("’m - v)v —1"m)
+J1(v""'m — ~+"m) sur It x (0,7).
+212((v'm - 9'm)y*'m — |1 'm[*y m)

Hs(m) =

(6.1.1)

Théoréme 6.1.1. Soit my dans H'(QF), telle que |my| = 1 presque partout. Alors,
il existe au moins une solution faible, du systeme de Landau-Lifchitz avec anisotropie
surfacique et super-échange au sens de la définition 4.2.2.

PREUVE : Nous utilisons une méthode de pénalisation. Nous remplacons le terme
surfacique par une interaction volumique sur une faible épaisseur n. Nous pénalisons
ensuite le module local de m comme dans Alouges-Soyeur [6]. Nous prenons alors
la limite du probleme pénalisé en module local, puis nous faisons tendre 1’épaisseur
virtuelle 1 de I'interaction surfacique vers 0. La limite sera alors une solution faible
de I’équation de Landau-Lifchitz.

Pour tout n appartenant a (0, min(L~ — e, L + ¢)), nous définissons 1'opérateur
non linéaire H7 par

0 dans R*\ (B x (Z.\Z.,,)).
me o 2K(m-v)v —m) + 2J;(m° — m)

dans B x (Z_ \ Z,
+4J2((m . mg)ma — ’mo‘2m) ans X ( € \ €+77>7

(6.1.2)
otm?(-,-,2,-) =m(,,—2,),v=e,sur RZXRT xR, et v = —e, sur RZx R~ xR;.
Nous introduisons I’énergie correspondante

K
By =52 (P — (m - )?)

N JBx(T.\T,,,)
J m|? + |m°|?

+ 1 <| ‘ | ’ _ (m . mo))
2n Bx(Z\T,,,) 2
ﬁ o2 2 o\2

+ (Im7[Fm|* — (m - m?)?) .

2n BxT\T,,,

L’idée générale est d’introduire la solution m" du systeme de Landau-Lifchitz avec
pour excitation h = H,(m)+H?(m), puis de faire tendre 1 vers 0. Nous devons dans
un premier temps prouver l'existence de solutions avec une excitation non linéaire.
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Pour cela nous utilisons la preuve de F. Alouges et A. Soyeur [6], et de S. Labbé [43].
Pour tout réel positif k£ et tout n positif nous introduisons le probleme pénalisé :

Om*:(m om»r ()
o Wgt ) A ";t = (1 + a?)(H, (mPM) + 1 (m*m))
— k(1 4+ o) (JmP@ 2 — 1)m*™ dans O,
omkm
m = 0 sur 0.
ov

Nous employons la méthode de Galerkin pour résoudre le probleme d’existence

La méthode de Galerkin Nous introduisons la base orthonormale de ’espace vec-
toriel L2(9F), constituée des vecteurs propres (wy, ..., w;,...) de Popérateur de
Laplace avec des conditions de Neumann homogenes. La base (wq, ..., wy,...)
est aussi une base orthogonale de H'(Q¢). Cette base existe deés que I'injection
canonique de H*(Q¢) dans L?(Q°) est compacte, ce qui est le cas car le domaine
QF satisfait la propriété du cone et est borné [1, théoreme 6.2]. Comme Q¢ est
convexe, il y a régularité elliptique [29, théoremes 3.1.2.3 et 3.2.1.3]. D’apres le
corollaire 5.2.9 w; appartient a C>(€¢).

Soit V,, le sous-espace engendré par la base {wy, ..., w,}. Soit P, le projecteur
orthogonal de L%(Q) sur V,,. P, est aussi un projecteur orthogonal de H!(Q¢)
sur V,,. Pour tout n > 1, nous allons définir mﬁ’(n) comme ['unique solution

appartenant a V,, ® C1(R™; R?) du probléme variationnelle suivant :

amk’»(ﬂ) i amkv(n)
n 2(m) n 2 k,(n)
« + m, A -1+« J{v m, ) )
( ot ot ( ) ( ) ¥ L2(Q%) (6.1.3&)
+(]. —+ (1/2> (k(|mfb,(77)|2 - ]-)mﬁ’(n)) - J{Z(mﬁy(n)%’%b)]lg((g%) = 07
mbM (. 0) = P, (my), dans Q°, (6.1.3b)

pour tout % dans V, ® C'(RT;R3). Nous décomposons me™ dans la base
(w;)ien, sous la forme Y7 | ;. (t)w;, chaque ¢;, appartenant a C'(RT;RR?).
Nous définissons ®,, = (@i,n)ic1,n], €t Obtenons un systeme équivalent sur @, :

do, do,
T B(®,(1) " = F(@a(1),

ou I est une fonction polynomiale, et donc de classe C* et @, (t) — B(®D, (1))
est linéaire continue. Comme B(®) est antisymétrique pour tout ®, la matrice
I — B(®) est inversible et la fonction ® — (I — B(®))™! est de classe C*. Par
le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une solution mfb’(") sur un intervalle
de temps (0,7,,) avec ®,, de classe C*. Pour continuer, nous avons besoin de
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. . k. (m) . N
quelques estimations sur mr™. % appartient a ( e V,) @C>=([0,T]; R?)
k,(m)

et est donc une fonction test acceptable. Prenons ¢ = 8"3; dans 'équa-

tion (6.1.3a). Apres intégration sur (0,7"), nous obtenons, pour tout 7" > 0,

8mku(n)
E k,(n) (T @ // n
(m,(T) 1+ a2 . ot dz di
k
+EN(mp(T)) + 1 / (|mEO(T)]? - 1)* dz < E,(m5"(0)) + EZ(m5(0))
k
+ Z/ (j]m5™(0))? — 1) da.

(6.1.4)

Donc, mi™ existe en temps global, et appartient a C*°(R™;H!'(Q2¢)), pour

tout entier naturel n. Comme H'() s’injecte canoniquement dans L*(°), le
membre droit de 1’équation (6.1.4) reste borné indépendamment de n. Donc,

pour tout 17" > 0,

— mi™ est borné dans H'(QF x (0,7T)),

— mp" est borné dans L*°(0, T; H'(QF)),

6mkv(”7) , 2 <
— =7m— est borné dans L?(Q° x (0,7)),

— m,ff;(’7)|2 — 1) est borné dans L2(2° x (0, 7).

Il existe une sous-suite mnj(”), encore dénotée par my, ()

m®™ dans H' (¢ x (O,T))‘ telles que, pour tout T > 0,

, et une aimantation

lim m/ = m*mm faiblement dans H'(Q° x (0,7)),
lim (jm5M 2 — 1) = (|jm*®™|> — 1)  faiblement dans L2(Q° x (0,7)).

n—o0o

De plus, m* ™ appartient & L>(0,7;H'(QF)). D’aprés le lemme d’Aubin, re-
produit au lemme 5.4.1, pour tout 1 < p < 6, 1 < ¢ < +00 et tout temps
T>0:

lim m5™ = m*"  fortement dans LI(0, T; LP(QF)).

En conséquence, m* ™ vérifie les propriétés suivantes

(1) m*M(-,0) = my car P,(my) tend fortement vers 1o dans H'(Q° x (0, 7))
lorsque n tend vers I'infini.

(2) Nous prenons la limite quand n tend vers oo dans 'équation (6.1.4).
Comme |mo| = 1 et mi™(0) tend fortement vers mg dans H' () et
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donc dans IL°(Q°) par injection de Sobolev, le membre de droite de 1'équa-
tion (6.1.4) converge vers E"(my) 4+ E,(my). Les fonctions convexes conti-
nues pour la topologie forte sont semi-continues inférieurement pour la
topologie faible, donc

2

// dmdtﬁliminf//
T e T

Avant de traiter les termes d’énergies et de pénalisation, nous extrayons
pour chaque 7' > 0 une nouvelle sous-suite telle que

2

a ”;7(77)
m dz dt.

ot

omkm
ot

lim mb™(T) = m*™(T)  faiblement dans H'(QF).

n—oo

Or, I'énergie d’échange est une fonction convexe semi-continue inférieure,
donc

[ 19mE 0P b < tinint [ [Vmo@)?de
Qe &

n—oo

De plus, mi™ (T) converge fortement dans L2(Q°)NLP () vers m*()(T),
pour tout 1 < p < 6. Donc,

lim E, (mb (7)) + E(mb®(T)) = E,(m*®) (1) + Elm")(T)).

n—oo

Cela nous donne en tout

2
da dt

amkv(n)
ot

E, k,(m) ( « //
)+
k

SEYm D) [ (D) - 1) de < Bymo) + Elma).
(6.1.5)

(3) Pour tout T > 0, pour tout ¢ dans C°°(0,T;R3), pour tout 1 < i < n,
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me™ vérifie 'égalité

a 7]2»(77) a 7’27(77)
/ mbE A I pdadt + a / / "gt wyp dee dt
QS 8

ot

(1+a2)/ Haa(mly M wip dee dt

Ome ™ dpw,
(1+a?) //gz oz, . oz, dx dt
+(1+a )/ H(mP) . pw,; de dt

(1+a” // (Jm5 12 — 1)mk My, da dt.

Nous rappelons que pw; appartlent a C=(Q7). Par le lemme d’Aubin,
me™ tend fortement vers m*® dans L*(Q%). Prenons la limite dans
chaque terme et nous obtenons

Omkm Omk:(n)
LACIN cabdxdt = — // - dxdt
/Q;m BT Y dx o ) 5 Y dx
+(1+a)/ Hgo(mPM) - ap da dt
om*B O
(1 - —dxdt
‘f‘CY //e - 827]' 093]- m
+(1+a?) / ﬂ{Z(mk’(”)) cap dae dt
Q7

—(1+ a2)k// (jmmM12 — 1)mPWap de dt, (6.1.6)
T

pour tout 9 dans (U7 V) ® C([0, T];R?). Cet ensemble étant dense
dans H'(Q° x (0,T)), légalité (6.1.6) reste vraie pour tout b dans H'(Q° x

(0,7)).
Convergence du probleme pénalisé D’apres lestimation (6.1.5), il existe une
sous-suite de (m*M), encore dénotée par (m"*™),cy, et m™ dans H'(Q%) et

dans L>°(0, T; H'(92)) pour tout temps T > 0 tels que

mP™ — m® faiblement dans H'(Q%),

|mk,(n)|2 — 1 — 0 fortement dans ]L2(Q€T),
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pour tout 7" > 0. De plus, par le lemme d’Aubin,
mP — m fortement dans L(0, T;1L.7(QF)),

pour 1 < p < 6, pour 1 < ¢ < +o00. En particulier, la convergence a lieu dans
LY(Q%).

Les propriétés de m™ sont
(1) Pour tout k > 0, m* (- 0) = my, donc m™(-,0) = my.

(2) |mmM |2 — 1 converge fortement dans L?(Q5) vers 0 et |[m™|? — 1, donc
|lm™| =1 p.p. dans Q° x (0, +00).

(3) Comme le terme de pénalisation dans l'estimation d’énergie est positif,
nous pouvons 'omettre quand nous passons a la limite dans (6.1.5). Les
autres termes sont traités de la méme fagon que lors de la précédente étape

ol 'on regardait la convergence de my, ™ Vers m*™ et nous obtenons

am("] 2

ot
E,(m

E,(m"(T)) + EN(m"(T da dt

E

o) + E(my). (6.1.7)

(4) Soit ¢ un champ de vecteur appartenant a (C*°(Q°x (0, T))?. Nous prenons
1 sous la forme m”™™ A ¢ dans I'égalité (6.1.6) et nous obtenons

k,(n)
/ 0|2 8m ¢dmdt—a/ m*mm A angt ¢ dadt
QS

k,(n)
//5 ( k,(n) . 82& >mk’(")-¢dazdt

—(1+a?) / / (mP0 A Hy o (mPM)) - ¢ dadt
1+a //EZ< 77)/\ xjn)>-§x¢;dmdt

T j=1

—(1 +a2)// (mP A KN (b)) . pdxdt. (6.1.8)

Par le lemme d’Aubin, m”*® tend fortement vers m dans L*(Q%.). Nous
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pouvons prendre la limite dans chaque terme de ’égalité (6.1.8) et obtenir

(n) (n)
// 8:;5 '¢dwdt:a/Q m(n)/\év’; -¢pdxdt
T T

— (1 +a?) //E (M A Hgo(m™)) - ¢dadt

3 ()
+(1+a2)A// Z(m(”)/\am >-a—¢da:dt
QT j=1

Oz, Oz,
—(1 —1—042)//6 (m™ A K (m™)) - pdedt. (6.1.9)

Convergence vers la solution faible Nous étudions la convergence de la suite
(m™), - quand Iépaisseur virtuelle 5 tend vers 0. Comme l'aimantation ini-
tiale my appartient! & C°((—L~,0) U (0, LT);L*(B)). Donc,

})HI(I] Ev(mo) + Eg(mo) = Ev<m0) + Es(mo).

Donc, le membre de droite de l'estimation (6.1.7) est borné indépendamment
de 7. De plus, |m| = 1 presque partout sur Q° x R*, donc

— m™ est borné dans H'(QF x (0,7)),

— m" est borné dans L*>°(0, T; H(QF)),

ceci indépendamment de 7). Les espaces considérés étant réflexifs, il existe une
sous-suite de m™ et une aimantation m dans H' (¢ x (0, T'))NL>(0, T; H ()

telles que
m" —m faiblement dans H'(Q° x (0, 7)), (6.1.10a)
m" —m fortement dans L?(Q° x (0, 7)), (6.1.10b)
m" — m fortement dans L>°(Z_,1L*(B x (0,T))). (6.1.10c)

L’injection canonique de H!(Q° x (0,7)) dans L>(Z_,L*(B x (0,T))) est com-
pacte. De plus, ]m(”)\ = 1. Donc, m®™ converge fortement vers m dans U'espace
L*(Z_.,LP(B x (0,T))), pour tout p, 2 < p < +00.

Nous prouvons maintenant que 1m est une solution faible du systeme de Landau-
Lifchitz.

(1) En passant a la limite sur les traces, m(-,0) = my.

(2) La convergence forte IL? implique que |m| =1 dans Q° x (0, 7).

1Ce résultat est démontré dans [1], théoréme 5.4, ou dans [52], théoreme 3.1 chapitre 1.
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(3)

Nous prenons la limite de 1’équation (6.1.9). Les termes d’énergie de vo-
lume convergent vers leur limite intuitive comme lors des étapes précé-
dentes de la preuve. m(™ converge fortement vers m dans L>®(Z_, L*(B x
(0,7"))). En conséquence,

lim sup
n—0

// (m™ A FHI(m™)) - pda dt

- // (mAH!(m)) - ¢pdxdt)| =0.
T
De plus, d’apres [1] théoreme 5.4, ou [52] théoreme 3.1 chapitre 1, m
appartient & & L>°([0, +00); C*(Z_; L*(B))). Donc,

n—0

lim //E (M AHI(m)) - pdxdt = //(Fi)x(O,T) (m A Hs(m)) - pdadt.

En conséquence, les termes de bord convergent vers leur limite intuitive
et nous obtenons la relation (4.2.2).

Pour prendre la limite, quand 7 tend vers 0, dans l'estimation d’éner-
gie (6.1.7), nous extrayons, pour chaque T > 0, une sous-suite de m™ tel
que m (-, T) tende vers m(-, T faiblement dans H'(€?). Tous les termes
volumiques convergent vers leur limite intuitive comme lors de 1’étape pré-
cédente. Il reste a calculer la limite, lorsque 7 tend vers 0 de E?(m/™(T)).
Premiérement, pour chaque s, 0 < s < 1, m™(-,T) converge fortement
vers m(-,T") dans H*(2?). Donc, pour tout p, 1 < p < 4, la convergence
a lieu fortement dans L>°(Z_,L?(B)). Comme |m™| = |m| = 1 presque
partout, la convergence a lieu pour 1 < p < +o00. En particulier, elle a lieu
lorsque p = 4.

lim sup |E?(m"™(T)) — E"(m/(T))| = 0.

n—0

L’aimantation m(T) appartient a H'(Q). Or, H'(Q°) s’injecte continii-
ment dans C°(Z_,LY(B)),

lim E"(m/(T)) = E*(m(T)).

n—0

Donc, m satisfait 'estimation d’énergie

2
de dt < E,(mg)+Es(myg)

om
ot

E,(m(T)) +Es(m(T)) + ﬁ //T

< E(myg). (6.1.11)
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Donc, m satisfait toutes les propriétés requises et est une solution faible.
O

Remarque 6.1.2. 11 est important de noter que nous n’avons aucune information sur
I'unicité de la solution m. Elle est cependant tres peu probable. En effet, il n’y a pas
unicité dans le cas ou seule l'interaction d’échange est présente [6].

6.2 Quelques propriétés des solutions faibles

Nous montrons d’abord que la contrainte non convexe m = 1 est redondante :

Proposition 6.2.1. Soit m dans H'(QF x (0,T)) satisfaisant (4.2.2), alors |m| =
|myg| presque partout.

PREUVE : Choisissons ¢ = ¢m dans 1'équation (4.2.2) avec ¢ variant dans C*°(€2° x

(0,7)). Donc, a‘gf = 0. Comme |m|? appartient & WH1(Q°), |m| ne dépend pas du

temps. [

Nous notons H!, I’espace H' muni de la topologie faible.

Proposition 6.2.2. Si m est solution faible de Landau-Lifchitz au sens de la défi-
nition 4.2.2, alors m appartient a C(0, +oo; HL(929)).

PREUVE : D’apres I'inégalité d’énergie (4.2.3), 'aimantation m appartient a I’espace
L>°(0, +o0; H'(Q)). Soit (#,) une suite convergeant vers ¢. Alors, une sous-suite de
m(-,t,) converge faiblement dans H'(2°). Mais m appartient a H'(Q° x (0,T)) pour
tout 7" > 0, donc a C(0,T; H%(QE)), voir [52, th. 3.1, p. 23, chap. 1]. Ainsi, la limite
de la sous-suite est forcément m(-, ) : la suite entiere converge. O

Proposition 6.2.3. Soit m une solution faible de Landau-Lifchitz, alors

Am € L0, T; L)), (6.2.1a)
Am+ |[Vm[*m € L*(Q° x (0,7)), (6.2.1b)
%—ZL = H;(m) — (Hs(m) - m)m. (6.2.1¢)

De plus, si l'on pose h = AAmMm + H,(m) + Hy(m), alors, presque partout sur
QF x RT,

%—T:—m/\h—am/\(m/\h),
om om 2
02 A 2™ 4 a®m A (mA ).
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PREUVE : Soit ¢ dans C*(Q¢ x (0,7)), alors

> om 9
(1+042)Ai21//% 87;:'05:: da dt
3
= (1+0z2)AZ// (mAZ?) : (m/\?f) de dt
i=1 T : ¢
- om\ 0
= (1+a2)A;//€T (m/\ GZ:I) : (n;,x/z\qﬁ) da dt

3
—(1—1—042)142//8 (m/\ ?;::') : (gzl /\qb) de dt.
i=1 T ¢ ¢

Donc, d’apres I’équation (4.2.2)

3
om 0¢
2 .
(1+a%)A ;Zl //ET 9z, o, de dt

=—(1 +0z2)//5 (mA(MmAHz.(m))) - pdadt

—(1+a?) //F o) K,(’m-v)("'m Av) - ¢pdo(zx)dt

(140 / / 2 ) ) - )
T'x(0,T

_// (m/\%—T)-gbda:dt—a//saa—T-gbdwdt

+(1+a2)A/ Vm|*m - ¢ dz dt.
Q7

Donc, A m appartient & la somme des deux espaces L?(Q5) et L>°(0, T; L1(929)). Et,
nous avons

m/\%‘—i—a@

AAm=mA (mAHg,(m))+ 9t _ AIVm/|*m.

1+ a?
Donc, presque partout
%—T:—m/\h—am/\(m/\h),

om om
- _ = 2

py A-r (1+ a®)m A FH,(m),

om om 5
aﬁer/\W——(l—i-oz ym A (m A H,(m)),
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olt h = Hya(m) + AAm. Et 22 = H,(m) — (H,(m) - m)m. O
Proposition 6.2.4. Soit u dans H*(Q° x (0,T)) pour tout T > 0. Supposons que
A appartienne a 120, T;LY(QF)) et que

(1) G2 =H(u) — (H(u) - u)u,

(2) 'U/(,O) = Uy, |'U,0| = 1) Uy € Hl(Qa)’

(3) L’une des trois égalités suivantes est satisfaite

86—1: =—uNH,(u) —au A (uAH,(u)), (6.2.2a)
ou ou 9
E_QU/\E =—(1+a’)u ANH,(u), (6.2.2b)
ou ou 9
a§+U/\E =—(1+a)u AN (uAFH,(u)). (6.2.2¢)

Alors, w satisfait les propriétés 1, 2 et 3 de my dans la définition 4.2.2.

PREUVE : Comme u appartient & H!(Q° x (0, 7)), |u|? appartient a W (Q° x (0, 7)),

et 8‘8—7;'2 = %—‘; -u. Donc, dés que u satisfait I'une des trois équations (6.2.2), a|a_ut|2 =0.

Dongc, |u| ne dépend pas du temps. Donc, |u| = 1 presque partout. Donc, si u satisfait
I'une des trois équations (6.2.2), u satisfait 'ensemble des trois équations (6.2.2).

Montrons maintenant que A w-u = —|Vu|?. Soit (u"),ey une suite dans C*(Q%)
telle que pour tout entier naturel n

u" — u dans H'(Q%),
u" —u p.p.,
Au" — Au dans L(Q5),
Au" — Au p.p.,
||’U,n||Loo S C.
De plus, nous pouvons choisir la suite pour que la suite |A u™| soit dominée par une
fonction g € L'(Q%) indépendante de n. Une telle suite existe. Alors,
[Vu'[* — [Vuf  dans L'(QF),
Alu™* — 0 dans D'(F).
Pour tout n > 0,
Au™P? =2 Au" - u™ + 2|Vu"|.

Nous prenons la limite dans chaque terme et obtenons

Au-u=—|Vul|®.
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Prouvons maintenant 1’égalité variationnelle faible. En effet, w satisfait localement
I'équation (6.2.2b). Donc,

// ot d’dwdt—&//e (uA—) ¢ da dt

—_(+a? )A//E (w A Aw) - da dt
~a+at) [ (A I (w)

pour tout ¢ dans H'(Q5). 11 suffit de prouver que, pour tout ¢ dans C=(Q%.),

[lenswro=-3 [f (ang) GEiw

Nous avons

[l v siwa=33 ] (5ne) 5

S, (0 52) Ghem
i //rix(o,T) (" A (Fa(u) — (- Ha(w)u)) gz do(x)dt.

Nous pouvons alors conclure en passant a la limite quand n tend vers +oco. En effet,

lim // (u”/\Au)~q’)dwdt:// (u AN Awu)- ddedt,
) . Ou ¢ B
JEEO//%(“ Aaxi)'ax,.d“’dt—”’

car ¢ appartient a L>(QF), 5% & L?(Q%) et % converge vers 5 1.*(QF). De plus,

3
ou

li E " E

n;r& 2 //eT (u A 83%) oz, dedt = //8 (u/\ 81’1)
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par convergence dominée. Enfin,

7111—>I£lo//I"i><(0,T) (u ACHS(U) ( U{S( )> )) a$z‘d ( )dt
= // (w A H,(u)) - g¢ do(x)dt,
I+ % (0,7) Li

car H,(u)— (u-Hy(u))u appartient & L2(Q%) et u™ converge vers u dans L?(Q5). O

Enfin, nous terminons cette section par une remarque. Nous renvoyons le lecteur
aux ouvrages de H. Triebel [63,64] pour la définition des espaces de Besov et de
Nikol’skii.

Proposition 6.2.5. Toute solution faible appartient  1.*(0,T;BY , (), o0 BY |
est la motation pour les espaces de Besov. Le 400 indique que nous sommes dans le
cas des espaces de Nikol’skii.

PREUVE : L! est inclus dans ’espace de Besov B(l” +oos aussi appelé espace de Ni-
kol’skii, voir [7], équation (5.15). Nous appliquons alors les théorémes de régularité
elliptique sur les Besov. La proposition 2.1 de D. Guidetti [30] permet de conclure. [

D’apres R. Adams [1], p.226 Iespace de Nikol’skii B%Jroo est inclus dans I’espace
de Sobolev W*! pour tout 0 < s < 2. En conséquence, toute solution faible u est
dans L2(0, T; W*1(Q9)), pour tout s < 2.

6.3 Limites du concept de solutions faibles et amé-
liorations possibles

Dans cette section, nous expliquons pourquoi le concept de solutions faibles n’est
pas tout a fait satisfaisant puis nous citons quelques travaux récents qui restreignent
I’espace des solutions. Ces limites sont valables pour les solutions faibles avec ou sans
interactions de surface, avec ou sans anisotropie volumique, et avec ou sans champ
démagnétisant.

6.3.1 Les limites du concept de solutions faibles

Tout d’abord, les solutions faibles n’ont pas de raisons d’étre uniques [6]. Plus pro-
blématique est le fait qu’elles ne respectent a priori pas vraiment 'inégalité d’énergie.
En effet, pour tout 7" > 0, s’il est toujours exact que

Bm(T) + 1 [ '

1+ a?

om ||

ot

dr < E(m(0)), (6.3.1)

L2(QF)
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nous devrions exiger de toute solution physique que, pour tout 7' > S > 0,

om|?

ot

dr < E(m(9)). (6.3.2)
L?(29)

o) + s [

1+ a?

Au minimum, nous devrions exiger la décroissance de I'énergie, qui au passage don-
nerait la continuité & droite de m comme application du temps vers H!(QF). Or, rien
n’interdit que certaines solutions faibles aient une énergie croissante. Utilisant le fait
que si u est solution faible de Landau-Lifchitz pour la condition initiale mg et si v
est solution faible de Landau-Lifchitz pour la condition initiale w(Sp), Sp > 0 alors
m, définie par

m(t) _ U(t) S? 0<t<5Sy,
v(t —Sy) sit>S.

est aussi solution faible et vérifie I'inégalité d’énergie aussi depuis le temps Sy, nous
pouvons trivialement construire une solution faible qui vérifie 'inégalité d’énergie
depuis un choix arbitraire de temps discrets 0 =ty < t1,...,t,,.... En particulier, il
est alors facile de démontrer la proposition suivante.

Proposition 6.3.1. Soit une ensemble discret d’instants (t;)ien, infini ou non, telle
que to = 0, t; < tiy1. Soit my dans HY(QF). Il existe une solution faible de Landau-
Lifchitz tel que pour tout T,S > 0 n’étant pas tous les deux dans un quelconque
intervalle commun (t;,t;+1), Uinégalité (6.3.2) est vérifiée.

PREUVE : Construisons la solution par récurrence sur ¢ > 1. Supposons que l'on ait
une solution sur [0,¢;_1]. Choisissons alors v solution faible de Landau-Lifchitz sur
[0,t; — t;_1], minimisant

2

ti—ti—1
« ov
E(v ti - ti_ + / - .
Nous posons alors
m() = ’U(' — ti,1> sur [tifl,ti] .
La vérification que m convient est triviale. ([l

Il n’est guere possible de passer a la limite quand le pas de la partition ¢; tend
vers 0.

6.3.2 De meilleures solutions faibles

Certains mathématiciens ont travaillé a donner un sens plus restrictif au concept
de solutions faibles. Pour l'instant, ces travaux se sont limités au cas ou seule I'in-
teraction d’échange est présente. Nous exposons ici rapidement quelques résultats en
renvoyant aux références pour les détails.
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Tout d’abord, tout ce que nous avons démontré en dimension 3 peut aussi étre
démontré en dimension 2. Cependant, en dimension 2, si les solutions faibles ne sont
pas uniques, il existe une unique bonne solution dont I’énergie décroit. Cette solution
est appelée solution de Struwe. Une solution de Struwe est une solution faible lisse
en dehors d'un ensemble sans points d’accumulations et a une énergie décroissante.
L’existence de ce type de solution a d’abord été établie par M. Struwe [61] pour
I’équation de flot harmonique sur les surfaces Riemanniennes. Le cas de la sphere
étant

ou

i Au = |Vul*u.

A. Freire [24,25] a ensuite démontré I'unicité de la solution de Struwe pour 1’équation
de flot harmonique dans ’espace constitué des fonctions appartenant a

L (R* H'(B)) N Hi,o (R, L*(B)), (6.3.3)

et dont I'énergie décroit. L’existence de telles solutions pour ’équation de Landau-
Lifchitz a été établie par B. Guo et M.C Hong [31], et P. Harpes [39] pour les domaines
avec frontieres. L’unicité des solutions de Struwe pour ’équation de Landau-Lifchitz
dans l'espace des fonctions L>°(R™; H'(B)) N HL (R™,L*(B)), dont I'énergie décroit
a été établie par Y. Chen, S, Ding et B. Guo [17] [16] [18] [21]. P. Harpes [40], a
corrigé quelques omissions en ce qui concerne l'unicité en rétablissant 1’hypothese
primordiale de décroissance d’énergie.

Pour la dimension 3, il n’existe pas autant de résultats. Une condition de stabilité
est étudiée par R. Moser dans [55]. En particulier, il est prouvé que les solutions
vérifiant ces conditions sont partiellement régulieres. L’existence n’est pas établie.
C. Melcher [54] a établi I'existence de solutions, pour le domaine Q° = R3, qui sont
lisses en dehors d’un sous ensemble de R? x R de dimension 3 pour la mesure de

Hausdorff. L unicité n’est pas établie pour ces solutions partiellement régulieres.



Chapitre 7

Existence et unicité des solutions
fortes du systeme de
Landau-Lifchitz en présence
d’interactions surfaciques

Nous avons prouvé au chapitre 6 I'existence de solutions faibles en temps infini
pour des données peu régulieres. Malheureusement, les seuls résultats sur I'unicité
de ces solutions sont négatifs. G. Carbou et P. Fabrie ont prouvé Iexistence et
I'unicité de solutions plus régulieres existant dans H32 si la donnée initiale est dans
H? et satisfait les conditions aux limites de Neumann homogenes [15]. Ces solutions
existent localement en temps. Nous généralisons dans ce chapitre ce résultat d’exis-
tence lorsque des interactions surfaciques sont présentes. Commencons par préciser
la notion de solutions fortes. Dans ce chapitre, nous utilisons les notations de la
section 4.1.

7.1 Solutions fortes : le théoreme d’existence

Le concept de solutions fortes a été posé dans la définition 4.2.1. Concernant le
caractere bien posé du probleme, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 7.1.1. Soit Q,Q~ comme dans la définition 4.2.1. Soit une excitation
1
extérieure Ry appartenant a H»2(Q x (0,T)). Si la condition initiale mq appartient

a H2(Q), |mo| =1, et si
0 sur O\ TE,
= { Q*(y"mg,7v*'mg) sur 'Y, (7.1.1)

Qi (,yOm(), VO’ImO) sur Fia

8m0

ov

71
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alors, il existe un temps positif T > 0 et une solution forte m de Landau-Lifchitz avec
mq comme condition initiale. De plus, le temps maximal T est minoré par une fonc-
tion dépendant uniquement de ||myllm2), et la fonction my — T* est semi-continue
inférieurement. Enfin, la fonction qui a myg associe la solution m est continue de
H?(Q) dans H*(Q2 x (0,T)), pour tout T < T*. Nous appelons stabilité cette derniére
Proprieteé.

Prouver ce théoreme nécessitera plusieurs étapes. Elles sont réalisées en détail a
la section 7.2. Dans nos preuves, nous remplacons I’équation de Landau-Lifchitz par
sa forme développée :

om

5 —eALm adAlVmPPm — Am A Am

(7.1.2)
—mA (Hga(m) + Rext) —am A (m A (Hao(m) + hext)).

Cette décision est justifiée par le lemme suivant dont la démonstration est évidente.

Lemme 7.1.2. Si m appartient a L*>(0,T;H?*(Q)) et si |[m| = 1 presque partout,
alors m satisfait ’équation (4.2.1a) si et seulement si elle satisfait [’équation (7.1.2).

L’idée générale pour prouver le théoreme 7.1.1 est alors d’introduire une suite de
fonctions (m™),en dont les éléments satisfont le systeme le systeme :

82 = aAAM" + aAlVM")Pm"™ — Am" A Am" — m A (Hga(m™) + hex)
—am”" A (m" A (Hga(m") + hext)) dans Q x (0,7),
(7.1.3a)
m"(-,0) = my dans €2, (7.1.3b)
lm"| =1, dans Q x (0,7) (7.1.3¢)
(7.1.3d)
et les conditions aux limites
(0 sur 9Q \ I'* x (0,7),
QF ('m" L, A% m L)
om”" sur I'" x (0,7,
o q —(@QF (¥’ mT(L ;,Wo’lm R I;z Mym 0,7) (7.1.3e)
n 0, mn
e 7 . sur '™ x (0,7),
[ —(Qr (Y'm" 14" m"™) - 'm")y'm

pour tout entier naturel n. Formellement, la limite sera la solution du théoreme 7.1.1.
La construction de m"™*! & partir de m" sera elle-méme basée sur la convergence
d’une suite analogue. La construction de cette derniere suite se fera par la méthode
employée dans [15].

Nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 7.1.3. Soit m dans L2(0, T;H3(Q))NL>(0, T; H*(Y)). Si m satisfait I ’équa-
tion de Landau-Lifchitz (4.2.1a) ou sa version développée (7.1.2), alors

m € H'(0,T;H'(Q)), m eC%0,T;H*Q)), meH2(0,T;L%(Q)).

PREUVE : Prenons le gradient de I’équation (7.1.2) ou (4.2.1a). Par I'inégalité de
Holder et les injections de Sobolev m appartient & H(0, 7'; H'(2)). Par interpolation,
voir [52], Théoréme 3.1 ch.1 p.23, m appartient & C°(0, T; H?(€2)). Pour la derniére
assertion, nous utilisons le lemme 5.4.2 ainsi que la partie appartenant a H2 de la
preuve du Lemme 5.3.5 pour les termes affines en hey;. O

7.2 Preuve du Théoréeme 7.1.1

Cette section est entierement consacrée a la preuve du théoreme d’existence.

7.2.1 L’équation de Landau-Lifchitz avec une condition de
bord de Neumann affine

Pour construire les suites dont nous aurons besoin, nous avons d’abord besoin
de prouver l'existence de solutions du systeme de Landau-Lifchitz avec un terme
affine. De ce résultat, nous déduirons l'existence de solutions avec une condition de
Neumann affine.

Proposition 7.2.1. Soit T* une réel positif. Soit my dans H*(Q). Soit v dans
H32(Q x (0,T)) pour tout T < T*, et vérifiant

d(mo —v(-,0))

By =0.

S0it hexy dans H-2(Q x (0,T)) pour tout T < T*. Alors, il existe un temps mazimal
T <T* et un unique u dans HS’%(Q x (0,7), pour tout T" < T*, solution de
ou ov

il + aA N (u+v) + AV (u + )P (u+v) — Alu +v) A AN(u + v)

—(u+v) ANHya(u+v) —afu+v) A (u+v) AHgq(u+v))
— A (e + am A hog)  dans Q x (0,T%),
(7.2.1a)

Ou _ 0,  surdQx(0,T%),, (7.2.1b)
ov

u(-,0) =mgy —v(-,0) dans Q. (7.2.1c)
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De plus, si T* < T, alors

lim [|w||g2(t) = +o0.

T
PREUVE : Nous utilisons la méthode de Galerkin, Pour les estimations, nous em-
ployons les inégalités (5.2.1a) et (5.2.2). Soit (w;);en+ les vecteurs propres de 1'opé-
rateur de Laplace scalaire avec des conditions de Neumann homogenes. Les vecteurs
propres (w;);en+ forment une base orthonormale de L?(£2) et une base orthogonale de
HY(Q) et de {f € HX(Q)|ZL = 0}.

Nous cherchons une solution u" dans V,, ® C*=([0,T},); R?) du systeme

u”(-,0) = P"(mo — v(-,0)), (7.2.2a)

ou™ 0
(;; = p" (—a—:: + A AU + ) + aAlV(u" 4+ v) P (u" + v)

— A" + V) AA(U" +v) — (U + ) A (Hgo(u" 4+ v) + heg)  (7.2.2b)

—a(u"+v)A ((u" +v) A (Hao(u" +v) + hext))>>

ou P" est le projecteur orthogonal sur le sous-espace V;, engendré par {wy, ..., w,}.
Nous décomposons u”" = >/, @} (t)wy sur la base (wy,...,w,). Par le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, u™ existe localement en temps. Nous avons besoin de quelques
estimations sur w". Nous rappelons que des estimations sur V A u" donnent une
estimation sur la norme L?(0, 7; H?(Q2)) de u™, voir le corollaire 5.2.11. Pour ces esti-
mations, nous définissons w™ = u” + v. Dans toutes les estimations suivantes, 7 est
un réel strictement positif pouvant étre choisi arbitrairement petit et indépendam-
ment de n. C est une constante ne dépendant que de Q2. C'(n) est une constante qui
dépend aussi de 7).

Premiere estimation La premiere estimation que I'on obtient est

1d||u”||52(9) ?

) . 1|lov
L 4 @AV g < Pulllvlle) + Pollu HH%m)*éHE

L2() ’
(7.2.3)
ou P et P, sont des polynomes ne dépendant pas de n.

Pour I'obtenir, nous multiplions (7.2.2b) par u” et intégrons sur €.

dflu"|f20

1 ov
2 dt

o Ot
I

+aA/Av-u"dm+aA/|Vw”|2w"-u”d:c
0 Q

~
11 117
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- A/Q(v ANAw") - u"de — /Q(v A (Hao(w") + hexy)) - u" d

~~

~
v \%4

- a/Q(v A (w" A (Hga(w™) + hext))) -u"dx. (7.2.4)

S/

-~

VI
Estimons d’abord I = | %—’t’ - u"dx. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et
ab < 3(a® +b?) )
1]|ov 1
I << |l= — ™17 20- 7.2.5
LR W (7:2:50)
Ensuite, nous majorons I = fQ Av-u"de,
1 2 1 n||2

Estimons maintenant /1] = [,|V(u" + v)[>(u" + v) - u" dx. Par I'inégalité de
Holder,

[L11] < 2|V 220y + V020 (1" i@y + 19 ) o @) (7.250)

Pour évaluer IV = [ (v A A(u” 4+ v)) - u” de, nous utilisons l'inégalité de
Holder, et obtenons

1IV] < (1A u"leag) + [ A vlize) [0lle@llu" 2. (7.2.5d)

Estimons V = fQ(v A (Hao(u" + v) + Rey) - w” dae. D’apres le théoreme 3.2.2,
l'opérateur Hy, est continu de L* dans L*, donc,

V] < Cllollus (" s + el + [ollu@) e, (7:2.50)

Traitons maintenant VI = [, (v A ((u”" +v) A (Hgo(u” +v) + hey))) - w" dex.
D’apres le théoreme 3.2.2, Vopérateur H,, est continu de L® dans L, donc,

(VI < CllvllLs) ([ ]lLs@) + [[Prext llLs @) + H/UH]LG(Q))QHUnH]LQ(Q). (7.2.5f)
Nous combinons les estimations (7.2.5), et par injections classiques de Sobolev,
nous obtenons 'estimation annoncée (7.2.3).
Seconde estimation La seconde estimation est
1d[A w720

aA . .
5 pp + 5 IV AU i) < g Ps(lu[lm2) + 92 (7:26)
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ou Pj est un polynome indépendant de n, et g; et go sont deux éléments dans
. , 3
L1(0,T;R) qui ne dépendent que de la norme de v dans H>2(Q x (0,7)).

Pour obtenir cette estimation, nous multiplions 1’équation (7.2.2b) par A*u",
puis intégrons sur €2

1dfA u"|[f2 ()
2 dt

oV

4

T
—aA/VA’U-VAu”d:c—QozA/(Dzw”V'w”)(w”-VAu”)dm
Q Q

J
v~

~
11 117

—aA/|V'w”|2Vw”-VAu"d:chA/(V'w”/\Aw")-VAu”da:
Q Q

ht 14 ’
+A/(w"/\VAv)-VAu”da:—/(V'w"/\(f}{d7a(w")+hext))-VAu”dm
0 0
VI VII

- /('w" AV (Hyo(w") + Rext)) - VAU" do
Q

J/

~
VIII

- a/(w" A (wW" AV(Hio(w") + hext))) - VAU" dx

S/

-~

IX

- a/(w” A (V" A (Hio(w") + hext))) - VAU" dx

J/

X
— a/(Vw" A (W' A (Hgo(w™) + hext))) - VAU de. (7.2.7)
Q
X1
Estimons I = [, ‘93% -V Au"dx, et pour tout 7 strictement positif,
1 [[ovo]|]?
I| < —|—=— + 0|V A U720 7.2.8a
LEr o IR (7280

Par I'inégalité de Holder, nous estimons /1 = fQ VAv-VAu"de,

1 n
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Majorons I1I = [, D*(u" +v)V(u" + v)(u" + v) - VAu" dz. Par I'inégalité
de Holder, 'inégalité d’interpolation pour les espaces LP et les injections de
Sobolev

11T} < (J[u" ||y + [vllie@) (| D*u"|lLa@) + | D*v|lus@)
(IIVu™||s ) + [[VollLs@) IV A u™ |2 (o)

n 5
< C(llu" w2 + [[vlmw)?
n n 3 n
([u" |2 ) + [[vllm2(0) + IV Au"||L2) + [|[V A v||L2) 2 |V A u"||L2q

" 1 n
<C (1 1 ?) (Pa(llu"lm2(0)) + Pi(llv]|m2(0)))

i n

(7.2.8¢)
ou P, est un polynome indépendant de n et de n.
Estimons maintenant IV = [,|V(u" +v)|*V(u" 4+ v) - V Au" de,
8 n||6 8 6 nl|2
V] < EIIVU o) + EHVUH]LG(Q) TV A u"|> ). (7.2.8d)

Si nous estimons V' = [,(V(u" +v) A A(u” +v)) - VAu"dx par I'inégalité
de Holder et les injections de Sobolev, nous obtenons
VI < (IVu"[|us) + [[Vollis) (1A u™es@) + 1A v]lus@) IV A u{|raq)
n 3
< Cllvllme) + [[u"|[m2@)?
n n 1 n
(a2 + vll@) + IV ALz + [V Avllize)? [V A w2
1
<0 (14 ) (Al o) + Prloleen)
+ DV Aw|Pag + 1l V A w2
6 L2(Q) T L2(Q)>
(7.2.8e)

ol Ps est un polynoéme qui ne dépend pas de 7.
Estimons VI = [,(u" +v) AVAw)-VAu"dx

VI < ([[u"|lLe@) + [VlLe@) IV ALz )|V A u"||L2q)

c . . . (7.2.8f)
<l 2oy + 1oll2(@) IV A w2y + 0l V A u"[[f2q)-

Comme l'opérateur H,, est continu de L* dans L*, et de W'* dans W', voir
le théoreme 3.2.2, I'évaluation de VIT = [(V(u"+v) A (Hya(u" +v) +hex)) -
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VAurde, et de VIII = [((u" +v) A (VHgo(u" +v) 4+ Vhe)) -V Au" da

donne
C n 2
VI + VI < (llu" e + [0llee)
n 2
< ("l + loll)’ + lhelioe — (7:289)

+ HVhextHLQ(Q))2> +llV Au"[f2q)-

De méme, nous majorons /X = [, ((u"+v)A((u"+0) AV (Hgo(u"+0)+hext)))-
VAu'de, X = [((u"+0)A(V(u"+0) A (Hiq(u"+0)+hey))) -V Au™ de, et
XI = [(V(u"+v)A((u"+v) A (Hao(u" 4+0) 4+ hex))) - VAu" de. Comme
l'opérateur Hy, est continu de W6 dans W6 voir le théoreme 3.2.2, nous
avons

C n 4
[IX]+|X]+ X1 < E(”“ g2() + [|vllE2@)
n 2
< (e + Iollee@)” + Mhealfaq, (7250

4 ||Vhext||L2(Q))2> + |V A w72 ).

Puis, par injections de Sobolev, et en choisissant 7 petit, nous déduisons des
inégalités (7.2.8), I'estimation annoncée (7.2.6).

Nous combinons les deux estimations (7.2.3) et (7.2.6) puis utilisons les inégali-
tés (5.2.1a) et (5.2.2). Nous obtenons
dflu" |52
dit

ol P’ est un polynome indépendant de n, et ou g, ¢’ sont deux éléments de L*(0, T'; R)

+ IV AU P20y < 9P (U m2w) + ¢,

ne dépendant que de la norme de v dans H>2 (Q x (0,7)).
Par le lemme de Gronwall, nous obtenons un temps minimum 7™ pour tout n. De
plus, pour tout T" < T™, il existe une constante Cr telle que pour tout n > 0, on ait

||un||L°°(O,T;H2(Q)) < C’Ty ||U;n||L2(07T;H3(Q)) < Cr.
Comme u™ vérifie ’équation (7.2.2b), nous appliquons le lemme 7.1.3 et obtenons

< Cr.

1w a0, ) < Cr, ”“n”H%m,T;wm) =

Nous extrayons une sous-suite u™*, telle que

klim u™ = u faiblement dans H'(0, 7; H' (1)),
——+00

klim u™ = u faiblement dans L?(0,T;H*(Q)),
—400

klim u"* = u faiblement dans H%(O, T;1L*(%)).
— 400
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Vérifions que u est solution du systeme (7.2.1a), (7.2.1b) et (7.2.1¢c). D’abord, u" (-, 0)
converge vers mg — v(-,0) dans H?(2). Donc, u(-,0) = my — v(,0). La condition de
bord est % = 0. ag% converge faiblement vers g—’y‘ dans L2(0, T; Hz2 (99)), ‘3—’: = 0.
I1 reste a prouver que l’équation (7.2.1a) est vérifiée par u. Par compacité, voir la
proposition 5.3.2, la sous-suite converge fortement dans

— H**2(Q x (0,T)) pour tout 0 < 57 < 3,0< 85 < 3,

— CY%0,T;H*(Q)) pour tout 0 < s < 2,

— L2 x (0,7)).
D’apres le lemme d’Aubin, voir lemme 5.4.1, la sous-suite converge aussi fortement
dans LP(0,T;H?*(2)) pour tout 1 < p < +oc. Nous pouvons prendre la limite dans
chaque terme de I’équation (7.2.2b). u vérifie I'équation (7.2.1a). A posteriori, I'équa-
tion (7.2.1a) et le lemme 7.1.3 impliquent que w+wv appartient a H2 (0, T L2(2)) pour
tout 7 < T*. Donc w appartient aussi & Hz (0, 77;1.2(12)).

Supposons maintenant qu’il y ait deux solutions, u; et uy avec la méme condition
initiale. Multiplions 'équation (7.2.1a) par du = us — ug, et intégrons sur 2

L djjoul® 2
< aA/\V(ul + v))?|dul* dz + &A/ (Véu - V(ug + u; + 2v)) ((ux + v) - du) do
Q Q

i

4 A;/Q ((‘3(115;— V) A %‘;“) Sudas — /Q((u1 +0) A Haa(6w) - bu da
—a /Q((u1 +0) A (A (Haa(tts +0) + how))) - duda
— a/ﬁ((ul +v) A (w1 +v) AFHgo(du))) - dude, (7.2.9)

sur min(7*(wy), T*(u2)). Estimons le membre de droite de la précédente inégalité.

1 d||dul?
SN, +aA||V5’u’||I2L?(Q) < @AV (u! +”)||12Lw(9)||5u’|n%2(9)
(ad)?
M IV (u! +u? + 20)|[F o) [0 + [ 0y 102][F 20

A2
+ EHWM +0) [0 102][2() + 301 Vw2

1
#0 (1 2) (14 s+ 0l + 0l + s o)

o+ s + vl oy ) 190120
< g(t) o]0y + 3] VoulE2 o).
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ol g appartient a L'(0,T;R™). Choisissons 7 suffisamment petit. Par le lemme de
Gronwall, uy = wuy car |lus(-,0) — ul(-,())HH%Q(Q) = 0, sur leur temps d’existence
commun. Il existe donc une unique solution surr un intervalle de temps maximal.

Prouvons maintenant I'explosion a la fin du temps d’existence. Supposons que
T* < T*, choisissons § = min(T* — T*,T*)/2. La norme H>3 (Q x (T*/2,T* +§)) de
v est ﬁnle, donc il existe une constante C' telle que

]l <,

3 ~ ~
H> 2 (Qx (T* —t,T*—t+6))

pour tout t < T*/Q Supposons aussi que la norme ||m||g2(q) reste bornée sur (0, T*)
Dong, il existe une durée At, telle que 1'équation avec condition initiale m(-,t) et le
terme affine v(-,t + -) pour ¢ dans (T*/2,T*) ait une solution qui existe sur (0,At).
Choisissons ¢ > T* — At, nous pouvons alors étendre la solution au dela de f*, ce qui
est une contradiction. ([l

De la proposition précédente, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 7.2.2. Soit T* > 0. Soit my dans H*(Q) telle que

9 0 sur O\ I'%,
my
o QF (7 1mg, v"'my) — (QF (7°mo, "'y - Py Omg  sur I

Q. ("mg, Y my) — (Q (7°myg,v*'myg) - °mg)yOmy  sur .

Soit a et b dans H>2(Q x (0,T)), pour tout T < T* tels que

da n . ob " .
8_1/_0 sur OQ\ T'* x (0,77), 81/_0 sur OQ\ I'* x (0,77),
a(-,0) =my dans §2, b(-,0) =my dans .

Il existe un temps mazimal T* et un unique champ de vecteur b dans H*2 (Qx (0, T)),
pour tout T < T™, et satisfaisant le systéme Landau-Lifchitz suivant :

%’Z = aAAY + aA|VY |20 — A6 AAY
= b A (Haa (V) + hex) — ab' A (b A (Haa(b) + hext)).
b'(-,0) = my,
o/ 0 sur OQ\ T, N
5, = | @ (0a"a) - (QF (1,7 a) - 1"b)y b sur T x (0,T7),
Q; (0'a,7"a) — (Q; (v"a,7*a) - 1°b)7°b  sur T~ x (0,T%).

De plus, si T* < T, alors

lim ||t [z (£) = +o00.
t—T*
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PREUVE : Supposons d’abord lexistence d'un relévement v dans H?2(Q x (0,7))
pour tout 7' < T telle que

9 0 sur 0Q\ T,
v
oy = | @ (0'ara) — (@ (7°a1"a) -7 b)y"b sur I,
Q. (Y*a,v"a) — (Q;(v"a,v"a) - 1°b)7°b sur I'".
Comme W = 0, nous appliquons la proposition 7.2.1 pour construire w. Le

champ de vecteur &’ = u+wv est la solution recherchée. L’unicité de b’ est conséquence
directe de 1'unicité de u.

Nous construisons maintenant v. D’abord rappelons que H?2(Q x (0,T)) est une
algebre. Soit x dans C°(—o0, +00; RT) telle que

0 — 1 si |z < mnELLD)
X 0 silo| > min(L*, L),

Définissons
_ {QH(@.a00) — (@ (a.ao0) -b)b dans OF,
9= Q; (a,ao00)— (Qf(a,aoc0)-b)b dans Q.

ou o est application qui envoie (z,y, z,t) sur (x,y, —z,t). Alors,

est dans H*2(Q x (0,7)) et a les propriétés recherchées. O

7.2.2 Les suites convergentes

Pour construire la suite (7.1.3e), nous avons besoin de la proposition 7.2.4 dont la
preuve elle-méme nécessite une autre suite. Il n’est pas possible de fusionner les deux
suites en une car H'(€) n’est pas une algebre. Les éléments de la suite ne vérifiant pas
la condition de Neumann homogene, nous ne pouvons pas utiliser le corollaire 5.2.11
et la proposition 5.2.1. Nous utilisons les propositions plus générales 5.2.5 et 5.2.10.

Pour construire les deux suites, nous avons besoin d’un élément initial. Il est fourni
par le lemme suivant :

Lemme 7.2.3. Soit myg dans H?(Q), avec 27 =0 sur 90\ I". Alors, il existe m ™

ov
appartenant a ]I-]I?”%(Q x (0,7) telle que
m~(-,0) = my dans Q, (7.2.10a)

a’;“_y — 0 sur 9O\ T x (0, 7). (7.2.10D)
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PREUVE : Pour construire une telle fonction, nous utilisons les espaces H"*!(B x
(0,L) x (0,7)) a l'annexe A dérivées des espaces H™® de Lions-Magenes [51], cha-
pitre 4, section 2. Les conditions de compatibilité sont vérifiées, u existe par le théo-
reme A.2.6. ([l

7.2.2.1 Convergence de la suite interne

Proposition 7.2.4. Soit T* > 0. Soit mg dans H*(Q) satisfaisant la condition
(7.1.1). Soit a dans H*2(Q x (0,T)) pour tout T < T* satisfaisant les équations
(7.2.10a) et (7.2.10b). Soit hey dans HY2(Q) x (0,T)). Alors, il eziste un temps
mazimal T* et un unique w dans H>2(Q x (0,T)) pour tout T < T* satisfaisant le
systeme de Landau-Lifchitz suivant :

ow
— =aAA A w— A A
ke w + aA|Vw| w wAAw (72.11a)
— WA (Hya(w) + hext) —aw A (w A (Hgo(w) + hext)).
w(-,0) = my, (7.2.11b)
0 sur OQ\ T x (0,T%),
ow

o = 1Qi0%an"a) = (Qf(Pay"a) - w)tw sur T x (0.17),
Q; (1a.7"a) = (Q; (1°a,1"a) -1 w)y*w sur D™ x (0,7,

(7.2.11c)
De plus, si T* < T, alors
lim [|w||g2(t) = +oo.
t—1T™*
Si, de plus |mg| = 1 presque partout sur Q, alors |w| = 1 presque partout dans

Qx(0,7).

PREUVE : La preuve est divisée en trois étapes.

(1) Nous construisons une suite (w™)_;<, dont les éléments sont les solutions, de
temps maximale, du systeme :

ow"

ot

= aA A w" + aA|Vw"Pw" — Aw™ A A w"

—wW" A (Hao(w") + Bext) — aw”™ A (w" A (Hao(w”) + hext)),
(7.2.12a)
w"(-,0) = my, dans €, (7.2.12b)
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pour tout n > 0 et les conditions aux limites

(

0 sur 0Q\ I x (0,7),
Q' (v’a,7"a)
ow™ r sur 1"+ % O,T :
g~ @ (e a) A ) e (0.7), " (7.9.19¢)
QT’_ (’y a,”y 7/0,)
'~ x(0,7),
L —(Q, (1°a,v"a) - 1'w™ 1)yl sur (0,7)

pour tout entier n > 0.
(2) Nous estimons la taille des éléments de la suite (w,,)p,.
(3) Nous prouvons que la limite est la solution recherchée.

PREMIERE ETAPE : D’abord, nous devons construire la suite décroissante de T*
maximaux et de w" appartenant a H*2(Q x (0,7T)) tels que pour tout n > 0, w"
satisfait le systeme (7.2.12). Nous définissons

- w!=a.

— Soit w™! dans H*2(Q x (0, 7)), nous construisons w" par le corollaire 7.2.2

avec b = w™ !, le méme champ de vecteur a, en posant w"™ = b'..
Nous avons initialisé la suite avec a a partir de n = —1 et non de n = 0 pour que w
satisfasse I'équation de Landau-Lifchitz (7.2.12a).

Avant de procéder aux estimations, nous devons établir un rapport entre les esti-
mations de A w™ et de V A w™ et les estimations des normes H?(Q) et H?(2) de w™.
La condition de Neumann non homogene provoque des difficultés par rapport aux es-
timations de la proposition 7.2.1. D’abord une intégrale sur le bord va apparaitre dans
chaque estimation. En sus, les inégalités (5.2.1b) et (5.2.1d) contiennent un terme de
bord dans leur membre de droite. La seule majoration de ||w|| 2, ||A wlLz et de
IV A w|L2 ne donne plus automatiquement une majoration de ||w||gz ou de ||w||ys.
Par le corollaire 5.2.5 et la condition de bord (7.2.12¢), pour tout entier naturel n,
nous avons

0

0 ey < (0" B + 16w gy
+[QF (1°a,1"a) = (@ (1°a,1*a) - 7w w1 o)
+MQA¢bﬁW®—%QAfamww-Ww@¢Wﬂ&arO
< O (™ sy + 180" 2oy ) + Prlllallee) (1 + | 0" s(e)
< O (0 ooy + 14 0™ ey ) +3Pi(lallz) (1 -+ " [ o " o)

< C (" agq + 1A w22y ) + C'Prlllallioy) (1 + 0 i) 0" 20,
(7.2.13)
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ou P; est un polynome. Donc,

" ey < € (Il [Eagqy + 14w Eagq) )

n 7.2.14
Jw|fZa, (7214

+C"(1+ Pi(flafli@)) (1 + [w" [ o) + —

Les inégalités précédentes sont justifiées par le fait que H?(£2) est une algebre, voir
lemme 5.3.5, et par le lemme 5.1.7. Donc, si N > 1

1<Su£zv {HwnH%H?(Q)} <20 (IEUEN{||"~U”HJ2L2(Q)} + IEUEN{HA w”||]]2_,2(§2)})
20 Pu(lalloe) 1+ sup ([0} (7215)
1<n<N
+ [ w’Fe ) + 20" Pi([lallm0)*(1 + [[w°[[g q)-

Par la méme méthode et la proposition 5.2.10, nous obtenons

o™ oy < C(Ilw”“lliz(m LIV Aw™ o,
n n 2
+]|@F(v'a,7"a) — (QF (v°a, 1" a) - 7 w" ) w" || g 1y
— —_ n n 2
+ HQT (Y’a,7"a) — (Q; ("a,7v"a) - Y w" )y w HHg(F))
< (|’wn+1||i2(ﬂ) + IV Aw”“”%ﬁ(m) + Po(llalliz) lw" 520
(7.2.16)

ou P, est un polynome. Donc, si N > 1,
sup {[|w" [} < sup {|w"[[f2q)} + sup {|IVAW" |2}
1<n<N 1<n<N 1<n<N

Po(lallaz) sup {lw" e} + Pallallee@)lw’llizq)-

(7.2.17)

DEUXIEME ETAPE : Faisons maintenant trois estimations sur la norme de w”
pour n > 1.

(1) Nous multiplions I’équation (7.2.12a) par w" et intégrons sur €2.

(2) Nous prenons le gradient de I’équation (7.2.12a), la multiplions par V A w" et
intégrons sur 2.

(3) Nous prenons le gradient de I’équation (7.2.12a), la multiplions par Vw" et
intégrons sur ).
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Les deux premieres estimations sont présentes dans la preuve de la proposition 7.2.1,
ou dans Carbou-Fabrie [15], sauf pour la condition de Neumann non homogene. La
troisieme estimation est une simplification de la seconde.

Premiere estimation Par la formule de Green et les théoremes de traces,

1 d||’w"||i2 n n "
AT 2, < 0A Ve s m”’“’ [
7.2.18)
) (
+ « 81/ (m)‘
< ([[w" o

ou P; est un polynome fixé.

Seconde estimation La seconde estimation est :

1 d||Aw"||i2(Q)

5 dt @AHVAUJ””;@(Q)

da ||’

1 _
< (14 ) (Pl + (04 |G| Pl o)

+ (| D*w"|12() + | DPw" ™ lr2(). (7.2.19)

ou P, est un polyndome dont les coefficients dépendent seulement de la norme
L*(Q x (0,7)) de a.

En effet, prenons le gradient de 1’équation (7.2.12a), puis multiplions la par
V A w" et intégrons sur €. Voir [15] pour les estimations des termes d’intégrales
sur le volume. Nous obtenons

1 d||A'wn||]2L2(Q)

n|2
5 dt @AV Aw ”]L2(Q)

1 . n
= (H 5) Po(||lw"|s2(0)) + 1l D*w" |20

d*w"
A w" .
/Fi wor S o)

Le terme de bord w appartient a H*2(Q x (0,7)), donc gf—a’ﬁ appartient a
H=1(0,T;12()) et v° A w appartient & H1 (0, T;1L.2(£2)). L’estimation de cette

intégrale sur I'* donne

J.

+ A

(7.2.20)

82
ovot

0% w™
ovor =Y

do@) < HAw ey + ]

L2 F+)
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Or,

1AW |2y < CIA @[22 (1A w" [lLoe) + IV Aw"[lLay)?,  (7-2:21)

et
n |2 n— n— 2
' 0w < Ha((Qi(voamo”a) w" Hw"' — QF (1°a,1*a))
0Q; (1"a,1"a) |’ -
<420 (1 0 o)
t L2(T+)
- awn—l 2
8107 () ey [0 ey |22
L2(I'+)
(7.2.22)
Dong, il existe un polynome Pj tel que
2QF(v°a,~"a) H@a
e, < Py(llallioo) || 22 , 7.2.23a
|2t o S Bllale) |2 (7.2.23)
1@ (7°a, v a) ||y < Ps(laflie(@) (7.2.23b)
2 1 3
H awn—l H awn—l 2 ‘awn—l 2
<C
Ot llpare Ot Mol 9w
. L 7.2.23¢
< Py(flw0" o) " ey (7.2.23¢)
1 n— n—
< $P3(Hw M) + 1llw"™ s )
Donc,
aan A n d < Cl 1 1 ni|2 n|l2
| ovar w"| do(zx) < + e |w" [Ie2(0) + nllw™ 5 o

1 _ n—
+O(HWQ&WMWMW+WwI%@

2
||'wn_1||]%oo(ﬂ)a
1

oa
+4b§

(7.2.24)

ou Py, P5 sont des polynomes. Le terme H %—‘; HI2H11(Q) est une fonction L!(0, 7). En

combinant ces inégalités, nous obtenons l'estimation (7.2.19).
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Troisieme estimation C’est une simplification de ’estimation précédente
1 d||vwn||I2L2( )
-+ adA||Aw
2 dt |

"|E2 @)

1 n n
< (14 235 ) Pl o) + 0V Sy

+ Pillallie@) (1 + [w" ™ ie(g), (7.2.25)
ou P; et Py sont des polynomes.

En effet, prenons le gradient de I’équation (7.2.12a), puis multiplions la par
Vw" et intégrons sur 2. Pour tout entier n > 1, on a

1 d[Vw" (£, .
5w + aA||Aw HiQ(Q)
1 n
< (14 735 ) P10 o) + ol 0"
ow"
+aA -Aw"do(x)|. (7.2.26)
T+ 81/

L’évaluation de l'intégrale sur I'* donne

ow™

r+ 81/

2

Aw'do(x)] <

ov
< CHAwnHE?(Q)”VAw””]i?(g)
+ Pr(llalle@) (1 + [w" L)),

n ow"
LA e + 2 H

L2(I+)

ou les P; sont des polynomes et C' une constante dépendant uniquement de la
norme L°°(0, T;H?(Q2)) de @ qui est bornée pour tout 7' < T*.

Nous choisissons 7 suffisamment petit et combinons les trois estimations avec les

inégalités(7.2.14) et (7.2.17). Nous prenons le maximum sur 1 <n < N, et obtenons
pour tout (O,Oini<nN Tr),

t
sup {Ilw" || ) + |A w™ (|2 Q)}—I— Sup {/ IV A w"||p2q) ds}
1<n< 0
t t
< / PI( sup ||w”[ey) ds + / PY 0 2y (5) ds
0 1<n<N 0

t t
0 0
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Nous remplagons maintenant la norme H?(Q) de w" grace a l'inégalité (7.2.15). Par
le lemme de Gronwall, les normes L>(0, T;L%(Q)) de w", de A w" , et de Vw", ainsi
que la norme L2(0,T;1L2(Q2)) de V A w™ ne peuvent exploser avant un certain temps
T* indépendant de n. Donc, par I'inégalité (7.2.15), la norme H? de w™ reste bornée
indépendamment de n. En conséquence, il existe un temps commun d’existence T
pour tout n > 0. D’apres le lemme 7.1.3, pour tout 7' < T™, la norme H?”%(Q X
(0,7)) reste bornée indépendamment de n. Donc, il existe une sous-suite faiblement
convergente w™ dans H*2 (2 x (0, 7)) pour tout T’ < T*.

TROISIEME ETAPE : Nous devons prouver que w est solution du systeme (7.2.11).
Comme dans la proposition 7.2.1, nous pouvons prendre la limite de chaque terme
dans I’équation (7.2.12a). Donc, w vérifie (7.2.11a). Pour tout entier positif n, w™ (-, 0)
est égal a myg, donc w(-,0) = myg. De plus, %%n =0 sur 92\ T, donc %j’ = 0 sur
OQ\ T. 11 reste a vérifier la condition de Neumann non homogene sur I

Supposons que l'on ait prouvé que

Lemme 7.2.5. Soit T < T*, les normes de w"™ — w" dans L>(0,T;H*(QY)) et
L2(0,T;H3(R2)) tendent vers 0.

Alors, si les deux suites w™ et w™ ! convergent faiblement dans H*2 (Q x (0, T)),
alors les deux suites convergent vers la méme limite. La preuve se termine alors
facilement. Extrayons une sous-suite supplémentaire telle que w™*! converge aussi.
D’apres le lemme 7.2.5, les deux suites convergent vers une méme limite. Sur I',

w1
5 = @ (v’a,7"a) — (Qf ("a,7*a) - 1 w"™ )y w"*.
v
Prenons la limite quand k& tend vers +oo :
ow
5, — @7 ('ay"a) — (@ ('a,1"a) - 7 w)y w.
v
Le résultat équivalent a lieu sur I'".
Prouvons maintenant que si |mg| = 1 p.p., alors |w| = 1 p.p. Nous travaillons
par estimations. Multiplions I’équation (7.2.11a) par (Jw|*> — 1)w et intégrons sur
1d

aA 2
(ol = 11120 ) + 5= [V (0l = Do
aA [ O|lw|?
7 . v (l’ll)|2 — 1) dO'(.’L‘)
Nous estimons l'intégrale de bord grace a (7.2.11c).

/F L (fwf — 1) doa) - Q/H Qf(°a.1"a) (jw]* ~1)" do(e)

+2 [ Q7 (v’a,v"a) (Jwl?> —1)° do(z).
.

4 dt

< aA/|V'w|2(|w|2 _1)2dz+
Q
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Nous obtenons alors

1d 2 2 oA 2 2
2 (Ml = U ) + 5= [ V(wl? = 1) o,

1 3
< adA|| Vi lllw® = 12 + CaAPi(Jw]lie) || [w]* = 1|22 llw]® = 1|E g
< C(n)Pa([[wllsz)lllw]* = 1E2(q) + 0l V(Jw|* = D[z
Nous choisissons 7 suffisamment petit. Nous appliquons le lemme de Gronwall. Or
[lmo|® — 1|72y = 0. Donc, |w| = 1 presque partout dans € x (0, 7).
Il reste a prouver le lemme 7.2.5.

PREUVE DU LEMME 7.2.5 Premierement, utilisant (5.2.1b), nous évaluons la norme
H? de §"w = w"™ — w" pour n > 1

6" 0l < € (16" wl2aoy + 14 8" wlEa(oy)

A o (7.2.28)
+ Pl ) sup{llw? s o IO wllE o)
J
et la norme H® en utilisant (5.2.1d)
107wl < C (I w]Ez(qy + IV A " w]E2(q))
(7.2.29)

+ Pa(llall @) sup{|[w?|[E2 (o) 10" w[E2(q)-
J

Nous faisons maintenant quelques estimations. Pour la premiere estimation, nous
multiplions I'équation (7.2.12a) par 6"w = w"™ — w" et intégrons sur Q. Pour la
deuxiéme estimation, nous prenons le gradient de 1’équation (7.2.12a), la multiplions
par V A(w™ — w™) et intégrons sur (2. Pour la troisieme estimation, nous prenons
le gradient de I'équation (7.2.12a), la multiplions par V(w" ™ —w™"), et intégrons sur
). Nous ajoutons ces trois estimations, appliquons les inégalités de régularité (7.2.28)
et (7.2.29) puis intégrons sur (0,t). Alors,

t
1670l s + 1|5 672022 gy + / IV £ 6720]23 g ds
t
< / Pyl ey (0™ (60 |70 B s

0

t
T / Py(llallzy) sup{ a0 =y Y2116 202 ds

0

J

t t
0 0
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ol n peut étre choisi arbitrairement petit. Nous sommons alors pour k entier compris
entre 1 et n.

S (10wl + 18 wlEa) + 3 [ 17 A W) 0
k=1
t) <2H5kw||1%12(9)> + 27 ZHfska?m(Q)
k=1

+ (1) w! _w0||]1-112 ) HllV Aw! — w)|[E )

ot Uy est une fonction L'(0,7). Comme Y ,_, 6*w(-,0) = 0, la norme H?(2) de la
condition initiale reste bornée indépendamment de n. Apres avoir utilisé (7.2.28),
nous pouvons appliquer le lemme de Gronwall. Donc, pour tout 7' < T, il existe une
constante Cr telle que

n
ZHwkH - wkH%OO(O,T;HQ(Q)) < Cr,

n
ZHwkH — w* |20 rm3(0)) < Cr-

Donc le terme sous le signe somme tend vers 0. FIN DE LA PREUVE DU LEMME 7.2.5.

L’unicité est prouvé par des estimations similaires a celles de la preuve du lemme
7.2.5. Par la méme preuve que celle de la proposition 7.2.1, il y a explosion de la
norme H? de w & la fin du temps d’existence si T* < T*. Si ce n’était pas le cas, nous
pourrions étendre la solution au dela de T™, ce qui est une contradiction. 0

7.2.2.2 Convergence de la suite (7.1.3e)

L’existence d'une suite satisfaisant le systeme (7.1.3). est conséquence directe du
lemme 7.2.3 et de la proposition 7.2.4. Chaque élément de la suite est dans H3’g(Q X
(0,7)) pour tout T' < T, ou T est le temps d’existence de m™. Pour prouver la
convergence de la suite, nous adaptons la preuve de la proposition 7.2.4. La seule
différence est l'estimation de régularité (7.2.14) et l'inégalité (7.2.24). Cette derniere
est remplacée pour n > 1 par

|5
OOt |2+
= H (QF(Y’m 1 AYm 1) - m™)m™ — QF (y'm" 1, 4%m )
B ot

2

L2(r+)
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<

=Q

n—11|2 n||2 n||2 n—1|[2 n|2
(™ sy + Im" iz en) + nllIm” oy [l o sy + 1M iees)):
La premiere est remplacée par

nm“w@mchWWﬂ@@+wAmmw@m

n n n n n n 2
+[|@F (' 'm", M m”) — (QF (4°m”, 7/ m™) " m T m Ty

- n n - n n n n 2
+[|Qr (YPm™ 4" m™) — (Q; (7'm", 7% m") - 7"'m" )y 'm HHH%(M)
< C (Im™* gy + 118 M 22y + C(lm" gy + M 2 ) -

Cette inégalité est vérifiée car le module local de m™ vaut 1 pour tout n > 1. Le
reste de la preuve de la proposition 7.2.4 s’applique. La norme H?(2) de m™ ne peut
donc exploser avant un temps commun 7*. La norme H>2 (Q x (0,T)) de m™ reste
bornée indépendamment de n pour T' < T™. Nous extrayons une sous-suite faiblement
convergente m™, telle que m™*! converge vers la méme limite.

La limite est la solution forte du théoreme 7.1.1. Il y a une seule solution, et si
T* < +00, alors

tlir%l*HmHHg(Q) = +oo.

Si ce n’était pas le cas, nous pourrions étendre la solution au dela de 7™, ce qui serait
une contradiction.

7.2.3 Preuve de 'unicité et de la stabilité

Soient deux solutions m et m'. Alors, dm = m — m/ vérifie I’équation

E)g_;n = aANSm+ aA(Vim - V(m +m))m’' + aA|Vm|*dm — Adm A Am/
— Am A A M — om A (Hyo(m') + hey) — m' A Hyo(0m)
—adm A (m' A (Hga(m') + heyt)) — am A (0m A (Hao(m') + hext))
—am A (m A Hy.(dm)),
(7.2.30)
0 sur 0Q\ T,
aom
ay — AQ+(’}/Om, ,yo,/m7 ,Yom/’ ,.yOJm/’ ’}/Om _ ,yOml7 70,/m _ ,VO,/m/) sur F+,

AQ™("m, v m,"m/ /" m/ /'m — 'm/ " m — 1%m/) sur I~
(7.2.31)
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oll AQ™T est le polynome a 6 variables, linéaires en les deux dernieres, tel que
6Q*(a,a’,b,¥) - (a —b,a —b) = Q*(a,a’) — Q*(b, V),

pour tout a,a’, b, b’ dans R®. Nous pouvons alors multiplier I’équation (7.2.30) par
dm et intégrer sur 2 x (0,7). Par les mémes estimations que celles utilisées pour
la preuve de l'existence, et apres application du lemme de Gronwall, nous obtenons
m=m/.

Nous allons maintenant prouver la stabilité. Soit mg dans H'(2). Notons alors
T(my) le temps maximal d’existence. Notons T*(m) la borne supérieure de 1’en-
semble des temps ¢ pour lesquels il existe C' > 0 et § > 0 telle que pour tout my, telle
que [|mgy — myllL2q) < 0, la solution du systeme de Landau-Lifchitz m' associée a

my, vérifie ||m/|| < C. Nous notons aussi 7*(m) la borne supérieure de

H>3 (Qx(0,T))
I’ensemble des temps ¢ pour lesquels pour tout € > 0, il existe § > 0 telle que pour
tout my telle que [|mg — mg||L2) < 0, la solution du systeme de Landau-Lifchitz
m/ associée a my, vérifie [|[m’ — m|| ;s < e. La preuve de 'existence montre
H>2 (2% (0,T))
que pour tout C' > 0, il existe un temps T¢, et une application réelle croissante f sur
(0, T¢) a valeurs dans RT, tels que pour toute condition initiale mg satisfaisant les

conditions (7.1.1) et dont la norme H?*(Q2) est inférieure & C, on ait
T(mo) < Cllmllas g omy < 7T (7.2.32)

pour tout T" < T et ou m est la solution forte au sens de la définition 4.2.1. Donc,
T*(m) > Tijmollg o, > 0- Nous pouvons alors réaliser pour tout 7" < T*(my) deux
estimations que nous ne détaillons pas car elles ont été faites dans la preuve de
I’existence.

— Nous multiplions I"équation (7.2.30) par dm et intégrons sur Q x (0,7).

— Nous prenons le gradient de I'équation (7.2.30), la multiplions par Vom et

intégrons sur © x (0, 7).

Nous obtenons alors la stabilité sur tous les intervalles de temps (0,7') pour T' <
T*(my). Donc, T*(mg) = min(T*(my), T(my)). Nous allons maintenant prouver
que T'(myg) < T*(my). En effet supposons l'inverse, T*(my) < T'(my). Dans ce cas,
il existe C' telle que la norme H'(Q2) de m(t) sur [0, T*(my)] soit inférieure & C' — 1. 11
existe T telle que T*(ug) > T pour toute condition initiale uy dont la norme Hl(Q)
est plus petite que C. Choisissons ¢ dans l'intervalle (max(0, T*(mg) — &), T*(my)).
Il existe d telle que pour tout my, dans H'(Q), telle que la norme H'(Q2) de m{ — my
soit plus petite que ¢, la norme de H'(Q) de m/(t) — m(t) soit plus petite que 1.
Nous pouvons prolonger le temps d’existence T¢, et pour tout m( dans H?(Q), telle
que la norme H?(Q) de m{, — my soit plus petite que d, le temps d’existence de la
solution m/ s’étend au dela de T*(m). C’est une contradiction avec notre précédente
supposition. Nous avons la stabilité et le temps d’existence est une fonction semi-
continue inférieure.
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7.3 Conclusion

Nous avons prouvé l'existence et 'unicité pour une géométrie particuliere de so-
lutions fortes en temps finis du systeme de Landau-Lifchitz. L’existence de telles
solutions doit pouvoir se généraliser, a des domaines plus compliqués ou ’espaceur
n’est plus plan. Cela demanderait cependant quelques modifications techniques. Nous
n’avons pas souhaité alourdir inutilement la preuve.
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Troisieme partie

Influence de la présence d’un
espaceur mince non magnétique
sur un matériau ferromagnétique

en ’absence d’interactions
surfaciques
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Chapitre 8

La condition équivalente formelle

Considérons 'équation de Landau-Lifchitz sur un domaine ferromagnétique tra-
versé par un espaceur mince constitué d’'un matériau non magnétique. Pour calculer
I’évolution en temps de ’aimantation, nous aurons besoin de réaliser des simulations
numériques. La faible épaisseur de 'espaceur va rendre cette simulation numérique
plus difficile. En effet, si nous souhaitons, dans 'optique d’une simulation numérique,
appliquer la méthode Toeplitz pour le calcul numérique du champ démagnétisant,
nous avons besoin d’un maillage régulier. Par conséquent, mailler I’espaceur provo-
querait une explosion du nombre de mailles et donc du cotit en temps de calcul. Notre
but est d’obtenir apres développement a l'ordre 1 de ’aimantation une condition de
bord équivalente, puis de justifier rigoureusement ce développement. Nous reprenons
les notations de la section 4.1.

Dans ce chapitre, nous allons maintenant comparer les solutions du systeme
de Landau-Lifchitz (2.6.10) sur différents domaines ferromagnétiques, © ou Q°, Fi-
gure 8.a, et dériver une condition de bord équivalente pour le terme d’ordre 1. Nous
résoudrons le probleme d’existence au chapitre 9 et établirons la convergence du
développement a ’ordre 1 au chapitre 10.

8.1 La condition équivalente : le calcul formel

Tout d’abord, nous devons préciser la condition initiale. Soit une famille de condi-
tions initiales m§ indicée par £ > 0, m§ appartenant a H?(QF), |mg| = 1 presque
partout. Supposons maintenant qu’il existe m(()o) dans H?(Q), et m(()l) dans H'(Q2),
telle que

[my” — my @) = 0(1), M — m§ | o = O(e), (8.1.1a)

(0)e _, (0)
Mo L BN m((]l)mao faiblement dans H'(Q), pour tout o > 0.  (8.1.1b)
5
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Ote Ot

Domaine rel Domaine de calcul

Fi1G. 8.a: Domaines géométriques

Remarque 8.1.1. 1l existe de telles suites. Par exemple, il suffit pour méo) dans H?(Q),

(0)
0

lmg”’| = 1 p.p. dans 2, de poser

z—¢€
L—c¢

).

mg(z,y, z) = my(z,y, L

pour (z,y,z) dans F.

Pour tout € > 0, nous notons m® la solution du systeme de Landau-Lifchitz,
systeme (2.6.10), sur le domaine §2°, avec condition initiale m§. Nous souhaitons
maintenant obtenir formellement un développement a 'ordre 1 de m® sur )¢ sous la
forme m(?) + em + o(¢). Nous obtenons alors les systemes suivants.

om©
e —m O A, (mO) —am@ A (m© A I, (m©)), (8.1.2a)
Im©@| =1 dans Q x (0,7), (8.1.2b)

(0)
8’;’/ —0 sur 9Q x (0,T), (8.1.2¢)

m© (-, 0) =m"”. (8.1.2d)
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Et,
om®)
5 —mD A FH,(mO) — mO A, (mD) — am® A (MmO A H,(mO))
—am9 A (mW A, (mD) — am@ A (mO A I, (mD))
+mO A Hy(Pm O dD) + mO A (m© A FH,(7"m© dI)),
(8.1.3a)
m® . ml) =, (8.1.3b)
S 0 sur (0Q\T) x (0,7,
= Pm®  sur I+ x (0,7), (8.1.3¢)
828"350) sur '™ x (0,7,
mW(-,0) = m{, (8.1.3d)

ou v est la normale extérieure a la frontiere. L’égalité (9.1.2c) s’obtient formellement
de

0~ 0z 022 + 0z (50,°)

ou z est la troisieme variable d’espace.
Ainsi m® est la solution du systéme de Landau-Lifchitz (2.6.10) sur €, avec

condition initiale m((]o)

8(m(0) + 6m(1)) ( (82m(0) am(l) )
v E ~e )

. mW est la solution d'un systeme de Landau-Lifchitz linéarisé.

8.2 Conclusion

Nous avons établi I’équation que vérifie formellement le terme d’ordre 1 du déve-
loppement de 'aimantation. Nous devons a présent établir le caractere bien posé du
systeme (8.1.3) et prouver la convergence du développement m© + em(.



100 Partie Ill:  Influence d'un espaceur mince non magn. sans inter. surf.




Chapitre 9

Existence et unicité pour le terme
d’ordre 1

Le terme d’ordre 1 de ’aimantation vérifie I’équation de Landau-Lifchitz linéari-
sée avec un terme affine et une condition de Neumann non homogene. Il nous faut
maintenant prouver le caractere bien posé d'une telle équation. Cela passe d’abord
par une réécriture du systeme lorsque le terme de dissipation d’énergie d’échange a
été développé.

9.1 Enoncé du théoréme d’existence

0)

Rappelons que le couple m©, m() vérifie formellement

om0

0 = —m O A FH,(m?) —am@ A (m@ A I, (m©)), (9.1.1a)
m©| =1 dans Q x (0,7), (9.1.1b)
(0)
87(;7;/ =0 sur o x (0,7, (9.1.1c)
mO(-,0) =m”. (9.1.1d)
om
5 —mW A I, (mO) —m@ A I (mD) — am® A (mO A K, (mO))
—am@O A (mW A H,(m?)) — am© A (m© A I, (mD))
+ mO A FHy(V°'m O dT) + MmO A (mO A Hy(7"m© dI)),
(9.1.2a)
m . ml =0, (9.1.2b)
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PmO  sur I x (0,7),

om® 902
g: = 82373;0) sur '™ x (0,7, (9.1.2¢)
0 sur (0Q\TI') x (0,7,
mW(-,0) = m{", (9.1.2d)

Le caractére bien posé du systeme vérifié par m® ayant déja été établi dans [15],
nous nous intéressons au systeme vérifié par m. Nous allons établir le théoreme
suivant.

Théoréme 9.1.1. Soit m©) une solution du systéeme (9.1.1). Si
mgl) € H'(Q2), méo) : m(()l) =0,

alors, le systéme (9.1.2) a une unique solution m" qui, pour tout T < T*, T*
temps d’existence de m\©), appartient o L2(0,T;H?(Q)) N HY(0,T;1L%(Q)). De plus,
l'application suivante est continue.

H>2(Q x (0,T)) x H'(Q) — H>'(Q),

(m(o), mgl)) — m®,

La démonstration de ce théoréeme passe par un systeme équivalent ot le terme de
dissipation d’échange a été développé. Nous prouvons ensuite le caractere bien posé
de ce systeme équivalent.

9.2 Un systeme équivalent

Avant de montrer le caractere bien posé de ce systeme, nous allons développer
certains termes. En particulier, nous avons

A (m(o) : m(l)) =m? . Am® 4+ 2vm@ . vm® 4+ m® . Am©®, (9.2.1a)

AlmO = 2m©@ . Am©® 1 2|vm©®|". (9.2.1b)

Quand les contraintes (9.1.1b) et (9.1.2b) sont vérifiées, nous avons
m® . Am©® 4 |[vmO|* =0, (9.2.2a)
mO . AmY 4+ 2vm® . vm® + m® . AmO = . (9.2.2b)

Nous développons certains termes de 1'égalité (9.1.2a).
mY A (mOAAMD) +mOA (MmO AAMD) £ mO A (MmO A AmD)
= (mY - AmNmO + (m@ . AmD)m® —2(m©® . mW) Am®
+ (Mm@ AmMYm® — |m@)2 Am®,
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Comme les contraintes (9.1.1b) et (9.1.2b) sont vérifiées, nous pouvons utiliser les
égalités (9.2.2) et nous obtenons

mD A (mOAAMO) + mOA (MY AAMD) £ mO A (MmO A AmDY)
— —o(VmY . VmO)m® — [VmOPm® — Am®.
Nous développons 3, dans les équations (9.1.1a) et (9.1.2a). en utilisant les nota-

tions de la section 2.5.3 Donc, en particulier, le couple m®, m®) vérifie, au moins
formellement,

87;(0) —aAAMY = —AMO A AMO + 0 AIVMOPm@ — mO A, (m )
—am©® A (m(o) A }Cd,a(m(o))), (9.2.3a)
et
Om)
o —aAA m = —AmOANA MY —AmMDAA Mm@ 120 A(VMm@-Vm)m©

+ aA|lVMmOPmY —m® A H,,(mO) — mO A F,,(m)
—mO A FHy(P'm@dD) — am® A (MmO A Hyo(m))
—am 9 A (mW A Hy o (m9)) —am@ A (mO A, (mD))
—am® A (MmO A H("m O dI)). (9.2.3b)

Nous pouvons établir rigoureusement la proposition suivante :

3

Proposition 9.2.1. Soit m® appartenant o H>z(Q x (0,7)), |m©| = 1 presque
partout. Soit mY) appartenant o H>'(Q x (0,7)), m©® - m® = 0 presque partout.
Alors,

(m(l) vérifie (9.1.2a)) < (m(l) vérifie (9.2.3b)).

PREUVE : Lorsque m(® appartenant a H*2(Q x (0,7)), et m) appartenant a
H>1(Q2x(0,T)), toutes les égalités de cette section sont rigoureuses et ont un sens. [

En réalité, notre systeme est redondant.

Proposition 9.2.2. Soit m{” dans H2(Q). Soit m© dans H>2(Q x (0,T)), solu-
tion du systeme (9.1.1). Soit m(()l) dans H'(Q), m(()o) : m(()l) = 0. Soit mW solu-
tion du systéeme constitué de (9.1.2c), (9.1.2d), et (9.2.3b). Alors, m") wvérifie la
contrainte (9.1.2b). Et par conséquent, [’égalité (9.1.2a).
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PREUVE : Nous avons en utilisant les équations (9.2.3a) et (9.2.3b) :

1) . 1 © 8 0
Om™ - mT) _om7 o, 9mT o

ot ot ot

_ (m(l) A fHd,a(m(O))) mO — (O A :H:d,a(m(l))) .m
—a(mW A (MmO A, (m?)))
— a(m® A (m©® A Hyo(m®)))
+ aA(QVm(O) -VmY + Am®
+ 2|Vm(0)|2m(1) . m(O))
= 0 A2Vm© . Vm® + Am® . m® + Am® . m®
+2lVmOPmM . m©).

Donc, d’apres les relations (9.2.1),

I(mM . m©)
ot

= aA (AmD - mO) + 2 VmO P (m® . m©))

Or, m(()o) ~m(()1) = 0. De plus, % = 0 sur J2 x (0,7). C’est une conséquence
des conditions de bord sur 92\ I'. En effet, sur I,

a(m(o) . m(l)) 0) am(l) ) an(O)
ov T T T T
0(m® TLi @) %5")  romO?
= VAN =0,
ov ( ov )

oit le champ de vecteur o = (v, g, ai3) appartient & C*(Q) et satisfait o = v sur

['* et pour tout entier strictement positif k, g% = 0.

Multiplions alors 'équation (9.2) par m™® -m(©) et intégrons sur Q x (0, 7). Nous
obtenons

T
[/|m(1) -m(0)|2dw1 +aA // ‘V(m(l) -m(o))|2da: dt
Q 0 Qr
= 2aA/ IVmOP2(m® . m@)2da dt,
Qr

T
< 2aA/ ||Vm(0)||iw(9)/|m(0) -mW 2 de dt.
0 Q



Chap. 9  Existence et unicité pour le terme d'ordre 1 105

Par 'inégalité de Gronwall,

T
1 0
lm @ - m(0)||i2(9)(T) < |m{V -m(() )||i2(9) exp (20414/ ||Vm(0)||12uoo(g) dt) :
0

Donc, m™ - m(©® = 0 presque partout. O

9.3 Existence de solutions au systeme de Landau-
Lifchitz linéarisé

Pour prouver lexistence de m®, il suffit de prouver le caractere bien posé du
systeme linéaire suivant.

aa_q: —aAlhw=-mONA~Aw—wAAAMO +20A(VM? - Vw)m©®

+ aA\Vm(O)\Zw —wA fHdﬂ(m(O)) —mO A Hao(w)
—aw A (MmO AFHg,(m?) —am© A (w A Hyo(m©))
—amO A (MmO A Hy,(w)) + 6,

(9.3.1a)

0
a—:f =/ sur 00 x (0,7, (9.3.1b)
w(-,0) = wy (9.3.1c)

Pour résoudre cette équation, nous aurons besoin de préciser le domaine d’exis-
tence de 3.

Définition 9.3.1. Nous définissons H2s:c(0Q x (0,7)) comme le sous espace de
L2(02 x (0,T)), constitué des fonctions dont les restrictions a OB x (0,T), B x
{L*} % (0,T), Bx {0} x (0,T), et Bx {—L",} x (0,T) sont dans Hz1.

Nous aurons besoin du résultat de relevement suivant.

11
Proposition 9.3.2. [l existe un opérateur linéaire continu R de Haorc(02 x (0,7))

dans H>1(Q x (0,T)), tel que pour tout 3 dans Hiee(0 x (0,T))

m;—l(jm = Bsur 092 x (0, 7).

PREUVE : C’est une conséquence du théoreme A.3.2. 0
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Nous aurons aussi besoin des inégalités suivantes. Définissant

thn( ) —wA ﬂ{p(m(o)) . m(U) A J‘Cp(’l,U) — aw A (m(o) A j_(:p(m(o)))

m( (9.3.2)
—am9 A (w A I, (m)) — am@ A (mO A I, (w)).
Nous obtenons par simple application de I'inégalité de Holder que
1Fe" (w)lliz() < C'(1+ [m@ s ) w510 (9.3.3)

Nous arrivons enfin aux théorémes d’existence.

Théoréme 9.3.3. Soit m©® dans H>2(Q x (0,T)), pour tout T < T*. Soit 3 dans
11

HZic (09 x (0,T)). Soit 0 dans L2(2 x (0,T)). Soit wy dans H'(Q). Alors, le sys-

teme (9.3.1) a une unique solution w dans H>*(Q2 x (0,T)). Si plus est, w dépend

continiment des données 0,wo, 5 et de m\9).

PREUVE : Premicrement, nous réduisons ce théoreme au cas ou 3 = 0. Pour cela, soit
R le relevement de la proposition 9.3.2. Posons f = R([). f appartient & H? 1((2 X

(0, 7)) et p = af Alors, w satisfait le systeme (9.3.1) si et seulement si w — f

satisfait le systeme (9.3.1) en remplagant § par 0, wy par wy — f( 0), et O par ] qui
vaut

9—%+QAA F4+20A(f - mO)Ym© + o AlVmO P F—mOAH,(f) — FAH,(m®)
—af A(mOAHyo(mD)) — am© A (F AHao(m®)) — am© A (mO A Hyo(F)).

Nous remarquons que 5appartient AL2(Q x (0,7)). Comme f dépend continiment
de 3, le systeme (9.3.1) est bien posé si et seulement si il est bien posé quand § = 0.
Nous supposons maintenant que 3 = 0. Commencons par prouver 'unicité. Soit w

et w’ deux solutions du systeme (9.3.1). Alors, dwy = 0, ¥ =0, et

5
38_;“’ — QAN Sw = —AmO A A Sw — Asw A Am© + 20 AVMO® - Vow)m©®

+ a AV 26w — dw A Hyo(m©) =m0 A Ky, (0w) — adw A (MmO A FH g, (mD))
—am 9 A (dw A Hgo(m?)) — am@ A (mO A Hy,(dw)), (9.3.4)

sur Q x (0,7). Multiplions cette équation par dw et intégrons sur Q x (0,7"). Nous
obtenons

d
E/]5w]2dw+(aA—n)/]6Vw\2dw
Q Q

< () (Im @) + VMmOl oy ) [6w]2(0).
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Pour prouver I'unicité, il suffit alors de prendre n = a«A/2 et d’appliquer le lemme de
Gronwall. Tl nous reste a prouver I'existence, pour cela nous utilisons la base de L?(£2)
constituée des vecteurs propres (ws,...,w;,...) du laplacien avec conditions de bord
de Neumann homogenes, voir page 74. Chaque w; est dans C*(€2 x (0,7")). Posons
V,, le sous-espace vectoriel de L?(Q) engendré par (wy, . .., w,). L'espace | J° V;, est
dense dans L2(Q), HY(Q) et dans H2(Q). La famille (wy,...,w;,...) est aussi une
base orthogonale de H!(Q) et dans ﬁQ(Q) Nous notons P,, le projecteur orthogonal
de L2(Q) sur V,.

Nous pouvons maintenant appliquer la méthode de Galerkin avec la base (w;);en+.
Nous cherchons w" dans V,, ® C*°(0,T;R3), telle que

8;1; = AP, (—w" A AMO —mO A Aw" + 20(VM® - V'w”)m(o))
+P, (aA]Vm(O 2" 4 Fo40 () 4 9) , (9.3.5a)
w"y = P, (wy). (9.3.5b)

Décomposons w™ = Y7 | @ (t)w; ol les ¢; sont des fonctions de (0,7) dans R®. Le
systeme (9.3.5) est équivalent au suivant

©i(0) = (wo, w;),

pi(t) = —ANpl (¢ +AZ)\]<,0] /m wyw; dea

—AZ(,OJ /Am wleda:—l—aAZgo] /|Vm 2wjw; dee
j=1

7j=1
n 3 (0)
+ 2aA Z Z go?’k(t) / (8;2 . ij) mOw; da
jfl k=1 Q@ k
—I—ZZLP (/ F“floﬁm(ekw]) ) da:+/9wi de,
j=1 k=1 Q

pour tout i, 1 <7 < mn, et ou (e) est la base canonique de R3.

C’est une équation différentielle ordinaire linéaire en (¢}); dont les parametres dé-
pendent contintiment du temps. Le terme affine au second membre est dans L*(0,T').
Il y a donc existence locale et globale de w"™ sur [0, 7%) ou T est le temps d’existence
de m©. Nous réalisons maintenant quelques estimations sur la taille de w”. Dans
ces estimations, n est un réel positif pouvant étre choisi arbitrairement petit. C' est
une constante dépendant uniquement de €2, pouvant étre choisie bornée tant que
£ <ego=min(L*,L7).
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Premiére estimation Multiplions (9.3.5) par w™ et intégrons sur 2. Par la formule
de Green, nous obtenons

1
—i/|w”|2dw+o¢A/|Vw”|2da:: —A/(m(o) ANAw") - w"de

J/

-

I

+ aA/|V7’n(0)|2|'w”|2 da +2aA/(Vm(O) - Vw™)(m© - w") de
Q 0

4

7 1
+/9-w"dm+/Fsl’fl(;im(w”)-w”dm (9.3.6)
Q \Q g
v v

Nous estimons maintenant séparément chaque terme de la somme. Nous com-
mengons par traiter I = [, (m® A Aw") - w" dx.

’ / ( " 8w”) om\)
Z w" A . dx
—1 /0 8xk &ck

1| =

< VMOl ezl Ve e (9:3.72)
1 n n
< Eva(O)Hiw(Q)Hw [E2() + 1l V" [[f2(q)-
Puis, nous évaluons 11 = [,,|[Vm©?|w"|* dz
11| < [[VmO <o) [w"[720)- (9.3.7b)
De méme pour 111 = [,(Vm® - Vw")(m© - w") dz
1 n n
(11| < Eva(o)Hiw(me [E2() + 1l Vw"|[f2(q)- (9.3.7¢)
Ensuite, nous pouvons traiter IV = [, 6 - w" dx
1 2 1 n|2
VI < 101 + 0" oo (9.8.70)

Usant de I'inégalité (9.3.3) sur V = [ ngg%in(w”) - w" da, nous obtenons

a,d,lin n
VI < 1F26" (w™) ||l w" |2

< C 1+ [[m)g o) [w"[[72(0)
£ (14 Im®ley) V0" o e (9370

1 n n
<0 (14 2) (14 1m0 ) 10"y + 190" s
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Nous combinons toutes les inégalités (9.3.7), et obtenons pour tout 1 > 0,

5 dt/|w"|2dm+aA/|Vw”|2dac
1 n n
<c (1+5) (VMmO + [m@ |2l oy + 161220 - 71l Ve |22
(9.3.8)

Choisissons 1 = %. Par I'inégalité de Gronwall, il existe, pour tout T" < T*,
une constante C'r > 0, telle que, pour tout n > 0,

|[w"||Lee 070202 < Crs IVw"||L207x0) < COr, (9.3.9)

olt T* est le temps d’existence de m(©).

Seconde estimation Nous multiplions (9.3.5) par ¢ by — A w" et obtenons

5 dt/|Vw”\2daz+oeA/|Aw”\2daz

= A/(w" A Am(o)) -Aw"dx —QaA/(Vm(O) -Vw") - Aw" dx
0 Q

J/

~~

11

—aA/|Vm Aw"dx — /G-Aw"dw
Q

-~

III 1V

/Fagloim( " Aw"dz. (9.3.10)
Q

J/

-~

14

Nous estimons chaque terme indépendamment. Tout d’abord, nous traitons

I = [(w" AAMO) . Aw"de.
1] < Jlw" | lIA m©|Lso) [ A w" ||z
< 18 mO gy w7 g + 118 w7 9.311a)
< MmO gl o + 115w
Puis, nous estimons /1 = [,(Vm(© - Vw") - Aw" dz
[11] < VM [l | Vo [z o) | A w" |z

1 . . (9.3.11b)
< EIIVm(O)Ilim IV llEz ) + 1l A w[[f2q)
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De méme pour I11 = [,|[VmOw" - Aw" dz

(11| < VMmO |2 |w" L2 12 w2

1 0 . (9.3.11c)
< EHVm(O)Hﬁ“(Q)Hw ||]%2(Q) + 77||A’w ||I%2(Q)-

Par Cauchy-Schwarz, IV = [, 6 - Aw"dx

[IV] < —IIHIILz )l A w [z q).

(9.3.11d)
Usant de (9.3.3), nous pouvons estimer V' = [,

_ Fa ,d, lln(
obtenons

10 ") - Aw™dx, nous

a,d,lin n n
VI < [[F6)" (w") |lLe o 1A w" (L2

< O+ [m [l o)) 1wl @) | A w" 2

(9.3.11¢)

=3 — (1 + [l @) llw" i ) + nllA w"[E2q)

Nous combinons toutes les estimations (9.3.11), et obtenons

n|2 A/A n|2
2dt</|Vw|dw)+oz |A w"|* de

< = (IVmO L + m ) [[w" 122

3IQSIQ

(V" |2 + [[m [5) Vo™ 220

+ A w2 + 0]z (9-3.12)
Apres avoir choisi un 7 suffisamment petit, nous obtenons

d
S ([ivwrae) + [13urpdae < 50)+o0) [V 4 il w0 g

ol f et g appartiennent tous les deux a L'(0, 7). Par I'inégalité de Gronwall, il
existe, pour tout 7" < T™, une constante C7 > 0, telle que, pour tout n > 0

[Vw"||Le0,ri2(02)) < O, A w"[[2om)xa) < O
Nous avons prouvé, pour tout T' < T™, 'existence d’une constante Cr, telle que

|[w" ||lLe0,riL2(0)) < Cr, IVw" |1 01200)) < Cr,

ow"
|Aw"||120,702(0) < Crs H—’

< Cr.
L2(0,T5L2(2))



Chap. 9  Existence et unicité pour le terme d'ordre 1 111

La derniere inégalité est une conséquence des autres, de la contractivité de P, dans
L? et de I'équation (9.3.5a). Utilisant la régularité elliptique 5.2.1 sur §2, nous avons
aussi

| D*w" |20,y < Cr-

Donc, il existe une sous-suite w™ et w dans H>'(Q x (0,T)), tels que w"* converge
faiblement vers w dans H*'(Q x (0,7)), pour tout 7" < T*. Passant & la limite, w
ow

satisfait alors 5 = 0 presque partout sur Q2 x (0,7, w(:,0) = wy sur {2 au sens

des traces, et

<%?¢>Z&AwAAm®—Am®AAw+aAAm¢>

+ <2aA(Vm(0) -Vw)m? 4+ o A|VmO Pw + F:;’fl(;iin(w) +40, ¢> :

pour tout 4 dans (|J;%5 V,.) @ C*([0, 7%); R?). Comme | J72, V, est dense dans L?(12)
et dans H'(Q), w est solution du systeme (9.3.1).

Il nous reste a démontrer la stabilité. Premierement, 'unicité et les estimations
utilisées pour l'existence nous montrent que la taille de w dans H*!(Q x (0,7")) reste
bornée tant que la taille de m(©) dans H¥2(Q x (0, 7)), celle de 6 dans L2(2 x (0, T))
et celle de wy dans H'(Q) le sont. Comme ’équation est linéaire par rapport & wp,
il y a continuité par rapport a wy. Nous souhaitons aussi obtenir la continuité par
rapport & m?). Pour cela, nous devons procéder par des estimations trés similaires
a celles utilisées pour la preuve de I'existence.

Soient (m©), wy, 0) et (m(o)/,wg,Q’). Notons w et w’ les solutions de 1’équa-
tion de Landau-Lifchitz linéarisée ayant respectivement pour données (m®, wy, )
et (m(o)/,w{),ﬁ’ ). Nous savons déja, grace aux estimations obtenues lors de la dé-
monstration de I'existence, que la taille des solutions reste bornée quand la taille des
données le reste aussi. Pour la démonstration de la continuité, nous procédons aussi
par estimations. Tout d’abord, notons :

dw=w —w, dwy = wy, — wy,

0 — MO _ O 50 =0 —0.

om!



112 Partie IlI:

Influence d'un espaceur mince non magn. sans inter. surf.

Nous avons alors,

82—;“ —aANw=-AmO A ASw—Adw A AmY 4204 (Vm©

—_—

- Vow)m®
I

1 11
+ aA VMmO 5w + F0 (5w ) Fd 1(101;(511)) + 00
m
—_———— . LN~

TV TV
v v by g8 VII

— AomO A Aw —Aw' A AIMO +20A (Vom!?) - V' )m '

~~ >
VII] IX X

V(m® + mO®))w
XTI
— 0m O A Hyo(w') —w' A FHa(6m?)

Vv VvV
XIIT X1V

—aw A (6m@ A Hyo(m)) —aw' A (m(o)/ A Haa(6m?))
) X7 S X1 .
—admO A (W' A Hyo(m)) —am@' A (w' A Hyo(6m @)
b X{/,H g b X‘},IH 3
—adm@ A (MmO A Hy,(w') —a3n<0>’ A (6O A Hy o (w')).

g
Vv Vv
XIX XX

+ 20A (VMm@ . V') sm® ' +aAd (V(Sm

XI

Nous allons successivement faire les trois estimations suivantes :
— multiplier scalairement I’équation par dw et intégrer sur 2

— multiplier scalairement I’équation par A dw et intégrer sur €2

— multiplier scalairement I’équation par J;0w et intégrer sur Q.
Commengons par estimer les normes L?(Q) des termes VIT a X11. :

VI < [|66][c2, VIl < [[om@ e | A w2,
X e < Jlw'llesll s dm@ s, X oo < [V |2l VOm®
IXTee < [V [lea ]| Vm® | | 6m

IX 11 [ee < [l [[p2 ||V (m!

[
[
Vo m®) o [SVm O
Continuons avec 1’évaluation des termes d’anisotropie et démagnétisant X171 a X X :
I XTI, XTX, XX ||z < ||w'||2]|6m@|pe,
IXIV,XVIXVIH||z < ' |6m e,
IXV, XV Iz < Cllaw'||zeefm®|s]|6m® s,

Ces estimations nous permettent d’affirmer que la norme L?(Q) de la somme des
termes VII & XX est majorée par ¢(t)(||0(m©® wy,0)|), olt ¢ est une fonction
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appartenant a L2(0,T) pour tout 7' < T*. Et ot ¢ peut étre choisie indépendamment
des données, tant que celles-ci restent bornées. Les termes ot apparait dw se traitent
comme lors des estimations utilisées pour la démonstration de I'existence. Les trois
estimations obtenues sont alors :

d
S N0wllEe + [IVowlif. < v (@)[dwllfz + ¢*(1)[0(m ), wo, 0)]

d
—||V5w||iz +A 5wlliz < (1) Vow|Ez + ¢*(1)]|6(m ), wo, 0)]]

H ddw

HW IE= + < YO Vowllpz + [|A dwl[Es + ¢ ()| 5(m ), wo, 0)]

oll ¥ et ¢ appartiennent, pour tout 7' < T*, respectivement & L1(0,T) et & L?(0,7T)
et peuvent étre choisies indépendamment des données tant que la taille de celles-
ci reste bornée. Nous appliquons l'inégalité de Gronwall successivement a ces trois
inégalités et nous obtenons que la norme H*! de Jw est dominée par la norme des
données initiales donc la fonction qui aux données (M), wy, ) associe la solution
w est lipschitzienne sur les bornés de H¥2(Q x (0,7)) x H(Q)) x L2(Q x (0,7)) &
valeur dans H>*(Q x (0,7)). O
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Chapitre 10

Convergence a ordre 1 du
développement

Nous rappelons au lecteur le probleme obtenu au chapitre 8. Nous nous donnons
un continuum de conditions initiales m§ dans H?(2) 11 existe alors par [15] un conti-
nuum de solutions m* du systeme (8.1.2). Nous supposons aussi que les conditions
initiales vérifient (8.1.1).

Nous avons établi existence de Iaimantation m®) et le caractére bien posé du
systeme qu’elle vérifie au chapitre 9. Dans ce chapitre, nous souhaitons démontrer la
convergence & I'ordre 1 de m® vers le développement m(®) +em™) | ot les aimantations
m© et mW) sont caractérisées par les systemes (8.1.2) et (8.1.3). Le probleme est
que m© et m? ne vivent pas sur le méme domaine. Ainsi, avant la comparaison,
faudra-t-il prolonger la solution m* sur tout le domaine €.

10.1 Convergence du terme d’ordre 0. Vitesse de
convergence
Dans cette section, nous estimons la norme de m® — m(® dans Q¢. Pour prouver

la convergence, nous devons d’abord introduire un terme d’ordre 1 artificiel. Ce terme
sera introduit par I'intermédiaire de la proposition suivante.

Proposition 10.1.1. Soit

m© e H*2(Q x (0,T)), m® e H>2(Q x (0,7)),
B+ € HT5(B x {0} x (0,T)), B~ € HI5(B x {0} x (0,1)),
wy € H'(Q x (0,7)), 6 € L*(Q2 x (0,7)).

115
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Alors, le systeme suivant, avec pour inconnue w, vérifiant

88—1: —aAAw=—AwAAMO — AmO A Aw + aA|VmO 2w

+ aA(Vm® + VmOY) . Vaw)m©®' — w A Hyo(m )
—m O A Hy o (w) — am @ A (mO A H,,(w)) + 6
—am©@' A (w A Hyo(m @) — aw A (Mm@ A Hyo(m @), (10.1.1a)
sur )¢, et avec pour condition initiale et conditions auz limites,

- 0 surdQf\ (B x {£e} x (0,T%)),

T BT sur B x {+e} x (0,T%), (10.1.1b)
B~ sur B x {—¢} x (0,T*),
w(-,0) = wy. (10.1.1¢)

a une unique solution dans H*'(Q x (0,T)). De plus, il y a stabilité de la solution
dans H>'(Q2 x (0,T)) par rapport aux données (m'®, m©’ 3+ 3~ w,, 0). De plus,
— Uapplication qui envoie (m'©), m(o)/,6+,ﬁ_, wy) sur la solution w est lipschit-
zienne sur les bornés.
— Les constantes de Lipschitz dépendent de [’ouvert Q2°, mais elles restent bornées
pour € proche de 0.

PREUVE : Il suffit de réutiliser la preuve du théoreme 9.3.3. 0
Proposition 10.1.2. Soit xo la fonction caractéristique de O. Soit m=>M la solution

sur Q2 du systéme (10.1.1a) avec pour données

1 1
0= _m(O) A gfd,a(XBx(fsﬁe)m(O)) + EO‘m(O) A (m(O) A gfd,a(XBx(fsﬁe)m(o)))a

£
mi =0, m® =m°, m® =m0,
10m© 1om©
+t - _ - (.. . T == —
/8 c 81/ ( ) 7+€7 )7 /8 c ay ( ’ 9 67 )

Alors, m®W) existe et est unique dans H>'(QF). De plus, sa norme H>'(Q®) reste
bornée quand ¢ tend vers (.

PREUVE : La condition initiale et les conditions de bord sont dans les espaces requis.
Nous pouvons appliquer la proposition 10.1.1. La taille des données reste bornée. En
effet,

H om0

v < lr—em©@ — m [ (B 0,400) (07

Hi 1 (Bx(0,T) (10.1.2)
< ellm

(.7 ‘€, )

(0)
g3 (Bx(0,6)%(0,T))’
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apres extension de m(© sur B x RT* x (0,T), et ol 7_. est 'opérateur de translation
sur la troisieme variable d’espace défini par 7_.f = (z,vy, 2,t) — f(z,y,2 +&,t). Le
terme affine 6 reste borné grace au lemme 3.3.1. O

Nous définissons 64 = m® —m(?, and §m = m* —m©® —em>" . Nous faisons
des estimations sur d'm. Des estimations sur d4n feraient apparaitre des termes de
bord difficiles a traiter.

Théoréme 10.1.3. Nous avons

|m® — m® — 5m5’(1)HH2,1(QEX(O,T» = O(e),

H’n’LE — m(O)HHQ,l(QEX(O’T)) = 0(6)

PREUVE : Comme m>®) est borné dans H>'(Q x (0,7))) indépendamment de ¢, la
seconde inégalité est une conséquence de la premiere. Nous prouvons maintenant la
premicre inégalité. 'm vérifie les équations (10.1.1a) avec § = 0 et les conditions de
Neumann homogenes. La norme H'(Q2) de la condition initiale est dominée par ¢, ceci
grace a 'hypothese (8.1.1a).

Estimation des termes d’anisotropie et de champ démagnétisant Nous dé-
finissons

SF™ = —5lm A U—Cdﬁa(m(o)) —m® A Hgq(6m)
—am® A (m° A Hya(5m))
—am® A (6im A Hio(m@)) — adim A (m® A Hyo(m?)).

Or, l'opérateur H,, = H, + Hy est continu de L? dans L?, pour tout 1 < ¢ <
+00, voir théoreme 3.2.2, en particulier pour ¢ = 4 et ¢ = 6. De plus, m>W,
m© et m? appartiennent & L>°(0, T;1L5(Q%)) et a L=(0,7;1L*(9)) pour tout
T < T*. Donc, pour tout 7' < T*, il existe une constante C'(7") indépendante
de ¢ telle que

18F 200y < C(T)[162m | -
Premiere estimation Il existe pour tout 7" < T, une constante Cr telle que

||551m||Loo(07T;]L2(Q)) S CT€ ||V(5;m||L2(07T;L2(Q)) S OTE. (1013)

Pour établir cette estimation, nous multiplions 1’équation (10.1.1a) par d}m et
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intégrons sur 2. Nous obtenons

13( |51m|2dm+aA/ |V(5m|2dw) dax

2 dt
aélm, om
__AZ/ ( ox; 8zl)'5gmdm

-~

I

+aA [ (VMmO . V(mO® +m))(m® - 6m)da

J/

-

II
+aA |Vm<0>|2|5;7n|2da:+/ SIFY . Shmdx. (10.1.4)
Qe Oe

" ~

117 1V

Nous estimons maintenant chaque terme indépendamment. Premierement, nous

estimons I =3, [.. (8‘5’” ) - 0lm de.

1] < HVm(O)HLw(Qe 102|202 [V O 22|20

(10.1.5a)
||Vm N0y 102m 22 0y + 0| VO F2(0e.

Ensuite, nous majorons I1 = [,.(Vm© - V(m©® + m?))(m® - §im) dz

11| < —HV( U m0)[2 o) 102mIE2 0

(10.1.5b)
+77||V(5§ m)|22 (e
Puis, nous évaluons 1] = fQE|Vm(0)]2\5§m|2 de.
Nous estimons enfin IV = [,. 61F** . §lm de.
[TV] < I02F*[[u200) 102m 2 o)
(10.1.5d)

1
<(C (1 + 5) |’5;771"i2(gs) + n"V(S;’rnH%;(Qe)-

Nous regroupons toutes les inégalités (10.1.5), puis nous choisissons 7 suffi-
samment petit. Par I'inégalité de Gronwall, nous obtenons 'estimation annon-
cée (10.1.3).
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Seconde estimation Il existe une constante Cr telle que
HV5;7n||Loo(0,T;L2(Q)) < €CT ||A 5;mHL2(07T;]L2(Q)) < &TCT (1016)

Donc, d’aprés la proposition 5.2.1, la norme L?(0,7;1L2(Q)) de D?*8lm reste
aussi bornée par Che.

Pour établir cette estimation, nous multiplions I'équation (10.1.1a) par — A §lm
et intégrons sur €.

1d

——< IV(6m)|2dz + ad yA((s;m)de)
2 dt Qe Qe

:A/ (AmY AASIM) - 6'mda

.

~
I

—aA / (Volm - V(m® + m@)(m@ . Adlm) da

[\

-~

11

—aA \vm<0>\25;m.mgmdx—/ SIF . Adstmdx. (10.1.7)
Qe e

N J/

-~

~
117 v

Nous estimons ensuite chacun de ces termes. D’abord, nous traitons le terme

I = [.(AmO AASm) - Simde.
1] < 1AM w0 [ AGM) |2 102m|Lsor)
< 1AM ey + Al SEE (10150
< IO s |5 gy + 1 () e
Puis, nous estimons 11 = [,.(Vm - V(m® + m©®))(m©® - A§'m) dz.
1] < %HV(""/E +m )| (@e) VM 2qe) + 1| 8m|F2qe). (10.1.8b)
Nous pouvons ensuite évaluer 111 = [ |[Vm|?5im - A §'m dz.
[111] < %||V’m(0)||ﬁoo(ﬂf)||5§m|!i2mf) +nll & mf2 e (10.1.8¢c)

Enfin, nous évaluons IV = [,. 0.F*% - A §lm de.

[TV] < (J02F [z 1A 02mlu2(oe)

C (10.1.8d)
< EH(SEL'nHH%Q(QE) + [l A m[2 g0y
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Nous combinons toutes les estimations (10.1.8), et choisissons 7 suffisamment
petit. Par I'inégalité de Gronwall, nous obtenons 'estimation annoncée (10.1.6).

a6im
ot

est dominée par €, d’apres
L2(0,T5L2(Q2¢))

les estimations précédentes et ’équation (10.1.1a). Ce qui termine la preuve. 0

Quand ¢ est proche de 0, la quantité H

10.2 Convergence a ’ordre 1

Pour comparer les solutions existant sur des domaines différents comme ) et
¢, nous introduisons un opérateur de prolongement. Nous définissons 'opérateur de
prolongement Prol. par réflexions. Pour m définie sur 2°,

m sur ¢,
Prol.(m)(z,y, z,t) = ¢ m(x,y,2c — z,t)  sur B x (0,¢) x (0,7,
m(z,y, —2 — z,t) sur B x (—¢,0) x (0,7).

3

2
vérifie la condition de Neumann homogene sur le bord latéral 0B x (
I'équation de Landau-Lifchitz sur ¢ x (0,7).

Nous aurons besoin du lemme suivant pour déduire du théoreme 10.1.3, I'estima-
tion sur la norme H>'(Q x (0,7)) de m® — m(®.

Lemme 10.2.1. [ existe une constante C > 0 telle que pour tout w dans H(£2),
|Prol. (wo:) — w20y < Cellwllm o),
et pour tout w dans H3($2),

||Pr015(u|gs) — U||H2(Q) S CE||U||H3(Q)
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PREUVE : Ce résultat est la conséquence de I'inégalité

|Prol. (ujq:) — u||]Lg(Q / / lu(&,2e — 2) — u(®, 2)|* dzdz

// lu(®, —2¢ — 2) —u(, 2)*dz dz

2e—z 2
3u ,8)ds| udzdx
z ou 2
+// —(x,s)ds| dzdzx
BJ—¢|J—2e—2 O
€ 2e—z 2
§// 2(5—2)/ 8—u(§3,s) dsdzdz
B JO z 0z

2

dzdz

0
+// 2(e+2)
B J—¢
2e
sz// 8—u(
B J—2¢ 82
2

<52

 Ou,
/ %(a}, s)ds

—2e—=z

~

x,s)

2
dsdz

9z

L2(Q) '

Théoréme 10.2.2. La quantité w converge faiblement vers m) dans
H>1(Q x (0,7)).

PREUVE : D’apres le théoréme 10.1.3, la quantité ||m® — m(©||gz.1(o:) est dominée
par € pres de 0. De plus,

Hﬁs — m(O)HHz,1(Q) < HPI‘O]E(’I’TL6 — m(o)ms)HHz,l(Q) + HProlE(m(O)ms) — m(0)|]H2,1(Q)
< 2fme =m0y + 2 m Ol .

d’apres le lemme 10.2.1. Dong, la quantité lm® — m©||gz1 est dominée par . Il
existe alors une sous-suite (&,)nen et M) dans H*(Q x (0,7)) telle que

mer — (0) [—
M =M @ faiblement dans H>' (2 x (0,7)).
En
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Nous introduisons d'm = ma;m(m' Et pour tout entier £ > 0,

!
Eny,

ot

—aANG, m=-—mNANG, m—5 mAAAMD +aAlVmOPS, m
+ aA((Vm) + vm©) - Vo, mym® — &, m A Hyo(m®)
—m° A Hao(0L, m) — ad mA (MmO A Hyo(m@))
—am® A (0, m A Hao(m?)) — am® A (m° A Ha,a(0L, m))
—m@ A éﬂ-fd(x(_m)m(o)) —am@ A (m A éﬂ{d(x(_w)m(o))) dans Q°.
(10.2.1)

Nous prenons la limite au sens des distributions dans (10.2.1). m®) satisfait 'équa-
tion (9.1.2a). Comme 0 m - (m© +m?) = 0, m( satisfait la contrainte (9.1.2b).

95, m
De plus, sur 0Q \ I' —%— = 0. Donc, m) satisfait I'équation (9.1.2¢) sur 99 \ T,
Sur I,
me ?
(@',e,t) + 5 (', 07, t)| do(z')dt
(0) 2
—m )(:B',z,t) dz| do(z')dt
2~ . (0) 2
Se/ / 0 (m 2m )(a:,t) de dt
0 JBx(0,) 0z
. 2
<&l mom -m® .
N € L2(0,73H2(9)
Donc,
10m® 1 0me ?
et 0" d dt =0
[ [t (@,0%,0)| doa’)dt = O
Par conséquent,
om( 1 Om*
0%,) = lim — 2% (., 0"
5 (0 = i o GO
5 1 Om©
__aklg()a 82 (87 ’
*m
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Donc, m() satisfait 'équation (9.1.2¢) sur I'. Comme m) satisfait aussi 'équa-
tion (9.1.2d), d’apres 1'égalité (8.1.1b). m() satisfait donc le systéme (9.1.2). Comme

ce systeme admet une unique solution, m®) = m®. La suite toute entiere converge.

O
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Quatrieme partie

Influence de la présence d’un
espaceur mince non magnétique
sur un matériau ferromagnétique

en présence d’interactions
surfaciques

125






Chapitre 11

La condition équivalente formelle
en présence d’interactions
surfaciques

Nous avons dans cette partie les mémes buts que dans la partie III. Cependant,
dans cette partie, nous prenons en compte 'influence du super-échange et de 1’ani-
sotropie surfacique. Cela rendra les preuves de cette partie plus techniques et nous
obligera a utiliser les méthodes du chapitre 7.

Nous considérons un domaine ferromagnétique traversé par un espaceur mince
puis nous faisons tendre 1’épaisseur de cet espaceur vers 0. Comme au chapitre 8,
nous souhaitons obtenir formellement une condition équivalente de bord pour le terme
d’ordre 1, mais en présence de super-échange et d’anisotropie surfacique. Cela nous
permettra de réaliser des simulations numériques sans mailler 1’espaceur. Nous com-
parons pour cela les solutions du systeme de Landau-Lifchitz (2.6.11) sur différents
domaines €2 et (2, voir les notations de la section 4.1.

Dans ce chapitre, nous obtiendrons formellement une condition de bord équiva-
lente pour le terme d’ordre 1 de 'aimantation. Nous résoudrons le probleme d’exis-
tence du terme d’ordre 1 au chapitre 12 et établirons la convergence du développement
a I'ordre 1 au chapitre 13.

11.1 La condition équivalente : le calcul formel

Tout d’abord, nous avons besoin d’une famille de conditions initiales. Soit une
famille de conditions initiales mj indicée par € > 0. m§ appartenant a H?(Q°) et

127
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vérifiant les conditions

0 sur 0Q\ T,
=9 QT(Y’'m§,7"m§) sur I, (11.1.1)

Q™ (y’'m§,7*'m§) sur I,

8m0
ov

ot les Q* sont définies comme pour les conditions (7.1.1), |mg| = 1.

Nous supposons qu’il existe mél) telle que

Im® = m5 oy = O1), [Iml? —mi ¥ a@e = 06, (11.1.2a)
(0)e . (0)
w — m(()l)ms faiblement dans H'(Q), pour tout g > 0. (11.1.2b)

Remarque 11.1.1. De telles suites existent. Par exemple, il suffit pour m(()o) dans
H2(Q), |m\”| = 1 p.p. dans Q, de poser

< s(z—e)’+z—oe).

mg(z,y, z) = mg(z, y, [=5E

pour (x,y, z) dans €°.

Nous définissons ensuite m® comme la solution du systeme (4.2.1), avec pour
condition initiale mg sur €2°. Formellement, nous avons le développement au premier
ordre m® = m® +em® sur Q. Comme au chapitre 8, nous obtenons des équations
sur m et m©. m©® vérifie 'équation de Landau-Lifchitz sur Q x (0, 7).

om©)

e —m9 A H,(m?) — am©® A (m© A H,(m©)), (11.1.3a)
M| =1 dans Q x (0,7), (11.1.3b)
P 0 sur OQ\ T x (0,7),

2 =207 (MmO, m®) sur T x (0,7),  mO(,0)  =mf",

1 %4

Q™ (°'m© A% mO)  sur I'™ x (0,7),
(11.1.3¢)

Et m(") vérifie un systeme de Landau-Lifchitz linéarisé.

om
ot

= —mY AH, (M) — mO A I (mD) —am® A (MmO AT (mO))
—am O A (mW A H,(m©)) —am© A (m© A FH,(mD))
+mO A H, (Mm@ dT) + mO@ A (m© A H,(°'m @ dr)),  (1-14a)
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avec
m©® . m® =, (11.1.4Db)
(0 sur 90\ T x (0,7),
?m 0
om® | gzt DQTOImMY.1"m®), sur T x (0,7),
v
2m®
87:2 + DQ™(7'm, 1'm®). sur '™ x (0, 7).
(70””(1) _ ,ylm(o) ,yo,/m(l) _ '71’/m(0))
\ )
(11.1.4c)
mW(-,0) = m{", (11.1.4d)

ou v est la normale extérieure & la frontiere. Pour obtenir la condition aux limites de
m, nous procédons comme au chapitre 8.

19(mf —m©)

1 o )
SR () (@GN M 00 m) = QR ml A0 i)

- 1(Q+(7?’+m(°), 2 mmO) — QF (1T m®, 4%~ m())
15

1 /Om© om©)
( m m'”) 0. )

“e T bed T

om© om© *m)
70’_m(1) — — .
0z 0z ov?

~ —DQT (Y m®, 1% m(®). (v°’+m(1) +

Donc, au moins formellement, sur I'*, la condition au limite équivalente est

0 (m(l) - —8’5‘5») Im©® 9
2O
v v’ ov
= DQ*(Y’m @ A% mO) . (1 'mD — Alm @ A0 5 Mm@ (11.1.5)

— DQi (70m(0),70”m(0))- (vom(l) _

Ainsi m(® est la solution du systéme de Landau-Lifchitz (2.6.11) sur €, avec condition

initiale m(()o). m est la solution d'un systéme de Landau-Lifchitz linéarisé.

11.2 Conclusion

Nous disposons maintenant formellement de 1’équation vérifiée par m() qui est le
terme d’ordre 1 dans le développement de ’aimantation. Nous devons a présent établir
le caractere bien posé du systeme (11.1.4) et prouver la convergence du développement
m©® + em®,
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Chapitre 12

Existence du terme d’ordre 1 en
présence d’interactions surfaciques

Dans ce chapitre, nous souhaitons démontrer I'existence du terme d’ordre 1 obtenu
formellement au chapitre 11, systeme (11.1.4).

Nous avons démontré au chapitre 9 I'existence de solutions a I’équation de Landau-
Lifchitz linéarisée avec des conditions aux limites de Neumann fixées dans H?'. Nous
avons démontré au chapitre 7 I'existence de solutions a 1’équation de Landau-Lifchitz
avec des conditions de Neumann non linéaires dans H®2. Nous prouvons dans ce
chapitre I'existence de solutions a I’équation de Landau-Lifchitz linéarisée avec des
conditions de Neumann affines. Nous obtenons d’abord l'existence et l'unicité de
solutions dans H32 pour des données suffisamment régulieres. Nous pourrons ensuite
déduire des résultats précédents l'existence de solutions dans H?*' pour des données
moins régulieres.

12.1 Enoncé du théoréeme d’existence

Rappelons que le couple m©, m() satisfait formellement le systéme
om©
o5 = —mYAH(mY) = am® A (m® A3, (M), (12.1.1a)
m Y| = 1 dans Q x (0,7), (12.1.1b)
Gy ©) 0 sur OQ\ T,
g: =0 Q (Mm@ AmO) sur T, 0 sur9Q x (0,7), (12.1.1c)
Q (1°m®,1m) sur I,
mO(-,0) =m)”, (12.1.1d)
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pour le terme d’ordre 0, et

om

ot

= —mW A I, (m?) — mO AT (mB) —am® A (Mm@ A FH,(m?))
—am@O A (mW A FH,(m ) —am© A (mO A I, (mD))
+ mO A FH(V'm O dT) + MmO A (m©O A Hy("m© dI)),

(12.1.2a)
m®» . ml =0, (12.1.2D)
(0 sur 00\ I' x (0,7,
m® - DQtEg(lm(o),,yo,/m(o)) . (,yomu)’,yo,/m(l)) T o (() T)
” be lﬁ V7 m0) - (" m 4 mY) sur '™ x (0,7).
\ (12.1.2¢)
mW(-,0) =m{, (12.1.2d)
avec
BT = =DQT(Y’'mV, A %m) . (yim®, 45'm) (12.1.3a)
5~ = —DQR*(Y’m? Am©). (’yém(o), 73"m(0)) : (12.1.3b)

Nous avons déja prouvé le caractere bien posé du systeme que vérifie m(® au cha-
pitre 7, théoreme 7.1.1. Il nous reste a prouver le caractere bien posé du systeme
vérifié par m") par rapport aux données m((]l), m(9. Pour cela, nous devrons intro-
duire un probleme équivalent ou le terme de dissipation d’énergie lié a 'interaction
d’échange a été développé.

L’existence et I'unicité de solutions au probleme formellement satisfait par m®
sont données par les théoremes suivants.

Théoréme 12.1.1. Soit m© dans H>2(Q x (0,T)), solution du systeme (12.1.1)
de Landau-Lifchitz avec temps d’existence T*. Soit § dans H"2 (£ x (O T)) pour tout
T < T*, et telle que 6 - m© presque partout Soit 7,3~ dans H2’4 (T* x (0,7)),

orthogonales presque partout ¢ m® . Soit m0 ) dans H?(Q) orthogonal presque partout
sur Q a m© et vérifiant

omW

g:/ =0 sur oQ\ T,

omy) + 0) O 0. (1) oy (1) + + 12.1.4

o = DQ (V’mO A% 'my’)(v'mg’ ' my ) + 87(-,0) sur T, (12.1.4)
1

om" (1)

o = DQ(1'my A"mi)) (1m0 mg?) + 57 (. 0) sur T
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Alors, il existe une unique solution m dans H>2(Q x (0,T)) solution du sys-
teme (12.1.2).

Le précédent théoreme ne sera pas suffisant car 3+ et 5~ ne sont pas dans notre
cas suffisamment réguliers. Mais la preuve du dernier théoreme est nécessaire avant de
pouvoir diminuer les conditions de régularité comme nous le faisons dans le théoreme
suivant.

Théoréme 12.1.2. Soit m© dans H>2(Q x (0,T)) solution du systéme de Landau-
Lifchitz avec temps d’existence T* > 0. Soit 0 dans L*(Q2 x (0,T)) pour tout T < T*,
et telle que O est orthogonal @ m©) presque partout. Soit B+, 3~ dans H%’i(f‘i X

(0,7)), et telle que B* - m©® = 0 presque partout. Soit mgl) dans HY(Q) vérifiant

mgo) -mél) = 0 presque partout sur §. Alors, il existe, une unique solution m") dans

H>Y(Q % (0,T)) au systéme (12.1.2).

Ce chapitre est entierement consacré a la preuve de ces deux théoremes.

12.2 Un probleme équivalent

Nous utilisons la méme méthode qu’a la section 9.2. Nous rappelons que si m©
appartient & H32 (2 x (0, 7)), m® a H2(Q x (0,7)), et si [m©@| =1, m©@ .m® =0
presque partout sur  x (0,7*), alors

mY A (MmO AAMOD) 4+ mO A (mYAAMD) +mO A (MmO A AmMmD)
= (mY - AmNmO + (Mm@ . AmD)m® —2(m©® . mW) Am®
+ (MmO AmMYm® — |mO@)2 Am®,

La proposition 9.2.1 reste donc valable. Et, nous pouvons remplacer dans le sys-
teme (12.1.2) I'équation (12.1.2a) par

Omm
ot

—aAAMY = —mOAAAMY —mD A AAMO
+ 20A(Vm? . VmMym© + o A|Vm© 2m®)
—mY A (mO) = mO AF,(mD) —mO A I ("m© dTl)
—amM A (MmO AH,(m?) —am@ A (mY A Iy (m©))
—amO A (MmO A Ho(mD) —am@ A (m@O A FH("'m@dr)), (12.2.1)

Comme au chapitre 9, la contrainte d’orthogonalité (12.1.2b) est redondante. En
effet,
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Proposition 12.2.1. Soit mY" dans H2(Q). Soit m© dans H*3(Q x (0,T)), so-
lution du systeme (12.1.1). Soit mél) dans H'(9), méo) -mél) = 0. Soit mY solu-
tion du systéme constitué de (12.1.2c), (12.1.2d), et (12.2.1). Alors, m"Y) wvérifie la
contrainte (9.1.2b). Et par conséquent, ['égalité (12.1.2a).

PREUVE : Nous avons am(oa)z-‘/m(l) = a’gt(o) -mW 4 a"a‘—t(l) -m9. Donc, par le méme
calcul que celui effectué lors de la pruve de la proposition 9.2.2 :

I(mY) . m)

G = ad (AmY - m®) 4 ATmO P m)).

De plus, la condition aux limites vérifiée par m©-m ) est une condition de Neumann.

=0sur 9L\ T x (0,7),

v
0) . 1
d(m (; mW) = 20" (°'m @, /% m@)0m©® . A0m® sur T x (0, 7),
v
H(m© .
(m 5 m’) = —2Q7 ("*m O AYMmNAOM @ A0 sur I x (0, 7).
v

Nous multiplions I’équation (9.2) par m(®) - m© et intégrons sur Q x (0, 7).

T
[/ im .m0 dm} + (A —1n) // [V (m® . m(O))‘Z dedt <
Q 0 T

T
C
2aA/ ||Vm(0)||]2Loo(Q)/|m(0) -m(1)|2dazdt+—3// Im© . mW 2 de dt.
0 Q n Qr

Or, méo) . m(()l) = 0. Donc, par le lemme de Gronwall m© - m® = 0. O

12.3 Démonstration du théoreme d’existence

Pour prouver 'existence dans H?”%(Q x (0,T)), nous procédons en quatre étapes.

(1) Preuve de l'existence avec une condition de Neumann homogene par la méthode
de Galerkin.

(2) Relevement d’une condition de Neumann affine puis existence avec condition
de Neumann affine.

(3) Construction d’une suite dont chaque élément w™ " est solution d’une équation
de Landau-Lifchitz linéarisée avec condition de Neumann affine, chaque élément
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étant solution de (12.3.2a), (12.3.2¢) et de la condition de Neumann affine

suivante.
P 0 sur 9Q\ I' x (0,7,
5, = ) PQT('m"m) - (Y w" AN w") + 5 sur I < (0, T),

DQ™(v"m,7"m) - (y°w",7%w") + 87 sur I'™ x (0, 7).
(12.3.1)

(4) Convergence de la suite vers la solution en prouvant que la suite est bornée et
que la différence de deux éléments consécutifs tend vers 0.

12.3.1 Le systeme de Landau-Lifchitz affine

Considérons le systeme suivant.

%—1: =—AmAAw - Aw N Am+ Ao Aw + Aam|w + 2Aa(Vm - Vw)m
—mAHg(w) —wAHyo(m) —am A (mAHy,(w))
—am A (wAHge(m)) —aw A (mAHg,(m))+6,
(12.3.2a)
m-w =0, (12.3.2b)
w(-,0) = wy, (12.3.2¢)
. 0 sur 0\ T' x (0,7,
e DQ*(v"m,y"m) - (1"°w,y"w) + BT sur '™ x (0,7), (12.3.2d)

DQ™(y’'m,7"'m) - (y'w,y"w) + 3~ sur I'" x (0, 7).
oll w est 'inconnue et m appartient a H¥2(Q x (0, T)).
Alors, nous avons

Proposition 12.3.1. Soit T* > 0. Soit m dans H>2(Q x (0,T)) et  dans H“2 (2 x
(0, 7)), pour tout T < T*. Soit wy dans H?*(L), % = 0 sur 0N2. Alors, il existe un
unique w telle que w(-,0) = wy au sens des traces, % = 0 sur 0Q x (0,T%), et

vérifiant ’équation modifiée de Landau-Lifchitz linéarisée (12.3.2a).

PREUVE : Nous utilisons la méthode de Galerkin comme au chapitre 9. Nous intro-
duisons la base orthonormale wy, . .., w,, ... de L?(2) constituée des vecteurs propres
de l'opérateur de Laplace avec conditions de Neumann homogenes. Nous notons V,,
le sous-espace de L2(€2) engendré par les vecteurs wy, . . ., w,. Nous notons P, le pro-
jecteur orthogonal sur V,, dans L%(2). P, est aussi un projecteur orthogonal dans
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H'(Q) et dans H2(9). Nous introduisons pour chaque contribution p & excitation

F2 (w) = —w A H,(m(0)) — m(0) A Hy(w) — aw A (m(0) A H,(m(0)))

— am(0) A (w A F,(m(0))) — am(0) A (m(0) A K, (w)).
(12.3.3)

Nous cherchons alors w" dans H'(0,7) ® V;, telle que

8;; —adAANW" =P (—Aw" ANAm — Am A Aw" 4 20A(Vm - Vw"™)m)
+ aAP,(|Vm [ w" + F&M (w"™) + ),
(12.3.4)
w"(-,0) = Pn(wy) (12.3.5)

A partir de maintenant, dans les estimations, 7 représentera un nombre stricte-
ment positif pouvant étre choisi arbitrairement petit. C' représentera une constante
générique ne dépendant que de €2. Pour réaliser ces estimations, nous aurons besoin
des inégalités suivantes.

|E&™ (20) 2y < C'(1+ [lmllssoy) foolles o, (12.3.6a)
[VEL () |z < C'(1+ sz [ow] sz o (12:3.6b)

Nous savons déja, d’apres le Théoreme 9.3.3 chapitre 9, que w™ existe sur [0,7%) et
est unique. De plus, w" est borné dans H*>!(Q x (0, 7)) indépendamment de n. Nous
n’avons besoin que d’une estimation supplémentaire. Nous multiplions (12.3.4) par
A?w™ et intégrons sur 2. Comme A% w" appartient a V,,

14 /]Aw”|2d33 +aA/|VAw”|2da::A/(V'w”/\Am)-VAw”da:
27t \ Jg o )

J/

-~

I

+A/(w”/\VAm)-VAw”d:B+A/(Vm/\Aw”)-VAw”da:
Q Q

v~

~
11 11T

s

—2aA / (Vm - D*w")m -V Aw" dx —2a A / (D*m - Vw")m -V Aw" dzx
Q Q
v v

- QQA/(Vm -Vw")Vm -V Aw"dx —20zA/(D2m -Vm)w" - VAw"dx
Q Q

v~

-
VI VII
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Q

—ozA/|Vm|2Vw”-VAw"da:—/VG-VAw”dm
Q

VIt X
- / VEZM0 (™) . V Aw™de (12.3.7)
Q

S/

-~

X

Nous évaluons maintenant chaque terme indépendamment. Commencons par traiter

I=[,(Vw"AAm) - VAw"de.
1] < [IVw"||lLs @) [ A mlus @IV A w"{|Lzo)

1 . . (12.3.8a)
< EHAmHHﬁ o 1w [Ez@) + IV A w" ||z q

Puis, nous estimons /1 = [,(w" AV Am)-VAw"de
(1] < [[w"[luee@ IV Amliz )|V A w2

1 . . (12.3.8b)
< EHVAm”LQ o llw" G2 + 1lIV A w" (|2 q

Ensuite, nous pouvons traiter 111 = [,(Vm A Aw™) -V Aw" dz.
(L] < [[Vm|pe o) | A ™[l o) [V A w"||Laq)

L ) ) (12.3.8¢)
< %"deHi?(Q)HAw T2y + 1MV A w20

Puis, nous estimons IV = [,(Vm - D*w™)m -V A w" de.
[TV] < [mie(@ V|| D*0" l20) [V A w" |20

. . (12.3.8d)
< M@l Vmlie IV [Eq) + 0V Aw" |z

Estimer V = [,(D’m - Vw")m - V A w" dz donne
V| < 1 D*mflus) | V" [lLso) |V A w" 2

. . (12.3.8¢)
< Il o) 0" [z o) + 1lIV A w” |22

Nous pouvons alors évaluer le terme VI = [,(Vm - Vw")Vm -V A w" dx ainsi que
le terme VIII = [,|[Vm[*Vw" - V Aw" dx.

1 n n
\VI|,|VIII| < %vauw o IVwW"|[F20) + 7lIV A w" |20 (12.3.8f)
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Puis, nous estimons VII = [,(D’m - Vm)w" -V A w" da.
1 n n
(VI < %”DQmHi%Q)”vaLG ollw"feq + 0V Aw"|[Eag).  (12.3.8g)
Estimer /X = [, V0 -V A w"dx donne
1 n
11X < %Hveniz(m + 0|V A w12 - (12.3.8h)

Utilisant 'inégalité (12.3.6), nous estimons X = [, VE&*™ (w") - V A w" dz.
|X] < (IVERS " (w") Lz [V A w” e
C n n
< @(1+Hm||§p )1 () + IV A w” ||

Nous combinons toutes les estimations (12.3.8).

n n O n
2dt/|Aw |2dm—|—ozA/|VAw |2da:<gg()||w ||H2

+n[VA wnHL2(Q) + HV9HL2(Q)

(12.3.9)

ou g appartient & L'(0, 7). Nous choisissons 7 suffisamment petit, puis nous utilisons
le lemme de Gronwall.

||A wnHLoo(O’T;]LZ(Q)) S CT, ||VAwnH]L2((O’T)XQ) S CT. (12310)

L’estimation précédente, les resultats de régularité 5.2.1 et le lemme 5.4.2 prouvent
que la suite w" reste bornée dans H¥2(Q x (0,T)) pour tout 7' < T*. Donc, nous
pouvons extralre une sous-suite telle que, pour T" < T™, w™ converge faiblement vers
w dans H33(Q x (0,T)). La limite vérifie ‘Z—’“If =0, w(-,0) = wy, et

//on:r —¢d:cdt

:—A// (wAAm+mAAw—alAw—2a(Vm - Vw)m)pdedt
Qx(0,T)

+aA // (IVmfwdz dt + F5™ (w) + FL™ (w) + 6) 9,
Qx(0,7)

pour tout t dans C'(0,T;R?) ® J;2, V;,. Comme cet espace est dense dans L?(Q x
(0,7)), w est une solution.

Prouvons maintenant 'unicité. Soit w et w’ solutions du systeme (12.3.2a), alors
dw = w’ — w est solution de (12.3.2a) avec pour terme affine § = 0, et la condition
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initiale wy = 0. Apres avoir multiplié cette équation par dw et intégré sur 2 x (0,7),
nous obtenons l’estimation suivante.

T
[/|§w|2dm] +(aA—n)// 5V w|? da dt
Q 0 T
T

SC(??)/ (1 + [lmllfn o) + IVmlEe@)l0wlizq) dt.  (12.3.11)
0

Nous choisissons 7 = «A/2 et I'unicité s’ensuit par le lemme de Gronwall. 0

Nous obtenons facilement du résultat précédent le corollaire suivant.
Corollaire 12.3.2. Soit T < T*. Soit m dans H>2 (Qx (0, T)) pour tout T < T*. Soit
33
BF, 87 dans Hgy* (I x (0,T)). Soit wy in H*(Q) satisfaisant les conditions (12.1.4)
avec QT, Q™ = 0. Alors, il existe une unique solution w du systeme constitué des
équations (12.3.2c), (12.3.2a) et (12.3.2d) avec QT,Q~ = 0.

PREUVE : 87 et 3~ satisfont les conditions de compatibilité nécessaires a I'applica-
. . . . 3
tion du Théoréme A.2.6. Donc, il existe un relevement v dans H*2(Q x (0,7)), tel

que v vérifie les conditions de bord vérifiées par w dans (12.3.2d) avec Q*,Q~ = 0.
Nous définissons alors

~ 0

0= —a—:: —Am A A w —Av AN Am+ AaAv + Aalm|w + 2Aa(Vm - Vo)m

—mAHg,(v) —vAHzo(m) —am A (mAH(v) —am A (vAHga(m))
—av A (mAHg.(m))+ 0.
] appartient a H2 (Qx (0,7)), wy —v(+,0) vérifie alors les conditions de Neumann

homogenes. Nous utilisons la proposition 12.3.1. Il existe donc w telle que w = u+v
soit la solution recherchée. Comme wu est unique, w ’est aussi. 0

Corollaire 12.3.3. Soit 0 < T*. Soit m dans H>2(Q x (0,T)) pour tout T < T*.
Soit a dans H>2 (Q x (0,T)). Soit 3+, 3~ dans ]H[(%% (T'x(0,T)). Soit wy dans H*(Q)
vérifiant
0 sur (0Q\T') x (0,7,
=< DQT(Y'mo,7"my) - (1%a,7%a) + T sur Tt x (0,7), (12.3.12)
DQ™ (7"mg,v*'my) - (1%a,v"a) + 6~ sur T~ x (0,7).

Alors, il existe une unique solution w du systéme constitué des équations (12.3.2a),
(12.3.2¢) et

awo
ov

0 sur OQ\ T x (0,7,
= ¢ DQT(v*m,y"m) - (1a,7v"a) + T sur Tt x (0,7), . (12.3.13)
DQ~(v"m,7*'m) - (v%a,7v*a) + 8~ sur I~ x (0, 7).

ow
ov



140 Partie IV:  Influence d'un espaceur mince non magn. avec inter. surf.

33
PREUVE : DQ*(7°m,v%'m) - (7°a,~*a) est dans Hg;* (' x (0,7)). Pour le prou-
ver, le plus simple est de construire le relevement explicitement. D’abord, nous
rappelons que H3’%(Q x (0,7T)) est une algebre, voir le lemme 5.3.5. Soit y dans
Cgo(:oo: +o00; RT), telle que x(2) = 0si z > 3min(LT,L7), et x(z) = 15si z <
%. Posons
] DQ*(m,moo)-(a,acc) dansQF,
9= DQ-(m,moo)-(a,aooc) dans Q.

ou o est 'application qui envoie (x,y, z,t) sur (z,y, —z,t). Nous posons alors
ooy z) = [ A9y t)ds
0

La fonction v appartient a H?”%(Q x (0,7)) et a les propriétés requises. Nous appli-
quons le corollaire 12.3.2. U

Nous avons maintenant besoin d’un premier élément a notre suite convergente.

Lemme 12.3.4. Soit my dans H>2(Q x (0,T)) telle que % =0 sur 02\ T'. Alors,
il existe a dans H2 telle que a(-,0) = wy et 9a — 0 sur 9Q\T x (0,7).

PREUVE : Toutes les relations de compatibilités nécessaires a I'application du Théo-
reme A.2.6 sont satisfaites. a existe. O

12.3.2 Existence et convergence d’une suite vers la solution

Le Théoreme 12.1.1 est une conséquence de la proposition 12.2.1 et du résultat
suivant.

Proposition 12.3.5. Soit m dans H33(Q x (0,T)). Soit wy dans H2(Q) satisfai-
sant (12.1.4). Alors, il existe une unique solution w dans H>2(Qx (0,T)) du systéme
constitué de (12.3.2a), (12.3.2¢), et (12.3.2d).

PREUVE : Nous définissons w™ par induction. Choisissons pour w~! appartenant

H32(Q % (0,7)) le @ du lemme 12.3.4. Alors, connaissant w", posons w™* comme
I'unique solution du systeme d’équations (12.3.2a), (12.3.2c), et (12.3.1). C’est jus-
tifié par le corollaire 12.3.3. Nous avons maintenant besoin d’estimations sur la
taille de w™. Soit vy dans H?*(Q) telle que % soit nulle sur 90 \ T', et égal a
DQ*(v"m, y"m) - (4°wy, v"'wy). L'existence d'un tel vy est donnée par la méme
construction que celle donnée dans la preuve du corollaire 12.3.3. Nous définissons
alors wy = wy — vy. Posons w appartenant & H*2(Q x (0,7)) comme la solution
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du systéme d’équations (12.3.2c), (12.3.2a) et (12.3.2d) avec Q= = 0, § = 0, et la
condition initiale ug, mais avec mémes 3. Notons alors que si ST = 0, alors u = 0.
Cette solution existe grace au corollaire 12.3.2.

Nous faisons alors toutes nos estimations sur v = w"” —u. v" satisfait le systeme
d’équations (12.3.2¢), (12.3. Qa) et (12.3.1) avec les mémes conditions initiales, QF, et
6 mais avec 3* = DQ*(7"m,~%'m) - (7°u,v*'u). Les estimations sont pratiquement
les mémes que celles données dans la preuve de la proposition 12.3.1. Mais les condi-
tions de Neumann non homogenes nous forcent a utiliser des formes des résultats
de régularité tenant compte de termes de bord, corollaire 5.2.5 et proposition 5.2.10.
Donc, une majoration de la norme L2 de A v ne procure pas directement une majo-
ration de la norme H?. Nous devons introduire des estimations préliminaires.

[ ) < C(I0" ) + 120" 2 )

+ 0,/
+[IDQ* (7*m, ™ ’m)-(vw AWy )

Or,

IDQ*(m, moo) (w", w"oo)|?, wbp = (Imllizz(e) 0" + wllfp o)

Comme m appartient & C([0, T*); H?(Q)),

1<n<N

sup, (o} < 0 sup {10 oo} + sup {1807 B}

(12.3.14a)

 ully + 10

Nous utilisons la méme méthode pour estimer la norme H?.

0" M @) < C(I0" e + IV A0 2
+ 0,041\ (|2

+IDQ* (' m,7"m) - (Pw" W)Ly )

Or,

|| DQi(m7 m o 0') . (wn7 w” o O->||]I2']I%(F) S P (||m||H2(Q)) ||’U" —+ U”%p(g)
Donc,
sup {0 e} < C( sup {0 2oy } + sup {IV A 0720}

o Ny + 101y

Les inégalités (12.3.14) nous permettent de faire des estimations utiles. Nous faisons
trois estimations sur les normes de v"™ pour n > 1.
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(1) Nous multiplions I’équation (12.3.2a) par v" et intégrons sur §2.

(2) Nous prenons le gradient de I’équation (12.3.2a), la multiplions par V A v" et
intégrons sur 2.

(3) Enfin, nous prenons le gradient de 1’équation (12.3.2a), la multiplions par Vo™
et intégrons sur (2.

Les deux premieres estimations ont pratiquement été completement réalisées dans la
preuve de la Proposition 12.3.1, sauf pour la condition de Neumann non homogene.
La troisieme estimation est une simplification de la deuxieme. Nous ne reprenons pas
ici le détail des termes volumiques car nous pouvons les trouver dans la preuve de la
Proposition 12.3.1. Dans ces estimations, 1 représente un nombre strictement positif
pouvant étre choisi arbitrairement petit.

Premiere estimation Utilisant des théoremes de trace, nous obtenons

dl[v"|22q

) n n
o T oAV L) < Pollmlla) v luw)

/ v ~v”da(m)‘ (12.3.15)
r+ 1 %4

N —

+aA

< P(|lv"|m2(e)),

ou Py, P, sont des polynomes fixés.

Seconde estimation Nous obtenons

ldHA'vnHig(Q)

1 , i
<c (1 ; 5) Pz Doy 0" e

+ 77” D3Un|‘i2(g) + aA

2947
/I‘i gugt Av"do(z)| . (12.3.16)

Apres avoir intégré sur (0,7), le terme de bord a un sens avant méme d’utiliser
la condition aux limites. En effet, d’apres le Théoreme 5.3.1 si v appartient
A H33(Q x (0,7)), alors v° Av appartient a Hi(0,T;12(1)), et 9v appar-
tient & H1(0,T;1L2(Q)). Donc, d’apres [29], lemme 1.4.1.3, 2% appartient a

L 7 Otdv
H-3(0, T; L2()).
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L’évaluation de l'intégrale surfacique sur I'*, pour n > 1, donne

J.

a2,vn

ovor =7

1 n
do(z) < 3 [Av Hi2(r+)

2
0(DQ*(1’'m,7%'m) - (Y w" ! 7> w" ™))

ot

1
2

Y

L2 (1)

1AV 2y < CHAV"|IE2q) (1A V" lL2i@) + IV A 0" lL2e))2.
Et,

0(DQ*(1°m,7*'m) - (Y w" ! 7™ w" ™))

ot
L2(T+)
om e
< Pl 52| 1o
HI (9)
3 1
(vt + )| A"t +u)||*
HL(Q) L2(Q)

Par (12.3.2a), si n > 1, il existe C' dépendant de la norme H32 de m, telle que

vt o1
< O™ sy, ‘ < Cllv™ 2.
H ot H(Q) ot L2(Q)
Donc,
62/07‘& n 1 om 2 2 1112
/Fi avar 2| B =€ (1 " 5) HW () (0" 2oy + 10 )
n||2 n—1(2 ou 2
H ()
(12.3.17)

Troisieme estimation C’est une simplification de la précédente.

1 d[[Vo[[72 g n 1 "
s Tad|Av ||I2L?(Q) < (14 =) Bs(lm|la@) v ||12HI2(Q)
2 dt i
)| D*" | Pag +aA/ 90" A v do(x)|
©) T+ 81/

(12.3.18)
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Mais,

2

oo™
T+ 81/

oo™
v

1
A" do(@)| < 1AV e + 5 '

L2(T+)
<A U”“E?(Q)Hv A’””Hﬁ?(g)
+P3<||m|er Do +ulfaq
<_\|Av"||L2 )+ Pallmlle@) 0" + wlfaq)
+77HVA'UHHL2(Q)7

ou les P; sont des polynomes et C' une constante ne dépendant que de la norme
L>°(0,T;H?*(Q2)) de m qui est bornée pour tout T' < T*.

Nous choisissons n suffisamment petit, combinons toutes les estimations, et obtenons
pour tout n > 1

T
[0 2 + 180" 2y + / IV A" a0 dE <
T
3. n 3 n—
0 [ (1D g+ D% )

1\ [ n n—
+(1+5) / V() (0" ey + 1o 1!\%2<m>dt+0<HUH%1 H

Hl@))

(12.3.19)

Nous prenons la borne supérieure sur 1 < n < N, utilisons les inégalités (12.3.14), et
obtenons

T
o (6" ey + 18"} + s { / ||Mv"||i2<mdt}s
1<n<N 0

1<n<

T T
/0 Cn)( sup (HU”HH1(9>)2+Hvonmlm)ﬂLHv_ll\%p(m)dﬂr/ P ([[v° |2 ey) dt

1<n<N
Hl@)) '

(12.3.20)

Nous réutilisons les inégalités (12.3.14), et par le lemme de Gronwall, nous obte-
nons que la norme L>°(0, 7;L%(Q2)) de v™, de Av", et de Vo™ sont bornées par une
constante C'(T") indépendante de n. Utilisant encore une fois les inégalités (12.3.14),
nous en déduisons 'existence d’une constante Cr telle que, pour tout T' < T,

ou
ot

w0 [ IV 2800 0 [ 1V 20 1um(mdt+c(HuHHQQwH

HUHLOO(O’T;HZ(Q)) S CT, H DS'UH]Lz(QX(O’T)) S CT. (12321)
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Utilisons 1'équation (12.3.2a) et le lemme 5.4.2. Donc, v™ reste bornée dans H?2 (Q x
(0,7)). Nous pouvons alors extraire une sous-suite qui converge faiblement dans H33.
Notons v cette limite. Supposons que nous ayons le lemme suivant :

Lemme 12.3.6. Si les deux sous-suites v™ et v™ 11 convergent faiblement dans
H>1(Q x (0,T)), alors elles convergent vers la méme limite.

Nous pouvons alors terminer la preuve de la proposition. Nous extrayons encore
une sous-suite pour que v™*! converge. D’aprés notre supposition la limite est v
pour les deux sous-suites. sur 't

oot B +/.0 0, 0, .y 0,/ .ng
o DQ"(v'm,y"'m) - (v 0™ + u, 0™ 4 ). (12.3.22)
Nous prenons la limite et obtenons
0
a_z = DQ"(y’'m,y"'m) - (Y'v + u,y""v + w). (12.3.23)

Donc, w = v + u est solution. Le résultat équivalent reste vrai sur I'". Il nous
reste & prouver le lemme 12.3.6. Pour cela, nous définissons 6"v = v+ — v, et nous
obtenons les mémes estimations sur d"v que celles obtenues a I’équation (12.3.19) sur
v, mais avec © = 0 et une condition initiale nulle. Au lieu de prendre le maximum,
nous sommons ces estimations sur 1 > k£ > n. Comme la condition initiale de la
somme est la fonction 0, nous pouvons utiliser le lemme de Gronwall. Nous obtenons
que, pour tout T' < T, il existe une constante Cr > 0 telle que, pour tout n > 1,

Z’|5nv||i°°(o,T;H2(Q)) < Cr, Z||5nv||iz(07T;H3(Q)) <Cr
k=1 k=1

Prouver le Théoreme 12.1.2 revient a prouver la

Proposition 12.3.7. Soit une condition initiale wy dans H'(Q), un terme affine 6
dans L2(Q x (0,T)), et des termes de bords 3% dans Hz'1(I'* x (0,T)). Il existe une
unique solution w dans H*'(Qx (0,T)) du systéme constitué des équations (12.3.2a),
(12.3.2¢), et (12.3.2d).

PREUVE : Nous commengons par prouver l'unicité. Soit w et w’ deux solutions
dans H>'(Q x (0,7)). Alors, dw = w — w’ sont solutions du systéme (12.3.2a),
(12.3.2¢), et (12.3.2d) avec f* = 0, § = 0 et wy = 0. Nous remarquons que
DQ* (7" m,%'m/) (/°6w, 1%/ dw) appartient a H(%d% (T* x (0,7)). Soit w” la so-
lution appartenant & H*2(Q x (0,7)) du systeme d’équations (12.3.2a), (12.3.2¢),
et (12.3.2d) avec 3% = DQ*(7°m, % m/) (10w, " dw), les Q* de (12.3.2d) pris
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nuls, et # = 0. w” existe d’apres la Proposition 12.3.1. Donc, dw — w” satis-
fait (12.3.2a), (12.3.2¢), et (12.3.2d) avec f* = 0, les Q* de (12.3.2d) pris nuls,
et 6 =0. Donc d’apres la partie unicité du Théoreme 9.3.3, dw = w”. dw appartient
donc & H*2(Q x (0,7)) et est nulle par la partie unicité du corollaire 12.3.2.
Prouvons maintenant I'existence. Comme DQ*(1°m,+%'m) - (v%wo, v%'wy) ap-
partient & H2'2 (B x (—L~, L)\ {0}), il existe, d’aprés le lemme 5.2.3 du chapitre 5,
vo dans H?(Q), telle que 22 vaut 0 sur 9Q\IT'* et DQF(7°m, v*'m) - (7 wo, 7" wo)
sur ['*. De plus, il existe une constante C' > 0, indépendante de wy, telle que vy
puisse étre choisie pour que ||vg||m2() < C|lwol|m ). Posons ug = wy — vy. Alors,
il existe w dans H>!(Q x (0,7)) satisfaisant (12.3.2a), (12.3.2¢c), et (12.3.2d) avec
pour parameétres Q¥ = 0 et conditions initiales ug. Ce fut prouvé au chapitre 9,
Théoreme 9.3.3. Par la Proposition 12.3.5, il existe v dans H3 2(Q x (0,7)) avec
condition initiale Vo, les QF originaux, et ﬁi = dQ*(7'm,y"'m) - (v'u,7%u), qui

appartiennent a H&;‘* et 0 = 0. w = v + u est la solution recherchée. U

12.4 Conclusion

Nous avons démontré 'existence du terme d’ordre 1, vérifiant le systeme (11.1.4).
Il nous reste a démontrer la convergence a l'ordre 1 du développement. C’est ce que
nous faisons au chapitre suivant.



Chapitre 13

Convergence du développement
avec super-échange

Nous rappelons au lecteur le probleme obtenu au chapitre 11. Nous nous don-
nons un continuum de conditions initiales my vérifiant les conditions de compati-
bilité (11.1.1). Il existe alors par le Théoreme 7.1.1, un continuum de solutions m®
sur Q° x (0,77) du systeme de Landau-Lifchitz (4.2.1). Nous supposons aussi que le
continuum de conditions initiales vérifie (11.1.1). Nous savons par le Théoreme 7.1.1
qu’il existe un temps commun d’existence T™ pour € petit pour tout T < T™, la
norme H*2(QF x (0,7)) de m? reste bornée, uniformément en e. Dans ce chapitre,
nous souhaitons démontrer la convergence de m¢ au premier ordre vers m(® +em®),
ot m©® et m® sont caractérisés par les systemes (11.1.3) et (11.1.4), chapitre 11.
L’existence et I'unicité de m) et de m® sont le résultat du travail effectué aux
chapitre 7, Théoreme 7.1.1 et 12, théoreme 12.1.2.

13.1 Convergence a ordre 0 : une estimation
Dans cette section, nous souhaitons démontrer que la norme H*!(0° x (0,7)) de
m® —m© est un O(e).

Pour cela, nous aurons besoin de résultats d’existence et d’unicité auxiliaires.
Notons AQ* le polynome & quatre variables tel que

Q*(a,b) — Q*(c,d) = AQ*(a,b,¢,d) - (a — ¢, b — d).

Soit m, m/, ug, B et 57, et #, nous nous intéressons au systéme auxiliaire (13.1.1),

147
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ayant pour inconnue u,

%—1; —aAAu=—-AuNAm — Am' A Au+ aA|lVm|*u
+ aA((Vm 4+ Vm/') - Vu)m' + 0 — u A Hy(m) (13.1.1a)
—m/ A Hgo(u) —am' A (m' A Hg.(uw))
—am' AN(uAHgo(m)) —au A (mAHg.(m)),
u(-, -, 0) = u, (13.1.1b)
avec des conditions aux limites Neumann non homogenes
(0 sur 0Q° \ (B x {*e} x (0,7%)),
A +/.0 0,/ 0,..7 0y .
au Q (7077;770 O’r/TL,’}/Om—;"}/O m) sur B X {+€} X (O,T*),
o~ o W L0,
AQ™ ’ v m)-
Q (70”;’770 0771770m:70 m) sur B x {—5} % (O,T*)
\ (You, o u) + 6

(13.1.1c)
Nous établissons alors le théoréme suivant.

33
Théoréme 13.1.1. Soit m, m’ dans H3v%(Q x (0,T)), soit B+, 6~ dans Hg* (T x
(0,7)), 6 dans H-2(Q x (0,T)), et uo dans H2(Q) telle que
(0 sur 09° \ (B x {£e}),
A + 0,’,’17 O’Im, om/, 0,/m .
dug “ (700 %0, K 30 ) sur B x {+¢},
G (700, 70 o) + 3 (13.1.2)
AQ™ (ygm, g m, ngm/, g 'm)-
0 0,/ _ sur B x {—g},
\ (Yoo, Yo wo) + 3

Alors, il existe une unique solution w appartenant a H?”%(Q x (0,T)), pour tout T <
T*. De plus, la solution dépend continiment des données. Donc, le probléeme est donc
bien posé. 1l existe une constante C' dépendant des normes H32 (2 x (0,T)) de m, m/
telles que

+
It oy = € (1958 0y * 19y * ol )

En outre, si 0 appartient seulement a 1L?(Q x (0,T)), %, 8~ appartiennent seulement
a H%’i(f‘ x (0,T)), et ug appartient seulement o H2(2). Alors, il existe une unique
solution w dans H>1(Q x (0,T)). la solution dépend continiment des données. Donc,

le probleme est bien posé. Il existe une constante C' dépendant des normes H?”%(Q X
(0, 7)) de m,m’ telles que

lullznseory < C (18 b ooy + 16l@xiomy + ol )
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PREUVE : C’est une simple adaptation des preuves des propositions 12.3.1, 12.3.5,
et de la proposition 12.3.7 sans changements significatifs. 0

Notons que le théoreme reste vrai pour tout les domaines ¢, et que la constante
C'(m,m'), bien que dépendant du domaine peut étre choisie indépendamment de ¢
pour ¢ restant proche de 0.

Proposition 13.1.2. La norme H*'(Q° x (0,T)) de "’E_Tm(o) reste bornée pour e
petit.

PREUVE mg’Tm(O) est solution du systeme (13.1.1) avec m = m%q., m' = m?,

(rm® — ofm®)

K
H_
Il

m | =

011, (0) — ~10/977(0)
+ AQi(’ygm(o), ,yg,/m(o)’ ,_ng((])’ f}/g’/m(o)) i (rys Ve )7

5
sur I'* x (0,7). Et,
1 1
0 = gm(o) A Haa(XBx(—eram®) + gam(o) A (MO A Haa(XBx(—erem ),

et la condition initiale est mg — m\"). La norme Hz'1(I'* x (0,7)) de 8%, la norme

L2(Qf x (0,7)) de 6, sont dominées par €. C’est une conséquence du lemme 3.3.1
et de (10.1.2). La norme H'(QF) de la condition initiale est aussi dominée par ¢ par
I'hypothese (8.1.1). Nous pouvons alors appliquer le Théoreme 13.1.1. O

13.2 Convergence du développement a ’ordre 1

Dans cette section, nous nous attachons a démontrer la convergence a ’ordre 1 du
développement, justifiant ainsi tout le travail effectué jusqu’ici. Nous commencerons
d’abord par prolonger correctement la solution m* sur ) par réflexions. Pour cela,
nous définissons

m° sur Q° x (0,7,
m° = ¢ 3me(-,-,2e — -, -) —2m°(-,-,3e — 2+, ) sur (B x (—¢,0)) x (0,7),
3me(-,-,—2e —-,-) —2m°(-,-,—3c — 2-,-) sur (B x (0,+¢)) x (0,7).
Nous pouvons maintenant étendre l'estimation Par les mémes considérations que

celles du lemme 10.2.1, chapitre 10, la norme H*' (2 x (0,7)) de 1(m® — m®) est
bornée indépendamment de € tant que ¢ reste proche de 0.
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Théoreme 13.2.1. La quantité M converge faiblement vers la magnétisation

mW | définie au chapitre 11, dans H21(Q x (0,7)).

PREUVE : Nous extrayons une sous suite €, tendant vers 0 telle que m®" converge
faiblement dans H>'(2) vers m®. Il nous reste juste a prouver que m®) = m.
Comme m® est 'unique solution du systeme (12.1.2), il suffit de prouver que m®
est solution du systeme (12.1.2), avec les mémes données. Comme dans la preuve
du Théoreme 10.2.2, chapitre 10, nous prouvons que m® vérifie I’équation (12.3.2a),
avec 0 = mO AH,(70m© dD) +m @ A (m© AH (10m©) dT)). De plus, mM(-,0) =
mg ) voir (8.1.1). Trivialement, m(!) satisfait les conditions de Neumann homogenes
sur 9Q \ I'* x (0,7%). Sur I'*, nous avons

o(me — m© o(me — m© 2
(rm m_) (m',s,t)——<m m )(az’,0+,t) do(x') dt
0z
€ 92(me — (0)
< // (m” —m )(az’,z,t) dz| do(z")dt
0
T 2(>¢e 0 2
o —m©
ga/ / (m T )(w,z,t) dz de dt
0 JBx(0,) 0z
s ||me = mO |
<e|l——
€ H0,2,0
Donc, sur I'", nous avons
om®) 1 o(me — m(®)
,0+, =1 - Cky )
0 ( ) E:TO €k 0z SR
- —3;% QB AR T 21, ) — QF (fml® o m) e, )
2m©)
~lim = (QF(gm 5 mO) (e ) — QF(gm 4 m @) 0%, ) - LT
ex—0 &, 072
- Om Om® 2m®
= —DQ* (1AM, AY'm®) <m(1) + .m® + e ) g

Donc, m™ satisfait (11.1.5) sur I't. Par le méme calcul, m() vérifie aussi (11.1.5)
sur I'". Donc, m(D) est la solution unique du systéme (11.1.4). Comme toute les sous-
suites convergentes convergent vers la méme limite m(Y | toute la suite converge. [
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Chapitre 14

Schémas en temps et en espace

Dans ce chapitre, nous exposons les méthodes que nous employons pour discré-
tiser ’équation de Landau-Lifchitz. Notre but est d’utiliser cette discrétisation pour
simuler I’évolution de m(® et de m() en 'absence d’interactions surfaciques sur I'in-
terface, systemes (8.1.2) et (8.1.3) ou au contraire en leur présence, systemes (11.1.3)
et (11.1.4). Cette discrétisation a été réalisée par S. Labbé [43] en 1'absence d’inter-
action de surface. Pour nos simulations, nous supposerons toujours Jo = 0, ceci pour
assurer la linéarité de 'opérateur Hs, voir les égalités (2.6.9).

Dans ce chapitre, nous notons :

1
]{Qfdm:@/ofd:c. (14.0.1)

14.1 La discrétisation en espace

La discrétisation en espace se fait en volumes finis. Nous considérons un maillage
cubique régulier. Ce choix est primordial pour pouvoir calculer le champ démagnéti-
sant par FFT par 'intermédiaire de matrices Toeplitz [44]. Nous devons discrétiser
les opérateurs d’anisotropie, d’échange et de champ démagnétisant. La discrétisation
de 'opérateur d’échange est la seule qui dépende des conditions de bord sur I'.

14.1.1 Le maillage

Soit un maillage M couvrant 'ouvert de calcul €2. Nous notons N le nombre de
mailles. Nous notons w; la i° maille et supposons (2 = Ui]:ol w;. Nous notons |w;| la
mesure de Lebesgue de w;.

Définition 14.1.1. Nous posons 12(M},) I'espace vectoriel R™ muni de la norme
n
ol|* = lwifof
i=1

153
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Nous posons alors :

1 n )
Py(u); = o / u(x) de, Ry(v) = wai'vz.
v i=1
Par la suite, nous supposerons toujours le maillage cubique régulier.

14.1.2 La discrétisation de ’opérateur d’anisotropie

La discrétisation de l'opérateur d’anisotropie est évidente. Elle est donnée par
l'opérateur discret H, j,.

Hopm; = <]£ K(z) dw) m;. (14.1.1)

La discrétisation des autres opérateurs, échange et champ démagnétisant, sera un
peu plus compliquée.

14.1.3 La discrétisation de 'opérateur de champ démagné-
tisant

La discrétisation de l'opérateur de champ démagnétisant est définie par
Ry:R™ — L*(Q), P L2(Q) — R",

U 1 14.1.2
v Zvilwi, Py(u); = m/ u(x) de, ( )
=1 7 wj

ou n est le nombre de mailles. Idéalement, nous poserions H, , comme P,oH ;0 R),. En
pratique, ’action de P}, est calculée par intégration de Gauss avec quelques corrections
pres des singularités 1. L’opérateur est Toeplitz et son action peut donc étre calculée
par transformée de Fourier rapide.

14.1.4 La discrétisation de ’opérateur d’échange

Nous rappelons qu’ici

1
Q(aa b) = Z (:}Cs<a’7 b) o (CL ’ f}cs<a’7 b)) a’) :
L’opérateur H est défini par (2.6.9) section 2.6.1, chapitre 2 quand le super-échange

est présent. Ce méme opérateur est nul en ’absence d’interactions surfaciques.

1On pourra se référer a [43] ou [44] pour les détails
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L’opérateur d’échange est discrétisé comme 'opérateur de Laplace.

1 0
][ Amdz = T o (). (14.1.3)
; |wil Jow, OV
Sur chaque face b;; de w;, nous remplagons ™ par el ;mi si j est 'indice de maille

tel que w; Nw; = b;; et si I'espaceur ne passe pas entre la maille ¢ et la maille 5. Si
I’espaceur passe entre la maille 7 et la maille 7, nous remplagons %i; par Q(m;, m;)
pour l'ordre 0 et par

J J J 61/2

om0
1Qm® m®) - (m" - Q(m®, m®),m® — Qm, m<°>>>+( m ) |
,J

pour 'ordre 1. Nous remplagons <agz<20>)' _par

)

1 1
2 (m(p) (0>> i

0 0
— (m| —Qm mY), ), (14.1.4)

ou la maille N'(i,j) est telle que la mailles i se trouve entre les mailles j et N'(i, j)
comme représenté a la figure 14.a.

- — Espaceur

Maille j Maille 4 Maille N'(i, 7)

F1G. 14.a: Positions relatives des mailles

Enfin, si b;; est sur la frontiere du domaine, %m est remplacé par 0. Cela donne

pour 'opérateur d’ordre 0

KO m) = 5 3 (im0 S (Qimimy). (14.15)
)

JEV (i JEVC(i)

ou V(i) est 'ensemble de tous les indices des mailles voisines de la maille 4, non sé-
parées par 'espaceur, dans le maillage et VC(i) 'ensemble des indices j des mailles
voisines de la maille 7 telles que I'espaceur passe entre les deux mailles i et 7. Nous pou-
vons alors donner la discrétisation de 'opérateur d’échange. Comme dans ’équation
de Landau-Lifchitz, les termes paralleles & m® disparaissent, nous pouvons remplacer
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dans I’équation de Landau-Lifchitz, tout terme d’excitation h’ par un terme h tel
que m A h = m A h’. En particulier, nous préférons employer I’expression d’échange
équivalente suivante.

Hop(m)i = - Z +% > (Ho(mi,my)), (14.1.6)

Jev(i) JEVC()

Pour l'ordre 1, nous définissons 'opérateur d’échange discrétisé d’ordre 1.
)

24 m, ),

A (1) ) LA m%) -m;” 0 (0
:EEE:(mi—n%>+ﬂUﬁ ——77——+QWz )
JEV(3)

A
+2 > DM m?) - (m” — Q(mi,my).m" — Q(mf” . m")),
JEVC(3)

ou () vaut 1 si la maille 7 est adjacente a I’espaceur et O sinon. Ici, N(i) est la
maille adjacente a la maille 7 telle que I’espaceur se trouve entre les mailles i et N (7).
La maille N'(i) étant la maille telle que la maille i soit entre les mailles N (i) et N'(7).
Cette discrétisation demande au moins deux mailles de chaque coté de ’espaceur.

Pour l'ordre 1, nous pouvons remplacer 5—(;2 par in,h, sans modifier I’équation
semi-discrétisée ou :

j_ci:zr(m( ), R Z <m 1))

]EV

1 (14.1.7a)
0 1 1
+E Z DX, (m m( )) (mz(»),m; )),
JEVC(3)
. (0) (0)
co 5(l) A(mNz mi ) 0 0
Ho (m©); = h2 ( ()h +H(m{”, my),)
©0) ,(0)
1 O 1 Hs(my™ myg,))
h EE: D3, (m TnAH)) A
JEVC(5)
1 0 0 0 0 0
kS (A ),
JEVO(i)

J 7 %

+D:}cs(m§°),m<°)>-(( O 3,(m®, m©@)m®, (m. g{s(mEO)’mEO)))mqo)))’

(
g = J03 + 9 (14.1.7c)
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14.1.5 L’équation semi-discrétisée

Nous commencons par définir les opérateurs suivants.

Haon(m?) = HY, (mO) + H2,(mY), H) (M) = Hyopn(m©) + H, (M),

(14.1.8)
P (mO, mW) = 3, (m©) + S{izgr(m(o), mW), (14.1.9)
3 (mO mW) = 31, P (m© mb)) 4 ﬂ{i:,io(m(o)). (14.1.10)
L’équation semi-discrétisée de Landau-Lifchitz est alors
om” (0) p (0 (7, (0) (0) (0) p 70 (77, (0)
5 = M ANH(m, ) —am; ' A (m; ANH(m; ")), (14.1.11a)
amz@) 0) L(o(0) 0 (1) (1) 0 (2 (0)
By —m;’ AH,(m"™ m®), —m; AH;(m'Y)
—am{ A (m® A 30(mO),) — am® A (m® A FHQ(m©®),) (14111D)
- amgo) A (m§°) A U-C,ll(m(o), m(l)) )

14.2 Le schéma en temps

Nous allons maintenant exposer le schéma de discrétisation en temps que nous
utiliserons. Nous notons d’abord

Hi(m) = Hapn(m) + Hop(m) + K, (m),
f]{,ll(m) = J—Ch,d(m) + }Ch,a(m) + J{iyh(m).

L’équation est discrétisée en temps par un schéma du second ordre avec optimi-
sation du pas de temps.

At;?
2
F,(m?) = —mO A 30 (m0) — am@ A (m©@ A H(m@)).

DF,(m”) - F,(m!"),

K3 (2

i

Suivant [43], le pas de temps est choisi pour maximiser la décroissance de 1'énergie.
Pour le terme d’ordre 1, nous employons le schéma

m{), —my) = At (m”, mY 3150 (m”) — 3 (19m” do(1)))
N At;?
2

D, 0 F (m”,m", 3¢5 (ml”) = 3y (1fm” do (1)) - Fy(m ")

At;?
+ B (m” Bl m(®, m{, 965 (")),

2

D%ij?f(m(-o)) - F(m{”) - Han (78Fh(m§°)) do(F))),
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ou

F(m” m!” he) = —m{) A (3, (m) + he) — mi!) A 3, (m))
—am) A (my) A (F(my)) + )
—amp) A (mi) A I (M) — ami) A (m?) A F(mi).

Nous utilisons le méme pas de temps pour 'ordre 1 que pour 1’'ordre 0.

14.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les schémas qui seront utilisés pour les
calculs de configurations numériques. Nous avons implémenté ces schémas en Fortran,
a partir du code EMicroM de Stéphane Labbé.



Chapitre 15

Calcul des états d’équilibre de
différentes configurations
magnétiques

Nous allons dans ce chapitre effectuer des simulations numériques visant a calcu-
ler I’état d’équilibre des termes d’ordre 0 et d’ordre 1 pour différentes configurations
initiales. Nous commenterons ensuite les résultats. Nous rappelons qu’asymptotique-
ment la solution de ’équation de Landau-Lifchitz tend vers 1’équilibre. Nous effec-
tuons donc grace aux schémas décrits au chapitre 14 une simulation numérique de
I’évolution en temps des termes d’aimantation d’ordre 0 et d’ordre 1. Pour obtenir
un état d’équilibre, nous arrétons la simulation une fois que la dérivée temporelle
discrete de I’énergie devient inférieure a un seuil donné. Par la suite nous désignons
par h le pas d’espace.

15.1 Parametres physiques de la simulation

Nous considérons une plaque mince maillée 256 x 128 x 1, soit dotée de 32768
mailles, avec un pas d’espace h de 2.3nm. Les parametres magnétiques du matériau
constituant la plaque sont

M, =1.4%10°, A=10""/p, K=0.

Nous choisissons comme conditions initiales et position de I'espaceur celles représen-
tées aux 15.a et 15.b. Dans toutes nos simulations, nous calculons en réalité hm(
au lieu de m(Y, ceci pour préserver la dimension physique.

Deux autre choix interviennent. Il faut en effet choisir la configuration initiale
de I'aimantation. Nous offrons une alternative entre les deux aimantations de la fi-

159
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gure 15.a. Ensuite, il faut choisir la position de I’espaceur, transversale ou longitudi-
nale, figure 15.b.

Premire condition initiale Deuzime condition initiale

F1G. 15.a: Conditions initiales possibles pour m(®

FEspaceur longitudinal FEspaceur transversal

F1G. 15.b: Possibles positions de 1’espaceur

15.2 Calculs numériques

15.2.1 Calculs numériques sans espaceur

Dans cette section, nous exposons les résultats des calculs effectués sur des géomé-
trie sans espaceur. Ces résultats donnent une base de comparaison avec les simulations
effectuées en présence d’un espaceur traversant la plaque mince. Nous calculons 1’état
d’équilibre du terme d’ordre 0 a partir des deux conditions initiales de la figure 15.a.

Simulation 0a Premiere condition initiale sans espaceur.

Simulation Ob Deuxieme condition initiale sans espaceur.
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F1G. 15.c: Simulations sans espaceur

Nous analysons maintenant les résultats des deux simulations sans espaceur. Pour
les deux simulations, nous observons que les retournements d’aimantation ne sont pas
brutaux. Cela est di a l'influence de I'interaction d’échange. Pour la simulation Oa,
nous observons deux tourbillons se faisant face de chaque c6té de I'axe transversale
traversant la plaque. L’état d’équilibre obtenu lors de la simulation Ob présente un
unique tourbillon.

15.2.2 Etats d’équilibre en ’absence de termes d’énergie de
surface sur ’espaceur
Nous effectuons les simulations suivantes a partir des conditions initiales et des
positions de 'espaceur des figures 15.b et 15.a.
Simulation 1 Premiere condition initiale avec espaceur longitudinal.
Simulation 2 Deuxieme condition initiale avec espaceur transversal.

Nous comparons les états d’équilibre atteints lors de ces deux simulations, Figures
15.d et 15.f, avec les états d’équilibre atteints en l'absence d’espaceur, Figure 15.c.
D’abord, nous remarquons que les énergies atteintes sont toujours inférieures en pré-
sence d'un espaceur. De plus, le renversement de I’aimantation est favorisé au passage
de 'espaceur. Enfin, 'aimantation finale est quasiment parallele a la plaque mince.
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Projection sur Ox Projection sur Oy Projection sur Oz
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Fi1G. 15.d: Simulation 1

Nous procédons maintenant a I'analyse des résultats obtenus lors de la premiere
simulation, figure 15.d. Tout comme [’état initial, I’état d’équilibre atteint est resté
symétrique par rapport a l'espaceur. Nous remarquons un renversement de 1’aiman-
tation au passage de 'espaceur. Deux tourbillons sont présents dans le corps ferro-
magnétique. Les murs sont épais sauf au passage de I'espaceur. Faisons un agrandis-
sement sur le tourbillon centre gauche, figure 15.e. Nous remarquons que le tourbillon
est étiré dans la direction de ’espaceur. Le terme de correction est lui presque entie-
rement concentré sur I’espaceur. Quatre tourbillons inachevés sont présents, deux se
font face a environ un quart de la longueur de 'espaceur, la paire équivalente étant
présente aux trois-quarts de la longueur sur ’espaceur.

Nous analysons maintenant 1’état d’équilibre de 'aimantation obtenu lors de la
deuxieme simulation, figure 15.f. La condition initiale d’ordre 0 est antisymétrique
par rapport a I’axe transversal. Cette antisymétrie se retrouve dans ’état d’équilibre.
Nous voyons un unique tourbillon global sur la plaque et 'espaceur est clairement
visible dans 1’état d’équilibre atteint. Nous offrons alors un agrandissement sur le
tourbillon central, figure 15.g. Encore une fois, le tourbillon est étiré dans la direction
de I'espaceur. Cela est du a I'absence d’interaction d’échange entre les deux faces de
I’espaceur. Analysons maintenant le terme de correction ou d’ordre 1. Il se concentre
presque entierement sur ’espaceur. Deux tourbillons inachevés se trouvent respecti-
vement au tiers et aux deux tiers de la longueur de ’espaceur. Nous remarquons aussi
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F1G. 15.e: Agrandissement sur le tourbillon centre gauche pour m(® lors de la pre-
miere simulation

le faible ordre de grandeur de la correction.

15.2.3 Calcul des états d’équilibre en présence d’interactions
surfaciques sur ’espaceur

Dans cette section, nous effectuons des simulations pour calculer 1’état d’équilibre
de quelques configurations magnétiques lorsque 1’on prend en compte les interactions
de super-échange. Nous avons choisi de ne pas tenir compte de I'anisotropie surfacique
K, =0 et d’ignorer le terme de deuxieme ordre du super-échange, soit J, = 0. Nous
faisons varier la valeur de J; parmi les valeurs suivantes.

J;=1.0x1077, Jy=1.0x 1074, J; =2.0x107%,
J; =5.0x 1074, J; =8.0x107%, J;=1.0x1073.

Nous n’effectuons de calculs qu’en présence d’un espaceur transversal 15.b et de la
deuxieme condition initiale 15.a.

Nous analysons maintenant les résultats. Ils sont représentés aux Figures 15.h,
15.1, 15.j, 15k, 15.1, 15.m. Nous renvoyons a la figure 15.c, simulation Ob pour
le cas sans espaceur. Quand nous augmentons la valeur de Jp, le terme d’ordre 0
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Fi1G. 15.1; Simulation 2

de I'aimantation s’approche de I'aimantation d’équilibre du probleme sans espaceur
0b. Cela confirme qu’un super-échange fort favorise I’alignement a travers I'espaceur.
Au contraire, lorsque le super-échange est faible, le retournement de I’aimantation est
bien plus brutal. Nous remarquons dans le terme d’ordre 1 deux tourbillons inachevés
qui diminuent d’intensité a mesure que la constante de super-échange J; augmente.

15.3 Conclusion

Nous avons effectué dans ce chapitre plusieurs calculs d’états d’équilibre pour
les termes d’aimantation d’ordre 0 et d’ordre 1. Nous remarquons qu’un fort super-
échange tend a minimiser 'influence de I'espaceur sur le comportement magnétique.
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FIG. 15.g: Agrandissement sur le tourbillon central pour m® lors de la seconde

simulation
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Fic. 15.h: Etat d’équilibre avec un espaceur transversal, J;

1.0 x 107%
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FIG. 15.i: Etat d’équilibre avec un espaceur transversal, J; = 1.0 x 1073
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Fia. 15.j: Etat d’équilibre avec un espaceur transversal, J; = 2.0 x 1073
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Chapitre 16

Simulation hyperfréquence

Il est difficile de mesurer la valeur de ’aimantation a l'intérieur d’un échantillon.
Tout au plus, peut-on mesurer sa valeur en surface. Pour valider les calculs, il faut
relier la valeur de I'aimantation a une quantité physiquement observable. Une telle
quantité est la susceptibilité hyperfréquence. S. Labbé et P.Y. Bertin [43,45] ont
réalisé des calculs numériques de susceptibilité hyperfréquence en 1’absence d'un es-
paceur. Les résultats étaient en accord avec les attentes théoriques et les observations
physiques. Dans ce chapitre, nous allons d’abord rappeler la définition de la suscepti-
bilité hyperfréquence puis montrer quelques exemples de calculs de susceptibilité en
présence d’un espaceur avec ou sans super-échange ou anisotropie surfacique, mais
sans super-échange biquadratique, soit Jy = 0.

16.1 Définition de la susceptibilité hyperfréquence

Nous rappelons d’abord I'équation de Landau-Lifchitz qui modélise 1’évolution de
I’aimantation dans un échantillon.
om

TR fmho), (16.1.1a)
f(m het) = —m A (Hy(m) + hext) —am A (m A (Hy(m) + hext)), (16.1.1b)
A A 8_’m _ {O sur le bord extérieur,

0 Hs(m) sur le bord séparant les deux domaines ferromagnétiques,
(16.1.1c)
m| = 1. (16.1.1d)

Ici, © est un domaine de R? et Q7 = Q x (0, 7).
Hy(m) =AAm —Km + Hy(m), (16.1.2a)
Hy(m) = K,((v-m)v —m) + J1(7"'m — 1"m). (16.1.2b)

169
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Nous pouvons maintenant définir la susceptibilité hyperfréquence [66] chapitre 17,

Définition 16.1.1. Soit my,,, un état d’équilibre associé a une excitation extérieure
hex appartenant a 1L>°(Q2). On appelle susceptibilité du systéme la matrice X (hex)
dans M3(C) obtenue par perturbation de cet état d’équilibre et définie par

1
Oc(hexe))ix = = 5o (A M)12(0r). (16.1.3)

avec A\, = (pexp(wt) ot (i est constant sur Qr. Le triplet (Cx)k=123 forme une
base orthogonale de R3. my, est une solution du systéme (16.1.1) avec my,_,, comme
condition initiale et le champ extérieur hegy + A\ et dmy, = my,,, — my.

Si les (j sont petits alors nous pouvons supposer que
dmy, = § M, exp(wt) + o(¢), (16.1.4)

olt § M, est dans H'(Q2) pour tout k dans {1,2,3}. Dans ce cas § M, satisfait formel-
lement les équations

(ZWId - Dlyhext © :}C - ‘D27hext)<5Mk> - Dl;hext (Ck)7
ol
Dl,hcxt (w) = _mhcxt /\ w — amhcxt /\ (mhcxt /\ w)’

D3 hee (W) = (H(Mney) + Rexi) Aw — amp A (w A (H(mp,) + hexi))-

ext

Pour la discrétisation du systéme il suffira de discrétiser 'opérateur H(mp,_,)
comme au chapitre 14 par H? équation (14.1.8). Nous pouvons alors inverser le sys-
teme discret en utilisant la méme méthode que S. Labbé [43].

16.2 Exemples de calculs de la susceptibilité hy-
perfréquence

Nous reprenons les exemples de S. Labbé [43] en y ajoutant un espaceur.

Nous effectuons quelques calculs de susceptibilité sur un cube maillé avec 8 mailles
dans chaque direction d’espace et un pas de 0.156 x 10~%m. Les parametres du ma-
tériau sont donnés a la table 16.1

M, Aimantation 0.27 - 10°

K Anisotropie 0.401 - 10°
A Echange 0.82-10710
a |Coefficient de dissipation 0.5

TAB. 16.1; Parametres du matériau
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L’anisotropie est uniaxiale dirigée suivant e.. Nous avons alors considéré deux types
d’espaceurs et fait varier les constantes de super-échange et d’anisotropie surfacique
dans ces deux cas.

16.2.1 Calculs de susceptibilité sans espaceur

Nous avons refait les calculs de susceptibilité hyperfréquence de Stéphane Labbé
sur le cube. Nous commencons par reproduire ici les résultats en ’absence d’espaceur.
Nous avons d’abord calculé un état d’équilibre de I'aimantation a partir d’'une aiman-
tation constante égale d’abord a e,, Figure 16.b, puis a e, Figure 16.a. Ensuite, nous
avons calculé les susceptibilité hyperfréquence, nous représentons les parties imagi-
naires de la matrice de susceptibilité hyperfréquence.

Terme zz ou yy Terme 2z

x10°

00351 4 asf

0.025- 4 asl

0.015F 1 sk

0.01

0.005

L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3

F1G. 16.a: Susceptibilité pour le cube sans espaceur avec CI suivant Oz.

16.2.2 Espaceur perpendiculaire a ’axe d’anisotropie

Ici, nous avons placé ’espaceur dans le plan Oxy perpendiculairement a 1’axe d’ani-
sotropie Oz. Nous choisissons pour ce cas une anisotropie surfacique nulle : K = 0.
Nous faisons alors varier la valeur de .J;. Nous représentons alors la partie imaginaire
des termes xx et zz de la matrice de susceptibilité, soit x11 et x33 en fonction de
la fréquence, Figure 16.d. Nous remarquons que la présence d’un espaceur ne modi-
fie pratiquement pas la susceptibilité par rapport a la Figure 16.a. La susceptibilité
hyperfréquence ne varie pratiquement par en fonction de J;.
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Terme xx
. Terme zz

x10°

F1G. 16.b: Susceptibilité pour le cube sans espaceur avec CI suivant Ox.

16.2.3 Espaceur parallele a la direction d’anisotropie

Ici, nous avons placé 'espaceur dans le plan Ozz perpendiculairement a 1’axe
d’anisotropie Oz. Nous choisissons pour ce cas le super-échange nul : J; = 0. Nous
faisons alors varier la valeur de K. Dans ce cas, ’anisotropie volumique favorise la
direction Oz pour 'aimantation alors que ’anisotropie surfacique favorise la direction
Oy. Nous avons choisi une condition initiale pour le calcul de I’état d’équilibre suivant
Oz soit peprendiculaire a 1’axe d’anisotropie. Nous représentons alors la partie ima-
ginaire des termes zz de la matrice de susceptibilité en fonction de la fréquence, soit
X33, Figure 16.e. Nous représentons aussi les termes zx et yy de la matrice de suscep-
tibilité en fonction de la fréquence, soit x11 et xa22, Figures 16.f et 16.g. Comparé a la
Figure 16.b, nous retrouvons la résonnance, la susceptibilité hyperfréquence est tres
sensible a ’anisotropie surfacique. Nous pouvons remarquer qu’a mesure que la va-
leur de la constante de I’anisotropie surfacique augmente, la résonnance apparaissant
dans les termes 2z et yy se décale vers la droite.

16.3 Conclusion

Nous avons réalisé quelques calculs de susceptibilité en présence d'un espaceur.
Nous aurions pu effectuer le méme calcul pour la quantité m sans grande difficulté.
En effet la matrice discrete a inverser ne change pas.
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F1G. 16.c: Terme xx ou yy de la susceptibilité pour le cube avec espaceur perpendi-
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Chapitre 17

Introduction a ’homogénéisation

Il est aujourd’hui possible de fabriquer des empilements de films minces de ma-
tériaux ferromagnétiques. Le comportement de ces agencements multicouches differe
de celui des corps ferromagnétiques massifs. Les multicouches [66], chapitre 20, pré-
sentent de nombreuses applications en particulier dans le domaine de l'enregistre-
ment magnétique ou magnéto-optique. Nous souhaitons étudier de tels agencements
et particulierement la limite de 'aimantation quand le nombre de couches dans un
domaine donné tend vers I'infini. Pour cela, nous devons homogénéiser le systeme de
Landau-Lifchitz.

L’homogénéisation est un procédé mathématique qui modélise des problemes phy-
siques ayant une structure périodique de période € petite devant les dimensions du
domaine. Pour homogénéiser, il faut formellement prendre la limite quand la période
¢ tend vers 0. Etant donnée une famille d’opérateurs L. et de termes sources f. et
de solutions L.u, = f., nous souhaitons obtenir le terme source f et 'opérateur
différentiel L tels que la limite de u. quand € tend vers 0 notée u satisfait Lu = f.

11 existe plusieurs méthodes pour homogénéiser, la premiere méthode [9] consiste
a effectuer un développement asymptotique formel sur u€ :

u(x) = ug (z, %) + euy <x, %) + €%uy <x, %) +..., (17.0.1)

a I'insérer dans 'équation L.u® = f., puis identifier les termes de méme ordre. Il est
alors possible d’identifier formellement L. Il faut ensuite justifier rigoureusement la
limite par une méthode entierement différente, généralement la méthode d’énergie de
L. Tartar [62]. Ces méthodes ont d’abord été appliquées en domaine constant puis sur
des domaines périodiquement perforés par des trous, D. Cioranescu et J. Saint-Jean
Paulin [19].

Pour les phénomenes périodiques, la méthode de la convergence double-échelles de
G. Allaire [3], permet de calculer 'opérateur limite L et de la justifier rigoureusement
dans la méme étape. Nous présentons cette méthode au chapitre 18. Nous 1'utilisons

181



182 Partie VI:  Homogénéisation

pour homogénéiser I’équation de Landau-Lifchitz en domaine perforé au chapitre 19,
I’équation de la chaleur pour les agencements multicouches au chapitre 20 en présence
de conduction intercouche, et I’équation de Landau-Lifchitz pour les agencements
multicouches au chapitre 21 en présence d’anisotropie surfacique et de super-échange.

En général, 'homogénéisation en domaine perforé €2¢ nécessite que la séquence de
trous soit acceptable dans le sens indiqué par A. Damlamian et P. Donato dans [20],
i.e. quil existe une famille d’opérateurs de prolongements P, qui envoie H!'(QF) sur
H!(€) avec une constante de prolongement qui ne dépend pas de €. Malheureusement,
nous allons voir que les agencements multicouches ne satisfont pas a cette condition,
ce qui va compliquer le processus d’homogénéisation pour les équations non linéaires
comme celles de Landau-Lifchitz. En effet, il sera alors difficile de passer a la limite
dans les termes non linéaires.



Chapitre 18

Convergence double-échelles :
quelques rappels

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats sur la convergence double-
échelles. Nous renvoyons aux articles [3], et [5] pour les preuves et les détails. Nous
ajoutons quelques remarques sur la convergence triple-échelles avec surfaces pério-
diques.

18.1 Convergence double-échelles

Considérons un ouvert borné O de R?. Le concept de convergence double-échelles
est basé sur I'idée qu'une suite de fonctions u? de L2(O) peut converger, dans un
sens que nous définirons dans cette section, vers une fonction (x,y) — u™ ap-
partenant a L*(O x R3) de période 1 en chaque variable de y, ou formellement
uM (x) ~ u™(x, Ny). Nous posons Y = (0, 1)3.

18.1.1 Les fonctions test acceptables

Le concept de convergence double-échelles généralise le concept de convergence
faible. Pour sa définition, nous aurons besoin de fonctions test.

Définition 18.1.1. Une fonction 1(x,y) est acceptable si elle est 1-périodique en

chacune des variables de y et si

N—oo

lim /OW(w,Nzc)\2d:c:/O/yW(a:,y)Fdwdy. (18.1.1)

Nous désignons par C3°())) I'espace constitué des fonctions de classe C* sur R®
qui sont 1-périodiques sur chaque variable, L2 ()) comme le complété dans L*(Y) de
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CE(Y), et C4(Y) comme I'ensemble des fonctions continues 1-périodiques sur chaque
variable de R?. Remarquons que L?(Y) = L2(). Nous dénotons par C*(0)@CF(Y)
I’ensemble des fonctions réelles de classe C* sur O x R? qui sont 1-périodiques sur
chaque variable de y. L'espace C**(0) ® C3*()) s’identifie & 'ensemble des fonctions
appartenant & C*(O x ) pour lesquelles les valeurs de toutes les dérivées suivant
chaque variable de y sont égales sur les plans y; = 0 et y; = 1, pour ¢ dans {1, 2, 3}.
De méme, C(O) ®Cx(Y) est Pensemble des fonctions réelles continues sur O x R? qui
sont 1-périodiques sur chacune des trois dernieres variables.

Remarque 18.1.2. D’apres les résultats de la section 5 de [3], les fonctions réelles
appartenant a C*(0) ® C2(Y), L*(0;C4(Y)) ou a L*(¥;C(O)) sont acceptables.

18.1.2 Définition de la convergence double-échelles et théo-
reme fondamental

Commengons par une définition

Définition 18.1.3. Soit F un sous-espace vectoriel de L*(O x ))) constitué de fonc-
tions acceptables au sens de la définition 18.1.1. Soit u’¥ une suite d’éléments de
L2(0), on dit que u" converge double-échelles vers u* appartenant a L2(O x ) si

lim uN(a:)@b(:c,N:v)da::/O/yuoo(:v,y)@/)(m,y)da:dy, (18.1.2)

N—o0 o
pour tout ¢ appartenant a E.

Le lemme suivant précise les notions de convergence double-échelles pour diffé-
rentes classes de fonctions acceptables.

Lemme 18.1.4. Les notions de convergence double-échelles coincident si l'on prend
comme espace de fonctions test E = C=(0) @ CX(Y), ou E = L*(O;Cx(Y)), ou
E=1%Y,C(0)).

PREUVE : Par densité de C*°(0) ® C3°()) dans les autres espaces. O

A partir de maintenant, nous travaillons avec les espaces de fonctions tests du
lemme 18.1.4.
Ce lemme permet d’obtenir le corollaire important suivant.

Corollaire 18.1.5. Soit x une fonction réelle mesurable sur R3, 1-périodique sur
chaque variable et valant presque partout 0 ou 1. Notons XV la fonction réelle y
X(Ny). Soit u™N une suite de fonctions dans L2(O) qui tend vers u™ € L2(O x ) au
sens de la convergence double-échelles. Alors, xNu™
convergence double-échelles.

converge vers xu™ au sens de la
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PREUVE : Soit ¢ dans C(O) ® C4(Y). Alors, xt appartient & L2(O;Cx())) et est
donc une fonction test acceptable. D’apres le lemme 18.1.4, nous avons

lim uN(w)x(N:l:)w(w,Nw)dw:A/ﬁ}u“(m,y)x(y)w(w,y)dydw. (18.1.3)

N—oo Jn
U
Nous reproduisons ici le théoreme 1.2 de [3].

Théoréme 18.1.6. Soit (uN)yen une suite bornée dans 12(O), il existe une sous-
suite u™k et u® appartenant a L2(O x V) telle que

lim uN’“(a:)@D(a:,Nka:)da:://uoo(m,y)z/)(m,y)dyda:, (18.1.4)
k=0 Jo 0Jy

pour tout ¢ dans C*(0) ® CL (V).
PREUVE : Voir [3] pour la preuve. O

Il existe aussi un critere de compacité forte pour passer a la limite dans les pro-
duits. Il s’agit du théoreme 1.8 de [3] que nous reproduisons ici.

Théoréme 18.1.7. Soit u™ convergeant double-échelles vers u> et v convergeant
double-échelles vers v>°. Supposons de plus,
]\}EI;OHUN”]}(O) = ||u°°||L2(@Xy). (].8]_5)

Alors, pour tout ¢ dans C*(0) @ CF¥(Y),

A}im u® (x)vN (z)é(x, Nx) dw=/u°°(w,y)v°°(zc,y)¢(:c,y) dydz. (18.1.6)
—Jo o

PREUVE : Le résultat énoncé au théoreme 1.8 de [3] est un peu moins fort car
il concerne uniquement la convergence au sens des distributions de VvV vers la
moyenne fy u®(x,y)v>°(x,y) dy. En réalité, une fois que 'on a remplacé la fonc-
tion test, la preuve est suffisante pour prouver la convergence double-échelles du
produit. O

Nous reproduisons en partie la proposition 1.14 de [3].

Proposition 18.1.8. Nous avons les deux résultats suivants.

(1) Soit (uV)nen une suite bornée dans H(O). Alors, il existe une sous-suite u™N* de
u, u™ dans H'(O) et uf® dans L?(O; Hy(Y)) tels que up, et Vou™ convergent
double-échelles respectivement vers u™ et Vau™ + Vyus°.
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(2) Soient u et +VuN deuz suites bornées dans L2(O). Alors, il existe une fonc-
tion u™ dans L*(O;HL(Y)) telle que d une sous-suite prés, u™ et 5Vu®
convergent respectivement vers u™ et Vyu™ au sens de la convergence double-
échelles.

PREUVE : Voir [3]. O

En prenant des fonctions test constantes suivant certaines variables, nous remar-
quons qu’il est possible de n"homogénéiser que sur la troisieme variable. C’est le cas
que nous considérerons aux chapitres 20 et 21. Pour les sections suivantes, les résul-
tats ne seront plus donnés que pour une homogénéisation sur la troisieme variable
d’espace. En effet, ces résultats ne seront pas utiles pour le chapitre 19, seul chapitre
ol nous avons besoin de 'homogénéisation sur les trois variables d’espace.

18.1.3 Surfaces périodiques et convergence double-échelles

Nous nous attardons sur le concept de surfaces périodiques et de convergence
double-échelles. Tous les résultats cités proviennent de [5] et [56].

Soit Y = (0,1) qui s’identifie a R/Z, soit T" un ouvert de Y et I' sa frontiere. Nous
notons Y* = Y \ I'. Nous identifions T, Y™* et I avec leur relevements universels dans
R. Soit

I'V'={z €O Nr; T} ON ={x € O,Nr3 € Y*} (18.1.7)
Nous avons alors le théoreme suivant, reproduction du théoreme 1.1. de [5].

Théoréme 18.1.9. Soit u” une suite de fonctions de L2(T'N) telle que

¥ [ @@ < c. (18.18)

C' étant une constante. Alors, il existe une sous-suite u™* de u™ et u™

a L2(O x 1)), telle que

appartenant

lim _/rNk u™ (x)p(x, No3) do(x) :/O/Fuoo(a:,y)qﬁ(a:,y) do(y)de, (18.1.9)

pour tout ¢ dans C(O) @ Cx(Y).
PREUVE : Voir [5]. O

La relation (18.1.9) définit le concept de convergence double-échelles pour les
surfaces périodiques. Les deux formes de convergence double-échelles coincident sous
certaines conditions.
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Proposition 18.1.10. Soit u’¥ une suite de fonctions de H(O) telle que

1
||UNHL2(O) + NHVUNHL%O) <C, (18.1.10)
ou C' est une constante positive. Alors, la trace de u™ sur T'V satisfait
1
< [ [N (@)]?do(z) < C, (18.1.11)
N FN

et il existe u™ appartenant a L*(O; H#(Y)) ainsi qu’une sous-suite u™k de u®, telle
que

1
lim — u™k (z)p(x, Nyas) do(x)
k—o0 Nk /ka (18.1.12)
:// (2, Yo, 1) (@, yo, 1) A dys dor (1),
i [ (@), Ner dx_// z,y) de dy, (18.1.13)

_ 1 OulNk ou ,
ggmcﬁ%@MammM—AL—Efwmwmw,GMM>

pour tout ¥ dans C(O) @ Cx(Y).
PREUVE : Voir [5]. O

Nous allons maintenant établir un analogue du théoreme 18.1.7 pour la conver-
gence double-échelles surfacique.

Théoréme 18.1.11. Soit deuz suites u” et vV bornées dans L2(O) convergeant
respectivement vers u™ et v>° au sens de (18.1.9). Supposons de plus que

]313;0—/ ()2 do(a //|u V)2 do(y) da. (18.1.15)

Alors, pour tout ¢ dans C*(0) @ CX(Y),

]\}l—rgoi/FN u® (x)v™N (z)d(x, Nas) do(x // ,y)d)(a:,y)dé;yi(i;

PREUVE : La preuve est tres similaire a celle du théoreme 1.8 de [3]. Tout d’abord,
soit 1y, une suite dans C*(0) ® C¥(Y), qui converge vers u* dans L2(O x T). Alors,

Jm 5 [ (@) = vl NeaPdote) = [ [ (@) = e )P doly) do
(18.1.17)
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Nous pouvons alors passer a la limite quand k tend vers +o0.

lim lim — |u™ (x) — Y (z, Nos)|> do(z) = 0. (18.1.18)

k—oo N—oo N

Nous avons maintenant

1
— u® (x2)vN (z)d(x, Nas) da
N N
1
=~ | n(z, Nag)o¥(z)¢(z, Nag) da
N N
+ N | (uM (x) — Yp(z, Nx3)) o™ (z)¢(x, Na3) do(x).
r
D’ou, prenant la limite quand N tend vers +oo,
S N N
]\}1_120 N /FN u (x)v (x)p(x, Nz3) do(x)

- [ [ @@ do)dz
< G/FyUOO(;c) _ u(z, Nag) | do ().

Passer a la limite quand % tend vers +oo donne le résultat escompté. 0

18.2 La convergence triple-échelles : I’échelle v N

Comme indiqué dans [3], il est facile de généraliser la convergence double-échelles
et d’obtenir la notion de convergence multiéchelle. Nous pouvons consulter [4] pour
le cas général. Nous nous intéressons au cas de la convergence triple-échelles avec les
échelles 1,v/N, N ot N est le nombre de mailles d’homogénéisation et vaut % Nous
allons citer les résultats correspondants. Nous commencons par préciser les fonctions
test.

18.2.1 Les fonctions test

Tout d’abord, il nous faut des fonctions test acceptables.

Définition 18.2.1. On dit qu’une fonction v appartenant a L*(O x Y x Y) est
acceptable si

2 2
lim / ‘w(:v,vag,ng)‘ da::///\w(w,ys,ylﬂ dx dy, dy; (18.2.1)
o olJvyJy

N—oo

Si 1 appartient & L2(O; Cx(Ys) ® C4(Y71)) ou & L2(Y1;Cx(Ys) ® C(O)), alors 1 est
acceptable.
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18.2.2 Définition de la convergence triple-échelles et théo-
reme fondamental

Définition 18.2.2. Soit E un sous-espace vectoriel de L*(O x Y?) dont tous les
éléments sont des fonctions acceptables au sens de la définition 18.2.1. Alors, on dit
qu’une suite u” converge triple-échelles vers u™ si

lim [ o (x)(x,VNzs, Nag) de

N—oo o
/// x,ys, y1)V(x, ys, y1) de dy, dy,

Comme pour la convergence double-échelles, nous disposons d'un théoreme de
compacité.

pour tout ¢ dans E.

Théoréme 18.2.3. Soit u" une suite de fonctions de 12(O), telles que
[uM 120y < C. (18.2.2)

C étant une constante indépendante de N . Alors, il existe u> dans L2(O x Y?) et une
sous-suite u™r telle que u™™* tende vers u™ au sens de la convergence triple-échelles.

PREUVE : La preuve est similaire a celles trouvées dans [3]. O

18.2.3 Convergence triple-échelles avec surfaces périodiques

Nous pouvons aussi définir le concept de convergence triple-échelles pour les sur-
faces périodiques.

Théoréme 18.2.4. Soit u” une suite de fonctions de L2(T'N) telle que

1

N FN\u (x)|*do(x) < C.

C étant une constante. Alors, il existe une sous-suite u™* de u” et u™ appartenant
a L2(O x Y xT), telle que

1
lim—/ u™k () p(x, / Ny, Npxs) do(x)
Nk

k—>ooNk
/// x,ys, y1)0(x,y1) de dys do(y;), (18.2.3)

pour tout ¢ dans C(O) @ C4(Y) ® Cy(Y)
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PREUVE : Voir [5]. O

Il existe alors le lien suivant entre la convergence triple-échelles classique et la
convergence triple-échelles avec surfaces périodiques définie par la relation (18.2.3).

Proposition 18.2.5. Soit u” une suite de fonctions de H'(O) telle que

<C, (18.2.4)

e lezion + [Vapt a0, \
L2(0)

8373

ou C' est une constante positive et Vop lopérateur de gradient sur les deux premiéres
variables. Alors, la trace de u™ sur T'VN satisfait

= [ (@) do(a) < C. (18.2.5)

De plus, il existe u™(x, ys,y1) appartenant ¢ L*(O;L*(Y;HL(Y))), indépendante de
Y1, et une sous-suite u™ de uN telle que, pour tout 1 dans C(O) @ Cy(Y) ® Cy(Y),

1
klim F/ Nk(m)¢( Nyxs, Npws) do(x)
T (18.2.6)
/// T, Ys, Y1)O(x, Ys, y1) dee dys do(y1),
klim uNk(w)w( Nyxs, Npxs) de
o (18.2.7)
/// T, Ys, Y1) (T, ys, y1) dx dys dy,
1 N
lim — Ou (x)(x, \/ Npxs, Nyrs) de
ko0 Ne Jo Ot (18.2.8)
/// a ysayl)w(w7ysayl)dmdysdyl-
yl
De plus, si
1 [|oul
[ <0, 18.2.9
VN || 923 {120y ( )

ou C' est encore une constante, alors u™ ne dépend pas de y; et appartient a [’espace
L*(O;HL(Y)), et il existe us® dans L*(O; L*(Y; HL(Y))) telle que
lim

5’uNk
Pl m/ Nyxs, Nk333)

8u2
/ / / (ax3 T on Dy @ ,ys,y1)> (@, ys, y1) dyr dys dee,  (18.2.10)
pour tout 1 dans C(O) @ Cx(Y) @ Cx(Y).
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PREUVE : La preuve est tres similaire a celle pour la convergence double-échelles
trouvée dans [5]. Par I'inégalité de trace, nous pouvons écrire

ouM ||?
Oxs

1
N FNI@UN(«’E)IQdU(ﬂc) < Cllu™ iz o)

1
— (18.2.11)

L?(0)

Donc, & une sous-suite prés, nous avons la convergence triple-échelles de u?, de ]{, %7; ,
et la convergence triple-échelles avec surfaces périodiques de yu” respectivement vers
u®, v*°, et w*. Nous devons établir des relations entre ces trois limites. D’abord,
comme dans la preuve de la proposition 1.4 dans [3], nous calculons pour ¢ dans

C=(0) @ CF(Y) ® CF(Y).
ouN N

Oa_x:),(m)¢(w’mx3’Nx3)dw /u (x )(9 ( \/_:z:g,Nx:s)
_\/—/

—N/ \/_933,N$3)

@,V Nzs, Nug)de (18.2.12)

Nous divisons par N et nous obtenons en passant a la limite %‘TT = v>. Pour ¢ dans
CX(0) @ CP(Y)®CE(Y), nous avons

1 ou™N 1 o¢
¥ Jox 0z @@ VNan Narjdo = =5 | (e "o Wz, Nag) o
! u® (x ) ( VN3, Nus) dz

T VN Jox "
—/ uN(w)a—gb(:c,\/ng,ng)da:
ON

N/ x,VNzs, Nzs)v do(x).
(18.2.13)

ou v vaut 1 ou —1 suivant l'orientation de la face. Passant a la limite au sens de la
convergence triple-échelles, nous obtenons

/// 8y1 ys,y1)¢(w,\/ﬁx3,]\fx3)dx

/// yS a ( >vN$37N373)dy1dysd$
* U1
/// T, Ys, Y1) O(E, ys, y1)v do(y1) dy, de. (18.2.14)
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D’ou, w™ = u™.
1 oulN

Si la norme L? de N ors est bornée, alors u* ne dépend pas de y;. Nous no-
1 oulN

o o o s
tons v5° la limite en convergence triple-échelles de I drs Nous reprenons 1'équa-

tion (18.2.12), avec ¢ indépendant de y;, la divisons par v/ N et calculons la limite,
nous obtenons

/O/Yﬁb(:v,ys)/ngo(m,ys,%)dyldysda::—/O/Yuoo(m’ys)g_i(w’ys)dys'

(18.2.15)

Dongc, pour tout «,y, dans O x Y, nous avons

ou>®

vy’ T, Ysy Y1) — T, Ys dy =0.
[ o @) = @) dn
Donc, il existe u3® dans L*(O; L*(Y; HL(Y))) telle que
ou™  Jud®

v = 2 4 0 (18.2.16)

ays ayl '

Il reste a prouver que u®> est 1-périodique sur la variable y,. Nous choisissons ¢
indépendant de y; et y; dans I’équation (18.2.12), divisons cette équation par V' N et
obtenons, grace a (18.2.16), que

du™ ous® )
»Ys) + , Us, dy; d S d ’
L (] G+ [ G manan) ofe) az

pour tout ¢ dans C.(O). Donc,

ou>
m7 S dS:O7
/Yays( ys) dy

pour tout & dans O. Donc, u™ est 1-périodique sur la variable ;. O



Chapitre 19

Homogénéisation de ’équation de
Landau-Lifchitz d’un domaine
régulierement perforé par des
trous isolés

Dans ce chapitre, nous étudions I’homogénéisation du systeme de Landau-Lifchitz
sur un domaine avec des trous isolés. Ce probleme peut étre résolu en utilisant les
techniques de la convergence double-échelles. Nous allons uniquement considérer des
trous de formes régulieres et isolés qui formeront une suite acceptable au sens de [20].

19.1 Notations

Dans cette section, nous définissons rigoureusement les géométries perforées qui
seront les domaines des solutions de I’équation de Landau-Lifchitz que nous souhai-
tons homogénéiser.

Soit

- Y =(0,1),

— Q un ouvert borné a frontiere réguliere de R3,

— Ty C Y un fermé compact a frontiere lisse, telle que To° = Tp est a frontiere

lisse.
-V =Y\7
— Nous définissons alors
T.= |J ek+T). Q°=Q\ T.. (19.1.1)
keZ
e(k+Y)CQ

Un exemple de €€ est représenté a la figure 19.a.

193
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OO0 OO0 OO O

OO0 OO OO O

OO0 OO OO O
QE

O O O O O O O O O O
\C)OOOOOOOOC)J

Fi1G. 19.a: Exemple de domaine perforé

Dans ce chapitre, nous désignons par y. la fonction caractéristique de €2¢. Nous notons
aussi par yy- la fonction caractéristique de Y*. Nous posons aussi Y = fy xy+(y) dy.
Nous rappelons que {,, f dz = ﬁ [ fde.

Pour passer a la limite dans les équations, nous utiliserons le théoreme 18.1.7
couplé au lemme suivant dont la démonstration est immédiate :

Lemme 19.1.1. La suite x. converge au sens de la convergence double-échelles vers
Xy= De plus,

lim|[xelliz0) = [xo-llLz@x)- (19.1.2)

Nous définissons maintenant le concept de séquence de trous acceptables :

Définition 19.1.2. La séquence de trous T, est dite acceptable si
(1) Toute limite faible-x de x. est positive preque partout sur §).

(2) II existe une constante ¢ > 0, indépendante de € et une suite (P.) d’opérateurs
de prolongements linéaires telle que pour tout €

P. € L(HY(Q); HY(Q)),
(Pew)or =v Vo € HI(QY),
[ Pe(0) [l @) < (o]l

Remarque 19.1.3. Notre concept de suite de trous acceptables differe de celui de [20].
En effet, 'équation de Landau-Lifchitz impose des conditions de Neumann homogenes
sur J€2 et non des conditions de Dirichlet. C’est cette différence qui nous a conduit a

définir 7, par (19.1.1) et non par T, = J kez €(k+ Tp).
e(k+70)CQ

Le lemme suivant de prolongement suivant est primordial.
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Lemme 19.1.4. Il existe un opérateur de prolongement P. de H(Q) vers HY(Q) tel
que, pour tout u dans H'(QF),

Pu=u dans Q°, | Peullar @) < |lullm @e)-

PREUVE : Nous nous inspirons de la proposition 1.8 de [20] pour prouver que notre
séquence de trous est acceptable. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire
continue de H'(Y*) dans H'(Y). Nous pouvons alors construire P. par changement
d’échelle. 0

19.2 Le probleme réel

Jusqu’a présent, nous avons surtout considéré des interactions d’échange isotropes
et homogenes, section 2.3. Dans ce chapitre, nous étudions le probleme d’homogénéi-
sation périodique, pour des interactions d’échange et d’anisotropie non isotropes et
non homogenes. Pour cela, nous nous donnons deux champs de matrices symétriques
positives de R? : A = (4;;)1<ij<3, K = (Kij)1<ij<3. Nous supposons que ces deux
champs sont dans C*(Q) ® C3(Y). Nous supposons aussi la coercivité uniforme de la
forme quadratique A = (4, ;)1<i<; : il existe une constante o > 0 tel que pour tout
(z,y) dans Q x Y et pour tout (£,&,&3) dans R3,

3 3
i=1

ij=1

K et A sont acceptables au sens de la définition 1.4 de [3], voir définition 18.1.1. Nous
rappelons que la définition de I'opérateur de champ démagnétisant H, se trouve au
chapitre 3.

Nous nous donnons alors une suite de conditions initiales m§ dans H'(Q2¢) telle
que la quantité |[mf||p (o) soit bornée. Nous supposons de plus |[m§| = 1 p.p. dans
Q°. Nous supposons qu'’il existe mJ dans H*(Q2), |m9| = 1 p.p. dans Q, telle que si
'on note my le prolongement par 0 de m* en dehors de Q°, alors

limmg = ymy faiblement dans L*(€2). (19.2.2)

e—0

Nous considérons alors m* une solution faible de Landau-Lifchitz dans Q¢, i.e. ap-
partenant, pour tout temps 7" > 0 a

L>°(0, +oo; H'(Q9)) N HY(Q° x (0,7)),
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et vérifiant :

//GX(OT)

(;bdacdt—a// ( gm )-qbda:dt

Qex(0,T) ot

(14 a?) // (me/\Ai,j<m,£>am) aqbd dt
Qex(0,T) €

) i Oz; 0z,

(1 —i—ozz)//ex(oj) ('m6 NK (w, %) me) -¢pdadt

—(1+a?) //Q or (m A Hy(mF)) - pda dt, (19.2.3a)

pour tout ¢ dans C*(2 x (0,7); R?), ainsi que les contraintes

m<(-,0) =m{ dans Q°, (19.2.3b)
|m¢| =1 p.p. dans Q° x R", (19.2.3¢)
(19.2.3d)

et I'inégalité d’énergie

ES(m(T)) + —2 /OT

ell12

om

dt < ES(mj). (19.2.3¢)

1+ a? L2(Q¢)

olt, pour u dans H'(Q°),

/ZA” x, )g;t g—;dw—i—%/eu-K(w,%)udw

1,j=1
1

+—/ |Hg(w)|* dz.
2 Qe

Une telle solution existe pour tout temps, voir [37] pour la preuve de l'existence de

solutions en présence d’une interaction d’échange anisotrope. L’inégalité d’énergie

implique que la norme L*(R*;H!(Q°)) de m* et la norme L*(Q¢ x RY) de 22

restent bornées. Nous posons m¢ = P.(m¢), ou P. est Popérateur de prolongement
du lemme 19.1.4. Alors, m® appartient & L>®°(R™; H(Q)) et vérifie

om*

< C.
ot =C

L2(Qx(0,T))

m° =m* dans Q° x R,

D’apres la proposition 1. 14 de [3], reproduite a la proposition 18.1.8, il existe m° dans
L (R HY(Q)) telle que 7 appartienne a L2(Q), et m{ dans L*(R*+; L2(9; HL(Y)))

telles que, a une sous- sulte pres commune,
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— m¢ converge vers m’ au sens de la convergence double-échelles.

— Vm® converge vers V,m’ + V,m! au sens de la convergence double-échelles.
Nous devons maintenant donner les équations que vérifient m°. C’est ce que nous
faisons a la section suivante.

19.3 Le probléeme limite

Nous avons défini & la section précédente une suite m¢ de solutions du systéme
de Landau-Lifchitz (19.2.3) sur des domaines perforés. Nous nous intéressons au pro-
bleme d’homogénéisation. Pour cela, nous employons la méthode de la convergence
double-échelles pour déduire I'existence d’une limite m° quand e tend vers 0 et donner
I’équation vérifiée par m°. Dans cette section, pour éviter d’alourdir les notations,
nous supposerons que toute la suite converge.

Tout d’abord, nous rappelons que I'injection canonique de H'(Q x (0,7")) dans
L?(Q x (0,T)) est compacte. Donc, d’apres le théoreme 1.8 et la formule (0.5) de [3],
nous pouvons prendre la limite, pour la convergence double-échelles, dans les produits
dont m* est un facteur. De plus, comme nous avons la convergence presque partout
pour une sous-suite, \/mvo\ = 1 presque partout.

Nous allons commencer par traiter la condition initiale.

Lemme 19.3.1. La trace de m® a linstant initial
vaut my, i.e.
m°(-,0) = my).
PREUVE : Notons m), la limite double-échelles de my. Cette limite ne dépend pas

de la variable rapide y car m{ est borné dans H'(Q2). La limite faible dans L?(£2) de
m* est alors Ym. Nous concluons par 'hypothese (19.2.2). O

Nous continuons par un lemme évident.

Lemme 19.3.2. Pour tout entier i, 1 < i < 3, %—Tf est orthogonale ¢ m° presque
partout sur €@ x RT.

PREUVE : Nous avons |m¢| = 1. Comme m° est la limite forte de m*, nous avons
aussi |m°| = 1. Nous pouvons aussi passer, grace a la convergence double-échelles, &
la limite dans I’expression

om*

- () 2
i [ ) G @) (w0, 7) de

om’  om?
B m(@ / ( + 1) x,t,y)dy de dt
//QX(O,T) (=) e\ 0; 0y; ¢(@,t,y)dy
—0, (19.3.1)
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pour tout entier i compris entre 1 et 3, et tout ¢ dans C*(Q2 x (0,7)) ® CF(V;R?).

0 - .
Donc 88’;1 + % est orthogonal presque partout sur Q x Y* 4 m°. Comme [m°| = 1,
K
6N W~
i amb. O
Yi

Nous allons maintenant passer a la limite dans I’équation (19.2.3a). Nous avons

[ 6 (00 7) dea

—a// < “(x,t) A agze(:c,t))~¢<az,t,§> de dt
€x(0,T) €

(1+a?) //QEXOT ZA,] (ac —) (N (w7t)A%Z€(w,t)) -%(m,t,%) de dt

’le

+(1+a?) Z// o w%) (%%w,t)/\%—?(az,t))'g—z<w,t,%) de dt
+ (1+a?) //QEXOT a:t)/\K( f)ﬁz’%m,t))-qb(m,t,%)dmdt

(1+a?) // o (x,t) AN Ha(xem )(m,t))-q’)(w t, —) dedt, (19.3.2)

pour tout ¢ dans C*(Q x (0,T)) ® CX(V;R%).

Nous traitons d’abord le terme d’échange. Ce terme va donner le résultat habituel
de I'homogénéisation des opérateurs elliptiques. Nous commengons comme dans [9)
par définir w; dans Hi#(y*) , 1 <4 < 3, comme les solutions 1-périodiques sur chacune
des trois variables et de moyenne nulle des équations de cellule :

Az, y)Vy¥ - (Vywi(z,y) + €;) dy =0, (19.3.3)
y*
pour tout @ dans 2, et ¥ dans H#(y*), e; étant le i° vecteur de la base canonique

de R3. Nous notons w le vecteur ligne [wy,ws,ws]. Nous pouvons alors énoncer le
lemme suivant.

Lemme 19.3.3. Nous avons pour tout x dans €2 :

Z/ ”(a (x y)+aay (z, )dy xZA” S @y (19.34)

]

= ]{] Ale; + Vuy(w,y) - (e + Vun(w, ) dy. (19.3.5)
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PREUVE : Nous multiplions (19.3.2) par € et nous prenons la limite. Un seul terme
converge vers une valeur non nulle. Nous obtenons, grace a la convergence double-
échelles,

3 s s (w0 (w0 +lien)

1,j=1

: —¢(:1:,t, y)dydxdt =0. (19.3.6)
dy;

Grace au lemme 19.3.2, nous obtenons, pour tout x,t dans € x R™, et tout 7 dans

Cx ),

3

om® om) oY
A; (. t, —(x,t) + —2 w,t) dy = 0. 19.3.7
3 [, At v (G @0+ e ) 5wy (1937
Nous avons alors
Z 8wk x)wi(xz,y). (19.3.8)

Donc, pour tout j entre 1 et 3,

3 —~ —~
om° om?
> / Aij(z,y) <%(w,t) + ﬁ(w,t)) dy

=1 k=1
Donc,
> ow;
A:j - AZ](CU,y)+2Ak]($,y)—z(.’£,y>dy
Y — Y

- (19.3.10)

— . A(e; + Vw,(x,y)) - (e, + Vw;(x,y)) dy

=Y . A(ej + ij(m, y)) : (ei + sz(ili‘, y)) dy
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En nous référant a la littérature existante en matiere d’homogénéisation!, nous
pouvons faire les remarques suivantes.

Remarque 19.3.4. L’opérateur d’échange homogénéisé dans 1’équation de Landau-
Lifchitz est le méme que celui obtenu par homogénéisation de 1’équation elliptique
associée a cet opérateur.

Il ne nous reste maintenant qu’a étudier la convergence du terme de champ dé-
magnétisant. Comme pour 1’échange, nous allons devoir définir certaines fonctions
associées a la géométrie.

Définition 19.3.5. Nous posons, pour 1 < i < 3, w} dans H;%(y) solutions de

/y (Vywi(z,y) + xy-(y)e:) Vy dy = 0, (19.3.11a)

][ w;i(y) dy =0, (19.3.11b)
Yy

pour tout ¢ dans HY, (). Nous notons aussi w’, le vecteur ligne [w}, wh, wh].
Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 19.3.6. Si nous notons h(x, t,y) la limite au sens de la convergence double-
échelles de FHq(x.m*) alors

][ h)(x,t,y)dy = Hy(xm") + Hym", (19.3.12a)

(Ha)i; = : / (Vwl(y) + xy-(y)e:) - (Vwi(y) + xy-e;)dy — 1. (19.3.12b)
X Jy

PREUVE : Notons ¢¢ le potentiel dans H(R? x (0,7)) tel que V¢ = Hy(x‘me).
Comme la suite x“m¢ reste bornée dans L>°(0, +oo; L2(R?)), la suite ¢ reste bor-
née dans L>®(RT;HL (R?)). Nous pouvons donc prendre la limite au sens de la
convergence double-échelles. Tl existe alors ¢° dans L®°(R™;H} (R?)) et ? dans

L (R*; L (R* HL(Y))), telles que pour tout ¢ dans Co(R® x R.) ® C3(Y), & une

loc

Woir [9], pour le cas sans trous, [19] pour 'homogénéisation avec trous et la section 2 de [3]
pour 'obtention de I’homogénéisation des opérateurs elliptiques par la méthode de la convergence
double-échelles
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sous-suite pres, on ait

lim // o (x, 1) (zc,t, E) de dt
=0 ) JrR3xR+

—// <pwt</¢mt,y)dy>d:cdt
R3 xR+
151(1)/43XR+ =P (T, 1) (:c t, > de dt

N //RB R+ /y (Vmgpo(m7 t) + vygo(l](wa 2 y)) ¢<w7 t, y) dy da dt.

(19.3.13a)

(19.3.13b)

Or, pour tout ¢ dans C°(R? x [0, +00)) @ C3(V),

//QXR+ Xe(@)(m(z,1) - Va)o (w t, ) dz dt

— //Rw Var© Vo (m,t, %) da dt
1

_Z // Var®  Vyo (:Iz,t, f) de dt. (19.3.14)
€ R3 xR+ €

Nous multiplions (19.3.14) par € et nous prenons la limite au sens de la convergence
double-échelles. Nous trouvons

//QX]M /*(mo(%t)'vy)ﬁb(wat,y) dy da dt

s [(Taat + Vet y) - Vyslenty) dydo de
R3xR+ JY
=0, (19.3.15)

pour tout ¢ dans CZ*(R?* x [0,400)) ® C(Y). Donc, pour tout x,t dans Q x RF,
pour tout ¢ dans C3°()), nous avons

m’(z, t)- . Vo (y) dy+/y(Vm¢0(w7t)+Vyw?(w,t,y))-Vyw(y) dy = 0. (19.3.16)
Or,
/y Ve (@, t) - Vyi(y) dy = Vo (z,1) - | wib(y)do(y) =0,

oy
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car les fonctions test ¢ sont 1-périodiques sur chacune des variables de y. Cela im-
plique directement que, pour tout (x,t,y) dans Q x RT x ),

3
P, t,y) = Z - ) wi(y). (19.3.17)
=1

Dans (19.3.14), nous choisissons ¢ indépendant de y. Puis nous passons a la limite.
Nous obtenons que

// x(mS(x,t) - Vg)o(x, t) de dt + // Ve’ - Ved(x,t)dzdt, (19.3.18)
QxR+

R3 xR+

car f;, Vy¢! dy = 0. Donc,

Vo = Ha(xym?). (19.3.19)

Il s’ensuit que

3
Vapo + Vil = Ha(xm®) + > _(m° - e) Vywi(y). (19.3.20)
k=1
D’ou,
ow'(y
(Ha)s —][ % d

ye Ol (19.3.21)

= %/y (Vwi(y) + xy-(y)es) - (Vwi(y) + xy-e;) dy — 1.

Ce qui conclut la preuve. O

Nous définissons aussi

K :][ K(x,y)dy. (19.3.22)
e

Il est maintenant trivial de passer a la limite dans 1’équation (19.3.2) lorsque ¢
est indépendant de y. En effet la compacité forte de la suite m¢ dans L2(2 x (0,T'))
permet de passer a la limite dans les produits. Nous obtenons, pour tout ¢ dans
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C®( x (0,T);R3),

om® 0 o
//QX(O,T) ( ot (CL',t) —-—m (337t) VAN W(m)t)) . ¢($, t) de dt

L . om° O
= (1+a?) / oo Z Aj () (mo(m,t) A o (:B,t)) : a—(a:,t) da dt

ij=1 J

+(1+a?) //Qx(o ; (MO (z, 1) AK(z)m(z,1)) - p (:1: t, %) da dt

— (14 a?) //QX(O ., (W (2, 1) A (Ha(xm) (2, t) + H)) - ¢ (:L',t, %) da dt.
7 (19.3.23)

Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 19.3.7. Soit une suite m§ dans H' (), |m§| = 1 p.p. dans Q° et telle
que la quantité || mf||lm o) soit bornée. Nous notons my le prolongement par 0 de
m* en dehors de Q°. Supposons qu’il existe m dans H'(QY) telle que m* converge
faiblement vers xmQ dans 12(Q). Pour tout €, posons m¢ une solution faible du
systeme (19.2.3) avec m§ pour condition initiale. Alors, la norme HY(Qf x (0,T)) de
m© est bornée indépendamment de €. Il existe, pour tout ¢ > 0, un prolongement de
m* dans H'(Q) noté m© telle que la suite (m°) soit bornée dans H'(Q x (0,T)).

A une sous-suite prés, m¢ converge, au sens de la convergence double-échelles,
vers m°® dans H'(Q x (0,T)). Toute limite m® appartient ¢ L>®(RT;H(Q)) et a
HY(0,T;1L3(2)), pour tout temps T > 0, et satisfait I"équation (19.3.23), soit :

70 s 0
om0 I (14 eyl A ((div((AT - )0 — K
ot ot
+ Ha(xym®) + Hdm0> ,
dans Q0 x R,
m°(-,0) = m dans §2,

et les conditions de Neumann homogenes au bord :
om®
ov

Remarque 19.3.8. Dans le théoreme 19.3.7, il n’y aucune raison pour que toute la
suite m* converge. En effet, tous les résultats d’unicité existant & propos des solutions
faibles du systeme de Landau-Lifchitz sont négatifs.

=0 sur 99 x (0, 400).




204 Partie VI:  Homogénéisation

19.4 Conclusion

Nous avons réalisé I’homogénéisation de 1’équation de Landau-Lifchitz pour des
domaines perforés de trous isolés et périodiques régulierement espacés et homothé-
tiques. Nous allons dans les chapitres suivants étudier I’homogénéisation pour des
agencements multicouches pour lesquels ’absence de prolongement acceptable ren-
dra I'étude de la convergence des produits difficile. Au contraire, pour le champ
démagnétisant, I'homogénéisation pour un agencement multicouche sera plus simple
et donnera un résultat explicite pour le calcul de Hy, antérieurement réalisé dans
Hamdache [35].



Chapitre 20

Homogénéisation de 1I’équation de
la chaleur dans un domaine
multicouche

La non linéarité de ’équation de Landau-Lifchitz rend difficile I'homogénéisation
avec trous quand ces trous ne sont pas acceptables [20]. Cela signifie qu’il n’est
pas possible de prolonger toute fonction H' du domaine perforé, qui est différent
pour chaque paramétre d’homogénéisation, par une fonction H' dans un domaine
constant, ceci avec une constante de prolongement indépendante du parametre. En
particulier, les multicouches ne sont pas une suite de trous acceptables, a cause de
la non connexité entre les différentes couches. Dans ce cas, il n’est plus possible
d’utiliser les criteres de compacité usuelle de H' vers L?. En I’absence de criteres
simples pour la convergence double-échelles forte, analogues a ceux trouvés dans [60]
pour la convergence classique, il est difficile de traiter les termes non linéaires et de
prendre la limite dans les produits contrairement a ce que nous avions pu faire dans le
chapitre précédent avec les domaines perforés. Pour ces raisons, nous étudions dans
ce chapitre 'homogénéisation du probleme de la chaleur avec des espaceurs plans
et une constante de conduction intercouche J(e) valant successivement {, J, et Je.
La linéarité ne rend cependant pas le probleme trivial. Pour le résoudre, il a fallu
faire appel a la convergence double-échelles, voir G. Allaire [3], et a une variante
appelée convergence double-échelles sur des surfaces périodiques, voir G. Allaire,
A. Damlamian et U. Hornung [5]. Pour le cas J constant, nous avons rajouté une
troisieme échelle et utilisé les résultats de la section 18.2.
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]

[::(j:::h::O:?,::::A::::I;‘;:::_::]
ouche n

[:::::::::::::3:13{3:5::‘1_3::::]

Une maille d’homognisation, p = 5

Quatrime maille d’homognisation

Premire maille d’homognisation

=4

Domaine multicouche, N = 4

Fic. 20.a: Exemple de domaine multicouche

20.1 Notations

Nous utilisons les notations suivantes. Soit L > 0. Soit B un ouvert borné convexe
de R? & frontiere C*°. Posons Y = (0, 1). Etant donné p un entier naturel non nul, nous
nous munissons de p longueurs strictement positives 60y, ...,0,_1, et de p positions
0=2 <...< 21 <1. Par extension, nous posons, pour ¢ dans Z, z;1r, = 2 + K,

et 0; = 0; mod p- Nous définissons alors

Supposons que pour tout ¢ dans 7Z,

+ —
zi < Ziq-

Alors, nous pouvons définir les intervalles

E - U -[’H-kpa

keZ
Ji - U Ji—i—k}n

keZ

et les épaisseurs

- +
Xi = Zi41 — %

_ 0;
Z: = Z;— —/.
i 2
r=Jur I=1nY,
iE€EZ
=% J=JnY.
i€EZ
p—1
X = Xi

-
Il
o
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Et, pour N entier naturel non nul, nous définissons

~ L ~ ~ L ~ ~ ~

N =21, JN == IV =1"n(0,L JN=JYn(0,L

7 N 1 N ? (3 2 ( ) )7 (3 1 ( ? )7
p—1 p—1

m=Jr, V=7, 1"=I"n@©.L), J¥=J"n(0,L).
=0 =0

Nous définissons alors

Q=B x(0,L), QN =B x IV, QY =B x IV, (20.1.1)
Qr =Q x (0,7), QY =0V x (0,7), QY =Y x (0,7). (20.1.2)

Nous posons aussi comme frontieres

L L _ L _
I, =B x {Nszp}, ij,j — B x {Nz;;kp}, rf,; — B x {NZH,W}, (20.1.3)

N-1-""" N-1-5"7" N-1-5"7"
N __ N N+ _ N,+ N,— __ N,—
Y= \J % = \J rhh ot = U Yy (2014
k=67 k=67 k=00

pour i, k entiers naturels 0 < ¢ < p—1,0 <k < N —1, et ou ¢ est le symbole de
Kronecker. Nous notons aussi le bord extérieur

Y =0B x IV, Y =TY Ul v Ulge, (20.1.5)

et introduisons
p—1 p—1
N _ N,—
FN,+ — U FZ ,+’ FN, — U I‘Z .
i=0 i=0

Nous définissons alors aussi les applications de traces suivantes :

— 7 est I'application de trace sur IVt U TV,

— Notant ¢ I'application qui envoie (x1, xs, z3) vers (z1,x2, —x3), et 7. Uapplica-
tion qui envoie (z1, xq, x3) vers (xy,xa, x5 — €), 7' est 'application de trace qui
envoie u vers yu oo o7, sur I} T U,

N 1
— ~t est 'application qui envoie u vers yu o 7_ p, SUT I'N. 4~ est I'application
2N
. . N
qui envoie u Vers yu o Tt o sur Y.
Nous notons aussi

— X" la fonction caractéristique de Q.
— x la fonction caractéristique de I.
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20.2 L’équation de la chaleur avec transmission de
chaleur aux interfaces

Nous nous dotons aussi de p constantes de conduction thermique strictement

positives Ay, ..., Ap_1, de p constantes de conduction intercouche Jy, ..., J,_1, et de

2p constantes d’anisotropies surfaciques positives K, . . ., K;_l et Ko,..., K, ;. Par
. o + + . .

extension, nous posons A; = A; medap et K- = K- 4 p» VOIT Figure 20.a.

Rappelons que p est 'exposant contr()lant la variation de la constante de conduc-
tion intercouche par J;(N) = % Nous allons étudier les cas ol p est choisi parmi
{—1,0,1}. Etant donnée une suite v} appartenant & H'(Q"), nous notons v la solu-
tion de I'équation de la chaleur appartenant & H>*(QN x (0,T)), pour tout T' < +o00
et vérifiant I’équation

ou™N

W_A AuY =0 sur QY pour tout 0 <i <p—1, (20.2.1a)

les conditions aux limites
B . sur T'Y x (0,7),
B —@’yu]\[ + wo (Ve = u) sur Ffvir x (0,7), (20.2.1b)
NA— 17u + Wl(vu —qu™)  sur VT x (0,7).

et la condition initiale
u™(-,0) = ul. (20.2.1c)

20.2.1 Controle de la constante de régularité elliptique de QY

Nous commencons par préciser la régularité elliptique sur QV. Nous devons contro-
ler cette régularité par rapport a N. C’est un résultat de Grisvard [29] pour les ouverts
convexes que nous adaptons ici.

Proposition 20.2.1. Soit N entier naturel non nul. Soit p un réel. Soit u dans
HY(QN), telle que N appartient a L2(QN) et telle que

5 0 sur 'V x (0,7),
U + )
5 = —f\f—j%yu + NiiAi (Y'u — yu) sur TN % (0,T), (20.2.2)

K} , ~
— iUt A (Y —qu)  sur TYT < (0,7),

pour 0 < i < p—1. Alors, u appartient a H>(QV), et
max (A;)
Z/ r < 0<i<p

QN ~ min (4;)

0<i<p

1A w2 qy- (20.2.3)

8%
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PREUVE : Commencons par établir la régularité pour N fixé. C’est une conséquence

des résultats du chapitre 5, corollaire 5.2.5 et du fait que —:j appartient bien a

Hz (DN+ U TN) par le théoreme 5.3.1. Donc, u appartient & H2(QY). Pour prou-
ver l'indépendance de la constante, nous nous inspirons des résultats de Grisvard
pour les ouverts convexes. En particulier, nous inspirant de la preuve du théoreme
3.1.2.3 de Grisvard, nous utilisons le théoreme 3.1.1.1 de [29] avec v = Vu, et nous
obtenons

p—1

ZA,(/ |Au|2daz—2/

0 N
—2/ v Kiiv +J"(v Vrvy'u) | do(x)
il S YU N YU NP YU TV U o

i= 893]
- /FN e (B(VT’UWT’U) + tr(B)(yv - 1/)2) do(x), (20.2.4)

ou v = yv — (v - v)v et Vyyu = yrVu, et ou B est une forme bilinéaire sur la
frontiere qui a deux vecteurs &, 1 tangents a la frontiere associe

ov ov
-y Be T =~ (20.2.5)
gk 7

ou (71, T2) représente une base du plan tangeant a la frontiere, et % représente
k2
Iopérateur de dérivation suivant le vecteur 7;. Par définition,

i 8—" (20.2.6)

Le dernier terme du second membre de ’équation (20.2.4) est négatif car la forme B
est négative quand chaque composante connexe de l'ouvert est convexe, cf. P. Gris-
vard [29, Chap. 3, pp.141]. Donc,

p—1
>4 (/ |Aul?de — Z/
K# J;
> 2 Vryu - | ==Vryu+ —(Vryu — Vry'u) | do(x)
'N.+urh,—

3%

i=0
N Np
+

K:
> 2 / |V ryul? do(x) +
N I‘N,JrUpN,—
> 0.

Vo ul? do(z)
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Donc,

gggg; (A;)

||Au||i2(QN)‘ O

> [l

20.2.2 Résultats d’existence pour le probleme de couches

ox;2

Og,lgp(fli)

Nous définissons 1’énergie.

18~ 182 K
N % N |2
52;&mmwmmm+§§%77Muumwﬂ
1p 1 N— IKZ‘_ 1p—1N—1J )
+§Z N Iy ey + 5 e = e ey,
=0 k=0 =0 k=0

(20.2.7)

Formellement, l’énergie décroit en fonction du temps. En effet, multiplions 1’équa-
tion (20.2.1a) par 2%~ et intégrons par partie.

ouN ||?

ot

d 1 B
Mm<wmﬂ -0

L2(QV)

On dit que u” est solution faible de (20.2.1a) et (20.2.1c) si et seulement si, pour

tout 0 < T,
// ¢dmdt+ZA // Vil Ve de dt
QN x(0,T) QN x(0,1)
PR iy ‘o
+ : // yuNvp do(x) dt + L // yuN v do(z) dt
Z N JJe¥t o) =) Z N JJr¥=xom) (@)

1=0
p—1
MY (vt — _
55 [ 0 TN =) do e =,
(20.2.8)

pour tout ¢ dans C®°(QN x (0,T)). Dans ce cas, u” appartient, par la proposi-
tion 20.2.1, & H>(QN x (0,7)). Comme C®(QN x (0,7T)) est dense dans H*(QV x
(0,T)), nous pouvons remplacer ¢ par u” et obtenons 1’égalité suivante :

T
[u™ (-, T2 +2/ EY (™ (1) dt = lu™ (-, 0)|[F2an), (20.2.9)
0

pour tout 7" > 0. L’équation étant linéaire, cette inégalité donne l'unicité dans
H2L(QN x RT). L'existence est classique, nous disposons des théorémes suivants.
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Théoréme 20.2.2. Soit u) dans HY(QY), alors il existe une unique solution du
systeme (20.2.1) dans H>Y(QN x (0,T)) pour tout T < +oc. De plus, siul) appartient
a H2(QY) et vérifie

DU . sur TN x (0,7),
u K .
5 =) v+ (e — ) sur T % (0,7),  (20.2.10)
K ) _
NA;_lvuéV + Npi_l(v’uév —yud)  sur Fﬁv’ x (0,7).

Alors, uN appartient a H3’%(QN x (0,T)), pour tout T'< 4o0.

PREUVE : Utilisant les inégalités (5.2.1b) et (5.2.1d), nous pouvons prouver le théo-
reme en reprenant la preuve des propositions 12.3.5 et 12.3.7, chapitre 12. ([l

Nous pouvons améliorer la régularité. En effet, il est bien connu que I’équation de
la chaleur présente des propriétés de régularisation.

Corollaire 20.2.3. Soit u) dans H*(QN). Nous notons u la solution du systéme
(20.2.1). Pour tout S > 0, u™ appartient & H>2(QN x (S, +00)).

PREUVE : u!V (-, s) appartient & H*(Q") et vérifie (20.2.10) pour presque tout s dans
R*. Choisissons un tel 0 < s < S. Alors, d’apres 20.2.2, u appartient & H32 (QN x
(s,+00)). m

Nous pouvons ensuite utiliser du corollaire pour démontrer 1’égalité d’énergie.
Proposition 20.2.4 (Egalité d’énergie). Soit u™ dans H>'(QN x R") solution du
systéme (20.2.1). Soit 0 < S < T, alors
ouN

ot

2

EN (WM (-, T)) + % /ST dt = EN (WM (-, 9)). (20.2.11)

L2(QN)

PREUVE : Supposons d’abord S > 0, uV appartient & H¥2(QY x (S, +00)). Nous
prenons ¢ = X(&T)% dans 'équation (20.2.8), ol x(s7)(t) vaut 1 si ¢ appartient
a (S,T), et 0 sinon. Nous obtenons 1’égalité d’énergie (20.2.11). Pour le cas S = 0,
il suffit de passer a la limite dans ’égalité (20.2.11) quand S tend vers 0. C’est
possible car u¥ appartient & H>!(QN x (S, +00)), et donc aussi a C([0, +00); H(QY))
par [52, th. 3.1, chap. 1, pp.23]. O

Nous déduisons de cette égalité, le corollaire suivant :

Corollaire 20.2.5. Soit u)Y dans H'(QY) telle que l'énergie EN (u)’) soit finie. Soit
u® la solution de l’équation de la chaleur (20.2.1). Alors,

—+00 2
N2 N/, N
/0 ||AU HLQ(QN) de < in (AZ)QE (UO )

0<i<p
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PREUVE : D’apres 'équation (20.2.1a), 24~ = A; Au® sur QV. Donc, d’apres I'éga-
lité (20.2.11),

2 T
Q/SMUN”;(Q% dt = B (ul). 0

pf]- A
EN@WNC,T) + )
i=0
Couplé avec la proposition 20.2.1, nous obtenons le corollaire :

Corollaire 20.2.6. Soit u) dans H*(QN) telle que I’énergie EN (ul)) soit finie. Soit
u la solution de I’équation de la chaleur (20.2.1). Alors,

3 +00 11 524, |12 2 max (A;)
Z/ ' dt < 7 EN(u)).
—~ Jo Ox;? L2(QN) or%l?p(Ai)

Ce controle sur les dérivées secondes va nous permettre d’obtenir des estimations
puissantes et mémes surprenantes sur la dérivée suivant la variable orthogonale aux
couches.

Proposition 20.2.7. Soit ul’ dans H*(QN) telle que I’énergie EN (u))') soit finie. Soit

u® la solution de ’équation de la chaleur (20.2.1). Nous avons [’estimation suivante :

L max (x;)

i K+ + %
<oyT Y == max < J; ) EN (ud)
1<p

H 8333

L2(QN x(0,T)) VN NAZ NrA?
L max(y;) 2 max (A;
P2
\/_N min (AZ-)3 0n

0<i<p

“73 en fonction de

la norme L*(T'™1) de 8“ et de la norme L2(QV) de Z* w Pour presque tout temps
t, nous avons,

(p 1 N— 1/ /11\}9_(1
N+
L2(QN) i=0 k=0 0

8’U,N z aQuN
o, (x) + /933 o2 (x4 se,)ds

PREUVE : Nous commengons par exprimer la norme LQ(QN ) de

2 dz da(az)) 2

2

—(x + ze,)

H O

[NIE

dz da(:c))

1
Ly lou P ¢ N = (L) || 0Pu™ e ’
- — N ov N+ — 2N?2 AT Qv
ng?g; )Hauz\/ LOTEEE;(XZ) 92ulN
- \/N ov L2(I'N.+) \/—N Ox3> QN‘




Chap. 20 Homog. de I'équation de la chaleur en dom. multicouche 213

Le deuxiéme terme est borné dans L?(R™) par le corollaire 20.2.6. Le premier terme
sera borné par l'inégalité d’énergie dans L°(R™). En effet, d’apres les conditions aux
limites (20.2.1b), la définition (20.2.7), et I’égalité d’énergie 20.2.11,

duN || K oJf
’L §4max( 5, ZQ)EN(UN)
ov L2(PN.+) 0<i<p \ A;” A,
KT J+
<4dmax | —5, —— | EN(u)),
0<i<p NAz JVPAA2
pour tout temps. 0

20.3 Homogénéisation pour différentes valeurs de
P

Nous essayons maintenant d’homogénéiser I’équation de la chaleur. Pour cela nous
considérons différentes valeurs du parametre p. Nous étudions les valeurs 1,0, —1.
Nous nous donnons une suite de conditions initiales u telle que la norme [|uf)[|12x)
et 'énergie EV (ul’) reste bornées.

20.3.1 Lecasp=1

Ce cas correspond a une constante de conduction intercouche de type J;(N) =
Ji/N. Il n’est pas tres satisfaisant physiquement. En effet, pour qu’il soit possible,
il faudrait disposer d’un matériau qui serait d’autant plus isolant qu’il est mince.
I se traite de la méme maniere que le cas J = 0 traité dans [5] par G. Allaire,
A. Damlamian et U. Hornung. Soit une suite de conditions initiales u), telles qu’il
existe une constante C' > 0 indépendante de N,

[ud lL2@vy + EN(ud) < C. (20.3.1)

Notons ) le prolongement de u}’ par 0 en dehors de QY. Nous supposons aussi que
la suite @}’ converge double-échelles vers ug® dans L*(Q2 x Y).

D’apres les estimations d’énergie (20.2.9) et (20.2.11), il existe une constante
C > 0, indépendante de N, telle que

||uNHioo(R+;Lz(QN)) <C, HquHiOO(RJr;ILP(QN)) <C,
2
1 2
+, N - N
<G N [y u” =57 HLOO(R+;L2(FN)) = ¢

ouN
ot

L2(QN xRt)
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Utilisant la proposition B.1.1, nous pouvons choisir un prolongement de u"¥ dans
HY(Q x (0,7T)) noté u™ tel que

v =N dans O x RT.

et vérifiant les estimations suivantes pour une certaine constante C' > 0.

ouN ou™N
™ Lo ony < C, < gC,‘L <,
01 [l e 2(0) 0 [luee @t 12
(20.3.2a)
ouN 1 |[ou®
‘ U <o, |19 <C. (20.3.2)
Ot |L2(xrt) N 023 || oo e+ 120

Nous pouvons donc utiliser la proposition 2.6 de [5], que nous avons reproduite a la
proposition 18.1.10, chapitre 18 : il existe > dans L>®°(R™;L?(Q x Y)), Vopu™ dans
L°(R*; L3 x Y)), telle qu'a une sous-suite pres

.1 // ~N N
lim — u (x)p(x, —x3)do(x)dt
N—oo N (FN’+UFN17)X(O7T) ( ) ( L 3) ( )

-7 ) //Q o) (W (x, 2, )p(x,t, 2 ) + 0™ (2, 2 )p(x, t, 2))) dedt, (20.3.3a)

J=0

et

N
lim // (x,t)p(x, t, —x3) dx
N—oo J Jax( OT) ( L 3)
_ / / / W (@, t, )o@, £, y) dy da dt, (20.3.3b)
Qx(0,7) Jy
ainsi que

8ﬂN N
lim — t t, —x3)dxdt
NI—I’HOON//QX 0,7) Dy (@ t)é (@, Lxg) v

// / (z,t,y)p(x, t,y)dyde dt, (20.3.3c)
Qx(0,T) O3

pour tout ¢ dans C( x (0,7)) ® C4«(Y). Nous devons maintenant donner I’équation
que vérifie u>. Nous commencons par un lemme trivial.

Lemme 20.3.1. Pour tout x,t dans Q xR, la fonction u™>(x,t,-) est constante sur
chaque intervalle I;, pour tout entier i, 0 <i <p—1.
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PREUVE : Choisissons ¢(x,t,y) = ¥ (x,t)((y) avec ((y) a support compact dans I;,
alors

N
//Q (0,7) 8:63 )w(w’t)g(fw)dwdt
_ Ny O N N N
= //Qx(OT (w)al’s(m t)C(LxZi d dt //QXOT wt IBt)C(Lx?))dmdt

Nous divisons par N et faisons converger chaque terme suivant les regles de la conver-
gence double-échelles, nous obtenons

// (x,t) / *(x,t,y)¢' (y) dy de = 0, (20.3.4)
Qx(0,7) I;
pour tout ¢ dans C°([) et ¢ dans C*(2 x (0,7)). O

Nous continuons alors par un autre lemme qui permettra de traiter le terme %“3

Lemme 20.3.2. La fonction XN% converge fortement vers 0 dans L2(2 x (0,T)).

PREUVE : Pour p = 1, d’apres la proposition 20.2.7, la norme L?(QY x (0,7)) de

ulv

5o est dominée par N~ L O

Nous notons u$°(x) la valeur prise par u™(x, ) sur I;. Nous souhaitons prendre la
limite, quand N tend vers 400, dans I'équation (20.2.8) pour ¢(z,t) = ¢(x,t, Y x3).
Nous obtenons, pour tout temps 7" positif, pour tout ¢ dans C**(2 x (0,7))@CZ¥(Y)

ouly N
— (@, t —ux3)dxdt
/mea“ammme

p—1 N
+ A// x,t) - Veo(x,t, —x3)dedt
Z oo ) (z,t, —a3)
p 1
[3J0) N
+ — A// (x,t) - —(x,t, —x3) dedt
Z QN x(0,7) 3x3 ) ay( L )
p—1 + p—1 _
™ 3 '
+ : yu"ypdo(x) dt + : // yu"ypdo(x) dt
. N Nt (0,1) (=) ; N Y~ x(0,T) (=)

ﬁ +, N _ = N\t AN _ — N
*.N/hwm““ 7 uN) (70N — 7 6V) dole) dt
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ot ¢V (, t) ¢(x,t, Fas). Choisissons ¢ telle que ¢(x, ¢, -) soit constante sur Chaque
intervalle I;, 0 < i < p — 1. Nous notons ¢;(x,t) la valeur prise par ¢(x,t,) sur I,

Prenons la limite quand N tend vers +-00. Les termes en 3 : disparaissent a la limite,
voir lemme 20.3.2. D’apres la convergence double-échelles classique, théoreme 18.1.6
et avec surfaces périodiques, proposition 18.1.10, nous obtenons

_1 00
X// OUZ (. ), ) da it
— axor) Ot

p—1
+ Z AiXi // Vopui®(x,t) - Vapoy(x,t) dadt
Qx(0,T)

p—

}:Jr*+kf /X;OT (2, 1) (x, t) der dt

=0
-1

Z //Q (uits (@, 1) — u(x, 1) (i1 (x, t) — gi(@, 1)) ddt

—0 x(0,T")

=0, (20.3.5)

pour tout (¢;)o<i<p—1 dans C(2 x (0,7)).
Nous avons dans cette section prouvé le théoreme suivant.

Théoréme 20.3.3. Soit une suite de conditions initiales ul , satisfaisant l’estima-
tion (20.3.1). Notons uo le prolongement de ul’ par 0 en dehors de Q. Supposons,
de plus, que la suite @) converge double-échelles vers uS® dans L*(Q x Y). Alors,
il existe un prolongement de u™ noté u" satisfaisant les estimations (20.3.2). Une
sous-suite de u™ converge double-échelles vers u™ dans L2(Q x (0,T) x Y'). Pour tout
x,t dans Q XY, u®(x,t,) a une valeur unique u°(x,t) sur l'intervalle I, et vérifie
I’égalité variationnelle (20.3.5). Le systeme vérifié par u® est formellement :

oug® K'+ K- J;
;; — Ai Dogp ui® + %Ufo + L_-(Uzoo —u;%y)
J{Xi (20.3.6a)
+ LZ; (ui® —ugyy) =0,
dans Q x RT, avec la condition de bord :
ou® N
o 0 sur 0B x (0, L) x R™, (20.3.6b)
v

et la condition initiale :

uy® = ug’ dans Q x 1. (20.3.6¢)
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. 92 92
ot Nyp = 352 T 37

Remarque 20.3.4. L’unicité des solutions de I’équations de la chaleur permet d’affir-
mer que toute la suite converge.

Remarque 20.3.5. Ce cas est peu satisfaisant car ’homogénéisation est alors dépen-
dante du nombre de couches dans une maille d’homogénéisation.

20.3.2 Lecas p=-—1

Ce cas est le plus simple car nous pourrons prolonger la solution de maniere a ce
que la norme L®(R*; H'(2)) reste bornée. Nous nous dotons d’une suite de conditions
initiales, u)’ satisfaisant

HUéVHm(QN) +ENw) < C. (20.3.7)

Nous supposons aussi que le prolongement de u} par 0 en dehors de QY x RT tende
faiblement vers yug®. Grace aux égalités d’énergies (20.2.9) et (20.2.11), nous avons

ouN ||?

ou” < 20.3.
o <C, (20.3.8a)

L2(0,+00;L2(QN))

1Y 1 oy < '

p—1
N I = 7N f o ez < C- (20.3.8b)
=1

D’apres la proposition B.1.1, ces trois inégalités permettent d’obtenir un prolonge-
ment acceptable. Pour tout N > 1, il existe u” appartenant a L>(0, +o00; H(Q)),
telle que % appartienne a L?(Q x RT) avec les estimations :

||6N||L°°(O,+OO;H1(Q)) <C, (20.3.9a)
a"’N
H_gt <c (20.3.9b)

L2(QxRT)

p—1
N I =378V o ooy < C- (20.3.9¢)
=1
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Donc, d’apres [3], proposition 1.4, il existe u> dans L>°(R™; H!'(Q)) indépendante de
y, et u® dans L*(R*T x Q; H(Y)), tels que & une sous-suite pres

N
lim // u™ (x, t)d(x, t, —x3) de dt =
N—oo J Jax(o,T) L
// a:t/gbmty)dydazdt
Q><(OT)

N
lim // x,t, —x3)dedt =
N—oo J Jax(0,1) a5153 @, 19 L )

Gﬂj’o )
x,t, x,t,y)dydx dt.
//QX(OT)/ (8373 Gy( v) ) ol ) dy

pour tout ¢ dans C(Q x (0,7)) ® Cx(Y). Les limites des dérivées suivant les autres
variables, qui ne sont pas homogénéisées, sont les dérivées de la limite. De méme,
I'inégalité (20.3.9¢) permet d’appliquer le théoreme 18.1.9 : il existe des fonctions
w®, 0 <i<p-—1,dans L3(Q x (0,7)) telles que

(20.3.10)

(20.3.11)

1 -
lim (Yru —y uN) oV do(x) dt = — Z // wi®(x, t)(@, 1, 2;) de dt,

(20.3.12)
pour tout ¢ dans C(Q2 x (0,7)) ® Cx(Y), ot ¢ (z,t) = ¢(x, ¢, Ta3).
Il nous faut maintenant établir I’équation vérifiée par la limite. Nous notons y*
la fonction caractéristique de Q. Nous avons d’apres 1’équation (20.2.8), pour tout
temps T positif, pour tout ¢ dans C*=(Q2 x (0,T)) @ CF(Y),

N, ouN E
//QX(O,T) X ( ) ot (w t)¢( Lx?)) dz dt

p—1 N
" A // x,t) - Vao(x,t, —x3)dedl
Z QN x (0, T) ) ( L 3)
P 1 _
(9uN a¢ N
A 99, N

3 1K+//N+ on YNyt do(x) dt
Z; e G

1
Ji / / (v 7Y — 4 @) (N — 4oV )do(a)dt = 0, (20.3.13)
= 'V x(0,7)
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ou ¢ (x) = ¢(x, vV Nus, Fas).
Nous commengons par prendre la limite dans I’équation (20.3.13). Nous obtenons
alors I’équation variationnelle que doivent satisfaire u*, ui® et w°.

Lemme 20.3.6. Les limites w™, u™ et ui® satisfont l’équation variationnelle sui-
vante :
// (x,t)p(x,t)dxdt
Qx( OT)

p

1
+ ( 'Xz‘) // Vopu™(x,t) - Vopo(x,t) de dt
0 Qx(0,7)

1=

p—1 ~

du™ ouse oo

A gu L
/S ( (@) + (et dy) - S @ de

Qx(0,7) ,—g

p—
LKt LK N
+ —+ // T (@, (@, 1) da di
Qx(0,T)

p—1
9¢
+ Jibw(x,t)=—(x,t)dedt =0, (20.3.14
Z//QX(OT )3373( ) ( )
pour tout ¢ dans C>(2 x (0,7)).

PREUVE : Nous choisissons ¢ indépendante de la variable rapide y et nous prenons
la limite dans I’équation (20.3.13). Seule la limite du dernier terme est non triviale :

NZJ Jf 0T =T = e detaa

p—1
- Z JiLO; // (yra —~7w )8—¢ do(x) dt-‘
0 N x(0,T) dus

max (L6;J;)*

0<i<p—1

- VN

82
83:32

1 ~ .
EE ||7+UN -7 UN||L2(rNx(o,T))

Lo (92x(0,1)) ‘
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Comme la quantité ||y @™ — 4~ || 2y« (07 est dominée par \/LN :

p—1
i NS / / (VI — ) (b — ) do() dt
N—oo o = I'Nx(0,T)
N vy 09
= hm JLe / / u? do(x) dt
i X(OT) -7 U >ax3 o(x)dt

p—1
—Z// ZJlea:t 8(b(a:,t)dalcdzf,
Qx(0,T)

par (20.3.12). O

N . ouse . ~,
Il ne nous reste plus qu’a exprimer w;° et g; en fonction de u*>. Nous allons
commencer par donner un lien entre w;® et u>

Lemme 20.3.7. Nous avons, pour tout x,t dans Q x (0,T),

/Ia(;y (z,t,y)dy + — 1 Zw xz,t)=(1— )682;3 (x,t). (20.3.15)

PREUVE : Nous avons

N o¢ N
(x,t)p(x,t, —x dwdt—i—// uN (x,t)=——(x,t, —x3) de dt
//QNX(OT 8x3 )9l L ) QN % (0,T) ( )8x3( L )
N// N 19J0) N
+ — u' (x,t)=—(x,t, —x3)dedt
BRACOE AR

p—1
= Z// (v uNy N — TNy TeN) do(x) dt, (20.3.16)
I'Nx(0,T)

pour tout ¢ dans C°(Q2 x (0,7)) ® CF(Y), et ou N (x,t) = ¢(x,t, %1'3) Diviser
I'équation (20.3.16) par N et prendre la limite ne donne qu’'une égalité triviale. Nous
choisissons ¢ indépendante de la variable rapide y. Puis, nous remarquons que

p—1
Z// on” Tuly o —yTuNy T g do(a) dt

1

_ + N _ - N ’Y+¢+”Y_¢)
Z//fo(o,T) (’y U Y u ) (—2 do(x)dt

1=0

p—1 +,, N - N
YUY U (- ) dol(a)dt. (20.3.17
+;//F£VX(O’T)( : )(v ¢—7"¢) do(z)dt. ( )
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La limite double-échelles de ces termes donne par développement de Taylor-Lagrange
sur ¢ et les résultats classiques de la convergence double-échelles.

-1

/] /I 5
— x,t)o(x, t)de dt + 0; x,t)dx dt.
L iz; QX(O:T) w0 Z Qx(0,T) 8x3( )

(20.3.18)
Donc, prenant la limite dans (20.3.16) quand N tend vers 400, nous obtenons

a"’oo
//Qx 0,T) /(83:3 @,t) +0_y(m t y)) ¢(x,t) dy dec dt

9¢

+X // > (x,t)—(x,t)decdt
Qx(0,T) Jz3
| (20.3.19)

+EZ//QXOT ®(z,t)¢(x,t) dz dt

+(1—x // u>(x,t) a¢(w,t)dwdt:0,
Qx(0,T) a

pour tout ¢ dans C°(Q2 x (0,7))). O

: . duee . -
Le prochain lemme permet d’exprimer w;° et 5;;3 en fonction de u™ et de ses
derivées.

Lemme 20.3.8. Pour tout x,t dans Q x R,

o o 2 () -
t) 4+ —(x,t v Ly € 1, 20.3.20
81‘3(m ) + Oz (-’B, y) = Azplfx_]+ﬁ’ Sty € ( a)
> z, 1t
w®(z,t) = —0% (9) (20.3.20b)

NPl X 1

PREUVE : Divisons I"équation (20.3.13) par N et prenons la limite au sens de la
convergence double-échelles, nous obtenons,

p—1 ~
3uf° O
_ZA //Qx 0,7) / <3:U3 8y (w,t,y)) 'a_y(xyt,y)dydwdt
p—
)= ) dadt = 3
ZO //onT F(x,t) (¢(x,t,27) — o, t,27)) dedt =0, (20.3.21)

pour tout ¢ dans C*(2 x (0, L)) ® CF(Y). Pour obtenir rigoureusement la limite
du deuxiéme terme, il a suffi de prendre les limites pour la fonction test ¢ o h™ ou
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h™:R — R est C*, croissante et telle que h*(z;) = h(2;"). Choisissons d’abord ¢ &
support compact dans Q x I, donc la fonction 3“7( t) + 8u1 (x,t,-) est constante

sur chaque intervalle I;. Notons alors v2°(,t) la valeur prise par 8“—(:(: t,-) sur 1.
Donc,

I ZA //QX(OT) <a$3 x,t) —i—vfo(a:,t)) (o(x,t,25,,) — O, t, 2)) dedt

1221
+- Jz// w(x, t)(p(x, t, 2;) — d(x, t, 2, ) dedt = 0.
LZ; o, (, 1) (o( ) — o( )

Donc, pour tout x,¢ dans Q x R*, et tout a?, a’ tels que Y7~ a? +al = 0

p—1 ~00
<Z al A; (%L(a:,t) + vfo(a:,t)) + aﬁJw?"(az,t)) =0.
x

i=0 3

Dong, il existe, une constante C(x,t) telle que, pour tout i,

A (G @)+ () ) = (a0 = Cle.)
aZL'g

Nous savons, relation (20.3.15), que pour tout x,t dans Q x RT,

Donc,
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Grace au lemme 20.3.8, nous pouvons expliciter I’équation (20.3.14) :
// u>(x, t)p(x, t) de dt + Z XiAd // Vopu™(x,t) - Vopd(x, t) dac dt
Q><(0,T) (0,7)
1 0
—|— L // t)—¢(w,t) de dt
—0a, T J—L Qx(0,T) 8953 O3
-1

K+
+ ; // *(z, t)¢(x, t) da dt
0 Lx Qx(0,T)
1

B 1 x; x,t) de dt
<X ) Z?:é 2T JL //QX(OT 8x3 )8x3( )
=0, (20.3.23)

pour tout ¢ dans C*(Q2 x (0,7")). Cette équation admettant une unique solution si
la condition initiale est unique, toute la suite u"V converge.
Dans cette section, nous avons établi le théoreme suivant :

Théoreme 20.3.9. Soit une suite de conditions initiales ul), satisfaisant l’estima-
tion (20.3.7). Notons u)) le prolongememf de ulY par 0 en dehors de QV. Suppo-
sons, de plus que la suite @) converge faiblement vers xu3® dans L*(Q). Alors, il
existe un prolongement u™ de u™ borné dans HY(Q x (0,T)). La suite u™ converge
double-échelles vers U™ appartenant a HY(Q x (0,T)). ™ est solution de I’équation
variationnelle (20.3.23), soit du systéme :

00y Ay i — A2

u>*(x,t) =0 dans Q x R,

ot 8333
avec la condition de bord :
a~00
) sur OB x (0,L) x R,
81/A
et la condition initiale :
Uy = uy dans €2 x I.
o
p—1 _
Xi 1 1
Ap =) A Ay = = =1+
o - -1x 10
i—0 X X350 a T
p—1
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et notant la normale extérieure v = (v, vy, 13),

a—m = ATl/la—m + ATVQ am + ANl/g am

81/A 8x1 or T 8_133

20.3.3 Lecas p=0

C’est le cas le plus compliqué car il fait appel a une convergence triple-échelles
avec une échelle v/ N. Soit une suite de conditions initiales u))’ satisfaisant,

g lL2@vy + EN(ug) < C. (20.3.26)

Notons ) le prolongement de u) par 0 en dehors de Q. Nous supposons aussi que
la suite )’ converge triple-échelles! vers uf® dans L*(Q x Y x V). Gréce aux égalités
d’énergies (20.2.9) et (20.2.11), il existe une constante C' > 0, indépendante de N,
telle que

p—1
‘|UNHL°°(O,+OO;H1(QN)) S C; Z”f}fi»uN _ f)/iuN"ioo(O,ﬁ-OO;LQ(F%V)) S C, (20327&)

=1
0"
ot

Ces trois estimations et la proposition B.1.1 permettent de construire pour tout N
~ \ aN . N
un prolongement @V appartenant a L°°(0, +o00; H(Q2)), tel que % appartienne a

L%(Q x RT), satisfaisant pour une constante C' > 0, indépendante de N :

<C. (20.3.27b)

L2(QN xR+)

@™ Ee o, +oo 2 < G, ||V2DﬂN||iz(QxR+) <C, (20.3.28a)
|
< C, H < C  (20.3.28b)
L2(QxR+) \/_ Oy L2(QxR+)
p—1
ZH/}/-F%IN - 7_6N||ioo(o7+oo;L2(F£\7)) < C, (20328C)
i=1

Nous pouvons utiliser les résultats de la section 18.2. D’apres la proposition 18.2.5. 11
existe donc 1 dans L>(0, T L*(Q; HL (Y))) et us® dans L>°(0, T; L (Q x Y; HL(Y))),

i e. au sens de la définition 18.2.2.
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telles que, a une sous-suite pres, pour tout ¢ dans C*(Q2 x (0,7)) @ CE(Y) @ CF(Y),

N
lim // o(x,t,V Nrg, —x3) dedt
Qx( OT) L

N—oo

(20.3.29)
:// /ﬂ“(w,t,ys)/é(w,t,ys,yl)dyldysdwdt,
Qx(0,T) Y
GﬂN N
lim —/ (x,t az,t,\/ﬁx , —x3)dadt
N—oo /N JJax@.mr) Oy o "L 2
ous®
// // ( Z, 7 s) _(matay&yl)) ¢<m7taysay1)dy1 dysdmdt
Qx(0,7) Y?2 ays 0

(20.3.30)

Il existe aussi w®, 0 < i < p — 1, dans L?(Q x (0,7)) telle que, pour tout ¢ dans
Cx(Qx (0,T) @CE(Y)®CE(Y),

1
lim —// AN — 7@ )oY do(x) dt
N—oo \/N FNX(O,T)( ) ( )

124
_ —Z// /wfo(w,t,ys)ﬂw,t,ys)dys de dt, (20.3.31)
L i=0 Qx(0,7) JY

ot oM (z,t) = d(z,t, VNag, La3).

Les résultats de régularité elliptique et les conditions aux limites sur des surfaces
de plus en plus rapprochées permettent d’obtenir une estimation surprenante sur
la dérivée suivant la troisieme variable d’espace de u™. En effet, d’apres la proposi-
tion 20.2.7 et les contraintes (20.3.26) que nous avons imposé aux conditions initiales,
il existe une constante C' > 0 indépendante de N telle que :

ouN
8:153

C

< 7= (20.3.32)
L2(QN x

ou une constante possible est

JT Kf JH\: -
i N
=2 ng?é}(Xz) oax (A 2042 ) ]\Sflelg (VEN (ug"))
L max (x;) 2 maX(A )

1<p

0<i<p 0<is N/ N
7z i (A7 o (V).

0<i<p

Par conséquent, il existe v dans L2(2 x (0,T) x Y?), telle qu'a une sous-suite
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pres
N
N
lim \/N// aL(a:,tﬁb(:c,t, \/N:cg,—:zzg) dx dt
ax(.1) 973 L

N—oo
// // v (%, tv Ys, yl)¢($a t? Ys, yl) dyl (Iys dCE dt, (20333)
Qx(0,7) Y2

pour tout ¢ dans C*(Q) ® CF(Y) @ CZ(Y).
Reprenons ’équation variationnelle (20.2.8). Nous avons,

// o (w7t>¢(wat7 V N1'37—$3) dx dt
QN x(0,T) ot L

p—1
! Z i // Vopt" (2, t) - Vapd(a, t, VN, Ex:s) de dt
' QY x(0,T) I
p—1 a(b N
+ZA //QNX(()T 81'3 )&C( t\/—x&f%)dwdt
0
—l-\/_ZA // ¢

dys
p 1 ~N
ou 0 N
+ — ZA //Q x,t) (b(:ntv xg,—xg)d:l:dt

N % (0,T) 83:3 o

p—1 K+ p—1
+ . // VN v do(z) dt +
; N IV Fx(0,1) Zz:

1
. // YNy do(z) dt
-0 N Y7 x(0,7)

N
(z,t,vV Ny, —x3) da dt

t
(x,t)=— 7

x(0,T) 8353

p—1
+ Z Ji // ( )(7+EN — M) (vt — 4 ¢ ) do(x)dt =0, (20.3.34)
i—0 N x (0,17

pour tout temps 7" positif, pour tout ¢ dans C*(2 x (0,7)) @ CE¥(Y) @ C¥(Y), et en

notant ¢ (x,t) = ¢ (x,t, vV N3, %.1'3)
Nous prenons la limite dans ’équation variationnelle (20.3.34), quand ¢ ne dépend
pas de la variable rapide y;, nous obtenons le lemme suivant

o0

Lemme 20.3.10. Les limites w™, u™ et v{° satisfont :

// / (z,t,y)p(x,t,ys) dys de dt
Qx(0,7)

p 1
+ ZAlxl // /VQD?jOO(IB,t,y)‘V2D¢(w,t,ys>dys dx dt
ox(0,7) Jy
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//QX o) ( /IZ v (e, ys>y1)dys>> %(m t,ys)dadt

K*—i—K / /
+ —_— (x,t,ys)p(x, t,ys) dys dc dt
L (et

=0

p—1
P
—|—// Jibw(x,t,ys) ) =—(x,t,ys) dysdedt =0, (20.3.35
o (Z (..9)) - (@102 (20.3.35)
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pour tout ¢ dans C*(Q2 x (0,T)) @ CF(Y).

PREUVE : Nous choisissons ¢ indépendante de la variable rapide y et nous prenons
la limite dans I’équation (20.3.34). Seule la limite du dernier terme est non triviale

p—1
> / a0 A0 ) dofa)
i=0 i X

p—1
! J Lb; / / N — ) ¢
VN = ><(OT Ys

99
81‘3

(z,t,vVNz3)do(x) dt‘

Loo (2 (0,T)))

— 7*ﬂN||L2(pNX(0’T)) est bornée indépendamment de N :

9%
ys?

Wi 0513;{1(‘]1[/91) + max (J;L;)

Le(Qx (o)) 0S=Pl

X ||’7+?7N - V_aNHL?(FNx(o,T))a

Comme la quantité ||yTa

Jim Z Ji // (Y = a) (v N — 47 ¢") do(x) dt

x(0,T)

_n, 09
_ N
= ]\}1_120 JLH \/_//{V -7 u )ays(m,t, VNz3)do(x)dt

T / /w?(wat,ys)%(w,t,ys)dysdwdt,
» Qx(0,7) JY dy

1=0 s
par (20.3.31). O

Il ne nous reste plus qu’a exprimer v*>° et w> en fonction de u*. Pour cela, nous
commengons par obtenir une relation indépendante de I’équation (20.3.34).
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Lemme 20.3.11. Les relations suivantes sont vérifiées

— 0>
> w(a,ty) = Lo— (2.t y.),
i=0 0ys

p—1
Z/ wzgo($7tays) dys = 0.
i=0 VY

PREUVE : Pour tout ¢ dans C°(2 x (0,7)) @ C¥(Y) @ CE(Y),

ouN N
—(x,t)p(x,t, V Nr3, —x3) da dt
//QNX(O,T) &U:s( )l L )
N
+// uN(:v t)g(b (x,t,V xg,—xg)dwdt

+\/_// (x,t)— 0¢ (x,t, \/ng,ﬁxg)dazdt

QN x(0,7) 9ys L

+ N // u (w,t)%(w,t\/ﬁxg, El’g) de dt
L QNX(O,T) 8 L

Y1
| [ o, (@0 =7 ) (FED D) ot

2

_g// o (7 u ‘2” Y )(7+¢N_7—¢N) do(x)dt, (20.3.37)

ot ¢V (x,t) = ¢(x,t, v/ Nus, %.’L’g) Choisissons ¢ indépendant de y;, divisons I'équa-
tion par v/N et prenons la limite au sens de la convergence triple-échelles. La limite
de l'avant dernier terme s’obtient par (20.3.31). Pour obtenir la limite du dernier
terme, nous remarquons que

1 4 tulN 4y B
’—rN Z// on (—7 5 ! ) (v =y ¢N) do(x) dt
i=0 FiVX O,T
12 7+uN+7uN) 0o ‘
N1, oty w 2.tV Nas) do(z) dt
N Z //FNX 0,T) ( 2 ys( 3) ( )

82¢ 0
H ys*

duy
Le membre de droite tend Vers 0 car d’apres les estimations (20.3.28) et la pro-
position 18.2.5, la quantité ||’yu ||L2(FN urn+y Teste bornée. Donc, pour tout ¢

) HVUNHLz(FN’*UFN#)-

2o (Qx(0,T)) ‘ Loo(Qx(0,T))



Chap. 20 Homog. de I'équation de la chaleur en dom. multicouche 229

appartenant a lespace C°(O x (0,T)) ® CX(Y),

o (B 0 0
:Nhﬁgo—pi" //FN o (fu — >gj(mt\/_x3)da( ) dt

// /Noowtys ¢(mtys)dysdwdt.
Qx(0,T) Ys
Au total, nous avons obtenu :

// /~°°wtys qzS(ztctys)dysdacdt
Qx(0,T) Ys

p—1

Z/ /wfo(wytays)cb(w,t,ys)dysdacdt
x(0,T))

91) // /~°° 2,1, ys) ¢(:1: t,ys) dy, da dt, (20.3.38)
i Qx(0,T)

pour tout ¢ dans C2*(O x (0,7)) ®C3(Y). Ce qui donne pour tout z,¢ dans Q x RT,
et tout y, dans Y,

'dbc|>—t

,_m

O

;00

G ou
Zw;')o(mat7ys) = a (w7tay8)‘
i=0 Ys

Prenons ¢ indépendant de y, et de y; dans 1'égalité variationnelle (20.3.38). Alors,
pour tout x,t dans 0 x R,

p—1
/ > wi(@,t,y,) dy, = 0. O
Y =0

Lemme 20.3.12. La fonction v™®°(x,t,ys,) est constante sur chaque intervalle Z

PREUVE : Divisons I'équation (20.3.34) par v/N et prenons la limite au sens de la
convergence triple-échelles. Nous obtenons grace a (20.3.31) et (20.3.33) que

LS A ] ) 2 ) i .
¥ i v y U Yss Y1) 53— y U Ys, Y Yy Ys
L= ax(o,1) J Jy2 Yoy, R

1

p—1
—l——ZJZ» // /w;"’(w,t,ys) (qﬁ(a:,t, Ys, 25) — o(x, t, ys, 2; )) dy, dxdt = 0.
L= ax,1) Jy
(20.3.39)
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Choisissant ¢ telle que ¢(x, t, ys, -) soit a support compact dans I , nous obtenons que
v>°(x,t,ys, ) est constante sur chaque intervalle I;. d

Dorénavant, nous notons
v (x, t,ys) = v (2, t, ys, +) sur 1. (20.3.40)
Les lemmes 20.3.11 et 20.3.12 vont nous permettre d’établir le résultat suivant :

Lemme 20.3.13. Les relations suivantes sont vérifiées :

Loz x,t,Ys

v (2, t, ys) Zys (p_l - ), (20.3.41a)
iZj:OJ_]
L= (2,1, ys

wE(@,t,y,) = —2 Saa (20.3.41b)

PREUVE : L’équation (20.3.39) peut étre réécrite :

p—1
ZAz // / U?o(wat:ya‘) (¢(w,t,y5,,2;_‘_1 — (ﬁ(w’t,ysazj)) dys d dt
i—0 Qx(0,1) Jy

p—1
3 / / / W (@, ) (6 1y 5) — S, 1, 27)) dyadamdt =0,
i=0 Qx(0,T) JY

pour tout ¢ dans C2°(€2x (0, 7)) @Cg (Y'). Donc, pour tout (z,t,ys) dans @ x R x Y,

p—1 p—1
A; Z av(x, t,ys) + J; Z a;w(x,t,ys) = 0, (20.3.42)
i=0 i=0

pour tout a;, a; tels que Zf;ol a; + a; = 0. Donc, il existe C'(x, t,ys) tels que
A (x,t,ys) = Jwe(x, t,ys) = Clx, t,ys). (20.3.43)

Le lemme 20.3.11 permet de calculer C(x,t) :

1 0w
C(z,t,y,) 2 7= L o (20.3.44)
D’ou,
L2 (. t,y,)
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Pour obtenir I’équation variationnelle satisfaite par u®°, il suffit d’insérer les éga-
lités (20.3.41) dans 1'équation (20.3.35) pour ¢ indépendant de y;. Nous obtenons
alors, pour tout temps 1" positif, pour tout ¢ dans C*(Q x (0,T)) ® CF(Y),

// / .’1} t ' Ys (b(w?tays) dys dx di
Qx(0,T)

p—1
DIE J[ ai(e.t) Vao(e b dy.dedt
Qx(0,7)

La“ (x,t,ys
+X// / Y )g¢ (x,t,y,) dy, de dt
Qx(0,7) Ys

] 0 J
—1
K+ K;
Z + / / (x,t,ys)p(x, t, ys) dys de dt
i=0 Qx(0,T)
3¢
+ =X // / (@, ys) = (@, t, y,) dy, dae dt
( Py é Jl Qx(0,T) Ys 8y5( )
— 0. (20.3.45)

La solution de cette équation étant unique pour une condition initiale donnée, toute
la suite ¥ converge.

Dans cette section, nous avons établi le théoreme suivant :

Théoreme 20.3.14. Soz’t une suite de condz’tz’ons initiales ul) , satisfaisant lestima-
tion (20.3.26). Notons uo le prolongement de ulY par 0 en dehors de Q. Supposons,
de plus que la suite U} converge triple-échelles vers u3®. Il existe un prolongement
™ de uN dans HY(Q x (0,T)), satisfaisant les estimations (20.3.27). Toute la suite
a converge triple-échelles vers la fonction (x,t,ys) — u>(x,t,ys) appartenant a
L2(Q x RT x Y), 1 périodique sur la variable y, et telle que

T € LO(RY; LA HY(Y))),
u>® e L=(R*; L*((0, L) x Y; HY(B))),
ou™

T cL*(Q xRt xY),

De plus, la fonction u™(x,t,ys) satisfait [’équation variationnelle (20.3.45), et est

donc solution du systéme suivant :

ou™ . 8u

5+ Ku™(x,t) =0, (20.3.46a)
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dans B x RT XY, pour tout x3 dans (0, L), et les conditions de bord :

8"’00
aL =0 surdBx(0,L)xR* x Y, (20.3.46b)

v
u™(x,t,0) = u>(x,t,1), pour tout .t dans Q x R, (20.3.46¢)

et la condition initiale :

u>(-,0,-) = ug’ dans Q X Y. (20.3.46d)
ol
p—1 _
i 1 1
AT = XTAm AN f—"—— )
im0 X X207
p—1 _
_ K K+
P K, ) |
=0 X
et 5 9
Noy = —— )
2D 89:12 + a.’L'QQ

Remarque 20.3.15. La fonction homogénéisée u> vérifie donc I'équation de la cha-
leur pour les variables d’espace x1, xs,y,. La transmission de chaleur sur ’axe d’ho-
mogénéisation se fait donc a une échelle de longueur LN, ou N est le nombre de
mailles d’homogénéisation. En particulier, cela implique qu’a ’échelle macroscopique,
la transmission de chaleur est interrompue sur l'axe d’homogénéisation. En effet, si
nous intégrons sur 1’échelle y, le systeme (20.3.46), nous obtenons une simple équation
de la chaleur 2D ou aucun terme ne dépend de la troisieme variable d’espace.

20.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les méthodes de la convergence double-échelles
et triple-échelles pour homogénéiser I’équation de la chaleur linéaire alors meéme que
la séquence de trous n’est pas acceptable au sens de [20]. La linéarité est essentielle
pour tous les cas sauf p = 1. En effet, nous ne disposons de la compacité forte que dans
ce dernier cas. Généraliser rigoureusement les méthodes employées ici pour 1’équation
de Landau-Lifchitz qui est non linéaire ne serait possible qu’avec un critere utilisable
de compacité forte pour la convergence double-échelles.



Chapitre 21

Homogénéisation de ’équation de
Landau-Lifchitz dans un domaine
multicouche

L’homogénéisation de ’équation de Landau-Lifchitz présente des difficultés im-
portantes. En effet, I’équation est non linéaire. Tout passage a la limite devra tenir
compte des produits ponctuels de fonctions. En I'absence de compacité pour la conver-
gence double-échelles forte, le passage a la limite dans les produits est difficile. Il n’est
pas possible d’utiliser le concept de solutions fortes car le temps d’existence dépend
fortement de 1’épaisseur de la couche la plus mince. Aussi, rien n’interdit au temps
d’existence de tendre vers 0 lorsque I’épaisseur d’homogénéisation tend elle-méme
vers 0. Aussi, devons nous homogénéiser en utilisant le concept de solutions faibles.
La non unicité des solutions de I’équation de Landau-Lifchitz peut rendre le calcul
d’une limite difficile méme lorsque seule 'interaction d’échange est présente.

21.1 L’équation de Landau-Lifchitz dans les arran-
gements multicouches

Nous reprenons les mémes notations qu’a la section 20.1. Nous supposons que les
constantes de super-échange et d’anisotropie surfacique, voir section 2.3.5, dépendent
de I’épaisseur de ’espaceur. En particulier, nous supposons que si N est le nombre
de mailles d’homogénéisation, alors

Ks <]1 J2
K N)=—, J1(N) = —, Jo(N) = —.
(N) = 1 (V) = 2 (V) = 22
Nous nous dotons de p constantes d’échanges (Ao, ..., Ap—1), de p matrices d’aniso-
tropie (Ko, ..., K,_1), de 2p constantes d’anisotropies surfaciques (K, ..., K, 1)

233
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et (Kgg,..., K, 1), de p constantes de super-échange quadratique (Ji, ..., Jip-1),
ainsi que de p constantes de super-échange biquadratique (Jay, ..., J2p—1). Choisis-
sons aussi deux parametres : w parmi {0, 1} et p parmi {0, —1}. Nous rappelons que
I'opérateur de champ démagnétisant est défini au chapitre 3.

Nous nous donnons, pour tout entier naturel N non nul, une condition initiale
m)) dans H'(QV), |[m)’| = 1. Nous choisissons m” dans LOQ(]RJr HY(QN)) parmi les
solutions de ’équation de Landau-Lifchitz au sens de la définition 4.2.2.

// o qbdmdt—a// ( Aal)-qbdmdt
QN % (0,T) QN % (0,T) ot
. Ly, omN\ 9¢
1—|—a AZ// ( A ) d dt

=

(1+a?) //QN o (mN A Ha(m™)) - ¢ da dt

p—1
(14 a?) // (mY AK;m") - ¢ da dt
Z QN x(0,T) )
K+
—(14a?) Z
— (14 a?) ZK // MmN (ymN Av) - pdxdt
N*x(OT)

pfl
J1i _ _
—(1ta?)y // YA (176 — 0 g) da
i=0 i <,

//m . (v - ym™)(ym"N Av) - pdadt

p—1
Jai _ _ _
—2(1+042)Zi//FNX(OT)(WmN-v m™)(vTm N AyTmY) (T p—y @) de dt,

5 NP
(21.1.1a)
avec les contraintes

m”Y(-,0) = m} sur O, (21.1.1b)
ImY| =1 p.p. sur OV x RT, (21.1.1c)

et 'inégalité d’énergie

N/ N Q@ Tllom™ ||? N

EN(m”(-,T)) + / dt < EY(m(-,0)). 21.1.1d
I+ 5 (m(,0).  (21L1d)
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ou

p—1
K 2
—I—' /QN uda:+z / lyu A v|*do(x)

=0

luAvPdola +ZJ“/ Iy — 7w do(w)

+ZJ21- /FNWuAv‘uIQda(a:). (21.1.2)
i=0 i

L’existence de solutions est donnée par le théoreme 6.1.1. Dorénavant, nous ne consi-
dérons que des suites de conditions initiales m{’ dans H'(QY), |mJ’| = 1, satisfaisant,
pour une constante positive C' > 0 indépendante de N,

EV(m{) < C, (21.1.3)

i.e. dont I'énergie initiale reste bornée.

21.2 Le cas trivial n’est pas trivial

Nous appelons cas trivial, le cas ou p = 1, sti =0,K; =0, Ji;=0et Jy; =0,
et A; = A indépendante de i et § = 0. Aucune interaction n’est présente entre
deux couches distinctes. Ce cas semble facile a traiter a premiere vue. Nous allons
voir que la non linéarité et la non unicité des solutions de 1’équation de Landau-
Lifchitz compliquent considérablement ’analyse rigoureuse. Nous pouvons résoudre
ce probleme en prenant la limite a x5 fixée.

Pour tout z3 dans (0, L), nous notons z};, 2y, les bornes supérieures et inférieures
de la composante connexe de IV auquel appartient z3. Notons vV la fonction définie
sur B x (0,1) x R* par

Z— Zy
N(fE,y,Z,t) =m" <x>ya ZJF—Nat) :

Notons aussi v}’ = v (+,0), la condition initiale. Désignons par EV I'énergie
A ov > | ov|? N \’|ow|
EV () = —/ S R L ( . ) Y da. (21.2.1)
2 BX(O,I) aml 8132 ZN - ZN 83:3
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Nous avons alors 'inégalité d’énergie

o™ ||?
ot

«

E/N NT
@ (T + s

dt < E™N(vV(-,0)), (21.2.2)
L2(QN)

0

pour tout 7" > 0.

Nous allons maintenant prendre la limite pour »V. Ce calcul de limite a été
effectué dans [8, H. Ammari, L. Halpern et K. Hamdache] [13, G. Carboul, et [37, K.
Hamdache et M. Tilioual. Nous avons alors en ’absence de toute interaction entre
couches, grace a (21.2.2) que |[v"| =1 p.p. dans QY x R et

N
‘ agt < CEVN (v, ‘ 86” < CEVN (v, (21.2.3a)
L2(QN) T L2(QN)
oo oo
< CEN(vd), ‘ < CE™N(v)). 21.2.3b
1% o SCEED, ] somvel) o

Supposons que E(v)’) est bornée indépendamment de N, ce qui est le cas si par
exemple Vm}' est borné dans L>(0, L;L>(B)). Supposons aussi qu'il existe vy tel
que
— Toute la suite v’ tend fortement vers vy dans IL2(B x (0, L)), ce qui est toujours
le cas si il existe mg dans L>((0, L); L?(B)) tel que m}) tende vers my dans
L((0, L); L*(B)).

— Toute la suite %1;(1’; (B x (0,L)), ce qui est
toujours le cas si %_Z? tend vers 0 dans L>((0, L); L?*(B)).

Dong, il existe v dans L°(R*; H'(B x (0,1))), telle qu’a une sous-suite pres, pour
tout 7' > 0, v" tend faiblement dans H'(B x (0,1) x (0,T)). D’apres le théoréme 2 et
la remarque 3 de G. Carbou [13], v est indépendant de la troisieme variable d’espace
et vérifie

— v(-,0) = vy.
v appartient a L>®°(R*; H'(B)).
|v| = 1 presque partout.
S appartient & L*(B x (0,1) x R™).
Pour tout ¢ dans D(B x RT),

o G oo ] (o0 2) B

(21.2.4)

— Pour tout 7" > 0,

ov
(.t
at(7)

dt S EQ(’U()),

Eo(v(-,T)) + — /0 "

1+ a?
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i -4 [ ( ) .

La convergence étant H' faible, elle est aussi C°(0, 1; H*) uniforme pour 0 < s < %
Donc, pour tout réel z dans l'intervalle (0, L), la trace de m sur le plan z3 = z
converge a une sous-suite pres vers une solution de ’équation de Landau-Lifchitz
faible 2D. Seulement, la sous-suite dépend de la cote x3. En effet, 'absence d’uni-
cité des solutions a cette équation ne nous permet pas d’affirmer que toute la suite
converge et de faire le lien entre la convergence a x3 fixé et la convergence faible
L2(B x (0,L) x R+).

Nous avons vu que le cas ou seul I’échange est présent ne peut étre traité de ma-
niere completement satisfaisante. Les interactions de super-échange et d’anisotropie
surfacique vont donc étre primordiales dans I’analyse de ’lhomogénéisation car ce sont
elles qui assureront une rigidité suffisante du systeme pour que le passage a la limite
puisse étre fait rigoureusement.

ou

2 ou

8x2

ou

oy

21.3 Homogénéisation et anisotropie surfacique

Supposons la présence d’anisotropie surfacique K S:tl(N ) > 0. Nous supposons que
K, . o .
KE(N) = N, avec KZ des constantes strictement positives. Dans cette section,
nous choisissons =1 et w = 0.
Dans ce cas, nous allons voir que 'anisotropie surfacique domine tout autre in-
teraction et force la stationnarité. Notons e, le vecteur unitaire (0,0, 1) de R3. Pour

tout temps 7" > 0,

N p—1 N—1 £ (21+k) N
/ m (@, T) A e]? dz = // m™ (&, 2, T) A e.|? dz dd
QN -

2

z N
om dzdo(x).

o O3

(x + se.,T) ds> Ne,

%fci
<
N F]_VH' 0

Donc, il existe une constante C' > 0, indépendante de N, telle que

N
[m™ A ez,‘ﬂ%fz(rN,ﬂ . | %HEZ)(QN)
N N2 '

HmN N ezH]LQ(QN) < C (
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Or, d’aprés I'inégalité d’énergie (21.1.1d) les deux quantités ||[m™ A ez||i2(FN,+) et
| 9 T HLQ(QN) sont dominés par EY(m})’). Donc, d’apres la contrainte 21.1.3, que nous
avons imposé sur les conditions initiales, il existe une constante C' > 0, indépendante
de N, telle que
N C
||m A ez||Loo(R+,]L2(QN)) < —. (21.3.1)

VN

Nous allons maintenant étudier les deux cas p = 0 ou p = 1 ol nous rappelons que
p est 'exposant qui modélise la variation de la constante d’échange en fonction du

nombre N de mailles d’homogénéisation. J;(N) = £%.

21.3.1 Lecas p=0

D’apres I'inégalité d’énergie (21.1.1d), si p = 0, nous avons
|’mNHioo(R+;H1(QN)) <C, H7+mN - ’V—mNHiOO(]RﬁLQ(FNf)) <C.

D’apres la proposition B.1.1, il existe un prolongement de m®™ sur Q x (0,7, noté
mY qui vérifie

—~ 8%1\’
[N ||p e (oxr+) < H < C, H 5 <C
L2(Qx(0,T)) 4o Lo (R+;L2(1))
(21.3.2a)
om” C
H = <C, H < —. (21.3.2b)
8:162 Loo(R+;1L2(Q)) 81‘3 Loo (R+;L2(Q)) \/N

D’apres le théoreme 18.1.6, il existe m™> dans L2(Q x (0,7) x (0, 1)) pour tout temps

T > 0, limite au sens de la convergence double-échelles d’une sous-suite de m”, i.e

— N
lim // m” (xz,t)¢ (az,t, —xg) dax dt
N—co J Jaxo.r) L
:// ﬁoo(w,t)/ ¢ (x,t,y) dydae dt.
Ox(0,T) 1%



Chap. 21  Homogénéisation de Landau-Lifchitz en domaine multicouche 239

D’apres (21.3.2b) et la proposition 18.1.8, m™ ne dépend pas de la variable rapide y.
Choisissons ¢ = ¢e,, ¢ appartenant a C*({2 x R*), dans (21.1.1a). Nous obtenons :

// qbda:dt—a// m" Ae,)- a ¢dwdt

J/

p—1
__ 6¢
_— 2 . N .
(14 o) ‘ g AZ//NJ(m Ne,) ax] oz, da dt

K3
(. ~

e +a2)/ (@Y Nes) S0 da dr

J/

i1
p—1
+ (1+a2)2// MmN Ae.) - Km¢de dt
=0 ¥7, J
v
p
+ (1 +a?) JL,// (ytmY ne.) -y mY (v o — 4 ¢)dedt
I'Nx(0,1)
7
p—1
2(14+0%) Y / / (Y ) (RN A es) T (v — v 6) dasdt,
i—0 I'Nx(0,1)
VI

(21.3.3)

Les termes d’anisotropie surfacique ont disparu car (a Av) - e, = 0. D’apres I'inéga-
lité (21.3.1) et le théoreme 3.2.1, les termes I, I1, I11] et IV tendent vers 0 quand N
tend vers +o00. Les termes V' et VI qui contiennent le super-échange tendent aussi
vers 0. En effet, comme |m| = 1, ils sont bornés par

b1 N1 3 /p—1N—1 ?
C < I 7m A I/HLoo(]R+ L2(rN+) > ( e - 7¢Hi°°(R+;1L2(F£V)))

i=0 k=0 =0 k=0
0¢

O3

2@)

En conséquence, en prenant la limite dans (21.3.3), nous obtenons

//Q qb(a: t)dxdt =0,
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pour tout ¢ dans C*(£2 x (0,7)). Donc,

o(m™ -e,)

5 =0 dans Q x RT. (21.3.4)

Comme m™ A e, = 0, nous obtenons que m™ ne dépend pas du temps.

21.3.2 Lecasp=1

Ce cas est analogue au précédent. D’apres l'inégalité d’énergie (21.1.1d), et les
conditions 21.1.3 que nous avons imposé sur les conditions initiales, si p = 1, nous
avons

HmNHiOO(RJr;Hl(QN)) <C, [ Fm® — 77mN”i°°(R+;L2(FNv*)) <

={e!

D’apres la proposition B.1.1, il existe un prolongement m” vérifiant

e <1, e |5 =¢
L2(Q2x(0,T)) Oy Loo(RH;L2())
(21.3.5a)
aNN C
H m <c H << (21.3.5b)
022 || oo (mtiL2(0)) 023 L@ oy ~ N

Ceci, en raison de la moindre importance du super-échange. Il existe m> dans L?(2 x
(0,7)%(0,1)) pour tout temps 7" > 0, limite au sens de la convergence double-échelles

d’une sous-suite de m?”, i.e.

N
lim // (x,t)p(x, —x3)de = // /'m, o(x,t,y) dy de,
N—oo J Jax(o,1) L Qx(0,T)

(21.3.6)
pour tout ¢ dans C*(Q2 x (0,7)) ® C¥(Y). La fonction m>(x,t,-) reste constante
sur chaque intervalle [;. Ce résultat se prouve exactement de la méme maniere que le
lemme 20.3.1. Notons m{°(x, t) la valeur de m®™(x, ¢, -) sur 'intervalle ;. Choisissons
o(x,t) = ¢z, t, Z‘g)Cz, ¢ appartenant a COO(Q X R+)®C# (Y), dans (21.1.1a), telle

que ¢(x, t, ) est constant sur chaque intervalle I,. Notons ¢i(x, t) lavaleur de ¢(x, t, )
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sur 'intervalle Z Nous obtenons

p—1 ~N .
Z// M@, de dt
, QN x(0,T) ot

=0
p—1 —~
om»
_ N . .
_&Z//QN (m Ne) 5 ¢;dadt
om» 0¢;
(14 a? A, // e,) - “dxdt
;]21 NX(OT e:) Ozr; Ox;
p—1
(1+a?) Z// mY Ae,) HymY)g; da dt
QN x OT)
+ (1—{—@2)2// (?ﬁN/\ez) KZmNQSZ dx dt
. QN x (0,1

pl
1+oz Z

p—1
2(1+a” Z 2Z// (Yt mY)(yrm ey mN (v =y dimr) da dt.

N'x(0,T)

// m Ne.) -y mN (v g — 57 ¢i) dadt
FN

(21.3.7)

Comme a la section précédente, les quatre premiers termes du second membre tendent
vers 0, ceci pour les mémes raisons. Les deux derniers termes du second membre sont
bornés par

w2

2

H7m N VHLOO(]R+ ]LQ(FN +))> X

)_l

N-1

M\H

—0 k=0
1 p—1 N-—1 % C/
“\ ¥ 17 dir1 — v il (RHL2(TN,) < — Pl xrtxy), (21.3.8)
i=0 k=0 Nz

et tendent aussi vers 0. En conséquence, le passage a la limite dans 1’équation (21.3.7),
quand N tend vers 400, donne

oms°

ot

pour tout entier 4, 0 < ¢ < p — 1. Ainsi la limite m> ne dépend que de la variable
lente x et de la couche i a laquelle la variable rapide y appartient. La faiblesse du
super-échange n’impose toutefois pas dans ce cas la constance de m™ A travers les
différentes p couches.

— 0, (21.3.9)
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21.3.3 Interprétation physique

Lorsque I’anisotropie surfacique domine tous les autres termes, quand la constante
d’anisotropie surfacique ne dépend pas de N, la limite est toujours stationnaire en
temps et s’aligne sur la normale a la surface qui sépare deux couches. L’interprétation
physique est qu'un arrangement multicouche est extrémement rigide et que I’énergie
nécessaire pour modifier sa magnétisation devient infini en méme temps que le nombre
de couches. Pour une analyse expérimentale du retournement de la magnétisation
dans les arrangements multicouches, nous pouvons consulter [42].

21.4 Homogénéisation et super-échange

Dans cette section, nous homogénéisons I’équation de Landau-Lifchitz lorsque
I’anisotropie surfacique n’est pas suffisamment forte pour rigidifier le systeme. Nous
supposons l'exposant d’anisotropie surfacique w égal a 1. Nous ne pouvons traiter
ce probleme d’homogénéisation que si 'exposant de super-échange p = —1 dans
JI(N) = % Nous supposons aussi 3 = 1. En effet, le seul résultat connu permettant
de passer a la limite dans la convergence des produits est peu utile en pratique. Il s’agit
du résultat donné par le théoreme 18.1.7. Lorsque J; (V) = N Ji, nous disposons d’'un
opérateur de prolongement adéquat®, voir proposition B.1.1 donc d'une compacité
forte permettant d’appliquer le théoreme 18.1.7 et de passer a la limite dans les
produits. En effet, dans ce cas, I'inégalité d’énergie (21.1.1d) et les conditions 21.1.3
entrainent ’existence d’une constante C' > 0, que

HmNHLOO(QNXRﬂ =1, ||va||Loo(R+;]L2(QN)) <C,

H om~N

D’apres la proposition B.1.1, Il existe donc une constante C' > 0, et pour tout entier
naturel non nul NV, une fonction m” appartenant a L>°(R™; H*(Q2)) et & H'(Qx (0, 7)),
telles que

<C, NlyTm™ — ™ m|22 vy < C.
L2(QN xR+)

[ [[Loeaxrty < 1, (21.4.1a)

[vm® ||L°<> r+12(Q) < C, (21.4.1b)

H <C. (21.4.1¢)
L2(QxR+)

!Dans Hamdache [35], on suppose, lemme 3.2, que cet opérateur de prolongement existe lorsque
la constante d’échange Ji(N) ne dépend pas de la distance intercouche, ce qui est erroné. Voir le
contre-exemple section B.2.
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et nous avons aussi

1 __ o
SINGHRY = @)y, < C (21.4.1d)

Nous allons passer a la limite au sens de la convergence double-échelles. Pour cela,
nous utilisons les théoremes 18.1.6 et 18.1.9 et la proposition 18.1.8. D’apres les
estimations (21.4.1), il existe,

m™dans L™
mi°dans L™
w; dans L™

h*>dans L

R HY(Q)) N HY(Q x (0,7)),
R L2(Q; HL,(Y))),
R*:1L*(Q)), 0<i<p-—-1,

R*: L2 (R?)).

loc

N N N N

telles que, pour tout ¢ dans C*(€2 x RT) ® CZ°(Y), on ait, & une sous-suite pres, les
convergences suivantes :

__ N __
lim // m” (z,t)¢ <m,t, —J:g) dwdt:/ moo(:c,t)/ o(x, t,y)dy de dt,
N=co J JQr L Qr Y
(21.4.2a)

— N
Jn [[ st (w,t, fa:g) dodi= [[ [ @ttty dydeds,
- Qr TJY

(21.4.2Db)
~N
O p
N—o0 Qr 0;1:3 L
m my
= x,t) + x,t, x,t,y)dydexdt,
//QT/y(axg( ) dy ( y))¢( y) dy
lim l// ’rﬁN(:I:)qb (:L' t Ex) da(a:) = l// moo(w)pzigb(m ; z~)d:cdt
N—oo N 'V x(0,T) "L 3 L Or prs » Uy <1 s
(21.4.2d)
: N N N
lim // (7 m”(x,t)—y m (a:,zf))gb(a:,t7 —x3> do(z) dt
N—oo J JrNx(0,T) L
(21.4.2¢)

1 -
= —Z/ wi°(x, t)p(x, t, z;) d dt.
L= Jor

La limite dans (21.4.2d) est toujours valable si nous remplagons I'" par 'V ou 'V~
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Nous avons,
—~N
// — quda:dt—a// (mN/\a%) - ¢V dz dt

p—1 s
1+a ZA //
QN

3 N
(mN A om ) ( N ) da dt
Ox; 81']

lel

N N . om"
1+a ZA m" A o 8 da dt
N 3

(1+a?) //N m" A (Hy(m") + Km")) - ¢" de dt

p—
et S [T ) ) 2 deta)
i=0 N+><(0T)

p—1 K- . L
—(1—1—04)Z ]\S/ //fv (OT)(V ym™N)(ymN Av) -y do(x) dt

‘<1”2>N§<J“//Nm (7N Ay ) - (v N — 4 gY) do(w) di

FZ

o, / / (Y AT (Y Ay ) - (g — v~ éY) do(a) dt),
I'Nx(0,T)
(21.4.3)

pour tout ¢ dans C°(Q x RT)®@C®(I; R?), et ot ¢ (z,t) = ¢(, ¢, % x3). Choisissons

¢ indépendante de la variable rapide y et prenons la limite dans I’équation (21.4.3).
D’apres les théoremes 18.1.7 et 18.1.11 nous pouvons passer a la limite dans les

produits et obtenir

//Q ek qbda:dt—xa//Q < °°/\—>-¢>d:13dt

= om>\ 0¢
_ 2 ) —~00
_<1+Q)ZAZ// Z(m A 8%) g da
p—1 —~
8m°° oms° 0o
+ (1 +o?) ZAZX’// / Bs + 3y )dy) 8_353dmdt

p—1
—(14+a? m> A v, Km™)odx dt
( O‘);//QT(’" LK) da
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—(1—|—a2)//Q (mOOA/IhOOdy)qbdmdt

T
p—1 + _
Ksi_l—Ksi —~ —~
! +a2)ZT// (e. - ™) (v A es) - pda di
=0 T
p—1

(1+a” Z (J1;+2J2,)0; // (M A w) - §7¢ dedt, (21.4.4)
=0 T 3

pour tout ¢ dans C*®(Q x (0,7T);R?). Pour obtenir I'équation & laquelle satisfait m>
il ne reste plus qu’a établir des relations supplémentaires entre m®, mS°, w*> et h.
Ces relations sont données par les propositions 21.4.1 et 21.4.2.

Proposition 21.4.1. Nous avons, pour tout entier i, 0 <1 <p—1,

m> Om™ (g ¢
Ai@gl(w,t) +v§’°(az,t>) = —= ( )1 , (21.4.5a)
x — )
’ Zi:o <x)‘<1_z + L(Jl,i+2J2,i))
om™ x,t
(Jii 4 2J2,) wi(x,t) = Ozs (®?) (21.4.5b)

S (3 + mobs)
=0 Az L(Jl,z"l‘?]gy.b)

PREUVE : Divisons ’équation (21.4.3) par N et prenons la limite, nous obtenons

— o, [OM™ oms° )
Z//WOT / <m /\( 0, (z,1) + oy (w,t?ﬂ)) ‘a—y(w,t,y)dwdt

+Z//MT (Jri+ 2J55) (> (2, 1) Aw(x, 1)) - (2,1, 27) — Pz, t, 27)) dae dt

=0.

—~— o0

678';1 (x,t,-) est

constant sur chaque intervalle I;. Notons v (x, ) la valeur de g (x,t,-) sur l'in-

Choisissant ¢(x,t,-) a support compact dans I

tervalle Z Nous avons :

2// / & (moo : (a?: (@, 1) + v* (w,t)» (Bl ) dedt

+ pz: // (Jii+2J2,) (M (2, t) ANw®(x,t)) - [, t, )]j,r dedt = 0.
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Done, pour tout x,t dans 2 x Rt tout suite de constantes a;, a; dont la somme est
nulle, 7" a; +a; =0, on a

o0

p—1
> mEA (aiAi <68m7(w,t) + U?’(%ﬂ) +a; (Ji; + 2J2,) wfo(:c,t)) =0.
i=0 3

Dong, il existe une fonction C(x,t) telle que pour tout i entier, avec 0 <7 <p—1

A; <’Tﬁ°" A aal(a:, t)+ vfo(a:,t)) = C(x,t), (21.4.6a)
T3
(J1 4 2J25) m™ ANw™(x, ) = O, t). (21.4.6b)

Comme |m™| = 1 presque partout, pour tout 4 entier compris entre 0 et p — 1,

m™>(z,t) - v°(x,t) = 0 p.p. dans Q x R, (21.4.7a)

i

m>®(z,t) - w®(x,t) =0 p.p. dans Q x RT. (21.4.7b)

Dong, il existe C'(x, t) orthogonale & m(x,t) presque partout, telle que

om® -~ ,
A @ 1)+ 1) = C'(a1),

(Jl,z' —+ 2J2,i) ’LU;)O(.’L', t) = C/(.’L', t)

La relation (20.3.15) est vraie indépendamment de I’équation. Soit, pour presque tout
(x,t) dans Q x (0,7),

om™

ome 1=
[y @i e e = (- 0

Donc,
O (1
C'(x,t) = oey (7:1) . (21.4.9)

p=lfxs o 1
Zi:O (Ai + L(J17i+2J2,i)>

0

Pour passer a la limite dans 1’équation (21.4.3), au sens de la convergence double-
échelles, il reste uniquement a traiter le cas du champ démagnétisant.

Proposition 21.4.2. Le terme Ha(m™) converge au sens de la convergence double-
échelles vers

{J{d(xﬁ”) — (11— (m>(z,t)-e)e. siyel,

— _ e (21.4.10)
Ha(xm™) + x(m>(x,1) - e,)e, siy € J,



Chap. 21  Homogénéisation de Landau-Lifchitz en domaine multicouche 247

PREUVE : Nous procédons comme K. Hamdache dans [35] proposition 3.7. Soit oV
le potentiel dans H(R? x (0, 7)) telle que V¥ = Hy(x¥m™). Alors,

div(Ve" + xVm™) =0,

ot xV(x) est la fonction caractéristique de Q. Comme y(QV)m” est borné dans
L°(R*;L2(R3)), o est borné dans I'espace L°(R™; H}. (R?)). Donc, il existe ¢™

loc
dans D'espace L>°(R*; Hj,.(R?)) et ¢° dans L*°(R*; L . (R* H(Y))), telle que pour
tout ¢ dans C.(R* x RT) @ C2(Y),

J\leOO //R3xR+ ¢N(w7t)¢ (:l:,t, %Ig) da dt
— // > (x,1) (/ o(z,t,y) dy) de dt,
RSXR+ Y
i N
All_{noo //]R3><]R+ 31;3 z,t)¢ (wata fl’g) de dt
R3xR+ JY 8x3 Ay

// YYm (x,t) - mqﬁ( >da:dt
QxR+
N . a¢( N )
+ — m’ (x,t)-e,)— |x, t,— da dt
FJL e (@ e
N N
[ Vo' - Vgt | @, t, —x3 | dedt
R3 xR+t L
N N
// 097 6’<b z.t, —xs ) dedt. (21.4.12)
R3 xR+ a$3 L
Nous divisons par N et nous passons a la limite, nous obtenons
// *(x,t) - e,) (/ acty)dy)dazdt
QxR+t a

L oot D¢ B

Donc, il existe voo(a:, t) telle que

m>™(x,t)- e, + (‘%ﬁ x,t
vﬂaﬂz{w (@) e + (G (@)

(21.4.11a)

(21.4.11D)
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Comme [, 8;50 dy = 0, nous avons
a ee}
v (x,t) = E;O (z,t) + xm™(z,1) - e.. (21.4.14)
T3

Cela implique que la limite au sens de la convergence double-échelles de Hy(x¥m™)

vaut

0™
61’3

<m,t>+@¢?°<m,ty):{%"%<w,t> (- Ome e syel

(21.4.15)
Nous choisissons ¢ indépendant de y et nous passons a la limite dans (21.4.12), nous
obtenons

// (x,t) - Vao(x,t,y da:dt—i—// *.Vodedt =0. (21.4.16)
Q><]RJr IR3><]R+

Donc, div(Ve™® 4+ xm™) = 0. D’ott, V> (x,t) = Ha(xm™), et la limite au sens de
la convergence double-échelles de Hy(xVm™) est

Ha(xm™®) — (1 — )(m>(w,t) -e.)e, siyel,
Ha(xm>®) + x(m>(x,t) - e,)e, siy € J,
O

I1 suffit maintenant d’insérer les résultats des propositions 21.4.1 et 21.4.2. dans
I'équation (21.4.4) pour obtenir :

//T— ¢dwdt—ax//T< °°/\—>.¢)dwdt

< v OmX\ 09
:<1+a2)//Q ZA,)QZ( N g';j ) ax] dax dt

T =0 j=1

¢ 9 9
+(1+a2)2§-’_§ € +X—> //T ('m A (;;"3) GZ,d dt

Ay L(J1,i+2J2,:)
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+(1+a>z ( - X //T( o 3{;’3) gdedt (21.4.17)

L(Jl L+2J2 z

pour tout ¢ dans C*(Q x (0,7); R3).
Donc, nous avons le théoreme suivant concernant I’homogénéisation des solutions
du systeme (21.1.1) avec les parametres w =1 et p = —1,

Théoréme 21.4.3. Nous posons p = —1 et w = 1. Soit m{’ une suite de H*(QV)
satisfaisant la contrainte (21.1.3). Posons m” une suite de solution dans H'(QY x
(0,7)) pour tout temps T > 0 du systéeme (21.1.1). Il eziste une suite m” prolongeant
m” sur H'(Q x (0,7)). Nous pouvons en extraire une sous-suite m™ qui converge
double-échelles vers une limite m™>. Cette limite m™ appartient o H'(Q x (0,7)),
pour tout temps T > 0, et vérifie ’égalité (21.4.17). Ce qui équivaut formellement a
[’équation

—~

om®™ . Om™ s o . 0*m™
T—am/\wz—(l%—oﬂ) (ATm /\AQDm +ANm A 83332 )
— 1+ M AKm™ — (14+ > K(m™ -e,)m™ Ne,
— (1 + a®)xm™ AHg(m™)  dans Q x RT,
~ om
m°°/\—m:O sur 00 x R,
81/A
o
p—1 _
. 1 1
Ap =Y X4, Ay=-——r ,
p— i
i X > io (fx_ + m)
p—1 _ p—1 + _
_ , _ K .+ K
K=Y Yk, E=Y (=) _(1-y),
im0 X i=0 Lx

et, notant la normale extérieure v = (v, v, v3),

om om om om
=A A Anvg—o.
81/A TV18 o + T1/2a s + Anvs B

Notons m” le prolongement de m” par 0 en dehors de QN. Supposons maintenant
que la suite m” tende faiblement vers Ymg® dans 1L.*(Q2). Alors, au sens des traces

m>(-,0) = mg° dans €.
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21.5 Les limites de ’homogénéisation et de pos-
sibles voies d’explorations

L’homogénéisation de I’équation de Landau-Lifchitz est hautement non triviale di
a son caractere non linéaire. Si le cas ol 'anisotropie surfacique domine est traitée
de maniere satisfaisante a l'ordre 0, il manque 'analyse de la limite de projection de
I’aimantation sur le plan Oxy. En effet, le terme v/ N(m — (m - e.)e,) va converger
au sens de la convergence double-échelles pour les surfaces périodiques vers un terme
d’aimantation homogénéisé d’ordre 1. Pour le cas trivial 21.2 ou seule 'interaction
d’échange est présente, I'unicité de la solution de Landau-Lifchitz en deux dimensions
suffirait a obtenir le résultat escompté mais nous n’avons pas ce résultat. Cependant,
la solution de Struwe, voir section 6.3.2, est unique parmi les solutions faibles. Prouver
que la limite d’'une sous-suite m”~ (z3 = z) a une énergie décroissante, permettrait
d’avoir la convergence de toute la suite m” (z3 = 2) et de lier la convergence L%(Q x
(0, 7)) faible a la convergence a x3 fixé. Intuitivement, si 'on espére un tel résultat,
il faudrait, au minimum, avoir pour tout N grand, une solution m” dont I’énergie
décroit. L’existence d’'une telle solution n’est pas établie.

Enfin, pour traiter les cas ou le terme d’anisotropie ne domine pas, et ou le
terme d’échange ne rigidifie pas suffisamment la solution pour avoir un prolongement
acceptable, il sera nécessaire de développer des criteres, analogues a ceux existant
pour la convergence classique, pour passer a la limite dans les produits.



Conclusion et perspectives

251






Conclusion et perspectives 253

Cette these était consacrée a la modélisation de I’évolution de matériaux ferro-
magnétiques dans des géométries, espaceur mince non magnétique et agencements
multicouches, peu propices aux simulations numériques. Nous avons alors entrepris
d’obtenir des modeles équivalents sur des géométries plus favorables a ces mémes
simulations.

Dans une premiere partie, nous avons rappelé les notions et les équations du
modele micromagnétique qui permettent de modéliser le comportement des matériaux
ferromagnétiques. En particulier, nous avons introduit les interactions surfaciques
qui ont lieu a l'interface entre deux matériaux ferromagnétiques : le super-échange
et I'anisotropie surfacique. Nous avons aussi introduit ’équation de Landau-Lifchitz
qui modélise I’évolution dans le temps de 'aimantation a l'intérieur des matériaux
ferromagnétiques.

Dans une deuxieme partie, nous avons résolu le probleme d’existence pour ’équa-
tion de Landau-Lifchitz en présence d’interactions surfaciques. Nous avons prouvé
successivement 'existence de solutions faibles et de solutions fortes.

Aux troisieme et quatrieme parties, nous avons tenté de résoudre le probleme
d’espaceur ou nous étudions un domaine ferromagnétique traversé par un espaceur
mince. Nous avons effectué un développement a I'ordre 1 de I’aimantation en fonction
de la demi-épaisseur de 'espaceur puis établi une condition équivalente de bord sur
le terme d’ordre 1. Nous avons entierement justifié ce développement que ce soit en
I’absence d’interactions surfaciques, partie I1I, ou en leur présence, partie IV.

Nous avons alors dans la cinquieme partie réalisé des simulations numériques qui
nous ont permis de calculer des états d’équilibre de ’aimantation, puis de calculer la
susceptibilité hyperfréquence, ceci dans diverses configurations.

Enfin, dans la sixieme partie, nous avons homogénéisé 1’équation de Landau-
Lifchitz sans interactions surfaciques pour un domaine régulierement perforé puis
I’équation de la chaleur et celle de Landau-Lifchitz pour un domaine multicouche
en présence d’interactions surfaciques. L’homogénéisation de ’équation de Landau-
Lifchitz pour un domaine multicouche n’a pu étre réalisé que dans les cas ou, soit
la constante d’anisotropie surfacique ne dépend pas de la distance intercouche, soit
la constante de super-échange J; est inversement proportionnelle a la distance inter-
couche.

Parmi les perspectives, nous pouvons envisager 1’étude d’espaceurs moins régu-
liers. Si I’étude d’espaceurs non plans ne devrait poser que des difficultés techniques
dues a 'apparition de cartes locales, d’autres types d’espaceurs vont poser des pro-
blemes qui demanderont des approches différentes. En effet, un espaceur ne traversant
pas entierement un domaine nous aurait empéché d’utiliser les théoremes de régularité
elliptique qui sont primordiaux dans nos démonstrations.

L’homogénéisation de I'équation de Landau-Lifchitz reste encore a faire lorsque
I’anisotropie surfacique ne force pas 'alignement de I'aimantation dans la direction
orthogonale aux multicouches et lorsque le super-échange ne permet plus d’assurer
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la compacité qui permet de passer a la limite dans les produits. De nouveaux criteres
de compacité pour la convergence double-échelles seront stirement nécessaires pour
homogénéiser dans ces cas non favorables.

Du coté de I'implémentation, il reste a prendre en compte le terme biquadratique
du super-échange, Jo # 0 et peut-étre a augmenter 'ordre pour la prise en compte
des interactions surfaciques. Cela permettra d’atteindre des états d’équilibre et de
calculer la susceptibilité hyperfréquence en meilleur accord avec la réalité physique.
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Annexe A

Relevements de traces

Cette annexe a pour but d’établir des théoremes de relevements sur les espaces
de Sobolev anisotropes pour des ouverts deux fois cylindriques, une fois en espace
et une fois en temps. Ces théoremes nous permettent dans cette these de relever les
conditions aux limites et d’établir nos théoremes d’existence. Dans ce chapitre ¢ est
la variable de temps, x est la variable d’espace dans R" avec & = (&', z,,), ou z,, est
un scalaire. Enfin z est une variable scalaire supplémentaire d’espace. B désignera un
ouvert quelconque suffisamment régulier.

A.1 Rappels sur les espaces H"®

J.L. Lions et E. Magenes [51] ont donné les théoremes de traces primordiaux pour
les espaces
HS(B x (0,T)) = H(0, T; L*(B)) N L*(0, T; H'(B)). (A.1.1)

Nous renvoyons le lecteur a cet ouvrage pour les preuves. Nous nous intéressons
principalements au comportement des traces des fonctions appartenant a ces espaces.
Nous utilisons les espaces Hf, de la définition 5.1.3 pour définir :

Heg, (B x (0,7)) = H(0,T; L*(B)) N L*(0, T Hiy (B)),
Hr’S,OO(B x (07T)) = HBO(07T; LQ(B)) A L2(07T; Hr(B))

Dans un souci de clarté, nous reproduisons le théoreme 5.3.1

Théoréme A.1.1. Soit B un ouvert borné de R™, a frontiére C*. Soit u dans H™*(B x

(0,7)). Alors, on peut définir pour tout entier naturel j < r— %, % sur 9B x (0,T),
avec '
P e H*Yi (0B x (0,T)) (A.1.2)
ovi e o
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ou
. 1
B Vg =] 3
r S r

A , . . k
De méme, on peut définir pour tout entier naturel k < s — %, % sur B x {0}, avec

ak
v € H”*(B x {0}), (A.1.3)
ot )
p_s—k-1
r s
PREUVE : Voir Lions-Magenes [51], chapitre 4, théoréme 2.1. O

Proposition A.1.2 (Conditions de compatibilité locales). Soient :

OFv
fk; = % c HPk(B X {0}),
]
9 = PV s (98B x (0,7)).
(91/

Alors, si1—3(2+ 1) >0, alors pour tout j, k > 0 tels que ]; —l—f <1-1(1+1),

df Oy,
57 = o SUr 0B x {0}.
PREUVE : Voir [51, chap.4,prop. 2.2]. O

Proposition A.1.3 (Conditions de compatibilité globales).

Prenons les mémes notations que celles de la proposition A.1.2. Nous nous placons

dcms le cas du demi-plan B = R" 1 x R,, L = +o00. Pour tout entiers j, k tels que
Pykop 1(ly1)

S

+00 ak a]f
g] o ki 1 s
/ /R gk (@00) = 5 (@07 dam < oo
PREUVE : Voir [51, chap.4, pp. 20, eq. (2.48)]. O

Définition A.1.4. Posons

G= ] B9* (0B x (0,T)) x [[ H*(B x{0}),

]<"—* k<s——
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muni de la norme produit. Soit G le sous-espace vectoriel de G' constitué des fonc-
tions (g;, fi) satisfaisant les deux conditions de compatibilité énoncées aux proposi-
tions A.1.2 et A.1.3 et muni de la norme :

+0o0
i, =l o+ Y / N

j k>0 /R
J+ —1— 1(

Théoréme A.1.5 (Surjectivité de ’application de trace). L application de trace

sutvante est surjective.

akg] o" 8Jfk !/ s
atk ’ )_ayj(wuo-)

do

g

da

H"*(B x (0,7)) — Go,
du O*u
u— | =—,=— .
ovi’ 9zk
De plus, il existe un relevement continu.

PREUVE : Voir [51, chap.4, pp. 20, eq. (2.48)]. O

A.2 Les espaces H™t

Nous adaptons les résultats précédents pour étudier les ouverts deux fois cylin-
driques, une fois en espace et une fois en temps.

A.2.1 Définition

Soient O = B x (0,+L) et Qr = O x (0,T). Pour r,s,t > 0, nous définissons les
espaces

H"**(Qr) = H'(0, T; L*(0)) N L*(0, T; H*(0, L; L*(B))) N L*(0, T; L*(0, L; H'(B))).

Nous utilisons les espaces Hf,, définition 5.1.3 :

Ho!', (Qr) = HY(0,T:L*(0)) N L*(0, T3 H(0, L; L*(B))) N L*(0, T; L*(0, L; Hyy (B))),
H"%, (Qr) = H(0,T;L%(0)) N L*(0, T H5y (0, L; L*(B))) N L*(0, T3 L*(0, L H'(B))),
o 00(Qr) = Hi(0, T5L*(0)) N L*(0, T5 H¥(0, L; L*(B))) N L*(0, T5 L*(0, L; H'(B))).

Nous définissons aussi

HBS:BO, (Qr) = H{)hs:t, (Qr) N Hr’,sdg, (Qr),

HB73:t,00(QT) = HB’S:t, (Qr)N Hr’,s’,too(QT%
Hr’,sdg,oo(QT) = Hr:so’g, (Qr)N Hr’f’,too(QT)-
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A.2.2 Interpolations des espaces H"*
Lemme A.2.1 (Interpolations de H"*").
(st freseta], — F-0n+0re, (=005, (=00 +0tz (A.2.1)
(HE™ H ]y = B0 0 0-0ms0m (4.29)
[0, B Golo = Higoo ™77, (A23)

PREUVE : C’est une conséquence de Lions-Magenes [52] théoreme 9.6, théoreme 11.7
et remarque 11.2, et théoreme 13.1 du chapitre 1. Voir proposition 2.1 du chapitre 4

de [51] pour les détails.

A.2.3 Traces des espaces H"t

Théoreme A.2.2 (Existence de trace). Soit v dans H">'(Qr) alors :

(1) Sir> %, alors pour tout j, 0 < j < r—% :
o € HW"i (0B x (0,L) x (0,T))
81/3 J Y Y

avec .

r s t r
(2) Sis> %, alors pour tout k, 0 < k <s— % :
o
o € HP»% (B x {0} x (0,T)),
avec : X
P _ Gk STk
r t s ‘
(3) Sis> %, alors pour tout [, 0 <[ <t — % :
al
a—; e TP (B x (0, L) x {0}),

avec :
1
(67 5l_t_l_§

r S t

De plus, les applications associées a ces traces sont continues.

0
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PREUVE : La démonstration du théoreme repose sur 'utilisation du théoreme 4.2,
chap. 1 de Lions-Magenes [52]. En effet, la fonction v appartient! & I'espace vectoriel
W(0,T;t; H*(B x (0,L)),L*(B x (0,L))). D’apres le théoreme [52, th. 4.2, chap. 1,
p-29], pour tout 0 <1 <t — %,

alv r,s 0,0

W(-,O,O) e [H"*(B x (0,L) x {0}),H*"(B x (0, L) x {0})]ﬁ
Ce qui, d’apres la proposition 2.1 du chapitre 4 de [51], donne le résultat annoncé. Le
meéme raisonnement permet d’obtenir le résultat pour les traces sur le plan (-,0, ).
Pour les traces sur B x (0,L) x (0,7"), nous nous ramenons par cartes locales et
partitions de 'unité & B = R"~! x R*. Nous appliquons les mémes raisonnements
que pour les autres traces mais avec 1'égalité d’interpolation (A.2.1). O

A.2.4 Conditions de compatibilité

Proposition A.2.3 (Premiére condition de compatibilité). Soit une fonction
v dans H"*Y(Qr). Soient :

o
_ a,B
fi= o7 €H (B x(0,L)),
oFv
i we € H%(B x (0,T)),
hy— 2V ¢ Ws (9B x (0,1) x (0,T
i = 97 € (0B x (0,L) x (0,1)).
Alors,
1) Sil—YRE+1)y>0, alors pour tout 5,k >0 tels que L + & <1 -1 (24 1),
2\r s r s 2 \r s
8jgk 8khj
W = 8zk sur 0B X {0} X (O,T)
(2) Sil—%(%—l—%) > 0, alors pour tout 7,1 > 0 tels que %+%< 1—%(%4—%),
ofy  Oh,
W = W sur 0B x (O,L) X {0}
(3) Sil—1(1+1)>0, alors pour tout k,1 >0 tels que £+t <1 -1 (1 4+1),
g, OFfi
5~ Dok sur B x {0} x {0}.

Nous utilisons la notation (4.1) de Lions-Magenes [52, pp.28].
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PREUVE : D(Qr) est dense dans H"**(Qr). Les propriétés étant vraies sur D(Qr),
elles le sont sur H"**(Qr) par passage a la limite. O

Proposition A.2.4 (Deuxiéme condition de compatibilité).

Prenons les mémes notations que celles de la proposition A.2.3. Nous nous plagons
dans le cas du demi-plan B =R" ! xR, L = +oo, et T = +00. Nous avons alors

(1) Pour tout j, k tels que%+§:1_%(%+§)7

400 +o00 akhj ajgk
/ I't _ ' / St

(2) Pour tout j,1 tels que %+ b=1-1(14+ 1,

[l

(3) Pour tout k,l tels que %—{—%: 1-1(:+1),

[l

PREUVE : Nous allons seulement le faire pour I'une des inégalités, les autres se trai-
tant de la méme fagon. Nous avons

2

d
At dz' =2 < +o00.
o

2

alh / ]fl

d
(9151 2, 0") — i dzda' 22 < fo0.

g

—(2,0", 2)

2

akfl o Y ' g

d
Fa ot da, da' "> < foo.

g

—= (&', xy, 0%, ")

k [
% (Ztl) c H""MB x R x RF) ¢ H*(R] x RS ; L*(B)),
z

avec £ =
T

L= % =1- (f + %) Or, %4— % = 2. Nous appliquons le théoreme 2.2
chapitre 4 de Lio

ns-Magenes [51]. O

A.2.5 Image de I’application de trace
Définition A.2.5. Posons

F= ] #9*%@Bx (0,L) x (0,T)) x [] H™*(B x {0} x (0,T))

j<r—— k<s—%

x [T H"(B % (0,L) x {0}),

1
l<t—§
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muni de la norme produit. Soit F|y le sous-espace vectoriel de F' constitué des fonc-
tions (h;, gk, fi) satisfaisant les deux conditions de compatibilité énoncées aux propo-
sitions A.2.3 et A.2.4, muni de la norme

lull, = llullz
+o0 +o00 akzh a]gk 9 i
J !/ r t _ ' !/ s t dtd ) 4o
+J%>:O/ /Rnl/ 0zk (2", 0", ) 81/](33707) T -
J+k_1 1
+o00 +o0 alh 8jfl 9 I
- / r 9 Ji /ot , do
J+l 1 1
400 +00 akfl . O gx / , 2 1
_ n s d nd /_.
+k§>:0/ /Rnl/ azk ) ot (5'3755,0,:6) . dx .
Elor-J(341

Posons ¥ = 0B x (0, L) x (0,7). Nous donnons maintenant le théoreme de rele-
vement principal.

Théoréme A.2.6 (Surjectivité de ’application de trace). L application de trace
sutvante est surjective.

H"*Y(Qr) — Fo,

u OFu O'u
=, —, = ].
Y\ Bui 92k Bt

De plus, il existe un relevement continu.

PREUVE : Nous aurons besoin des égalités d’interpolation (A.2.2) et (A.2.3). Il ne
reste qu’a prouver la surjectivité. Soient (f, gk, h;) dans Fy. Alors, d’apres les preuves
des théoremes de traces, il existe ¢ telle que

8] h tout 0 < 5 < 1
= our tou r— —.
i P =J 2

Donc,
(fi = 0w, g — 959, 0) € Fy.

Donc, gr — O¥¢ appartient & Hig (R x B). D’apres le théoreme 4.2 de Lions-

Magenes [52], il existe ¢ telle que
o)
ovi
ok
92k

1
=0 pourtout0§j<r—§>

1
=g — 0% pourtout0§k<s—§.
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Or,
(f; — Ol — 011, 0,0) € Fy.

Donc, f; — Olg — Olp appartient a Hg‘é:gg(Rj x B). D’apres le théoréme 4.2, chapitre
1, de Lions-Magenes [52], il existe ® telle que

o7 1
8_lj§:0 pourtout0§j<r—§,
o 1
a—;lf:O pourtout0§k<s—§,
okl 1
%Zhl—ai@_aﬂj pourtout0§l<t—§.
Nous posons u = ¢ + 1) + D, les traces de u sont (f;, gi, ). O

A.3 Reléevements des traces normales

Nous connaissons pour les espaces H"® et les espaces H ! les relations de com-
patibilité que doivent vérifier toutes les traces. Mais, parfois, nous souhaitons relever
seulement une partie des traces. Nous prouvons, dans deux cas particuliers, qu’au-
cune relation de compatibilité supplémentaire n’est nécessaire. Des a présent, nous
notons & un vecteur de R" se décomposant en x = (&', x,,) ou &’ est un vecteur de
R™ ! et x,, un scalaire. z est la variable d’espace supplémentaire, ¢ sera la variable
de temps.

Théoreme A.3.1. Soit B un ouvert borné C*>, et L > 0. L’application

v H*?(B x (0,L)) — HY(B x {0}) x HY(B x {L}) x H'(0B x (0, L)),

Oou Ou Ou
Ur— [ —, — —— | .
ov’ 0z 0z

est surjective et admet un relevement continu.

PREUVE : Le relevement continu se déduit abstraitement de la surjectivité car 'es-
pace de départ est hilbertien et donc le noyau de I'application a relever admet un
supplémentaire topologique. Par carte locale et partition de I'unité, nous nous rame-
nons au cas ol L = +oo et B =R" ! x R} . Il ne reste qu’a démontrer la surjectivité

de :

H*?((R"™! x RT), x RY) — HE((RL! x {0}) x RY) x HE((RL! x R, ) x {0}),

ou Ou
> —_, — .
Y ox, 0z
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Posons pour cette preuve
F'=H2((Ry" % {0}) x RY) x HE((RL) x R, ) x {0})
X Hz ((R% % {0}) x RY) x H2((R% ' x RY ) x {0}).
Notons F{ le sous-espace de F’ constitué des éléments (g1, f1, go, fo) tels que
,0) = 90(-,0),
/ /+<>o A&, 0) 890 2 (@, o)l dodx’ < +o0,
R—1

/ /+Oo o) Sfi (@, o)l dodx’ < 400
Rn— 1

D’apres Lions-Magenes [51], I'application de trace suivante est surjective.

H((R™ x RY)s x RY) — Fy,
ou ou
e (axn(("O)")>@('70)&((-,0),-),u(-,())) .

Nous remarquons ’absence de relations de compatibilité directe entre g; et f;. Pour
pouvoir appliquer le résultat de Lions-Magenes [51], il suffit de construire fy, go tel
que (g1, f1, 90, fo) vérifient les relations de compatibilité. C’est ce que l'on a fait a la
proposition A.4.1. O

Théoreme A.3.2. Soit B un ouvert borné de R™ avec une frontiére de classe C*°.
Soit L >0, et T > 0. Alors, lapplication !

33
272

~LH22Y(B x (0,L) x (0,T)) — H2%3 (0B x (0, L) x (0,T))
x H2'1(B x {0} x (0,T))
x H24(B x {L} x (0,T)),
ou Ou Ou
ur— | —,—,— ).
ov’ 9z’ 0z
est surjective et admet un relévement continu.

PREUVE : Il suffit de démontrer la surjectivité. Par carte locale et partition de I'unité,
nous nous ramenons au cas o T, L = +oo et B = R*! x R} . 1l ne reste qu'a
démontrer la surjectivité de I'application suivante.

H>> (R x RY)g x RY x Rf) — H2(R™ x {0})g x RY x RY)
x Hz(R” x {0} x R}"),

ou Ou
> —_, —— .
Y ox, 0z
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Posons pour cette démonstration uniquement

N

F" = H23((R% x {0}) x R x Rf) x H2 5 (RS x RY ) x {0} x R})
x H2E (RS x {0}) x R x RY) x H2((R% ' x R ) x {0} x R
x HY((R™! x RM), x RF x {0}).

Notons F{ le sous-espace de F” constitué des fonctions (hy, g1, ho, go, fo) telles que

9o(+,0 —ho , ( ,0) = fo( ), h(~,-,0):f0(-,0,~),
/m/ 1/+Oo 91", 0,1) — G0, )P do da’ dt < +o0,

+o0 +o00 |h1 iB O't) 891( t)|2d 1 /dt
< .
/ /Rn 1/ odx +00

D’apres A.2.6, 'application de trace suivante est surjective.

H>2H R x RY), x RF x Rf) — FY,

du Ju
" (axn((”o)’"'>’5@0,->au<<-,0>,~,->,u(-,o,~>,u<.,.,o)) .

De plus, il y a relevement continu. Nous remarquons ’absence de relations de compa-
tibilité directe entre g; et hy. Pour pouvoir appliquer ce résultat, il suffit de construire
(fo, 90, ho) tel que (g1, fi1, 90, fo) vérifient les relations de compatibilité. C’est ce que
I'on fait a la proposition A.4.2 pour (go, ho). Nous pouvons facilement construire un
fo convenable. Cependant il est plus simple de remarquer, en reprenant la preuve du
théoreme A.3.2, que nous n’avons pas besoin de construire f. ([l

A.4 Complémentation des traces

Les théoremes de Lions-Magenes ne donnent des résultats des résultats de rele-
vements que pour toutes les traces a la fois. Cependant, il est courant de n’avoir
qu’une partie des traces a relever. Dans ce cas, il n’est pas évident que les conditions
de compatibilité de Lions-Magenes soient suffisantes. Pour s’en assurer, il faut véri-
fier que ces traces sont un sous-uplet d'un uplet de traces vérifiant I’ensemble des
conditions de compatibilité. Lorsque seules des premieres relations de compatibilité
sont requises, cela est immédiat. Dans cette section, nous effectuons ce travail pour
quelques cas particuliers.

Nous commencons par établir un résultat de complémentation de traces pour les
espaces H22(R"~! x RT).
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Proposition A.4.1. Il existe une application linéaire Y continue de L*(R"! x
(0,400)) dans H-H(R"™ x (0, +00)), et de H22(R™! x (0, +00)) dans H22 (R*1 x
(0,+00)), et une constante C' > 0 telles que, pour tout f dans L2(R"! x (0, +00))

+oo || 90D — FlI2, gy
A ~ dZ S C||f||L2(O,+OO;H%(R"_1))7
Y(f)(,0)=0.

PREUVE : Il suffit de poser, en ne considérant que les transformées de Fourier dans
la premiere variable

Y€ 2) = x(:v/T T ) / e o) d

ou x est une fonction réelle C([0,4+00)) vérifiant x = 1 sur [0, 1] 0 <y <1,
et Supp(x) C [0,2]. 1l reste & vérifier que Y convient. Soit f € Hz'z(R"! x RY),
nous posons ¢ = Y (f). Dans la suite, nous notons pour tout ¢ > 0, L2 I’espace des
fonctions réelles mesurables v telles que ¢v? appartienne a L', et muni de la norme

lollez = (f ¢lof? d)?.

(1) Montrons que g existe et est dans L*(R"™! x (0, +00)). En effet, g est mesurable
par Fubini, appartient & L2(R"™! x (0, +00)) et

9]lL2mn—1xrt) < \/§HfHL2(]R"—1><]R+)-

(2) Montrons ensuite que g appartient 4 L2(0, +-00; H2 (R*1)). Cela revient & prou-

ver que g appartient a L?(0, +o0; L?1+|§\2)% (R™1)). Par Parseval,

+00 2%
<[] ariePineyiTRER)

+o0 P -
S/ / /Z<1+|€|2>2|x<zm)|2|f(§,7)|2d7dzdg
0 R~—-1 Jo
+o00 . +oo
S// (A +1eFRIte P / (/T 6P dedr de

+00 Lo , too ;
S/Rn_l/o (L+[€)21f(&7)] </\/WS|X(S)| ds) dr d¢

<o [ [Tasieniifienrana

dT ¢ dz

+0o0
<2 [T gy 47 < 2,
0
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D’oli, comme Y f =g

Par un calcul similaire, nous obtenons aussi
1Y fll2 (0,400 @n-1)) < Ol flL2@n-1xmt)-

(3) Montrons alors que g appartient & H!(0, +-00; L2(R"™1)). Cela revient & montrer
que 0,9 appartient a L2(R"™! x R*). Or, pour tout ¢ € D(R"! x RT) :

/ /+OO 0.¢gdzd¢
rn-1Jo )
:/Rn / Ooasz(&Z)x(Z\/W) /0 F(r,6)drdzd¢

:/ /+oo ( +°°8z¢(§,z)x(zm)dz) drd¢
/ / O TIX(r/TFIEP)) drdg
] e / IVIF PN (/T TP s ) drdg
/ / Fl&. (/TP dgdz
WA [Wx%wrm [ fte.nar] dzae

Donc,

7= JE NGV D) +¢1+\€|2 V1 HEPR) /f&r
gzl

J/

gz2
Donc, d.g appartient a L(R"~! x RT). Et,

10:9]lr2@n-1xr+) < (14 X lL2@)|| fllL2@e—1xr+).-

(4) Montrons ensuite que 0, appartient & Hz (0, +o0; L2(R")). D’apres Lions-
Magenes [52], chapitre 1, théoreme 10.2, formule (10.22), il suffit de montrer

que
“+o00 “+o00
Lol )

az@\(g? Z+ U) B 82/9\(57 Z) 2

dodzdé < +o0.
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Nous traitons d’abord @.,;.

15l 0.

// 76,2+ 0) ((HUWHF\) ENENTHEPP e

~

+oo oo -~ _ )
<f [ \x<<z+a>¢1+\f!?)\?’f“’”"; GRS

la
o[ [ e e DWVIHED) - xVTHEDE ) e
Rnfl 0 g

-~

1b

On a facilement |la| < C’Hf||H%(O’+OO;L2(Rn71))
En effet, il faut séparer I'intégrale sur les intervalles ¢ > 2 et ¢ < 2. La premiere
intégrale résultante est majorée car la fonction o +— o2 est intégrable sur

(2, 400). Pour la deuxieéme intégrale résultante, nous remarquons que 'intégrant
2 N

est nul si z > . Do,
VIR

i< [ [ IR 2P asae

+2/Rn I/WHX’IIiwaA(&z)Fz (1+1€*) dzdé
<l

. Le terme 1b est plus compliqué.

L2(0,4-00;H2 (Rn-1))’

Donc, Papplication (&, 2) — f(£,2)x(zy/1 + [€]?) appartient & Iespace de So-
bolev Hz (0, +00; L2(R"™1)). Nous traitons maintenant le terme 2 de 0.§. Nous
avons noté g,» ce terme. Alors,

Ga(€.2) = VT X (/T €7 /fg,

Le plus simple est de démontrer que g,, appartient a

H'(0, +00; L? R"™)) N L*(0, 4o00; L? R
(7+OO7 (1+‘£|2)7%< )) ( , +00; (1+|£|2)%< ))7

puis de conclure par interpolation que g5 appartient 4 Hz (R*; L2(R™1)). Mon-
trons d’abord que g., appartient & H!(R™: Hz (R™1)). Soit une fonction ¢ dans
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DR x RT). Alors,

+0o0
/ / 0.0(¢, 2)Gun(€, =) dz dé
rn-1 Jo

- /}Rn1 /OOO 0:0(¢, 2)V/1+ €X' (/1 +[€P) (/OZ Flem) dT) dzd¢
_/R /;OO G(&, 2)V/ 1+ |E2X (z4/1 + |€]2) dz d€
_/RM /O+Oo 3(&, 2)(1+[EP)X" (2T + [€P) /0 (&, 7) drdzde.

Alors,
09a(6.0) = (L +EPW' -V TFIED) [ Fleor a7+ TP VT IEF),
0
~ ~ N
N 2'b
Nous traitons d’abord le terme 2'a.
/ /—0-00 |2/a|2
re-1Jo /1 |2
</ / L VTR [ e rar] azag
Rn

+o00 5
<[ [Tavem sr>|2df(/ TR ) drdg
~ ’ +o0
S/ . Vl"“f 21 f(& ) Pdr (/ s\x"(s)|2ds) dr d¢

’ +00
<At [ [ VIFREPIiE R arae
Rr—1

< C|fll

L2(0,4o00; H?(R“ )’

Nous traitons ensuite le terme 2'b.

/ /+OO ‘21)’2 g
oy VITREC
+oo
[ ] VIR VT D PR 9P ds g

+oo
<Wihe [ [ VIFREPIie. 2R azae

= C”‘f||L2(O7—|—OO;H%(Rn71))‘
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Montrons maintenant que g.o appartient & L.2(0, +o0; H%(]R”—l))_

+o0
/Rn_l/o V14 €2[0:2(8, 2) P dz dé
+oo z R
S/ / /(1+\€|2)2Z|x’(2\/1+!§|2)|2\f(§,7)|2d7dzd5
R7=1J0 0
+oo s too
<[ Tasnenr ([ ey TTEDR:) ards
+o0 R T 400
</ VIRl nP ( / s|x'<s>|2ds) dr dé
+oo N
<2l [ VIFEPIe R drag

Cela démontre que g est dans H2 (0, +oo; L2(R™1)). Avec les résultats précé-
dents, nous obtenons que g appartient bien a H%’%(Rn_l x RT).

(5) Montrons enfin que 0,9 et f sont compatibles. Nous rappelons que :

G= Pl VIR + VIt EPX (VI T ER) / Flerydr

Donc,

[ /*” 09T . o)z qe

+o0 |f’2
< / e LI dsde

V

+00 _
+2/Rn1/ (1+ €)Y (v T+ [EP)P (/O \f(f,T)PdT) dzde.

J/

]I
Or,

+ooA
=/ [T ey

(Z 1"f'|§|2 2
sS;5< Fvﬂ )/ / VITERIFE =) dzde
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De plus,

+00
1] = /n / (L+ [P (21 +[€1) (/ (&7 \er) dzdé¢
+oo ) , / )
= /R_/O /(& 7)] (/ 2(1+ €)X (V1 + |€7)] dz) dr de,
+oo ~ +oo
< [T virEmrenr ([ oras) arae
rRe-1 Jo 0

< CIfll

L2(R;H3 (Rn-1))’

Le passage entre la deuxieme ligne et la troisieme ligne se fait par changement

de variable s = zy/1 + [£]2.

O

Nous complétons maintenant les traces normales pour relever des traces incom-
. 2,2,1 (pn—1 +
pletes dans H** (R~ x R < Ry).

Proposition A.4.2. [l existe une application linéaire continue A.

23 (R x R x R,) — H2 21 (R

T

D=

A:H xR x Ry),

n
€T

et une constante C' > 0, telle que, pour tout f dans H%’%’i(Rg_l x RF x Ry),

L5
o A0, =0

PREUVE : Nous définissons d’abord un opérateur B de la facon suivante : pour tout
111

feH221(RE x RF X R,), posons B(f)(t) = Y(f(¢)) pour tout temps. Pour ne pas

alourdir les notations, posons h = B(f). Alors,

2 dz
fl dedt— <C|fIP

L2(RY xRy; H3 (RZ=1)Y’

heH>2i(RY D x R x R,) N Hi (R HY(RF x R,

Il (R} B (g 1xrt)) = CHfHLQ(Rt;H%%(RjxR;”‘l))’

HhHHZ(Rt;HU(R;_lij)) = O”fHH% (R;HOO(RE xRz ™))’
< reBa) g de
h('a 07 ) = 07

ou C' > 0 est une constante ne dépendant pas de f. Ceci se démontre en appliquant
le théoreme A.4.1. Définissons alors A(f) par

—

A(f) = x(z(1+ [7[)")B(/),
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ol la transformation de Fourier est prise en temps —ou suivant la derniere variable—
et x une fonction de classe C* telle que

Montrons que A convient. D’abord, nous remarquons que A(f) existe dans L?(Q7).
1
i

Posons g = A(f). Montrons d’abord que pour f dans H2'3 (R x RF x Ry), g
appartient a L2(RF; HiO(R? L x R,)).

-~ 3~
9200s = [/ (1 + [} G dz dr da
Rr—1xRxR+

~ ([ asPiCa BPRRdzdr e
R2-1xRxR+

< / / / 1+ P+ [P /
R—1xRxR+ 0
|7
g/// (1+|7?)}
Rr—1xRxR+

5,

|a
<[] avepy
Rr—1xRxR+

o
<Oy,
<l

%(az, v, T)

5, dvdzdrdx

T,v,7)

+o0 )
(/ Z|X(z(1+|7|2)4)|2d2) dvdrdx

: ( /0+003|X(3))\2d3) i da

T,0,T)

HHLO(RE xRE ™))

1 .
H4 (Ri;L2(RE xR ™)

Montrons ensuite que g appartient & H%(Rj; L2(R; x R%™1)). D’abord, au sens
des distributions,

8/9\_ 2)1
= = x(=(1+ rP)h)

S

F (L4 71X G+ |2

\

&

NG
gu

N~
&

t

Donc, g appartient & HY(R}; L2(R, x RZ1)). 1l reste & prouver que 2¢ appartient &
Hz (RE L2 (R, x Ry™)).
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Calculons directement 1 . Nous notons R»+ = R 1 x Rt.
||gt1”HO’?’O(Rg_lijxRt)

+oo 1 1
boaloso = [ [ E|Z v onie o+ 1o
Rn
2
_%( x(z(1+|72)1)| drdvdzda
+o0 2 2y1) — 2\1 2
32// // dh X+ V) A+ )0 = xEA LTI de
ret J Jo 0z v
oo 1 8}; 2y 1 2
v2f] e o +v>—$<z> (= + o)1+ 73| dvdzdr da
on|?
< C 2 ! 2oo
I H SR LQ(Rthﬁ’l))+||X i~ 0z HE (L2 (R xRE ™)

<CIfIZ 0

H2'21 (RE™xRIR,))

Montrons que g;» appartient a H%(Rj; L*(R; x R%™1)) en deux étapes.

(1) D’abord, montrons que g, appartient & H' (R} ; L2(Ry; Hi (R%1))). Au sens des

distributions,
G2 nl g PR o1l 2;5’/\
—— = A+ TP A+ [7[F)D)h+ L+ [77) X (2 (L + |7[F)3) 42
Dz N ~- 2N 0z

Traitons le terme 3.

Jf[ieas e
2
///HITI VaIX" (2(1+ |72))? —dv dz dr dz

oh

e

AN
< X (@l ”h”2H?11(Rt-H1(R+ L2(Ry 1))

< i1l

(1+ 7% / X" (s)|*s ds da dv dr

HOO % (REIxRY xRy)’
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Traitons le terme 1.

// |3 2(1 + |7[2)"7 dr dz d€
< [[[a+iprnea e 3

< X Iy 1R 5

drdxdz

HE (Ry;H (R L2 (RE 1))
< |/

HOO & (R2~ xR xRy)”

(2) Enfin, montrons aussi que gy appartient & HO%4 (R x R x R;). En effet,

H.gtzHHOO‘l1 S /// |§t2’2(1 —|— ’T‘2>idzd7dw
Rn—1xRxR+
3 1 oh
< [[[aspmiveasrphe| [ S
RP—IxRXRT 0
12
2y3 oh oo ! 271412
< (L+[7]%)3 9 IX'(z(1+ |7]7)%)|*2dz ) dvdedr
0
12
o\ 1 ah +o0 ) )
< (1+|7%)% | 5= IX'(5)]’sds | dvdzdr
0z 0

< X' ) a1 4 g, o
< O|fIP

1.
HO’OZ

2

dzdr dax

(REL2(RE 1))

D’apres le théoreme 7.7 du chapitre 1 de [52], les deux inégalités précédentes donnent
par interpolation,

(1+|7[?) '<<z +o)(1+ |7[)1)h € HE (RF; L*(R, x RZ™Y)),

1
11+ 7B+ o)+ 1PV Rl e pagmmsty < O 100y

Montrons pour finir que 0,g et 0.h sont compatibles.

/+°° dg  Oh dz _ 2/+°° Ohx(z(L+|7*)%) —1
0 0z 0z oz o 0z z »
1.2 (Rt XRg ) L2 (Rt XR;L )
i
2
(L+ |75

X (2(1+ |7 1)

—+o00
/
0

z

L2(R;xR%Z 1)
g

v~

X
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Or,
2
x(s) =1
il < Haz s
HOO % s Lee
2
< CAN g gypens s ey
< NS 003

Nous traitons maintenant le terme 1.

NE +oo
i< [f] ol ([ s e s bRsd:) dvdrda
Rr—1xRxR+ z=v
—~ 12
h Feo
g/// g— (/ yx’(z)y?zdz) dvdrdz
Rr-1xRxR+ | OF 0

< O||hlro.0
< Ol f[re-

Or, nous savons déja que

oh 2 de _
e oy = Hf”L?(Rthj;H%(Rg—l))'
L2(Ry xR2 1)
Donc,
2
/ %9 _ L <o,
0 9z L2(R, xR2™1) A ERxRD)’



Annexe B

Prolongements de fonctions pour
les multicouches

Dans cette annexe, nous établisons un théoreme de prolongement pour les es-
paces de Sobolev dans des agencements multicouches. Nous sommes particulierement
intéressés par le controle de la constante.

B.1 Un théoréeme de prolongement pour les mul-
ticouches
Soit L > 0. Nous nous dotons de 2N réels 21, ..., 2y et z],..., 2y tels que 0 < zy,

zly < L, z; < 2! pour tout entier i, 1 < ¢ < N, et z; < 2z pour tout entier i,
1 <i¢< N — 1. Nous notons alors

T, = (2,2;), pourtoutie N 1<i<N, I:UL, T = (21, 2y).

Nous posons aussi, pour tout entier ¢, 1 <7< N —1

/ /
+ Zi—l—l — Zi+1 _ Zi — %
g = 2~ oy =
i+l — % Zi+1 — %

Proposition B.1.1. Soit B un ouvert de R", n € N, n > 1. Il existe un opérateur P
P:HY(B x I) — H (B x 1)
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tel que, pour tout u appartenant a HY(B x T),

1P () lloo gty < llullioesxa)
IP(@)llLepxz) < (14 20)[[uflLsxo),
IVaP (W)l i2(pxy < (14 20)[[VaullL2mxa),

2

+M<ZH 5 Zit1) (,Zé)lliz(m)?

ou les constantes o, 3, sont des réels positifs que 'on peut choisir simultanément

H 9P (u)
0z

du
(1—1—204—1—26)’ e

L2(Bx1) L2(BxZT

3 ) 1
o= ( max (67,6,))%, B=( _min (67,6,)) ",

N

p= (1;%%1,1(2"“ — 2))

PREUVE : Pour tout u dans H'(B x Z), nous posons

u(ex, z) si z appartient a Z,
Fitl T 2 /
0 (4 — /
P(u)(z,z) = { zis1 — 2 (2,071 = 2) + =) : o
L si z appartient a (2, zi11),
+—u (33> 0; (zi1 — 2) + Zi+1)
Zit+l — %

pour 1 <4 < N —1. La fonction P(u) appartient & H'(B x Z) et 'opérateur P vérifie
les inégalités d’injections requises. O

B.2 Un contre-exemple

Nous allons démontrer dans cette section qu’il n’est guere possible d’améliorer de
maniere significative les prolongements de la section précédente dans le cas général.

Prenons un cas simplifié. Soit B un ouvert borné et convexe a frontiere C* de R2.
Soit 6 < % Pour tout entier naturel non nul N, nous posons

% - N ) % - N )
N-1

YN =&, Y = (0,1),
=1

ON =B xYVN O=BxY.
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Chap. B Prolongements de fonctions pour les multicouches

Notons aussi

N __ N+ _N,— N __ N+ _N,—
I = U (275 241 )s JU = U (2" 24 )-
1<i<N-1 1<i<N-1
4 impair ¢ pair

Nous établissons alors le lemme suivant :

Lemme B.2.1. Soit u dans H'(O) telle que u = u sur OV . Alors,

z%(]fnu(-,-,zf’*)—umw i)

(NI

ou

0z

L2(0\ON)

PREUVE : Nous avons

N-1
N7
(Xt 25 = e ) g
=1

[N

N

N,+

— 0t
5, (@:y,2)| dyde
2 2
<\ = (Z/// xy,) dydx). O
Comme exemple, nous définissons la fonction u par
N 1 |0 sizappartient a IV
U (xaya Z) = T = . . < TN
V/N |1 sizappartient & J
Il est immeédiat de vérifier que
1
2 1 \/§
(Zuu 2N = ) ) = 1B eV ey < 5

N est un prolongement de " sur O, alors

VN

™ e 0y > TIBI

D’apres le lemme B.2.1, si u
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Matériaux ferromagnétiques : influence d’un espaceur mince non magnétique, et
homogénéisation d’agencements multicouches, en présence de couplage sur la
frontiere.

Résumé : Les matériaux ferromagnétiques jouent un role primordial dans les applications
industrielles. Dans le cadre du modele micromagnétique de Brown (1940), nous étudions I'in-
fluence d’un espaceur mince non magnétique sur le comportement d’un corps ferromagnétique.
L’évolution dynamique est modélisée par I’équation de Landau-Lifchitz. Nous tenons compte des
phénomenes de surface sur I’espaceur : le super-échange et ’anisotropie surfacique. Apres avoir
étudié le probleme d’existence de cette équation en présence des termes de surfaces, nous établis-
sons rigoureusement une condition équivalente de bord qui simule I'épaisseur de I'espaceur sur
un domaine avec un espaceur sans épaisseur. Nous calculons alors les états d’équilibres et la sus-
ceptibilité hyperfréquence pour certaines configurations magnétiques. Dans une deuxieme phase,
nous homogénéisons I'équation de Landau-Lifchitz en domaine perforé et pour des agencements
multicouches.

Mots clés : ferromagnétisme, micromagnétisme, équation de Landau-Lifchitz, multicouche ma-
gnétique, espaceur non magnétique, homogénéisation, analyse asymptotique, énergie d’anisotro-
pie de surface, énergie de super-échange.

Ferromagnetic materials: influence of a nonmagnetic thin spacer, and
homogeneization of multilayers in the presence of coupling on the boundary.

Abstract: Ferromagnetic materials are widely used in the industry. In the framework of the
micromagnetic model introduced by Brown (1940), we study the influence of a thin nonmagnetic
spacer on a ferromagnetic body. The evolution problem is modeled by the Landau-Lifshitz
equation. We take into account phenomena on the surface of the spacer: super-exchange and
surface anisotropy. We solve the existence problem for this equation with the surface terms.
We then establish rigorously an equivalent boundary condition which models the thickness of
the spacer on a domain with a thickless spacer. We compute some equilibrium states and
the ultrafrequency susceptibility of some configurations. In a second stage, we homogenize the
Landau-Lifshitz equation in both perforated and multilayers domains.

Keywords: ferromagnetism, micromagnetism, Landau-Lifshitz equation, magnetic multilayers,
nonmagnetic spacer, homogenization, asymptotic analysis, surface anisotropy energy, interlayer
exchange energy.

Discipline : Mathématiques appliquées

Laboratoire Analyse, Géométrie et Applications - UMR 7539
Université Paris 13,
99 Av. J-B Clément,
93430 Villetaneuse



