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1.1 Motivations

La construction et l'utilisation de mades constituent, de nos jours, d&apes incontour-
nables de nombreuses disciplines scientifiques et teafiqolkes (physique, chimie, biologie,
economie...). La maglisation permet en effet de formaliser le comportement hcgssus
étude a I'aide d’'une repesentation, baptee « modele », a partir de laquelle il est possible de
comprendre, commander ou aliorer le fonctionnement du prédé analyg. Deux approches,
souvent com@mentaires, peuveitre envisages pour mogliser un systme :

— La premere, qui fait appel aux connaissances descilistes du domaine congié,
consistea regrouper, gréeralement sous forme de systes diferentiels, algbriques ou
graphiques, les lois et relations de la physique @airivent le comportement du proces-
Sus.

— Dans de nombreuses situations pratiques, la comeldxifproéde a mockliser est telle
gu'il est difficile, voire impossible, de conftee ou d’associer les lois physiques gouver-
nant la dynamique du syshe. |l est alors @cessaire de faire appelun moele « boite
noire! », construita partir de mesures des d@mes d’entee-sortie du praece. L'objectif
majeur de ce maele est de reproduire au mieux le comportement du procedsus i
tifie. On parle plus particdrement, dans ce cas,d’identification du systme». Le
mockle de repesentation ainsi obtenu estrggralement constigid’'un ensemble de re-
lations matématiques liant les variables du ssie analys. Les paramtres de ce type
de moale sont, la plupart du temps, difficilement intérfables.

La mocklisation est souvent congitte comme la phase initiale de I'automatique moderne.

Elle permet en effet deaerminer le moéle du proéde qui sera utilié pour pédire son com-
portement futur, diagnostiquer segolutions de fonctionnement ou syéttser son &gulateur

LPar oppositiora « baite blanche: lorsque les lois de la physique sont connues et exclusiveatiéisées pour
la construction du mazle.
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et sa loi de commande. Puisque les processus industriglg@aralement complexes, il est
nécessaire de posder des connaissances approfondies dans des domainesaaigess que
la mécanique, Electronique, Energtique, la biologie ou la chimie pour obtenir un nédel
baite blanche efficace. La métisation exgrimentale ou identification des sgstes [SS89,
BDR192, Lju99] est donc devenue une alternative logigua modtlisation classique forgd
sur I'exploitation des lois physiques.

Dans de nombreuses situations, la compéegibissante des predes a pour coréguence
de voir les prop@étes dynamiques du sysheévoluer, ne serait-ce que lentement, au cours du
temps. Le comportement d’'une automobiépdnd ainsi de sa vitesse, de la quandiessence
transporée, de variables environnementales telles que le vent cudlit@yde la chauge. Les
caracéristiques physiques et dynamiques d’'un &yt tel qu’'un chauffe-eau sonééisa des
facteurs tels que la terépature exérieure, I'entartrage de l&sistance chauffante et du ballon,
le nombre de personnes utilisant, aame instant, de I'eau chaude... Il est aloestinéressant,
voire recessaire, de congter un moéle de proéce lentement variable afin de tenir compte
d’évolutions non gedictibles. Les algorithmes d’identificatioaaursivé sont particuérement
adapésa ce type de probimatique. De nombreusesthodes adaptatives oé#€ propoges
depuis les anges 70 [LS83, You84, Lju99] pour fournir des nadels dont les para@tres va-
rient relativement aux changements de processus. La @agbentre elles reposent sur des
repesentations de type eat-sortie. Ces demies se sont initialemenédelopg@es en raison
de la disponibilié d’algorithmes hors ligne fogd sur ce type @écriture [SS89]. Bien que par-
ticulierement efficace pour des siistes monovariables, I'identificatiogaursive d’'un moele
entiée-sortie seawele étre plus difficile lorsque le pr@ée comporte plusieurs egs et plu-
sieurs sorties. Elle demande en effet de catn@a priori I'ordre des poly®@mes composant
les matrices polynomiales du meld. De plus, lorsque le nombre d’eis et de sorties de-
vient congquent, la gestion de matrices de fonctions de transferstegue plus élicate. En
identification hors ligne, ces difficé@s ont motie le ceveloppement de techniques estimant di-
rectement un maele détat du systme sans phase transitoire d’identification de&sentations
d’entrée-sortie : les mthodes des sous-espaces [Vib95, VD96b, BSR98, BRS98]. Legremi
avantage de I'approcheé&tat repose sur le fait qu’ell&ge, de marmireequivalente, les sysmes
mono et multivariable’s Elle ne récessite aucune forme canonique et esé®asir un seul in-
dice structurel : I'ordre du sysme. De par sogcriture, elle permet d’analyser la stallit
I'observabilie et la commandabikt du processua identifier. Elle est enfin particeéliement
bien adaptea la treorie de la commande [AM90, ZD98]. Ces quaditont rapidement conduit
les chercheura utiliser la repesentation détat pour des pr@zkes reqérant une moelisation
en ligne. Puisque les @hodes des sous-espaces ont rapidegtertonsi@rees, en identifica-
tion hors ligne, comme une alternative logique aux tecresciierreur de @dictiorf, il a éte
tente, tes la fin des areres 80 [MDVV89], de les appliquer sur des pedes variants. Malheu-
reusement, ces premiers essais ont rapideatentins puisque, par construction, legthrodes
hors ligne des sous-espaces emploient des outilsebadglireaire tels que la@omposition
en valeurs propres ou singeiles qui ne sont pas apprggsiaux applications tempgel du
fait de leur complexé& nunerique. La fin des arges 90 et le €but des anges 2000 ont vu

20n parleégalement d’identification temps&el» ou « d’algorithmes adaptatifs.

3Seules les dimensions des matricestat du modle sont modiges.

4L. Ljung a écrit en 1996 que« The subspace methods for state space models are, in my mmadnast
interesting development in the past decadkju96].
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I'apparition de nouvelles approchésitant I'utilisation de ces lourds outils d&cbomposition
tout enétant capables de traiter des gyses perturbsa la fois par des bruits de mesure et
de pro&ce [Lov98, Gus99, Oku00, Lov03]. Ces algorithmeésursifs ont en commun &fre
fondés sur I'adaptation, au pradthe d’'identification, d’un crére particulier de traitement d’an-
tennes [KV96] : le criére de Yang [Yan95b]. Cesathodes, qui se sont @ees efficaces dans
le domaine de la surveillance de sysies [ONVV01, Oku03], @sentent @anmoins trois in-
conenients majeurs :

— ils reposent tous sur le@me criere ;

— ils necessitent des approximations pour rendre l@@itle Yang quadratique afin de fa-

ciliter sa minimisation [Gus97a, Lov98, LGVO00];
— ils utilisent des algorithmeséitatifs de type gradient et de fortes contraintes sur les es-
timées pour minimiser le céte d’ordre 4 originel de Yang [OK99, OK02, Lov03].

L'objectif de cette tese consista developper des algorithmes d’identificati@cursive ori-
ginaux fonas sur de nouveaux aites ayant comme propiies détrequadratiques, sans ap-
proximation et sans contraint€es fonctions dat sont obtenues en s’inspirant de I&timode
du propagateur [MD91] applige initialement en traitement d’antennes. Son principesep
sur l'utilisation d’'un ogerateur lirgaire particulier et la@omposition de I'espace d’observa-
tion en deux sous-espaces coérpkntaires : le sous-espace signal et le sous-espaceSumit.
avantage majeugeside dans le fait qu’aucune recherchel@nents propres de la matrice inter-
spectrale des signaux recus par I'antenne neslie. Son adaptation au prebhe d’identi-
fication s’appuie sur une hypatke classique : le sgsheétudié est observable. Nous verrons
plus peci€ement que cette condition estgessaire et suffisanéeune estimationécursive et
consistante d’'une base de I'espace d’observabilit

1.2 Contributions et organisation du document

Cette these a pour objectif de :

— proposer uretat de I'art des ethodes d’'identificationécursive des sous-espaces;;

— développer de nouvelles techniques d’identificatiecursive des sous-espaces eeilmnt

aux principaux éfauts des algorithmeénon&s jusqua aujourd’hui.

De nombreuses athodes d’identificationécursive des sous-espaces ont en éffetex-
pokes depuis le milieu des agws 90. A notre connaissance, aucun article dressaatain
de I'art de ces derpres n'aété propog, a ce jour, dans la lirature. Celles-ci gritent pour-
tant détre pesenkes dans un contexte ugifpuisqu’elles &sultent toutes d’adaptations d’al-
gorithmes particuliers de traitement d’antennes. Bien qgetechniques aienedconté leur
efficacie sur de nombreux exemples de simulation, il nous a semi@iressant deé&velopper
des nethodes alternativesl'ajustement du critre de Yang [Yan95b] au prabhe d’identifica-
tion. Ce dernier souffre en effet d’'uggdagement notable : son ordre 4. L'utilisation d’un éri¢
guadratique sans approximation et sans contrainte estplopo£e au sein de ce manuscrit.
Les performances et I'applicabéitdes algorithmes qui égmanent sont mises @vidence sur
des exemples de simulation et via des dmeBide maquettes de laboratoire. Le pla@iudie de
ce document est le suivant :

Chapitre 2 : Etat de I'art de I'identification r écursive

Ce chapitre prsente les gthodes classiques d’identificatiogcursive fonées sur le prin-

cipe des moindres cas. || permet au lecteur non coutumier de cetéanrhtique d’apg@hender



4 Introduction

les principales notionsédesa cette branche de la melisation. Une attention particelie est
apporéea la technique de la variable instrumentale. Cetéthmde est en effet fondamentale
pour la compéhension des algorithmes d’identificati@cursive des sous-espaces.
Chapitre 3 : M éthodes d’identification des sous-espaces : une vue d’enddendes algo-
rithmes MOESP

L'objectif de cette tese consista presenter et @velopper des algorithmes d’identification
recursive des sous-espaces. |l semble donc essentiel desprpdans un premier temps, une
syntlese des m@thodes hors ligne des sous-espaces. Les techniquespegs@ous I'acronyme
MOESP peuvengtre consiérées comme le point deegart de tout algorithmeecursif des sous-
espaces. Une psentation des principalesathodes composant cette famille de techniques est
donc expoée au sein de ce chapitre. Les fondements emgtiques et gnetriques, les ca-
raceristiques tkoriques et les principales progtés asymptotiques de cette classe éthodes
d’identification sont plus particldrement commeas.
Chapitre 4 : M éthodes €cursives d’identification des sous-espaces foaels sur le criere
de Yang

Un état de l'art des techniquegaursives des sous-espaces fglsur le cridre de Yang
[Yan95b] est propas Une description de ces algorithmes dans leur contextegaie (le
traitement d’antennes) et leur ajustement au gnolel d’'identification sont plus gciement
présenés. L'adaptation des @thodesCOPAST et COPASTd en identification &cursive des
sous-espaces esfjalement éveloppee.
Chapitre 5 : Adaptation de la méthode du propagateura l'identification r écursive des
sous-espaces

Ce chapitre contient les principales contributions de dbéee. Ce dernierabute par une
étude de l'analogie entre l'identification des sous-espatde traitement d’antennes. Cette
analyse permet de justifier I'approche propegusqu’ici en identificationécursive des sous-
espaces i.e. adapter des techniques pamiadide traitement d’antennes au peohé d’'esti-
mation de la matrice d’observabéitiu systme. Deuxetapes sont ainsi mises ewidence :

1. la misea jour d’'un vecteur nominvecteur d’observatioa chaque nouvelle acquisition;

2. I'estimation d’'une base de la matrice d’observabjkt partir de ce vecteur, en adaptant
des nethodes particudires de poursuite des sous-espaces.

Deux nouveaux algorithmes d’estimation du vecteur d’olzg@n sont introduits et com-
pares aux techniquestgh existantes. Une analyse de la compkexitinérique de ces gthodes
est expose. Le prokdme de I'estimationécursive d'une base de I'espace d’observabiist
ensuite consigieé. Sept algorithmes sont ainsewklopg@es. Ceux-ci reposent sur I'adaptation
au probéme d’identification de la éthode du propagateur [MD91]. Un examen des peeesi
proprietes asymptotiques de ces techniques etatnde pratique et #orique du cat calcula-
toire de ces dereres sonégalement @senés. Une description desathodes d’extraction des
matrices détat du proécé conclut ce chapitre.

Chapitre 6 : Applications

La mise en application des algorithmes d’identificatiénursive des sous-espaces fesd
sur le propagateur est mamau sein de ce chapitre. Deux situations sont céresd :

— Une analyse des performances et des camadé poursuite de ceséthodes est tout

d’abordétudiee sur des exemples de simulation. Une comparaison aves balges sur
I'approximationPAST estégalement prop@e [Yan95b].



— L'utilisation de donies éelles mesuges sur deux maquettes de laboratoénele, dans
un second temps, les possit@ktdes technique€delopfees.
Chapitre 7 : Conclusion et perspectives
Ce dernier chapitre expose une syggb des contributions de cette&$le et pesente les
travaux de recherche futurs en lien direct avec la @olaltique trae dans ce manuscrit.






Chapitre 2

M ethodes classiques d’identification
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2.1 Motivations

Lors du 13 conges mondial IFAG de San Fransisco, L. Ljung a mo@ta travers son his-
torique de l'identification des sy&@ines [Lju96], que cette sgcialitt de I'automatique a connu
un ceveloppement consttdable durant les deux deemes @cennies diX X® siecle tant sur le
plan pratiqgue [HK86, ZVDL94, GSMR96, BPP96, LLM97, AVVD98, ND98, CR01] que
théorique [LS83, SS89, VD96b, Lju99, JKDWO01, LBB1]. Cette progression s’explique par
le fait que l'identification est une discipline commuiee nombreux domaines des sciences de
I'ing énieur (statistiqueeconomie, biologie, traitement du signal...). Cette ditverd’applica-
tions implique irgévitablement une grande va# de probdmes poss ainsi qu’une multiplicé
de solutions prop@ses.

Parmi I'ensemble des techniques d’identificatic@@velopfiees depuis le &ut des anges
60, les neéthodes &cursives ont rapidement vu le jomﬁtEE?l]. Leur principal objectif consiste
a estimer, de maare consistanfeet en ligne, le modéle du processustudi. Les deux raisons
fondamentales de ce&deloppement sont que :

— ces techniques permettent de suivredeslutions (lentes) de la dynamique du gyse

étudi en adaptant continuellement le netelde proéce. Il est alors possible de prendre

international Federation of Automatic Control.
°Nous consiérons qu'un modle est consistant si le vecteur de paitmes caraérisant ce dernier converge

vers les« vrais» parangtres avec une probabdite 1.
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des dcisions en temp£el en fonction des demies informations acquises sur le proces-
sus;

— ces nethodes sont, la plupart du temps, moins gourmandes eruressgemoire et en
temps de calcul que leurs homologues hors ligne tougétant capables de fournir un
mockle fiable du proece.

De nombreux auteurs ont appligi@vec suaes des algorithmes d’identificatiogaursive
sur des applications plus ou moins complexes (thermiqueJZH&SMO03], gnie des proadkes
[TBDM91, WKLO3], aéronautique [KKKNO1, UB03], robotiqu&lG02]. . .) dans des domaines
aussi varés que la commande de péaes BHHH93, AW95, LLM97, PC98, LT01], le fil-
trage [GS84, Shy89, SK94, GBT99, Gus00] ou la surveillanceysmes [Abi88, Ger9s,
Tia01, DBL+01,0st02, Oku03]. Des ouvrages dsfarence [LS83, BDRI2, Lju99, LBB'01]
présentent de magiie cktaillée les tenants et aboutissants de cette discipline. Nojeetidlau
sein de ce chapitre n’est donc pas @erire (si celaétait possible) 'ensemble desathodes
recursives d’identification mais d’exposer les techniquéissgront utilesa la compehension
des algorithmesécursifs des sous-espace&velopes dans les prochains chapitres de ce ma-
nuscrit.

2.2 Problematique et notations

Lorsque nous interagissons avec un &yst, il est utile, voire @cessaire, de conitee les
relations entre les variables obsees. Ces derares peuvengtre diviges en trois cagories
[Lju99]:

— les entees de commandequi permettent d’'influer sur le processus;

— les perturbations, qui agissenégalement sur le sy&ine, mais qui sont erégéral non

contdlables par I'utilisateur;

— les sortiesy i.e. des variables mesurables qui caeaistent I'action du proece sur son

environnement.

Puisque les perturbations sont, péfidition, non accessiblesla mesure, cons&lons un
ensemble de domes d’entee-sortie dis@&tes sur un intervalle de temfisM] :

% = {u(t) e (2.1)
Y ={y(t) hepm (2.2)
¥ —{(w. >}, 2.3)

Nous recherchons un meld du proédce étudie sous forme d’une relation liant les exgs et
sorties accessiblgsl'instantt. Cette relation pelitre repesenée par :

Ym(t) =09(%, %) (2.4)

pour laquelleym(t) est la sortie du magle aut® pas déchantillonnage & une fonction tradui-
sant le lien implicite existant entre les d@®s. Puisque nous ne corions, dans la suite de ce
manuscrit, que des metks pararétriques, I'expression predente peuktre ajuste de la fagon
Suivante :

9(%,%)=9(et).n) (2.5)
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ou n estun vecteur de paratres de dimension finie it) un vecteur de@gression permettant
de €lectionner les observations utilada description du made parmi les donees?% et %' .
Cette relation, gréeralement non liaire entre paraetres et vecteur deegression, peugtre
modifiee selon la paraétrisation du moéle choisi. Ainsi, dans le cas Baire, le modle peut
etre dongé sous la forme suivante (cas des mledARX par exemple) [Lju99] :

ym(t) = @ (). (2.6)

On parle alors deégression ligaire puisque le made est lireaire en les paragtres. Cette
mocklisationétant parfois trop restrictive, il est possible de coasid le vecteur deegression
comme @pendant des paratnes du systime :

ym(t) = @' (t,n)N. (2.7)

Il s’agit alors d’'une forme pseudo Baire (cas des metesARMAX [Lju99]). Ces differences
de notations nous obligeatétudier €paément les praedes moelisables par de€gressions
linéaires de ceux repsengs par des maxes pseudo ligaires ou non lieaires. Dans la suite
de ce chapitre ne seront expsgjue des algorithmesgkelopfes pour desagressions lieaires.
Ce choix, qui peuétre consiéré empha priori comme une restriction, se justifie par le fiaét g

— de nombreuses @thodes initialement éees pour des mades lireaires peuvenétre
utilisées ou aiBment modifees pouretre appligéesa des egressions plus complexes
(pseudo liaires ou non ligaires) [LBB01] ;

— ces technigues sont suffisantes pour apender le principe de l'identificatiogeursive
et sont,a notre connaissance, les seudddre emploges en identificationécursive des
sous-espaces.

Afin de justifier leur utilisatiod en pratique, nous ferons I'hypatke de nous placer autour
d’un point de fonctionnement pour lequel le processus gsésentable par un mete lintaire.
Nous supposerons alors que les signaux éslise font en aucun cas changer de mode de fonc-
tionnement. De plus, les ebtEs seront choisies afin de ne pas contraindre leegedztudie a
travailler dans sa zone de nonéari€. Ces hypotbsesetant peciges, le prol@#me du traite-
ment des sysimes non ligaires se simplifie@eralement et devient un prashe de liarié
par morceaux. Il est alors possible d’approcherdgresseur non lgmire par un &gresseur
linéaire. Une pesentation iréressante de I'impact de I'utilisation de nidels lireaires pour la
mocklisation de proedes industriels esté@lelopgie dans [SPDRO3].

Il est essentiel de rappeler que I'un des objectifs de llifieation est de fournir un maze
de processus ayant un comportement dynamique le plus ppodséle du sysimeétude. I
faut cependant remarquer que toute pahare d’identification est affee¢ par le bruit (bruit
de mesure, erreur de melgsation...). Ainsi, la relation made / pro@de est repesentable par
I’ @quation suivante :

y(t) = ym(t) +n(t). (2.8)

Le terme additiin exprime le fait que la sortig n’est pas une fonction exacte des observations
pasg&es. Le but de lidentification consiste al@sonstruire I'erreur entre la sortie mesey

et la sortieyy, prédite par le moéle puis d'utiliser cette erreus, chaque instant, pour modifier
les paramstres du moeéle afin queyy, soit une bonne jdiction de la sortie du sy&Emey, c’est

3Rappelons que la plupart des sysies physiques et industriel€pentent des non Bariés.
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a dire quef{y(t) — ym(t)} soit de moyenne nulle et de variance minimale au sens d’uaicer
critére.

En supposant que le sgshe soit moélisable par uneégression ligaire, dans le casédl
ou n serait totalement&erministe, la connaissance du vecteur de patas) serait suffisante
a la ealisation d’un modle ayant les @mes caraéristiques que le processetsidie. En effet, si
ces pararmatresétaient connus, il serait @sle @finir une valeur de la sortie du mele calcuée
a partir des mesures disponibBesinstantt :

ym(t) = @' ()n. (2.9)

Le probEme renconé en identification est que le vectagpm’est pas connu. Nousfinissons
donc, pour chaque valeur du vecteur de partaes estirasn (t), une sortie esti@e du moéle :

Im(t) = @' (1)A. (2.10)

Nous cherchons alors un meld {f (t)} qui réaliserait les deux proj@tes suivantes :

P1.: reproduire asymptotiguement le comportement déssortie du sysime soit :

lim (y(t) — @' (t)A (t)) = 0 avec une probabibtde 1 ; (2.11)

t—oo
P2.: converger fortement vers les vrais pagres, soit :

lim (Q(t) — n(t)) = 0 avec une probabifitde 1 (2.12)

t—o0

Une troiseme contrainte, propre auxatihodes&cursives d’'identification, demande d’ajus-
ter en permanence les paraimes du modle de proéce a chaque acquisition ou lecture du
fichier de donges d’entee-sortie :

P3.: mettrea jour les paramtres du moele :

N(t) =n(t—1)+pa0s (At —1),.#(t—1),u(t),y(t)) (2.13)
M) = A —1)+ g0, (A —1),4(t—1),u(t),y(t)) (2.14)

ougs, 9.7, My €tu 4 sont des fonctions et paratnes épendants de la@thode d'identi-
fication ecursive adog@e,.# un ensemble d’informations condées dans une @moire
auxiliaire et{u(t),y(t)} les mesures obtenues lors de la deraiacquisition.

De nombreuses techniques d’identificatiéoursives@&pondené ces trois propétes [LS83,
LBB*01]. Nous n’en pesenterons que deux dans la suite de ce chapitre :

— la méthode des moindres casg ecursifs;;

— la méthode la variable instrumentalecursive.

Ce choix se justifie par le fait que ces démais sonta la base de toutes leséthodes
recursives classiques d’identification et qu’elles peremttiinsi de @velopper et de com-
prendre la grande majogitdes algorithmes adaptatifs traditionnels pr@sadans la liggtrature.
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2.3 Methodes classiques d’identification&cursive

L'objectif de cette section est degmenter les gthodes classiques d’identificaticcursive
permettant d’estimer en ligne un nadd du proéde qui reproduit asymptotiquement le com-
portement d’enfre-sortie du sysime. Differentes solutions orite developgiees [LS83]. Elles
different principalement selon la structure du mlecchoisie empha priori. En effet :

— Sile moele utilis est lireaire en les para@tres, de simples cétes quadratiques peuvent
étre introduits. Leur minimisation est alogsatisable par des algorithmescursifs de type
moindres cags.

— Si le moekle consiére est pseudo liaire ou non ligaire, la &che est bien plus com-
plexe. Aucune solution analytiqgue n’est envisageable.dpgesoximations, plus ou moins
congquentes, sont@vitables pour obtenir des algorithmésursifs. Deux rathodes ont
été plus particukremengtudies : le maximum de vraisemblan&eursif [d73] et la
méthode d’erreur de pdiction ecursive [Lju81]. Les approximationgoessairea leur
implémentation sont choisies de telle sorte que les algorittopiesus soient exacts lors-
gu'ils sont appligésa un moele linéaire [LS83]. Ces techniques ne seront cependant pas
présenées dans la suite de ce chapitre puisqu’elles n'apportegraiecun refice pour
la compghension des athodes&cursives des sous-espaces.

Deux solutions fondes sur la&gression lieaire suivante :

y(t) = @' (t)n +n(t) (2.15)

vont étre exposes dans la suite de cette section. Nous commencerons pligprent cette
présentation par I'analyse de la technique la plus ancienas mioindres cais [RAB™01].
Cette néthode est certainement le plus didactique des algoritlachestatifs d’estimation. Elle
permet en effet de mettre @vidence legtapes fondamentales de toute @adure ecursive et
de souligner les principales difficéls rencon&es en identification tempéel. Ce travail sera
ensuite suivi de Btude de la rathode de la variable instrumentale. Cette technigésegmte le
serieux avantage @tre capable @&liminer le biais asymptotique existant lors de I'applicat
des moindres cags en pesence d’un bruit non blanc. Cette pr@&isera particuirement
utilisée en identificationécursive des sous-espaces.

2.3.1 Moindres carrés recursifs

Une solutiona I'obtention du vecteur de paratnes est de&ectionner celui qui permet le
meilleur ajustement de la sortie du n&dela la sortie du sysime. Dans le cas d’'unégression
linéaire, cette propéte peutttre Ealie au sens des moindres éarpar un estimateuy(t) qui
minimise le criere quadratique :

M
in.z) = Zs(tm)Z:eT(M)e(M) (2.16)

t=

pour lequel I'erreur cBquatione(t|n) est cEfinie par :

e(t[n) = y(t) — Im(t[N) (2.17)
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et&(M) le vecteur d’erreur de pdiction construit comme suit :

e=| : |. (2.18)

Puisqueld(n, %) est quadratique en et donc strictement convexe, le minimum est obtenu
en annulant saativee. L'estimateur des moindres d@srpeut donc se mettre sous la forme
Suivante :

A(M) = (©(M)®T(M)) (M) (M) (2.19)
ou:
[ @(1)
oT(M)=| (2.20)
| P(M)
[ y(1)
YM)=| & |. (2.21)
ly(M)

La mise en ceuvre en tempiet de cett@quation est relativement lourde puisqu’elle requiert une
sauvegarde de toutes les déms et une inversion matricielechaque pas é@chantillonnage.

Il serait inéressant de modifierdguation (2.19) afin @Vviter cette inversion matricielle tout
en tenant compte de la misejour des observations. Pour cela, remarquons que, lonsgu’
nouvelle acquisition eséalige, les matrice®’ () etV (t) s’écrivent :

®T (1) = {q’;(Tt(;)l)} (2.22)
Y(t) = {Y(;(t_)l)] : (2.23)

En introduisant ces detéquations dans I'expression (2.19), il s'en suit :
A) = (®E-DOT(t—1)+90)@" (1) (®(t—1)Y(t—1)+@O)y(D)). (2.24)

Malheureusemeng ce stade, cettequation gcessite toujours une inversion matricielle. Afin
d’éviter ce calcul coteux nungriguement, il est iftressant d’utiliser le lemme d’inversion ma-
tricielle :

Lemme 2.1.SoientA, B, C etD des matrices dont les dimensions sont telles que le pr8diLt
et la sommeA + BCD existent. En supposant de plus quest C soient egulieres, I'identie
usuelle suivante :

A+BCD] *=A1-AB[DAB+C ! "DAL (2.25)

est toujours erifiee.
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En appliquant ce lemmieL (t) = (@)@ (1)) "= (d(t— 1)@ (t— 1)+ @t)@" (1)) il

est ai& de construire la formecursive de I'estimateur des moindres earr

Nt)=nt—1) +K(t)el(t) (2.26a)

go(t) =y(t) — @" ()A(t— 1) (2.26b)
. _ Lt—-1)e(t)

K(t)=L(t)@(t) = o OLt= 190 (2.26c)

Lt)=L(t—1)—K(t)@ (t)L({t—1) (2.26d)

pour laquellegy est I'erreur de prdictiona priori. Il est important de remarquer que I'erreur
d’estimation a posterios = y(t) — @' (t)A (t) vérifie :

g(t) < &ft). (2.27)

Cetteéquation montre que le processus d’identification est@éimtempséel au fur e mesure
gue de nouvelles informations sont acquises.

Remarque 2.1.1l est possible deé&crire I'estimateur des moindres c#@s sous la forme sui-
vante :

n(t)=L() [L(O)lﬁ(O) + Zlfp(i)Y(i)] (2.28)
avec

Lo =L+ @00 (2.29)

qui permet de mettre égvidence que l'initialisation de I'algorithme d’adaptah paranétrique
peut se faire comme suit :

A0)=0etL(0)1=0, (2.30)
cette derngére condition pouvaritre reali®ee de la fagon suivante :
1
L(0) = 5I (2.31)

avecd = 0.001par exemple.

Remarque 2.2. Dans certaines situations, il est éressant de consigler que les donees
d’entrée-sortie sont de€alisations de variables @htoires ayant une distribution doae. Dans
ce contexte, B. Widrow [WS85] propose d'utiliser le &ré stochastique suivant :

Jstoc(N) =Ely—@n|| (2.32)
ou E est I'esggrance matBmatique. Son minimum est atteint lorsque savée est nulle :
0J
St(;—;;("):Ew(y_qun)}:o. (2.33)
L’algorithme récursif suivant peut alorgtre appliqe [WH60] :
n(t) =n(t—1)+uE{e®) () - ¢ N (V)} (2.34)

ou u est le pas de descente du gradient. Cet algorithme est @mpabient stochastique. Il
s’agit de la version stochastique des moindres eanécursifs [Lju02].
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A ce stade de &tude, il est inéressant d’explorer les proptés que posxie I'estimateun).
Il est donc recessaire de poursuivre cette analyse en examinant ideffeperturbations sur les
propriétes des moindres c&s ecursifs.

2.3.1.1 Capacié de poursuite des moindres cares recursifs : une approche bayesienne

Comme tout algorithme adaptatif, I'un des objectifs des miaa cares €cursifs est de
pouvoir adapter les paratres du moedle identifé a I'évolution du systmeétudei. Il est donc
interessant d’expliciter les carécistiques d’adaptation de I'algorithme des moindresésarr
vis-a-vis d’une modlisation akatoire du sysime.

Lorsqu’onétudie la formule (2.26d), il est manifeste que l'algorithdes moindres cars
recursifs est un algorithma gain d’adaptation &troissant. Ceci se voit clairement si I'on
consicere I'estimation d’un seul parastre. En effet [LBB01] :

LM
1+ @(t)2L(t)
Cet algorithme donne donc de moins en moins de poids aux rlesveésures. Il ne conviendra
pasa I'estimation de paragtres variants dans le temps. Pasaudre ce probme, des versions
poncerées de I'algorithme classique des moindresasagcursifs onéte developpees [LS83].

Une facon simple d’introduire ces pas@tions est de congder de nouveau laédinition de
I'estimateur des moindres cés':

At) = (POPT (1) " PR)Y (1) (2.36)
et d’insrer des facteurs d’oubli; et A, au sein des formules de miagour de® etY :

T —
®T(t) = {”Al HP (& ] (2.37)
VA2 () @' (
Y(t) = {V’\l DY(E—1 } (2.38)
VA2t)y(t)
L'utilisation de telles pondrations permet ainsi de donner des poids particuliers #iierentes
observations. En introduisant ces relations au seinédgiition (2.36), nous obtenons :

A(t) = (MOPE - 1P (t—1)+ A1) @H)@" (1))
APt —-1)Y(t—1)+A2()@(t)y(t)). (2.39)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ2&)aLl(t) = (CD(t)CDT (t))fl, la

version ponérée de I'algorithmeé&cursif des moindres c&s sécrit :

L(t+1) = L(t). (2.35)

-1

-1

A

nt)=nt-1)+K(t)el(t) (2.40a)
eot) =y(t) - @' (A1) (2.40b)
Lt—1)e(t)
K(t) = (2.40¢)
()§%+Wmuvnmw
L(t) 1 (Lt-1)-K@®)@ (t)L(t—1)). (2.40d)
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Preuve : Soit :
L(t) = (@H®T (1) " = (MOt -1t 1)+ t)@t)e (1) . (2.41)
En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ28)), nous obtenons :
L (g Lt-Deme nL(t—1) 042
-0 Ax(t) (L(t g 2+ L De() ) (242

Le vecteur des paragires estira s®ecrit alors :

Nt) =Lt (AOPt-1)Y({t—1)+A2(t)@(t)y(t))
=L(t) ((LHt) —A2t)@t)@" (1)) A(t— 1)+ A2(t) @(t)y(1)) (2.43)
=At—1)+ (L0 @) (yt)— @  (t)A(t—1)).

Puisque :

_Ao(t) 3 CLt-1em)e’ (L(t—1)e(t)
() (L(t A B+ o' (LE-1e() ) (2.44)
B Lt-De(t)
e oLt - Do)
I'algorithme final sécrit :
) =At-1)+K(t)el(t) (2.45a)
go(t) =y(t) — @ (A1) (2.45h)
Lt—-D)e(t)
K(t) = (2.45c¢)
B+ (DLt —De(t)
(t) /\ll(t)(L(t—l)—K(t)(pT(t)L(t—l)). (2.45d)
<

La bornitude de.(t) est ainsi assée afin déviter que le gain d’adaptation devienne asympto-
tiqguement nul pourvu que les facteurs d’oubj(t) et Ax(t) soient bor@s, lentement variables
et \erifient :

O0<A(t) <let0<Ap(t) <1 (2.46)
En pratique, la alection des facteurs d’oubli a pour but de maintenir le ghamaptationK
a une valeur telle qu'il soit possible de suivre les pattes. Malheureusement, comme nous
allons le montrer dans la suite de ce paragraphe, I'uiitisate facteurs d’oubli faibles, &hux
pour une adaptation rapide, rend I'algorithme des moindegg&s ©cursifs particuBrement
sensible au bruit du sy&te. Afin de mettre e@vidence ce compromis, conéidns la relation
suivante :

A

A(t) = At—1)+ (LB e() (y(t) - @' (At —1)) (2.47)
mise erévidence dans la preuve de I'algorithme (2.40) (cf. eq4.3R.et supposons que :
— Le vecteur des vrais paratnesn varie selon la loi suivante :

nt)=nt-1)+wt) (2.48)

avecm(t) un bruit blanc gaussien de matrice de covariaRge Cette derréreécriture
traduit la possible variation @htoire du vecteur de par&tnes selon une loi gaussienne.



16 M éthodes classiques d’identification&cursive

— La sortie du systme \erifie :

y(t) = @' (t)n(t) +n(t) (2.49)

ou @ etn sont des variables @htoires inépendantes de moyenne nulle et de matrice de
covariance respectivieg etRp.
Il est alors possible de calculer I'erreur d’estimation dasangtresi (t) = n(t) — A (t) :

nt)=n@t)—n)
=n(t—1)+@t)—A{t—1)—A(t)L{)(t) (y(t) — @' (t)At—1))
=ft—1)+@(t) - A2(t)L()@t) (@' ()N (t) +n(t) — @' (HA(t—1))
= f)( —1)+@(t) (2.50)

— AL O @) (@7 (1) (Nt — 1)+ @(t) — @' (At —1)+n(t))

= [ =2L @O ()] At -1)

+ [ = ROL O @M@ ()] B(H) — AL HPON(D).
La quantié qui nous inkresse plus particéliement est la matrice de covariance de I'erreur
d’estimationR . Puisque les variables congi@es sont suppéss inépendantes, cette matrice
s'écrit :

R (1) = [| —E{A2()L (1)} Re()] Ry (t— 1) [I —E{A2(t)L (1)} Rg(t)]"
+ [ —E{(OL O} Rp(1)] [| ~E{A2(t)L (1)} Ro(t)] " Ra(t) (2:51)
+E{A2(t)L (1)} Rp()E {A2(t)L (1)} T Ra(t).

Si nous nous plagons dans le casle vecteur deé&gression est totalemenéteérministe et
sachant que :

E{L®)} =E{pp"} =R, (2.52)
I’ équation (2.51) estquivalente :
R7i(t) = (1= A2(t)) Rz (t — 1) + (1— 22)*Ra(t) + AZ(OR M (BRn(t).- (2.53)

Ainsi, quand tend vers l'infini, en Bgligeant le termézzRf, [GL95] :

(1-2p)? -1
Cette derrgre expression met eégvidence un compromis intriague dans le choix du facteur
d’oubli : une faible valeur d@, diminue I'effet du bruitn(t) dans I'estimation des parastres
(par I interm’ediaire du terme&\s,R,) mais augmente l'influence de l'erreur de poursuite (avec

(- 22 Rg) au cours de cette @me estimation. Il est donc essentiel en pratique d’atteifed
bonequilibre entre capadtde poursuite et sensibéiiux bruits. De nombreux choix de valeurs
des facteurs d’oublA1(t) et A2(t) ontéte propogs dans la ligtrature. Une description @eise
des principaux algorithmes poaiés est gali®e dans [LLM97, LBB 01]. Nous ne pEsentons
gu’un bref Ecapitulatif des alternatives possibles pau(t) et A,(t) au sein du tableau 2.1, le
lecteur inéresg pouvant facilemerétudier les eferences ci-dessus.
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Nom Facteur d’oubli Utilisation
Gain cecroissant A(t)=1etAz(t) =1 Sysemes stationnaires
Facteur d’oubli fixe Ai(t) =A1€]0,1]etAz(t) =1 Sysémes lentement variables
Facteur d’oubli variablg A1(t) =ApA1(t—1)+1—AgetAx(t) =1 Traitement des conditions initiales
Trace constante | Aq(t) = Ax(t) tel quetr (L (t)) =tr (L(t—1)) Systmes non stationnaires. Gain bérn
Gain constant A(t) =1etAz(t)=0 Convergence lente. Robustesseasgis des variations

TAB. 2.1: Principaux choix pouk (t) etAx(t) pour la poursuite de sy&mnes variant
dans le temps.

Remarque 2.3.1l est a noter que la repesentation (2.48) et (2.49) est estimable de facon
optimale au sens des moindres dsrdans le castoles perturbations n eto sont des bruits
blancs gaussiens. En effet, la solution de ce @oi# est le @ebre filtre de Kalman [KB61]
dont l'algorithme €cursif est écrit de la fagon suivante :

A = At — 1)+ K Dzl (2.553)

£olt) = y(t) — 0" DR —1) (2.550)
) Lit-Do(t)

0= RO+ e =1L =Do) (2.55¢)

L{t) =L (t—1) K@ (0L (t— 1)+ Ra(t). (2.550)

Il est alors possible deacrire I'algorithme des moindres ca@s poné@résa partir deséquations
précedentes en congdant [Lju02] :

5 v (L o LE-Det)@" (H)L(t—1))
Re(t) = (M() 1) L(t—1) A—E§+¢ L Do) (2.56a)
Rn(t) = %23 (2.56h)

Cette dernéreéquation (2.56b) met evidence que le choix optimal des facteurs d’ouhblt)
etAx(t) nécessite la connaissance des préfigs du second ordre du bruitt).

2.3.1.2 Biais asymptotique de I'estimateur en gFsence de perturbations

La méthode des moindres cas a I'avantage d’une certaine simplkcitEn pratique, elle
présente toutefois I'incor@nient de donner &Bguemment une estimation asymptotiguement
biaisee du vecteur des paraines. Afin de mettre eevidence ce biais d’estimation, considns
de nouveau laggression ligaire suivante :

y(t) = @' ()N +n(t). (2.57)
Il est alors facile de &rifier que, matriciellement :

Y(t) = @7 (t)n +N(t). (2.58)
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En introduisant cettéquation au sein de la relation (2.19), nous obtenons :
R -1
A(M) =N+ (SM)®T(M)) ~®M)N(M). (2.59)

L'estimation du vecteur des par&tnes sera donc asymptotiquement non bais et seulement
Si:

E{et)nt)} =0, (2.60)
c’esta dire si@ etn sont cecorglés. L'estimateur des moindres dasrest donc asymptotique-
ment non biaié uniquement lorsque est un bruit blanc gaussien. Pour &liera cette res-

triction, plusieurs algorithmes oété developes [LBB™01]. L'idée communa ces diférentes
techniques est la suivante. Pape= n, I'erreur d'équation vaut :

g(t) =n(t). (2.61)
Ainsi, pour avoirf) (M) = n quandM — oo, il suffit que :

E{p(t)e(t)} = 0. (2.62)

Une estimation asymptotiguement non b peut alorgtre obtenue dans les cas suivants :

— l'erreur déquation est un bruit blanc pogr=n ;

— le vecteur des observations et I'errevgqliation sont non calées pour) = n).

Nous pouvons donc distinguer deux types dethondes d’estimation fournissant des pa-
rametres asymptotiguement non biggs:

— les nethodes ba=es sur le blanchiment de I'erreugduation ;

— les méthodes fonées sur la @corgélation observation / erreur &juation.

Les techniques les plus connues sont les moindregscarendus [You68], les moindres
caries ¢rérali€s [Cla67], les rathodes d’erreur de sortie [Lan74] ou le€timodes de la
variable instrumentale [Rei4l1]. Il N’y a malheureusemerduaualgorithme d’estimation pa-
ramétrique capable de fournir des esties asymptotiguement non bisés pour tout type de
mockle de bruit. Au contraire, pour chaque structure de @&wmdl existe une ou plusieurs tech-
niques aboutissardt des esultats consistants. Le choix de |&tmode utili€e cepend donc du
syseéme, de la structure du melé et de la nature du bruit. Nouéwklopperons cependant plus
précie€ment I'une d’entre elle : la &thode de la variable instrumentale [WP67]. Cette deeni
est en effet &s utilie en identificationacursive des sous-espaces.

2.3.2 Variable instrumentale récursive

Au sein de la section prédente, il @tt mis enévidence que I'estimateur des moindres
cariés (écursifs) fournissait des estéms asymptotiquement biaiss en pesence de pertur-
bations non blanches. Difentes solutions oite developgees durant ces cinquante démeis
anrees pourésoudre ce probme [KS61, May67, Lan74, SS89, VV91, LLM97, Lju99, Yer00Q].
Parmi celles-ci, la iethode de la variable instrumentale a connu une attentidicypléere puis-
gu’elle peutétre facilement cons@ée comme une simple modification des moindresésarr
Elle fut introduite par Reiersgl en 1941 poésoudre certains praihes deconomie [Rei41].
De nombreux articles et livres oate écrits sur ce sujet [WP67, You70, Cai76, War77, SS83a,
LS83, You84, SS89]. Nous n’engsenterons donc que les fondements, les lecteuaests
pouvantetudier les eéferences greedentes.
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Toutes les techniques ks sur l'utilisation de la variable instrumentale exgoitla pro-
priete suivante : les signauxéterministes grsentent deségjuences de calation temporelle
infinies tandis que les signaux stochastiques ¢usst des @&guences de cdfation tempo-
relle borrées. En corexjuence, les composantes de bruit au sein de la matricerdamélation
forméea partir du vecteur deegressiora l'instantt et d’'une version retaék de ce dernier sont
reduites de maere significativea condition, bien @r, que le signal et le bruit soient statisti-
guement in@pendants et que le retard au sein du vecteugédeession écak soit sugrieur
a la longueur de cogtation du bruit. Licke gerérale des rathodes de la variable instrumen-
tale consiste dona cieer un nouveau vecteur degressioré qui soit fortement coélé avec
les doniees non pertudes mais non cogte avec le bruit. En effet, la condition d’excitation
persistante [Lju99] :

E{&(t)e(t)} réguliere (2.63)

nécessite quep et & soient suffisamment caées, alors que la condition de consistance de
I'estimateur :

E{S®)nt)} =0 (2.64)

requiert queé etn soient inépendantes et ceges. Or, nous savons que :
n=¢ (2.65)

pourn = n. Nous recherchons donc une variable instrumentale tetle qu
E{&(t)e(t)} =0. (2.66)

Puisque nous n'avons aexqua un nombre fini de dor@es, la relation @eedente fcrit :

LS et =23 &) (y)-@"(t)n) =0 (2.67)
Mt; Mt; |

en remplacant I'eggrance matbmatique par une somme finie. Deux algorithmes de minimisa-
tion doivent alor&tre envisags selon le nombre d’'instruments composant le ve&ehln effet,
lorsqu’il est possible de construire un vectéude dimensioregalea celle deg, en supposant
que la condition d’excitation persistante (2.63) sd@itifiee, la matrice:

M
;sz =Z(1)dT (1) (2.68)
t=

estinversible. La technique de minimisation®&asur le lemme d’inversion matricielle propes
au sein du paragrapheguedent est alors applicable au préie suivant :

At = (ZODTM) TEOY ). (2.69)

Liv(t)

4La matrice= est construite de maiiie similairea ®.
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L'algorithme d’identification ecursive qui en &coule peut alorgtre simplementékrit par :

N(t) = At—1)+Ky(t)eolt) (2.70a)
golt) =y(t) — @ (VA —1) (2.70b)
_ Lw(t=DEq)
O T L (- DEW (2:70¢)
Liv(t) =Liv(t—1) =K ()@ (t)Lv (t—1). (2.70d)

Remarque 2.4.1l est important de remarquer que le fait d’avofr # @ provoque une dis-
synetrie au niveau des coefficients de cette versamursive. Il peut alors se produire certains
problemes d’ordre nuirique. Les propétes asymptotiques de cet estimatezgursif sont ce-
pendant identiquea celles de la version hors ligne [LS83, You84, Lju99].

Il est parfois difficile de aeer une variable instrumentale ayant un nombre d’instrisnen
strictemenggal au nombre de par&tnesa estimer. Il est souvent bien plus simple de construire
un vecteuré tel que dim'§) > dim(¢). Or, dans ce cas, le lemme d’inversion matriciel n’est
plus directement applicable puisque la matrice rectaiguEt)®' (t) nest pas inversible. Il
est alors Bcessaire d’appliquer une technique partenalide minimisationacursive, évelopgee
par B. Friedlander [Fri84], noméae « algorithme de la variable instrumenta@tendue; :

-1

Kew(t) = Lew (- W) (A+¥T(OLev (t—1W(1)) (2.71a)
W= Rp,(t-1E ¢ (2.71b)
_ [ET DRyt 1)

gt) = : y(ty) } (2.71c)
At) = _5“1)‘5(” a (2.71d)
A =At—1)+Kew () (90) - W ORT(t-1) (271e)
Rep(t) = Rgolt—1) +&(1)9' (1) (2.71f)
Rey(o:R S(t—1)+EDy(L) (2.71g)
Lew(t) =Len(t—1) —Kenv W (t)Lev (t—1). (2.71h)

Cet algorithme est plus complexe narniguement que la version classique (2.70). Cependant,
dans certaines applications (en traitement du signal manpbe [SS89]), la quaktdes estiraes
augmente avec le nombre d’instruments.

Un dernier prol®me concerne le choix des instruments composant le veft&r pratique,
on distingue deux techniques usuelles paemeger ces instruments :

— la variable instrumentake observations retaggs pour laquelle :

ET(t):[—y(t—r) coo=y(t—=ng—r) ult) ... ut—ny)] (2.72)

our désigne le retard d’observation{et;, np} le degé du nunérateur et du@nominateur
de la fonction de transfert congige ;
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— la variable instrumentale avec n&d auxiliaire pour laquelle :
ET(t) = [~YVaudt) ... —Yawdt—n1) ut) ... ut—ny)] (2.73)

oU Yaux(t) = ET(t —1)n(t) désigne la sortie du made auxiliairea l'instantt. Cette
méthode Bcessite une phase d'initialisation qui pétre €alie, par exempley I'aide
d’un algorithme tel que les moindres aasnécursifs.

Ces techniques, iatessantes d’un point de vue éximental, ne fournissent malheureuse-
ment pas de variables instrumentales dites optimales SE83b]. Limpémentation d’'une
variable instrumentale optimaleccessite en effet de coritr@ les sorties non pertuebs du
proceck ainsi que la matrice de covariance du bruit, qui sont, daqdupart des cas, incon-
nues et non mesurables. Un algorithn&ratif aéte propog par P. Stoica et T.&lerstbm
pour construire ce type de variable [SS83a]. Ce dernier espog de quatr&tapes dont deux
doivent étre Epéetées jusgua convergence de l'algorithme. Cette contrainte le rendcdéfi
ment applicable en ligne. Les instruments pra@mpecdemment (cf. equ. (2.72) et (2.73))
présentent donc un bon compromis consistance / temps de.calcul

2.4 Limitations des methodes classiques et conclusion

Le principe de lidentification@&cursive consista calculera chaque instant, le vecteur des
paranetres du moéle rechercé en fonction des paratres estirasa l'instant pecdent et
des nouvelles informations acquises sur le pddc Elle constitue de ce fait la partie centrale
des systmes adaptatifs (commande ou traitement du signal) et teritfacilement utilise
comme pren@re étape des techniques de surveillance et de diagnosticysjipgr un choix
judicieux de certaines variables, il est possible de suegévolutions du proeceé a surveiller.
Les algorithmesécursifs exposs au sein de ce chapitreegentent malheureusement quelques
inconvenients qui les rendent difficilement applicables dansies situations pratiqus

— La premere, qui est certainement la plus contraignante pourikati¢ur, est que de nom-
breuses techniquegaursives onéte propoges pour fonctionner exclusivement sur une
structure de maoele de proéck et de bruit bien gxifique. Il est donc fondamental d’avoir
une bonne connaissara@riori du sysemeétudé pour correctement choisir I'algorithme
recursifa appliquer.

— Lagrande majorit des nethodesé&cursives classiques d’identification @t cevelopgees
pour des sysgimes monovariables. Il estébriquement possible de les appliq@edes
procedes multivariables. Cependant, lorsque le nombre céemstret de sorties devient
congquent, l'utilisation de re@sentations polynomiales n’est gasdente.

— Comme toute technique lisssur des fonctions de transfert, lesthodesé&cursives clas-
sigues demandent de fixarpriori un grand nombre de paratnesi.e. les deges des
numérateurs et @ominateurs des fonctions de transfert deseateside processus et de
bruit ainsi que le retard relatif pour chague couple deersortie. Il est alors souvent
nécessaire de surdimensionner les fonctions de transfedeafie ggliger aucune bande
de frequences de la dynamique du &yse.

5Sur des sygtmes pesentant un grand nombre d’ézes et de sorties par exemple.
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— Ces algorithmes ne permettent pas d’avoir ureaatirecta des variables telles quétat
du syséme, variables particérement utiles en filtrage (Luenberger, Kalman) [Gus01]
ou en commande optimale [DAC95].

Ces difficulés sont principalementéesa la structure du made utilise par I'approche
entée-sortie : la fonction de transfert. Il semble donc impdride cevelopper de nouveaux
algorithmes d’identificationécursive fonés sur decritures de magle plus compactes. En
identification hors ligne, I'approche &fat s’est agrée étre une alternative itessante aux
repesentations externes de type polynomial. Cette approchesvite d'utiliser des formes
canoniques, @sente le grand iatet de ne Bcessiter la connaissance que d'un unique pa-
rametre : I'ordre du sygtme. Ce constat a moéve ceveloppement de nombreux algorithmes
d’identification [Vib95], regroups sous la @omination de @thodes des sous-espaces, pour
identifier directement un meéde détat du proéde sans avoir recourd une repesentation
entiée-sortie interradiaire. Puisque ces techniques carrebnte leur efficacié sur de nombreux
cas pratiques [VVG94, WV96, AL97, FDMI8, BNSR98, BAB0O, BR02], il est ietessant
de les adaptea notre prol#me d’identification &cursive. C’est ce que nous allorealiser
au sein des chapitres 4 et 5. Mais, avant cela, il ésessaire d’exposer une syesle des
méthodes directes d’identification des sous-espaces estansiplus particuirement sur les
techniques principalement utiéies en identificatiorécursive des sous-espaces : les algorithmes
MOESP [VD92a, VD92b, Ver93, Ver94]. Cette psentation nous permettra d’introduire les ou-
tils géonetriques essentiels la compehension des athodes fondes sur la notion de sous-
espace ainsi que de poser les limites inEmses de ces techniques hors ligne pour leur appli-
cation en tempséel.



Chapitre 3

Meéthodes d’identification des
sous-espaces : une vue d’ensemble des
algorithmes MOESP

Sommaire

3.1 Problematique . . . . . . ... 23

3.2 Brefhistorique . . . . . . ... 25

3.3 « Mimo Output Error State sPace model identification» . . . . ... .. 29
3.3.1 AlgorithmeOrdinary MOESP . . ... ... ... ........ 30
3.3.2 Algorithme®l etPO MOESP. . . . .. .. .. ... ... ..... 37
3.3.3 AlgorithmeMOESP pour les moéles avea erreurs en les variables 42
3.3.4 Estimationdes matricesadat . . . . ... ... ... ... 43
3.3.5 Prop@tes asymptotiques des algorithmelSESP et choix des pa-

rametres structuraux . . . . . ... 47
3.4 Variable instrumentale et theoremesunifes . . . . . ... ... ... ... 53
3.5 Conclusion . . . . . . 59

3.1 Problematique

Au cours des deux demries @cennies, de nombreux auteurs [Lar83, De 88, MDVV89,
VD91, VD92a, VD92h, Ver94, VD94, Vib95, VD96b] ont propgoplusieurs algorithmes d’'iden-
tification alternatifs aux techniques traditionnellesrcBerr de pédiction et de maximum de
vraisemblance [SS89, Lju99] : lesatihodes des sous-espaces. Contrairement aux techniques
« classiques d’identification, les réthodes des sous-espaces aeessitent aucun algorithme
d’optimisation non liaire. Elles s’inspirent de laébrie de la ealisation [HK66] (cf. §3.2)
et ont pour objectif de fournir un metk d'etat discret, liaire et invariant du sysmeétude.

Ce mocle est estird directementi partir des donges d’entee-sortie acquises, sans calcul
préalable d’'une re@sentation externe du piea, en ajustant un ou plusieurs sous-espaces
vectoriels aux mesures d’ea# et de sortie. Plus gci€ment, le proldme d’identification
traité par les techniques d’identification des sous-espacesstoastimer les matrices etat
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déterministes\, B, C etD du mocdklea temps discret du précké dans le contexte stochastique
suivant [VD92a] :

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) +w(t) (3.1a)
§(t) = Cx(t) + Di(t) (3.1b)

ou fi(t) € Rwx! et§(t) € R™*! sont respectivement les vecteurs desésgret des sorties non
perturkees x(t) € R™*! le vecteur détat etw(t) € R™*! le bruit d’etat. Ces signaux sont sup-
po¥sétre des&alisations (de longueur finie) de variables ergodique®ehastiques [VD92a].
Les vecteurs de mesure d'eddret de sortie sont caracises de la facon suivante :

ut) = G(t) + o(t) (3.2a)
y(t) =¥(t) +v(t) (3.2b)

avecu(t) € Rv*! etv(t) € Rv*! des bruits de mesure. La figure 3.1 illustre l'influence de
ces perturbations sur le sgste. Les trois bruits congies sont supp@seétre trois vecteurs de

w(t) v(t)
i(t) Syseéme YU y(t)
v(t) . u(t)

FIG. 3.1: Repésentation du sysmeétudi.

bruit blanc statistiquement iggpendants des ebrs passes non bruéesii tels que :

w(t) Rw Rwv Rwo
Eq [v(t) | [w(s) v(s) v(s)] p=|Riw Rw Rwl|as (3.3)
u(t) Riw Rl Ruu

avecd s le symbole de Kronecker. Nous supposons que les lyitetw sont independants de
la $2quence d’enéedl, que les bruits de mesuteetv sont independants du vectenret que le
bruit de pro@de w(t) est incependant de &tat initial. Nous faisonggalement I'hypotése que

la paire (A, [B R\}V/\,ﬂ) est commandable, que la pairk, C) est observable et que le syste

est asymptotiquement staldlenon minimum de phase.

De nombreux algorithme<{/A [Lar90], NASI D [VD94], Or di nary MOESP [VD92a],
Pl MOESP [Ver93], PO MOESP [Ver94], PO.EI V MOESP [CV97]...) ont éte cevelopges
pour estimer, de maéie consistante les matrices du made détat (3.1) dans le contexte

. lLes estir]éaesA, é; CetD sont consistantes s'il existe une matriceléterministe et non singdie telle que
A—TAT 1, B—TB,C—CT!etD— D convergent versé&o avec une probabiéitde 1. Cette notion sera plus
particulieremengétudie au sein du paragraphe 3.3.5.
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stochastique &fini precedemment. Chacun d’eux consié des hypo#ses particuéires sur les
propriétes des enées et des perturbations agissant sur leesyst Les techniques regrags
sous lI'acronymeéviOESP sont plus particuérement étaillees au sein de ce chapitre (cf. §3.3).
Ce choix est @ali® en corelation avec I'objectif de cette &éise : @velopper de nouvelles
méthodes&cursives d’'identification des sous-espaces. En effejederes s’'inspirent princi-
palement de la@mnarche suivie par les algorithmeSESP, a savoir :

— estimer la matrice d’observabéidu systme de mamire consistante ;

— estimer les matrices @fat du systmea partir de I'estirke pécdente et des doées

d’entrée-sortiesans estimation du vecteuradat

Le plan détude de ce chapitre est le suivant :&pune béve description (cf. §3.2) des
techniques originelles des sous-espacesdesdur la torie de lagalisation, une @sentation
détaillée des algorithmegOESP est propose au sein de la section 3.3 afin d’'introduire les no-
tations, les outils et les notions de bage@ssairea la compehension des athodes&cursives
des sous-espacesdtites dans les chapitres 4 et 5. Cette analyse conaluing description des
principales techniques d’extraction des matricedat’ du systme assoéesa la classe d’iden-
tification MOESP. Un bref expoé des propgtes asymptotiques des algorithmdSESP et des
principaux algorithmes d’estimation de I'ordre du &yt conclura le paragraphe 3.3. Une dis-
cussion sur ledle central jo@é par la variable instrumentale paragkra letude des @thodes
hors ligne des sous-espaces.

3.2 Bref historique

Historiquement, les @thodes« modernes (nommée directeSdans la suite de ce manus-
crit) d’'identification des sous-espaces reposent surélamation de techniques d’estimation
fondées sur la thorie de la galisation. Ces dereies, eferen@&es ici comme r@thodes indi-
rectes, ont pour objectif de fournir une répentation détat minimalé du sysemea temps
discret :

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) (3.4a)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.4b)

connaissant une reggentation externe particaitie du proécé : un ensemble de&ponses im-
pulsionnelles{h(t)} sur un horizon dorik [HK66, Kai80]. Consiérons donc que nous ayons
ac@sai+ j — 1 matricesH € RY*" (ou parangétres de Markov) compéss de &ponses im-
pulsionnelles du systne telles que :

Aua(t) Pao(t) -+ han,(t)
A = ﬁzlz(t) ﬁzzz(t) '. : ﬁZn? (t) (3.5)
Prya(t) Pna(t) -+ Aoy, (t)

°Nous utiliserons I'adjectif directe» pour qualifier les rathodes des sous-espaces fournissa@ttementine
repiesentation détat du systme, sansé&cessiter de conitee a priori une repésentation externe du pred, par
oppositiona « indirecte» pour les techniques bass sur I'utilisation dessponses impulsionnelles [Vib95, Bas97].

3Une repésentation détat est dite minimale s'il n’existe aucuratisation de degrinféerieur accessible. Une
telle forme esth la fois commandable et observable [Bro91].
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ou hy(t) est let® échantillon de la&ponse impulsionnelle entrek&sortie et la¢€ entiée. Il est
alors possible de construire la matrice de Hankel suivant®p] :

H@1) HEZ) - _F—l_<j>
. H(:2) H(:3) H(J:Jrl) Ry (3.6)
HGi) H@i+1) - H@i+j—1)
pour laquelle :
0 sit <0,
H(t)={ D sit =0, (3.7)

CA"1B sit > 0.

Les nethodes indirectes des sous-espaces sont alcgedasr la propeté suivante [HK66] :
l:li,j =TriUj, (3.8)

factorisation matricielle correspondant au produit desrices d’observabilé et de comman-
dabilite étendues du préck :

C
CA .
rl — : c Rnylxnx (39)
CA.ifl
Uj=[B AB .- AI"1B] e RN, (3.10)

Cetteécriture permet ainsi deétkerminer I'ordre du sysime puisque, pour tout@alisation
d’état minimale [HK66] :

rang(Hi j) = Nx. (3.11)
De plus, en supposant que nous ayongsaan couple d’estiré\es{fi,ﬂj} tel que :

Hi,j Zfiﬂj, (3.12)

il est ai€ d’estimer les matriceB, C etD en remarquant que [ZM74] :

H(0) =D, (3.13)
B = lesny premeres colonnes d&j, (3.14)
C = lesny premeres lignes d€;. (3.15)

L'estimation deA est quanta elle gali€e en utilisant la propeie d’A-invariancede [
[Kun78] :
r=rla (3.16)
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ou :
C CA
; CA , || cA? ,
rl= : =Ti(l:ny(i—1),:) et ;= : =Ti(ny+1:nyi,:).  (3.17)
CAI-2 cAI-L

La matrice détat est alors accessible @&solvant :

A= {rJ}Tril (3.18)

+
ou {F,T} est la pseudo inverse de Moore Penrose [RotOI]deé:ette estimation eségitime

puisque, si la re@sentation est minimale, la matriEé est non singuére. Nous reviendrons
plus en @tail sur I'estimation de la matrick a partir de la propéte d’A-invariance dd’; dans
la suite de ce chapitre (cf. §83.3.4).

Cette néthode d’identification &cessite de choisir les indicest j tels que :

I >nyetj>ny (3.19)

puisque, dans le cas contraire, I'estimation de I'ordr@agtcongquent des matricds et Uj;,

ne peut quéchouer. Il est donc fondamental de surdimensionner laceate Hankel (3.6). Or,
puisque les dorges d’entee-sortie sont mesees, la matrice de Hankel contient dépaonses
impulsionnelles bruées. Le fait d’introduire des doées bruiées dans une matrice surdimen-
sionrée a pour corexjuence d’augmenter le rang de la matrice ainsi constiliigsst alors
nécessaire d’associarl’estimation des matricds et U; uneétape de&duction de rang. Pour
réesoudre ce probme de compression de d&as, deux auteurs [ZM74, Kun78] ont successive-
ment propoé d’appliqueraH; j un outil matfematique particulier : la&tomposition en valeurs
singulieres (DVS) [Rot01] :

__ _ T

Hij=UZV' = [Us U] ﬁ.’s ng] K—ﬂ (3.20)
pour laquelleUs et Vs sont les vecteurs singuliers gauche et droit corresporalanty plus
grandes valeurs singeliesZs deZ. Uy, etV}, sont les vecteurs singuliers gauche et droit corres-
pondant aux valeurs singaies comm@mentaire&,,. Le produit matriciellsZsV] sera nomré
par la suite« sous-espace signa) I'espace orthogonanX_bvg « sous-espace bruit 1l est
evident que ce dernier est vide en I'absence de bruit puiEgee0. La decomposition suivante
est alors consigtée :

[ = UsZ/? (3.21)
O =51 (3.22)

Les matrices détat du systme sont, comme peedemment, extraites partir de ces estiees
(cf. equ. (3.13p (3.16)).

Ces techniques, efficacestiriquement, @sentent le&ere desavantage detaessiter de
connatre a priori les paramtres de Markov du pré@ck. Or, obtenir des mesures ou des es-
timées fiables deg€ponses impulsionnelles d’'un syste n’est pas simple pratiquemeng&ivie
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si quelques auteurs ontdelop@ des solutions irgnieuses pour estimer les paktnes de
Markov a partir de repgsentations ou d’'analyses partiénés [Ise80, SS89, LS92, McK95,
BGRS97, Lju99], un important progs fut eali€ lorsque d’autres teatent d’estimer directe-
ment une ref@sentation dtat du systmea partir des mesures d’eét-sortie, sans regur une
repesentation externe. Trois familles d’algorithmes se wijgtent parmi les &thodes directes
des sous-espaces :
— « Canonical Variate Analysis(CVA) ou « Canonical Correlation Analysis(CCA) [Lar83,
Lar90];
— « Numerical algorithm for SubSpace State Space IDentifinat{N4 Sl D) [VD93, VD94,
VD96b];
— « Multivariable Output Error State sPac€MOESP) [VD91, Ver93, Ver94].

{u(t),y(t) e my

AetC %
B etD A, B, CetD
MOESP CVA, N4S|I D

FIG. 3.2: Etapes d’identification desé&thodes directes des sous-espaces.

Elles recherchent toutes trasestimer un espace ligne ou colonne particulier en ajustant
sous-espace aux doees d’entee-sortiea I'aide d’outils matématiques robustes et de consta-
tations gonetriques simples. Elles se divisent en deux classes [VO95iig. 3.2) :

— Les algorithme®OESP recherchent une estane consistante de la matrice d’observadilit
étendue du systea partir des donges d’entee-sortie mese@es. Les matrices éfat du
syseme sont alors extraites en deux temps, en utilisant la i@Bpi’A-invariance de la
matrice d’observabilé étendue pouA etC puis une egression libaire classique pold
etD [VD92a, VD92b, Ver93, Ver94, McK95].

— CVA et N4SI D cherchentégalementa estimer la matrice d’observabdietendue du
procece mais y ajoute une phase d’estimation dadt du systmea l'aide, respective-
ment, d’'une analyse de cétation [Lar83, Lar90] et d’'une projection oblique [VD94,
VD96b]. En ajoutant cettétape d’estimation, I'obtention des matrice&tdt est alors
plus ai€ment ealie que dans le casgmedent puisque celles-ci sont caleesa partir
du syseme surdimensior@suivant :

X(t+1) ...  X(t+M) }_{A B] {x(t) o X(t+M-—1)

yt) ... yt+M-1)| " |C D||u(t) ... ut+M-1) (3.23)
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construit en ginjectant les estiges du vecteur état au sein de la repsentation (3.1).
Les matricesA, B, C et D sont ainsi obtenues en une seule phesaide d’'un criere
quadratique minimisable via, par exemple, les moindresd¥D96b, Lju99].

Dans la suite de cette section, nous nousrigsons plus particeliement aux algorithmes
MOESP. Ce choix se justifie par le fait que lethodes&cursives des sous-espacesspnées
dans les deux prochains chapitres ne cherchent en aucunesisner le vecteur dtat mais
adoptent la @marche prop@se par M. Verhaegen : estimer uniquement la matrice d’obbérv
lité étendue puis extraire, en deux temps, les matriogstdu proéce.

3.3 « Mimo Output Error State sPace model identification »

Les algorithmes d’identificatioMOESP ont pour principal objectif d’estimer, de mane
consistante, la partieetierministe du mogle du systmeétudie dans un contexte stochastique,
i.e. estimer les matrices, B, C, etD du mockle sachant que le sgshe peugtre perturb par
des bruits cetatw et de mesur® en entée etv en sortie du proece (cf. fig. 3.1) :

X(t+1) = Ax(t) + Ba(t) +w(t) (3.24a)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.24b)
u(t) =1a(t)+o(t) (3.24c)
y(t) =§(t) +v(t). (3.24d)

La classe d'identificatioMOESP a comme caraétistique [Ver94] détre cecomposable en deux
étapes successives :

— une compression des matrices de Hankel déenét de sorti@ I'aide d’'un ensemble de
transformations orthogonales aboutissatiextraction de matrices particalies ;

— l'application d’'une @écomposition en valeurs singéitesa certaines matrices de la facto-
risation peécédente conduisast une estimation consistante de la matrice d’observabilit
étendue.

Les algorithmedVOESP different selon les hypo#ises fies sur les progtes des enées

et des perturbations. Ainsi :

— Ordi nary MOESP suppose que les bruitsaétatw et de mesure sont nuls et que le
bruit de sortiev est un bruit blanc gaussien (BB) de moyenne nulle et de varitimee
indépendant de I'enée non bruied ;

— Past | nput (PlI') MOESP permet de traiter deux types de sysie :

* |les sysemes soumia un bruit de sorti@ coloré (BC) de variance finie, les bruitsadat
w et de mesur® étant nuls,

* les sysemesa bruit détat nul perturbs par un bruit de sortiecoloré (BC) de variance
finie et exciés par une entel blanche et gaussienne de moyenne nulle et de variance
finie dont la mesure est pert@® par un bruib lui méme blanc et gaussien de moyenne
nulle et de variance finie;

— Past Qut put (PO MOESP est utilisable dans deux situations :

* le bruit de mesura est nul et les bruits @tatw et de sorties sont deux bruits blancs
gaussiens de moyenne nulle et de variance finie,

* les bruits de mesure etv, le bruit d'etatw et la £quence d’enéeli sont des bruits
blancs gaussiens de moyenne nulle et de variance finie.
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— Past Qutput Error-In-Variabl es (POEI V) MOESP fournit, quanta lui, des
estinrees consistantes lorsqwe v et w sont trois bruits blancs gaussiens de moyenne
nulle et de variance finie quelles que soient les céaratiques de laé&uence d’enéedl.

Tous supposent bieevidemment que laggjuence d’enée \erifie la condition d’excitation

persistante (CEP) [SS89, LLM97, Lju99] (cf. 83.3.5).

~

Meéthode 1 v iwl]uv
Ordinary MOESP|CEP| BBl 0| O
CEP|IBC| O ]| O

Pl MOESP BB |BC| O |BB
CEP|BB|BB| O

IS S BB | BB | BB | BB
POElIV MOESP | CEP| BB| BB| BB

TAB. 3.1: Conditions d’application desathodes MOESP. CEP : condition d’exci-
tation persistante ; BB : bruit blanc ; BC : bruit codor

Ces diferentes situations sont traéts au sein des paragraphes suivants. Leur objectif est de
présenter les fondements de ces algorithmes en insistargsoutils matematiques utiliss
pour esoudre la proBimatique pase, ces outil€tant, pour la plupart, appligs ou ada@s en
identification Ecursive des sous-espaces.

3.3.1 AlgorithmeOr di nary MOESP

L'algorithmeOr di nary MOESP[VD92a, Ver93] traite le prol@me de la moglisation par
repesentation dtat de systmesa erreur de sortie de moyenne nulle et de matrice de covarianc
finie o?l. Considerons donc la forme état suivante:

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) (3.25a)
y(t) = Cx(t) +Du(t) +v(t) (3.25b)

et introduisons le vecteur de sortiescdEes suivant :

y(t)
yi(t) = : e RWix1, (3.26)
y(t+f—1)

Il est alors facile de montrer que ce vectearifie :

yi(t) =Fex(t) +Heuf (t) +vi(t) (3.27)

4Puisquev = 0, Ti(t) = u(t).
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pour laquelleu] € RW*1 et v} € R¥*! sont construits de magrie similaireayy. s €
R <M est la matrice d’observabiéitd’ordref du syséme :

C

CA
M= : : (3.28)

CA.ffl

La matriceH; € R W est une matrice de Toeplitz par blocs contenant les patresde
Markov du proéce :

D o -0
CB D 0
0

Hy= | CAB CB (3.29)

CAT™™2B CcA™3B ... D

En supposant que nous ayonseszun grand nombre de doees d’entee-sortie, par @rations
successives sur I'indice temporel des vecteurs @@rexpression (3.27) peétre étenduea
I’ équation matricielle suivante :

Yiem® =X +HeU ey (0 + Vw0 (3.30)
pour laquelle :

Yim® =i - yft+M-1)]

t
y©)  yt+1 - y(D)
_ yit+1)  yt+2) - y{t+1) . (3.31)
Yt f-1) ysf) o yErf-1)
[ u() ut+1) - u(t)
U@ = u(t:+1) u(tjrz) u(t:+1) —— (3.32)
U+ f—1) ut+f) o uf-1)
[ v(t) vit+1) - v(t)
Vi (@ = v(t?Ll) v(t?Lz) V(t—f_l) < Ry <M (3.33)
Vt+—1) v(E+f) o v f-1)

sont les matrices de Hankel de sortie, d’éstet de bruit accessibléd’instantt =t +M — 1
et:

X{u® = [xt) xt+1) - x({)] eR™M (3.34)

la matrice contenant I'ensemble des vecteu&tat’'sur I'horizonM.
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Remarque 3.1. Afin d’alleger leséquations, sauf mention contraire, nous utiliserons dans |
suite de cette section I'expression condensuivante :

YT =F¢XT+HUF + VT (3.35)
en posant .
Y m@=Yf (3.36)
Ut @ =Uf (3.37)
Vim®=Vi (3.38)
X (1) = X (3.39)

Lesindicestf,M n'ontéte utilises que pour aliorer la compéhension de la construction des
matrices de Hankel. La variabtesera utili€e lors de la pesentation des algorithmeséaursifs
d’identification.

L'objectif de I'algorithmeCr di nary MOESP est de fournir une estimation consistante de
s en supposant que le signal d’égrappligé au proéce \erifie la condition d’excitation
persistante (cf. 83.3.5).:

rang(lvllim U?“U?“T) =nyf, (3.40)

gue la condition de rang suivante [VD92a] :

U+
rang( lXLD =nyf+ny (3.41)

soit satisfaite et que le bruit de sortie soit de moyenneeratlde matrice de covariance propor-
tionnellea l'identité. Or, pour atteindre ce but, il estcessaire deesoudre trois proBmes mis
enévidence par Bquation (3.35) :

— la matrice de Toeplitz par blod¢$; est inconnue priori puisque celle-ci est compes
des pararatres de Markov du préck. Il est donc acessaire de supprimer Egime for@
HiUT;

- la m;trice de Hankel du bruit de sortie détte éliminee afin de garantir des estes
asymptotiquement non bid&ss ;

— la matrice d’observabilt doitétre estinkea partir des matricegsultant des traitements
précedents.

Ces trois questions sont successivement @®wdans les trois paragraphes suivants.

3.3.1.1 Traitement de HU{

Consicerons le minimiseur du céte suivan [Vib95] :

2
argwinHY?—HfU?HF (3.42)
f

5||.||2 symbolise la norme de Frobenius [Rot01].
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traduisant I'estimation dél¢ a partir des donges d’entee-sortie regrouges au sein des ma-
trices de Hankel | etY . La minimisation d’un tel criére conduit alora la solution (optimale

au sens des moindres dasjH ; qui veérifie :

Yi-HU7=Yin . (3.43)

f

ou I'IUH symbolise la projection orthogonale sur le noyaule Le calcul de cette projec-
f
tion orthogonale esgalisable efficacement en appliquant une factorisationRRJ1] au bloc

%
matriciel U7 " Y{T|

U;r Riy O 61

{Yf*] [Rzl Rzz} {Qz} (3.44)

OUR11 € RM*Nuf et Ry, € RNV sont des matrices triangulairesénieuresRpy € R <Nuf

est une matrice pleine €, € Ru*M Q, ¢ R *M des matrices orthogonales. En effet, il est
facile de montrer que (cf. 83.4) : o
Yj!l'luf# = R22Q>. (3.45)

L'application d’'une telle projectioa I'équation (3.30) condud la solution suivante :
Y;rnu?L = F\_)zzéz =
er+nUJer +Hjs U?_HU?L +V}|—HUTL = FfX+I'IUf+L +V?_HU;FL' (3.46)
~——

=0

L'utilisation de cet outil matematique permet ainsi de supprirmIarUJfr db a I'excitation des
entiées du proeck et de conserver les composantes des vecteurs de sestigtmntes de &tat
et du bruit.

3.3.1.2 Traitement de \f

Une fois le Bgime for@ suppring, I'étape suivante consisteisolerV der+I'IU+L. Pour
f
cela, remarquons tout d’abord que :

Jim ViR = vy (3.47)

puisque le bruit de sortie et l&guence d’enére sont écoréles. Ainsi, en supposant que le
nombre de donees accessibles soit suffisamment grand :
anU# = R2Qy = rfx+nU# +V7. (3.48)

L'outil mathématique de pdilectiona appliquer pouré&parer deux espaces imbréguest la
décomposition en valeurs singaites [Rot01]. En effet, par simple observation des valeurs

SRappelons que lidentification estalie en boucle ouverte.
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singulieres, il est possible d'isoler les vecteurs singuliersespondant aux sous-espaces re-
cherclés. L'application d’une telle dvation sur la matriceR2,Q» conduita I'expression sui-
vante :

0 - :
=~ — —|: o :
R22Q2=U | ke VT
: o = (3.49)
_0 B 0 o'_
~ =% 0 \7T] TS50 5T
=|Us U = | |57 =UsZsVe + UpZpV

ol £, contient lesw, f —ny plus faibles valeurs sing@ies ¢galesa o). Puisqudjbfbvg corres-
pond au sous-espace bruit [VD92b], par analogie agepiation (3.48), le sous-espace congerv
estUsZV!I. Ce dernier correspond au sous-espace signal

UsZsV{ =X o (3.50)
f

Il permet ainsi de supprimer la matrice des perturbat\hst de ne conserver que les compo-
santes des vecteurs de sortie engeeslipar Etat du systme.

Remarque 3.2.L’inspection des valeurs singalies permet d’avoir ags a une estirae de
I'ordre du syseéme. En effet, lorsque la variance du bruit est raisonnakelé¢sacé des valeurs
singulieres dans un ordre &troissant pesente thoriguement une chute visible entre I n
et (nx+ 1)€ valeur [Ver94, VD96b, Bau01] (cf. §3.3.5.2). Cette pr@tiest un avantage des
méthodes des sous-espaces puisqu’elle permet d’estinneird’du systme au cours du proces-
sus d’identification. L'ordre n’est donc plus un paratre inconnu que l'utilisateur doit fixea
priori. Un simple majorant de ce dernier estgessaire pour identifier le préce.

3.3.1.3 Extraction derl ¢

La dernere phase de l'algorithme consisteextraire la matrice d’observabéietendue du
sous-espace signal obteniegedemment. Elleéside plus gEciment en I'estimation d’'une
base dd ¢, extrapolation se justifiant par le fait que la repentation dtat est plurielle et que
toute estimation eséaliea un changement de basep{Bro91]. Consiérons donc Equation
(3.48) dans le casaderministé :

ViR =T (3.51)

En supposant quesoit suffisamment ex@e (condition d’excitation persistantenfiée) et que
lintersection entre Iy (X™) et Imjg <Uj!) soit vide [MDVV89], il est monté que :

"Nous verrons dans le paragraphe suivant que nous pouvdreindee la DVSa Ro».
8Nous avons frseng piecedemment une &thode permettant de dissocier le bruit du sous-espacal sign
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Or, d'apees I'expression (3.51) :
IMcol (rfx+nuf+¢> = IMgg (Y?HU?L) . (3.53)

Ces deux dergreséquations nous permettenegdtire que :

IMcol (anu?q = Imcol (Fs). (3.54)
De plus :
yin, L= R22Q5. (3.55)
Ainsi :
IMcol (anu?g = Imcol (R22) (3.56)

puisque(sg est une matrice orthogonale. Finalement :

Cette derrére équation justifie le fait que laBtomposition en valeurs singéites ne soit ap-
pliquée qua la matriceRy; :

T P S 1Y F e —
Roo = [Us Uy [OS f} [\ﬁ} = USZS\E+Ub2b\7€. (3.58)
b b

Elle permeggalement de@montrer gu’une estimation de la matrice d’observabgiendue est

directement accessibiepartir du sous-espace sighaZsVI [Ver93] :

La décomposition en valeurs singaites deRyy permet donc d’estimer I'ordre du sgshe,
de supprimer les effets des perturbations et d’extrairehase de la matrice d’observalilit
etendue en une seule phase.
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vt
Direction Ni

]
Py X,
DVS N}
\ : f,v X
yim Yt LX)
o i)
| o
r X+ HjUf
s 7 Direction Ui
N} '

Direction Nt

f‘

FiG. 3.3: Interpétation gonetrique de I'algorithméx di nary MOESP.

L'algorithmeOr di nary MOESP est donc compa@sdesétapes suivantes :

1. A partir des donees d’entee-sortie mese@es, construire les m
trices de HankeU7 etY] définies par (3.31) et (3.32) en fixa
M> f >ny.

. . : To.T1T
2. Appliquer une factorisation QR au bloc matrlc[dalf+ Yf+ ] .

3. Extraire la matrice triangulairﬁzg (cf. equ. (3.44)).

4. Appliquer une dcomposition en valeurs singaitesa Ry; (cf.
equ. (3.58)).

5. Inspecter les valeurs singeiles, estimer I'ordrey du syséme et
conserver les vecteurs singuliers gaucbligorrespondant au
Nk plus grandes valeurs singeites.

6. Extraire lesy premeres lignes déJs pour construire la matric
C.

7. Utiliser 'A-invariance ddjs pour estime/A.

8. EstimemB etD a l'aide d’'une egression ligaire [VD92a].

Il est important de remarquer qu&tape d’annulation des effets des perturbations (et par
congquent d’extraction de la matrice d’observabilitepose sur la possibéitde distinguer les
valeurs singukres lees au bruit de celles asseesa la dynamique du préce. Malheureuse-
ment, cette opration n'est galisable de maare consistante que si la matrice de covariance du
bruit est proportionnell@ I'identité [Ver93, Vib95]. L'algorithmeOr di nary MOESP fournit
donc une estimation consistante de la paréitedministe du mogle de proéce si et seulement
si le bruit de sortie est un bruit blanc de moyenne nulle etadli@rice finie. Dans tous les autres



3.3 « Mimo Output Error State sPace model identification » 37

cas, les esti@es obtenues sont asymptotiquement begsPour regdier au manque de consis-
tance de cette athode en grsence, par exemple, d’'un bruit de sortie odJdvl. Verhaegen
[Ver93] propose d’'introduire une variable instrumentalecaurs de la deugime phase d’esti-
mation afin d’annuler les effets des perturbations. LesrieciesPl et PO MOESP traitent ce
type de prok@matique.

3.3.2 AlgorithmesPl et PO MOESP

Au sein de ce paragraphe, deux algorithmes d’identificadies sous-espaces incorporant
une variable instrumentale sonegenés. lIs diferent par le choix des instruments composant la
variable instrumentale et par les hypesles fies sur les bruits agissant sur le fad(cf. tab.
3.1) mais suivent le Bme formalisme ma@imatique. Ainsi, I'algorithm®l MOESP traite :

— les systmes soumig& un bruit de sortie colore (BC) de variance finie, les bruitsédat

w et de mesur® étant nuls;

— les systmesa bruit détat nul perturbs par un bruit de sortie coloré (BC) de variance
finie, exciés par une ente( de type bruit blanc gaussien dont la mesure est pe&réurb
par un bruitv de moyenne nulle et de matrice de covariance proporticmadidentité ;

alors quePO MOESP est utilisable dans deux situations :

— le bruit de mesur@® est nul et les bruits étatw et de sortiev sont deux bruits blancs
gaussiens;

— les bruits de mesure et v, le bruit d'étatw et la £quence d’enée (i sont des bruits
blancs de moyenne nulle et de variance finie.

Quatre moéles sont dona consiérer :

X(t+1) =Ax(t)+B a(t) (3.60a)
—~—
=u(t) puisqueu (t)=0

y(t) =Cx(t)+Da(t) +v(t (3.60b)

—~—

=u(t)

ou v est un bruit colog de variance finie,

X(t+1) =Ax(t) +B{u(t) —u(t)} (3.61a)
y(t) =Cx(t) + D{u(t) —v(t)} +v(t) (3.61b)

ou v (t) est un bruit blanc gaussien\eest un bruit colog de variance finie,

X(t+1) = Ax(t)+B fi(t) +w(t) (3.62a)
~—
=u(t) puisquev (t)=0
y(t) = Cx(t) + D h(t) +v(t (3.62b)
~—~

=u(t)

ou v etw sont deux bruits blancs gaussiens et

X(t+1) = Ax(t) + B{u(t) —v(t)

}+wit) (3.63a)
y(t) = Cx(t) + D{u(t) —u(t)}

v(t) (3.63b)
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ou v, w, U etl sont quatre bruits blancs gaussiens.
lIs vérifient respectivement lé&juations matricielles suivantes :

Yi=TiX"+H{U7 +VT (3.64a)
Y{ =T X +HU] +V] —He Y] (3.64b)
Y{=T{X"+H{U] +GiW] +V{ (3.64c)
Y{=TiX"+HUf +GWT —H¢ Y[ + VT (3.64d)

pour lesquelle§ ¢ € R <! est la matrice de Toeplitz par blocgd au bruit detatw :

0 0 ... 0
C 0 ... 0

Gi=| CA c - 0], (3.65)
CAT2 cA™3 ... 0o

Il est alors aié de regrouper ces quateritures en cons@tant I'expression suivante :

Y{ =T X" +HUf +N] (3.66)
en posant respectivement .

Ny =V{ (3.67a)

Ny =V{§—HeY] (3.67h)

N{ =GtW{ +V{ (3.67c)

NT =GiW] —H¢Y{ +V7{. (3.67d)

Puisque!\l?r ne posede plus, par construction, de matrice de covariance ptiopaellea I'iden-
tite :
“LianN$HUf+L #N7. (3.68)

L'application d’'une simple projection orthogonale n’e&tra plus suffisante pour estimer de
mankere consistant€ ;. L'astuce propose par M. Verhaegen [Ver93] repose sur l'introduc-
tion d’'une variable instrumentale au sein de la factosa®R (3.44) dOr di nary MOESP

afin de projeter Bquation (3.66) dans le plaretérministe. Elle doit ainsi permettre d’annuler
les effets des perturbations tout en conservant les infilmnsutiles leesa la dynamique du
syseémeétudge. De plus, dans le cas particulier desthodes d’identification des sous-espaces,
la variable instrumental& doit vérifier la proprétée suivante :

rang(IE{x(t)ET(t)}> — Ny, (3.69)

condition recessairé I'extraction del” ¢ a partir del {y(t)ET(t)} [Vib95]. La solution natu-

relle serait d’utiliser le signal d’erte comme instruments puisque ce dernier ésbdélé du
bruit de sortie (en boucle ouverte) et suffisammenali’ état. Malheureusement, en identifica-
tion des sous-espaces, la variable instrumentaleedaiemenétre orthogonala la matrice de
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Hankel des enées afin d’isoler le termil {U{. Cette condition est donc incompatible avec le
choix de variable instrumentadmon& precedemment. L'artifice, prop@gpar plusieurs auteurs
[Ver93, VD94, OV94, CK95], consista scinder les dorées accessiblesla mesure en deux
blocs afin de @&er des matrices de Hankel pass et futures. Consdons donc le vecteur de
sorties @cakes pas=es suivart:

y(t—p)
yp (1) = ; e RvPxL, (3.70)
y(t—1)
Il est alors facile de érifier que :
Yp (1) = Fpx(t —p) +Hpug (t) +n, (1) (3.71)

ou les matrice§ , etH p sont respectivemenéfinies commé ¢ etH (cf. equ. (3.28) et (3.29)).
Par i€rations sur l'indice, cetteéquation peuétreétenduea I'equation matricielle suivante :

aved?:
Yo =lyp®) - yp(t+M—1)] (3.73)
t
yt—p) yt—p+1) - yt-p)
t—p+1) yt—p+2) - yt—p+1
_ Y= pEL) yt-p2) _ YE=PHDN  pnpem (3.74)
y(t—1) y(t) e y(t=1)
et: _
X~ =[x(t=p) - x(t—p)]. (3.75)
De méme, en consiglant le vecteur de sortiegchbes futures suivant :
y(t)
yit) = ; (3.76)
y(t+f—1)

et la matrice de Hankel des sorties futures :
Yi=[yit) - yf @], (3.77)

Nous savons que :
y{ =Fix+Huf +nf (3.78)

9La notion de donées pas=es ou futures est relatigel'indice temporel dans le cas desquations @rifiees
par les vecteurs de do@es @cakes. Elle sera relativ@t =t +M — 1 dans le cas desquations @rifiees par les
matrices de Hankel.

Oles matrices),; etN, sont construites de magrie similairea Y ;.
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et:
Y{=TiX"+H{U7 +NT. (3.79)
En posankE = U, comme variable instrumentale pour la classe d'identificefl MOESP et

P
== [UBT YBT} pourPO MOESP [Ver93, Ver94], il est facile de constater que :
— = est asymptotiquemenédorelee du bruit futuf? :

lim Ny=T =0; (3.80)

M—o0

est suffisamment caelee avec ktat :

rang(l\!lim X*ET> =ny; (3.81)
— = estorthogonala U7 :
h;I@mu?ET =0. (3.82)

Remarqgue 3.3.1l est important de noter que, 8 # 0, I' égalite (3.82) est uniquemengnifiee
si la s2quence d’enére (i est un bruit blanc gaussien [CV97]. Cette conditiorgdrestrictive
en pratique, ser&tendue des entees non blanches dans le paragraphe 3.3.3.

Direction &
r.xt7]
S G wh v /
S L I
o YT _H
< g / IyX,
g5 s
- .
NI, T,X; H/Y; ~ 7 Direction U}
i) + + . H/‘U_‘T\
GWEvIS

Direction Nt

b2

FiG. 3.4: Interpétation gonetrique des algorithme®l etPO MOESP.

La proc&dure d’estimation de la matrice d’observabitendue est alors identiqaecelle

suivie pour l'algorithmeOr di nary MOESP. En supposant que le signal d’ezgrnon brui i
vérifie la condition de rang suivante :

rang< {g_ﬂ) =ny(f+p), (3.83)

1 application de I'algorithmePl MOESP suppose ques = 0.
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.
une factorisation QR du bloc matrici{atuf+T =T Y?T} est Ealige :

Ul [Ru 0 07
=|=|Ra Rz 0| |Q (3.84)
YT Ra1 Rs2 Rss| [Qs

oll F\jll e Rnufxnuf’ F\_’7_1 e Rkpxnuf, F\Tfil e Rnyfxnuf’ |:\_>22 e Rkpxkp’ |:\_>32 e Rnykap, §33 e

RV Q) e RfXM Q, € RKPXM gtQz e RV XM kvalantn, pour I'algorithmePl  MOESP,
ny -+ ny pourPO MOESP. Cette factorisation conduit aésultat suivant [Ver93, Ver94] :

IMco (Us) = Imgq (Ff) . (3.85)

Puisque la variable instrumentaleéattie les effets des perturbations sans les supprimer tota-
lement, une dcomposition en valeurs singeites du bloc matricidRs, est recessaire pour lui
appliguer une&duction de rang :

ST N R AV

Ra2=[Us Uy [O Zb] [vg : (3.86)
Cetteéquation permei la fois d’estimer I'ordre du sy&ime en parcourant les valeurs singrais
calcukes et d’extraire une base de la matrice d’observallitsystme puisque :

IMcol (US) = Imgg (Ff) . (3.87)

Finalement, les algorithmdd etPO MOESP se composent dégtapes suivantes :

1. A partir des donees d’entée-sortie mese@es, construire les m
trices de HankeUy, Uf, Y, et Y{ en fixantM > p > ny et
M> f >ny.

2. Construire la variable instrumentate= U, pour I'algorithme
Pl MOESP,Z = Uy YBT}T pour I'algorithmePO MOESP.

3. Appliquer une factorisation QR au bloc matricigl
u =7 Yf”]T (cf. equ. (3.84)).

4. Extraire la matric&_;gz.

5. Lui appliquer une écomposition en valeurs singeites (cf. equ.
(3.86)).

6. Inspecter les valeurs singeiles, estimer I'ordrey du syséme et
conserver les vecteurs singuliers gaucbigorrespondant au
nk plus grandes valeurs singeies.

7. Extraire lesy premeres lignes d&Js pour construire la matric
C.

8. Utiliser 'A-invariance ddjs pour estime/A.

9. EstimemB etD a l'aide d’'une egression ligaire [Ver93, Ver94].
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Remarque 3.4.La distinction entre les sé&mas d’identificatiorPl MOESP et PO MOESP
va au deh du simple choix d’'une variable instrumentale. L’applioatdePl MOESP permet
uniguement d’identifier la partie&terministe de la fonction de transfert du péck tandis que
PO MCESP estime le sysime combi@é [Vib95].

Une description plus &taillee de la phase d’estimation des matricestat’a partir derl ¢
sera pesenée dans le paragraphe 3.3.4.

3.3.3 Algorithme MOESP pour les mockles avea erreurs en les variables»

On appelle modlea « erreurs en les variabledoute repesentation paragétrique de sysime
tenant compte des bruits de mesure enéan@it en sortie du préce. Il n’est pas rare que cette
situation se p¥sente en pratique §881, And85, ZF89, ZF92]. Ces conditions d’identification
ontéte abor@es de magire partielle dans le paragraphé@gadent puisque les algorithmPBs
MOESP et PO MOESP traitent cette pro@matique dans un cas particulier simple : I'@etnon
perturtee et le bruit de mesure asswsbnt deux bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et de
variance finie. Or, cette hypatke sur la&quence d’enéell est assez restrictive en pratique.

Il n’est en effet pas toujours possible d’appliquer ce typesijnal au processusidentifier.
C. T. Chou et M. Verhaegen furent les premiarsonsi@rer ce prol#me dans le contexte des
méthodes directes des sous-espaces [CV97]. lls supposent que

— les entees et les sorties sont affées par des bruits blancs additifs ;

— le syséme est pertuddpar un bruit cétat blanc;

— ces trois bruits sont partiellement ou totalement&lés;

— le vecteur d’enteli est une 8quence, nongtessairement blancherifiant la condition
d’excitation persistante.

T
lIs exploitent la variable instrumentale = [UBT YBT} et consi@re la factorisation QR
suivante [CV97] :
T T _ _
UfUp_ UpYp _ Uy [U,T Y,T}: Ri1 0 ||Q1 (3.89)
Y?UET Y;LYET YT P P Ro1 Roo| [Q2]° '

En appliqguant une@omposition en valeurs singéites au bloc matricidRys :

_ _ _ S /T
Roo=[Us Up) ﬁs EOJ lgﬂ (3.89)

une estimation consistante d’une base de la matrice d'edisiité étendue est accessible. L'es-
timation deA et C est galige, comme @eedemment, en utilisant la propté d’A-invariance
deA. L'obtention des matriceB et D est plus complexe que dans les casopdents. Elle fait
appela un moele d’'erreur de sortie particulier contenant une variabgrumentale f@cise
[CVI7]. L'algorithmePOElI V MOESP est donc constiteidesttapes suivantes :
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1. A partir des donees d’entee-sortie mese@es, construire les m
trices de HankeUy, Uf, Y, et Y{ en fixantM > f > ny et
M > p>ny.

T
2. Construire la variable instrumentate= [UET YET] }

3. Appliquer une factorisation QR au bloc matricigl
T
ZTUFT ZTYFT| (cf. equ. (3.88)).

4. Extraire la matrice triangulairﬁzg.
5. Lui appliquer une @composition en valeurs singéites.

6. Inspecter les valeurs singetles, estimer I'ordrey du syseme et
conserver les vecteurs singuliers gaucbigorrespondant au
Ny plus grandes valeurs singéites.

7. Extraire leqny preméres lignes dé&Js pour construire la matric
C.

8. Utiliser I'A-invariance dels pour estimeA.
9. EstimemB etD a l'aide d’'une egression ligaire [CV97].

Remarque 3.5.Un des points forts de I'algorithmO.El V MOESP est qu’il peut facilement
s’étendrea I'identification en boucle ferée. Le lecteur irdres€ par I'identification des sous-
espaces en boucle feem pourra trouver quelques pistes de recherche dans [VDBREEG,
CV97, TLS97, QLO3, LQLO4, CP04].

3.3.4 Estimation des matrices cBtat

Jusqu’ici, notreétude s’est principalement focais sur I'estimation de la matrice d’ob-
servabilie. Or, I'objectif des rdthodes des sous-espaces est d’estimer deengaocdnsistante
une Ealisation détat du proéck, i.e. calculer les matricesatat du moéle. Plusieurs options
ontété propoges dans la litrature [Ver94, Vib95, McK95, VD96b, VWO97, Lov98]. Comme
préccdemment, nous restreignons notregamtation aux techniqueswklopgges pour la classe
d’identification MOESP. Puisque ces demmies ne cherchent en aucun @asstimer explicite-
ment le vecteur dtat du systme, I'estimation des matricesatat du proéde comporte deux
phases :

— l'estimation des matrices et C a partir d’'une estiree de la matrice d’observabéif ¢ ;
— l'estimation des matrice® et D connaissanf\ et C et les donges d’entee-sortie.

Une description des principaux algorithmes d’estimatisinpeopoge au sein des deux pa-
ragraphes suivants.
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3.3.4.1 Estimation des matrices AetC

I'estimation de la matrice de sortie repose sur la constetauivante :
C=r¢(1:ny,). (3.90)

La matriceC est donc estife en extrayant les, premere lignes de ;.
L'estimation de la matricé est quant elle fonae sur la élebre prop@te d’A-invariance
del ¢ [Kun78]:

r=ria (3.91)
ou :
C CA
T CA | CA?
M= : =li(1:ny(f-1),:) et ;= , =l¢(ny+1:nyf,:). (3.92)
CAT-2 CcAl-1

Plusieurs algorithmes d’estimation dté propogs. La prengre solution consiste simplement
a resoudre, au sens des moindres&syrte systme surdimensiorn:

A= {f‘l}Tf‘# (3.93)

A1y T .
ou {I‘l} est la pseudo inverse de Moore Penrose [RotO]IIT(:id\/Itheureusement, lorsque

les matricesﬁc et IA'# sont bruiées, cette solution peut fournir une estgrasymptotiquement
biaisee deA. Une version alternative, foge sur les moindres cé&s totaux [VV91], a aloréte
expoee dans [VDCV94]. Elle consdde le systme matriciel :

Fi+af; = (F+af)A (3.94)

ou Alﬁl etAIA'# symbolisent les erreurs ou bruits additifs contenus d&nmmricesﬁ et IA‘#.
Elle repose sur la@composition en valeurs singéites suivante [OVK91] :

~ 1 T _ _ _ N
(ﬁ) Vii Vio| s[VL VI
c1opl V11 VI2 Vi1 Y12
(F) R - R v 599
f
décomposition conduisaat!'estimee :
A=—ViV],. (3.96)

Une troiseme solution, insp@e d’'un probéme particulier de traitement d’antennes [VD94], a
ete developgee par M. Lovera [Lov98, LFB98]. La justification de soaveloppement repose

sur une observation simple : de par la construction des mat‘r'l; etli, les perturbations

Aﬁ et Aflf sont fortement coalées. Or, I'application des moindres @srtotauxa un tel
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probleme ne peut fournir qu’'une esté®m non optimale. Le reede, nomré moindres caés
totaux partiellement structés, repose sur une prise en compte explicite de la strucese d
matrices de bruit. Cette technique cheréhestimer, dans un premier temps, la matrice de
covariance dessidus en utilisant le principed’expansion du sous-espace des perturbations
[Vac94]. La matrice cBtat du systme est ensuite esteva I'aide d’un moindre cag& pondre.
Nous invitons les lecteurs iatesgsa étudier les articles [Vac94] et [LFB98].

3.3.4.2 Estimation des matrices B et D

Les matrice\ etC étant connued® etD demeurent les inconnues du s détat. Deux
méthodologies sont propess dans la lirature [Ver94, McK95]. La prerare est fonde sur
I'observation suivante : la matrice de Toeplitz par blbigsest lireaire erB etD [VD92a]. Son
estimation permet donc d’obteriret D par une simple@gression ligaire. La seconde repose
sur l'utilisation de I'erreur de simulation du mele :

t—-1
§(t) = CA'X(0)+ Y CA"™**Bu(k)+Du(t) (3.97)
k=0

employee comme fonction @ a minimiser [McK95]. Ces deux techniques sonégenées
dans la suite de ce paragraphe.

A partir de la matrice H ¢
— Dans le cas&erministe, il est facile de montrer que, lorsque le nondereloniees ac-
cessibles tend vers l'infini :

Ro1=F¢ (XTQ]) +H¢Ru1 (3.98)

ou ﬁll, §21 et (31 sont les matricessultantes de lasomposition QR du bloc matriciel
T
4T T .
vty

Uy Riu 0][Q
= |z — =~ 1. 3.99
[Y?] {Rzl Rzz} {QZ] (599
— Dans le cas stochastique, si nous coasids la @composition QR des algorithmes
MOESP : . B B
Ut Riz 0 0| |Qs
Up|=|Ra1 Rz 0| Q2 (3.100)
YT R31 R32 Ras3] [Qs
etPO MOESP : B ~
Ufl [Ru 0 0 0]
U, Ra Rz 0 0| |Q2
Pl=1r" 5% & =1, 3.101
Yo Ra1 Rs2 Rz 0 | |Qs ( )
YT Ra1 Ra2 Raz Ras| |Qa

il est ddmonté gu’asymptotiguement [Ver93, Ver94] :

Ra1= ¢ (XTQ]) +H¢Ru1 (3.102)
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pour la classe d’'identificatioRl MOESP et :
[R_’sl Rz F\_’41] =TIy [X_QI X~QJ X+6H+Hf [F\_’zl R22 ﬁll] (3.103)

pour I'algorithmePO MOESP.
Ces troisecritures peuvent aloitre regroupes via I'expression suivante :

Ro =l (XTQT) +H¢Ry. (3.104)

Notre objectif est d’extraire de cette relation ueguation lirgaire enB et D. Puisque cette
dernkre est contenue daht, il est recessaire d'isoler cette matrice deduation (3.104). La
premere étape consista supprimer le term&; (X Q). Etant doné que I'espace colonne
del ¢ et de son com@iment orthogonal sont respectivemégaux aux matriceSs et U, des
decompositions (3.58) et (3.86), nous nous affranchisscerﬁfc(X+QT) en péemultipliant
' équation (3.104) pad; : B B

UJR, = UTHR;. (3.105)
La seconde phase consisténverser la matricR;. En supposant que la condition d’excitation
persistante soitérifiee, la pseudo inverse @ existe [VD92a, Ver93, Ver94]. En postmulti-
pliant I'équation pecedente par cette pseudo inverse, il s’en suit que :

UIR2{R1}" = Ul Hy. (3.106)

En posant :
K=UlR2{Rs}", (3.107)

le syséme suivant est construit [Ver94] en exploitant la struetleH ; :

K(:;,1:ny)

K, ny(f—1)+1:nyf)
Ul(,1:ny) o Ul Gny(F = 1)+ 1:nyf)

o o )
: 1 . (3.108)
UL Gony(f —1) +1:nyf) 0 0 UsJ B

Ce syséme surdimensiorinpeut alor€tre €solua partir de nethodes telles que les moindres
cares.

A partir de I'erreur de simulation
La sortie du modle identifé est donée pat? :

t—1
y =3 CA"*1Bu(k) + Du(t). (3.109)
k=0

A }ZPar souci de simplificatiorx(0) = 0. Dans le cas contraire, puisque le gyse est suppésstable, le terme
CAx(0) dispardtra lorsque — .
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En posant ve@M) le vecteur compdsdes colonnes empiés de la matric® et en exploitant
la proprété du produit de Kroneckep suivante [Rot01] :

vec(MiMoM3) = M1 @ Mivec(M»), (3.110)

la relation (3.109) peldtre €crite comme suit [McK95] :

9(t) = [uT () ®1n,] vec(D <z u ®6Atkl> vec(B). (3.111)

Les matrice®8 et D sont alors esti®@es en minimisant le céte suivant :

vec(D)

B,D = arg mi)nz [y(t) —[uT(t) @1y, F2uT (k)@ CAI-K1] {VGC(B) (3.112)

Remarque 3.6.1l estinttressant de noter que le second membreedwasseur &rifie la relation
de récurrence suivante [Gus96] :

(i uT<k>®éAt—k) _ (tfuT(k)Q@CAt‘k‘l) (I oA)+ ((Tt-1oC). (3113)
k=0 k=0

Cette observation est essentielle pour I'estimation erelidges matrice8 etD.

3.3.5 Proprietes asymptotiques des algorithmeMOESP et choix des pa-
rametres structuraux

Bien que les rathodes des sous-espaceassgntent une simplié@tconceptuell&@vidente et
des carad@ristiques nurariques inéressantes, les proptés statistiques de ces defres ne sont,
a ce jour, pas encore totalemétdblies. Cette difficuét repose principalement sur le fait que les
relations liant les estiges aux donges sont, la plupart du temps, norélires. Des exigences
particulieres sur le rang de certaines matrices@@t&non&es au sein des paragraphes 3.3.1
et 3.3.2 pour assurer la consistance des égmtalclidesa partir des algorithmesr di nary
et Pl / PO MOESP. Ces contraintes sont malencontreusement difficlesrifier en pratique.
Des travaux de recherche ont ddre conduits pour proposer des conditions sur les panas
de construction et les doéas d’entee-sortie suffisantes|’obtention de moédles fiables. Plu-
sieurs auteurs [VOWL93, DPS95, PSD96, JW98, BDS99, BJ0O, BawxiN4, CP04] ont
plus particulerement @monté que les rathodes hors ligne des sous-espaces fournissaient des
estimées consistantes sous certaines conditions d’excitatiueda normalé asymptotique de
ces derrgresétaitégalement grifiee. Une pesentation étaillee de certaines progtes statis-
tiques des algorithmd"gOESP est propoge dans la suite de ce paragraphe. Celle-ci permettra
au lecteur de coniiime des conditions suffisantes pour assurer la figbdit moele identifg,
conditions qu'’il pourra imposer lors detlaboration de la pr@dure d’identification. Cette ana-
lyse sera suivie d’une description des principalé&thudes hors ligne d’estimation d’ordre du
mockle du proéce.
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3.3.5.1 Analyse statistique des algorithmegOESP

Avant de pesenter les principales propiés statistigues des algorithmbBESP, il est
nécessaire dealinir ce que nous entendons par condition d’excitationig@nste, consistance et
normali& asymptotique, ces notioBgant utili€es tout au long de cette analyse [SS89, Bau04].
Définition 3.1. uest un signal d’excitation persistante d’ordre n si et sewdat si :

1. la limite suivante existe :

Ru(T) = lim S ut+n)u'(t); (3.114)
—>oot:
2. la matrice
Ru(0) Ru(1) Ru(n—1)
Ru(1) R{J.(O) Ru(n—2) (3.115)
Ru(n—1) Ry(n—2) Ru(0)

est non singuére.
Cette @finition peutegalemenétre €crite comme suit [VD92a] :

Définition 3.2. ue R"™*1 est un signal d’excitation persistante d’ordre n si et sewdet si :
rang (h}l@muruf) —nyf (3.116)

ol U7 est la matrice de Hankel d'ordre f de

Définition 3.3. Les estirdesA, B, C etD sont consistantes s'il existe une matriceleterministe
et non singukre telle queA — TAT 1, B—TB, C— CT 1 et D — D convergent verséro avec
une probabilié de 1.

Définition 3.4. Les estimdesA, B, C et D sont asymptotiquement normales si et seulement si
leur distribution asymptotique suit une loi normale.

Les proprétes statistiques majeures de la classe d'identificaffoBSP sont les suivantes :

— lalgorithme Or di nary MOESP ne peut fournir d’estirees consistantes des matrices
d’état du proéde que si la condition d’excitation persistante estifiee et si le bruit de
sortiev est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variariegVer93, Vib95];

— les algorithme®l etPO MOESP conduisena des estirdes consistantes lorsque la condi-
tion d’excitation persistante est assaret que [Ver94, CV97] :

— le bruit d®etatw est nul et le bruit de sortie est un bruit colog quelconque ;
— le bruit de sortier et le bruit de proede w sont deux bruits blancs gaussiens.

Les cemonstrations propéss par M. Verhaegen demandent de garantir que certaines ma-

trices soient de rang plein. Ainsi :

— Ordi nary MOESP nécessite que :

rang(U?) =nyf. (3.117)
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— Pl etPO MOESP requirent de @rifier que :

rang({g_ﬂ) =ny(p+f) et rang X =) =n,. (3.118)

Malheureusement, ces conditions de rang ne pewtentérifiees qua posteriori Il serait
plus in€ressant de proposarl’utilisateur des contraintes, ne serait-ce que suffesgraur les
donrees d’entee et sur le systne pour assurer la consistance des &ssn

Ordi nary MOESP Comme cela & pesené au sein du paragraphe 3.3.1, la classe d’'iden-
tificationOr di nary MOESP repose sur la projection orthogonarléI'IU#. Il est alors assez
f

facile de constater que la matrice de covariance dsiglusRY 4 = Y]TI'IUHY]TT tend vers
f
[JW98] :

O d 1T T
Ry =T (RX - quf+ Ruf+ qu?) M+ va+ (3.119)
lorsqueM — . L'estimation consistante des est alors garantie si et seulement si :
R = ol (3.120)
rang(Rx ~Ry Ruf}RIu?) — e (3.121)

Or, puisqueRy — quf+ RJf}RIuf+ est synetrique, une condition suffisanéela propreté (3.121)
est de s'assurer que :

Ry — RXU?R;}RIU? > 0. (3.122)
En appliquant le ttoeme suivant [RAB01] :
Théeoreme 3.1.SoitM 1, M5, M3 et M4 quatre matrices de dimension respectives p, px g,
gx petqgxqtelles que:

_ (M1 M2 (p+a)x(p+a)
M = [Ms MJ eR . (3.123)

Supposons de plus que la matridg soit inversible. Le compment de Schur de la matrité,
est alors @fini par :

Sm, =M1 —MM M3 (3.124)
Il vérifie la propriete suivante suivante :
M >0= Sy, >0. (3.125)
De plus :
rang(M) =rang(Mg4) +rang(Su,) - (3.126)

une condition suffisante pouéxifier la relation (3.122) est que :

RX RXU+ X X T
"| =FE >0 3.127
Rl Rur {[uﬂ [uf+] (3.127)
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puisqueRy — qu? RJ}RIu+ est le compgtment de Schur dBu?. M. Jansson et B. Wahlberg
f f
[JW98] montrent que cette condition ésjuivalentea :

’ [ ut—no ] [ ut—ng ")
o u(t+if—l) o u(t+if—1)
E detlql —A) e(t__nx) detiq —A) e(t__nx> >0 (3.128)
\ i e(ts—l) ] i e(ti—l) I

ou q est I'opérateur avance et un bruit blanc gaussien. En effet, eaadmposant le vecteur
d’étatx en un terme @terministexy et unélement stochastique respectivementds au signal
d’entréeu par la relatiof :

_ Com' (pl —A)
Xq(t) = det(pl —A) u(t) (3.129)
et au vecteur d’innovatioacomme suit :
_ Com' (pl —A)
Xs(t) = det(pl —A) e(t), (3.130)
le bloc matriciel[xT t) uf”(t)}T verifie [JW98] :
[ u(t—ny) |
u(t+f—1)
x(t) | q™ .
[uf*(t)} det(al —A) | " . ) (3.131)
| et-1) |

ou . est une matrice de rang plein. Puisquet e sont cecorgles, une condition suffisange
la consistance des es#@ms est d’assurer que le signal d’@etest excé de marire persistante
d’ordre au moinggala f + ny. Le theoeme suivant est aloredonte [JW98] :

Théeoreme 3.2.I'algorithme Or di nary MOESP fournit des estir@es consistantes des ma-
trices détat du systme si :
1. la matrice de covariance du bruit est proportionnelléidentité ;

2. le signal d’entée est excit de margére persistante d’ordre £ ny.

13Com' est la transpd=e de la comatrice [Rot01].
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Pl et PO MOESP La consistance des eséms obtenues par une approche de type variable
instrumentale est plus complegedemontrer. Plusieurs paratnes sont en effé prendre en
compte. Ces derniers sont mis evidence en consétant, comme @edemment, la matrice
des esidusRE!’ PO definie pat* :

-1
RP!/PO_ y+nU+L_ ( nU+L_) Enu?LYf# (3.132)

Cette matrice &rifie asymptotiguement que (cf. annexe A.1) :
-1
RE!/PO_— Y+r|U+L_ ( N2 ) znufm(f+

-1 T
:rf(sz—quf+Ruf+lRuf+5>( nU+L_> (Rxf—qu?Ruf}Ru?f) rf, (3.133)

L'estimation del 1 est donc consistante si et seulement si les blocs matrEI@LET et
f
-1 .
Rye — quf+ Ruf+ Ru?f sont de rang plein.

Commencons tout d’abord pargmiser les conditions assurant la non singladi¢ la ma-
trice EI'IU#ET. Puisque cette derie est syratrique et peut facilement searire comme suit :
f

=n,, =" ==="-=u;" (uiuiT)u=T (3.134)

par cefinition de la projection orthogonale, une condition saffiga la non singularé de
EI’IU+L_ (cf. th. 3.1) est de s’assurer que :

- —qT
lim |, 51 1, 0. 3.135
s, {uﬂ {uﬂ > (3.135)
Cette condition estquivalentea celle pésenge en com@ment C5.1 du livre de T.d&lerstdom
et P. Stoica [SS89]. Elle eséxifiee lorsque le signal d’erite est excé de margre persistante
d’ordre au moinggal f + p.

Une condition suffisanta la non singularé du termeR, s — quiR}lRuf*E est obtenue en

f

consicerant la matrice suivante :

R R, +
R (3.136)
Ru‘f*f Ru?
et le compément de Schur déu?
SR+ = Rae — Ry Fel;ijuf+ c (3.137)

_ -1
14Nous montrerons dans le paragraphe 3.4Rui), = Y?HU?LET (EI‘IU?LET) EI'IU?L
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En effet, puisque (cf. th. 3.1) :

RXf qu?
rang< [Ruf+£ Ruf+ = rang(SRu?) + rang(Ru?) (3.138)

et queRu? est une matrice syatrique efinie positive de rangyf, une condition suffisante
-1 : : :
pour assurer quB, s — quf+Ruf+ RUH soit de rang plein est que :

R R, + T
rang< [RUX:E quuf+f ]) = rang <E{ {UX?'} Lﬁ_} }) =ny+nyf. (3.139)

Plusieurs signaux d’erée \érifiant cette dergire condition onété propogs dans la littrature
[Jan97, JW98]. N. L. C. Chiu ([Chi97] th.B5) demontre que celle-ci est aséarsi :

1. f > 0 oud est le dege de I'A-annihilateurdéfini comme le polyémeP de degée mini-
mum tel queP(A) =0;

2. p>30;
3. le signal d’entee est excé de margre persistante d’ordre+ p+ 0.

Quatre conditions suffisantes peuvent détreénon@es pour assurer la consistance de I'es-
timée del s. Nous pouvons cependant remarquer que la degrgondition suffisanta la non
singularie deRyg — qu? RJ}RU?E contient celle propase pour imposer la non singuldrite

f

EI‘IU+LET. L'utilisation de signaux et d’indice$ et p vérifiant les trois conditions avaees
f

par N. L. C. Chiu [Chi97] permet donc d’obtenir une estgrconsistante de la matrice d’obser-
vabilité du systme.

Remarque 3.7.11 est recessaire de @ciser que cesegles sont difficilement utilisables en
pratique. En effet, le calcul du parasre d nécessite de conilize la matrice détatA qui n’est
seulement connue qu’au terme de l'identification du pddc On peut cependant remarquer que,
si nous fixons f et p suffisamment grands, aucun prol@me de consistance n’appéira.
Remarque 3.8.Les matrices deasidusRY 9 et RY'/ PO peuvenetre utilisees pour estimer la
matrice d’observabilié du systme [Liu92, Vib95]. En effet, la relation (3.119) (resp.133))
indique clairement que les vecteurs propresRfgd (resp.RE'/ PO) caincident avec les vec-
teurs singuliers gauche d‘é;LI'IUfH (resp.Yf*I'IU?LETPd). Le sous-espace eséna partir

du bloc matricielRS 9 (resp.RE'/ PO) est donc identiqué celui obtenu vian+I'IUf+L (resp.

YinurLETPd).

D’autres prop@tes asymptotiques des shas d’identificatioMOESP ont éte pesenées
dans laliterature [BJOO, BauO3b, Bau04, CP04] (norn&adisymptotique des esta®es, variance
de la distribution des estiges. ..) Elles demandent malheureusement de fortes aomsl&iur
les doniges d’entee. Elles ne seront donc paatdillées dans ce manuscrit.
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3.3.5.2 Choix des pararatres structuraux

Bien que l'estimation de l'ordre soit un point crucial en itBoation des sous-espaces,
tres peu d’articles traitent de cette pratmatique. La majorit des techniqueségelopees
[Ver94, VD94, Pet95, Bau98, Bau99, Bau01l] reposent sur l'icpe des valeurs singéies
obtenues lors de laétomposition en valeurs singgéites de blocs matriciels particuliétsMal-
heureusement, lgétlermination d’un creux ou d’un coude au sei@me du trae de ces estiges
n’est pas toujours une chosgidente. Les approches les plus efficaces reposent sumitae i
tion du criere d'informationAl C [Aka74]. Elles proposent d’examiner les valeurs singnas
en ajoutant ces derrires un facteurgnalisant & au nombre de paratresa calculer et la
complexié du moele. Deux crieres ontte propogs pour le schma d’identificationVOESP
[Pet95, Bau99] :

NI C(ny) = % &?+w (3.140)
|:nx+1
d(nx)J(M)

SVC(ny) = 0f 1+ (3.141)

M
ou d(ny) = 2nyny+ nyny + nyny est le nombre de paratres du sysime détat d’ordreny, J(M)
le terme de pnalie etM = min(nyf, (ny+ny)p) le nombre de valeurs singalies estiraes. Il
est monté dans l'article [Bau99] que :

Theoreme 3.3.Le critere SVC fournit une estimation consistante dgsi:
— f>ny+1et p>ngavecmax(f,p) = o((log(M))?), a< oo;
- JM)>0,IM)/M—0etJM)/(log(log(M))) — co.

Aucune démonstration n’est propée pour le criégre NI C. Il semble cependant naturel
d’étendre le thoeme pécedenta cette fonction cat. La seule diference entrdll C et SVC
repose en effet sur le choix de la norme uéiignorme de Frobenius podr C et norme 2 pour
SVO).

En pratique [Mer01, Bau03a), choidir= p = 24,'C, ol /' est I'ordre estira par le criere
Al C, permet de remplir les hypatBes pecedentes. De bon€sultats sont obtenus lorsque
J(M) = fplog(M) est adop [Mer01, BauO3a]. De nombreuses simulations [Mer01, Bau01]
indiquent que le crére SVC est plus robuste au choix des indicet p que NI C. Malheu-
reusement, aucune combinaison optimale n’a pour l'ing#@nrou\ée. La principale difficué
repose en effet sur I'imbrication des indices structuréug et ny.

3.4 Variable instrumentale et theoremes unifes

Dans les paragraphes 3.3.2 et 3.3.3, deux variables insttales onete propoges afin
d’estimer, de ma@re consistante, une base de la matrice d’'obsenabilitsystme dans un
contexte stochastique. Leur introduction au sein de feettions QR particudires (cf. equ.

15 es matrices utiliges par la classe d'identificatiddDESP sont respectivement :
— R22 de la cecomposition QR dx di nary MOESP dans le casé&terministe ;
— R32 de la &ecomposition QR d@l / PO MOESP dans le cas stochastique.
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(3.84) et (3.88)) a ainsi permis de supprimer I'effet dedyybations tout ereliminant I'in-
fluence du egime for@. Cesécritures, inéressantes d’un point de vue nemgue, pesentent
I'inconvénient de ne pas mettre éwidence I'action des variables instrumentales au sein des
algorithmesMOESP. L'objectif de cette section consiste doaécrire explicitement ces facto-
risations en terme de projections orthogonales et de Jasafstrumentales afin d&dhontrer

gue les algorithme®MOESP partagent uneécriture communeécriture que nous relierons au
théoreme unife propog par P. Van Overschee et B. De Moor [VD95].

Lalgorithme Ordi nary MOESP utilise la factorisation QR suivante (cf 83.3.1) :

usl FEll 0 él
Al e

Il est alors facile de &rifier que :

Rp2Q5 = \(f+nuf+L (3.143)
puisque :
Ut =RuQ: (3.144)
Y{ = R21Q1 +R2:Q2 (3.145)
et que [GV96] :
T T
My =1-U; (uiui) Tt (3.146)

En effet:
T T\ !
ViR, =Yi-Yiug (uiui™) Ut
= F?21(51 + F\_’zzéz
e o -
— (R21Q1+R22Q2) QT RT3 (R11 Q1Q1 Ri;) ~Ru1Q1 (3.147)
——
J— J— —_— J— J— — _I — —_ — —_—
= R21Q1 +R22Q2 — R21R{1R 1 Ri7R11Q1 = R2:Q>
| |
puisqueQ; etQ, sont des matrices orthogonales et §yg est inversible.
Les algorithmesPl et PO MOESP sont fones sur la @composition suivante (cf. 83.3.2) :

Uy Ru 0 07 [
Z|=|Ra R 0| [Q (3.148)
YT R31 R32 Rasz| [Qs

-
ou = = U, pour l'algorithmePl MOESP et = = [UET YET} pour PO MOESP. La

décomposition du facteLﬁ_’gzéz en produit de projections et de variables instrumentales
est ici plus difficile. Consi@rons donc I'astuce suivarfe

R32Q2 = R32Q2 + R33Q3 — R33Q3 (3.149)

16Cette demonstration s’inspire de celle profespar M. Viberg en 1995 [Vib95] pour I'algorithnRO MOESP.
Elle la geréralise en combinaml etPO MOESP.
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qui consistea ajouter puis soustraire le terrﬁggég. Il est alors facile de voir que cette
expression traduit &galie suivante :

RazQz =Y {0 YNy =Y{ (nw —nq,L> =Y{ (Ny-Ny;)  (3.150)

ou :
U+
W= { ! ] (3.151)
puisque :
R32Q2 +R33Q3 = Yf+|'|Uf+L (3.152)
R33Qs = Y{My.. (3.153)

Or, en utilisant le lemme d’inversion matricielle par bl@r$91], il est possible de mon-
trer que (cf. annexe A.2) :

-1
Ny = I'IU++I'IU+l_ ( nU+L_ ) EnU?L' (3.154)
Ainsi, en combinant cette expression aveagliation (3.150)3_’32(52 vérifie :
o -1
R3,Q; = Yf+nU+L:T ( nu+l:T) =N, b (3.155)

Lalgorithme PO.ElI V MOESP consicere la éecomposition QR suivante (cf. 83.3.3) :

T T 5 o)
UrUp UiYp | _[Ru O0][Qa (3.156)
iUt Yivp'| [Ra Raf |Qz |

gu'il est ai® de Ecrire comme suit :

Ut] =1 Ri1 0][Q1
= = |= — =~ 3.157
[Y?] [Rn Rzz} {Qz} (3157)
Ainsi :
UF=T = R1iQs (3.158)
Y7=" =R21Q1 + R22Qo. (3.159)

En appliquant une@monstration similaira celle é&velopge pourOr di nary MOESP,
Il est facile de montrer que :

R2Q2=Y{="N (3.160)

(u?ET>l'
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Ordi nary MOESP | Yf+nuf+L |
-1
Pl / PO MOESP | +nU+L_ (Enu+l:T> EI'IUf#
+=T
PO.ElI V MOESP | Y= n<uf+ET>L |

TAB. 3.2:Ecriture unifee des algorithmegOESP.

Leséquations (3.143), (3.155) et (3.160) peuvent a@trse regroupes sous la forme com-

pacte suivante (cf. tab. 3.2) :
PgOPq. (3.161)

L'estimation de la matrice d’observabéiétendue est ensuiteéalisable en extrayant leg prin-
cipaux vecteurs singuliers gauche de é&admposition en valeurs singg@iies suivante :

_ /T
PgOPg = [Us Uy ﬁs éﬂ KT} (3.162)

La decomposition (3.161) est par ailleursrgralisable aux ®thodes d’'identification des sous-
espacedd S| D et CVA [Vib95, VD95, VWO97] :

L'algorithme NA4SI D estime la matrice d’observabéitdu systme en appliquant une DVS au
résultat de la projection oblique des sorties futures suolbsgrvations paéss selon les
directions des entes futures [VD94] :

Y+|-|||_

o (3.163)

oun'= U symbolise la projection oblique sur les dées d’entee futured); paralklement
a la variable instrumentate = [UET YET} . Puisque (cf. [VD96Db] p. 22) :
_ T
I'I‘L‘J—f+ = I'IUf+L <EI‘IUf+l) =, (3.164)
la projection (3.163) €crit alors :
-1
Y+I1“— = Y+FIU+¢_ ( I'IUH_ ) = (3.165)
L'algorithme CVA est quant lui fonde sur les notions d’angles et de directions principales

entre espaces vectoriels. De memi simplifee, il consi@re les angles et directions prin-
T
cipales entrél‘llﬁL etY;“I'Ilﬁl avec= = [UET YBT} . La décomposition en valeurs
f f
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singulieres du produit matriciel :

.
7 Y? Yin,,. (Enw) ] @2 (3.166)
im0 | {anpeanye )

est alors gali®e afin d’extraire une base de la matrice d’observai@liéendue [VD95],
Zw Ny etant la covariance entre les matridéss R™J etN € R™

Zny = lim [MNT]. (3.167)

j—>oo

Cette corelation canonique peut alogtre Ecrite comme suit :

7 Y? {mezq 7 Y? . (3.168)
{Y?HU?L’Y?nuTL} i }

Cesécritures, assoees au tableau 3.2ethontrent bien que les algorithmes de sous-espaces
partagent une éme et uniquécriture (cf. tab. 3.3) :

PyOPy. (3.169)
Ordi nary MOESP I YJ{I'IUfH I
-1
Pl / PO MOESP | Yf+nuf+LET (=nU+L:T) =N,
+=T
POEI V MOESP | Y= n(U?ETY |
-1
N4SI D | Yf+nuf+LzT < nwl_) =
—1/2 =T -1/2
CVA % Yin. .= P
Y?‘I'I +L,Y?’I’I +L =|'| +L7E +L
Ut Ui f f

TAB. 3.3:Ecriture unifee des algorithmes 4SID.

Elle permet de mettre egvidence deux remarques fondamentales en identificatientdides

sous-espaces :
— Les algorithme®l MOESP, PO MOESP, CVA et N4 SI D pos®de la néme matriceD :

0= Y+nU+L_ . (3.170)
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Cette propite, montée pour la prendre fois par B. De Moor et P. Van Overschee dans
leur ctlebre tieoeme unife [VD95], permet de bien comprendre les actions respectives
de la projection orthogonaEwl et de la variable instrumentate En effet, puisque :

f

Y =T Xt +HUT +N7, (3.171)
nous \erifions que :

Yf+nuf+L = nx*nw +Hjg u?nuf# +N{n

———
=0

— nx*nw + Nrnuﬁ (3.172)

L
Ut

correspond simplemeatla suppression d@gime for€. En postmultipliant cette expres-
sion par=", en supposant que les ez future¥ et pasées ainsi que les sorties pass
soient éecorélees du bruit futur, il est facile degvifier que :

vin

U?lET = rfx+nuf+£T +Nf+nuf+LET = rf><+nuf+gT (3.173)

—_———
=0

puisque [VWQO97] :

hLirqnmnxlf+nuf+Lu5T -
3.174)
_T T 1 _T (
E{n?up }—IE{n’fLu;r }E{(u?u?) }E{uf*up }:O
Nllianme*l'IU%YgT -
(3.175)

E {n?ygT} ~E {n?uj{T}E { (uJ{u?T>l} E {u?ygT} =0.

— Leségalies pecdentes sont malheureusement fausses lorsque le bruit sleene
assocea un vecteur d’enéeli non blanc, est non nul. La solution consiste albonsverser
lesétapes d’application de la variable instrumentale et dedpeption orthogonale :

0= Y?ETn(urzT)L' (3.176)
En effet, puisqué& est choisie de telle sorte que :
Jim Ny=T =0, (3.177)
il estévident gu’asymptotiguement :
YIET =MeXPET 4+ HUFET +NJET =M XT=T +HU{ =T (3.178)

——
=0

LCette hypotRse n’est pasarifiee lorsque le bruit de mesuwg assod a un vecteur d’enéedi non blanc, est
non nul.
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La suppression diegime foré@ H¢U{ ponceré par= est alors galisable en consaant
la projection orthogonale suivante :

n (3.179)

puisque :

YI=Tn sy’
=r«xX+t=TN

L+HUFETN (UH)l =X =N (3.180)
b=

(& J/
~

=0

(u?ET) <U?ET>L

D’un point de vue algbrique, la diference entre lesquations (3.170) et (3.17@side dans
une simple inversion destapes de cogtation et de projection. Cette distinction semélee,a
premere vue, mineure. Elle est pourtant fondamentale puidguiferencie les algorithmes
applicables pour des sgshesa « erreurs en les variablesde ceux qui ne le sont pas [Gus01].

3.5 Conclusion

Une pésentation étaillee des algorithmes de la classe d’identificalIESP a éte expoge
au sein de ce chapitre. Cette description a permis de metigidance les principaux points
forts de ces techniques des sous-espaces :

— elles permettent d’estimer directement une formétad’ du systmea identifiera partir

des doniges d’entee-sortie sans utiliser de r&@sentation externe inteédiaire ;

— elles ne gcessitent aucune phase initiale de choix de structure tarmie canonique ;

— les probémes d’optimisation non lemire habituellement rencoég lors de I'application
de nethodes d’erreur de @diction songvités puisque les algorithmesasenés utilisent
des outils matématiques robustes tels que kEcdmposition en valeurs singéites ou la
factorisation QR.

Bien que les propétes asymptotiques (performances statistiques, biaisaneei..) des
méthodes d’identification des sous-espaces ne soient gtiellpanent connues et que leur
optimalitt n'ait pas encoré&te demontée [BauO3b], ces techniques peuvétre pésenkes
comme l'une des meilleures alternatives aux algorithmassajues d’erreur de guliction.
Ce constat, assaziau fait que de nombreux sgstes modernes demandent d’avoiresa
des moeles adaptatifs pour leur asservissement, justfigriori le developpement d’algo-
rithmes Ecursifs des sous-espaces. Cette @olaltique esétudée depuis la fin des aéas
80 [MDVV89, VD91]. Linconvénient majeur des athodes hors ligne des sous-espaces est
la charge calculatoire de l&&domposition en valeurs singaites. Il a don@&té necessaire de
développer des algorithmes d’identificati@nitant d’utiliser cet outil matBmatique tout en
conservant les avantages de I'approche des sous-espamasui3 solutions performantes ont
ete developpees depuis le milieu des ages 90 [Gus96, LV98, OK99, Lov03]. Ces denras
ont comme point commun &tre fondes sur 'adaptation au prashe d’identification d’'un
critere particulier utili® dans le cadre du traitement d’antennes : l&mitde Yang [Yan95b].
Le chapitre 4 a pour objectif de ggenter, dans un contexte u@jfces diferents algorithmes
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d’identification €cursive des sous-espaces. Nous tenterons plus pant&uknt de mettre en
evidence les avantages et les incaments d’'une telle approche.
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4.1 Motivations

Les nethodes d’identification des sous-espaces sesbunais pFsenées comme une al-
ternative inéressante aux techniques classiquesé&endsur I'erreur de pdiction [ZVDL94,
BGRS97, AVVD98, BNSR98, FDV98, FDV00, JSL01, DPYO02]. Elles permettent, en ef-
fet, d’'obtenir un modle detat du systmea I'aide d'outils d’algbre lireaire robustes. Elles
ne recessitent que peu de parnes structuraux puisqu’elles fournissent des éesl détat
pleins et emploient des ceites de dcision pour estimer I'ordre du sgshe au cours du proces-
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sus d'identificatioh. Toutes ces propgtés ont rapidement ametes chercheurs tenter de les
appliquera des proecdes reqgérant une moglisation en ligne [MDVV89]. Malheureusement,

la plupart des techniques d’identification des sous-esplgss ligne (4SID) utilisent des ou-
tils tels que la @composition en valeurs propres ou singrés qui ne sont pas apprasiaux
applications temp<eel de par leur complexatnunerique. Or, dans de nombreux cas pratiques,
il est necessaire de metteejour le moele du proéde, a chaque nouvelle acquisition, avec un
colt calculatoire faible. Le challenge consiste dargevelopper de nouvellesathodesvitant
I'application de ces lourds outils mamatiques. Historiguement, deux approches permettant
de contourner cette diffic@tpeuvenétre distingées :

— Dans un premier temps, des adaptations directes desqeesSMSID onéte propoges
[VV91, XK94, CXK94]. Ces ajustements sont principalementésasur une compres-
sion des donges d’entee-sortie auxquelles sont appleps des thodes d’extraction
fondées sur I'algorithme de Lanczos [Lan50, GV96]. Ces algoréhiont I'inconénient
de réecessiter des perturbations temporellement et spatialdoienches, ce qui est bien
évidemment restrictif en pratique.

— La seconde approche [Gus97a, LGV00, OK02], qui sétaillee dans la suite de ce
chapitre, repose sur l'utilisation d’'un aite particulier [Yan95b] : le crére « Projection
Approximation Subspace Tracking(PAST) [Yan95b, Yan96]. [Bvelop@ea l'origine
en traitement d’antennes pour létdction des directions d’arée (DDA), cette fonc-
tion cdlt a étt adapte au prolme d’identification &cursive des sous-espaces par T.
Gustafsson [Gus97a]. Il a enrichi les algorithmes initig@@xminimisation en introdui-
sant une variable instrumentale afin de traiter les pertianis néme coloees, pouvant
agir sur le proécé. Ces nethodes d’identification ont ensuiée étendues aux sémas
d’identificationOr di nary, Pl et PO MOESP ainsi qu’au traitement des sgshes non
linéaires de type Wiener [Lov98, LGV00]. De nouvelles contiiins ontéte propoges
plus cemment [OK02, Lov03]. Celles-ci utilisent directementriéere originel d’ordre
4 de B. Yang [Yan95Db].

Les techniques composant cette seconde classé@tiedes d’identification se sont&@es
étre tes efficaces en pratique, en particulier dans le domaine darieillance et du suivi
de pro&éce [ONVVO01, Lov03, MLO3, Oku03, PGMRO03, MLLO04]. Elles gsentent en effet
une rapidié calculatoire irdressante pour des applications en ligne. Elles utilisemtius des
outils d’algebre lireaire robustes et pasgent I'avantage irhiable de traiter le probine des
perturbations au cours de laaursion. Ces ithodes reposent avant tout sur I'adaptation, au
probleme d’identification, d’algorithmes particuliers du tesitent d’antennes [Yan95b]. Il est
donc essentiel de eciser les fondements de cet axe de recherche ainsi quetegtahes de
détection des directions d’arée utilesa la compehension de cette prahatique. Cettétude
permettra ainsi de@Velopper I'embaseatessaira la caradrisation des @hodes de poursuite
propoges par B. Yang [Yan95b], techniques qui sdtibrigine des algorithmes d’identification
récursive des sous-espaces.

Ce chapitre est compesle deux parties :

— Apres une beve description des notations et de la peobatique du traitement d’an-

tennes, les principaleséathodes d’estimation des directions d’agevadagies en identi-
fication recursive des sous-espaces sont eessu sein de la section 4.2.

lLesélements propres utilés par ces citres ne seront pas accessibles en identificaionrsive des sous-
espaces. L'ordre du sysne ne pourra donc pésre estind pendant lagcursion.
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— Le paragraphe 4.3 permet, quantui, de pesenter les adaptations des algorithmes de
poursuite bass sur le crigre de Yang et sesedvées au proldime d’identification en
insistant plus particulirement sur les contributions de chaque auteur.

4.2 Problematique et nethodes du traitement d’antennes

Le traitement d’antennes est une discipline partérelidu traitement du signal dont I'ob-
jectif majeur est d’extraire les carécistiques spatio-temporelles de souresgettricesa partir
des observations me&as simultaement en sortie d’'un ensemble de capteurs @pelenne
[Jan97] (cf. fig. 4.1). Ces cardmtstiques peuverdtre tes varees (polarisation, ilguence, mo-

Sourcesg
®

7\

A Sources,

Capteurcy Capteurcy,,

FIG. 4.1: Repéesentation du probme de traitement d’antennes.

dulation...). L'une des probmatiques les plustudiees consista localiser les sourc&smettrices

en cetectant les directions d’arée des ondes. De nombreux algorithmesaiatdevelopges
[JD93, VDS93, KV96, Nai00] et applids avec su@s dans de nombreux domaines (imagerie
médicale, sismologie, communication nérigue...) [Far92, FK94, &95]. Les nethodes de
DDA qui nous inéressent plus particeéliement sont les techniques des sous-espaces. Comme
pour l'identification, leur principe repose sur l@abmposition de I'espace d’observation en
deux sous-espaces orthogonaux : le sous-espace signabaskespace bruit. Ce€thodes ont
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connu un essor significatif dans les aes 80 avec le&leloppement de I'algorithmUSI C
(MUIltiple Signal Classification) [BK83]. Nous engsenterons le principe dans la suite de cette
section. Mais tout d’abord, afin de poser totalement lesdtiods de cettétude, il est essentiel
d’établir le moele des observations utiéisdans la plupart des travaux de DDA et retenu dans
ce manuscrit pour la psentation des principales techniques éection.

4.2.1 Mockle d'antenne et molisation des signaux

L'objectif de ce paragraphe n’est pas dégenter de maeie exhaustive la physique de la
propagation des ondes dans un milieu tel que I'air maismdhire les principales notations et
hypotheses Bcessairea la compehension des éthodes des sous-espaces @és en DDA.
Consicerons donc de nouveau la figure 4.1 et supposons que le gigrigpar la sourck soit
un signal bandétroite de forme : _

K(t) = S(t)e (4.1)

pour lequel est 'amplitude complexe du sign@inis ety sa flequence centrale. Soit| (w, 8)
la réponse dyj€ capteura une ondé@mise depuis la directiof. En supposant quéfj (w, 8) ~
74 (wp, 0) dans la bande dedguence cons@ée et puisque toute soureeet un signal bande
étroite, la sortie duj® capteur erifie :

zj(t) = #(w, 0)s(t — 1j) +nj(t) ~ 7 (a, 0)s(t)e @l n;(t) (4.2)

ou 1 repesente le retard de propagation de I'onde relativeraant point de &férence fik a
priori etn; le bruit additif contenant les bruits thermiques du captesrbruits de mesure, les
erreurs de magle...

Définition 4.1. Un mockle d’antenne souvent utifsen DDA est I'antenne lgaire uniforme
(cf. fig. 4.2). Cette derpre est comp@e de capteurs aligss etéquidistants. Les sources et
I'antenne sont suppéesétre dans un @me plan. Les sources s@&galement suppéssétre
suffisammengloigrees de I'antenne de telle sorte que les fronts d’'ondes intsdgur chaque
capteur soient plans. Ce type d’antenne permétdte simplement le retard relatif; du |
capteur, pour une direction d’arr&e 6y, en fixant commegference le premier capteur, puisque :

ry(89 = U9 _ (j_1yra @3)
avec . .
T(6k) = dSLVw") (4.4)

ou d est la distance intercapteur et v lalerité de I'onde dans le milieu con&e. Sauf mention
contraire, ce modle d’antenne sera utilessde margre exclusive dans la suite de ce manuscrit.

Lorsquens sourceemettent au @me instant, la contribution cun@d de cess signaux au
niveau duj® capteur fcrit :

2,t) = i%j(m 85 (e i-DT(0) 4 ), 45)

2Cette hypotRse permet dcrire quex(t—1) = sk(t)e—iubr.
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FiG. 4.2: Mockle d’antenne ligaire uniforme.

En supposant que I'antenne cor&siek soit compdse den, capteursifs < ny) :

z(t) 4 (o, 6r) o ny(t)
Ns —1apT(O)
SO R B s+ |V @
~~ : =] : :
etz (1) A, (o, B )e (= 1)T(8) Nn, (1)
- 3. V0s ) nit) @.7)
=1
si(t)
t
= [¥(61) ¥(62) -+ ¥(6h)] 32() +n(t) (4.8)
Snq(t)
= r(0) s(t) + n(t) . (4.9)
— ~~ =~

c(Cnzxns E(CnsXI e(cnle

Le vecteury(0) est nomné vecteur source ou vecteur directionnel. La matfit@) est quané
elle bapti€e matrice de direction. Il est important de remarquer qaaguition (4.9) correspond
a l'acquisition simultage des signaux mess en sortie des, capteursa l'instantt. En suppo-
sant que nous ayons M instants de mesure, |&8 x n, donrées peuvent alors searire
sous la forme compacte suivante :

Zm=[z(1) z(2) --- z(M)] =T (8)Su+Nwm (4.10)

ou Sy etNy sont construits de magie similaireaZy;. Le probEme d’estimation des directions
d’arrivée sénonce alors comme suii:partir des donges accessiblesla mesureZy,, estimer

le nombre de sources; Bt les directions d’arriee 8 des signaumis en supposant que la ma-
trice de covariance du bruit soit proportionneliela matrice identié. Nous nous irdresserons
plus pécigmenta I'extraction des directions d’ar@e8 sachant qu’une liftrature consquente
[Wax91, Fuc92, Wax92, ZW93, XRK94, Yan95a, MV96] traite le lpeme d’estimation du
nombre de sourceamettrices et que leséthodes &cursives d'identification des sous-espaces
s’inspirent exclusivement des techniques deedtion des directions d’arée. Trois approches
peuvent alor&tre consiérees [KV96] :
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— Les methodes de formation de voie [Muc84, VB88, CYH02] reposent’analyse spec-
trale de la somme polktee des signaux mess en sortie des capteurs de I'antenne,
ponceration permettant de mettre emdence une direction doéa par rapport aux autres
directions. Ces &thodes peuverdtre consiérees comme une extension de I'analyse de
Fourier au prol#@me spatio-temporel du traitement d’antennes. Elles fesent malheu-
reusement des metes non paragtriques et sont fortemenégendantes de la&gnetrie
de I'antenne utiliée [KV96]. Cette limitation a conduit les chercheargeflechira de
nouvelles neéthodes d’estimation.

— Les nethodes de maximum de vraisemblance [VS94, KV96] @&sothposent en deux
familles selon les hypo#ises fikes sur la nature des signaétudies. Lorsque les si-
gnaux recus sont metisés par des quanéis ceterministes, les gthodes de maximum
de vraisemblancealerministes sont congees. Lorsqu’au contraire ce€mes signaux
sont suppassétre des processusaloires gaussiens, on parle dethodes de maximum
de vraisemblance stochastique. Ces dgas possdent une @cision bien su@rieure aux
versions éterministes [OVK92] puisque I'estimateur du maximum des&mblance sto-
chastique atteint asymptotiquement la borne de @radRad [Cra46] lorsque le nombre
d’observations accessibles tend vers l'infini. Ces techesginéressantes d’un point de
vue statistique, @sentent @anmoins I'incon@nient d’aboutia des criéres non ligaires
de grande dimensioreaessitant I'application de&hodes iratives de descente de type
Newton [OVSN93].

— Les nethodes des sous-espaces [RPK86, Cad90, ESS94, Rab96, BYRO3 UYs02]
sont quant elles fonées sur la dcomposition de I'espace d’observation en deux sous-
espaces compimentaires : le sous-espace signal et le sous-espacellasipreméres
études faisaient appel, de marg implicite,a la ¢composition spectrale de la matrice de
covarianceR,(t) = E {z(t)z"(t) }. C’esta partir du momenticelle-ci aét utilisee ex-
plicitement gu’'un grand nombre de techniques utilisanpsegrietes ontete cevelopees
[Pis73]. Elles ont particuiiremeng&te mises sur le devant de lagse avec I'introduction
de l'algorithmeMUJSI C [BK79, Sch81, BK83, Sch86]. La popul&iide ces rathodes
est liee au fait qu’elles pogslent des capaéi$ de esolutiorf bien suggrieures aux tech-
nigues classiques de formation de voie touétant de complex@ nunerique plus faible
gue les algorithmes de maximum de vraisemblance.

Dans la suite de ce chapitre, nous nougresserons plus gciement aux rathodes des
sous-espaces. Ellesgsentent en effet un bon compromiggision / complexié nunérique et
sonta I'origine des techniques d’identificatioaaursive des sous-espaces. Un grand nombre de
méthodes onéte developpees et appligees avec sués au prol#me de DDA [Kar86, VO91,
VOKO91, DeG92, SS92, SES93, ESS94, Rab96, Yu00]. Nous n&septerons cependant que
trois : l'algorithmeMUSI C (MUItiple Signal Classification) [BK79, Sch81], les algontles
fondés sur le crigere de Yang [Yan95b, Yan96] et ceux bassur le propagateur [MD91]. Ce
choix se justifie de la fagcon suivante :

— MUSI C est I'algorithme qui a permis leédeloppement des @hodes des sous-espaces

pour la DDA. Il est fondamental et didactique puisqu’iépente explicitement le principe
de cetection par dcomposition de I'espace d’observation;

3La borne de Cragr Rao est un minorant de la variance de I'estimateur potiestimateur asymptotiquement
non biai€.
4Elles sont capables dégarer des sources spatialement proches.
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— le critere de Yang est la fonction @bdont dcecoulent toutes les techniques modernes
d’identification Ecursive des sous-espac&velopees jusqu’en 2003 [Gus97a, Lov9s,
LGV00, OKO02, Lov03];

— le propagateur est le point démhrt de nouveaux algorithmescursifs d’identification
des sous-espaces [MLV03b, MLV03a, ML0O3, MLV04, MLLO04].

Ces nethodes sont gsengées dans les trois paragraphes suivants.

4.2.2 MuUItiple Signal Classification MUSI C)
Consicerons lequation (4.9). La matrice de covariance des sorties diehae erifie alors :
R,=E{z(t)2"(t)} =M (6)E{st)s”(t)} " (8) + o2 (4.11)
R

en supposant que le bruit de mesure soit blanc et que ce deaiigon corele aux signaux
sources. En lui appliquant unécbmposition en valeurs propres :

Rz = UAUE + UpA,Up (4.12)

ol A =diag(Ay,---,Ax) etAp =diag(An, 1,---,Ap,) avecns le rang deRs, il est monté
que :
IMcor (Ug) € Imeoi(MF(0)), (4.13)

I" égalit ayant lieu lorsques = ns. Le sous-espaddg € C"2xMs est nomné sous-espace signal.
Son compgmentairel,, € C"* (M) est apped sous-espace bruit. Lorsque= ns, I équation
(4.13) permet cBcrire que :

Ker (Uy') = Imgoi (T'(6)) (4.14)

ou Ker(g'[,') est le noyau ddgg. L' équation (4.14) esi la base de I'algorithm®USI C. En
effet, puisque le sous-espace bruit est orthogaihdlf), I' égali€ suivante est ase :

Upy(8) =0 (4.15)

pour tout® choisi parmi les vraies directions d’argg (et uniquement pour ces directions).
En supposant qu'un grand nombre de degs soient accessiblada mesure, une estée de

la matrice de covariancR; est calcude. Une écomposition erelements propres est alors
appliqueea R, afin de &parer I'espace d'observation en sous-espace signaleespace bruit
(cf. equ. (4.12)) et extrair@b. En supposant que les sourcgasettrices ne soient pas trop
proches spatialement ou que les deesrecues ne soient pas trop etaes, le trag du spectre
normali® suivant :

y(6)"y(8)

Sp o) =

ITINRT)
fournit des estirdes statistiquement consistantes des angles dar@vKV96]. Ce dernier
présente en effet des pics significatifs au voisinage destdinscdémission effectives. Le
releve de ces derniers permet d’estimer les directions deeriv

Plusieurs modifications de I'algorithmMJSI C originel ontéte propoges afin d’aréliorer

ses propites statistiques lorsque le rapport signal sur bruit eslifaib lorsque les doraes sont
fortement corelees. Le lecteur igresg pourraétudier les eferences [KT83, KB86, LVT89,
SNOQ].

(4.16)
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4.2.3 Critere de Yang et algorithmes érivés

Dans de nombreux cas pratiques, il esérassant, voireatessaire, de pouvoir suivre une
ou plusieurs sources séplacant. Or, dans ce genre de situation, la division dpédee d’'obser-
vation en deux sous-espaces coempéntaires via unesdomposition en valeurs propres ou sin-
gulieres n’est pas envisageable de par sar calculatoire. Pourgsoudre cette probmatique,
plusieurs techniques de poursuite des sous-espacégakivelopgees. Leur principe consiste
a suivre leeléments propres de la matrice de covariance des observatisea jour,a chaque
acquisition, de la fagcon suivante :

R,(t) = aR,(t — 1)+ Bz(t)z (1) (4.17)

ou a et sont des facteurs de pomhtion permettant d’influer sur I'importance des nouelle
informations visa-vis des anciennes. Les auteurs de I'article [CG90] progase classement
de ces rathodes de poursuite des sous-espaces en évastdrois familles :

— les nethodes proposant des modifications des algorithmegdenaposition en valeurs
propres ou en valeurs singéites afin que ces derniers soient applicables sur certains
processus adaptatifs [Fos86, DAD94, DDLY95];

— Les techniques foreaks sur des algorithmes de mésg@ur par addition d’'une matrice de
rang 1 [Kar86, Sch89, DR90];

— celles considrant les @compositions e@lements propres comme un preivie d’optimi-
sation, sans ou avec contrainte, minimisable de eraradaptativa I'aide de néthodes
itératives ou&cursives [Kar84, YSA89, Yan95b].

Les algorithmes fongks sur le crigre de Yang [Yan95b, Yan96] font partie de cette tenise

famille. lls reposent plus prisment sur la constatation suivante : sachant quédamposition
en valeurs propres (DVP) de la matrice de covaridRge’écrit :

Rz = UAUC +UpApUp, (4.18)
il est ai® de montrer que :
UUE'R; = UQUE (UAUE + UpAUY)
= UgUS UAUL + UUE Uy ApUE = UAUL . (4.19)
Le sous-espace bruit est donc accessilpeartir de la relation suivante :
R, — UUE'R, = UpApUY. (4.20)
De cette observationégoule le criere sans contrainte [Yan95b] :
V(Q) = E[z— QQ"7||? (4.21)
pour lequelQ € C"*"s est suppose de rang plein= ng). Le theoleme suivant est alorsvifié
[Yan95b] :

Theéoreme 4.1.Qqpt est le minimum global du céte de Yang YQ) si et seulement €q 5t =
U.T ot U € C"*"s contient les gvecteurs propres dominants Bg et T € C"*" une matrice
unitaire arbitraire. Tous les autres points stationnaisnt des points selle. Pour chacun d’eux,
V(Q) vaut la somme des valeurs propres dont les vecteurs propresspondant ne sont pas
inclus dandJs,.
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Ce tlteoreme permet ainsi de reformuler le prefie d’estimation das vecteurs propres do-
minants d’'une matrice sy@atrique @&finie positive en un probme d’optimisation sans contrainte.
La minimisation du crigreV (Q) conduit en effeh estimer lesis vecteurs propres dominants de
Rz, vecteurs propres qui correspondent au sous-espace eagemdes colonnes de(0). Elle
permet donc d’estimer la matrice directionnelle de I'angeat, par extrapolation, les directions
d’arrivée.

Remarque 4.1.1l est inttressant de noter que la minimisation du &ré V(Q) fournit une base
orthonormalé@ du sous-espace signal sarscessiter d’opration de Eorthonormalisation.

Plusieurs algorithmes adaptatifs de minimisation dwecel¥/ (Q) ont é# propogs dans la
littérature. Leur objectif est de calcul(t) en fonction des estiées accessibleés’'instantt — 1
et des nouvelles observationd). Nous en pesentons sepiau sein des paragraphes suivants,
ce choix se justifiant par le fait que ces derniers sont (owgreigtre) utili€s en identification
récursive des sous-espaces.

4.2.3.1 Methode de descente du gradient

La premere technique consiséeappliquer au crifre de Yang/(Q) un algorithme de des-
cente de gradient. En effet, puisqle

V(Q) = E||z— QQ"7|]° = Tr(R,) — 2Tr (Q"R,Q) + Tr (Q"R,QQ"Q),  (4.22)
le gradient d&/ (Q) relatif a Q vaut [Yan95b] :
OV = (-2R, +R,QQ" + QQ"R,) Q. (4.23)

La misea jour du sous-espace signal peut aktrgécrite comme suit :

Qt)=Q(t—1)
— U (—2R,(1) +R(1)Q(t —1)Q" (1 — 1) + Q(t — 1)Q" (1 — 1R, (1)) Q(t — 1) (4.24)

ou u > 0 est le pas de descente. Une fagon simple de neeftrer la matrice de covarianég,
consistea utiliser la somme por@ée exponentiellement suivante :

R,(t) = i ARz ZH (k) = AR, (t — 1) +z(t) 2™ (1) (4.25)
k=1

ou A est un facteur d’oubli permettant d’'attuer I'effet des dorges pas=es. Un tel algo-
rithme, nomn& Yanggrad dans la suite de ce manuscrit, peds une complexét calculatoire
eno(ngn?).

5Q ne contient pas les vecteurs propres du sous-espace sigisalne base orthonormale arbitraire de ce
dernier puisque toute estimation esaliea un changement de baSeres.

SYanggr ad, PAST, PASTd, COPAST1, COPAST2, COPASTd et PT.

"Rappelons que TABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) [Bro91].
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4.2.3.2 AlgorithmesPAST et PASTd

Bien que l'algorithme pFcédent ait mon& de bons é@sultats en simulation [Yan95b], il
repose malheureusement sur unezgtd’ordre 4 e (cf. equ. (4.21)) qui @cessite d’appliquer
des techniques de minimisatiogiiatives. Un algorithmeecursif a don&té proposg par B. Yang
[Yan95b] pour pallier ce &faut. Il consi@re de nouveau le céite (4.21) et remplace I'eémnce
mathkematique par une somme pa@neke :

2

t
V(Q(t)) :kZl)\tk||z(k)—Q(t)QH(t)z(k)H . (4.26)

La clef de I'algorithme d€’AST (Projection Approximation Subspace Tracking) est d’agpro
merQ" (t)z(k) par :
h(k) = Q" (k—1)z(k) (4.27)

puis d’introduire le criére approxirg suivant :
t
V) =3 A" Nlzk) —Qt)hk)|? (4.28)
K=1

qui est dsormais quadratique €het minimis paf :
Q(t) = Ran(t)R (1) (4.29)
Les matrices de covariance sont quarmles mise& jour comme suit :
Rzh(t) = ARzn(t — 1) +z(t)h" (1) (4.30)
Rh(t) = ARp(t— 1) +h(t)h" (t). (4.31)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ.2&) a I'équation (4.29), un algo-
rithme de type moindres c&s €cursifs, nomra PAST, est alors facilement construit :

h(t) = Q" (t — 1)z(t) (4.32a)
hH (L (t—1)

KO = oL = Dh (4.32b)
L(®) :%(L(t—l)—L(t—l)h(t)K(t)) (4.32c)
Q(t) =Q(t— 1)+ (z(t) - Q(t - Dh(t)) K(t) (4.32d)
avecL (t) = R (). (4.32e)

Un second algorithme de minimisation fandur le néme principe qu&AST est propoé
dans [Yan95b]. Bapt&sPASTd, il utilise la technique de &flation [YK88, BA92, GV96]. Son
principe consistea estimer de maare £quentielle les vecteurs propres du sous-espace re-
chercte. Cette proedure @bute par la recherche du vecteur propre domioagui minimise
le critere (4.28) pouns = 1. Le vecteur des observationgst alors projet sur le sous-espace
engende par ce vecteur propre dominant. l&sultat de cette projection est ensuite soustrait au

8En supposant que l'inverse existe.



4.2 Problematique et néthodes du traitement d’antennes 71

vecteurz. A I'it ération suivante, le deuxine vecteur propre dominant devient le vecteur prin-
cipal. Le vecteur des observations est alors de nouveaatprel le Esultat soustrait comme
precedemment. Ce processus &gaté jusqua ce que lesis vecteurs propres soient calésl
L'algorithme resultant est le suivant :

z(t) = z(t)
Pourk=1:ng

h(t) = @l (t — 1)z(t) (4.33a)
di(t) = Adi(t — 1) + |y (1)) (4.33b)
(D) = @t -1+ 20 - ot - D) d (4.330)
Zip1(t) = z(t) — @ (t)hi(t). (4.33d)

fin
Cette technique psente I'avantage d’estimer les vecteurs et valeurs psajgda matrice de
covariance des observations. En efaf, est une estide duk® vecteur propre d&, tandis
guedy est une estide ponéree de lak® valeur propre de cette @me matrice. De plus, de par
son cara@re £quentiel, les valeurs propres esties sont naturellement cléss dans un ordre
décroissant. Ces valeurs propres peuvent @tesutilisees pour estimer le nombre de sources
emettrices [YG94, Yan95a].

Remarque 4.2.Ces néthodes possient des propétes asymptotiques i@tessantes puisque,
sous de faibles conditions [Yan96], les estes obtenues!’aide dePAST etPASTd convergent
vers les vecteurs et valeurs propré&sdés avec une probabiétde 1. Elles pesentenégalement
une complexé calculatoire Bduite en’(ngn;) [Yan95b].

Remarque 4.3.Selon B. Yang [Yan95b] et T. Gustafsson [Gus98], l&diifice entr@" (t)z(k)

et Q" (k— 1)z(k) est mince, en particulier lorsque k est proche de t. Cette @ppration, re-
prise en identification &@cursive des sous-espaces [Gus97a, LGVO0O0], pourrait ckpenn-
duire quelques difficudts lors de I'estimation d’unetalisation détat, sg@cialement lorsque les
méthodes qui en&toulent sont utilises pour la étection de changements [LPV01, ONVVO01].

4.2.3.3 AlgorithmesCOPAST et COPASTd

Les algorithmes expés peccdemment @sentent quelques difficéla estimer, de maare
consistante, le sous-espace signal lorsque les soemeetrices sont proches ou lorsque le rap-
port signal sur bruit est faible [Yan95b]. J. L. Yu [YuOOQ] pase d’argliorer les performances
de PAST et PASTd en introduisant, au sein du @&t de Yang, la matrice de covariance des
observations en lieu et place du vecteut justifie ce choix en affirmant que l'utilisation d’'une
telle matrice permet d’atteindre un rapport signal surtbgquadratiquement sépieura celui
obtenu en utilisant uniguement le vecteur des observati@neritere consiéré s®ecrit donc :

V(Q) = ||R,— QQ"R,||7 (4.34)
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Le theoeme suivant est alorsvifie [Yu0O0] :

Théoreme 4.2.Qqpt €st le minimum global du ciireV(Q) si et seulement Lopt = UgT oU
U, € C"*"s contient les pvecteurs propres dominants Bg etT € C"*"s une matrice unitaire
arbitraire.

La minimisation de ce crire est@alisable en introduisant I'approximation suivante :
t
Q" (BR,(t) = 2 AR )z (k) &~ § AR (k—1)2() 2" (k) = Rnz(t)  (4.35)
K=1 K=1

en posant comme peedemment (cf. equ. (4.27)) :

o (k—1)z(k) = h(k). (4.36)
Le critere approxirg vaut alors :
V(Q) = [IR; — QR |? (4.37)
Ce dernier est miniméspar :
Q(t) = R (t)R},(1) (4.38)

ou REZ symbolise la pseudo inverse de Moore Penros&kgle Puisque cette matrice n’est
pas caree, I'application directe du lemme d’inversion matricée#ist impossible. Il est alors
nécessaire de faire appeln algorithme capable dégr ce type de matrice. En identification
récursive, la rathode de la variable instrument&endue [Fri84, SS89] permet de fournir une
estimée des paragtres du modle rechercé a partir de matrices non cées (cf. 82.3.2). Le
calcul recursif deQ est donc ealisable en adaptant I'algorithme de la variable instmale
etendue (cf. equ. (2.71)). L'algorithme finaéstit :

h(t) = Q" (t— 1)z () (4.393)
g(t) = [Re(t—1)z(t) z(t)] (4.39b)
Alt) = ZT(At “ ] (4.39¢)
W(t) = [Rnz(t— ) h(t)] (4.39d)
K(t) = (A(t) +wT L(t— 1)Wb) WL (t—1) (4.39)
Q(t) =Q(t—1)+(g(t) — Q(t —1)W(t)) K(t) (4.391)
Ra(t) = AR, (t—1) +2(t)2" (t) (4.399)
Rnz(t) = ARnz(t — 1) +h(t)z" () (4.39h)
L(t) = 1( L(t—1)—L(t—DWOK(1)) (4.39))
avecL (t) = (Rnz(t)RH (1)) . (4.39))

Cet algorithme, nommCOPAST1, présente une complegiend (nZ).



4.2 Problematique et neéthodes du traitement d’antennes 73

J. L. Yu propose deéduire la charge nuamique deCOPAST1 en ceveloppant deux algo-
rithmes &quentiels de minimisation du @i (4.34). Il suggre de minimiser successivement
ng criteresV; définis par :

I

) = i AH|ry (0 — Q" (t)ry(k) (4.40)
k=1

ou rl, désigne lai® colonne deR,. Puisque chaque fonctiow est analogue au céite (4.26)
en remplagant simplemeniparr!,, deux solutions, inspires des algorlthmeBAST et PASTd,
peuventetre envisages pour les minimiser. En apprommzﬁ'f'( t)ri (k) parhi(k) = Q" (k—
1)rL(k), le critere approxirg suivant peuétre consiéré :

2

t . .
) :kz ATy (k) — Q) (k)| (4.41)
=1

Ce dernier est similaira la fonction céit (4.28). L'algorithme @cursif (de type moindres c&s)
suivant, nomra COPAST2, peut don@tre appliqé pour le minimiser :

i = restdt,n;) + 1, ol restecalcule le reste de la division deparn; (4.42a)
Rz(t) = AR,(t — 1) +z(t)z' (t) (4.42D)
ry(t) = Ro(:,i)(t) (4.42¢)
h'(t) = Q" (t—1)ri(t) (4.42d)

~ nfLe-1
KO=3 +hif )L (t—1)hi(t) (4.42¢)
L(t) :%(L(t—l)—L(t—l)hi(t)K(t)) (4.42f)
Q(t) = Q(t— 1)+ (ry(t) —Q(t — 1h'(t)) K (t). (4.429)

Cet algorithme est ensuite arment comte par une proedure de typeéflation (cf. 84.2.3.2) :

i =restdt,n,) +1

Rz(t) = AR (t — 1)+ z(t)z" (1)
r(t) = Re(,i) (1)

ry1(t) =ry(t)

Pourk=1:ng

hi(t) = @ (t—1)rl (1) (4.43a)
dh(t) = Adi(t — 1) + | (0) | (4.43b)
ox(t) = -1 + () - @ - Do) T @aso)
rhra(t) = rog(t) — @x(Hhi(t). (4.43d)

fin
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Il sera est nom@COPASTd.

Puisque les matrices et vecteurs &aibnt des dimensioigjuivalentes celles utili€es par
les algorithme$PAST et PASTd et que le crigreV; est minimi€ de margre €quentielle, la
complexié des proédures (4.42) et (4.43) est én(ngn;).

4.2.3.4 Algorithme du projecteur

Les algorithmes propés dans les deux paragraphegdgdents pesentent I'incongnient
d’étre fonas sur une approximation (cf. equ. (4.27)). Pour@drara cette impecision tout en
conservant un criifre quadratique, W. Utschick [Uts02] propose d'utilisee ymmoprété parti-
culiere de la matric€, solution du criereV (Q) :

Qopt Qo = Mopt €St UN projecteur. (4.44)
En effet, ce dernierérifie :
rang(Mopt) = Ns, (4.45)
Mopt = Mopr. (4.46)
ngpt = Mopt. (4.47)

Un nouveau prol@me d’optimisation peut aloitre consiéré en introduisant la matrice de
projectionl = QQ" au sein du créreV (Q). La fonction cdit & minimiser sécrit alors :

V(M) =E|jz—Nz|2=Tr ((RZ “MR,) (R, — RZI'I)T> —Tr(R,) —Tr(MRy)  (4.48)

en fixant comme contraintes dénfier,a chaque &ration, que :

rang(M) = ng (4.49a)
n=n" (4.49Db)
n2=n. (4.49c)

L'application directe d’une technique de minimisation gpe gradient au criétre (4.48) n’est
pas concevable puisque celle-ci cond@tessairemerit la violation des contraintes (4.49). La
solution proposge par W. Utschick [Uts02] consiséemettrea jour,a chaque nouvelle acqui-
sition, le projecteull a 'aide d’'un ensemble de rotations de Givens [Giv58, GVaBhme
suit :

N =woNE—1)¥ (1) (4.50)
pour laquelle :
W(t) = At)O(t) (4.51)
avec .
dalh o 0
A —ase)— | © €Y T | g (4.52)
: - 0
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et:
1 Nz
O(t) =0(8(1)) = O ! (iu(t)): (4.53)
k=n,—1/=k+1
Gk’€(8k7g(t)) est une matrice de rotations de Givens d'indikes¢ définie par [GV96] :
10 .- 0 covvee e O eeeer vn
0.~ : :
000 1 0 covvevenn O vvvenvne
0... ... 0O c¢c O . 0s0O0 -+ ...
010--0
O (Iyu(t)) = 4.54
(Fre(t)) 0.0 10 (4.54)
0... ... 0 -sO.--0cO - -.-...
O ve e vn 0 cvveee e 01 0 -
0. 0 o 0 0
k 14

telle quec = cogJy,(t)) et s= sin(Jy,(t)). La relation (4.50) repose alors sur leteme
suivant [Uts02] :

Théoréme 4.3.Etant donié 2 I'espace des matrices de projectifhe C"*" de rang n, il
existes >0,M1 € 22, N, € % (N1) C &, d etd tels que, pour toud > 0:

M —wnw|, <o (4.55)

est \erifié avec : . N
%(I‘Il):{l'le@/HI‘I—I‘I1||2<s}. (4.56)

Ce treoeme traduit le fait qud partir de tout projectedd; de rangns, il est possible d’'at-
teindre un autre projectelit;, de méme rang, dans son voisinagel'aide d'un ensemble de
transformations alkgpriquesW. En d’autres termes, la poursuite d’'un projecteur eatisable
par I'intermédiaire de matrices de projections contenues dans une teussone.

La phase suivante consiste alarastimer les angles de rotatidnet & afin de construire les
matricesd etA. Ces derniers [Uts02] sonétermirés par une loi de type gradient stochastique :

V-1

G(t)=— ~ 95 (4.57)
_ov(N(t-1))
Se(t) =—H . (4.58)
Un fois ces angles estis, la mise& jour deQ est eali®e de la fagon suivante :
Q(t) =A(1)O(1)Q(t—1). (4.59)
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Un tel algorithme, nom@PT dans la suite de ce manuscritépente une complegitcalcula-
toire eno'(nd).

4.2.4 Meéthode du propagateur

Les techniques gredentes nous ont permis d’avoir as@ une base de I'espace sigal
I'aide d’une fonction cat sgecifique : le criere de Yang. La @thode pesenkée dans ce pa-
ragraphe repose sur l'utilisation d’'un @ateur particulier, nomapropagateur [MD91], qui
permet de dcomposer I'espace d’observation en sous-espace sigsaligtespace bruit sans
recherche dléments propres. Il est quaéfie lireaire puisque seules desaoations lireaires
sont appligéesa la matrice interspectrale des signaux recus. Son afiplicau probéme
de cetection des directions d’arée aéte plus particukrement évelopgee par S. Marcos
[MMB95, MBS96].

La méthode du propagateur repose sur I'hygstasuivante : la matrice directionndlled) €
C""s est de rang plein pouns < n,. Cette matrice possle alors au moingg lignes (non
nécessairement contigs) lirtairement indpendantes, les, — ng autres pouvant s’exprimer
comme une simple combinaisonéiaire de ces deraies. Apés €organisation des sorties de
capteurs de telle sorte que legpremeres lignes d€ (6) soient lireairement indpendantes, il
est possible detaliser la epartition suivante :

_|T1] Ins
M= {rj - ne (4.60)

ou 'y € C"*™s contient lesng lignes lintairement indpendantes dt, € C""s*"s |es lignes
compEmentaires.

Définition 4.2. Le propagateur est I'unique @pateur lintaire P € C"s*"=~"s te| que :

r,=pPHir; (4.61)
Il est alors facile de érifier que :
o |_1 o r]_ . Ins
[F- )l
——
Es
et
M—Pri=0=[P" —In, ] [Fj =[P" —In,n]l =0 (4.63)
~————
Ep
Ainsi :
et:
IMcot (Ep) = IMeor (M) (4.65)

puisqueEs (resp.Ep) contiently, (resp.ln,—n,). Ces deux relations indiquent qu’il est donc
possible d’avoir ages aux sous-espaces bruit et signal en estimant le propagateééquation
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(4.65) est plus particldrement utilie en traitement d’antennes puisque, par exemple, le spectr
utilisé par les algorithmelgUSI C s’écrit de la marére suivante (cf. 84.2.2) :

ey
SHO) = B)E,ERY(@) (4.66)

L'objectif ultime est donc d’estimer le propagateur. Pduss techniques d’estimation osie
propoges [MJD88, MD91, MMB95, MBS96]. Celles-ci sont principalembases sur des
algorithmes de type moindres casr(en version adaptative ou non adaptative) ou moindres
cariés totaux [VV91]. Deux situations sont rencdds dans la litrature :
— Une estimation du propagateaupartir d’'une @composition de la matrice de celation
des donges d’entee :

R,= Ry Ry, (4.67)

avecR;, etR, de dimension respective x ns etn; x n, — ns. Dans le cas non brt ces
deux sous-matricesvifient :

Rz, = RzP (4.68)
Dans le cas bruit, une estimation de peutétre obtenue en minimisant la fonctionito
Suivante :
J(P) = IRz, — Rz P, (4.69)
dont la solution optimale est :
-1
P=(RER;) "RYR,. (4.70)

— Une estimatioma partir de I'ensemble des domes accessiblesla mesure en congdant
le critere suivant [MMB95] :

2
I(P) = 1Zm, — P2, || (4.71)
avec :
Z
Zw=[2(1) - z(M)] = [ZH | 4.72)
2
la solution optimale&tant :
-1
P=(ZmZW,)  ZmZi,- (4.73)

Les solutions prop@es pour minimiser (4.69) et (4.71) sont au nombre de trois :

— appliquer les moindres c@s simples en supposant que le bruit soit temporellement et
spatialement blanc;

— utiliser les moindres cas totaux assogsa une @composition en valeurs singaites
permettant ainsi d’atteindre leéme espace bruit que celui fourni pdsSI C[MMB95];

— consicrer le criere (4.69) et mettra jour le propagateur de mame adaptative en appli-
guant un algorithme de descente du gradient [MBS96].

Ces trois techniques, efficaces dans la plupart des g de traitement d’antennes,

souffrent de plusieurs incoémients :
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— les methodes utilisant les moindres aasrsimples ou I'algorithme de descente du gradient
fournissent des estiees asymptotiquement biaes lorsque le bruit n’est pas temporelle-
ment et / ou spatialement blanc;

— la technique ba&e sur les moindres cé&s totaux produit des estéas non biaises mais
nécessite I'utilisation d’'une DVS, outil madématique robuste mais non utilisable en ligne
car trop cditeux en temps de calcul.

Une antlioration de la rathode du propagateur est dorgcassaire si nousgdirons I'adap-

ter au probdme d’identification@cursive des sous-espaces. Cette @mblkique sera trde au
sein du chapitre 5.

4.2.5 Conclusion

Les paragraphes @edents nous ont permis deggenter deux classes détmodes de pour-
suite des directions d’arrge :

— les algorithmes reposant sur le eré de Yang et ses fonctionsita@eérivées ;

— les techniques bass sur I'ograteur propagateur.

Ces nethodes pgFsentent I'avantage d’un Gbnumrérique relativement faible (au maximum
eno (ng)) et la capaci de suivre legvolutions spatiales des sour@msettrices de par leur ca-
racere adaptatif. Elles sogggalementa notre connaissance, les seules techniques de traitement
d’antennes utilises en identificatiorecursive des sous-espaces.

L'objectif de la section suivante est d’exposer un panordesmnéthodes d’identification
récursive des sous-espaces feeslsur I'adaptation des algorithmes de Yang et de&@gds.
Une description @taillée de I'utilisation du propagateur en identification segspnée dans le
chapitre 5.

4.3 Adaptation des algorithmes fonés sur le critere de Yang
au probleme d’identification récursive des sous-espaces

Consicerons de nouveau la reggentation ddtat suivante :

X(t+1) = Ax(t) + B(t) +w(t) (4.74a)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (4.74b)
u(t) =1a(t)+o(t) (4.74c)
y(t) =§(t) +v(t). (4.74d)

Les nethodes d’identificationacursive des sous-espaces ont pour but d’esténgraque nou-
velle acquisition de dorées d’entee-sortieu ety, les matrices dtat du systme connaissant
leurs estingesa l'instant pecedent. Bien que les algorithmes hors ligne des sous-espiaces a
démonte leur efficacié dans de nombreuses situations pratiques [BGRS97, BNSR98,0§DVO
ceux-ci sont difficilement applicables en temgelrde par leur dit calculatoire. Le princi-
pal obstacle se trouvetre la é&composition en valeurs singaites @cessairé I'estimation
de I'espace engenémpar les colonnes de la matrice d’observahillt a doncéte imperatif de
développer de nouvelles techniqguegtant de recouria cet outil nun@ériquement lourd. Plu-
sieurs solutions oréte propoges [VD91, CK95, Gus97a, LGV00, OK02, Lov03]. Leur prin-
cipe eside principalement en I'adaptation, au pesbé d’identification, de certaineséthodes
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de poursuite des sous-espaces @i en traitement d’antennes. Les plus efficaces reposent
sur l'utilisation du criere de Yang prsené 84.2.3. L'objectif des paragraphes suivants est
de pesenter les principaleséthodes d’identification adaptant les algorithmes de Ydrsge
dérivées au proldme d’estimationécursive du sous-espace d’observabiliious tenterons de
mettre erévidence la magire dont chaque auteur ajuste cesmodes de traitement d’antennes

a la probématique qu’il se poseé.e. traiter les perturbations agissant sur le @ diminuer

le calt calculatoire des algorithmes, augmenter la figbiliinérique des techniques d’estima-
tion... Nous proposeroregalement une adaptation desthode<COPAST et COPASTd a notre
probleme d’estimationé&cursive.

4.3.1 Algorithmes ceveloppes par T. Gustafsson [Gus973]

Bien que des mthodes d’identificationécursive des sous-espaces aietdt developees
avant 1997 [VD91, CK95], unétape capitale fut franchie lorsque T. Gustafsson propasa u
algorithme de mise& jour de I'espace d’observabéita partir de donees perturbes par des
bruits coloés pouvanétre mutuellement cogtes. En effet, les techniques s@égees jusqu’alors
supposaient que le bruit agissant sur le pdgcétait temporellement et spatialement blanc,
ce qui, pour des sysines ne &rifiant pas cette hypo#ise, conduisaitécessairemera des
estimees asymptotiquement biaiss. L'algorithme de T. Gustafsson repose sur uriianation
de l'algorithmePAST (cf. 84.2.3.2). Il propose d’associer au ergPAST (cf. equ. (4.28)) une
variable instrumentale afin de le rendre applicable lor$gteuit n’est pas blanc. Congdbns
donc de nouveau le mete d’antenne ligaire uniforme suivant :

z(t) =T (0)s(t) +n(t) (4.75)

et introduisons une variable instrument&le C" >, ng > N, telle que [Gus98] :

E{n(t)EH(t)} -0 (4.76)
rang(E {s(t)EH (t)}) = . 4.77)

La matrice de codlationR ¢ verifie alors :
Ry = M(8)Rgs. (4.78)

L'estimation de la matrice directionnellg 8) est €alisable en consétant le criere suivant :

2

Viv (Q(1)) = ||Reg (1) - Q)Q" ORg 1) (4.79)

e
En effet [Gus98] :

Théoreme 4.4.Le minimum global de |V (Q(t)) est atteint si et seulementQi(t) = UsT ou
Us contient les gvecteurs singuliers dominants Bgg et T est une matrice unitaire arbitraire.

En appliquant I'approximation de Yang (cf. equ. (4.27)) :

Q" ()R (t) = i Ak ()z(k) EF (k) ~ i ARQH (k—1)z(k) £ (K) = Ryg (1), (4.80)
K=1 K=1 T
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le critere (4.79) fcrit :
|

R,e(t) — Q(t)Rpg (1) . (4.81)

Vv (@) = |

Son minimum est atteint pour :
Q(t) =Ry (DR (1). (4.82)

Deux algorithmesécursifs peuvent aloi&tre construits selon la valeur dg.

— Lorsqueng = ng, puisqueRp est une matrice ca@e, en supposant la matrice inverse
existe, I'application du lemme d’inversion matricielld’€quation (4.82) fournit un algo-
rithme recursif, de complex@ en& (nsnz), nomne | VPAST [Gus98], tés proche de la
méthode classique de la variable instrumentatairsive [LS83] :

h(t) = Q" (t — 1)z(t) (4.83a)
EM(MLt-1)

K(t) = 4.83b

R W TRy (E30)

L(t) = %(L(t —1)—L(t—1D)h()K(t)) (4.83c)

Q(t) = Q(t—1) + (z(t) — Q(t — Dh(t)) K (t). (4.83d)

— Lorsqueng > ng, l'application directe du lemme d’inversion matricielleest plus envi-
sageable. |l est alorsoessaire de faire appgel’algorithme de la variable instrumentale
étendue [Fri84, SS89] (cf. §2.3.2). L'application d’'un édgorithmea I'eéquation (4.82)
conduita la formulation écursive suivante de complexit/(nzng) :

h(t) = Q" (t — 1)z(t) (4.84a)
g(t) = [Re(t—1)&(t) z(t)] (4.84b)
At) = {_EHE\UE“) ’(‘)] (4.84¢)
W(t) = [Rhe(t—1)&(t) h(t)] (4.84d)
K(t) = (AD)+WHOL (- D) WHOL(E-1) (4.84e)
Q(t) =Q(t—1)+(gt) —Q(t—1)W(t))K(t) (4.84f)
Ryg(t) = AR,g(t—1)+2z(t)€" (1) (4.849)
Rng(t) = ARpg(t—1) +h(t) "™ (¢) (4.84h)
L(t) = ,\—12 (Lt—1)—L(t—DWOK)) (4.84i)
avecl (t) = <Rh5(t)R|';'E (t))l. (4.84j)

Cet algorithme est nomeEl VPAST.
Bien que l'algorithme prcedent pesente des progties ineressantes pour l'identification
des systmes, il n'est pas directement applicable aux déam d’entee-sortie mesées sur le

9Rappelons qu'il cherch& supprimer I'effet des perturbations.
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procece a identifier. En effet, son utilisation pour I'estimatiorude base de I'espace d’obser-
vabilité récessite de transformer le syste détat (4.74) afin que ce dernier ressemblau
mockle de traitement d’antennes (4.75). T. Gustafsgatige cette transformation en introdui-
sant le vecteur de sortiegcabesy; que nous savonsvifier (cf. equ. (3.27)) :

yi(t) = x(t) +Heuf (t)+nf(t). (4.85)
En consi@rant le signal de sortie modifsuivant :
z{(t)=y{ —Huf(t), (4.86)

I’ équation (4.85) devient :
Z{ (t) =T x(t) +nf (), (4.87)

qui n’est autre qu’une expression image du gedi’antenne (4.75). L'estimation d’'une base de
I'espace d’observabift semble donc&alisablea I'aide des algorithmelsVPAST et El VPAST

si nous parvenona calculera chaque instant, le vecteur de sortie meédifi. Par finition,

ce vecteur dpend de la matrice de Toeplit . Or, & l'instantt, aucune estige deH ¢ (t) n'est
accessible. T. Gustafsson propose alors d’approxinér) parH ¢ (t — 1) qui est, quana elle,
calculablea partir des estiges des matrices@tat de I'instant — 1. Il simplifie sa construction
en remarquant que le premier bloc colonndHevaut :

D
Fe(Liny(f—1),B]|" (4.88)
les autres blocs colonnes pouvant s’exprimer comme unedtore de ce dernier. Il est alors
ais de construirél ; (t — 1) en remplacant, dansiuation pecedente, les matrices consiédes
par leur estirge. Cette technique permet ainsédter de calculeAK. L équation suivante est
alors \erifiee :

7 (t) =yi —H(t—1ui(t) = Fex(t) +n7(t). (4.89)

f Y¢ f f f f .

L'algorithme (4.84) peut alorétre appligé au vecteur de sortie modifz; .

Remarque 4.4.Lorsqu’on utilise le criere PAST ou ses @érivées, le sous-espace signal est
estimé en minimisant la fonction é modifeeV (Q) au lieu de Q) (cf. equ. (4.21) et (4.28)).
Le sous-espace colonne estimst alors égerement difrent de celui obtenu avec la fonction
originelle. Treoriquement, les colonnes @sont orthonormales. Bien que cette praii ne
soit pas fecessaired I'extraction des matrices état, la minimisation d& (Q) conduita une
matrice dont les colonnes ne sont pas orthonormales. Cetéetgaistiqueévolue au cours de
la minimisation puisque, sous certaines conditions, leimiseur deV (Q) converge vers une
matrice orthonormale [Yan96] avec une probal@lde 1. Cetté@volution peugtre interpétee
comme un lent changement de base. Il est alors impossiblardetg quel ¢ (t) et ¢(t —1)
s’expriment dans le &me regre détat. Cette variation pourrait poser pradine lors de I'esti-
mation de la alisation détat, en particulier lorsque cette technique d’estimatish utilie
pour cetecter des changements [LPV01, ONVVO01].

10Une description étaillee de I'analogie traitement d’antennes / identificationstess-espaces est expesians
le chapitre 5.
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4.3.2 Algorithmes ceveloppes par M. Lovera [Lov98, LGV00]

Le principal avantage de I'algorithmegzedent est son faible ébcalculatoire. Malheureu-
sement, la fiabil& nunerique de letape d’estimation du vecteur de sortie mad({#.89) peut
étre remise en question puisque celle-ci est &nsgur un ensemble d’approximations. M. Lo-
vera propose d’aéliorer I'algorithme de T. Gustafsson eawloppant des versionsaursives
des @compositions QR des seimas d'identificatiol®r di nar y etPl / PO MOESP. Il suggere
de mettrea jour,a chaque nouvelle acquisition, les matriées et R3, des factorisations sui-

vantes :
Spy Ri1 07[Q:
=[S R 4.90
{Y?} |R21 Rzz} [Qz] (4.90)
Uil [Ru 0 07 [Q
Z|=|Rx Rn 0] |Q (4.91)
YT |R31 Rs2 Rss| [Q3

sachant que ces deemés constituent, en identification hors ligne, le point @padt d’'une esti-
mation consistante de la matrice d’observabititi systme (cf. §3.3.1 et 3.3.2).

4.3.2.1 Miseajour de la factorisation QR du schema d’identification Or di nary MOESP
Consicerons la @composition QR suivante accessibliinstantt —1=t+M —2:
Y_f‘—(t — 1) R21(t — 1) Rzz(t — 1) Qz(t — 1) '

utilisee dans le s@ma d’identificationOr di nary MOESP (cf. §3.3.1). Lorsqu’un nouveau
couple de donees est mesar la cecomposition gredente est misa jour de la facon sui-

vantél: S.f-1) 0
Ru(t-1) _ 0 ur O | st
M{ } ym)} Q1) 0. (4.93)

Une £quence de rotations de Givens [Giv58, GV96] peut atms utilie pour remodeler la
matriceR de telle sorte qu’elle sod nouveau triangulaire par bloc et ainsi annihiler le vecteu

uy(t) :

M{%E& D 1>]

uf (t) ~ [Ru(t 0 0
y}i_(t—)} ROtG(t) = [

Rotg(t) est la matrice@sultante des produits de matrices de rotations de Giveressairea
I'annulation du termei} (t). Z{ (t) est quané lui le vecteu_r obtenu en modifiayf (t) de fagon
a integrer l'information contenue dans (t) et le bloc [R],(t—1) R}, (t— 1)}T. La relation
suivante est alorsérifiee [Lov98] :

Ru(®) VARn(t-1) zi ()| (4.94)

Ra2OR,(0) = ARzt~ DRI 1)+ 2 (€ ZF T (D). (4.95)

HRemarquez I'introduction du facteur d’oubli permettanpaacerer les informations passs.
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De plus (cf. preuve en annexe A.3), le vecteur de sortie nédifiest lié a la matrice d’obser-
vabilité par la relation suivante [GLV98] :

ZH (@) =Ty (\/X X+(T—1)QT (t— 1)Rot2({) + x(f - 1)Roté2(t‘))
+VAN{ (t—1)Q] (t— 1)RotE(t) + n} () RotZ(t) (4.96)

en posant:
Rotki(f) 0 RoiE(D
Rotg@j=| O I 0 |. (4.97)
RoZH) 0 RoiZ()

Le sous-espace d'observaliliést donc estimabke partir du vecteur de sortie mo@fobtenu
par misea jour de la factorisation QR (4.93). Malheureusement,lgugle soit la nature des
perturbations agissant sur le pége, le termeN{ (t — 1)Q] (t — 1)Rotg2(t) + n{ (t)Rot(t)
relatif au bruit n’est pas blanc. M. Lovera propose donctdiduire ce vecteur de sortie mogifi
au sein de l'algorithmé&l VPAST afin d’estimer, de magre consistante, une baselde Ce
dernier contient en effet une variable instrumentale clepdlatenuer I'effet des perturbations
contenues dars .

4.3.2.2 Misea jour de la factorisation QR des sclémas d’identification Pl et PO MOESP

T _
Supposons que la factorisation du bloc matric{iUF]fT =T YJ{T] a linstantt — 1 soit
donree par :

Ut (t-1) Ruf-1 _ o 0 Qui-1)
Z(t-1) | = |Raa(t—1) Rop(t-1) _ O Qo(t—1) (4.98)
Yi(t-1) Rai(t—1) Rsa(t—1) Rss(t—1)] [Qs(t—1)

Lorsqu’un nouveau couple de da¥es est mesar la cecomposition pecedente peut alordtre
misea jour comme suit :

Ru(t—-1) _ 0 0 ui (0 él(t:— 1) 0
A sty 3 IR
Ra1f—1) Rat—1) Rax(f—1)| yf®] |3 3 0

_ _ _ _ AT
avecé (t) = uy (t) pour la classé®l MOESP et §(t) = [ugT(t) ygT(t) pour PO MOESP.
Puisque, dans le cas hors ligne (cf. 83.3.2) :

IMcol (Raz) = IMeor (1) , (4.100)
il semble inéressant de mettéejourligz afin d’ac@&der au vecteur de sortie modifie I'instant

t. Pour cela, appliquons un ensemble de rotations de Gv¢Aa99) afin de retriangulariser ce
bloc matriciel. Ainsi, consiérons, dans un premier temps, un ensemble de rotations das3iv
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nomme Rotg,, permettant d'annulas; (t) :

Rll(t_ 1) . 0 0 i U?(t_
{\/X [Rzl(t: 1) Rop(t-1) 0 § (Q] Rotg, ()
t i

Rai(f—1) Raaf—1) R (t—1)| yi@)
F 10 0 0 _o]
Ro1(t) [Rypf-1)  © z,(0]. (4.101)
R0 ¥ | Roalf— 1) R33<t‘—1>1 2 (0

Ri1(t) 0 0 -
Ro1(t) Rpt—-1) 0 Z, (1) | Rotg,(t)
in(t \/X{ Rii(t_— 1)  Rsa(t-1) } Z}R(t] °
Rut) 0 0 0
= [F\_’zl(t_ R22(t) 0 _0] (4.102)
s1t) Ra2(t) VARss(t—1) zZ{(t

Il est alors possible de montrer que la mesgour du blocRs3, est Ealisable comme suit
[LGVOO0] :

Ra2(HRL(E) = ARx(f- VRLE-1)+Z; Oz ' O -z O Zf (D). (4.103)

M. Lovera propose d’estimeécursivement une base de I'espace d’observaltalit suivant
I évolution des vecteurs propres de la matrice de covariBra&finie par :

R=E{Z/Z -2z 7 '}. (4.104)
Il suggere plus pecisement de consiter le criere suivant [Lov98] :
v(Q(D) =Tr (RO - OQTOR()) (4.105)
gu'il récrit comme suit :

V(Q(D) = E|z - QQHz+H —EHz+ QQHz+H
t

Z " H -ama® H Z)‘t ka Q(t_)QH(t_)??(k)HZ. (4.106)

Il propose ensuite d’introduire les approximations clgess suivantes :

T(k)=Q"(k— 1)z (k) (4.107)
h (k) = QT (k— 1)ZF (k). (4.108)
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Le critereV s'écrit alors :

t

<t

I SEk 1|12 «||= Sh a2
Q) :kzlm Hzf+(k)_n(t) f+<k)H —kzl)\ Hzf+(k)—n(t)hf+(k)H . (4.109)
Son optimum vad® [Lov98] :
~1
Q1) = |Rgyiy (- Rz 7 0] Ry, 0 -Re. ] (4.110)

o

La minimisation de la fonction daV est alors @alisable en appliquant par deux fois le lemme
d’inversion matriciellé® :

hf ([ =QT -1z (4.111a)
ht (0 = QT (- 1T @ ) ) (4.111b)
_ 1= _ LT Dh{@h{ OL(T-1)
L@ =< |Le-1) - R - 4.111
(@ A( ) e e e (4.1110)
_ ~ = = _=T_= _
O =y + ROy OF (4.111d)

1 OLr O )
QM) = Q-1+ (7 O - Q" T DAt @) hf OL+(D

_ . (4.111e)

Cet algorithme sera nom@UDPAST dans la suite de ce manuscrit. Sa compéernerique
est end (nkny).

Remarque 4.5.M. Lovera pésenteegalement un algorithme de migdgour du sclema d’iden-
tification PO.El V MOESP [LGVO00]. Ce dernier repose sur une approximatiequivalentea
celle cevelopjge par T. Gustafsson [Gus97a] puisqu'il utilisk (t — 1) construitea partir des
estinees des matrices efat du systme. Il suggre également d’appliquer la versiorecursive
Pl MOESP pour estimer en ligne la partie lgmire d’'un moéle de Wiener.

4.3.3 Adaptation des algorithmesCOPAST et COPASTd

Bien que les rathodes grcedentes aient morideur efficacié sur de nombreux exemples
de simulation [Lov98, LGV00], elles psentent I'incongnient d’utiliser deux algorithmes d’es-
timation distincts selon l'origine du vecteur de sortie rfi@esting (El VPAST ou UDPAST).

Or, pour faciliter son utilisation, il serait iatessant de pouvoir appliquer un unique algorithme
de minimisation capable de traiter, de n&eiuniforme, les dorées obtenues par misgour
des matriceRy, et R3,. C'est ce que nousealisons au sein de ce paragraphe en adaptant les

12En supposant que la matrice inverse existe.
13A notre connaissance, cet algorithme n’a jangdéspeseng explicitement.
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techniquesCOPAST et COPASTd (cf. 84.2.3.3)a notre prol@me d’identification. Afin de bien
comprendre la @marche suivie dans ce paragraphe, carsits de nouveau les algorithmes
dévelopges par M. Lovera (cf. 84.3.2). Une analyse rapide de cesatsrmontrent que I'esti-
mation deQ est €ali®e, pour chaque seéma d’identification (cf. 84.3.2.1 et 4.3.2.2) partir
de matrices de cagfation sgcifiques :

~ Ry =E{2£" } pourla classe didentificatiodr di nary MOESP;

- R=E {ff* Z*T} — {?f* ?]TT} pour la classe d'identificatioRl / PO MOESP.

Notre objectif est de proposer un algorithme capable deéetradifferemment 'une ou
I'autre de ces matrices de covariance et fournir une égticonsistante de la matrice d’observa-
bilité. Dans le paragraphe 4.2.3, nous avois@né trois algorithmes@OPAST1, COPAST2
et COPASTd) minimisant des créres fonés sur des matrices de covariance. Il semble donc na-
turel de tenter de les adaptenotre proklme d’estimation. Le ciére consiéré est le suivant :

V(Q) = ||R-QQ"R|Z (4.112)

ol R repiésente respectivemeRt; ou R selon le scema d'identificatioretudie. Deux situa-
tions sont alors envisages* :
— L'algorithmeCOPAST1 (cf. equ. (4.39)) est béassur I'introduction de la variable définie
par :
h(k) = Q" (k—1)z(k). (4.113)

Cette expressionétessite, par &finition, de conndre a chaque instant le vectear
Ce dernier n’est malheureusement pas directement @stanla classe d’identification
Pl / PO MCOESP. Elle ne fournit en effet qu’'une estimation de son eat ne permet pas
d’extraire le vecteue. L'algorithme COPAST1 n’est donc pas utilisable pouesoudre
notre objectif initial : proposer un algorithme de minirmiea capable de traiter, de
mankere uniforme, les dorges fournies par les classes d'identificati@ndi nary et
Pl / PO MOESP.

— La seconde solution consiste quargilea minimiser gquentiellementc, fonctions cait
définies comme suit :

vi(Q(t)) = kil)\t_k ¥ (0 — Q" ©)F' (k)

I (4.114)

ol ng, symbolise le nombre de colonnes Iﬁetfi(k) désigne lai® colonne deR. L'ap-
proximation suivante est ensuite corésie :
Q' )F (k) ~ QM (k— 1)F' (k) = hi (k). (4.115)

Le critere pecedent secrit donc :

Vi(Q(t)) = kil/\t—k ¥ (k) — Q(t)hi (k)| (4.116)

14Rappelons que I'algorithm@0PASTd n’est en fait qu'uneéécriture de I'algorithmeOPAST?2.
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Les nmethodes de traitement d’antennf@SPAST2 et COPASTd peuvent aloretre ap-
pliquées pour minimiser cette fonction itoapproxingée. L'adaptation de la technique
COPAST?2 a la fonction céit (4.116) conduit plus @cimenta I'algorithme suivant :

| = restdt,ng. ) +1 (4.117a)

Fl(t) = R(.,i)(1) (4.117b)

hit)=QT(t—1)F (t) (4.117c¢)

K(t) = hl: OLE-1) (4.117d)
AR OLE— DRi()

L) = (L=~ LE- DR K () (4.117¢)

Q(t) = Q(t—1)+ (F'(t) - Q(t — DA'(t)) K (1). (4.117f)

L'application deCOPASTd permet quané lui de construire I'algorithme suivant :

= restet,nc. ) +1
'(t) =R(,i)(0)
1) =Tt

Pourk =1 :ny

i
§
r

hi(t) = @} (t — D)FL(1) (4.118a)
dh(t) = Adi(t — 1) + ()| (4.118b)

Wi (t) = W(t — 1) + (Fi(t) — @k(t — 1)hi(t)) —= (1 (4.118c)

-

Flep1(t) = Fi(t) — ax(t)Ri(t). (4.118d)
fin
Ces deux algorithmes d’identificatiofaursive seront respectivement nogsG@OPAST et

COPASTd dans la suite de ce manuscrit. Nous les appellef@@sVPAST et CO VPASTd
lorsqu’il sera ecessaire de pciser que la matrice de covariarRecontient une variable ins-

trumentale.

Remarque 4.6.L’atout majeur de I'approche fasengée au sein de ce paragraphe est qu'elle
repose sur une@marche uniée pour deux s@mas d’identification distincts. De plus, I'utilisa-
tion d’un algorithme de dflation permet d’avoir agesa des estirbes instantages des valeurs
propres du sy&tme. Ces derares pourraientetre utilisees pour estimer en ligne I'ordre du

procece.
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4.3.4 Algorithmes ceveloppes par H. Oku [OK99, OKO02]

Nous avons monérdans le paragraphe 3.3.5 que les matriceésidus des s@mas d’iden-
tificationOr di nary etPl / PO MOESP verifiaient respectivement (cf. equ. (3.119) et (3.133)) :

ROd — Y?I'IU?LY?T — Ty (RX —Ry: Ry lRXU+) rT+Ry; (4.119)
-1
RE!/PO_— Y+nU+L_ (=nU+L:T> Enufm(f+

-1 T
=Ty (sz—quiR;}Rm) ( .= ) (Rxf—qu?RJ?lRu?‘f) ri.
(4.120)

L'estimation de la matrice d’observabéitdu systme est alorséalisable en appliquardt ces
dernieres une dcomposition en valeurs propres [Liu92, Vib95] puisquelgssespace enger&r
par les vecteurs propres gauchesR§ed (resp.RE'/ PO) géngre la matrice d’observabiét .
H. Oku s’inspire de cette constatation pour proposer degarghmes ecursifs d’estimation
d’'une base de la matrice d’observal@ldu proéde a identifier. Il sug@re, dans un premier
temps, de mettra jour les relations (4.119) et (4.129)'aide du lemme d’inversion matricielle
[OK99, OKO02]. Les algorithmes suivants sont aléreonés :

-1
Proposition 4.1. Supposons que les matricBs = Y?ﬂu?LY?T, M= (UJ{UJ{T> etyfui’

aientéte estingesa l'instantt — 1. Lorsque de nouvelles dodes sont accessibléda mesure,
la misea jour de la matriceT ; est eali®2e ecursivement en adoptant la péxture suivante :

a0 = (1 TOM (- DUt @) (4.121a)
ef O =y7 O -Y7E-DUf T 1uf(© (4.121b)
Te() =Tt — 1) +ast)ef (e D)" (4.121c)
M) =M (- 1) —asE M- Duf Ouf OM(E-1) (4.121d)
YEOUF O =Y{ - DU; (1) +yf Oui’ O (4.121€)

-1

. . T T — T
Proposition 4.2. Supposons que les matricébs £ (U?Uf+ > ,Y{UT, ZUf, & 2

—1

= =T A v+ =T = +T 4 Ate inkasy I'i
_I'IUf#_ etT¢{ =Y} I'IUf#_ I'IU+L_ ) _I'IUfHYf aientété estingesa l'instant
t — 1. Lorsque de nouvelles dodes sont accessibl@sla mesure, la misa jour de la matrice

T+ est alisee lecursivement en adoptant la péxure suivante :

a:(f) = <1+uf+T(t‘)Mf(t‘—1)uf+(t‘))l (4.1223)
ef @ =yi @ - Y{E-DU}' T Duf @ (4.122b)
af () = or (- )UT" [T DM (= Duf @ - &) (4.122¢)
gi () =ef (O +YFE-1N (- DETET—1)Pr (T 1)q7 (D) (4.122d)
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B0 = (g oi (T 1ai ) (4.1220)
Y{OR, OO =Y{E- )N, (DT ) -ardef Oaf @ (41220
O ({) = D (f— 1) - B (@ (- Va7 Oaf O@r(f-1)  (4.1229)
T =Te- 1) +ar@ef Oef (@ - BDof Ogf €  (4.122h)
M) =M (f-1)—ar@OM(T-1uf Ouf OMe(E-1)  (4.122)
YEOUT O = YTE- Ui (- 1) +yf Ouf' @ (4.122))
U O == DU E- 1)+ EDutT @) (4.122K)

Une fois les matrices de covarianR€' 9 etRE'/ PO misesa jour ecursivement, Btape sui-
vante consista extraire la matrice d’observabéitiu systme identife. Puisque I'application en
ligne d’une @composition en valeurs propres n’est pas concevable dsparait calculatoire
elewe, H. Oku propose d'introduire certaines estgm des algorithmes guédents au sein de
I'algorithme de descente du gradienépené au paragraphe 4.2.3.1:

Q) =Q(t-1)
— U (—2R, (D) + R, (DQ(t-1)Q" - 1)+ QI - 1Q" (I~ DR, (1)) QT —1). (4.123)

Il justifie cette @marche pour la classe d’identificatiOndi nary MOESP en remarquant que
le vecteure] vérifie :

ef ) =yi O - Y{E-DU} (T Duj ) =& @) + 8¢ () (4.124)

en posant :
& (D) =Ty (x(t_) —XHE- U - DM (- 1)uf+(t‘) (4.125)
8 () =nf () N7 T— )M (T-Duf (©). (4.126)

0. (4.127)

Puisque le vecteurf+ appartienta I'espace engendipar les colonnes dg;, il existe alors un
vecteury € R®*! tel que :
KT =Tx. (4.128)

H. Oku applique ensuite I'algorithme de descente de grafden23)a la matrice de covariance
Ryt calcuke comme suit :

i

R+ (D) = kiﬁ(k)xﬂk). (4.129)

19| ne s’intéresse qu’aux directions @¢ pour estimer ;.
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Il démontre que, dans le cas d’un bruit dont la matrice de cowsigrifie R, < |, I'algorithme
de descente de gradient converge vers le sous-espace ldh@2] avec une probabili de 1.
Dans de nombreuses situations pratiques, I'hygseR,, < | n’est pas erifiée. La solution
préccdente ne peut alors fournir que des egstisiasymptotiquement biaes. H. Oku propose
donc d'utiliser I'algorithme (4.122) pour mett@ejour la matrice de covariand%,(# afin de
I'exploiter via la methode de descente de gradient (4.123). La relation seiesticonsiérée :

i _ a: (e Der () — B, (gt (
:t_l 1_ t(t)er (Her (1) —B¢(t)gy (H)g (4.130)

Son introduction au sein de I'algorithme de descente deigmad4.24) permet d’estimer en
ligne une base de I'espace d’observabitie marére consistante.

4.3.5 Algorithme développe par M. Lovera [Lov03, MLLO4]

Les algorithmes d’estimation de I'espace engénglar les colonnes dEs reposent jus-
gu’ici soit sur un ensemble d’approximations (€f.VPAST, UDPAST...), soit sur un algorithme
d’ordre quatre (cf. 84.3.4). W. Utschick &weklopge en 2002 [Uts02] un algorithme de poursuite
des sous-espaces fangur le criere avec contrainte suivant :

V(M) =E||z— Nz|? (4.131)

qui estime ecursivement la matrice de projection sur le sous-espatemre® au lieu d’'une
base de vecteur propre de ce dernier (cf. 84.2.3.4). M. lagweypose d’adapter cette technique
de minimisation au prokme d’identification des sous-espaces. Cetthode pesente en ef-
fet 'avantage de fournir un cete quadratique sans approximation. Malheureusementeom
la majorie de ces homologues de traitement d’antennes, I'algorithinggnel du projecteur
[Uts02] suppose que le bruit agissant sur le é&yst est temporellement et spatialement blanc.
Il n’est donc pas utilisable lorsque les perturbations éxfient pas cette hypodise. M. Lovera
[Lov03] suggere alors d’introduire une variable instrumentale au saiordere (4.48). Lorsque
les matrices et dor@es utili€es sond composante€elles, la fonction dit consicree sécrit
alors:

V() = Ry ¢~ IR

‘i —Tr ((szq ~MRyye) (Rye — HRZ?E)T) L (4132)

En posant :
-
R=R, R (4.133)
ce criere devient : B
Viv (M) = Tr(R) — Tr(RM). (4.134)

La structure de ce dernier est similaigecelle du criére (4.48). Une approche de type va-
riable instrumentale peut doitre appliqée au prol#me de poursuite du projecteur en suivant
la méme @marche que celle propas par W. Utschick. Dans le cas particulier de deam
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réellesb, il est monté que [Lov03, MLLO4] :

5=0vVi=A=]| (4.135)
o ov(nt-1) L .

ou IM; j etR; j symbolisent [element(i, j) del etR. La misea jour de la matric€ est alors
réalige comme suit :

Q(t) =0 () Qt—1). (4.137)

Cette nethode sera nomael VPT dans la suite de ce manuscrit.

Remarque 4.7.Contrairement aux algorithmes fo@és sur le criere PAST, I'algorithmel| VPT
ne presente aucune approximation. Il est cependanémafif de lui associer une bonne initia-
lisation afin de garantir au projecteur @tre dans un voisinageproche» de la solution @s les
premeres ierations. Cette condition esénessaire la validation du tleoreme 4.3.

4.3.6 Syntlese

Bien que toutes b&gs sur I'adaptation d’'un seul eéme criere, les réthodes &cursives
d’identification expoges jusqu’ici se diffrencient par les fonctions @bconstruites pour esti-
mer I'espace d’observabiiitdu systmea mockliser ainsi que par les algorithmes d’optimisa-
tion utilisés pour les minimiser. Nous proposons donc de regroupeecisitjues d’estimation
au sein du tableau 4.1 en insistant surédiesnents fondamentaux les distinguant : leergtet
I'algorithme de minimisation.

Nom Critere Outil ou algorithme de minimisation
- 2
| VPAST Viv (Q(1)) = [|Rye (1) - Q(t)Rhs(t)HF Variable instrumentaleécursive
- 2
El VPAST v (Q(t)) = ||Rze (t) — Q(t)Rh;(t)HF Variable instrumentaleacursiveétendue
UDPAST \?(Q(t_)) =Tr (RO -QHQ" {)R(®)) Deux moindres caés €cursifs combias
. [ . -
aoPasT |Vi(@(t)) = S A7 (k) — Q)i (k) |* pouri € [1, ncﬁ] Moindres carés Ecursifs
&1

- t ) o
COPASTd [Vi(Q(t) =) AVKF () fQ(t)h'(k)Hz pouri € [l, ncﬁ] Moindres carés Ecursifs+@flation
e

Yanggr ad V(Q)=El|z— QQHZH2 Descente de gradient

| VPT Viv (M) =

2
Rore MRy g||

Rotations de Givens

TAB. 4.1: Méthodes d’identificationécursives des sous-espaces fmgl sur le
critere de Yang.

18En identification, les doréres utili€esc R.
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4.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis deepenter une vue d’ensemble desthodes d’identification
recursive des sous-espacévelopgees jusqu’en 2003. Ces technigues ont comme point com-
mun détre fonaes sur 'adaptation au pravhe d’'identification d’un crére particulier du trai-
tement d’antennes : le céite de Yang. Cettétude a ainsi permis de mettre emidence que
les méthodes prop@es, bien que tirant leur origine d’'uneééme fonction cat, pesentent des
caracéristiques diférentes en termes de charge calculatoire, de nombre didpyatons uti-
lisées, de contraintes paess... Ainsi :

— les algorithmesé&lvelopges par T. Gustafsson proposent d’utiliser une version ajipée

du critere de Yang assaza une variable instrumentale pour estimer la matrice diebse

vabilite du systme dans un contexte stochastique;

— M. Lovera angliore, en deux temps, les performances et la fighilés algorithmes de T.
Gustafsson en proposant successivement :

* de substituera I'approche de soustraction la miagour des écomposition QR des
sclemas d’identificatiorOr di nary et Pl / PO MOESP pour estimer le vecteur de
sortie modife,

* de remanier le criére de Yang pour fournir un céite quadratique avec contraintes en
introduisant le concept du projecteur ;

— les travaux de H. Oku reposent sur une approche padreudie la phase de miagour des
matrices de dorges d’entee-sortie des sémas d’identificatiorOr di nary etPl / PO
MOESP. Il propose d'utiliser le lemme d’inversion matricielle ypoactualiser deux ma-
trices synétriques particuéiresa chaque acquisition. La&hode du gradient de B. Yang
est quant elle utili€e pour estimer la matrice d’observal@ldu systme.

L’ étude de ces algorithmes montrent plusgigement que la complextoriginelle du criére

de Yang a conduit les auteusiproposer plusieurs astuces pour estimer, de énamcursive,
la matrice d’observabil@ du systme. En effet :

— T. Gustafsson emploie une version appradéntu criére originel de Yang afin d’appli-
quer des algorithmes de minimisation de type moindre€sarr

— H. Oku doit utiliser des algorithmesiatifs de type gradient pour atteindre le minimum
du critere d’ordre 4 consigeé,

— M. Lovera construit des fonctions @bd’ordre 2 avec contraintes complexifiant grande-
ment les techniques de minimisatiarappliquer et eacessitant une phase d'initialisation
optimale.

Or, comme nous l'avonsétrit dans le paragraphe 4.2, il existe, en traitement duasig
des nethodes d’estimatiogdifiées sur des principes plus simples que ceux e&gpar B.
Yang. C’est notamment le cas de l&tihhode du propagateur (cf. 84.2.4) puisque cette deni
permet de dcomposer I'espace d’observation en deux sous-espacgsaroentaires I'aide
d’opérations strictement lgaires. L'objectif du chapitre 5 consiste dancévelopper de nou-
veaux crieres et de nouveaux algorithmes féadsur cet oprateur lireaire afin déliminer les
approximations et les contraintegdisa I'application du criére de Yang.
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5.1 Problematique

L'objectif de ce chapitre est degsenter de nouveaux algorithmeésursifs d’identification
permettant la misa jour,a chagque nouvelle acquisition, d’un nide sous forme @&tata partir
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de don®es d’entee-sortie pertudes. Les solutions propess sont, comme dans le chapitre
4, foncdees sur une approche de type sous-espace. Cette appréskatpren effet 'avantage
de fournir un moédle détat du proéce sans acessiter de @velopper de repsentations in-
termédiaires de ce dernier (fonction de transfegponse impulsionnelle...). Les algorithmes
dévelopges s'inspirent plus particilrement du principe deséthodes d’identificatioMOESP
(cf. 83.3). Le principal irgrét de ces techniques d’identification hors ligne repose estait
gu’elles permettent d’estimer la matrice d’observabititenduea partir des donges d’entee-
sortie sans calcul explicite du vecteuetiit. Plusieurs algorithmescursifs partageant ces
caracéristigues onéte pesengs au sein du chapitre gnédent. Ces derniers ont en commun
d’étre fones sur Il'utilisation d’'une fonction @d particuliere : le criere de Yang. On peut
alors s’interroger sur lagtessi de dvelopper de nouvelles techniques d’estimatégursives
puisque les rathodes tempseel propoées jusqu’ici ont moné, tout au moins en simulation
[LGV00, OKO02, Lov03], des capa@s de suivi intressantes. La descriptiogati€e dans le
chapitre 4 a cependant mis énidence un certain nombre d’incamnientsa savoir :

— gue toutes les athodes dvelopees sont restreintésun seul et l@me principe : mini-
miser le criere de Yang et se®dvées;
— gu’elles utilisent respectivement :
* un critered’ordre 4 uniquement minimisable par des techniques de type grastient
chastique [OK99, OK02],
* un critere quadratiquapproxime [Gus98, Lov98, LGV00],
* un critere quadratiquavec contraintenécessitant d’appliquer des algorithmes de des-
cente incementaux assogsa une tes bonne phase d'initialisation [Lov03].

Toutes ces difficuéls nous ont incisa developper un nouveau ceite ayant comme prin-
cipales caraéfristigues cétre quadratique, sans approximation et sans contraihtes algo-
rithmes d’estimation g@senés au sein de ce chapitre s'inspirent plusgi®gement d’une tech-
nique particulere de traitement d’antennes : l&thode du propagateur [Fri84pK). Celle-ci
repose sur uneé&tomposition sgcifique de la matrice interspectrale des dmemdes capteurs
de I'antenne permettard,l'aide d’'un ogerateur nomra propagateur, d’estimer simplement les
sous-espaces signal et bruit (cf. 84.2.4). Ladaptatiorcateogerateur liraire au prolime
d’identification conduita un criere quadratique, sans contrainte et sans aucune approxima-
tion, qu'il est ai€ de minimiser par des techniques de type moindre€sdaf. 85.4). Toute-
fois, avant de poursuivre dans la description de I'ajustdrde la néthode du propagateur au
probleme d’estimation d’une base de I'espace d'observalditdes algorithmescursifs qui
en cecoulent, il est essentiel de prouver qu'il est possibldilar un tel outil de traitement
d’antennes en identification des sous-espaces. Une coisgracies approches utiéies au sein
de ces deux axes de recherche est d@uessaire.

Ce chapitre est orgarisomme suit :

— Apres uneetude de I'analogie entre le pr@phe d’estimation de la matrice d’observabi-
lité en identification&cursive des sous-espaces et la poursuite du sous-espaakesi
traitement d’antennes, les deétapes acessairea 'identification des matrices état du
syseémeeétudé sont mises eavidence au sein de la section 5.2.

— La premere de cestapes est plus particatiement analye dans le paragraphe 5.3.

1Rappelons qu'il est possible d’extraire de la matrice dévlsabilite des estirges fiables des matricesattat du
syseéme par des approches classiques de type moindré&s dafr 83.3.4).
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Quatre algorithmesd’estimation du vecteur d’observation sont progmsdeux dans un
contexte @éterministe, deux dans un contexte stochastique. Deuls guéittematiques
specifiques seront utilss : le lemme d’inversion matricielle et l&acomposition QR
[Rot01].

— Le probEme de misé jour d'une base de I'espace d'observabibist quana lui eétudié
dans le paragraphe 5.4. Sept algorithtnésndes sur I'adaptation de la&thode du pro-
pagateur [MD91] au proBime d’estimationécursive de la matrice d’observal#litiu
proceck, sont @velopges. Une analyse de quelques préf@s asymptotiques de ces der-
niers conclut cette section.

— Uneétude de cas mettant émidence la complexétnurnerique des techniques d’identifi-
cation ecursive pesenges dans ce manuscrit est praposlans le paragraphe 5.5.

— Les principales ethodes d’estimatioréecursive des matricesé@tat sont écrites au sein
de la section 5.6.

5.2 Analogie entre I'identification des sous-espaces et le trai-
tement d’antennes

En identification ecursive des sous-espaces, |'objectif que nous nous impa&st de pou-
voir estimer en ligne les paratres des matrices&tat du systme suivant :

X(t+1) = Ax(t) + Bii(t) (5.1a)
§(t) = Cx(t) + Di(t) (5.1b)

en supposant que ce dernier puigge perturk par des bruits @tat et de mesure en egret
en sortie :

X(t+1) = Ax(t) +Ba(t) +w(t) (5.2a)
§(t) = Cx(t) + Di(t) (5.2b)
y(t) =§(t) +v(t) (5.2¢)
u(t) =a)+o(t). (5.2d)

En poursuite de sous-espaces pour le traitement d’antder@®bbme considré consiste
a estimer en ligne les positions des soureggettrices en suivant les directions d’agevd
déduites de la matrice des directidn&d) :

z(t) =T (0)s(t) +n(t). (5.3)

Lorsque’onétudie en étail les techniquesavelopees dans ces deuxématiques [Vib95,
KV96], il est remarquable de constater que I'objectif ngattatique final est le éme : suivre les
valeurs et vecteurs propres ou singuliers de matricecphéties en adaptari,chaque nouvelle
acquisition, un sous-espaceesgique aux dermires observations. Dans chaque discipline, des
outils algebriques particuliers ortte developes et appligés pour fournir des solutions consis-
tantes aux prokimes poss. Notre approche consist@dapter certains algorithmes de poursuite
des sous-espacasiotre prol@me d’identification.

2ROM m RPI PO m ROVyr etRPI PQOyr .
SRPML, RPM2, COPM COl VPM | VPM EI VPMet El Vsqrt PM
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Lorsqu’on compare directement la forme des éspntations (5.2) et (5.3), I'analogie n’est
pas spcialementévidente. Pourtant, lorsqu’on analyse les &lifintes variables du sgshe
differentiel (5.2) et de &quation (5.3), on peut constater que certaines d’entes phrtagent
des caradristiques communes. Ceci est partietdiment flagrant lorsqu’on consie le vec-
teur d'étatx et le vecteur source lIs regroupent en effet un ensemble de variables, non mesu-
rables, consiérées, la plupart du temps, comme des variableatalres [Jan97] contenant I'in-
formation recessaire et suffisante sur le gads systmeétudie pour @éterminer sorevolution
ulterieure. Ces prerares constatations montrent donc qu’il existe @nitable lien entre ces
deux repesentations. Puisque noussitons adapteg notre prokl®me d’estimationé&cursive,
certains algorithmes de traitement d’antennegetbp@s pour le suivi des caraststiques du
processugmetteur, il serait ilfressant de pouvoiécrire le systme diferentiel (5.2) sous une
formeéquivalentea la relation (5.3). Cette degreéquation contient un vecteur d’observation
z compo® de Eponses spatialemengéchEes correspondant aux signaux mésuau niveau
desn, capteurs de I'antenne conéiée. En identification, nous n’avons ascqua des donees
temporellement@&cakes. L'icee qui vient alors naturellemeat’esprit consisté introduire, en
identification, une feétre temporelle similaira la ferétre spatiale des, capteurs de I'antenne.
Consicerons donc les vecteurs d’edss et de sortiedakes suivants :

y(t) u(t)
: et uf(t)= ' (5.4)

yi(t) = :
ut+f—-1)

y(t+:f—1)

acquis sur une fdtre temporelle de taillé. Nous savons que ces derniegsifient la relation
suivante (cf. 83.3.2) :

yi(t) =T x(t)+Heuf (t)+Grwy (t) —Hio T (t) +v{ (1), (5.5)

J/

-~

nf (t)

les vecteurs de bruitatabsétant construits de la @me marére quey; etu;. L'analogie de
notation entre legéquations (5.3) et (5.5) est alors manifeste en p6sant

z{ (t) =y{ () —Hruf (1) (5.6)
puisque :
Z{ (t) =T ¢x(t) +n7(t). (5.7)

Cette similitude (cf. tab. 5.1) permet ainsi decdmposer le probme d’identification en deux
étapes:

1. la misea jour du vecteur{, nomne vecteur d’observation dans la suite de ce manuscrit,
a partir des nouvelles doaas d’entee-sortieu ety accessiblea l'instantt :

z{ (t) =y{ (t) —Hruy (); (5.8)

2. l'estimation d’une base de la matrice d’observabijkt partir de ce vecteur, en adaptant
des nethodes particulires de poursuite des sous-espaces.
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Identification DDA
zF(t) e RV z(1) e 2

My e RY>™ | T(0) € CrMs

x(t) e R™1 | g(t) e Cnox?
nf(t) e R n(t) e 2

TAB. 5.1: Analogie des notations utiéies en identification des sous-espaces et en
traitement d’antennes.

Ces deux phases seront respectivemengétaitiu sein des sections 5.3 et 5.4.

Remarque 5.1.Puisque le vecteur état est, la plupart du temps, non accessila mesure,
une estimation directe dés est impossible. Il est donc toatfait seng de se restreindra es-
timer une base de I'espace d’observakijitidentificationétant en effet&aliscte dans une base
arbitraire. Ce résultat est la coreqquence de la plurakt de la repesentation cetat [Bro91]. Il
sera toutefois acessaire deéarifier que I'estimation est constamment efféetulans la rame
base.

Il estimportant de re@ciser que la plupart des techniques #iis en traitement d’antennes
pour la cetection des directions d’arée fixent des hypo#ses simplificatrices sur le type de
bruit agissant sur I'antenne. AindilUSI C[BK83, Sch86],ESPRI T [RPK86, RK89] ouPAST
[Yan95b, Yan96] imposent que la matrice de covariance dii boit proportionnellea I'iden-
tite, SWEDE [ESS94] qu’elle soit bloc diagonaleM[MD91] ne deroge pas cette egle. Or,
dans notre proime d'identification, la matrice de briNt/ est, dans le pire des cas, construite
comme suit :

NT =GiW{ —HY{ +V{ (5.9)

ou Gt etH¢ sont des matrices de Toeplitz par blocs. La matrice de cveeides perturbations
n'est alors pas proportionneléel’identite. Il est donc acessaire d’'inclure ungtape de traite-
ment des perturbations afin de fournir des estimations stamges quel que soit le type de bruit
agissant sur le préck. Ce traitement pedtre gali® soit dans la phase de mi&gour du vec-
teur d’observation, soit duranéfape d’estimation de la matrice d’observabiétendue. Nous
verrons plus pEciement que, dans chaque situation, I'introduction d’un&de instrumentale
[War77, SS83a] permet de supprimer ces perturbations.

5.3 Misea jour du vecteur d’observation

Comme nous l'avons moré@rdans le paragrapheuedent, la prengire étape de notre
probleme d’identification &cursive consista determiner,a chaque nouvelle acquisition, le
vecteur d'observatiozf*. Lorsqu’on analyse plus pcigment lequation (5.8), il est facile de

4Cette analyse justifia posteriorila repésentation propé par T. Gustafsson [Gus98] (cf. §4.3.1).
SRappelons que la matrice de Toeplitz est inconnué I'instantt.
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constater que I'unique inconnue de cette relation est laiceade ToeplitZH ;. Deux solutions
peuvent alorétre envisages pougévaluerz; :
— construire la matricél ¢ a partir des informations et esta®s accessiblesl’instantt et
calculer explicitement legsultat de la soustractiaj =y; —Huj ;

— estimer directement le vecteur d’observatigi sans avoir recoura la matriceH+, a
I'aide des derréres acquisitions et des connaissances sur leegeaacquises depuis le
déebut de la proedure d’identification.

La premére solution est de loin la plus faciéemettre en ceuvre. Elle repose simplement sur
la définition de la matricé ¢ :

D 0 0
CB D - 0

H=| CAB CB - 0 (5.10)
ICAT2B CcA™3B ... D]

qui indique que cette derrie est directement calculaldepartir des matrices état du
syseéme. Or, au ébut de l'i€rationt de la proédure écursive d’identification, nous
n’avons aces qu’aux estirges de I'instant— 1. Il est donc ivitable d’approximeH ¢ (t)
par une matrice de Toeplitz construit@artir des matrices état estirkesa I'instantt — 1.
Sa construction s’appuie sur le constat suivant [Gus9&prémier bloc colonne dé ¢
vaut :

D

Fe(Liny(f—1),B]|" (5.11)

les autres blocs colonnes pouvant s’exprimer comme unedtore de ce dernier. Le
vecteur d’observation utiless’écrit alors :

ZF(t) =~ yf(t) —He(t—uf(b) (5.12)

ou F|f(t — 1) est calcud en remplagant, dan€tjuation (5.11), les matrices consiges
par leur estirge.

La seconde solution, moins approximative, consistetimera chaque nouvelle acquisition, le
vecteur d’observation sans recourir explicitematé matriceH ;. La méthode propdase
est fonee sur I'adaptation, au casaursif, d’'un probdme similaire renconéren identi-

fication hors ligne des sous espac&iminer de I'espace gy, (Y}F) le terme relatifa

Imcoi (Ht). Afin de bien comprendre laétharche suivie dans la suite de cette section,
consicerons la matrice de Hankel des observatiBisdéfinie par :

Zf+(t_):[zf+(t) zZ{(t+1) - zj{(t_)]. (5.13)

Z7 () = YT () —HUT (D). (5.14)
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En effet :
ZfO) =[zi(t) zi(t+1) - zr O] = [yf () —Hup (1) yf(©) —Heug ()]
= [yf () yr®] =He [uf®) - uf )] =Y§E-HUf (D
(5.15)
Ainsi :
Zy () =Y () —H{UF (1)
= [Y{t=1) yf(O)] —H; [Uft-1) uf(®)
—%Y:*E‘—li—ny D YDt ) e
[ t)].

La misea jour de la matrice de Hankgl| permet donc d’avoir aés au vecteur d’'obser-

vation. Or, en identification hors ligne, la matrice d’obsgion Zf+ peutétre calcuke de
différentes mamires selon les hypodlses fiees sur les signaux agissant sur le poéc
En effet :

— Dans le casé@&terministe (cf. 8§3.3.1) :

ZT = Yf+nuf+L (5.17)
avec : 1
My =lng = U7 (uiui) oy (5.18)
ou:
Z1 =R2Q2 (5.19)
e Uy R 0][Qs
Vil Rl (&) 520
— Dans le cas stochastique (cf. 83.3.2) :
-1
zf = anu?lET (znuTLET> =N, (5.21)
ou
Z1 =RaQ; (5.22)
avec : _ _
Ufl [Ru 0 07 [Q

=|Ra1 Rz 0] |Q2]. (5.23)

YT R31 R32 Rsz| |Qs
En associant ces relatioaga constatation (5.16), plusieurs algorithmesursifs peuvent
étre envisa@s pour estimer le vecteur d’observateéoohaque nouvelle acquisition. Quatre
d’entre eux vonétre pesenés dans la suite de cette section. Deux cas seront plus parti-
culieremengétudes :
— une misex jour du vecteur d’observation dans un contex@gedniniste ;
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— une mise jour du vecteur d’observation dans un contexte stochaestiq

Chacune de ces situations conduirpesenter deux algorithmegaursifs d’estimation
respectivement forib sur les relations (5.17) et (5.19) dans le @aemininiste et (5.21)
et (5.22) dans le cas stochastique. Deux d’entre eux (cf.(Bdlr) et (5.21)) sont foris
sur le lemme d’inversion matricielle [Rot01] et s’'inspirgudr & meéme des rathodes
dévelopgees par H. Oku [OK99]. lIs diffrent cependant par un choix sim@ifies ma-
trices utilisees pour la&cursion puisque nous proposons d'utiliser directementrie-
trices (5.17) et (5.21) et non leur cariLes deux suivants reposent sur la négeur des
décompositions QR (5.19) et (5.22)l'aide de rotations de Givens. Ces techniques ont
déja éte expoges au sein du chapitreqeedent (cf. 84.3.2). Notre objectif n’est donc pas
de les redévelopper mais de prouver qu’elles permettent d’avoieae vecteur d’obser-
vation.

5.3.1 Dans un contexte dterministe
5.3.1.1 Miseajourde Y{ M ..
f

L'algorithme cevelopg@ dans ce paragraphe est férglr la @finition de la projection or-

thogonale pgsente dansé&quation (5.17) :
My =1-U;' (uiuiT) ‘Ut (5.24)

et l'utilisation d’un outil mati@matique courant en identificatiodaursive : le lemme d’inver-
sion matricielle. En effet, la relation (5.24) contient uneersion matricielle que nous voulons
mettrea jour lorsque de nouvelles dodes sont mesaes. Or, en appliquant astucieusement le
lemme d’inversion matricielle, il est possible de mettrpleitement erévidence I'apport des
informations fournies par les deames acquisitions. Congdons donc qu’un nouveau couple de
donreées d’entee-sortie soit accessitdd’instantt =t +M — 1. Les matrices de Hankel d’eg&
et de sortie sont alors modifs de la facon suivarite

Yi® = [VAYT(E-1) yi(@) (5.25)
Ui = [VAUTE-1) ui ). (5.26)

Nous cesirons mettre@ jour directement la relation suivante :
— _ _ N1 _
YNy =Yi {l SSON(HGHG) uf*<t>} (5.27)

afin d’estimer le vecteur d’observatiai. Pour cela, calculons cette relatiétape pagétape.
Dans un premier tempa,partir de lequation (5.26) :

UF U@ = [VAUIE-1) uf @] [VAurE-) ui @)

. (5.28)
= AUT(E- 1)U (- 1) +uf (Ouf ' (.

6) est un facteur d’oubli facultatif permettant de pérer I'effet des donees passes.
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En appliquant le lemme d’inversion matriciella (5.28), nous obtenons

o
Vi OVi <t>] W e

ot @) Lo NI ST
(urOui'm) = [(ufa ) I S
en posant :
+ +(f +T -1
Vi@ = (U@ DU €= 1) Ui ® (5.30)
&¢(0) =uf' Oyf (D (5.31)
En postmultipliant cettéquation patJ{ (t) :
N
(Ut @Y @) Ui =
— T, -1 Oy O = ] —
[% (uf+(t—1)uf+ (t—l)) —%W} [\/XU?(t—l) U?(t}— (5.32)
- T o\ e viov: O v Vi (@
[%(ui(t—l)uf+ ([-1) Ui - G- A+f6f(t)1'
En pemultipliant cetteequation an?T(t_) :
_ _ N1
U O (VF OV @) U@ =
-\/XU+T(I_—1) _ _ _ _ +(7) +T(*) _ +(*)
ulT(t—) [\%(U?(t—l)U?-T(t—l)) Mﬂt—l)—ﬁ% f - %} - (5.33)
vi @

f
I
. _ T N-l T vioyf © ., _ T
uf (t—1)(uf+(t—1)uf+ (t—l)) Uf(E1)-Uf (t—l)ﬁU?(t—l) VAU (- 1)M5f()

Jr 0 g 55 (D)
A st (1) PR PG

La projection orthogonale sur le noyau ldé(t_) vaut alors :

T @) U
My = U@ (U7 OV T@) Ui @ =
ST
eyt Oy ey —viuTE 1>A+a<ftzt>

Im U (1) (U?(til)uf(til)) B
i A
A48 (0

e
{nuﬁn o} L1 {u”a Dy @yi" OUF D —VAUT @ 1)yi @)
o o] A+0¢(t) —VAy{ T (O ()

(5.34)

"(A+BCD)1=A"1_-A-1B(DA"1B+C~1)~DA ! [Rot01].
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Finalement, nous obtenons :

J— J— + T
( ) [\/_Y+<t_ 1) y—fi_(t)] nu?i(t—) - [\/XYf (t_l)nuf*L(t_fl) O]
1
. AT U (=1 T
+A+5f(t) MY DUt 1y Oy OUF E)-VAyE Oyf ' OUf D) (5.35)
SAYT(EDUFT Dy Oy O]
= [VViEIn L s O OV D[t O]
avec .
Z{ (t) = 218 <Yf ) -Y{t-1Uf (- 1)W(t)> : (5.36)

L’ étape fondamentale de cettendonstration consiste prouver que cet algorithméagursif
donne aces au vecteur d’'observatiarj. La relation entrez{ (t) et z{ (t) est cemontée en

consicérant le produiZ { (t )Z*T( t). En effet, puisque :
Zi®)=yf®N .- (5.37)
nous avon:
ST /= = = T = T
zitzi )= Y]T(t)I'IU?L(t_) (Y?(t)nuf#(t_)) = Yf+(t)I'IU+L( )Y+ (t). (5.38)
Or, en associant lesquations (5.25) et (5.35), il est facile de montrer que :

YEOR,. YO =AYFE-0n . o YT E- )+ O @) (5.39)

() i (=1

Ainsi :

+H 7+ — Ayt

YiTG-n+z @z . (5.40)

)
VAzZiE-1) 7 ()] [fi;((t) )]:Azf+<t‘—1>zf”<t‘—1>+zf+<t‘>zf”<t‘>. (5.41)
f

PuisqueY{(t—1)N . Y;FT(t_— 1) =2z{(t- 1)Z?T(t_— 1), la relation suivante devient

(-1
evidente :

2f (t) = £z7 (1) (5.42)

T
SHU?L <nU?L> = nU?L.
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La misea jour du vecteur d’observation est aingalisable en appliquant I'algorithniROM m
récursif suivant :

vi@©= (U T DU E D) u® (5.432)
&¢(t) = ui @y (@ (5.43b)
70\ [7rem O Vi 00Ty @) G4
YIOUTT O =AY E- DU @ 1) +yf Ouf T © (5.43d)

R
Vi O (t)> /A (5.43€)

<Uf+(t_)uf+T(t_))1 = ((Uf*(t_— Ut (- 1))1— BETTOR

Remarque 5.2.11 est fondamental de constater que les matrices et vectaumposant I'algo-
rithme (5.43) ne voient en aucun cas leur dimengonluer au cours de laécursion. Cette
constatation confond les affirmations de H. Oku [OK99] sekxuulel I'utilisation de matrices
non synétriques n’est pas appro@ea la récursiona cause d’'une taille croissante en les ac-
quisitions. Elle égitime ainsia posteriorinotre choix de mettra jour Yf+l'luf+l.

5.3.1.2 Misea jour de Ras

Au sein de la section 4.3.2, nous avons vu géatdit possible de mettr& jour, a chaque
nouvelle acquisition, lagcomposition QR du séma d’identificatiorOr di nary MOESP de
la fagcon suivante :

Ru(t—1) 0 uf (t) _ [Ru(® 0 0
Al — = Z“|Rotg() = |52 o5 - — 44
[f[Rm(t—l) Rzz(t—l)} yi @] RO = Ry ARn(-1) @] &Y
al'aide d'un ensemble de rotations de Giv&ws. Cet algorithme, nom&ROWyr dans la suite

de ce manuscrit, permet de calculer un vect&utié a la matrice d’observabibtdu systme
par la relation suivante (cf. annexe A.3) :

ZH (D) = (\/X X+(T—1)QT (t— 1)Rot2({) + x( - 1)Rot(232(t‘))

+VAN{ (t—1)Q] (- 1)RotE(t) + n} () RotZ(t) (5.45)

avec [GLV98] : _ _

Rotil(t) 0 Roti(t)
Rotg(t) = 0 I 0 . (5.46)

RoZi[) 0 RoZ({)

Cetteéquation, inkressante d’'un point de vueétbrique, ne montre malheureusement pas la

relation liantz{ au vecteur d’observatiary . Or, I'objectif de cette section est de metérgour

recursivement ce vecteur. Il semble dogcessaire d’expliciter la relation lianf etz . C'est
ce que nous faisons dans la suite de ce paragraphe. Nous savefiet que :

[VAR2(t-1) 7 (f)] = Reald (5.47)
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donc: _ B
Ra2(DRL, (1) = ARt~ DRL(E- 1) +Z7 (1) ZF ' (D). (5.48)

De plus, il est possible de montrer que [Vib95] :
R22Qz = Y{ —HYCU; (5.49)

2 _
~ MC )l y . . . N - + + “ . .

ou HY™ rep’esente 'argument minimisant le cerreHYf —H:U{ HF Ainsi, puisqueQ, est une

matrice orthogonale :

RezORE() = [Y§ (O - HYCU; @] [Y1 @ - HYCUF @] (5.50)

Or:
Ui (0 = |[VAUT(E-1) i@ (5.51)
Yi® = [VAYT -1 yi@©)]. (5.52)

En introduisant ces deux relations au sein éguiation (5.50), il est facile deevifier que :
- _ _ _ _ _ _ T
Rea(RE() = A Y7 (T 1)~ HYCUT (T 1] | Y7 (1)~ HYCUF - 1)
_ _ _ _qT
+ yi ®-HYCu; @) [yi @ -HCur @] - (559
Puisquez{ =y{ —HYCu} :
Ra2(DRI,(1) = ARz2(t— DRI(E— 1)+ 27 () 2f ' (D). (5.54)
En exploitant lequations (5.48) et (5.54), nouénfions alors que :
2 (1) = +7 (D). (5.55)

Le vecteurz{ est, au signe s, le vecteur d’observation rechegch

5.3.2 Dans un contexte stochastique
-1
5.3.2.1 Miseajour de Yf+nUf+LET (EI‘IU?LET) =N,

Lorsque les perturbations agissant sur le pdécsont inconnues et cofkees, I'application
d’'une simple projection orthogonale n’est pas suffisantg pdtenir une estige consistante
de la matrice d’'observabiétdu systme (cf. chapitre 3). Il est alor€oessaire de faire appel
une variable instrumentale dont I'action conjointe avegrigection orthogonalﬁlu?l permet

de supprimer leégime for€ et I'effet des perturbations. Dans le cas particulier deldase
d’identificationMOESP, cette oration cumuée a pour expression (cf. 83.4) :

-1
zi = anUﬁzT (znu?LzT) =N, s (5.56)
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Notre objectif est de mettré jour cette relatio chaque nouvelle acquisition afin de calculer
un vecteur d’observation asymptotiguemeptie des perturbations. La&dhonstration que nous
proposons fait de nouveau appel au lemme d’inversion nigltdcLa cemarche suivie est iden-
tique a celle propose dans le paragraphe 5.3.1.1. Elle demande cependaialoppement
mathematique fastidieux dont la @sentation au sein@me de ce paragraphe n’apporterait au
lecteur aucune aide pour la corgépension de l'algorithme. La preuve est donesanée en
annexe A.4. Elle permet dhoncer la proposition suivante :

Proposition 5.1. Supposons que les matric\té$u+T U+U+T ‘U*T ®retY N +l_ T aient

éte estinkesa I'instantt — 1. Lorsque de nouvelles dodes d’entée-sortie sont acceSS|bIa$a
mesure, la misa jour du vecteur d’observation estalisce en appliquant I'algorithmeacursif
RPI PQ msuivant :

vi©= (U T DUTE D) u® (5.572)
&¢(®) = uf " Oyf © (5.57b)
0=\ g (0 0 Yi € 00T 0y 0) (5:570)
YIOUF O =AY E- DU @ 1) +yf Ouf T © (5.57d)

a1 R T 7 (31 78 (3
(ui(t)ui (t) :( Uf (f- 1)Ut (t—l)) —W> /A (5.57€)
80— [5 g (E0-=C- 00T 0y @) (5.570)
X{O=®t-1E®D (5.579)
;O =xi 0D (5.57h)
AR SRy A MRy ;
zf () =2{ (t rzf(—)z? (t) (5.57))
Z(OUF O =AZE- U T ) +EDU]T D) (5.57K)

_ _ FOXTTO
P (t) = <¢f(t—1)—m> /A (5.571)
Yi O o= O =AY D, o ST D42 0F O (5.57m)
puisque :

ziOzf O=2 Oz O-ZOH @ (5.57n)

Remarque 5.3.1l est important de remarquer que nous n’avons pas directerae®s au vec-
teur d'observation maia la dernere composante de sa matrice de covariance. Cette constata-
tion est essentielle pour la phase d’estimation de la matdobservabilie du systme. Il sera
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/, . , . .- . T .
en effet cessaire de@elopper des algorithmes utilisant la matricez{ * au lieu du vecteur

+
Zs .

Remarqgue 5.4.Comme dans le casterministe, les vecteurs et matrices composant cet algo-
rithme ne subissent aucugeolution de leur dimension au cours de &cursion.

5.3.2.2 Misea jour de R_>32

Comme dans le castterministe, il est possible, d’estimer, dans un cadrehsit@que, la
matrice des observatios a I'aide d'une factorisation QR :

Z{ =RaQ2 (5.58)

avec :
u

T

Ru 0 07[Q
= |R2a1 Rz 0| |Q2f. (5.99)
YT R31 Rs2 Rsz| [Q3
La misea jour de cette relatioal'aide de rotations de Givens ajd éte expoge dans le chapitre
precedent (cf. §4.3.2.2) :

Ruf-1 _ 0 0 Juf(®)
VA |Ra(t-1) Rp(t-1) _ 0 €(t) | Rotg, (Rotg, (1) =
Rai(t—1) Ra2(t—-1) Rag(t—1)] yi ()
[F\_’ll(t_ 0 0 _0_
Roi(t) Rp(t—-1) _ 0O Z, (1) | Rotg,(t) =
R31(t_\/x Rao(t—1) Ras(t—1) %? (t)
Riyt) 0 0 0
Roi(t) Rzo(t) 0 _0 |. (5.60)
Rai(f) Raf) VARas(t-1) Zf (D)

Notre objectif n’est donc pas de @¢elopper cet algorithme (non&@®RPI PQyr dans la suite de
ce manuscrit) mais de prouver qu'il existe une relationtlighet z{” au vecteur d'observation,
relation qui Egitimerait leur utilisation pour I'estimation d’'une badel'espace d’observabiit
Pour cela, consigfons dans un premier tempgéduation (5.60). En multipliant les termes du
milieu et de droite de la relation (5.60) par leur trang@osespectivket en comparant terne
terme les membres deehali€ ainsi obtenue, il est @gle montrer que :

Ra2(R%(D) = ARsa{— DRLE- 1) +7f 07 O -7{ 0z O (5.61)

Comme dans le caeterministe, le@sultat de la factorisation Qﬁgzég vérifie asymptotique-

ment la relation suivante : o B
R32Q2 = Y{ —HYCO7 (5.62)

ou Uf etY] sont les matrices de Hankel des déea d’entee-sortie non bruites eHC I'op-

2
timum du criéreHY;r —HiUf - N?HF. Cetteécriture se justifie par le fait que cette projection

9Rappelons que pour toute rotation de GivemstGRot(T; =1 [GV9e].
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se compose successivementine matrice de poedation pes, d'une projection orthogonale
sur le noyau ddaJ]T et d’'une variable instrumentale. Puisd@g est une matrice orthogonale :

Rea RGO = [V © —HYSO} @] [V 0 - HY0; @] (5.69

Or:
07 (0 = [VAD} (T-1) af (©)] (5.64)
ViO=[VAYIE-1) 5 O). (5.65)

En introduisant ces deux relations au sein éguiation (5.63), il est facile deevifier que :

RaaRE(0) = A [V (€~ 1)~ HYCT} (€ )] [¥ - 1) - HYCO7E- )]

+ |7 @ —HYCar @] 77 © - H¥Car @] - (5.66)

Puisque le vecteur d’observatiépuié du bruit \erifie :

z; =g —HYCaf, (5.67)
nous avons : L B L B o
Ra2()RL () = ARsa(f— DRL(A—1) +zf 0z ' (D). (5.68)
En exploitant lequations (5.61) et (5.68), orifie alors que :
S 4T T = =T S
zZrWzf O =zf®)zf O)—zf Q) zf (1) (5.69)

L'algorithme RPI PQyr permet donc d’estimer la degre composante de la matrice de cova-
riance des observatiodschaque nouvelle acquisition.

5.3.3 Complexie numérique et fiabilité des algorithmes de misa jour du
vecteur d’'observation

Une caradristique essentielle de touteethode ecursive est sa comple&ihunerique. En
effet, il est recessaire de proposer des techniques ayant un faiblealculatoire afin qu’elles
soient utilisables dans des péstures tempseelC.

Comme le montre le tableau 5.2, les algorithrR&8 met RPI PQ m(cf. 85.3.1.1 et 5.3.2.1)
posgdent un ct en nombre de multiplications toat fait raisonnabfe. Malheureusement,
sous certaines conditions d’excitation, ces derniers getpesenter une instabilithunerique
attesée en raison de I'application du lemme d’inversion matlieid.a complexié nunerique
des neéthodesROMyr et RPI PQyr, est quant elle sugrieurea celle des techniqud?0OM m et
RPI PQ m (cf. tab. 5.3). Elles grsentent @anmoins I'avantage éftre fiables nuriquement
puisqu’elles utilisent exclusivement des outils robustefgebre lireaire. Un compromis fiabi-
lité nunérique / cait calculatoire sera doncéwitable. Le choix se fera en fonction de la richesse
des donges d’entee-sortie et de la puissance des outils informatiguaisposition.

10A titre de comparaison, laétomposition QR utiliée par I'algorithmedr di nary MOESP demande environ
2(ny+ny)?f2(j — (ny+ny) f/3) multiplications et celle de 'algorithml / PO MOESP 2(n + (nu+1y)*f?)(j —
(ng + (ny+ny) f)/3) avecj > f.

Yng = nyp pour la classe d'identificatioRl MOESP, (ny-+ny)p pourPO MOESP.
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Algorithme] Complexié
RPI PO m |2(ny )%+ 2nuny F2+ny f +2ngny f + 2ngny f +2n§ +ng

TAB. 5.2: Complexié des algorithmes d’estimation du vecteur d’observatiG@da
sur le lemme d’inversion matricielle.

Algorithme Complexié
n
ROV 4(§“+ny> nuf2-+6n, f
nuf—+n
RPI PQyr 4<“Tf+nyf) (nuf +ng) +6(nuf +ng)

TaB. 5.3: Complexié des algorithmes d’estimation du vecteur d’observaticéda
sur les rotations de Givens.

5.3.4 Conclusion

Quatre algorithmes de misgour du vecteur d’observation viennenétte pesenés. Deux
contextes (dterministe et stochastique) et deux outils reatatiques d’algbre lireaire (lemme
d’inversion matricielle et rotations de Givens) até plus particuBrement consieés. Il a
ett cemonté que, dans le contexteebrministe, les deux @athodes prop@es estiment, au
signe pes, le vecteur d’observation rechegcibans le contexte stochastique, il n’est possible
d’avoir ac@s qua la nouvelle composante de la matrice de covariance desvalises. Cette
difference sera prendre en compte dans la seconde phase de I'estimatida igsea jour
de la matrice d’observabiét La complexi& nunerique de ces algorithmesémalemengéte
analyge. Cettectude a moné& que les techniques utilisant le lemme d’inversion mathiei
pos&dent une cit calculatoire inérieura leurs homologues utilisant des rotations de Givens.
Ces derniers @sentent @anmoins I'avantage d’une robustesse atiqueétablie. Le choix de
I'outil d’alg ebre lireaire utili€ dependra donc de la quaitles mesures accessibles ainsi que
de la duee €parant deux acquisitions.

La secondeetape de notre probime d’identification &cursive des sous-espaces peut donc
étre cesormais consitée. Comme @reedemment, diffrents cas devrorétre étudiés selon la
technique utili&e pour estimer le vecteur d’observation. Plusieurs dlyogs vont doné&tre
dévelopges. Ces derniers ont en commun de reposer sur 'adaptatiamaiode du propaga-
teur (cf. 84.2.4).



5.4 Estimation récursive d'une base de I'espace d’observabiéit 109

5.4 Estimation récursive d’'une base de I'espace d’observabi-
lité

La section pecedente nous a permis de proposer quatre algoritheeessifs de misa jour
du vecteur d’observation. Nous nous focalisons doFsndmais sur la seconétape de notre
probleme d’identification : estimer, en ligne, une base de I'espgHobservabilié. L'objectif
de cette section consiste plus exactengedivelopper de nouvelles techniques d’estimation en
ligne de la matrice d’observabititalternatives aux athodes prop@&es jusqu’ici (cf. chapitre
4). Il s’agit d’'une phase incontournable en identificati@s dous-espaces puisque c@giar-
tir de celle-ci que sont extraites des edt#B consistantes des matricestdt du systme via,
par exemple, la propgte d’A-invariance dd ¢ et I'application d’algorithmes de type moindres
cartes (cf. 85.6). Les techniques d’estimati@eursive pesenées dans la suite de ce manuscrit
sont toutes fongles sur I'adaptation d’'uneéthode particuéire utili€e en traitement d’antennes
pour la cetection des directions d’ar@e : la néthode du propagateur (cf. 84.2.4). Cette tech-
nigue pesente en effet I'avantage de fournir urecdmposition de I'espace d’observation en
deux sous-espaces coraplentaires via I'application d’'un simple @mteur licaire. Nous mon-
trerons plus pEciment que, sous certaines hypEtbs peu contraignantes, il est possible de
construire un crigre quadratique sans approximation et sans contraipgetir du propagateur.
Plusieurs fonctions dd et plusieurs algorithme®cursifs de minimisation seronédelopges
compte tenu des hypatkes fiees sur les signaux agissant sur le poéc Nous verrons plus
particulierement qu’il est possible d’estimer de nenei consistante une base de I'espace d’ob-
servabilié de proéde soumisa des bruits cold@s inconnus.

5.4.1 Adaptation de la nmethode du propagateur au probeme d’identifi-
cation

Nous avons vu dans la section 4.2.4 qétiait possible d’estimer une base du sous-espace
signal (resp. sous-espace bruit)@mluant un oprateur lirgaire. Or, de par I'analogie entre le
probleme d’identification et celui deédection d’arrive mise ergvidence au sein de la section
5.1, il semblerait iriressant d’adapter cet@ateur notre prol@me d’identification. Pour cela,

il est necessaire deérifier un ensemble d’hypoéises.

5.4.1.1 Hypottesesa verifier

Supposons que la paif,C} soit observable. Puisques € RY*™ avecnyf > ny, la
matrice d’observabilé verifie :

rang(F¢) = nx. (5.70)
I ; posede donc au moins un ensemblaxégnes, non Bcessairement contigs, lirtairement

indépendantes. Solts, € R™*™ |a sous-matrice compés d'un de ces ensembleslef, €
RV~ celle contenant les lignes @@ non pésentes dariSy,. La decomposition suivante

peut alorstre consiéree :
rf Rnxxnx
= L’fl} {R”vf—”xxnx ' (5.71)
2
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Puisqud™ ¢, est la sous-matrice congghentaire d€ ¢, I ¢, peut s’exprimer comme une combi-
naison lireaire dd ¢, . Il existe donc un unique @pateurPs € R =% nomne propagateur
[MD91], tel que :

My, =PIl,. (5.72)
La matrice d’observabil@ peut alor&tre €crite de la fagon suivante :
I+ i In
Fri=|-1 = =T Tty 5.73
=l = leie - 673
E

Cetteéquation prouve que les colonnes [dge peuvent s’exprimer comme une combinaison
linéaire des colonnes d&. Or, comme rangl s,) = ny:

Mo (rf) = Mo (Eo) - (5.74)

Cette derrgére équation met ainsi eBvidence qu'il est possible deettrminer une base de
I'espace d’observabilit par I'internediaire dek,. Or, I'obtention d’une telle matriceétessite
uniquement d’estimer le propagatdRy. Par conéquent, en supposant glierdre du syseme
soita prioriconnu et que le sy&sineétudé soit observablaine estinde du sous-espace engandr
parl ¢ est accessible via I'estimation & . C’esta cette Aiche que nous nous attelons dans la
suite de cette section.

5.4.1.2 Critere minimisé dans le cas de don®es non bruigées

L’ étape d’estimation gedente (cf. 85.3) nous a permis d’avoir @sa une estirae consis-
tante du vecteur d’observation. Or, nous savons que ceetegtifie :

Z{ (t) = Fex(t) +n7 (t). (5.75)

Apres Eorganisation des doaas de telle sorte que leg premeres lignes de la matrides
soient lireairement inédpendantes, la partition suivante pétre consiérée :

Zﬁ(t)} } e Rt (5.76)

27 0= || Fexo-+njo = 20| T ERT

2

z? et z? regroupent les composantes z}“e correspondant respectivement aumy lignes de
1 2 .
s, etauxnyf —ny lignes defl +,.

Dans le cas d’'un vecteur d’observation non lipitest facile de montrer que :

z{ =Piz; (5.77)

puisqueny (t) =0, que :

{Z?_l(t) = rf1x(t) (5.78)

z{, (1)

12Des symboles identiques sont ufiles avant et aps Eorganisation afin de ne pas surcharger les notations.

I
-9,
=5
=
x
~—~
~—+
N—
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et quel ¢, est inversible. La misa jour du propagateur est alofsatisable en cons@tant le
critere suivant :

2
I(Py) :EHZE—PIZH , (5.79)

critere gu'il est aié de Ecrire comme suit :

APr() = 3 Az, 00 - Pz, (0

2
H (5.80)
en remplacant 'esirance matématique par une somme p@mee exponentiellemeht L'uni-
cite deP; est alors ass@e par la convexit de cette fonction dd, convexié garantie quard
elle par la condition d’excitation persistante. La miniatisn d’un tel criere est alorsgalisable
recursivement en lui appliquant les moindres eamecursifs [Lju99] :

z (L g(t—1)

Kit)= A+z (Ot —1)z5 (1) (>812)
L¢(t) = )—T (Lf<t—1)—Lf(t—1)zf+l<t)r<f<t)) (5.81b)
PI(t)=PT(t—1)+ (zfg(t) Pt 1)zf+1(t)) Kt (t). (5.81c)

Cet algorithme sera nom@RPML dans la suite de ce manuscrit. Sarbnstration estaelopgiee
en annexe A.5.
5.4.1.3 Effets des perturbations

Supposons maintenant que le brrmjt ne soit plus identiquement nul. En appliqu:lxm;r
une gépartition similairea I'eéquation (5.76) :

nt } € Rnxxl
+ _ |Mf
nf - {nfi‘| }ERnyf_nXXl ) (582)
la matrice de covariance du bruiésrit :

R+ R+ 1+

T _ iy Nt N,
E{nf nf } — Rn?» — [Rn+ n+ Rn+ ] . (583)

fo g fa

Nous savons de plus que I'estm asymptotiqgue au sens des moindresésadeﬂ est, dans
ces conditions, dor@e par [Lju99] :

Bl _ -1
PT =Ry i R, (5.84)
avec .
.
Rep 2t = E{zz} (5.85)
T
Ry = JE:{zf+1zf+l } (5.86)

13Rappelons que nous n'avons ascqué un nombre fini de dor@es. Il est donc &cessaire d’approximer
I'espérance matbmatique par une somme finie. Le facteur d’oublest quanta lui utilise pour ponérer les
donrees passes.
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Preuve : Consicerons le criére suivant :

2
I(Py) :EHzE—P?zf*l (5.87)
Puisque pour tout vecteur:

[X[[% = Tr (xx) , (5.88)

ce crire se écrit comme suit :

T T
J(Ps) :E{Tr((zg—PIzE) (zf+2 -z Pf))}
—BITr(zt 2t T~z 2t TP —PlZzE 2t T4 PTzE ZE TP

f, £f, f 4fp Tf f 45, 41, ff ¢ Tf (5.89)

_ T T T
=Tr <R2f+2 - Rz?lz?.z Pt — P Rz;rlz;rz + Ps Rzilpf) .
Le minimum de ce dernier est obtenu en &idant par rappora la matrice recher@eP;. Ainsi :

dJ(Py)
P

=-2R,

fq

Zf+2 —+ ZRZ?& Ps. (590)

-1
e <
f1

Le minimum est donc atteint poé} = Ryt R
21
Il est alors facile de mettre eevidence que la solution au sens des moindre€satu
probleme d’optimisation éfini par (5.79) conduifi une estirae asymptotiquement bi&is,
méme lorsque le vecteur d«'a'sn'dusnf+ est spatialement et temporellement blanc. En effet,
puisque :

RZ+ Rz* 7+ rt Rn* Rn* nt
R, = 1 Wl = [y, g]R [ ﬂ+ g Lt | (5.91)
Z [R S IR [ A R [P
les relations suivantes sorénfiees :

szzz;rl = Pﬁ_flRXr-{l + Rnf+2nf+l = P-{rfler-{l (5.92)
RZE = rfler}-l-i‘Ranrl = rflRXr-]It-l-i-O-zInX (593)

IorsqueRn? =02l nf- L€ projecteur £crit alors :
PT = PIT R T (T, RelT + 025~ # P, (5.94)

relation qui montre explicitement que le projecteur estgsptiguement biaés Cette difficulé
pourrait étre partiellement contou@e en consigrant une approche de type moindres &arr
totaux [VV91]. Malheureusement I'application d’'une teti®&thode compliquerait fortement
I'impl @mentation &cursive de l'algorithme. Deux solutions sont prages au sein de ce ma-
nuscrit :
— La premere suppose que le vecteur d'observatiogt@ estiné a 'aide des versions
recursives des sémas d'identificatiorPl / PO MOESP. Ce dernier est alors asympto-
tiguementepug des effets des perturbations.
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— La seconde conside que vecteur d’'observationéde calcué en utilisant les versions
recursives des sémas d’identificatiorOr di nary MOESP. Aucun traitement des per-
turbations n’a donété réali€ a priori. La solution consiste alogsintroduire une variable
instrumentale au sein du @ik (5.79) afin gu'il soit exploitable quel que soit le brgis
sant sur le sysime.

Remarque 5.5.11 est interessant de comler cetteetude en mesurant I'ordre d’influence des
perturbations sur I'estimation du propagateur. La&tirie des perturbations [Vac94] nous per-
met décrire que, pour toutes matridd et petite perturbatiodM :

(M4+aM) t=Mt1-M~amm L (5.95)
En posant :
M =T Rl T, (5.96)
AM = od?l,,, (5.97)
il est facile de @rifier que :
(M RT +0%0) = (FRAT) "= a? (TRIL) H(MyRIL) . (5.98)

La relation (5.94) s&crit alors :
~ -1
Pl =Pl —o?Pf (T,RT) . (5.99)

Cettegquation indique clairement que laétihode du propagateur est asymptotiquement bais
au premier ordre.

5.4.2 Estimationa partir d'un vecteur d’observation épuré des effets des
perturbations

Supposons que le vecteur d’observationédét esting a I'aide des versionsgcursives des
sckemas d’identificatiof?l / PO MOESP (cf. 85.3.2.1 et 5.3.2.2). Les algorithmes d’estimation
propo®s pecdemment ne permettent alors d’avoir@cau vecteur d’observation que via les
relations suivantes :

27 (cf. algo.RPI PQ ) (5.100)
zizt ' (cf. algo.RPI PQy) (5.101)

L'estimation du propagateur n’est alors pléslisablea partir du criére (5.79) puisque ce der-
nier ne fait appel qu’au vecteur d’observation et aucunermeon ca. |l est donc acessaire
de proposer d’autres fonctionsidgprenant en compte la matrinzézf+T pour estimer le propa-
gateur. Deux créres voniétre pésenés dans la suite de ce paragraphe. Ces deraieement
du constat suivant :

Ry =E{ziz{" } =Rl (5.102)
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puisquez?zf+T est asymptotiquemeBpug des effets des perturbations. Or :

M= [PT] M+, (5.103)

ouTl ¢, peutétre consiéree comme une matrice de changement de base. Il existe doectaur
x=Txtelque:

I
R, = [F?T] Rx[ln, Pi]. (5.104)
f
Ainsi : N
sz Rz* zr Ry RyP
. 1 f1%6, | _ X xFf
Rei=1lr,. RL|~ {PIRX— PIRsz} ' (5.105)
f2 f )
Cette derr@re relation permet alors de montrer que :
T _
P; = RZ?ZZTJ-RZE (5.106)

De cetteéquation @coule alors le critre suivant :

IPy) = HRZ+ 2 —PIR; (5.107)

1F'

En s’inspirant des travaurali€s par J. L. Yu [YuOOQ] sur les algorithm€&PAST (cf. §4.2.3.3),
nous proposons de minimiser cette fonctiorfitcen minimisant 8quentiellementy criteres
Ji(P¢) définis par :

J(P(t)) = z/\t K (5.108)

k=1

ou r' . et r'+ sont respectivement |a8 colonnes deRﬁ 2t €t de RZ+ Le critere (5.108)
24,24, Zf 27f

ainsi obtenu est aloexjuivalent la fonction cat (5.80). L’algorlthmeRPIVIl est donc ajustable

a notre prol#me de minimisation. L'algorithme complet, norar@OPM dans la suite de ce

manuscrit, €crit alors :

CTLet—1)

=3 T OLE-Dr, () (5.1092)
Lt(t) = % (Lf(t —1)—L¢(t— 1)rizf+1(t)Kf(t)) (5.109b)
PIt) =Pl (t—1)+ (rizf+ 2 ()= Pl (t— 1)rizf+ (t)) K (t). (5.109c)

La matricelL {(0) peutétre choisie comme un multiple de la matrice idéntite premier pro-
jecteur peut quard lui étre construiti partir des valeurs des matrickst C initiales.

Cet algorithme acessite d’extraire les vectem‘s ,+ et r' . Ces derniers sont obtenas
2121y f1 .
chaque misa jour de la matrice de covarlana;? en remarquant, dans un premier temps, que
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les matriceRR,- etR,. .+ correspondent respectivement ayremeres lignes ety f —ny
1 1
dernkeres lignes des, premeres colonnes dézf+ (cf. equ. (5.105)). Ces matricétant extraites

a chaque nouvelle acquisition, les vectenﬁzns . etr', désies sont isds comme suit :

f27f1 f1
i =restdt,ny) +1 (5.110a)
rizf1 (t) =Ry (Liny, i) (1) (5.110b)
rizf+22f+l(t) =Ry, (ne+1:nyfi)(1). (5.110c)

Un second criére peutre proposg en compdtant la relation (5.106). Afin de faire apptira
simplement cette fonction &, gereralisons, dans un premier temps, éegiations (5.100) et
(5.101)a l'aide de I'expression suivante :

F AT _ AT A +T
ZiZi =ZyZy —Z;Z; . (5.111)

La matrice de covariance des observatiogsst alors :

R,+ — R+ R,+ + —R,+ +
Z Z Z: Z Z: Z
R,=R.—R,= [ o _=h iy fl*Z] (5.112)
z Z Z _
f f =f RZ—f; Z?-l Rg—zé-f&-l RZ?—z Rg—z
Ainsi :
-1
T f— JR— —_—
PP =(Ryz ~Reiz ) (R —Ry ) - (5.113)
Le second crire que nous proposons est le suivant :
3P =E|zt — Pz | —Ellzr — Pl | (5.114)
L | PR L, Tigyg :
dont la solution est dor&e par lequation (5.113).
Preuve : Consicerons le crigre suivant :
1 el 2 v opT |2
J(Pf):EH;fz—Pf;fl —EH;fz—Pf;le (5.115)
Comme pour tout vectewr:
X][2 = Tr (xxT), (5.116)

il est ai€ de \erifier que :

3n) = e {Te((er, ~Pizi) (21, 20 Pr)) (2, Pl ) (2, -2, P1))

_ + ot Tt AT _pT (ot AT+ 4T
=E {Tr (ZfZ Zf2 éfz Efg Pf (Zfl Zf2 Efl éfz

(AT AT T(, 4+ 4T _ 4+ 4T
(ZfZZfl Efzéfl )Pf+Pf (Zflzfl ;fléfl Pf

T T
=Tr <Rz;r — Ré?rz — 2Pf <sz+12?r2 — Rgrlgr ) + Pf <Rz?r — sz+ ) Pf) .

=t fa 1 =f

(5.117)
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Or, pour toutes matrices et X [Bro91] :

oTr (XTA)
—Qax - A (5.118)
JTr (XTAX) T
— o= (A+AT)X. (5.119)
Ainsi : _
dJ(Py) B
oP; =2 <Rz-f+12-f¢—2 — RZ}ZZ? ) +2 (R f1 RZ_&) P+ (5120)

dont la solution est bieavidemment :

-1
P = <RZ+ 2 — Ry > <RZ+ R, ) : (5.121)
£fy%11 £fy£11 £

f1 Zf)

<

La minimisation d’une telle fonction €d est Ealisablea I'aide de I'algorithmeRPM2 sui-
vant :

1 L (t=1)zf, (0zf, (L, (t—1)
Li) =5 | Lt-1)- )\+Z+T()£( T (5.122a)
Li(t)z), 0z " (DL (1)
L®)=Li®)+ 12, TOL 2], (5.122b)
Pﬂwzﬂa—m+ﬁ<> ﬂa—njxoquam
( (5.122c)

~(z,0-PIt-1z, )z OL, O

en appliquant par deux fois le lemme d’inversion matrieieBa @monstration esté&lelopee
en annexe A.6. Comme@edemment, une fagon simple d'initialiser cet algorithroasistea
choisir des matricek ¢ (0) etL . (0) proportionnelles I'identité.

5.4.3 Introduction d’'une variable instrumentale

Les techniques propéss pecdemment @sentent I'incongnient d’utiliser la matrice de
covarianceRZ? dont I'estimation (cf. tab. 5.2 et 5.3) implique unitaalculatoire plus impor-

tant qu’en appliguant les algorithmBEOM met ROMyr . |l serait donc inéressant de&lelopper
de nouvelles rathodes &cursives d’estimation du propagateur utilisant les gmistde ces
derniers. Les techniqudROM m et ROMyr fournissent malheureusement des es@mbruiées
lorsque le bruit agissant sur le paaE n’est pas blanc. Il est donc primordial de proposer des
algorithmes d’estimation du propagateur supprimantdtedie ces perturbations.

De nombreux rathodes d’identification utilisant le principe de la vat@ainstrumentale
[SS89, Lju99] ontete developgees ces derares anées pour estimer des melds de sysimes
en environnement brut Leur principe consist& introduire, au sein du cétea minimiser, un
vecteur construia partir de donees d’entee-sortie retarges permettant éliminer l'influence
du bruit contenu dans legresseua l'instantt. Afin d’appliquer une telle technigu& notre
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probkme d’identification, cons&tons* donc une variable instrumentafec RMNe*L Ng > Ny,
suppoge non cotlee avec le bruib{ (t) mais suffisamment caetee avec tatx(t). En intro-
duisant cette variable au sein de la fonction (5.79), notsnans :

2
Iv(Pr(V) = Ry (0~ PTOR,, £ O (5.123)
avecR,; ¢ = E{ZE(k)ET(k)} € R™ME etR,; ¢ = E{zft(k)fT(k)} e RY ™" En par-
1 2
ticulier, en remplacant les esgances ma#matiques par des sommes finies et [@uaes, ce
dernier criere sécrit :

I (Pt zAt 2,08 (0 —PT Oz, (0E ) (5.124)

La minimisation d’un tel cri¢re est alorsgalisable de trois magies diferentes.

5.4.3.1 AlgorithmesCO VPM | VPMet EI VPM

Algorithme CO VPM La premere solution, nom@eCO VPMet inspige des travaux de J. L.
Yu [YuQ0], consistea minimiser &quentiellement; fonctions cdit :

2

Jiv; (P (t Z)\t K P?(t)rizﬂ(k) pouri variant de lan;g (5.125)

1

i i
ou rz?lf etr . i€ sont respectivement lé$colonnes des matrices de covarlaﬁt‘zef etR,; z &

Cette technlque permet ainsi de ne plus cozrgddirectement les matrices de covarlalﬁgfef
1

et Rz+£ mais de simples vecteur’s+ etr‘Zf+ £ qui rendent la minimisation des fonctiodg,

,€
plus ai®e. Chacun de ces @&ies est en effet minimisabke 'aide d’une technique de type

moindres cags [Lju99]équivalente celles évelopgees pour les algorithmédPML et COPM:

g (OLr(t—1)

Ke(t) = ——2 : (5.126a)
O ToL =
Zfl Zfl
Lt(t) = )% (Lf(t —1)—Ls(t— 1)rizf+ E(t)Kf(t)> (5.126b)
1
PI(t)=PJ(t—1)+ <rizf+ £(O) =PI (t— 1)rizf+ E(t)) K (t). (5.126¢)
2 1
L'extraction des vecteun'é,+ etr! L+ ¢ estquant elle ealisse comme suit :
f1 %t

i =restgt,ng) +1 (5.127a)

r'zf?(t) =R, (1:ny,i)(1) (5.127b)

rizgf(t) = Rye(nc+1:nyfi)(t). (5.127c¢)

14Un choix de variable instrumental@nfiant ces conditions estésené §5.4.3.3.
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Remarque 5.6.L’algorithme CO VPMest analogué I'algorithme COPMdu paragraphe 5.4.2

si nous remplacons, toute chasgale par ailleursy! 2t & parr'+ etr'+§ parr' T
fy 21, %,

Algorithmes | VPMet El VPM La minimisation du crigre (5.123) eségalement &alisable
recursivement en congdant plus simplement I'expression de son minimum. Ce desféerit

de deux mardres diferentes selon la dimension de la variable instrumentaiséasi Afin de
mettre erévidence ces deux possib@gt, consiérons de nouveau la fonctionitt5.123). Cette
dernire sécrit alors :

Pr() =T ( (R0~ PEORy, ) (RE (0 -R]

: - E(t)Pf(t))) (5.128)
puisque, pour toute matrice [Bro91] :
X[ = Tr (XXT). (5.129)
Ainsi :
Jv (Ps(t)) = Tr (R 20 ()R] £(t) —Pf (t)Rzaf(t)R;

fa fa

£()

R, ¢(ORL.

fa f1

(0P () +PTORy; ¢ OR], ((OPY(1)) (5130

Or, pour toutes matrices et X réelles [Bro91] :
dTr(XTA)  aTr(ATX)

N = T =A (5.131)
dTr (XTAX) T
— o = (A+AT)X. (5.132)
Ainsi : 33 (P
M =—2R,+ (t)R (t) +2RZ+E( )R (t)Ps(t). (5.133)
P+ f1 fzz f1
Le minimum du criere (5.123) est donc atteint pdey vérifiant :
Pl (t)RZf+1 g(t) = sz+2 g(t). (5.134)

Deux cas doivent alorétre envisags selon le nombre d’instruments composant la variable

instrumentalef :
— Sing = nk, en supposant que la variable instrumentale soit suffisathcogélee au vec-

teurzf*1 de telle sorte QUR,; ¢ soit inversible :
1
P =Ry ¢(DR, (1), (5.135)
1
— Sing >ny, la matriceRZflE n'est plus ca&e. Son inversionétessite alors d'utiliser la
pseudo inverse de Moore Penrose [GV96] :

PI(t) = Ry E(t)sz+1 g(b). (5.136)

Deux algorithmes sont aloredelopges dans la suite de ce paragraphe pour estimer le pro-

pagateuPs.
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Algorithme | VPM  Si ng = nk, I'estimation deP est ealisable en appliquant le lemme
d’inversion matriciellea la solution (5.135) :

E(OL(t—1)
S W RS s G157%)
- % (L ~Lit- 1)z, (t)Kf(t)> (5.137b)
PT(t) =Pl (t—1)+ ( L0 —PTE-2)Z4,(1) Ke(). (5.137¢)

avecL¢(t) = (E{zfﬁ(t)fT(t)}) =R, lE( ). Cet algorithme sera norménh VPMdans la suite

de ce manuscrit. Saéthonstration e%quwalente‘a celle @velopgee pour I'algorithmerRPML
(cf. annexe A.5).

Algorithme EI VPM Lorsqueng > ny, l'utilisation du lemme d'inversion matricielle n’est
plus satisfaisante pour estimé&cursivement le propagateur puisque la matﬁggg est, par
construction, rectangulaire. Or, cette situation n’est f@ae en pratique puisque, la plupart du
temps, la variable instrumentale esalisea partir de versions retaeds des dorges d’entee-
sortie ce qui rend difficile de fixea priori ng = ny. De plus, dans l'ouvrage [SS89], il est
préci que la fi@lité de I'estinkée obtenue 'aide d’'une niéthode de type variable instrumen-
tale augmente avec le nombre d’instruments @sidl est donc particldrement inkressant
de cevelopper un algorithme capable de coasit une matriceRZ“ non carée. La solu-

tion dévelopgee dans ce paragraphe fait appeline technique particélie de minimisation
nommee nethode de la variable instrument&tendue [Fri84] (cf. §2.3.2). L'ajustement d’'une
telle methodea la solution (5.136) permet d’obtenir un nouvel algorithafestimation du pro-
pagateur, nom&El VPM dont les formules de misejour sont les suivantes :

01(t) = |Re e WE®) Z(,0)] (5.138a)
Alt) = _‘ET(AUE ®) )cﬂ (5.138D)
Wi (t) = :_Rz;rlf(t_l)f(t) Zfﬁ(t)} (5.138c)
K(t) = (A + W)Lt (t— D)W (t)  WIOL¢(t—1) (5.138d)
PI(t) =P (t—1)+ (9r(t) — P} (t — 1)W¢(t)) K (t) (5.138e)
Ry () = AR, g(t 1) +7, t)ET(t) (5.138f)
Ry ¢(t) = AR, gt ~1)+z (& (1) (5.138g)
Li(t) = 2 (Lt = 1)~ Ly(t— DWOK (D) (5.138h)
avecL ¢ (t) = (Fezf+1£(t)F§f+l (t)) _1. (5.138i)
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La demonstration de cet algorithme esépenke en annexe A.7. Les matrices uéks pour
I'initialiser peuventétre simplement choisie&galesa la matrice identé& ou comme des tronca-
tures de cette dergie.

5.4.3.2 Antlioration de la méthode de la variableétendue : I'algorithme El Vsqrt PM

Comme tout algorithme type moindres &snécursifs, une conditionétessaire de stabi-
lité nunerique est d'imposerq chaque &ration, que la matrice ; soit semi-@&finie positive
[Rot01]. En effet, lorsque cette matrice est mal condit@ra non @rification de cette pro-
priete peut conduir@ la divergence de I'algorithme. Or, de par sa formule de rigmur (cf.
equ. (5.138h)), cette condition ne péite assure. En effet, rame si la matricd ¢ est semi-
définie positivea l'instantt — 1, I'expression :

1

Lf(t)zp

(Lit=1 - Lt -1Wi () (AQ)
FWIOL (- DWi()  WIOLe(t-1)) (5.139)
ne respecte pas cette praéia 'instantt puisque :
A +WT ()L (t—1)We(t) =

~ET O 1-RL -DLi(t-DR,4 ((t-1) |E®) A+ETOR], (t-DL(t-1)z{ (1)
71, & 75, ¢ 7 & 1

4 +Zf+1T Ot (t_l)szﬁz(t_l)E(t) Zf+1T (t)L (t—1)2f+1 t)

(5.140)

pos&de deux valeurs propres de signe ofpds- R, ,(t — 1)L¢(t — 1)sz+£(t — 1) étant
1

z; &

une matrice semi&finie positive. Il est alors impossilble de garantir une l@ooonvergence
de El VPM(ou tout autre algorithme utilisant la technigbkeV classique [SS89]). La solution
propofe jusqu’ici reposait surévaluation de_; a partir de lequation (5.138h), de I'extrac-
tion de la partie triangulaire sépeure puis de I'utilisation de sa prop& de synétrie pour
compEkter sa mis& jour [Gus98]. Cette manipulation ne permet malheureusepand’assu-
rer la cefinie-positivie delL ;. La technigue @velopgee au sein de cette section assure gaant
elle cette propiét. Elle consiste plus pcigment en I'adaptation, au cas multivariable, d’'un
algorithme de mise@ jour de la néthode de la variable instrument&&endue prop@e par B.
Porat et B. Friedlander [PF89]. L&k sous-jacente est de calcuechaque #&ration, la racine
cariee del ¢, condition suffisanta@ la \erification de la éfinie positivie deL .

Supposons doncégormais que la matrides soit semi-@finie positivea l'instantt. Si A
étaitégalement semiéfinie positive, il serait possible &trireL ¢ (t) de la fagon suivante :

1

(-0 0 - Lo (VoL e- )]

(A2 20+ WL -0 (VoL e ) ) N

WIoLY2t— LT3t 1)) . (5.141)
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La misea jour des diferentsélements composant cette expression serait alors accessible
consicerant la matrice suivante :

1/2 T 24
Ti= " ¢ "’fi?/i(ft_(tl) 1)] (5.142)
puisque : T T
T - {A(t) + Lu:f(ta_)Ll | « f—(tl)wf(t) Wi ftf)(Lt f_<tl; 1>] (5.143)

contient les composantes tlg (t). Malheureusement\ (cf. equ. (5.138b)) n’est pas semi-
définie positive. Elle peut cependaitte Ecrite de la facon suivante :

T _ A
ETEW 0 ] [_01 (ﬂ UL \/EAT<t>£<t>
O N

A(t): _ A A
VET0En Ve 0w AT (5.144)
= A(t)JAT (1)
avecJ matrice de signature d& [GV96]. Ainsi, en posant :
_ Ty Y24
0 L¢Y2(t—1)
I'expression (5.143) est modifiable comme suit :
Ty |9 O TTi o [AO+WTOL(-)We(t) WHLe(t-1)
Tr(®) {o |anf<t)_[ L (-1 1) O] (5.146)

L’ étape suivante consiste doagnettrea jour la matriceT ; (t). En se eferanta [GV96], nous
savons qu'il existe une matridoty € R2*2 compoge de rotations hyperboliques telle que :

(Roty)J(Roty)" =J et ARoty triangulaire inérieure (5.147)
De méme, pour toute rotation de GiveRetg [GV96] :
(Rotg)l (Rotg)T =1. (5.148)

La méthode de mis& jour cevelopfee dans ce paragraphe et aéaptle [PF89] consista
associer ces deux types de rotations au sein d’'une uniquEceyaiomnée Rot, afin de les
appliguera la matriceT ¢ (t) de telle sorte que leurs actions cuies fournissent une matrice

triangulaire :
— Roty O | |(Lix O
Tf(t){ 0 Rots} = {Lm LZJ (5.149)

Rot
avecl 11 etL p» deux matrices triangulaires #rfieures de dimension respective 2 etny x ny.
Les relations liant ces matricascelles composarit; sont obtenues en calculant :

Ty o |TT0-

= J 0 =7, [Liz O[3 O7J[LI, L
T (t)Rot [o |nj Rot Tf(t)_[l_21 LZJ [o InXHO El- (5.150)
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Leségalies suivantes sont alorgnfiees :

A(t)IAT (1) + W (L () Wr(t) =L12IL ]y (5.151)
L(t—1)We(t) = L2l (5.152)
Li(t—1) = Lol Yy +Lool 2. (5.153)

A partir, de I'expression (5.152) :
Lor=L¢t—D)We(t)L7 34 (5.154)
Ainsi, avec (5.151), (5.154) et (5.138ekdjuation (5.153) devient :
LoolJp=L(t—1)—Latdlgy =Lt —1) —Ls(t—DWt()K¢(t) =A%L¢(t).  (5.155)

Donc: L
LY2(t) = Tle (5.156)

De plus :
-1 -1 _
Ke(t) = (L1dLy)  WIOLT(t—1) = (LydL]y) Ludlly=LifLY;  (5.157)

donc: .
Ki(t)=(Lail1f) - (5.158)

L'algorithme complet devient alors :

gt (t) = [szg f(OE) ] (5.159a)
T

At) = ¢ (t)f(t) ? ] (5.159b)

ﬁ ) VEWEW
Wi(t) = [Rzaz(t—l)f(t) 24, (1) (5.159)

Trouver la matrice de rotatioriRot telle que :
At) WTOLY*(t—1) _[tu o (5.159d)

0 L%/ (t—1) o= [L21 Lzz}

LT%(t) = %Lzz (5.159)
Ki(t) = (Lol 7d)" (5.159f)
PI(t) =P (t—1)+ (g(t) — P} (t— L)W+ (1)) K+ (t) (5.1599)

Ry: (1) =ARy: ¢(t—1)+2], ET(t) (5.159h)
Ry () =AR,; f(t—1)+z; & (1). (5.159i)

Il sera cesormais nommmEl Vsqrt PM Comme pecdemment, aucune contrainte n’est imgms
concernant l'initialisation. Utiliser des matrices proponnellesa l'identité ou construites
partir d’un bloc de cette derdiie peut toud faitétre envisag.
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Remarque 5.7.L’application de rotations hyperboliques au prebhe pecdent i@cessite de
verifier queA(t) + W] (t)L¢(t — 1)W¢(t) posde la néme signature quA(t), condition justi-
fiant sa &compositiorL 11JLL. Pour cela, considrons de nouveaudguation (5.140). En sup-
posant qua I'instant t— 1 la matriceL ; soit semi-@&finie positive/A(t) +WT (t)L ¢ (t — 1)W¢(t)
peut sécrire comme suit :

A +WT (DL (t— D)W (t) = [‘ba 2} (5.160)

ola=—&(t) (I —Claz(t ~DL1(OC; gt 1)) E(t),b=2 +£T(t)C;f+lz(t—l)Lf(t)z?l(t)

etc= z?j(t)z?1 (t) réels positifs. La @composition suivante est alors valide :

va 0 10 |vVAa
A +PTOLf(t— )W () = — [ } (5.161)
f ) ) () \_% C+b7a21 0 1 0 /C—be:
d h ~ g

SiL ¢ (t — 1) est semi-dfinie positive/A(t) +WT (t)L ¢ (t —1)W (t) a comme matrice signatude
L’application des rotations hyperboliques dans de bonmegltions est ainsi justiie [PF89].

5.4.3.3 Choix de la variable instrumentale

De nombreusestudes sur le choix de la variable instrumentaleatmtéealises dans divers
domaines ks au traitement du signal @i’automatique [WP67, Cai76, War77, SS83a, You84,
VS095]. Certaines se sont plus partienséiment focalises sur I'influence de la variable instru-
mentale en identification hors ligne des sous-espaces [A¥3497b, CV97, VWO97, Gus01].
C’est en particulier sur les travaux de Chou et Verhaegen [C\48€] s'articule la &flexion
dévelopgee dans ce paragraphe.

Upy(t—r) vpt—r)wy(t—r) y,(t—r) vy(t—r)
a7y (t) 0 0 0 0 0
vit) 0 0 0 0 0
wi (t) 0 0 0 0 0
Vi) v v'/0 v v 0
vi(t) 0 0 0 0 0

TAB. 5.4: Corglation entre les doraes d’entee-sortie futures et passs.

Puisque les dorees accessibles la mesure sont de nature temporelle, le moyen le plus
simple pour construire une variable instrumentale fiabtedagiliser des donaes d’entee-
sortie retarées [SVWW298]. Or, les seules variables access#lasnesure sont ety, donrees
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pouvant bierevidemmengtre bruiees. Il est doncé&cessaire @&tudier la corglation existant
entre les signaux pass et futurs meseas afin de se concentrer sur les dees riches en infor-
mation et @corgélées des perturbations. Pour cela, coasids les relations psengées dans le
tableau 5.4, 0r, f et p sont des entiers fes par I'utilisateur tels qué > ny, p > ny et tels
gue la longueur de carlation temporelle de la variable instrumentale soi€sigurea celle du
bruit. Analysons plus particirement le pire cas, savoir des bruits blancs enw etv.

Notre objectif est de trouver, parmi les d@as d’entee-sortie pages, celles qui peuvent
étre utilises comme instruments. Supposons dona djiristantt nous ayons a&s aux en-
sembles{tiy, v, |, {¥5,Wp,Vp |, {GJF,U}L} et {y?,wﬂv?}. Puisque nous Btudions que
I'identification des proedés en boucle ouverte, les bruits futurs et les @sgrfutures sont
indépendantes des bruits, e et sorties pass. Au contraire, les sorties futures soges
aux entees et sorties pa@ss mais sont non tributaires des bruits de mesure en sadiesp
V,, (t—r) puisque ces derniers sont supgeblancs. Un cas reste alarétudier : la @pendance
vis-a-vis du bruit en enéev ; (t —r). Deux situations soré consiérer [CVI7] :

— Si U est un bruit blanc de moyenne nulle, = {,,v,} peutétre utilie comme va-
riable instrumentale puisque celle-ci egtdrglée des perturbationsgsentes et futures
et suffisamment coetee aveqﬁ. Elle permettra ainsi de fournir une estimation consis-
tante du propagateur.

— Silin’est pas un bruit blanc, I&sultat pecedent n’est plusérifié siv # 0. Aucune solu-
tion propog€e dans la litrature n’esta notre connaissance, applicablaotre prok#me.
L'estimée obtenue dans ces conditions seemtlyuement asymptotiquement bigs

De cette simple analyse de cslation cecoule donc la conclusion suivante : choisir comme
variable instrumentale une version retegdles enées (meswes) du proeck est la solution qui
fonctionnera dans la plus grande majexies cas. Il est cependant fondamentaird’ conscient
a priori que les estirees obtenues dans le cas @ # 0 et Ui n'est pas un bruit blanc seront
inévitablement biaises.

5.4.4 Synthese

Les paragraphes @edents nous ont permis deggenter sept nouveaux algorithmes d’es-
timation de la matrice d’observab#ietendue du systnea moctliser. Ces techniques ont en
commun d’utiliser un oprateur lirgaire particulier : le propagateur. Elles se &iéncient ce-
pendant par un certain nombre de cagastiques propres, savoir :

— l'origine du vecteur d’observation utibs

— la forme du criére optimi€ ;

— les outils et rethodes empldys pour minimiser la fonction € correspondante.

Ces spgcificites sont regroges au sein du tableau 5.5. Leur analyse permet de mettre en
évidence trois familles de @thodes :

Famille 1 : I'algorithme RPML qui conduita des estirdes consistantes si et seulement si les
perturbations agissant sur le peae sont nulles :

Famille 2 : les algorithmefkRPM2 et COPMqui utilisent les matrices de covariance des obser-
vations estirges par les gthodedRPI PO (RPI PQ met RPI PQyr) ;

Famille 3 : les algorithme<O VPM | VPM EI VPMet El Vsqrt PmMQqui associent aux vecteurs
d’observation estitasa 'aide des techniqudROM(ROM met ROMir) une variable instru-
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mentale permettant d’&muer les effets des perturbations.

Nom Estimation de} Critere Outil ou algorithme de minimisation
2
RPML ROM EHZE —Piz, Moindres carés Ecursifs
2
RPM2 RPI PO Rﬁ z ~ PT RZ? Deux moindres caés Ecurisfs combiés
271 1|g
t _ ) 2
COPM RPI PO kzl)\"k r'zf+zzf+l(k) —P] (t)r'z?l(k) pouri € [1,ny] Moindres carés Ecursifs
t ) ) 2
CO VPM ROM ALK r'Zf+ Z(k) —P] (t)r'z? E<k) pouri € [1,ng] Variable instrumentalegcursive
K=1 2 1
2
T . . A .
| VPM ROM Rz?zf(t) — P (URz?lz(t) ] Variable instrumentaleécursive
2
. . . ! -
El VPM ROV sz‘zf(t) — Pt (t)sz*lf(t) ] Variable instrumentaleécursiveétendue
2
El Vsqrt PMl ROM sz. () - Pl (t)Rﬂ () Rotations hyperboliques et rotations de Givens
2 1 F

TAB. 5.5: Méthodes d’identificationacursives des sous-espaces utilisant le propa-
gateur.

Uneétude pratique et #orique des principales proptés de ces algorithmes doisbrmais
etre mege. C’est ce que nougalisons dans la suite de ce manuscrit.

5.4.5 Proprietés asymptotiques de la rathode du propagateur

L'objectif de cette section est degsenter les prerares analyses des pro@is asympto-
tiques des rathodes d’identificationécursives fonées sur le principe du propagateur. Cette
etude a la fois theorique et ex@rimentale, repose sur un examen coraphas algorithmes utili-
sant le propagateur et le projecteur. Ce choix se justifiegifaitique le criére du projecteur, en
tout pointéquivalent au crére de Yang, possle des propgites asymptotiques connues [Yan96]
et gu’il constitue de fait une garantie de bon comportement.

5.4.5.1 Equivalence des créresPT et PM

Le premier esultat mis erévidence dans cette section concergliivalence des cétes
PT etPM Ce dernier fait I'objet de la proposition suivante :

Proposition 5.2. Le critere du projecteur :

\7(I'I):IEHzf+—I'sz+H2 (5.162)

aVvec .
n= [IF?T] (In+PiPD) " [Ine Pf] (5.163)
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est une version pomgée du criere du propagateur :

2
J(Py) :EHzfg—lﬂz?l (5.164)

puisque :

= _ _ 2
V(PO =E | [lnt-n.—PF (Inc+PP]) " Pr — (In+PiPT) Py [2f, - PTz} ]|

(5.165)
De plus :

V(Ps)=Tr (sz+> —Tr <sz+ Fpﬂ (Ing+PsPT) " [In, Pf}). (5.166)

La preuve de cette proposition est déerti-dessous.

Preuve : Supposons que le sgsheétudé soit observable. Il existe alors une base telle que :

M= ['Fiﬂ . (5.167)

Puisquel ¢ € R, nyf > ny est de rang plein, une factorisation Q&luite [GV96] peut luétre
appligLee :

['F;ﬂ =QR (5.168)

avecQ € RV M et R € R, PuisqueR est inversible :

{'F;‘T} R1=Q. (5.169)
f
Comme@ est une matrice orthogonale :

Q'Q=R " (In+PtPI)R =1y, (5.170)

et ainsi:
(In,+PtP]) =RR. (5.171)
Ceséquations permettent d’exprimer le projectEli= 66T assoad au sous-espace d'observabhilit

comme une fonction du propagaté comme suit :

n= [lF??] (R'TR) *[In, Pf]. (5.172)

Ainsi, en utilisant la relation (5.171) :

1 _1
(|nx+PfP¥) (|nx+PfPI) P,

P (InX+PfP{)—1 P (lnX+PfP¥>_1Pf - 5173)

| _
n= [F;ﬂ (Inc+PrPT) " [In, Pi] =

Il est alors possible écrire le crikre :

\7(n)=EHzf+—nzf+H2 (5.174)
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comme une fonction du propagateRy :

_ -zﬂ_ (lnX—FPfP}—)il (lnX+PfP-]|c—)7le [zﬂz

V(PH)=E| |} -1 -1 it
Z1, PI<|nX+PfPI) P}-(Inx—i—PfP-][) P; | %%

(5.175)
-1 -1 2
z?l—(lnx%-PfPD zj (|nx+PfP¥) Pz},

-1 -1
2, P (lnX+PfPI) zj P} (lnx+PfPI) Pz,

-1 =
En appliquant le lemme d’inversion matricielle [GV96] am)&bl(lnx+PfPI> , le critereV (Py)

devient :
1 _1 2
_ Py (lnyf,nx+PIPf) PTzf — (|nx+PfP¥) Pzt
1 2
V(P =E + T+ T T Rty g T\ 1ot
zt,~ P12}, +PT [Pt (110, +PTPr) Pz, — (In+PiPT)  Przy,
76)
De plus,a partir du ésultat obtena I'aide du lemme d’inversion matricielle, il est facile dentrer
que :
-1 -1
Pt (Inyt—n, +PIPt) " = (In,+PsPf) " Px. (5.177)
Ainsi :
_1 2
_ | +PfPT) P; [PTZ+ —z+]
V(Pf)=E (1o PP LG
zi,~ Pz}, + P (In+PiPT) Py [PT2}, 7} (5.178)
-1 -1 2
:IEH (1010, = PT (I + PePT) Py — (In,+ PePT) Py [2f, — PTz ‘ .
Enfin, puisque : B
V() =Tr (R, ) ~Tr (R, M) (5.179)
etque:
Inx T -1
N=\pt (Ine+PsPY) " [Ine Ps], (5.180)
le critere du projecteur pe@étreécrit comme suit :
= | _
V(P =Tr(Ry ) ~Tr <sz+ {Fiﬂ (Ing +PtPT) " [In, Pf]>. (5.181)
<

La relation (5.165) indique que les @esPMet PT sont fortement coalés. D’un point de
vue pratique, Bquation (5.166) est cependant pluemessante. Elle permet en effet de quan-
tifier 'effet des perturbations sur le biais d’estimati@iest ce que nous mesurons au sein du
paragraphe suivant.

5.4.5.2 Methode du propagateur sans variable instrumentale : biais symptotique de
I'estimateur

Nous avons mondy, au sein du paragraphe 5.4.1.3, que la versidassique du propaga-
teur fournissait une estige asymptotiquement biéis en pesence de perturbations et c&nre
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au premier ordre (cf. equ. (5.99)). Ce n’est pas le cas dugimje puisque, au premier ordre,
et lorsque la matrice de covariance du bruit est proporgtiea l'identité :

Imeo (1) 2= Imeor (U, ) (5.182)
ou U, contient les vecteurs colonnes du sous-espace d’obskr&abi

Preuve : Par cfinition du projecteur :
IMcoi (M) = Mol (Us) (5.183)

ou U, contient lesy vecteurs propres dominants R§f+ :

— U s Vs
RZ+f [US b] |: 0 Ab:| |:VTb:| . (5184)

Lorsque les donges sont pertudes par un bruit blanc gaussien, cette matrice de covaridmifie :
R, =T+ Rl T + 02101 (5.185)

Appliguonsa la DVP deRZ? une analyse des perturbations [FV98]. En posant :

M¢ =T Re] (5.186)
AM¢ =%l (5.187)
et en notarl? : .
. 0][U
Mi=[U, U] {ﬁ ZJ bﬂ (5.188)

la decomposition en valeurs singéites deM ¢, la relation suivante esévifiee [FV98] :
IMcor (Us) = IMco (%+gbg;AM Uz, 1) . (5.189)

Ainsi, puisqueAM ¢ = g2, :

Imeol (M) 2 Imegr (U, + 02U, UTU 2. 1) . (5.190)
Or, comme :
ylu =0 (5.191)
=b=s

la relation (5.190) devient au premier ordre :

IMeor (M) = IMeo (%) . (5.192)

Cette derréreéquation montre que le projecteur n’est pas kiais premier ordre. <

Il est reanmoins irdressant de quantifier I'éltation des performances due au bruit en ap-
pliquant la version du propagateur sans variable instraahesur 'exemple suivant :

Z{(t)= H X(t) +nf(t) (5.193)

ol x etn{ sont deux bruits blancs iggpendants de variance respective tret
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FIG. 5.1: Histogrammes des ests deP en utilisantPMet PT.
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Une premére étude, fonée sur une simulation de Monte Carlo (586hantillons, 1000
itérations), esté&ali€e afin de comparer la distribution de I'estiePs obtenue par les deux
approches pour diirentes valeurs de?. Les histogrammes de la figure 5.1 montrent claire-
ment que, bien que 'erreur d’estimation du propagateunsanifeste et que celle-ci augmente
aveco?, les distributions obtenues avBd et PMsont proches. Sur cet exemple, les et
obtenues aveBT et PMpos&dent donc des proj@tes du second ordregs similaires.

La seconde analyse repose sur une quantification pksser de I'akration des perfor-
mances due au bruit. Nous mesurons I'impact du bruit sutifée P en calculant, pour trois

valeurs deg?, le crit‘ere\7(ﬁ>f) (cf. equ. (5.166)) normaléssachant que (cf. equ. (5.94)) :

A 2
pr—_=2 5.194
1402 (5.194)

Les esultats pesengs dans le tableau 5.6 montrent que la perte de performatrassez faible,

Variance du bruit? V(Pt) —V(Pr =2)
V(P =2)
0.01 0008
0.05 00392
0.1 0.0768

TAB. 5.6: Comparaison des fonctionsit@ptimales obtenues avec le projecteur et
le propagateur.

puisque, r@me en pesence de bruit, le sous-espace est@rpartir du propagateur correspond,
relativement la variance du bruify celui obtenu via le projecteur.

5.4.5.3 Consistance de la gthode du propagateur avec variable instrumentale

Bien que la nethode du propagateur sans variable instrumentale feermeessairement
une estinke asymptotiguement bi&is dePs, il est possible de &rifier que la version avec
variable instrumentale est consistante quel que soit Idon@ainstruments utiliss. En effet :

Proposition 5.3. Les algorithmes du propagateur avec variable instrumentanduisena des
estimees asymptotiquement non bégs deP; si et seulement si :

— le syskmeétudi est causal, asymptotiquement stable et observable;;

— l'entrée \erifie la condition d’excitation persistante (cf. 83.3.5) ;

— la variable instrumentalé (t) et le bruitn(s) sont cecorrélés pour toust et s.

Preuve : Consicerons le criére quadratique suivant :

2

BT
Raie ~PTRy g (5.195)

v (Br) = ‘

15Rappelons que la matridé ; est synétrique.
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La solution au sens des moindres éard’une telle fonction dd est donée par :
PI(t) = Ryi E(t)Rz‘éf (t) (5.196)

lorsquens =n,; ,
f1

PI(t) =R,

fa

& (t) R;

f1
lorsqueng > n,; . Deux cas sont aloms consierer.
1

-1
¢0 (R ORT, ) (5.197)

f1
— Lorsquens = N puisque :
1

zi,(t) =PI (H)Z{ (t) +n{ (1) — PE(t)n] (1), (5.198)

il est facile de erifier que :
1 t
(t 3 [Fio
-1
1 1
(t 7, (k >) (t zﬁ(k)ﬂk))
K=1 K=1

o[ Ey oo -PTomiw] €70) (5 2008 00 ;
tkz t Z fy )

. -1
)+, 0 = PF (O, (0] zT<k>) (tl kzlzft(kw(k))

—

—1 k=1
(5.199)

En supposant que la variable instrumentale seiotélee du bruin et que le signal d’enée
soit suffisamment riche pour QIEQEE soit inversible, I'estimation du propagateur est consis-
tante puisque :
PI(t) =P (1) (5.200)
— Lorsquen; > nzf+1, la relation (5.197) €crit :

1t . 1L, . T\ 1
(tk;zfl e (k)> <tk;zfl(k)£ (k)>

(5.201)

L'estimation du propagateur est alors consistante si laditions pecdentes sontérifiées.
<
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5.4.5.4 Proprietés du second ordre de la rathode du propagateur avec variable instru-
mentale

Le paragraphe piedent nous a permis de montrer que les versions du propagaec
variable instrumentale conduisentles estiraes asymptotiguement non bizés de?; (et donc
du sous-espace d’observald)it L'introduction d’'une variable instrumentale a doncmirde
rendre les algorithmelsVPMet EI VPMéquivalents (au premier ordre) auethodes fonées
sur le criere de Yang. Malheureusemengtlide des propgieés du second ordre des estima-
teurs baés surl VPMet El VPMn'est pas si aise, et, actuellement, 'unique caution que nous
puissions apporter repose sur une simulation de Monte (Rwlar. cela, nous congdons de
nouveau le sysime :

Z{ (t) = M X(t) +nf(t) (5.202)
ol n{ est cesormais obtena I'aide de léquation suivante :
nf(t+1)=0.5n7(t)+€ef(t) (5.203)

ol €] est un bruit blanc gaussien de variance 0.1. Le propagastweséng en utilisant les
algorithmesl VPMet | VPT. La variable instrumentale est une version é#trde la squence
X. Apres 1000 iérations de 20@chantillons chacune, les histogrammes des distributiess
estimees sont traes. Il est alor&vident (cf. fig. 5.2) que les deux approches santivalentes.

estimées IVPM  ¢%=0.1 estimées IVPT  ¢%=0.1

120

120

100 . : 1 100
80F o : 4 80

60 . 1 60

201 B 1 201

L I L I
1.6 18 2 2.2 2.4 2.6 16 1.8 2 22 2.4 2.6

FIG. 5.2: Histogrammes des estes deP; en utilisantl VPMet| VPT.

5.4.6 Complexieé numerique des algorithmes d’estimation de la matrice
d’observabilité

L'un des objectifs majeurs des techniquesursives d’identification est de pouvoir metire
jour le mockle du proéceé au cours de son utilisatioa,chaque fois que de nouvelles dées
sont meswres. Cette contrainteenessite donc que chaquerdtion des algorithmes propss
dure le moins de temps possible afigule applicable, en tempéel, sur des praxes rapides.
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Afin de s’assurer que lesathodes @velopgees jusqu’ici erifient cette condition, il est essen-
tiel de comparer les compleg# des algorithmes @gsenés au sein de ce manuscrit. Le praile
intéressons donc ici uniquement aux algorithmes d’estimaéoursive de la matrice d’obser-
vabilite. Nousetudierons plus j@ciment la complex@é cumuée de ces deudtapes au sein du
paragraphe 5.5.

Algorithme Complexié
COPAST 2(ny )%+ 3neny f 4-2n2 4-ny
COPASTd 2(ny )2 4 3ngny f 4y
CO VPAST ngny f + 3neny -+ 2n2 4 ny
CA VPASTd ngny £+ 3nkny £ +ny
Yanggrad 3nk(ny )2+ 2(ny f)?
El VPAST 2ngny -+ 2ngny -+ Sneny f 4 ng + 4n2 -+ 8ny
UDPAST 6nyny f +4nZ + 2ny
L VPT  |(nyf)3+ng(nyF)Z+2ng(ny F)2+ ngny f — 2neny f —ny f
COPM 2(ny )2+ 2nyny f 4 ny
Ca VPM ngny f +2nny £ +ny
RPMVR2 4nyny £+ 2ny
El VPM 2ngny f +4ngny £+ nyng +ng +8ny
El Vsqrt PM 2ngny -+ anany f -+ ng + 2nyg(ne+ 3)°

TAB. 5.7: Comparaison des complégtnungériques de plusieurs algorithmes d’es-
timation ecursive de la matrice d’observal#lit

La premere phase de cette analyse consastalculer le nombre de multiplications utéiss
par chaque algorithme d’estimatioecursive de la matrice d’observal#liexpog au sein de
ce manuscrif. Les esultats de ces calculs sonépengs dans le tableau 5.4.6. La prén
constatation quigsulte de cette comparaison est que la gamme des coréglesitassez large.
La plus faible est en effef (4nny f) (RPMR), la plusélevee & ((nyf)3) (I VPT). Une analyse
un peu plus approfondie permet de regrouper ces algoriteméeis familles :

— les algorithmes dont le @b nunérique est proportionneélny f : UDPAST et RPM2 ;

— les algorithmes dont le édnunerique est proportionnq‘zul(nyf)2 : COPAST, COPASTd,

CA VPAST, CA VPASTd, COPM CO VPM EI VPAST, EI VPM EI Vsqrt PMetYanggrad ;

— les algorithmes dont le @b nunérique est proportionncéul(nyf)3 -1 VPT.

Ce regroupement aéeessié de supposer que; = nyf. Ce choix se justifie en pratique
puisque :

16A titre de comparaison, lasdomposition en valeurs singates utili€e par I'algorithmedr di nary MOESP
demande environynZ f* multiplications et celle de I'algorithmel / PO MOESP ng prg 2.
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— en egle gererale, les instruments composant la variable instrumeis@ht des dorees
d’entrée ou de sortie retaggs dona; = nyp;

— par souci de simplicd, on choisit habituellememqt= f.

Une analyse simplifie de cesasultats indique que les algorithmes les plusressants d’'un
point de vue calculatoire sont ceux formant la premaifamille. Il est cependant important de
poncerer cette prengire conclusion puisque :

— les algorithme&JDPAST et RPMR utilisent la matrice des observatiormsz; ' dont I'es-
timation (cf. 85.3.2) demande un nombre de multiplicatisagerieura celle du vecteur
d’observation brué (cf. 85.3.1);

— les algorithme£d VPAST, CO VPASTd, CO VPM EI VPAST, El VPMet El Vsqrt PM
font au contraire directement appel au vecteur d’'obsematont le calcul demande un
colt nunerique plus faible.

Cette prengre analyse &cessite donc @tre compétee par unétude combige des deux

phases des algorithmes d’identification prasos

5.5 Complexit numerique des algorithmes d’identification
récursive : uneétude de cas

Bien que nous ayons cal@iles complexis tteoriques de toutes lesathodes prop@&es
pour estimer &cursivement le vecteur d’observation et la matrice d'ola®lite (cf. §85.3.3
et 5.4.6), 'analyse directe du regroupement de ces val@est pas une chose facile. Nous
proposons donc de les comparer sur un exemple de simulatiptes un systme monovariable
d’ordre 2 céfini comme suit [MLLO4] :

X(t+1) = [ 0 5] X(t) + [ﬂ G(t) + w(t) (5.204a)
§(t)=[1 2] x(t)+0.050(t) (5.204b)
u(t) =G(t) +ou(t) (5.204¢)
y(t) = yi(t) + ﬁ e(t). (5.204d)

L'entrée non bruike u'est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de varianicaren
contamirgée par un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de varlatdcéd.es bruits de
procece et de mesure et e sontégalement deux bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et
de variance (.

Trois études successives vdite ali€es afin de comparer les difentes techniques d’es-
timation expoées au sein de ce manuscrit. Il est essentiel deigegr que tous les algorithmes
utilisés ont fourni des estiees de la matrice d’observab@idu systme proches des vraies
valeurs.

La premiere partie de cetteétude concerne &tape d’estimation du vecteur d’observation.
Pour cela, prenons comme variable instrumentale :

ut—p)
¢ = : (5.205)
ut—1)
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et fixons les paragtres suivants :

N =1 (5.206)
~1 (5.207)
Ny = 2 (5.208)
—p=8. (5.209)

Les complexiés tfeoriques des algorithmes d’estimation des vecteurs dfeasen sont
présenées dans le tablehli5.8. Ces premiers chiffres indiquent que, sur cet exemple,

Algorithme| Complexié (nombre de muItipIication{s) Complegiadimensionge

ROM m 264 1
RPI PQ m 656 234

ROy 432 174
RPI POyr 1120 432

TAB. 5.8: Complexiés tleoriques et pratiques des algorithmes d’estimation du vec-
teur d’observation.

les algorithmes fonek sur la mise jour des factorisations QR des éatas d’identifica-
tionOr di nary MOESPetPl / PO MOESP nécessitent deux fois plus de multiplications
gue leurs homologues utilisant le lemme d’inversion meglie. Ceci se @rifie en pra-
tique (cf. tab. 5.8) puisque, en appliquant 100 fois de stete quatre algorithmes sur
2000 donkes d’entee-sortie, il faut environ deux fois moins de temps p@aliser cette
opération avedROM m(resp.RPI PQ m) qu’avecROMyr (resp.RPI PQyr).

La deuxiemeétape de cetteetude concerne la phase d’estimation de la matrice d’observabi-
lité. En appliquant de nouveau un tirage de Monte Carlo et ensaralgonjointement
les valeurs thoriques calcées et les complexas pratiques mesees (cf. tab. 5.9), nous
pouvons conclure que :

— les classements des algorithmes sont identiques enymatteen teorie bien que cer-
taines proportions ne soient pas respest;

— dans tous les cas, les algorithmes fesdur le propagateur sont plus rapides que leurs
homologues directes utilisaRAST ;

— larobustesse nusnique appo#ée patEl Vsqrt PMse paye aué&triment d’'un complexé
numérique bien sugrieurea El VPM

La derniere phase de cette analyseonsistea comparer les complegis nungriques de toutes
les techniquesécursives des sous-espacegésgnées dans ce rapport en cumulant le
nombre de multiplicationsatessairea chacune des de@tapes les composant. Par souci
d’homocgereiteé et afin de ne pas multiplier les combinaisons d’algorithnhaste decice
de n'utiliser que les ®thodedROMyr et RPI PQyr pour estimer le vecteur d’observation.
Ces techniques peuveatre en effet cons&tfees comme des algorithmes ddérence
[VD91, LV98, Lov98, LGV00, MLLO4].

Cette comparaison montre que :

17e calcul des complexés adimensiorées esté&ali$ en prenant commeéférence le plus petit €& nuneérique.
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Algorithme | Complexié theoriqug Complexé pratique adimensioge
COPAST 186 145
COPASTd 178 142

COPM 162 131
CA VPAST 122 119
CA VPASTd 114 115

Ca VPM 98 108

El VPAST 280 253

El VPM 232 223

El Vsqrt PM 700 7
UDPAST 116 117

RPM2 90 1

| VPT 1304 109

Yanggrad 512 711

TAB. 5.9: Comparaison des complédtpratiques et #oriques de plusieurs algo-
rithmes d’estimationécursive de la matrice d’observalslit

la combinaison la plus rapide €30 VPM+ROVyr ;

— alinverse, la plus lente estVPT+ROMyr ;

— al’exception de cette demiie combinaison, les algorithmes les plus rapides sonta&iux
utilisent le vecteur d’observation obtead’aide deROVr ;

— la phase d’estimation du vecteur d’observation est.egitergeréral, I'etape dominante

dans le calcul des comple&g nun&riques.

Remarque 5.8.La position relative de I'algorithm&l Vsqrt PM-ROWyr Vis-a-vis des autres al-
gorithmes est diffrente en pratique et enébrie. Cette particular#é est vraisemblablement due
a notre impémentation des rotations de Givens uéks parEl Vsqrt PM(appels de fonctions).

Cette prenm@reétude pratique indique que, d'un point de vuétocalculatoire, I'algorithme
le plus ineressant es2O VPMassode a ROM Ces diferentes ex@riences nous ont permis de
constater que, sur cet exemplegtidit possible d’atteindre de€fjuences d@chantillonnage de
I'ordre'® de &Hz Il faut cependant poursuivre cette analységmliant la consistante et la fia-
bilité des estir@es fournies par ces diifentes rathodes. Cet approfondissement séreetope
au sein du chapitre 6.

5.6 Estimation des matrices détat

L'estimation Eecursive d’une base de la matrice d’observabiliest pas une fin en soi. L'ob-
jectif des néthodesé&cursives des sous-espaces est en effet d’estimer en lignmepésentation
d’état du systme, i.e. de mettra jour,a chaque nouvelle acquisition, les matricestaf du
procce. Il est donc acessaire de proposer des algorithnéesirsifs d’estimation des matrices
d’état. Puisque les @athodes d’identificationécursive des sous-espaces pr@gssau sein de

18Cette valeur est bieévidemment relative aux capasstde I'ordinateur empld@y Pour notre part, nous avons
utilisé un Pentium IV 2.4GHz avec 512Mo de RAM.
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Algorithme Complexié theoriquq Complexé pratiqgue adimensioge
COPAST + RPI PQyr 1306 216
COPASTd + RPI PQyr 1298 215
COPM+ RPI PQyr 1282 213
CA VPAST + ROMiyr 554 106
CA VPASTd + ROVyr 546 105
CA VPM+ ROy 530 1
El VPAST + ROy 712 147
El VPM-+ ROMyr 644 138
El Vsqrt PM+ ROMyr 1132 307
UDPAST + RPI PQyr 1236 211
RPM + RPI PCyr 1210 208
| VPT 4 ROVir 1736 407
Yanggrad + RPI POyr 1632 392

TAB. 5.10: Comparaison des complé@stpratiques et #oriques de plusieurs algo-
rithmes d’estimationécursive des sous-espaces.

ce manuscrit (et dans la Etature) ne cherchent en aucun éasstimer le vecteur état du
syseme, les technigues permettant d’avoirexen ligne aux matricesé&tat du systme uti-
lisent exclusivement la matrice d’observal@léstinge et les donees d’entee-sortie mesées.
Deuxétapes corecutives sont ainsi@velopgees :

1. Comme dans le cas hors ligne, I'estimation des matAcesC est gali€e en utilisant la
propriete d’A-invariance dd ¢ :

C=r¢(1:n,) (5.210)

~ (el T ~|

A_{rf} Fi. (5.211)
2. La mised jour des matriceB etD est obtenu@ partir de I'erreur de simulation :

y(t) = tzl CAY" 1Bu(k) + Du(t) +n(t) (5.212)
k=0

qui peutétre facilement&critea I'aide de la egression ligaire suivante (cf. 83.3.4.2) :
y(t) = @' (t)n +n(t) (5.213)

ou :
') =[ei() @] =[u"M@ln —(SpuT(KCATRY]  (5.214)

vec(D)
n— {VedB)} _ (5.215)

Sachant de plus que [McK95] :
P =@l (t—1) (In,®A)+(uT(t-1)=C). (5.216)
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L'estimation du vecteur de paratnesn peut alor€tre galige en utilisant, par exemple,
un moindre cag recursif classique. L'application de laatihode de la variable instru-
mentale ecursive peutgalemengtre envisage puisque, toriguement, le bruit et le
regresseur sont asymptotiquemeatareles [Gus97a].

Cesétapes posgient respectivement des compléxitenﬁ’(nyfnf) et ﬁ(nﬁ(nx+ ny)3)
[Lovog].

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, de nouveaux algorithmes d’identificatemursive des sous-espaces ont
ete cevelopges. Ces derniers s&€domposent en troistapes corecutives :

1. lamisea jour du vecteur d’observati@gnchaque nouvelle acquisition de dées d’entee-
sortie ;

2. I'estimation d’'une base de la matrice d’observabiéih mettana jour recursivement un
opérateur lireaire particulier nom#mpropagateur ;

3. I'estimation des matrices &fat du systme.

Toutes ces techniques ont en commugti foneées sur I'adaptation, au pravhe d’'iden-
tification recursive, d’'une rethode particuére de traitement d’antennes : I&thode du propa-
gateur. Cet ajustement, combia I'introduction d’une variable instrumentale, permei\dter
d’utiliser une @composition en valeurs singétes pour 8parer le sous-espace bruit du sous-
espace signal dans un contexte stochastique. Deux 8gesttsont@&cessaires pour estimer de
mankgre consistante la matrice d’observaBbilitu systme :

— conndtre a priori I'ordre du syséme;;

— identifier un systme stable.

Ces derrgres sont en effet essentiellada construction des céites quadratiques, sans
contrainte et sans approximation u#spour estimer le propagateur. Ustede des prerares
propriétes asymptotiques de ces algorithmes a ngogtre la néthode du propagateur avec va-
riable instrumentalétait consistante si et seulement si :

— le sysemeétudi est causal, asymptotiquement stable et observable ;

— I'entrée \érifie la condition d’excitation persistante ;

— la variable instrumental&(t) et le bruitn(s) sont cecorglés pour tous ets.

Cette analyse @galement permis déveler, tout au moins sur un exemple, que les pé&iesi
du premier et du second ordre de |@&thnode du propagateur avec variable instrumentale sont
équivalentes celles des techniques utilisant I'approche de Yang. Uatysa compdre de la
complexi€ des algorithmes a finaleme# expoge. Cette derere cemontre que les athodes
utilisant le propagateur sont, dans leur glol&lplus rapides que leurs homologues utilisant
I'approximationPAST.

Bien que plusieurs exemples de simulation aiegjh € pesenés dans ce chapitre, il est
important de proposer au lecteur une analyse critique désrpences des techniques d’iden-
tification récursive fonées sur le propagatearla fois sur des exemples de simulation plus
complexes maiggalement sur des dodes eelles. Ce travail est expgdsu sein du chapitre
Suivant.
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Les études de complextrealigesa la fin du chapitre 5 (cf. 85.4.6 et 5.5) ont permis
de mettre en avant le faible @bcalculatoire des algorithmes faegl sur le propagateur. Ces
méthodes msententgalement des quadis tleoriques intressantes puisqu’elles reposent ex-
clusivement sur des céites quadratiques, sans contrainte et sans approximBiemaque ces
nombreux Bréfices les conduisent naturellemagtre considrées comme unegés bonne alter-
native aux technique£cursives de sous-espaces utilisant l&pgitle Yang et sesdvees (cf.
chapitre 4), il est fondamental dénfier que ces algorithmes fournissent des estisntout au
moins aussi fiables que celles obtenues en appliquantdédsoates d’identification employant
I'approximationPAST. Ce chapitre a pour objectif de mettre @ridence les performances des
techniques d’estimatiorecursive utilisant le propagateur. L'approche envesaggpose sur :

— uneétudea 'aide de donées simuées ;
— une analyse sur doéas eelles (systme necanique egélectronique).
Ces examens vont ainsi permettre :

— de comparer les algorithmes d’identificatiéAST et PM,;

— de caradriser I'influence des parastres de constructiam, A, f et p nécessairea toute
méthode d’identificationé&cursive des sous-espaces;

— de mettre evidence les capaéis de poursuite de ces techniques adaptatives.



140 Applications

6.1 Exemples de simulation

Consicerons le systme lirtaire, causal et invariant d’ordre 3 suivant

(0.8 —04 02 0 0 0.055
Xt+1)=|0 03 -05[x(t)+| 0 —06]d(t)+ |0.04]v(t) (6.1a)
|0 0 05 05 O 0.045
N 05 05 0 0.025
y(t) = 0 0o 1] x(t)+{o'03}w(t) (6.1b)
u(t) =0(t) +o(t) (6.1c)

ol i € R?*1 et§ € R?*1 sont les enges et sorties du sgshe sans bruit de mesuse e bruit
d’état du systme et{ v, v} les bruits de mesure en eéret en sortie du précé (cf. fig. 6.1).

w(t) v(t)

|

FIG. 6.1: Repésentation s@matique du sysmeétudi.

L'objectif de cette section consiséemettre erevidence les performances des algorithmes
fondés sur le propagateuré&digres par I'acronymé®Mdans la suite de ce chapitre) en appli-
guant ces derniegsl’exemple de simulationé&trit pecedemment. Plusieurs situations vétre
successivement exan@es :

— la premereétape se compose d'ugtude compdae des techniquéMet des néthodes

d’identification reposant sur I'approximati®d?AST (cf. §4.3) ;

— la deuxeme phase dedtude a pour objet I'analyse de l'influence des partnes de

constructionf, p, ny etA sur la fiabili€ des estirges des algorithmedaV;

— un examen des capaestde poursuite des techniquelgl est finalement propésen les

appliquanta trois versions lentement variantes du @dic(6.1).

6.1.1 Etude d’un systme invariant. Comparaison des algorithmes

Afin de valider les capa@s des algorithmeRM il est recessaire de les confronted’autres
techniquesé&cursives des sous-espaces. érgles propd=es dans la lirature montrent que
les ©sultats les plus iBtessants oréte obtenus, jusga’ aujourd’hui,a I'aide des réthodes
utilisant I'approchePAST [Lov98, Gus99, LPV01, ONVV01, OK02]. Il semble donc essehti
de comparer les estimes produites par ces deux classes d’algorithmes d’idetidn €cursive.

1Ce syskme @été initialement propdspar H. Oku [OK99]. Il est complé par un bruit de mesure en egw.
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6.1.1.1 Donmes d’entiee-sortie et paranetres

Consicerons donc le sy&tne (6.1) tel que :

— I'entrée non bruie, le bruit d'étatw et le bruit de mesure en sortesoient des bruits

blancs gaussiens de moyenne nulle et de variance unitaire ;

— le bruit de mesure en e v soit un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de va-

riance égalea 0.1.

Ces perturbations sont relativement faibles puisqu’el@sespondend un rapport signal
sur bruit de 46B. Les signaux d’enére choisis permettent quaateux de s’assurer que la
condition d’excitation persistante [Lju99] ainsi que lestraintes écrites dans le paragraphe
5.4.3.3 pour la construction de la variable instrumentaierg \erifiees. Supposons de plus que
nous ayons aésa priori a 'ordre du systmé. Trois parar@tres doivent alorétre choisis :

— lindice p;

— l'indice f ;

— le facteur d’oublir.

Les indicesp et f doivent \erifier la condition suivante :

p>ngetf >ny (6.2)

pour assurer, par exemple, que réﬁg) > ny. Ces indices ne doivent cependant pag trop
elewes afin de ne pas excessivement augmenter le temps de calaglpNserons donc :

p=f=8 (6.3)

les conditions pFedentestant ainsi erifiees. Le facteur d’oubli est quaatlui choisi pour
oublier la phase initiale d’estimatidrpuis conserver au maximum les informations acquises
sur le proéce. Rappelons en effet que le Sisteétude est stationnaire. Un facteur d’oubli tout
a fait adapt a ce type de probmatique est (cf. §2.3.1.1) :

A(t) :min{)\o)\ (t—1)+1—/\0,)\fina|}. (6.4)
Nous posons alors :
Ao=0.99 (6.5)
A(0)=0.99 (6.6)
Afinal = 0.9995 (6.7)

La valeur finale est alors atteinte apr300 iérations. Une fois ces paratnes fixes, il est
nécessaire de choisir une variable instrumentale. Comme lfamosis vu dans le paragraphe
5.4.3.3, électionner comme instruments des éa# bruiées pas=es :

u(t—p)
§= : (6.8)
ut—1)

se eweleétre un choix toud fait appropt a notre prol#me d’estimation.

2Remarquez que les bruitsadat et de sortie sont filis par des matrices dont les composantes sont 10 fois plus
faibles que celles des autres matrices. Par souci d’hénéit§, puisque le bruit de mesure en éetest applige
directement, il estécessaire de fixer la variance deéx 0.1.

3Une analyse exgrimentale de l'influence d’une surestimation et d’une sestgnation de ce paratre sera
expoge dans la suite de ce paragraphe.

4Les matrices détat initiales seront choisies totalement au hasard.
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6.1.1.2 Analyse comparative

Les nethodes d’identificationécursive des sous-espaces sont co@esle deux grandes
etapes (cf. 85.2) :

— I'estimation Ecursive du vecteur d’observation ;

— la misea jour de la matrice d’observabait
Bien que ces deux phases soient intimemeggd;j il est irtressant d@tudier I'influence de
chacune d’entre-elles. Une analyg&paée de ces deugtapes d’estimation est donc propes
au sein des deux paragraphes suivants.

Algorithmes de misea jour du vecteur d’observation Nous avons vu, tout au long de
ce manuscrit, qu'il existait un grand nombre déthodes &cursives des sous-espaces et que
les combinaisons destapes« misea jour du vecteur d’observation/ « estimation de la ma-
trice d’'observabilié » étaient tes nombreuses. La pregné phase de cetégude consiste donc

a comparer la fiabilé des estirees du vecteur d’observation obtenues par maigeur des
déecompositions QR des semmas d’identificatiorOr di nary MOESP et Pl / PO MOESP (cf.
85.3.1.2 et 5.3.2.23 celles produites en utilisant le lemme d’inversion madtie (cf. 85.3.1.1

et 5.3.2.1). Puisqu'il est difficile de comparer directeines vecteurs d’observation ests)
I'orientation choisie consista utiliser, dans chaque cas, un algorithme d’estimatioraded-
trice d’observabilié commura ROVyr et ROM m(resp.RPI PQyr et RPI PQ m) puis de comparer

le résultat final, i.e. le magle de proéck estingé. Consi@rons donc successivement les couples
El VPM+ROWYr, EI VPMFROM m RPM2+RPI PQyr et RPM2+RPI PQ met comparons les deux
deux (cf. fig. 6.2 et 6.3). Par souci d’hon@@ité, les matrices initiales, dont les composantes
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FIG. 6.2: Comparison des algorithmBEM met ROViyr .

sont calcubes au hasard I'aide la fonctionr andn de Matlab sous la contrainte d’avoir un
mockle détat initial stable, sont communes aux paiEy/PM-ROVyr et EI VPM+ROM m(resp.
RPM2+RPI PQyr et RPMR2+RPI PQ ). Les €sultats sont illusés dans chaque cad’aide des
tracés suivants :
— les ples estingsa partir de la matrice état du moéle;
— l'angle entre la matrice d’observabdithéorique et la matrice d’observabéitonstruite
a partir des matrice& et C estinees.
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Le premier enseignement que nous pouvons tirer de ces figstegue les quatre tech-
nigues d’estimation analges produisent des estes fiables du vecteur d’observation puisque
les les calcugs par les quatre couples d’algorithmes convergent vexslears tieoriques. I
est cependant itessant de constater que les esésiobtenues en appliquant les algorithmes
fondés sur la mis& jour des écompositions QR des samas d’identificatiorOr di nary et
Pl / PO MOESP sont Egerement plus rapidess converger que celles caléels en utilisant le
lemme d’inversion. Ceci est particaliement flagrant sur les te des angles entre matrices
d’observabilie. 1l faut en effet, en moyenne, 8@ahantillons pour que les angles obtenus avec
ROM m et RPI PQ m prennent de valeursquivalentesx celles estireesa I'aide des réthodes
ROWr et RPI PQyr. Ce Eesultat aéte confirne a I'aide d’un tirage de Monte Carlo (100 paires
de donmees d’entee-sortie de 5008chantillons chacune coggsa 100 initialisations &atoires
des matrices @&tat). Sur cet exemple de simulation, les techniquesanililes rotations de Gi-
vens conduisent donc plus rapidemantles estiraes fiables du vecteur d’observation. Cette
caracéristigue, assoéea une robustesse n@mque émontée, laissend penser que les algo-
rithmesROMyr et RPI PQyr sonta privilegier malge un cait calculatoire sugrieur (cf. 85.3.3).
Dans la suite de cettetude comparative, cesatihodes seront donc exclusivement ap#ieg
pour estimer le vecteur d’observation. Il est en effetessaire @tudier la vitesse de conver-

gence des techniques d’estimati@tursive de la matrice d’observal®litOr, pouréviter de
cumuler les temps de convergence des deapes d'identification, il est essentiel d'utiliser les
algorithmes de misa jour du vecteur d’observation les plus rapides.

Algorithmes d’estimation récursive de la matrice d’observabilie Cette seconde phase
d’étude concerneétape d’estimation de la matrice d’observabilit'objectif de cette analyse
réside dans la comparaison des performances des algoritboesifs utilisant I'approximation
PAST et le propagateur. Cing cas vdtte ainsi successivement Coress :

— une analyse compae des algorithmesl VPAST, El VPMet El Vsqrt PM,;

— une comparaison desatodedJDPAST et RPM2 ;

— uneétude des techniqu&OPAST et COPM;

— un examen des algorithm€8l VPAST etCO VPM,

— une confrontation des&hodesCOPASTd et COPM
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Ce classement estgitimé par le fait que, dans chaque cas, 'architecture des #igues
propo®s est commune aux deux approches exaesn
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FIG. 6.4: Comparaison des algorithmiglsVPAST, El VPMetEl Vsqrt PM

Consicerons donc, dans un premier temps, les technigu®®AST, El VPMetEl Vsqrt PM
et tracons respectivement legolutions, au cours de l&cursion, desgles calcugésa partir de
la matrice détat du moéle esting et des angles entre matrice d’observabilieorique et ma-
trices d’observabilé estinges (cf. fig. 6.4). Le premier constat est que les traééshmdes sont
capables de maiser efficacement la dynamique du ®ee dans un contexte braipuisque
les Ples estingds convergent vers ledles du proéce identifé. Il estégalement manifeste de
noter que les courbes de la figure 6.4 sont pratiguement gogeeis. Un zoom sur les 120
premierséchantillons des angles entre matrices d’observaht. fig. 6.5) indiquent cepen-
dant quelques diffrences dans la phase initiale d’estimation. Ces constasatenforcent les
remarques faites dans les chapitres 4 et 5 ainsi quésedtats obtenus dan£tude de cas du
paragraphe 5.4.5.4 :

— Les premeéres ierations des algorithmes exploitant I'approximatAST conduisent
un sous-espace défent de celui qui serait obtenu en utilisant la fonctiottawiginelle
de Yang. La matrice d'observabditestinge est par comsgjuent distincte de la matrice
théorique. Cette diffrence s’estompe au cours de éaursion puisque les esti®s ob-
tenues ave®&l VPAST rejoignent celles fournies pd&l VPM et El Vsqrt PMapres 200
itérations.

— Les techniques for@ks sur le crire de Yang (ou une approximation de ce dernier) uti-
lisant une variable instrumentale et cellesé®ssur le propagateur assoegalement
a une variable instrumentale pesent des propetes du premier et du second ordre
équivalentes.

Ces Esultats sont confirgs par I'analyse compae des rathodesUDPAST et RPMR (cf.
fig. 6.6), COPAST et COPM(cf. fig. 6.7) etCO VPAST et CO VPM(cf. fig. 6.8). Pour chaque
coupleétudi, les courbes @Vvolution des ples et angles principaux sont en eff@étgtrapide-
ment superpa@es. Quelques d#fences apparaisseréganmoins dans la phase d'initialisation.
En moyenne, il faut 7@chantillons pour que I'angle principal entre la matriceldervabilie
théorique et les matrices d’observaldlgstinéesa I'aide des techniques foads sur I'approxi-
mation PAST rejoignent les valeurs des angles principaux célealpartir des moglesPM
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La dernereétape de cettetude a pour objectif d’analyser les performances desitigoes
utilisant la technique deé&lation. Afin de ne pas multiplier les combinaisons dettndesa
comparer, nous ne congisbns que les algorithm&@PMet COPASTd. Des Esultatequivalents
sont obtenus ave€CO VPMet CO VPASTd. Au vu des courbes de la figure 6.9, il est flagrant
gue les algorithmes utilisant la technique @dlation sont bien plus lengsconverger que leurs
homologues n’employant pas cet artifice néattatique. Cette cardaistique les rend ainsi plus
difficilement utilisables sur des predes dont la dynamique peétoluer relativement rapide-
ment.
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Conclusion

Cetteétude comparative a permis de mettregience que :

— les algorithmeséacursifs d’estimation du vecteur d’observation féeadur la mis& jour
des @compositions QR des samasOr di nary etPl / PO MOESP produisent plus ra-
pidement des estiaes fiables de ce vecteur que ceux employant le lemme d’iawers
matricielle ;

— les methodes utilisant la technique défthtion posedent une dynamique de convergence
lente qui les rend difficilement applicables sur dese&ysts variants.

— tous les algorithmeBMconduisent plus rapidement aux esties des ples treoriques du
syseéme que leurs homologues faslsur I'approximatiofPAST ;

Cette derniére constatation est d’autant plus@réssante que leséatihodesPM pos&dent
un cdlt calculatoire &gerement inérieur aux techniqueBAST (cf. 85.5). Or, cette complext
numeérigue est fortementée aux paragtres de constructiof, p et ny. Il est donc important
d’analyser l'influence de ces derniers sur la fiabities estirdes afin de s’assurer, par exemple,
gu’il n’est pas recessaire de les fwaluer pour obtenir un metk de proécé consistant. Cette
étude est&alie dans le paragraphe suivant.

6.1.1.3 Influence des paramtres de construction

Les nmethodes d’identificationécursive @velopges dans le chapitre Segendent d’un cer-
tain nombre de paragtres :

— l'ordre du systme;

— lesindicesf et p;

— le facteur d’oubliA.

Bien que quelques algorithmes et certains principes &iemiropogs pour estimer I'ordre
du syséme et choisir les indicelset p en identification hors ligne des sous-espaces (cf. §3.3.5),
aucune egle et aucune technigue d’estimation n’et&cevelopgges dans le cagcursif. Seules
guelgues contraintes sont mises en avant :

f>ncetp>ny. (6.9)

Il semble donc important @prouver la fiabilié des algorithmes d’estimatid®Maux choix des
paranetres de constructiony, f, p et A. Cette analyse est plusgm€ment gali€e sur un
exemple de simulation.

Influence de l'ordre Le parangtre le plus importand determiner pour la construction des
technique$®Mest I'ordre du systme. Puisque ceséthodes n’estiment nullement lements
propres du proeck, il est impossible de calculer I'ordre du sste au cours de l&cursiona
I'aide d’algorithmes classiques d’estimatidd C, SVC...). Il est donc primordial d’examiner
le comportement de ces techniques d’identificatiecursive lors d’une faible sous-estimation
ou surestimation de l'ordre du sgshe. Considrons donc de nouveau I'exemple de simula-
tion (6.1) et testons les algorithmes VPM RPM2, CO VPMet COPMsur ce dernier en posant
successivemenmt, = 2 puisny = 4. Afin d’examiner la fiabilié des modles identifes, tragcons,
dans chaque casglolution des ples estings ainsi que I'angle entre la matrice d’observadilit
théorique d’ordre 3 et les matrices d’observabitifordre 2 et d’ordre 4 estiges.
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Dans le cas d’'une faible sous-estimation de 'ordre, leshride la figure 6.10 indiquent
gue les quatre algorithmésudis estiment des metks moyens d’ordre 2 relativement stables.
Leur comportement est proche de celui du&yst recheralpuisque les angles entre la matrice
d’observabilie theorique d’ordre 3 et les matrices d’observabibstingées d’ordre 2 re@sengs
figure 6.11 sont rapidemengs proches deéro.

Dans le cas d'une faible surestimatiam & 4), la figure 6.13 &wele que les rathodes
recursives analyes produisent des melés d’ordre 4 ayardigalement un comportement proche
de celui du systme d’ordre 3. Il est important de noter que, pour chaquesteottois des ples
estimes sont voisins dees tteoriques. Les @thodes consitées se diffrencient cependant
par le fait que :

— les algorithmeg&l VPMet RPMR estiment un ple suppémentaire pogsiant une variance

importante ;

— les algorithme€0 VPMet COPMproduisent un mogle ayant un ple multiple.

Des constatations analogues @t# reali€es lors d’une surestimation plus cégeente
(ordre 6). Les 4, 5° et 6 poles des mogles d’ordre 6 sont soit de variance importarfie\(PM
et RPMR), soit confondus avec les trois autrédgs calcués CO VPMet COPM). Ces constats
conduisent penser gu'il serait possible de retrouver |6kep tleoriques du sysmea partir de
mockles surdimensior@s estings par les rethodePM

Influence du facteur d’oubli  Le facteur d’oubli est un paragtre qui permet de poider les
dernkires informations acquises relativement aux connaissanreuées depuis le@but de la
procedure d’identification. Ce dernier egtggralement utilié pour tenir compte des probables
evolutions du processus. Avant de cagaiser sondle lorsqu’un systme variant est consiee,

il est interessant d’analyser son influence sur I'estimation duateode proéce lorsque le
processus identifier esta dynamique invariante. Congitbns donc de nouveau le Syste
stationnaire (6.1) et estimons le n&de de processus I'aide des algorithmeBl VPM RPM2,
CA VPMet COPMen fixant successivement, toute chésgle par ailleurs) fina = 0.9995 et
Afinal = 0.995.

Il est ai€ de constater (cf. fig. 6.14 et 6.15) que les meilleésultats sont obtenus pour
Atinal = 0.9995. La variance degfes estings est en effet bien plus faible que lorsduga =
0.995. Ce constat peut se justifier par le fait que, plus le fact&wbli est faible, plus I'algo-
rithme consi@re devient sensible aux variations du bruit agissant suideege. Cette propéte
a éte cemontée dans le paragraphe 2.3.1.1 pour I&shudes des moindres casrecursifs. I
semble eretre de r@me pour les techniquéd VPM RPM2, CO VPMet COPM L'introduction
d’une variable instrumentale ne permet donc pas d’anmitutalement I'effet des perturbations.
Elle permet cependant de fournir des e&tm asymptotiquement non bizés. Ce n’aurait bien
evidemment paét le cas si nous avions empkydans un contexte aussi bayjites moindres
cares ecursifs. Cette analyse indique de plus que les éstintalclides par les algorithmes
fondés sur une approchéguentielle CO VPMet COPM pos&dent une dynamique de varia-
tion differente de celles obtenu&$aide de leurs homologues utilisant directement les icegr
de covariancé?; et R, ¢. La variance des estiges produites pafO VPMet COPMest en ef-
fet plus lente que celle des techniqugsVPM et RPM2. Ceci peut s’expliquer par la nature
sequentielle des algorithmea30 VPM et COPM Cette derrére conduita un effet de moyen-
nage temporel des estimations se traduisant par une vanaoiois rapide des estéas. Il sera
intéressant d@tudier I'influence de ce moyennage temporel sur uresystvariant.
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Influence des paranetresf et p Le choix des paragtresf et p est un prokl#me Ecurrent en
identification des sous-espaces. Bagles dans le cas nagcursif [Chi97, Bau03a] (cf. 83.3.5)
ont permis de fixer quelques contraintes sans pour autanedde solutions universelles. Or, en
identification Ecursive des sous-espaces, ces indices intervienneribisleanent au niveau de
la complexié nunerique des algorithmes d’estimation (cf. 85.3.3 et 5.41l&kt donc important
de \erifier si l'utilisation de paramtresf et p éleves angliorent la consistance des esties.
Deux cas sont ainsi con&eks : f = p=8 et f = p= 20. Les [ples des moeles calcuds
par EIl VPM RPM2, CO VPMet COPMdans ces deux situations sont alors ésacf. fig. 6.16
et 6.17). Ces courbes indiquent que laésatuation des paragtresf et p n‘apportent aucune
anelioration de la fiabilié des estirees. Un constaquivalent estaali lorsque la valeur finale
du facteur d’oubli est choisiegalea 0.995. Il ne semble donc pas @ressant, pour cet exemple
de simulation, de fixer des indicdéset p trop €lewes.
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FIG. 6.16: Ples estindsa I'aide des algorithmesl VPM RPM2, CO VPMet COPM
f=p=8.

Conclusion

Cette analyse de l'influence des pagmas de constructioreali€ea l'aide d’'un systme
simule indique que :
— les algorithme®Msont capables de produire, lors d’'une faible sous-estimatil suresti-
mation de I'ordre, des maies stables ayant un comportement proche de celui dersgst
a identifier ;
— dans le cas d’'une surestimation de I'ordre, parmi I'enderdés ples calcugs, les ples
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réels du systme sont relativement bien esés;
— un facteur d’oubli faible augmente grandement la seritgldles nethodesécursives vis-

a-vis des perturbations;;

— la suévaluation des paragtres de constructioi et p ne conduit en aucun cas un

mockle plus fiable.

Bien gu’encourageantes, ces conclusions doiegalementtre valickes sur des doges
non stationnaires. Etude de sysimes de simulation variants est propesians le paragraphe

suivant.

6.1.2 Etude d’un systme variant

Les algorithmes d’identificatiorecursive sont souvent empky pour fournir des mades
capables de suivre lgsvolutions de la dynamique du p&ek a identifier. La derrire étape
de cetteetude sur donees simudes consiste don&a comparer les gthodesEl VPM RPM2,
COPMet CO VPMsur des processus variants. Deux typé&vdlution vontétre successivement

consiceres :

— une variation lente defes du systme ;

— un saut de la valeur de I'un de8lps du proéece.

SUne éflexion sur la étermination de critres de &lection de ces dles pourraitdtre engage pour tenter
d’estimer I'ordre du sygtimea partir des moeles surdimensior@s produits par les algorithmest
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Trois matrices Btat vont ainsétre envisages :
t—3333
0.8+0. 15% ~0.4 0.2
exp( t— 3333) 1
Avar, = 0 0.3-0.5— 887/~ -05 (6.10)
exp( 1) 3333
0 0 05+0. 2—‘“‘;(“X G )
et
t
0.8 0328 seer) 1 04 02
Avar, = 0 03— 0528 ster) 1 05 (6.12)
0 0 05+0. 2eX";(Xp( L — r)-t
dans le cas d’'une variation lente ;
(0.8 —04 02]
Ava,— 4 L0 9 O] (6.12)
R 08 —04 027 '
O 045 _0.5 pOUI’t Z tchange
(L O 0 05 |

dans le cas d’une variation brutale. La particutade la matricé\y,, réside dans le fait que les
valeurs des deux plus grandslgs se croisent durant I'eggence. Une analyse des capesit
de poursuite des algorithmé®viva ainsi pouvoirétre mege. Uneétude de l'influence des
paranetresA, f etpdans le cas de I'identification de sgstes variants seéggalement prop@e.

6.1.2.1 Casl:A=Ava

La premere phase de cet&tude consistaétudier le comportement des algorithnigd/PM
RPM2, COPM et CO VPM lorsque le systme évolue lentement. Trois paratnes peuvena
priori agir sur les capa@s de poursuite des techniques d’identificatiecursive consierées :
le facteur d’oublid et les indiced et p. Ces derniers fixent en effet la f&tne temporelle utilise
pour estimera chaque #&ration, les matrices état du systme.

Influence du facteur d’oubli Consicerons donc le systne de simulation (6.1) pour lequel
A = Ayar,. Le nombre déchantillons utili& pour I'exgerience vaut 10000. Les variations des
parangtres du systme apparaissent &w 33332chantillons. Cette convention permet d’avoir
un mockle de proécké stable avant que ce dern&rolue. Trois facteurs d’oubli sont alors en-
Visaes :Afinal = 0.9995,A¢inar = 0.995 etAfina = 0.99. Ces choix conduisent respectivement
aux estinges des figures 6.18, 6.19 et 6.20.

— D’un point de vue greral, ces courbes mettent émidence le compromis capacié de
poursuite / sensibil@ aux perturbations relatif au choix du facteur d’oubli. L'analyse
combiree des figures 6.18 et 6.19 indiquent en effet qu'il éstassaire de diminuer le
facteur d’oubli pouiétre capable de suivre lésolutions des fles du proéce. La figure
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6.20 pon@érent cette constatation en montrant qu’une baisse tropriamte de la valeur
de ce facteur conduit les algorithmeidiesa devenir relativement sensibles aux bruits
agissant sur le pré@ck. Il est donc acessaire de choisir un facteur d’oubli plus faible
que dans le cas invariant pour que le mlgdsoit susceptible de reproduire au mieux la
dynamique du sysmeévolutif sans pour autant le diminuer trop fortement afinlqe
soit pas trop affeé par les perturbations. Un tel ajustement @bie €ali€ a priori, en
fonction des connaissances acquises sur legpioc

— D’un point de vue plus fifique, il esta noter que le comportement des algorithmes
CO VPMet COPMdiffere BEgerement de celui des techniquelsVPMet RPMR. La dyna-
mique des estiges calcidesa partir de ces deraies est en effeeberement plus chao-
tique que celle desgbes cetermirésa I'aide deCO VPMet COPM Elle estégalement
plus rapide puisque, pour unéme facteur d’oubli (ici ®995), les angles principaux ob-
tenus ave&l VPMet RPM2 tendent plus rapidement versrp qu’avedCO VPMet COPM
(cf. fig. 6.21). Ces propeits sont probablement dues, comme dans le cas invariant, au
carackre £quentiel des algorithmedd VPMet COPM Cette sgcificite les rend moins
sensibles aux effets des perturbations. LethndeCOPM semble plus particudrement
produire les meilleures estaas des ples du systme. Cette technique serait danpri-
vilégier lorsque les variations du pi&xe sont lentes.

Influence des paranetres f et p Il a éte consta# au sein du paragraphe 6.1.1.3 qu'une
surevaluation des indicek et p n’améliorait aucunement I'estimation du melé de proéde. Il
est important de &rifier s’il en est de i@me pour les systnes variants. Pour cela, comparons,
pour Asinal = 0.995, les ples calcugs par les algorithmesl VPM RPM2, CO VPM et COPM
lorsquef = p = 8 puis lorsquef = p = 20.

Les courbes des figures 6.22 et 6.23 montrent qu’une suisation des paraatresf et p
ne modifie nullement la fiabikt des estir@es. Lintroduction d’indices de constructiéeves
semble donc n’apporter aucun avantage. Au contraire, aggede conduisena un accrois-
sement du cit calculatoire des algorithmes d’identification. Choisasdndices relativement
faibles \erifiant les contrainte$ > ny et p > ny s’avere donctre une solution raisonnable.

Remarque 6.1.Les algorithmes d’identificatiorécursive sont de plus en plus utdspour la
surveillance et le diagnostic [Ger98, DBD1]. Uneétude écente en identification hors ligne
des sous-espaces a mantjue I'utilisation des angles principaux entre matricestiervabilie
pouvait conduire la detection de certainesfiaillances [DD02, De 02]. Il est alors iBtessant
d’adapter ces esultats en identificatiorecursive des sous-espaces. L'angle principal entre la
matrice d’observabilié du moeéle identife stable et celle du metk évolutif permet en effet,
comme l'indique la figure 6.24, de fournir un bon indicatetéwblution et, par extrapolation,
de cefaillance.

6.1.2.2 Cas2:A=Ava,

Les algorithmes d’identificatiorécursive analyss au sein de ce manuscrit s’'inspirent de
techniques évelopgees originellement en traitement d’antennes. Lorsqueea®dedes sont uti-
lisees pour dtecter les directions d’arée, il est important qu’elles soient capables égaser
des sources se croisant au cours de Bgignce. En identification, un praishe similaire peut
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étre rencong lorsque, par exemple, les valeurs dékep du systme se chevauchent, ne serait-
ce que ponctuellement. Utude du comportement degthodesl VPM RPM2, CO VPMet
COPMsous ce type de contraintes est pragodans ce paragraphe. Le gyse (6.1) est modi
de telle sorte que les deux plus granddeg du proécé valent tous deux.82 aux alentours
du 6506 échantillon. Les ples estinesa I'aide de chaque algorithmeéaursif sont pesenés
figure 6.25. Celle-ci indigue clairement que les techniqt@sVPMet COPMsont plusa meme
de gerer ce type de situation. Il est cependant important de gotene fois le chevauchement
pasg, les néthode®tudies ont tendanceconsi@rer que le ple est toujours double et ce, pen-
dant pes de 100@chantillons. Ces courbes mettent ainségidence les limites des capdst
d’oubli des algorithme®M CO VPMpermet toutefois, sur cet exemple, deatter I'instant de
croisement.

6.1.2.3 Cas3:A=Avay

Bien que certaines hypatkes Bcessairea la construction des algorithmes d’identification
recursive ne soient plusvifiées lorsque leévolutions subies par le syshea identifier sont
brutales, il est important d’analyser le comportement debrtique€! VPM RPM2, CO VPM
et COPM lorsque I'un des ples du systme crdt, par exemple, de.Q5 unié en une priode
d’eéchantillonnage. Les courbes de la figure 6.26 indiquent poer A = 0.995, les quatre
méthodes sont capables détecter le changement rapide de valeur du secahel gu pro-
cessus. Comme @edemment les algorithmé& VPMet COPMréagissent difremment des
technique€l VPMet RPMR. La vitesse de convergence de ces dags, mise evidence sur
le trace des angles principaux de la figure 6.27, se payesaintent d’une variance plus forte.
La méthode fournissant dans cette situation la meilleure esitim d’un point de vue justesse
estCOPM |l est possible d’adaérer la vitesse de convergence de cette éeergn diminuant le
facteur d’oublia 099 tout en conservant une certaine qéadies estirdes (cf. fig. 6.28).
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6.1.3 Conclusion

Cetteétude sur sysime simud a eu pour objectif d’illustrer les performances des algo-
rithmesPMsur des donees stationnaires et non stationnaires. Une comparaisomdetles
estines par les rathodesPAST et PMainsi qu’un examen de l'influence des pagdras de
constructiom, f, p etny ontéte propogs. Les enseignements de cet analyse sont les suivants :

— les algorithme$Mfournissent des mades aussi fiables que lesthodes fonédes sur
'approximationPAST ;

— la vitesse de convergence des techniqRidest Egerement sugrieurea celle des algo-
rithmesPAST pour un cdit nurrérique plus faible ;

— les algorithme®Msont capables de produire des ralas stables ayant un comportement
proche de celui du sy&stea identifier lors d’une faible sous-estimation ou surestioma
de l'ordre;

— le facteur d’oubli joue undle fondamental dans la capa@cde poursuite et la sensibdit
aux perturbations desé@thodes&cursives des sous-espaces;

— les pararatres de constructioh et p sont peu influents sur la consistance des astsn

— les methodesPMsont capables de fournir des nebelsa paranetresevolutifs pour suivre
des systmes lentement variants.

Il nous semble @dsormais primordial d’analyser le comportement de ces eltas/tech-
niques d’identification&cursive sur des doees eelles. Unectude du comportement des al-
gorithmesPMa I'aide des mesures acquises sur deux maquettes dedprest donc grsenge
dans la section suivante.

6.2 Etude de sysemes gels

Les nmethodesPM dévelopees dans cette ése ont mon& des possibilds ineressantes
sur le systme simug precedent. Nous proposons de coseglr cet examen en appliquant ces
algorithmes sur les doges des systnes suivants :

— une maquette de transmission flexible ésgntative de nombreux péses nécaniques;

— un circuitélectronique de type passe bas ayant la petgde pouvoir changer dégime,

contiriment ou par saug I'aide d’'une tension de commande variable.

Ces systmes vont ainsi permettre de mettre @ndence les performances ainsi que les
limites des techniqueBMsur des donees éelles.

6.2.1 Etude d'un systme de transmission flexible

Le syséme de transmission flexibktudé est constité de trois poulies redes par deux
courroies nétalliques comportant chacune deux ressorts €aystdu Laboratoire d’Automa-
tique et ProédesLAP de Caen [Ton0Q] (cf. fig. 6.29). La preéme poulie est commagd par
un moteura courant continu asservi en position et en vitesse par ungldtmcale. La position
de la poulie 3 est meseea 'aide d’'un potentioratre. Ce sygtme a un comportement oscilla-
toire et posade deux mode£sonants [LLM97, MCO0O0]. Son principal et reside dans le fait
gue cette maquette est répentative des sysnes stablea comportement oscillatoire ou pen-
dulaire, systmes souvent rencoBs en nécanique (grue par exemple). Lagsience d’enée
appliquee sur ce praae est unedquence binaire pseud@atoire (SBPA) de longueur 255. Les
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FIG. 6.29: Un exemple de sy@he de transmission flexible.

donrees d’entee-sortie utilige$ pour l'identification sont psenges figure 6.30. Lagiode
d’eéchantillonnage est feea 0.05s.

02h I A Fnm —

L L L L L _. I I I I I
0 50 100 150 200 250 [ 50 100 150 200 250
Echantillons Echantillons

FIG. 6.30: Donmees d’entee-sortie du sysme flexible.

La premere partie de Btude consisté& comparer les estiées obtenues en utilisant les
méthodes d’identificationécursiveEl VPM RPM2, COPMet CO VPM Comme pecedemment,
il est necessaire de fixer un certain nombre de pa&taes pour effectuer I'identification.
— L'ordre du systme esta priori connu puisque, par simple melgation physique (cf.
annexe B), le processus cormigl posede deux modes oscillants. vaut donc 4.
— Lanalyse du systme de simulation de la section 6.1 a ménfue les indices et p
devaienttre choisiségerement sugrieuremenény. Nous posong = p = 8.
— Le facteur d’oubli est ici utilié pour oublier le plus rapidement possible les informations
liées aux matrices @tat initiales construites au hasard. Il est donc choisimersuit :

Alt)= min{)\o)\ (t—l)—f—l—/\o,Afinm}. (6.13)

6Les algorithmesécursifs sont appligees aux dories d'un fichier. Il ne s’agit pas d’une identification en
temps eel ealie simultaBmenta I'acquisition.
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avec :
Ao = 0.99 (6.14)
A(0) = 0.99 (6.15)
Afinal = 0.999 (6.16)

— Lavariable instrumentale est quanelle une version retaee des enées du proede :

u(t—p)
&= : =U,. (6.17)
ut—1)
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FIG. 6.31: Ples estings par les algorithmes VPM RPM2, COPMet CO VPM

Une fois ces paragtres choisis, comparohkes estinées des ples calcuksa 'aide des al-
gorithmesEl VPM RPM2, COPMet CO VPM Puisque le sysime nécanique consité possde
deux les complexes conju@s, il est ecessaire de repsenter spaément le€volutions des
parties eelles et parties imaginaires dedgs estingés afin de mettre eevidence la dynamique
de convergence desathodesttudies. Les courbes de la figure 6.31 indiquent que @dssp
estimés par les techniques anadgs convergent tous vers les deugmes ples complexes
conjuges. La fiabilie de ces estiges ainsi que leur sensibdia l'initialisation sont confirraes
a l'aide d’'un tirage de Monte Carlo (100 initialisation®atoires). La dispersion de$lps
déetermiresa I'aide des algorithmelsl VPM RPM2, COPMet CO VPMest en effet relativement
faible (cf. fig. 6.32). Il esegalemené noter que la convergence deéthmode<€l VPMet RPM2
est bien plus rapide que celle @PMet CO VPMpuisque les estiges obtenues avéd VPM
etRPMR atteignent B+ 0.55j et —0.1+0.98j en 70 pas dchantillonnage alors qu’il faut plus
de 150éechantillons pour qu€OPMet CO VPMatteignent ces @mes valeurs. Cette pregne
analyse comp&e montre donc que, sur ce ®sie nécanique, les techniqués VPMet RPM2
sonta privilégier.

“Comme nous l'avons pcig dans le paragraphe 6.1, le vecteur d’observation estéatifaide des algo-
rithmesROWyr et RPI PQyr .
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FIG. 6.32: Ples estings par les algorithmds VPM RPM2, COPMet CO VPM

Bien que toutes les techniquescursives analyges fournissent des estséquivalentes,
cette prengreétude ne permet pas d'affirmer que lésultats obtenus soient exacts. Afin de
valider ces estimations, il est essentiel de comparer leefeadicué a I'aide de ces algorithmes
recursifs aux moeles estirds par d’autres gthodes d’identification plus classiques. Notre
choix s’est plus particulirement po#é sur la néthode ecursive d’erreur de pdictiorf RPEM
[Lju99] et la technique des sous-espaces hors IMOESP. Il nous semble en effet iatessant
de confronter les algorithmegaursifs des sous-espacesine néthode adaptative classique
ainsi qu’aux techniques hors ligne d’estimation dont ilagdirent. Par souci d’homéggéite,
puisque la variable instrumentale utiiespar les algorithmegcursifs des sous-espaces est une
version retarde des donees d’entee, la versiorMOESP choisie estPl MOESP. Le moctle
estineé est alors calcéla l'aide des fonctions de la fte a outils SMI 10 de B. Haverkamp et
M. Verhaegen [HV97]. La fonctiom pemde la Toolbox Identification de Matlab est quaad
elle appligee pour estimer un metke ©cursif SISO. Enfin, afin de ne pas multiplier les com-
paraisons, il est choisi de n’utiliser qu’un seul algorithracursif des sous-espaces. En raison
des Esultats mis eevidence par I'analyse comgiar des techniques VPM RPM2, COPM et
CA VPM précedente, nous ne congicbrons, dans la suite de ce paragraphe, quetthade
RPMR.

Il est important, dans un premier temps, de s’assurer dafagse desites estinésa l'aide
des nethodes &cursives d’identificatiofPM Cette \erification peugtre facilement&ali€e en
comparant les @es cetermirés respectivement p&PM2 et Pl MOESP. La figure 6.33 in-
dique que les ples estindsa partir deRPM2 apees tirage de Monte Carlo soatjuivalents de

8RPEM: Recursive Prediction Error Method.
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ceux fournis paPl MOESP. Les algorithmes d’identificatiorecursiveetudiés semblent donc
produire des mogles consistants etets peu sensiblaslinitialisation des matrices état.

-0.2

-0.41

—0.61

-0.81

-1 L L L L I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG. 6.33: Comparaison deles estings par les algorithmeRPM2 (*) et PI
MOESP (0J).

Notre objectifetant de é@velopper des algorithmeéaursifs ayant une vitesse de conver-
gence relativement rapide, il est important, dans un égogitemps, de comparer la dynamique
d’évolution des ples des mogles estires palRPM2 et RPEM La figure 6.34 pesente respec-
tivement les variations temporelles des part&slles et imaginaires de ce8les. Ces courbes
revelent que, sur ce syshe nécanique, la vitesse de convergence de l'algoritiRiAbR est
tres proche de celle de lagathodeRPEM

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
= = RPEM = = RPEM
1 N - = RPM2 — RPM2

Partie réelle des poles estimés
Partie imaginaire des poles estimés

I I I I I I I I _ I I I I I I I I I I
60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Echantillons Echantillons

FIG. 6.34: Ples estings par les algorithmePM2 et RPEM

Une facon simple de conforter ces préngis conclusions consisadracer sur un @me dia-
gramme les@ponses &quentielles des metesRPEM RPM2 et Pl MOESP. Ce tra@ permet
en effet de comparer les trois nids sur toute la bande deefuences utile du syshe. La
figure 6.35 indique que leurgponses fquentielles sont similaires pour quasiment toutes les
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pulsations calc@es. Ces courbes permettent ainsi de conclure que lelmesting par I'algo-
rithme ecursifRPMR est relativemenitfiable pour presque toutes legfuences accessibles.

Amplitude

107
— RPM2
- - RPEM
L PiMOESP

10" 10°

-200

-400

Phase (deg)

=600 [{ — RPM2
- - RPEM
.+ PIMOESP

-800 - L
10 10
Frequence (rad/s)

FIG. 6.35: Comparaison degponses fquentielles des metkes estirgs paiRPM2,
RPEMet Pl MCOESP.

Une dernére technique de validation qu'il est @messant de proposer consiateomparer
la sortie Eelle du proéde aux sorties simeéks des mazglesRPM2, RPEMet Pl MOESP. Cette
comparaison est psenée sur la figure 6.36. Bien que les courbes d’erredryy, indiquent
gue le moéle RPMR connat plus de difficulesa reproduire la sortiegelle du systme que les
mocklesRPEMet Pl MOESP, il est ineressant de noter que le pourcentage de correspondance

défini par :
100*(1— Ml > (6.18)

Iy — & Steay®) ||
est relativemengleve'® pour RPMR puisque ce dernier vaut 82%.

Remarque 6.2.11 esta noter que les@sidus de la figure 6.36 psentent, dans les trois cas, un
carackre non stationnaire &s margeé. Ces sauts de variance sont vraisemblablemenadas
présence de non learites dans le systeétudi.

Conclusion

Cette premeéreétude sur sysime éel a permis de mettre @vidence que :

— les algorithme®Msont capables de fournir un mgld consistant du sy&tne nécanique
consiceré avec une certaine reproductil@lit

— les nethodes ba=®s sur des algorithmeéauentiels sont plus lengsconverger que les
autres techniques;

— lalgorithme ecursifRPM2 conduita des modles presque aussi performants que ceux
obtenusa l'aide de techniques hors ligne des sous-espaces et cayrmeait calculatoire

bien plus faible.

9... aux mo@lesRPM2 etPl  MOESP.
101 vaut 90% pour le modlePl MOESP et 92% pour le moéle RPEM
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6.2.2 Etude d'un systtmeélectronique

Le syseme consiére (cf. fig. 6.37) est un circuilectronique passe bas du second ordre
de type Sallen Key [Bil97] dont la dynamique est comnt&ad I'aide d’'une tension continue
0 — 10V. Cette propite constitue le principal igtét de ce montage. En choisissant correcte-
ment les composants passifs de ce circuit, il est en effadilplesde faireevoluer, de mawre
continue, le comportement du sgste d’'un €gime agriodiquea un €gime pseudogriodique.
Les mles de la fonction de transfert passe alors camtient de ples €elsa pdles complexes
conjugles.

Cq

| |

[

Ry R
— 1 L +
C3—— -
Ve Vi Vo |f Vs
777 777 J77 777 777

FiG. 6.37: Circuitélectronique du second ordre

La tension commandant cetéxolution intervient au niveau du filtréR,,Cs}. La tech-
nique utilie pour ealiser cette commande consiatassocier au filtréR,,C3} un multliplieur
ADG633. Le sci@maélectronique de ce circuit estgseng sur la figure 6.38. La relation liant les
tension/s etVe du circuit 6.38 scrit alors :

1
Va(p) = mvl(p) (6.19)
[1]%2 V-H8l—+Vce
EC ‘ R2
[2]%2 W7
AD633
—3[11 Z (6]
Vi ’—@ Yo V—{5}—Vcc CSZZ \Z
e Veralsra

FIG. 6.38: Filtre passe bas commé&neh tension

La constante de temps du filtre passe {ffas C3} peut ainsiétre commange viaE.. Bien que,
théoriquement, nous puissions avoir @s& cette constante et, par extrapolation, aux valBgrs
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et Cs, I'introduction du circuit AD633 au sein du filtre de Salleey)Kmodifie grandement ces
proprietes. Il devient alors impossible de calcuéepriori les valeurs thoriques de la pulsation
propre et du facteur d’amortissement du circuit coesdIl est toutefois toujours possible de
modifier la dynamique d’un circuit du second ordre de raenicontinuex I'aide de la tension
de commandé&..

Avant de tenter d’identifier ce circuilectronique, il est important d’en coritra certaines
caraceéristiques pour correctemegtablir la proédure d’acquisition des doaas d’entee-sortie.
Une facon simple d’obtenir, par exemple, le tempsé&fmonse du sysie, consista tracer les
reponses indicielles du predé pour diferentes valeurs dg;. Ces derrgres sont grsenges fi-
gure 6.39. Nous pouvons ainsi constater que leesysétudie peut pesenter indiffremment un
comportement griodique ou pseudogpiodique. Le tableau 6.1 regroupe les tempsag@nse
a 95% du circuitélectronique consite pourE; variant de 1a 10/ par pas de BV (note
déesormaidk. € [1:0.5:10). Ces valeurs permettront de fixer la dardes paliers de l&gquence
d’excitation.

Tension de commandg; (V) [Temps de gponsea 95% (ms)
1 115
1.5 7.6
2 55
2.5 4.3
3 35
3.5 3
4 25
4.5 2.2
5 32
5.5 31
6 32
6.5 31
7 31
7.5 3
8 29
8.5 2.8
9 2.7
9.5 2.6
10 26

TAB. 6.1: Temps degponsex 95% du circuiélectronique pouk; € [1:0.5: 10

La premere phase deétude consista étudier le comportement des algorithnigsvPM
RPM2, COPM et CA VPMsur des donges stationnaires. Nous excitons pour cela leesyet
electroniquea I'aide d’une g&quence binaire pseudaatoire d’amplitude unitaire dont la caer
maximale de palier est choisiyale au temps dé&ponsex 95% du proece pour la tension de
commande consétée. La griode déchantillonnage empl@ge (enémission et en acquisition)
vaut Q000. 1l s’agit de la plus petite valeur que nous puissions obtavec la carte d’acqui-
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FIG. 6.39: Reponses
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sition utilisée. Les paragtres des algorithmes d’identificatiogcursive sont les suivants :

ny =2 (6.20)
f=p=8 (6.21)
A(t) =min {AoA (t—1)+1— )\o,Afina|} avecAp = A(0) = 0.99 etAing = 0.999 (6.22)
= Up . (6.23)

Puisqu’il nous est malheureusement impossible de dtmersapriori les valeurs thoriques des
pbles du circuit, nous proposons pagtdiment d’identifier ce sydie, poulE; € [1:0.25: 10,
a l'aide d’'une néthode noné&cursive afin d’obtenir un ensemble de rated eferents. Comme
dans le cas du sy&te de transmission flexible, lz&thode choisie efi MOESP. Les moales
utilisés sont des mades moyens obtenus &gsrun tirage de Monte Carlo (tirageatoire des
initialisations et des couples de d@as d’entee-sortie).

L'expérience ealie pour s'assurer de la fiabditles algorithmekl VPM RPM2, COPMet
CA VPMconsistea :

1. exciter le sysimeélectroniquea I'aide d’'une SBPA et enregistrer sgponse pouk; €
[1:0.25:10;

2. appliquer chacun de ces 37 enregistrements 100 fois les quatrethigesétudiés avec
initialisation akatoire ;

3. reporter sur un Bgme graphique la gamme des valeurs prises par les patibss (resp.
imaginaires) desdqles estings pour chaque tensidh consiceree ;

4. comparer seschelles de valeurs audles des moeles Eferents estiras palPl  MOESP.

Les courbes ainsi obtenues sorggenges figure 6.40. Elles indiquent que :
— les quatre techniques gsentent une sensibditrelativea l'initialisation de I'ordre de
0.03;
— la methodeCOPMpos®de une varianc@&terement plugleee pour les partiegelles des
poles les plus faibles correspondari. < 2.5;

— les ples obtenua I'aide de I'algorithméd®l  MOESP sont inclus dans les valeurs esties

parEl VPM RPM2, COPMet CO VPM

Ces premiersasultats montrent que les algorithmes coad sont fiables puisqu’ils sont
capables de produire des estigrproches de la valeurébrique probable avec une bonne repro-
ductibilité.

Cette analyse doit cependdrte compdtee par uné€tude de leurégime transitoire. Il esten
effet important de proposer de€thodes pouvant fournir, en petedhantillons, un bon maie
de pro@&ck. La figure 6.41 grsente Evolution, au cours de l@cursion, des partiegelles des
poles estings par les techniquded VPM RPM2, COPMet CO VPM Ces courbes montrent que
les nethodes les plus rapid@sconverger sorfEl VPMet RPMR2. Ceci est particuirement fla-
grant pour des valeurs d& faible puisqu’il faut, pourE; = 1V, 1800&chantillons pour que
El VPMet RPMR atteignent (7 alors que 5000 et 1150@iations sont@cessaires pour que les
poles estinds parCO VPMet COPMégalent cette valeur. Ce constat est vraisemblablement la
congqguence du caraate £quentiel des algorithme30 VPMet COPM Cette diference s’es-
tompe lorsque la tension de commande augmente. Un tel ibBo@W les rend, sur ce sgste,
inexploitables pour des doaas non stationnaires. lls seront ddwarés pour la deuxime
phase de I'analyse.
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La dernereétape de cettetude exprimentale a pour objectif de mettre evidence les ca-
paciés de poursuite des algorithnelsVPMet RPM2 ainsi que leurs limites lorsque ceux-ci sont
employés sur des doraes non stationnaires. Lamgration de ces der@ies est&alie en appli-
quant aux borne§X;, X2} du multiplieur AD633 (cf. fig. 6.38) des tensions sinigades d’am-
plitude variant entre 1 et 10et de feéquence respectived@®Hz, 0.1Hzet 05Hz Ces fequences
d’évolution ontété choisies en fonction deésultats obtenus sur les d@®s stationnaires. Les
experiences @aliges pecedemment ont en effet moetque les deux athode<tudiees four-
nissaient, pour une initialisationéstoire, des estiaes fiables desgtes du systme en moins
de Q4s (2000échantillons). Les d@es dévolutions proposes (resp. 10, 5 eslpour balayer
I'ensemble de la gamme des tensions de commande appliGabl@®&de peuvent donétre
consicerees comme relativement rapides. Comme dans le cas statioriaaension d’enére du
circuitélectronigue est une SBPA dont la @arde palier maximum est éra 14ns Cette valeur
permet ainsi de s’assurer que la bande passante censysoit correctement exeé quel que
soit la tensiork; appligiee. Les donees d’entee-sortie pour une tension de commaggdele
frequence BHz sont repesenges figure 6.42. La courbe de tension de sortie illustresstant
les variations deégime subies par le circulectronique. La valeur finale du facteur d’oubli,
désormaiggalea 0995, est modifie pour permettre de suivre ces changements. Les techniques
El VPMet RPM2 sont ensuite appligeesa ces mesures. Les figures 6.43, 6.44 et 6.845qntent
les variations des partiegelles des les estingés par ces deux @hodes pouFsj, = 0.05Hz,
Fsin = 0.1Hz et Fsj, = 0.5Hz Ces courbes indiquent que les techniques cérsés sont ca-
pables de suivre, dans une certaine mesure, des variatipites de dynamique. Le ti@ades
evolutions des partiegelles des ples estings suivent en effet assez bien les caastiques
mises erevidence durant &tude des dorées stationnaires (cf. fig. 6.40) puisque :

— pourE¢ € [1:2.5], les ples calcugs sontéels et varient au sein des gamn@82 : 0.95)
et[0.67:082;

— pourE; > 2.5, les les estines sont complexes conjugsi etévoluent dans la gamme
(0.77:082.

Il est cependant important de noter que cetteeeigmce souligne certaines de leurs limites.
Les figures 6.43, 6.44 et 6.45 montrent en effet que les atgoesEl VPMetRPM2 connaissent
plus de difficules a estimer correctement ledje reel de faible valeur que son sgtnique.
L'estimation de ce ple est en effet bien plus sujette aux perturbations que ppo®. Cette
difference est acceréta avec la quence de la tension de commande. La figure 6.45 met par-
ticulierement bien cette diffic@étenévidence. La courbe @volution du [dle réel de faible
valeur y est en effet &is chaotique tandis que celle de son stique est tou fait accep-
table. Elle indiqueegalement que cet incoamient est plus pronogour la techniqu&l VPM
Nous ne sommes malheureusement pas capables de justifigragmtportement. Aucune de
nosétudes sur la relation entre la variable instrumentalesgtdies du systmea identifier n'a
pour l'instant abouti. La difficult est d’autant plus cogs qu'il n'est pas rare que ces algo-
rithmes fournissent des estms fiables de systesa pdles proches deéro! Nous pouvons
seulement remarquer que cesdgement n’est pas uniquement propre audtihhodesPM Des
courbes similaires sont obtenues lorsque les technigueRPAST et UDAPST sont appligées
a ces nemes donees (cf. fig. 6.46, 6.47 et 6.48). |l en &galement de @me avec des tech-
nigues d’'identificationé&cursive plus classiques telles qrlREM Les courbes des figures 6.49,
6.50 et 6.48 &welent effectivement que cet algorithme adaptatif estig@igement le ple de
plus petite partie@elle. Bien que moins bres, les valeurs cal@gs semblerd priori en-
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tachees d’erreur puisque la syatrie mise erevidence sur les figuresgunédentes dispaita Ces
constatations relativisent ainsi les diffi@dtrenconges par les gthodesPM
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FIG. 6.42: Donmees d’entee-sortie du circuiélectroniqueFsj, = 0.5Hz

Conclusion

Le probEme de l'identification d’'un masgle de filtre passe basé&é consi@rée au sein de
cette section. Le principal iatét de ce montageéside dans le fait que sa dynamique peut
etre facilement modiéiea I'aide d’une tension continue. Plusieuegimes de fonctionnement
ont ainsi puétre étudies. L'examen de ce syshea I'aide de donaes stationnaires a moatr
gue les algorithmeBMproduisaient des madkes tes proches de ceux obtenus en utilisant des
méthodes hors lignes des sous-espaces. L'analyse dédproariant a permis de mettre en
evidence certaines limitations de€thodes d’identificationacursive des sous-espaces.
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6.3 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de mettre &ridence les capaéi ainsi que les limitations
des algorithme®Mlorsque ces derniers sont applpa des donaes éelles et simes. Bien
gue non exhaustive, cetbtude a permis de faire ressortir certaines de leurs @#épra savoir
guelles:

— fournissent des madkes aussi fiables que les techniques emploPAST ;

— présentent une vitesse de convergerecerement plus rapide que leurs homologues uti-

lisant des versions approxéas du crigre de Yang pour un & nunerique plus faible ;

— sont capables de produire des raled stables ayant un comportement proche de celui du

systmea identifier lors d’une faible sous-estimation ou surestiomede I'ordre ;

— ne demandent pas de choisir des indices de construcgbp trop élewes;;

— gqu’elles sont capables, la plupart du temps, de suivreedelsitions lentes de précés

lorsque le facteur d’oubli est correctement choisi.

L'analyse Eali®e sur des doraes éelles aégalement monér que ces m@thodes condui-
saienta des modles dont les performances sont similaizeselles d’algorithme hors ligne tel
quePl MOESP. Elle aégalement @voilé certaines limites communes auktmodes d’identi-
fication ecursive des sous-espaces.



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Le developpement de nouvellesthodes d’identificationecursive des sysimes exploitant
I'approche des sous-espaces constitue la principale atiativde cette thse. La é@marche sui-
vie pour justifier ce travail a&bu€ par une synése bibliographique des principaux algorithmes
recursifs classiques foid sur les moindres c@s. Cette analyse a permis de faire ressortir les
limites de cette classe d’identification. Elle a plug@gment mong& que celles-ci sontédes
a la structure rame des mogles emplogs par cette approche classique : la fonction de trans-
fert. La forme détat s’est agrée, dans de nombreux cddre une excellente alternatigela
repesentation polynomiale. &tlosion, au @but des anees 90, des techniques d’identification
des sous-espaces a permis d’exploiter au mieux I'appro@tatden identification hors ligne.
Notre étude s’est plus particéliement inéresge aux algorithmes regro@p sous I'acronyme
MCESP puisque ces derniers santa base des athodes&cursives des sous-espaces. Ces tech-
niques ont la particula@td’extraire les matrices état du systmea partir de la matrice d’ob-
servabilie estinge, sans rechercher le vecteuetdt. Comme tout algorithme hors ligne des
sous-espaces, elles visentdentifier un modle detat du systme, sans calcul intefdiaire
d’une repésentation externe, en ajustant un ou plusieurs sous&spag mesures acquises sur
le proc@ck. Elles utilisent principalement des outils d'alige lireaire tels que la factorisation
QR et la &composition en valeurs propres ou singrds. Ces @thodes souffrent malencon-
treusement d’un incomnient majeur pour leur impimentation en tempgel : leur cdit calcu-
latoire. La decomposition en valeurs propres ou singrds constitue &tape la plus cgreuse
numériquement. Cette constatation a conduit les cherchiedevelopper des algorithmes al-
ternatifsa cette technique deeparation. Notre&etude bibliographique a mis é@vidence que
des solutions ir@ressanteétaient proposes en traitement du signal pour latection des di-
rections d’arriee. Le recensement de€thodes d’identificationécursive utilisant I'approche
sous-espace et propes jusqu’en 2003 a mostgue ces deraresétaient toutes ba&es sur un
critere particulier empldy en traitement d’antennes : le ené de Yang. Plusieurs techniques
ont ainsiéte developgees :

— les algorithmes de T. Gustafsson qui utilisent une verapproxinée du criere de Yang
nommee PAST assocdea une variable instrumentale afinétfe applicable en psence
de bruits cologs ;

— ceux proposs par M. Lovera qui permettent :

* d’estimer ecursivement le vecteur de sortie maglgn mettand jour les @composition
QR des scamas d’identificatioror di nary etPl / PO MOESP,
* d'introduire le concept du projecteur en identification gmoposant une version qua-
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dratique avec contraintes du énié de Yang;
— les travaux de H. Oku qui reposent sur la mésgur, a I'aide du lemme d’inversion
matricielle, de matrices sy@triques @rivees des s@mas d’identificatiorOr di nary
et Pl / PO MOESP et I'application d’un algorithme de descenteritif de type gradient
pour estimer une base de la matrice d’observéhilit systme.

Leur analyse a permis de cerner un certain nombre d’irEcients :

— Ces néthodes reposent toutes sur un seul eta criere d’ordre 4

— De par la complexé de cette fonction dd, il est recessaire :

* d'utiliser des techniques de descengrittives de type gradient pour le minimiser,

* d’introduire des approximations afin d’obtenir des erés quadratiques et faciliter sa
minimisation,

* de construire des fonctions @ts d’ordre 2 avec contraintes demandant ués ronne
initialisation.

L'exploitation de néthodes analges lors de notrétude des techniques de poursuite des
directions d’arrive nous a alors permis de proposer une nouvelle approchisahtt plus le
critere d’ordre 4 employ jusqu’ici. Celle-ci est plus pcigment bage sur 'adaptation d’'une
technique particudire de traitement d’antennes jusgptesent inappligée en identification : la
méthode du propagateur.

Les principales contributions de cettesie, hormis Btat de I'art des m@thodes &cursives
des sous-espaces, sont :
— Une piésentation de l'analogie entre l'identificatiorécursive des sous-espaces et la
poursuite des directions d’arrée en traitement d’antennes
Cette description permaetla fois de clarifier la formulation du prashe d’identifica-
tion récursive par I'approche des sous-espaces et de mettredance les deug&tapes
nécessairea toute proédure adaptative des sous-espaces :

1. la misea jour,a chaque nouvelle acquisition, du vecteur d’observation ;

2. I'estimation Ecursive d’une base de I'espace d’observadlipartir de ce vecteur
en adaptant des@hodes de traitement d’antennes.

Cette @&composition s&&galement permis de prouver qu'il est possible de traiter le
probleme des perturbations dans I'une ou l'autre deé&atapes et ce, de mame to-
talementequivalente.

— Le développement de deux nouveaux algorithmes d’estimatisecteur d’'observation
Ces nethodes reposent sur le lemme d’'inversion matricielle at atiernatives aux
méthodes de misa jour des @compositions QR des samasOr di nary etPl / PO
MOESP propoges par M. Lovera. Elles s’inspirent de la pedare @velopgee par H.
Oku mais n’utilisent aucune matrice sgirique. Elles confondent a posteriori les affir-
mations de H. Oku selon lequel I'utilisation de matrices sgmétriques ne serait pas
appropréeea la recursion. Une analyse de compléxites algorithmes de misgour du
vecteur d’observation at realige. Cette derere montre que les algorithmes d’esti-
mation fonas sur le lemme d’inversion matricielle sont moin§itsux nunériquement
que leurs homologues utilisant l@cbmposition QR. Il est cependant important de no-
ter que I'application de techniques employant le lemmewveiision matricielle peut,
dans certaines situations, conduarane instabilié a\erée.
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— L’adaptation de la rathode du propagateur I'identification recursive des sous-espaces
Par cefinition, le propagateur est un@mteur qui permet deeparer le sous-espace si-
gnal en deux sous-espaces orthogoraliaide d’operations lireaires. Ces propaies
nous ont permis de eer de nouveaux cétes d’estimation quadratique, sans approxi-
mation et sans contrainte dont la minimisation fournit lassespace d’observabdit
dans une base particailie. Deux hypotbses sont&cessairea leur céation :

* que le sysemea identifier soit observable,

* que la dimension du vecteuré&tat soit connua priori.

Sept algorithmes oréte cevelopges : RPML, RPM2, COPM CO VPM | VPM EI VPM
etEl Vsqrt PM Ces derniers peuveatre regroups en trois familles :

Famille 1 : algorithmeRPML. Cette technique, dont I'objectif est purement didactique,
conduita des estirges consistantes si et seulement si les perturbationaapgss
le pro&ck sont nulles.

Famille 2 : algorithmesRPM2 et COPM Ces neéthodes utilisent la matrice de cova-
riance du vecteur d’observation eséienpar les versiongcursives dePl / PO
MOESP qui sont, par construction, asymptotigueméptiées des perturbations.
lIs different par I'approche emplég pour les minimiser (resp. noacentielle et
sequentielle).

Famille 3 : algorithmesCO VPM | VPM EI VPMet El Vsqrt PM Le vecteur d’obser-
vation utilie est estira quanta lui a I'aide des versiongcursives dx di nary
MOESP. Puisque ce dernier est asymptotiguement bikissque, par exemple, le
bruit de sortie est colé; une variable instrumentale lui est aséecfin d’aboutir
a une estir@e consistante du propagateur lorsque leesgstest sujet aux pertur-
bations. Les algorithmdsVPMet El VPMs'inspirent de techniques de minimisa-
tion classique telles que les moindres earécursifs. lls diferent selon les hy-
potheses fikees sur le nombre d’instruments composant la variableuim&ntale.
| VPMn’est applicable qu'en construisant une variable instmsale de dimen-
sion égale au nombre de variables internesVPM permet quant lui de grer
un nombre d’instruments plus catent. L'algorithmeCO VPM peutétre em-
ployé quelle que soit la taille de la variable instrumentalesgd. Il differe par
I'approche adoy#te. Le propagateur est en effet egitrl’aide d’'une minimisation
sequentielle de plusieurs agites. L'algorithmeel Vsqrt PMest une version robuste
d’El VPM Contrairemené ce dernierkl Vsqrt PMpermet de garantir la positiet
de certaines matrices composant lethode la variable instrumentaéendue.

Plusieurs esultats inkressants oréte mis enevidence lors de tude tieorique et pratique
des techniques d’identificatio@eursive bases sur le propagateur. Une prenai analyse des
proprietes asymptotiques des algorithni®da monté que :

— la méthode du propagateur sans variable instrumentale uatilisavecteur d’observation
bruité produit des estiges asymptotiguement biaiss néme si les perturbations sont
temporellement et spatialement blanches;;

— les algorithmes du propagateur avec variable instrurteect@duisend des estirges non
biaisees de I'espace d’observal#lisi et seulement si :

* le sysemea identifier est causal, asymptotiquement stable et obslerva
* I'entrée appliqgée au proeceé \erifie la condition d’excitation persistante,
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* la variable instrumentale et le bruit sorécbreélés;

— les algorithmed VPM et | VPT ont, tout au moins sur un exemple de simulation, des
proprietes statistiquegquivalentes au premier et second ordre. Bien que nous rsayon
pas encoredussia le cemontrer teoriquement, cette constatation indique qu'il est fort

probable que nous puissions obtenir desuttatsequivalents avec un céite quadratique
sans approximation et sans contrainte et des fonctioiitsctordre 4 ou d’ordre 2 avec
contraintes.

Une étude de compleX@tdes néthodes &cursives des sous-espaceggalement permis de
prouver que les techniques farebs sur le propagateur sont nemiguement moins d@reuses
gue leurs homologues utilisant I'approximatiBAST.

L'application des algorithmeBMsur des donees de simulation et des daes eelles sta-
tionnaires et non stationnaires a miséxidence :

— gu'ils présentent une térance intressanta une faible sur-estimation et sous-estimation

de l'ordre du sysime ;

— que le facteur d’oubli fait I'objet d’'un compromis cap&oite poursuite desvolutions du
syseme / sensibil@é aux perturbations;

— que les paragtres de fe@tragef et p ont une influence égligeable sur la fiabikt des
estinees et gu'’il est @ferable de les choisir relativement faibles péuiter d’augmenter
le calt calculatoire ;

— gu'ils sont capables de suivre daslutions lentes de paraines ;

— gu’ils sont aussi performants en terme de consistanceeguedhniques utilisant le cgite
de Yang et seséativees.

Ces diferents esultats indiquent donc que lesthodes &cursives des sous-espaces utili-

sant le propagateur sont relativement efficaces et padremhent prometteuses.

Perspectives de recherche

Comme nous l'avons prie au sein des paragraphe£gadents, un certain nombre de
développements doivent encore faire I'objet d’'une recherapprofondie. Deux axes nous
semblent plus particldrement inkressanta étudier :

— les proprétes asymptotiques desathodePMavec variable instrumentale ;

— le probEme de I'estimation de I'ordre du sgste en ligne.

Ce dernier point est certainement I'inc@&mient majeur des algorithmescursifs des sous-
espaces. Les pistes de recherche actuelles s’orientenip@cisement vers I'utilisation des
méthodesCOPASTd et CO VPASTd assockesa des crigres d’'information tels quél C ou
SVC. Ces techniques d’identification pourraient en effet faulles estirées des valeurs propres
de la matrice de covariance du vecteur d’observation.dtedes ealiges jusqu’ici n’ont ce-
pendant pas permis d’aboudirdes esultats publiables.

L'application de ces mthodes d’identification sur des pémes industriels estgalement
une orientation gu'’il nous sembl&cessaire de congcer. Dans le contexte du suivi et du pi-
lotage de sys&tmes industriels, il est souvenésrutile de possler des outilsacursifs capables
de mockliser, en tempséel, des processus non stationnaires. Les algorithmeodssespaces
dévelopges dans ce manuscrit pourraient, par exengile, utili€s pour obtenir des metes lo-
caux de proedesévolutifs utilises ensuite par des techniques de classification deégsrpour
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surveiller et diagnostiquer le sgsheétudé. L'identification eségalement unétape pealable
nécessaira de nombreux probmes de commande. Le€thodes d’estimationavelopgges au
sein de ce rapport psentent le double avantagé@tie ecursives et d'utiliser une reggentation
tres emploge en commande de pi&xk : la forme détat. Uneétude de I'apport de ces algo-
rithmes en commande adaptative ou optimale pourrait égatemenétre envisage.
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A.1 Preuve de la formule (3.133)

Nous avons monérdans le paragraphe 3.4 (cf. equ. (3.173)) que :

Y+nu+l_ rfx+nU+L_ . (A.1)

Par cefinition de la projection orthogonale sur le noyauLdiE, cette relation seécrit alors
comme suit :

Yin, =T rf<x+—T i (uruiT) u+‘T). (A2)

Or:

(A.4)
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La matrice desésidus @finie par :

-1 -1
R€:Yf+nuf+LzT( nUH_) =N, <Y+nU+L_ < nUH_) anf#

-1
=Y{n, = ( nU+L_) e

vérifie alors asymptotiquement :
-1 - =T _1
Re =T} (RXE - qu?RW Ru?f) (:nuf“: ) (Rxf - qu? Ruf+ Rufﬂf) r

A.2 Preuve de la formule (3.154)

Par cefinition [GV96] :
My =47 (W) 'y,

Puisque :

la projection suM s’écrit :

En utilisant le lemme d’inversion matricielle par bloc [Bdd9

Lemme A.1. SoitM une matrice inversible@composable de la fagcon suivante :

M1 M2
el

L'inverse de la matricéV vérifie alors :
ML {M LyMIIMT MMt —MIM,T
_T-IM Mt T
ouT =My—M3zM M, est le comgment de Schur od ;.
la relation (A.9) devient :
Ny =

T

—T-12U; (Ugu;T)_l T

(UEUET)A— (U;UET)flUEETT*EUg <U5U5T>7l (U5U5T>1U55TT—1] -1 {UB

-
) ws

. (A6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

} (A.12)
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avec . 1
-1_==T_=¢-"(u-u=-T) y-=T_= =T
T === 20,7 (UpUpT) UpET=2En, =T (A.13)
Ainsi :
Me=UsT ((Usus™) "= (UsusT) TusETT =0 (UsusT) ) us
Y="%p p-p “\Fpp p= —~p\“p-p p
T(-u-T\ -=Tr-1=_ =T (1;-u-T\ Y{)-=TT-1)- . =TT-1=
~U T (VU ") T URETT RS ET (UpUpT) TUpETT g 42T
=N, -N,="7'=n,--N,="171=_=T1"=n,,  +="1°1=
U Up Up Up Up (A.14)

=y, + (I =My, ) ZT22 (I, - Ny, )
NS/ NS

n 1 n _1
Up Up

-1
-N n =T =1 =T =
= UB + UEL_ <_ UBL_ ) — UBL.

A.3 Preuve de la formule (4.96)
Consicerons la @composition QR suivante accessialiinstantt —1=t+M —2:

Wi D) {%g:: D Rt {%8:: Al (A15)

Lorsqu’un nouveau couple de dares est mesar la cecomposition gecedente est misa jour

de la facon suivante :
Ru1(t— 77 [QuE-1) 0
{ﬁ[gig——ig F?zz((tz—n} ufi(—} [Qz(tl) 2 : (A.16)

La s£quence de rotations de Givens [GV96] permettant d’armib'y‘(t_ s’ecrit explicitement

comme suit : _ .
_ [Rotg(t) 0 Rotgt
Rotg(t) = 0 I 0 (A.17)

RoZi(f] 0 Ro()
La misea jour de la factorisation QR (A.16)é&rit alors :
S 51 [Qui-1) ©
Rii(t—1) 0 ] u?(t)} <1 _
2| S - = 2 —1) O] Rotg(t) =
[\/_{Rﬂ(t—l) Roat- 1)) yi(@®) |26 2] Rotet)
VARu(f-DRoE ) +uf HRoF T 0 VARu(T-1)RotE(T)+uf (DRt (D) A18
VAR (RO ] (OROENE Rl E1) VARn(EDRoZ 4y} ORoZ(D |~ 1E)

Les relations suivantes sont alo&rifiees :
0= VAR (f— 1)Rot&2(t) + uf ()RotZ(f) (A.19)

Zi (f) = VAR2(f— 1)RotE(D) +y; ()RotZ(®). (A.20)
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Nous savons de plus que :

yf (€)= Fex(®) +Heuf @ +nf ().

~—

(A.22)
Ainsi :

Z; () = VAR21(f— DRot&(1) +yi (DRt (D)
= VAR (f— 1)Rot&2(t) + [ ix([)RotZ2(t) + Hyuf ()Rot2(D) +nf (HRotZ(1). (A.22)

Or, d’apees I'équation (A.19) :

ut (HRotZ(t) = — VAR (f— 1)RotE(1). (A.23)

Le vecteur de sortie modéz; verifie donc la relation suivante :

Zi (f) = VAR2(T— 1)RotE(E) + I ix(D)RotZ({)
— VAH{R1(t— DRotE(f) + nf ()RotZX(). (A.24)

La suite de cette@monstration repose sur lafthition de la factorisation QR :

Ut
i

(f—1) =Rua(t—1)Qa(t—1) (A.25)

(f=1) = Raa(f—- 1)Qu(f— 1) + Rzt — 1)Qa(t - 1). (A.26)

Ces deux expressions nous permettent en eféatrite que :

Raa(f-1) = Y7 (T DQI 1) = (M X" (= 1)+ HeUf (- 1)+ N7 (- 1) QI (- )
=M XH(t—1)Q] (t— 1>+Hfu+(t— QI (t—1) +N{(t—1)Q] (f—-1)

g

Ru1(t-1)
=M Xt E-DQI ({—1) +HiRu(t—1) +NF (f—1)QJ (t—2).

(A.27)

L'insertion de cette relation au sein dédjuation (A.24) abouti la formule suivante :

ZH () = VAT X (T— 1)Q] (f— 1)RotE(E) + VAH Ry (t— 1)Rotd(E)
+VANY (t—1)Q] (t— 1)Rotg(D) + I x(t)RotZ(f)
— VAH R (f— 1)Rotg(D) +n{ () Roté(f) (A.28)
—ry (\/X X+(T—1)QI (T 1)Roti(0) + x(f- 1)Rot22(t_))
+VAN¢ (t—1)Q] (t— 1)RotE(t — 1) + n¢ (H)RotZ(t — 1).
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A.4 Preuve de la proposition 5.1

L'objectif est de mettreé jour termea terme la projection :

-1
YT(t- 1)nUf+L(t_71)ET (t—1) (E(t — 1)nuf+l(t_il)zT (t— 1)) =(t— 1)nuf+L(t_il) (A.29)

lorsque de nouvelles doaas d’entee-sortie sont accessiblasa mesure afin d’estimer le vec-
teur d’observatiom I'instantt. Pour cela, calculons successivement chaqgue terme dati@nel

YT nu?L(t_zT(t‘) (z(t‘)nu?l@sT(t‘O _15(t‘)nuf+L(t_) (A.30)
sachant que :
YEO = [VAYFE-1) v @) (A31)
Ui = |VAUT(E-1) uf (@) (A32)
=) =[VAZ({t-1) &@1)]. (A.33)
Nous savons que (cf. equ. (5.35)) :
YiON,, g =
VAYEE-DN oy~ et O OV D)\ [shpa @] (a39)
avec :
Vi@ = (Ut DU @ D) ui @ (A.35)
&¢(t) =uj @Ovi (@ (A.36)

50 =5 FO- ViU Dyi @) (A37)

=T _
= ﬁYf*(til)nU?L(til)— Ajﬁf(t_>2f+(t_Vf+T(t_Uf+(t_—l) ﬁf(t)ﬁ(t_)][ )\ETEE_) 1)] (A.38)
_ L T
:/\Yf+(t—1)nuf+L(t__l)=T(t—1)+zf+(t)5 Q)
avec :
E0=/; o (E0-=C- 00 T Dyi ) (A.39)
A +8:(t) - f ) '
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Intéressons nous maintenant au produit matriEét_I)l'le ok Par analogie avecédguation
f

(5.35), en remplagant { (t) par =(t) ety (t) par &(t), toute choseégale par ailleurs, il est
facile de montrer que :

E(t)l‘luf#(t—) =

En postmultipliant cette expression p‘zﬁ(t_), nous avons :

En appliquant le lemme d’inversion matriciellecette dermireéquation, nous obtenons :

_ _ Nl _ TOxT O
(1) = (E(t)nuﬁt_)z%)) = (be(t—l)—%z:(t_;)) /A (A.42)

avec :

(A.43)
(A.44)

En postmultipliantﬁ/?(t_)l'llﬁL(t_)ET (t) par®¢(t), nous obtenons :
f

Oyt (D
= <)\Y¥L(_— 1)|'|Uf+L(t—_1)ET(t_— 1)+2z{ (1) E——T(t_) (q:f(t__ 1)_M> /A

A+ (1)
_ el _ e XTOXTTO
=Y( —1)nuf*L(t_—1):T(t—1)¢f(t_1)_Y?r(t_1)nU?L(F—1):T<t_1)%:®()
W 16V el
+X(Zf+<t Xt 0= 057 )

(A.45)
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En introduisant quelques simplifications, nous obtenons :

Yion . ETOe:0) =Y (- 1)nuf+L(t__1)zT(t‘— 1)®s(t—1)

_ . XTOxTTO . 20 _
—YFE-pn L :T(t—l)Lf—()‘f‘)_:l\-(Z_f‘—( (1_%))&}(0)
XFOx1' @

A+44()
= YT E Dy 5T E DO 1) =Y O DNy ey =TT DT s

T e QR ey +T /5
SOXC Y e ST 1)+
\/A2+Azf(t+1)

(A.46)

t

~—

* A+ (1)

avec .

ZE () = L_(zm‘ -Yft-yn .. =t —1)xf+(t)>. (A.47)

(A.48)

Afin de faciliter I'écriture finale de ce produit matriciel, calculoré&paement I'expression

— =T — o X0\ 5 s
Yi(t— 1)I'IUrL(t—_1):T(t —1)d¢(t—1) +zf+(t)m) & (t) commune aux deux com-

posantes de la matrice (A.48) :

YiE-1n .- ZT(E-1)®(f-1)+ 2 (D) Xi (0 0
f vienT N/ ERSY NG
v, T E 0= G 5O ()
il A2+ AL (D) |
O 45 AU -0 - ot O
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expression qu’'on nommerzésbrmaié}r(t_). Lesmf premeres colonnes dedguation (A.48)
valent alors :

+ (1) =T =(1)

. 4o =T/ + =(t1.

=VAY(T- DAy e )2 D@ -DEC-DN e (A.50)
T_

oo~ Xt O _ L o EunE

- _ R T T +F_

Zi (t (t DAy /\+5f(t)zf Oyr OUr(t-1),

la dernére colonne ayant pour expression :

_ o [ A
+ =T - = ——
{Yf Oy, 0= (t)q)f(t)_(t)nU?L(t_J ety | A+SH

Nous aboutissons ainail’algorithme de mis& jour suivant :

NI«

7 (0. (A.51)

g _ T — -1 _
yi () = (uf+(t—1)uf+ (t—l)) uf (0 = (A.52a)
&0 =uf' Oy @ (A.52b)
0=\ 5w T O Y00 @1y @) (A520)
YEOUT O =AY{ - 1)Uf ) +yf Ouf ' © (A.52d)
_ _ + v (F
(UJ{('[_U;FT(t_> g <(Uf+(t_— DU (- 1)) t_h (/i)rfaf((tg 1)) /A (A52e)
E 0 57e (E0-=C- 00T 1y @) (A52)
X{ (O =oit-1E (@ (A.529)
;0 =xt"OF @ (A.52h)
0=\ e (O YIEOn, o =TE DX ©) (A52)
S =2 (- +Azf T4 @ (A52)
2OV O =AZE-)U{ T ) +EDU] D (A.52K)
_ _ o XTOx@
Di(t) = | Pr(t—1)— W) /A (A.52l)
Y?(Fnu?la_z t)=AY{(t- 1)njf+(t-_l)zT(t_— 1)+ z{ (t) V_T(t_). (A.52m)
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La derngreétape de cetteinonstration consiséeexpliciter la relation liant} etz au vecteur
d’'observatiorz{ . Pour cela, il estécessaire de calculer :

ziz{" 0= [VAzit-1) z©][VAzit-1) z©]
=AZTt-1Z -1 +zf )z (1) (A53)

gue nous savongvifier que :

= YO 62 (t)¢f(t_)E(t)nU+L(t)Y}LT(t)
(A.54)
Intéressons-nous dans un premier temps au proth}“c@E)l‘lUﬁt_)ET (1) par®¢(t) :
YN, = O
_ <)\Yf+(_—1)l'lﬁf+(t 1)5T(t—1)+2f+(t)é‘T(t‘> (cbf(‘ 1)—% /A
=YTE- NG, ¢ = E- D= 1) - YT E-DAgG, ¢ =T (- 1)%
P 0E Do -1 HE O Xif’z‘i?)
(A.55)
Sachant que :
XiO=0(T-1¢ @ (A.56)
_ T v

0=x{ O © (A.57)
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L’ équation (A.55) se simplifie comme suit :

U

_ o XTOx{T@
=Y{(E-ONG e 2T E D@1 - Y{E- DG ZTE- D) 3(+)z:<t§)
PSR T 1) e )
+xﬁ®X?®—xﬁ“ A+

_ _ o XiOx{Ta
=Y (E=DNy, g = T D=1 - YT E- DNy, =T (E-1) ;(QZI@;)

A
‘%A+ZNFZHUXfWU

(A.58)

= (HO-YTE- NG =TT )x7 O )x7 O (A59)

ce qui, apes simplification, donne :

Yi@®n ?L(_ET(t‘)q:f(t‘Jr) =Y{(t— 1)n$f+(t__1)zT f—1)ds(t—1)

+ 7 (©X{ " (D). (A.60)
A2+ A4 (1)
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La dernere phase de laéinonstration consist& multiplier 'équation pecdentea droite par

(Yf+<t‘)nuf+l(t_)sT(t‘))T :

Uy (t f

_ 1 L~ T —
=[Yig-pni - ZTE-1)ds(i—1)+ zZFOx7 (@)

( oo IEESYRO R
(AE(t—l)I'IU+L( 1)Y¢T(t—1)+2_(t_) 7 (t_>

=AYT(t- 1)I'ij+(t—71)ET(t_— 1P (t—1)=(t - 1)nuf+L(F_l)Yf+T(F— 1) (A.61)

A s s TR +T
YT E- NG e ZTE- D@ DE 2 (@

1 . IO
+ =0) R OIAOEAN0

A2+ A4 4(

Pour simplifier quelque peu les calculs, il convient aloggaliter et de soustraiﬁf{(t_) E?T t):

YN, o= O O2ON,, oY @

= AYF(E-DNG, ¢ =T 1)q>f(t‘—1):(t—1)nU+L(_il)Yf+T<t—1)

HO5 O+5 0% 0+ 57mh Ox 02000, YT
+YF(t 1)”6?@— 1):T(t 1O (T-1)E (t)z?T(t)

v v UL MG

(A.62)
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Il est ainsi possible de prédera quelques simplifications et regroupements :

+ (1) =T/ 0=/t +T/5
Y{OR o= O@OZON,,. YT 0
—_— — —_— —_ —— T J—
:Avm—1)n$f+(t_il);T(t—1)¢f(t—1):(t—1)nuf+L(tf_l)Yf+ (t—1)
MR S e A MR S R gu T
~HOF O+ 37 OxTOFT - 0NG o4 YT ED
&) o < T s Ay ST
t)zi )+ _zF () zf (t
/\2—|—/\Zf(t> f () /\+Zf(t f() f ()
A s T =T T
/\+Zf<t_zf+(t)xf+ O="(t DAG e YT (1)

+YTE-)NG e =T E- X7 O © T2 (D)2
(A.63)
On reconn@ alorsZz; (t) et cette derrireéquation devient :
YN, o= O O2ON,, oY @
=AY E- NG, ) T E-DorE-)EE- 1)nuf+L(t__l)Yf+T(t‘— 1) (A.64)
~HOH O+5 OO
En associant lesquations (A.53) et (A.64) et sachant que :
Z{zf' () =Y{ ONg; o= OPOZON. YT O, (A.65)
la relation suivante esvifiée :
Oz T O=50x" O-7OF O (A.66)
A.5 Preuve de l'algorithme (5.81)
Consicerons le criére suivant :
I(Py) :EHZE—PIZEHZ. (A.67)
Son minimum est atteint lorsque sariyée s’annule i.e. pour :
(A.68)

P? (t)= Ryt 2+ (t)Rz_+l<t)'

f2"f1 fy
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A chaque nouvelle acquisition, ces matrices de covariaooermisesa jour de la facon sui-
vante :

Rz;rl( )=A RZJfrl (t—1) —l—ZE(t)ZE (t) (A.69)
T
sz+22f+1( ) =A Rzgz?l (t — 1) + z;;(t)zJ{l (t) (A?O)

En appliquant le lemme d’inversion matriciellda matricel ¢ (t) = Rz‘f(t), nous obtenons :
f1

Lr(t) = (AR, (L= D+ 2,02, 1) T

1 Li(t-2)zf(z;, L)
X(““‘”_ Atz (OLi(t= Dz (1) ) .
Le projecteur estimavaut alors :
PRt = (ARy, (1= 1) +2,(07, () Li() (A72)
avec : N
1 - _Lf(t_l)zfl(t) TOLs(t—1)
Lf(t)—)\ (Lf(t 1) )\_|_2Jfrl (t)Lf(t_l)zﬂle(t) ) (A.73)

Il est possible de simplifier cetériture en remarquant que :
ARy o (t=1) =APH(t- 1R, (t-1) =Pf(t-1) (Li' 0 -2, (02}, (). (A7)
Ainsi :
PT(H) = (PT(t-1) (LTH0) -z, (027, () + 75,07, (©) L1 (0)
=Pl (t-1)+ (7;,() ~ PF - 1)z, (0) 21, (OL+(1). (AT5)
De plus :
Kt(t) =2, (Lt (1)

+T + (t\7 T _
-1 <z+T< Lot S OR +T1)Z“(t)z Rhal 1>>
A+Zi o (DLe(t—1)z{ (1) (A.76)
7 (OLe(t-1)
S Az (Lt -1z (1)
puisquezf+1T (t)Ls(t— 1)zJ{l(t) € R. Lalgorithme €cursif complet €crit alors :
+T _
Ki(t)= — 1 OLe(t-1) (A.77a)
Atz (HLt(t—1)zg (1)
L¢(t) = % (Lf(t—l)—Lf(t—l)z?“l(t)Kf(t)> (A.77b)

PT(t) = PT(t— 1)+ (25,(t) - P (t— 1)z, (1) ) K+ (1), (A.77¢)
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A.6 Preuve de l'algorithme (5.122)

Nous savons que :

PT() = (Ryy 5 (0 —Ryy 5 (1) (Ryy (1 -R (t))l (A.78)
f Zi, 2], Z,7i, 2 z, '
avec .
.
RZJfrl t)y=A Rz;rl (t—1) +Z¥_1 (t) Z}E (t) (A.79)
T
Rgl =2 R;f+1 (t-1+z )z (1) (A.80)
R, (1) = AR« (t—1)+zE (1) zi ' (1) (A.81)
212ty Ziy2t) 2 1
Ry (1) = ARy o (t—1)+2Zf ()2 T (1), (A.82)
Zf,%f, £f,4f, =/ =n
Ainsi :

T T
RZE (t)— Rgl t)=A (RZE (t—1)— Rgl (t— 1)) +z Oz, ()—z (1) ;1 (t). (A.83)
La principaleétape de cette@nonstration est de proposer une mas@ur cursive de cette
equation. Pour cela, nous allons lui appliquer par deuxléolsmme d’inversion matricielle.
Rappelons ce stade ce lemme [Bro91] :

Lemme A.2. SoientA, B, C etD quatre matrices telles qu&, C etA +BCD soient inversibles.
Alors :

(A+BCD) '=A"1-A1B(C+DA1B) DAL (A.84)
Ainsi, en posant dans un premier temps :
A=A (Ry (t-1)-Ry (t-1)) +z{ 0z, O =L (A.85)
B=z/ () (A.86)
C=1 (A.87)
D=2z (1) (A.88)

et en appliquant le lemme d’inversion matricielepartir de cette @&omposition, nous obte-
nons :

1 L1tz (1) zf, " (L4 (1)
L0 = (R () —Ry (1) =Lg(t)—— 2 TOLORO (A.89)
avec : 4
Li® = (A (R (-1 -R; (t-1)) +2;,0 2, (1) . (A.90)

En appliguant ensuite le lemme d’inversion matrici@lleéquation (A.90), la relation suivante

est \erifiee :
( L (t—1)zf )z, ()L, <t1>)

Lit-1)-— +21 T (L, t—1)z;, 1)

(A.91)
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en posant .
-1
. (A.92)

L (t-1)= (sz+1 (t=1) Ry (t- 1))

La dernére phase de cett@dhonstration consisgexprimemR: ;i (t) —R,; .+ (t) en fonction
. . ; L, —27"1 =2=n .
des matrices de covariance de l'instanég@dent et des nouveaux vecteurs acquis. Or, nous

savons que :
Reizi O =Rz, O =4 Ry (1= =Ry (- 1)
.
+zp )z, (O-zp M)z (1) (A93)
a l'aide desquations (A.81) et (A.82). Puisque :
Ryp o (1= 1)~ Ry 5y (t=1) =PT(t=1) (Ryy (t— 1)~ Ry (t-1)) (A.94)
et que :
T T
A (R (=1 =Ry, (1—1)) =Ry ()—R, 1 -2;,0) 2z, 1 -2;,0)z;, " (1), (A95)

nous pouvongcrire que :

Ryy 2t () =Ry 7 (1) =PT(t-1) (RZE ©)-Ry, ®)
21, (1)~ (2,0 - PF -z, (0) 2, (1) (A.96)

+ (2,0 -PHt-1)z4,0) z,

-1
En postmultipliant cettéquation pat . (t) = <sz+ (t)—R,+ (t)) , hous obtenons :
= z, z

PO = (Repzt 0~ Rz 0) (R 0 —Ry, ) (A.97)
=PT(t—1)+ (z,() ~PT(t - 1)zf,(0) zi, (DL, (1 (A.98)
~(z5,0-PTt-2z;0) 2" (OL, (V). (A.99)

L'algorithme final sécrit :
1 L (t-1)zf (0)zf, (L (t—1)
Li)=+ (Ef(t —1)— A +zf+1T(t)gf Dz ) (A.100a)
L. (t)=L¢(t)+ L0z, (t)éftT(t)Lf Y (A.100b)
= A ToL 0z )
PT(1) =PT(t—1)+ (z;,) - PT(t— 1)z, (1)) 21, (DL, (1
(A.100c)
~(z,0-PFt-1z,0) Z (OL, ).
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A.7 Preuve de l'algorithme (5.138)

Lorsque le nombre d’instruments composant la variableunstntaleé est strictement
sugerieuran, le minimum du criéreJ;y défini par :

I (Pr() =Tr ((Re e 0~ PTORy, ¢ ) (RL, (0 ~R], (®Pi()).  (A101)

est atteint pour :

PE(U) = Ry g (OR], £(1) =Ry, g (OR], £(t) (R g (OR], £(1)) (A102)

puisque la matricéezflg n'est pas ca@e. L'application du lemme d’inversion matricielle n’est
donc plus directement applicable. Il est cependant pasdivk’inspirer des travaux de B. Fried-
lander sur la rathode de la variable instrumenta@tendue [Fri84] pour &velopper un algo-
rithme écursif capable deéger ce type de matrice. Congihns que nous ayons &sa de
nouvelles mesures d’ele et de sortia I'instantt. Les matrices de covarianéqflf et szzf
sont alors misea jour comme suit :

Rz g(t) = ARy, g(t—1)+ 2, (D" (1) (A.103)
Ry &(t) = ARy, g(t—1) +2z5,()ET (1). (A.104)

En posant :
Lt(t) = (szls(URIflg(t))l, (A.105)

il est ai€ de \erifier que :

PE(t) =Ry, ¢ (DR, (DL (1) +PF(t—1)—P(t—1)
=Ry, g (DR, ¢ (OL1(1)+PF(t—1)—Pf

T (A.106)
=PT(t—1)+ (Re, ¢ ()~ PT(t = DRy, £ (1)) RT, ¢ (OL1(1)
=Pl (t— 1)+s(t)RIf1£(t)Lf(t)
avec .
£(t) =Ry, g(t) —Pi(t— 1Ry, g(t). (A.107)

Calculons dans un premier temps le terf:r@la?RIf E(t) lorsque de nouvelles doaas sont me-
1
sutees. Pour cela, introduisons les relations (A.103) et (#). 50 sein rdBme dee(t)RIf g(t):
1

EOR], ¢(t) = (Re g (1)~ PT(t— IRy, £ (1)) RY, £(t)
= (ARt = 1)+ 2, (DT (1) = Pt~ 1) (AR, ¢ (t— 1) + 21, (0E (1)) )

T T
(ARze(t-1) +24, 08" (1))
(A.108)
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En developpant les difrentes composantes de cette expression, nous obtenons :

ER], ¢(t) = (A (Re g (t—1) ~ Pt~ 1Ry, £(t-1))
F (200~ PT - 1)24,0) ET0) (ARy, 6t~ 1)+ 24, OET M)

=22 (Ryy g (t—1) =Pt~ )Ry, £ (t—1)) R} ¢(t—1)

N

g

0
+A (szzf(t —1)—Pl(t—1)R,, ¢(t—1

)
+A (20,(t) = PT(t = Dz, (1)) & (OR], ¢t 1)
(

)
= A (Ryyg(t=1) = PT(t— DRy, ¢ (t— 1)) E)Z, (1

+ (200~ PTt— 1)z, (1) (€T OEMZ, 1)+ A& (OR], ¢(t-1))
[ET(MR] ¢(t-1)-& ()R] (t—l)Pfa—l)]

z1,& 1, &
21, (t)~2], (P (t-1)

AZj, (1)
{szz(t)z11<t>+A£T<t>RT <t—1>}

Zfl£

- T
TORT L (t-1 TORT (-1 TORT L (t-1
_ [z OR], gt )]_[E (DR & )]Pf(t_l)] [o )\E(t)] {E (OR; & )]‘

20 2], (1) A ET() 1)
(A.109)
En posant :
01(t) = Ry ¢ OFW®) Z(,(0)] (A.110)
1 [0 A
ALt = ) ET(t)E(t)] (A.111)
Wi(t) = [Re e L= DEW) Z,(1)], (A.112)

nous montrons que :

£(R, (1) = (91(t) — PHE— D)W (1)) AW (D). (A.113)
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-1
Intéressons-nous maintenania misea jour del ¢ (t) = (szlf(t)R; E(t)) . A chaque nou-
1
velle acquisition :

-1

L4 = (Re (DR, £(1))
= (AR, gt = 1)+ 2, (V&7 (1)) (ARy, £t~ 1) + Z )ET(t)>T
= ALt —1) + AR, g (t—1E(1)ZE, (1)
+Az;,(ET (OR] et 1) +21,()E" (VE()Z], (1)

T T .
L + Ry 080 70 [0 e ] r (t);ﬁl(ft;t 11
f
= AL - D) Wi OATH )W ().
(A.114)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle, nous mong que :

L1(0) = 5 (L1t = 1)~ L(t— D)W1)
(th(t)Lf(t_1)tvf(t)+/\2A(t))*lw¥(t)Lf(t_1)) (A.115)
avec .
)
AZA(t) = {_‘f E\t)f(t) ’(‘)] (A.116)
Finalement :
WTtLe(t)
= 5 (1= WTOL - D) (WTOL (- D (0 +A2A0) ) $TOL (1)
= 5 (WTOL (= D10 +A°A0) ~ W OL 1t~ )Wy (1)
(WTLs(t—1)We(t) +AZAM) W HLe(t—1)
= A(t) (WT(OL1(t—DWi(t) +AZAL) Wty (t - 1).
(A.117)
Ainsi :

8(t)RIf1;(t>Lf(t> = (g(t) = P] (t =)W+ (1)) A H(O)WT (t)L+(t)
= (9¢(t) =PI (t— L)W (1)) (WT ()L ¢ (t — 1)Wi (1) +/\2A(t))*lw¥ (tLf(t—1). (A.118)
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L'algorithme recursif complet €crit alors :

gr (t) = :szgz(t)f(t) Z};(t)} (A.119a)
Alt) = :_ETE\t)f(t) g] (A.119b)
Wi(t) = Ry g(t—DE) Zfﬁ(t)] (A.119¢)
Ke(t) = (A + WL f(t - )Wr(t) WLt —1) (A.119d)
PH(t) =PF(t—1)+ (gr () —PF(t—1)W¢(t)) K¢ (1) (A.119)
z+£(t)=)\Rz+z( ~1)+zf (1) (1) (A.119f)
g = AR, g(t- ~1)+zf (1) (1) (A.119g)
1

Lf(t) 12 (Lit—1)—L(t—DW(1)K¢(t)) (A.119h)






Annexe B

Etude du syseme de transmission flexible

Sommaire
B.1 Etude dumoteuracourantcontinu . . . . . . . . oo 207
B.2 Etude mécanique du systme de transmission flexible . . . .. ... ... 209

Le syséme de transmission flexibktudé est constité de trois poulies redies par deux
courroies nétalliques comportant chacune deux ressorts (cf. fig. B4 )ypriemere poulie est
commanée par un moteut courant continu asservi en position et en vitesse paggulateur
PD. La position de la poulie 3 est meéaa 'aide d’'un potentioratre.

Poulie 2

Poulie 3
“Poulie 1 05
Ve,,| Moteur : l
A :
cC Vs
Ve Vsn
PD

FiG. B.1: Sclema de principe du sy&ine de transmission flexible.

L'objectif de cet annexe consistgustifier certains choix et certaines caéaistiques mises
enévidence lors de I'identification de ce péme au sein du paragraphe 6.2.1.

B.1 Etude du moteur a courant continu

Puisque le sysime considré est commar&par un moteua courant continu, il estatessaire
de s’ineresser, dans un premier temps, au e@ghysique de ce dernier. Cet exercice est,
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somme toute, &s classique en automatique. Nous n’en rappellerons dangeguprincipales
etapes.

Fic. B.2: Moteura courant continu.

Les équations fondamentales délEctricié et de la rdcanique nous permettentedtire
que (cf. fig. B.2) :

dift)

Ven(t) = Kea(t) + Ri(t) + L= (B.1)
Cm(t) = di ) + fow(t) (B.2)

Cin(t) = Kci(t) (B.3)
w(t) = di) (B.4)

ou R etL sont respectivement I&@sistance et I'inductance de I'induKg la constante de force
contreélectromotriceK; la constante de coupl€, le couple moteur]) la matrice d’inertie
du I'ensemble axe moteur dtle coefficient de frottement. Le signal d’edér est la tension
de command®e,. Le signal de sortie est la position angulaire de I'axe motlEN passant
dans I'espace de Laplace, en supposant que les condititiatemsoient nulles, nous montrons
facilement que :

Ven(P) = KeQ(p) + (R+Lp)1(p) (B.5)
Cm(p) = (Ip+f)Q(p) (B.6)
Cm(p) = Kcl (p) (B.7)

Q(p) = pO(p) (B.8)

ou Ve, (P), Q(p), 1(p), Cm(p) et®(p) sont les transforées de Laplace d&,,, w,i,Cnetb. La
relation entre la tension de commangg et la position angulair® s’écrit alors :

o) _ Ke
Ven(P)  P(KeKe+ (R+Lp)(f+JIp))

En associar cette fonction de transfert le gain d’amplificateur, letede eduction et le gain
du convertisseurad /s —— V, I'expression finale devient :

(B.9)

Van(P) K
Ven(P)  P(KeKe+ (R+Lp) (f+Jp) (B.10)
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B.2 Etude mécanique du systme de transmission flexible

+AX 62
e

61 {Ax

FIG. B.3: Syseme compos de deux poulies ra@es par une transmission flexible.

Afin de calculer la fonction de transfert reliant la positenmgulaire de la poulie & celle de
la poulie 3 (cf. fig. B.1), il est @acessaire @tudier €paément chaque poulie et de lui appliquer
le principe fondamental de la dynamique. Coisahs donc le syd8me de transmission de la
figure B.3. Il est alors aésde \erifier que :

de

I =C(t) — fld—tl — 2KrAX (B.11)

ou J; est la matrice d'inertie de I'ensembtanoteur-educteur-poulie %, Cy, le couple moteur,

f1 le coefficient de frottement visqueux de I'axe motdula constante de raideur des ressorts
etr le rayon des poulies. La relation entre I'allongemArtet les angle®; et 6, vaut quanta

elle:

AX:I‘(Gl—Qz). (B.12)
Ainsi : )
d26, d6; )
De méme, pour la poulie 2 :
d292 d@z 2 2
JZF :—fZW—ZK(Qz—Ql)I’ —2k(92—93)l’ (814)

ou J, et f, sont respectivement la matrice d’inertie de la poulie 2 ebkefficient de frottement
visqueux de I'axe. Enfin, pour la de&me poulie :

d26; d6s; 5
JgW_—f3E—2k(93—62)r ) (B.15)

Jz et f3 étant respectivement la matrice d’'inertie de la poulie 3 atdefficient de frottement
visqueux de I'axe. En passant dans I'espace de Laplace pposant, comme pcedemment,
gue les conditions initiales soient nulles, nous avons :

(J1p? + F1p + 2kr?) @1(p) = Cm(p) + 2kr?0y(p) (B.16)
(3202 + Fap +4kr?) @z(p) = 2kr?01(p) + 2kr?O3(p) (B.17)
(J3p* + Fap+ 2kr?) @3(p) = 2kr’0,(p). (B.18)
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Apres simplification, la relation entre les positions angelegxtemesd; et @3 s’ecrit :

23223 _ ! . (B.19)
1 Fo42F3 Jo+2J FoFs FoJz+F3J JoJ
1+ 2kr2 P+ ( 22kr23 + (2kr2)2) p2 + (;krz)zz p3 + (2k2r23)2 p4

Le processus de transmission flexible coagdest donc un syste d’ordre 4.

A partir deséquations (B.10) et (B.19), sachant que égulateur utili® pour asservir le
moteur en position et en vitesse est de type PD, il est erfawile de montrer que I'ensemble
« moteur-transmission flexible pos&de un gain statiquegale 1. Cette der@ie remarque ex-
plique la valeur obtenue sur le t&fréquentiel 6.35.



Annexe C

Abr eviations, acronymes et notations

Sommaire
C.1 Abréviationsetacronymes . . . . . . . . . . .o i i it 211
C.2 Symbolesetnotations . . . . .. .. .. ... .. ... e 212

C.1 Abréviations et acronymes

4SI D Subspace State Space System IDentification

ARNMAX AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs

ARX AutoRegressive model with eXogenous inputs

BB Bruit Blanc

BC Bruit Colore

CEP Condition d’Excitation Persistante

CCA Canonical Correlation Analysis

CA VPAST COrrelated based Instrumental Variable version of Pra@yacdpproxi-
mation Subspace Tracking

CA VPASTd  CoOrrelated based Instrumental Variable version of Prajacdpproxi-
mation Subspace Tracking with deflation

Ca VPM COrrelated based Instrumental Variable version of the Ryajoa Me-
thod

COPAST COrrelated based Projection Approximation Subspace Tmgcki

COPASTd COrrelated based Projection Approximation Subspace Tmgcwiith
deflation

COPM COrrelated based Propagator Method

CVA Canonical Variate Analysis

DDA Détection des Directions d’Arrae

DVS Décomposition en Valeurs Singelies

El VPAST Extended Instrumental Variable Projection Approximati®abspace
Tracking

El VPM Extended Instrumental Variable Propagator Method

El Vsqrt PM Extended Instrumental Variable square root Propagatohdet
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ESPRI T Estimation of Signal Parameters by Rotational Invarianahiigues
| VPT Instrumetal Variable Projector Tracking

M MO Multi-Input Multi-Output

MOESP Mimo Output Error State sPace

MJUSI C MUItipe Signal Classification

N4SI D Numerical algorithm for Subspace State Space System Hetidn
PAST Projection Approximation Subspace Tracking

PI Past Input

PM Propagator Method

PO Past Output

POEI V Past Output Error In Variables

PT Projector Tracking

ROM m Recursive Ordinary Moesp with inversion matrix lemma update
ROWyr Recursive Ordinary Moesp with gr factorization update

RPI PQ m Recursive Past Input Past Output with inversion matrix lerpdate
RPI PQyr Recursive Past Input Past Output with gr factorization updat
RPML Recursive propagator method 1

RPM2 Recursive propagator method 2

SWEDE Subspace method WithoutEigenDEcomposition

UDPAST Update Downdate Projection Approximation Subspace Tregki
Yanggr ad Yang criterion with gradient minimisation

C.2 Symboles et notations

Ny nombre d’entees du sysgimes

Ny nombre de sorties du sgshes

Ny dimension du vecteur dtat

Ng dimension de la variable instrumentale
Ng nombre de sourceamettrices

n, nombre de capteurs de I'antenne

f indice futur

p indice pasa

R corps de eels

C corps des complexes

R espace vectoriel des vecteuggls de dimensioh
RIxm espace vectoriel des matricé&eles de dimensiohnx m
E{} esgerance mathmatique

Ra matrice de covariance du vecteur

Rab matrice d'intercorelation des vecteursetb
In matrice identié de dimensiom

M(i,:) i€ ligne de la matricév

M(:)) j€ colonne de la matric

M(i:j,:) lignesi a j de la matriceM

M (i) colonned a j de la matricev

MT transpoée de la matricé/
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transpoée hermitienne de la matridé

inverse de la matric#

racine caree de laM telle queM/2MT/2 =M

pseudo inverse de Moore Penrose de la malvice
orthogonale de la matridd telle queMM + =0
projection orthogonale sur le noyau ke

projection oblique sur I'espace ligne de la matrMeparalklementa
I'espace ligne de la matride

trace de la matric

comatrice de la matrick!

dimension de la matrici#

rang de la matricé/

espace vectoriel engerépar les colonnes de la matribe
espace vectoriel engerépar les lignes de la matridé
noyau de la matric#l

produit de Kronecker des matrichset N

mise en colonnes de la matribke

norme du vecteux

norme de Frobenius de la matrike

norme 2 de la matrics

argument minimum du cetreV

estimée du vecteux

matrices détat du systme

vecteur d’entee

vecteur d’entee non bruiée

vecteur de sortie

vecteur de sortie non brei¢

vecteur détat

vecteur de bruit de mesure en édr

vecteur de bruit de mesure en sortie

vecteur de bruit dtat

vecteur de bruit

vecteur de variable instrumentale

vecteur de sortie des capteur de I'antenne

vecteur des sourcé&snettrices

reponse impulsionnelle

matrice de commandabiitd’ordre j

matrice d’observabilé d’ordrei

matrice duite obtenue en supprimant lgsderneres lignes dé€;
matrice eduite obtenue en supprimant lgspremeres lignes d€;
matrice de Toeplitz d’ordre i&e au bruit cétat

matrice de Toeplitz d’ordre i contenant les paedras de Markov du
systéme

matrice de variable instrumentale
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Abr éviations, acronymes et notations

Pourt=t+M—1

yi®) =y - yTt+f—1)]" eRY1
YiO =l - yi@] ermOM

yp(t) = y'(t—p) yT_(t — 1)]T € RvPx1
Yo)=yp(t) yp_ (t)] € RYP<M
U?(t): [UT(t) UT(t—l-f—l)}Te]Rnufxl
Ur@ =[uf@® - uf@]ermiM
up(t)=[uT(t—p) --- u'( —1)}T € RMupx1
Up®=[up®) - up ()] € RWPM

U—fi_(t) = [UT<t) UT(t_—l— f— 1)}1- c RNufx1
Y7 () = [uT(t) v} (D] e RufxM

vy (t)=[vT(t—p) 0T (t—1)]" € RwPx1
Yg(t_): [UE('[) U_,(t_)} € RMupxM

Vi(t) = [VT(t) VT(H—f—l)]T c Rvfx1
V}i_(t_) = [V—fi_(t) V}"(t_] eRnnyM
Vp(t)=[VT(t—p) - vT(t—1)]" eRmPx1
Vﬁ(t_) = [VB('[) V_,(t_) c RYPxM

wi (1) = [w'(t) wl(t+f—1)]" e R 2
Wi (t) = [wi(t) wi (B)] € R M

wp (t) = wit—p) - wh(t— 1)}T c R™px1
Wo () = [Wp(t) - wp_([)] € RPN
ny(t)=[n"(t) nT(t+f—1)]" eRY 2
Nf@=[nf®) - nf(@D] eRYM
ng(t)=[nT(t—p) - nTE—1)]" e RVPx1
Ny () = [np(t) - np ()] € RYPM

X_(t_ = X(t — p) x(t __p)} c RMHxxM
X+(t_ — X(t) X(t_] ERHXXM

R,Q matrices esultantes de lagtomposition QR

uzv matrices esultantes de lasomposition en valeurs singeites
U,AV matrices esultantes de la&tomposition en valeurs propres
o valeur singulére

A valeur propre
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Contribution a l'identification r écursive des systmes par I'approche des sous-espaces

Le travail pésené dans ce moire concerne &tude et le veloppement de athodes d'identifi-
cation €cursive. Le chapitre 2 psente une synéise des principaux algorithmes adaptatifs classiques
fondés sur les moindres c&s. Les difficulés renconges lors de I'utilisation de telles approches dans
certaines situations pratiques motivent la@ation de techniquegcursives employant la formeé&tat.

Ce type de ref@sentation a&monté son efficac# en identification gicea I'emergence des @hodes
hors ligne des sous-espaces. Ainsi, le chapitre 3 propose une tiescdips algorithmes MOESP. Ces
derniers sont en effet con&gks comme le point degpart des techniquegaursives des sous-espaces.
Bien que robuste, la@tomposition en valeurs singéites (DVS) emplo§e par ces gthodes les rend
inapplicables en ligne de par sa charge calculatoire. Le chapitre £détalun état de I'art des al-
gorithmes ecursifs des sous-espa@mneés jusqu’en 2003. Ceséthodes ont en commun d’'adapter
un critere particulier de traitement d’antennes conduisades techniques alternativada DVS. Une
description de ces algorithmes dans un contextearst plus pgeci€ment pesenge. Ces techniques
présentent @anmoins un certain nombre de limitations principaleméesk la fonction cdit utilisée.

Afin de renediera ces incongnients, nous @veloppons, au sein du chapitre 5, de nouvelléthades
récursives des sous-espaces. L'approche paaposnsisté adapter un drateur particulier du traite-
ment d’antennes jusqu’alors inexpkién identification : le propagateur. L'ajustement de ce dernier au
probleme d’identification&cursive permet d’'obtenir des @éies quadratiques sans approximation et sans
contrainte. Le proldme des perturbations est téaén introduisant une variable instrumentalétute
expéerimentale sur des doaas eelles et simes est&ali€e dans le chapitre 6.

Mots clef : identification des sysimes, sygimes multivariables, algorithmesaursifs, nethodes des
sous-espaces, traitement d’antennes, variable instrumentale.

Contribution to recursive system identification by the subspace pproach

This work deals with the study and the development of recursive identificatethods. Chapter 2
presents a synthesis of the main classical adaptive algorithms based casttsyjleares. The difficulties
met with such approaches in some practical situations justify the creatiocun$iee techniques employ-
ing the state space structure. This kind of representation has provetidisnef in the identification
framework thanks to the emergence of the off line subspace methodseCBapoposes a description of
the MOESP algorithms. These ones are in fact considered as the staitingfibe subspace recursive
techniques. Despite its robustness, the singular value decomposition éyilyed by these methods
makes them on line unusable due to its prohibitive numerical complexity. Chéajreatedicated to an
overview of the recursive subspace algorithms developed till 2003seTimethods have in common to
adapt a particular array signal processing criterion in order to pralidmative technigues to the SVD.
A description of these algorithms in a unified framework is more precisely intedl These techniques
have nevertheless some limitations mostly due to the used cost function. Intoroercome these
drawbacks, we develop new recursive subspace methods in chaptes froposed approach consists in
adapting a particular array signal processing operator unused in idetiifi so far: the propagator. Its
adjustment to the recursive identification problem leads to quadratic crieg@ing neither approxima-
tion nor constraint. The use of an instrumental variable makes possibledtradre of the perturbations.
Chapter 6 is dedicated to an experimental validation of these new technigues.

Key words: system identification, MIMO systems, recursive algorithms, subspace dthiway signal
processing, instrumental variable.



