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LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUEINT�EGRABLESPATRICK BERNARDSi l'oiseau ne 
hante pas
'est mauvais signesigne que le tableau est mauvaismais s'il 
hante 
'est bon signesigne que vous pouvez signerAlors vous arra
hez tout dou
ementune des plumes de l'oiseauet vous �e
rivez votre nom dans un 
oin du tableau.J. Pr�evert, Pour Faire le Portrait d'un Oiseau.Quel sera l'�etat du syst�eme solaire dans 
inq 
ent millions d'ann�ees ?On peut donner de l'importan
e �a 
ette question en r�ealisant que de faibles variations desparam�etres de l'orbite terrestre ont de d�esagr�eables 
ons�equen
es 
limatiques. En un mot :l'ex
entri
it�e nuit �a votre sant�e ! Sur de telles �e
helles de temps, les 
onnaissan
es a
tuellesne permettent d'ailleurs pas totalement d'ex
lure des �ev�enements bien plus spe
ta
ulaires
omme une 
ollision entre deux plan�etes. Il est vrai qu'�a observer les 
ivilisations humaines,en parti
ulier 
elles qui se 
onsid�erent 
omme les plus �evolu�ees, bas
uler dans la suren
h�erete
hnologique et militaire et dans l'appauvrissement 
ulturel et philosophique, �a 
onstaterl'asservissement 
roissant des s
ien
es et des te
hniques aux logiques de pouvoir et d'a�ron-tement, la marginalisation des humanismes, la p�er�enit�e de la violen
e et de la pauvret�e, lepillage des ressour
es naturelles au seul pro�t des vanit�es les plus futiles de minorit�es aveugleset arrogantes, on est en droit de douter que la dynamique 
�eleste soit un fa
teur d�eterminantpour l'avenir de l'humanit�e. La Terre survivra �a ses habitants et 
ontinuera �a tourner.D�e
rire et 
omprendre le mouvement des plan�etes, 
'est avant tout r�epondre �a une �enigmequi s'est pos�ee �a la 
uriosit�e des hommes d�es qu'ils ont observ�e le 
iel no
turne. C'est tenterde prolonger une longue histoire qui a �et�e une des motivations majeures au d�eveloppementdes math�ematiques, math�ematiques qui ensuite ont souvent pris leur envol et trouv�e d'autresappli
ations et d'autres liens �a la r�ealit�e. C'est rajouter une poussi�ere de 
onnaissan
e �al'�edi�
e s
ienti�que et 
ulturel, et, en d�epit de la 
andeur de la question pos�ee, prendre lerisque (in�me) de 
ontribuer indire
tement �a la r�esolution violente et d�e�nitive de quelques
on
its humains �a venir, mais aussi une 
han
e (non moins in�me) de parti
iper �a l'�elaborationd'un monde mieux 
ivilis�e. En�n, plus pragmatiquement, 
'est en 
e qui me 
on
erne remplirles 
onditions n�e
essaires �a l'avan
ement de ma 
arri�ere a
ad�emique.Les su

�es de la m�e
anique 
�eleste sont spe
ta
ulaires. On sait pr�edire l'avenir (et retrouverle pass�e) du syst�eme solaire sur plusieurs milliers d'ann�ees, on sait pr�evoir une �e
lipse �ala minute pr�es plusieurs ann�ees �a l'avan
e (
omparer aux pr�evisions m�et�eorologiques !) on



4 PATRICK BERNARDsait jouer ave
 l'attra
tion gravitationnelle des plan�etes pour a

�el�erer une sonde spatiale.Laskar explique l'�e
artement entre les plan�etes 
omme �etant pr�e
is�ement l'�e
art n�e
essairepour qu'elles ne se heurtent pas sur les longues p�eriodes de temps. Le le
teur 
hoqu�e par
e prin
ipe �naliste 
onsultera [31℄ pour une expli
ation plus �evolutionniste. Con�rmer unetelle th�eorie serait un beau su

�es de la m�e
anique 
lassique sur une question qui demeurelargement �enigmatique. Mais les math�ematiques ne permettent pour l'instant pas de justi�errigoureusement 
es jolies sp�e
ulations. En fait, les quelques su

�es des math�ematiques dela dynamique 
�eleste 
a
hent une multitude de questions rest�ees sans r�eponse. L'illusion dedominer 
ette s
ien
e tient avant tout �a 
e que nos vies sont mis�erablement 
ourtes �a l'�e
helledes mouvements 
�elestes, si bien que la 
omplexit�e de 
es derniers ne nous est a

essible quepar des mesures sophistiqu�ees, indire
tes, et peu spe
ta
ulaires. Pourtant, pr�evoir exa
tementl'�etat du syst�eme solaire dans 
inq 
ent millions d'ann�ees reste aussi ina

essible �a la s
ien
eque de pr�evoir ave
 
ertitude le temps qu'il fera dans un mois. �A la question \ la Terre etMars vont elles se heurter ?" il est possible que les math�ematiques r�epondent un jour \non",mais il est peu probables qu'elles r�epondent jamais \oui". Par 
ontre, nous pouvons tenter der�epondre positivement �a la question \est-il envisageable que la Terre et Mars se heurtent ?",ou plus pr�e
is�ement \peut on imaginer un syst�eme plan�etaire qui soit presque indistinguabledu nôtre, mais dans lequel la Terre et Mars se heurteront ?". Alors, la d�e
ision serait prisepar les multiples fa
teurs in
ontrôlables, par les petits 
hi�res signi�
atifs des 
onditionsinitiales, par les imperfe
tions du mod�ele. Les travaux que je pr�esenterai dans 
e petit textevont dans le sens d'une r�eponse positive �a 
ette question (au moins si l'on a

orde au soleilune vie �eternelle). Il est toutefois temps de pr�e
iser que l'appli
ation �a la m�e
anique 
�elestedes m�ethodes que je d�e
rirai pr�esente des diÆ
ult�es parti
uli�eres, que je n'ai pas du tout lapr�etention de savoir r�esoudre. Si la m�e
anique 
�eleste est sans doute le 
hamp d'appli
ation leplus po�etique et le plus an
estral de le th�eorie qualitative des syst�emes dynamiques, 
e n'estni le plus fa
ile, ni le plus dire
t, ni, en g�en�eral, le plus 
on
luant.Les syst�emes physiques qui 
onservent l'�energie sont mod�elis�es par des syst�emes dynamiqueshamiltoniens. Il est en g�en�eral tr�es diÆ
ile d'en d�e
rire les solutions exa
tement, que 
e soitpar des expressions expli
ites ou par un 
al
ul num�erique. On 
her
he don
, depuis Poin
ar�e,des informations qualitatives. Il est int�eressant, par exemple de distinguer des 
omportementspossibles et des 
omportements impossibles. On se demande ainsi, �etant donn�es deux �etatsdu syst�eme, si il est possible que le syst�eme �evolue d'un voisinage du premier �etat vers unvoisinage du se
ond �etat. La question 
on
ernant la possibilit�e de 
ollision entre la Terre etMars est de 
ette nature.Un autre exemple de 
e type de question est de grande importan
e historique. La m�e
aniquestatistique 
onsiste �a d�e
rire les assembl�ees 
ompos�ees de nombreuses parti
ules, 
'est �a dire
ertains syst�emes hamiltoniens �a grand nombre de degr�es de libert�e, par quelques quantit�esma
ros
opiques. Le physi
ien Boltzmann avait justi��e math�ematiquement 
ette appro
he ensupposant que les orbites du syst�eme remplissent �equitablement tout l'espa
e des phases (ouplus pr�e
is�ement l'ensemble d'�energie 
onstante, puisque le syst�eme pr�eserve l'�energie), 
'est �adire que pour la plupart des 
onditions initiales, le syst�eme visitera toute la surfa
e d'�energie.C'est l'hypoth�ese ergodique de Boltzmann. Pendant longtemps, une question 
entrale de lam�e
anique hamiltonienne a 
onsist�e �a justi�er 
ette hypoth�ese, 
'est �a dire �a montrer que laplupart des syst�emes hamiltoniens �a grand nombre de degr�es de libert�e la satisfont. Dans lesann�ees 50, des 
al
uls num�eriques men�es par Fermi, Pasta et Ulam d'un 
ôt�e, et un importantth�eor�eme de math�ematiques d�e
ouvert par Kolmogorov de l'autre 
ôt�e (de l'o
�ean pa
i�que)
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ette hypoth�ese. On sait maintenant qu'il existe des syst�emes qui nesont pas ergodiques, et qui ne peuvent pas être rendus ergodiques par une petite perturbation.On peut 
ependant formuler une hypoth�ese plus faible, mais voisine. �Etant donn�es deux�etats d'un syst�eme hamiltonien, peut on trouver une orbite entre un voisinage de l'un et unvoisinage de l'autre ? On dit qu'un syst�eme pour lequel la r�eponse est positive est transitif, oubien qu'il satisfait l'hypoth�ese quasi-ergodique de Boltzmann. Il s'av�ere que les 
onsid�erationsqui permettent de rejeter l'hypoth�ese ergodique de Boltzmann ne rejettent pas l'hypoth�esequasi-ergodique. La 
onje
ture \la plupart des syst�emes hamiltoniens �a grand nombre dedegr�es de libert�es sont transitifs" apparâ�t don
 
omme un bon paradigme s
ienti�que. Cette
onje
ture est due �a V.I. Arnold, qui a aussi donn�e des pistes pour la prouver. Pour �nirsur deux r�eserves, pr�e
isons que le rapport entre la m�e
anique statistique et l'hypoth�esequasi-ergodique de Boltzmann est loin d'être 
lair, et que la preuve de la 
onje
ture de quasi-ergodi
it�e dans toute sa g�en�eralit�e semble en
ore hors de port�ee. Il est don
 int�eressant de
onsid�erer des 
as parti
uliers.Il existe une 
lasse parti
uli�ere de syst�emes hamiltoniens qui ne v�eri�ent ni l'hypoth�eseergodique ni l'hypoth�ese quasi-ergodique : les syst�emes int�egrables. On obtient un tel syst�emeen n�egligeant les intera
tions entre plan�etes dans notre syst�eme plan�etaire. L'�evolution estalors extrêmement simple (il a 
ependant fallu des si�e
les de re
her
he pour arriver �a 
ette
on
lusion). Chaque plan�ete tourne de mani�ere p�eriodique sur une orbite elliptique immuabledont le soleil o

upe un foyer. Dans un tel syst�eme, il est 
lair que l'hypoth�ese quasi-ergodiquede Boltzmann n'est pas satisfaite. C'est en �etudiant les perturbations de tels syst�emes quel'hypoth�ese ergodique a �et�e invalid�ee. En e�et les perturbations de syst�emes int�egrables (quenous appellerons syst�emes presque int�egrables) ne sont pas ergodiques. Par 
ontre l'argumentqui permet d'ex
lure l'ergodi
it�e (sur lequel nous reviendrons dans la suite) ne permet pasd'ex
lure la transitivit�e. Ils est don
 naturel de se demander si les syst�emes presque int�egrablessont transitifs. Je vais pr�esenter la dynamique des syst�emes presque int�egrables dans la pers-pe
tive de 
ette question. Comme l'attra
tion qu'exer
e les autres plan�etes sur une plan�etedonn�ee est bien plus faible que l'attra
tion solaire, le syst�eme solaire peut être vu 
omme laperturbation du syst�eme int�egrable obtenu en n�egligeant les intera
tions entre plan�etes. C'estdon
 un exemple de syst�eme presque int�egrable. Je pr�e
ise en
ore que 
'est �a plusieurs titresun mauvais exemple, qui ne v�eri�e pas les hypoth�eses que nous ferons dans la suite.Je l'ai dit, le pr�esent texte a pour obje
tif prin
ipal de me permettre d'obtenir le diplômed'Habilitation �a Diriger des Re
her
hes. J'y pr�esente don
 
ertaines de mes a
tivit�es de re-
her
he, et je n'ai au
un s
rupule �a mettre largement en avant mes propres travaux parrapport �a 
eux, pourtant parfois d'une bien plus grande profondeur, de mes 
oll�egues, amis,
on
urrents et mâ�tres. J'adopterai d'ailleurs une nomen
lature parti
uli�ere pour les d�esigner.Dans la suite, [B*℄, o�u * est un symbole quel
onque, d�esigne un arti
le dont je suis signataire,alors que [n℄, o�u n est un entier naturel, d�esigne un arti
le dont je ne suis pas signataire.Par exemple, [1℄ d�esigne un arti
le essentiel de V. I. Arnold, qu'il 
onsid�ere lui même 
ommesa 
ontribution majeure �a la th�eorie des syst�emes dynamiques, et dont les 4 pages sont sansdoute �a lire avant la 
entaine de pages de [�[B�℄. Je pr�e
ise aussi que mes travaux s'appuienttr�es largement sur 
eux de John Mather et de Albert Fathi.



6 PATRICK BERNARD.



Interm�edeCher Lu
ien, je le sais bien, que je te dois mon poste �a Grenoble. Ton bureau est sansau
un doute la pi�e
e de l'Institut Fourier o�u j'ai pass�e le plus de temps (apr�es le mien, toutde même). J'y ai appris pas mal de 
hoses, sur toutes les questions math�ematiques qui mesont pass�ees par la tête, sur la 
onjugaison du verbe avoir, sur le diable qui se 
a
he dans lesd�etails, et sur les dessous des 
ommissions de re
rutement. Une pi�e
e toujours ouverte pourdis
uter est 
e qui fait la di��eren
e entre un endroit o�u on s'ennuie et un endroit o�u on seplait. Tu es le symbole d'un laboratoire dans lequel je me suis senti parfaitement a

ueilli,largement prot�eg�e des a�res d'une tâ
he d'enseignement 
hronophage, souvent ingrate, etparfois absurde, et 
haleureusement en
ourag�e dans mon travail de re
her
he. Je n'ai don
pas �et�e surpris que tu a

eptes de te plier en quatre pour venir �a ma soutenan
e, qui nepouvait pas d�e
emment avoir lieu sans toi. Mer
i.Cher Albert, je 
rois que tu es la seule personne ayant lu tous mes arti
les. Tu es don
un rempart �a mes angoisses m�etaphysiques. Ton soutien m'a aussi prot�eg�e des probl�emesbeau
oup plus 
on
rets dans lesquels se trouvent nombre de jeunes math�emati
iens priv�es deposte. J'ai la re
onnaissan
e du ventre. Mer
i d'être en
ore l�a pour 
ette soutenan
e.Cher Raoul, je n'aurais pas os�e usurper de ton temps pour un expos�e dans lequel je ner�esoudrai au
un des probl�emes �a un million (de dollards, �
a ne vaut plus rien...) s'il avaitneig�e. Heureusement, la m�et�eo m'a�ran
hit de tout s
rupule. On se retrouvera en Janvierpour les 
hoses s�erieuses.Cher Yves, je me rejouis d'avoir pro�t�e de tes derni�eres ann�ees d'exer
i
e. Quand je pensequ'�a ton age il me restera sans doute au moins dix ans... En�n 
e n'est pas en
ore �ni, et jene m'attends pas �a 
e que tu quittes la s
�ene sans quelques 
ome ba
k 
amboyants.Cher Alain, tu es, dans 
e jury, 
elui que je 
onnais le moins. Je ne t'en suis que plus re
on-naissant d'avoir a

ept�e de me 
onsa
rer du temps. J'espere que 
e bref passage �a Grenoblene te laissera pas une aussi mauvaise impression qu'un fameux hotel Radisson au pays deGW.Cher �Eri
, maintenant que des 
entaines de kilom�etres nous s�eparent, nous ne nous voyonsplus aussi souvent. Je me rejouis que 
ette habilitation nous en donne une o

asion. Cela mefait bien plaisir de 
onstater que tu 
ontinues de t'int�eresser �a ma 
arri�ere math�ematique, etj'esp�ere que d'autres o

asions nous permettrons de retravailler ensemble.Cher Pierre, il y a presque dix ans maintenant, je suis rentr�e dans ton bureau, �a Paris,alors que je 
her
hais mon 
hemin math�ematique. Maintenant que je suis (presque) habilit�e,je n'ai plus besoin d'essayer de faire 
roire que j'ai 
ompris 
e que tu m'as dit 
e jour-l�a sur lessyst�emes presque int�egrables et la di�usion d'Arnold. Pourtant, les question que tu m'as alorspos�ees motivent en
ore la grande majorit�e de mon travail, et je redoute le jour, visiblementassez pro
hes, o�u elles seront r�esolues et o�u il me faudra trouver d'autres buts.Dear Craig, thank you very mu
h for writing this report about my work. Thank you alsofor having given my �rst opportunity to visit California, and to begin with its best pla
e, theso 
alled Demo
rati
 Republi
 of Berkeley.Tout 
e
i manque un peu de f�eminit�e. Mer
i, aussi, �a toutes et �a tous les autres.



8 PATRICK BERNARD.



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 91. MoyennisationLes penseurs selon lesquels les astres se meuvent de fa�
on 
y
lique ne sont pas les plusprofonds : qui regarde au-dedans de soi-même 
omme �a l'int�erieur d'un immense universet porte en soi des voies la
t�ees sait aussi 
ombien irr�eguli�eres sont toutes les voiesla
t�ees : elles 
onduisent jusqu'au fond du 
haos et du labyrinthe de l'existen
e.F. Nietzs
he in Le Gai Savoir
1.1. Pr�esentation. Consid�erons un hamiltonien H : Td � Rd � T �! R sous la formeH(q; p; t) = h0(p) + �H1(q; p; t):Il est pr�ef�erable de 
onsid�erer queH1 d�epend aussi de �, mais nous n'�e
rivons pas expli
itement
ette d�ependan
e. Si � = 0, on dit que le hamiltonien est totalement int�egrable. Dans 
e 
as,les �equations du mouvement sont_p = 0; _q = !0(p) := dh0(p);si bien que les variables p sont 
onstantes au 
ours du mouvement, et que sur 
haque toreinvariant Td � fp0g � T, la dynamique est d�etermin�ee par le ve
teur 
onstant !0(p0). Un telsyst�eme est loin d'être transitif. On 
her
he �a d�e
rire l'�evolution des variables d'a
tion p 2 Rdlorsque � est petit. Dans le 
adre de la m�e
anique 
�eleste, on peut penser que le terme H1
orrespond aux intera
tions entre plan�etes. La d�ependan
e expli
ite en temps est introduitepour des raisons te
hniques, elle ne 
hange pas fondamentalement la nature du probl�eme. Onpeut aussi l'expliquer par exemple de la fa�
on suivante. Dans le syst�emes solaire, les grossesplan�etes Saturne et Jupiter ont des mouvement beau
oup plus r�eguliers que les petites plan�etesint�erieures dont la Terre. Une bonne fa�
on de mod�eliser le syst�eme est alors de d�eterminerdans un premier temps les orbites de 
es grosses plan�etes, puis ensuite de 
onsid�erer le syst�emeform�e par les petites plan�etes sous l'in
uen
e de 
es grosses plan�etes. Ce sous syst�eme nonisol�e sera alors mod�elis�e par un hamiltonien d�ependant expli
itement du temps { il est vraiqu'alors 
'est la p�eriodi
it�e qui n'est plus justi��ee.Une fr�equen
e ! 2 Rd est dite r�esonante si il existe un ve
teur k 2 Zd� tel que hk; !i 2 Z.On note i
i Zd� pour Zd� f0g. Le module de r�esonan
e de !,Z(!) = fk 2 Zd=hk; !i 2 Zgest un sous groupe de Zd, on note R(!) l'espa
e ve
toriel engendr�e par Z(!) dans Rd .En raison de ph�enom�enes de moyennisation, on peut d�e
omposer l'�evolution des variablesd'a
tion p en plusieurs parties :{ Une os
illation d'amplitude �{ Une �evolution assez lente, qui est assujettie �a la 
ontrainte _p 2 R(!0(p)), dont la vitesseest de l'ordre de �, et qui est donn�ee par des formes normales \assez simples".{ Une �evolution tr�es lente, sans 
ontrainte, 
orrespondant aux restes des formes normales,de vitesse � << � (souvent � 6 e�C��a).Notons en parti
ulier que le mouvement assez lent est r�eduit �a une os
illation d'amplitude� si la fr�equen
e ! n'est pas r�esonante. Or la plupart des fr�equen
es sont non-r�esonantes (lesfr�equen
es non-r�esonantes forment un GÆ dense de mesure totale). Lorsque le hamiltonien



10 PATRICK BERNARDh0 est non-lin�eaire, 
'est �a dire lorsque la fr�equen
e !0(p) n'est pas 
onstante, on s'attendau ph�enom�ene suivant : lorsque p �evolue, alors !0(p) �evolue aussi et devient non r�esonante,de sorte que R(!0(p)) s'annule, et que l'�evolution assez lente s'arrête. Cette des
ription estextrêmement simpliste puisqu'elle met de 
ôt�e des estimations quantitatives essentielles, maisle ph�enom�ene se produit e�e
tivement pour la plupart des hamiltoniens non perturb�es, 
'estle 
ontenu du th�eor�eme de Nekhoroshhev.C'est en parti
ulier le 
as lorsque h0 est 
onvexe de Hessienne d�e�nie positive en 
haquepoint. Nous donnerons un joli exemple de Herman qui illustre les pi�eges pouvant survenirlorsque h0 n'est pas 
onvexe.Lorsque le th�eor�eme de Nekhoroshev s'applique, le mouvement assez lent est d'amplitudeo(1) (
'est �a dire tendant vers 0 lorsque � tend vers 0). L'�eventuelle transitivit�e ne peutdon
 r�esulter que du mouvement tr�es lent. L'�evolution des variables d'a
tion p est don
 lasuperposition d'os
illations d'amplitude o(1) et d'une �eventuelle �evolution tr�es lente de vitesseO(�).On a même plus. Pour beau
oup de 
onditions initiales (
orrespondant �a des fr�equen
es"tr�es non r�esonantes") l'�evolution tr�es lente est elle-même born�ee, si bien que les variablesp 
orrespondant �a 
es traje
toires restent �a distan
e O(�) de leur valeur initiale. C'est une
ons�equen
e du th�eor�eme KAM.1.2. Fr�equen
es. Le rang r de Z(!) est l'ordre de r�esonan
e de !. L'exemple prin
ipal der�esonan
e de rang r est 
onstitu�e par les fr�equen
es de la forme ! = (!1; 0) o�u !1 2 Rd�r estnon r�esonante. Cet exemple est presque universel. En e�et, si ! est une fr�equen
e r�esonante,alors il existe une matri
e A 2 Gld(Z) telle que A! = (!1; !2), o�u !1 2 Rd�r est non-r�esonantet o�u !2 2 Rr est une fr�equen
e rationnelle (
'est �a dire dont toutes les 
omposantes sontrationnelles). La matri
e A donne lieu �a un di��eomorphisme de Td qui transporte le 
hamp deve
teur 
onstant ! sur le 
hamp de ve
teur 
onstant A!. Parmi les fr�equen
es non r�esonantes,on distingue les fr�equen
es diophantiennes. La fr�equen
e ! est dite diophantienne si il existedes r�eels positifs C et � tels que d(h!; ki;Z) > Ckkk�d(1+�)pour tout k 2 Zd�. L'ensemble des fr�equen
es diophantiennes est �a la fois n�egligeable au senstopologique, et pr�epond�erant au sens de la mesure, 
'est �a dire que son 
ompl�ementaire estde mesure de Lebesgue nulle dans Rn . Pour �etudier les r�esonan
es, il est utile de 
onsid�ererles fr�equen
es r�esonantes-diophantiennes. Ce sont les fr�equen
es de la forme! = A(!1; !2)ave
 A 2 Gld(Z), !1 2 Rd�r diophantienne, et !2 2 Qr rationnelle.Les d�e�nitions que nous avons donn�ees sont bas�ees sur une estimation des petits diviseursd(h!; ki;Z): Pierre Lo
hak a montr�e dans [33℄ que d'autres appro
hes peuvent être utilis�eesave
 su

�es pour d�e
rire les propri�et�es des fr�equen
es utiles �a la moyennisation. Par exemple,il a d�e�ni les p�eriodes de ! 
omme �etant la suite Ti(!) des entiers d�e�nis par r�e
urren
e parT0(!) = 1 et Ti(!) = minfT 2 N; d(T!;Zd) < d(Ti�1(!)!;Zd)g:J'ai montr�e dans [B3℄ que, si il existe un r�eel positif C et un r�eel � 2℄0; 1=(d � 1)[ tels queTi+1(!) 6 CTi(!)1+� ;



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 11alors la fr�equen
e ! est r�esonante-diophantienne, elle est don
 diophantienne si elle n'est pasr�esonante.1.3. Changements de variables. Nous travaillons dans le 
ontexte des hamiltoniens d�ep-endant p�eriodiquement du temps. Il faut pour moyenner 
ommen
er par d�e�nir une bonnenotion de 
hangement de variables, 
e qui est l�eg�erement d�eli
at dans notre 
ontexte. En e�et,il est d�eplaisant de ne pas avoir, dans la d�e�nition qui suit, ��H sous forme plus expli
ite.On note � la forme de Liouville � = pdq.D�efinition 1.1. Un 
hangement de variables est un di��eomorphisme � : T �M � T �!T �M � T de le forme �(z; t) = (�t(z); t)o�u 
haque �t : T �M �! T �M est un di��eomorphisme exa
t. Si H(z; t) est un hamiltonien,on d�e�nit le hamiltonien ��H(z; t) = H Æ �(z; t) + �tS(z; t);o�u S(z; t) est une fon
tion sur T �M �T telle que ��t��� = �zS. Le 
hangement de variables� 
onjugue alors le 
ot du 
ot du hamiltonien H(z; t) et 
elui du hamiltonien ��H(z; t).En e�et, on a alors��(��Hdt) = ��t��H Æ �dt = �� (H Æ �+ �tS)dt+ dS;don
 ��1 envoie les 
ara
t�eristiques de la forme � �Hdt, qui sont les orbites de H, sur les
ara
t�eristiques de la forme �� ��Hdt, qui sont les orbites de ��H1.4. Cas lin�eaire. Consid�erons le hamiltonienH(q; p; t) = h!; pi+ �H1(q; p; t):Un hamiltonien N(q; p) est dit sous forme normale si�qN 2 R(!)en 
haque point.Th�eor�eme 1. Si H est analytique, et si ! est r�esonante diophantienne, alors il existe un
hangement de variables analytique �, �-pro
he de l'identit�e, tel que��H(q; p; t) = h!; pi+ �N(q; p) + �(�)R(q; p; t)o�u N est sous forme normale, de taille O(1), et o�u R est un reste de taille O(1). De plus, ona �(�) 6 e�C��a.La dynamique de ��H est alors donn�ee par l'�equation_p = �q(��H) = �qN + �qR:Le terme N engendre l'�evolution assez lente, qui s'e�e
tue �a vitesse O(�) dans le dire
tion_p 2 R(!). Le terme R engendre une �evolution tr�es lente, �a vitesse � exponentiellement petite.Si ! est diophantienne, alors le terme N est 
onstant, don
 les variables p restent dansle voisinage de leurs valeurs initiales pendant un temps tr�es long de l'ordre de 1=�. Si ! estr�esonante-diophantienne, alors les variables p s'�e
artent en g�en�eral lin�eairement de leur valeurinitiale, �a vitesse �.Pour �xer les id�ees, pr�e
isons un peu les 
hoses dans le 
as d'une fr�equen
e ! de la forme! = (!1; 0) 2 Rd1 � Rd2 , ave
 !1 diophantienne. Notons alors q = (q1; q2) 2 Td1 � Td2 , et



12 PATRICK BERNARDp = (p1; p2) 2 Rd1 � Rd2 . Le hamiltonien N est sous forme normale si et seulement si il ned�epend pas de q1. Les variables p1 sont alors des int�egrales premi�eres de l'�evolution du syst�emeassez lent H = h!1; p1i+ �N(q2; p):C'est une fa�
on d'exprimer la 
ontrainte _p 2 R(!), puisqu'i
i R(!) = Rd2 .1.5. Cas non-lin�eaire. Consid�erons maintenant un hamiltonien non perturb�e plus g�en�eralh0(p). Le paragraphe pr�e
�edent montre l'importan
e de la fr�equen
e!0(p) := dh0(p) : Rd �! Rd :Donnons un r�esultat mod�ele, pris dans [35℄, 2.1.4.Th�eor�eme 2. Fixons p0 de sorte que !0(p0) est r�esonante-diophantienne. Soit B� une boulede Rd , 
entr�ee en p0, et de rayon O(p�). Alors il existe un 
hangement de variables lo
al�� : Td �B� � T �! Td � Rd � T;qui est �-pro
he de l'identit�e, tel que��H(q; p; t) = h!; pi+ �N(q; p) + �(�)R(q; p; t)o�u N est sous forme normale, de taille O(1), et o�u R est un reste de taille O(1). De plus, ona �(�) 6 e�C��a.Ce r�esultat d�e
rit la d�e
omposition lo
ale de la dynamique des variables p entre os
illationsd'amplitude � dues au 
hangement de variables, �evolution assez lente due au terme r�esonantet �evolution tr�es lente due au reste. L'�evolution assez lente a lieu dans la dire
tion R(!), 
'est�a dire, 
omme ! n'est plus 
onstante, qu'elle est soumise �a la 
ontrainte_p 2 R(!(p)):On s'attend �a 
e que, dans de nombreux 
as, 
ette 
ontrainte interdise de grandes �evolutions.Il ne faut pas oublier que l'on a R(!) = 0 pour un ensemble de mesure totale de fr�equen
es!. L'id�ee intuitive est la suivante. Lorsque !(p) est r�esonant, alors l'�evolution assez lenteexiste, 
'est �a dire qu'un transfert d'�energie a lieu entre les modes syn
hrones. Cependant,en raison de la non-lin�earit�e, 
'est �a dire de la non 
onstan
e de l'appli
ation !(p), il estprobable que les modes se d�esyn
hronisent lorsque 
e transfert d'�energie a lieu. Cela se traduitpar le fait que !(p) quitte la r�esonan
e f! 2 Rd=Z(!) = Z(!0(p0))g de sorte que R(!)s'annule. Ces 
onsid�erations sont trop simplistes pour rendre justi
e �a la diÆ
ult�e des preuves,pour lesquelles des analyses quantitatives tr�es �nes sont n�e
essaires. C'est Nekhoroshev quia montr�e que le mouvement assez lent se r�eduit �a des petites os
illations d'amplitude o(1)pour la plupart des hamiltoniens h0, [45℄. La 
ondition suÆsante introduite pas Nekhoroshevsur le hamiltonien non perturb�e est appel�ee raideur. Nous ne l'�enon
erons pas i
i, elle estassez 
ompliqu�ee, même si des travaux de Ilyashenko [27℄ et Niederman [47℄ l'ont largement
lari��ee.Th�eor�eme 3. [45℄ Si H est analytique et si la partie non perturb�ee satisfait la 
ondition deraideur, alors le mouvement assez lent se r�eduit �a des os
illations d'amplitudes O(�b), ave
b 2℄0; 1[. Autrement dit, il existe une fon
tion �(�) 6 e�C��a telle que l'in�egalit�e kp(t) �p(t0)k 6 O(�b) reste valable tant que jtj 6 1=�(�).



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 13Les hamiltoniens 
onvexes satisfont la 
ondition de raideur. Ils sont 
eux pour lesquellesles 
onstantes a et b dans l'�enon
�e sont les plus grandes.Dans [33℄, Pierre Lo
hak a obtenu les estimations 
onsid�er�ees 
omme (presque) optimalesdes exposants a et b dans le 
as 
onvexe. On peut alors prendre a = b = 1=2d. Il faut don
noter que les estimations sont d'autant meilleures que le nombre de degr�es de libert�e est petit,
e qui est tr�es naturel. P�os
hel [49℄ a retrouv�e 
es estimations par la m�ethode originale deNekhoroshev, qui se simpli�e fortement dans le 
as 
onvexe. R�e
emment, Niedermann [46℄a 
onsid�erablement am�elior�e l'estimation des exposants dans le 
as d'un hamiltonien raideg�en�eral en utilisant la m�ethode introduite par Lo
hak.Donnons maintenant deux exemples simples. Le premier illustre les raisons pour lesquellesle mouvement lent est 
on�n�e dans le 
as 
onvexe, le se
ond, dû �a Mi
hel Hermann, montreles pi�eges qui peuvent survenir lorsque h0 ne satisfait pas la 
ondition de raideur.1.6. Exemple d'Arnold tronqu�e. Consid�erons le hamiltonienH(q1; q2; p1; p2) = (p21 + p22)=2 + � 
os(2�q2):On a don
 !(p) = p, et la perturbation 
orrespond �a une forme normale au voisinagedes fr�equen
es du type (!1; 0). Le syst�eme est le produit non 
oupl�e d'un os
illateur libreH1(q1; p1) = p21=2 et d'un pendule pesant H2(q2; p2) = p22=2 + � 
os(2�q2). Un argument�el�ementaire de 
onservation de l'�energie montre alors que la variation �p2 de la variables p2est major�ee par 2p�.1.7. Exemple de Herman. [54℄ Consid�erons le hamiltonienH(q1; q2; p1; p2) = p1p2 + �V (q1):ave
 V : T �! R. Les �equations asso
i�ees sont :_p2 = 0; _p1 = �dV; _q1 = p2; _q2 = p1:Consid�erons une 
ondition initiale v�eri�ant p2(0) = 0 et V 0(q1(0)) 6= 0. La traje
toire 
orres-pondante est p1(t) = p1(0)� tV 0(q1(0)); p2(t) = 0; q1(t) = q1(0):On a don
 i
i un mouvement assez lent (�a vitesse �) non born�e, tel que les a
tions p(t)s'�e
artent lin�eairement de leur position initiale, et 
e malgr�e la non-lin�earit�e. Pour 
omprendre
e ph�enom�ene, on remarque que !(p1; p2) = (p2; p1). En 
ons�equen
e, lorsque p2 = 0, on a!1 = 0 et don
 R � f0g � R(!(p1; 0))On peut don
 
r�eer un mouvement assez lent dans la dire
tion _p 2 R � f0g. Lors d'une telle�evolution, le syst�eme ne quitte pas la r�esonan
e p2 = 0, si bien que le mouvement assez lentpeut se poursuivre ind�e�niment.Exer
i
e : Comprendre pourquoi 
et exemple ne 
ontredit pas le th�eor�eme KAM. 11La 
ondition de non-d�eg�en�eres
en
e iso�energ�etique n'est pas satisfaite.



14 PATRICK BERNARD1.8. KAM. Nous avons vu que le mouvement assez lent se r�eduit en g�en�eral �a des petitesos
illations d'amplitude o(1). Le fameux th�eor�eme suivant, dont les premi�eres versions dues�a Kolmogorov, [30℄, sont ant�erieures au th�eor�eme de Nekhoroshev, montre que, pour beau-
oup de 
onditions initiales, l'�evolution des variables d'a
tion se r�eduit �eternellement �a desos
illations d'amplitude O(�). Consid�erons le hamiltonien C1H(q; p; t) = h(p) + �H1(q; p; t):Th�eor�eme 4. [48℄,[9℄ Il existe{ Un 
hangement de variables ��, qui est �-pro
he de l'identit�e,{ Une fon
tion g� : Rd �! R, qui sera aussi vue 
omme la fon
tion sur Td � Rd � T =T �Td � T donn�ee par (q; p; t) 7�! g�(p),{ Un ferm�e F� de Rd , qui est non-vide lorsque � est assez petit,tels que le hamiltonien ���H a un 
onta
t d'ordre in�ni ave
 g� en 
haque point de Td�F��T.En 
ons�equen
e, 
haque tore ��(Td � ffg � T), ave
 f 2 F�, est invariant par le 
ot de H.Le 
hangement de variables �� 
onjugue le 
ot de g sur Td � F� � T ave
 le 
ot de H sur��(Td � F� � T).Pour � assez petit, l'ensemble F� est de mesure positive mais d'int�erieur vide, si bien quel'ensemble ferm�e invariant F� = ��(Td � F� � T)est de mesure positive mais de 
ompl�ementaire dense.C'est 
e th�eor�eme qui ex
lut l'hypoth�ese ergodique de Boltzmann, puisqu'il donne l'exis-ten
e d'un ensemble invariant de mesure positive. En revan
he, 
omme le 
ompl�ementairede 
et ensemble est un ouvert dense, la transitivit�e n'est pas remise en question. En faitl'ensemble invariant F� est important au sens de la mesure, mais n�egligeable au sens topo-logique, 
e qui est un pendant dire
t de la propri�et�e similaire satisfaite par les fr�equen
esdiophantiennes.Lorsque d = 1, le 
ompl�ementaire de F� est d�e
oup�e par F� en petites 
omposantes
onnexes. On a don
 stabilit�e perp�etuelle des variables d'a
tion dans 
e 
as, et l'hypoth�esequasi-ergodique est invalid�ee.Toutefois, d�es que d > 2, le 
ompl�ementaire de F� est un ouvert dense 
onnexe. La dy-namique est alors transitive sur tout l'espa
e des phases si elle est transitive sur 
et ouvert
onnexe (
e qui, bien sûr, reste �a �etablir).1.9. Con
lusion. Il y a trois raisons pour 
onsid�erer les hamiltoniens h0 
onvexes.{ Par
e que 
e 
as 
omprend la situation "naturelle" o�u h0 = jpj2=2 est une �energie
in�etique, et o�u H1 = V (q; t) est une �energie potentielle.{ Par
e que les hamiltoniens 
onvexes sont 
eux pour lesquels le th�eor�eme de Nekhoroshevdonne les meilleures estim�ees, 
e sont don
 d'une 
ertaine fa�
on les 
as o�u la transitivit�eest la plus lente.{ Par
e que nous allons utiliser des m�ethodes variationnelles qui pour l'instant ne peuventêtre mises en pla
e que dans 
e 
adre.L'�evolution lo
ale au voisinage de fp = p0g est r�egie par des hamiltoniens de la forme��H = h0(p) + �N(q; p) + �(�)R(q; p; t);o�u N est sous forme normale, 
'est �a dire satisfait �qN 2 R(!(p0)).



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 15Le th�eor�eme de Nekhoroshev nous dit alors qu'il n'est pas possible d'obtenir une �evolutionde taille O(1) des a
tions en 
onsid�erant seulement le mouvement assez lent engendr�e par lehamiltonien tronqu�e h0(p) + �N(q; p). Ce
i a deux 
ons�equen
es :{ Toute �evolution d'ordre O(1) des variables d'a
tion p est tr�es lente, 
'est �a dire se fait �avitesse O(�).{ Pour mettre en �eviden
e une �evolution de taille O(1) des variables d'a
tion, il faudratenir 
ompte des restes, sur lesquels on ne sait pas grand 
hose.R�esumons quelques questions naturelles ouvertes �a 
e stade.La question qui nous int�eressera prin
ipalement est de 
omprendre si la transitivit�e topo-logique est une propri�et�e possible dans 
e 
ontexte, et si 
'est une propri�et�e \fr�equente", 
'est�a dire si elle se produit pour une perturbation typique. Plus g�en�eralement, on 
her
hera �ad�e
rire la dynamique topologique des variables d'a
tion. �A l'heure a
tuelle, le r�esultat le plusint�eressant est sans 
onteste 
elui qu'a annon
�e John Mather dans [44℄ : Pour d = 2, et pourune perturbation typique, les variables d'a
tion ont des �evolutions de taille O(1). Je penseque les r�esultats que j'ai obtenus dans [B8℄ auront aussi des appli
ations d�eterminantes dans
e 
ontexte, et qu'ils permettront d'�etendre et de 
lari�er les travaux remarquables de JohnMather.Dans le 
ontexte analytique, des questions plus qualitatives sont aussi pos�ees par le th�eor�emede Nekhoroshev. Il s'agit de 
omprendre quelle est la vitesse maximale d'�evolution des va-riables d'a
tion, 
'est �a dire quel est l'exposant optimal a dans l'�enon
�e du th�eor�eme. Pourmajorer l'exposant a, il faut 
onsid�erer des perturbations pour lesquelles on arrive �a minorerla vitesse d'�evolution des variables d'a
tion. On peut 
onsid�erer 
ette question 
omme presquer�esolue, du 
ôt�e de la minoration par les travaux de Pierre Lo
hak et les optimisations qui ontsuivies, et du 
ôt�e de la majoration par la 
onstru
tion r�e
ente, exploitant des germes sem�espar Mi
hel Herman avant son d�epart trop pr�e
o
e, par Mar
o et Sauzin dans [39℄, puis Lo
haket Mar
o [34℄, de superbes nouveaux exemples. Pour r�esumer, l'exposant optimal satisfait12d 6 a 6 12d� 4 :Il faut remarquer que la minoration des vitesses d'�evolution des variables d'a
tion sur desexemples expli
ites est une tr�es belle question qui a motiv�e de nombreux travaux. On peut
ommen
er par le travail fondateur de Arnold, puis penser au traitement variationnel par U.Bessi [5℄, [6℄ de l'exemple d'Arnold, qui est sans doute le premier �a obtenir des estimations rai-sonnables. J'ai utilis�e 
es m�ethodes dans [B1℄ pour donner la premi�ere estimation polynomialedans le 
as initialement hyperbolique, nous y reviendrons. Il est toutefois utile de pr�e
iser quetous 
es travaux font appel �a des stru
tures parti
uli�eres des exemples 
hoisis. De mani�ereg�en�erale, �a 
e stade de leur d�eveloppement, les m�ethode de 
onstru
tion qui permettre d'ob-tenir des estimations pr�e
ises des vitesses sont des m�ethodes qui ne se g�en�eralisent pas au 
asde perturbations g�en�erales. Inversement, les m�ethodes r�e
emment propos�ees pour traiter desperturbations g�en�erales, sur lesquelles nous reviendrons, ne fournissent pas d'estimation desvitesses. Ce
i ouvre don
 une question interm�ediaire entre les pr�e
�edentes :Quelle est la vitesse d'�evolution des variables d'a
tion pour une perturbation typique, est-elle du même ordre que pour une perturbation ad ho
, ou est-elle bien plus faible ?



16 PATRICK BERNARD2. Diffusion d'ArnoldUne so
i�et�e qui ob�eirait �a une l�egislation �emanant d'une a
ad�emie s
ienti�que, nonpar
e qu'elle en aurait 
ompris elle-même le 
ara
t�ere rationnel auquel 
as l'existen
ede l'a
ad�emie deviendrait inutile, mais par
e que 
ette l�egislation �emanant de la s
ien
es'imposerait au nom de la s
ien
e qu'on v�en�ererait sans la 
omprendre, une telle so
i�et�eserait une so
i�et�e non d'hommes, mais de brutes. M. BakounineDe la se
tion pr�e
�edente, on retiendra que la dynamique au voisinage d'une valeur fp = p0gdes variables d'a
tion est r�egie par un hamiltonien de la formeH = h0(p) + �N(q; p) + �R(q; p; t);o�u �qN 2 R(!0(p0)), et o�u � est tr�es petit devant �. Ce
i donne tout son poids �a l'exempleintroduit par Arnold dans [1℄ :H = (p21 + p22)=2 + � 
os 2�q2 + �(
os 2�q2)(
os 2�q2 + 
os 2�t):Th�eor�eme 5. [1℄ Fixons des r�eels (ind�ependants de �) 0 < A < B. Il existe une fon
tionstri
tement positive �0(�) telle que, pour 0 < � < �0(�), il existe une traje
toire(q1(t); q2(t); p1(t); p2(t))et un temps T > 0 tel que p1(0) 6 A , p1(T ) > B:On peut prendre �0(�) � e�p�.2.1. Traitement de l'exemple d'Arnold.2.1.1. Le syst�eme tronqu�e. Commen�
ons par quelques remarques sur le hamiltonien tronqu�eobtenu pour � = 0 :H0(q; p) = H1(q1; p1) +H2(q2; p2) = p21=2 + p22=2 + � 
os 2�q2:Ce syst�eme est le produit non 
oupl�e de l'os
illateur libre de hamiltonien H1 et du pendulepesant de hamiltonien H2. La variable p1 est don
 une int�egrale premi�ere, et la 
on
lusion duTh�eor�eme est don
 ex
lue pour � = 0.Rappelons que le point q2 = 0; p2 = 0 est un point �xe hyperbolique du pendule pe-sant H2(q2; p2) = p22=2 + � 
os 2�q2: Les vari�et�es stable et instable de 
e syst�eme int�egrable
o��n
ident, elles forment le niveau d'�energie H2 = �. En 
ons�equen
e, dans le syst�eme produitde hamiltonien H0 = H1 +H2, il y a une famille �a un param�etre T! de 
er
les invariants,T! = fp1 = !; q2 = 0; p2 = 0g � T2 � R2 :Cha
un de 
es 
er
les invariants est hyperbolique au sens qu'il admet une vari�et�e stable dedimension 2 et une vari�et�e instable de dimension 2, qui sont simplement les relev�ees desvari�et�es stable et instable du point �xe hyperbolique de H2. Il faut remarquer 
ependant que
es vari�et�es ne s'interse
tent pas transversalement le long de T!, si bien qu'il ne s'agit que d'unehyperboli
it�e partielle. Comme on va introduire une perturbation d�ependant expli
itement dutemps, il est utile de relever les 
er
les invariants �a l'espa
e des phases �etendu et de 
onsid�ererles tores T!�T � T2�R2�T, que nous noterons en
ore T!. Les vari�et�es stables et instables de
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es tores invariants de l'espa
e de phase �etendu (qui sont de dimension 2) sont de dimension3.2.1.2. Transversalit�e des vari�et�es invariantes. Lorsque � 6= 0, la perturbation est 
hoisie desorte que les tores T! sont laiss�es invariants par le 
ot du hamiltonien total H. Cependant lesvari�et�es stables et instables de 
es tores invariants sont perturb�ees, et elle n'ont plus au
uneraison de 
o��n
ider. On a e�e
tivement :Proposition 1. Il existe une fon
tion �0(�) > 0 telle que, si 0 < � < �0, alors les toresinvariants T! du syst�eme total H admettent des vari�et�es stables et instables de dimension 3,qui se 
oupent transversalement dans T2 � R2 � T le long d'une traje
toire homo
line �a T!.On peut prendre �0 � e�p�.Quelques 
ommentaires sur la preuve : Il faut d'abord v�eri�er que les tores demeurent hy-perboliques, et que leurs vari�et�es stables et instables ne sont que perturb�ees par l'introdu
tiondu reste. Ce
i r�esulte dire
tement de l'observation que la vari�et�eM form�ee du l'union des toresinvariants T! est normalement hyperbolique au sens de [26℄. Elle demeure don
 normalementhyperbolique sous l'e�et d'une petite perturbation, et ses vari�et�es stable et instable ne sontque l�eg�erement d�eform�ees. Pour faire fon
tionner 
ette �etape, il suÆt de prendre � = o(�).La question de l'existen
e d'une orbite homo
line est alors bien 
omprise. Elle est tr�essimple dans 
e 
adre, et est g�en�eralis�ee dans [18℄, [7℄ et [B2℄. Il s'agit d'une propri�et�e globale,qui ne demande au
une 
ondition de petitesse de �.Le point 
lef, qui n�e
essite l'exponentielle petitesse de �, est la transversalit�e. Commela transversalit�e est un ph�enom�ene g�en�erique, on pourrait penser que 
ette �etape n'est passi 
ru
iale. En pratique, la transversalit�e ne peut être montr�ee sur l'exemple expli
ite quepour � 6 e�p�, et 
'est don
 i
i qu'intervient 
ette 
ondition dans la preuve. En voi
i laraison. Suivant Poin
ar�e et Melnikov, Arnold a d�emontr�e la transversalit�e en �e
rivant und�eveloppement en puissan
es de � des vari�et�es stable et instable. Il s'av�ere que le premierterme de 
e d�eveloppement peut être 
al
ul�e par une int�egrale expli
ite. Tr�es grossi�erement,on obtient alors un d�eveloppement de l'angle entre les vari�et�es (dont on 
her
he �a montrer lanon-nullit�e) de la forme � = �1�+O(�2):Le 
oeÆ
ient �1 peut être 
al
ul�e expli
itement, et il est de l'ordre de e�p�. Le d�eveloppementpermet don
 de 
on
lure la non-nullit�e de � lorsque � est petit devant 
ette quantit�e, de sorteque le terme O(�2) est petit devant le terme prin
ipal �1�. Même si 
ette preuve ne permetpas de l'aÆrmer, il est fort probable que la transversalit�e reste valable pour la plupart desvaleurs de � 6 O(�) même au-del�a de �0(�).Comme nous allons le voir, l'ordre de grandeur de l'angle entre les vari�et�es stable et instableest fortement reli�e �a l'existen
e et �a la vitesse de l'�evolution des variables d'a
tion. Pour 
etteraison, il a donn�e lieu �a de nombreux travaux, 
itons [35℄ pour une plus ample dis
ussion.2.1.3. Châ�ne de transition. On vient d'�etablir l'existen
e, pour le syst�eme total ave
 � assezpetit, d'une famille T! de tores invariants hyperboliques, tels que les vari�et�es stable W+! etinstable W�! s'interse
tent transversalement le long d'une orbite homo
line (mais pas le longdu tore T! !) pour 
haque !.Un argument de persistan
e des interse
tions transverses montre alors que la vari�et�e instableW�!0 du tore T!0 interse
te transversalement la vari�et�e stable W+! du tore T! lorsque ! estassez pro
he de !0 (l'aspe
t quantitatif d�epend i
i dire
tement de la valeur de l'angle detransversalit�e �evoqu�e pr�e
�edemment). On obtient don
 des orbites h�et�ero
lites entre tores



18 PATRICK BERNARDvoisins. Comme le tore T! est 
ontenu dans fp1 = !g, on a ainsi fait bouger la variable p1.Il reste un joli argument de globalisation pour obtenir une �evolution plus ample de 
ettevariable.Si on se donne deux valeurs ! et !0 de la variable p1, alors on peut trouver, au vu de 
equi pr�e
�ede, une suite !i; 1 6 i 6 N telle que !0 = !, !N = !0, et telle que W�i interse
tetransversalement W+i+1 pour tout i. La famille de tores T!i 
orrespondante est appel�ee une
hâ�ne de transition.Un argument topologique simple permet alors �a Arnold de prouver l'existen
e d'orbitesjoignant un voisinage du tore T! �a un voisinage du tore T!0 . Ce
i termine la d�emonstrationdu th�eor�eme pour peu que l'on ait 
hoisi ! < A < B < !0.La dynamique asso
i�ee �a une 
hâ�ne de transition n'est pas 
ompl�etement �el�ementaire.Pour donner une estimation de la vitesse d'�evolution de la variable p1, il est n�e
essaire deraÆner l'argument initial de Arnold. Ces raÆnements ont �et�e donn�es bien ult�erieurement,par exemple dans [38℄ et [15℄. Ces travaux �etudient dans quelle mesure la dynamique asso
i�ee�a une interse
tion homo
line transverse des vari�et�es stable et instable d'un tore invarianthyperbolique ressemble �a la dynamique bien 
onnue asso
i�ee �a l'interse
tion transverse desvari�et�es stable et instable d'un point �xe hyperbolique, et en parti
ulier ils g�en�eralisent le�-lemme �a 
e 
ontexte. Comme on l'imagine, on peut alors montrer que, dans une 
hâ�nede transition, la vari�et�e instable du premier tore, W�0 , interse
te transversalement la vari�et�estable du dernier tore, W+N , et estimer la vitesses d'�evolution de la variable p1. Par exemple,les r�esultats d'estimation polynomiale des vitesses dans le 
as initialement hyperbolique (
'est�a dire lorsque � = 1) que j'avais obtenues variationnellement dans [B1℄ ont �et�e retrouv�ees par
e type de m�ethode dans [16℄.2.1.4. Remarque sur la vitesse. Une id�ee qui a rapidement fait son 
hemin est que la di�usiond'Arnold, 
'est �a dire l'�evolution des variable d'a
tions, est un ph�enom�ene exponentiellementlent. Cela signi�e que, dans l'exemple d'Arnold, et pour � 6 O(�), l'�evolution, si elle a lieu,de la variable p1 se fait �a vitesse au plus e���a .Cependant, on peut �xer �, et �etudier 
ette vitesse en fon
tion du se
ond param�etre �.C'est 
e que l'on appelle le 
as a priori instable, ou initialement hyperbolique. Dans 
e 
as,la vitesse de di�usion est polynomiale. Plus pr�e
is�ement, elle est de l'ordre de ��= ln(�),
omme 
e
i est par exemple montr�e dans [3℄ (j'avais pr�ealablement obtenu la minoration �2dans [B1℄). L'id�ee suivant laquelle la vitesse est polynomiale dans le 
as a priori instable aeu quelques diÆ
ult�es �a s'imposer. Je 
rois avoir 
ontribu�e �a 
ette prise de 
ons
ien
e grâ
e�a mon arti
le [B1℄, qui est le premier o�u une vitesse polynomiale est obtenue. Le m�erite enrevient surtout �a Pierre Lo
hak, qui avait pr�edit le ph�enom�ene, et m'a t�el�eguid�e vers 
e beaur�esultat.2.2. Universalit�e et parti
ularit�es de l'exemple d'Arnold, g�en�eralisations. Consid�e-rons une perturbation du hamiltonien h0(p) = kpk2=2. On a alors !0(p) = p, et on est ramen�epar un 
hangement de variable moyennisant au voisinage de p0 = (!1; 0) �aH = kpk2=2 + �N(q2; p) + �R(q; p; t)Pour simpli�er, on translate les variables d'a
tion, 
e qui revient �a �etudierH = h!1; p1i+ kpk2=2 + �N(q2; p) + �R(q; p; t)
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tion N(q2; 0), on obtientH(q; p; t) = h!1; p1i+ kp1k2=2 + kp2k2=2 + �V (q2) + �O(kpk) +O(kpk3) + �R;et les termes prin
ipaux de notre hamiltonien sous forme normale 
onstituent le produit d'unos
illateur H1(q1; p1) = h!1; p1i + kp1k2=2 et d'un syst�eme naturel H2(q2; p2) = kp2k2=2 +V (q2). On voit don
 apparâ�tre la stru
ture de l'exemple d'Arnold d'une mani�ere tr�es g�en�erale.Cet exemple a toutefois des sp�e
i�
it�es :La premi�ere est li�ee au 
hoix des dimensions. On a d2 = 1. Ce
i permet au syst�eme H2 d'êtreint�egrables, et rend possible une �etude relativement expli
ite des probl�emes de transversalit�e.La se
onde est que la fon
tion V 
hoisie, en l'o

urren
e V (q2) = 
os 2�q2, admet un uniquemaximum non d�eg�en�er�e. C'est 
e maximum qui donne le point �xe hyperbolique de H2 surlequel toute la 
onstru
tion est bas�ee. Cette parti
ularit�e peut sembler inno
ente dans lamesure o�u 
'est une propri�et�e g�en�erique du potentiel V . Toutefois, pour �etudier globalementla di�usion, il faudra 
onsid�erer des familles de formes normales, et don
 des familles defon
tions V . Or la propri�et�e mentionn�ee est de 
odimension 1, et n'est don
 pas g�en�eriquedans une famille.La troisi�eme parti
ularit�e de l'exemple d'Arnold est de loin la plus importante : la pertur-bation R est 
hoisie de mani�ere �a ne pas perturber les tores invariants hyperboliques. Ce
i estbien sur tr�es sp�e
i�que, et il est diÆ
ile de faire mar
her la m�ethode ave
 une perturbationplus g�en�erale. Pour une perturbation g�en�erale, la vari�et�e M form�ee par l'union des tores T!,et qui est normalement hyperbolique, serait d�eform�ee mais pas d�etruite. Cela signi�e qu'il yaurait dans le syst�eme perturb�e une vari�et�e invariante normalement hyperboliqueM� pro
hede M . Par 
ontre, et 
'est la le point 
lef, la vari�et�e M� ne serait pas feuillet�ee en toresinvariants du hamiltonien perturb�e. Une g�en�eralisation naturelle et bien plus universelle del'exemple d'Arnold est don
 l'exemple suivant :(1) H(q; p; t) = h!1; p1i+ kp1k2=2 + kp2k2=2 + �V (q2) + �R(q; p1; t):Le reste R est i
i 
hoisi ind�ependant de q2 de fa�
on �a 
e que la vari�et�e M = fp2 = q2 = 0gsoit globalement pr�eserv�ee, 
e qui est une hypoth�ese simpli�
atri
e sans grande port�ee. Par
ontre, la dynamique interne �a 
ette vari�et�e est perturb�ee, de sorte que les tores T! ne sont pasinvariants par le hamiltonien H. La dynamique interne �a la vari�et�e invariante M = T�R�Test donn�ee par la restri
tion du hamiltonien,H(q1; 0; p1; 0; t) = h!1; p1i+ kp1k2=2 + �R(q1; 0; p1; t):C'est don
 une perturbation quel
onque de la dynamique 
ompl�etement int�egrable de kp1k2=2.Le th�eor�eme KAM s'applique, voir [25℄ pour la premi�ere appli
ation �a 
e type de syst�emes, ildonne l'existen
e d'une famille de tores invariants, mais pas d'un feuilletage : il y a des trousentre les tores invariants. Sans rentrer dans les d�etails, on 
omprend bien que l'existen
e ounon de 
hâ�nes de transition d�epend alors d'une 
omp�etition sur les ordres de grandeurs, entred'un 
ôt�e l'angle de transversalit�e entre les vari�et�es stable et instable d'un tore donn�e, et del'autre l'�e
art entre deux tores voisins. Or 
e 
al
ul d'ordre de grandeur est d�efavorable : onne peut pas en g�en�eral 
onstruire de 
hâ�nes de transitions au sens d'Arnold dans l'exempleg�en�eralis�e, sauf dans 
ertains 
as sp�e
i�ques, 
omme par exemple dans [8℄.Obtenir les 
on
lusions du th�eor�eme d'Arnold pour le hamiltonien g�en�eralis�e (1), parexemple en supposant que d1 = 1 = d2 et que le potentiel V (q2) admet un unique maxi-mum non d�eg�en�er�e, a longtemps �et�e 
onsid�er�e 
omme un probl�eme majeur. C'est le Large



20 PATRICK BERNARDGap Problem. Pr�e
isons toutefois que beau
oup de travail a �et�e n�e
essaire pour identi�er etisoler 
lairement 
ette diÆ
ult�e.Ce probl�eme peut être 
onsid�er�e 
omme r�esolu grâ
e �a de nombreux travaux r�e
ents, [17℄,[51℄, [10℄, [11℄ [52℄, [53℄, mais aussi [B8℄. On r�esumera 
es travaux en disant qu'ils prouventl'�enon
�e mod�ele suivant.Th�eor�eme 6. Supposons que d1 = d2 = 1, que le potentiel V a un unique maximum nond�eg�en�er�e, et que 
ertaines 
onditions de non-d�eg�en�eres
en
e suppl�ementaire sont satisfaitespar la perturbation. Alors, les 
on
lusions du th�eor�eme d'Arnold sont valables lorsque � > 0est assez petit par rapport �a �.Ils est sans doute utile de donner quelques pr�e
isions de nature historique. L'appro
heg�eom�etrique d'Arnold a �et�e poursuivie. Notre pr�esentation de l'exemple d'Arnold b�en�e�
ied'ailleurs de 
es travaux ult�erieurs, qui ont mis en lumi�ere le 
ara
t�ere normalement hyperbo-lique de la vari�et�e M (
ette notion est post�erieure �a l'arti
le d'Arnold). Dans le remarquablearti
le [17℄ (et [51℄ ?), des nouveaux types de tores invariants (dit se
ondaires) sont 
onsid�er�es.Une �etude �ne bas�ee sur la moyennisation et sur le th�eor�eme KAM a alors permis aux auteursde 
onstruire des 
hâ�nes de transitions g�en�eralis�ees impliquant 
es tores se
ondaires. C'estune des solutions du Large Gap Problem. Son m�erite est qu'elle met 
lairement en �eviden
e unm�e
anisme g�eom�etrique pro
he de 
elui d'Arnold. De plus, elle ne n�e
essite pas la 
onvexit�edu hamiltonien. Par 
ontre, elle est tr�es lourde �a mettre en pla
e te
hniquement, et sembleimpossible �a �etendre �a des 
ontextes moins perturbatifs. Il faut remarquer que le passage des
hâ�nes de transitions aux 
hâ�nes de transitions g�en�eralis�ees fait perdre toute estimation desvitesses. Il semble que, bien qu'elle soit plus g�eom�etriquement expli
ite, 
ette m�ethode ne soitpas la plus prometteuse pour estimer les vitesses. La m�ethode r�esum�ee dans [28℄ permet aussipeut être de traiter le hamiltonien (1).Parall�element �a 
es travaux, des m�ethodes variationnelles se sont d�evelopp�ees sous l'impul-sion prin
ipale de John Mather, [42℄, mais aussi de Ugo Bessi qui, dans [5℄ et [6℄, a obtenu lespremi�eres appli
ations des m�ethodes variationnelles �a des 
as 
on
rets de di�usion d'Arnold.Il �etudie l'exemple d'Arnold, fournit une preuve tr�es �el�ementaire (et qui est probablementla premi�ere preuve 
ompl�ete) du th�eor�eme prin
ipal de [1℄, et obtient les premi�eres estima-tions raisonnables des vitesses. C'est d'ailleurs sa m�ethode que j'utilise dans [B1℄ pour obte-nir une estimation polynomiale dans le 
as instable. Cependant, malgr�e des d�eveloppementsint�eressants, 
omme dans [4℄, les m�ethodes issues des travaux de Bessi ne permettent tou-jours pas de r�esoudre le Large Gap Problem, sans doute en raison du prin
ipe qui veut qu'unem�ethode trop expli
ite est vou�ee �a l'�e
he
 dans l'�etude du hamiltonien (1).L'appro
he de Mather est sans doute plus universelle. Il l'a peu a peu raÆn�ee dans plusieurstravaux essentiellement non publi�es, 
omme [43℄, jusqu'�a des r�esultats remarquables annon
�esdans [44℄, qui 
onstituent sans au
un doute l'avan
�ee la plus profonde dans 
e sujet. J'esp�ereque mon arti
le [B8℄ permettra de 
lari�er les preuves de 
es r�esultats, et de les �etendre.Pour revenir au Large Gap Problem, Xia a annon
�e une solution dans le su

in
t [52℄ d�es1998. Les d�etails, donn�es plus tard dans [53℄, s'appuient sur [42℄ mais aussi sur des travauxant�erieurs de Mather, [40℄, sp�e
i�ques au 
as d = 1. Le superbe arti
le [42℄ de John Mather esttr�es elliptique sur 
ertains points. Je me suis e�or
�e de la 
lari�er dans [B4℄. Ma motivationinitiale �etait de 
omprendre pourquoi les r�esultats de [42℄ ne sont pas optimaux quand d = 1(fait remarqu�e par l'auteur lui même). J'ai obtenu un r�esultat pro
he de 
elui de Mather,mais optimal en dimension d = 1, et j'ai pr�e
is�e 
ertains points laiss�es obs
urs dans [42℄. Ce



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 21travail de 
lari�
ation a �et�e utilis�e dans [10℄ puis [11℄, qui proposent une autre solution auLarge Gap Problem.Les m�ethodes que je d�eveloppe dans [B8℄, sur lesquelles je reviendrai, s'appliquent ellesaussi au Large Gap Problem, et permettent de montrer le th�eor�eme plus g�en�eral :Th�eor�eme 7. [B8℄ Consid�erons le hamiltonien (1), ave
 d1 = 1, o�u V admet un nombre�ni de maxima. Supposons de plus que 
ertaines 
onditions de non-d�eg�eneres
en
e sont sa-tisfaitespar la perturbation, et que � est assez petit devant �. Alors, pour toute suite biin�niePi 2 R; i 2 Z, il existe une suite 
roissante de temps ti; i 2 Z telle quep1(ti) = Pi:Les am�eliorations o�ertes par 
e th�eor�eme sont les suivantes :On y autorise toute valeur de d2, et don
 de d = d1 + d2 (par 
ontre, la 
ontrainte d1 = 1est essentielle). Dans les autres traitements du hamiltonien (1) qui sont disponibles, on ad1 = d2 = 1.On autorise des potentiels V a plusieurs maxima, 
e qui est essentiel en vue de l'appli-
ation aux syst�emes presque int�egrables g�en�eraux (
ar il faudra 
onsid�erer des familles dehamiltoniens sous forme normale).On obtient une 
on
lusion qui est plus �ne que 
elles qui sont a

essibles par les autresm�ethodes.Je rappelle pour �nir que les m�ethodes de [B8℄, 
omme 
elles de [42℄ et de [B4℄, ne sont pasintrins�equement perturbatives, d'autres types d'appli
ations sont don
 possibles. Par 
ontre,elles reposent 
rutialement sur la 
onvexit�e du hamiltonien non perturb�e h0.
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tion � de Mather.La premi�ere fois qu'Aur�elien vit B�er�eni
e, il la trouva fran
hement laide.Aragon, in Aur�elien3.1. Le 
ontexte. Nous allons maintenant aborder plus en d�etails l'appro
he variationnelle.La pr�esente se
tion sera plus pr�e
ise que les pr�e
�edentes, et 
onsistera prin
ipalement enla des
ription sous toutes ses fa
ettes du premier objet de 
ette th�eorie, la fon
tion � deMather. Commen�
ons par rappeler les hypoth�eses standard, introduites par Mather dans[41℄. Les hamiltoniens H : T �Td � T �! R seront suppos�es C2. On note � la forme deLiouville � = pdq, et X(q; p; t) le 
hamp de ve
teur hamiltonien asso
i�e �a H. On supposeratoujours que les hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :(1) Compl�etude. Le 
hamp de ve
teurs hamiltonien X engendre un 
ot 
omplet surTd � Rd � T.(2) Convexit�e. Pour tout (q; t) dans Td � T, la fon
tion p �! H(q; p; t) est 
onvexesur Rd , de Hessienne d�e�nie positive, 
'est �a dire que �2pH > 0.(3) Surlin�earit�e. Pour tout (q; t) dans Td � T, on a limkpk�!1H(q; p; t)=kpk =1:On asso
ie au hamiltonien H le Lagrangien L 2 C2(TTd � T;R) donn�e parL(q; v; t) = supp2Rdhp; vi �H(q; p; t):Les appli
ations �pH : T �Td � T �! TTd � Tet �vL : TTd � T �! T �Td � Tsont des di��eomorphismes inverses, on les appelle transform�ees de Legendre. On a L(q; v; t) =�vL(q; v; t)(v) � H(q; �vL(t; x; v); t) et H(q; p; t) = �pH(q; p; t)(p) � L(q; �pH(t; x; v); t): LeLagrangien L v�eri�e(1) Convexit�e. Pour tout (q; t) dans Td�T, la fon
tion v �! L(q; v; t) est 
onvexe surRd , de Hessienne d�e�nie positive, 
'est �a dire que �2vL > 0.(2) Surlin�earit�e. Pour tout (q; t) dans Td � T, on a limkvk�!1 L(q; v; t)=kvk =1:3.2. Mesures. Commen�
ons par donner la d�e�nition originale de Mather. Soit � une mesurede probabilit�e sur TTd � T. La mesure (Bor�elienne) � est dite invariante si la mesure �� surT �Td �T obtenue en transportant � par la transform�ee de Legendre est invariante par le 
othamiltonien. La mesure � est dite ferm�ee si elle v�eri�eZTTd�T�qf(v) + �tfd� = 0pour toute fon
tion f 2 C1(Td � T;R). John Mather a montr�e dans [41℄ que les mesuresinvariantes sont ferm�ees. On d�e�nit la 
lasse d'homologie [�℄ 2 H1(Td;R) = Rd d'une mesureferm�ee � par h[�℄; [!℄i = ZTTd�T!d�;
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omme une fon
tion sur TTd�T), o�u [!℄ 2 H1(T;R) =Rd est la 
lasse de 
ohomologie de !, et o�u h:; :i : H1(Td;R) �H1(Td;R) �! R est le produitde dualit�e, qui s'identi�e au produit s
alaire standard sur Rd .D�efinition 3.1. On d�e�nit la fon
tion � : Rd �! R de Mather par�(
) = max� �h[�℄; 
i � ZTTd�TLd��o�u le maximum est pris sur l'ensemble des mesures de probabilit�e invariantes �a support 
om-pa
t.L'existen
e du maximum dans 
ette d�e�nition est un th�eor�eme de Mather, [41℄. Les me-sures r�ealisant 
e maximum sont appel�ees mesures (
-)minimales, par
e qu'elles minimisentl'a
tion R Ld� �a homologie �x�ee. Les mesures minimales ont la propri�et�e remarquable d'être
on
entr�ees sur des graphes Lips
hitz. Plus pr�e
is�ement, on a le th�eor�eme suivant de JohnMather.Th�eor�eme 8. [41℄ Pour 
haque 
ohomologie 
, il existe un 
hamp de ve
teurs Lips
hitzienv(q; t) : Td � T �! Rd tel que toutes les mesures 
-minimales sont support�ees sur le graphede v.Il est utile de donner une variante de la d�e�nition de Mather.Proposition 2. On a �(
) = max� h[�℄; 
i � ZTTd�TLd�o�u le maximum est pris sur l'ensemble des mesures de probabilit�e ferm�ees �a support 
ompa
t.L'int�erêt de 
ette variante de la d�e�nition est que l'ensemble de mesures sur lequel estmaximis�ee la fon
tionnelle est ind�ependant du hamiltonien. La possibilit�e de maximiser parrapport �a une ensemble universel (ind�ependant du hamiltonien) a d'abord �et�e remarqu�ee parMa~ne, [36℄. Je d�eduis dans [B5℄ la simple mais utile 
ons�equen
e suivante :Corollaire 1. La 
orrespondan
e H 7�! �qui, au hamiltonien H, asso
ie la fon
tion �, est 
roissante.On a de plus le remarquable r�esultat suivant, qui g�en�eralise l�eg�erement une observation deMa~ne, puis une �elaboration de Bangert [2℄. Les d�etails 
on
ernant 
e r�esultat dans le pr�esent
ontexte sont donn�es dans l'arti
le [BB℄.Th�eor�eme 9. Les mesures r�ealisant le maximum dans la proposition 2 sont les mesures
-minimales de Mather.L'invarian
e est don
 obtenue 
omme 
ons�equen
e du 
ara
t�ere minimisant, et non suppos�ee�a priori 
omme dans les travaux de Mather.3.3. Orbites p�eriodiques. Donnons maintenant une d�e�nition �equivalente que j'ai intro-duite dans [B5℄. Toute orbite p�eriodique z(t) : R �! T �Td a une homologie [z℄ 2 H1(Td;Z) =Zd, une p�eriode T 2 Z, et une a
tionA(z) := Zz ��Hdt:Le spe
tre d'a
tion marqu�e est l'ensemble des triplets([z℄; T;A(z)) 2 Zd� N � R
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rit l'ensemble des orbites p�eriodiques de H de p�eriode enti�ere T . Le spe
tre d'a
tionmarqu�e est don
 un sous-ensemble A de Zd� N � R.Proposition 3. On a �(
) = sup(w;T;a)2A hw; 
i � aT :Notons que 
ette fois le supremum n'est pas atteint en g�en�eral. L'avantage de 
ette d�e�nitionest qu'elle met en lumi�ere le 
ara
t�ere symple
tique de la fon
tion �. Soit �(z; t) = (�t(z); t) un
hangement de variable. Le morphisme ��t : H1(T �Td;R) �! H1(T �Td;R) est ind�ependantde t, et il engendre naturellement via l'isomorphisme �� : H1(Td;R) �! H1(T �Td;R) unmorphisme �� : H1(Td;R) �! H1(Td;R)Corollaire 2. On a ���H Æ �� = �HEn parti
ulier, si � est pro
he de l'identit�e, alors ���H = �H .3.4. �Equation de Hamilton-Ja
obi.Proposition 4. Pour 
haque 
ohomologie 
 2 Rd , on a�(
) = minu2C1(Td�T;R) max(q;t)2Td�T�tu(q; t) +H(q; 
+ �xu(q; t); t):Cette proposition 
ontient deux r�esultat r�e
ents. Le premier est la valeur de l'in�mum,montr�ee dans [12℄, mais aussi due �a Fathi. Le se
ond est le fait que le minimum existe. Il estdu �a Fathi et Si
onol�, [24℄, dans le 
as autonome, et nous traitons le 
as non autonome dans[BB℄.Consid�erons l'�equation de Hamilton-Ja
obi�tu+H(q; 
+ �qu; t mod 1) = 0;d'in
onnue u : Td� [0;1) �! R. Le probl�eme de Cau
hy ave
 une donn�ee initiale u0 
ontinueest bien pos�e pour les solutions de vis
osit�es. Autrement dit, pour toute 
ondition initiale u0
ontinue, il existe une et une seule solution de vis
osit�e u(q; t) : Td�[0;1) �! R de l'�equationde Hamilton-Ja
obi. Elle est donn�ee par (et on peut prendre 
ette formule 
omme d�e�nition)u(q; t) = minu0(
(0)) + Z t0 L(
(s); _
(s); s) + h
; _
(s)idso�u le minimum est pris sur l'ensemble des 
ourbes 
 2 C1([0; t℄;Td) v�eri�ant 
(t) = q.J'ai montr�e le th�eor�eme suivant dans [B7℄.Proposition 5. Si u(q; t) : Td � [0;1) �! R est une solution de vis
osit�e de l'�equation deHamilton-Ja
obi, alors la fon
tion u(q; t) + t�(
) est born�ee. En parti
ulier, on a�(
) = � limt�!1u(q; t)=t:Le fa
ile 
orollaire suivant, qui est bien ant�erieur, aide sans doute �a 
omprendre le sensde la fon
tion �. Son extension dans le 
as presque int�egrable sera dis
ut�e �a la �n de 
ettese
tion.



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 25Corollaire 3. Si il existe un r�eel a et une solution u 2 C1(Td � T;R) de l'�equation�tu+H(q; 
+ �qu; t) = a;alors a = �(
). En parti
ulier, si H(q; p; t) = h0(p) est totalement int�egrable, alors �(
) =h0(
).Il est tentant de 
onsid�erer l'�equation de Hamilton-Ja
obi 
orrig�ee(2) �tu+H(q; 
 + �qu; t mod 1) = �(
);dont les solutions de vis
osit�e sont born�ees. L'op�erateur T
 qui, �a toute 
ondition initialeu0 2 C(Td;R), asso
ie la valeur u1 2 C(Td;R) de la solution de vis
osit�e au temps 1 estdonn�e expli
itement parT
u(q) = min
(1)=q u0(
(0)) + Z 10 L(
(s); _
(s); s) + h
; _
(s)ids� �(
):Nous reviendrons plus tard sur le lien 
on
ret entre 
et op�erateur et la dynamique. Le 
om-portement asymptotique du semi-groupe T n
 a �et�e �etudi�e entre autre dans 
ette perspe
tive.Albert Fathi a montr�e dans [20℄, [21℄, [19℄ qu'il existe au moins un point �xe, qu'il a appel�esolution KAM faible. Pour 
omprendre 
ette terminologie, il faut rappeler qu'un point �xeC1 donne un tore Lagrangien invariant. Lorsque le hamiltonien est autonome, il a montr�e deplus dans [22℄ que l'ensemble des points �xes est un attra
teur global de la dynamique de T
,
'est �a dire que toute suite n 7�! T n
 (u) 
onverge uniform�ement vers un point �xe. Ce
i peutêtre assimil�e �a une forme de �-lemme.Dans le 
as non-autonome, la situation est beau
oup plus 
omplexe. En r�egle g�en�erale,le 
omportement asymptotique du semi-groupe ne se r�eduit plus �a des points �xes. Parexemple, le semi-group admet souvent des points p�eriodiques de p�eriode (minimale) stri
-tement sup�erieure �a 1. J'ai �etudi�e 
e 
omportamant asymptotique dans [B4℄, [BR℄ et [B7℄.Lorsque d = 1, je montre qu'il se r�eduit �a des orbites p�eriodiques. Par 
ontre, en dimensionsup�erieure, il n'existe au
un r�esultat. Je suppose que l'ensemble !-limite du semi-groupe peutdevenir tr�es 
omplexe lorsque la dimension augmente, mais au
un exemple ne vient pourl'instant 
on�rmer 
ette hypoth�ese.Certaines 
onsid�erations de [B4℄ m'avaient alors 
onvain
u que le 
omportement asympo-tique du semi-groupe T n
 jouait un role essentiel dans la 
ompr�ehension de la stru
ture desobjets mis en pla
e pour �etudier variationnellement la dynamique des variables d'a
tion. Ce
i�etait li�e �a 
ertaines diÆ
ult�es pass�ees sous silen
e dans [42℄. Suite �a la nouvelle appro
hede [B8℄, 
ela ne me parâ�t plus aussi 
lair. Je mentionne 
ependant un r�esultat de naturedynamique obtenu dans [B7℄ 
omme 
orollaire de l'�etude du 
omportement asymptotique deT n
 lorsque d = 1. Des r�esultats similaires ont �et�e obtenus pr�ealablement par Fathi dans le
as autonome, en toute dimension. Il s'agit en un 
ertain sens d'une r�e
iproque au 
�el�ebreth�eor�eme de Birkho� selon lequel les 
ourbes invariantes homotopiquement non triviales sontdes graphes.Proposition 6. [B7℄ Pour d = 1, si il existe une 
ourbe C de T �T qui est un graphe au dessusde la base, et une suite non born�ee tn d'entiers tels que les images par le 
ot hamiltonien autemps tn de la 
ourbe C sont des graphes, alors il existe un entier T tel que la 
ourbe C estinvariante par le 
ot au temps T . De plus, ou bien T = 1, ou bien la 
ourbe C 
ontient uneorbite p�eriodique.



26 PATRICK BERNARD3.5. Familles de tores invariants. Les 
onsid�erations suivantes sont, essentiellement, issuesde [B5℄. Soit H : T �Td �T �! R un hamiltonien. Supposons que la 
on
lusion du Th�eor�emeKAM est satisfaite, 
'est �a dire qu'il existe{ Un 
hangement de variables �, homotope �a l'identit�e,{ Une fon
tion g : Rd �! R, qui sera aussi vue 
omme une fon
tion sur Td � Rd � T =T �Td � T,{ Un ferm�e F de Rd ,tels que le hamiltonien ��H a un 
onta
t d'ordre in�ni ave
 g en 
haque point de Td�F �T,
e qui implique en parti
ulier que � 
onjugue le 
ot de g sur Td � F � T ave
 le 
ot de Hsur �(Td � F � T). Alors, la fon
tion �H a un 
onta
t d'ordre in�ni ave
 g en 
haque pointde F . La preuve, suivant [B5℄ est une 
ons�equen
e triviale des observations pr�ealables sur lafon
tion �.En e�et, si ��H a un 
onta
t d'ordre in�ni ave
 g sur Td � F � T, 
'est qu'il existe deuxfon
tions g+ et g� sur Rd , ayant 
ha
une un 
onta
t d'ordre in�ni ave
 g sur F , et telles queg� 6 ��H 6 g+:En vertu de la 
roissan
e de H 7�! �, on a alorsg� = �g� 6 ���H = �H 6 �g+ = g+:
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eImagine si 
e
iun jour 
e
iun beau jourimaginesi un jourun beau jour 
e
i
essaitimagine S. Be
kettJ'introduis dans [B8℄ une relation d'�equivalen
e sur Rd (pro�tant de l'identi�
ation entrel'espa
e des variables d'a
tion et le groupe de 
ohomologie), que je note /.. Avant de donnerla d�e�nition de 
ette relation, donnons une 
ons�equen
e primordiale :Soit Pi 2 Rd ; i 2 Z, une suite biin�nie. Supposons que les valeurs Pi appartiennent �a unemême 
lasse d'�equivalen
e pour la relation /.. Alors il existe une suite 
roissante ti de temps,et une traje
toire hamiltonienne (q(t); p(t)) telle quep(ti) = Pi:4.1. Pseudopgraphes re
ouvrants. Soit C l'ensemble des fon
tions semi-
on
aves sur Td.Ce sont les fon
tions f : Td �! R telles que la fon
tion x 7�! ~f(x)�Kkxk2 est 
on
ave surRd pour K assez grand, o�u ~f est le rel�evement de f �a Rd . Nous noterons C=R le quotient deC par les fon
tions 
onstantes agissant par addition. On d�e�nit alors l'ensembleP = Rd � C=R:Les �el�ements de P sont appel�es pseudographes re
ouvrants. �A tout pseudographe re
ouvrant(
; u) 2 P, on asso
ie le sous-ensemble� = �
;u = f(q; 
+ du(q)); du(q) existeg � T �Td:Comme la 
orrespondan
e (
; u) 7�! �
;u est inje
tive, on identi�e les pseudographes aux sous-ensembles � asso
i�es. L'ensemble des pseudographes re
ouvrant 
ontient don
 l'ensemble desgraphes lagrangiens 
ontinus, qui s'identi�e �a Rd � C1(Td;R)=R � P. En munissant C de lanorme uniforme, on munit naturellement P d'une norme et d'une topologie. La restri
tion dela proje
tion 
anonique �a un pseudographe re
ouvrant � est inje
tive, son image est de mesuretotale. Notons � : T �Td �! T �Td le 
ot hamiltonien au temps 1. Le terme re
ouvrant estjusti��ee par la remarque suivante : la restri
tion de la proje
tion 
anonique �a l'image �(�) d'unpseudographe re
ouvrant est surje
tive. En dimension d = 1, les pseudographes re
ouvrantssont les graphes de fon
tions u : T �! R n'ayant que des dis
ontinuit�es d�e
roissantes. Ilsont �et�e utilis�e dans [29℄ pour une tr�es �el�egante pr�esentation de 
ertains r�esultats 
onnusde la dynamique en dimension 1. L'arti
le [B8℄ peut être vu 
omme une tentative partiellede g�en�eraliser [29℄ �a la dimension sup�erieure. Toutefois, une telle g�en�eralisation impose des
hangements radi
aux.



28 PATRICK BERNARDD�efinition 4.1. [B8℄ Soient 
 et 
0 dans Rd et N 2 N. On dit que 
/N.
0 si, pour toutpseudographe re
ouvrant � 2 P de 
ohomologie 
 (respe
tivement 
0), il existe un pseudographere
ouvrant �0 2 P de 
ohomologie 
0 (respe
tivement 
) tel que��0 � N[i=1�i(�);o�u les pseudographes � et �0 sont vus 
omme sous ensembles de T �Td et o�u ��0 d�esignel'adh�eren
e de �0 dans T �Td. On dit que 
/.
0 si il existe N 2 N tel que 
/N.
0.Cette d�e�nition oublie la valeur de N , qui est le param�etre 
ru
ial pour une �eventuelleestimation des temps. Dans un se
ond temps, On pourra �etudier les relations 
/N.
0 et ainsi
her
her �a obtenir des estimations des vitesses.4.2. Op�erateur d'�evolution. Soit T
 l'op�erateur qui, �a toute 
ondition initiale u0 2 C(Td;R),asso
ie la valeur u1 2 C(Td;R) au temps 1 de la solution de vis
osit�e de l'�equation deHamilton-Ja
obi (2). On peut montrer que u1 2 C. Il existe un unique op�erateur 	 : P �! Ptel que 	(�
;u) = �
;T
(u):L'op�erateur 	 est li�e �a la dynamique par l'in
lusion fondamentale	(�) � �(�):Aux solutions KAM faible de Fathi, 
orrespondent des points �xes de 	. On note V
 l'ensembledes points �xes de 	 de 
ohomologie 
. C'est un 
ompa
t non-vide dans P. Si � est un point�xe de 	, alors on a �� � �(�):On d�e�nit alors un 
ompa
t invariant de � par~I(�) = \i2N ��i(��):C'est une nouvelle appro
he, due �a Fathi, pour d�e�nir les ensembles d'Aubry ~A(
) et de Ma~n�e~N (
) qui avaient �et�e pr�ealablement introduits par Mather dans [41℄. On a~A(
) = \�2V
 ~I(�) et ~N (
) = [�2V
 ~I(�):Ce sont des ensembles 
ompa
ts non vides invariants pas �. Ma~n�e a montr�e que les mesures
-minimisantes de Mather sont pr�e
is�ement les mesures invariantes qui sont 
on
entr�ees surl'ensemble d'Aubry. Comme il existe des mesures 
-minimisantes, on en d�eduit que l'ensembled'Aubry est non-vide, 
e qui n'est pas �evident de part sa d�e�nition. L'ensemble d'Aubry estun graphe Lips
hitz. Je rappelle que les orbites de ~N (
)� ~A(
) sont biasymptotiques �a ~A(
).Il peut être utile pour �xer les id�ees de penser, dans le 
adre de la 
onstru
tion d'Arnold,que l'ensemble ~A(
) est un des tores T!, que le point �xe (il n'y en a qu'un dans 
e 
as)� 2 V
 est un mor
eau de la vari�et�e instable de 
e tore, et que les orbites de ~N (
) � ~A(
)sont les homo
lines �a 
e tore sur lesquelles se base la 
onstru
tion d'Arnold. Je pr�e
ise que
e
i n'est qu'un guide intuitif (et faux). Il faudrait être bien plus pr�e
is, par exemple sur la
orrespondan
e entre 
 et !, pour le rendre rigoureux, et il faudrait aussi travailler dans unrevêtement, sinon ~N (
)� ~A(
) est vide.



LA DYNAMIQUE DES SYST�EMES HAMILTONIENS PRESQUE INT�EGRABLES 29Pour terminer, mentionnons qu'il existe une partition naturelle, introduite par Mather etMa~n�e, de l'ensemble d'Aubry ~A(
) en sous-ensembles 
ompa
ts invariants appel�es 
lassesstatiques par Ma~n�e. Voir par exemple [13℄ pour une d�e�nition et des dis
ussions relatives �a
ette partition, mais aussi [B8℄.Chaque fois que ~X est un sous-ensemble de T �Td, nous d�esignerons par X la proje
tion de~X sur la base Td.4.3. R�esultats. Nous pouvons maintenant �enon
er les r�esultats prin
ipaux de [B8℄. Pour lespreuves, et pour plus de d�etails, 
onsulter 
et arti
le, qui est essentiellement auto-
ontenu.4.3.1. �Evolution assez lente. Pour tout sous ensemble K de Td, on d�e�nit le sous-espa
eve
toriel R(K) � Rd 
onstitu�e des 
lasses de 
ohomologie des formes ferm�ees sur Td dont lesupport est disjoint de K. On d�e�nit alors, pour tout 
 2 Rd , les sous-espa
eR(
) = \�2V
R(I(�)) � Rd :Le 
hoix de la même lettre pour d�esigner le sous-espa
e R(
) 
i-dessus et pour d�esigner le sous-espa
e R(!) asso
i�e aux r�esonan
es d'une fr�equen
e ! est intentionnel. Pr�e
iser la relationentre 
es deux objets est un travail �a faire. En un sens vague, le th�eor�eme suivant montre quele mouvement assez lent est pris en 
ompte par la relation /.. Ce r�esultat est �a rappro
herdes r�esultats prin
ipaux de [42℄ et [B4℄.Th�eor�eme 10. [B8℄ Pour 
haque 
0 2 Rd , il existe � > 0 tel que toute 
lasse 
 2 Rd v�eri�ant
� 
0 2 R(
0) et k
� 
0k 6 � satisfait 
0/.
:4.3.2. �Evolution tr�es lente. Le th�eor�eme suivant prend en 
ompte l'�evolution tr�es lente desvariables d'a
tion (�eventuellement apr�es passage �a un revêtement, voir [B8℄).Th�eor�eme 11. [B8℄ Si il existe un nombre �ni de 
lasses statiques dans ~A(
), et si il existeun nombre �ni (non nul) d'orbites dans ~N (
) � ~A(
), alors la 
lasse de 
ohomologie 
 estdans l'int�erieur de sa 
lasse de /.-�equivalen
e.



30 PATRICK BERNARD5. Con
lusionLes pens�ees sont des ombres de nos sentiments{toujours obs
ures, plus vides, plus simplesque 
eux-
i. F. Nietzs
he in Le Gai SavoirLe le
teur a sans doute 
onstat�e un 
ertain 
ou quand �a la mani�ere dont les divers aspe
tspr�esent�es, se 
ombinent pour revenir �a la question prin
ipale, qui �etait de d�e
rire la dyna-mique globale des variables d'a
tion dans un syst�eme presque int�egrable. Ce
i se manifesteparti
uli�erement lorsqu'il s'agit de faire le lien entre les objets d�e�nis variationnellement dansles derni�eres se
tions, et les objets d�e�nis dans les premi�eres se
tions. Du travail reste �a fairepour pr�e
iser 
es liens.On voudrait par exemple montrer que, pour une perturbation g�en�erale, le 
ompl�ement-aire de l'ensemble F � Rd apparaissant dans le th�eor�eme KAM forme une seule 
lasse de/.-�equivalen
e. Le m�erite de mes travaux de [B8℄, est de ramener 
ette question globale �a lav�eri�
ation lo
ale des hypoth�eses abstraites. Cette v�eri�
ation devrait pouvoir être faite enutilisant les formes normales lo
ales, dans l'esprit de mon arti
le [B2℄, et du superbe travailant�erieur de Bolotin [7℄, o�u l'existen
e lo
ale d'orbites homo
lines (�a des tores invariants dansl'arti
le de Bolotin, et �a des ensemble d'Aubry, qui y sont appel�es ensembles de Peierls dansmon arti
le) est montr�ee en utilisant une 
ombinaison de m�ethodes de formes normales etde m�ethodes variationnelles. Il y a toutefois quelques diÆ
ult�es. Par exemple, la th�eorie desformes normales est symple
tique, alors que les th�eories de [B8℄ utilisent fortement la stru
tureadditionnelle �br�ee de l'espa
e des phases. Pour pouvoir id�ealement appliquer les r�esultats deformes normales, il faudra don
 
omprendre dans quelle mesure les objets apparaissant dansles hypoth�eses abstraites de [B8℄ sont transform�ees par les 
hangements de variables. L'arti
le[B5℄ va dans 
ette dire
tion, voir aussi le livre [50℄. Il faudra ensuite 
omprendre dans quellemesure 
es hypoth�eses abstraites sont v�eri��ees pour des perturbations typiques.Pour terminer sur une note positive, je voudrais pr�e
iser que les syst�emes presque int�egrablesne sont pas les seules appli
ations envisageables des m�ethodes de [B8℄. Je voudrais aussim'avan
er �a sugg�erer que les diÆ
ult�es mentionn�ees 
i-dessus ne sont pas tr�es profondes, jem'attend �a 
e qu'elles soient lev�ees rapidement. L'�enon
�e donn�e par Mather dans [44℄ ouvred'ailleurs la voie.Je propose don
 la 
onje
ture suivante : Pour une perturbation typique d'un syst�eme
ompl�etement int�egrable 
onvexe, il existe une 
lasse de /.-�equivalen
e qui est un ouvertdense de Rd .
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