
HAL Id: tel-00008087
https://theses.hal.science/tel-00008087v1

Submitted on 17 Jan 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Algorithmique et optimisation de réseaux de
communications optiques

David Coudert

To cite this version:
David Coudert. Algorithmique et optimisation de réseaux de communications optiques. Modélisation
et simulation. Université Nice Sophia Antipolis, 2001. Français. �NNT : �. �tel-00008087�

https://theses.hal.science/tel-00008087v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITÉ de NICE-SOPHIA ANTIPOLIS � UFR SCIENCESÉole Dotorale STICDépartement d'InformatiqueTHÈSEPrésentée pour obtenir le titre deDoteur en SCIENCESde l'Université de Nie-Sophia AntipolisSpéialité : INFORMATIQUEparDavid Coudert
Algorithmique et optimisationde réseaux de ommuniations optiquesSoutenue publiquement le 11 Déembre 2001 devant le jury omposé de :Présidente Mme. Anne GermaDireteur M. Afonso FerreiraRapporteurs Mme. Anne GermaM. Jean-Claude KönigM. Jaroslav OpatrnyExaminateurs M. Andrea ClementiM. Jean-Mar FedouM. François TillerotESSI, Amphi Ouest à 16h30





À Philémon ...





RemeriementsJe tiens partiulièrement à remerier toutes les personnes qui ont ontribué diretementou indiretement à ette thèse :� Afonso Ferreira, qui a dirigé ette thèse, pour son soutien, son attention, ses ommen-taires sur mes travaux et pour la on�ane qu'il me fait depuis notre première renontresous le soleil de San-Diego. Le sujet de thèse qu'il m'a proposé et les diretions quenous lui avons fait prendre ont été passionnants ;� Jean-Claude Bermond, pour m'avoir aueilli dans son équipe où il a instaurer uneambiane partiulièrement amiale. Je lui suis profondément reonnaissant de l'aide etdu temps préieux qu'il m'a onsaré ;� Anne Germa, pour l'honneur qu'elle me fait de présider mon jury et pour avoir eu lagentillesse et de rapporter ette thèse. Les di�érentes remarques très pro�tables qu'ilsont fait sur e manusrit m'ont permis de ompléter et de lari�er plusieurs points ;� Jean-Claude König et Jaroslav Opatrny pour l'honneur qu'ils me font de partiiperà mon jury, pour avoir eu la gentillesse et le ourage de rapporter ette thèse dansdes délais aussi ourts. Les di�érentes remarques très pro�tables qu'ils ont fait sur emanusrit m'ont permis de ompléter et de lari�er plusieurs points ;� Andrea Clementi et Jean-Mar Fédou, pour l'honneur qu'ils me font de partiiper àmon jury ;� François Tillerot, pour l'honneur qu'il me fait de partiiper à mon jury et pour m'avoiraidé à omprendre les problématiques liées à la oneption de réseaux ;� Stéphane Pérennes, pour sa ollaboration et pour avoir survéu aux � Otisseries � ;� Philippe Marhand, pour son hospitalité lors de mon séjour à San-Diego et pour letemps qu'il a onsaré à m'expliquer les avanées de l'opto-életronique. Il est à l'originede mon intérêt pour OTIS ;� Xavier Muñoz, pour son hospitalité lors de mon séjour à Barelone et pour nos éhangesenrihissants ;� Joseph Yu, pour ses onseils avisés et pour sa légendaire gentillesse ;� Hervé Rivano, pour avoir le ourage de me supporter au quotidien, pour sa gentillesseet son amitié ;� Pasal Berthomé, pour m'avoir permis de partir à San Diego ;



� tous les membres du projet Masotte : Bruno Beauquier, Bruno Bongiovanni, SébastienChoplin, Olivier Dalle, Jér�me Galtier, Frédéri Havet, Aubin Jarry, Jean-FrançoisLalande, Alexandre Laugier, Philippe Mussi, David Sagnol, Mihel Syska, CorinneTouati et les ex-membres : Guillaume Conjat, Eri Darrot, Nathalie Furmento, TaniaJimenez, Nausia Marlin et Jean-Noël Petit ;� Ephie Derihe et Patriia Lahaume pour leur gentillesse et leur e�aité à résoudreles embarras administratifs ;� toutes les personnes renontrées sur Nie et qui m'ont permis de passer de très bonsmoments : Blaise, Isabelle, Jér�me, Caroline, Pasal, Raphaëlle, Sandrine, Bruno etj'en oublie ;� tous les ex-lyonnais, mes préieux amis : Costia, Claire, Stéphane, Hélène, Benoit,Hélène, Denis, Julien, Elsa, Nedjma, Grégoire, Anne, Stéphane et bien sur Quentin,Grégory, Sébastien, James : : :� et bien sûr ma mère et ma s÷ur, pour l'aide et l'a�etion qu'elles n'ont jamais esséde m'apporter.



Table des matières
1 Introdution 12 Graphes lassiques et réseaux de ommuniations 72.1 Quelques graphes lassiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.1.1 Graphe de de Bruijn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.1.2 Graphes de Reddy-Pradhan-Kuhl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.1.3 Graphe de Kautz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.1.4 Graphes de Imase et Itoh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.1.5 Réseau papillon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.1.6 Réseau papillon ylique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.1.7 Cube de de Bruijn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Modèles de ommuniations struturées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.1 Contraintes de ommuniations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.2 Modèles de ommutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.2.3 Shémas de ommuniations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.3 Plongements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4 Notions de onnexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.4.2 Connexité et routage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.4.3 Complexité du routage disjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.4.4 Connexité et iruits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 Les tehnologies optiques pour les téléommuniations 253.1 Desription d'une liaison de ommuniation optique . . . . . . . . . . . . . . 263.1.1 Desription d'une liaison életronique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.1.2 Desription d'une liaison opto-életronique . . . . . . . . . . . . . . . 273.1.3 Optique en l'espae libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.2 Composants optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.2.1 Émetteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.2.2 Réepteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.2.3 Lentilles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.2.4 Miroir Semi-ré�éhissant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.2.5 Étoile passive optique (OPS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.2.6 Fibre optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33i



ii TABLE DES MATIÈRES3.2.7 Ampli�ateurs optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.2.8 Convertisseurs optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.2.9 Méanismes mirosopiques (MEMS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3 Multiplexage optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3.1 Multiplexage temporel (TDM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3.2 Multiplexage en longueur d'onde (WDM) . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3.3 SONET/SDH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383.3.4 Multiplexeur à insertion/extration optique . . . . . . . . . . . . . . 383.3.5 Multiplexeur à insertion/extration életronique . . . . . . . . . . . . 394 Réseaux de ommuniations de l'espae libre optique 414.1 Optial Transpose Interonnetion System, OTIS . . . . . . . . . . . . . . . 424.1.1 La tehnologie OTIS � Topologie de base . . . . . . . . . . . . . . . . 424.1.2 Modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 444.2 Réseaux simples onstruits ave OTIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.2.1 Graphes bipartis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.2.2 Graphe omplets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.2.3 Graphes orientés symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.2.4 Graphes de Imase et Itoh, de de Bruijn et de Kautz . . . . . . . . . . 544.2.5 Problème (�; D) sur OTIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 564.3 Réseaux omposés onstruits ave OTIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.3.1 Réseau papillon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.3.2 OTIS-Mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.3.3 OTIS-G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.4 Propriétés hamiltoniennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 625 Étude d'une famille de graphes à alphabet 675.1 Graphes de de Bruijn omme graphes à alphabet . . . . . . . . . . . . . . . 675.1.1 Permutation sur l'alphabet, graphes B�(d;D) . . . . . . . . . . . . . 685.1.2 Permutation sur les indies, graphes A(f; �; j) . . . . . . . . . . . . . 695.1.3 Complément d'étude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 725.1.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 745.2 Graphes de Kautz omme graphes à alphabet . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.2.1 Permutation sur l'alphabet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.2.2 Permutation sur les indies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.3 Appliation : implantation optimisée du de Bruijn ave OTIS . . . . . . . . . 795.3.1 Isomorphismes entre H(p; q; d) et B(d;D) . . . . . . . . . . . . . . . 795.3.2 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 835.4 Conjetures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 835.4.1 Étude de la permutation f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 835.4.2 Isomorphismes entre B(d;D) et H(p; q; d) . . . . . . . . . . . . . . . 84



TABLE DES MATIÈRES iii6 Modèles avanés 856.1 Stak-graphes et hypergraphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.1.1 Hypergraphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.1.2 Stak-graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.2 Modélisation d'une OPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 886.3 POPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 896.3.1 Dé�nition et modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 896.3.2 Plongements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 906.4 Stak-Kautz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916.4.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916.4.2 Exentriité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 936.4.3 Caratéristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.4.4 Salabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.4.5 Protooles de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 976.4.6 Routage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 996.4.7 Di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1036.4.8 Comparaisons entre le POPS et le stak-Kautz . . . . . . . . . . . . . 1036.4.9 Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056.4.10 Plongements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1086.5 Implantation du POPS et du stak-Kautz ave OTIS . . . . . . . . . . . . . 1116.5.1 Groupes de sommets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1116.5.2 POPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1136.5.3 Stak-Kautz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1136.6 Hypergraphes de de Bruijn et de Kautz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1146.6.1 Hypergraphes de de Bruijn généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . 1146.6.2 Hypergraphes de Kautz généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1196.6.3 Réalisation ave OTIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1196.6.4 Protooles de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1217 Protetion dans les réseaux WDM 1257.1 Réseaux WDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267.1.1 Modélisation d'un réseau WDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267.1.2 Optimisation et approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267.1.3 Routage et oloration dans les réseaux WDM . . . . . . . . . . . . . 1277.1.4 Fontions de oûts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1307.2 Protetion de l'instane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1337.2.1 Protetion 1 + 1 et 1 : 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1347.2.2 Paire de hemins disjoints de poids minimum . . . . . . . . . . . . . 1357.2.3 Protetion M : N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1357.2.4 Par sous-réseaux, par yles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1377.3 Protetion du réseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1387.3.1 Re-routage global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397.3.2 Re-routage de bout-en-bout . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397.3.3 Re-routage autour de la panne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140



iv TABLE DES MATIÈRES7.3.4 Protetion par faes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1427.4 Instane all-to-all sur le yle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1437.4.1 Résultats onnexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1467.4.2 Nouveaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1477.4.3 Bornes inférieures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1487.4.4 Constrution de la DRC-ouverture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1497.4.5 Cas orienté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547.4.6 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1568 Conlusions et Perspetives 157Bibliographie 159A Quelques notions de la théorie des graphes 175A.1 Notations mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175A.2 Notations � dé�nitions � graphes élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 175A.3 Quelques opérateurs sur les graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178A.3.1 Graphes itérés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180A.3.2 Somme artésienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180A.3.3 Produit de onvolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181A.3.4 Produit de omposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184B Géométrie d'OTIS 187C Un algorithme de reherhe exhaustive 191C.1 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191C.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192



Chapitre 1IntrodutionLes réseaux de ommuniations optiques sont passés de l'état de uriosité intelletuelle àun marhé de plusieurs milliards de dollars. En e�et, l'utilisation de ommuniations optiquesest intéressante en termes de vitesse et de dissipation d'énergie dès que la distane à parourirest supérieure à 1 m [FEGL88℄. Aussi, elles sont maintenant utilisées à la fois pour lesréseaux d'interonnexions des systèmes de petites tailles néessitant des ommuniationsrapides (ordinateurs parallèles, routeurs) et dans les grands réseaux de transport massif dedonnées (réseaux nationaux et internationaux).Nous distinguons aujourd'hui deux familles prinipales de réseaux de ommuniations op-tiques : les réseaux dits en � espae optique libre � et les réseaux utilisant des �bres optiques.D'une part, les réseaux de ommuniations optiques en espae libre sont utilisés lorsque ladistane entre l'émission et la réeption du signal optique est faible (quelques entimètres).Ils utilisent des lentilles et des miroirs pour guider les faiseaux lumineux et permettent ungrand nombre d'interonnexions de hauts débits dans un espae réduit [FGDE89, KMK+91℄.Par exemple, la onstrution du réseau d'interonnexion d'un graphe omplet à 64 n÷uds(où haque n÷ud dispose d'un lien de ommuniation diret vers haun des autres n÷udsdu réseau) est aujourd'hui réalisable dans un ube de 20 m de �té. De même, les dévelop-pement réents de méanismes mirosopiques (Miro Eletro Mehanial Systems, MEMS)permettent la onstrution de rossbars tout-optique à 256 entrées, remettant ainsi au goûtdu jour e type de réseaux.D'autre part, les réseaux utilisant des �bres optiques sont adaptés aux ommuniationslongue distane (plusieurs kilomètres). Les �bres optiques alliées à la tehnologie WDM(wavelength division multiplexing) permettent le transport rapide de gros volumes de données(plusieurs terabits par seonde et par �bre). Des dizaines de milliers de kilomètres de �bresoptiques sont atuellement utilisés dans le monde et supportent la majorité des éhanges dedonnées.Dans ette thèse, nous nous intéressons à une famille de réseaux d'interonnexions op-tiques en espae libre utilisant l'arhiteture OTIS (Optial Transpose Interonnetion Sys-tem) [MMHE93℄. Ce système optique se ompose de deux plans de lentilles permettant derelier une matrie d'émetteurs à une matrie de réepteurs, selon un motif �xé par le nombreet la taille des lentilles de haun des plans. Brièvement, OTIS(p; q) onsiste en un premierplan de p lentilles et un deuxième de q lentilles, permettant de relier p groupes de q émetteurs1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONà q groupes de p réepteurs, l'émetteur (i; j), 0 � i < p, 0 � j < q, étant relié au réepteur(q � j � 1; p� i� 1).L'arhiteture OTIS permet une implantation optique simple de réseaux d'interon-nexions qui étaient di�iles à réaliser auparavant, ayant par exemple la topologie du grapheomplet orienté symétrique K+n (il faut alors utiliser OTIS(n; n)). Dès lors, tout réseau d'in-teronnexions peut être implanté ave OTIS(n; n). En e�et, un réseau de ommuniationsest généralement modélisé par un graphe dont les sommets orrespondent aux n÷uds duréseau, et les ars aux liens de ommuniations, et tout graphe d'ordre n est un sous graphede K+n . Toutefois, ette implantation n'est pas e�ae dans le sens où tous les liens de om-muniations optiques ne sont pas utilisés. Par exemple, un graphe d'ordre n et de degré 2n'utilisera que 2n liens de ommuniations sur les n2 disponibles. Nous herhons don lesréseaux pour lesquels tous les liens de ommuniations optiques sont utilisés.Pour e faire, nous dé�nissons une famille de réseaux d'interonnexions onstruits surOTIS(p; q), que nous modélisons par les graphes H(p; q; d), où d émetteurs et d réepteursonséutifs sont rassemblés pour former un même sommet du graphe. Ensuite, nous herhonsparmi les graphes onnus, eux qui sont isomorphes à H(p; q; d). Nous observons expérimen-talement que plusieurs graphes H(p; q; d) sont isomorphes à un même graphe de de Bruijn,B(d;D). Cei nous onduit à développer la famille de graphes à alphabet A(f; �; j) où lessommets sont des mots de longueur D sur un alphabet à d lettres : le voisinage d'un sommetest obtenu en appliquant une permutation f sur l'ordre des lettres dans le mot, puis unepermutation � sur la valeur des lettres du mot dans l'alphabet et en�n en remplaçant la jelettre du mot obtenu par tous les symboles de l'alphabet. Cette famille de graphes ontientd'une part de nombreux graphes isomorphes aux graphes de de Bruijn et d'autre part desgraphes isomorphes à H(p; q; d). Aussi, les graphes A(f; �; j) nous permettent d'obtenir lesvaleurs de p et q pour lesquelles les graphes H(p; q; d) et B(d;D) sont isomorphes.Nous étudions également des réseaux de ommuniations optiques utilisant des étoilespassives optiques (OPS). Une OPS est une forme de bus optique permettant la di�usion[BF97℄. Elle permet de relier un groupe d'émetteurs à un groupe de réepteurs de telle sorteque si l'un des émetteurs envoie un message au travers de l'OPS sous forme de signauxlumineux, tous les réepteurs reçoivent e message. La taille d'une OPS est limitée par desontraintes tehnologiques, limitant ainsi elle des réseaux de ommuniations onstruits àpartir d'une unique OPS. A�n d'augmenter le nombre de n÷uds de es réseaux, un réseaumulti-OPS en un seul saut, Le Partitionned Optial Passive Star network (POPS) a étéproposé dans [CLM+96℄. Ce réseau onsiste en un ensemble de groupes de n÷uds, haun reliépar une OPS à tous les autres groupes. Le POPS permet d'augmenter le nombre de n÷udsdans le réseau, ainsi que le nombre de messages émis à haque étape de ommuniation, maislà enore, la taille du réseau est limitée par la tehnologie.Nous apportons une solution à ette limitation en proposant les stak-Kautz, réseauxmulti-OPS en plusieurs sauts, onstruits à partir des graphes de Kautz et des stak-graphes(famille d'hypergraphes orientés obtenue en empilant des opies d'un même graphe et enremplaçant haque pile d'ars par un hyperar). Dans un tel réseau, il est néessaire de fairedes ompromis entre le nombre de sommets intermédiaires que doit traverser un messageavant d'atteindre sa destination et la taille ainsi que le nombre des OPS. A�n de hoisir



3la meilleur on�guration possible, nous avons étudié les aratéristiques et les ressouresdes stak-Kautz et onduit une étude de salabilité. Nous avons proposé des protoolesde ontr�le e�aes que nous avons validé par la onstrution d'un simulateur. Ensuite,nous avons étudié l'exentriité des stak-Kautz et étudié le temps d'aheminement d'unmessage de sa soure à sa destination en fontion de la harge. Nous donnons également desrésultats de plongements sur ette topologie. En�n, nous avons proposé une implantation dees réseaux à l'aide d'OTIS.En�n, nous apportons une ontribution à l'étude de la séurisation des réseaux de ommu-niations optiques utilisant la tehnologie WDM. De milliers de kilomètres de �bres optiquesayant d'ores et déjà été mis en plae dans le monde, il est aujourd'hui essentiel de développerdes stratégies e�aes pour garantir la ontinuité des ommuniations dans le réseau, fae àla défaillane (rupture) d'un faiseau de �bres.Dans les réseaux WDM, un lien de ommuniation orrespond à une �bre optique ouà un faiseau de �bres, et haque �bre permet le transport simultané de plusieurs signauxoptiques, haun utilisant une longueur d'onde di�érente. Les réseaux WDM sont modéliséspar des (multi)graphes dont les sommets orrespondent aux liens du réseau, et les ars auxliens de ommuniations. Pour es réseaux, une requête de ommuniation entre deux n÷udsorrespond à l'établissement et à la réservation d'un hemin et d'une longueur d'onde entreles sommets orrespondant à la requête. Aussi, la rupture d'un lien de ommuniation s'a-ompagne de l'interruption des ommuniations pour les requêtes l'utilisant. Une méthodepour rétablir les ommuniations onsiste à utiliser des ressoures prédéterminées et dédiéespour rerouter le tra� interrompu. C'est le prinipe de la séurisation par protetion des ré-seaux. Cette méthode est à opposer à la séurisation par restauration, où de nouvelles routessont alulées, au moment de la panne, en fontion des ressoures disponibles.De nombreuses stratégies permettent la mise en plae de la protetion dans les réseauxWDM. Certaines, omme la protetion 1 : 1, réserve un hemin de protetion pour haquehemin de travail utilisé dans le réseau. D'autres, omme la protetion par sous-réseaux,autorise un partage des ressoures de protetion par un ensemble de requêtes. Dans haqueas les objetifs sont tout d'abord de garantir la protetion de toutes les requêtes au regardde toute panne de lien et ensuite de minimiser le oût global du réseaux, omprenant le oûtdu routage des requêtes et le suroût induit par les ressoures réservées à la protetion.Les problèmes d'optimisation assoiés à es problèmes de dimensionnement sont généra-lement très di�iles à résoudre. Il est don intéressant d'étudier des as simples pour lesquelsnous pouvons fournir un dimensionnement optimal. En partiulier nous étudions en détaille problème de la protetion par sous réseaux dans le as où le réseau physique est un yleet les requêtes l'instane de ommuniation all-to-all. D'autre part, nous disutons de ladi�ulté de haun des problèmes, et nous étudions l'in�uene de haune des omposantesde la fontion de oût du réseau sur la omplexité de leur résolution.Dans la suite, nous détaillons le plan de ette thèse et l'organisation préise des di�érentshapitres.Dans le hapitre 2, nous ommençons par rappeler les dé�nitions et les propriétés prini-pales des graphes utilisés par la suite, dans les hapitres 4 à 6. En partiulier nous présentons



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONles graphes de de Bruijn, de Kautz et leurs généralisations, ainsi que les réseaux papillons.Nous poursuivons e hapitre en abordant la notion de routage dans les réseaux de om-muniations. Le routage d'une instane I de requêtes (ouples de sommets du réseau) onsisteà établir pour haque requête un hemin dans le réseau. Nous rappelons les di�érents mo-dèles permettant de dé�nir les n÷uds du réseau, ses liens de ommuniations et les modes deommutations employés pour l'aheminement des messages au travers du réseau. Puis nousdérivons le prinipe du plongement d'une topologie sur une autre qui permet d'émuler unetopologie logique sur un réseau de ommuniations donné.En�n, nous rappelons des résultats sur la onnexité des graphes. Cette notion étantun indiateur de la omplexité du alul d'un routage disjoint, elle nous sera utile dansles problèmes abordés dans le hapitre 7. Nous préisons également les relations entre laonnexité des graphes et la présene de iruits partiuliers.Le hapitre 3 présente les tehnologies de l'optique utilisées dans la mise en ÷uvredes réseaux de téléommuniations. Dans de tels réseaux les informations numériques sonttransmises sous forme d'impulsions lumineuses qui sont guidées depuis leur soure jusqu'àleur destination au travers d'un système optique. Ce système est soit une �bre optique, soitun espae libre optique onstitué, entre autre, d'une suession de lentilles et de miroirs.Nous ommençons par dérire le domaine de l'espae libre optique en faisant un parallèleentre un modèle de liaison életronique et un modèle opto-életronique. Puis nous présentonsdes omposants intervenant dans les ommuniations optiques : émetteur (laser), réepteur(diode photosensible), �bre optique, lentille, miroir semi-ré�éhissant, étoile passive, ampli-�ateur et onvertisseur, ainsi que les systèmes méaniques mirosopiques montrant à euxseuls l'état de l'art de la tehnologie.Par la suite, nous présentons les tehniques de multiplexage qui permettent d'exploiter labande passante de la �bre optique : le multiplexage temporel (time division multiplexing,TDM) et le multiplexage en longueur d'onde (wavelength division multiplexing, WDM).Nous présentons également la hiérarhie numérique synhrone (synhronous digital hierar-hy, SDH) qui est une façon de réaliser le multiplexage temporel souvent utilisée au dessusde WDM. En�n, nous dérivons les multiplexeurs à insertion/extration életronique (MIE)et optique (MIEO) qui sont utilisés dans les réseaux WDM pour aéder aux informationstransportées dans les �bres optiques.Dans le hapitre 4, nous présentons une famille de réseaux d'interonnexions optiquesen espae libre basée sur l'arhiteture Optial Transpose Interonnetion System (OTIS)[MMHE93℄.Nous dérivons e système optique, puis nous proposons une famille de réseaux d'in-teronnexions onstruits sur OTIS(p; q), en dé�nissant la famille de graphes H(p; q; d), oùd émetteurs et d réepteurs onséutifs sont rassemblés pour former un même sommet dugraphe. Ensuite, nous apportons des éléments de réponse à la question � quels sont les graphesonnus appartenant à la famille H(p; q; d) ? �.Au ours de notre étude, nous montrons que ette famille ontient les graphes de Imaseet Itoh, souvent appelés graphes de Kautz généralisés. Ce résultat implique que la familleH(p; q; d) inlu les graphes de Kautz et de de Bruijn, ainsi que les graphes omplets. Ensuite,



5nous montrons que les graphes omplets sont les seuls graphes orientés symétriques de lafamille H(p; q; d), exluant ainsi de nombreux graphes tels que les hyperubes et les grilles.Ensuite, nous nous intéressons à des réseaux hybrides utilisant à la fois des ommuni-ations optiques, au travers d'OTIS, et des ommuniations életroniques. Brièvement, esréseaux sont des graphes omposés onstruit à partir de H(p; q; d) en remplaçant haquesommet par une opie d'un graphe G d'ordre d. Cei nous permet de proposer une modélisa-tion à des réseaux déjà étudiés sur OTIS tels que OTIS-Mesh [ZMPE00, WS98b℄ et OTIS-G[DAAar℄.Une partie de es résultats a fait l'objet des publiations [CFP99, CFM00a℄.Le hapitre 5 est onsaré à l'étude de la famille de graphes à alphabet A(f; �; j), dedegré d, dimension D et ordre dD. Dans es graphes, les sommets sont des mots de longueurD sur un alphabet à d lettres, et le voisinage d'un sommet est obtenu en appliquant unepermutation f sur l'ordre des lettres dans le mot, puis une permutation � sur la valeur deslettres du mot dans l'alphabet et en�n en remplaçant la je lettre du mot obtenu par tous lessymboles de l'alphabet.Nous montrons en partiulier que pour d et D �xé, la famille A(f; �; j) ontient d!D!graphes isomorphes au graphe de de Bruijn B(d;D) et (d � 1)!D! graphes isomorphes auréseau papillon ylique ���!WBF (d;D � 1).Ensuite, nous appliquons es résultats à la aratérisation des graphesH(p; q; d), onstruitsur OTIS, qui sont isomorphes aux graphes de de Bruijn. Nous en déduisons plusieurs façonsde onstruire les interonnexions optiques d'un même graphe de de Bruijn ave OTIS, etnous utilisons e fait pour minimiser le nombre de lentilles du système optique.L'étude des relations entre la famille de graphes A(f; �; j) et les graphes B(d;D) etH(p; q; d) à fait l'objet de la publiation [CFP00℄.Dans le hapitre 6, nous étudions des réseaux de ommuniations optiques en plusieurssauts multi-OPS. Dans les réseaux en plusieurs sauts, les messages doivent traverser plusieursn÷uds avant d'atteindre leurs destinations. D'autre part, les réseaux multi-OPS sont desréseaux utilisant plusieurs étoiles passives optiques (OPS).Une OPS est une forme de bus optique permettant la di�usion [BF97℄. Elle permet derelier un groupe d'émetteurs à un groupe de réepteurs de telle sorte que si l'un des émetteursenvoie un message au travers de l'OPS sous forme de signaux lumineux, tous les réepteursreçoivent e message. Nous ne onsidérons ii que des OPS mono-longueur d'onde. Ainsi, unseul message peut être émis au travers de l'OPS par étape de ommuniation.Un réseau multi-OPS en un seul saut a été proposé dans [CLM+96℄. Le PartitionnedOptial Passive Star network (POPS) est un réseau de ommuniation en une seule étape,utilisant plusieurs OPS. Ce réseau onsiste en un ensemble de g groupes de t proesseurs,haun relié par une OPS à tous les autres groupes. Le POPS permet d'augmenter le nombrede proesseurs dans le réseau, ainsi que le nombre de messages émis à haque étape deommuniation.Le POPS a été modélisé dans [BF96℄ par un stak-graphe [BFM98℄ onstruit à partird'un graphe omplet. Intuitivement, le stak-graphe &(s;G) est onstruit à partir du grapheG en substituant haque sommet du graphe G par un groupe de s sommets, et en remplaçant



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONhaque ar du graphe G par un hyperar reliant les deux groupes de s sommets orrespon-dants. Cette modélisation a permis d'e�etuer simplement des plongements de graphes surle POPS.Nous avons poursuivi es travaux en proposant la famille des stak-Kautz, famille deréseaux de ommuniation multi-OPS en plusieurs sauts, onstruits à partir du graphe deKautz. Cette famille inlut le POPS et représente don une généralisation de e réseau. Nousavons étudié les aratéristiques et les ressoures des stak-Kautz et onduit une étude desalabilité. Nous avons proposé des protooles de ontr�le e�aes que nous avons validé parla onstrution d'un simulateur. Ensuite, nous avons étudié l'exentriité des stak-Kautzet le temps d'aheminement d'un message de sa soure à sa destination en fontion de laharge. Nous donnons également des résultats de plongements sur ette topologie et nousproposons une implantation ave OTIS. En�n, nous étendons es travaux aux hypergraphesde de Bruijn et de Kautz [BDE97℄L'ensemble de es travaux a fait l'objet des publiations [CFM98, CFM99, CFM00b,CFM00a℄.Le hapitre 7 est onsaré à l'étude des méthodes de séurisation par protetion desréseaux WDM (Wavelength Division Multiplexing). Cette méthode de séurisation onsisteà utiliser des ressoures prédéterminées et dédiées pour rétablir un hemin a�eté par unepanne. Elle est à opposer à la séurisation par restauration qui onsiste à aluler puis àétablir de nouvelles routes pour le tra� interrompu par une panne, en fontion des ressouresdisponibles dans le réseau au moment de la panne.Notre objetif, dans e hapitre, est de dérire les di�érentes stratégies pouvant êtreutilisées pour la séurisation par protetion du réseau. Nous montrons que es tehniquesn'engendrent pas le même dimensionnement du réseau, et nous mettons l'aent sur le rapportentre le dimensionnement du réseau et la omplexité de alul et de mise en ÷uvre de estehniques.Nous étudions ave attention le as partiulier de la protetion par yles de l'instanede ommuniation all-to-all dans le as où la topologie du réseau est elle d'un yle. Nousfournissons une solution optimale à e problème de dimensionnement.Les publiations [BCCT00, BCCT01b, Cou01℄ sont issues de es travaux.La onlusion présente une disussion des objetifs atteints au ours de ette thèse et desperspetives de reherhes qu'il semble d'ores et déjà important d'aborder.Cette thèse a été e�etuée au sein du projet Masotte12. Une partie des travaux a étée�etuée en ollaboration ave des ollègues étrangers : Xavier Muñoz3 et Joseph Yu4, etégalement en relation ave Frane Téléom et Alatel.
1Méthodes Algorithmiques, Simulation, Combinatoire et OpTimisation pour les TÉléommuniations2Projet ommun CNRS / INRIA / Université de Nie - Sophia Antipolis.3DMAT � Université Polytehnique de Catalogne � Barelone � Espagne.4DMS � University College of the Fraser Valley � Abbotsford, British Columbia � Canada.



Chapitre 2Graphes lassiques et réseaux deommuniations
Le leteur peu familier ave la théorie des graphes est invité à onsulter les ouvrages[Ber73, BM76, Lei92, dR94, GGL95℄ dont les notions et notations utiles pour ette thèsesont reportées dans l'annexe A.Les réseaux de ommuniations sont généralement modélisés par des (multi)graphes G =(V;E), où l'ensemble V des sommets représente les n÷uds du réseau et les arêtes représententles liens de ommuniation entre les n÷uds. Le (multi)graphe pourra être non-orienté, orientéou orienté symétrique, selon le as.Une instane I de requêtes sur G est un ensemble de ouples de sommets de G. Lorsquele graphe G est orienté alors le ouple hu; vi de sommets de G dénote une requête du sommetu vers le sommet v, et lorsque le graphe n'est pas orienté, alors le ouple hu; vi dénote unerequête entre le sommet u et le sommet v. Le routage de I sur G onsiste à assoier àhaque requête de I (ouple de sommets) un hemin entre les sommets orrespondant de G.Dans e hapitre, nous ommençons par présenter dans la setion 2.1 les familles degraphes dont nous nous servirons dans ette thèse, omme modèles de réseaux de ommu-niations. Ensuite, nous dérivons dans la setion 2.2 les modèles de ommuniations fré-quemment utilisés dans les réseaux. En partiulier, nous donnerons la table de lassi�ation,proposée dans [FL94℄, permettant une notation onise des modèles et de leurs ontraintes.Puis, dans la setion 2.3, nous dérirons le prinipe des plongements de topologies, qui per-mettent d'une part d'émuler une topologie de réseau sur une autre, et d'autre part d'e�etuerle routage d'une instane de requêtes. Par la suite, nous abordons dans la setion 2.4 la notionde onnexité dans les graphes. Nous donnons les relations entre la onnexité des graphes etle problème du l'établissement d'un ensemble de hemins disjoints dans un réseau (routaged'une instane de requêtes), et nous donnons la omplexité de es problèmes. En�n, nousdisutons de la puissane d'expression de la onnexité sur la présene de iruits partiuliersdans un graphe. 7



8 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONS2.1 Quelques graphes lassiquesNous présentons maintenant les familles de graphes dont nous nous servirons dans ettethèse.2.1.1 Graphe de de BruijnLe graphe de de Bruijn est usuellement dé�ni omme un graphe onstruit sur un alphabet.Ses sommets sont des mots de longueur D sur l'alphabet à d lettres, Zd :Dé�nition 2.1.1 Le graphe de de Bruijn, B(d;D), de degré d et de diamètre D, est legraphe orienté tel que :� V = fx = xD�1xD�2 : : : x1x0 j xi 2 Zdg = ZDd ;� �+ (x) = fxD�2 : : : x1x0� j � 2 Zdg .Le voisinage d'un sommet s'obtient don par un déalage à gauhe de son étiquette avesuppression de la lettre la plus à gauhe et adjontion d'une lettre à droite. L'ar reliant lesommet xD�1xD�2 : : : x1x0 au sommet xD�2 : : : x1x0� sera noté xD�1xD�2 : : : x1x0�.Propriétés :� Dans le graphe de de Bruijn, il existe un hemin de longueur exatement D entretoute paire de sommets. Un hemin d'un sommet x à un sommet y s'érit omme laonaténation des étiquettes de es sommets. Si x = xD�1 : : : x1x0 et y = yD�1 : : : y1y0,alors, le hemin s'érit xD�1 : : : x1x0yD�1 : : : y1y0.� �+B(d;D)D (u) = V (B(d;D) ; ette propriété déoule de la préédente.� Un plus ourt hemin d'un sommet x = xD�1 : : : x1x0 vers un sommet y = yD�1 : : : y1y0s'obtient en trouvant le plus grand indie i tel que xi : : : x1x0 = yD�1 : : : yD�1�i. Le plusourt hemin s'érit alors xD�1 : : : x1x0yD�i�2 : : : y1y0.� Le graphe de de Bruijn véri�e B(d;D) = LD�1(K+d ), [FYA84℄. Cette aratérisationest à la base de nombreuse démonstrations de propriétés de es graphes. La �gure 2.1illustre ette propriété.� B(d1; D)
B(d2; D) = B(d1d2; D), [Sys92, BHLP97℄.Il n'existe pas, à e jours, de formule lose donnant l'exentriité des graphes de de Bruijn.Un bon enadrement est le suivant :Proposition 2.1.2 ([BLS97℄)D � d(d� 1)2 + Dd + 1d�1dD�1(d� 1) � dD � 1dD eB(d;D) � D � 1d� 1 + 1dD(d� 1)2.1.2 Graphes de Reddy-Pradhan-KuhlLe graphe de Reddy, Pradhan et Kuhl [RPK80℄ est aussi onnu omme le graphe de deBruijn généralisé.



2.1. QUELQUES GRAPHES CLASSIQUES 9
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B(2; 3) = L(B(2; 2)) = L2(B(2; 1))Fig. 2.1 � Trois graphes de de Bruijn : B(2; 1) = K+2 et les deux graphes itérés B(2; 2) =L(B(2; 1)) et B(2; 3) = L(B(2; 2)) = L2(B(2; 1)).



10 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSDé�nition 2.1.3 [RPK80℄ Le graphe de Reddy-Pradhan-Kuhl, RPK(d; n), de degré d età n sommets, est le graphe orienté tel que :� V = Zn ;� �+ (u) = fv j v � (du+ �) mod n; � 2 Zdg .Propriétés :� Le grapheRPK(d; dD) est isomorphe au graphe B(d;D). Pour le voir, il su�t d'assoierau sommet x = xD�1 � � �x1x0 de B(d;D) le nombre u 2 Zn tel que u = PD�1i=0 xidi ;alors, les suesseurs de x dans B(d;D) sont assoiés aux nombres de la forme (du+�)mod n; 0 � � < d.� Le diamètre du graphe RPK(d; n) est onnu pour être dlogd ne.� L(RPK(d; n)) = RPK(d; dn).Le leteur pourra onsulter [RPK80, RRK83℄ pour plus de détails sur les nombreuses pro-priétés de e graphe. La �gure 2.4 donne une représentation des adjaenes de RPK(2; 10).2.1.3 Graphe de KautzLe graphe de Kautz orienté, noté K(d;D), est le graphe dont les sommets sont tous lesmots de longueur D sur un alphabet de d + 1 lettres, tels que deux lettres onséutivessont di�érentes. Pour tout sommet x = xD�1xD�2 : : : x1x0, il existe un ar de x vers haquesommet y = xD�2 : : : x1x0�, où � est une lettre quelonque de l'alphabet, di�érente de x0.Dé�nition 2.1.4 [Kau68℄ Le graphe de Kautz, K(d;D), de degré d et de diamètre D, estle graphe orienté tel que :� V = fx = xD�1xD�2 : : : x1x0 j xi 2 Zd+1; i 2 ZD; xj 6= xj+1; j 2 ZD�1g ;� jV j = dD + dD�1 ;� �+ (x) = fy = xD�2 : : : x1x0� j � 2 Zd+1n fx0gg ;� jAj = dD+1 + dD.Les graphes de Kautz et de de Bruijn ont de nombreuses propriétés ommunes.Propriétés :� j�+K(d;D)D (u) j = dD. En e�et, soit x = xD�1 : : : x1x0, nous avons�+K(d;D)D (x) = fy = yD�1 : : : y1y0 j y 2 V (K(d;D)) et yD�1 2 Zd+1n fx0gg� Dans le graphe de Kautz, il existe un hemin de longueur exatement D+1 entre toutepaire de sommets ; �+K(d;D)D+1 (u) = V (K(d;D)).� Il existe un algorithme simple pour générer, entre deux sommets, un hemin de longueurau plus D + 2, tolérant jusqu'à d � 1 sommets ou liens défetueux [ISO86℄, et deuxhemins n÷uds disjoints [SHP91℄.� Un plus ourt hemin est onstruit de la même façon que pour le graphe de de Bruijn.� De même que le graphe de de Bruijn, le graphe de Kautz véri�e K(d;D) = LD�1(K�d+1)[FYA84℄. La �gure 2.2 illustre ette propriété.� Les graphes de Kautz sont eulériens et hamiltoniens.



2.1. QUELQUES GRAPHES CLASSIQUES 11
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K(2; 3) = L(K(2; 2)) = L2(K(2; 1))
Fig. 2.2 � Trois graphes de Kautz : K(2; 1) = K�3 et les deux graphes itérés K(2; 2) =L(K(2; 1)) et K(2; 3) = L(K(2; 2)) = L2(K(2; 1)).



12 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONS� Le graphe de Kautz K(d;D) est un sous-graphe du graphe de de Bruijn B(d + 1; D)(�gure 2.3).
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Fig. 2.3 � Graphe de de Bruijn B(3; 2) inluant le graphe de Kautz K(2; 2) (noiri).De même que pour le graphe de de Bruijn, il n'existe pas, à e jours, de formule losedonnant l'exentriité des graphes de Kautz. Par ontre, ette exentriité a été enadrée enutilisant la distane moyenne ÆK(d;D) et la relation ÆG = n�1n eG, [ST98, ST01℄.Proposition 2.1.5 ([ST01℄)D � 1(d�1)(1� 1d2 ) + Dd + 1d�1dD�2(d2�1) � ÆK(d;D) � D � 1d�1 + 2dD�1(d2�1)D � 1(d�1)(1� 1d2 ) + Dd + 1d�1dD�2(d2�1) � �1� 1dD�1(d+1)� eK(d;D) � D � 1d�1 + 2dD�1(d2�1)2.1.4 Graphes de Imase et ItohLes graphes de Kautz sont très intéressants quant au nombre de sommets qu'ils onnetent,pour un degré et un diamètre �xé. Toutefois, ils ne permettent pas d'atteindre toutes lestailles de graphes. Les graphes de Imase et Itoh [II81, II83℄, aussi appelés Graphes de Kautzgénéralisés, sont une solution à e problème.Dé�nition 2.1.6 [II81℄ Le graphe de Imase et Itoh, II(d; n), de degré d et à n sommets,est le graphe orienté tel que :� V = Zn ;� �+ (u) = fv j v = (�du� �� 1) mod n; � 2 Zdg .



2.1. QUELQUES GRAPHES CLASSIQUES 13Propriétés :� Le graphe de Imase-Itoh II(d; dk�1(d+ 1)) est le graphe de Kautz K(d;D) [II83℄.� Il a été montré dans [II81℄ que le diamètreD d'un graphe de Imase et Itoh est blogd n �D � dlogd ne.� Si DRPK(d;n) est le diamètre du graphe RPK(d; n) et si DII(d;n) est le diamètre dugraphe II(d; n), alors DII(d;n) � DRPK(d;n).Des informations omplémentaires sur ette famille de graphes se trouvent dans [HP88,BHP89℄. La �gure 2.4 représente les adjaenes du graphe de Imase et Itoh d'ordre 10 et dedegré 2, II(2; 10), omparées à elles de RPK(2; 10).
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9RPK(2; 10) II(2; 10)Fig. 2.4 � Graphes bipartis représentatifs des ars des graphes RPK(2; 10) et II(2; 10).
2.1.5 Réseau papillonLa littérature ontient plusieurs dé�nitions équivalente du réseau papillon, plus onnusous le nom anglais de butter�y. La �gure 2.5 représente le réseau papillon ��!BF (2; 3).Dé�nition 2.1.7 (à partir d'un alphabet) Le réseau papillon ��!BF (d;D) est le grapheorienté à n = (D + 1)dD sommets, tel que� V (��!BF ) = �hx; li j x 2 ZDd ; l 2 ZD+1	 ;� A(��!BF ) = f(hx; li ; hy; l + 1i) j l � D � 1; x = xD�1 : : : x1x0; y = xD�2 : : : x1x0�; � 2 ZdgLa dé�nition 2.1.7 est aussi onnue omme la dé�nition des réseaux oméga, équivalantsaux réseaux papillons [dR94℄, et omme la dé�nition des graphes Fast-Fourier-TransformFFT (d;D), introduits pour l'algorithme du même nom [dR94℄. Comme ette dé�nition uti-lise les adjaenes du graphe de de Bruijn, une autre dé�nition est la suivante.



14 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSDé�nition 2.1.8 ([dR94℄) ��!BF (d;D) = B(d;D)
�!� D+1 = LD�1(K+d )
 �D+1.Comme �D+1 = L(�D+2) = LD�1(�2D), nous avons également ��!BF (d;D) = LD�1(K+d 
�2D). De plus, en remarquant que K+d est le graphe représentatif des ars d'une multi-boule(un sommet à d boules), et que le produit de onvolution d'un hemin par une multi-boule est un multi-hemin, alors ��!BF (d;D) est aussi le graphe D-itéré d'un multi-hemin delongueur 2D + 1.
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Fig. 2.5 � Butter�y ��!BF (2; 3), dé�ni sur un alphabet.En�n, une dé�nition en termes de graphe omposé, lorsque D est impair, est la suivante :Dé�nition 2.1.9 Si D est impair, alors��!BF (d;D) � �!K dD+12 ;dD+12 ���!BF �d; D � 12 ��ave� V ���!BF (d;D)� = nhu; xi j u 2 V ���!BF �d; D�12 �� ; x 2 V ��!K dD+12 ;dD+12 �o ;� V ���!BF �d; D�12 �� = nhv; li j v 2 Z D�12d ; l 2 ZD+12 o ;� V ��!K dD+12 ;dD+12 � = nhy; ii j y 2 ZdD+12 ; i 2 Z2o ;� A���!BF (d;D)� = n(hu; xi ; hv; xi) j u 2 V ���!BF �d; D�12 �� ; x 2 V ��!K dD+12 ;dD+12 �o[n(hu; xi ; hv; yi) j (x; y) 2 A��!K dD+12 ;dD+12 � ; g(x; y) = hu; viooù g est la fontion dé�nie parg : A��!K dD+12 ;dD+12 � �! V ���!BF �d; D�12 ��� V ���!BF �d; D�12 ��(x; y) = (hz1; 0i ; hz2; 1i) 7�! 

� z2d � ; D+12 � ; 
� z1d � ; 0�� = hu; vi



2.1. QUELQUES GRAPHES CLASSIQUES 15Lemme 2.1.10 Dans la dé�nition 2.1.9, la fontion g peut également être dé�nie par :g : A��!K dD+12 ;dD+12 � �! V ���!BF �d; D�12 ��� V ���!BF �d; D�12 ��(x; y) = (hz1; 0i ; hz2; 1i) 7�! DDdD�12 � � z2d �� 1; D+12 E ;DdD�12 � � z1d �� 1; 0EE= hu; viPreuve : Cette autre dé�nition de la fontion g est due au fait que dans le graphe bipartiomplet �!Kn;n, les deux relations d'adjaenes suivantes sont équivalentes :1. �+�!Kn;n (ha; 0i) = fhb; 1i j b 2 Zng ;2. �+�!Kn;n (ha; 0i) = fhn� b� 1; 1i j b 2 Zng.De plus, les hemins sont modi�és. En e�et, soient u = DDxD�12 �1 : : : x1x0; 0E ; hg1; 0iE etv = DDyD�12 �1 : : : y1y0; D�12 E ; hg2; 1iE, deux sommets.En utilisant la première dé�nition de la relation d'adjaene de �!Kn;n, un hemin dusommet u au sommet v s'érit :u = DDxD�12 �1 : : : x1x0; 0E ; hg1; 0iE� u1 = ��x1D�12 �1 : : : x11x10; D � 12 � ; hg1; 0i� ave D�12Xi=0 x1i = jg2d k! u2 = DDx2D�12 �1 : : : x21x20; 0E ; hg2; 1iE ave D�12Xi=0 x2i = jg1d k� v = ��yD�12 �1 : : : y1y0; D � 12 � ; hg2; 1i�où � dénote un hemin dans le graphe ��!BF �d; D�12 �, entre un sommet ha; 0i et un sommet
b; D�12 �, ave a; b 2 Z D�12d , et ! dénote un ar.De même, en utilisant le deuxième dé�nition de la relation d'adjaene de �!Kn;n, unhemin du sommet u au sommet v s'érit :u = DDxD�12 �1 : : : x1x0; 0E ; hg1; 0iE� u3 = ��x3D�12 �1 : : : x31x30; D � 12 � ; hg1; 0i� ave D�12Xi=0 x3i = dD�12 � jg2d k� 1! u4 = DDx4D�12 �1 : : : x41x40; 0E ; hg2; 1iE ave D�12Xi=0 x4i = dD�12 � jg1d k� 1� v = ��yD�12 �1 : : : y1y0; D � 12 � ; hg2; 1i�



16 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSAlors, nous avons PD�12i=0 x1i =PD�12i=0 x3i =PD�12i=0 x3i et PD�12i=0 x2i =PD�12i=0 x4i .Ainsi, les deux dé�nitions de la fontion g permettent de dé�nir le réseau papillon.La �gure 2.6 représente le réseau papillon ��!BF (2; 3), omme dé�ni dans la dé�nition 2.1.9.

Fig. 2.6 � Réseau papillon ��!BF (2; 3), onstruit omme �!K 4;4 h��!BF (2; 1)i.
2.1.6 Réseau papillon yliqueLes réseaux papillons yliques sont une extension des réseaux que nous venons de dé�nir.Ils sont plus onnus sous le nom anglais de wrapped butter�y.Dé�nition 2.1.11 Le réseau papillon ylique ���!WBF (d;D) est le graphe orienté à n =DdD sommets, onstruit à partir de ��!BF (d;D), tel que les sommets hx; 0i et hx;D + 1i sontégaux, pour tout x 2 ZDd .En utilisant la dé�nition 2.1.8, nous obtenons une autre formulation du réseau papillonylique :Dé�nition 2.1.12 ���!WBF (d;D) = B(d;D)
�!C DRemarquons que ertains auteurs notent le réseau papillon ylique omme le réseaupapillon.



2.2. MODÈLES DE COMMUNICATIONS STRUCTURÉES 172.1.7 Cube de de BruijnLe ube de de Bruijn a été proposé dans [CAB93℄ omme un réseau d'interonnexionhiérarhique pour mahine multi-proesseurs. La dé�nition de e réseau utilisant des graphesomposés, nous la donnons à titre informatif.Dé�nition 2.1.13 ([CAB93℄) Un ube de de Bruijn ou dBCube, noté dBC(d;D), estle graphe omposé onstruit à partir d'un graphe de de Bruijn B(d;D) et d'un hyperube àd sommets Hlog2 d, tel que :� dBC(d;D) = B(d;D) �Hlog2 d� ;� V (dBC(d;D)) = �hu; xi j u 2 V (B(d;D)) = ZdD ; x 2 V �Hlog2 d� = Zd	 ;� A (dBC(d;D)) =�(hu; xi ; hu; yi) j u 2 V (B(d;D)) ; (x; y) 2 A �Hlog2 d�	[f(hu; xi ; hv; yi) j (u; v) 2 A (B(d;D)) ; g(u; v) = hx; yig.où g est la fontion dé�nie parg : A (B(d;D)) �! V �Hlog2 d�� V �Hlog2 d�(u; v) 7�! 
v mod d; � udD�1��Remarquons que dans la fontion g, nous utilisons le fait que les sommets du graphe dede Bruijn peuvent être dé�nis tant sur un alphabet que sur les entiers. Nous avons u =uD�1 : : : u1u0 = PD�1i=0 xidi et v = uD�2 : : : u1u0� = PD�2i=1 xidi+1 + �, d'où v mod d � � et� udD�1� = xD�1.2.2 Modèles de ommuniations struturéesNous présentons ii des modèles de ommuniations fréquemment utilisés dans les réseauxde ommuniations.2.2.1 Contraintes de ommuniationsSi un lien est monodiretionnel, il sera modélisé par un ar ; si un lien est bidiretionnel,il sera modélisé soit par une arête, soit par une paire d'ars symétriques. Plaçons nousdans le as où deux n÷uds p1 et p2 sont diretement reliés par un lien de ommuniationbidiretionnel :� Si un seul message à la fois peut iruler entre p1 et p2, soit de p1 vers p2, soit de p2vers p1, le lien est dit half-duplex ; on parle également de lien de ommuniation enmode télégraphique. Le réseau est alors modélisé par un graphe non orienté.� Si deux messages peuvent iruler simultanément sur le même lien, l'un de p1 versp2 et l'autre de p2 vers p1, le lien est dit full-duplex ; on parle également de lien deommuniation sur un modèle téléphonique.De plus, il faut aratériser les possibilités de ommuniation à partir d'un n÷ud duréseau.� Si, lors d'une ommuniation, haque n÷ud ne peut envoyer ou reevoir un messageque sur un seul lien à la fois, les ommuniations sont dites 1-port.



18 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONS� Si haque n÷ud peut utiliser simultanément tous ses liens, alors les ommuniationssont dites �-port, où � fait référene au degré maximum des n÷uds du réseau.� Si seulement k liens peuvent être utilisés simultanément par un même n÷ud, alors lesommuniations sont dites k-port.Des notations abrégées ont été introduite pour se référer à es ontraintes de ommuni-ation. Elles ont été standardisées dans [FL94℄. Nous les résumons dans la table 2.1.1-port k-port �-portHalf-duplex H1 Hk H� ou H�Full-duplex F1 Fk F� ou F�Tab. 2.1 � Notations standardisées des ontraintes de ommuniations.
2.2.2 Modèles de ommutationDe nombreux modèles de ommutations dans les réseaux de ommuniation ont été lon-guement étudiés dans la littérature. Nous rappelons ii les deux modèles prinipaux : ommu-tation de iruits et ommutation de paquets. Le leteur trouvera dans [dR94℄ la desriptionde nombreux autres modèles de ommutation.� Le mode ommutation de iruits orrespond au prinipe du téléphone : on établitd'abord la liaison, puis la ommuniation ommene. D'autres ommuniations quivoudraient emprunter tout ou partie d'un iruit déjà établi sont bloquées jusqu'à lalibération de la totalité de la liaison.� Le mode ommutation de messages onsiste à faire avaner les messages vers leurdestination en transitant dans des n÷uds intermédiaires du réseau. A haque étape,le anal emprunté est aussit�t libéré. Un message est stoké puis réémis par haundes n÷uds intermédiaire. Ce mode de ommuniation néessite la présene de mémoiretampon de taille su�sante dans haun des n÷uds du réseau.2.2.3 Shémas de ommuniationsLorsqu'un mouvement de données doit être réalisé sur un réseau, il peut être plus oumoins aléatoire (omme dans ertains grands réseaux distribués), ou posséder une strutureprédéterminée. Dans le as de ommuniations prévisibles à l'avane, on utilise des algo-rithmes pré-alulés que l'on herhe à optimiser. Les ommuniations struturées les plusfréquentes sont :� La di�usion onsiste à envoyer un message à tous les n÷uds du réseau à partir d'uninitiateur unique.� L'éhange total (All-to-All) onsiste à e�etuer une di�usion à partir de tous lesn÷uds du réseaux simultanément.� La distribution ou di�usion personnalisée onsiste, pour un initiateur unique, à en-voyer un message di�érent à haun des autres n÷uds du réseau.



2.3. PLONGEMENTS 19� Si M dénote une des ontraintes de ommuniation de la table 2.1, alors bM(G; x) dé-note le nombre d'étapes de ommuniations néessaire à l'ahèvement d'une opérationde di�usion depuis le n÷ud x dans le graphe G sous la ontrainte de ommuniationM ; bM(G) dénote le temps maximal d'une opération de di�usion sur le graphe G sousla ontrainte M ; bM(G) = maxx2V bM(G; x).� gM(G) dénote le nombre d'étapes de ommuniations néessaire à l'ahèvement d'unéhange total sur le graphe G, sous la ontrainte de ommuniation M.2.3 PlongementsDe nombreux algorithmes parallèles utilisent des plongements de topologies, 'est-à-direla simulation des ommuniations d'une topologie logique sur une topologie ible (de lamahine parallèle par exemple).Supposons que nous disposons d'un algorithme parallèle dans lequel les mouvements dedonnées sont prévus pour fontionner sur une topologie A, et d'une mahine parallèle dontle réseau d'interonnexions a la topologie B (di�érente de A), ave ordre(A) � ordre(B).A�n d'exéuter l'algorithme sur la mahine parallèle, nous allons herher à plaer haquesommet de la topologie A sur un sommet de la topologie B, et à assoier à haque ar ouarête de la topologie A une haîne ou un hemin sur la topologie B, de façon à réduire lesur-oût induit par ette opération.Formellement, un plongement se dé�ni de la façon suivante :Dé�nition 2.3.1 ([HOS94℄) Soient G1 = (V1; E1) et G2 = (V2; E2), deux graphes (orientésou non). Un plongement de G1 sur G2 est une fontion injetive f de V1 sur V2 ombinée àune relation Pf assoiant à haque arête fa; bg 2 E1, un hemin entre f(a) et f(b) dans G2.La qualité d'un plongement est souvent mesurée par la minimisation de l'un des para-mètres suivants :Dé�nition 2.3.2 Étant donné deux graphes G1 = (V1; E1) et G2 = (V2; E2), et un plonge-ment f , de G1 dans G2, nous avons� La dilatation de f : dil(f) = max fjPf(e)j j e 2 E1g ;� La ongestion des sommets : vong(f) = max fjf�1(u)j j u 2 V2g ;� La ongestion des arêtes : eong(f) = maxe22E2 j fe1 2 E1 j e2 2 Pf(e1)g j.Un plongement peut également exprimer le routage d'une instane de requêtes. En e�et,étant donné un graphe G = (V;E) et une instane de requêtes sur G modélisé par un grapheI, un routage onsiste à établir un hemin dans G pour haque requête de I. En d'autrestermes, un routage onsiste à plonger haque sommet de I sur un sommet de G et haquear ou arête de I sur un hemin dans le graphe G. La qualité d'un routage pourra être dé�niede la même façon que la qualité d'un plongement.2.4 Notions de onnexitéLa onnexité d'un graphe est un indiateur fort ayant des impliations sur le routageet sur la tolérane aux pannes. Nous rappelons ii les notions prinipales de onnexité. Ces



20 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSrésultats sont majoritairement extraits du hapitre de Frank dans l'ouvrage Handbook ofCombinatoris [GGL95℄. Ces notions seront utiles hapitre 7.2.4.1 Notations� Un graphe est onnexe si il existe une haîne entre toute paire de sommets.� Un graphe est fortement-onnexe si il existe un hemin de tout sommet vers toutautre.� La sommet-onnexité d'un graphe G, notée �(G), est le nombre minimum de som-mets du graphe G qu'il faut supprimer pour qu'il ne soit plus onnexe, ou réduit à unsommet.� L'arête-onnexité d'un graphe G, notée �(G), est le nombre minimum d'arêtes dugraphe G qu'il faut supprimer pour qu'il ne soit plus onnexe, ou réduit à un sommet.� Un graphe G = (V;E) est k-onnexe si �(G) � k ; 'est-à-dire que G est onnexe etque pour tout ensemble de S � V , jSj � k � 1, le graphe G� S est onnexe.� Un graphe G = (V;E) est k-arête-onnexe si �(G) � k ; 'est-à-dire G est onnexeet que pour tout ensemble d'arête R � E, jRj � k � 1, le graphe G�R est onnexe.� un graphe orienté G = (V;A) est fortement onnexe si il existe un hemin entretoute paire de sommets.� �(G) � �(G) � d(G).La onnexité d'un graphe orienté est relié à la onnexité du graphe non-orienté sous-jaent.Théorème 2.4.1 ([NW60℄) Un graphe G non-orienté est 2k-onnexe si et seulement si ilexiste une orientation de ses arêtes telle que �!G est k-ar-onnexe.2.4.2 Connexité et routageLa onnexité d'un graphe est un indiateur sur le nombre maximum de hemins sommetsou arêtes disjoints entre deux sommets. Menger [Men27℄ a montré que la onnexité d'ungraphe est une borne supérieure sur le nombre de hemins disjoints entre deux sommets d'ungraphe.Théorème 2.4.2 (Menger, [Men27℄) Soient s et t, deux sommets d'un graphe orienté G.1. Le nombre minimum d'ars à supprimer pour détruire tous les hemins de s à t estégal au nombre maximum de hemins deux à deux ars disjoints de s à t.2. Le nombre minimum de sommets à supprimer pour détruire tous les hemins de s à test égal au nombre maximum de hemins deux à deux sommets disjoints de s à t.Edmonds [Edm73℄ a étendu e résultat à la onnexité d'un sommet dans un grapheorienté, 'est-à-dire au nombre de hemins disjoints d'un sommet vers haun des autres.Théorème 2.4.3 ([Edm73℄) Soit G = (V;A) un graphe orienté, et soit s 2 V (G). Gontient k arbres ouvrants enrainés en s, deux à deux ar-disjoints si et seulement si pourtoute partie X � V (G)n fsg, d�(X) � k.



2.4. NOTIONS DE CONNEXITÉ 21La onnexité d'un graphe est aussi un indiateur sur l'existene de hemins disjointsentre plusieurs paires de sommets. Pour préiser ette relation, nous avons besoin de dé�nirla notion de graphe k-lié.Dé�nition 2.4.4 Un graphe est dit k-arête-lié si pour tout k ouples de sommets(s1; t1); : : : ; (sk; tk), il existe k haînes �i, 1 � i � k, deux à deux arêtes disjointes, telles que�i relie si à ti.Un graphe est dit k-ar-lié si pour tout k ouples de sommets (s1; t1); : : : ; (sk; tk), il existek hemins �!� i, 1 � i � k, deux à deux ars disjoints, tels que �!� i relie si à ti.Dé�nition 2.4.5 Un graphe est dit k-lié si pour tout k ouples de sommets (s1; t1); : : : ; (sk; tk),il existe k haînes �i (resp hemins �!� i), 1 � i � k, deux à deux sommets disjoints, tels que�i (resp �!� i) relie si à ti.Pour illustrer ette dé�nition, la �gure 2.7 nous montre un yle non orienté sur lequel iln'existe pas de hemins disjoints pour relier le sommet A au sommet B, et le sommet C ausommet D. Le yle non orienté est don 1-arête-lié. Le yle orienté symétrique quant à lui,est 2-ar-lié. En e�et, étant donné deux ouples de sommets, il su�t d'utiliser les ars dansle sens des aiguilles d'une montre pour relier le premier ouple, et le sens inverse pour relierle deuxième ouple, omme le montre la �gure 2.7.
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DFig. 2.7 � Routage disjoint et onnexitéConjeture 2.4.6 (Thomassen, [Tho80℄) Un graphe k-arête-onnexe est k-arête-lié si kest impair, et (k � 1)-arête-lié si k est pair.Théorème 2.4.7 (Huk, [Hu91℄) Un graphe k-arête-onnexe est (k�1)-arête-lié si k estimpair et (k � 2)-arête-lié si k est pair.La onjeture 2.4.6 est toujours ouverte pour k = 5. La notion de graphe k-arête-liédonne une borne inférieure sur le nombre de hemins arêtes disjoints. De plus, ette notionest indépendante des ouples de sommets onsidérés, il est don possible de trouver desensembles de ouples de sommets plus grands et admettant un routage arête disjoint. Parexemple, le yle Cn est 2-arête-onnexe et 1-arête-lié, mais ses arêtes nous donnent unensemble de n ouples de sommets admettant un routage arête disjoint.Dans le as des graphes orientés, Shiloah [Shi79℄ a montré, via le théorème 2.4.8, que lesgraphes k-ar-onnexes sont k-ar-liés. Ce résultat à des impliations fortes, omme nous leverrons dans le hapitre 7, sur le problème du routage optique dans les réseaux WDM.



22 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSThéorème 2.4.8 (Shiloah, [Shi79℄) Si un graphe G est k-ar-onnexe, alors pour toutk ouples de sommets (s1; t1); : : : ; (sk; tk), il existe k hemins �!� i, 1 � i � k, deux à deuxars disjoints, tels que �!� i relie si à ti.2.4.3 Complexité du routage disjointDéider si un graphe k-arête-onnexe (k-ar-onnexe) est k-arête-lié (resp k-ar-lié) estéquivalent à résoudre le problème suivant, dont nous donnons la formulation orientée :Problème 2.4.9 (Routage disjoint)Entrée : Un graphe G et k ouples de sommets (s1; t1); : : : ; (sk; tk)Sortie : Un routage RObjetif : Trouver k hemins disjoints �!� i, 1 � i � k, tels que �!� i relie si à ti.Karp [Kar75℄ a montré que e problème est en général NP-omplet lorsque la taille k del'instane n'est pas onnue.Théorème 2.4.10 (Karp, [Kar75℄) Le problème du routage (arête)-disjoint dans un graphenon-orienté, lorsque k fait partie de l'instane, est NP-omplet.Ce problème devient polynomial si si = s1 pour 2 � i � k, ou si ti = t1 pour 2 � i � k.Dans e as, nous avons un soure ou un puits unique, et le problème peut être résolu parun algorithme de �ot [FF62℄. De même, e problème devient polynomial si le nombre derequêtes (k) est �xé [RS95℄.Théorème 2.4.11 ([RS95℄) Pour un k �xé, le problème du routage (arête)-disjoint dansun graphe non-orienté est polynomial.Dans le as des graphes orienté, le problème du routage ar-disjoint a été montré NP-omplet même pour k = 2 [FHW80℄. Toutefois, il a depuis été montré que dans le as desgraphes orientés symétrique et pour k �xé, e problème est polynomial [Jar99℄.Théorème 2.4.12 ([FHW80℄) Le problème du routage (ar)-disjoint dans un graphe orientéest NP-omplet pour k = 2.Théorème 2.4.13 ([Jar99℄) Pour un k �xé, le problème du routage (ar)-disjoint dans ungraphe orienté symétrique est polynomial.Ainsi, trouver un routage disjoint pour k requêtes est un problème di�ile dans lesgraphes orientés et � faile � dans les graphes non-orientés ou orientés symétriques. Il en estde même pour déider si un graphe k-ar-onnexe (resp. arête-onnexe) est k-ar-lié (resp.k-arête-lié).Par ontre, garantir l'existene de k hemins disjoints dans un graphe est un problèmesimple. En e�et, en utilisant le théorème 2.4.7, il su�t que le graphe soit k+1 ou k+2-arête-onnexe (ar-onnexe), et ei se véri�e en temps polynomial. Ainsi, la notion de graphe k-liéà des impliations sur le routage.



2.4. NOTIONS DE CONNEXITÉ 232.4.4 Connexité et iruitsIl est naturel qu'un graphe ayant une grande onnexité ontienne un iruit. De nombreuxtravaux ont été e�etué sur la présene de iruits partiuliers, ontenant un ensemble donnéd'arêtes ou de sommets, éventuellement ordonnés.Théorème 2.4.14 (Dira, [Dir60℄) Dans un graphe k-onnexe, un sous ensemble de ksommets est toujours inlus dans un iruit.Théorème 2.4.15 ([HT82℄) Dans un graphe k-onnexe, un sous-ensemble de k� 1 arêtesindépendantes est toujours inlus dans un iruit.Conjeture 2.4.16 (Lovász, [Lov76℄) Dans un graphe k-onnexe, un sous-ensemble de karêtes indépendantes est toujours inlus dans un iruit, sauf si k est impair et que les karêtes déonnetent le graphe.Ces résultats ne donnent que des bornes inférieures. De plus, il n'est pas fait mention del'ordre dans lequel les sommets (ou les arêtes) sont visités. Le problème 2.4.17 nous donnel'exemple d'un graphe 4-onnexe, la grille torique, où nous onjeturons que tout ensembleordonné de 11 sommets est inlus dans un iruit (arête disjoint), si la grille torique estsu�samment grande. Cette valeur provient des nombreuses on�gurations que nous avonstestées, sur des grilles toriques supposées in�nies.Problème 2.4.17 (Ciruit sur le tore)Entrée : Une grille torique, TM(n1; n2)Sortie : Un entier kObjetif : Trouver k tel que tout sous-ensemble de j � k sommets ordonnés soitinlus dans un iruitConjeture 2.4.18 ([BCH+℄) Si n1 � n0 et n2 � n0, alors k = 11.Le nombre n0 est arbitrairement grand, par exemple n0 = 15. Nous pourrons herher àle minimiser lorsque la onjeture sera résolue.Théorème 2.4.19 ([BCH+℄) k < 12.Preuve : Pour prouver e théorème, nous exhibons un ontre exemple pour k = 12. Soient12 sommets de TM(n1; n2), ave n1n2 � 12, n1 � 2 et n2 � 2, que nous numérotons de 1 à12, et tels que les sommets 1, 3, 5, 7, 9 et 11 soient disposés de la façon suivante :
31 5

7 9 11

X



24 CHAPITRE 2. GRAPHES CLASSIQUES ET RÉSEAUX DE COMMUNICATIONSSoit X l'ensemble de es points. Les voisins dans le iruit de haque sommet de X appar-tiennent à TM(n1; n2)nX. Ainsi, pour onneter les sommets de X à leurs voisins, 12 arêtessont néessaires, or X n'est relié que par 10 arêtes à TM(n1; n2)nX. Don, il existe au moinsun ensemble ordonné de 12 sommets de TM(n1; n2) qui ne sont pas inlus dans un iruit.



Chapitre 3Les tehnologies optiques pour lestéléommuniationsL'utilisation de l'optique pour la transmission de l'information remonte à l'antiquité oùle re�et des rayons du soleil sur un miroir permettait de transmettre de très ourts messages.Aujourd'hui, les tehnologies de l'optique permettent le transport rapide d'un très grandnombre d'informations. Par exemple, une seule paire de �bres optique, qui propage l'infor-mation sous forme d'impulsions de lumière, permet la transmission simultanée de près d'undemi-million de ommuniations téléphoniques d'un ontinent à l'autre.Les transmissions optiques sont partiulièrement bien adaptées au transport de donnéesnumériques, où l'information est odée sous la forme d'une suession de bits (binary digits,pour désigner 0 ou 1). Ces bits sont aheminés sous forme d'onde lumineuse dont on modulel'intensité : le temps est divisé en réneaux de même durée, pendant lesquels le bit 1 estodée par une impulsion lumineuse et le bit 0 par une absene de lumière.Dans les ommuniations numériques à hauts débits, nous omptons maintenant en gi-gabits par seonde (Gbits/s) et même en térabits par seondes (Tbits/s). Ces ordres degrandeurs sont à omparer au téléphone standard qui fontionne à 64 kbits/s par seonde.Ainsi, 1 Gbits/s représente environ quinze mille onversations téléphonique simultanées.La élérité de la lumière dans le vide est de l'ordre de 300 000 kilomètres par seonde1.Ainsi, dans une ommuniation numérique à 1 Gbits/s, un bit orrespond à une setion dusignal optique de 30 entimètres de long. De plus, l'émergene atuelle de système optiqueopérant à 40 Gbits/s réduit ette longueur à 7.5 millimètres.Il a été montré dans [FEGL88℄ que l'utilisation de ommuniation optique est intéres-sante, en termes de débit et de onsommation d'énergie, dès que la distane à parourirest supérieure à un entimètre. Par ailleurs, d'autres fateurs (faible atténuation du milieu,insensibilité au bruit életro-magnétique,: : : ) ont fait de l'optique un symbole de qualitéde transmission. Ainsi, l'optique peut être utilisée pour le transport d'information sur delongues distanes, d'un ontinent à l'autre, de même que pour de ourtes distanes, entre leséléments d'une mahine multiproesseurs par exemple [SALR+98℄.Dans e hapitre, nous allons don dérire des éléments de la tehnologie de l'optique1Lorsque des �bres optiques sont utilisées, l'indie du milieu doit introduit une rédution de la élérité dela lumière. 25
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Fig. 3.1 � Shéma d'une liaison opto-életronique.permettant de réaliser des ommuniations à ourtes et à longues distanes. Nous ommen-erons par présenter, dans la setion 3.1, un modèle général de liaison de ommuniationoptique. Nous présenterons également, à titre de omparaison, un modèle de liaison de om-muniation életronique. Puis nous présenterons le domaine général de l'optique en l'espaelibre. Ensuite, dans la setion 3.2, nous détaillerons les prinipaux omposants optiques quisont utilisés pour la réalisation des ommuniations optiques. En�n, nous présenterons dansla setion 3.3 les deux tehniques de multiplexage optique les plus ouramment utilisées : lemultiplexage temporel et le multiplexage en longueur d'onde, qui permettent d'aroître labande passante du système et l'utilisation e�ae des ressoures.3.1 Desription d'une liaison de ommuniation optiqueUne liaison de ommuniation optique se ompose de trois parties distintes : une sourelumineuse permettant l'émission de bits sous forme de signaux lumineux, un système optiquepermettant de guider la lumière entre sa soure et sa destination, et un réepteur optiquepermettant de traduire le signal lumineux en un signal életrique approprié, omme le montrela �gure 3.1.Nous faisons ii le parallèle entre un modèle de liaison de ommuniation életronique etun modèle de ommuniation opto-életronique. Ensuite, nous présenterons le domaine del'espae libre optique.3.1.1 Desription d'une liaison életroniqueDans les ordinateurs atuels, les ommuniations entre les di�érents éléments situés surla arte mère (proesseur, mémoire, : : : ) se font au travers de �ls métalliques déposés surette arte. De même, une méthode de onstrution de systèmes multiproesseurs onsisteà utiliser des MCM (Multi-Chips Module). Un MCM est une arte sur laquelle sont dispo-sés plusieurs proesseurs, et qui autorise plusieurs niveaux d'interonnexions (ouhes). LesMCM supportent un très grand nombre de liens de ommuniations, disposés sur plusieursouhes. Les proesseurs sont reliés aux liens de ommuniations par l'intermédiaire de leursbrohes. La �gure 3.2 représente un MCM sur lequel sont disposés 9 proesseurs.
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Processeurs

MCMFig. 3.2 � Shéma d'un MCM supportant 9 proesseurs.
Superbuffer Lien physique RecepteurFig. 3.3 � Shéma d'une liaison életronique.Les liens de ommuniations sur les MCMs peuvent être longs (parfois plusieurs dizainesde entimètres), d'où un besoin d'ampli�ation du signal à émettre. Généralement, un lienne permet d'aheminer qu'un seul bit à la fois. Un lien de ommuniation se déompose entrois parties, omme le montre la �gure 3.3 : l'émetteur (ii un superbu�er [KBFE99℄), laligne reliant les proesseurs (�l métallique déposé sur une ouhe du MCM) et un réepteur(un simple inverseur CMOS). Le leteur intéressé pourra se reporter à [YME97, KBHL+℄pour plus de détails.3.1.2 Desription d'une liaison opto-életroniqueL'utilisation de ommuniations optiques est intéressante en termes de débit et de dissi-pation d'énergie, dès que la distane à parourir est supérieure à un entimètre, et e à lafois pour des ommuniations entre omposants (proesseurs, mémoires,. . .) omme pour desommuniations à l'intérieur d'un même omposant [FEGL88, FGDE89, KMK+91, YME97℄.Un lien de ommuniation opto-életronique se déompose en trois parties, omme lemontre la �gure 3.1 : l'émetteur, le réepteur et, entre les deux, l'espae optique. L'émetteurest prinipalement onstitué d'une diode laser telle qu'une VCSEL (Vertial Cavity Sur-fae Emitting Laser) [DMYC96℄. Le réepteur est onstitué d'un photo-déteteur suivi d'unampli�ateur de signal et d'un iruit de déision [BFBE98, FBE96, CMP+01℄. L'espaeoptique est soit une �bre optique, soit un espae optique libre onsistant en une suessionde lentilles et de miroirs permettant de guider le faiseau de sa soure à sa destination. Uneétude d'un lien de ommuniation opto-életronique en espae optique libre se retrouve dans[KBFE99℄. En�n, un état de l'art des iruits életroniques permettant la onstrution de



28 CHAPITRE 3. TECHNOLOGIES OPTIQUESliens de ommuniations opto-életronique à haut débit est disponible dans [San01℄.3.1.3 Optique en l'espae libreL'optique en l'espae libre omme nous venons de le iter, onsiste à guider un faiseauoptique à l'aide de lentilles et de miroirs, de sa soure à sa destination, sans utiliser de systèmede guidage (�bre optique par exemple). Cette tehnique est prinipalement employée pourdes ommuniations à ourtes distanes.Un des atouts majeurs de l'optique en l'espae libre est de permettre la réalisation d'ungrand nombre d'interonnexions optiques dans un espae réduit, là où l'utilisation de liaisonséletroniques n'est plus envisageable. Par exemple, omme nous le verrons dans le hapitre4, il est maintenant possible de onstruire le réseau d'interonnexion d'un graphe omplet à64 proesseurs, K+64, où haque proesseur possède un lien de ommuniation optique diretvers haun des 63 autres. Qui plus est, l'optique de l'espae libre permet la fabriation derouteurs tout-optique reon�gurables de grande taille [HMB+00℄. Par exemple, la �gure 3.12page 37 représente une matrie de miroirs artiulés permettant la fabriation d'un ross-barà 256 entrées et sorties.Un exemple original d'utilisation de l'optique en l'espae libre pour la mise en ÷uvre d'unréseau de ommuniation est donné par l'entreprise TeraBeam (http ://www.terabeam.om).Cette entreprise propose d'établir des onnexions optiques diretes entre les bâtiments d'uneville. Cette idée permet de réduire les oûts de mise en plae de l'infrastruture, ar il n'estplus néessaire de reuser des tranhées entre les bâtiments pour installer une �bre optique,évitant au passage les inidents que peuvent oasionner des travaux. Toutefois, la miseen ÷uvre de e type de réseau est très disutable. En e�et, les bâtiments ont un ertainmouvement, dû à la haleur et au vent, e qui introduit des erreurs d'alignements. De plus,la ommuniation optique peut être perturbée par le passage d'un oiseau et par les onditionsatmosphériques entraînant ainsi la perte d'informations.3.2 Composants optiquesNous présentons maintenant les prinipaux omposants optiques qui interviennent dansla mise en ÷uvre des réseaux de ommuniations optiques.3.2.1 ÉmetteursLes émetteurs utilisés pour l'émission de signaux lumineux sont généralement des diodeslaser qui produisent des faiseaux intenses de lumière ohérente monohromatique. Le si-gnal lumineux généré par une diode laser est onstitué de paquets de photons libéré à unefréquene �xe, déterminée par les spéi�ations de la diode employée. Les spéi�ations deette diodes déterminent également la longueur d'onde du signal lumineux (sa � ouleur �).Le prinipe de fontionnement d'un laser pourra être trouvé dans de nombreux ouvrages,tels que [Muk97, NPF00℄.En miro-életronique, les diodes lasers atuelles sont des VCSELs [DMYC96℄. Ces diodespeuvent être diretement fabriquées sur le siliium des proesseurs. Le signal optique est alors
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(a) (b)Fig. 3.4 � (a) Matrie de 4� 4 émetteurs et réepteurs ; (b) Matrie de lentilles.émis perpendiulairement au plan du proesseur. Plusieurs VCSELs peuvent être déposéessur un proesseur, omme le montre la �gure 3.4 où l'on trouve 16 VCSELs. Des matries de8x8 VCSELs ont d'ores et déjà été fabriquées [EGB+99℄, et de plus grandes le seront bient�t.Le nombre de VCSELs par entimètre arré est aujourd'hui limité par la surfae néessaireà une VCSEL pour dissiper la haleur qu'elle dégage.Un des enjeux majeur de la reherhe atuelle, est la fabriation de diodes lasers permet-tant l'émission de 40 Gbits/s. Ce ap est en ours de franhissement. La prohaine générationd'émetteurs pourrait être de taille nanosopique. En e�et, les nanotubes onnaissent atuel-lement un développement formidable et font l'objet de nombreuses reherhes [CLC+99℄.Une propriété intéressante des nanotubes est qu'ils permettent l'émission d'exatement unphoton.3.2.2 RéepteursLa fontion d'un réepteur dans un système de transmission optique est de déteter unsignal lumineux, 'est-à-dire de onvertir un signal optique en signal életrique.Deux tehniques de détetion sont utilisées. La détetion direte est réalisée par une diodephotosensible qui onvertit un �ot de photons en un �ot d'életrons. Le ourant életriquerésultant est ensuite ampli�é puis soumis à un test de seuil pour déterminer si l'informationlogique est un bit 1 ou un bit 0.Une alternative est la détetion ohérente qui utilise un laser auxiliaire omme osillateurloal. Une photo-diode reçoit alors un signal issu de la ombinaison des deux signaux laser,qui est plus faile à déteter. Ce système est ertes plus omplexe et plus oûteux, maisprésente l'avantage de permettre la détetion de signaux faibles.La �gure 3.4 nous montre une matrie de 16 photo-diodes, et la �gure 3.1 nous donne leshéma d'un iruit de déision. Le leteur est renvoyé à [Bra90, BFBE98, FBE96℄ pour deplus amples informations.



30 CHAPITRE 3. TECHNOLOGIES OPTIQUES3.2.3 LentillesLes lentilles sont des omposants essentiels dans les systèmes de ommuniations optiques.Elles sont utilisées par exemple pour garantir la ohérene du signal optique émis par uneVCSEL ou sortant d'une �bre optique.Les formes des lentilles sont multiples : bi-onave(onvexe), plan-onave(onvexe), y-lindrique, sphérique, de Fresnel, et leur diamètre est très variable, allant de plusieurs enti-mètres à quelques mirons [HKE00℄. La �gure 3.5 illustre ette remarque en omparant deuxlentilles de Fresnel, l'une utilisée dans le blo optique des phares et l'autre utilisée dans lessystèmes opto-életroniques atuels.Les lentilles sont lassées selon leur fL-nombre, 'est-à-dire le rapport entre la distanefoale OF (ou O est le entre de la lentille et F son foyer image) et le diamètre DL, fL = OFDL .Une lentille est onvexe si fL > 0, et onave sinon. La qualité d'une lentille est mesuréepar la perte d'énergie que subit un faiseau optique la traversant. Il est admis [BMME97℄qu'il est faile de fabriquer une lentille de qualité ave un fL-nombre� 2, alors qu'il est trèsdi�ile de fabriquer une lentille de fL-nombre< 2. Aussi, lors de la oneption d'un systèmede ommuniations optiques, le hoix se portera sur l'utilisation de lentilles de fL-nombre� 2.

Fig. 3.5 � Lentilles de Fresnel pour un phare, et lentille de Fresnel pour l'optoéletronique.
3.2.4 Miroir Semi-ré�éhissantUn miroir semi-ré�éhissant est un omposant à deux faes : l'une est équivalente à unmiroir et ré�éhit la lumière, l'autre laisse passer la lumière. Il ne faut pas le onfondre avela � glae sans tain � qui absorbe la lumière sur l'une de ses faes, et sur l'autre, laisse unepartie de la lumière la traverser et ré�éhit l'autre partie.La �gure 3.6 nous montre le prinipe d'un miroir semi-ré�éhissant et elui d'une glaesans tain. Pour le miroir semi-ré�éhissant, le rayon R est ré�éhi alors que le rayon R0traverse le miroir ; pour la glae sans tain, le rayon T est absorbé, alors qu'une partie durayon R est ré�éhi (R0) et l'autre traverse le miroir (R00).
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R’Fig. 3.6 � Miroir semi-ré�éhissant et glae sans tain.3.2.5 Étoile passive optique (OPS)Une étoile passive optique, notée OPS, est un dispositif de transmission optique, quidivise haque signal optique entrant en plusieurs signaux optiques, haun ontenant unepartie du signal entrant. Une OPS(s; z) possède s entrées et z sorties. Généralement, lesentrées et les sorties sont onsidérées de même ardinalité s, et l'OPS est dite de degré s(voir �gures 3.7 et 3.8). Lorsqu'un signal optique entre dans l'OPS, il ressort par toutes lessorties.Une OPS est un système optique passif, ne disposant pas de soure d'énergie. Elle estomposée d'un multiplexeur optique suivi d'une �bre optique ou d'un espae libre optique,puis d'un di�useur optique [GMH+98℄ qui divise le signal optique en s signaux, haun onte-nant 1s de l'énergie ontenu dans le signal optique entrant. Nous nous intéressons ii aux OPStravaillant ave une seule longueur d'onde, impliquant qu'un seul signal peut traverser l'OPSà un instant donné. Le détail du fontionnement d'une OPS aeptant plusieurs longueursd'onde pourra être trouvé dans [CZA93℄.Le leteur pourra se reporter à [BMME95℄ pour une réalisation pratique d'une OPS,utilisant un hologramme omme di�useur, à [LWF97℄ pour une réalisation où le multiplexeuret le di�useur sont réalisés uniquement à partir de �bres optiques, ou enore à [Dra89℄. En�n,la �gure 3.9 nous montre la onstrution d'une OPS omme une suession d'OPS de degré2, [Muk97℄.
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Fig. 3.7 � Représentation usuelle d'une étoile passive optique de degré 4.
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Fig. 3.8 � Autre représentation d'une étoile passive optique de degré 4.
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3.2. COMPOSANTS OPTIQUES 333.2.6 Fibre optiqueLes �bres optiques sont prinipalement utilisées pour le transport de signaux lumineux surde grandes distanes : entre villes, départements, régions, pays et ontinents. Des faiseauxde �bres optiques parourent les oéans du monde, de la Frane vers les États-Unis, dunord de l'Europe jusqu'en Australie. Un signe tangible de l'intérêt de l'utilisation de �bresoptiques pour le transport d'information entre ontinents, a été, en 1988, la disparition dansles ommuniations téléphoniques entre le Frane et les États-Unis, du � temps mort � de0.4 seonde dû à la liaison vers le satellite relais.L'ouvrage de Heht [He99℄ retrae l'historique omplète des �bres optiques. Les pre-mières �bres en verre de silie su�samment pur pour transporter de la lumière sur de grandesdistanes sont apparues dans les années 60. Depuis, leur qualité a été grandement amélioréeet, en 1996, Fujitsu, NTT Labs et Bell Labs ont obtenu des �bres permettant de transporter1 Tbits/s sur de longues distanes, par des méthodes di�érentes.D'autre part, les �bres optiques permettent le transport de signaux optiques de longueursd'ondes di�érentes sur une seule �bre, augmentant ainsi leur potentialité et leur souplessed'utilisation.En�n, nous savons maintenant onneter diretement une �bre optique à une pue éle-tronique, omme le montre le ommutateur de la �gure 3.10 [LHKW99℄.

Fig. 3.10 � Commutateur 2� 2 pour �bre optique3.2.7 Ampli�ateurs optiquesLorsqu'un signal optique parourt une longue distane dans une �bre optique, il onnaîtune ertaine atténuation. Si la distane parourue est importante, le signal peut devenirbruité ou trop faible pour être déteté. Des ampli�ateurs sont disposés à intervalles réguliers,atuellement tous les 50-100 km.Deux grandes familles d'ampli�ateurs existent : les ampli�ateurs à semi-onduteuret les ampli�ateurs à �bre dopée. Une présentation générale des ampli�ateurs optiques setrouve dans [O'M93℄.



34 CHAPITRE 3. TECHNOLOGIES OPTIQUESNotons qu'un signal optique ne peut être ampli�é autant de fois que l'on veut. En e�et,l'ampli�ation introduit un léger bruit dans le signal, et e bruit est ampli�é par haun desampli�ateurs renontrés. Ainsi, le signal optique doit être régénéré après la traversée deplusieurs ampli�ateurs, 'est-à-dire si la distane parourue est grande, a�n d'en éliminerle bruit. Atuellement les signaux optiques sont régénérés tous les 500 km. Réemment,l'utilisation de l'ampli�ation Raman, qui utilise la �bre de ligne omme milieu ampli�ateur,a onduit à des portées de plus de 3000 km.3.2.8 Convertisseurs optiquesUn onvertisseur optique permet de modi�er la longueur d'onde d'un signal optique. Ceomposant est don très utile pour les réseaux utilisant de nombreuses longueurs d'ondes.De nombreux travaux traitent des di�érentes tehniques de onversion en longueur d'onde,dont [Yoo96, DMJ+96, LBG+99, YZP+00℄.Deux grands types de tehnologies se distinguent. Tout d'abord, la onversionoptoéletronique onsiste à traduire le signal optique en signal életrique, puis à émettreun nouveaux signal optique ave un longueur d'onde di�érente. Cette tehnique est équi-valente à la régénération de signal, 'est pourquoi on pourra pro�ter de la régénération designal pour modi�er la longueur d'onde d'un signal optique. Toutefois, ette tehnique deonversion est atuellement limitée au potentiel de l'életronique. Des expérimentations pourdes débits de 10 Gbits/s ont été réalisé [Yoo96℄.Une autre tehnique de onversion en longueur d'onde, tout-optique, permet d'atteindrede plus hauts débits. Des expérimentations ont démontré la faisabilité de onvertisseurstout-optiques opérant à 40 Gbits/s [YZP+00℄.3.2.9 Méanismes mirosopiques (MEMS)La miniaturisation des omposants est depuis longtemps un moteur de la reherhe dansles domaines de l'életronique et de l'optique, et don de l'optoéletronique [NR01℄. Les méa-nismes mirosopiques, MEMS (Miro Eletro Mehanial Systems), permettent aujourd'huila fabriation de systèmes méaniques de taille mirosopique. Par exemple, des miroirs arti-ulés de 100 �m de diamètre (�gure 3.12) sont aujourd'hui fabriqués, et plusieurs entainesde es miroirs peuvent être assemblés sur une pue d'un entimètre de oté. Ces systèmespermettent d'orienter dynamiquement, et dans une multitude de diretions, des faiseauxoptiques.La �gure 3.11 nous montre 2 des omposants fabriqués par l'entreprise OMM Inorporated(http ://www.ommin.om), dont un rossbar 8� 8 tout optique. La �gure 3.12 montre unmiroir artiulé3 fabriqué par Luent Tehnologies (http ://www.luent.om) dont la tailleest omparée à elle du hâs d'une aiguille. 256 de es miroirs sont assemblés sur une mêmepue d'environ un entimètre de �té, permettant la fabriation d'un rossbar tout-optiqueen 3 dimensions, à 256 entrées et 256 sorties. Ce rossbar pourra ensuite être utilisé omme2Images provenant de http ://www.ommin.om, rubrique news/media room3Images provenant de http ://www.luent.om/pressroom/lambda.html



3.3. MULTIPLEXAGE OPTIQUE 35� brique de base � dans la onstrution de gros routeurs, par exemple en onstruisant unbutter�y de degré 256.3.3 Multiplexage optiqueLemultiplexage onsiste à transporter sur un même support physique plusieurs signaux.La division de la bande passante en anaux peut être réalisée, omme en életronique, dans ladimension temporelle ou dans la dimension des longueurs d'ondes. Dans le premier as, nousparlerons de multiplexage temporel et dans le seond as de multiplexage en longueurd'onde.3.3.1 Multiplexage temporel (TDM)Le multiplexage temporel, noté TDM, onsiste à imbriquer temporellement di�érentsanaux de ommuniation en trames suessives. Si le �ot d'information est représenté parles dents d'un peigne, le multiplexage temporel revient à superposer les peignes des di�érentsanaux en les déalant les uns par rapport aux autres, omme le montre la �gure 3.13. Celanéessite une synhronisation préise. À la réeption, haque anal temporel est démultiplexépuis aheminé vers sa destination. Les fontions de multiplexage/démultiplexage temporelspeuvent être réalisées ave des iruits intégrés ultra-rapides (40 Gbits/s en laboratoire).Toutefois, le oût prohibitif de es iruits pour les très hauts débits suggère d'e�etuer lemultiplexage temporel par des moyens purement optiques, une voie atuellement explorée[UGP+00, CMP+01℄.3.3.2 Multiplexage en longueur d'onde (WDM)Le multiplexage en longueur d'onde, noté WDM, est une tehnique de multiplexage quipeut se superposer à la préédente. Cette tehnique onsiste à utiliser une longueur d'onde(ou fréquene optique) di�érente pour haque anal de ommuniation. Les signaux optiquessont ensuite multiplexés en un unique faiseau optique pour être transportés au traversd'une même �bre optique. En�n, un démultiplexage en longueur d'onde permet de séparerles di�érentes longueurs d'ondes et don de dissoier les anaux de ommuniations. La �gure3.14 nous montre le prinipe d'une liaison WDM. Le multiplexage omme le démultiplexagepourront être réalisés par des éléments optiques passifs, de façon similaire à la déompositionet reomposition des ouleurs de l'ar-en-iel par un prisme.Le multiplexage WDM permet la oexistene de plusieurs anaux de ommuniations,éventuellement opérant à des débits di�érents, au travers d'une même �bre. Plusieurs en-taines de longueurs d'ondes di�érentes peuvent aujourd'hui être utilisées simultanément surune même �bre o�rant ainsi une bande passante de l'ordre de 1 Tbits/s sur une seule �bre.Du fait de l'augmentation du nombre de longueurs d'ondes utilisables sur une même �bre, onparle aujourd'hui de DWDM et UDWDM pour dense et ultra dense WDM [Bra90, YST99,TFK+01℄.
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Fig. 3.11 � MEMS fabriqués par OMM In.
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Fig. 3.12 � Luent's WaveStar[tm℄ LambdaRouter.
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Fig. 3.13 � Multiplexage temporel (TDM).
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Fig. 3.14 � Multiplexage en longueur d'onde (WDM).



38 CHAPITRE 3. TECHNOLOGIES OPTIQUES3.3.3 SONET/SDHLes réseaux de types SONET (Synhronous Optial NETwork) et SDH (SynhronousDigital Hierarhy) [Kar99℄ sont une alternative au multiplexage temporel. SONET et SDHsont des standards pour la transmission synhrone de données dans les réseaux à �bresoptiques. SONET est le standard amériain, dé�nit par le Amerian National Standards Ins-titute (ANSI) et SDH est le standard international établit en 1988 par le Comité ConsultatifInternational Télégraphique et Téléphonique (CCITT) (devenu depuis 1994 International Te-leommuniations Union (ITU)). La SDH est une forme de multiplexage temporel qui estatuellement utilisée au dessus de WDM.La SDH utilise une struture hiérarhique pour regrouper des données suivant tout oupartie d'un même hemin. Les données sont assemblées en STM (Synhronous TransfertModule), dont il existe plusieurs types (table 3.1), haun orrespondant à un débit. Leprinipe hiérarhique onsiste à assembler 4 STM-i en un seul STM-4i, alors onsidéré ommeun unique � train � de données (�gure 3.15).
entete

STM−16

STM−4

STM−1 Fig. 3.15 � Prinipe hiérarhique des STM.SONET OC-1 OC-2 OC-12 OC-24 OC-48 OC-192 OC-768SDH STM-1 STM-4 STM-16 STM-64 STM-256Débit (bits/s) 52 M 155 M 625 M 1.25 G 2.5 G 10 G 40 GTab. 3.1 � Correspondane entre SONET et SDH.3.3.4 Multiplexeur à insertion/extration optiqueUn multiplexeur à insertions/extrations optiques (MIEO) (optial add/drop multiplexeur(OADM)) [KM01℄ est un omposant tout-optique, plaé sur une �bre optique au niveaud'un n÷ud d'un réseau WDM. Il permet d'extraire ertains signaux optiques en transit dansune �bre, 'est-à-dire quelques longueurs d'ondes, puis d'insérer dans ette même �bre denouveaux signaux optiques, utilisant les longueurs d'ondes disponibles. Les signaux optiquesn'intervenant pas dans ette manipulation ne font que traverser le MIEO, sans être modi�és.La �gure 3.16 en résume le prinipe.Plusieurs méthodes de onstrutions sont envisagées pour les MIEO. L'une d'elles onsisteà utiliser un démultiplexeur, un multiplexeur optique, et entre les deux, un système permet-tant d'orienter di�éremment les signaux à extraire, les signaux à insérer et les signaux qui nefont que traverser le réseau. Cei pourra par exemple être réalisé à l'aide des rossbars tout-optique que nous avons présenté dans la setion 3.2.9. Une autre onstrution est reportéedans [MGB01℄.
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MultiplexeurDemultiplexeur

Extractions Insertions

fibre fibre

Fig. 3.16 � Multiplexeur à insertions/extrations optiques.Les signaux optiques extraits d'une �bre optique pourront être soit injetés dans unautre �bre optique, éventuellement ave onversion de la longueur d'onde, soit dirigés versdes réepteurs et onvertis sous forme életronique.3.3.5 Multiplexeur à insertion/extration életroniqueUn multiplexeur à insertions/extrations életronique (MIE) (add/drop multiplexeur(ADM)) est un omposant réalisant l'interfae entre la ouhe optique et la ouhe életro-nique d'un réseau de ommuniations. Ils sont en partiulier utilisés pour permettre l'aèsaux STM dans les réseaux SONET/SDH (setion 3.3.3 page 38).Un MIE est onstitué d'un réepteur [CMP+01℄ et d'un émetteur optique, et d'un iruitéletronique permettant d'agir sur les données reçues.
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Chapitre 4Réseaux de ommuniations de l'espaelibre optiqueLes réseaux de ommuniation en espae optique libre sont utilisés lorsque la distaneentre l'émission et la réeption du signal optique est faible (quelques entimètres) et que ladensité des interonnexions est importante [MKY+97, LPZ98℄. Ils utilisent des lentilles etdes miroirs pour guider les faiseaux lumineux et permettent ainsi un grand nombre d'inter-onnexions dans un espae réduit. Les tehnologies de l'optique, omme nous l'avons rappelédans le hapitre 3, permettent aujourd'hui la onstrution de systèmes mirosopiques utili-sant des lentilles de diamètre inférieur à 50 �m [HKE00℄ et des méanismes mirosopiques(setion 3.2.9).Dans e hapitre, nous présentons une famille de réseaux d'interonnexions optiquesen espae libre basée sur l'arhiteture Optial Transpose Interonnetion System (OTIS)[MMHE93℄. Ce système se ompose de deux plans de lentilles permettant de relier unematrie d'émetteurs à une matrie de réepteurs, selon un motif �xé par le nombre et la tailledes lentilles. Ainsi, OTIS(p; q) relie p groupes de q émetteurs à q groupes de p réepteurs,et l'émetteur (i; j), 0 � i < p, 0 � j < q, est relié au réepteur (q � j � 1; p� i� 1).Ce système optique a entre autre été développé a�n de réaliser les interonnexions op-tiques du graphe omplet orienté symétrique K+n . Dès lors, toute topologie de réseau d'inter-onnexion peut être implantée ave OTIS(n; n), omme sous graphe de K+n . Toutefois, etteimplantation n'est pas optimale dans le sens où tous les liens de ommuniations optiques nesont pas utilisés. Par exemple, un graphe d'ordre n et de degré 2 n'utilisera que 2n liens deommuniations sur les n2 disponibles. Quel gâhis ! Nous herhons don les réseaux pourlesquels tous les liens de ommuniations optiques sont utilisés.Nous proposons, dans la setion 4.1, une famille de réseaux d'interonnexions onstruitssur OTIS(p; q), en dé�nissant la famille de graphes H(p; q; d), où d émetteurs et d réepteursonséutifs sont rassemblés pour former un même sommet du graphe. Nous montrons, dans lasetion 4.2, que ette famille ontient les graphes de Imase et Itoh, souvent appelés graphes deKautz généralisés. Ce résultat implique que la familleH(p; q; d) inlut les graphes de Kautz etde de Bruijn, ainsi que les graphes omplets. Ensuite, nous montrons que les graphes ompletssont les seuls graphes orientés symétriques réguliers de la famille H(p; q; d), exluant ainside nombreux graphes tels que les hyperubes et les grilles.41



42CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEEnsuite, nous nous intéressons dans la setion 4.3 à des réseaux hybrides, utilisant à lafois des ommuniations optiques, au travers d'OTIS, et des ommuniations életroniques.Un exemple de réseau hybride, développé pour le alul intensif de la FFT, est détaillédans [BEW+00℄. Brièvement, es réseaux sont des graphes omposés onstruits à partir deH(p; q; d) en remplaçant haque sommet par une opie d'un graphe G d'ordre d. Cei nouspermet de proposer une modélisation à des réseaux déjà étudiés sur OTIS tels que OTIS-Mesh [ZMPE00, WS98b℄ et OTIS-G [DAAar℄.4.1 Optial Transpose Interonnetion System, OTISDans ette ette setion, nous présentons OTIS omme un omposant optique, puis nousproposons une modélisation des réseaux de ommuniation pouvant être onstruits ave esystème de ommuniations optiques.4.1.1 La tehnologie OTIS � Topologie de baseL'arhiteture OTIS Optial Transpose Interonnetion System a été proposéedans [MMHE93℄ omme un omposant optique permettant de guider un grand nombre defaiseaux optiques de leur soure à leur destination, dans un espae réduit et selon un motifgéométrique �xé. Un dé�nition formelle en est la suivante :Dé�nition 4.1.1 ([MMHE93℄) L'arhiteture OTIS(p; q), est un système optique en 2dimensions, qui permet de réaliser des ommuniations point-à-point (ou 1-à-1) en reliantun veteur de p groupes de q émetteurs à un veteur de q groupes de p réepteurs, de tellesorte que l'élément (i; j), 0 � i � p�1, 0 � j � q�1, soit relié à l'élément (q�j�1; p�i�1).Les onnexions optiques de l'arhiteture OTIS(p; q), se font, omme le montre l'exemplede la �gure 4.1, grâe à deux plans de lentilles séparés par un espae optique libre. Les lentillesd'un plan de lentilles sont identiques, alors que les lentilles de deux plans distints peuventêtre di�érentes (distanes foales di�érentes).Notons que dans l'exemple de la �gure 4.1, les rayons traversent le entre des lentillesqu'ils renontrent. Chaque émetteur doit être exatement orienté vers son réepteur. Un telsystème est alors très di�ile à onstruire, et de fabriation oûteuse. Pour remédier à etteontrainte, il a été proposé dans [BMME97℄ une amélioration du système de lentilles pour desémetteurs � vertiaux � (perpendiulaires au veteurs d'émetteurs et de réepteurs). Cetteamélioration se fait en utilisant des portions de lentille semi-onvexe (une fae plane et unefae onvexe), omme le montre la �gure 4.2.L'arhiteture OTIS s'applique naturellement à une matrie d'émetteurs et de réepteurs.Il faut alors utiliser des matries de lentilles et onstruire un système en trois dimensions.Dé�nition 4.1.2 ([MMHE93℄) L'arhiteture OTIS(p1; p2; q1; q2), est un système optiqueen 3 dimensions qui permet de réaliser des ommuniations point-à-point (ou 1-à-1) en reliantune matrie de p1 � p2 groupes de q1 � q2 émetteurs à une matrie de q1 � q2 groupes dep1� p2 réepteurs, de telle sorte que l'élément (i1; i2; j1; j2), 0 � ik � pk� 1, 0 � jk � qk� 1,k = 1; 2, soit relié à l'élément (q1 � j1 � 1; q2 � j2 � 1; p1 � i1 � 1; p2 � i2 � 1).
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44CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEÉtant donné une matrie de taille p1p2�q1q2, ette dé�nition revient à permuter les lignesde la matrie, selon la fontion de permutation donnée par OTIS(p1; q1), puis à permuter lesolonnes de la matrie obtenue, selon la fontion de permutation donnée par OTIS(p2; q2).La �gure 4.3 illustre e méanisme.Il est important de remarquer que d'un point de vue théorique, toute taille d'arhitetureOTIS, en deux et trois dimensions, est onevable. Toutefois, des ontraintes tehnologiquesexistent.Tout d'abord, nous avons rappelé dans la setion 3.2.3 page 30 que le hoix des lentillesutilisées dans la oneption d'un système optique se fait selon leur fL-nombre.D'autre part, une analyse géométrique simple d'OTIS(p; q) nous permet de montrer quele rapport des distanes foales des lentilles utilisées dans haun des plans vaut q+1p+1 (voirl'annexe B). Or, si e rapport est très grand (ou très petit), le système optique est sujetà des problèmes d'alignement. En e�et, un faiseau optique est omposé d'un ensemble derayons parallèles et d'un point de vue théorique, des rayons parallèles inidents à une lentilleonvexe émergent en traversant un même point du plan foal image. Or, en pratique, leslentilles ne sont pas parfaites et de e fait, les faiseaux émergent de la lentille en traversantle � voisinage � d'un même point du plan foal image. La �gure 4.4 illustre ette remarque.Dès lors, un faiseau lumineux traversant OTIS émerge dans le voisinage d'un réepteur. Ceientraîne des di�ultés de dimensionnement des émetteurs (puissane lumineuse à émettre)et des réepteurs (sensibilité, surfae). A�n d'étudier préisément la faisabilité d'un systèmeoptique du type d'OTIS, un simulateur, nommé Chatoyant a été développé [LKM+98℄. Cesimulateur permet d'agir sur un grand nombre de paramètres, dont les distanes foales,et de valider la faisabilité d'un OTIS(p; q). Une étude préliminaire visant à déterminer labande passante du système est donnée dans [Cou96℄.Finalement, nous herherons à utiliser des OTIS(p; q) tels que q+1p+1 est prohe de 1.4.1.2 ModélisationNous proposons ii une modélisation qui nous permettra d'exprimer simplement la topo-logie des réseaux onstruit ave l'arhiteture OTIS. Notons que nous ne onsidérons queles réseaux de degré onstant.Numérotons les émetteurs et les réepteurs omme des entiers sur Zm = f0; 1; : : : ; m� 1g,ave m = pq. Alors, l'émetteur t = (i; j), 0 � i < p, 0 � j < q, devient t = qi + j, avet 2 Zm, et le réepteur r = (i0; j 0), 0 � i0 < q, 0 � j 0 < p, devient r = pj 0 + i0 2 Zm.Dé�nition 4.1.3 Le graphe H(p; q; d) est le graphe orienté d'ordre n et degré d onstruit àpartir de l'arhiteture OTIS(p; q), tel que :� d divise pq, n = pqd et m = pq = dn ;� V (H) = f0; 1; : : : ; n� 1g ;� �+H (u) = �� (pq�1)(b du+�q +1)�p(du+�)d � ; 0 � � < d�.Un sommet u 2 V (H) du graphe H(p; q; d) orrespond aux d émetteurs onséutifs
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Fig. 4.3 � Permutations e�etuées par l'arhiteture OTIS(3; 2; 2; 3) d'une matrie de 3� 2groupes de 2� 3 émetteurs vers un matrie de 2� 3 groupes de 3� 2 réepteurs.
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Lentille

Point focal

Zoom

Point focal

Fig. 4.4 � Approximation au point foal.ft = du+ � j 0 � � < dg et aux d réepteurs onséutifs fr = du+ � j 0 � � < dg, 'est-à-dire nt = �jdu+�q k ; du+ � mod q� j 0 � � < doet nr = �jdu+�p k ; du+ � mod p� j 0 � � < doCette modélisation suppose que, sur un proesseur, les émetteurs et les réepteurs sontonfondus. La �gure 3.4 nous montre que les émetteurs et les réepteurs peuvent être plaés�te à �te. La �gure 4.5 page 47 nous montre omment guider les faiseaux optiques, deleur soure à leur destination, après avoir traversé le système optique OTIS.La dé�nition des graphes H(p; q; d) s'étend naturellement à l'arhitetureOTIS(p1; p2; q1; q2). De plus, nous avons vu que les interonnexions de OTIS(p1; p2; q1; q2)sont équivalentes à e�etuer une permutation sur les lignes, via OTIS(p1; q1), puis une per-mutation sur les olonnes via OTIS(p2; q2) 'est-à-dire que l'élément (i1; i2; j1; j2), 0 � ik <pk, 0 � jk < qk, k = 1; 2, est relié par OTIS(p1; p2; q1; q2) à l'élément (q1 � j1 � 1; q2 � j2 �1; p1 � i1 � 1; p2� i2 � 1) si et seulement si l'élément (i1; i2; j1; j2) est relié par OTIS(p1; q1)à l'élément (q1� j1� 1; i2; p1� i1� 1; j2) qui est lui même relié par OTIS(p2; q2) à l'élément(q1� j1�1; q2� j2�1; p1� i1�1; p2� i2�1) . Aussi, nous modélisons les graphes onstruitssur OTIS(p1; p2; q1; q2) par les graphes H(p1; q1; d1)
H(p2; q2; d2).Dé�nition 4.1.4 Les graphes H(p1; q1; d1)
H(p2; q2; d2) sont les graphes de degré d = d1d2et d'ordre p1q1p2q2d1d2 onstruits à partir de l'arhiteture OTIS(p1; p2; q1; q2).Dé�nition 4.1.5 Un graphe G = (V;A), à n sommets de degré d, admet une implantationave OTIS si et seulement si il véri�e l'une des deux onditions suivantes :1. Il existe p et q tels que G est isomorphe à H(p; q; d) ;2. Il existe p1, p2, q1, q2, d1 et d2 tels que G est isomorphe à H(p1; q1; d1)
H(p2; q2; d2).Lemme 4.1.6 Soit G = (V;A) un graphe orienté, et soit G�, le graphe orienté onstruit àpartir de G en renversant tout ses ars. Si le graphe G est isomorphe au graphe H(p; q; d),alors le graphe G� est isomorphe au graphe H(q; p; d).Preuve : Si G est isomorphe au graphe H(p; q; d), alors G admet une implantation aveOTIS(p; q). En inversant le sens des ars, nous obtenons une implantation du graphe G�ave OTIS(q; p), 'est-à-dire que les graphes G� et H(q; p; d) sont isomorphes.
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48CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUENous venons de modéliser, au travers des dé�nitions 4.1.3 et 4.1.4 et du lemme 4.1.6, unefamille de réseaux d'interonnexions admettant une implantation ave OTIS. Ces réseauxsont tels que tous les liens de ommuniations sont optiques.Une autre utilisation de l'arhiteture OTIS onsiste à ne réaliser qu'une partie desommuniations ave OTIS, et de réaliser les autres liens de ommuniations à l'aide deliens életronique. En e�et, nous avons rappelé préédemment que l'utilisation de liens deommuniations optiques est intéressante dès que la distane à parourir est supérieure à unentimètre. Nous dé�nissons alors une famille de réseaux de ommuniations onstruite paromposition de graphes (voir la dé�nition A.3.8 page 184), de la forme H(p; q; d)[G℄.Dé�nition 4.1.7 Soit le graphe G = (V (G); A(G)) tel que jV (G)j = d. Le grapheH(p; q; d)[G℄est le graphe omposé où haque sommet u du graphe H(p; q; d) est remplaé par une opiedu graphe G de telle façon que le sommet x 2 V (G) est assoié à l'émetteur e = x et auréepteur r = x du sommet u, et tel que� V (H(p; q; d)[G℄) = fhu; xi j u 2 V (H); x 2 V (G)g ;� jV (H(p; q; d)[G℄)j = jV (G)j:jV (H)j ;� A(H(p; q; d)[G℄) = f(hu; xi ; hu; yi) j (x; y) 2 A(G); u 2 V (H)g[ f(hu; xi ; hv; yi) j (u; v) 2 A(H); $(u; v) = hx; yigoù $ est la fontion dé�nie par$ : A(H) �! f0; 1; : : : d� 1g � f0; 1; : : : d� 1g = V (G)� V (G)(u; v) 7�! he; ri = hx; yi'est-à-dire que $ assoie aux extrémitées d'un ar (u; v) de H(p; q; d) les indies del'émetteur e de u et du réepteur r de v orrespondant.Dans ette dé�nition, nous avons imposé jV (G)j = d. Cette dé�nition s'étend égalementaux as où jV (G)j < d et où jV (G)j > d. Dans le premier as, un même sommet de Gpeut être assoié à plusieurs émetteurs et réepteurs d'un sommet de H(p; q; d), et dansle deuxième as, des sommets de G ne seront assoiés à auun émetteur ou réepteur deH(p; q; d).D'autre part, ette dé�nition s'applique s'étend à OTIS(p1; p2; q1; q2), ave soit(H(p1; q1; d1)
H(p2; q2; d2)) [G℄, soit H(p1; q1; d1)[G1℄
H(p2; q2; d2)[G2℄.En�n, une dernière utilisation onsiste, dans un réseau de ommuniation multi-étagestel qu'un réseau papillon, à remplaer un étage de liens életroniques par des liens optiques.Dé�nition 4.1.8 Le graphe HB(p; q; d) est le graphe biparti orienté à 2n sommets, onstruità partir de l'arhiteture OTIS(p; q), tel que :� d divise pq, n = pqd et m = pq = dn ;� V (H) = fhx; ii j 0 � x < n; i 2 Z2g ;� Si u = hx; 0i, d�(u) = 0 et d+(u) = d ; si u = hx; 1i, d�(u) = d et d+(u) = 0 ;� �+HB (u = hx; 0i) = ��� (pq�1)(b dx+�q +1)�p(dx+�)d � ; 1� j 0 � � < d� ;� �+HB (v = hx; 1i) = ;.



4.2. RÉSEAUX SIMPLES CONSTRUITS AVEC OTIS 49Nous pouvons remarquer que le graphe HB(p1; q1; d1)
HB(p2; q2; d2) est biparti. Cei sedéduit des propriétés du produit de onvolution. D'autre part, le graphe HB(p; q; d)[G℄ estdé�ni simplement à l'aide des dé�nitions 4.1.8 et 4.1.7.4.2 Réseaux simples onstruits ave OTISDans ette setion, nous nous intéressons aux réseaux pour lesquels une implantationave OTIS permet de réaliser toutes les interonnexions via le système optique. En d'autrestermes, nous étudions les graphes isomorphes à H(p; q; d). Nous montrerons que les graphesomplets, de Imase et Itoh, de de Bruijn et de Kautz sont isomorphes à H(p; q; d). De plus,en étudiant les graphes orientés symétriques isomorphes à H(p; q; d), nous montrerons queles grilles, les tores et les hyperubes, entre autres, ne véri�ent pas l'isomorphisme.4.2.1 Graphes bipartisDe la dé�nition de l'arhiteture OTIS(p; q), nous déduisons immédiatement qu'il permetde onneter un graphe biparti omplet orienté de p sommets vers q sommets. Par exemple,OTIS(4; 4) (�gure 4.6) onnete un graphe biparti omplet de 4 sommets vers 4 sommets.4.2.2 Graphe ompletsUne utilisation attrative de l'arhiteture OTIS est la réalisation des interonnexionsoptiques d'un réseau de ommuniation point-à-point ayant la topologie du graphe ompletorienté symétrique ave boules K+n ou sans boule K�n.Proposition 4.2.1 Le graphe omplet orienté symétrique ave boules K+n est isomorpheau graphe H(n; n; n).Preuve : Soit u, un sommet de H(n; n; n). Nous avons�+H (u) = �� (n2�1)(bnu+�n +1)�n(nu+�)n � j 0 � � < n�= nj (n2�1)(u+1)�n(nu+�)n k j 0 � � < no= ��n� �� u+1n � j 0 � � < n	Or, 1 � u+ 1 � n, don �+H (u) = fn� �� 1 j 0 � � < ng = �+K+n (u)La �gure 4.6 représente les interonnexions de K+4 . Les émetteurs de haque sommet sontreprésentés à gauhe, et les réepteurs à droite. Une autre représentation est donnée dansla �gure 4.7, où l'utilisation d'un simple miroir permet de supprimer le deuxième plan delentilles. Dans e as, les émetteurs et les réepteurs sont onfondus.Proposition 4.2.2 Le graphe orienté symétrique sans boule K�n est isomorphe au grapheH(n; n� 1; n� 1).



50CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUE
OTIS(4,4)

Emetteurs RécepteursFig. 4.6 � Interonnexions optiques de K+4 réalisées ave OTIS(4; 4).
Mirroir

Plan de

Récepteurs
Emetteurs

lentilles

Fig. 4.7 � Interonnexions optiques de K+4 réalisées ave un plan de lentilles et un miroir.



4.2. RÉSEAUX SIMPLES CONSTRUITS AVEC OTIS 51Preuve : Soit u, un sommet de H(n; n� 1; n� 1). Nous avons�+H (u) = �� (n(n�1)�1)(b (n�1)u+�n�1 +1)�n((n�1)u+�)n�1 � j 0 � � < n� 1�= ��n� �� u+�+1n�1 � j 0 � � < n� 1	Nous pouvons distinguer plusieurs as :1. Si u = 0, alors 1 � �n� �� �+1n�1� � n� 1 ;2. Si u = n� 1, alors 0 � �n� �� �+1n�1� � n� 2 ;3. Si u 6= 0; n� 1, alors(a) Si u+�+1n�1 � 1, alors 0 � � � n� u� 2 et u+ 1 � �n� �� u+�+1n�1 � � n� 1 ;(b) Si u+�+1n�1 > 1, alors n� 2 � � > n� u� 2 et 0 � �n� �� u+�+1n�1 � � u� 1.Finalement, pour tout u 2 V (H), u 62 �+H (u) et j�+H (u) j = n � 1, e qui aratérise bienH(n; n� 1; n� 1) � K�n.Corollaire 4.2.3 K�n � H(n� 1; n; n� 1).Preuve : Le lemme 4.1.6 nous apprend que si G est isomorphe au graphe H(n; n�1; n�1),alors le graphe G� est isomorphe au grapheH(n�1; n; n�1). Or, si G = K�n, alors les graphesG et G� sont isomorphes. Don K�n � H(n� 1; n; n� 1).Nous savons maintenant implanter les graphes K+n et K�n ave OTIS. Alors, tout graphesimple admet une implantation ave OTIS. En e�et, tout graphe simple à n sommets estun sous graphe de K+n . Il su�t de ne pas utiliser tous les liens de ommuniations. Cetteremarque est également vraie pour les graphes qui ne sont pas de degré onstant. Toutefois,nous nous intéressons aux graphes de degré onstant dont l'implantation ave OTIS utilisetous les liens de ommuniation, 'est-à-dire les graphes isomorphes à H(p; q; d). Alors, nousallons montrer dans la suite qu'il existe des graphes de degré onstant qui n'admettent pasd'implantation ave OTIS.4.2.3 Graphes orientés symétriquesNous montrons maintenant que les seuls graphes simples orientés symétriques admettantune implantation ave OTIS sont K�n et K+n . Pour ela, nous ommençons par montrer quetous les graphes H(p; q; d) ontiennent un yle de longueur 2, �!C 2. Ensuite, nous montronsque si H(p; q; d) est un graphe simple orienté symétrique, alors p � 1 � q � p + 1. En�n,nous montrons le résultat attendu.Lemme 4.2.4 Tout graphe H(p; q; d) ontient un �!C 2.Preuve : Nous avons V (H) = f0; 1; : : : ; n� 1g, �+H (0) 3 n � 1 et �+H (n� 1) 3 0, e quiforme le �!C 2.Lemme 4.2.5 Si d > p ou d > q, alors H(p; q; d) est un multigraphe.



52CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEPreuve : Si d > q, alors le sommet 0 ontient les émetteurs 0; 1; : : : ; q� 1; q; : : : ; d� 1. ParOTIS(p; q), l'émetteur 0 est relié au réepteur m� 1, et l'émetteur q est relié au réepteurm� 2. Or les réepteurs m� 1 et m� 2 appartiennent tout deux au sommet n� 1. Alors,H(p; q; d) est un multigraphe si d > q.Si d > p, alors le sommet 0 ontient les émetteurs 0; 1; : : : ; d� 1. Par OTIS(p; q), l'émet-teur 0 est relié au réepteur m � 1, et l'émetteur 1 est relié au réepteur m � p� 1. Or lesémetteurs m � 1 et m � p � 1 appartiennent tout deux au sommet n � 1. Alors, H(p; q; d)est un multigraphe si d > p.Lemme 4.2.6 Si le graphe H(p; q; d) est un graphe simple orienté symétrique fortementonnexe alors p� 1 � q � p+ 1.Preuve : Comme le graphe est simple, nous savons, d'après le lemme 4.2.5, que d � q etd � p.Nous avons 8u 2 V (H); 8v 2 �+H (u) ; u 2 �+H (v). Don tout sommet appartient soit àun �!C 2, soit à une boule.Si d = 1, alors omme le graphe H(p; q; d) est fortement onnexe, soit le graphe a ununique sommet et une boule, soit le graphe a exatement 2 sommets formant un �!C 2.Si d � 2. Soit u0, le sommet ontenant les émetteurs 0; 1; : : : ; d � 1. Par OTIS(p; q),l'émetteur i, 0 � i � d � 1 est relié au réepteur m � ip � 1. Soit vi le sommet ontenantle réepteur m� ip� 1. Comme le graphe est symétrique, u0 2 �+H (vi), et don, le sommetvi ontient également l'émetteur m� jq � 1, 0 � j < d. En e�et, et émetteur est relié parOTIS(p; q) au réepteur j, 0 � j < d, qui appartient à u0. Ainsi, nous avonsm� jq � 1� (d� 1) � m� ip� 1 (4.1)m� ip� 1 � m� jq � 1 + (d� 1) (4.2)Nous remarquons que si i = 0, alors v0 = n� 1 et don j = 0. Cei nous invite à penserque i = j. Montrons alors que i ne peut pas être di�érent de j.1. Si i < j, posons j = i+x, x > 0. D'après la relation 4.1, nous avons i � d�1�xqq�p . Alors,i est négatif si p < q. De plus, si i = d� 1, alors j n'est pas un réepteur de u0.2. Si i > j, posons j = i � x, x > 0. D'après la relation 4.1. Alors i est négatif si p > q.De plus, si i = 0, le réepteur j n'existe pas.Don i = j, et il reste à montrer que q � 1 � p � q + 1. Pour ela, il su�t de poseri = d� 1 dans les relations 4.1 et 4.2.Proposition 4.2.7 Si le graphe H(p; q; d) est un graphe simple orienté symétrique fortementonnexe, alors,1. Si H(p; q; d) ne ontient pas de boule, alors H(p; q; d) � K�n ;2. Si tous les sommets de H(p; q; d) ont une unique boule, alors H(p; q; d) � K+n .



4.2. RÉSEAUX SIMPLES CONSTRUITS AVEC OTIS 53Preuve :1. H(p; q; d) sans boule :(a) Si p = q, alors l'émetteur p� 1 est relié au réepteur p� 1. Il y a une boule ;(b) Si q = p� 1,i. Si d � p, H(p; q; d) est un multigraphe (lemme 4.2.5) ;ii. Si d = p� 1, H(p; p� 1; p� 1) � K�p (proposition 4.2.2) ;iii. Si d < p� 1,A. Si d ne divise pas q, 1 < d < p�1, alors un sommet ontient les émetteurset les réepteurs p � 1 = q et p � 2 = q � 1. Or le réepteurs p � 2 estreliée à l'émetteur p� 1. Il y a une boule ;B. Si d divise q, 1 < d < q. Soit u le sommet ontenant les émetteursfq � i� 1 j 0 � i < dg et soit v le sommet ontenant les réepteursfq + i j 0 � i < dg. L'émetteur q � 1 est relié au réepteur q, don v 2�+H (u). De plus, les émetteurs fq + i j 0 � i < dg, sont reliés auxréepteurs fip+ 1 j 0 � i < dg. Or fq � i� 1 j 0 � i < dg \ fip + 1 j0 � i < dg = ;. Le graphe H(p; q; d) n'est don pas symétrique ;() Si q = p + 1, omme le graphe H(p; q; d) est orienté symétrique en utilisant lelemme 4.1.6, il su�t d'examiner le graphe H(q; p; d) ;2. G ave boules :(a) Si p = q,i. Si d > p, H(p; p; d) est un multigraphe (lemme 4.2.5) ;ii. Si d = p, H(p; p; p) � K+p (proposition 4.2.2) ;iii. Si d < p, auun des émetteurs fi j 0 � i < dg n'est relié à l'un des réepteursfi j 0 � i < dg. Il y a au moins un sommet sans boule ;(b) Si q = p� 1,i. Si d � p, alors d > q et H(p; q; d) est un multigraphe (lemme 4.2.5) ;ii. Si d � p� 1, auun des émetteurs fi j 0 � i < dg n'est relié à l'un des réep-teurs fi j 0 � i < dg. Il y a au moins un sommet sans boule ;() Si q = p+ 1, il su�t d'examiner le graphe H(q; p; d) (lemme 4.1.6).Finalement, si le graphe H(p; q; d) est un graphe simple orienté symétrique fortementonnexe, alors il est isomorphe soit à K�n, soit à K+n .Corollaire 4.2.8 La famille des graphes H(p; q; d) ne ontient pas les grilles, les tores etles hyperubes.Preuve : Ces graphes sont orientés symétriques sans boule et ne sont pas isomorphes àK�n. Don, il ne véri�ent pas les onditions de la proposition 4.2.7.Ce dernier résultat est � négatif � ar il supprime bon nombre de familles de graphesde notre étude. Toutefois, notre objetif étant d'exhiber les familles de graphes ayant uneimplantation ave OTIS, e résultat nous permet de mieux ibler notre étude.



54CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUE4.2.4 Graphes de Imase et Itoh, de de Bruijn et de KautzNous montrons maintenant que le graphe de Imase et Itoh, II(d; n), est isomorphe augraphe H(p; q; d). Ce résultat a de nombreuses impliations. En e�et, les graphes de deBruijn et de Kautz appartenant à la famille des graphes de Imase et Itoh, ils sont égalementisomorphes au graphe H(p; q; d), pour des valeurs de p et q appropriées.Proposition 4.2.9 ([CFM00b℄) Le graphe de Imase et Itoh II(d; n) de degré d et d'ordren véri�e l'isomorphisme II(d; n) � H(d; n; d).Preuve : Comme p = d et q = n, nous avons�+H(d;n;d) (u) = �v� = � (du�1)(b du+�n +1)�d(du+�)d � ; 0 � � < d�= �v� = �n ��du+�n �+ 1�� b du+�n +1d � du� �� ; 0 � � < d�= �v� � �du� � + ��b du+�n +1d � mod n; 0 � � < d�Or, 0 � du+ � � d(n� 1) + d� 1 = dn� 10 � �du+�n � � �dn�1n � = d� 11d � b du+�n +1d � d�1+1d = 1�1d � �b du+�n +1d � �1et de plus, ��1d� = �1, don�+H(d;n;d) (u) = fv� � (�du� �� 1) mod n; 0 � � < dg= �+II(d;n) (u)Corollaire 4.2.10 Le graphe de Imase-Itoh II(d; n) de degré d à n sommets admet uneimplantation ave OTIS(d; n).La �gure 4.8 représente, à gauhe, le graphe biparti représentatif des adjaenes du graphede Imase et Itoh II(3; 12). Ce graphe est également le graphe de Kautz K(3; 2). La �gure4.8 représente également, à droite, le graphe H(3; 12; 3) ave OTIS(3; 12).Corollaire 4.2.11 Les graphes de Kautz et de de Bruijn ont une implantation ave OTIS ;B(d;D) � H(d; dD; d) et K(d;D) � H(d; dD�1(d+ 1)).Preuve : Le graphe de Kautz K(d;D) est le graphe de Imase-Itoh II(d; dD�1(d+1)) (voirles propriétés données dans le paragraphe 2.1.4 page 13), et le graphe de de Bruijn B(d;D)est le graphe de Imase-Itoh II(d; dD) d'après la proposition 5.1.3 page 68.
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OTIS(3,12)
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Labels dans II(3,12)

Labels dans K(3,2)

Emetteurs RecepteursFig. 4.8 � II(3; 12) et H(3; 12; 3).Corollaire 4.2.12 Le graphe omposé dBC(d;D) a une implantation ave OTIS.Preuve : Dans la dé�nition 2.1.13 page 17, nous avons vu que dBC(d;D) = B(d;D) �Hlog2 d�.Comme B(d;D) � H(d; dD; d), nous avons dBC(d;D) � H(d; dD; d) �Hlog2 d�.Graphes de Reddy-Pradhan-KuhlLes graphes de Reddy-Pradhan-Kuhl (dé�nition 2.1.3 page 10) ne sont pas, en général,isomorphes aux graphes de Imase et Itoh. Or, es derniers sont isomorphes aux graphesH(p; q; d). Don, H(p; q; d) 6� RPK(d; n). Toutefois, nous pouvons proposer une implanta-tion de RPK(d; n) en utilisant le fait que �+RPK(d;n) (u) = �+II(d;n) (u).Lemme 4.2.13 �+RPK(d;n) (u) = �+II(d;n) (u).Preuve : �+II(d;n) (u) = fv j v = (�du� �� 1) mod n; 0 � � < dg= fv j v = (�d(n� u� 1)� �� 1) mod n; 0 � � < dg= fv j v = (du+ (d� �� 1)) mod n; 0 � � < dg= fv j v = (du+ �) mod n; 0 � � < dg= �+RPK(d;n) (u)Une implantation de RPK(d; n) peut être réalisée ave OTIS suivit de deux lentilles,lesquelles permettent d'obtenir le omplément ; 'est-à-dire que OTIS onnete le sommet u



56CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEaux � sommets logiques � �+II(d;n) (u), puis les deux lentilles relient es sommets logiques auxvoisins de u : �+RPK(d;n) (u) = �+II(d;n) (u). La �gure 4.9 représente la réalisation optique dugraphe RPK(3; 6), qui est tel que :� V = Z6 ;� A = fv � 3u+ � mod 6 j 0 � � < 3g.

Emetteurs

Lentilles

Récepteurs

0

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4

5Fig. 4.9 � RPK(3; 6) onstruit à partir de OTIS(3; 6) suivi de 2 lentilles permettant d'in-verser l'ordre des faiseaux.4.2.5 Problème (�; D) sur OTISPour un degré � et un diamètre D �xé, nous étudions le nombre maximum de sommetsdes graphes de la famille H(p; q;�), [CFP99℄. Nous onduisons notre étude à l'aide d'unprogramme informatique simple qui, étant donné un graphe H(p; q; d), retourne son diamètre(si le graphe est onnexe). Nous exéutons e programme sur tous les ouples (p; q) telsque pqd � PDmi=0 di = dDm+1�1d�1 , la borne de Moore [BT80℄, pour un diamètre maximal Dmdonné, puis nous rassemblons les resultats par diamètre. Nous obtenons ainsi, par reherheexhaustive, pour le degré 2 et les diamètre 8, 9, et 10, les résultats rassemblés dans la table4.1. Cette table ne ontient que les plus grands graphes obtenus pour haque diamètre.Le graphe de Kautz semble être le plus grand graphe de degré d et de diamètre D, de lafamille H(p; q; d). Ce résultat n'a rien de surprenant. En e�et, le graphe de Kautz est onnuomme une bonne onstrution pour le problème (�; D) [BT80℄. De plus, nous avons montrédans la proposition 4.2.9 page 54 que H(d; n; d) � II(d; n), et le plus grand II(d; n) est legraphe de Kautz.Pour haque valeur de D, il existe plusieurs ouples (p; q), ave pq = dD+1, tels quele graphe H(p; q; d) d'ordre n = dD est onnexe. De plus, les paramètres p et q sont despuissanes de d et le graphe H(p; q; d) est isomorphe au graphe de de Bruijn B(d;D). Parexemple, H(2; 256; 2), H(4; 128; 2) et H(16; 32; 2) sont isomorphes à B(2; 8). Cette propriétéest à la base des travaux qui font l'objet du hapitre 5.



4.3. RÉSEAUX COMPOSÉS CONSTRUITS AVEC OTIS 57n p q... ... ...253 2 253254 2 254255 2 255256 2 256 de Bruijn4 128 de Bruijn16 32 de Bruijn258 2 258264 2 264288 2 288384 2 384 KautzD = 8

n p q... ... ...509 2 509510 2 510511 2 511512 2 512 de Bruijn8 128 de Bruijn513 2 513516 2 516528 2 528576 2 576768 2 768 KautzD = 9

n p q... ... ...1022 2 10221023 2 10231024 2 1024 de Bruijn4 512 de Bruijn8 256 de Bruijn16 128 de Bruijn32 64 de Bruijn1026 2 10261032 2 10321056 2 10561152 2 11521536 2 1536 KautzD = 10Tab. 4.1 � H(p; q; 2) pour les diamètres 8, 9 et 10.4.3 Réseaux omposés onstruits ave OTISNous venons de dérire des familles de graphes pour lesquelles une implantation aveOTIS permet de réaliser toutes les onnexions optiquement. Nous allons maintenant examinerdes réseaux mixtes, où seulement une partie des onnexions sont optiques, les autres étantéletroniques.4.3.1 Réseau papillonNous montrons maintenant dans la réalisation d'un réseau multi-étages tel que le réseaupapillon, qu'il est possible de remplaer un étage d'interonnexion életronique par un étaged'interonnexion optique, à l'aide d'OTIS, omme représenté sur la �gure 4.10.Proposition 4.3.1 Si D est impair, alors le réseau papillon ��!BF (d;D) de degré d et d'ordre(D + 1)dD véri�e l'isomorphisme ��!BF (d;D) � HB �dD+12 ; dD+12 ; dD+12 � h ~BF �d; D�12 �i.Preuve : Nous avons vu dans la dé�nition 2.1.9 page 14, que lorsque D est impair, leréseau papillon ��!BF (d;D) peut se dé�nir par ��!BF (d;D) � �!K dD+12 ;dD+12 h��!BF �d; D�12 �i. Or,le graphe biparti omplet �!Kn;n est isomorphe au graphe HB(n; n; n). Ainsi, en utilisant ladé�nition 2.1.9 omplétée par le lemme 2.1.10, nous obtenons��!BF (d;D) � HB �dD+12 ; dD+12 ; dD+12 � ���!BF �d; D � 12 ��
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Fig. 4.10 � Butter�y ��!BF (2; 5) où un étage d'interonnexions est réalisé ave OTIS(4; 4).Dans ette onstrution, les interonnexions les plus longues sont réalisées par le biaisde l'arhiteture optique OTIS, les autres restant életroniques. Cette onstrution étantréursive, il est possible, selon la valeur de D, de remplaer d'autres étages d'interonnexionspar des OTIS appropriés.D'autre part, lorsque le D est pair, il est également possible de remplaer un étage deommuniation par OTIS. Dans e as, nous utilisons le graphe biparti �!K dD2 +1;dD2 que nousomposons à gauhe par ��!BF �d; D2 � et à droite par ��!BF �d; D2 + 1�.En�n, il est également possible de remplaer tous les étages de ommuniation par OTIS.En e�et, nous avons ��!BF (d;D) � B(d;D)
 �!� D+1, et nous avons montré dans le orollaire4.2.11 que B(d;D) � H(d; dD; d).4.3.2 OTIS-MeshLe réseau appelé OTIS-Mesh est le réseau de ommuniation onstruit ave l'arhitetureOTIS qui a été le plus étudié. En partiulier, de nombreux algorithmes dont des algorithmesde routage [WS98a, WS98b℄, de permutations [SW97℄, de somme pré�xe [WS98a℄, de multi-pliation de matries [WS01℄, de traitements d'images [WS00℄ et de tris [RS98a, Ost00℄.La dé�nition d'un OTIS-Mesh est la suivante :Dé�nition 4.3.2 ([ZMPE96, ZMPE00℄) Un OTIS-Mesh est la topologie d'un réseaud'interonnexions à n4 sommets de degré au plus 5, répartis dans n2 groupes de n2 sommetshaun, tels que :� V = fhg; pi = hhgx; gyi ; hpx; pyii j gx; gy; px; py 2 Zng ;



4.3. RÉSEAUX COMPOSÉS CONSTRUITS AVEC OTIS 59� A = f(hg; hpx; pyii ; hg; hpx; qyii) j g 2 Zn � Zn; px 2 Zn; 0 � qy = py � 1 � n� 1g[ f(hg; hpx; pyii ; hg; hqx; pyii) j g 2 Zn � Zn; 0 � qx = px � 1 � n� 1; py 2 Zng[ f(hhgx; gyi ; hpx; pyii ; hhpx; pyi ; hgx; gyii) j px; py; gx; gy 2 ZngAinsi, haque groupe de n2 sommets, dans un OTIS-Mesh, est une opie de la grilleorientée symétrique M(n; n), omme illustré sur la �gure 4.11. De plus, les ommuniationsentre groupes se font par la relation d'adjaene hhgx; gyi ; hpx; pyii ! hhpx; pyi ; hgx; gyii, oùhgx; gyi est le numéro d'un groupe, et hpx; pyi est le numéro d'un sommet dans e groupe.Cette relation d'adjaene orrespond à elle de K+n2. Nous pouvons en déduire qu'un OTIS-Mesh est isomorphe au graphe omposé K+n2 [M(n; n)℄, e que nous montrons dans le lemmesuivant.

(0,0) (0,1)

(1,1)(1,0)

(0,0) (0,1)

(1,1)(1,0)

(0,0) (0,1)

(1,1)(1,0)

(0,0) (0,1)

(1,1)(1,0)

(0,1)

(1,0) (1,1)

(0,0)

Liens optiques

Liens electroniques

Groupes

Fig. 4.11 � OTIS-Mesh à 4 groupes de 4 sommets. Les liens sont orientés symétriques.Lemme 4.3.3 OTIS �Mesh � K+n2 [M(n; n)℄.Preuve : La grille M(n; n) peut se dé�nir omme le graphe à n2 sommets, tel que :� V (M(n; n)) = fp = hpx; pyi j px; py 2 Zn; p = pxn + pyg ;� A (M(n; n)) =��
p1x; p1y� ; 
p2x; p2y�� j p1x = p2x 2 Zn; 0 � p2y = p1y � 1 � n� 1	[��
p1x; p1y� ; 
p2x; p2y�� j 0 � p2x = p1x � 1 � n� 1; p1y = p2y 2 Zn	De plus, le graphe K+n2 est le graphe à n2 sommets, tel que :� V �K+n2� = fg j g 2 Zn2g = fg = hgx; gyi j 0 � gx; gy < n; g = gxn+ gyg ;� A �K+n2�= �(g1; g2) j g1; g2 2 V �K+n2�	= ��
g1x; g1y� ; 
g2x; g2y�� j 
g1x; g1y� ; 
g2x; g2y� 2 V �K+n2�	 ;



60CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEAinsi, le graphe omposé K+n2 [M(n; n)℄ est le graphe à n4 sommets, dé�ni par :� V �K+n2 [M(n; n)℄� = �hg; pi = hhgx; gyi ; hpx; pyii j hgx; gyi 2 V �K+n2� ;hpx; pyi 2 V (M(n; n))g= fhg; pi = hhgx; gyi ; hpx; pyii j gx; gy; px; py 2 Zng ;� A �K+n2 [M(n; n)℄� = f(hg; hpx; pyii ; hg; hpx; qyii) j g 2 Zn � Zn; px 2 Zn;0 � qy = py � 1 � n� 1g[ f(hg; hpx; pyii ; hg; hqx; pyii) j g 2 Zn � Zn; py 2 Zn0 � qx = px � 1 � n� 1g[�(hg; pi ; hp; gi) j (g; p) 2 A �K+n2� ; $(g; p) = hp; gi	où $ est la fontion dé�nie par$ : A �K+n2� �! V (M(n; n))� V (M(n; n))(g1; g2) = �
g1x; g1y� ; 
g2x; g2y�� 7�! 

g1x; g1y� ; 
g2x; g2y��Cei orrespond bien à la dé�nition d'un OTIS-Mesh.Nous avons rappelé, ave le fait A.3.6 page 183, que K+n 
 K+n � K+n2 , et nous avonsmontré dans la proposition 4.2.1 que K+n � H(n; n; n). Ainsi, nous avons :OTIS �Mesh � K+n2 [M(n; n)℄� (K+n 
K+n ) [M(n; n)℄� (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [M(n; n)℄Toutefois, la relation d'adjaene entre groupes dans un OTIS �Mesh ne orrespondpas à la relation d'adjaene entre groupes que nous obtenons pour le graphe H(p1; q1; d1)
H(p2; q2; d2) ave les dé�nitions 4.1.3 et 4.1.4. En e�et, un ar dans H 
H, va du sommethhgx; gyi ; hpx; pyii au sommet hhp1 � px � 1; p2 � py � 1i ; hq1 � gx � 1; q2 � gy � 1ii. Nous don-nerons dans la suite une transformation simple pour �xer e problème dans un as plusgénéral.Remarque : Il est intéressant de omprendre l'origine de ette di�érene de dé�nitionentre OTIS�Mesh et (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [M(n; n)℄. En e�et, les graphes de la familleOTIS �Mesh n'admettent pas d'implantation immédiate ave l'arhiteture OTIS.Tout d'abord, dans [MMHE93℄ les interonnexions optiques de l'arhiteture OTIS sontdé�nies omme reliant l'émetteur hi; ji au réepteur hj; ii, ei en numérotant les émetteursde haut en bas et les réepteurs de bas en haut. Cette dé�nition est équivalente à elle desgraphes H(p; q; d), où l'émetteur hi; ji est relié au réepteur hq � j � 1; p� i� 1i, et oùles émetteurs omme les réepteurs sont numérotés de haut en bas. Par la suite, dans lespubliations [ZMPE96, ZMPE00℄, [SW97, WS98a, WS00, WS01, WS98b℄, [Ost00℄, et plusréemment dans [DAAar℄, la relation hi; ji vers hj; ii, en numérotant de haut en bas lesémetteurs omme les réepteurs, a été utilisée pour dé�nir les interonnexions optiques del'arhiteture OTIS. La proposition 4.3.6 permettra de relier es dé�nitions.



4.3. RÉSEAUX COMPOSÉS CONSTRUITS AVEC OTIS 61Dans le as plus général des graphes onstruits sur OTIS(p; q), ave p 6= q, la proposition4.3.6 ne s'applique pas. Ainsi, les graphes onstruit en utilisant la relation d'adjaene hi; jivers hj; ii ne sont pas (en général) isomorphes au graphe H(p; q; d) (ou H(p; q; d)[G℄). Toute-fois, es graphes admettent une implantation utilisant l'arhiteture OTIS, agrémentée d'unsystème optique permettant d'opérer une rotation du veteur (ou de la matrie) de faiseauoptiques, avant que eux-i n'arrivent aux réepteurs. Cette tehnique est la même que elleque nous avons utilisé pour implanter RPK(d; n) dans la setion 4.2.4.4.3.3 OTIS-GNous donnons ii la dé�nition des OTIS � G proposée dans [DAAar℄ et qui englobeelle des OTIS � Mesh. Ensuite, nous donnerons la transformation permettant de reliersimplement ette dé�nition à (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [G℄.Dé�nition 4.3.4 ([DAAar℄) Étant donné un graphe orienté G = (V;A) à n2 sommets,nous dé�nissons le graphe OTIS �G à n4 sommets, par :� V (OTIS �G) = fhhgx; gyi ; hpx; pyii j gx; gy; px; py 2 Zng ;� A (OTIS �G) = f(hg; p1i ; hg; p2i) j g; p1; p2 2 Zn � Zn; (p1; p2) 2 A(G)g[ f(hhgx; gyi ; hpx; pyii ; hhpx; pyi ; hgx; gyii) j px; py; gx; gy 2 ZngPour la dé�nition du graphe (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [G℄, nous plaçons les sommets dugraphe G sur une grille n� n.Dé�nition 4.3.5 Soit G = (V;A) un graphe orienté G = (V;A) à n2 sommets, dont lessommets sont disposés sur une grille n � n. Le graphe (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [G℄ à n4sommets, est le graphe dé�ni par :� V ((H 
H) [G℄)= fhhgx; gyi ; hpx; pyii j hgx; gyi 2 V (H 
H); hpx; pyi 2 V (G)g= fhhgx; gyi ; hpx; pyii j gx; gy; px; py 2 Zng ;� A ((H 
H) [G℄) = n(hg; p1i ; hg; p2i) j g; p1; p2 2 Zn � Zn; �p1; p2� 2 A(G)o[f(hhgx; gyi ; hpx; pyii ; hhpx; pyi ; hgx; gyii) j px; py; gx; gy 2 Zng.Dans ette dé�nition, nous avons opéré une symétrie entrale du plaement des sommetsde G sur la grille. Ainsi, le sommet hpx; pyi est disposé à la plae hpx; pyi sur la grille.Proposition 4.3.6 Étant donné un graphe G d'ordre n, nous avonsOTIS �G � (H(n; n; n)
H(n; n; n)) [G℄.Preuve : Soit F la fontion bijetive dé�nie par :F : V (OTIS �G) �! V (((H(n; n; n)
H(n; n; n)) [G℄))hhgx; gyi ; hpx; pyii 7�! hhgx; gyi ; hpx; pyiiSoit u = hhgx; gyi ; hpx; pyii un sommet de OTIS �G. Nous avons



62CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEF�1�+(H(n;n;n)
H(n;n;n))[G℄ (F (hhgx; gyi ; hpx; pyii))= F�1�+(H(n;n;n)
H(n;n;n))[G℄ (hhgx; gyi ; hpx; pyii)= F�1 ��hhgx; gyi ; hqx; qyii j hqx; qyi 2 �+G (hpx; pyi)	 [ �

px; py� ; hgx; gyi�	�= F�1 ��hhgx; gyi ; hqx; qyii j hqx; qyi 2 �+G (hpx; pyi)	 [ fhhpx; pyi ; hgx; gyiig�= �hhgx; gyi ; hqx; qyii j hqx; qyi 2 �+G (hpx; pyi)	 [ fhhpx; pyi ; hgx; gyiig= �+OTIS�G (u)Finalement, en utilisant la fontion F , nous véri�ons bien l'isomorphisme.La �gure 4.12 illustre, au travers d'un OTIS�Mesh, le besoin d'utilisation d'une rotationdes sommets dans haque groupes, pour les interonnexions optiques.4.4 Propriétés hamiltoniennesDans ette setion, nous montrons que OTIS�Mesh est un graphe hamiltonien. Ce ré-sultat était déjà onnu [WS98a℄. Toutefois notre démonstration utilise les graphes omposés.Nous ommençons par présenter des résultats généraux sur la présene de iruits hamil-toniens dans des graphes omposés, puis nous appliquons es résultats à OTIS�Mesh, lorsque n est pair. En�n, nous montrons omment onstruire un iruit de longueur n4 � n2 +1dans OTIS �Mesh lorsque n est impair.Théorème 4.4.1 Soit G, un graphe simple non orienté à n sommets de degré d, ontenantle yle hamiltonien Cn = (0; 1; : : : ; n � 1; 0). Soit H, un graphe non orienté à d sommetstel qu'il existe une haîne hamiltonienne entre toute paire de ses sommets.Soit G[H℄, le graphe omposé tel que haque sommet d'une opie du graphe H reçoitl'extrémité d'une seule arête inidente au sommet orrespondant de G. Alors, le graphe G[H℄ontient un yle hamiltonien.Preuve : Il su�t de remplaer haque sommet u du yle Cn par la haîne hamiltoniennedu sommet hu; xi au sommet hu; yi, où hu; xi est le sommet inident à l'arête reliant le groupeu�1 au groupe u (arête fu� 1; ug de E(G)) et hu; yi est le sommet inident à l'arête reliantle groupe u au groupe u+ 1 (arête fu; u+ 1g de E(G)).Lemme 4.4.2 Soit G, un graphe simple non orienté à n sommets de degré d, ontenantle yle hamiltonien Cn = (0; 1; : : : ; n � 1; 0). Soit H, un graphe biparti non orienté à dsommets tel que pour tout sommet d'une partie, il existe une haîne hamiltonienne vers toutsommet hoisi dans l'autre partie.Soit G[H℄, le graphe omposé tel que haque sommet d'un opie du graphe H reçoitl'extrémité d'une seule arête inidente au sommet orrespondant de G.



4.4. PROPRIÉTÉS HAMILTONIENNES 63
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Permutation sur les lignes

Permutation sur les colonnes

OTIS−Mesh

des groupes

Rotation

des groupes

Rotation

Fig. 4.12 � Permutations e�etuées sur un OTIS-Mesh à 4 groupes de 4 sommets.



64CHAPITRE 4. RÉSEAUX DE COMMUNITATIONS DE L'ESPACE LIBRE OPTIQUEAlors, le graphe G[H℄ ontient un yle hamiltonien si pour tout u 2 V (G), les arêtesfhu� 1; xi ; hu; yig et fhu; z; ; i hu+ 1; tig véri�ent que y et z sont pris dans 2 parties di�é-rentes du graphe H.Preuve : Supposons que y et z soient pris dans la même partie de H. Par hypothèse, toutehaîne hamiltonienne ayant son origine dans la partie ontenant y, a son extrémité dans lapartie ne ne ontenant pas y. Don, il n'existe pas de haîne hamiltonienne de y à z dans H.Lorsque y et z sont pris dans des parties distintes de H, alors, en remplaçant haquesommet de Cn par la haîne hamiltonienne orrespondante, nous obtenons bien un ylehamiltonien dans G[H℄.Corollaire 4.4.3 Si n est pair, alors OTIS � Mesh ontient un iruit hamiltonien delongueur n4.Preuve : Nous avons vu dans la setion 4.3.2 que, OTIS�Mesh � K+n2 [M(n; n)℄. De plus,un OTIS�Mesh est un graphe orienté symétrique. Dans ette preuve, nous allons travaillersur le graphe non orienté assoié : Kn2[M(n; n)℄, en utilisant les relation d'adjaene d'unOTIS �Mesh.Nous savons que le graphe Kn2 ontient un yle hamiltonien de longueur n2. De plus,dans la grille M(n; n), ave n pair, en olorant en noir les sommets hpx; pyi tel que px + pymod 2 � 0, et en blan les autres, nous obtenons un graphe biparti tel qu'il existe un heminhamiltonien de tout sommet noir vers tout sommet blan, et inversement.Maintenant, pour onlure ette preuve, il su�t de hoisir un yle hamiltonien de Kn2permettant de remplir les onditions du lemme 4.4.2. Pour ela, olorions en noir les sommetsde Kn2 tels que gx+ gy mod 2 � 0, et en blan les autres, puis hoisissons dans Kn2 le ylehamiltonien Cn2 = (u0; u1; u2; : : : ; un2�1; u0) tel que le sommet ui est noir si � i2� mod 2 � 0,et blan sinon. Le yle Cn2 est une alternane de 2 sommets noirs suivi de 2 sommets blans.Comme n est pair, n2 est divisible par 4, un tel yle existe et les sommets un2�2 et un2�1sont blans.Notons �H (hui; xi ; hui; yi) la haîne de Kn2[M(n; n)℄ telle que la haîne �(x; y) est unehaîne hamiltonienne de H, puis remplaçons dans le yle Cn2 , le sommet ui par la haîne�H (hui; ui�1i ; hui; ui+1i), et l'arête fui; ui+1g par l'arête fhui; ui+1i ; hui+1; uiig.Il reste à véri�er que e yle est valide. Pour ela, il su�t de véri�er que dans la haîne�H (hui; ui�1i ; hui; ui+1i), les sommets hui; ui�1i et hui; ui+1i sont bien de ouleurs di�érentes.Supposons que la grille ui�1 soit blanhe et que la grille ui soit noire. Alors, nous avons :� La grille ui�1 est blanhe, don le sommet hui; ui�1i est blan. De même, la grille ui+1est noire, don le sommet hui; ui+1i est noir, et la haîne �H (hui; ui�1i ; hui; ui+1i) estvalide ;� Le sommet hui+1; uii est noir, et la grille ui+2 est blanhe, don le sommet hui+1; ui+2iest blan, et la haîne �H (hui+1; uii ; hui+1; ui+2i) est valide ;� Le sommet hui+2; ui+1i est noir et la grille ui+3 est blanhe, don le sommet hui+2; ui+3iest blan et la haîne �H (hui+2; ui+1i ; hui+2; ui+3i) est valide ;� Le sommet hui+3; ui+2i est blan et la grille ui+4 est noire, don le sommet hui+3; ui+4iest noir et la haîne �H (hui+3; ui+2i ; hui+3; ui+4i) est valide ;



4.4. PROPRIÉTÉS HAMILTONIENNES 65Finalement, le yle Cn4 deKn2 [M(n; n)℄ ainsi onstruit est hamiltonien. Comme OTIS�Mesh est orienté symétrique, il su�t d'orienter e yle pour obtenir un iruit hamiltonien.Bien d'autres démonstrations étaient envisageables pour le le orollaire 4.4.3. Toutefois,elle que nous avons hoisie nous donne un algorithme simple pour onstruire un iruithamiltonien dans un OTIS�Mesh ave n pair. En e�et, il su�t de hoisir une permutationdes sommets de K+n2 qui soit une alternane de deux sommets noirs suivis de deux sommetsblans, pour obtenir e iruit. La �gure 4.13 donne un exemple de iruit hamiltonienonstruit sur OTIS �Mesh.Regardons maintenant le as où n est impair. Nous savons qu'une grille de oté impairn'est pas hamiltonienne. De la même façon, OTIS �Mesh n'est pas hamiltonien lorsque nest impair.Corollaire 4.4.4 Si n est impair, OTIS�Mesh ontient un iruit de longueur n4�n2+1.Preuve : Nous utilisons la même oloration des sommets de la grille et des grilles que dansla preuve du 4.4.3.Comme n est impair, il existe un hemin hamiltonien entre toute paire de sommets noirsde la grille. De plus, si le sommet hu; xi est noir et que la grille u est noire, alors le sommethx; ui est noir, et la grille x est noire. Ainsi, si CG;N est un iruit ontenant uniquement lesn2+12 sommets noirs deK+n2 , en remplaçant haque sommet de CG;N par le hemin hamiltoniendans une grille orrespondante, nous onstruisons le yle CN de longueur n2 n2+12 .De la même façon, si le sommet hu; xi est blan et que la grille u est blanhe, alors lesommet hx; ui est blan, et la grille x est blanhe. De plus, si n est impair, il existe unhemin de longueur n2 � 2 entre toute paire de sommets blans de la grille (obtenu ensupprimant les deux extrémités, noires, d'un hemin hamiltonien pris entre deux sommetsnoirs de la grille). Ainsi, si CG;B est un iruit ontenant uniquement les n2�12 sommets blansde K+n2 , en remplaçant haque sommet de CG;B par le hemin de longueur n2 � 2 dans unegrille orrespondante, nous onstruisons le yle CB de longueur (n2� 2)n2�12 . De plus, nousremarquons que les yles CB et CN sont disjoints.Soit ui et ui+1, deux grilles onséutives de CG;N . Remplaçons le hemin �(ui�1; ui+1) delongueur n2 � 2 de ui par le hemin �(ui�1; x) de longueur n2 � 1 terminant sur une asenoire, et remplaçons le hemin �(ui; ui+2) de longueur n2�2 de ui+1 par le hemin �(y; ui+2)de longueur n2 � 1 ommençant sur une as noire. Soient hui; xi et hui+1; yi es deux asesnoires. Choisissons le yle CG;N de K+n2 tel que les grilles y et x soient onséutives, etremplaçont dans la grille x le hemin hamiltonien �(y; z) par le hemin �(ui; z) de longueurn2�1, ommençant sur une ase blanhe, et remplaçont dans la grille y le hemin hamiltonien�(t; ui+1), terminant sur une ase blanhe.Ainsi, nous avons onstruit un iruit de longueur n2 n2+12 �2+(n2�2)n2�12 +2 = n4�n2+1.
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Fig. 4.13 � Un iruit hamiltonien dans OTIS�Mesh � (H(4; 4; 4)
H(4; 4; 4)) [M(4; 4)℄.



Chapitre 5Étude d'une famille de graphes àalphabetDans e hapitre, nous étudions la famille de graphes à alphabet A(f; �; j), qui généralisele graphe de de Bruijn. Cette famille de graphes nous permet de répondre à un problèmesoulevé dans la setion 4.2.5 page 56. En e�et, nous avions observé que plusieurs graphes dela famille H(p; q; d) pouvaient être isomorphes à un même graphe de de Bruijn. La famillede graphes A(f; �; j) nous donne les informations néessaires à la ompréhension de etteobservation.La famille de graphes à alphabet A(f; �; j) est dé�nie de la façon suivante :Dé�nition 5.0.5 Soient d;D 2 N. Étant donnés une permutation f sur ZD, une permuta-tion � sur Zd et un indie j 2 ZD, le graphe orienté G = A(f; �; j), d'ensemble de sommetV (A(f; �; j)) = ZDd , est tel que :�+A(f;�;j) (x = xD�1 : : : x1x0) = �yD�1 : : : yj+1�yj�1 : : : y1y0 j yi = � �xf(i)� ; � 2 Zd	Le graphe A(f; �; j) a un degré d et nous dirons qu'il est de dimension D.Nous montrerons dans la setion 5.1 que ette famille ontient au moins� d!D! graphes isomorphes au graphe de de Bruijn B(d;D) ;� (d� 1)!D! graphes isomorphes au réseau papillon ylique ���!WBF (d;D � 1) ;Ensuite, nous montrerons dans la setion 5.2 que si nous ajoutons à une telle famille degraphes les ontraintes liées aux graphes de Kautz, nous n'obtenons que 2 dé�nitions dugraphe de Kautz. En�n, nous utiliserons, dans la setion 5.3, la famille de graphe A(f; �; j)pour aratériser l'ensemble des graphes H(p; q; d) isomorphes à B(d;D). Cei nous permet-tra de donner une implantation optimale, au sens de la minimisation du nombre de lentilles,des graphes de de Bruijn ave OTIS.5.1 Graphes de de Bruijn omme graphes à alphabetLe graphe de de Bruijn est généralement dé�ni sur un alphabet. Nous avons rappelésa dé�nition dans la setion 2.1.1 page 8. Nous allons maintenant montrer qu'il existe denombreuses façons de le dé�nir sur un alphabet.67



68 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABET5.1.1 Permutation sur l'alphabet, graphes B�(d;D)Nous dé�nissons ii le graphe B�(d;D), dont la dé�nition est prohe de elle du graphede de Bruijn B(d;D), et nous montrons que es deux graphes sont isomorphes. Nous endéduisons une démonstration simple de l'appartenane du graphe de Bruijn à la famille desgraphes de Imase et Itoh.Dé�nition 5.1.1 Soit � une fontion de permutation sur Zd. Le graphe B�(d;D), de degréd et de diamètre D, est le graphe orienté tel que :� V = fx = xD�1xD�2 : : : x1x0 j xi 2 Zdg ;� �+B�(d;D) (x) = fy = �(xD�2) : : : �(x1)�(x0)�(�) j � 2 Zdg .Proposition 5.1.2 Les graphes B(d;D) et B�(d;D) sont isomorphes.Preuve : Il su�t de dé�nir un isomorphisme W de B�(d;D) vers B(d;D). Nous pouvonshoisir pour W la bijetion suivante :W : ZDd �! ZDdx = xD�1xD�2 : : : x1x0 7�! �0(xD�1)�1(xD�2) : : : �D�2(x1)�D�1(x0)Soit x, un sommet de B�(d;D). Nous avons :W�1�+B(d;D) (W (xD�1xD�2 : : : x0)) = W�1�+B(d;D) ��0(xD�1)�1(xD�2) : : : �D�1(x0)�= W�1 ���1(xD�2) : : : �D�2(x1)�D�1(x0)� j � 2 Zd	�= f�(xD�2) : : : �(x0)�(�) j � 2 Zdg= f�(xD�2) : : : �(x0)� j � 2 Zdg :La dernière ligne orrespondant à la relation d'adjaene du graphe B�(d;D), nous avonsbien dé�ni l'isomorphisme requis.Plus généralement, le graphe orienté de degré d, diamètre D, d'ordre n = dD et tel que�+ (xD�1xD�2 : : : x1x0) = f�0(xD�2) : : : �D�2(x0)�D�1(�) j � 2 Zdg, où �i, i 2 ZD, est unepermutation de Zd, est isomorphe à B(d;D).Proposition 5.1.3 Les graphes B(d;D) et II(d; dD) sont isomorphes.Preuve : Soit C la permutation de Zd qui à i 2 Zd assoie C(i) = �{ = d � i � 1, leomplément de i en base d. D'après la proposition 5.1.2, les graphes BC(d;D) et B(d;D)sont isomorphes.Soit t, la bijetion de ZDd dans Zn, n = dD, qui assoie à haque mot de ZDd sa valeur enbase n. t : ZDd �! Znx = xD�1 : : : x1x0 7�! PD�1i=0 xidi



5.1. GRAPHES DE DE BRUIJN COMME GRAPHES À ALPHABET 69Nous avons alors :t��+BC(d;D) (xD�1 : : : x1x0)� = t ���xD�2 : : : �x1�x0 �� j 0 � � < d	�= nPD�2i=0 di+1�xi + �� j 0 � � < do= nPD�2i=0 di+1(d� xi � 1) + d� � � 1 j 0 � � < do= ndD �PD�1i=1 dixi�1 � � � 1 j 0 � � < do= n�PD�1i=1 dixi�1 � � � 1 j 0 � � < do�+II(d;dD) (t(xD�1 : : : x1x0)) = �+II(d;dD) �PD�1i=0 xidi�= n�dPD�1i=0 xidi � �� 1 j 0 � � < do= n�dDxD�1 �PD�1i=1 dixi�1 � �� 1 j 0 � � < do= n�PD�1i=1 dixi�1 � �� 1 j 0 � � < do= t��+BC(d;D) (xD�1 : : : x1x0)�Ainsi, les graphes BC(d;D), B(d;D) et II(d; dD) sont isomorphes.Corollaire 5.1.4 Les graphes de de Bruijn, B(d;D), de Reddy Pradhan et Kuhl, RPK(d; dD)et de Imase et Itoh, II(d; dD), sont isomorphes.5.1.2 Permutation sur les indies, graphes A(f; �; j)Nous étudions maintenant une famille de graphes plus générale que B�(d;D), dans la-quelle le déalage à gauhe est remplaé par une permutation f de ZD.Dé�nition 5.1.5 Nous assoions à haque permutation f de ZD l'appliation linéaire �!f deZDd , dé�nie sur la base vetorielle par �!f (ei) = ef(i). Cette appliation linéaire est assoiée àune matrie de permutation. Remarquons que �!fg = �!f �!g .Dé�nition 5.1.6 Toute permutation � de Zd s'étend naturellement à ZDd (par abus de no-tation, nous noterons également � ette extension) en posant :� : ZDd �! ZDdx = xD�1xD�2 � � �x1x0 7�! �(xD�1)�(xD�2) � � ��(x1)�(x0)Nous donnons maintenant une seonde dé�nition du graphe A(f; �; j), utilisant la per-mutation � de ZDd , qui nous permettra d'utiliser des notations algébriques.Dé�nition 5.1.7 Soient d;D 2 N. Étant donnés une permutation f sur ZD, une permuta-tion � sur Zd et un indie j 2 ZD, le graphe orienté G = A(f; �; j) est tel que :� V (A(f; �; j)) = ZDd ;



70 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABET� �+A(f;�;j) (x) = �(f(x)) + Zd:ej .Le graphe A(f; �; j) a un degré d et nous dirons qu'il est de dimension D.Remarque 5.1.8 Les sommets du graphe B(d;D) sont les éléments de ZDd . Nous pouvonsalors assoier xD�1xD�2 � � �x1x0 à PD�1i=0 xi:ei .Soient �, la permutation de ZD dé�nie par � : i 7�! i+ 1 et Id l'identité de Zd. Alors,le graphe B(d;D) est exatement le graphe A(�; Id; 0) . En e�et, pour x = xD�1xD�2 � � �x1x0,�+A(�;Id;0) (X) = fxD�2 � � �x1x0(xD�1 + ) j  2 Zdg = fxD�2 � � �x1x0� j � 2 Zdg = �+B(d;D) (x).De même, B�(d;D) est exatement A(�; �; 0) .Théorème 5.1.9 Le graphe A(f; �; j) de degré d et de dimension D est isomorphe au grapheB(d;D) si et seulement si f est une permutation ylique de ZD.Pour plus de larté, la preuve de e théorème a été déoupée en plusieurs lemmes. Nousommençons par donner l'énoné de es lemmes, puis nous donnerons la preuve du théorème5.1.9, et en�n nous donnerons la preuve des lemmes.Lemme 5.1.10 Si la permutation f de ZD est ylique, alors les graphes A(f; �; j) etB(d;D) sont isomorphes.Lemme 5.1.11 Soit orb(j) l'ensemble des indies qui partagent l'orbite de j. Si la permu-tation f de ZD n'est pas ylique et que jorb(j)j � D� 2, alors le graphe A(f; �; j) n'est pasonnexe.Lemme 5.1.12 Si jorb(j)j = D� 1 et la permutation � de Zd est ylique, alors le grapheA(f; �; j) est onnexe.Lemme 5.1.13 Si jorb(j)j = D�1 et la permutation � de Zd est ylique, alors les graphesA(f; �; j) et B(d;D) ne sont pas isomorphes.Preuve du théorème 5.1.9 :1. Lorsque la permutation f est ylique, les graphes A(f; �; j) et B(d;D) sont isomorphes(lemme 5.1.10) ;2. Lorsque jorb(j)j � D � 2, le graphe A(f; �; j) n'est pas onnexe et don n'est pasisomorphe au graphe B(d;D) (lemme 5.1.11) ;3. Lorsque jorb(j)j = D � 1, le graphe A(f; �; j) est onnexe si et seulement si la per-mutation � est ylique (lemme 5.1.12). Il n'est ependant pas isomorphe au grapheB(d;D) (lemme 5.1.13).Ainsi, A(f; �; j) et B(d;D) sont isomorphes si et seulement si la permutation f est y-lique.Lemme 5.1.10 Si la permutation f de ZD est ylique, alors les graphes A(f; �; j) etB(d;D) sont isomorphes.



5.1. GRAPHES DE DE BRUIJN COMME GRAPHES À ALPHABET 71Preuve : Supposons que f est une permutation ylique sur ZD et montrons que les graphesA(f; �; j) et B(d;D) sont alors isomorphes.La permutation f étant ylique, elle induit une orbite unique sur ZD. Assoions à fl'unique permutation g de ZD telle que 8i 2 ZD; g(i) = f i(j). De ette dé�nition, nousobtenons : g�1fg(i) = g�1ff i(j) = g�1f i+1(j) = g�1g(i+ 1) = i + 1 (5.1)g�1(j) = 0 (d'où �!g�1(ej) = e0) (5.2)Considérons l'isomorphisme de graphe induit par �!g . Pour x 2 ZDd , nous alulons�!g�1�+G (�!g (x)). Par dé�nition de G, nous avons �+G (x) = �(�!f (x)) + Zd:ej, et par linéarité�!g�1�+G (�!g (x)) = � ��!g�1 ��!f �!g (x)�� + Zd:�!g�1(ej). Mais, par (5.1), ���!g�1fg = �!� et par (5.2),�!g�1(ej) = e0. Finalement, �!g�1�+G (�!g (x)) = �(�!� (x))+Zd:e0, et ette relation d'adjaene estelle du graphe B�(d;D), lui-même isomorphe au graphe B(d;D) (par la proposition 5.1.2).Lemme 5.1.11 Soit orb(j) l'ensemble des indies qui partagent l'orbite de j . Si la permu-tation f de ZD n'est pas ylique et que jorb(j)j � D� 2, alors le graphe A(f; �; j) n'est pasonnexe.Preuve : Supposons maintenant que f n'est pas une permutation ylique sur ZD. Alors,f induit au moins 2 orbites sur ZD. Soit orb(j) l'ensemble des indies qui partagent l'orbitede j ; orb(j) = fi 2 ZDj9k < D; fk(j) = ig. Notons forb(j) la permutation de ZD telleque forb(j) soit ylique sur orb(j) et soit égale à l'identité sur r(j) = ZDnorb(j). Notons demême fr(j) la permutation de ZD telle que fr(j) soit une permutation de r(j) et soit égale àl'identité sur orb(j). La permutation f peut alors s'érire f = forb(j) Æ fr(j) .Nous avons :f jorb(j)j(j) = (forb(j) Æ fr(j))jorb(j)j(j) = f jorb(j)jorb(j) Æ f jorb(j)jr(j) (j) = f jorb(j)jorb(j) (j) = jSoit x un sommet de A(f; �; j), x = xD�1xD�2 � � �x1x0 = Pi2orb(j) xi:ei +Pk2r(j) xk:ek,et soit X = nPi2orb(j) Zd:ei +Pk2r(j) y:ek; y 2 Zdo = nPi2orb(j) Zd:ei + Zd:Pk2r(j) eko.Nous remarquons que jXj = djorb(j)j d'où X ( ZDd lorsque jorb(j)j � D � 2.Calulons le voisinage de l'ensemble de sommets X :�+G (X) = �(�!f (X)) + Zd:ej= �0��!f 0� Xi2orb(j)Zd:ei + Zd: Xk2r(j) ek1A1A+ Zd:ej= Xi2orb(j) �(Zd):���!forb(j)(ei) + �(Zd): Xk2r(j)��!fr(j)(ek) + Zd:ej= Xi2orb(j) j �(Zd):ei + Zd:ej + Zd: Xk2r(j) ek= Xi2orb(j)Zd:ei + Zd: Xk2r(j) ek= X



72 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABETDon X et ZDd nX ne sont pas onnetés, e qui implique que le graphe A(f; �; j) n'estpas onnexe lorsque jorb(j)j � D � 2.Lemme 5.1.12 Si jorb(j)j = D � 1 et la permutation � de Zd est ylique, alors le grapheA(f; �; j) est onnexe.Preuve : Posons Yl = nPi2orb(j) Zd:ei + l:ek j k = Zdnorb(j)o ; l 2 Zd.Nous avons, S1�s�d �+Gs (Yl) = S1�s�d Y�s(l). Comme � n'est pas une permutation y-lique de Zd, nous avons S1�s�d �s(l) ( Zd. Don S1�s�d Y�s(l) ( ZDd , e qui implique quele graphe A(f; �; j) n'est pas onnexe.Lemme 5.1.13 Si jorb(j)j = D�1 et la permutation � de Zd est ylique, alors les graphesA(f; �; j) et B(d;D) ne sont pas isomorphes.Preuve : Nous utilisons l'ensemble Yl, l 2 Zd, dé�nit dans la preuve du lemme 5.1.12.Nous avons �+G (Yl) = Y�(l). Comme � est ylique, nous avons l 6= �(l). Don, Yl\Y�(l) =;. Or, le graphe de de Bruijn B(d;D) ontient des sommets ave boule �x 2 �+B(d;D) (x)�.Don les graphes A(f; �; j) et B(d;D) ne sont pas isomorphes.Corollaire 5.1.14 La famille des graphes A(f; �; j) onduit à d!D! dé�nitions équivalentesdu graphe de de Bruijn.Preuve : Comme il existe (D�1)! permutations yliques sur ZD, le théorème 5.1.9 onduità (D � 1)! dé�nitions équivalentes de B(d;D), en agissant uniquement sur f . De plus, laproposition 5.1.2 onduit à d! autres dé�nitions de B(d;D), en agissant uniquement sur �.En�n, l'indie j peut prendre D valeurs distintes.5.1.3 Complément d'étudeNous omplétons ii l'étude de la famille A(f; �; j), dans les as où la permutation f n'estpas ylique.Lemme 5.1.15 Le graphe induit par l'orbite de j est isomorphe à B(d; jorb(j)j).Preuve : De même que pour la démonstration du lemme 5.1.10, assoions à forb(j) l'uniquepermutation gorb(j) telle que 8ai 2 orb(j); i 2 Zjorb(j)j; gorb(j)(i) = f iorb(j)(j). De ette dé�ni-tion, nous obtenons : g�1orb(j)forb(j)gorb(j)(i) = i+ 1 (5.3)g�1orb(j)(j) = 0 (d'où ���!g�1orb(j)(ej) = e0) (5.4)Ensuite, en onsidérant l'isomorphisme de graphe induit par ���!gorb(j), nous alulons���!g�1orb(j)�+G ����!gorb(j)(x)� pour x 2 Z jorb(j)jd , et nous obtenons ���!g�1orb(j)�+G ����!gorb(j)(x)� = �(�!� (x)) +



5.1. GRAPHES DE DE BRUIJN COMME GRAPHES À ALPHABET 73Zd:e0, et ette relation d'adjaene est elle du graphe B�(d; jorb(j)j), lui même isomorpheau graphe B(d; jorb(j)j) (par la proposition 5.1.2).Lemme 5.1.16 Si r(j) dénote l'ensemble des indies qui ne sont pas dans l'orbite de j,r(j) = ZDnorb(j), alors le graphe induit par r(j) est un ensemble de yles disjoints.Preuve : Assoions à fr(j) l'unique permutation gr(j) telle que 8ai 2 r(j), i 2 Zjr(j)j,gr(j)(ai) = i (ai est un indie).Soit Gr(j), le graphe induit par la permutation fr(j) et tel que :� V (Gr(j)) = Z jr(j)jd ;� �+Gr(j) (x) = � ���!gr(j)��!fr(j)��!g�1r(j)(x)� .Remarquons que j�+Gr(j) (x) j = 1. Cei suggère que Gr(j) est une union de yles. Or, lespermutations fr(j) et � ont haune au moins une orbite, et haque orbite dérit un yle.De plus, d'après la proposition A.3.7, la onvolution de 2 yles est un ensemble de yles.Don, la onvolution de 2 ensemble de yles est un ensemble de yles. Dans �+Gr(j) (x),l'appliation suessive de fr(j) et de � traduit la onvolution de es appliations. Si Ofr(j)est l'ensemble des orbites de fr(j) et O� l'ensemble des orbites de �, le graphe Gr(j) ontientPo2Ofr(j) Po02O� pgd (o; o0) yles.Lemme 5.1.17 Chaque omposante onnexe de A(f; �; j) est la onvolution d'un yle parun de Bruijn isomorphe à B(d; jorb(j)j).Preuve : D'après le lemme 5.1.15, le graphe induit par l'orbite de j est isomorphe àB(d; jorb(j)j), et d'après le lemme 5.1.16, le graphe induit par r(j) est un ensemble de ylesdisjoints. De plus, tout sommet x = xD�1xD�2 � � �x1x0 peut s'érire x = Pi2orb(j) xi:ei +Pk2r(j) xk:ek. Don, il existe un ar entre deux sommets x et y =Pi2orb(j) yi:ei+Pk2r(j) yk:eksi et seulement siPi2orb(j) yi:ei =Pi2orb(j) �(xi):���!forb(j)(ei)+�:ej, pour un ertain � 2 Zd, etPk2r(j) yk:ek =Pk2r(j) �(xk):��!fr(j)(ek). Cei aratérise bien les interonnexions de la onvo-lution de deux graphes, un de Bruijn et un ensemble de yles.Remarque 5.1.18 Si la permutation fr(j) est l'identité de r(j) et la permutation � estl'identité de Zd, � = Id, alors le graphe A(f; Id; j) est l'union de djr(j)j opies disjointes dugraphe B(d; jorb(j)j).Lemme 5.1.19 Si jorb(j)j = D � 1, la permutation � de Zd est ylique, et d = D � 1,alors le graphe A(f; �; j) est isomorphe à ���!WBF (d;D � 1).Preuve : Le lemme 5.1.12, nous dit que le graphe A(f; �; j) est onnexe et le lemme 5.1.15nous apprend que le graphe induit par l'orbite de j est isomorphe à B(d;D � 1). Comme� est ylique, le graphe induit par r(j) est un yle de longueur d , Cd. Don, d'aprèsle lemme 5.1.17, le graphe A(f; �; j) est isomorphe au graphe résultant de la onvolutionB(d;D � 1)
 Cd qui n'est autre que ���!WBF (d;D � 1).



74 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABETCorollaire 5.1.20 La famille des graphes A(f; �; j) onduit à (d� 1)!D! dé�nitions équiva-lentes du réseau papillon ylique ���!WBF (d;D � 1).Preuve : Ce résultat résulte d'un simple argument de omptage. En e�et, il existe :� (d� 1)! permutations yliques � sur Zd ;� D(D�2)! permutations f telles que l'une des orbites est de taille D�1. Il y a D hoixpossibles pour la lettre qui n'est pas dans l'orbite de taille D � 1, et il existe (D � 2)!permutations yliques sur D � 1 lettres ;� D � 1 valeurs possibles pour la lettre j.Finalement, (d� 1)!D(D � 2)!(D � 1) = (d� 1)!D!.Lemme 5.1.21 Si jorb(j)j = D � 1 et la permutation � de Zd est ylique, alors le grapheA(f; �; j) est de diamètre D + d� 2.Preuve : Le graphe induit par l'orbite de j est isomorphe à B(d;D�1) (lemme 5.1.15), etomme la permutation � est ylique, nous savons que A(f; �; j) est isomorphe à B(d;D �1)
 Cd (lemme 5.1.17).Le graphe H = B(d;D � 1)
 Cd est le graphe à d étages tel que :� V (H) = �hx; li j x 2 ZD�1d ; l 2 Zd	 = ZDd ;� �+H (hx; li) = nhy; l + 1i j y 2 �+B(d;D�1) (x) ; l 2 Zdo.Comme le graphe de de Bruijn a la propriété que �+B(d;D�1)D�2 (x) ( �+B(d;D�1)D�1 (x) =ZD�1d et que �+B(d;D�1) �ZD�1d � = ZD�1d , nous avons�+HD�2 (hx; li) ( �+HD�1 (hx; li) = �
y; �D�1(l)� j y 2 ZD�1d 	 :Alors, le diamètre du graphe H orrespond à la distane dist(hx; li ; hy; l +D � 2i), oùy 2 ZD�1d n�+B(d;D�1)D�2 (x). Soit hz; l +D � 1i 2 �+HD�1 (hx; li). Comme H est un graphe àétages, il faut d� 1 étapes pour aller du niveau l au niveau l� 1 (un tour du réseau). Don,dist(hx; li ; hy; l +D � 2i) = dist(hx; li ; hz; l +D � 1i)+dist(hz; l +D � 1i ; hy; l +D � 2i) =D � 1 + d� 1 = D + d� 2 .Aussi, le diamètre du graphe A(f; �; j) est D + d� 2 lorsque jorb(j)j = D � 1 et que �est ylique.Remarque : La famille de graphes B(d;D)
 Ck a été étudiée dans [BDDP98℄.Corollaire 5.1.22 Si A(f; �; j) � B(d;D), alors A(f; �; j) 
 �D+1 � ��!BF (d;D) etA(f; �; j)
�!C D � ���!WBF (d;D).5.1.4 ExemplesA�n d'illustrer le théorème 5.1.9, nous montrons les exemples suivants : tout d'abord legraphe G1 = A(f1; Id; 2) qui est isomorphe à B(d; 6), puis le graphe G2 = A(f2; Id; 1) où lapermutation f n'est pas ylique sur Z3, l'orbite de 1 est de taille D � 2 et don le graphen'est pas onnexe, et en�n le graphe G3 = A(f3; �; 1) qui est isomorphe à ���!WBF (d; d).



5.1. GRAPHES DE DE BRUIJN COMME GRAPHES À ALPHABET 75G1 = A(f1; Id; 2)Soit G1, le graphe orienté de degré d, dimension 6 et d'ensemble de sommets Z6d , dé�niomme suit : �+G1(x5x4x3x2x1x0) = x2x1x0�x5x4; ave � 2 Zd:G1 est en fait le graphe A(f1; Id; 2), où f1 est la permutation de Z6 suivante :f1(i) = 8<: i+ 3 si i < 3;2 si i = 3;i+ 2 mod 6 sinon:Alors, �!f1 est dé�nie sur Z6d par :�!f1(x5x4x3x2x1x0) = x2x1x0x3x5x4La permutation g1 assoiée à f1, utilisée dans la preuve du lemme 5.1.10 ('est-à-direg1(i) = f i1(2)), est telle que g(0) = 2; g(1) = 5; g(2) = 1; g(3) = 4; g(4) = 0; g(5) = 3,�!g (x5x4x3x2x1x0) = x1x3x5x0x2x4, et don �!g�1(x5x4x3x2x1x0) = x3x0x4x1x5x2. La �gure 5.1donne une illustration de ette permutation.g1(0) = 2 f1 // g1(1) = 5 f1 // g1(2) = 1f1
��g1(5) = 3f1 OO g1(4) = 0f1oo g1(3) = 4f1ooFig. 5.1 � Illustration de la permutation g1 dé�nie par g1(i) = f i1(2).Alors, �!g�11 �+G1�!g1(x5x4x3x2x1x0) = �!g�11 �+G1 (x1x3x5x0x2x4)= �!g�11 (x0x2x4�x1x3); � 2 Zd= x4x3x2x1x0�= �+B(d;6) (x5x4x3x2x1x0) :Finalement, G1 est isomorphe à B(d; 6).G2 = A(f2; Id; 1)Soit G2 le graphe orienté de degré d, dimension 3 et d'ensemble de sommets Z3d , dé�niomme suit : �+G2 (x2x1x0) = x0�x2; ave � 2 Zd:G2 est en fait A(f2; Id; 1), où f2 est la permutation de Z3 telle que f2(i) = �{ = 2� i. Alors,�!f2 est dé�nie sur Z3d par �!f2(x2x1x0) = x0x1x2.Si nous dé�nissons la fontion g assoiée à f2 par g2(i) = f i2(1), nous obtenons g2(0) =g2(1) = g2(2) = 1, et g2 n'est pas une permutation ylique de Z3. De plus, l'orbite induite



76 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABETpar j = 1 est orb(j) = f1g ave jorb(j)j = 1 � D� 2 = 1. Ainsi, d'après le lemme 5.1.11, G2n'est pas onnexe. Notons que le graphe G2 peut également être dé�ni par :�+G2([x2x0℄; [x1℄) = f[x0x2℄; [�℄gCe graphe est omposé de d2�d2 graphes de la forme C2
B(d; 1), plus d graphes de la formeC1 
 B(d; 1), omme illustré sur la �gure 5.2 pour d = 2.
101111

000 010011

100110

001

Fig. 5.2 � Le graphe G2 de l'exemple 5.1.4, lorsque d = 2
G3 = A(f3; �; 1)Soit G3 le graphe orienté de degré d, dimension d + 1 et d'ensemble de sommets Zd+1d ,dé�ni omme suit :�+G3 (xd : : : x1x0) = �(xd�1) : : : �(x1)��(x0); ave � 2 Zd:G3 est en fait le graphe A(f3; �; 1), où f3 est la permutation de Zd telle que f d3 (1) =f d�13 (2) = � � � = f 13 (d) = 1 et f3(0) = 0, et où � est la permutation ylique de Zd dé�niepar � : i 7�! i+ 1.Comme l'orbite induite par j = 1 est orb(1) = f1; 2; : : : ; dg, de taille d et que � estylique, le lemme 5.1.17 nous indique que A(f3; �; 1) est isomorphe au graphe ���!WBF (d; d).Nous pouvons alors dé�nir G3 par :�+G3 ([xd : : : x2x1℄; [x0℄) = f[�(xd�1) : : : �(x1)�℄; [�(x0)℄g= �+B�(d;d) (xd : : : x2x1)
 �+Cd (x0)Lorsque d = 2, le graphe G3 = A(f3; �; 1) est le graphe de degré 2, diamètre 3 et à 8sommets, représenté sur la �gure 5.3. Il est isomorphe à ���!WBF (2; 2). Lorsque d = 3, le grapheG3 a degré 3, diamètre 5 et 81 sommets.5.2 Graphes de Kautz omme graphes à alphabetDe même que pour le graphe de de Bruijn, nous allons étudier la famille des graphes àalphabet isomorphes aux graphes de Kautz. Nous montrerons �nalement que le graphe deKautz n'admet que 2 représentations omme généralisation par permutation de sa formula-tion en graphe à alphabet.
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00,0

01,0

10,0

11,0

00,1

01,1

10,1

11,1

00,0

01,0

10,0

11,0Fig. 5.3 � Le graphe G3 de l'exemple 5.1.4, lorsque d = 2. Les sommets du niveau 0 sontrépétés après le niveau 1 pour plus de larté.5.2.1 Permutation sur l'alphabetDé�nition 5.2.1 Soit � une fontion de permutation sur Zd+1. Le graphe K�(d;D), dedegré d et de dimension D à n = dD + dD�1 sommets, est le graphe orienté tel que :� V = fx = xD�1xD�2 : : : x1x0 j xi 2 Zd+1; i 2 ZD; xi 6= xi+1g ;� �+K�(d;D) (x) = fy = �(xD�2) : : : �(x1)�(x0)�(�) j � 2 Zd+1n fx0gg .Proposition 5.2.2 Les graphes K(d;D) et K�(d;D) sont isomorphes si et seulement si �est la permutation identité Id+1 de Zd+1.Preuve : Pour ette preuve, nous utilisons le fait que le graphe de Kautz ne possède pasde boules.Supposons que � 6= Id+1 et remarquons que si a 6= b, ave a; b 2 Zd+1, alors �(a) 6=�(b). Comme � 6= Id+1, il existe a 2 Zd+1 tel que a 6= �(a). Soit x = xD�1 : : : x1x0 =�D(a) : : : �2(a)�(a). Le sommet x appartient bien à V (K�(d;D)) ar pour tout k,�k(a) 6= �k�1(a), et don deux lettres onséutives sont bien di�érentes. Nous avons :�+K�(d;D) (x) = ��(�D�1(a)) : : : �(�2(a))�(�(a))�(�) j � 2 Zd+1n f�(a)g	= ��D(a) : : : �3(a)�2(a)�(�) j � 2 Zd+1n f�(a)g	Or a 2 Zd+1n f�(a)g, don x 2 �+K�(d;D) (x) et le graphe K�(d;D) ontient des boules.Il n'est pas isomorphe à K(d;D).Lorsque � = Id+1, KId+1(d;D) est le graphe de Kautz K(d;D).Ainsi, nous ne pouvons pas appliquer une permutation � sur l'alphabet. Qu'en est-ild'une permutation sur les indies ?5.2.2 Permutation sur les indiesDé�nition 5.2.3 Soit f une fontion de permutation sur ZD et j 2 ZD. Le graphe �(f; j),de degré d et de dimension D à n = dD + dD�1 sommets, est le graphe orienté tel que :� V (�(f; j)) = nx = xD�1xD�2 : : : x1x0 =PD�1i=0 xi:ei j xi 2 Zd+1; i 2 ZD; xi 6= xi+1o ;� �+�(f;0) (x) = nPi2ZDnff�1(0)g xi:ef(i) + �:e0 j � 2 Zd+1n�xf�1(1)	o ;� �+�(f;D�1) (x) = nPi2ZDnff�1(D�1)g xi:ef(i) + �:eD�1 j � 2 Zd+1n�xf�1(D�2)	o ;



78 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABET� �+�(f;j) (x) = nPi2ZDnff�1(j)g xi:ef(i) + �:eD�1 j � 2 Zd+1n�xf�1(j�1); xf�1(j+1)	o.Proposition 5.2.4 Les graphes K(d;D) et �(f; j) sont isomorphes si et seulement si noussommes dans l'un des as suivants :1. f1(i) = i+ 1 mod D et j = 0 ;2. f2(i) = i� 1 mod D et j = D � 1.Preuve : Soit x = xD�1 : : : x1x0 =PD�1i=0 xi:ei, un sommet de �(f; j).Cas 1 : Supposons que la permutation f ne soit pas ylique et montrons que les graphesK(d;D) et �(f; j) ne sont pas isomorphes.Comme f n'est pas ylique, l'orbite de j est de taille jorb(j)j < D. Soit x =Pi2orb(j) xi:ei+Pi62orb(j) yi:ei, où xi 2 Zd+1, yi 2 Z2 et où jD�jorb(j)j2 k yi sont égaux à 0. Nous avons :�+�(f;0) (x) = nPi2orb(j)nff�1(0)g xi:ef(i) + �:e0 +Pi62orb(j) yi:ef(i) j � 2 Zd+1n�xf�1(1)	o�+�(f;0)2 (x) = nPi2orb(j)nff�2(0)g xi:ef2(i) + �:e0 +Pi62orb(j) yi:ef2(i) j � 2 Zd+1n�xf�2(1)	o... ...�+�(f;0)k (x) = nPi2orb(j)nff�k(0)g xi:efk(i) + �:e0 +Pi62orb(j) yi:efk(i) j � 2 Zd+1n�xf�k(1)	oAlors, ���SDi=0 �+�(f;0)i (x)��� � djorb(j)j�1(d+ 1)�(D� jorb(j)j), où� djorb(j)j�1(d+1) est le nombre de mots de longueur jorb(j)j formés sur Z jorb(j)jd+1 tels quedeux lettres onséutives soient di�érentes ;� �(D � jorb(j)j) est le nombre de mots de D � jorb(j)j lettres obtenus au ours des Dappliations suessives de f sur un mot �xé ontenant jD�jorb(j)j2 k lettres égales à 0, lesautres étant égales à 1. Remarquons que �(D�jorb(j)j) � � D�jorb(j)jbD�jorb(j)j2 � < 2bD�jorb(j)j2 .Ainsi, ���SDi=0 �+�(f;0)i (x)��� < djorb(j)j�1(d+ 1)2D�jorb(j)j � dD�1(d+ 1) ar 2 � d, et les graphesK(d;D) et �(f; 0) ne sont pas isomorphes.Le même raisonnement permet de montrer que les graphes �(f; j), j 2 ZD, ne sont pasisomorphes à K(d;D) si la permutation f n'est pas ylique.Cas 2 : Supposons que la permutation f est ylique et que 1 � j � D� 2. Nous avons�+�(f;j) (x) = nPi2ZDnff�1(j)g xi:ef(i) + �:ej j � 2 Zd+1n�xf�1(j�1); xf�1(j+1)	o.Si xf�1(j�1) 6= xf�1(j+1), alors jZd+1n�xf�1(j�1); xf�1(j+1)	 j = d � 1 < d, et don �(f; j)n'est pas isomorphe à K(d;D). De plus, si xf�1(j�1) = xf�1(j+1), alors jSDi=0 �+�(f;j)i (x) j �d(D�2)(d+ 1), et les graphes �(f; j) et K(d;D) ne sont pas isomorphes.Cas 3 : Supposons que j = 0, que la permutation f est ylique et que f 6= f1. Alors, ilexiste k, 1 � k � D � 2 tel que f�k(fk(0) + 1) 6= 1. Ainsi � 2 Zd+1n�xf�1(1); xf�k(fk(0)+1)	et j�+�(f;0) (x) < d. Don, les graphes K(d;D) et �(f; 0) ne sont pas isomorphes.



5.3. APPLICATION : IMPLANTATION OPTIMISÉE DU DE BRUIJN AVEC OTIS 79Cas 4 : Supposons que j = D � 1, que la permutation f est ylique et que f 6= f2.Alors, par le même argument que préédemment, les graphes K(d;D) et �(f;D� 1) ne sontpas isomorphes.Finalement, les graphes K(d;D) et �(f; j) sont isomorphes si et seulement si f = f1 etj = 0, ou f = f2 et j = D � 1.Nous remarquons que le graphe �(f1; 0) est exatement le graphe de Kautz de la dé�nition2.1.4 page 10, et que le graphe �(f2; D � 1) est le graphe obtenu en inversant le sens desars du graphe �(f1; 0). Ces deux graphes orrespondent aux deux dé�nitions usuelles desgraphes de Kautz sur un alphabet.5.3 Appliation : implantation optimisée du de Bruijnave OTISNous avons montré, à l'aide de la proposition 4.2.9 et du orollaire 4.2.11 page 54, quele graphe de de Bruijn B(d;D) admet une implantation ave OTIS(d; dD). De plus, nousavons observé dans la table 4.1 page 57 qu'il existe plusieurs valeurs de p et q pour lesquellesle graphe H(p; q; d) à dD n÷uds est un de Bruijn. Nous allons don étudier préisément efait, en nous aidant des graphes A(f; �; j).En orollaire de notre étude nous obtiendrons une implantation du de Bruijn B(d;D)ave OTIS utilisant �(pm) lentilles. Cei signi�e que ette étude nous permet de minimiserle nombre de lentilles utilisées dans OTIS.5.3.1 Isomorphismes entre H(p; q; d) et B(d;D)Nous étudions l'ensemble des graphes de la famille H(p; q; d) qui sont isomorphes augraphe de de Bruijn B(d;D).Proposition 5.3.1 Les graphes H(p; q; d) et A(f; C; p0 � 1), tels que :� C est la permutation dé�nie sur Zd par C(i) = �i = d� i� 1 ;� p = dp0, q = dq0 et D = p0 + q0 � 1 ;� f est la permutation dé�nie sur ZD par :f : i 7�! 8<: i+ p0 si i < q0 � 1;p0 � 1 si i = q0 � 1;i+ p0 � 1 mod D sinon:sont isomorphes.Preuve : Dans ette preuve, nous assoions au nombre x 2 Zdk , sa représentation en based, notée !(x), telle que !(x) = xk�1 : : : x1x0, xi 2 Zd, et x =Pk�1i=0 xidi. k est la longueur dela haîne !(x) (nombre de lettres).L'arhiteture OTIS(p; q) onnete p groupes de q émetteurs à q groupes de p réepteurs,en reliant l'émetteur (i; j), i 2 Zp, j 2 Zq, au réepteur (q � j � 1; p� i� 1).



80 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABETRemarquons que la haîne !(i) est de longueur p0 et la haîne !(j) de longueur q0. Alors,nous pouvons représenter l'émetteur (i; j) par la haîne !(i)!(j) de longueur p0+ q0. Comme!(q�j�1) = !(j) et !(p� i�1) = !(i), l'émetteur !(i)!(j) est relié au réepteur !(j)!(i).Le graphe H(dp0; dq0; d) a un degré onstant d et n sommets. De plus d divise p et q.Don, haque groupe de q = dq0 émetteurs ontient dq0�1 sommets.Assoions au ke sommet (k 2 Zdq0�1) du ie groupe d'émetteurs (i 2 Zp), la représentation!(i)!(k) de longueur p0+q0�1. Ce sommet a les émetteurs f(i; dk+�); � 2 Zdg représentéspar l'ensemble de haînes f!(i)!(k)!(�); � 2 Zdg. Les émetteurs du sommet !(i)!(k) sontreliés aux réepteurs n!(k)!(�)!(i); � 2 Zdo.Soit !(l), la haîne de longueur l telle que !(i) = !(l)!(�), ave � 2 Zd. Nous avonsn!(k)!(�)!(i); � 2 Zdo = n!(k)!(�)!(l)!(�); � 2 Zdo et es réepteurs appartiennentaux sommets n!(k)!(�)!(l); � 2 Zdo.Finalement, le sommet x, représenté par la haîne !(x) = !(l)!(�)!(k), ave !(l) 2Zp0�1d , !(�) 2 Zd et !(k) 2 Zq0�1d , est onneté par l'arhiteture OTIS(p; q) aux sommetsreprésentés par les haînes n!(k)!(�)!(l); � 2 Zdo. Comme !(x) = xD�1 : : : x1x0, xi 2 Zd,nous avons !(l) = xD�1xD�2 : : : xq0 , !(�) = xq0�1, et !(k) = xq0�2 : : : x1x0. Don, le grapheH(dp0; dq0; d) peut être dé�nie sur l'ensemble de sommets ZDd par�+H (xD�1 : : : x1x0) = �xq0�2 : : : x0�xD�1 : : : xq0	 :D'après la dé�nition de f , 'est exatement A(f; C; p0 � 1).Nous allons maintenant aratériser l'ensemble des OTIS(p; q) permettant une implan-tation des graphes de de Bruijn, B(d;D), 'est-à-dire l'ensemble des graphes H(p; q; d) iso-morphes à B(d;D).Lemme 5.3.2 Soient p0 et q0 tels que p0+q0�1 = D. Pour tout degrés d, les graphes B(d;D)et H(dp0; dq0; d) sont isomorphes si et seulement si la permutation f dé�nie sur ZD par :f : i 7�! 8<: i+ p0 si i < q0 � 1;p0 � 1 si i = q0 � 1;i+ p0 � 1 mod D sinon:est ylique.Preuve : Nous venons de montrer dans la proposition 5.3.1 que les graphes H(dp0; dq0; d)et A(f; C; p0 � 1) sont isomorphes. De plus, nous avons montré dans le théorème 5.1.9 quele graphe A(f; C; j) de degré d et de dimension D est isomorphe au graphe de de BruijnB(d;D) si et seulement si la permutation f est ylique sur ZD. La preuve du lemme suit.Nous avons obtenu une aratérisation des graphes H(p; q; d) isomorphes à B(d;D), pourles as où p et q sont des puissanes de d. Nous onjeturons que seul es valeurs de p et qdonnent l'isomorphisme. Nous argumenterons nos propos dans la setion 5.4.



5.3. APPLICATION : IMPLANTATION OPTIMISÉE DU DE BRUIJN AVEC OTIS 81Maintenant, nous allons montrer qu'il existe p0 et q0 tels que les graphes B(d;D) etH(dp0; dq0; d) sont isomorphes et que dp0 + dq0 = �(pdD+1) ('est-à-dire p+ q = �(pm)).Proposition 5.3.3 Posons p0 = q0 = D+12 . Alors, les graphes B(d;D) et H(dD+12 ; dD+12 ; d)sont isomorphes si et seulement si D = 1.Preuve : Si p0 = q0 > 1, alors f(p0 � 1) = q0 � 1 = p0 � 1 et don f n'est pas ylique surZD. Si p0 = q0 = 1, alors D = 1 et don B(d; 1) est isomorphe à H(d; d; d).Corollaire 5.3.4 Toute implantation du de Bruijn, B(d;D), ave OTIS(p; q) a au moins
(pm) lentilles.Preuve : Nous avons pq = dD+1 = m, alors p+ q � 2pdD+1 = 2pm = 
(pm).Remarquons que lorsque D = 1, nous avons p = q = d = n et pm = n, d'où p + q = 2n =�(n).Proposition 5.3.5 Si D est pair, p0 = D2 et q0 = D2 + 1, alors les graphes B(d;D) etH(dD2 ; dD2 +1; d) sont isomorphes, et de plus, B(d;D) a une implantation ave un OTIS(p; q)ayant p+ q = �(pm) lentilles.Preuve : La permutation f est dé�nie sur ZD par :f : i 7�! 8<: i + D2 si i < D2 ;D2 � 1 si i = D2 ;i + D2 � 1 mod D sinon:et il est faile de véri�er que f est ylique. Ainsi, en utilisant le lemme 5.3.2, l'isomorphismeest véri�é.De plus, l'implantation ave OTIS(p; q) a dD2 + dD2 +1 = O (pm) lentilles. Don, enutilisant le orollaire 5.3.4, l'implantation a �(pm) lentilles.La aratérisation des graphes H(p; q; d) isomorphes à B(d;D) a don permis de mini-miser le nombre de lentilles du système optique.Corollaire 5.3.6 Étant donnés les graphes B(d;D) et H(p; q; d), leur isomorphisme se vé-ri�e en temps O(D).Preuve : D'après le lemme 5.3.2, il su�t de véri�er que f est une permutation ylique deZD, e qui prend un temps O(D).Corollaire 5.3.7 Minimiser dp0 + dq0, telle que les graphes B(d;D) et H(dp0; dq0; d) soientisomorphes, prend un temps O(D2).Preuve : Si D est pair, d'après la proposition 5.3.5, le minimum est obtenu pour p0 = D2 etq0 = D2 + 1. Sinon, il y a D2 ouples (p0; q0), tels que p0 < q0 et D = p0 + q0 � 1, et en utilisantle orollaire 5.3.6, le minimum est obtenu en temps O(D2).
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Fig. 5.5 � B(2; 4) ave la relation d'adjaene de H(4; 8; 2), 'est-à-dire �+H(x3x2x1x0) =fx1x0�x3g.



5.4. CONJECTURES 835.3.2 ExempleLa �gure 5.4 représente le graphe orienté H(4; 8; 2), onstruit sur OTIS(4; 8), d'ensemblede sommets Z42 et tel que �+H(x3x2x1x0) = �x1x0�x3	 ; la �gure 5.5 représente le grapheorienté B(2; 4) où les sommets ont les mêmes étiquettes que sur H(4; 8; 2).Lorsque le diamètre D > 1 est impair, et d'après la proposition 5.3.3, il n'y a pas d'iso-morphisme entre les graphes B(d;D) et H(p; q; d) ave p = q. Le as où p est le plus prohede q est alors p0 = D�12 et q0 = D�12 +2. Toutefois, les graphes B(d;D) et H(dD�12 ; dD�12 +2; d)ne sont pas toujours isomorphes. Par exemples, H(25; 27; 2) etB(2; 11) sont isomorphes, alorsque H(d6; d8; d) et B(d; 13) ne le sont pas.5.4 ConjeturesDans ette setion, nous donnons deux onjetures dont les démonstrations permettraientde lore l'ensemble des graphes H(p; q; d) isomorphes à B(d;D).5.4.1 Étude de la permutation fNous herhons à exhiber les valeurs de p0 et q0 telles que la permutation f de ZD dé�niedans la proposition 5.3.1 est ylique.Conjeture 5.4.1 Soit D 2 N et soient p0 et q0, 0 < p0 < q0, tels que p0 + q0 = D + 1. Lapermutation f dé�nie sur ZD parf : i 7�! 8<: i+ p0 si i < q0 � 1;p0 � 1 si i = q0 � 1;i+ p0 � 1 mod D sinon:est ylique si et seulement si p0 et q0 sont premier entre eux.Nous ne possédons à e jour que de quelques éléments permettant de prouver etteonjeture, dont le lemme suivant :Lemme 5.4.2 Si q0 = kp0, p0 > 1 et k > 1, alors la permutation f n'est pas ylique.Preuve : Nous avons f(0) = p0; f 1(0) = 2p0; : : : ; fk�1(0) = (k� 1)p0 = q0� p0; fk(0) = q0et fk+1(0) = q0 + p0 � 1 mod D = D mod D � 0. De plus, D + 1 = p0 + q0 = (k + 1)p0, etomme p0 > 1, nous avons k + 1 = D+1p0 < D + 1. Don, la permutation f n'est pas yliquesi q0 = kp0; p0 > 1 et k > 1.Nous remarquons que dans le as où k = 1, nous avons p0 = q0. Or, la proposition 5.3.3préise que si p0 = q0 = D+12 , alors, les graphes B(d;D) et H(dD+12 ; dD+12 ; d) sont isomorphessi et seulement si D = 1.



84 CHAPITRE 5. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE GRAPHES À ALPHABET5.4.2 Isomorphismes entre B(d;D) et H(p; q; d)Conjeture 5.4.3 Pour que les graphes B(d;D) et H(p; q; d), où pq = dD+1, soient iso-morphes, il est néessaire que p = dp0 et q = dq0.Le lemme 4.2.5 page 51 et la proposition 5.4.4 apportent des éléments de réponse à etteonjeture. En e�et, ave la proposition 5.4.4 nous montrons que le graphe H(p; q; d) est ungraphe itéré si et seulement si d divise p et q. Or, le graphe de de Bruijn B(d;D) est ungraphe itéré.Proposition 5.4.4 Le graphe H(p; q; d) tel que pq = dD+1 est un graphe itéré si et seulementsi d divise p et q.Preuve : Dans un premier temps, montrons que si d ne divise pas q, alors H(p; q; d) n'estpas un graphe itéré.Par dé�nition, q 6= d. Si q > d, le lemme 4.2.5 nous indique que H(p; q; d) est un multi-graphe. Or, le graphe itéré d'un multigraphe est un graphe (voir propriétés données dans leparagraphe A.3.1 page 180). De même si p > d.Supposons que d < q. Soit u le sommet ontenant les émetteurs (0; 0); : : : ; (0; d� 1) etsoit v, le sommet ontenant les émetteurs : : : ; (0; q � 1); (1; 0); : : :.Nous avons �+H (u) = nv� = p(q���1)+p�1d ; � 2 Zdo. De plus, le sommet v est relié parl'émetteur (1; 0) au sommet p(q�1)+p�1�1d = pq�2d = n� 1, et l'émetteur (0; q � 1) au sommetp(q�(q�1)�1)+p�1d = p�1d . Or, �p�1d 	 \ �+H (u) = ;, �+H (u) \ �+H (v) 6= ; et �+H (u) 6= �+H (v).Don H(p; q; d) n'est pas un graphe itéré si d ne divise pas q. De même si d ne divise pas p.Montrons maintenant que le graphe H(p; q; d) est un graphe itéré lorsque d divise p et q.Posons p = dA et q = dB et notons le sommet u 2 Zn = V (H) omme le triplet xyz,x 2 ZA, y 2 Zd, z 2 ZB, ave u = (dx+ y)B + z. Nous avons alors�+H (xyz) = fz�x; � 2 Zdg��H (fz�x; � 2 Zdg) = fxtz; t 2 Zdg�+H (fxtz; t 2 Zdg) = fz�x; � 2 ZdgAinsi, si deux sommets distints u0 et u1 de H(p; q; d) sont tels que �+H (u0)\�+H (u1) 6= ;,alors �+H (u0) = �+H (u1), e qui aratérise un graphe itéré.La proposition 5.4.4 nous permet d'a�rmer qu'il n'existe pas ave OTIS(p; q) d'implan-tation des de Bruijn B(d;D) lorsque d ne divise pas p ou q. Il reste à montrer que seulles OTIS(p; q) tels que p et q sont des puissanes de d permettent une implantation desgraphes de de Bruijn. Nous ne l'avons pas fait, mais nous donnons dans l'annexe C page 191l'algorithme que nous avons utilisé pour véri�er la onjeture 5.4.3, ainsi que des tableauxde résultats.



Chapitre 6Modèles avanésLes réseaux de ommuniations optiques peuvent se diviser en deux lasses, selon lenombre de n÷uds intermédiaires traversés par un message entre sa soure et sa destina-tion. Dans les réseaux en un saut, les n÷uds ommuniquent les uns ave les autres en uneseule étape. Toutefois, de telles topologies néessitent un grand nombre d'émetteurs et deréepteurs par sommet. La taille de es réseaux est alors limitée par le nombre de ouplesémetteur/réepteur dont dispose haque n÷ud. D'un autre �té, dans les réseaux en plu-sieurs sauts, les messages doivent traverser des sommets intermédiaires pour atteindre leursdestinations. Le nombre de ouples émetteurs/réepteurs par n÷ud est alors réduit au prixde l'allongement du délai de transmission.Dans e hapitre, nous nous intéressons aux réseaux de ommuniations optiques baséssur des étoiles passives optiques (OPS) [GMH+98, LWF97℄. Une OPS permet de relier ungroupe d'émetteurs à un groupe de réepteurs de telle sorte que si l'un des émetteurs envoieun message au travers de l'OPS sous forme de signaux lumineux, tous les réepteurs reçoivente message. Nous ne onsidérons ii que des OPS mono-longueur d'onde, omme nous l'avionspréisé dans la setion 3.2.5 page 31. Ainsi, un seul message peut être émis au travers del'OPS par étape de ommuniation. Une OPS peut être onsidérée omme l'implantationoptique d'un bus.Les réseaux utilisant des OPS peuvent être divisés en deux groupes, selon le nombred'OPS utilisées [BF97℄, 'est-à-dire à une OPS ou multi-OPS. De nombreux travaux portentsur l'étude des réseaux onstruits autour d'une unique OPS [ZA94, HKR+96, Muk97, BF97℄.Toutefois, la taille d'une OPS est limitée par sa apaité à diviser un signal optique entranten plusieurs signaux optiques sortant, sans ampli�ation du signal [GME+97℄. Ainsi, la tailledes réseaux onstruits autour d'une unique OPS est limitée par la tehnologie.Les réseaux multi-OPS permettent de ontourner ette di�ulté et de onstruire desréseaux de tailles plus importantes. Un exemple remarquable de tel réseau a été proposédans [CLM+96℄. Le Partitionned Optial Passive Star network (POPS) est un réseau deommuniation en une seule étape multi-OPS. Ce réseau onsiste en un ensemble de g groupesde t proesseurs, haun relié par une OPS à tous les autres groupes. Le POPS permetd'augmenter le nombre de proesseurs dans le réseau, ainsi que le nombre de messages émisà haque étape de ommuniation. Ce réseau a été modélisé dans [BF96℄ par un stak-graphe[BFM98℄ onstruit à partir d'un graphe omplet. Intuitivement, le stak-graphe &(s;G) est85



86 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSonstruit à partir du graphe G en substituant haque sommet du graphe G par un groupede s sommets, et en remplaçant haque ar du graphe G par un hyperar reliant les deuxgroupes de s sommets orrespondants. Cette modélisation a permis d'e�etuer simplementdes plongements de graphes sur le POPS.Là enore, la taille du réseau est limitée par des ontraintes tehnologiques. Tout d'abord,le nombre de proesseurs de haque groupe du POPS est limité par la taille des OPS. Ensuite,le nombre de groupes de proesseurs est donné par le nombre de ouples émetteur/réepteurque peut reevoir haun des proesseurs. En�n, il n'est pas opportun de onstruire un POPSdisposant de plus d'OPS que de proesseurs [GM98, MGCL98℄. Dès lors, il faut envisager laonstrution de réseaux en plusieurs sauts multi-OPS.Dans e hapitre, nous présentons deux familles de réseaux de ommuniations optiquesen plusieurs sauts multi-OPS, ave d'une part le stak-Kautz [CFM00b, CFM00a℄ et d'autrepart les hypergraphes de de Bruijn et de Kautz [BE96℄. La famille des stak-Kautz estonstruite à partir des stak-graphes et du graphe de Kautz. Cette famille inlut le POPSet représente don une généralisation de e réseau. Nous avons étudié les aratéristiques etles ressoures des stak-Kautz et onduit une étude de salabilité. Nous avons proposé desprotooles de ontr�le e�aes que nous avons validé par la onstrution d'un simulateur.Ensuite, nous avons étudié l'exentriité des stak-Kautz et le temps d'aheminement d'unmessage de sa soure à sa destination en fontion de la harge. Nous fournissons égalementdes résultats de plongements sur ette topologie, et nous proposons une implantation de esréseaux ave OTIS [CFM00b℄.Les hypergraphes de de Bruijn et de Kautz ont été proposé dans [BE96℄ omme desréseaux à base de bus permettant d'assembler un grand nombre de proesseurs dans unréseau de faible diamètre. Nous montrons les similitudes entre es réseaux et les stak-Kautz,puis nous proposons une implantation de es réseaux ave OTIS.Nous ommençons, dans la setion 6.1, par présenter les hypergraphes et les stak-graphesque nous utiliserons pour modéliser les réseaux de ommuniations à base d'OPS. En par-tiulier, nous montrons dans la setion 6.2 omment modéliser une OPS par un hyperar.Ensuite, dans la setion 6.3, nous rappelons la dé�nition du POPS et sa modélisation parun stak-graphe. Nous rappelons également des résultats de plongement sur ette topologie.Puis, dans la setion 6.4, nous étudions les stak-Kautz. Nous présentons leur dé�nition etleur modélisation, nous étudions leur exentriité et donnons leurs prinipales aratéris-tiques sur lesquelles nous onduisons une étude de salabilité. Par la suite, dans la setion6.4.5, nous proposons des protooles de ontr�le pour ette topologie, et nous analysons letemps d'aheminement d'un message de sa soure à sa destination en fontion de la harge.Nous validons notre analyse dans la setion 6.4.8 en e�etuant des simulations et des om-paraisons ave le POPS. Nous fournissons aussi des résultats de plongement dans la setion6.4.10. Nous onluons notre étude des stak-Kautz dans la setion 6.5, en proposant uneimplantation de es réseaux ave OTIS. En�n, dans la setion 6.6, nous présentons les hy-pergraphes de de Bruijn et de Kautz et nous proposons une implantation de es réseauxave OTIS. Nous disutons aussi la possibilité d'utiliser sur es topologies les protooles deontr�le développés pour le stak-Kautz.



6.1. STACK-GRAPHES ET HYPERGRAPHES 876.1 Stak-graphes et hypergraphesLes hypergraphes sont une généralisation des graphes permettant la modélisation deonepts plus généraux. En e�et, tout graphe est un hypergraphe. Nous donnons ii ladé�nition des hypergraphes et des hypergraphes orientés, puis la dé�nition d'une famillepartiulière d'hypergraphes orientés, appelés stak-graphes.6.1.1 HypergraphesNous donnons ii une dé�nition des hypergraphes issue de l'ouvrage de Berge [Ber87℄.Dé�nition 6.1.1 Un hypergraphe H est une paire (V(H); E(H)), où V(H) est un en-semble non vide de sommets et E(H) = fe1; e2; : : : emg est une famille de parties non videsde V(H), appelées hyperarêtes, telle que Smi=1 ei = V(H).La notion d'hypergraphe est généralement perçue omme non-orientée, une hyperarête re-présentant un ensemble de sommets, sans autres préisions. La notion d'hypergraphe orientéa été réemment abordée dans la littérature [BE96, BDE97, Fer99a, Fer99b, FPara, FParb℄.Dé�nition 6.1.2 Un hypergraphe orienté H est une paire (V(H);A(H)), où V(H) estun ensemble non vide de sommets et A(H) = fa1; a2; : : : amg est un ensemble de paire departies non vides de V(H), appelées hyperars. Si a = (a�; a+) est un hyperar de A(H),alors l'ensemble a� est appelé ensemble initial et a+ ensemble �nal de l'hyperar a.Remarquons que dans un hyperar a, les ensembles a� et a+ ne sont pas néessairementdisjoints.� Le degré d'un sommet dans un hypergraphe est le nombre d'hyperarêtes auxquelles ilappartient.� Le degré entrant d'un sommet u dans un hypergraphe orienté est le nombre d'hyperarsa = (a�; a+) tels que u 2 a+ ; le degré sortant est le nombre d'hyperars a = (a�; a+)tels que u 2 a�.� Le degré d'une hyperarête est le nombre de sommets qu'elle ontient.� Le degré entrant d'un hyperar a = (a�; a+) est le nombre de sommets de l'ensemblea� et le degré sortant est le nombre de sommets de l'ensemble a+ ; Si ja�j = ja+j,l'hyperar est dit de degré ja�j.� Le multigraphe sous-jaent à un hypergraphe est le multigraphe obtenu en rempla-çant haque hyperarête par une lique.� Le multigraphe orienté sous-jaent à un hypergraphe orienté est le multigrapheorienté obtenu en remplaçant haque hyperar a = (a�; a+) par le graphe biparti dontles ars sont f(x; y) j x 2 a� et y 2 a+g.6.1.2 Stak-graphesLes stak-graphes ont été dé�nis dans [BFM98℄ omme des hypergraphes onstruits à par-tir de graphes. Intuitivement les stak-graphes sont obtenus en superposant des opies d'ungraphe original, puis en remplaçant haque pile d'arêtes par une hyperarête. Une dé�nitionformelle est la suivante.



88 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSDé�nition 6.1.3 ([BFM98℄) Soit G = (V (G); E(G)) un graphe. Le stak-graphe&(s;G) = (V& ; E&), où s est appelé le fateur d'empilement du stak-graphe, est l'hy-pergraphe tel que :� V& = f0; 1; : : : ; s� 1g � V (G) ;� p&(u) = fhi; ui j i 2 f0; 1; : : : ; s� 1gg ; u 2 V (G) ;� E& = fe& = p&(u) [ p&(v) j fu; vg 2 V (G)g.Cette première dé�nition s'appuyant sur des graphes non orientés, nous devons la spéi�erpour les graphes orientés.Dé�nition 6.1.4 Soit G = (V (G); A(G)) un graphe orienté. Le stak-graphe orienté&(s;G) = (V& ; A&), où s est appelé le fateur d'empilement du stak-graphe, est l'hyper-graphe orienté tel que :� V& = Zs � V (G) = fhi; ui j i 2 Zs; u 2 V (G)g ;� p&(u) = fhi; ui j i 2 Zsg ; u 2 V (G) ;� A& = fa& = (p&(u); p&(v)) j (u; v) 2 A(G)g.La notation (p&(u); p&(v)) désigne un hyperar d'un ensemble de sommets p&(u) vers unensemble de sommets p&(v).Dans la suite, nous parlerons de stak-graphe pour désigner indi�éremment un stak-graphe orienté ou non. Cette préision sera apportée par le graphe utilisé.6.2 Modélisation d'une OPSNous avons présenté, dans la setion 3.2.5 page 31, l'étoile passive optique omme undispositif de transmission optique orienté, en une seule étape, de un vers plusieurs, pour lesproesseurs qu'elle onnete. Une OPS peut être vue omme un bus optique permettant dedi�user une information depuis un élément d'un groupe vers tous les éléments d'un autregroupe.Une OPS de degré s peut être modélisée par un hyperar (p&(u); p&(v)), omme le montrela �gure 6.1 [Fer97℄.
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Fig. 6.2 � � Partitioned Optial Passive Star � POPS(4,2) à 8 n÷uds.� di�usion-séletion � (broadast-and-selet) [BFM98, Lab98, Fer97℄. De nombreux travauxse sont portés sur des réseaux formés par une unique OPS [CF94, HKR+96, SM94, ZA94,BF95, DFT94, Muk97, CZA93℄. Toutefois la taille des réseaux à une seule OPS est limitéepar la tehnologie. Pour ontourner ette di�ulté et onstruire des réseaux de grande taillebéné�iant des propriétés des OPS, des réseaux multi-OPS (en une ou plusieurs étapes) ontété proposés. Dans la suite de e hapitre, nous examinerons trois familles de réseaux multi-OPS : le POPS (setion 6.3), le stak-Kautz (setion 6.4) et les hypergraphes de de Bruijnet de Kautz (setion 6.6).6.3 POPS6.3.1 Dé�nition et modélisationLe � Partitioned Optial Passive Star network � POPS(s; g), introduit dans[CLM+94℄ et aussi étudié dans [CLM+96, GMC+95, TCL+95℄, est omposé de N = sgproesseurs et g2 OPS de degré s. Les proesseurs sont divisés en g groupes de taille s (voir�gure 6.2). Chaque OPS est étiquetée par un ouple d'entiers hi; ji, i; j 2 Zg. L'OPS hi; jiest onnetée au ie groupe de proesseurs en entrée et au je groupe de proesseurs en sortie.De nombreux algorithmes de ommuniation, de mouvements de données et de alul(somme pré�xe, multipliation de matries, . . .) sur le POPS ont été proposé [Sah00a,Sah00b℄.POPS(s; g) se modélise par un stak-graphe onstruit à partir de s opies du graphe om-plet K+n [BF96℄, une OPS étant modélisée par un hyperar. Nous avons alors POPS(s; g) �&(s;K+g ), où le degré s d'une OPS est égal au fateur d'empilement du stak-graphe. La�gure 6.3 nous montre la modélisation du POPS de la �gure 6.2.
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7Fig. 6.3 � POPS(4; 2) modélisé par &(4; K+2 ).6.3.2 PlongementsLa modélisation du POPS par un stak-graphe a été utilisée dans [BF96, BCF97℄ pour yréaliser des plongements de graphes. Ces plongements sont nettement plus simples que euxobtenus sans ette modélisation dans [GMH+98℄. Nous rappelons ii les prinipaux résultats.Proposition 6.3.1 ([BF96℄) Soit G = (V;A), un graphe orienté à n sommets. Trouver unplongement des ommuniations de G sur POPS(s; g) qui minimise le temps d'ahèvement,est équivalent à trouver un plongement de G sur K+n qui minimise la ongestion des ars.La preuve onsiste à rappeler que le temps d'ahèvement des ommuniations orrespondau nombre maximum de ommuniations point-à-point utilisant une même OPS, e qui estéquivalent à la mesure de la ongestion des ars de K+g .Théorème 6.3.2 ([BF96℄) Soient n, s et g, trois entiers, tels que s � pn. Il existe unplongement optimal du yle Cn sur POPS(s; g).La onstrution onsiste à �xer le sommet 0 du yle sur un sommet de POPS(s; g), puisà suivre un iruit eulérien sur POPS(s; g), en assoiant le ie sommet de Cn au ie sommettraversé par le iruit eulérien. Si n > sg, il su�t de suivre autant de fois que néessaire leiruit eulérien, tout en assoiant les sommets de Cn aux sommets de POPS(s; g).Par exemple, le plongement d'un yle de longueur 8 sur le POPS(4; 2) de la �gure 6.3néessite 2 parours d'un iruit eulérien de K+2 .Théorème 6.3.3 ([BF96℄) Il existe un plongement optimal des ommuniations du graphede de Bruijn B(d;D) sur POPS(dD�1; d).Corollaire 6.3.4 ([BF96℄) Il existe un plongement optimal des ommuniations de B(d;D)sur POPS(s; g), où d = �g, pour un entier �, et s = dDg .Ces deux derniers résultats utilisent des automorphismes du graphe de de Bruijn [THH98℄permettant de réaliser un plongement optimal de B(d;D) sur B(d;D� k), 1 � k < D et unautre permettant de plonger B(d; 1) sur B(d0; 1), ave d = �d0. Remarquons que e deuxièmeautomorphisme orrespond au plongement de K+d sur K+d0 .En�n, le plongement de grilles toriques sur le POPS a été revisité dans [BCF97℄. Unplongement de la grille torique sur le POPS avait préalablement été obtenu dans [MGCL98℄,mais uniquement pour des grilles toriques dont la taille est une puissane de 2.



6.4. STACK-KAUTZ 91Théorème 6.3.5 ([BCF97℄) Si n est pair, il existe un plongement optimal des ommuni-ations de la grille torique TM(n; n) dans POPS(s; g), g � n. Si n est impair, il existe unplongement optimal des ommuniations de la grille torique TM(n; n) dans POPS(s; n).6.4 Stak-KautzNous allons maintenant dé�nir et étudier une généralisation du POPS, appelée stak-Kautz. Ce réseau d'interonnexion est un stak-graphe onstruit à partir du graphe de Kautz.Nous montrerons en partiulier que le POPS est un stak-Kautz.Le hoix du graphe de Kautz dans la onstrution du stak-Kautz a été fait au vu desnombreuses qualités de e graphe, dont :� Grand nombre de sommets pour un faible degré onstant et un faible diamètre ;� Simpliité du routage des plus ourts hemins et existene d'algorithmes de routagetolérant aux pannes ;� Graphe préalablement utilisé pour la onstrution du ommutateur optique d'un ré-seaux ATM : Rattlesnake [SH92, SH93, SHJ92, HS95, SH95℄.6.4.1 Dé�nitionA�n de dé�nir le stak-Kautz, nous devons préalablement dé�nir le graphe Kl(d;D),extension du graphe de Kautz K(d;D).Dé�nition 6.4.1 Kl(d;D) est le graphe onstruit à partir du graphe de Kautz K(d;D) enajoutant des boules sur haque sommet.Ce graphe a un degré d + 1, un diamètre D, n = dD�1(d + 1) sommets et dD�1(d + 1)2ars. Le routage sur e graphe reste identique au routage sur le graphe de Kautz, et e graphedemeure hamiltonien et eulérien.Dé�nition 6.4.2 le stak-Kautz SK(s; d;D) est le stak-graphe &(s;Kl(d;D)) de fateurd'empilement s, degré d+ 1 et diamètre D.Le stak-Kautz SK(s; d;D) a n = sdD�1(d + 1) sommets. Chaque sommet est étiquetépar un ouple hx; ii, où x est l'étiquette du groupe dans le graphe de Kautz K(d;D), et iest le numéro du sommet dans le groupe x ; i 2 Zs. La �gure 6.4 nous en donne un exemple.Nous pouvons montrer que le stak-Kautz représente une généralisation du POPS, enmontrant dans la proposition suivante que le POPS est un stak-Kautz.Proposition 6.4.3 SK(s; d; 1) = POPS(s; d+ 1)Preuve : Nous avons K(d; 1) = K�d+1, d'où Kl(d; 1) = K+d+1. Ainsi, SK(s; d; 1) =&(s;Kl(d;D)) = &(s;K+d+1) = POPS(s; d+ 1).
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Fig. 6.4 � Stak-Kautz SK(6; 3; 2)



6.4. STACK-KAUTZ 936.4.2 ExentriitéNous avons rappelé ave la proposition 2.1.5 page 12 un enadrement de l'exentriité desgraphes de Kautz [ST98, ST01℄. Nous nous en servons ii pour enadrer la distane moyenneet l'exentriité du stak-Kautz SK(s; d;D).Proposition 6.4.4 L'exentriité du stak-Kautz SK(s; d;D) de fateur d'empilement s,degré d et diamètre D, s'exprime en fontion de elle du graphe de Kautz K(d;D) de degréd et de diamètre D omme suit :eSK(s;d;D) = �1� s� 1sdD�1(d+ 1)� 1� eK(d;D) + s� 1sdD�1(d+ 1)� 1Preuve : Dans SK(s; d;D), haque n÷ud de K(d;D) a été remplaé par un groupe de sn÷uds. Don, pour haque hemin de longueur l dans K(d;D), il y a s2 hemins de longueurl dans SK(s; d;D). La somme des longueurs de es hemins est alors s2g(g � 1)eK(d;D), oùg = dD�1(d+1) est le nombre de n÷uds de K(d;D) et le nombre de groupes de SK(s; d;D).De plus, depuis haque sommet u de SK(s; d;D), il existe un hemin de longueur 1 vers less� 1 autres sommets du groupe de u.Finalement, nous avonseSK(s;d;D) = s2g(g � 1)eK(d;D) + sdD�1(d+ 1)(s� 1)sdD�1(d+ 1)(sdD�1(d+ 1)� 1)= �1� s� 1sdD�1(d+ 1)� 1� eK(d;D) + (s� 1)sdD�1(d+ 1)� 1Corollaire 6.4.5 L'exentriité du stak-Kautz SK(s; d;D) de fateur d'empilement s, de-gré d et diamètre D est enadrée par :eSK(s;d;D) � �1 + 1sdD�1(d+1)�1��D � 1(d�1)(1� 1d2 ) + Dd + 1d�1dD�2(d2�1)� + s�1sdD�1(d+1)�1eSK(s;d;D) � �1 + 1sdD�1(d+1)�1��D � 1d�1 + 2dD�1(d2�1)� + s�1sdD�1(d+1)�1Preuve : Si g est le nombre de n÷uds de K(d;D) et le nombre de groupes de SK(s; d;D),alors, nous avons eSK(s;d;D) = �1� s�1n�1� eK(d;D) + s�1n�1= �1� s�1n�1� �1 + 1g�1� ÆK(d;D) + s�1n�1= �1 + 1n�1� ÆK(d;D) + s�1n�1d'oùeSK(s;d;D) � �1 + 1sdD�1(d+1)�1��D � 1(d�1)(1� 1d2 ) + Dd + 1d�1dD�2(d2�1)� + s�1sdD�1(d+1)�1eSK(s;d;D) � �1 + 1sdD�1(d+1)�1��D � 1d�1 + 2dD�1(d2�1)� + s�1sdD�1(d+1)�1



94 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSNous pouvons utiliser e résultat pour aluler la distane moyenne dans le stak-Kautz.Proposition 6.4.6 La distane moyenne du stak-Kautz SK(s; d;D) de fateur d'empile-ment s, degré d et diamètre D s'exprime en fontion de la distane moyenne du graphe deKautz K(d;D) de degré d et de diamètre D de la façon suivante :ÆSK(s;d;D) = ÆK(d;D) + s� 1sdD�1(d+ 1)Preuve : Au ours de la preuve du orollaire 6.4.5, nous avons montré queeSK(s;d;D) = �1 + 1n� 1� ÆK(d;D) + s� 1n� 1Or, nous avons ÆSK(s;d;D) = n�1n eSK(s;d;D), donÆSK(s;d;D) = n�1n eSK(s;d;D)= n�1n ��1 + 1n�1� ÆK(d;D) + s�1n�1�= ÆK(d;D) + s�1nCorollaire 6.4.7 La distane moyenne du stak-Kautz SK(s; d;D) de fateur d'empilements, degré d et diamètre D est enadrée parÆSK(s;d;D) � D � 1(d�1)(1� 1d2 ) + Dd + 1d�1dD�2(d2�1) + s�1dD�1(d+1)ÆSK(s;d;D) � D � 1d�1 + 2dD�1(d2�1) + s�1dD�1(d+1)6.4.3 CaratéristiquesUn réseau d'interonnexions optiques possédant la topologie d'un réseau de stak-Kautz,SK(s; d;D), a N = sdD�1(d + 1) proesseurs répartis en g = dD�1(d + 1) groupes de tailles. De e fait, il est possible de préserver un faible diamètre D pour avoir un grand nombrede n÷uds. Par exemple, SK(12; 5; 5) a N = 45000 proesseurs pour un diamètre de 5.Chaque groupe de s proesseurs a un degré sortant de d+1. Il est don relié aux entréesde d+1 OPS de degré s. Le réseau de stak-Kautz SK(s; d;D) requiert dD�1(d+ 1)2 OPS dedegré s, et nous remarquons que le nombre d'OPS est indépendant du fateur d'empilement.Nous onsidérerons que haque proesseur possède un émetteur et un réepteur par OPS.Il y a don d + 1 émetteurs et réepteurs par proesseurs, soit un total de sdD�1(d+ 1)2émetteurs et réepteurs dans le réseau.Le réseau POPS(t; g) à g groupes de taille t, aura g2 OPS pour N = tg proesseurs.Chaque proesseur possède g émetteurs et réepteurs. Il est don lair que le nombre d'OPSdans SK(s; d;D) est inférieur à elui de POPS(t; g) et il en est de même pour le nombred'émetteurs et de réepteurs par proesseurs et au total dans le réseau.



6.4. STACK-KAUTZ 956.4.4 SalabilitéL'analyse de salabilité d'un réseau permet de trouver le meilleur ompromis pour leonstruire, en termes de n÷uds/ diamètre / fateur d'empilement / degré / tehnologie /oût énergétique / prix. Dans un réseau tel que le stak-Kautz, ela orrespond au hoix destrois paramètres s, d et D.Le oût énergétique orrespond à l'énergie néessaire à l'émission d'un message d'unn÷ud du réseau vers un autre, au travers d'une OPS. Nous avons vu dans la setion 6.2qu'un signal optique entrant dans une OPS de degré s est � divisé � en s signaux optiqueséquivalants, haun ontenant une portion 1s de l'énergie ontenue dans le signal émis. Ainsi,lorsqu'un n÷ud émet un message au travers d'une OPS, s n÷uds le reçoivent. De plus, sila quantité d'énergie néessaire à un réepteur pour déteter un message est normalisée à 1(en supposant qu'il n'y a pas de perte d'énergie au travers du système optique), alors le oûténergétique de l'émission d'un message au travers d'une OPS est s, le fateur d'empilement.Il en résulte que la valeur maximum de l'énergie que peut fournir un émetteur diviséepar l'énergie minimum que requiert un réepteur pour déteter un message donne la valeurmaximum que peut prendre le fateur d'empilement s. Par exemple, l'utilisation d'une VC-SEL omme émetteur et d'éléments d'optique di�rative permettent de onstruire une OPSde degré 16 [GME+97℄, soit un fateur d'empilement de 16.Le stak-Kautz SK(s; d;D) a n = sdD�1(d + 1) n÷uds répartis en g = dD�1(d + 1)groupes de taille s, et (d + 1)g OPS de degré s. Chaque n÷ud a un degré d + 1, soit d + 1émetteurs et d + 1 réepteurs. Le nombre total d'émetteurs et de réepteurs dans le réseauest don 2(d + 1)n. Le diamètre D du réseau orrespond au nombre maximum de n÷udsqu'un message doit traverser avant d'être délivré.Lorsque le fateur d'empilement s augmente de s1 à s2, alors :� Le degré des OPS augmente de s1 à s2 ;� Le nombre de n÷uds dans le réseau augmente de 2s1dD�1(d+1) à 2s2dD�1(d+1) (voirles �gures 6.5.(a), 6.5.(b) et 6.5.()) ;� Le nombre total d'émetteurs et de réepteurs dans le réseau augmente de 2s1dD�1(d+1)2 à 2s2dD�1(d+ 1)2.Ainsi, es trois ressoures augmentent d'un fateur s2s1 ; les autres restant inhangées.Lorsque le degré d augmente de d1 à d2, alors :� Le nombre d'émetteurs et de réepteurs par n÷uds augmente de 2(d1+1) à 2(d2+1) ;� Le nombre de groupes augmente de dD�11 (d1 + 1) à dD�12 (d2 + 1) ;� Le nombre d'OPS augmente de dD�11 (d1 + 1)2 à dD�12 (d2 + 1)2 ;� Le nombre total d'émetteurs et de réepteurs dans le réseau augmente de 2sdD�11 (d1+1)2 à 2sdD�12 (d2 + 1)2 ;� Le nombre de n÷uds du réseau augmente de sdD�11 (d1 + 1) à sdD�12 (d2 + 1) (voir les�gures 6.5.(a), 6.5.(b), 6.5.() et 6.5.(d)).Cei signi�e que es quatre ressoures augmentent d'un fateur �d2d1�D�1 �d2+1d1+1� ; le nombredes autres ressoures restant inhangés.Finalement, lorsque le diamètre D du réseau augmente de D1 à D2, alors :� Le nombre de groupes augmente de dD1�1(d+ 1) à dD2�1(d+ 1) ;� Le nombre d'OPS augmente de dD1�1(d+ 1)2 à dD2�1(d+ 1)2 ;



96 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉS� Le nombre total d'émetteurs et de réepteurs dans le réseau augmente de 2sdD1�1(d+1)2à 2sdD2�1(d+ 1)2 ;� Le nombre de n÷uds du réseau augmente de sdD1�1(d + 1) à sdD2�1(d + 1) (voir la�gure 6.5.(d)).Don, es quatre ressoures augmentent d'un fateur dD2�D1 ; les autres paramètres restentinhangés.
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6.4. STACK-KAUTZ 97Nous trouverons dans la table 6.2 page 104 des exemples numériques permettant d'illus-trer ette étude. En partiulier, SK(20; 9; 2) a n = 1800 n÷uds répartis en 90 groupes detaille 20, et 900 OPS, pour un diamètre 2. Chaque n÷ud a 10 émetteurs et 10 réepteurs,et le oût énergétique est égal à 20. Si nous augmentons le diamètre de 1, en préservant lemême nombre de n÷uds et d'OPS dans le réseau, nous obtenons SK(12; 5; 3), qui est forméde 150 groupes de taille 12, et le nombre d'émetteurs et de réepteurs par n÷ud est 6.6.4.5 Protooles de ontr�leUne OPS mono-longueur d'onde peut transmettre seulement un message par étape deommuniation. Puisque s proesseurs partagent d + 1 OPS, un protoole de ontr�le estnéessaire.Nous pouvons supposer que s � d. En e�et, si tel n'était pas le as, alors le réseaudisposerait de plus d'OPS que de n÷uds, e qui irait à l'enontre des objetifs de e réseau.Un protoole de ontr�le pour le réseau POPS(t; g) a été proposé dans [CLM+96℄, sousles hypothèses qu'un proesseur peut reevoir un message sur tous ses liens à la mêmeétape de ommuniation, mais qu'il ne peut émettre que sur un lien. Chaque groupe de sproesseurs possède un n÷ud responsable du ontr�le, sorte de � leader �. Le déroulementdu protoole s'e�etue en deux phases. Lors de la première phase, haque proesseur envoieau proesseur en harge (du ontr�le) de son groupe un mot de log g bits, enodant l'indiedu lien qu'il veut utiliser. Le proesseur hargé du ontr�le déide qui va réellement pouvoirémettre et renvoie un mot de t bits enodant pour haque proesseur un aord ou un refus.Ensuite, dans une deuxième phase l'algorithme réalise un rendez-vous entre les émetteurset les réepteurs ave aquiesement ou refus. Cette phase néessite deux éhanges totauxd'informations, le premier pour envoyer aux groupes onernés le numéro du proesseur quidevra reevoir le message, de taille g log t bits, et le seond pour les aords ou refus (unproesseur peut ne pas pouvoir reevoir un message), de taille g bits. La omplexité en bitsde ette séquene est don t log g + t pour la première phase et g log t+ g pour la deuxième,soit au total t log g + g log t+ t+ g bits.Cette séquene de ontr�le est omplexe, mais bien qu'elle n'ait pas été développée danse but, elle est appliable au as où plusieurs longueurs d'ondes sont utilisées.Nous supposons, omme dans [CLM+96℄ qu'un proesseur peut reevoir des messages surtous ses liens en même temps. L'information ontenue dans l'entête d'un message permet àun proesseur de savoir si il doit le traiter ou non. Il est bon de remarquer qu'un protoolede ontr�le doit juste éliminer les on�its loaux, au sein d'un groupe de proesseurs.Hypothèse 6.4.8 Un proesseur possède une �le d'attente des messages qu'il doit émettre.Seul le message en tête de �le peut-être proposé par un proesseur lors d'une étape de om-muniation.Le proesseur hargé du ontr�le du groupe possède s ompteurs, un par proesseur, qu'ilinrémente (de 1) haque fois qu'un proesseur ayant proposé un message reçoit un refus.Un ompteur est remis à zéro lorsque le proesseur orrespondant reçoit un aord.



98 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSUn protoole simple de ontr�le d'un groupe de proesseurs, sous les hypothèses6.4.8, est le suivant. Soit p0 le proesseur hargé du ontr�le d'un groupe de s proesseurs.1. Tous les proesseurs pi, 0 < i < s, du groupe, envoient suessivement à p0 l'indie del'OPS que haun d'eux désire utiliser. Cet indie est un mot de log(d+ 1) bits.2. Le proesseur p0 attribue une OPS à un proesseur si il est le seul à vouloir l'utiliser,ou si la valeur de son ompteur est la plus forte. En as de on�it (deux ompteurségaux), un des proesseurs est hoisi au hasard.3. Le proesseur p0 envoie un mot de s bits enodant l'aeptation ou le refus (un bit parproesseur), à tous les proesseurs du groupe. De plus, il augmente de 1 les ompteursdes proesseurs reevant un refus et remet à zéro eux reevant une aeptation.La omplexité en bits de e protoole est lairement s log(d + 1) + s bits. Quant à laomplexité temporelle, nous la alulons dans la proposition suivante.Proposition 6.4.9 La omplexité temporelle du protoole simple de ontr�le pour ungroupe de taille s et de degré d+ 1 est en O(s).Preuve : Lors de la réeption, par p0, des souhaits des s proesseurs du groupe, p0 rangedans une table à d + 1 entrées les indies des proesseurs. Chaque entrée de ette tableontient xi indies, tels que Pdi=0 xi = s.p0 hoisi un élément parmi xi pour haque entrée de la table, soit au plus xi omparaisons.Nous avons Pdi=0 xi = s, don la omplexité temporelle de et algorithme est en O(s).Un autre protoole de ontr�le peut être envisagé, sous les hypothèses suivantes.Hypothèse 6.4.10 Un proesseur possède d+1 �les d'attentes de messages à émettre, unepour haque OPS. d+1 messages peuvent être proposés par un proesseur à haque étape deommuniation, eux qui sont en têtes de �le d'attente.Le proesseur hargé du ontr�le du groupe, possède s(d + 1) ompteurs (d + 1 par pro-esseur), soit un par OPS pour haque proesseur, qu'il inrémente (de 1) haque fois qu'unproesseur ayant proposé un message reçoit un refus. Un ompteur est remis à zéro lorsquele proesseur orrespondant reçoit un aord.Un protoole avané de ontr�le d'un groupe de proesseurs, sous les hypothèses6.4.10, est le suivant, si p0 est le proesseur hargé du ontr�le d'un groupe de s proesseurs.1. Tous les proesseurs pi, 0 < i < s, du groupe, envoient suessivement à p0 un mot ded+ 1 bits enodant la présene ou non d'un message à émettre dans haune de leurs�les d'attente.2. Le proesseur p0 réalise un ouplage de poids maximal entre les proesseurs et les OPSen utilisant une pondération induite par les ompteurs.3. Le proesseur p0 envoie un mot de s log(d + 2) bits enodant l'aeptation (indie del'OPS aordée) ou le refus (mot réservé), à haun des proesseurs du groupe.Ce protoole de ontr�le est ertes plus omplexe, mais il permet de maximiser le nombrede liens de ommuniations utilisés à haque étape.La omplexité en bits de e protoole est de s(d+ 1) + s log(d+ 2) bits.



6.4. STACK-KAUTZ 99Proposition 6.4.11 La omplexité en temps du protoole avané de ontr�le est enO �ps+ d+ 1s(d+ 1) log(s+ d+ 1)�.Preuve : La omplexité de e protoole est dominée par le ouplage, et nous trouvonsdans [GT89℄ un algorithme de ouplage de poids maximal dans un graphe biparti orienté enO (pnm log (nw)), où n est le nombre de sommets du graphe biparti, m est le nombre d'arsdu graphe biparti et w est le poids maximal d'un ar.Ii, le graphe biparti ontient n = s + d + 1 sommets, s orrespondant aux proesseurs,et d + 1 orrespondant aux OPSs, et au plus m = s(d + 1) ars allant des proesseurs versles OPSs. Il reste à borner le poids maximal d'un ar.Le pire as est elui où au temps t0, haque proesseur a un nouveau message à émettresur haune des OPS. Tous les ompteurs assoiés sont à 0.� Si s = �(d+ 1), alors, à haque étape de ommuniation, d+ 1 messages sont émis etles ompteurs assoiés aux messages restant sont inrémentés de 1. Les d+ 1 derniersmessages sont émis à l'étape ts�1. Le poids maximal d'un ar est alors de w = s� 1.� Si s = �(d + 1) + �, � < d + 1, alors à l'étape t�(d+1)�1 il reste �(d + 1) messages àémettre. Si es messages sont répartis sur � proesseurs, seulement � messages seronttransmis à haque étapes, et d + 1 étapes sont néessaires à l'envoi de es �(d + 1)messages. Le poids maximal d'un ar est alors de w = s + d.Nous pouvons don borner w par s+ d+ 1, et la omplexité de l'algorithme de ouplagedevient O �ps+ d+ 1s(d+ 1) log(s+ d+ 1)�, ar log(s+ d+ 1)2 = 2 log(s+ d+ 1).D'autres algorithmes de ouplage de poids maximal dans les graphes bipartis existent [FT87,KLST01℄. Toutefois, ils n'améliorent pas la omplexité en temps du protoole de ontr�le dufait de la nature de notre graphe.En�n, si nous autorisons un proesseur à émettre plusieurs messages à une même étapede ommuniation, haun au travers d'une OPS di�érente, alors nous pouvons remplaerl'algorithme de ouplage de poids maximal par un algorithme plus simple. En e�et, il su�tde hoisir pour haque OPS l'ar entrant de poids maximal. Ainsi, la omplexité en tempsdevient O(s(d+ 1)), la omplexité en bit restant inhangée.6.4.6 RoutageLe routage sur le graphe de Kautz est simple, omme nous l'avons rappelé dans le pa-ragraphe 2.1.3 page 10. Nous montrons maintenant omment obtenir un routage simplesur le stak-Kautz, puis nous étudions le nombre d'étapes de ommuniation néessaires àl'aheminement d'un message.Dé�nition 6.4.12 Un algorithme de routage dans le stak-Kautz SK(s; d;D) de fateurd'empilement s, de degré d+1 et de diamètre D, depuis un n÷ud hg; pi vers un n÷ud hg0; p0i,où g et g0 sont des étiquettes de groupes, et p et p0 les indies des sommets dans les groupes,est le suivant :



100 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉS1. Trouver un hemin � de g à g0 dans le graphe de Kautz K(d;D), tel que � = (g =g0; : : : ; gl = g0), 0 � l � D.2. Construire le hemin �SK de SK(s; d;D), en remplaçant dans � le groupe g0 par len÷ud hg; pi et les groupes gi, 1 � i � l par les n÷uds hgi; p0i.3. Suivre le hemin �SK, de telle sorte que seuls les n÷uds apparaissant dans e heminonsidèrent le message ; les autres n÷uds ne tiendront pas ompte du message s'ils lereçoivent.Le routage sur le stak-Kautz est don équivalant au routage sur le graphe de Kautz. Pourutiliser un routage des plus ourts hemins sur SK(s; d;D), il su�t d'utiliser un routage desplus ourts hemins sur K(d;D). Il en est de même pour obtenir un routage tolérant jusqu'àd� 1 pannes [ISO86℄, ou pour générer deux hemins n÷uds disjoints [SHP91℄.Nous allons maintenant montrer qu'un protoole simple de ontr�le permet à tout messaged'être transmis en un temps borné, sous l'hypothèse que les messages suivent tous un heminde longueur au plus D.Proposition 6.4.13 Le nombre d'étapes de ommuniations maximal néessaire à l'ahe-minement d'un message, de sa soure à sa destination, dans SK(s; d;D), en utilisant leprotoole simple de ontr�le, sous l'hypothèse que tout message suit un hemin de longueurau plus D, est Dsb, où b est la taille d'une mémoire tampon (en nombre de messages).Preuve : Dans le protoole simple de ontr�le, haque n÷ud du réseau dispose d'uneunique �le d'attente de message à transmettre (mémoire tampon).Lorsqu'un message est plaé pour la première fois en tête de �le d'attente, il sera, aupire, émis au bout de s étapes de ommuniations. En e�et, si tous les n÷uds du groupedisposent d'un message à émettre au travers de la même OPS, s étapes de ommuniationssont néessaires pour les émettre.Lorsqu'un message arrive dans un n÷ud, il est plaé en dernière position de la �le d'at-tente. Si ette �le d'attente ontient b messages, alors au plus bs étapes de ommuniationsont néessaires pour retransmettre le message.Le diamètre du réseau est D, don un message traverse au plus D �les d'attentes.Finalement, un message mettra au plus Dsb étapes de ommuniations pour être ahe-miné jusqu'à sa destination.De même, montrons que le nombre d'étapes de ommuniations maximal néessaires àl'aheminement d'un message, de sa soure à sa destination, en utilisant le protoole avanéde ontr�le, en suivant un plus ourt hemin, est borné.Proposition 6.4.14 Le nombre d'étapes de ommuniations maximal néessaire à l'ahe-minement d'un message, de sa soure à sa destination, dans SK(s; d;D), en utilisant leprotoole avané de ontr�le, sous l'hypothèse que tout message suit un hemin de longueurau plus D, est (s+ d+ 1)bD, où b est la taille d'une �le d'attente de messages.



6.4. STACK-KAUTZ 101Preuve : Dans e modèle, haque n÷ud du réseau dispose de d+ 1 �les d'attente.Lorsqu'un message arrive en tête de �le d'attente dans un n÷ud, au pire, toutes les �lesd'attentes de tous les n÷uds du groupe sont non vides. Alors, le message mettra au pluss+ d+ 1 étapes de ommuniation à être retransmis. En e�et, nous avons montré au oursde la preuve de la proposition 6.4.11 que le poids maximal d'un ar est s+d, 'est-à-dire s+détapes de ommuniations passées en attente. Le message est retransmis à l'étape s+ d+ 1,au pire.Lorsqu'un message arrive dans un n÷ud il est plaé en dernière position de la �le d'at-tente. Si ette �le d'attente ontient b messages, alors au plus b(s + d + 1) étapes de om-muniation sont néessaires pour retransmettre le message.Le diamètre du réseau est D, don un message traverse au plus D �les d'attentes.Finalement, un message mettra au plus D(s + d + 1)b étapes de ommuniations pourêtre aheminé jusqu'à sa destination.Maintenant, il est intéressant d'étudier le temps d'aheminement moyen d'un messagedans le stak-Kautz.Soit (t) la harge du réseau à l'instant t, 'est-à-dire le nombre de messages présentsdans le réseau à l'instant t, M(t), divisé par le nombre de n÷uds du réseau ; (t) = M(t)n .Lorsque la harge est supposée onstante, alors nous noterons la harge  et le nombre demessage M . De plus, lorsque la harge est supposée onstante, dès qu'un message atteint sadestination, et don disparaît du réseau, un nouveau message est généré.Proposition 6.4.15 Le temps moyen d'aheminement d'un message, de sa soure àsa destination, dans le stak-Kautz SK(s; d;D), sous les hypothèses suivantes :1. Tout message suit un plus ourt hemin ;2. Les �les d'attentes sont de taille in�nie ;3. La harge  est telle que, à haque étape de ommuniation, tous les liens sont utilisés.est  s:eSK(s;d;D)d+1 , où eSK(s;d;D) est l'exentriité du réseau.Preuve : Un message doit, en moyenne, e�etuer eSK(s;d;D) sauts avant d'atteindre sa des-tination. Comme tous les liens de ommuniations sont utilisés à haque étape de ommuni-ation, alors, à haque étape, dk�1(d+1)2eSK(s;d;D) messages atteignent leur destination.M messages sont présents dans le réseau à haque étape de ommuniation, le tempsmoyen, tm, d'aheminement d'un message de sa soure à sa destination, esttm = Mdk�1(d+1)2eSK(s;d;D)or, M = N = sdk�1(d+ 1), don, tm =  s:eSK(s;d;D)d+ 1



102 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSNous remarquons que le résultat de la proposition 6.4.15 ne tient pas ompte du protoolede ontr�le utilisé. Cei est dû à l'hypothèse que la harge  est su�sante pour garantir quetous les liens sont utilisés à haque étape de ommuniation. De plus, le temps d'attentedans un n÷ud est une omposante de la harge du réseau.La preuve de la proposition 6.4.15 nous permet d'exprimer la probabilité maximale deréation de messages que puisse admettre un n÷ud du réseau à haque étape de ommuni-ation, pour que le réseau ne soit pas saturé.Proposition 6.4.16 La probabilité maximale pmax de réation de messages par un n÷ud, àhaque étape de ommuniation, pour que le réseau ne soit pas saturé, lorsqu'une utilisationmaximale des liens est garantie et que tout message suit un plus ourt hemin, estpmax = d+ 1s:eSK(s;d;D)Preuve : Utilisons un raisonnement par l'absurde et supposons que tous les n÷uds duréseau aient une probabilité de réation de messages p > pmax. Alors, le nombre de messagesréés à haque étape de ommuniation est np. Nous avons alors np > npmax = dk�1(d+1)2eSK(s;d;D) .Don, à haque étape de ommuniation, il y a plus de messages réés que de messagesarrivant à destination. La harge (t) du réseau augmente jusqu'à saturation du réseau.Finalement, si pmax = d+1s:eSK(s;d;D) , alors npmax = dk�1(d+1)2eSK(s;d;D) nouveaux messages appa-raissent dans le réseau à haque étape de ommuniation, e qui ompense les dk�1(d+1)2eSK(s;d;D) quiatteignent leurs destinations à haque étape.Une analyse simple du omportement de la harge d'un réseau SK(s; d;D) utilisant leprotoole avané de ontr�le, sous l'hypothèse de routage des plus ourts hemins, en fontionde la probabilité p qu'ont les n÷uds de e réseau de générer de nouveaux messages, nousmontre les résultats suivants, où (p) est la harge induite par p :1. Si p est onstante, ave p � pmax, alors la harge (p) est onstante ;2. Si p augmente jusqu'à p0 � pmax, alors la harge augmente linéairement jusqu'à (p0) ;3. Si p diminue jusqu'à p00, alors la harge diminue linéairement vers (p00).De e fait, e réseau supportera des � pis � de génération de messages, produits parexemple lors d'une di�usion ou d'un éhange total, e qui valide le fait que e réseau possèdede bonnes propriétés pour la réalisation d'un réseau d'interonnexions entre proesseurs.Les simulations de SK(s; d;D), que nous verrons dans le paragraphe 6.4.8 permettrontde on�rmer les diverses propositions qui ont été faites dans e paragraphe.Le leteur trouvera dans [Ber97℄, d'autres résultats intéressant. En partiulier, es travauxomportent une étude de la taille des �les d'attente en fontion de la harge, ainsi qu'uneétude du temps d'aheminement ave � haute probabilité � des messages.



6.4. STACK-KAUTZ 1036.4.7 Di�usionNous donnons maintenant un algorithme de di�usion sur le stak-Kautz optimal en tempslorsque s � d, et nous donnons une borne supérieure sur la di�usion lorsque s < d.Théorème 6.4.17 Si s � d, alors bH1(SK(s; d;D)) = D + 1.Preuve : Lorsqu'un message est émis au travers d'une OPS, il est reçu par les s som-mets du groupe réepteur. Ensuite, omme s � d, les sommets du groupe réepteur peuventretransmettre le message vers d nouveaux groupes (sans utiliser la boule). Ainsi, la dif-fusion dans SK(s; d;D) devient équivalente à la di�usion dans K(d;D) sous la ontrainteH�, au bout de la première étape de ommuniation. De plus, bH�(K(d;D)) = D, donbH1(SK(s; d;D)) = 1 + bH�(K(d;D) = D + 1.Proposition 6.4.18 Si s < d, alors bH1(SK(s; d;D)) � 1 + bHs (K(d;D)).Preuve : Après une étape de ommuniation, les s n÷uds d'un groupe ont reçu le messageet sont en mesure de le retransmettre. Comme s < d, la di�usion à partir de e groupe estéquivalente à la di�usion sous la ontrainte Hs sur K(d;D).Proposition 6.4.19 Si s < d, alors bH1(SK(s; d;D)) � D+logs(d+1)+(D�1) �logs+1 ds�.Preuve : Il a été montré dans [BMMS01℄ que si une di�usion dans le modèle Hp, p � d,dans un graphe G de degré onstant d s'ahève en t étapes, alors une di�usion dans le modèleHp sur le graphe L(G) en néessite au plus t + llogp+1 dpm+ 1. Ainsi, si s � d, nous avonsbHs(K(d;D) � bHs(K�d+1) + (D � 1)��logs+1 ds�+ 1�� logs(d+ 1) + (D � 1)��logs+1 ds� + 1�Aussi, en utilisant la proposition 6.4.18, nous obtenonsbH1(SK(s; d;D)) � D + logs(d+ 1) + (D � 1)�logs+1 ds�6.4.8 Comparaisons entre le POPS et le stak-KautzDans ette partie, nous omparons les deux réseaux d'interonnexions optiques multi-OPS que sont le POPS et le stak-Kautz. Tout d'abord nous regardons les ressoures de esdeux réseaux, puis nous donnons des résultats obtenus par simulations.



104 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSRessouresÉtant donné un stak-Kautz SK(s; d;D) de fateur d'empilement s, de degré d + 1 etde diamètre D, et un réseau POPS(t; g) omposé de g groupes de taille t, il est possible deomparer es deux réseaux en posant s = (d + 1), t = g et g = d k�12 (d + 1), où  � 1 estle fateur de proportionnalité résultant de l'analyse d'extensibilité [CLM+96℄. La table 6.1donne les aratéristiques des réseaux de stak-Kautz et de POPS et la table 6.2 donne desévidenes numériques pour les deux réseaux.SK(s; d;D) POPS(t; g)Groupes dD�1(d+ 1) g = dD�12 (d+ 1)N÷uds dD�1(d+ 1)2 tg = dD�1(d+ 1)2Diamètre D 1Degré OPS s = (d+ 1) t = (d+ 1)dD�12OPS dD�1(d+ 1)2 g2 = dD�1(d+ 1)2E.�Re. par n÷ud d+ 1 g = dD�12 (d+ 1)E.�Re. total dD�1(d+ 1)3 tg2 = d 3(D�1)2 (d+ 1)3Coût énergétique s = (d+ 1) t = (d+ 1)dD�12Di�usion (étapes) D + 1 2Contr�le (bits) (d+ 1) (log(d+ 2) + d+ 1) dD�1(d+ 1)2 �(+ 1) �D�12 log d+ log(d+ 1) + 1) + log )Tab. 6.1 � Ressoures dans SK(s; d;D) et POPS(t; g), ave  > 0, s = (d + 1), t = g etg = dD�12 (d+ 1).
POPS(60; 30) SK(20; 9; 2) SK(12; 5; 3) SK(12; 5; 5)Groupes 30 90 150 3750N÷uds 1800 1800 1800 45000Diamètre 1 2 3 5Degré OPS 60 20 12 12OPS 900 900 900 22500E.�Re. par n÷ud 30 10 6 6E.�Re. total 54000 18000 10800 270000Coût énergétique 60 20 12 12Di�usion (étapes) 2 3 4 6Contr�le (bits) 570 280 108 108Tab. 6.2 � Exemples numérique de ressoures dans SK et POPS.



6.4. STACK-KAUTZ 1056.4.9 SimulationsNous avons onstruit un simulateur pour le stak-Kautz, utilisant un routage des plusourts hemins. Ce simulateur peut utiliser les deux protooles de ontr�le que nous avonsdé�ni dans la setion 6.4.5. La taille des messages est normalisée. Aussi, haque étape deommuniation prend un temps unitaire.A�n de omparer les protooles de ontr�les dé�nis pour le stak-Kautz, nous mainte-nons une harge onstante  dans le réseau SK(12; 5; 3), par � injetion � de messages (dèsqu'un message atteint sa destination, un nouveau message est généré dans le réseau), durant1000 étapes de ommuniations. La �gures 6.6 nous donne, pour les deux protooles, lespourentages umulés de messages aheminés à destination en fontion du nombre d'étapesnéessaires à et aheminement, ainsi que le umul du nombre orrespondant de messagesarrivés. Pour la �gure 6.6.(a), la harge est maintenue à  = 0:5, et pour la �gure 6.6.(b), laharge est maintenue à  = 2(d+ 1) = 12.Le hoix d'une harge  = 2(d+ 1) déoule de l'étude du temps moyen d'aheminementd'un message, qui néessite que tous les liens soient utilisés à haque étape de ommuniation.Comme dans le protoole avané, haque n÷ud dispose de d+ 1 �les d'attente, ette hargenous donne l'espérane que toutes les �les d'attente ontiennent au moins un message àhaque étape et don que tous les liens sont utilisés à haque étape.Nous remarquons que les pourentages umulés de messages aheminés sont similairespour les deux protooles, mais que le nombre total de messages aheminés est di�érent. Ene�et, même si la harge  du réseau est la même pour les deux protooles, le � délai d'ahe-minement d'un message � est di�érente, et don, le nombre total de messages injetés dansle réseau est également di�érent. Cei nous montre que le protoole de ontr�le avané estplus e�ae que le protoole simple, et qu'il permet une meilleure utilisation des ressouresdu réseau.Véri�ons maintenant que le temps moyen d'aheminement d'un message, que nous avonsdonné dans la proposition 6.4.15, est bien obtenu par simulation sur SK(12; 5; 3). Nousavons évalué le temps moyen d'aheminement d'un message, dans la proposition 6.4.15,à tm =  s:eSK(s;d;D)d+1 , où eSK(s;d;D) est l'exentriité du réseau. En utilisant l'enadrement del'exentriité du stak-Kautz, donné dans la proposition 6.4.4, nous avons 2:75 � eSK(12;5;3) �2:78. Dans la �gure 6.6, la harge est maintenue à  = 12, d'où 66 � tm � 66:7. Ce résultatest validé par notre simulation, où, pour le protoole avané, 50% des messages atteignentleur destination en moins de 66 étapes.Le protoole simple de ontr�le ne véri�e pas le résultat théorique. En e�et, le rapportentre s et d+1 n'est pas su�sant pour garantir, ave e protoole, une utilisation permanentede tous les liens de ommuniations.La �gure 6.7 nous donne les pourentages et pourentages umulés de messages aheminésau ours de 1000 étapes de ommuniations sur SK(12; 5; i), 2 � i � 5 pour les harges = 0:5, 1 et 2(d + 1) = 12, en utilisant le protoole de ontr�le avané. Nous observonsqu'une faible harge ne permet pas d'atteindre le temps moyen d'aheminement des messages,alors qu'une harge élevée,  = 12, le permet.La �gure 6.8 nous montre, au travers des réseaux SK(12; 5; i), 2 � i � 5, pour les deux
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(b)  = 2(d+ 1) = 12Fig. 6.6 � SK(12; 5; 3) pour les harges  = 0:5 et 2(d+ 1) = 12.
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()  = 2(d+ 1) = 12.Fig. 6.7 � Pourentages et pourentages umulés de messages aheminés au ours de 1000étapes de ommuniations sur SK(12; 5; i), 2 � i � 5 pour les harges  = 0:5, 1 et 2(d+1) =12.



108 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSprotooles de ontr�le et pour une harge  = 2(d + 1) = 12, l'augmentation exponentielledu nombre de messages aheminés en fontion du diamètre du réseau. La simulation portesur 1000 étapes de ommuniations. De plus, nous observons enore une fois que le protooleavané permet d'aheminer davantage de messages que le protoole simple.
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110 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSPreuve : Le graphe de Kautz est eulérien. Ainsi, de même que pour le plongement de�!C n sur POPS(s; g) (théorème 6.3.2), il su�t d'assoier le sommet 0 du yle à un sommetde SK(s; d;D), puis de suivre un iruit eulérien sur Kl(d;D) en assoiant le ie sommet duyle à un sommet du ie groupe de sommets traversé par le iruit eulérien. De plus, plusieursparours du iruit eulérien peuvent être utilisés, lorsque n > sdD�1(d+ 1).Dans e plongement, la ongestion des OPS (ou hyperars) est deeong(SK(s; d;D)) = ndD�1(d+ 1)2 = jA( ~Cn)jjA(Kl(d;D))jThéorème 6.4.22 Il existe un plongement optimal des ommuniations de K(d;D) surSK(s; d;D � 1), lorsque s = d et D � 2.Preuve : La preuve de e théorème utilise un automorphisme du graphe de Kautz [THH98℄permettant de réaliser un plongement optimal de K(d;D) sur K(d;D� 1), en plongeant lessommets f�xD�2 : : : x1x0 j � 2 Zd+1n fxD�2gg de K(d;D), sur le sommet xD�2 : : : x1x0 deK(d;D�1). Comme s = d, haun des sommets de K(d;D) est assoié à un unique sommetde SK(s; d;D � 1).Remarquons que dans e plongement, deux sommets voisins de K(d;D) ne sont jamaisassoiés au même groupe de SK(s; d;D � 1), et que nous n'utilisons pas les boules. Laongestion des OPS est de dD(d+1)dD�2(d+1)d = d.Corollaire 6.4.23 Il existe un plongement optimal des ommuniations de K(d; k) surSK(s; d;D), où s = dk�D, k � D.Preuve : De même que pour le théorème 6.4.22, e résultat utilise un automorphisme dugraphe de Kautz [THH98℄. Le sommet xk�1 : : : xD�1 : : : x1x0 de K(d; k) est plongé sur lesommet xD�1 : : : x1x0 de K(d;D), 'est-à-dire sur le groupe de sommets xD�1 : : : x1x0 deSK(s; d;D). Comme s = dk�D, haun des sommets de K(d; k) est assoié à un uniquesommet de SK(s; d;D).Remarquons que si deux sommets x et y de K(d; k), tels que y 2 [k�Di=1 �+K(d;k)i (x), sontplongés sur un même groupe g de SK(s; d;D), alors le hemin de x à y pourra être � ra-ouri � en utilisant la boule du groupe g. Ainsi, la ongestion du plongement sera diminuée.Toutefois, ette amélioration du plongement ne sera pas asymptotiquement signi�ative surla ongestion.Corollaire 6.4.24 Il existe un plongement optimal des ommuniations de K(d; k) surSK(s; d;D), où s 2 N, k � D.Preuve : Il su�t de plongerK(d; k) surK(d;D), puis de répartir l'ensemble de sommets deK(d; k) plongé sur un même sommet de K(d;D), sur les s sommets du groupe orrespondantde SK(s; d;D).



6.5. IMPLANTATION DU POPS ET DU STACK-KAUTZ AVEC OTIS 111La ongestion des OPS de e plongement est la même que la ongestion des OPS dans leplongement du orollaire 6.4.23. En e�et, la ongestion des OPS est indépendante du fateurd'empilement s.Proposition 6.4.25 Il existe un plongement optimal des ommuniations de SK(s1; d;D)sur SK(s2; d;D).Preuve : Il su�t de répartir les s1 sommets d'un groupe sur les s2 du groupe ible. Sis1 < s2, des sommets du groupe ible ne se voient pas attribuer de sommets.Corollaire 6.4.26 Il existe un plongement optimal des ommuniations de SK(s1; d;D1)sur SK(s2; d;D2), lorsque D1 � D2.Preuve : Si D1 = D2, nous sommes dans le as de la proposition 6.4.25. Si D1 > D2,alors il su�t de plonger les groupes de sommets de SK(s1; d;D1) sur les groupes de sommetsde SK(s2; d;D2), en utilisant le plongement de K(d;D1) sur K(d;D2), puis de répartir less1dD1�D2 sommets de SK(s1; d;D1) plongés sur un même groupe de SK(s2; d;D2), sur less2 sommets formant e groupe.Corollaire 6.4.27 Il existe un plongement optimal des ommuniations de SK(s1; d;D) surPOPS(s2; d+ 1).Preuve : D'après le orollaire 6.4.26, il existe un plongement optimal des ommuniationsde SK(s1; d;D) sur SK(s2; d; 1), et d'après la proposition 6.4.3, SK(s2; d; 1) = POPS(s2; d+1).6.5 Implantation du POPS et du stak-Kautz ave OTISNous montrons ii omment utiliser OTIS pour onneter d'une part les sorties des n÷udsaux entrées des OPS et d'autre part les sorties des OPS aux entrées des n÷uds.6.5.1 Groupes de sommetsDans un stak-graphe, les s n÷uds d'un groupe sont reliés aux entrées de d OPS, haquen÷ud étant relié à toutes les OPS. Nous avons un graphe biparti omplet de s vers d n÷uds.Nous pouvons réaliser les interonnexions optiques entre les s n÷uds d'un groupe et les dOPS en utilisant un OTIS(s; d) plus d multiplexeurs optiques (entrée d'une OPS). La �gure6.10 montre omment onneter les émetteurs d'un groupe de 6 n÷uds, aux entrées de 4OPS, ave OTIS(6; 4).De façon analogue, nous pouvons réaliser les interonnexions optiques entre les sorties ded OPS et les s n÷uds d'un groupe, en utilisant un OTIS(d; s) plus d démultiplexeurs optique.La �gure 6.11 montre omment onneter 3 démultiplexeurs de degré 5 aux réepteurs d'ungroupe de 5 n÷uds, ave OTIS(3; 5).
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6.5. IMPLANTATION DU POPS ET DU STACK-KAUTZ AVEC OTIS 1136.5.2 POPSNous avons vu que le POPS peut être modélisé par un stak-graphe : POPS(t; g) �&(t;K+g ). De plus, nous savons réaliser les interonnexions optiques de K+g en utilisantOTIS(g; g), du fait de la relation K+g � H(g; g; g). En�n, nous venons de montrer ommentrelier les émetteurs aux OPS et les OPS aux réepteurs. Finalement, nous pouvons réaliserles interonnexions optiques de POPS(t; g) en utilisant g OTIS(t; g) plus g OTIS(g; t),plus g2 multiplexeurs et démultiplexeurs, plus un OTIS(g; g). La �gure 6.12 illustre etteremarque ave POPS(4; 2).
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6.5.3 Stak-KautzLe stak-Kautz SK(s; d;D) a dD�1(d + 1) groupes de s n÷uds et dD�1(d + 1)2 OPS dedegré s. Chaque n÷ud à un degré d+ 1.Nous avons expliqué omment onneter un groupe de s n÷uds aux d + 1 OPS qui luiorrespondent. Ainsi, en utilisant dD�1(d+1) OTIS(s; d+1) plus dD�1(d+1) OTIS(d+1; s),nous pouvons onneter tous les groupes de s n÷uds aux d + 1 multiplexeurs et démulti-plexeurs appropriés.Maintenant, il reste à relier haque multiplexeur au démultiplexeur qui lui orrespond,dans le réseau d'interonnexion. Nous avons montré, dans la proposition 4.2.9 page 54, que legraphe de Imase-Itoh II(d; n) est isomorphe au graphe H(d; n; d) onstruit sur OTIS(d; n).Don, le graphe de Kautz K(d;D) admet une implantation ave OTIS(d; dD�1(d + 1)). Lestak-Kautz SK(s; d;D) est onstruit à partir du graphe de Kautz K(d;D) auquel ont étéajouté des boules. Si nous ne onsidérons pas les boules, nous pouvons interonneter lesmultiplexeurs et les démultiplexeurs en utilisant un OTIS(d; dD�1(d+ 1)).Une boule étant un lien loal à un groupe, la onnexion entre le multiplexeur et le démul-tiplexeur orrespondant pourra se faire loalement par une tehnique appropriée (utilisationde �bre optique par exemple).



114 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSFinalement, les interonnexions optiques du stak-Kautz, omme le montre l'exemplede la �gure 6.13, peuvent être réalisées ave dD�1(d + 1) OTIS(s; d + 1) plus dD�1(d + 1)OTIS(d + 1; s), dD�1(d + 1)2 multiplexeurs et dD�1(d + 1)2 démultiplexeurs et unOTIS(d; dD�1(d+1)). Le premier multiplexeur et le premier démultiplexeur de haque groupeorrespondent à la boule. La �gure 6.14 donne une autre représentation de l'exemple de la�gure 6.13.6.6 Hypergraphes de de Bruijn et de KautzLes hypergraphes de de Bruijn et de Kautz ont été proposé dans [BE96, BDE97℄ ommedes réseaux d'interonnexions à base de bus. Ils ont pour objetif de onneter le plus deproesseurs possible dans un réseau où le degré des proesseurs, la taille des bus et le diamètresont bornés.Ces hypergraphes sont onstruits à partir des relations d'adjaenes des graphes de deBruijn généralisés (voir la dé�nition des graphes de Reddy, Pradhan et Kuhl 2.1.3 page 10)et des graphes de Kautz généralisés (voir la dé�nition des graphes de Imase et Itoh 2.1.6page 12).6.6.1 Hypergraphes de de Bruijn généralisésDé�nition 6.6.1 ([BE96℄) L'hypergraphe de de Bruijn généralisé HdB(d; n; s;m),ave dn = sm, est l'hypergraphe orienté à n sommets de degré d et m hyperars de degrésortant s, tel que :� Les sommets sont numérotés par des entiers modulo n, V(HdB) = f0; 1; : : : ; n� 1g ;� Les hyperars sont numérotés par des entiers modulo m, A(HdB) = f0; 1; : : : ; m� 1g ;� Un sommet u est inident aux hyperars fa � du+ � mod m j 0 � � < dg ;� Un hyperar a est inident aux sommets fv � sa + � mod n j 0 � � < sg.Le multigraphe sous-jaent à l'hypergraphe HdB(d; n; s;m), est le graphe de de Bruijngénéralisé ou graphe de Reddy, Pradhan et KuhlRPK(ds; n). Il en résulte que le routage dansl'hypergraphe est similaire à elui de RPK(ds; n) et que son diamètre est DHdB = dlogds ne.Nous pouvons proposer une dé�nition alternative, utilisant les graphes de Imase et Itoh,qui nous sera utile par la suite.Dé�nition 6.6.2 (alternative) SoitHdB2(d; n; s;m), l'hypergraphe orienté ave dn = sm,à n sommets de degré d et m hyperars de degré sortant s, tel que :� Les sommets sont numérotés par des entiers modulo n, V(HdB2) = f0; 1; : : : ; n� 1g ;� Les hyperars sont numérotés par des entiers modulo m, A(HdB2) = f0; 1; : : : ; m� 1g ;� Un sommet u est inident aux hyperars fa � �du� �� 1 mod m j 0 � � < dg ;� Un hyperar a est inident aux sommets fv � �sa� � � 1 mod n j 0 � � < sg ;Proposition 6.6.3 Le multigraphe sous-jaent à l'hypergraphe orienté HdB2(d; n; s;m) estle graphe RPK(ds; n).
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Fig. 6.15 � Hypergraphe de de Bruijn Généralisé onstruit à partir de la relation d'adjaenedu graphe de Reddy Pradhan et Kuhl, HdB(2; 24; 3; 16).



118 CHAPITRE 6. MODÈLES AVANCÉSPreuve : Soit u 2 V(HdB2). Le sommet u est inident via les hyperars de la formea � �du� �� 1 mod m, 0 � � < d, aux sommets �+HdB2 (u) = fv � �sa� � � 1 mod n j0 � � < sg. Nous avons a = km� du� �� 1, pour un ertain k. Alors�+HdB2 (u) = fv � �s(km� du� �� 1)� � � 1 mod n j 0 � � < d; 0 � � < sg= fv � �skm + sdu+ s� + s� � � 1 mod n j 0 � � < d; 0 � � < sgOr 0 � (s � � � 1) < s, d'où 0 � s� + s � � � 1 =  < ds, et de plus dn = sm, don�+HdB2 (u) = fv � sdu+ s�+  mod n j 0 �  < sdg. C'est exatement la relation d'adja-ene du graphe RPK(ds; n).Ainsi, nous pouvons utiliser indi�éremment les dé�nitions 6.6.1 et 6.6.2 pour manipuler leshypergraphes de de Bruijn généralisés. Pour illustrer ette propriété, la �gure 6.15 représentele grapheHdB(2; 24; 3; 16) onstruit à partir de la dé�nition 6.6.1, et la �gure 6.16 représentele même hypergraphe lorsqu'il est onstruit à partir de la dé�nition 6.6.2. Remarquons queet hypergraphe a un diamètre 2.
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Fig. 6.16 � Hypergraphe de de Bruijn Généralisé onstruit à partir de la relation d'adjaenedu graphe de Imase et Itoh, HdB2(2; 24; 3; 16).



6.6. HYPERGRAPHES DE DE BRUIJN ET DE KAUTZ 119Remarque 6.6.4 Si le multigraphe sous-jaent à l'hypergraphe u 2 V(HdB2)(d; n; s;m) estle graphe de de Bruijn B(ds;D), ave n = (ds)D, la relation d'inidene des sommets auxhyperars est elle du graphe de de Bruijn B(d;D1), n = dD1, et la relation d'inidene deshyperars aux sommets est elle du de Bruijn B(s;D2), n = sD2, alors le fateur d'empilements est une puissane de d.Preuve : Nous avons n = (ds)D = dD1 = sD2 d'où s = dD1D2 , et s est une puissane de d.Maintenant, dans le as où n = (ds)D = dD1 = sD2 , pouvons nous remplaer les relationsd'adjaenes de B(d;D1) et B(d;D2) par les relations d'adjaenes des graphes A(f1; �1; j1)et A(f2; �2; j2) dé�nis dans la setion 5.1.6.6.2 Hypergraphes de Kautz généralisésDé�nition 6.6.5 ([BE96℄) L'hypergraphe de Kautz généralisé HK(d; n; s;m), avedn = sm, est l'hypergraphe orienté à n sommets de degré d et m hyperars de degré sortants, tel que :� Les sommets sont numérotés par des entiers modulo n, V(HK) = f0; 1; : : : ; n� 1g ;� Les hyperars sont numérotés par des entiers modulo m, A(HK) = f0; 1; : : : ; m� 1g ;� Un sommet u est inident aux hyperars fa � du+ � mod m j 0 � � < dg ;� Un hyperar a est inident aux sommets fv � �sa� � � 1 mod n j 0 � � < sg.Le multigraphe sous-jaent à l'hypergraphe HK(d; n; s;m), est le graphe de Kautz gé-néralisé ou graphe de Imase et Itoh II(ds; n). Le routage est don similaire, et le diamètrede l'hypergraphe HK est blogds n � D(HK) � dlogds ne ; de plus, le diamètre est D sin = (ds)D + (ds)D�k, où k est un entier impair positif.La �gure 6.17 représente l'hypergraphe de Kautz généralisé HK(2; 24; 3; 16), de diamètre2.6.6.3 Réalisation ave OTISComme les hypergraphes de de Bruijn et de Kautz généralisés sont onstruits à partirdes graphes de de Bruijn et de Kautz généralisés dont nous avons proposé une implantationave OTIS, il est naturel de proposer une implantation de es hypergraphes, ave OTIS.En utilisant la dé�nition de l'hypergraphe de de Bruijn généralisé, donnée dans la dé�ni-tion 6.6.2, nous déduisons une implantation des interonnexions optiques du réseauHdB2(d; n; s;m), utilisant :� Un OTIS(s;m) pour relier les d émetteurs de haun des n n÷uds aux entrées des mOPS de degré s. En e�et, ette adjaene utilise le graphe de Imase et Itoh II(s;m) ;� m multiplexeurs et m diviseurs de degré s, formant m OPS de degré s ;� Un OTIS(d; n) pour relier les s sorties de haune des m OPS, aux réepteurs des nsommets. En e�et, ette adjaene utilise le graphe de Imase et Itoh II(d; n).De façon similaire, et en utilisant � l'astue � dérite dans la setion 4.2.4 page 55 per-mettant l'implantation des graphes de de Bruijn généralisés ave OTIS, en utilisant deuxlentilles pour inverser le veteur de faiseaux optique, nous obtenons une implantation desinteronnexions optique du réseau HK(d; n; s;m), utilisant :
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Fig. 6.17 � Hypergraphe de Kautz généralisé HK(2; 24; 3; 16).



6.6. HYPERGRAPHES DE DE BRUIJN ET DE KAUTZ 121� Un OTIS(s;m), suivi de deux lentilles, pour relier les d émetteurs de haun des nn÷uds aux entrées des m OPS de degré s. En e�et, ette adjaene utilise le graphe deReddy Pradhan et Kuhl RPK(s;m), dont nous donnons une implantation ave OTISutilisant deux lentilles supplémentaires ;� m multiplexeurs et m diviseurs de degré s, formant m OPS de degré s ;� Un OTIS(d; n) pour relier les s sorties de haune des m OPS, aux réepteurs des nsommets. En e�et, ette adjaene utilise le graphe de Imase et Itoh II(d; n).La �gure 6.18 représente l'implantation de l'hypergraphe de de Bruijn généraliséHdB2(2; 72; 4; 36), et la �gure 6.19 l'hypergraphe de Kautz généralisé HK(2; 72; 4; 36).6.6.4 Protooles de ontr�leIl est di�ile d'appliquer les protooles de ontr�le que nous avons développés pour lestak-Kautz, aux hypergraphes de de Bruijn et de Kautz. En e�et, es protooles supposentla présene d'un moyen de ommuniation entre les n÷uds d'un même groupe émetteur(ensemble des sommets inidents à un hyperar). Dans le as du stak-Kautz, la boulepermet aux n÷uds d'un même groupe de ommuniquer entre eux. Toutefois, une des ara-téristiques des hypergraphes de de Bruijn et de Kautz, est que les groupes émetteurs sontdistints des groupes réepteurs (ensemble de sommets auxquels un hyperar est inident).La �gure 6.20 illustre ette propriété en représentant les groupes émetteurs et réepteursde HK(2; 20; 4; 10). Ainsi, en ajoutant un hyperar d'un groupe émetteur sur lui-même,il est possible d'utiliser les protooles de ontr�le développés pour le stak-Kautz, sur eshypergraphes.Dé�nissons et nommons hyperKautz, l'hypergraphe de Kautz modi�é admettant les mêmesprotooles de ontr�le que le stak-Kautz :Dé�nition 6.6.6 L'hyperKautz HK+(d; n; s;m), tel que dn = sm et ns est un entier, estl'hypergraphe à n sommets de degré sortant d+ 1 et m+ ns hyperars de degré s, onstruit àpartir de l'hypergraphe de Kautz HK+(d; n; s;m) auquel sont ajoutés un hyperar de haquegroupe émetteur vers lui-même.Nous remarquons que les ressoures de HK+(d; sdD�1(d + 1); s; dD�1(d + 1)) sont lesmêmes que elles de SK(s; d;D), en termes de nombre de n÷uds, nombre et degré desOPS et nombre d'émetteurs et de réepteurs. Toutefois, le diamètre de es deux réseaux estdi�érent. Par exemple, le diamètre de HK+(5; 45000; 12; 3750) est au plus 3, alors que lediamètre de SK(12; 5; 5) est 5.Nous laisserons l'étude approfondie de es réseaux ouverte.
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Fig. 6.18 � Hypergraphe de de Bruijn généralisé HdB2(2; 72; 4; 36), ave OTIS.
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Chapitre 7Protetion dans les réseaux WDMLes réseaux de ommuniations optiques utilisant la tehnologie WDM onnaissent au-jourd'hui un engouement très important. Les réseaux futurs et bon nombre de réseaux deommuniations optiques déjà mis en plae par les opérateurs utilisent ette tehnologie. Labande passante o�erte par une seule �bre en WDM, bien supérieure à 1 Tbits/s (voir setion3.3.2 page 35) et des systèmes ommeriaux à 1 Tbits/s/�bre sont annonés. Cei permetde se rapproher des besoins et des désirs toujours grandissants des utilisateurs. Devant levolume de données traversant les réseaux, il est aujourd'hui indispensable d'assurer la onti-nuité fae aux pannes, une interruption du tra� n'étant aeptable ni par l'opérateur ni parl'utilisateur.Dans e hapitre, nous nous intéressons à la séurisation des réseaux WDM [MM00℄,et plus partiulièrement à la séurisation par protetion [ZS00℄ qui onsiste à utiliser desressoures prédéterminées et dédiées pour rétablir un hemin a�eté par une panne. Cetteméthode de séurisation est à opposer à la séurisation par restauration dynamique quionsiste à aluler puis à établir de nouvelles routes pour le tra� interrompu par une panne,en fontion des ressoures disponibles dans le réseau au moment de la panne. Il existe dondeux méthodes de séurisation des réseaux WDM, l'une dynamique, la restauration, quidépend des ressoures disponibles au moment de la panne pour assurer la faisabilité du ré-tablissement du tra�, et l'autre, statique, la protetion, qui impose un surdimensionnementdu réseau a�n de garantir le rétablissement du tra�. De plus, le temps néessaire au rétablis-sement du tra� ave la restauration est plus important que elui de la protetion, ar dansla restauration, une reon�guration de n÷uds intermédiaires est néessaire, e qui impliquedes éhanges onertés d'informations.Remarquons que nous ne onsidérons que des pannes de liens, les équipements de n÷uds(ou brasseurs) étant généralement auto-protégés, 'est-à-dire que haque brasseur est doubléet que la défaillane de l'un entraîne automatiquement l'utilisation de l'autre. Les pannesde liens orrespondent à la rupture d'une ou plusieurs �bres optiques, souvent due à uneintervention humaine (utilisation de bulldozer dans des hantiers). Nous onsidérerons qu'àun instant donné, un seul lien peut être a�eté par une panne.Notre objetif, dans e hapitre, est de dérire les di�érentes stratégies pouvant êtreutilisées pour la séurisation par protetion du réseau. Nous montrerons que es tehniquesn'engendrent pas le même dimensionnement du réseau, et nous mettrons l'aent sur le125



126 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMrapport entre le dimensionnement du réseau et la omplexité de alul et de mise en ÷uvrede es tehniques.Nous ommençons par présenter, dans la setion 7.1, la modélisation des réseaux WDMque nous utiliserons par la suite. Nous rappellerons les grandes problématiques liées à esréseaux, et nous dérirons di�érents fateurs intervenants dans leur oût, montrant à euxseuls la di�ulté des problèmes d'optimisation étudiés sur les réseaux WDM. En partiulier,nous disuterons de la pertinene des fontions de oût les plus fréquemment employées. Puis,nous présenterons des méthodes de séurisation par protetion, ave tout d'abord, dans lasetion 7.2, des méthodes de protetion de l'instane, et dans la setion 7.3, des méthodesde protetion du réseau, 'est-à-dire dont le résultat peut être déterminé indépendammentde l'instane. En�n, dans la setion 7.4, nous étudierons le as partiulier de la protetionpar yles de l'instane de ommuniation all-to-all dans le as où la topologie du réseau estelle d'un yle.7.1 Réseaux WDMLa thèse de Beauquier [Bea00℄ et l'artile [Bea99℄ représentent un exellent état de l'artde la tehnologie et de ertaines problématiques (routage, alloation de longueurs d'ondes)assoiées aux réseaux de ommuniations optiques utilisant la tehnologie WDM. Le leteurest don invité à les onsulter pour approfondir les notions que nous abordons dans ettesetion.7.1.1 Modélisation d'un réseau WDMUn réseau de ommuniations tout-optique, utilisant le multiplexage en longueurs d'onde,est modélisé par un graphe ou un multigraphe orienté G = (V;A), généralement symétrique.Les sommets orrespondent aux n÷uds du réseau et les ars aux liens physiques en �breoptique. Si une �bre reliant deux n÷uds x et y du réseau permet la transmission simultanéede l longueurs d'onde, alors l'ar orrespondant du graphe G aura soit une apaité l, soit ilsera transformé en l ars parallèles, haun ayant une apaité unitaire.Nous ajoutons un élément supplémentaire dans ette modélisation ave le graphe non-orienté UG assoié au graphe G. Le graphe UG est le graphe simple tel que V (UG) = V (G)et où il existe une arête entre les sommets u et v de UG si il existe un ar de u à v ou de v àu dans G. De plus, les arêtes multiples sont réduites à une unique arête. Ce graphe permetd'utiliser la notion de routage arête-disjoint dans un réseau.Remarque Le modèle non-orienté des réseaux de ommuniation tout-optiques orrespondau as où les requêtes de onnexion sont symétriques et sous la ontrainte d'être routéesdeux-à-deux par des hemins symétriques et sur la même longueur d'onde.7.1.2 Optimisation et approximationLes problématiques liées aux réseaux de ommuniation WDM étant majoritairement desproblèmes d'optimisation, il est intéressant de rappeler la dé�nition formelle de es problèmes



7.1. RÉSEAUX WDM 127[CCPS98, ACG+99℄.Dé�nition 7.1.1 Un problème d'optimisation P est donné par un ensemble I d'ins-tanes (entrées), un ensemble S de solutions (sorties), une fontion s : I ! P(S) desinstanes vers les parties des solutions aeptables, une fontion val : I � S ! N mesurantla qualité val(I; S) de la solution S 2 s(I) pour l'instane I, et un objetif min ou max, quionsiste à trouver une solution S 2 s(I) qui minimise (min) ou maximise (max) val(I; S).Dé�nition 7.1.2 Un problème de déision D est donné par un ensemble I d'instanes(entrées), un ensemble S de solutions (sorties), une fontion s : I ! P(S) des instanesvers les parties des solutions aeptables, une fontion val : I � S ! N mesurant la qualitéval(I; S) de la solution S 2 s(I) pour l'instane I, un entier k et une question : � existe-t-ilune solution S 2 s(I) telle que val(I; S) � k ? � dans le as d'un problème de minimisation,ou � existe-t-il une solution S 2 s(I) telle que val(I; S) � k ? � dans le as d'un problèmede maximisation.Un problème de déision D est NP-omplet s'il est dans la lasse de omplexité NP ets'il existe une rédution polyn�miale de tout autre problème de NP vers le problème D. Unproblème d'optimisation est dit � NP-di�ile � si sa version déisionnelle est NP-omplète[GJ79℄.Pour les problèmes d'optimisation NP-di�iles, il est intéressant de trouver des algo-rithmes d'approximation [Ho97℄ produisant en temps polyn�mial une solution aeptable.Dé�nition 7.1.3 Un algorithme d'approximation A pour un problème d'optimisationP est un algorithme déterministe dont le temps d'exéution est polyn�mial en la taille del'entrée et qui rend une solution aeptable.Notons OPT (I) la valeur d'une solution optimale d'un problème d'optimisation P , etval(I; A(I)) la valeur de la solution produite par l'algorithme d'approximation A pour l'entréeI. Un algorithme d'approximation possède un fateur d'approximation (absolu) � si pourtoute instane I, OPT (I)val(I;A(I)) � � pour un problème de maximisation et val(I;A(I))OPT (I) � � pour unproblème de minimisation.7.1.3 Routage et oloration dans les réseaux WDMNous itons ii quelques problématiques liées aux routage et à l'alloation de longueursd'onde dans les réseaux WDM, ainsi que la omplexité de es problèmes.Problème 7.1.4 (Routage Optique)Entrée : Un (multi)graphe G et une instane I de requêtes dans GSortie : Une alloation de hemins et de ouleurs aux requêtes, telle que deuxhemins utilisant le même lien ont des ouleurs di�érentesObjetif : Minimiser le nombre de ouleurs utiliséesNotons �!w (G; I) le nombre de ouleurs d'une solution optimale si le graphe G est orienté,et w(G; I) si le graphe G est non-orienté.



128 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMProblème de déision assoié 7.1.5 (Routage Optique)Données : Un graphe G, une instane I et un entier kQuestion : Existe-t-il un routage optique pour (G; I) utilisant au plus k ouleurs ?Le problème de déision 7.1.5 est NP-omplet [EJ96℄. Aussi, le problème du routageoptique est NP-di�ile.La résolution du problème 7.1.4 fournit le routage en sortie. Si le routage est donnéomme une partie de l'entrée, le problème devient un problème de oloration de hemins, equi équivaut à résoudre le problème de la oloration des sommets du graphe de on�it assoié(dé�ni i-dessous), de telle sorte que deux sommets adjaents sont olorés di�éremment. Lenombre de ouleurs néessaires pour olorer les sommets du graphe de on�it est appelénombre hromatique. Le problème de la oloration des sommets d'un graphe est onnupour être NP-omplet [JT95℄.Dé�nition 7.1.6 Le graphe de on�it assoié à un routage R dans un graphe G (orientéou non) est le graphe non-orienté dont les sommets représentent les hemins de R et tel quedeux sommets sont adjaents si et seulement si les hemins orrespondants partagent un liende G.Notons �!w (G; I; R) le nombre hromatique du graphe des on�its d'un routage R réalisantl'instane I dans un graphe orienté G, et w(G; I; R) si le graphe G est non-orienté. Nousavons �!w (G; I) = minR�!w (G; I; R) et w(G; I) = minR w(G; I; R).Problème 7.1.7 (Charge)Entrée : Un (multi)graphe G et une instane I de requêtes dans GSortie : Une alloation de hemins aux requêtes (un routage R)Objetif : Minimiser la harge du routageProblème de déision assoié 7.1.8 (Charge)Données : Un graphe G, une instane I et un entier kQuestion : Existe-t-il un routage pour (G; I) de harge maximale k ?Notons �!� (G; I) la harge d'une solution optimale si le graphe G est orienté, et w(G; I) sile graphe G est non-orienté. Si le routage R est donné, alors sa harge est notée �!� (G; I; R)ou �(G; I; R). Nous avons �!� (G; I) = minR�!� (G; I; R) et �(G; I) = minR �(G; I; R).Le problème de déision 7.1.8 est NP-omplet [EIS76℄. Le problème 7.1.7 est don NP-di�ile.Il a été montré que pour un graphe G et une instane I, il n'existe pas toujours de rou-tage R tel que �!� (G; I; R) = �!� (G; I) et �!w (G; I; R) = �!w (G; I), [Bea00℄. De plus �!� (G; I) ��!w (G; I). Ces résultats ont motivé la reherhe de la aratérisation des graphes et des ins-tanes tels que �!� (G; I) = �!w (G; I).



7.1. RÉSEAUX WDM 129Si l'instane de ommuniation est une di�usion ou une distribution, alors le problèmedu routage optique se résout en temps polyn�mial et �!� (G; I) = �!w (G; I), [BHP98℄. Il en estde même pour de nombreux graphes ave l'instane all-to-all, [Bea99, BPT99℄. D'autre part,si le graphe G est une étoile ou une pieuvre, alors le routage optique se résout polyn�miale-ment, pour toute instane, ave �!� (G; I) = �!w (G; I), [Bea99℄. En�n, dans le as des arbres,ou le routage est unique, un algorithme d'approximation produit une solution ave 3�!� (G;I)2ouleurs, [EJK+99℄.La résolution du problème du routage optique peut tirer pro�t de l'utilisation de onver-tisseurs optiques. Ii, nous onsidérons qu'un onvertisseur a une entrée et une sortie. Ainsi,un même n÷ud du réseau peut ontenir plusieurs onvertisseurs.Problème 7.1.9 (Plaement de onvertisseurs)Entrée : Un (multi)graphe G et une instane I de requêtes dans GSortie : Une alloation de hemins et de ouleurs aux requêtes (un routage R)et un plaement C de onvertisseurs, tels que �!� (G; I) = �!� (G; I; R) =�!w (G; I; R; C)Objetif : Minimiser le nombre de onvertisseursProblème de déision assoié 7.1.10 (Plaement de onvertisseurs)Données : Un graphe G, une instane I et un entier kQuestion : Existe-t-il un plaement de k onvertisseurs tel qu'il existe un routageoptique pour (G; I) de �!� (G; I) ?Dans les problèmes 7.1.9 et 7.1.10, un hemin peut reevoir plusieurs longueurs d'onde,haune orrespondant à une partie de son routage, du fait de l'utilisation de onvertisseurs.Le problème de déision 7.1.10 est NP-di�ile, ar il inlut le problème du routage optique[Wa00, KK99℄. Toutefois, si le nombre de onvertisseurs est su�samment grand, alors legraphe peut être déoupé en petits graphes pour lesquels le problème du routage optique serésout polyn�mialement (étoiles,. . .). Le problème onsiste alors à minimiser le nombre deonvertisseurs néessaires à l'obtention d'un tel résultat. Ce problème demeure tout de mêmeNP-omplet [Wa00, Tog00℄. De nombreuses études se sont portées sur la minimisation et leplaement de onvertisseurs, dont [RS98b, SAS96, SAS99, Gar98, RM88, TS99℄.Une formulation mathématique de es problèmes se fait sous la forme d'un programmelinéaire en nombres entiers exprimant un problème de �ot ou de multi�ot (multi-ommodity�ow) en variables entières. Un problème de �ot apparaît lorsque l'instane de ommuniationontient une soure et/ou une destination unique, et la résolution d'un tel problème prend untemps polyn�mial [FF62℄. Un problème de multi�ot dénote une instane de ommuniationà plusieurs soures et plusieurs destinations. La di�ulté de sa résolution dépend bien surde la omplexité du problème, omme nous l'avons vu dans la setion 2.4.3. Il est intéressantde remarquer qu'un multi�ot en variables frationnaires se résout en temps polyn�mial parrapport à la taille du programme linéaire (nombre de variables et nombre d'équations). De



130 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMe fait, de nombreux algorithmes d'approximation utilisent une relaxation frationnaire deleurs variables [CFK+01b℄. Le leteur pourra se reporter aux ouvrages [FF62, LP86, GGL95,CCPS98℄ pour de plus amples informations sur la programmation linéaire et les problèmesde (multi)�ots.7.1.4 Fontions de oûtsDans ette setion, nous dérivons des fateurs intervenant dans le oût d'un réseau deommuniation tout-optique utilisant la tehnologie WDM. Nous nous attahons à montrerla di�ulté de la prise en ompte de haque élément dans une fontion de oût du réseau.Nous indiquons de plus de quelle façon es éléments in�uenent le routage d'une instane derequêtes de ommuniation et don le dimensionnement du réseau.Coût des n÷uds MIEOLe oût d'un multiplexeur à insertions/extrations optiques, que nous avons présentédans la setion 3.3.4 page 38, dépend de son nombre de ports d'insertions et d'extrations.Les MIEO ont toujours le même nombre de ports d'insertions et d'extrations. De plus, leoût d'un MIEO varie par paliers, selon une fontion similaire à elle représentée dans la�gure 7.1, les paliers orrespondant à des nombres de ports (8, 16, 32, 64, . . .). En e�et, lesopérateurs ne disposent pas de MIEO de toutes tailles, pour des raisons évidentes de oûts,de omplexité et d'évolutions possibles du réseau.

8 161

coût

32

nombre de ports
d’un MIEOFig. 7.1 � Coût par palier d'un MIEO en fontion de son nombre de portsNotons MIEO(k) le oût d'un MIEO a k ports d'insertions et d'extrations. Ce oût aune partie �xe dépendant du nombre maximum de ports, f(k), telle que 2f(k) > f(2k), etune partie variable, linéaire, proportionnelle au nombre de ports e�etivement utilisés, bk.De plus, le oût d'un MIEO est borné supérieurement par le oût of de l'ouverture omplèted'une �bre. Généralement, on onsidère que l'ouverture omplète de la �bre est néessairedès que le rapport entre le nombre de ports d'un MIEO et le nombre maximum de longueursd'ondes que peut transporter la �bre optique orrespondante est supérieur à 14 .Finalement, nous avons MIEO(k) = min ff(k) + bk; ofg, et de plus 2MIEO(k) > MIEO(2k).



7.1. RÉSEAUX WDM 131Un MIEO est plaé sur une unique �bre dans un n÷ud u du réseau. Son nombre de portsest égal au maximum entre le nombre de requêtes se terminant au n÷ud u en arrivant parette �bre et le nombre de requêtes ommençant au n÷ud u en empruntant ette �bre. Lataille et le oût d'un MIEO dépendent don fortement de l'instane de ommuniation et deson routage.Coût de n÷udDans un réseau de ommuniation WDM, nous plaçons à haque extrémité d'une requêteun multiplexeur à insertion/extration életronique (MIE), présenté dans la setion 3.3.5page 39. Il fait o�e de transpondeur (émetteur/réepteur optique) et réalise l'interfaeentre les signaux optique et les signaux életrique.Comme une requête n'a qu'une seule de es extrémités dans un même n÷ud du réseau,elle n'utilise que la moitié d'un MIE. L'autre moitié pourra être utilisée par une autre requête,si le port requis du MIE est libre, 'est-à-dire si le port de réeption est libre alors il pourraêtre utilisé par une requête ayant son extrémité dans e n÷ud, et si son port d'émission estlibre, alors il pourra être utilisé par une requête ayant sa soure dans e n÷ud. De plus, eipeut être e�etué indépendamment de la longueur d'onde attribuée à haune des requêtes.Le oût d'un n÷ud dépend du nombre de MIE qu'il ontient, 'est-à-dire du nombrede requêtes ayant une extrémité en e n÷ud. Si l'instane de ommuniation est modéliséepar un graphe logique I, alors le oût dû aux MIE dans un n÷ud u est proportionnel àmax fd�(u); d+(u)g. Notons MIE le oût unitaire d'un MIE. Le oût dû aux MIE dans leréseau G est CMIE(G) = MIE Xu2V (I)max�d�(u); d+(u)	 � jIjMIECoût de transmissionNous avons vu dans la setion 3.2.7 page 33, que lorsqu'un signal optique parours unelongue distane dans une �bre optique, il onnaît une ertaine atténuation. Si la distaneparourue est importante, le signal peut devenir bruité ou trop faible pour être déteté. Desampli�ateurs sont alors disposés à intervalles réguliers1, atuellement tous les 50-100 km.Appelons L0 ette distane. Nous avons également préisé dans la setion 3.2.7 qu'un signaloptique ne peut être ampli�é autant de fois que l'on veut, du fait de l'apparition de bruits.Ainsi, le signal optique doit être régénéré après la traversée de plusieurs ampli�ateurs, 'est-à-dire si la distane parourue est grande, a�n d'éliminer le bruit. Atuellement les signauxoptiques sont régénérés tous les 700 km ave les systèmes lassiques et tous les 3000 à 5000km ave l'ampli�ation Raman. Appelons L1 ette distane.Notons L(u; v) la longueur total d'un hemin pour une requête du n÷ud u au n÷ud vdu réseau, CAmp le oût d'un ampli�ateur (pour un signal optique), et CReg le oût d'unrégénérateur. Nous avons :1Dans la pratique, la régularité de l'espaement est souvent ompromise par la géographie et la possibilitéde plaer des bâtiments en � pleine nature �
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Fig. 7.2 � Ré-ampli�ation et régénération d'un signal optique� Dans le adre des réseaux urbains, le oût de transmission ne s'applique pas, ou peutêtre onsidéré omme onstant. En e�et, la distane L(u; v) est su�samment faiblepour que l'ampli�ation des signaux optiques ne soit pas néessaire.� Dans les réseaux régionaux ou inter-régionaux, les distanes parourues sont généra-lement onsidérées omme inférieures à 500 km. Ainsi, dans es réseaux, l'utilisationde régénérateurs n'est pas néessaire et seul le oût d'ampli�ation intervient dans leoût de transmission. Ce oût est alors CAmp � �lL(u;v)L0 m� 1�.� Les réseaux longue distane (européen, interontinentaux, . . .), néessitent l'utilisationde régénérateurs. Nous ajoutons don au oût de transmission le oût de régénération :CReg � �lL(u;v)L1 m� 1�.Ainsi, le oût de transmission dans un réseau, pour une requête de u vers v, est :CTrans(u; v) = 8>><>>: te si L(u; v) < L0CAmp � �lL(u;v)L0 m� 1� si L0 � L(u; v) � L1CAmp � �lL(u;v)L0 m� 1� + CReg � �lL(u;v)L1 m� 1� si L(u; v) > L1Ave une telle formulation, le oût de transmission peut être approximé par une valeurproportionnelle à la distane optique parourue dans le réseau : CTrans(u; v) = �L(u; v).Aussi, il su�t de hoisir pour haque ar du réseau un poids proportionnel à sa longueurpour inlure simplement le oût de transmission dans le hoix du routage.Réemment, une étude de la perte d'énergie d'un signal optique en fontion du nombre den÷uds de routage tout optique traversés et des omposants utilisés dans leur fabriation, amontré qu'au delà de 5 n÷uds traversés (où la �bre est ouverte), le signal doit être régénéré,et e indépendamment de la distane parourue [Mut01℄. Cependant, dans notre modèle,nous ne onsidérons pas e fateur.Coût des onvertisseurs optiquesL'utilisation de onvertisseurs optiques dans un réseau WDM permet de simpli�er leroutage optique, omme nous l'avons évoqué dans la setion 7.1.3. Le oût des onvertisseursest linéaire par rapport à leur nombre. Ainsi, CCONV (G) = Convr, où r est le nombre deonvertisseurs du réseau. De plus, le oût de onversion est lié au routage optique, qu'ilin�uene.



7.2. PROTECTION DE L'INSTANCE 133DisussionNous avons présenté di�érents éléments intervenant dans le oût des réseaux WDM. Nousallons maintenant disuter de leur partiipation dans le oût du réseau et de leur in�uenesur son dimensionnement.Étant donnés un graphe G et une instane de ommuniation I, le oût des n÷uds duréseau dû aux MIE est �xé par l'instane. Il pourra don être onsidéré omme onstant.Toutefois, il peut arriver que la résolution d'un problème requiert l'introdution de requêtessupplémentaires, omme nous le verrons par la suite dans ertains problème de protetion.Dans e as, si I 0 dénote l'ensemble des requêtes ajoutées, alors il faudra herher à minimiserjI 0j, pour minimiser le oût des n÷uds.Le oût des MIEO est di�ile à exploiter dans les problèmes d'optimisation du fait qu'iln'est pas linéaire et qu'il est supérieurement borné. Ce oût pourra toutefois être onsidérédans les problèmes de groupage de tra� [GRS00℄.Le oût de transmission peut être approximé par une pondération des ars du réseau.Ainsi, il est faile de le prendre en ompte.Le oût induit par le nombre de sommets traversés par une requête peut être inlu dansl'approximation du oût de transmission, en ajoutant une même valeur à tous les ars duréseau.Dans es oûts, nous trouvons également le nombre de longueurs d'ondes utilisées dontla minimisation est un des problèmes les plus étudiés. Dans le adre du dimensionnementd'un réseau, le nombre de longueurs d'ondes sera plut�t onsidéré omme une ontraintetehnologique, et une réponse a�rmative au problème de déision 7.1.5 pourra être su�sante.Le problème de la harge est relié au nombre de �bres optiques à plaer le long d'unaxe du réseau pour garantir la faisabilité du routage de l'instane. Ce oût est généralementonsidéré omme très important. Nous verrons dans les problèmes de protetion qu'un mau-vais équilibrage de la harge peut avoir de très graves onséquenes sur le oût d'un réseaudu fait du sur-dimensionnement requis par la protetion. Le problème de la harge est alorsrelié au oût dû aux MIE.Nous pourrions également onsidérer le oût de la mise en plae des �bres optiques ouoût de tranhées, qui orrespond au oût des travaux néessaires pour poser des entainesvoir des milliers de kilomètres de �bres optiques entre des villes. Néanmoins, e oût peutêtre onsidéré omme une onstante du réseau.Finalement, une fontion de oût liée à la harge du réseau semble la plus � simple � àmanipuler et la plus pertinente. Le oût de transmission est également simple à manipuler,mais il ne peut être onsidéré en même temps que la harge, ar il représente un ritèredi�érent, et les problèmes d'optimisation multi-ritères sont très di�iles à résoudre.7.2 Protetion de l'instaneLa séurisation par protetion des requêtes d'une instane de ommuniation onsisteà préétablir et à réserver, pour haque requête, des ressoures qui seront utilisées pour re-router des requêtes a�etées par une panne [ACB97, TDDC98, CBG00, ZS00℄. Ces ressourespourront être exlusives, 'est-à-dire que haque requête aura ses propres ressoures de pro-



134 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMtetion, ou partagées pour la protetion d'un ensemble restreint de requêtes. Le degré departage des ressoures de protetion dépend du niveau de protetion reherhé. D'autrepart, nous onsidérons le as ou une seule panne peut survenir dans le réseau à un instantdonné.Dans ette setion, nous présentons la tehnique de protetion 1 + 1 qui permet d'évitertoute interruption de tra�, la protetion 1 : 1, autorisant de très faibles temps de séu-risation, la protetion M : N , opérant un partage de ressoures lorsque les requêtes sontnombreuses, et en�n la protetion par sous-réseaux qui autorise un important partage desressoures de protetions.7.2.1 Protetion 1 + 1 et 1 : 1Une méthode simple de séurisation par protetion d'un réseau WDM onsiste à établirpour haque requête deux anaux de ommuniations disjoints ; 'est-à-dire qu'ils orres-pondent à deux hemins arêtes disjoints dans le graphe simple non-orienté UG assoié auréseau (le réseau est modélisé par un (multi)graphe orienté G, et le graphe UG est obtenu ensupprimant l'orientation des ars et les arêtes multiples). L'un des deux hemins est utiliséomme hemin de travail et l'autre omme hemin de protetion.Cette méthode de protetion se déline sous deux formes : La protetion 1 : 1 (un pourun) et la protetion 1+1 (un plus un). Dans la protetion 1 : 1, si un anal de ommuniationest interrompu par une panne, alors le tra� est automatiquement basulé sur le anal deprotetion assoié. Comme haque anal de protetion est dédié à un anal de travail, letemps de basule est faible (50 ms) et don la durée de l'interruption du tra� est égalementfaible. Toutefois, des pertes de données peuvent survenir lors de la panne.La protetion 1 + 1 est une variante de la protetion 1 : 1 permettant d'éliminer touteinterruption de tra�. Pour ela, le tra� est dupliqué et envoyé simultanément sur le heminde travail et le hemin de protetion. Le destinataire reçoit don deux fois les mêmes données,éventuellement ave un faible déalage dû à la di�érene de longueur entre les deux hemins,et déide quel anal reevoir. Lors d'une panne, le réepteur pourra être amené à hanger sonanal de réeption, introduisant ainsi une petite de données (si auun bu�er n'est utilisé),sans perte de ommuniation.Les problématiques des protetions 1 + 1 et 1 : 1 sont identiques, et s'expriment formel-lement de la façon suivante :Problème 7.2.1 (Protetion 1 + 1, 1 : 1)Entrée : Un graphe G, une instane I de requêtes dans GSortie : Un routage prinipal R et un routage de protetion R0 tels que le routagede toute requête i 2 I dans R est disjoint de son routage dans R0Objetif : Minimiser la harge du routage R +R0Ce problème est onnu pour être NP-omplet, et peut se modéliser omme un multi�oten variables binaires, omme nous le verrons dans la setion 7.2.3.
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PanneFig. 7.3 � Protetion 1 + 1, 1 : 1.7.2.2 Paire de hemins disjoints de poids minimumDans le adre de la protetion 1 : 1, nous nous sommes intéressés au problème de trou-ver, entre deux sommets d'un réseau, deux hemins disjoints dont la somme des oûts soitminimale.Problème 7.2.2 (Paire de hemins disjoints de poids minimum)Entrée : Un graphe orienté G, une fontion de poids ! sur les ars et deux som-mets s et tSortie : Deux hemins disjoints de s à tObjetif : Minimiser la somme des poids des deux hemins disjoints de s à tCe problème est polyn�mial et pourra être résolu par un algorithme de �ot de poidsminimum [GT88, Orl88, CCPS98℄. Toutefois, la résolution de e problème par ette méthodea une omplexité que nous jugeons trop grande : O(n2(m+n log n) logn) [GT88℄ et O(m(m+n logn) log n) [Orl88℄, le alul de ette omplexité ne prenant pas en onsidération la taille del'instane, qui est ii de 2. Par ontre, Suurballe et Tarjan [ST84℄ ont proposé un algorithmepour résoudre le problème 7.2.2 en temps O(m+ n logn).Nous avons proposé un algorithme inrémental pour le problème 7.2.2 en O(L(m +n logn)), où L est le nombre d'ars d'un plus ourt hemin (au sens des poids) dans legraphe G. Le détails de et algorithme se trouve dans [Cou01℄. Cet algorithme n'améliorepas l'algorithme de Suurballe et Tarjan. Toutefois, nous avons hoisi de onstruire un al-gorithme inrémental a�n de fournir, depuis une soure unique et vers haun des autressommets du graphe, deux hemins disjoints dont la somme des poids est minimum. Poure deuxième problème, notre algorithme a une omplexité en O(n(m + n logn)), e qui estéquivalent à la omplexité d'un algorithme utilisant l'algorithme de Suurballe et Tarjan pourrésoudre le même problème.7.2.3 Protetion M : NUne requête unitaire d'un n÷ud x vers un n÷ud y d'un réseau orrespond à l'établisse-ment d'un hemin de x à y et à la réservation d'une longueur d'onde sur haun des arsempruntés. Représentons l'instane I de requêtes par une matrie de taille n � n notée Noù N(x; y) dénote le nombre de requêtes unitaires à établir de x vers y.Nous avons vu que la protetion 1 : 1 est une méthode simple et automatique pour laprotetion d'une requête. Toutefois, lorsque N(x; y) > 1, il faudra trouver N(x; y) hemins



136 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMde travails et leurs N(x; y) hemins de protetions (un pour haque requête unitaire). Lesressoures utilisées sont alors très importantes. La protetion M : N , où M est une matriede taille n � n telle que pour tout ouple (x; y) M(x; y) � N(x; y), permet de réduireles ressoures utilisées par la protetion en autorisant le partage de M(x; y) hemins deprotetion par N(x; y) hemins de travail.Si le volume de la requête entre deux sommets x et y est N(x; y) et que M(x; y) heminsde protetion peuvent être utilisés, alors il su�t de trouver un routage pour N(x; y)+M(x; y)requêtes untaires, sous la ontrainte que sur haque ar du réseau il n'y a pas plus de M(x; y)unités de tra�.La matrie de requêtes de protetion M peut être onstruite de plusieurs façons. Toutd'abord nous pouvons imposer la présene de d'un nombre onstantMp hemins de protetionpour haque requête I(x; y), au risque de disposer pour ertaine requêtes de plus de heminsde protetion que de hemins de travail (I(x; y) � Mp). Ensuite, nous pouvons imposerl'utilisation de k hemins disjoints, haun orrespondant à N(x;y)k�1 requêtes unitaires. Leréseau doit alors être au moins k-onnexe. En�n, nous pouvons hoisir d'utiliser le plus dehemins possibles, orrespondant alors à la oupe minimale du graphe entre les sommets x ety (arête-onnexité entre x et y). Dans tout es as, onstruire le matrie M prend un tempspolyn�mial.Modèle mathématiqueÉtant donnés un graphe orienté G = (V;A) muni d'une fontion  de apaité des ars,une instane I de requêtes surt G représentée par la matrie N et une instane I 0 de requêtesde protetion représentées par la matrie M , le problème de la protetion M : N se modélisede la façon suivante :� Variables� f(x; y; i; j) fration entière du �ot N(x; y) +M(x; y) sur l'ar (i; j)� Contraintes� Distribution du �ot sur les ars : 8(i; j) 2 A; 8x; y 2 V; f(x; y; i; j) �M(x; y)� Initialisation du �ot : � Pi2�+(x) f(x; y; x; i) = N(x; y) +M(x; y)Pi2��(x) f(x; y; i; x) = 0� Absorption du �ot : � Pi2�+(y) f(x; y; y; i) = 0Pi2��(y) f(x; y; i; y) = N(x; y) +M(x; y)� Conservation du �ot : 8i 2 V � fx; yg; Pj2��(i) f(x; y; j; i) =Pj2�+(i) f(x; y; i; j)� Capaité de l'ar (i; j) : P(x;y)2I f(x; y; i; j) � (i; j)� Objetif� Minimiser la harge du réseauIl est possible de forer le routage à suivre exatement N(x;y)+M(x;y)M(x;y) hemins disjoints,haun orrespondant àM(x; y) requêtes de travail ou de protetion. Pour ela, nous utilisonsla variable binaire b(x; y; i; j), indiquant l'utilisation ou non de l'ar (i; j) pour le �otN(x; y)+M(x; y). Les ontraintes deviennent :� Distribution du �ot sur les ars : 8(i; j) 2 A; 8x; y 2 V; b(x; y; i; j) � 1



7.2. PROTECTION DE L'INSTANCE 137� Initialisation du �ot : � Pi2�+(x)M(x; y)b(x; y; x; i) = N(x; y) +M(x; y)Pi2��(x) b(x; y; i; x) = 0� Absorption du �ot : � Pi2�+(y) b(x; y; y; i) = 0Pi2��(y)M(x; y)b(x; y; i; y) = N(x; y) +M(x; y)� Conservation du �ot : 8i 2 V � fx; yg; Pj2��(i) b(x; y; j; i) =Pj2�+(i) b(x; y; i; j)� Capaité de l'ar (i; j) : P(x;y)2I M(x; y)b(x; y; i; j) � (i; j)Le problème de la protetion 1+1 ou 1 : 1 se résout à partir de ette deuxième formulationde la protetion M : N , en posant N =M et N(x; y) = 1 pour tout ouple (x; y).Dans les problèmes de la protetion 1 + 1, 1 : 1 et M : N , il est possible de résoudre leproblème de l'alloation de longueurs d'onde en même temps que le problème de la harge.Toutefois ela rendra la résolution du problème enore plus di�ile.7.2.4 Par sous-réseaux, par ylesNous avons vu ave la protetion M : N une méthode de protetion permettant à unensemble de requêtes de partager leurs ressoures de protetion. La protetion par sous-réseaux est une autre façon de réaliser un partage des ressoures de protetion.Étant donnés un graphe G et une instane I de requêtes sur G (modélisée par un(multi)graphe également noté I), la protetion par sous-réseaux onsiste à partitionner lesrequêtes en sous-graphes Ik (Kk, Ck, . . .), haun admettant un routage disjoint dans G, quisont ensuite protégés indépendamment les uns des autres.Dans la pratique, la protetion par sous-réseaux se résume à la protetion par yles, enréférene aux Self Healing Ring (SHR) des boules SONET/SDH [GLS98℄. Dans l'exemplede la �gure 7.4, les requêtes (A;C), (C;E), (E;H) et (H;A) forment un yle. Ce yle estprotégé par un deuxième yle, irulant dans le sens ontraire. Si un lien de ommuniationdu réseau est défaillant, par exemple le lien (F;G), alors soit l'ar (F;G) est remplaé par lehemin de F à G sur le iruit de protetion, soit le hemin de E à H est basulé et remplaépar le hemin de E à H sur le iruit de protetion.Il est parfois impossible de former un yle à partir d'un ensemble de requêtes. Dans eas, on peut être amené à ajouter des � requêtes virtuelles �. Par exemple, supposons que larequête (H;A) n'existe pas. Alors, nous ajouterons une requête virtuelle pour ompléter leyle.Le problème de la protetion par yles se formalise alors de la façon suivante :Problème 7.2.3 (protetion par yles)Entrée : Un graphe G, une instane de requêtes I sur GSortie : Un routage de I, un reouvrement des arêtes de I par des yles et uneinstane I 0 de requêtes � virtuelles � ajoutées pour ompléter les ylesObjetif : Minimiser la hargeCe problème est onnu pour être en général NP-di�ile, en partiulier si l'objetif est deminimiser jIj + jI 0j [EMZ00℄. Le problème 7.2.3 utilise un routage symétrique de requêtesorientées symétriques. En e�et, la protetion d'un yle orienté se fait à l'aide d'un deuxième
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EFig. 7.4 � Exemple de protetion par sous-réseauxyle, orienté en sens inverse. Ainsi, en routant symétriquement des requêtes orientées sy-métriques, nous réservons les ressoures de protetion. Nous pourrons par exemple ajouterpour haque requête I(x; y), la requête symétrique I(y; x).Nous utiliserons ette remarque dans la setion 7.4, ou nous donnerons une solutionoptimale pour le problème de la protetion par yles dans le as où le graphe G est un yle(non-orienté ou orienté symétrique), les requêtes l'instane all-to-all (Kn ou K+n ) et où l'onherhe à minimiser le nombre de yles [BCCT01b℄. Notons que lorsque G est un yle,minimiser le nombre de yles de protetion revient à minimiser la harge.La résolution du problème 7.2.3 étant très di�ile, des heuristiques ont été proposées[EMZ00, EHS00, HO01℄. Elles onsistent à hoisir un routage R de I, puis à partitionnerles requêtes en yles, en minimisant, par exemple, le nombre de requêtes � virtuelles �néessaires à la omplétion des yles. Le problème du partitionnement des requêtes en ylesest en général NP-di�ile, même si la taille des yles est bornée [Tho97℄. Pour ontournerette di�ulté, le hoix est fait d'énumérer tous les yles de longueur inférieure à k, puisde hoisir un ensemble de yles de oût minimum (par exemple minimisant le nombre derequêtes virtuelles), ouvrant l'ensemble des requêtes. Un algorithme d'approximation defateur d'approximation inférieur à 2 (et 43 si k = 3) se déduit d'un résultat de ouverturepartielle proposé dans [GKS01℄.7.3 Protetion du réseauDans les réseaux de ommuniation optique utilisant la tehnologie WDM, la défaillaned'une �bre optique s'aompagne généralement de la défaillane de l'ensemble du faiseau de�bres empruntant la même arête du réseau (bulldozer). Dans une telle situation, il est intéres-sant de herher une méthode de protetion globale pour l'ensemble des hemins empruntantette arête.Nous présentons ii plusieurs stratégies permettant la mise en ÷uvre de la protetion du



7.3. PROTECTION DU RÉSEAU 139réseau, dont ertaines permettent de protéger le réseau indépendamment de l'instane deommuniation. Nous supposerons toujours que le routage de l'instane de ommuniationest une donnée des problèmes.7.3.1 Re-routage globalLe re-routage global onsiste à établir une table de routage de l'instane I spéi�que àhaune des pannes possibles du réseau.Re-routage global(G;UG; I; R(I))pour tout e = fx; yg 2 E(UG) faireG0  Gn f(x; y) ; (y; x)gRouter I dans G0, en minimisant la hargeLe problème du routage étant NP-omplet, e problème est NP-omplet.Cette tehnique de protetion permet de minimiser la apaité des ars du réseau. Tou-tefois, elle présente de sérieux inonvénients. Tout d'abord, les n÷uds du réseaux doiventontenir de nombreuses tables de routages (une par arête du réseau). De plus, les n÷udsdoivent être entièrement reon�gurable ar le nouveau routage peut être très di�érent duroutage initial. En�n, toutes les ommuniations du réseau sont interrompues pendant laphase de reon�guration e qui peut entraîner d'une part des pertes de données, et d'autrepart une insatisfation des utilisateurs.7.3.2 Re-routage de bout-en-boutLe re-routage de bout-en-bout onsiste à prédéterminer, pour haque arête e de UG, unnouveau routage pour toutes les requêtes a�etées par la défaillane de ette arête. L'algo-rithme suivant dérit ette méthode :Protetion de bout-en-bout(G;UG; I; R(I))pour tout e = fx; yg 2 E(UG) faireX  fi 2 I j (x; y) 2 R(i)g [ fi 2 I j (y; x) 2 R(i)gLibérer les ressoures utilisées par le routage des requêtes de X dans GG0  Gn f(x; y) ; (y; x)gRouter X dans G0 en minimisant la hargeLa harge d'une arête étant une entrée du problème, le théorème 2.4.12 page 22 nous ditque e problème est NP-omplet. Toutefois, en pratique, la taille de l'instane X peut êtreonsidérée omme bornée par la apaité de l'arête. Alors, omme le graphe G est orientésymétrique, le théorème 2.4.13 s'applique. Le problème du re-routage de bout-en-bout estdon polyn�mial si la taille de l'instane X est bornée.Cette tehnique de protetion permet de n'interrompre qu'une partie du tra� présentdans le réseau durant la phase de reon�guration. Toutefois, de même que le re-routage global,ette stratégie impose l'utilisation de routeurs omplexes, utilisant de nombreuses tables deroutages. De e fait, la protetion par re-routage de bout-en-bout est souvent onsidéréeomme une tehnique de restauration de tra� où le re-routage est alulé dynamiquement,en fontion des ressoures disponibles dans le réseau au moment de la panne.



140 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDM7.3.3 Re-routage autour de la panneCette stratégie onsiste à préétablir, pour haque ar du réseau, un ensemble de hemin deremplaements qui seront substitués à l'ar défaillant, dans haun des hemins l'empruntant.Ainsi, lorsqu'une arête fx; yg du réseau est défaillante, les routeurs situés aux n÷uds x et ybasuleront le tra�, en transit sur l'arête fx; yg, sur les hemins de substitution préétablis.De plus, les ressoures allouées à la protetion d'un ar sont partagées ave les ressouresallouées à la protetion des autres ars.Problème 7.3.1 (Re-routage autour de la panne)Entrée : Un graphe orienté G, une instane I de requêtes sur G et un routage Rdes requêtes de I sur GSortie : 8a 2 A(G); 8i 2 I; a 2 R(i), un routage de substitution RS(a; i)Objetif : Minimiser :(1) la apaité maximale allouée sur haque ar à la protetionou (2) la somme des apaités allouées à la protetionDans e problème, minimiser la apaité maximale allouée sur haque ar à la protetionrevient à répartir quasi-uniformément sur le réseau, la apaité utilisée sur haque ar pourla protetion. A l'inverse, minimiser la somme des apaités aura tendane à maximiser lepartage des ressoures de protetion, 'est-à-dire la réutilisation de mêmes ressoures.ExempleSoit G = K+6 , et soient une instane I de requêtes sur G et son routage R sur G tel que8a 2 A(G); �!� (G; I; R; a) = 4.Pour tout ouple de sommets x et y de K+6 , il existe exatement 4 hemins disjoints delongueur 2 de x à y, �(x; i; y) j i 2 A(K+6 )n fx; yg	. Don, pour toute ar (x; y), il existe unroutage de substitution de x à y de harge 1, obtenu en aheminant une unité de �ot surhaun des hemins de longueur 2. La somme des apaités allouées à la protetion sera alorsde 30. En e�et, depuis un sommet x, trouver 4 hemins disjoints de longueur 2 vers haundes 5 autres sommets fore à utiliser tous les ars du réseau, sauf les ars de la forme (i; x),et nous devons faire de même depuis haun des sommets.Si nous herhons maintenant à minimiser la somme des apaités, alors il existe aumoins une solution dont la somme est égale à 24. Pour l'obtenir, il su�t d'utiliser unique-ment les ars des iruits (0; 1; 2; 3; 4; 5; 0) et (0; 5; 4; 3; 2; 1; 0) pour onstruire le routage desubstitution. Dans e as, la apaité maximale d'un ar sera de 4.Cette exemple nous montre bien la di�érene entre les deux fontions de oûts proposéesdans le problème 7.3.1.Modèle mathématique� Variables� f(x; y; i; j) fration entière du �ot �!� (G; I; R; (x; y)) sur l'ar (i; j)� Contraintes



7.3. PROTECTION DU RÉSEAU 141� Initialisation des �ots :8(x; y) 2 A(G);( Pi2�+G(x)nfyg f(x; y; x; i) = �!� (G; I; R; a)Pi2��G(x) f(x; y; i; x) = 0� Absorption des �ots :8(x; y) 2 A(G);( Pi2��G(y)nfxg f(x; y; i; y) = �!� (G; I; R; a)Pi2�+G(y) f(x; y; y; i) = 0� Conservation du �ot :8 (x; y) 2 A(G); 8i 2 V Gn fx; yg ; Pj2��G(i) f(x; y; j; i) =Pj2�+g (i) f(x; y; i; j)� Distribution des �ots sur les ars :8(x; y) 2 A(G); 8(i; j) 2 A(G)n f(x; y) ; (y; x)g ; f(x; y; i; j) � t(i; j)� Objetif� Minimiser (1) la apaité maximale : 8 (i; j) ; t(i; j) �  ; Minimiser ou (2) la somme des apaités : Minimiser P(i;j)2A(G) t(i; j)ComplexitéProposition 7.3.2 Minimiser la apaité maximale allouée sur haque ar du réseau à laprotetion, dans le problème 7.3.1, prend un temps polyn�mial.Preuve : Lorsque l'on herhe à minimiser la apaité maximale, le problème de déisionassoié au problème 7.3.1 est : étant donné une apaité , existe-t-il une solution au problème7.3.1, telle que 8 (i; j) ; t(i; j) �  ?Lorsque la apaité maximale d'un ar du réseau est uniforme et �xée à , le problème7.3.1 revient à résoudrem problèmes de �ots indépendants dans le graphe G. Or, un problèmede �ot entier se résout en temps polyn�mial [FF62℄, don résoudre le problème de déisionassoié au problème 7.3.1 se fait en temps polyn�mial.Aussi, minimiser la apaité maximale allouée à la protetion sur haque ar du réseauprend un temps polyn�mial, dans le problème 7.3.1.La omplexité du problème 7.3.1 lorsque l'objetif est de minimiser la somme des apaitésallouées à la protetion n'a pas enore été déterminée.Proposition 7.3.3 Soit S, la somme des apaités allouées à la protetion dans le problème7.3.1. Si le graphe UG ontient un iruit hamiltonien, alors2n mina2A(G)�!� (G; I; R; a) � S � 2n maxa2A(G)�!� (G; I; R; a)Preuve : Soit Cn un iruit orienté symétrique hamiltonien. Alors, toute paire d'ars symé-triques peut être substituée par une portion de Cn n'empruntant pas es deux ars. De plus,la apaité du iruit doit être égale à la harge maximale d'un ar, maxa2A(G)�!� (G; I; R; a).Comme Cn ontient 2n ars, nous avons S � 2nmaxa2A(G)�!� (G; I; R; a). De la même façonnous obtenons la borne inférieure.



142 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDM7.3.4 Protetion par faesLa protetion par faes est une solution intermédiaire entre la protetion par re-routageautour de la panne et la protetion par sous-réseaux. Elle permet de limiter le partage desressoures de protetion.Cette méthode onsiste à partitionner les ars du graphe G, en � petits � iruits orientés�!C l, haun orrespondant à une fae du graphe. Ensuite, la protetion des ars formant eiruit sera assurée par un iruit symétrique (irulant en sens inverse dans le graphe), dontla apaité est donnée par la harge maximum des ars de �!C l. Lorsqu'un ar est sujet à unepanne il est substitué par la portion orrespondante du iruit de protetion.Il peut arriver que la partition en iruit des ars de G soit redondante, 'est-à-direqu'un même ar appartienne à plusieurs iruits. Dans e as, il est possible de partager lesressoures de protetion ommunes à plusieurs faes. Toutefois, il faudra garantir que deuxars symétriques appartiennent toujours à deux iruits disjoints.Problème 7.3.4 (Protetion par faes)Entrée : Un graphe G, une instane I de requêtes sur G et un routage R de ISortie : Une partition des ars de G en iruits orientésObjetif : Minimiser la longueur maximale de haque iruit de protetionEn limitant la longueur de haque iruits de protetions, l'allongement du hemin optiqueen as de panne est limité.Ce problème est en général NP-omplet [SG76℄. Toutefois, la protetion par faes s'ap-plique généralement aux réseaux planaires tels que les arbres d'anneaux, sur lesquels lesiruits de protetion sont induits.Les arbres d'anneaux [BPT99℄ représentent une topologie appréiée de réseaux de om-muniations. En e�et, un arbre d'anneaux est une struture réursive simple, omme lemontre la �gure 7.5. Sur un tel réseau, haque yle le omposant représente 2 faes dont laapaité est donnée par le routage.
A

B

panne

C D

E

FFig. 7.5 � Arbre d'anneaux ave une panne.



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 143Les protetions par fae et par re-routage autour de la panne peuvent être utilisées pourprotéger un réseau indépendamment de l'instane de ommuniation. En e�et, supposonsque la harge maximale d'un ar du réseau soit bornée par , alors une solution à haun dees problèmes, pour une harge donnée des ars, sera valable pour toute instane I de re-quêtes sur G dont le routage sur G est de harge �!� (G; I; R) � . Ces méthodes de protetionpourront don être utilisées lorsque l'instane de ommuniation est variable. Par exemple,les besoins des utilisateurs variant au ours d'une même journée et selon le jour de la se-maine, l'instane de ommuniation et son routage pourront être modi�és a�n de garantirune meilleure utilisation des ressoures du réseau. D'autre part, les opérateurs hoisissent gé-néralement de surdimensionner un réseau par rapport aux besoins présents, a�n d'antiiperles besoins futurs. Dans es deux as, un réseau auto-protégé pourra être appréié.7.4 Instane all-to-all sur le yleNous onsidérons ii le as partiulier de la protetion par sous-réseaux, où le réseauphysique G est un yle, l'ensemble de requêtes I est l'instane de ommuniation all-to-allet les sous-réseaux Ik sont des yles. Les requêtes partageant un même sous-réseau utilisentles mêmes ressoures de protetion.ModèlisationL'instane de ommuniation all-to-all est modélisée par le graphe omplet Kn (ou K�n)et le réseau physique par le graphe G = Cn (ou le yle orienté symétrique). Un n÷ud dugraphe physique orrespond à un sommet du graphe logique, et une arête (ar) du graphelogique orrespond à un hemin du graphe physique.Nous allons herher à répartir les arêtes de I = Kn dans des sous-graphes Ik = Ck, detelle façon que les sous graphes Ik admettent un routage disjoint dans le graphe G = Cn.L'un des objetifs de la protetion par sous-réseaux étant de réduire le oût du réseau,nous allons herher à minimiser le nombre des Ik.Nous illustrons notre problème ave l'exemple de la �gure 7.6, où G = C4 et I = K4. Unepremière solution onsiste à utiliser les deux C4 (1; 2; 3; 4; 1) et (1; 3; 4; 2; 1), omme illustrépar la �gure 7.6.(), mais il n'existe pas de routage arête disjoint pour le yle (1; 3; 4; 2; 1).Une deuxième solution, représentée sur la �gure 7.6.(d), onsiste à utiliser le C4 (1; 2; 3; 4; 1)et les deux C3 (1; 2; 4; 1) et (1; 3; 4; 1). Cette solution satisfait la ontrainte de routage disjointsur G.DRC-ouvertureLe reouvrement des arêtes d'un graphe I par des sous-graphes Ik, d'un ertain type(Ki, Ci, . . .) onsiste à répartir les arêtes de I dans des sous graphes Ik de telle façon quehaque arête de I appartienne à au moins un Ik. Cette notion est di�érente de elle de lapartition des arêtes où haque arête de I doit appartenir à exatement un Ik. L'objetif d'unreouvrement des arêtes est bien sûr de minimiser le nombre de sous-graphes.
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4 3Cyles logiques Plongementd) Couverture par 1 C4 et 2 C3Fig. 7.6 � Exemple de ouverture par des yles.



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 145Nous ajoutons une ontrainte au problème de reouvrement des arêtes, en imposant quehaque arête de I soit assoiée à un hemin dans un graphe G, ave V (I) � V (G), tel queles hemins assoiés aux arêtes onstituant un Ik soient sommets disjoints (exepté à leursextrémités). La ontrainte ajoutée est appelée ontrainte de routage disjoint et notéeDRC, et nous parlerons deDRC-ouverture d'un graphe I par rapport à un graphe G pourexprimer le reouvrement des arêtes de I par des sous-graphes Ik satisfaisant la ontraintede routage disjoint sur G. Ce problème se formalise de la façon suivante :Problème 7.4.1 (DRC-ouverture)Entrée : Un graphe ible G et un graphe logique I, tels que V (I) � V (G)Sortie : Un reouvrement des arêtes de I par des sous-graphes Ik, d'un ertaintype, telle que haque arête de I soit assoiée à un hemin dans G et telque les arêtes de haun des Ik aient un routage sommets disjoint dansGObjetif : Minimiser le nombre des IkProblème de déision assoié 7.4.2 (DRCouverture)Données : Un graphe ible G, un graphe logique I et un entier lQuestion : Existe-t-il une DRC-ouverture de I par rapport à G utilisant moins del sous-graphes Ik ?Remarquons que la DRC-ouverture n'existe pas toujours. En e�et, supposons que legraphe G soit le yle C3 = (0; 1; 2; 0) et que E(I) = ff0; 1g ; f1; 2gg. Si les Ik sont des C3,alors la ouverture ne peut être onstruite. Dans e as, nous pourrons ajouter au graphe Iles arêtes d'un graphe I 0 permettant l'existene de la ouverture. Alors, il faudra minimisernon seulement le nombre des sous-graphes Ik, mais aussi le nombre d'arêtes ontenues dansle graphe I 0. Cette remarque motive l'utilisation d'un reouvrement et non d'une partition.En e�et, dans le reouvrement, des arêtes du graphe I peuvent être ouvertes plusieurs fois,e qui est bien équivalant à ajouter des arêtes au graphe I pour en onstruire une partition.Dans la suite, sauf indiation expliite, nous onsidérerons que le graphe I est tel qu'ilexiste une DRC-ouverture.Le problème de la DRC-ouverture est NP-di�ile, même si le graphe G est un yle. Ene�et, si le graphe G est un yle et si de plus les sous-graphes Ik sont des yles, alors nouspouvons faire une analogie ave le problème du routage optique en assoiant une ouleur àhaque yle et, inversement, en onstruisant un yle à partir des requêtes ayant la mêmeouleur. Or, le problème du routage optique est NP-di�ile sur le yle [EJ96℄.De nombreuses études traitent du problème de la ouverture des arêtes de Kn par desgraphes omplets Kk, k � n. Ce problème est onnu sous le nom de overing design pro-blem [MM92, DS92, Sti96℄. De plus, le problème de trouver une ouverture parfaite desarêtes de Kn (haque arête est ouverte exatement une fois) est équivalent au problèmede partitionnement des arêtes qui est ainsi relié à l'existene d'une (n; k; 1)G-on�guration[Hei96, LR92℄.



146 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMG-on�gurationNotons �Kn (�K�n) le multigraphe omplet à n sommets où deux sommets quelonquessont joints par � arêtes (ars).Dé�nition 7.4.3 Soit G un graphe simple à k sommets. Une (n; k; �)G-on�gurationonsiste en une partition des arêtes (ars) de �Kn (�K�n) en sous graphes partiels isomorphesà G. Une (n; k; �)G-on�guration est équilibrée si haque sommet appartient au mêmenombre de sous graphes partiels.Cette dé�nition a été introduite pour les graphesG simples [HR72℄ sous le nom de balanedG-on�guration. Le leteur est invité à onsulter la thèse de Bermond [Ber75℄ ainsi que [BS75,CD96, Hei96, LR92℄ pour obtenir de plus amples informations sur les G-on�gurations.7.4.1 Résultats onnexesDu fait de la ontrainte de routage disjoint, notre problème de ouverture n'a pas d'équi-valent sous ette forme dans la littérature. En revanhe, si nous ne onsidérons pas etteontrainte, des résultats existent pour la ouverture par des yles des arêtes de Kn, et desars de K�n [MM92, SR82, Hei96, LR92, BS77, BHS78, Ber75℄. Les quatre résultats suivantsdéterminent le nombre de yles néessaires à ette ouverture, pour des yles de longueur3 et pour des yles de longueur 4.Théorème 7.4.4 ([MM92, SR82℄) Le nombre minimum de yles de longueur 3 nées-saires à la ouverture des arêtes de Kn est�n3 �n� 12 ��Théorème 7.4.5 ([Ber75℄) Le nombre minimum de yles de longueur 4 néessaire à laouverture des arêtes de Kn est�n4 �n� 12 ��+ �(n) ave �(n) = � 1 si n � 3 mod 80 sinon.Théorème 7.4.6 ([Ber75℄) Le nombre minimum de �!C 3 néessaire à la ouverture des arsde K�n est 8<: 12 si n = 6;n(n�1)3 si n � 0 ou 1 mod 3;n(n�1)+43 si n � 2 mod 3:Théorème 7.4.7 ([Ber75℄) Le nombre minimum de �!C 4 néessaire à la ouverture des arsde K�n est, pour n > 4, �n(n� 1)4 �



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 147Le problème du routage optique (problème 7.1.4 page 127) est très prohe de notreproblème.Proposition 7.4.8 Si G = �!C n et I = K�n, alors résoudre le problème du routage optiqueest équivalant à résoudre le problème de la DRC-ouverture.Preuve : Nous pouvons assoier une ouleur à haque yle de la ouverture et, inverse-ment, nous pouvons onstruire un yle de la DRC-ouverture à partir des requêtes ayantla même ouleur. De plus, deux requêtes empruntant un même lien du réseau auront deslongueurs d'ondes di�érentes du fait de la ontrainte de routage disjoint sur les yles dela ouverture. Alors, minimiser le nombre de yles de la ouverture revient à minimiser lenombre de longueurs d'ondes du routage optique.Dans le as orienté, une oloration minimum a été donnée dans [Wil96℄, ave �!w (�!C n; K�n) =l12 jn24 km. Toutefois, les hemins ayant la même ouleur ne sont pas sommets disjoints, etde plus, les yles engendrés par la oloration de Wilfong peuvent être grands (ontenantjusqu'à n requêtes). Un de nos résultats implique une oloration minimum, en imposant deplus l'utilisation de petits yles.Dans le as non-orienté, G = Cn, le problème de la DRC-ouverture de Kn est égalementsimilaire au problème du routage optique ; en e�et, omme dans Cn un hemin arête disjointest également sommet disjoint, nous pouvons assoier une ouleur à haque yle de laouverture et, inversement, nous pouvons onstruire un yle de la DRC-ouverture à partirdes requêtes ayant la même ouleur. Une solution au problème du routage optique est donnéedans [BGP+00℄. Toutefois, ette solution n'est pas orrete pour n pair et, à nouveau, lessous-réseaux orrespondant à une ouleur donnée ne sont pas de petits yles.7.4.2 Nouveaux résultatsNous résumons ii les résultats que nous avons obtenus [BCCT00, BCCT01a, BCCT01b,BCY℄ sur e problème, avant d'en donner les preuves. Remarquons que nous herhons àutiliser de petits yles.Notons �(n) le nombre minimum de yles néessaires à la DRC-ouverture de Kn etnotons �k(n) le nombre minimum de yles de longueur k néessaires à la DRC-ouverturede Kn. Nous démontrons les résultats suivants, où #Ck dénote le nombre de Ck utilisés dansla DRC-ouverture, ave �(n) = #C3 +#C4 :n �(n) = #C3 + #C4 �4(n)2p+ 1 p(p+1)2 = p + p(p�1)2 p(p+1)2 + 14q q � 2 2q2 + 1 = 4 + 2q2 � 3 2q2 + 14q + 2 q � 1 2q2 + 2q + 1 = 2 + 2q2 + 2q � 1 2q2 + 2q + 2Notons maintenant ��(n) le nombre minimum de yles orientés (sans distintion d'orien-tation) néessaires à la DRC-ouverture de K�n et notons ��k(n) le nombre minimum de



148 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMyles orientés de longueur k néessaires à la DRC-ouverture de K�n. Nous démontrons lesrésultats suivants, où #�!C k dénote le nombre de �!C k utilisés dans la DRC-ouverture, ave��(n) = #�!C 3 +#�!C 4 :n ��(n) = #�!C 3 + #�!C 4 ��4(n)2p+ 1 p2 + p = 2p + p2 � p p2 + p+ 2 p � 32p p2 = 2p + p2 � 2p p2 + 2 p � 4Nous allons donner la preuve de es résultats, en ommençant par montrer les bornesinférieures de �(n) et �4(n). Ensuite, nous donnerons les onstrutions qui atteignent esbornes. En�n, nous étendrons es résultats au as orienté.7.4.3 Bornes inférieuresProposition 7.4.9 ([BCCT01b℄) �(2p+ 1) � p(p+1)2 ave p � 1, et �(2p) � p2+12 , p � 2.Preuve : Soit Cj, 1 � j � �(n), un yle de la DRC-ouverture de Kn (remarquons queles yles ne doivent pas néessairement avoir la même longueur). La ontrainte de routagedisjoint implique que ses sommets sont ordonnés yliquement modulo n. Alors, Cj peuts'érire (aj1; aj2; : : : ; ajkj ; aj1), ave 0 � aj1 � aj2 � � � � � ajkj � n� 1.Soient Æji = aji+1 � aji , 1 � i � kj � 1, et Æjkj = n + aj1 � ajkj . La ontrainte de routagedisjoint implique Pi Æji = n.Étant donné une arête fx; yg de Kn, x < y, nous appelons di�érene de l'arête fx; yg lavaleur y� x, si y� x � n=2, et x+ n� y sinon (ei orrespond à la longueur du hemin dex à y dans Cn).Cas impair, n = 2p+ 1La ouverture doit ontenir n arêtes de di�érene d pour tout d, 1 � d � p. Chaque di�éreneorrespond à un Æji , ave Æji = d ou n � d. Nous avons alors, Pi;j Æji � Ppd=1 nd = np(p+1)2 .Or, Pi Æji = n. Don, si la ouverture ontient �(n) yles, nous avons n�(n) � np(p+1)2 et�nalement, �(n) � p(p+1)2 .Cas pair, n = 2pLa ouverture doit ontenir n arêtes de di�érene d, 1 � d � p � 1, et n2 = p arêtes dedi�érene p (sommets opposés dans Cn). De plus, omme le degré des sommets de Kn estimpair (égal à n�1) et que le degré des sommets du yle Cn est pair (égal à 2), la ouverturedeKn doit ontenir des des arêtes supplémentaires (une arête adjaente à haun des sommetsest ouverture au moins deux fois). Alors, nous avons au moins n2 arêtes supplémentaires, dedi�érene au moins 1, dans la ouverture. Ainsi,Pi;j Æji � �Pp�1d=1 nd�+pp+p = p(p2+1) et sila ouverture ontient �(n) yles, nous obtenons n�(n) = 2p�(n) � p(p2 + 1) et �nalement,�(n) � p2+12 .



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 149La proposition 7.4.9 nous montre que, dans le as pair omme dans le as impair, lalongueur des yles utilisés pour onstruire la DRC-ouverture de Kn ne hange pas la borneinférieure de �(n). Toutefois, le théorème 7.4.4 nous dit que la seule utilisation de ylesde longueur 3 ne permet pas d'atteindre l'optimal. Nous allons montrer par la suite qu'unesolution optimale peut-être obtenue en utilisant simultanément des yles de longueurs 3 et4.Proposition 7.4.10 �4(2p+1) � p(p+1)2 +1 ave p � 2, et �4(4q) � 2q2+1 et �4(4q+2) �2q2 + 2q + 2, ave q � 1.Preuve : Cette preuve est similaire à elle de la proposition 7.4.9.Cas impair, n = 2p+ 1Nous savons par la proposition 7.4.9 que �4(2p+1) � �(2p+1) = p(p+1)2 . Si il y avait égalité,alors, omme 4p(p+1)2 = 2p(2p+1)2 + p, p arêtes supplémentaires seraient utilisées (la ouverturen'est pas une déomposition). Alors,Pi;j Æji � (2p+1)p(p+1)2 +p, ar la somme des di�érenedes p arêtes supplémentaires est au moins p. Ainsi, (2p + 1)�4(2p + 1) � (2p + 1)p(p+1)2 + pe qui implique que �4(2p+ 1) � p(p+1)2 + 1.Cas pair, n = 4qLa borne est elle de la proposition 7.4.9.Cas pair, n = 4q + 2La proposition 7.4.9 nous donne �4(4q + 2) � �(4q + 2) = 2q2 + 2q + 1. Si �4(4q + 2) =2q2+2q+1, alors, omme 4(2q2+2q+1) = (4q+2)(4q+1)2 +2q+3, 2q+3 arêtes supplémentairessont utilisées, et donPi;j Æji � (2q+1)3+2q+3, et (4q+2)�4(4q+2) � (2q+1)3+2q+3,e qui implique que �4(4q + 2) � 2q2 + 2q + 1 + 24q+2 > 2q2 + 2q + 1.7.4.4 Constrution de la DRC-ouvertureThéorème 7.4.11 ([BCCT01b℄) Si n = 2p + 1, alors �(n) = n2�18 = p(p+1)2 . De plus, laDRC-ouverture de K2p+1 est onstituée de p C3 et p(p�1)2 C4.Preuve : (par indution sur p)K3 est ouvert par un C3, don le théorème est vrai pour p = 1.Supposons maintenant que le théorème est vrai pour K2p+1 et montrons qu'il est vraipour n = 2p+ 3. Pour ela, notons et rangeons les sommets de K2p+3 de la façon suivante :A; 0; 1; : : : ; p� 1; B; p; : : : ; 2p, où les sommets 0; 1; : : : ; 2p sont eux de K2p+1.Une DRC-ouverture de K2p+3 se onstruit à partir d'une DRC-ouverture de K2p+1 enhoisissant les yles suivant :� Les p(p + 1)=2 yles de la DRC-ouverture de K2p+1, sur les sommets 0; 1; : : : ; p �1; p; : : : ; 2p,� Les p C4 de la DRC-déomposition de K2p;2 onstruit entre les sommets 0; : : : ; p �1; p+1; : : : ; 2p d'une part, et les sommets A et B d'autre part, 'est-à-dire (A; p� 1�i; B; p+ 1 + i; A), 0 � i � p� 1.



150 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDM� Le C3 (A;B; p; A).Il est faile de véri�er que toutes les arêtes de K2p+3 sont ouvertes par exatement unde es yles et que nous avons au total p(p+1)=2+ p+1 = (p+1)(p+2)=2 yles. De plus,il y a exatement p+ 1 C3 et p(p+ 1)=2 C4.La �gure 7.7 montre la ouverture de K5 obtenue par la onstrution donnée dans lethéorème 7.4.11. Soient A; 0; B; 1; 2, les sommets de K5. La DRC-ouverture de K5 om-prend l'unique yle (0; 1; 2; 0) de la ouverture de K3, plus le C4 (A; 0; B; 2; A) de la DRC-déomposition du K2;2 onstruit entre les sommets A et B, et les sommets 0 et 2, plus le C3(A;B; 1; A).
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1Fig. 7.7 � Couverture de K5 obtenu à partir de elle de K3.Théorème 7.4.12 ([BCCT01b℄) Si n = 2p et p � 2, alors �(n) = ln2+48 m = lp2+12 m. Deplus, lorsque n = 4q + 4 et q � 2, alors la DRC-ouverture de K4q est onstituée de 4 C3 et2q2 � 3 C4, et lorsque n = 4q + 2 et q � 1, alors la DRC-ouverture de K4q+2 est onstituéede 2 C3 et 2q2 + 2q � 1 C4.La ouverture de K4 par un C3 et 2 C4 est donnée dans la �gure 7.6. A�n de montrer lethéorème 7.4.12, nous devons montrer quelques lemmes.Lemme 7.4.13 K6 peut être ouvert par 2 C3 et 3 C4.Preuve : La ouverture est donnée par les deux C3 : (0; 1; 3; 0) et (0; 1; 4; 0), plus les troisC4 : (0; 2; 4; 5; 0), (1; 2; 3; 5; 1) et (2; 3; 4; 5; 2), omme montré dans la �gure 7.8. De plus, lestrois arêtes f0; 1g, f2; 3g et f4; 5g, sont ouvertes exatement deux fois (elles forment unouplage parfait).Lemme 7.4.14 Si il existe un DRC-ouverture de K4q+2 par �(4q+2) = 2q2+2q+1 yles,alors il existe une DRC-ouverture de K4q+4 par �(4q + 4) = 2q2 + 4q + 3 yles.
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5 0

2Fig. 7.8 � Couverture de K6Preuve : Soient A; 0; 1; : : : ; 2q; B; 2q+1; : : : ; 4q+1, les sommets de K4q+4, ainsi ordonnés.Une DRC-ouverture de K4q+4 se onstruit à partir d'une DRC-ouverture de K4q+2 enhoisissant les yles suivant :� Les 2q2+2q+1 yles de la DRC-ouverture de K4q+2, sur les sommets 0; 1; : : : ; 2q; 2q+1; : : : ; 4q + 1,� Les 2q C4 de la DRC-déomposition de K4q;2 onstruit entre les sommets1; : : : ; 2q; 2q+1; : : : ; 4q d'une part, A et B d'autre part, 'est-à-dire (A; i; B; 2q + i; A), 1 � i � 2q,� Les 2 C3 (A; 0; B; A) et (A;B; 4q + 1; A).Il est faile de véri�er que toutes les arêtes de K4q+4 sont ouvertes par un de es yleset que nous avons au total 2q2+2q+1+2q+2 = 2q2+4q+3 = l (2q+2)2+12 m yles. De plus,la ouverture ompte exatement 4 C3 (2 provenant de la DRC-ouverture de K4q+2 et 2 C3supplémentaires).Nous illustrons ette preuve dans la �gure 7.9 en donnant les yles de la ouverture deK8.
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3Fig. 7.9 � Cyles de la ouverture de K8.Lemme 7.4.15 Si il existe une DRC-ouverture de K4q+2 par �(4q + 2) = 2q2 + 2q + 1yles, alors il existe une DRC-ouverture de K4q+6 par �(4q + 6) = 2q2 + 6q + 5 yles.



152 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMPreuve : Nous allons prouver un lemme � plus fort �, en imposant des propriétés supplé-mentaires sur la déomposition qui devront être préservées dans la onstrution.Supposons qu'il existe une DRC-ouverture de K4q+2, où les sommets 0; 1; : : : ; 4q+1 sontordonnés yliquement, ave les propriétés suivantes :� Les arêtes (du ouplage parfait) (0; 1); (2; 3); : : : ; (4q; 4q+1) sont ouvertes exatementdeux fois, et les autres une seule fois.� L'arête f0; 1g appartient au C3 (0; 1; x; 0), pour un ertain x di�érent de 0 ou 1.Nous allons montrer qu'il existe une DRC-ouverture de K4q+6 ave les même propriétés.Remarquons que es propriétés sont satisfaites par la ouverture de K6 données dans lelemme 7.4.13 (ave x = 3 ou 4).Soient 0; A; B; 1; : : : ; 2q+1; C;D; 2q+2; : : : ; 4q+1, les sommets de K4q+6 ainsi ordonnés.La DRC-ouverture de K4q+6 sera� Les 2q2 + 2q yles de la DRC-ouverture de K4q+2 privé du C3 (0; 1; x; 0),� Les 2q C4 (A; i; C; f(i); A), ave 2 � i � 2q+1 et où f est une bijetion de f2; 3; : : : ; 2q+1g dans f2q + 2; : : : ; 4q + 1g,� Les 2q+1 C4 (B; j;D; g(j); B), 1 � j � 2q+1, où g est une bijetion de f1; 2; : : : 2q+1gdans f2q + 2; : : : ; 4q + 1; 0g.� Les 3 C4 (A;B;C;D;A), (0; A; 1; x; 0), (B; 1; C;D;B) et le C3 (0; A; C; 0).Il est faile de véri�er que toutes les arêtes de K4q+6 sont ouvertes par au moinsun de es yles, et que nous avons au total 2q2 + 2q + 2q + 2q + 1 + 3 + 1 = 2q2 +6q + 5 = l (2q+2)2+12 m yles. De plus, la ouverture ompte exatement 2 C3, les arêtesf0; Ag ; fB; 1g ; f2; 3g ; : : : ; f2q; 2q + 1g ; : : : ; fC;Dg ;f2q + 2; 2q + 3g ; : : : ; f4q; 4q + 1g (orrespondant au ouplage parfait) sont ouvertes deuxfois et les autres seulement une fois. En�n, l'arête f0; Ag, qui est ouverte deux fois, appa-raît dans le C3 (0; A; C; 0). Nous pouvons renuméroter les sommets de K4q+6 omme suit :A (resp. B) devient 1 (resp. 2), i, pour 1 � i � 2q + 1, devient i + 2, C (resp. D) devient2q+4 (resp. 2q+5), et j, 2q+2 � j � 4q+1 devient j+4. Ainsi, K4q+6 satisfait l'hypothèsed'indution.
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Fig. 7.10 � Cyles de la ouverture de K10.



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 153Remarque Pour la preuve du théorème 7.4.16, remarquons que les deux C3 de la déom-position de K6 sont (0; 1; 3; 0) et (0; 1; 4; 0). Posons x = 3. Après q � 1 étapes d'indution,les deux C3 de K4q+2, si q � 2, deviennent (0; 1; 2q + 2; 0) et (0; 2q � 1; 4q; 0). De plus, nousavons le yle (1; i0; 2q+2; 4q; 1) (orrespondant au C4 (A; i; C; f(i); A) ave f(i0) = 4q dansla onstrution i-dessus).Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le théorème 7.4.12.Preuve du Théorème 7.4.12 : (par indution)Le théorème est vrai pour n = 6, d'après le lemme 7.4.13. Notons que la ouverture de K6satisfait les propriétés supplémentaires de la preuve du lemme 7.4.15. Alors, en utilisant lelemme 7.4.15, nous pouvons onstruire la DRC-ouverture de K4q+2, q � 1, par �(4q + 2) =2q2 + 2q + 1 yles. En�n, en utilisant le lemme 7.4.14, nous pouvons onstruire le DRC-ouverture de K4q+4, q � 1, ave �(4q + 4) = 2q2 + 4q + 3 yles.Cei onlut la preuve du théorème 7.4.12.Théorème 7.4.16 �4(2p + 1) = p(p+1)2 + 1, pour p � 3 ; �4(4q) = 2q2 + 1, pour q � 2, et�4(4q + 2) = 2q2 + 2q + 2, pour q � 1.Preuve :Cas 1 : n = 2p+ 1La preuve est similaire à elle du théorème 7.4.11, et par indution nous allons montrerqu'il existe une C4-DRC-ouverture de K2p+1 où les sommets sont numérotés 0; 1; : : : ; 2p,ontenant un C4 de la forme (0; p� 1; p; p+ 1; 0), l'arête fp� 1; pg étant ouverte deux fois.Le théorème est vrai pour p = 3. En e�et, une ouverture de K7 est donnée par les 7C4 (i; i+ 1; i+ 2; i+ 5; i), 0 � i � 6, ontenant en partiulier le C4 (2; 3; 4; 0; 2) ave l'arêtef2; 3g ouverte deux fois.Supposons que l'hypothèse d'indution est vraie pour K2p+1 et montrons qu'elle est vraiepour K2p+3. Soient A; 0; 1; : : : ; p � 1; B; p; : : : ; 2p les sommets de K2p+3 ainsi ordonnés. LesC4 de la DRC-ouverture de K2p+3 sont :� Les p(p+1)2 C4 de la ouverture de K2p+1, privé du C4 (0; p� 1; p; p+ 1; 0),� Les p�1 C4 de la DRC-déomposition deK2p�2;2, onstruit entre les sommets 0; 1; : : : ; p�2; p + 2; : : : ; 2p d'une part, et les sommets A et B d'autre part, 'est-à-dire les C4(A; p� 1� i; B; p+ 1 + i; A), 1 � i � p� 1,� Les 3 C4 (0; p� 1; B; p+ 1; 0), (A; p� 1; B; p; A) et (A;B; p; p+ 1; A).Il est faile de véri�er que toutes les arêtes de K2p+3 sont ouvertes et que nous avons autotal p(p+1)2 +p�1+3 = (p+1)(p+2)2 +1 C4. La ouverture omprend le yle (A; p�1; B; p; A) quidevient, si nous renumérotons les sommets de K2p+3 de 0 à 2p+2, le yle (0; p; p+1; p+2; 0) ;De plus, l'arête fp� 1; Bg qui devient fp; p+ 1g après renumérotation, est ouverte deuxfois.Cas 2 : n = 4q + 2, q � 1Dans la preuve du lemme 7.4.15, nous avons obtenu une ouverture de K4q+2 par 2q2+2q�1C4 et les deux C3 (voir remarque) (0; 1; 2q + 2; 0) et (0; 2q � 1; 4q; 0). Supprimons es C3 etonsidérons les 3 C4 (0; 1; 2q + 2; 4q; 0), (0; 2q � 1; 4q; 4q + 1; 0) et (0; �; �; 2q + 2; 0), ave



154 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDM0 < � < � < 2q+2. Ils ontiennent toutes les arêtes des C3 que nous avons supprimés. Alorsnous avons une ouverture de K4q+2 par 2q2 + 2q � 1 + 3 = 2q2 + 2q + 2 C4's.Cas 3 : n = 4q + 4 = 9, q = 1Une ouverture de K8 est donnée par les C4 suivants : (i; i + 1; i + 4; i + 5; i), 0 � i � 3,(0; 1; 2; 6; 0), (1; 2; 4; 5; 1), (0; 2; 3; 4; 0), (3; 4; 6; 7; 3) et (1; 3; 5; 7; 1). Remarquons que les arêtesf0; 1g et f4; 5g sont ouvertes deux fois.Cas 4 : n = 4q + 4, q > 1Montrons que �4(4q + 4) = 2q2 +4q + 3. Comme dans la preuve du lemme 7.4.14, nommonsles sommets A; 0; 1; : : : ; 2q; B; 2q + 1; : : : ; 4q + 1. La preuve du lemme 7.4.14 donne unedéomposition de K4q+4 en 2q2+2q� 1 C4 et 2 C3 de la ouverture de K4q+2, plus 2q+1 C4de la déomposition de K4q+2;2 (sur les sommets 0; 1; :::; 4q + 1 d'une part, et A;B d'autrepart), et plus l'arête fA;Bg. En utilisant la remarque de la preuve du lemme 7.4.15, nousobtenons une déomposition ave 2q2+4q C4 plus l'arête fA;Bg, plus les C3 (0; 1; 2q+2; 0)et (0; 2q � 1; 4q; 0), et nous savons que l'un des C4 est de la forme (1; i0; 2q + 2; 4q; 1).Remplaçons l'arête fA;Bg, les 2 C3 et e C4 par les 4 C4 suivants qui ouvrent toutes esarêtes : (A; 0; 2q� 1; B; A), (0; 1; 2q + 2; 4q; 0), (0; 1; i0; 2q + 2; 0) et (1; �; 2q� 1; 4q; 1), pourun ertain 1 < � < 2q � 1, par exemple � = 2 (e qui suppose que q > 1). Don, si q � 2,nous avons une DRC-ouverture ave 2q2 + 4q + 3 yles.Remarque Pour n = 5, �4(5) = 5, et haque C4 ontenant exatement une arête fi; jg dedi�érene Æji = 2, la seule façon d'obtenir Pi Æji = 5 est d'avoir 3 arêtes telles que Æji = 1 etune ave Æji = 2. Aussi �4(5) � 5. Finalement, une ouverture de K5 est donnée par les 5C4 : (i; i + 1; i+ 2; i+ 4; i); 0 � i � 4.7.4.5 Cas orientéNotons maintenant ��(n) le nombre minimum de yles orientés néessaires à la DRC-ouverture de K�n et notons ��k(n) le nombre minimum de yles orientés de longueur knéessaires à la DRC-ouverture de K�n.Théorème 7.4.17 Si n = 2p, alors ��(n) = p2. De plus, nous avons une DRC-ouverturede K2p onstituée de p �!C 2 et p2 � p �!C 4, et une autre ouverture omposée de 2p �!C 3 etp2 � 2p �!C 4.Preuve : En utilisant une preuve similaire à elle de la proposition 7.4.9, il est faile devéri�er que la borne inférieure est ��(2p) � p2 (nous n'avons plus de ondition sur le degré).Montrons le théorème 7.4.17 par indution sur p.Le théorème est vrai pour p = 2. En e�et, une DRC-ouverture de K�4 est donnée parles 4 �!C 3 (0; 1; 2; 0), (0; 2; 3; 0), (0; 3; 1; 0) et (1; 3; 2; 1), et une autre est donnée par les 2 �!C 4(0; 1; 2; 3; 0) et (0; 3; 2; 1; 0) plus les 2 �!C 2 (0; 2; 0) et (1; 3; 1).Supposons que le théorème est vrai pour p, ��(2p) = p2, et montrons qu'il est vrai pourp + 1, ��(2p+ 2) = (p+ 1)2. Soient A; 0; 1; : : : ; p� 1; B; p; : : : ; 2p� 1 les sommets de K�2p+2



7.4. INSTANCE ALL-TO-ALL SUR LE CYCLE 155ainsi ordonnés. Une DRC-ouverture orientée est donnée par les p2 yles de la ouverturede K�2p, plus les 2p �!C 4 (A; i; B; p + i; A) et (A; p + i; B; i; A), 0 � i � p� 1, et plus les �!C 2(A;B;A). Ainsi, nous avons une ouverture de K�2p+2 par p2 + 2p + 1 = (p + 1)2 yles. Siles p2 yles de la ouverture de K�2p sont p �!C 2 et p2 � p �!C 4, nous obtenons une ouverturede K�2q+2 ave p+ 1 �!C 2 et p2 + p �!C 4.De plus, si nous remplaçons le�!C 4 (A; 0; B; p; A) et le�!C 2 (A;B;A) par les 2�!C 3 (A; 0; B; A)et (B; p; A;B) et si nous démarrons d'une ouverture de K�2p sans �!C 2, nous obtenons uneouverture sans �!C 2.Théorème 7.4.18 Si n = 2p+1, alors ��(n) = p2+p. De plus, la DRC-ouverture de K2p+1est onstituée de 2p �!C 3 et p2 � p �!C 4.Preuve : Une preuve similaire à elle du théorème 7.4.11 donne ��(n) � p2 + p. Étantdonné une DRC-ouverture de K2p+1, obtenue au théorème 7.4.11, utilisant p C3 et p2�p2 C4,remplaçons haque C4 par deux �!C 4 opposés et haque C3 par deux �!C 3 opposés. Alors, nousobtenons une DRC-ouverture utilisant exatement p2 + p yles orientés, dont 2p �!C 3 etp2 � p �!C 4.Théorème 7.4.19 ��4(2p+ 1) = p2 + p+ 2 lorsque p � 3, et ��4(2p) = p2 + 2 ave p � 4.Preuve :Cas 1 : n = 2p+ 1Supposons que ��4(n) = p2 + p+ 1. Comme 4(p2 + p+ 1) = 2p(2p+ 1) + 2p+ 4, 2p+ 4 arssupplémentaires sont utilisés et don Pi;j Æji � (2p + 1)p(p + 1) + 2p + 4, e qui implique��4(n) � p(p+ 1) + 2p+42p+1 > p2 + p+ 1 (la somme des di�érene sur haque yle étant égal à2p+ 1).Une ouverture par p2 + p + 2 �!C 4 se déduit de elle du théorème 7.4.16 en remplaçanthaque C4 par deux �!C 4 opposés.Cas 2 : n = 2pSupposons que ��4(n) = p2 + 1. Comme 4(p2 + 1) = 2p(2p � 1) + 2p + 4, 2p + 4 arssupplémentaires sont utilisés et don Pi;j Æji � 2p(p � 1)p + 2p2 + 2p + 4, e qui implique��4(n) � p2 + 2p+42p > p2 + 1.Une ouverture de K�8 par 18 �!C 4 se déduit de elle de K8 par 9 C4 (théorème 7.4.16)en remplaçant haque C4 de la ouverture par deux �!C 4 opposés. Remarquons que etteouverture ontient le �!C 4 (0; 1; 4; 5; 0), qui est de la forme (0; 1; p; p + 1; 0), et que les ars(0; 1) et (4; 5) sont ouverts deux fois.Montrons par indution qu'il existe une ouverture de K�2p par p2 + 2 yles orientés,ontenant le �!C 4 (0; 1; p; p + 1; 0) et telle que les ars (0; 1) et (p; p+ 1) sont ouverts deuxfois. L'hypothèse d'indution est vraie pour 2p = 8 omme nous l'avons vu avant. Supposons



156 CHAPITRE 7. PROTECTION DANS LES RÉSEAUX WDMque l'hypothèse est vraie pour K�2p et nommons les sommets de K�2p+2 0; A; 1; : : : ; p; B; p +1; : : : ; 2p � 1 dans et ordre. Une �!C 4-DRC-ouverture de K�2p+2 est donnée par les p2 + 1yles de la ouverture de K�2p privé du �!C 4 (0; 1; p; p+1; 0), plus les 2p �!C 4 (A; i; B; p+ i; A)et (A; p + i; B; i; A), 1 � i � p, et plus les 2 �!C 4 (A; 1; p; B; A) et (B; p + 1; 0; A; B). Ainsi,nous avons une ouverture de K�2p+2 par p2+1+2p+2 = p2+2p+3 = (p+1)2+2 yles. Deplus, ette ouverture ontient le yle (0; A; B; p + 1; 0) qui devient, après renumérotation(0; 1; p+ 1; p+ 2; 0) ; en�n, les ars (0; A) et (B; p) sont ouverts deux fois.Cette ouverture de K�n nous donne également une ouverture de 2Kn (deux fois Kn), dufait que la borne inférieure est dérivée de 2Kn.7.4.6 ConlusionNous avons étudié le problème du dimensionnement d'un réseau WDM protégé ommeune extension du problème lassique de la ouverture des arêtes d'un graphe, en ajoutant laontrainte de routage disjoint. Nous avons étudié le as où le réseau physique est un yleave l'instane de ommuniation all-to-all (Kn). Pour e problème de dimensionnement,nous avons donné le nombre optimal de yles omme sous-réseaux.Réemment, es résultats ont été étendus aux grilles toriques [BY℄. Il sera intéressant depoursuivre e travail pour d'autres topologies et pour des instanes de ommuniations tellesque �Kn et �Km;n.



Chapitre 8Conlusions et PerspetivesDurant la préparation de ette thèse, une attention toute partiulière a été portée surles relations entre le monde de la reherhe en informatique théorique et elui de l'ingénieriedes téléommuniations optiques. Cei a par exemple donné lieu à des publiations dans lesrevues internationales OSA Applied Optis [CFM00b℄ et IEEE/OSA Journal of LightwaveTehnology [CFM00a℄, et à une ommuniation invitée intitulée � How Graph Theory anhelp Communiations Engineering � dans la onférene internationale Broad Band OptialFiber Communiation Tehnology [CM01℄.OTIS : de l'observation à des résultats théoriquesLe point de départ de notre étude de l'arhiteture OTIS est la question � Quels sontles graphes que nous pouvons onstruire sur OTIS ? �. Pour y répondre, nous avons proposéun modèle de réseaux d'interonnexions onstruits sur OTIS, dé�nissant ainsi la famillede graphes H(p; q; d) (hapitre 4). Puis, nous avons montré que ette famille ontenait lesgraphes de Imase et Itoh et par onséquent les graphes omplets, de Kautz et de de Bruijn.Ensuite, à l'aide d'une reherhe exhaustive, nous avons observé qu'il existait plusieurs façonsde onstruire le graphe de de Bruijn ave OTIS, 'est-à-dire que plusieurs graphes de lafamille H(p; q; d) étaient isomorphes à un même graphe de de Bruijn. De e onstat, nousavons développé la famille de graphes à alphabets étudiée dans le hapitre 5. Ainsi, la famillede graphe A(f; �; j) est le fruit d'observations empiriques d'un système de ommuniationsoptiques. En�n, nous avons obtenu une implantation optimisée des graphes de de Bruijn surOTIS, en donnant les isomorphismes entre les graphes de de Bruijn et la famille de graphesA(f; �; j).Aussi, l'étude que nous avons onduit sur OTIS montre omment la théorie des graphespeut aider l'ingénierie des téléommuniations.PerspetivesTout d'abord, durant la préparation de ette thèse, l'évolution des tehnologies de l'opto-életronique et en partiulier l'apparition des MEMS a onsidérablement aru l'intérêt desommuniations en espae libre optique. En e�et, les MEMS rendent possible la onstrutionde systèmes d'interonnexions optiques denses reon�gurables. Dès lors, il sera intéressant157



158 CHAPITRE 8. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESd'étudier l'in�uene de es tehnologies sur la topologie des réseaux. Par exemple, es tehno-logies permettent la oneption de réseaux de ommuniations dynamiques, dont la topologiepeut évoluer au ours du temps. Sur de tels réseaux, quels seront les algorithmes de routage ?Quel sera leur résistane fae aux pannes de n÷uds et de liens ?Ensuite, dans le hapitre 7, nous avons abordé les problématiques liées à la séurisationpar protetion des réseaux WDM. Nous avons détaillé les prinipaux modèles de protetionenvisageables, ainsi que les di�ultés engendrées par la prise en ompte du oût des diverséléments intervenant dans les réseaux (transmissions, MIE, MIEO). D'autre part, nous avonsapporté une solution optimale au problème de la protetion par sous réseaux de l'instaneall-to-all sur le yle.Ces travaux représentent une � étude préliminaire � qui nous a permis d'aquérir lesompétenes néessaires à e domaine de reherhe. Au vue du nombre et de la diversitédes problèmes restants, nous allons maintenant poursuivre es travaux, en ommençant paromparer la qualité des modèles de protetion en fontion de leur oût, puis nous herheronsdes approximations et des heuristiques pour les modèles les plus attratifs.En�n, des études réentes [CFK+01b, CFK+01a℄ traitent des relations entre le nombrede �bres optiques utilisables sur haque lien du réseau et le nombre de longueurs d'ondes né-essaires au routage optique d'une instane de requêtes. Il est important d'étudier l'in�uenedu nombre de �bres optiques sur le oût des réseaux et en partiulier sur le oûts des MIEO,ainsi que sur les méthodes de protetion.
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Annexe AQuelques notions de la théorie desgraphesLes notions de la théorie des graphes abordées dans ette annexe sont pour la plupartextraites des ouvrages [Ber73, BM76, Lei92, dR94, GGL95℄.A.1 Notations mathématiques� Zn est l'anneau des entiers modulo n, Zn = f0; 1; : : : ; n� 1g.� Zkn est l'espae vetoriel de dimension k sur Zn, de veteurs de base e0; e1; : : : ; ek�1.� ppm (a; b) est le plus petit multiple ommun de a et b ; pgd (a; b) est le plus granddiviseur ommun de a et b. Rappelons que a et b sont premiers entre eux si pgd (a; b) =1. De plus pgd (a; b) ppm (a; b) = ab.� La permutation � dé�nie par � : Zn �! Zni 7�! i+ kest ylique si et seulement si pgd (k; n) = 1.A.2 Notations � dé�nitions � graphes élémentaires� Un graphe non orienté G = (V (G); E(G)) est onstitué d'un ensemble �ni V (G) =fu1; u2; : : : ; ung d'éléments, appelés sommets, et d'une famille �nie E(G) = fe1; e2; : : : ; emgde représentants de paires de sommets, appelés arêtes.� L'arête e reliant les sommets u et v est notée e = fu; vg ; de plus, fu; vg = fv; ug.� Un graphe orienté G = (V (G); A(G)) est onstitué d'un ensemble �ni V (G) =fu1; u2; : : : ; ung d'éléments, appelés sommets, et d'une famille �nie A(G) = fa1; a2; : : : ; amgde représentants du produit artésien V (G)� V (G), appelés ars.� L'ar a du sommet u vers le sommet v est noté a = (u; v) ; de plus (u; v) 6= (v; u).� Notons qu'une paire de sommets hx; yi 2 V (G)� V (G) peut apparaître plusieurs foisdans la famille E(G) ; on parle alors d'arêtes multiples fx; yg et de multigraphe G.175



176 ANNEXE A. QUELQUES NOTIONS DE LA THÉORIE DES GRAPHESDe même, un ouple de sommets (x; y) peut apparaître plusieurs fois dans la familleA(G) et l'on parle également de multigraphe.� Un graphe orienté est symétrique si l'existene d'un ar a = (u; v) implique l'existenede l'ar a0 = (v; u).� Un ar de la forme (u; u) ou une arête de la forme fu; ug est appelé(e) boule.� Un graphe simple est un graphe ne ontenant ni boule ni ar ou arête multiple.� Si a = (x; y) est un ar, le sommet y est un suesseur du sommet x et x est unprédéesseur de y.� �+G (u) est l'ensemble des suesseurs du sommet u dans le graphe orienté G ; ��G (u)est l'ensemble des prédéesseurs de u.� j�+G (u) j = d+(u) est le degré sortant de u ; j��G (u) j = d�(u) est le degré entrantde u.� Si e = fu; vg est une arête, les sommets u et v sont dits adjaents l'un à l'autre etl'arête e est dite inidente à u et v.� �G(u) est le voisinage du sommet u dans le graphe G ; le sommet u est de degréd(u) = j�G(u)j.� Un graphe non orienté est dit de degré d si tout ses sommets ont un degré d ; un grapheorienté est de degré d si tout ses sommets véri�ent d+(u) = d�(u) = d.� �+Gk (u) est le voisinage à distane k du sommet u dans le graphe G�+Gk (u) = �+G ��+Gk�1 (u)� = �+Gk�1 ��+G (u)�� Deux graphes G1 = (V1; A1) et G2 = (V2; A2) sont dits isomorphes si et seulementsi il existe une bijetion f de V1 sur V2, telle que, pour tout sommets u et v de V1,(u; v) 2 A1 si et seulement si (f(u); f(v)) 2 A2. On note G1 � G2.� Une haîne, notée �(x; y), entre deux sommets x et y d'un graphe G, est une suitede sommets x = x1; x2; : : : ; xk = y dont deux sommets onséutifs sont adjaents ; unehaîne est simple si elle ne ontient pas plusieurs fois un même ar ou une même arête ;elle est élémentaire si elle ne ontient pas plusieurs fois un même sommet.� Un hemin dans un graphe orienté, noté �!� (x; y) est une haîne dont tous les arssont orientés dans le même sens.� Un yle est une haîne dont les extrémités oïnident ; un yle est élémentaire s'ilne ontient stritement auun autre yle.� Un iruit est un hemin dont les extrémités oïnident ; un iruit est élémentaire s'ilne ontient stritement auun autre iruit.� Un yle élémentaire ontenant k sommets est noté Ck ; un iruit ontenant k sommetsest noté �!C k.� Une haîne est hamiltonienne si elle ontient une et une seule fois tous les sommetsdu graphe ; une haîne est eulérienne si elle ontient une et une seule fois toutes lesarêtes du graphe ;� Un hemin est hamiltonien si il ontient une et une seule fois tous les sommets dugraphe ; un hemin est eulérien si il ontient une et une seule fois tous les ars dugraphe ;



A.2. NOTATIONS � DÉFINITIONS � GRAPHES ÉLÉMENTAIRES 177� Un yle hamiltonien est une haîne hamiltonienne dont les extrémités oïnident ;un yle eulérien est une haîne eulérienne dont les extrémités oïnident.� Un iruit hamiltonien est une hemin hamiltonien dont les extrémités oïnident ;un iruit eulérien est un hemin eulérien dont les extrémités oïnident.� Un graphe est hamiltonien si il possède un yle ou un iruit hamiltonien ; un grapheest eulérien si il possède un yle ou un iruit eulérien.(a) (b)() (d)Fig. A.1 � (a) une haîne non orientée, (b) une haîne orientée, () un hemin et (d) uniruit.� La distane entre deux sommets x et y dans un graphe G (orienté ou non), notéeÆ(x; y), est la longueur du plus ourt hemin entre x et y ; une autre dé�nition estÆ(x; y) = mink�1 nk j y 2 �+Gk (x)o.� Le diamètre d'un graphe G, noté D ou DG selon le as, est le maximum des distanesentre les sommets ; D = maxx;y2V (G) Æ(x; y).� L'exentriité d'un sommet u dans un graphe G, notée eG(u), est la moyenne desdistanes entre le sommet u et les autres sommets du graphe :eG(u) = 1n� 1 Xv2V (G)nfug Æ(u; v)� L'exentriité d'un graphe G, noté eG, est la moyenne des distanes entre les som-mets : eG = 1n(n� 1) Xu2V (G) Xv2V (G)nfug Æ(u; v)� Nous avons eG � D.� La distane moyenne d'un sommet u dans un graphe G, notée ÆG(u), est lamoyenne des distanes entre le sommet u et les autres sommets du graphe, y om-pris lui même, ave Æ(u; u) = 0ÆG(u) = 1n Xv2V (G) Æ(u; v) = n� 1n eG(u)� La distane moyenne d'un graphe G, notée ÆG, est la moyenne des distanesmoyennes des sommets de e grapheÆG = 1n2 Xu2V (G) Xv2V (G) Æ(u; v) = n� 1n eG



178 ANNEXE A. QUELQUES NOTIONS DE LA THÉORIE DES GRAPHES� Une haîne non-orientée de longueur n est de diamètre n�1 ; le yle Cn est de diamètre�n2� ; le iruit �!C k est de diamètre k � 1.� Une boule est un yle de longueur 1.� Un graphe non-orienté est omplet si toute paire de ses sommets hx; yi est reliée parune arête fx; yg ; un graphe orienté est omplet si toute paire de ses sommets est reliéepar l'ar (x; y) ou (y; x).� Kn est le graphe omplet non-orienté à n sommets et n(n�1)2 arêtes (�gure A.2) ;� K�n est le graphe omplet orienté symétrique à n sommets et n(n� 1) ars ;� K+n est le graphe omplet orienté symétrique ave boules, à n sommets et n2 ars(�gure A.2).� Un graphe G = (V;E) est biparti, s'il existe une partition de V en deux lasses V1 etV2 telle que tout élément de E a une extrémité dans V1 et l'autre dans V2 (�gure A.3) ;si de plus toute paire de sommets hx; yi, telle que x 2 V1 et y 2 V2, est reliée par unearête fx; yg, alors le graphe est biparti omplet ; de plus, 8x 2 V1; d(x) = jV2j et8y 2 V2; d(y) = jV1j.� Kn1;n2 est le graphe biparti omplet ayant une partie de ardinal n1 = jV1j et l'autrede ardinal n2 = jV2j ;� K�n1;n2 est le graphe orienté symétrique assoié à Kn1;n2.� Un graphe orienté G = (V;A) est biparti omplet orienté s'il existe une partition deV en deux lasses V1 et V2 telle que A = f(x; y) j x 2 V1; y 2 V2g, 'est-à-dire que toutepaire de sommets hx; yi, telle que x 2 V1 et y 2 V2, est reliée par un ar et tout ar ason origine dans V1 et son extrémité dans V2 ; de plus 8x 2 V1; d+(x) = jV2j; d�(x) = 0et 8y 2 V2; d+(y) = 0; d�(y) = jV1j.� �!Kn1;n2 est le graphe biparti omplet orienté ayant une partie de ardinal n1 = jV1j,l'autre de ardinal n2 = jV2j et tout ar a son origine dans V1 (�gure A.3).Lorsque le graphe G est un multigraphe, nous pouvons spéi�er quelques dé�nitions.� Une multi-boule est un sommet possédant plusieurs boules.� Une multi-haîne est une haîne ontenant plusieurs opies d'un ou plusieurs deses ars (ou arêtes) ; par abus de langage, nous dirons qu'une multi-haîne ontientexatement k opies de haun de ses ars (ou arêtes).� Un multi-hemin est une multi-haîne dont tous les ars sont orientés dans le mêmesens.� Un multi-yle est une multi-haîne dont les extrémités oïnident ; un multi-iruitest un multi-hemin dont les extrémités oïnident.A.3 Quelques opérateurs sur les graphesLes opérateurs sur les graphes que nous rappelons ii, permettent de dérire et deonstruire des strutures de graphes évoluées, omme l'hyperube, à partir de graphes simples.
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Fig. A.2 � Graphe omplet non-orientéK6 et graphe omplet orienté symétrique ave boulesK+6 .
Orientation

Fig. A.3 � Graphe biparti non orienté et graphe biparti omplet orienté K8;3.



180 ANNEXE A. QUELQUES NOTIONS DE LA THÉORIE DES GRAPHESA.3.1 Graphes itérésDé�nition A.3.1 Le graphe représentatif des ars du graphe G = (V (G); A(G)) est legraphe L(G) = H = (V (H); A(H)) tel que :� V (H) = fe = (u; v) j (u; v) 2 A(G)g ;� A(H) = f(e; f) j e; f 2 V (H); e = (u; v) 2 A(G); f = (v; w) 2 A(G)g.Le graphe L(G) est aussi appelé graphe itéré de G, ou (line-graph).Dé�nition A.3.2 Le graphe représentatif des ars k-itéré est dé�ni de la façon suivante :L0(G) = GLk(G) = L(Lk�1(G)) pour k � 1Propriétés :� Si �+L(G) (u) [ �+L(G) (v) 6= ; alors �+L(G) (u) = �+L(G) (v).� Le graphe itéré d'un multigraphe G est un graphe simple.� Si le graphe G est un hemin de longueur k, alors le graphe L(G) est un hemin delongueur k � 1.� Si le grapheG est un yle non-orienté de longueur k, alors le graphe L(G) est égalementun yle non-orienté de longueur k ; si G est un iruit de longueur k, alors L(G) l'estégalement.� Si le graphe G est une multi-boule orientée à n ars, alors le graphe L(G) est le grapheomplet à n sommets et n2 ars, K+n .� Si le graphe G est eulérien, alors le graphe L(G) est hamiltonien.A.3.2 Somme artésienneDé�nition A.3.3 La somme artésienne G12G2 de deux graphes G1 = (V1; A1) et G2 =(V2; A2), est le graphe G = (V;A) tel que :� V = fhu1; u2i j u1 2 V1; u2 2 V2g ;� A = f(hu1; u2i ; hv1; v2i) j u1 = v1 2 V1 et hu2; v2i 2 A2; ou u2 = v2 et hu1; v1i 2 A1g.Le diamètre de la somme artésienne de deux graphes est la somme des diamètres de esgraphes [dR94℄.Parmi les graphes onstruits omme la somme artésienne de graphes élémentaires, noustrouvons prinipalement la grille, la grille torique et l'hyperube [Lei92℄.� La grille de dimension 2, M(n1; n2), à n1n2 sommets est la somme artésienne dedeux haînes �1 et �2, de longueurs n1 et n2. M(n1; n2) = �12�2 ; plus généralement,la grille de dimension k, M(n1; n2; : : : ; nk), est la somme artésienne de k haînes�i, 1 � i � k, de longueurs ni.M(n1; n2; : : : ; nk) = �12�22 : : :2�k = 2ki=1�niLa grille de dimension k a �ki=1ni sommets et un diamètre Pki=1 ni � k.



A.3. QUELQUES OPÉRATEURS SUR LES GRAPHES 181� La grille torique de dimension k, ou tore, TM(n1; n2; : : : nk), à n = �ki=1ni sommetset de diamètre Pki=1 �ni2 �, est la somme artésienne des k yles Cni de longueur ni,1 � i � k. TM(n1; n2; : : : nk) = 2ki=1Cni� Lorsque les longueurs des otés d'un tore sont tous égaux à une valeur l, nous emploie-rons le terme de tore de oté l et dimension k, noté TM(l)k.� L'hyperube de dimension k, noté Hk, a 2k sommets, degré k et diamètre k, se dé�nitréursivement à partir de K2 :Hk = K22Hk�1 = 2ki=1K2� L'hyperube généralisé de dimension k, noté Hd;k, a dk sommets, de degré (d� 1)ket de diamètre k, est onstruit réursivement à partir de Kd :Hd;k = Kd2Hd;k�1 = 2ki=1Kd

Fig. A.4 � Grille M(5; 4) et grille torique TM(5; 4) = C52C4.A.3.3 Produit de onvolutionLe produit de onvolution est également onnu sous les noms de : produit de tension,produit de Kroneker, produit diret ou enore produit externe. Nous emploierons le termede produit de onvolution (ou simplement le mot onvolution) pour désigner l'opérateursur les graphes et, par usage, le terme de produit de Kroneker pour désigner l'opérateurmatriiel.Dé�nition A.3.4 Le produit de Kroneker de deux matries B et C, de taille mB � nB etmC � nC , est une matrie de taille (mBmC)� (nBnC) dé�nie, par blos de taille mC � nC,par : A = B 
 C = 26664 b1;1C b1;2C � � � b1;nBCb2;1C b2;2C � � � b2;nBC... ... . . . ...bmB ;1C bmB ;2C � � � bmB ;nBC
37775
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Fig. A.5 � Hyperube de dimension 4, H4.Le produit de Kroneker est assoiatif, (A 
 B) 
 C = A 
 (B 
 C), et distributif parrapport à l'addition, (A + B) 
 (C + D) = A 
 C + A 
 D + B 
 C + B 
 D. De plus,si A, B, C et D sont des matries telles que les produits AC et BD sont dé�nis, alors(AC)
 (BD) = (A
B)(C 
D). D'autre part, la transposée, le onjugué ou l'inverse d'unproduit de Kroneker est le produit de Kroneker des transposés, onjugués et inverses deses fateurs. Il en résulte que le produit de Kroneker préserve les propriétés de ses fateurs.En partiulier, le produit de deux matries orthogonales, symétriques, triangulaires ou mêmedé�nies positives, est orthogonal, symétrique, triangulaire ou dé�ni positif.Le produit de Kroneker est souvent employé pour simpli�er l'expression d'algorithmesrapides de transformations tel que la transformée de Fourier disrète [Loa92℄.Un exemple simple, pour mieux omprendre le gain en termes de performane apportépar le produit de Kroneker, est le produit de matries. Supposons que nous voulions alulerle produit de matrie (A 
 B)(C 
 D), où A, B, C et D sont des matries de taille n �n, en utilisant l'algorithme naïf. Si nous n'utilisons pas le fait que les matries A 
 B etC 
 D sont des produits de Kroneker, alors nous e�etuons le produit de deux matriesde tailles n2 � n2, e qui prend O(n6) opérations. Par ontre, si nous utilisons le fait que(A 
 B)(C 
 D) = (AC) 
 (BD), alors, nous e�etuons 2 produits de matries n � n, equi prend un temps O(n3), puis nous omposons deux matries de taille n � n, soit O(n4)opérations. Finalement, l'utilisation du produit de Kroneker permet de réduire d'un fateurn2 le nombre d'opérations.Le leteur est enouragé à se reporter à la thèse [Pit97℄ et aux ouvrages [Loa92, HJ91℄pour de plus amples informations sur et opérateur.En termes de graphes, la dé�nition de et opérateur est la suivante :Dé�nition A.3.5 La onvolution G1
G2 de deux graphes orientés, G1 = (V1; A1) et G2 =(V2; A2), est le graphe orienté G = (V;A) tel que :� V = fhu1; u2i j u1 2 V1; u2 2 V2g ;� A = f(hu1; u2i ; hv1; v2i) j hu1; v1i 2 A1 et hu2; v2i 2 A2g.



A.3. QUELQUES OPÉRATEURS SUR LES GRAPHES 183Un graphe pouvant être représenté par sa matrie d'adjaene, les propriétés de etopérateur sont nombreuses. Par exemple, la onvolution de deux graphes orientés symétriquesest un graphe orienté symétrique.Fait A.3.6 La omposition de deux graphes omplets orientés symétriques ave boules estun graphe omplet orienté symétrique ave boules : K+n1 
K+n2 � K+n1n2.Proposition A.3.7 Soient C1 et C2, deux yles orientés de longueurs respetives n1 et n2.Le graphe G = C1
C2 est l'union de pgd (n1; n2) yles disjoints de longueurs ppm (n1; n2).Preuve : Ci est le yle orienté (xi0; xi1; : : : ; xin1�1; xi0) de longueur ni, i 2 f1; 2g.Dans G = C1 
C2, il y k yles de longueur l et kl = n1n2. Intéressons-nous au yle Clde G passant par le sommet hx10; x20i. Nous avonsCl = �
x10; x20� ; 
x11; x21� ; : : : ; 
x1i mod n1; x2i mod n2� ; : : : ; 
x1n1�1; x2n2�1� ; 
x10; x20��Le yle Cl est de longueur l, et l = l1n1 = l2n2 . Nous en déduisons que l2n2 � 0 mod n1,'est-à-dire que l2n2 est le plus petit multiple de n1 qui soit multiple de n2. Don l = l2n2 =ppm (n1; n2) . De plus, ppm (n1; n2) pgd (n1; n2) = n1n2 = kl, don k = pgd (n1; n2) .Nous illustrons la proposition A.3.7 à l'aide des �gures A.6 et A.7. La �gure A.6 représentele graphe C4
C3, où ppm (4; 3) = 12 et pgd (4; 3) = 1. Le graphe C4
C3 est un yle delongueur 12. La �gure A.7 représente le graphe C4 
 C4, où ppm (4; 4) = pgd (4; 4) = 4 .Le graphe C4 
 C4 est l'union de 4 yles de longueur 4.
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0 1 2Fig. A.6 � Convolution d'un yle de longueur 4 par un yle de longueur 3. Le grapheC4 
 C3 est un yle de longueur 12.
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(A,3)

(B,3)

(C,3)
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3Fig. A.7 � Convolution de 2 yles de longueur 4. Le graphe C4
C4 est l'union de 4 ylesde longueur 4.A.3.4 Produit de ompositionLe produit de omposition, ou omposition, de graphes est une opération très généralesur les graphes. En e�et, tant le produit artésien omme le produit de onvolution sontdes as partiuliers de la omposition de deux graphes. Le leteur pourra se reporter à[dR94, BDQ92, BHLP92, JS84℄ pour plus de détails.Dé�nition A.3.8 Le graphe omposé d'un graphe G par un graphe H, noté G[H℄, est legraphe obtenu en remplaçant haque sommet de G par une opie du graphe H, et en reliantdeux sommets de deux de es opies si les sommets orrespondants de G sont adjaents.Cette dé�nition étant très générale, nous avons, [Per98℄ :� V (G[H℄) = fhx; ui j x 2 V (G); u 2 V (H)g ;� jV (G[H℄)j = jV (G)j:jV (H)j ;� A(G[H℄) � f(hx; ui ; hx; vi) j x 2 V (G); (u; v) 2 A(H)g[ f(hx; ui ; hy; vi) j (x; y) 2 V (G); u; v 2 V (H)g ;� jA(G[H℄)j � jV (G)j:jA(H)j+ jA(G)j:jV (H)j2 ;� D(G[H℄) � (D(G) + 1):D(H) +D(G) ;Un exemple de graphe ayant une dé�nition simple en termes de graphe omposé, est leube-onneted-yles, dont une dé�nition plus lassique se trouvera dans [dR94℄. La �gureA.8 représente le ube-onneted-yle de dimension 3.Dé�nition A.3.9 Le ube-onneted-yles de dimensionD, noté CCC(D), est le grapheomposé onstruit à partir de l'hyperube HD à 2D sommets, et du yle CD, tel que :� CCC(D) = HD [CD℄ ;� V (HD) = fu = uD�1 : : : u1u0 j ui 2 Z2g ;� E (HD) = ffu; vg j u = uD�1 : : : u1u0; v = uD�1 : : : ui : : : u1u0; i 2 ZDg ;� V (CCC(D)) = fhu; xi j u 2 V (HD) ; x 2 V (CD) = ZDg ;



A.3. QUELQUES OPÉRATEURS SUR LES GRAPHES 185� E (CCC(D)) =ffhu; xi ; hu; yig j u 2 V (HD) ; fx; yg 2 E (CD)g[ ffhu; xi ; hv; yig j fu; vg 2 E (HD) ; g(u; v) = hx; yig.où g est la fontion dé�nie parg : E (HD) �! V (CD)� V (CD)fu; vg = fuD�1 : : : u1u0; uD�1 : : : ui : : : u1u0g 7�! hi; ii = hx; yi
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Fig. A.8 � Cube-onneted-yle de dimension 3, CCC(3).
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Annexe BGéométrie d'OTISNous donnons ii des relations géométriques sur OTIS(p; q) permettant de montrer quele rapport entre les distanes foales des lentilles de haun des plan du système optique vautq+1p+1 .Nous utilisons les paramètres suivants, qui sont reportés sur la �gure B.1.� dx est la distane séparant deux émetteurs et deux réepteurs ;� Y est la distane séparant les deux plans de lentilles ;� F i est la distane foale des lentilles du plan i, i = 1; 2 ;� DiL est le diamètre des lentilles du plan i ;� f iL = F iDiL est le fL-nombre des lentilles du plan i.

F1 F2

dx

q
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Y

(0,1) (0,1)

RécepteursEmetteurs

(0,0)
(0,0)

y
<0,0>

xFig. B.1 � Paramètres sur OTIS(3; 6).187



188 ANNEXE B. GÉOMÉTRIE D'OTISRappelons que si hx1; y1i et hx2; y2i sont deux points distints du plan orthonormé, alorsl'équation de la droite passant par es deux points est la suivante :y = x y2 � y1x2 � x1 + y1x2 � x1y2x2 � x1Fixons le entre h0; 0i du plan orthonormé au point où le faiseau optique émis parl'émetteur (0; 0) renontre le premier plan de lentille, omme reporté sur la �gure B.1. Lefaiseau optique émis par l'émetteur (i; j) renontre le premier plan de lentilles au pointde oordonnées h(iq + j)dx; 0i. Ensuite, il sort du deuxième plan de lentille au point deoordonnées h(pq � pj � i� 1)dx; Y i, avant de rejoindre le réepteur (q � j � 1; p� i� 1).Notons d(i;j) la droite reliant le point de oordonnées h(iq + j)dx; 0i au point de oordon-nées h(pq � pj � i� 1)dx; Y i. Cette droite est dé�nie par la relation :y = x Y(pq � iq � pj � i� j � 1)dx � Y iq + jpq � iq � pj � i� j � 1D'où nous déduisons la relationx = y (pq � iq � pj � i� j � 1)dxY + (iq + j)dxCalulons maintenant les oordonnées du point d'intersetion des droites d(0;0) et d(0;1).Nous avons : x Ydx(pq � 1) = x Ydx(pq � p� 2) � Ypq � p� 2x pq � p� 2� pq + 1dx(pq � 1)(pq � p� 2) = � 1pq � p� 2x = pq � 1p+ 1 dxDe plus, y (pq � 1)dxY = y (pq � p� 2)dxY + dxy = Yp+ 1Ainsi, le point foal de la lentille située devant les émetteurs (0; 0) et (0; 1) a pour oor-données dans le plan Dpq�1p+1 dx; Yp+1E, e qui dénote une distane foale de Yp+1 .De plus, le diamètre D1L de ette lentille est tel que D1L � 2pq�1p+1 dx. Nous pouvons le �xerà D1L = 2pq�1p+1 dx(1 + �), ave � > 0.Nous obtenons également le f 1L-nombre de ette lentille : f 1L = Yp+1 p+12dx(pq�1)(1+�) = Y2dx(pq�1)(1+�) .



189De la même façon et en utilisant les réepteurs (0; 0) et (0; 1), 'est-à-dire les points deoordonnées h0; Y i et hdx; Y i, nous déterminons les aratéristiques des lentilles situées dansle deuxième plan de lentille. Les oordonnées du point foale sont Dpq�1q+1 dx; Y �1� 1q+1�E,d'où une distane foale de Yq+1 , et un diamètre D2L = 2pq�1q+1 dx(1 + �), ave � > 0. Cettedeuxième lentille sera également de f 2L-nombre f 2L = Y2dx(pq�1)(1+�) = f 1L.Nous pouvons �nalement déduire de es résultatsF 1F 2 = q + 1p+ 1 = D1LD2LRemarquons que si la distane Y séparant les deux plans de lentilles est Y < 2dx(pq�1)(1+�)2 ,alors le fL-nombre fL des lentilles sera fL < 2.
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Annexe C
Un algorithme de reherhe exhaustive

Nous donnons ii l'algorithme utilisé pour la reherhe exhaustive des graphes de la formeH(p; q; d) isomorphes au graphe de de Bruijn B(d;D).
C.1 AlgorithmeIl faut tester pour tous les ouples (p; q) tels que pq = dD+1, p < q, d divise p et d diviseq (proposition 5.4.4), si les sommets du graphe H(p; q; d) peuvent être étiquetés omme lessommets du graphe de de Bruijn B(d;D).� Cylique(p; q; d;D) retourne vrai si la permutation f est ylique, faux sinon. N'estutilisable que si p = dp0, q = dq0 et p0 + q0 = D + 1.� EtiquetageValide(p; q; d;D) retourne vrai si les sommets du grapheH(p; q; d) peuventêtre étiquetés omme les sommets du graphe de de Bruijn B(d;D), et faux sinon.� HisomorpheB(p; q; d;D) retourne vrai si les graphes sont isomorphes et faux sinon.HisomorpheB(p; q; d;D)si (p mod d � 0) et (q mod d � 0)alorssi p est une puissane de dalors Retourner Cylique(p; q; d;D)sinon Retourner EtiquetageValide(p; q; d;D)sinonRetourner faux 191



192 ANNEXE C. UN ALGORITHME DE RECHERCHE EXHAUSTIVEEtiquetageValide(p; q; d;D)// !(x) est l'étiquette de x = xD�1 : : : x1x0, et !(x; i) = xiInitialisation des étiquettes des sommets x 2 V (H) au mot !(x) = �D = Dz }| {� � � � � � � ��Les k sommets ave boules reçoivent haun une étiquette di�érente de la forme D,  2 ZkF  �x j x 2 �+H (x)	// di�usion de lettres depuis tous les sommets ave bouletant que nonvide(F ) faireu Tête(F )pour tout v 2 �+H (u) n fug fairepour i allant de 0 à D � 1 fairesi !(v; i) = �alors si !(u; f�1(i)) 6= � alors !(v; i) !(u; f�1(i))sinon si !(v; i) 6= !(u; f�1(i)) alors Retourne fauxsi !(v) a été modi�é alors F  F [ fvgpour tout v 2 ��H (u) n fug fairepour i allant de 0 à D � 1 fairesi !(v; i) = �alors si !(u; f(i)) 6= � alors !(v; i) !(u; f(i))sinon si !(v; i) 6= !(u; f(i)) alors Retourne fauxsi !(v) a été modi�é alors F  F [ fvg// véri�ation de la présene de toutes les étiquettesInitialisation du tableau t de taille n à 0pour tout x 2 V (H) fairet hPD�1i=0 !(x; i)dii 1pour i allant de 0 à n� 1 fairesi tab[i℄ = 0 alors Retourne fauxRetourne vraiC.2 RésultatsLes tables C.1 à C.4 nous onfortent dans l'idée que la onjeture 5.4.3 page 84 est vraie.



C.2. RÉSULTATS 193B(2;D) n Couples (p; q)B(2; 2) 4 (2,4)B(2; 3) 8 (2,8)B(2; 4) 16 (2,16) (4,8)B(2; 5) 32 (2,32)B(2; 6) 64 (2,64) (4,32) (8,16)B(2; 7) 128 (2,128) (8,32)B(2; 8) 256 (2,256) (4,128) (16,32)B(2; 9) 512 (2,512) (8,128)B(2; 10) 1024 (2,1024) (4,512) (8,256) (16,128) (32,64)B(2; 11) 2048 (2,2048) (32,128)B(2; 12) 4096 (2,4096) (4,2048) (8,1024) (16,512) (32,256) (64,128)B(2; 13) 8192 (2,8192) (8,2048) (32,512)B(2; 14) 16384 (2,16384) (4,8192) (16,2048) (128,256)B(2; 15) 32768 (2,32768) (8,8192) (32,2048) (128,512)B(2; 16) 65536 (2,65536) (4,32768) (8,16384) (16,8192) (32,4096) (64,2048) (128,1024)(256,512)B(2; 17) 131072 (2,131072) (32,8192) (128,2048)B(2; 18) 262144 (2,262144) (4,131072) (8,65536) (16,32768) (32,16384) (64,8192)(128,4096) (256,2048) (512,1024)B(2; 19) 524288 (2,524288) (8,131072) (128,8192) (512,2048)B(2; 20) 1048576 (2,1048576) (4,524288) (16,131072) (32,65536) (256,8192) (1024,2048)Tab. C.1 � B(2; D).
B(3;D) n Couples (p; q)B(3; 2) 9 (3,9)B(3; 3) 27 (3,27)B(3; 4) 81 (3,81) (9,27)B(3; 5) 243 (3,243)B(3; 6) 729 (3,729) (9,243) (27,81)B(3; 7) 2187 (3,2187) (27,243)B(3; 8) 6561 (3,6561) (9,2187) (81,243)B(3; 9) 19683 (3,19683) (27,2187)B(3; 10) 59049 (3,59049) (9,19683) (27,6561) (81,2187) (243,729)B(3; 11) 177147 (3,177147) (243,2187)B(3; 12) 531441 (3,531441) (9,177147) (27,59049) (81,19683) (243,6561) (729,2187)B(3; 13) 1594323 (3,1594323) (27,177147) (243,19683)B(3; 14) 4782969 (3,4782969) (9,1594323) (81,177147) (2187,6561)Tab. C.2 � B(3; D).



194 ANNEXE C. UN ALGORITHME DE RECHERCHE EXHAUSTIVEB(4;D) n Couples (p; q)B(4; 2) 16 (4,16)B(4; 3) 64 (4,64)B(4; 4) 256 (4,256) (16,64)B(4; 5) 1024 (4,1024)B(4; 6) 4096 (4,4096) (16,1024) (64,256)B(4; 7) 16384 (4,16384) (64,1024)B(4; 8) 65536 (4,65536) (16,16384) (256,1024)B(4; 9) 262144 (4,262144) (64,16384)B(4; 10) 1048576 (4,1048576) (16,262144) (64,65536) (256,16384) (1024,4096)B(4; 11) 4194304 (4,4194304) (1024,16384)Tab. C.3 � B(4; D).B(3;D) n Couples (p; q)B(2; 7) 128 (2,128) (8,32)B(3; 7) 2187 (3,2187) (27,243)B(4; 7) 16384 (4,16384) (64,1024)B(5; 7) 78125 (5,78125) (125,3125)B(6; 7) 279936 (6,279936) (216,7776)B(7; 7) 823543 (7,823543) (343,16807)B(8; 7) 2097152 (8,2097152) (512,32768)B(9; 7) 4782969 (9,4782969) (729,59049)B(2; 8) 256 (2,256) (4,128) (16,32)B(3; 8) 6561 (3,6561) (9,2187) (81,243)B(4; 8) 65536 (4,65536) (16,16384) (256,1024)B(5; 8) 390625 (5,390625) (25,78125) (625,3125)B(6; 8) 1679616 (6,1679616) (36,279936) (1296,7776)B(2; 9) 512 (2,512) (8,128)B(3; 9) 19683 (3,19683) (27,2187)B(4; 9) 262144 (4,262144) (64,16384)B(5; 9) 1953125 (5,1953125) (125,78125)B(2; 10) 1024 (2,1024) (4,512) (8,256) (16,128) (32,64)B(3; 10) 59049 (3,59049) (9,19683) (27,6561) (81,2187) (243,729)B(4; 10) 1048576 (4,1048576) (16,262144) (64,65536) (256,16384) (1024,4096)B(2; 11) 2048 (2,2048) (32,128)B(3; 11) 177147 (3,177147) (243,2187)B(4; 11) 4194304 (4,4194304) (1024,16384)B(2; 12) 4096 (2,4096) (4,2048) (8,1024) (16,512) (32,256) (64,128)B(3; 12) 531441 (3,531441) (9,177147) (27,59049) (81,19683) (243,6561) (729,2187)Tab. C.4 � B(d;D), 7 � D � 12.





RésuméDans ette thèse, nous nous intéressons aux réseaux de ommuniations optiques ave d'une partdes réseaux en � espae libre optique � et d'autre part des réseaux à �bres optiques.Dans un premier temps, nous étudions l'implantation en espae libre optique de réseaux deommuniations à l'aide de l'arhiteture OTIS (Optial Transpose Interonnetion System), pro-posé dans [MMHE93℄. Nous proposons une modélisation de es réseaux par les graphes H(p; q; d)que nous herhons ensuite à aratériser. Nous étudions en partiulier les isomorphismes entre esgraphes et des graphes onnus (de Bruijn, Kautz et autres graphes à alphabet). Nous développonsune famille de graphes à alphabet ontenant de nombreux graphes isomorphes au de Bruijn, quenous utilisons pour obtenir une implantation optimale, au sens de la minimisation du nombre delentilles, du de Bruijn ave OTIS. Nous étudions aussi une famille de réseaux modélisés par deshypergraphes orientés, appelées stak-Kautz, pour laquelle nous donnons un algorithme de routageet des protooles de ontr�les.Dans un deuxième temps, nous nous intéressons au problème de la séurisation par protetiondans les réseaux WDM, qui onsiste à utiliser des ressoures prédéterminées et dédiées pour assurerla ontinuité du tra� lors de la rupture d'un faiseau de �bres dans le réseau. Nous dérivons denombreuses stratégies de protetion de l'instane et du réseau. Nous étudions plus partiulièrementla protetion par sous-réseaux qui onsiste au partage de ressoures de protetion par un ensemblede requêtes formant un sous-réseau partiulier (iruit). Nous donnons une solution optimale auproblème de la protetion par sous-réseaux dans le as où le réseau est un yle et les requêtesreprésentent un éhange total.Mots lés : Réseaux optiques, Communiations, Théorie des graphes, Espae libre optique,OTIS,De Bruijn, Kautz, WDM, Robustesse, Protetion, Couverture par des yles, Design.AbstratThis thesis deals with optial ommuniation networks, espeially free spae optial networksand optial �ber networks.First we address the design of free spae optial networks using the Optial Transpose Inter-onnetion System (OTIS) arhiteture de�ned in [MMHE93℄. We give a model of these networkswith H(p; q; d) digraphs whih we haraterize. We take a spei� interest in isomorphisms betweenthese digraphs and well known digraphs (de Bruijn, Kautz and other alphabet graphs). We deve-lop a family of alphabet digraphs whih inludes a large number of digraphs isomorphi to the deBruijn and use it to obtain an optimal design of the de Bruijn with OTIS, in terms of minimizingthe number of lenses. Then, we study a family of networks modeled by direted hypergraphs andalled stak-Kautz, for whih we provide routing algorithms and ontrol protools.In a seond part we address the problem ofWDM network survivability using protetion. Thisproblem onsists in using preomputed and dediated resoures in order to ensure tra� ontinuityif a bundle of �bers breaks down. We desribe numerous strategies for proteting the instane andthe network. We go more deeply into subnetwork protetion where protetion resoures are sharedby sets of request desribing a spei� subnetwork (iruit). We give an optimal solution to thisproblem when the network is a yle and the requests realize the All-to-All pattern.Keywords : Optial networks, Communiations, Graph theory, Free spae optis, OTIS,De Bruijn, Kautz, WDM, Survivability, Protetion, Cyle overing, Design.


