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meeeeeeessssssss | NTRODUCTION  m—

Dans le domaine de la mécanique comme dans bien d’autres domaines, la simulation
prend une place de plus en plus importante ; méme si les méthodes numérigues permettent
de calculer les solutions a des problemes de plus en plus complexes, on est amené a s'’in-
terroger sur la validité des résultats obtenus a I'aide du modele utilisé. C’est pourquoi
la quantification de la qualité d’'un modéle reste encore aujourd’hui une question
majeure, tout particulierement en dynamique basses fréquences des structures. Deux do-
maines ont considérablement progressé grace aux nombreuses recherches entreprises de-
puis vingt-cing ans.

Le premier concernt&a quantification de la qualité du modele numérique utilisé
par rapport a la solution « analytiqgue » (non nécessairement connue) du probléme
de référence continu que I'on s’est posé; trois grandes classes de méthodes coexistent,
utilisant des concepts bien distincts et introduisant les estimateurs suivants :

— un estimateur construit sur les résidus d’équilitBaljuska et Rheinboldi979 ;

— un estimateur basé sur I'erreur en relation de comporterhadeyeze et Leguillon

1983 Ladevéze et Odeh998 Ladeveze et Pell200];

— un estimateur utilisant le lissage des contrainfasrikiewicz et Zhul987).

Bien que cette premiere approche soit nécessaire, on ne peut garantir que le modéle
utilisé soit représentatif de la réalité du phénoméne mécanique éuas le domaine
de la confrontation avec une référence expérimentale, de nombreuses méthodes ont
été développées pour le recalage des matrices de rigidité, de masse et d’amortisse-
ment dans les modeéles dynamiques, a partir de résultats d’essais en vibrations libres
ou forcées.On trouvera dang\jottershead et Friswell993 un état de I'art des diverses
techniques de recalage existantes ; les plus utilisées sont les méthodes dites paramétriques
pour lesquelles les corrections des matrices élémentaires du modéle Eléments Finis sont
liées a la variation de certains paramétres physiques du ma@slayal et Collignon
1996 Moine et al. 1997, Pascual Gimeneet al. 1998 Humbertet al. 1999 Balmeés
2004 ; on citera plus particulierement la méthode développée au sein du LMT-Cachan
qui repose sur le principe de I'erreur en relation de comportement modiféekeyeze
1993 Ladeveze et Chouaki999, récemment étendu au domaine de l'acoustique dans
[Découvreuret al.2004.

Toutefois,un modele numérique, méme bien discrétisé et recalé, peut ne pas

rendre compte correctement de certains phénomeneBe facon générale, on distingue :

— des sources d’erreurs sur les charges et leur cumul, ce qui, dans les problémes de
pilotage en aérospatiale par exemple, constitue un point crucial ;

— des sources d’erreurs structurales : ainsi, il peut survenir des dispersions dans les
caractéristiques des matériaux utilisés dans I'élaboration de la structure, ou bien
encore la modélisation de certaines parties, comme les liaisons, peut étre simplifiée,
par exemple en adoptant en premiére approximation un modeéle linéaire.

Pour tenir compte de ces incertitudes, il est nécessaire d'utiliser des méthodes non
déterministes.
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Méthodes stochastiques et validation de modeles

Les premiéres approches non déterministes sont basées sur 'usage des probabilités,
et ceci pour une raison historique : apparus il y a plus de trois siecles, les concepts n’ont
cessé de s’affiner, et les moyens numériques aidant, on a fini par arriver a la création d’'une
discipline a part entiére, traitant du calcul stochastique en mécanique comme d’un moyen
de modéliser toutes les incertitudes du systeme étudié€ ; un état de I'art a été donné dans
[Schuélleret al. 1997, puis mis a jour dansgchuéller2001].

De facon généraleges méthodes stochastiques consistent a étudier les effets des
incertitudes affectant les paramétres du modéle sur la variabilité de la sortieCes
parametres incertains peuvent étre :

— des variables aléatoires, a valeurs dansaractérisées chacune par une densité de
probabilité ou une fonction de répartition, et les unes vis-a-vis des autres par des
fonctions de corrélation;;

— des champs stochastiques, c’est-a-dire des fonctions dépendant a la fois de I'aléa et
de I'espace, caractérisés chacun par la donnée d’'une moyenne et d'une variance dé-
pendant de I'espace, et d'une fonction de covariance entre deux points de I'espace.

Bien gu’ils soient de manipulation plus complexe, les champs stochastiques repre-
sentent de facon plus réaliste les parametres mécaniques incertains qui montrent une
dépendance spatiale non négligeable. Il est toutefois possible de décomposer un champ
stochastique sur une base d’espace déterministe, les coordonnées dans cette base étant
des variables aléatoires non corrélées; il s’agit de la décomposition de Karhunen-Loéve
[Loeve 1977. L'étude des variables aléatoires ainsi obtenues se révele alors plus aisée,
méme si en pratique on doit souvent se contenter d’une décomposition approchée, tron-
guée aprés quelques termes.

Pour calculer la réponse aléatoire d’'une structure modélisée par des parameétres incer-
tains, une premiére technique s’appuie sur le savoir-faire présent dans I'étude déterministe
du probléme. Ainsila méthode de Monte Carlo permet de générer des réalisations
(ou tirages) des parametres aléatoires définissant le modeéle selon les lois de proba-
bilité et les fonctions de corrélation supposéesgn est alors en présence, pour chaque
tirage des différents parametres aléatoires, d’une structure déterministe pour laquelle un
calcul déterministe de la réponse peut étre mené bien souvent au travers d’'une méthode de
discrétisation spatiale de type Eléments Finis. Il reste enfin & étudier la statistique de ces
réponses pour pouvoir caractériser la variabilité de la réponse du systéme stochastique.

Dans la simulation selon la technique de Monte Carlo, la méthode des Eléments Finis
n'est en fait qu’'un moyen de mener le calcul déterministe;ext dans le but de méler
plus profondément celle-ci avec le modéle stochastique que s’est développée la mé-
thode des Eléments Finis StochastiqugStochastic Finite Elements Method SFEM
en anglais), dont les deux variantes principales sont répertoriées ci-dessous :

— la méthode des Eléments Finis Stochastiques par Perturbatio(Perturbation

SFEM en anglais), qui utilise, avec une discrétisation spatiale de type Eléments
Finis, une décomposition en série de Taylor afin d’exprimer des relations linéaires
sur la base d’'une méthode de perturbation entre les caractéristiques de la réponse
aléatoire et les paramétres incertains du modgfenozuka et Yamazakiogq ;
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— la méthode Spectrale des Eléments Finis StochastiquéSpectral SFEMen an-
glais), qui utilise une projection sur kechaos polynomia} de la partie aléatoire
de la réponse cherchée, en association avec une décomposition de Karhunen-Loéve
des paramétres incertains du modele, le tout associé a une représentation spatiale
par Eléments Finisghanem et Spand991].

Méme si elles propagent ainsi les incertitudes sur les parameétres, et permettent une
comparaison entre la variabilité de la réponse du modele et celle effectivement constatée
dans la réalitépeu de méthodes s’attachent spécifiquement a la validation en tant que
telle de modéles mécaniques stochastiquéd'est en fait bel et bien au travers de cette
confrontation que commence a s’esquisser une démarche de validation.

Ainsi, on peut imaginer réaliser a partir de cette comparaison une sorte de propagation
inverse des incertitudes, comme ce qui est présenté Hansdzet al. 2004 ou les auteurs
entreprennent de calibrery les paramétres incertains du modéle a I'aide d’une fonction
colt définissant une probabiliég&posteriorid’avoir les parametres corrects, eu égard aux
mesures expérimentales effectuées; on a alors défini a travers cette fonction colt une
guantification plus ou moins satisfaisante de la qualité du modele stochastique vis-a-vis
de la référence expérimentale, et donné le moyen d’obtenir, par minimisation de cette
fonction codt, lesc meilleurs» parametres stochastiques du modéle.

Cette technique est a rapprocher de la pléthore des méthodes de calibration statistique
[Beven et Binleyl992 Kennedy et O’Hagar200]], mais aussi du domaine des mé-
thodes dites inverse3grantolal987 Menke1984, qui entrent toutes pleinement dans
le cadre stochastique, mais ou la mécanique est dans la grande majorité des cas quelque
peu absente. Pour combler cette lacune, une nouvelle voie est en cours d’exploration au
LMT-Cachan, en ce qui concerne l'idée de vouloir recaler les paramétres incertains d’'un
modele stochastique a I'aide de données expérimentales : la démarche se situe dans le
prolongement des travaux déja menés dans le cadre déterministe a I'aide du concept de
I'erreur en relation de comportement modifiée ; pour plus de précisions, on pourra consul-
ter [Ladevézeet al. 2003.

Méthodes non stochastiques

Malgré le réle prédominant joué par les méthodes stochastiques dans la modé-
lisation des incertitudes, certains auteurs se sont peu a peu montrés prudents avec
I'utilisation d’une telle démarche qui peut étre restrictive : en effet, la volonté d’asso-
cier a tout probléme de quantification des incertitudes une approche probabiliste peut étre
exagérée dans des cas ou le manque d’informations est tel que supposer une modélisation
de cette sorte revient déja a déformer le probleme initial de représentation des incertitudes.

En fait, l'incertitude sur un parametre peut se définir selon deux schémas différents,
comme ce qui est décrit danslir 1994 :
— un schéma conflictuebu des valeurs alternatives et distinctes du parameétre peuvent
se produire ; c’est ce que permettent déja de faire les méthodes stochastiques clas-
siques;
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— un schéma de non-spécificitéelatif a un ensemble de valeurs alternatives toutes
possibles de facon égale ; une illustration en est la réalisation d’'une mesure a l'aide
d’'un appareil, a laquelle est associé un intervalle de confiance ; ce cas de figure ne
peut étre représenté par la théorie classique des probabilités.

Bien entendu, il arrive que ces deux schémas aient lieu simultanémeleéis &irs que

le second cas de figure se produit, une modélisation stochastique entraine nécessai-
rement une déformation du probleme traité, inacceptable dans certains cas, d'ou le
recours a des méthodes non stochastiques.

Une premiere facon naturelle de traiter le schéma de non-spécificité précédem-
ment cité est d'utiliser une méthode d’intervalles déterministesL’incertitude sur un
parameétre est tout simplement modélisée par le fait que ce parametre se trouve quelque
part entre deux bornes données, et ce avec une compléte certitude. Il est alors possible
de propager cet intervalle au travers d’'un modele quelconque par la seule application
des regles d’arithmétique propres aux interval@stte facon de procéder constitue la
méthode des intervallegInterval Analysisn anglais), introduite dan®pore 1964, et
qui a été récemment associée a la méthode des Eléments Flil@ssombzt al. 2001].

Dans les années soixante, une nouvelle théorie des ensembles qui permet de traiter le
schéma de non-spécificité a été définie par Zadeh : il s’add tleeorie des ensembles
flous (Fuzzy Seten anglais), introduite dang§deh1969, qui étend la théorie classique
des probabilités en relachant, a travers le concept de participation a un ensemble, la pro-
priété primordiale de la définition d’'un ensemble classique, a savoir qu'un €lément ne
peut qu'appartenir, ou ne pas appartenir, a cet ensemble. Cette théorie a permis d'inté-
grer des concepts purement linguistiques dans des raisonnements faisant intervenir des
modeles mathématiques ; avec une telle approche, on peut alors modéliser de fagon rela-
tivement simple le jugement d’un expert portant sur des concepts subjectifs. Les outils de
la logique floue Fuzzy Logicen anglais) permettent ensuite de propager ces ensembles
flous a travers un modéle quelconqans le domaine de la mécanique, le concept a
connu récemment un certain succes, allant jusqu’a la création d’'une méthode des
Eléments Finis Flous(Fuzzy FEMen anglais), introduite dan®fo et Sawyet995.

A peu prés a la méme époque s’est développée une nouvelle théorie mathématique
définissant ce que I'on pourrait qualifierintervalles aléatoires(random intervalsen
anglais), qui est due aux travaux successifs de DempsteDagspsterl 969, puis de
Shafer qui lI'integre quelques années plus tard dans un cadre plus général au sein de la
« théorie des preuves) (de I'anglaisEvidence TheolyfShaferl976. En schématisant
un peu, on peut dire que la notion de probabilité est remplacée par deux quantités :

— la croyance(ouBelief en anglais) d’'un événement, qui est la sommedeguves

en faveur de I'occurrence de cet événement;
— la plausibilité (ou Plausibility en anglais) d’'un événement, qui est le complément
de la somme de toutes lepreuves; qui vont a I'encontre de I'occurrence de cet
événement.
Ces deux quantités sont alors souvent nommeées respectivement probabilités supérieure et
inférieure, et permettent ainsi de traduire la notion de non-spécificite.
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La modélisation possibilisteest une théorie analogue, qui introduit elle aussi deux
mesures complémentaires de I'incertitude : la possibilité et la néceBsibdis et Prade
1984. De méme que la théorie des preuves, elle n’a que peu d’applications pratiques en
mécanique.

Il est bon de souligner queutes ces approches ont été réunifiées et hiérarchisées
dans la théorie généralisée de I'information(Generalized Information Theorgu GIT,
en anglais) introduite dank&[ir 1991], qui considére que toute quantification de I'incerti-
tude est forcément liée a I'information que I'on peut porter a notre connaissance, et c’est
d’ailleurs sous cet angle que nous reprendrons dans le détail toutes ces méthodes dans la
seconde partie de ce mémoire.

Plus récemment, une généralisation originale du concept d’intervalle déterministe a
été menée par Ben-Haim avec la définition dexléles convexes d’incertitud¢Convex
Models of Uncertaintyen anglais) Ben-Haim et Elishakofi99Q. A tout paramétre in-
certain, on peut associer un ensemble convexe susceptible ou non de le contenir ; ceci rend
possible I'élaboration de modeles de lacunes d’informationginformation-gap models
en anglais) qui ont conduit certains auteurs a appliquer ce concept dans le domaine de
la validation. DansBen-Haim et Heme2004, il est montré a I'aide de cette approche
gue la fidélité du modéle vis-a-vis des données expérimentales se fait nécessairement au
détriment de la robustesse vis-a-vis des incertitudes, et que I'obtention d’'un compromis
entre ces deux criteres s’avere indispensable.

Vers une théorie des méconnaissances

De tout ce qui précéde résultent deux points principaux concernant la prise en compte
des incertitudes dans un modele mécanique, et la facon de quantifier la qualité de cette
prise en compte par rapport a la réalité :

— l'essentiel des efforts s’est concentré sur les méthodes stochastiques et leur ap-
plication en mécanique,avec la mise au point de méthodes efficaces d’étude de
modeles mettant en jeu des variables aléatoires ou des champs stochastiques, mais
par contre, il n’existe quasiment aucun moyen basé sur la mécanique de juger
quantitativement de la validité de ces modeles ; nous précisons ce constat dans
la premiere partie de ce mémoire;

— les méthodes stochastiques ont pour inconvénient de ne prendre en compte
gu’'un seul type d’incertitude, ce qui est tres restrictif et peut conduire a des aber-
rations dans le cas ou les informations sur le systeme a modéliser sont tres rares;
malheureusementes méthodes non stochastiques sont encore peu employées
dans le domaine de la mécaniquanéme si une progression sensible commence
a étre observée, en patrticulier avec les ensembles flous et les modeéles convexes
d’incertitudes jnous présentons une description rapide de toutes ces méthodes,
ainsi que leurs éventuelles applications en mécanique, dans la seconde partie
de ce mémoire.
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C’est dans cet état des lieux que I'on peut placer une nouvelle théorie dont les concepts
et les résultats sont détaillés dans ce mémoire : la théorie des méconnaissances introduite
dans [adeveéze2002- 20034 a la suite de plusieurs travaux préliminaires conduits au
sein du DépartementMécanique des structures lancewidu groupe EADS. Cette théo-
rie, qui concerne pour le moment I'étude des réponses modales linéaires en basses fré-
guences, repose slarvision d’une réalité expérimentale, représentée par une famille
de structures semblables, mais non rigoureusement identiques, a partir de laquelle
sont extraites des quantités caractéristiqgues que nous décrivons dans la troisieme
partie de ce mémaoire.

Le concept de méconnaissance repose sur deux idées de bdsenature différente,
permettant de traiter d’'une facon originale les incertitudes structurales.

La premiére idée est de nature mécanique : elle consiste a globaliser les incer-
titudes a I'échelle des sous-structures constitutives de la structure étudié®n ne
cherche donc pas, contrairement aux méthodes stochastiques par exemple, a caractériser
précisément les dispersions des parameétres matériaux localement, mais seulement a dé-
gager l'effet de ces dispersions a une échelle supérieure. C’est ainsi que la définition des
méconnaissances dites de base (celles attachées aux différentes sous-structures) est liée
aux énergies de déformation par sous-structure - vu que pour l'instant, on ne s’intéresse
gu’'a des incertitudes de type rigidité structurale.

La seconde idée concerne plutét le traitement mathématique du concept de mé-
connaissance elle consiste a s’affranchir de la modélisation purement probabiliste, que
I'on serait tenté d’introduire, en définissant la méconnaissance de base sur une sous-
structure comme une variable située quelque part dans un intervalle dont les bornes sont
des variables aléatoires, au lieu de la définir elle-méme directement comme une variable
aléatoire. Une telle modélisation permet donc de pallier les inconvénients des approches
purement stochastiques dans des cas ou la masse d'informations disponibles est si faible
gu’une modélisation a I'aide de lois de probabilité serait abusive.

C’est dans la quatriéme partie de ce mémoire que nous indiquons en particulier
guelles lois de probabilité on peut choisir pour la modélisation des méconnaissances
de base ;en particulier, la question est de traduire effectivement les lois de probabilité qui
portent sur les bornes des intervalles de méconnaissances de base. Pour cela, nous étu-
dions 'opération inverse, qui permet de transcrire une loi de probabilité portant sur une
variable aléatoire en termes de méconnaissances de base, en définissant quelques outils
mathématiques concernant I'introduction d’unprobabilité d’intervalle;. Une compa-
raison avec les méthodes non stochastiques de représentation des incertitudes nous permet
enfin de constater la pertinence de la modélisation retenue.

Ainsi défini, le concept de méconnaissance a pour but de chiffrer simplement la com-
paraison que I'on veut effectuer entre le modéle et le réel. Cette comparaison doit se
réaliser sur des quantités accessibles a I'expérimentation,layssimiere application
du concept de méconnaissance doit étre de pouvoir transmettre I'incertitude qu’il
représente au niveau des grandeurs observées : ceci constitue le theme de notre cin-
quiéme partie.
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Ainsi, si I'on considere une quantité d’intérét définie sur 'ensemble de la structure
(une fréquence propre par exempli¢)est possible a partir de la donnée du modéle
de méconnaissances de base de calculer un intervalle d’appartenance de cette quan-
tité d’intérét, dont les bornes sont probabilistes ;a I'aide d’hypotheses bien précises,
il s’agit en fait de traiter le probleme de propagation des intervalles de méconnaissances
de base au travers du modéle mécanique, a ceci pres que ces intervalles ont des bornes
qui sont des variables aléatoires. C’est encore grace au concept de probabilité d’intervalle
gue I'on peut parvenir a réaliser en pratique cette transmission et a obtenir des valeurs
directement comparables : celles-ci sont issues des intervalles de méconnaissances dites
effectives, qui ont une certaine probabilfféde contenir la quantité d’intérét associée au
modele.Le concept de méconnaissance rend donc possible la manipulation d’'un mo-
dele pourtant imparfait par rapport a la réalité considérée.

La propagation des méconnaissances repose sur une approximation au premier ordre
de la variation des quantités d’intérét modales, ce qui limite I'ordre de grandeur des mé-
connaissances de base employées; c’est pourquoi une version permettant de prendre en
compte unex forte » méconnaissance sur une sous-structure donnée est également in-
troduite.L’'obtention des méconnaissances effectives sur diverses grandeurs modales
est précisée dans la cinquieme partie. C'est a I'aide de ces quantités que s'effectue
la comparaison avec la réalité :on peut associer a cette derniére des valeurs caractéris-
tiques qui encadrent une certaine proportiddes grandeurs expérimentales d’intérét, et
comparer ces quantités aux méconnaissances effectives déduites du modéle avec mécon-
naissance<’est ce que nous faisons dans cette cinquiéme partie sur un exemple aca-
démique avec diverses possibilités de modélisations probabilistes des méconnaissances
de base; le cas d’'une forte méconnaissance est également traité.

Le probleme de cette comparaison est exposé dans la sixieme partie de ce mé-
moire : il s’agit en effet de savoir comment déterminer les méconnaissances de base
du modéle qui soient représentatives de la dispersion observée sur les quantités d’in-
térét expérimentales mesuréesge point est abordé sous la forme d’une réduction des
méconnaissances de base, par I'apport d’informations expérimentales pertinentes, a par-
tir d’'une certaine description majorante fixaepriori. Par cette idée, on se rapproche
guelque peu de la théorie généralisée de I'informatidin [L99]] qui considere I'apport
d’information comme la source de réduction des incertitudes.

Ainsi, plus on a d’informations expérimentales, plus on est susceptible de re-
duire les méconnaissances de baseette réduction s’effectue sous-structure par sous-
structure, apres sélection de I'information expérimentale la plus pertinente, et en envisa-
geant les cas les plus défavorables en ce qui concerne les contributions des autres sous-
structures dans le calcul des méconnaissances effectives. La notion de représentativité
d’'un essai expérimental est également abordée. Nous détaillons aussi la mise en ceuvre
de cette technique sur un exemple académique a des fins d'illustration, et concluons sur
les premieres bases de I'élaboration d’une véritable stratégie de réduction des méconnais-
sances de base a l'aide de I'information expérimentale disponible.
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Une fois résolu le probléme de détermination des méconnaissances dedase,
avons voulu montrer, dans une septiéme partie, ou se situe la théorie des méconnais-
sances dans la démarche générale de validation d’'un modeélsyr 'exemple élémen-
taire d’'un modele de liaison tres simplifié par rapport a la réalité, nous voyons que le
probleme classique de recalage, traité selon la méthode de I'erreur en relation de com-
portement modifiée, conduit a une erreur résiduelle, qui peut étre décrite efficacement a
I'aide du concept de méconnaissance.

Dans une huitiéme et derniére partie, nous appliquons notre stratégie de réduc-
tion des méconnaissances de base a un exemple de structure réellsavoir le support
de satellites SYLDAS présent dans le lanceur Ariane 5. Nous pouvons ainsi conclure sur
la qualité des différents modeéles de sous-structures utilisés dans cet exemple.

Tous les calculs sont réalisés a I'aide du logiditetlab [MathWorkg, et de la boite
d’outils associé&tructural Dynamics ToolbdSDT] permettant de traiter par la méthode
des Eléments Finis des problemes courants de vibrations des structures.

Nous concluons enfin ce travail sur les premiers enseignements, ainsi que les problé-
matiques importantes, engendrés par cette nouvelle méthode qu’est la théorie des mécon-
naissances.
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CHAPITRE 1

Etat de I'art des méthodes stochastiques
en calcul des structures

Le but principal du calcul des probabilités, comme son nom méme l'indique, est
de calculer les probabilités des phénoménes complexes en fonction des probabi-
lités, supposées connues, de phénomenes plus simples.

Emile Borel
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1. Etat de I'art des méthodes stochastiques en calcul des structures

Ce premier chapitre dresse un état de l'art, non exhaustif, des difféerentes méthodes
stochastiques, prenant en compte les incertitudes sous la forme de variables aléatoires et
de champs stochastiques dans les modéles de mécanique, dans le calcul des structures;
il ne sera donc pas fait état ici des méthodes probabilistes ou statistiques concernant la
modélisation microscopique des matériaux et de leur comportement. Nous étudions en-
suite les concepts et les applications que peuvent apporter ces méthodes au domaine de la
validation de modeles.

1.1 Petit historique succinct des probabilités

Les méthodes stochastiques sont les méthodes non déterministes les plus utilisées ; la
raison essentielle de ce succes vient tout simplement du fait qu’elles reposent sur la théorie
des probabilités, dont I'utilisation s’impose naturellement lorsqu’il s’agit de modéliser les
effets du hasard, et donc par extension les incertitudes que I'on veut introduire dans les
modeles. L'« omniprésence des probabilités est due quant a elle a la longue maturation
historique des concepts qui leur sont liés.

Les toutes premieres notions de probabilité datent du seizieme siecle et concernent
les jeux de hasard (en particulier, les jeux de dés); les concepts mathématiques associés
commencent a se formaliser des le début du dix-huitieme siécle, a travers les travaux de
Bernoulli, deBayeset deLaplace

Tres vite pour les mathématiciens de I'époque, la question se pose de pouvoir attribuer
des lois de probabilité aux événements qui les entourent : trois visions des probabilités
initiées dans les premiers moments sont restées pertinentes, et servent encore aujourd’hui
dans le choix d’'une loi de probabilité.

— une premiere technique se base sur des considérations de symétrensi, on

estime pour le lancer d’'un dé équilibré que la probabilité d’obtenir une face donnée
est la méme pour toutes les faces du dé;

— une seconde méthode est fondée sur la fréquence d’apparition de I'événement

E au cours d'« expériences répétées, et on suppose alors que la probabilité d'oc-
currence de I'événemelft est :

P(E) = lim N(E)

n—-4+oo n

(1.1)

avecN (E) le nombre de réalisations de I'événemé&neénn expériences;;

— une troisieme vision, qualifiée de subjectivistegonsiste a définir la probabilité
P d’'un événement comme un pari que I'on est prét a tenir : cela revient a miser
« P contre un» sur I'occurrence de cet événementget — P contre uny sur la
non-réalisation de cet événement, sachant que I'on dispose de suffisamment d’in-
formations pour que ce pari soit honnéte. Vue sous cet diaglepbabilité devient
un degré de croyance, et s’enrichit de I'utilisation du théoréme de Bayd8ayes
1763 qui permet de calculer des probabilités conditionnelles : ainsi, la probabilité
P(E, | Ey) qu'un événement’; se produise si 'on a observé la réalisation d'un
événement), s’exprime en fonction des probabilités d’occurrence des événements
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1.2. Choix des parameétres stochastiques

E, et E, respectivement, ainsi que de la probabift@?, | £;) d’avoir £, sachant

gue I'on a observé’; :

P(E, | E1)P(Ey)
P(Es)

On verra plus tard I'importance de ce théoréme dore interprétation possible

est sa capacité a relier deux probabilités concernant I'événemerit; : I'une,

P(E,), antérieure et l'autreP(E; | E,) postérieure a la connaissance de 'éveé-

nementkts, indiquant ainsi comment intégrer la connaissance de I'événement

L'intérét de cette approche subjectiviste se fait alors d’autant plus sentir que les

données requises pour une étude de fréquence d’apparition sont rares dans le pro-

bleme traiteé.

Apres une maturation progressive des concepts jusqu’a l'intervention de Kolmogo-
rov qui fonde définitivement dan&@lmogorov 1954 la théorie des probabilités dans
les termes de la théorie de la mesure, des outils se sont développés de facon importante
au cours de la seconde moitié du vingtiéeme siecle avec la forte émergence des moyens
informatiquesDans le domaine de la mécanique, on est peu a peu arrivé a la créa-
tion d’'une discipline a part entiére, traitant du calcul stochastique en mécanique comme
du moyen de modéliser précisément les incertitudes du systéme étudié, dont nous allons
maintenant dresser un panorama non exhaustif; on trouvera plus de précisions dans un
état de 'art dressé danS¢huélleret al. 1997, et complété dansSchuéller200]. En-
fin, pour plus de détails sur la théorie des probabilités elle-méme, on pourra par exemple
consulter Grimette et Stirzaket991].

1.2 Choix des parametres stochastiques

Comme nous l'avons déja évoqué dans l'introduction de ce mémoire, les méthodes
stochastiques consistent a étudier les effets des incertitudes affectant les parametres incer-
tains du modele sur la variabilité de la sortie. Pour cela, il faut déja préciser comment on
va définir les parametres incertains en termes stochastiques.

1.2.1 Types de parametres stochastiques

Les types de parametres incertains que I'on peut définir dans des modéles stochas-

tiques sont les suivants :

— les variables aléatoiresa valeurs danR, généralement caractérisées chacune par
une densité de probabilité ou une fonction de répatrtition, et les unes vis-a-vis des
autres par des fonctions de corrélation (idéalement, une description compléte de ces
variables serait caractérisée par la donnée d’une loi conjointe de probabilité, mais
ceci est souvent difficile a établir en pratique) ;

— les champs stochastiques’est-a-dire des fonctions, a valeurs d&gépendant
a la fois de l'aléa et de I'espace: ; ces champs sont généralement caractérisés
chacun par la donnée d’'une moyenne et d’'une variance dépendant de I'espace, et
d’une fonction de covariance entre deux points de I'espace ;
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1. Etat de I'art des méthodes stochastiques en calcul des structures

— les processus stochastiques’est-a-dire des fonctions dépendant a la fois de I'aléa
0 et du tempg ; bien sdr, on se rend compte que ces processus sont au temps ce
gue les champs stochastiques sont a I'espace, ce qui implique des possibilités de
traitement analogues.

Bien qu’ils soient de manipulation plus complexe, les champs stochastiques re-
présentent de maniére bien plus réaliste des paramétres mécaniques incertains pour
lesquels la prise en compte de la variabilité spatiale est nécessaitemme par exemple
les rigidités structurales; en effet, modéliser le module d’Young d’'une poutre en acier
par une variable aléatoire seulement revient bien a supposer que deux poutres en acier
guelconques n'auront pas forcément le méme module, mais par contre que le module de
chaque poutre est constant sur toute sa longueur, et cette hypothese implicite d’homogé-
néité de la rigidité peut se révéler bien trop restrictive suivant les applications.

Décomposition de Karhunen-Loeve

Il est toutefois possible de décomposer un champ stochasliue)) sur une base
d’espace déeterministe, les coordonnées dans cette base étant des variables aléatoires; la
plus populaire de ce type de méthodes est la décomposition de Karhunen-Loeve [

1977 :

E(z,0) = E(z) + _Z &(0)v Nipi(z) (1.3)

ou \; ety;(x) sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres du noyau de
I'opérateur de covariance défini comme :

Cr(zy, 25) = (E(z,,0) — E(il))(E@m 0) — E@z)) (1.4)

avecY (z) I'espérance dé& (xz,0); les \; et ¢;(x) sont en fait solutions de I'équation
intégrale, souvent résolue numériquement :

/D Cr(Zy, 2o)pi(zy)dzy = Nii(2,) (1.5)

ou D désigne le domaine spatial sur lequel le champ stochasiqug)) est défini. On

peut montrer que les valeurs proprgssont des quantités décroissantes quaadg-

mente, et que, plus le champ a décomposer est proche du bruit blanc, plus on a besoin
de termes dans la décomposition, ce qui explique qu’en pratique, comme les champs sto-
chastiques utilisés sont asselrsses», peu de termes sont gardés dans la décomposition
de Karhunen-Loeve.

Les variables aléatoires(0) sont quant a elles non corrélées, d’espérances nulles et
d’écarts types unitaires :
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1.2. Choix des parameétres stochastiques

Ces variables aléatoires sont en fait les moyennes du cligmy) pondérées par les
fonctions de I'espace;(zx) :

1
VA

D’autres méthodes de décomposition existent également : on peut citer par exemple
les décompositions en séries de Fouri@rifjoriu 1993, les décompositions orthogonales
[Zhang et Ellingwoodl 994, ou encore la décomposition sur le chaos polynontedid-
nem et Spano4991]], sur laquelle nous reviendrons plus en détail dans le paragraphe
1.4.2 Dans tous les cas, I'analyse du champ stochastique se résume alors a I'étude
d’un certain nombre de variables aléatoires indépendantes, dont la manipulation se
révele plus aisée, méme s'il se pose toujours la question de I'effet de la troncature de
ces décompositions.

£(6) = AE@@M@@ (1.7)

1.2.2 Choix des lois de probabilité

Un autre point a débattre concerne I'attribution des lois de probabilité aux parameétres
incertains. Trois premiéeres techniques proviennent directement des trois visions des pro-
babilités citées précédemment dans le paragrdphe les considérations de symétrie,
I'étude des fréquences d’apparition, et I'approche subjectiviste. Toutefois, d’autres fagcons
de faire, détaillées ci-dessous, sont encore envisageables.

Loi de probabilité normale

Il est en général trés courant de choisir pour une variable aléatéireune loi de
probabilité dite normale, dont la densité de probabilité s’écrit sous la forme :

p(y) = J% exp (—%) (1.8)

oup = Y () est I'espérance (ou moyenne)et= (Y (0) — Y (6))? I'écart type de la
variable aléatoir@” () ainsi définie.

Limportance de cette loi est due au résultat du théoreme central limitedont
I'énoncé est le suivant :

Si I'on considére: variables aléatoires indépendanted)), . .., Y, (0)
d’espérances respectives et d’écarts types respectifg,
alors la loi de répartition de :

Sn(0) = > Y(0) (L.9)

tend lorsquer — oo vers une loi normale d’espérangest d’écart typer :

MZZMk et o=
k=1
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1. Etat de I'art des méthodes stochastiques en calcul des structures

Ce théoreme peut s’énoncer sous la forme des conditions dites de Borel :

« Si les causes de variations aléatoires d’'une grandeur experimgiftglsont nom-
breuses et si aucune d’elles n'est prépondérante, alors on peut considérer que les dif-
férentes valeurg, obtenues en répétant la mesure dans des conditions (pratiquement)
identiques se répartissent suivant une loi normale de Gauss.

Ceci tend a justifier pourquoi les parametres structuraux tels que la masse ou la
rigidité sont souvent modélisés par des variables aléatoires de loi normaléeci étant,
cette loi pose rigoureusement un probleme théorique : vu que son domaine de définition
est 'ensemble des réels tout entier, des réalisations non positives peuvent se produire, ce
qui n'a pas de sens physique pour des parametres tels que la masse ou la raideur. Deux
solutions sont alors envisageables :
— si, avec la loi normale utilisée, la probabilité d’occurrence d’'une valeur négative
est suffisamment faible (typiqguement inférieure a un ordre de grandeun gg,
on peut faire en sorte de ne pas prendre en compte ces valeurs aberrantes, quitte a
renormaliser ensuite la densité de probabilité de la loi;
— une loi de probabilité, proche de la loi normale, mais dont le domaine de définition
est réduit &R’ , peut étre utilisee : il s’agit de la loi log-normale, dont la densite de
probabilité est la suivante :

1 o (lny - b)2)

les parametres et b se reliant a I'espérance et I'écart types de Y (w) par les
expressions :

M2+02> w
a=y/ln(=—5—) et b=In[———x 111
() wven( £)  am

On peut voir sur la figurd..1 la comparaison entre les deux lois, 'une normale,
l'autre log-normale, de mémes espérapce- 1 et écart typer = 0,2. On peut
reprocher a la loi log-normale la forme non symétrique de sa densité de probabilité
autour de la valeur moyenne.

Principe du maximum d’entropie

Une derniére démarche de détermination des lois de probabilité des paramétres du
modele repose sur le principe du maximum d’entropie, qui donrenailleurey loi de
probabilité parmi toutes celles qui vérifient un ensemble de contraintes.

La notion d’entropie d’une variable aléatoire, introduite détsgnnoril94g, permet
de caractériser la quantité d’'information manquante a propos de cette variable aléatoire
comme suit :

S(Y(w)) = — /D p(y) In(p(y))dy (1.12)
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1.2. Choix des parameétres stochastiques

25 T
= = Loi normale
= | oi log—normale
2 -
1.5F
1+
0.5F

FiIG. 1.1- Densités de probabilité pour une loi normale et une loi log-normale

A partir de 14, la méthode du maximum d’entropie, définie daiayfiesl957a- by,
permet de choisir la loi de probabilité la plusionnéte;, les contraintes a respecter étant
données (généralement la donnéerdpsemiers moments statistiquesl)s’agit donc de
la loi ou toute I'information disponible est utilisée, et une incertitude maximale, en
ce qui concerne ce que I'on ne connait pas, est supposémur plus de précisions sur
cette méthode, on pourra consult€apur et Kesavai997.

Un exemple simple d’utilisation de ce principe est le suivant : on cherche a déterminer
une loi de probabilité sur I'intervallg; b], a # b; la maximisation de I'entropi€ (Y (w))
sous la contrainte de normalisatigSﬁp(y)dy = 1 implique nécessairement :

B 1
b—a

p(y) (1.13)

ce qui correspond a une loi uniforme. De maniére intuitive, il semble logique en effet
a posteriorique cette loi permette de maximiser l'incertitude sur un intervallg], en
affirmant qu’aucun point de cet intervalle n’a de raison d’étre plpsobabley qu’un
autre.

1.2.3 Sélection des parametres les plus pertinents

On peut également citer une autre famille de méthodes tres répandues qui ont leur
intérét dans le processus de validation de modétes méthodes, issues de la commu-
nauté des statisticiens, permettent de déterminer la part de I'effet de I'incertitude de
chaque variable du modéle sur l'incertitude finale de la réponseOn obtient alors une
réduction de la liste des variables incertaines du modéle en déterminant celles qui sont les
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1. Etat de I'art des méthodes stochastiques en calcul des structures

plus influentes dans la réponse du systeme. Sans entrer plus dans le détail, on peut citer
différentes méthodes comme l'analyse de sensibiidtElli et al. 2004, généralement

la plus répandue, ou bien encore les études de criblger et Lewi2004 Chipman

et al.1997.

Nous allons maintenant évoquer comment les méthodes stochastiques permettent de
transmettre I'incertitude modélisée par les parametres stochastiques pour étudier la ré-
ponse du modéle.

1.3 Meéthode de Monte Carlo

Une premiere démarche, trés répandue, est I'utilisation de la méthode de Monte Carlo,
détaillée dans de nombreux ouvrages tels dierjmersley et Handscomit®967, [Ru-
binstein198] ou [Fishmanl199€, qui est une approche statistique, car I'évaluation des
caractéristiques stochastiques de la réponse du systéme passe par le calcul d’un grand
nombre de problemes déterministes.

En effet, I'utilisation de cette méthode permet de générer des réalisations des para-
metres aléatoires définissant le modele, aussi appelées tirages, qui tiennent compte des
lois de probabilité respectives et des fonctions de corrélation entre les différentes va-
riables aléatoires entrant en jean obtient ainsi, pour chaque tirage des différents
parameétres aléatoires, une structure pour laquelle un calcul déterministe de la ré-
ponse peut étre menéUne étude statistique de ce jeu de réponses nous permet alors de
déeterminer une moyenne et un écart type, ou encore une probabilité d’occurrence d’un
critére mécanique, pour des systemes qui initialement n’avaient généralement pas de so-
lution analytique.

1.3.1 Avantages et inconvénients

Le principal avantage de la méthode de Monte Carlo est de permettre de mener succes-
sivement plusieurs calculs déterministes une fois que les jeux de parametres ont éte tirés;
pour peu que le probleme déterministe soit traitable par un code de calcul classique ou
spécialement dédié, on peut facilement étudier la réponse du modeéle stochastique traité.
Néanmoins cet avantage constitue également le principal inconvénient de la méthode car
un nombre suffisamment grand de tirages doit étre effectué pour que I'étude statis-
tique de la réponse converge.

Un résultat de convergence en dimension un peut étre donné par une application du
théoréme central limitel(9) : on cherche a estimer I'espérance d’une variable aléatoire
Y (6); la méthode de Monte Carlo pouttirages nous donne alors une estimation de cette
espérance, a l'aide devariables aléatoireg§y(9)},_, , de méme loi de probabilité que
Y (#). On montre alors que I'écart

W=~ S Vil6) (114)
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1.3. Méthode de Monte Carlo

entre 'espérance dé(f) et son estimé suit une loi normale centrée d’écart tf%),eofm
est I'écart type de la variable aléatolrgd). Autrement ditJa vitesse de convergence de
la méthode de Monte Carlo est donc de I'ordre de\}—ﬁ, oun est le nombre de tirages.

Le nombre minimal de tirages requis pour un certain niveau de convergence peut alors
devenir considérable suivant I'objet de I'étude statistique, mais aussi suivant le nombre
de parametres aléatoires du probleme. C’est pourquoi de nombreuses techniques nume-
riques ont été mises au point pour contrebalancer cette exigence, dont quelques-unes sont
présentées ci-dessous.

1.3.2 Améliorations de la méthode
Parallélisation

La structure méme de la méthode de Monte Carlo permet une parallélisation aisée
des opérations : il suffit de mener les résolutions des systemes déterministes sur plusieurs
processeurs (ou ordinateurs), ce qui réduit ainsi assez fortement les temps de calcul; on
trouvera dansJohnsonret al. 1997 et [Papadrakakis et Papadopoult®99 quelques
exemples récents d’implémentations.

Réduction de variance

Les techniques dites de réduction de variancfaisant partie de ce qu’on appelle
égalementmportance samplingoermettent d’accélérer la convergence de la méthode
en augmentant la densité des réalisations dans les régions d’intérétsavoir celles qui
contribuent le plus a I'estimation statistique désirée ; en effet, on a vu précédemment que
I'écart entre I'espérance cherchée et I'estimation par Monte Carlo suivait une loi normale
centrée d’écart typej—ﬁ, ouo est I'écart type - c’est-a-dire la racine carrée de la variance
- de la variable aléatoire étudiée, d’ou I'idée de vouloiéduirey cette variance.

La principale limitation de ce genre de méthode est liée au nombre de variables aléa-
toires indépendantes : au-dela de dix, le colt de la technique de réduction de variance
devient prohibitif par rapport au colt d’'une méthode de Monte Carlo classique. On trou-
vera plus de détails sur ces techniques dahsinpsonl997.

Latin Hypercube sampling

La technique dite duatin Hypercube samplingntroduite dansicKay et al. 1979,
est tres employéesa propriété de« stratification » permet de réduire assez nettement
le nombre IN de tirages requis :le domaine de définition de chaque variable aléatoire
est divisé enV intervalles d’égales probabilités, et on tire aléatoirement une valeur sur
chacun de ces intervalles; ensuite, lésvaleurs ainsi tirées pour la premiere variable
aléatoire sont appariées aléatoirement avedviesleurs tirées pour la seconde variable
aléatoire, formant ainsV couples qui sont alors associés aléatoirement ave¥ ledeurs
tirées pour la troisieme valeur aléatoire, et ainsi de suite pour obtepituplets, olp est
le nombre de variables aléatoires du modele, qui constituenvIésages finalement
utilisés pour caractériser la réponse.
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En pratique, ce nombré&’ de tirages est bien plus faible que celui requis avec une
méthode de Monte Carlo classique pour un méme niveau de convergence. Diverses amé-
liorations ont été menées depuis, par exemple ddakdn et Davis2003.

Méta-modéles

Les techniques précédentes s’attachent a améliorer la méthode de Monte Carlo elle-
méme ;| est bien sOr possible de réduire le temps de calcul requis par les résolutions
déterministes en remplagant le modéle« complet » initial par un modele approché
de substitution qui soit plus rapide a mettre en ceuvre pn parle souvent de méthodes
de surface de réponsBésponse Surface Methodsi RSMen anglais) Yeneziancet al.

1983 Faravellil989, ou encore de méta-modeles, dont le principe consiste a établir une
surface approchée de la réponse du modeéle.

Pour cela, la réponse du modeéle déterministe complet est calculée pour différents jeux
de parametres, de facon a obtenir suffisamment de points de réponse pour interpoler ces
derniers par une certaine forme de modéle de régression ; on trouvera quelques exemples
récents de cette facon de procéder d&twhiltzeet al. 2001, Hemezet al. 2001, Bou-
card et Champane3003. Bien entendu, une étape préliminaire indispensable dans I'éla-
boration de ces méta-modeles consiste a sélectionner les paramétres du modele les plus
influents dans la réponse, ce a quoi s’attachent les méthodes décrites dans le paragraphe
1.2.3 car comme pour les techniques précédentes, la principale limitation réside dans le
nombre de variables aléatoires indépendantes du modéele.

Dans le domaine de la mécanique, les calculs déterministes qui sont réalisés pour
les jeux de paramétres tirés font intervenir généralement une discrétisation spatiale du
probléme, de type Eléments Finis ; on est donc en présence, quoique de facon indirecte,
d’'une méthode que I'on pourrait qualifier d’Eléments Finis en stochastique.

1.4 Méthode des Eléments Finis Stochastiques

C'est dans l'idée de méler plus intimement la méthode des Eléments Finis, telle
gu’elle existe pour les problemes déterministes, avec les outils probabilistes que s’est
développée la méthode des Eléments Finis Stochasti§t@sh@stic Finite Elements Me-
thodou SFEMen anglais). L'idée est de considérer I'aléa comme une dimension supplé-
mentaire du probléme traité, tout en employant la discrétisation spatiale proposée par le
concept des Eléments Finis. On peut alors traiter la dimension associée a I'aléa de deux
fagcons générales, ce qui nous conduit aux deux grandes orientations suivantes.

1.4.1 Méthode des Eléments Finis Stochastiques par Perturbation

La premiére méthode utilise une méthode de perturbation entre les caractéristiques
de la réponse aléatoire et les paramétres incertains du modéle : il s’agit de la méthode
des Eléments Finis par Perturbation @erturbation SFEMen anglais)Baecher et Ingra
1981.
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La premiere étape concerne la discrétisation spatiale des champs stochastiques

utilisés ; pour cela, de nombreuses techniques existent :

— la discrétisation au milieu de I'élément(mid-point methoen anglais) est la fagon
la plus simple de procéder : elle consiste a associer une variable aléatoire a chaque
elément du maillage, en supposant que celle-ci est la valeur du champ stochastique
au milieu de I'élément$hinozuka et Yamazakio89 ; les moments statistiques de
ces variables aléatoires sont alors obtenus en considérant ceux du champ stochas-
tique aux différents points milieux du maillage ;

— la discrétisation par moyenne localglocal average methodn anglais) consiste
cette fois-ci a prendre comme variable aléatoire associée a chaque élément la moyenne
du champ stochastique sur cet élémeranmarcke et Grigoril983; de nom-
breuses techniques numériques existent alors pour calculer les moments statistiques
de ces variables aléatoires en fonction des caractéristiques du champ stochastique
initial ;

— la discrétisation par intégrales pondéréegweighted-integral methodn anglais)
permet de transformer le champ stochastique initial en un vecteur de variables aléa-
toires nodales calculées lors de l'intégration numeérique requise sur chaque élément
pour le calcul de la rigidité élémentairégdkadal990a- b, Deodatis1991a- b];
dans [fakadal993, il a été montré que cette discrétisation donnait une trés bonne
approximation de la variance de la réponse, tandis que la discrétisation au milieu
de I'élément avait tendance a la surestimer, et la discrétisation par moyenne locale
a la sous-estimer;

— d’'une fagon plus indirecte peut étre également envisagée une discrétisation basée
sur la décomposition de Karhunen-Loeéte3] décrite dans le paragraphe?.1; il
suffit pour cela de projeter les fonctions de I'espace obtenues dans la décomposition
sur la base de discrétisation Eléments Finis.

La seconde étape consiste a approximer les fonctions des variables aléatoires par
leur développement en série de Taylor autour de leur valeur moyenne, I'ordre un
ou deux, en supposant que les variables aléatoires varient peu autour de leurs valeurs
moyennes : par exemple, si le probleme discrétisé revient a résoudre un systeme de la
forme KU = F, des développements a I'ordre deux par rapportavariables aléatoires
€, hous donnent :

K = K° +Zn:Kfei +Zn:injleiej (1.15)
i=1 i=1 j=1

U = U+ i Ule; + i i Ulleie; (1.16)
i=1 i=1 j=1

ou K, K] etK;! désignent respectivement la moyenne, et les dérivées premiéres et se-
condes de la matrice de rigidil€ par rapport aux variables aléatoirds, U/ et U/

sont les quantités analogues définies pour le champ de déplacement SGlgtien’on
recherche.
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La résolution se fait alors successivement ordre par ordre : voici les expressions pour
la détermination des ordres zéro, un et deux, ayvge-1...n:

KOUo = F (1.17a)
K°U! = —K!U° (1.17b)
KU/l = -K[U! - K!U! - KL/U® (1.17¢)

De nombreuses applications a des problemes linéaires et non-linéaires ont été réa-
lisées, en statigue comme en dynamique, avec de bons résultats lorsque les parametres
incertains fluctuent dans des bandes étroites ; citons par exebiplet[al. 1986a- b -

1988 Shinozuka et Yamazalki98g pour les premiers travaux, ainsi que plus recemment
[Elishakoffet al. 1995 Muscolinoet al. 2004.

Dans Man den Nieuwenho2003 Van den Nieuwenhof et Coyet2903 a été déve-
loppée une approche modale originale qui permet de calculer directement la dispersion
des Fonctions de Réponse en Frequer€®H pour des parametres incertains donnés;
pour cela, I'étude de la variabilité du probleme aux valeurs propres a été menée dans le
cas d’'incertitudes concernant aussi bien les rigidités que la géométrie. Numériquement,
une méthode mixte de perturbation couplée a des tirages de Monte Carlo permet de trai-
ter, avec un faible codt, la variabilité dERF, dont I'obtention est pourtant issue d’'un
probléme fortement non-linéaire au niveau des pics de résonances.

1.4.2 Méthode Spectrale des Eléments Finis Stochastiques

La seconde méthode utilise une projection suk haos polynomiat de la partie
aléatoire de la réponse cherchée, en association avec une décomposition de Karhunen-
Loéve des paramétres incertains du modéele, le tout épaulé par une représentation spatiale
par Eléments Finis : il s’agit de la méthode Spectrale des Eléments Finis Stochastiques
(Spectral SFEMen anglais).

La toute premiere étape de la méthode consiste a décomposer les champs stochas-
tiqgues du modele sur la base d’espace proposée par la décomposition de Karhunen-
Loévedécrite dans le paragraphe?.1: par exemple, sil'on considére que c’est le module
dYoung qui est représenté par un cha#ifx, ¢), on peut écrire :

E(z,0) = E(z) + Z &(0)V/ Npi() (1.18)

ou &;(#) sont des variables aléatoires non corrélées d’espérances nulles et d’écarts types
unitaires, formant ainsi une base orthonormée de I'aléa. Si le champ stochdstigée

suit une loi normale, alors les variables aléatofg8) sont elles aussi normales; c’est
I'nypothese que I'on suppose dans la suite.

La seconde étape consiste a utiliser cette base orthonormée de variables aléa-
toires &;(0) pour décomposer le vecteulU (6) contenant les inconnues nodalegyro-
venant de la discrétisation Eléments Finis du champ de déplacement sdliftiof)
recherché.
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On peut montrer que le vecteur de variables aléatoires incorin(fgspeut s'écrire
sous la forme d’'une somme de polyndmes des variables aléatoires nofpftéles

- aOFO =+ Z azl 521 + Z Z a1112F2 5@1 512( )) ct (119)

11=1 i1=1102=1

oul',(&,(0),...,&,(0)) désigne le chaos polynomial d’ordpe qui engendre un sous-
espace de l'aléa appelé chaos homogene d’orfirdener1939 ; on trouvera dansgha-

nem et Spano%99] le mode d’obtention de ces polynédmes. En pratique, on réordonne
les termes sous la forme d’'une simple somme, que I'on tronque ap(és-el)ieme
terme :

U(0) =D _Uy¥i(6(0),- -, &n(0)) = D _ Uit (6) (1.20)

si I'on ne considére qu’un chaos polynomial de dimensigrc’est-a-dire si seules €8
premieres variables aléatoir&sf) sont conservées. La relation qui donne le nombre de
termesP + 1 de la décompositionl(20 en fonction de l'ordrep et la dimensionV du
chaos est la suivante :

P+1_1+Z HN+/<: (1.21)
jl

Voici le détail de ces” + 1 = 10 polynébmes pour un ordre deux et une dimension trois
(p=2etN =3):

(V1 = {1,&(0),6(0),8(0), &(0)6(0 ) 51( )€3(0),£2(0)&5(0),
&(0)* —1,&(0)° — 1,&6(0)* — 1} (1.22)
Ces polyndémes vérifient :
i(0) =0 Vji>1 et ¢;(0)¢(0) =1;(0)205 (1.23)

La détermination du champ déplacement solution revient donc a déterminer les vecteurs
U, de la decompositionl(20).

La discrétisation Eléments Finis du probléme conduit au calcul d’'une matrice de rigi-
dité globale issue de I'assemblage de matrices élémentaires de la forme :

Kg(0) = /E B'C(z,0)BdE (1.24)

ou B est la matrice gradient exprimant les déformations en fonction du vecteur des incon-
nues nodales, €i(z, 0) estla matrice de relation de comportement, faisant intervenir dans
notre cas le cham@'(z, 6). La décomposition de Karhunen-Loéve 18 de ce champ,
tronquée a partir dvieme terme, nous donne formellement :

N

Ki(0) = ) &(0)Kg; (1.25)

1=0
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ou Kg; ;-1 correspond a l'intégration spatiale stirde la quantiti/)\_igoi(g) issue de la
décomposition, et ou I'on a posé pour plus de commdditg = Kg etéy(0) = 1.

Le probléme Eléments Finis revient alors a résoudre un systéme de laKdrme F,
ce qui nous ameéne, en utilisant les décompositiarzy et (1.20), & résoudre I'équation

suivante : . N
> (Z 5@'(9)Kz‘> Ui (OU; = F (1.26)
7=0 =0

que I'on multiplie par),(6), ce qui nous donne, en prenant I'espérance :

P N
ZZ@ HOKU; = Fy(0),k=0,..., P (1.27)

7=0 1=

Au bilan, on doit résoudre le systeme par blocs suivant :

IA<00 KOl KOP Uy F
Ky | Ky | -+ [Kip U 0
= (1.28)
KpoKpy| -+ |[Kpp)) \UP 0
ou chaque bloc est défini par :
N
Ky =Y &O0)00)0n(0K; Vjk=0...P (1.29)
=0

La matrice finale étant d’ordr& (P + 1), on a tout intérét & ne pas I'assembler explicite-
ment ; dansGhanem et Kruget99€, deux algorithmes de résolutions sont proposés : le
premier repose sur un schéma itératif basé sur I'algorithme du Gradient Conjugué (pour
plus de précisions, voixelsson1994), tandis que le second repose sur une hiérarchi-
sation des systémes a résoudre, rendue possible par le caractére lui-méme hiérarchique de
la technique du chaos polynomial.

Des méthodes hybrides ont également été développées @aaadm1999 : elles
permettent de lier ISFEM a la méthode de Monte Carlo et ses améliorations décrites
dans le paragraphe3.2 telles que Ifmportance samplingu le Latin Hypercube sam-

pling.

Dans le cas ou le champ stochastidtie:, #) ne suit pas une loi de probabilité nor-
male, on n’utilise plus la décomposition de Karhunen-Loévéd) : a la place, on ap-
plique directement la décomposition sur le chaos polynomial, a savoir :

P

E(z,0) =) ei(z)vi(9) (1.30)

1=0
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ou les vecteurs de la base d’espage) sont donnés par :

() E(z,0
ei(z) = % (1.31)
¥i(6)?
Le raisonnement reste alors le méme, les blocs matriciels s’exprimant maintenant comme
suit :

.
Ryy|= > 00,000 0K, Vik=0...P (1.32)
=0

avecK; résultant de l'intégration spatiale dgx).

De la méme facgon, si le probléme a traiter est non-linéaire, la matrice de rigidité n’est
plus une fonction linéaire des variables aléatoffg8) ; on la décompose alors sur le
chaos polynomial comme dans le cas de champs non normaux.

1.5 Autres méthodes stochastiques

1.5.1 Méthodes fiabilistes

Ces méthodes s’attachent a déterminer la probabilité de défaillance d’'une structure
dans des cas ou une simulation directe de Monte Carlo serait tres difficile a mettre en
ceuvre. Pour cela, on associe au probléeme :

— la donnée de variables aléatoireX; qui sont les paramétres incertains du pro-

bléme, pour lesquels la densité conjointe de probabilitg(est . .., x,);

— un ou plusieurs scénarios de défaillance caractérisés chacun par une fonction de
performanceG(zy, ..., z,), dont les valeurs positives constituent les réalisations
du succes tandis que les valeurs négatives traduisent la défaillance.

Avec ces notations, la probabilité de défailladged’une structure se calcule alors comme :

= / p(z1, ..., xy)dey ... day, (1.33)

G(z1,...,2n)<0
L'évaluation directe de cette probabilité de défaillance par une méthode de Monte Carlo
se revele alors impossible, car pour estimer correctement des probabildéd’ ordre de
10~™, il faudrait effectuer de I'ordre ded™*2, voire 10™ "3 tirages, or on s'intéresse a des
événements de tres faible occurrence, pour lesquels on a généralerent De plus,
cette technique nécessite également la connaissance de la densité conjointe de probabilité
p(z1,...,x,), QUi n'est pas toujours simple a établir.

Classiquement, la probabilité de défaillance est estimée par I'intermédiaire du calcul
de l'indice de fiabilitéd de Hasofer-LindHasofer et LindL974.
La premiére étape consiste a appliquer une transformation dite isoprobabilistd”

permettant d’agir dans un espace de variables aléat@ikes. ., U,) = T(X, ..., X,)
qui vérifient chacune une loi de probabilité normale centrée d’écart type unitaire ; I'état-
limite est alors caractérisé péf(u,...,u,) = 0 avecH tel que:

H(uy, ... uy) :G(Tfl(ul,...,un)) (1.34)
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Plusieurs transformations sont possibles selon la quantité d’information disponible a pro-
pos des variableX; ; en particulier, il n’est pas nécessaire de connaitre la densité conjointe

de probabilité, car certaines techniques approchées ne requiérent que la connaissance des
lois de probabilité marginales et des fonctions de corrélations entre les différentes va-
riables aléatoires.

La seconde étape consiste a calculer I'indice de fiabilit@, qui, dans I'espace
construit, est défini géométriqguement comme le minimum de la distance de l'origine de
I'espace des variables normées a la fonction d’état-lirFife,, . . ., v, ), ce qui revient
a:

(1.35)

6= min
(u1a~~~7un)
H(u1,...,un)=0
Le point solution de ce probléme de minimisation est appelé point de défaillance le plus

probable et notéd>*.

La probabilité de défaillance se calcule alors de plusieurs facons :

— la plus simple consiste a utiliser une approximation du premier oFdlret Order
Reliability Methodou FORM en anglais) en remplacant la fonction d’état-limite
par son hyperplan tangent au poitit :

Py =d(=f) = 1 - (8) (1.36)

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée de variance unitaire; la
figure 1.2illustre cette situation;

X2

Domaine de
défaillance T

Espace physique Espace normé
Fic. 1.2— Principe des méthodes fiabilistes : exemple de I'approximation FORM

— une technique plus précise consiste a approcher la géométrie de la fonction d’état-
limite au voisinage du poin®* par une courbe plus rich&écond Order Reliability
Methodou SORMen anglais) :

n—1 1

Py = &(—p) H T (1.37)
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ou lesk; sont les courbures principales de la fonction d’état-limite au pBint
— une simulation de Monte Carlo améliorée selon les méthodes du paradr@phe
peut étre employée pour réaliser I'essentiel des tirages au voisinage diPpport
peut aussi envisager d’utiliser une approximation a l'aide des surfaces de réponse,
couplée avec un plan d’expériendesfnaire1997.
Pour plus de précisions sur les méthodes fiabilistes, on pourra consulter par exgitaple [
levsen et Madseh994.

1.5.2 Meéthodes non-paramétriques

Dans toutes les méthodes stochastiques que nous venons de passer en revue, le choix
des parametres incertains du modele, a savoir le type de données (variables aléatoires ou
champs stochastiques) et les lois de probabilité associées, se révele crucial pour I'étude
de la variabilité de la réponse. Dans ce cas, on suppose que le modele est parfaitement
connu, les incertitudes ne portant en effet que sur les paramétres de ce modele, or pour
des systemes mécaniques suffisamment complexes, cette hypothése peut étre excessive ;
certaines zones, comme les liaisons par exemple, mettent en jeu des phénomeénes qui sou-
vent ne sont pas pris en compte dans le détail, et sont donc représentées par des modéles
simplifiés, pour lequel le choix des parametres incertains se révele un peu arlifigiel.
dans ces cas pouvoir prendre en compte des incertitudes de modélisation.

Peu de travaux considerent ce type d’incertitudes ; citons par exe®pize[L986
pour une premiere approche concernant feou structurab,, défini comme I'ensemble
des sous-systemes mécaniques secondaires reliés a la structure maitresse, et qui ne sont
pas modélisables classiquement, la finalité étant d’introduire une modélisation probabi-
liste globale de ce flou structural : ce concept n’a pas pour but premier d’étudier la varia-
bilité de la réponse du systéme, mais vise a améliorer la prévisidaRiedéterministes,
initialement dans le domaine desvioyennes Fréquences puis dans la quantification
des effets de 'amortissement dans le domaine des Basses Fréqugnized994. Les
lois de probabilité étant appliqguées a des quantités globales telles que des impédances
de frontiére entre le flou structural et la structure maitresse, cette derniére approche est
gualifiée de non-paramétrique.

Plus récemment danS$ize200(, une autre méthode non-paramétrique a été propo-
sée pour prendre en compte les incertitudes de modélisation, cette fois-ci avec pour but
réel d’étudier la variabilité deBRF. Ici, la méthode est non-parameétrique car les para-
metres incertains ne sont pas modélisés directement par des variables aléatoires ou des
champs stochastiquetes incertitudes sont prises en compte de facon globale en mo-
délisant directement les matrices du modele dynamique par des matrices aléatoires,
formées a partir du principe du maximum d’entropie décrit dans le paragraphie?.3
Puisque les niveaux de dispersion peuvent varier fortement au sein d’une structure com-
plexe, cette approche non-paramétrique a été couplée @anblj2007 avec la méthode
de sous-structuration dynamique de Craig-Bamp€naig et Bamptori96g pour pou-
voir I'appliquer sur chague sous-domaine ou le niveau d’incertitude peut étre considéré
comme homogene; les résultats de cette méthode sont alors confrontés avec des mesures
expérimentales sur deux plaques boulonnées.
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1.6 Methodes stochastiques et validation de modéles

Méme si elles propagent ainsi les incertitudes sur les parameétres, et permettent une
comparaison entre la variabilité de la réponse du modéle et celle effectivement constatée
dans la réalitépeu de méthodes s’attachent spécifiqguement a la validation de modéles
mécaniques probabilistes en tant que telleC’est donc bien au travers de cette compa-
raison que peut commencer a s’esquisser une démarche de validation.

On imagine ainsi réaliser a partir de cette comparaison une sorte de propagation in-
verse des incertitudes, comme ce qui est présenté Hamsdqzet al. 2004 ou les auteurs
entreprennent de calibrery les paramétres incertains du modele a I'aide d’'une fonction
codt définissant une probabiliééposteriorique les parametres du modéle soient corrects,
eu égard aux mesures expérimentales effectuées ; cette probapiiséerioripeut s’ob-
tenir aisément a I'aide du théoreme de Bayieg)(car elle est proportionnelle au produit
de la probabilitéa priori d’avoir les bons paramétres du modéle par celle d’avoir les va-
leurs expérimentales mesurées avec les parameétres cagsi. On a alors défini a
travers cette fonction co(t une quantification plus ou moins satisfaisante de la qualité du
modele stochastique vis-a-vis de la référence expérimentale, et donné le moyen d’obtenir,
par minimisation de cette fonction codt, lemeilleursy paramétres stochastiques.

Cette technique est a rapprocher de la pléthore des méthodes de calibration statistique
[Beven et Binley1992 Kennedy et O’'Haga@001], mais aussi du domaine des méthodes
dites inversesTarantolal987, Menkel1984, qui entrent toutes pleinement dans le cadre
stochastique, mais da mécanique est dans la grande majorité des cas quelque peu
absente En effet, une comparaison entre la résolution de problémes inverses par la théorie
de I'estimation Tarantolal987 et la méthode de recalage a I'aide de I'erreur en relation
de comportement modifieeddeveze et Chouaki999 est menée dandraemaeker
et al. 2004 ; les auteurs montrent que, méme si les formulations dans les deux cas sont
similaires, les deux méthodes sont de nature profondément différente, puisque le choix
des normes est d'origine statistique dans le cadre de la théorie de I'estimation, au lieu
de présenter une justification mécaniqgue comme dans le cas de I'erreur en relation de
comportement, et c’est pourquoi de telles théories mathématiques peuvent difficilement
constituer des estimateursmécaniques de la qualité d’'un modele. Les auteurs pro-
posent alors une extension du concept de I'erreur en relation de comportement modifiée
dans le cas de données incertaines.

Plus récemment, I'idée précédente est encore approfondie pour envisager le cas d’'un
modéele stochastique, afin de pouvoir recaler, a I'aide de données expérimentales, les pa-
rametres incertains de ce modele : la démarche se situe dans le prolongement des tra-
vaux déja menés dans le cadre déterministe a I'aide du concept de I'erreur en relation de
comportement modifiée ; pour cela, une extension au cadre stochastique, associée a une
reconstruction des données expérimentales a I'aide du modéle stochastique, permet I'éla-
boration d’un indicateur d’erreur nul si le modele stochastique esact», c’est-a-dire si
les données expérimentales s’identifient aux valeurs prédites par le modele. Pour plus de
précisions, on pourra consultergdeveze2003h Ladevézeet al. 2005 Caignot2004.
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CHAPITRE 2

Etat de l'art
des meéthodes non stochastiques

Les savants sont des gens qui, sur la route des choses inconnues, s’embourbent
un peu plus loin que les autres.

Alphonse Karr
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2. Etat de I'art des méthodes non stochastiques

Dans ce second chapitre, nous essayons de donner un état de I'art, non exhaustif,
des différentes méthodes modélisant les incertitudes par des techniques n’employant pas
la théorie des probabilités. Ces approches, qui soit étendent a un niveau supérieur, soit
prennent le contre-pied total de ces méthodes stochastiques sont classiquement regroupées
dans ce que I'on appelle la théorie généralisée de I'informakdin 1991].

2.1 Motivation des méthodes non stochastiques

On ne peut nier, ainsi qu’on I'a montré dans le chapitre précédent, le réle prédominant
joué par les méthodes stochastiques dans la modélisation des incertitudes. Cependant, cer-
tains auteurs se sont peu a peu montrés prudents avec I'utilisation de telles approches qui
peuvent étre restrictives, et les concepts apportés par les mathématiques se multipliant,
se sont mis a considérer d’autres voies. En effesocier une vision probabiliste a tout
probleme de quantification des incertitudes peut étre exagéré dans certains ces
le manque d’'informations est tel que supposer une telle vision revient déja a déformer le
probléme initial de modélisation des incertitudes.

Ainsi, dans Wordenet al.2003, les auteurs ont mis en évidence que les méthodes sto-
chastiques pouvaient étre mises en défaut sur un simple exemple de non-linéarité forte, a
savoir un systeme masse-ressort a un degré de liberté pour lequel la relation de comporte-
ment du ressort exprime I'effort comme une fonction cubique du déplacement (oscillateur
de Duffing).

On peut montrer que, soumis a une excitation sinusoidale, ce systéme peut avoir soit
une réponse a faible amplitude, soit une réponse a forte amplitude, et ce pour une méme
valeur de la fréquence de I'excitation ; I'une ou I'autre réponse s’établit suivant les condi-
tions initiales en position et vitesse de 'oscillateur. Ce comportement rend I'approxima-
tion de la réponse par un méta-modele, dont le principe a été exposeé dans le paragraphe
1.3.2 tout bonnement impossible, cardaurface» de réponse présente un caractére frac-
tal, deux tirages de Monte Carlo de valeurs trés proches pouvant donner deux réponses
d’amplitudes tres éloignées.

De méme, I'utilisation des méthodE©RM/SORMdécrites dans le paragraphs.1
se révele totalement impossible a cause du phénoméne de bifurcation présent dans I'os-
cillateur. En fait, le comportement trés non-linéaire de ce dernier rend totalement caduc
I'emploi d’'une modélisation stochastique des incertitudes : il faut donc dans ce cas se
tourner vers d’autres schématisations des incertitudes.

En fait, comme nous I'avons déja évoqué dans I'introduction de ce mémoire, on peut
considérer que l'incertitude a propos d’'une grandeur physigue se manifeste selon deux
schémas différents, comme décrit daikibr[ 1994 :

— un schéma conflictuebu des valeurs alternatives et distinctes du parameétre peuvent
se produire; lillustration classique de ce cas de figure est le lancer de dés, ou I'oc-
currence d’une valeur exclut toutes les autres, et la théorie des probabilités est tout
a fait adaptée a I'étude de tels phénoménes;
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— un schéma de non-spécificitéelatif a un ensemble de valeurs alternatives toutes
possibles de facon égale ; une illustration en est la réalisation d’'une mesure a l'aide
d’'un appareil, a laquelle est associé un intervalle de confiance ; méme si I'on arri-
vait a obtenir par d’autres moyens une valeur préecise de la quantité mesureée, ceci
ne rentrerait pas en conflit avec I'annonce initiale que la quantité recherchée est
guelque part dans un certain intervalle, une sorte de région minimale d’ignorance
pour ainsi dire ; dans ce schéma, la notion d’'intervalle devient primordiale, et ne
peut étre représentée par la théorie classique des probabilités.

Bien entendu, ces deux schémas peuvent avoir lieu simultanément, et dés lors que le
second cas de figure se produit, une modélisation probabiliste entraine nécessairement
une déformation du probléme traité, qui peut étre inacceptable dans certains cas, d’ou le
recours a des méthodes non stochastiques, dont nous allons maintenant dresser un pa-
norama. Dans ce qui suit, bien que les formulations initiales concernent des supports
ensemblistes, nous allons a chaque fois étudier les restrictions a des quantités réelles, qui
sont les objets effectivement manipulés dans les applications réelles.

2.2 Théorie généralisée de I'information

2.2.1 Description

Depuis une quarantaine d'années s’est développée l'idée que le concept d’incertitude
avait pour pendant la notion d’information : en effet, il est tout a fait compréhensible que
si I'on recoit de I'information a propos d’'un systeme, une part de l'incertitude initiale
concernant ce systéme est levée ; amsipeut considérer que le concept de 'informa-
tion représente une réduction potentielle de I'incertitude.

Cette idée a pris naissance a partir des travaux de ShaShanifiorl948 Shannon
et Weaverl 964 qui définissent I'information comme une mesure statistique d’'une loi de
probabilité : ainsi en va-t-il de la notion d’entropie d’une variable aléatoire qui s’exprime
selon la relation1.12). Parallelement, a partir des années soixante, ont commencé a se
développer toutes sortes de formalismes différents, soit liés a la théorie des probabilités,
soit orientés dans une toute autre direction ; devant cette prolifération de méthodologies et
de terminologies, la notion d’'une théorie généralisée de I'information (Generalized Infor-
mation Theory ou GIT en anglais) a été introduite da€ig [1997]], de facon a réunifier
les concepts et a comparer les différentes visions proposées.

Dans ce formalisme sont définies les opérations suivantes :

— la fonction complément : [0; 1] — [0; 1] ayant les caractéristiques suivantes :

c(0)=1 et ¢1)=0 (2.1a)
v <y = oz) > c(y) (2.1b)

— les normes : [0;1]> — [0;1] et conormes] : [0;1]*> — [0;1] qui sont des
fonctions associatives et commutatives vérifiant les propriétés suivantes :

Ve<y Vz<w, zMNz<yMNw et zUz<yUw (2.2)
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et dont les éléments neutres sont respectivement un et zéro :
Ve, 1MNz=xMNl=2z et OUz=2U0=x (2.3)

Il s’agit alors de voir dans ce cadre comment considérer I'apport d’information nou-
velle. Supposons qu’un certain niveau d’information, nd{ést connu, ou sSupposeé, a
propos d’un systéme donné, et qu'un degré d’information, Bhtéupplémentaire et in-
dépendant du précédent, peut étre obtenu. Deux facons différentes de combiner ces deux
états d’information coexistent :

— soit les deux informations A et B correspondent a des solutions distinctes,
c’est-a-dire gu’elles correspondent a des conditions qui doivent étre satisfaites si-
multanément ; par exemple, en termes de la théorie classique des ensembles, cela
revient a considérer leur intersection :

C=ANB (2.4)

dans ce cas, I'association des deux états d’informatieh B conduit & une réduc-
tion de I'incertitude sur le systeme étudié ;

— soit les deux informations A et B ne sont que des indications de possibilité,
c’est-a-dire qu’elles indiquent simplement que I'on ne peut avoir simultanément les
informations« contraires, a A et B, ce qui s’écrit en termes de la théorie classique
des ensembles comme :

C=(ANBY)Y=AUB (2.5)

ce qui revient a considérer I'union des deux états d’'informationA et B, et

donc a augmenter l'incertitude sur le systéme étudié.
Ces deux opérations d’'union et d’'intersection dans le cadre de la théorie classique des
ensembles se traduit de facon générale a travers les concepts de norme et conorme res-
pectivement, dans toutes les méthodes qui s’inscrivent dans la théorie généralisée de I'in-
formation.

2.2.2 Prise en compte de I'information nouvelle : exemple de la mo-
délisation probabiliste

En ce qui concerne la prise en compte de I'information, une question qui se pose €ga-
lement concerne la transmission de l'incertitude sur une variable d’'un certain espace
a travers un modéle représenté par une certaine fong¢tideterministe, a valeurs dans
un espacé’. On l'illustre ici dans le cas d’une modélisation de l'incertitude a I'aide des
outils probabilistes.

Supposons que I'on connaisse la densité de probapilité), avecx élément quel-
conque de l'espacg ; la connaissance de la fonctighnous permet d'étendre cette
connaissance de I'espacé sur I'espacey’, en définissant la densité de probabilité as-
sociéepy comme :

=[x (26)
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Ceci est en fait un cas trés particulier de I'application du théoréme de Bayggcrit a
I'aide des densités de probabilité marginglgset py, ainsi que de la densité de probabi-
lité conjointepxy surX x Y :

py(y) = /X pxy(z,y)dz = /X py(y | ©)px(@)de (2.7)

ou le fait d’apporter la relation déterminisge= f(z) revient a avoir comme densité de
probabilité conditionnelle :

py(y|rc)={ L s y=fl) 2.8)

0 sinon

De maniére plus généralks théoreme de Bayes permet, dans une modélisation
probabiliste de I'incertitude, de mettre a jour une connaissance priori avec de I'in-
formation nouvelle. En effet, la relation.2) relie deux types de probabilité concernant
I'événementty; :

P(Ey | Ey)P(Ey)
P(E,)

On a d'une parfP(E;) qui représente la probabiligépriori d’avoir I'événementt;,
indépendamment de toute source d'information supplémentaire, et d’autre part une pro-
babilité a posteriori P(F; | E,) concernant; apres I'apport d'information représenté
par 'événement,.

SiI'on enléve le dénominateur de la relation précédente, on exprime une proportion-
nalité entre les deux probabilités concernant I'événenignt

P(Ey | Ez) o< P(E; | E1)P(E)) (2.10)
Si I'on observe effectivement I'événemelif = e,, 'équation précédente devient :
P(El,EQ = 62) X P(E2 — €2 ‘ El)P(El) (211)

Cependant, la quantit®( £, = e | E1) ne peut plus s’interpréter comme une probabilité,
mais comme la vraisemblandéeélihood en anglais) d’avoi; vu que I'on a effective-
ment observé’, = e, ; on la notel.(E4, e5), ce qui aboutit & une nouvelley écriture du
théoreme de Bayes :

P(Ey, By = e3) < L(Ey, e2) P(EY) (2.12)

Comme illustration, prenons I'exemple de la probabilité de défaillance chez une fa-
mille de piéces mécaniques similaires. On pose BUE; = e;) est la probabilité de
défaillancea priori d'un élément de cette famille, provenant de I'expérience ou des hy-
pothéses concernant cette derniere. Imaginons que I'on réalise des essais afin d’améliorer
la connaissance de la bonne tenue de ces pieces; ce sont les rdsultats, de ces
essais qui forment la vraisemblanEéFE; = e;;e;), qui nous permet de déterminer une
nouvelle probabilité de défaillande(E;, = ey, F» = ey), a posteriori intégrant a la fois
la connaissance initiale et celle apportée par les essais.
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Bien sdr, tout ce qui précede peut étre réécrit en termes de densités de probabilité :

~ py(y | o)px(z)
px(x|y) - fX py<y ‘ w)px (ZL’)dZ‘ (213)

puisque, comme on I'a vu plus hapt; (y) = [, py(y | 2)px (z)dz.
La vraisemblance devient alors une fonctionugdeu que I'on a effectivement mesuré
Y=1Yo-
px(,Y0) < L(, yo) Px () (2.14)

Nous aurons l'occasion d’étudier plus loin d’autres applications du théoréme de Bayes.

2.3 Lathéorie des intervalles

2.3.1 Principes

Utiliser un intervalle englobant tous les possibles permet de répondre a la ques-
tion de la non-spécificité, en décrivant des incertitudes qui ne correspondent pas a de
la variabilité pure ; la quantitéx € R associée est alors bornée par deux valeurs, respec-
tivement supérieuré™ et inférieurel . Lintervalle [I] d’incertitude peut étre représenté
par sa fonction caractéristique telle que :

xr:R — {0,1}

(2.15)

1 si ImT<a<I"
r — xi(r) =

0 sinon

Dans Moore 1966- 1979 a été définie une arithmétique qui permet de propager a
travers tout modele les intervalles d’incertitude : de fagcon générale, on peut définir une
opération donnée € {+, —, x, -+, min, max} entre deux intervalle§/] et [J] comme
suit :

L]+ [J] ={z*y|x€[l],y €[]} (2.16)

Ainsi, nous avons pour la somme de deux intervalles :
I+ [J =[N+ JJ | ={a+y|leel,yeJ=[I"+J ;17 +J" (2.17)

mais il faut souligner que, en général, offpx [J] # [I~ = J ;T = J*]; en effet, par
exemple, la multiplication de deux intervalles nous donne dans le cas général :

L] x [J] = [I5I] x [JJ ] ={ay |z € 1],y € [J]} (2.18)
= [min(/~J , [ JH YT, It T ) smax(I~J [~ JH, ITJ , ItJY))
Ainsi, toute fonction an variablesf : (z1,...,z,) — R peut étre appliquée a
intervalles, et I'image est alors définie par :
f(L), - ]) ={f(xr, .. ) |z € [L],i=1,...,n} (2.19)
Dans le cas général, cet ensemble n’est pas un intervalle ; on peut néanmoins lui associer
le plus petit intervalle contenatft[/4], . .., [,]), notéOf([11],.. ., [I,])-
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Propagation des intervalles

La propagation d’intervalles montre alors un inconvénient majeur, parfois rédhi-
bitoire : elle peut étre trés pessimisteSi, par exemple, on choisit une fonctigi) =
2¢ —x appliquée a unintervallg] = [I~; ], on s’attend bien s{r & retrouvél comme
image. Toutefois, I'application de la régle de sommation des intervalles nous conduit a
f(I]) = [2I~ — I;2IT — I7] D [I] : le fait d’avoir « oublié» la dépendance des oc-
currences de nous conduit a une surestimation de l'intervalle image. La seule situation
n’engendrant pas ce probleme se produit quand chaque variable n’intervient gu'une seule
fois dans la fonction : il est donc nécessaire d'utiliser des expressions factorisées au maxi-
mum, en raison de la propriété dite deous-distributivité :

(1] < ([J]+ [K]) < [I] x [J] + ] < [K] (2.20)

Diverses améliorations de I'arithmétique des intervalles ont été proposées afin de pouvoir
prendre facilement en compte les dépendances entre les différentes variables considérées :
on peut citer par exemple lI'arithmétique affirledmba et Stolfil993. Des informations
régulierement actualisées sur I'arithmétique des intervalles peuvent également étre trou-
vées dansI(].

Pour quantifier I'incertitude représentée par un intervdlleon peut lui associer le
diamétre de ce dernier, ou encore, en en prenant le logarithme de base deux :

S([1]) =logy(IT —17) (2.21)

dont la définition est a rapprocher de la notion d’entropie d’'une variable aléatoire, qui
s’exprime selon la relatioriL(12).

Cette définition permet a nouveau de constater le phénomeéne pessimiste de suresti-
mation :

S+ [J]) = logy(I+ = I7) + (J* = J7)
> log,(I" = I7) +logy(J* = J) = S(I) + S(1T)  (2.22)

a savoir que l'incertitude de la somm@ + [J] est plus grande que la somme des incerti-
tudes d€/] et de[J]. Ainsi, sans précaution, I'incertitude selon la théorie des intervalles
croit quand on la propage dans un modele, ce qui peut rendre I'analyse inutile, quand
les niveaux d’'incertitude propagés ont tendance a étre exagéreés, et totalement invraisem-
blables vis-a-vis des phénomeénes réels.

2.3.2 Reésolution de systemes matriciels

Les problémes mécaniques ménent généralement, aprés une discrétisation appropriée,
a la résolution de systemes linéaires ; voyons comment il est possible d’utiliser une mo-
délisation par intervalles en introduisant les objets suivants.

On définit un vecteur intervallg] comme un vecteur dont les composantes sont des
intervalles :
T
] = (4] ) (2.23)
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On peut interprétex géomeétriquement cette définition en remarquant qu’un tel vecteur
intervalle est en fait un parallélépipédenadimensions, dont les cotés sont colinéaires
aux axes de la base canoniqueide c’est pourquoi les vecteurs intervalles sont souvent
qualifiés dex paves.

De la méme fagon, on peut introduire la notion de matrice interyHl&ui est une
matrice dont les composantes sont des intervalles. La plupart des définitions associées
aux intervalles (centre, rayon, ...) peuvent étre appliquées aux pavés et aux matrices in-
tervalles.

Considérons la forme générale des systemes linéaires que I'on peut étre amené a ré-
soudre en mécanique :
KU =F (2.24)

ou, typiguementK est associé a la raideur de la structureggux efforts exercés sur cette
derniére, e/ aux déplacements correspondants.

Suivant ce qui est connu et inconnu dans I'équation précédente, de nombreux pro-
blemes sont envisageables, comme décrit dahsi et Wardl997. Le cas le plus cou-
rant est celui ou I'on cherche les déplacements de la structure, avec la raideur et les efforts
définis respectivement comme une matrice interJileet un pavé ). La solution théo-
rique de ce probléme, définie par :

S(K|[E) = {z € R"|3K € [K].3F € [F] Ke=F}  (2.25)

est donnée de facon exacte da@eftli et Praged964. Comme généralement cette so-
lution n’est pas un pavé et est difficile a calculer telle quelle, de nombreuses méthodes
numériques existent pour déterminer le plus petit intenidiies([K], [£]) la contenant

[Ning et Kearfott1997.

2.3.3 Applications en calcul des structures

Avec le développement des outils mathématiques et numériques évoqués juste avant,
il est devenu possible récemment de résoudre des problémes mécaniques dont les incerti-
tudes sont modélisées par des intervalles.

En particulier, dand)essomb200Q Dessombzt al.2001]], a été introduite une for-
mulation par intervalles appliquée a un probleme de dynamique des structures discrétisé
par la méthode des Eléments Finis ; pour cela, on fait I'hypothése que les paramétres va-
rient peu et sont spatialement peu corrélés, ce qui revient a considérer que I'on peut écrire
les variations de la matrice de raideur comme suit :

i=1

ou les quantitég;] sont des intervalles indépendants, généralement pris édaux & ;

on peut effectuer la méme décomposition pour le vedtedes efforts. Cette écriture n’est

pas sans rappeler celle associée a la méthode des Eléments Finis Stochastiques, & ceci prés
gue les matriceK,; étaient multipliées par des variables aléatoires indépendantes.
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Les auteurs, ayant constaté que des techniques approchées, telles qu’'une méthode de
perturbation ou une projection sur une base de polynémes orthogonaux de type Hermite,
ne permettent pas d’obtenir une enveloppe de la solution, introduisent alors une méthode
de résolution spécifique : celle-ci s'inspire de la méthode d’inclusion de R&kum}p
1983 qui est un algorithme itératif basé sur le théoreme du point fixe.

L'utilisation de cette méthode rend alors possible la déterminationF&#senve-
loppes, grace a un mode de calcul spécifiqgue qui permet de ne pas trop surestimer les
intervalles résultants. De plus, le colt numérique est faible, comparé a une simulation di-
recte de Monte Carlo. Des applications dansgsomb200(Q permettent de constater la
prise en compte de phénomeénes tels que I'apparition de résonances dues a un désaccor-
dage d’une partie d’'un systéme a symétrie cyclique.

2.4 Les ensembles flous

2.4.1 Principes et définitions

C’est en partie pour résoudre le probléeme d’amplification des incertitudes modélisées
par des intervalles qu’a été introduite une généralisation du concept classique d’ensemble
avec la définition des ensembles flous datedeh1965. Pour celaja notion de fonc-
tion caractéristique (2.15 d’'un ensemble est remplacée par une fonction, pouvant
prendre n'importe quelle valeur dans [0; 1], appelée fonction de participation(mem-

bership functioren anglais) associée a I'ensemble flbu
py Q2 —[0;1] (2.27)

On remarquera que, avec cette définition, la fonction caractéristiquest une fonction
de participation particuliére : comme cette derniere est tellexgue) = 1 si et seule-
mentsiz € A, etxa(x) = 0 sietseulementsi ¢ A, il estlogique d’interpréter la valeur
enx de la fonction de participatiop ;(«) comme le« degré d’appartenance compris

entre zéro et un, de a I'ensemble floud.

Cette définition permet alors d’établir une logique floue(fuzzy logicen anglais),
associée a deg degrés» de Vvérité qui, assignés a des propositions, vont de zéro (faux)
a un (vrai) avec toutes les gradations possible€e type de logique autorise la prise en
compte des jugements humains, ou des concejiguistiques», qui doivent étre inté-
grés dans des raisonnements mathématiques. Par exemple, supposons que nous sommes
intéressés par I'ensemble floly dont la caractéristique est de contenir tous les entiers
« moyens», c'est-a-dire« ni trop petits, ni trop grands, parmi ceux compris entre zéro
et dix. Nul doute que I'on mettrait cing sans hésiter dans cet ensemble, mais qu’en serait-
il de sept par exemple ? Lincertitude concernant ce que I'on entend pexyen» est
contenue dans la notion d’ensemble flou : ce dernier ne peut avoir de baigetes) :
ainsi I'entier sept peut avoir une certaine participation a I'ensemblef]onais aussi une
participationa priori non nulle dans I'ensemble flad“ complémentaire del, c’est-a-
dire dans I'ensemble des entiers compris entre zéro et gix ne sont pas moyens
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L'un des principaux aspects proposés par Zadeh est I'extension aux ensembles
flous des opérations d’union, intersection et complément issues de la théorie clas-
sique des ensembles ces extensions sont en fait des cas particuliers des normes et
conormes prévues par {alT ; d’autres choix sont en effet possibles et tout a fait en-
visageables :

intersection yu 5 5(2) = pz(z) Mpg(r) = min (pz(2), () (2.28a)
union 1 5(2) = pi(z) U pg(r) = max (uz(z), pg(z)) (2.28b)
complément 1 e (z) = ¢ (pz(z)) =1 — pz(x) (2.28c)

Bien sdr, on peut interpréter ces opérations entre ensembles flous en termes de logique
floue : la conjonctiork et» entre deux propositions est une intersection entre deux en-
sembles tandis que la disjonctiemu » est une union, et la négation est associée a I'opé-
ration de complément.

Intervalles flous

Apres avoir défini de maniére générale les ensembles flous, il s’agit maintenant d’étu-
dier leur restriction a I'ensemble des ré&@safin d’envisager des applications plus pra-
tiques. Ainsi, une quantité floue est un ensemble fidal quep; : R — [0;1]. Cette
guantité floue est un intervalle flou si elle est a la fois :

— normaleje si max pi(z) =1 (2.29)
— convexejesi Vz,y € R Vze [z;y] pp(z) > min (pi(z), pny(y)) (2.30)

Associé a cet intervalle flou, on définit le support comme l'intervalle (au sens classique
duterme) = {z | p3(x) > 0}.

Si la fonction de participation;(x) est telle qu'il existe un seut € R tel que
pi(z) = 1, alors l'intervalle flou est qualifi€ de nombre flou. Ces dénominations sont
liees au fait qu’elles généralisent directement la notion d’intervalle et de nombre réel, ces
deux cas correspondant a une fonction de participation de type fonction caractéristique

(2.19.

Enfin, sil,, ..., I, sont des intervalles flous, alors le produit cartédien ... x I,
est un ensemble flou dont la fonction de participation est :

/"flx...x'fn(xlv v, Tp) = min (ufl(:vl), s 1, (mn)) (2.31)

2.4.2 Applications
Propagation au travers d’'un modele

Maintenant que les ensembles flous ont été définis, nous allons préciser comment|'on
peut transmettre la description de ces derniers au travers d'un modéle. Supposons que
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celui-ci se résume a une fonctigh: R” — R : I'ensemble flou/; x ... x I,, C R" se
propage alors de la fagon suivante :

sup  min (ug (1), ..., 7, (25))
(=) = s (2.32)
0 sizn’apas d’antécédent pgr

Ce calcul n’étant pas facilement realisable sur le plan numérique pour un en-
semble flou quelconqueA, on utilise en pratique une représentation équivalente en
termes d’ensembles classiquelA, appelésa-coupures (a-cuts en anglais), définis
comme :

“A={z|pzz) > o} (2.33)

pour diverses valeurs decomprises dan®; 1]. Inversement, la donnée de eesoupures
est suffisante pour reconstruire la fonction de participation de I'ensemble flou :

pi(x) = max min(a, xea) (2.34)

Avec cette description en termes d’intervalles, il est facile d’obteninlesupures
*Z de I'ensemble flow obtenu par propagation :

“Z =] min flz,. .o xn); max flz, ... 2] (2.35)

Y
1€Y1, T €¥In 1€Y1, T €¥In

Dans le cas particulier ou la fonctighest de class€! et strictement monotone, la mé-
thode des sommet¥értex Methoden anglais) permet de réduire considérablement I'ef-
fort de calcul en affirmant que les bornes desoupures'Z sont directement les images
de certaines bornes dascoupures'/; [Dong et Shali987.

Quoique plus facile a mener, le calcul a I'aide des-coupures a tendance a donner
des évaluations surestiméesar il est basé sur la propagation d’intervalles déterministes
dont on avait vu dans le paragraphg la tendance au pessimisme. C’est pourquoi
diverses méthodes ont été proposées pour résoudre cette diffiddliér]et al. 200Q
Hanss2003.

Apport d’'informations nouvelles

Supposons que la connaissance a propos d’un systéme se traduise par la donnée de
deux ensembles flous et B ; la loi de combinaison floue suivante permet d’intégrer
les deux informations précédentes sous la forme d’un nouvel ensemble flaudont la
fonction de participation est donnée par :

pe(z) = min(pz(z), pp(z)) (2.36)

Notons que cette loi est valide également quand les deux ensembles flous ne sont pas dé-
finis sur le méme espace.
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Dans la situation courante ou les deux ensembles flous sont défirii' sat donc
a fortiori sur le méme espaceette loi correspond a la définition de la fonction de
participation d’un ensemble flou intersection :

pa(z) = pinp(@) (2.37)

ce qui représente donc I'extension naturelle de la relafiof) concernant des ensembles
standards.

Un autre aspect de I'apport d’information a I'aide des ensembles flous provient du
fait que, comme on I'a déja évoqué précédemment, ces derniers permettent, a travers la
logique floue, de manipuler des jugements humains ou des cordepsistiques. Un
domaine tres étudié concerne la combinaison d’'une connaissanegnathématique »
avec un avis d’expert :ceci peut se faire a I'aide du théoréeme de Bayes, dont on avait déja
évoqué I'intérét dans le paragraph@.2 grace auquel la connaissarecpriori d'une loi
de probabilité concernant le systeme étudié peut étre mise a jour a I'aide de la fonction de
vraisemblance, qui, dans ce cas, s’écrit sous la forme d’un ensemble flou correspondant
au jugement des expert8goker et Singpurwall2003.

Applications en calcul des structures

Les applications dans le domaine de la mécanique se sont développées réecemment et
couvrent désormais de nombreux aspects : de l'identification de modi&dasdet al.
2007 a la dynamique des structurdsajlemandet al. 1999 Massaet al. 2004.

Plus précisémengn peut également souligner la création d’'une méthode des Elé-
ments Finis Flous(Fuzzy FEM ou FFEM, en anglais) dansjao et Sawyet995. Pour
cela, les parametres incertains sont modélisés sous la forme d’intervalles flous a I'aide de
fonctions de participation, et les matrices élémentaires sont obtenues pour différentes
coupures de ces intervalles flous ; la réponse est ensuite calculée a I'aide de I'arithmétique
des intervalles.

Pour lutter contre la tendance apessimisme de cette derniere, on peut encore une
fois utiliser des méthodes adaptées permettant de résoudre cette difficulté ; on citera par
exemple Moens et Vandepitt2007 ou les auteurs peuvent dériver deRF « flouesy, a
partir des paramétres incertains du modéle.

2.5 Ensembles aléatoires selon Dempster-Shafer

2.5.1 Définitions et propriétés

Ce sont les travaux de Dempster, dans les années soixante, sur la propagation des lois
de probabilité par des fonctions a valeurs dans des ensembles de dimension supérieure a
un, qui sont a l'origine de cette théorie.

En effet, considérons un ensemtfesur lequel existe une distribution de probabi-
lité P(z) V2 € Z. Soit une fonctionG : Z — 2%, ot 2* désigne I'ensemble des
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sous-ensembles d’'un ensembledonné :2% = {A | A C X}. La propagation de la
distribution de probabilité d& sur I'ensembleX se fait selon la relation :

P(Y)= ) P(z) WWcCX (2.38)
G(z)CY
qui est analogue a I'égalit& () utilisée dans le cas d’'une fonction a valeurs d&ns
Cependant, avec la définition précéderté)’) n’est pas une mesure de probabilité sur
X, car on peut montrer que I'on n’a pas forcément la relation sur les ensembles classiques
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). Il faut, pour résoudre cette difficulté, introduire
de nouveaux concepts.

Ensembles aléatoires

Si, encore une fois, on considére une fonctioentre un espacg, sur lequel existe
une distribution de probabilité, et un ensemBillade dimension finie, on peut associer a
chaque élément; de Z un sous-ensemblé; = G(z;) de X et attribuer & ce dernier une
quantitém(A;) telle que :

RS

m(A;) =P(z) et > m(A)=1 (2.39)

L'ensemble des sous-ensemblésde X avec les fonctionsn(A;) associées est quali-
fié d’'ensemble aléatoire suf (random seten anglais), notéd(A;, m(4;)); les sous-
ensemblesd; sont appelés éléments focaurdal elementen anglais), auxquels sont
attribuées les quantités(A4;) qualifiées d’affectations probabilistes de basas{c pro-
babilistic assignmentsn anglais).

La quantité m(A;) est une sorte de pondération quantifiant le fait que toute
I'information dont on dispose permet d’affirmer qu’un élément de X appartient a
A; exactement ;en particulier, on ne peut rien affirmer a propos des sous-ensembles de
A; : en effet, si c’était le cas, c’est-a-dire si I'on était capable de dire qu’un élément donné
de X était susceptible d’appartenir a un sous-ensembtke A;, il faudrait attribuer une
affectation probabiliste:(B) a ce sous-ensemble. Ceci revient a dire que chaque élément
focal A; doit étre traité comme un objet en tant que tel, sans chercher pour le moment a
tirer des conclusions sur sa nature d’ensemble : en quelque sdrie) désigne la pro-
babilité d’occurrence de I'objed,;.

Quand on associe & une structured(A;, m(A;)) d'ensemble aléatoird,n’est pas

possible de déterminer la probabilitt P(B) qu'un élément de X appartienne a un
sous-ensembldB donné deX ; par contre, il est possible de I'encadrer par deux bornes
[Dempsterl969 :

Y om(A)<PB)< Y m(4) (2.40)

A;CB A;NB#£)
En fait, la borne inférieure est constituée de la somme des affectations probabilistes des
éléments focaux en faveur, de I'occurrence de I'événememt, tandis que la borne
supérieure est concernée par le complément de la somme des affectations probabilistes de
tous les éléments focaux qui vona I'encontre; de I'occurrence de cet événement.
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Croyance et plausibilité

Dans Ehafer1976, ces deux bornes sont qualifiees respectivement de croyance et
plausibilité Belief et Plausibility en anglais), et notédsl(B) etPl(B) :

Bel(B) = Y m(A;) = 1—PYBC) (2.41a)
A;CB

PI(B) = Y  m(4;)=1-Bel(BY) (2.41b)
A;NB#D

Ces fonctions ont les propriétés suivantes, qualifiées respectivement de super- et sous-
additivité :

Bel(BUC) > Bel(B) + Bel(C) — Bel(BN () (2.42a)
PI(BNC) < Bel(B) + Bel(C) — Bel(BU () (2.42b)

Avec l'introduction de ces fonctions, nous entrons dans I'étude des ensembles aléatoires
selon le formalisme dit de Dempster-Shafer.

Dans le cas particulier ou chaque élément focal n’est en fait réduit qu’a un singleton :

I'écart entre la croyance et la plausibilité s’annule, et ces deux mesures nous permettent
de retrouver la mesure classique de probabilité :

VB C X Bel(B) =PI(B) = P(B) (2.44)

Ensembles aléatoires a plusieurs dimensions

Supposons que I'ensemblé sur lequel est défini un ensemble aléatoiteest de
dimension supérieure a un. De la méme fagon que I'on peut obtenir des densités de pro-
babilité marginales a partir de la densité de probabilité conjointe, on peut déterminer des
éléments focaux marginaux, qui sont les projections des éléments facdaX'ensemble
aléatoired surles« axes» z; de X'. On associe a chacune de ces projections, notges
I'affectation probabiliste de base de I'élément fodaldont elles sont issues.

Plus précisément, pour que les familles d’éléments focaux marginaux constituent cha-
cune un ensemble aléatoire sur la projectiorXdsuivant I'une de ses dimensions, il faut
regrouper toutes les projections qui donnent un méme élément focal, de la fagon suivante :

m(Aix,) = D m(A) (2.45)
Ak, x; iAi,Xj

Ainsi, on obtient pour chaque dimension deun ensemble aléatoiEy, defini par les
éléments focaux marginauk; x, auxquels sont associées les affectatiaitsl; x, ).

Par contre, il n’est pas toujours possible de faire I'opération inverse, de la méme fagon
gue la donnée des densités de probabilité marginales ne peut permettre la reconstruction
de la densité de probabilité conjointe si I'on ne dispose pas de plus d’informations.
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Intervalles aléatoires

Nous allons étudier maintenant la restriction d’'un ensemble aléatoire a I'ensemble
des réels : cette restriction, appelée intervalle aléatcaredpm intervalen anglais), est
composée d’'éléments focauixqui sont des intervalles déterministesiRleDans ce cas,
de nouveaux outils peuvent étre introduits qui permettent une représentation plus aisée de
ces objets.

Une boite de probabilitép(obability boxen anglais, ou encong-boX [Williamson
et Downs199(Q est un objetB = {B,B} ol B,B : R — [0;1] sont des fonctions
monotones telles quB < B et :

lim B(z)= lim B(x) =0 (2.46a)
lim B(z) = lim B(x) =1 (2.46Db)

On peut interpréter ces deux fonctionsB et B comme les bornes inférieure et su-
périeure de fonctions de répartition, qui définissent pour ainsi dire une classe de
mesures de probabilité :en effet, la donnée de ces deux fonctions a traepermet
d’identifier 'ensemble de toutes les fonctiofs' | B < F < B} telles queF est la
fonction de répartition associée a une certaine mesure de probabilieé sur

Ainsi, siZ est un intervalle aléatoire, alors :
B(T) = {BEL,PL} (2.47)

est une boite de probabilité, ®EL, PL : R — [0; 1] sont les fonctions de répartition de
croyance et de plausibilité respectivement, définies par :

BEL(x) = Bel(] — oc0;z]) et PL(z) = Pl(] — oo; z]) (2.48)
Un autre outil de description d’un intervalle aléatdirest sa trace; définie par :
rz(x) = PI({z}) (2.49)

Cette fonction est en fait, vis-a-vis des mesures de croyance et de plausibilité, ce que la
densité de probabilité est vis-a-vis de la mesure de probabilité. Dans le cas d’'une boite de
probabilité dérivée de2(47), on a simplement :

r;=B-B (2.50)

Toutes ces notions sont bien sOr généralisables pour une dimension supérieure a un,
avecR" plutdt queR, toutes les fonctions précédemment définies faisant alors intervenir
plusieurs variables.

Quantification de l'incertitude

Lincertitude représentée par un ensemble aléatoire est quelque peu difficile a
guantifier, vu que ce dernier integre a la fois les deux schémas de représentation de
I'incertitude, a savoir le conflit et la non-spécificité.
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Dans cette perspective, un premier bocandidaty revient a généraliser la relation
(2.21) caractérisant la non-spécificité d’'un intervalle déterministe :

Ux(Z) = m(I;)log,(I;" — I}) (2.51)

L,eT

ouI; etI; désignent les bornes supérieure et inférieure de I'intervalle détermipiste

Bien que cette mesure permette a la fois de tenir compte du diamétre des éléments
focaux, et du poidsy probabiliste qui leur est associé, elle peut ne pas refléter toutes les
caractéristiques associées au schéma de conflit, qui est bien décrit par la notion d’entropie
(1.12, d’ou par exemple I'expression suivante :

wﬂb—ZMM@%ZM@%ﬁQ (252)
k=1 i i

I,eZ

avecl;, = I; N I, ; cette quantité représente une mesure d’entropie basée sur les éléments
focaux.

Malgré I'utilité de ces mesures dans des cas bien précis, une expression plus simple
permet a la fois de prendre en compte le schéma conflictuel et la non-spécificité : il s’agit
de la plus grande entropie de toutes celles associées a des mesures de probabilité cohé-
rentes avec la donnée de lintervalle aléatoire, ce qui s’écrit :

F F
Uxs(Z) = max —/d—log2 (d—) dx (2.53)

_ R dz dx
B<F<B

ou lesF sont des fonctions de répartition comprises dans la boite de probabilité associée
az.

2.5.2 Applications

Propagation au travers d’'un modéle

Il s’agit de voir ici comment la connaissance d’un ensemble aléatoif@’speut étre
propagée a l'aide d’'une fonctioh: X — Z dans un autre espace Supposons qué
est un ensemble aléatoire défini par ses éléments fadaex les affectations associées
m(A4;). Conformément & la définition des affectations probabilistes, ces derniéres sont
liées aux éléments focaux :

Ry = f(A) ={2= f(z) | z € Ai} (2.54)

images sutZ des éléments focaux d4, de la fagon suivante :

m(R) = ), m(4y) (2.55)
f(Akk)=Rz‘
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Cette relation permet de tenir compte du cas ou plusieurs éléments focadnouiela
méme imageR; ; au bilan, on a défini suf un ensemble aléatoifg caractérisé par les

Cette propagation se réalise aussi facilement dans le cas de forGtions — 27 ;
dans cette situation, chaque élément focal imagest I'union de tous les sous-ensembles
de Z images par des différents points de I'élément focéd) :

R; = U G(z) (2.56)

TEA;

Apport d’'informations nouvelles

Supposons que 'on connaisse deux ensembles aléatbiets3 sur X ; la question
a résoudre consiste a savoir comment associer ces deux connaissances indépendantes de
X, afin de pouvoir déterminer un ensemble aléat@irésultant.

Pour cela, Dempster a proposé la loi de combinaison suivBxetiepsterl 969, dans
laguelle les éléments focauX; associés & sont issus des intersections des éléments
focaux ded etB :

m(Cy)=— >  m(A)m(B;) avec K=1- Y  m(A)m(B;) (2.57)
Aiﬂgizck Aiﬂlgj:@

Les affectations probabilistes desont en fait les produits des affectations probabilistes
associées aux éléments focaux concernés par I'intersection, mais normalisés pour traduire
le fait qu’'une partie de l'information initiale peut seperdre» dans des intersections
vides. Notons également que I'idée de l'intersection rappelle la facon dont on prendrait
en compte simultanément les deux informations dans la théorie classique des ensembles,
selon la relation4.4).

Cette loi est intéressante dans la mesure ou si le premier ensemble aléatoire se résume
en fait a une description probabiliste, et si le second ensemble est purement détermi-
niste, on retrouve exactement le théoreme de Bayes ; on rappelle que ce dernier permet de
« réviser» une probabilitéa priori grace a I'apport d’une information déterministe. Vue
sous cet anglda loi de combinaison de Dempster est en fait une généralisation du
théoréme de Bayes dans le cas de I'apport d'une information nouvelle qui n’est pas
déterministe.

Ensembles aléatoires et ensembles flous

Un grand nombre des applications réalisées a l'aide des ensembles aléatoires se rap-
proche de celles obtenues a I'aide des ensembles flous. En effet, si un ensemble aléatoire
A défini surX est dit consonant, c’est-a-dire si ses éléments focaux veérifient :

A CAin (2.58)
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alors pour chaque singletande X, la plausibilitéP1({x}) est équivalente a la fonction
de participation d’'un ensemble flod, dont lesa-coupures associées sont les éléments
focaux deA :

A= %A={z|px)>a} avec m(4;) = — ai (2.59)

oul=a; >ay>...>a, 1 >a,=0.
Les ensembles aléatoires sont donc des structures plus générales que les ensembles
flous.

Exemple académique

On veut juste montrer sur un exemple tres simple, présenté @Qdresampfet al.
2007, comment utiliser les ensembles aléatoires. Supposons que la répdhsesys-
téme est reliée a la donnée de deux entréesb selon la relationy = a°, et qu'ily a
défaillance de ce systeme lorsque- 12.

La connaissance des deux entrées est traduite en termes d’intervalles aléhtetires
B d’éléments focaux :

Ar=1[1;1,25] Ay =[1;1,5] A3=[L1,75] As=[1;2]
B1:[275a3] B2:[2757375] BSZ[ ; 5

dont les affectations probabilistes sont toutes égales :
m(4;) =m(B;) =0,25 Vi, j=1,...,4

La propagation de I'ensemble aléatoilex B se fait avec la fonctiorf (a,b) = a®,
et la croyance associée a I'ensemhtetoo[ surY’, poury fixé, est calculée. On déduit
de ce calcul que le risque d’avajr> 12 est d’au moind 0, vu que la croyance est un
minorant de la probabilité vraie.

Si I'on n’avait pas voulu utiliser I'information telle qu’elle était disponible, et ramener
le probléme dans un cadre plus classique, tel que celui des probabilités, on aurait di
assigner des densités de probabilité arbitraires pour la répartition des élemanis
dans les différents ensembles focadixet B; respectivement. Le principe du maximum
d’entropie, décrit dans le paragraph.2 nous permet d’opter pour une loi uniforme,
afin de minimiser les effets de I’hypothese d’une loi de probabilité sur les éléments focaux
en jouant lak carte» de I'incertitude maximale.

Les densités de probabilité résultantes poet b sont ensuite propagées a l'aide de
la fonction f(a,b) = a®, et on obtient une probabilité d’avajr> 12 égale al0—3, soit un
facteur cent dans le sens de l'insécurité vis-a-vis de la solution avec les intervalles aléa-
toires. On a représenté sur la figuré respectivement les fonctions— Bel([y; +ool)
ety — P(Y > y) = 1— F(y) avecF la fonction de répartition d& ; on constate alors
gue les deux représentations de I'incertitudeissont trés différentes.

Encore une fois, on peut constater que le fait d'imposer une modélisation stochas-
tique, alors que les informations sont insuffisantes pour valider une telle hypothese,
a conduit a des résultats trés différents de ceux que I'on obtient en se tenant rigou-
reusement a la connaissance du systeme.
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_T
.lf-
sl

(a) Solution avec les intervalles aléatoires (b) Solution probabiliste

Fic. 2.1- Comparaison des résultats obtenus sur un exemple simple par une représentation
par intervalles aléatoires et une modélisation probabiliste, d’a@ésrkampfet al.
20017

2.5.3 Conclusion

Toutes les méthodes non stochastiques que I'on vient de présenter sont une réelle
alternative aux méthodes reposant sur une modélisation stochastique des incertitudes;
méme si I'on n'a pas totalement balayé la totalité des méthodes existantes, on a pu juger
des idées et capacités de ces techniques. En particulier, on peut encore évoquer la théorie
possibiliste, dont un trés rapide survol est donné ci-dessous.

Théorie possibiliste

Cette théorieDubois et Pradd984q introduit la notion de distribution de possibilité
II(z) (possibility distributionen anglais) qui est en fait la fonction de participation d’un
ensemble flou. A partir de cette définition, il est possible d’associer pour tout ensemble
A deux mesures analogues a la croyance et la plausibilité associées aux ensembles aléa-
toires : il s'agit de la nécessitec et la possibilitéPos (respectivemenhNecessityet
Possibilityen anglais), définis par :

Nec(A) = max II(x) (2.60a)
Pos(A) =1 — max II(x) (2.60Db)

Quoique analogues aux deux mesures associées aux ensembles aléatoires, la nécessité
et la possibilité ont des propriétés différentes, que nous ne détaillerons pas ici.
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Bilan

Afin de conclure sur toutes ces méthodes, on a représenté sur laXigurepanorama
des différentes modélisations non stochastiques, ainsi que les liens qui les unissent. Bien
gue le point de départ soit constitué par les ensembles aléatoires de Dempster-Shafer, il
faut noter I'existence de théories mathématiques bien plus générales qui englobent tous
ces objets, et dont la présentation dépasse le cadre de notre présente étude ; on peut citer la
théorie des( probabilités imprécises (imprecise probabilitiegn anglais) pour laquelle
on trouvera plus de détails darwdlley 1997 ou encore [PH. Les boites de probabilité,
décrites précédemment, sont un mode de représentation courant associé a cette théorie,
et dans ce cadre, un ensemble aléatoire de Dempster-Shafer constitue une approximation
discrete possible d’une certaine boite de probabilité.

Validation de modeéles

L'utilisation dans le domaine de la mécanique des méthodes non stochastiques connait
un succes croissant depuis quelques années; toutefois il n’existe pas véritablement d’ap-
plications concernant la validation de modéles. Les seules utilisations de données expéri-
mentales se résument généralement a des comparaisons, et éventuellement a des processus
d’identification, comme dansHansset al. 2007 ou les auteurs identifient un modéle de
liaison défini par des parameétres de raideur et d’'amortissement flous.

2.6 Les modeles convexes d’'incertitude

2.6.1 Cadre mathématique associé

Dans Ben-Haim et Elishakofil99(Q a été introduite une généralisation originale du
concept d’intervalle déterministe, qui permet en outre de constituer un cadre novateur a
toutes les théories de prise en compte de I'incertitude que nous avons évoquées plus haut;;
elle s’est développée dans le domaine de la fiabilité des structures a partir du constat, évo-
gué dans le paragrapl@el, qu’'une modélisation purement probabiliste des incertitudes
pouvait poser probleme, et s’avérer abusive dans le cas d’un fort manque d’informations.

Le cadre des modeles convexes d’'incertitude permet de préciser la capacité d’'intégrer
de I'information nouvelle dans le cas ou cette derniére n’est pas déterministe, d'une fagon
différente de ce que pouvaient décrire les ensembles flous ou aléatbinesrtitude
présente dans l'information nouvelle est ici vue comme la lacune » d’'information
entre ce qui est connu et ce qui devrait I'étre pour rendre possible une prise de déci-
sion fiable,d’ou I'autre dénomination des modeéles convexes d’incertitude : les modéles
de lacune d’informationiifo-gap model&n anglais).

Les modeles convexes utilisés sont des ensembles caractérisés par deux quantités dif-
férentes :

—unréela >0;

— un élément de I'espace sur lequel le modele convexe est défini.
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Ceci est fait de la fagon suivante :
U(e,) = {u]lu—T|* < a?} (2.61)
ou|| - || est une certaine norme définie sur I'espace des éléments

L'exemple concret suivant permet d'illustrer cette définition : si I'on considére les
forces incertaines(t) s’exercant pendant un séisme sur un immeuble, une force don-
née mesurée s'écarte d’'une certaine quantité incertaingtlequi est une excitation
nominale ou typique connue par expérience ou issue d’hypothéses. L'ensemble de toutes
les forces dont I'énergie cumulée mise en ceuvre est bornée?p@mstitue le modele
convexe d’'incertitude suivant :

+oo
U®QD={M0|A |@—mﬁﬂSaﬂ (2.62)

Lincertitude se traduit a deux niveaux différents au sein de ce type de modéle.
Pour une valeur de fixée, 'ensemblé/(a,w) représente le degré de variabilité incer-
taine de la forcew(t) : plusa est grand, plus la variation envisageableudg par rapport
au(t) 'est également; c’est pourquaiest généralement qualifié de paramétre d’incerti-
tude. De plus, la valeur de est généralement inconnue, ce qui constitue le second niveau
de description de l'incertitudei(t) est quant a lui nommeé centre téx, ).

Les modeles convexes d’incertitude présentent différentes propriétés utiles :
— une propriété d’« imbrication », proche de la notion de consonance introduite
précédemment a propos des ensembles aléataires S implique que :

U, w) CU(B,T) (2.63)
— une propriété de « contraction » : le modélel/(0,0) est un singleton contenant
son centre :
U(0,0) = {0} (2.64)
— une propriété de translation :
U(a,@) =T +U(a,0) (2.65)

ouw + U signifie queu est ajouté a chaque élémentlde
— une propriété d’expansion linéaire :

U(3,0) = “u(0,0) Vo 0 (2.66)

ou U signifie ques multiplie chaque élément de.
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2.6. Les modeles convexes d’incertitude

2.6.2 Applications dans le domaine de la fiabilité

Les premieres applications basées sur les modéles convexes d’incertitude ont permis
de mesurer la fiabilité d’un systeme comme la taille de la plus grande lacune d’informa-
tion n’entrainant pas de défaillance ; ainsi défitadiabilité d’un systéme est quantifiée
comme le degré d'immunité vis-a-vis de l'incertitude, elle est d’autant plus grande
gue sa vulnérabilité face a I'« imprévu » est petite[Ben-Haim1995.

Ainsi, siq représente I'ensemble des parameétres de conception d’un systédeg 6t
est une fonction de performance, semblable a celles définies dans les méthodes fiabilistes
décrites dans le paragraphé.], cette fonction, qui fait intervenir a la fois les paramétres
de conceptior et la réponse incertainedu modele, doit étre plus grande qu’un certain
seuilr. pour qu'il n’y ait pas de défaillance. On définit alors la robustesggr.) du
systeme comme la plus grande valeur du parametre d’incertitueie qu’il n’y ait pas
de défaillance :

o) = avgmax{_min Rlg.w) = v (2.67)
q o ucttlog) L

Le choix des parametres de conceptjoronsiste alors a faire en sorte d’avoir :

a(g,me) > aq (2.68)

ou a4 est une valeur seuil qui peut étre déterminée de bien des faBens{aim1999.
Divers domaines d’applications sont envisageables; on trouvera en particulier dans
[Vinot et al.2007 des exemples d’études dans le domaine de la dynamique des structures.

Bien que les modeéles convexes soient les plus utilisés, il est possible de généraliser la
plupart des concepts précédents dans le cas de modeles linéaires seulement, voire pour des
modéeles ne vérifiant que la propriété d’'imbrication et une forme affaiblie de la propriété
de translationBen-Haim200(. Il est alors possible de traiter le probléme de la fiabilité
de systémes dans des cas de vibration forcée, vis-a-vis de leur fréquence d’excitation.

Bien que I'approche par modéles de lacune d’information ne nécessite pas l'introduc-
tion de lois de probabilité, il est tout a fait possible de combiner des hypothéses de nature
stochastique avec les ensembles définis précédemBemtaim1999. En fait, de fa-
con plus généralen peut interpréter les modeles de lacune d’information comme un
cadre d’application de toutes les représentations de I'incertitude existantescomme
précisé dansHemez2004, on peut associer a un modeéle probabiliste de variabilité un
ensemble convexe dont le paramétre d’incertitudentrdle directement les termes de la
matrice de covariance ; on peut aussi envisager de considérer des fonctions de participa-
tion, utilisées par exemple pour traduire un jugement d’expert, en les paramétrant a I'aide
dea.

2.6.3 Applications dans le domaine de la validation de modéles

Dans Ben-Haim et Heme2004, les auteurs utilisent la description de I'incertitude
a l'aide des modeles de lacune d’'information pour montrer des résultats intéressant la
validation des modéles.
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2. Etat de I'art des méthodes non stochastiques

Le constat initial est le suivant : lors de la calibration d’'un modele grace a des me-
sures expérimentales, il n'est pas sain de viser la fidélité par rapport aux données a tout
prix; en effet, on peut montrer que des modeles optimaux, au sens qu’ils minimisent
les écarts avec les données expérimentales, n’ont aucune robustesse vis-a-vis des incer-
titudes, c’est-a-dire que de légéres variations dans les parametres du modele, ou dans la
forme mathématique du modéle, peuvent conduire a des prédictions trés peu Bdales |
Haim 2001].

On représente de facon générale un modéle donné par :

y=M(p,q) (2.69)

ou y constitue la réponse mesurable du modéle; et ¢ les entrées, représentant res-
pectivement la configuration d’étude et la constitution mathématique du modeéle ; plus
précisément, tandis quecaractérise des réglages de I'ordre du protocole expérimental,

¢ est associée aux paramétres du modéle, mais aussi & la forme fonctionnelle de ce mo-
deéle, voire au fait que plusieurs types de modéles différents pourraient étre utilisés. C’est
pourquoi on décide d’associer a I'ensemble des modéles possibles un modele de lacune
d’'information de la forme :

U(a,q) = {M(p,q) | llg —qll < o} (2.70)

Les auteursBen-Haim et Heme2004 préconisent alors I'introduction de nouveaux
critéres d’évaluation d’'un modele, a savoir la robustesse et la dispersion de prédiction.
Précisons ces trois notions :

— la fidélité vis-a-vis des donnéesst associée simplement a la distaftentre la

réponsey du modele choisi et la répong_;gxp expérimentale, selon une certaine

norme :

R=|y, - QH (2.71)
plus cette distance est petite, plus le modele est fidéle vis-a-vis des données expéri-
mentales;

— larobustessey est en fait I'étendue de la dispersion des paramétgesconduisent
a une erreur? inférieure & un certain seuft,; ; ainsi toutes les prédictions menées
avec des paramétresa l'intérieur del/(a, q) permettent d’obtenir le niveau de
fidélité désiré; -

— la dispersion de prédiction Ay est I'étendue des réponses que I'on peut obtenir
quand on utilise chaque modéleldea,g) :

Ay = M - M 2.72
Y= (P, ) Mg;(g’q) (P, 9) (2.72)

OUp est une configuration de test donnée. L'importance de cette dispersion est
lige au fait que, plus les prédictions issues des differents modeldécdg) sont
proches les unes des autres, plus on peut avoir confiance dans ces prédictions.
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2.6. Les modeles convexes d’incertitude

Plutét donc que de minimiser directement I'écart entre la réponse du modeéle et la
mesure effectuée, une stratégie analogue a la relati@n) (utilisée dans I'étude de la
fiabilité des structures est proposée :

a = arg max{ min R < RM} (2.73)

a>0 | MeU(a,q)

Dans ce casy représente la plus grande quantité d’incertitude concernant la définition du
modele assurant une fidélité suffisante vis-a-vis des quantités mesurées. Notons encore
une fois que l'utilisation des modéles de lacune d’information permet si nécessaire d’in-
troduire toute forme de modélisation de I'incertitude (probabiliste, floue, ...).

A partir de cette représentatioon peut mettre en évidence tous les compromis
gu'’il est nécessaire d’avoir a I'esprit lors de la calibration d’'un modéle :

0A 0A
Yy O Yo

= >0 =
Ja. — OR — OR —

0 (2.74)
Plus précisément :
— la dispersion de prédiction augmente quand la robustesse augmente;
— larobustesse diminue quand la fidélité augmente, ce qu’on a déja évoqué plus haut;
— la dispersion de prédiction diminue quand la fidélité augmente.
Ainsi, bien gu'il soit préférable d’avoir des modeéles robustes, ceci a tendance a conduire
a des prédictions plus dispersées, et implique que I'obtention de prédictions plus précises
est conditionnée par les hypothéses sur lesquelles le modele est basé.

Dans un registre proche de la question de la validation de modeles, une procédure
robuste de sélection des emplacements de capteurs a pu étre validédmarest [Cogan
2004 en utilisant des modeles de lacune d’'information afin de modéliser de facon neutre
les incertitudes concernant la structure instrumentée, et I'effet de ces derniéres sur le
placement optimal des capteurs.
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CHAPITRE 3

Description envisagée de la realité

La science cherche le mouvement perpétuel. Elle I'a trouvé : c’est elle-méme.

Victor Hugo
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3. Description envisagée de la réalité

Avant d’aborder les principes de la théorie des méconnaissances, nous décrivons dans
ce troisieme chapitre comment est considéréerizalité» que I'on souhaite étudier, et
plus particulierement les quantités représentatives qui peuvent en étre extraites. Nous pré-
sentons ensuite un exemple classique de simulation du réel a I'aide d’'une modélisation
stochastique par la technique de Monte Carlo ; a partir d’un certain nombre de structures
simulées, nous calculons les quantités représentatives qui nous serviront de bases de com-
paraison avec les résultats de la théorie des méconnaissances dans le &hapitre

3.1 Reéalité considérée

3.1.1 Famille de structures réelles

La réalité telle que nous la considérerons dans la suite de ce mémoire est consti-
tuée d’'une famille de structures semblables, mais non rigoureusement identiques;;
en effet, diverses sources d’incertitudes peuvent provenir de I'élaboration méme de ces
structures, entrainant des dispersions notables, notamment au niveau des caractéristiques
des matériaux utilisés ainsi que des spécifications géométriques. Dans ce dragail,
limite a des dispersions concernant seulement les rigidités structuralesu que la
théorie des méconnaissances gque nous allons introduire ne permet de prendre en compte
gue des incertitudes de ce type pour le moment.

Bien entendu, nous ne pouvons avoir acces directement a la connaissance de ces in-
certitudes au travers de cette famille de structures réelles : nous devons passer par I'in-
termédiaire de quantités mesurables expérimentalement. Dans le domaine de I'analyse
modale, il s’agit généralement de déterminer les pulsations propres et les formes propres
de chaque structure, qui sont des quantités d’intérét définies sur I'ensemble de celle-ci.
De maniére plus synthétique, on désigne dans la suite une quantité d’intérét quelconque a
I'aide de la notationy : par exemple, on peut se préoccuper en particulier de la troisieme
pulsation propre chez les structures étudiées.

Quand on réalise des expérimentations sur I'ensemble des structures de la famille, on
obtient un ensemble de pulsations propres et formes propres mesurées; pour reprendre
la notation que I'on vient juste d’introduiren dispose pour une quantité d’'intéréta
donnée d’'un ensemble de valeurs expérimentales., issues des différentes struc-
tures testées.

3.1.2 Données expéerimentales retenues

En vue d’une comparaison ultérieure avec les résultats fournis par la théorie des meé-
connaissancesn souhaite extraire de 'ensemble des valeura.y, quelques quanti-
tés représentatives de la dispersion de la quantité d’intérét étudiédypiquement, on
associe alors a la famille de structures réelles deux quantites) etag, (P) qui, pour

exp

une valeurP donnée, encadrent une proportiBrdes quantités mesurees;,.
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3.1. Réalité considérée

Pour éviter toute ambiguité et obtenir ainsi un couple unique de quantités pour chaque
valeur deP, on impose également que ces deux quantités soient celles qui définissent le
plus petit intervalle contenant une proportiBrde valeurs mesurées,,. On a illustre le
principe de ces valeurs expérimentalesfa% » sur la figure3.1

P % des valeurs
FiG. 3.1- Valeurs expérimentales/a % de la quantité d'intérét.,

En pratique, on se contente de certaines valeurs bien préciges de

— les«valeurs a99 %» ag,,(0,99) etaZ (0,99), correspondant & = 0,99, per-
mettent d’apprécier I'étendue presque complete des valeurs que la quantité d’intérét
expérimentale est susceptible de prendre; le fait de choisir 99 % plutét que 100 %
permet de filtrer des cas aberrants ou trés rares qui peuvent survenir, et que I'on
estime non représentatifs de la famille de structures étudiée ;

— les « valeurs a 70 %» a_,(0,70) et aZ (0,70), correspondant & = 0, 70,
permettent d’avoir un ordre de grandeur, plus ou moins juste suivant la répartition
des valeurs mesurées, de I'écart type de la quantité d’'intérét expérimentale.

Il est en fait inutile de vouloir conserver une description plus précise de la réalité dans
la mesure ou le nombre de structures réelles effectivement testées est souvent relative-
ment faible, étant donné le colt généralement important de la mise en ceuvre de mesures
expérimentales.

Ceci est d'ailleurs une des raisons pour lesquelles nous avons décidé dans ce travail
de considérer des exemples académiques d’étude simulés numériqguement, dans le but
de représenter une certaineealité» expérimentale ; en controlant parfaitement les dis-
persions présentées par notre famille de structuréglles» simulées, nous disposerons
de résultats qui pourront étre confrontés ultérieurement aux prédictions de la théorie des
méconnaissances. Nous aurons par contre I'occasion dans le cBapittdiser de véri-

tables données expérimentales issues d’une structure industrielle réelle.
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3.2 Simulation stochastique d’une famille de structures

3.2.1 Principe

Nous introduisons ici un exemple académique d’étude dont les résultats pourront
servir de « référence» dans la suite de notre travail.En I'occurrence, on fait I'hypo-
these d’une réalité parfaitement connue, qui peut étre simplement décrite a I'aide d’'une
méthode stochastique, dont I'utilisation constitue un moyen courant de simuler une réalité
« expérimentale. Afin d’obtenir les dispersions présentes dans la famille considérée de
structures semblables, nous décidons de représenter les incertitudes a I'aide de paramétres
stochastiques qui, dans le cadre de ce travail, se limitent aux rigidités structurales.

En pratique, nous avons besoin de définir la nature des parametres stochastiques inter-
venant dans la simulation ; nous avons déja eu I'occasion de discuter de ce probléme dans
le paragraphé.2.1et nous avons montré que, par I'intermédiaire de la décomposition de
Karhunen-Loével.3), tous les parametres stochastiques peuvent étre représentés a l'aide
de variables aléatoires, dont la manipulation est plus aisée.

A partir de la, une fagon simple et directe de simuler la famille des structures sem-
blables consiste a utiliser une technique de Monte Carlo qui permet d’obtenir des réali-
sations des différentes variables aléatoires intervenant dans le probleme, selon les lois de
probabilité choisies. Chaque structure de la famille est alors caractérisée par un jeu donné
de parametres obtenus par tirage, et présente des pulsations propres et formes propres
de vibrations que I'on peut obtenir classiguement comme on le ferait avec un modéle
déterministe.

Pour chaque quantité d’intérét, on a donc un ensemble de valeurs obtenues pour les
différentes structures considérées, et il est alors possible de déterminer les vatéxrs a
o (P) etad, (P), comme ce qui serait effectué sur les résultats issus d’une famille de

structures réelles.

3.2.2 Structure étudiée

L'exemple d’étude est un treillis plan composé de quatre barres rectilignes, reliées par
des rotules, comme représenteé sur la figufe On suppose que les liaisons avec le bati
aux nceuds 1 et 2 sont parfaites, et que les barres ne travaillent qu’en traction-compression.
Les caractéristiques de ces barres dont le matériau est supposé homogéne et isotrope sont
données dans le tabledul : elles permettent de définir le modéle théorique déterministe
qui sert de base au modéle stochastique.

Le probleme aux valeurs propres associé au modéle déterministe permet de déterminer
guatre modes propres de vibrations, représentés sur la figirkes composantes de ces
modes@i (normalisés par rapport a leur maximum), ainsi que les carrés des pulsations
propresw? associées, sont consignés dans le tabkeapon a posé@ = (x3ys 24 ys)7,
ouU; = z;x + y;y est le déplacement du noejid
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3.2. Simulation stochastique d’une famille de structures

1
Fic. 3.2— Treillis plan a quatre barres

............

(a) Mode 1 (b) Mode 2

- T

(c) Mode 3 (d) Mode 4

FiG. 3.3— Modes propres associés au modele déterministe du treillis a quatre barres
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3. Description envisagée de la réalité

Barres Section Longueur Matériau Module d’Young Masse vol.
{1-3,2-4,3-4} 10~*m? m aluminium E{blib24,b34} = 72GPa 2700kg/m?
2-3 107*m?>  +/2m  aluminium FEis = 72GPa 2700kg/m?

TAB. 3.1- Caractéristiques du modele déterministe du treillis a quatre barres

Quantités 1=1
Pulsations?  3,02.10°  2,93.10° 4 5410 8,33.10"
0,26 1,00 0,48 0,13
_ 0,91 0,07 0,01 0,71
Modesg, 0,01 0,69 1,00 0,07
1,00 ~0,30 0,14 1,00

TAB. 3.2— Détail des pulsations propres et modes propres associés au modéle déterministe du
treillis & quatre barres

3.2.3 Obtention des valeurs caractéristiques

Le modele stochastique est obtenu en introduisant, a partir du modeéle théorique déter-
ministe précédent, des dispersions de raideurs caractérisées sur chaque barre par une va-
riable aléatoire donnée. Le choix de la loi de probabilité est guidé selon les réflexions me-
nées dans le paragraphe.2: si 'on suppose que les sources d’incertitude proviennent
uniquement des coefficients matériaux, on peut décider de choisir une loi de probabilité
normale pour chacune de ces variables aléatoires ; ceci revient bien sdr a considérer dans
ce cas que le comportement de ces barres est seulement lié a la donnée de leur module
d’Young.

On décide par exemple d’utiliser pour la simulation de chaque barre une loi normale
centrée, mais bornée (et renormalisée) pour éviter I'occurrence de réalisations non phy-
sigues, comme on a déja eu l'occasion de I'évoquer auparavant ; par convention, on peut
poser que les bornes que I'on introduit sont les valeurs qui encadrent 99 % des réalisations
de la variable aléatoire selon la loi normale non bornée. Ici, on choisit d’appliquer sur la
variable aléatoire de chaque barre une loi normale bornée d’éteirsldé de la valeur
théorique de la raideur de la barre considérée.

Il suffit alors d’utiliser une simulation de Monte Carlo afin d’obtenir plusieurs jeux
de paramétres de raideurs, chaque jeu correspondant a une structure donnée de la famille
considérée. On effectue alors le calcul des pulsations propres et des formes propres de
chacune des structures simulées, et on obtient donc pour chaque quantité d'intérét une
certaine dispersion de valeurs. Par exemple, on a représenté sur |8figarepartition
des occurrences des carrés des secondes pulsations propres obtenues avec une méthode
de Monte Carlo mettant en ceuvre 50000 tirages afin d’obtenir une bonne convergence des
valeurs caractéristiques estimées.

On peut ainsi déterminer de ces répartitions les valeuPs% qui constituent une
description suffisante de la famille de structures simulées; on a répertorié dans le tableau
3.3les valeurs correspondant aux carrés des pulsations propres et des valeurs en un DDL
des modes, pour des proportioRs= 0,70 et P = 0, 99.
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3.2. Simulation stochastique d’une famille de structures

Répartition des valeurs expérimentales de w? du mode 2
3500 ‘ ‘ ‘ ‘

3000
2500
2000
1500 [
1000 [

500

0
2.75 2.8 2.85 2.9 2.95 3 3.05 3.1

x 10

FiG. 3.4— Répartitions des valeurs déexp obtenues pour le treillis a quatre barres a l'aide de
la méthode de Monte Carlo (50000 tirages)

Valeurs Modes Pulsations propre: DDL  Valeurs en un DDL des modg
2= . 2+ ] A [67. + ]
iexp’ i exp ki exp’ Zkiexp

i [w

0,70 1 2,97;3,06].10° 2 [0,90; 0, 91]
2 2, 90;2,97].106 3 [0, 64; 0, 74]
3 [4,47;4,61].10° 1 [—0,50; —0, 45]
4 [8,18;8,49].106 2 [—0,72; -0, 71]

0,99 1 2,91;3,13].10° 2 [0,90;0,91]
2 [2,84;3,02].106 3 [0, 58; 0, 83]
3 [4,37;4,72].106 1 [—0,54; —0, 43]
4 [7,95;8,71].106 2 [—0,72; -0, 71]

TAB. 3.3— Valeurs a 70 % et 99 % obtenues avec le modele stochastique du treillis & quatre barres

Nous aurons l'occasion de comparer ces résultats avec ceux obtenus a 'aide de diffé-
rents modeéles de méconnaissances présentés dans le chapitre
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CHAPITRE 4

Définition
du concept de meconnaissance

Définir, c’est entourer d’'un mur de mots un terrain vague d’idées.

Samuel Butler
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4. Définition du concept de méconnaissance

Nous introduisons dans ce quatrieme chapitre le concept de méconnaissance, qui a
pour but la manipulation de modéles imparfaits par rapport a la réalité ; pour cela, nous
détaillons en particulier les idées intervenant dans la modélisation des méconnaissances
de base, ainsi que les outils mathématiques permettant une description plus aisée de celles-
ci. Quelques comparaisons avec les difféerentes méthodes non stochastiques étudiées dans
le chapitre précédent sont aussi menées.

4.1 Principes de la modélisation des méconnaissances

Le concept de méconnaissance a pour but de chiffrer simplement la comparaison
gue I'on effectue entre le modele et le réel, et ainsi d’étre capable de manipuler des
modeles qui ne sont qu’une représentation imparfaite de la réalitéd.a théorie se place
dans le cadre dne structure modélisée comme un assemblage de sous-structures,
sachant que les liaisons peuvent étre assimilées a des sous-structures partiClgistres.
a I'échelle de ces sous-structures que I'on choisit de quantifier les incertitude®n
globalise ainsi facilement toutes les sources d’erreurs qui se produisent a divers degrés
plus ou moins locaux de la sous-structure : hétérogénéités, inclusions plastiques, défauts
mineurs localisés, etc. Pour le moment, toutefois, on ne considéere que des incertitudes
concernant les rigidités structurales, mais d’autres types sont parfaitement envisageables
par la suite a I'aide du concept de méconnaissance.

4.1.1 Définition des méconnaissances de base

La théorie des méconnaissances repose sur l'utilisation d’'un modele théorique
déterministe donné, auquel on ajoute urnk modele de méconnaissances; celui-ci
consiste a considérer que, a chaque sous-struéfultine structure réell€2, on peut
associer une quantité évoluant quelque part a I'intérieur d’un intervalle dont les bornes
m;t etmy sont définies formellement comme suit :

ol Kp, et K désignent la matrice de rigidité associée a la sous-struétprespective-
ment pour la structure réelle et pour le modéle théorique déterministe.

Cette association ne se fait pas directement a travers la quantidént on ne sait
rien si ce n'est qu'elle appartient avec certitude a l'intervifler; my;]; c’est donc au
travers de ces deux bornes, etm;, qui sont définies de fagon a étre forcément posi-
tives, qu’est véhiculée la notion de méconnaissa@es. deux quantités relatives a la
sous-structure E forment ce que I'on appelle laméconnaissance de baser la sous-
structure E.

L'inégalité matricielle £.1) s’'interprete au sens des valeurs propres, mais pour traduire
en pratique cette inégalité, on choisit de faire intervenir les énergies de déformation :

(1 = mg) e(U) < ex(U) < (1+mg) 7p(0) (4.2
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4.1. Principes de la modélisation des méconnaissances

AN

ou :
— la quantitéep(U) = %QTKEQ désigne I'énergie de déformation dans le champ de
déplacement/ d’'une structure réelle appartenant a la famille de structures sem-
blables étudiées;;
— la quantitée, (U) = %QTKEQ représente I'énergie de déformation dans le champ
de déplacemerif du modéle théorique déterministe considéré.
Cette inégalité doit étre vérifiée quel que soit le champ de déplacémeinsi formulée,

elle est totalement équivalente a la définition de la relatiof (

Pour chaque sous-structure, la quantitém est située a l'intérieur de 'intervalle
de méconnaissance de bage-mg; m;g] sans que I'on puisse étre plus précisSans
plus d’effort, on est ramené a une modélisation de l'incertitude a I'aide d’intervalles, ce
qui n'est pas sans rappeler la théorie des intervalles dont on a parlé dans le paragraphe
2.3. On avait vu que le principal inconvénient de ce type de modélisation était sa tendance
a propager des incertitudes de fagon surestimée.

C’est pourquoi les bornesy; et m;, ne sont pas forcément introduites comme des
guantités déterministes : afin de limiter I'effet de surestimat@mngdéfinit ces bornes
comme des variables aléatoires caractéerisées par des lois de probabilité données.
Pour plus de clarté, on distinguera la variable aléataicBune réalisation donnée.

4.1.2 Choix des lois de probabilité

Les méconnaissances de base peuvent suivre diverses lois de probabilité ; la nature de
ces lois doit étre définia priori, en fonction d’hypothéses formulées sur les sources de
dispersion qui se produisent dans la sous-structure concernée.

Une hypothése simplificatrice consiste a supposer que I'on peut avoir des réali-
sations équiprobables des méconnaissances de base et , comprises dans un
certain domaine borné :

mg € [0;mg] et p (mg) = Cte (4.3a)
my € [0;mf] et pT(mf) = Cte (4.3b)

ol p~ etp™ sont les densités de probabilité respectives des variables aléatoirest

, fonctions des valeurs;;, etm;.

Cette idée revient a suivre les recommandations du maximum d’entrbpid Qui
permet de choisir une loi uniforme de probabilité quand les seules contraintes données
sont d’avoir des réalisations bornées; c’est en effet le cas des méconnaissances de base
dont les réalisations sont positives, et de plus les réalisatignsont nécessairement li-
mitées en amplitude, car chacune d’entre elles constitue une borne inférieure de I'énergie
de déformation, forcément positive. Les réalisations elles aussi positives, n’ont quant
a elles pas de raison d’étre majorées, mais il est logique de le supposer tout de méme, par
analogie aveeng. Nous reparlerons plus précisément du cas de la loi uniforme dans le
paragraphé.3.2
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4. Définition du concept de méconnaissance

Imposer des lois de probabilité aux bornes d’un intervalle, au lieu de les appliquer
directement a des parametres du modele, pose des problemes de description des phéno-
menes : en effegomment peut-on traduire la probabilité d’appartenance de I'éner-
gie de déeformation a un intervalle défini a partir d’'une probabilité d’occurrence
pour chacune de ses deux bornes@’est pour cette raison que I'on est amené a intro-
duire quelques outils mathématiques afin de définir une notion que I'on pourrait qualifier
de « probabilité d’intervalle;, dont la description est donnée dans le paragrdpheéCes
outils sont en fait issus du raisonnement inverse : comment transcrire une loi de probabi-
lité, servant a décrire l'incertitude sur un paramétre donné du modeéle, sous la forme d’'une
méconnaissance de base ? C’est cette question que nous traiterons en premier, avec le cas
particulier de la loi normale décrit dans le paragrapl?eEnfin, une comparaison avec les
méthodes non stochastiques de représentation des incertitudes, dans le paragraphe
nous permettra de constater la pertinence des outils introduits dans le cadre de la théorie
des méconnaissances.

Revenons un instant sur I'idée de définir les bornes des intervalles de méconnaissance
comme des variables aléatoires : on peut toutefois étre en présence de certains cas ex-
trémes ou la modélisation est (volontairement ou non) trés imparfaite : c’est le cas, par
exemple, d’'une liaison au comportement non-linéaire qui est représentée par un modele
linéaire. Dans cette situation, le manque d’information est tel que I'on peut décider de ne
pas associer de loi de probabilité aux méconnaissances de base : ceci équivaut alors a af-
firmer que la méconnaissangeest située quelque part dans un intervalle (déterministe)
noté[—my; m;]. On est ainsi revenu a une description de I'incertitude par intervalles telle
gue déja définie auparavant dans le paragraphe

4.2 Exemple : modélisation des dispersions matéeriaux a
I'aide des méconnaissances

Dans le cas ou I'on suppose que les seules sources d’erreurs sur la sous-sifucture
sont les incertitudes concernant le matériau, on peut raisonnablement considérer que I'on
peut associer a la méconnaissancereprésentant I'énergie de déformation de la sous-
structureE, une loi normale centrée de densité de probahilité) :

1 m?
p(m) = Wexp <_Tﬂ) (4.4)

L'écart typeo de la loi normale peut étre paramétré a I'aide de deux valeurs ratges
my en posant par exemple que I'on doit avoir :

/mE p(m)dm = 0,99 (4.5)

—mg
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4.2. Exemple : modélisation des dispersions matériaux

4.2.1 Justification du choix d’'une loi normale

Le choix d’'une telle loi de probabilité est motivé par une application du théoréme cen-
tral limite (1.9) évoquée dans le paragraph@.2sous la forme des conditions de Borel.

Ainsi, prenons I'exemple d’'une poutre droite de longuéwdont le module d’Young
est modélisé par un champ stochastique quelcontjued). On peut réécrire ce champ a
I'aide de la décomposition de Karhunen-Loete3| présentée dans le paragragh2.1:

E(x,0) = E(z) + Z&w)ﬁmﬂ:) (4.6)

ou les quantités;(¢) sont des variables aléatoires non corrélées d’espérances nulles et
d’écarts types unitaires.

L'énergie de déformatior, de cette poutre dans un champ de déplacement quel-
conque est alors proportionnelle a la moyenne spatiale du champ stochastique le long de
la poutre :

eq X /L E(z,0)dx 4.7)
0

En utilisant la décompositior(€), I'énergie de déformation peut alors s'écrire, en posant
X =1,&(0) =1etpy(r) = E(x), comme :

L o°
case [ 30600V Rla)da (4.8)
0 =0

L'énergie de déformation est donc proportionnelle a une somme infinie de variables aléa-
toiresn(6) :

eq X Z n(0) (4.9)
=0

Suivant la nature de ces variablg@®), le choix d’'une loi normale pour I'évolution de
I'énergie de déformation est plus ou moins valide ; il I'est d’autant plus que le nombre de
variables de: poids» équivalents est grand. Ainsi, en définissant les méconnaissances a
une échelle structurale, on peut supposer des lois de probabilité simples pour les mécon-
naissances de base associées aux énergies de déformation par sous-structure.

On a vu néanmoins dans le paragrafiliz2que I'utilisation d’'une loi de probabilité
normale pouvait conduire a des réalisations non physiques : n’étant pas a support borné,
elle rend possible I'occurrence d’énergies négatives:{ < —1). Parmi les solutions
proposées pour résoudre cette difficulté, on choisit d’éliminer toutes les réalisations non
physiques pour lesquelles on suppose tout de méme qu’elles sont caractérisées par une
fréquence d’apparition tres faible ; ceci revient a modifier la loi de probabilité en impo-
sant que la densité de probabilité doit étre nulle par exemple en dehors de l'intervalle
[—myg; M|, quitte a la renormaliser ensuite.
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4. Définition du concept de méconnaissance

4.2.2 Conversion de la loi normale en termes de méconnaissances

Maintenant que I'on a supposé que la quantitéassociée a I'énergie de déformation
de la sous-structurg, vérifiait une loi de probabilité normale, il s’agit de préciser com-
ment traduire cette derniére en termes de méconnaissances de base. Pour cela, il suffit de
déterminer la probabilité d’observer dans un intervall¢—mg; m;;] donné :

mg
P(—mg <m <mf) = / p(m)dm (4.10)
mg
Puisque les méconnaissances de baseet sont définies dangl(2) de part et d’autre
du modele théorigud;événement précédent peut étre décrit par deux événements
indépendants :

— soitm € [0; m4;], ce qui signifie que I'on observe I'événemént; = 0, m}, > 0)

avec une probabilité ™ (m;}) :

+

Pt(mf) = /OmE p(m)dm (4.11)

— soitm € [—mg; 0], c'est-a-dire que I'on constate I'événemént; > 0, mf; = 0)
avec une probabilité¢’~ (my) :

P~ (mg) —/_ ~p(m)dm (4.12)

OnaalorsP*(co) + P~ (c0) = 1, etmémeP*(co0) = P~ (00) = 5 dans le cas particulier
d’une loi normale centrée ; cette situation est représentée sur lafigure

Ce cas de figure montre comment on peut modéliser une incertitude représentée par
une loi de probabilité classique a I'aide de notre concept de méconnaissance. Toutefois,
comme l'utilisation des deux expressioRs et P~ n’est guére commode en pratique,
divers outils mathématiques décrits dans le paragraphe suivant sont introduits pour en

simplifier 'usage.

4.3 Concept de probabilité d’intervalle

4.3.1 Intervalles standards et probabilité d’intervalle

Le but recherché est de remplacer le couple de quarititést P~ par une seule quan-
tité stochastique. Considérons pour cela une famille d’intervalles de méconnaissances de
base[—my;m;;] de méme longueut = my; + my.

L'intervalle [—my; m{] est dit standard si pour une longugudonnée, la probabi-
lité d’avoir m contenu dan$—my; m;] est maximale sur 'ensemble des intervalles de
longueurL :

I(L) = arg  max P*(mg)+ P~ (mg) (4.13)
[—mgimg]
mg+iz]g£L

66 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



4.3. Concept de probabilité d’intervalle

0 0 m:

Mg E

E

Fic. 4.1- Méconnaissances de base associées a une loi normale centrée

A la suite de cette définition, on peut introduire la notion de probabilité d’intervalle, en
posant que pour une longuelidonnée, cette probabilite(L) est la probabilité d’avoir
m appartenant a l'intervalle standaf(L) :

P(L)=P(meI(L)) = max P+(m;5) + P (mg) (4.14)
[—mgimg]
mgﬁngi/:

Quelques propriétés a propos des intervalles standards peuvent alors étre démontrées.

Tout d’abord, les bornes d’'un intervalle stand@ftd) = [—mg; m;], pour une lon-
gueurL donnée, vérifient nécessairement :

p(my;) = p(—mg) (4.15)

En effet, ces bornes vérifient la relation suivante, issue de la recherche du maximum de
P*(my) + P~ (myg) sous la contraintei; = L — my :

opP*

+
omy

(1) = G (L= ) = 0 (4.16)
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4. Définition du concept de méconnaissance

avec .
P ity = 9 /m+ (m)dm = p(m2) (4.17)
oP- o [° o [FmE
L_ + = — —_
g b ) = g [ ptmam= 5 [ pemyan
= p(—(L—mg)) =p(—mg) (4.18)

ce qui prouve la propriété énoncée.
Dans la situation courante ou les fonctiong — p(my) etmg — p(—myg) sont

strictement décroissantes, 'ensemble des intervalles standards vérifie une relation d’in-
clusion :

VL > L I(L)cI(L) (4.19)

Pour démontrer cette relation, prenans> L’ donnés, et les intervalles standards asso-
CiésI(L) = [-mg(L);mi(L)] etI(L') = [-mg(L'); mi (L')] respectivement.

D’apres la proposition que I'on vient juste de démontrer, on peut écrire les relations
suivantes :

p(my (L)) = p(=my(L)) et p(myg (L)) = p(=mg (L)) (4.20)

Raisonnons maintenant par I'absurde : on supposerqué.) < my;(L'), ce qui entraine
nécessairement d’une part que :

p(mg (L)) > p(myg (L)) (4.21)
D’autre part, I'hypothese implique aussi que :
—mg (L) =m{(L) — L <mi(L')—L<mi(L)— L =—mg (L) (4.22)

et donc que :
p(=mg (L)) < p(=my (L)) (4.23)

En combinant les équationg.pl) et (4.23 avec la relation4.20, on arrive au résultat
Suivant :

p(mi (L)) > p(mg (L) = p(=mg (L)) > p(=mg(L)) = p(my; (L)) (4.24)

ce qui est bien sir contradictoire, donc I'nypothése de départ est fausse, ce qui démontre
quem;; (L) < my;(L). Par un raisonnement analogue, on peut montrer également que
—mg (L) < —mg(L'), ce qui prouve l'inclusion.
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4.3. Concept de probabilité d’intervalle

4.3.2 Interprétation

Une interprétation possible de ces définitions est la suivante : si I'on cherche un in-
tervalle de méconnaissance de base tel que la quantdé une probabilité” donnée
d’étre a I'intérieur, on considére I'intervalle standdid.p) tel que la probabilité d’inter-
valle associéé’(Lp) est égale &. En fait, cet intervalld (Lp) est le plus petit intervalle
[—mg;mi] tel queP*(my) + P~ (mg) = P

I(Lp) = arg min . mg +mg (4.25)
[—mp;mg]
P+(mJEr)+?3_(§nE)=P

Ceci est une conséquence de la propriétéd) qui n’est rigoureusement vraie que si

les fonctionsmy, — p(my;) etmg — p(—myg) sont strictement décroissantes ; ainsi, si
I'on est en présence d’une loi normale non centrée, cette interprétation ne reste valide
que pour des longueurs > 2|m;, — my|. La figure4.2 montre une illustration de cette
situation : on a représenté l'intervalle standard ainsi que la probabilité d’intervalle égale
a l'aire hachurée.

0 mi

Mg E

E

FiG. 4.2— Intervalle standard et probabilité d’intervalle pour une loi normale non centrée

Cette interprétation reste bien évidemment vraie méme s’il n’y a pas de loi de proba-
bilité p(m) définissable directement sur la quantité on détermine simplement les inter-
valles standards et les probabilités d'intervalle associées a I'aide des quantjiég) et
P~ (mg). De plus, certains cas ne seraient pasduisibles) sous la forme d’une densité
de probabilité d’'une variable aléatoire ; il suffit en effet d’envisager des quaRtités;;)
et P~ (mg) telles gu’il existe un domaine non réduit a un singleton ou ces quantités sont
nulles :

dMg telque Vmg € [0; My] P (mg) =0 (4.26a)
IME telque Vmf € [0; ME] PT(mg) =0 (4.26Db)
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4. Définition du concept de méconnaissance

b

En d’autres termes, il existe un intervalle minimalM ; M}] a propos duquel on ne

sait rien, puisqu’aucune probabilité ne peut lui étre associée, et qui constitue l'intersec-
tion commune de tous les intervalles standards. En cela, cet intervalleggdbrance
maximale» répond bien au schéma de non-spécificité, évoqué dans le paragrapte
description des incertitudes. Ainsi, dans le cas général, on se trouve en présence de la
situation décrite par la figuré.3.

m
r 4 7
eI_E €E
P: P’
mg M- 0 0 ML mg

FIG. 4.3— Cas général de modélisation des méconnaissances de base

Apres cette généralisation, revenons un instant sur le cas particulier de la loi uniforme,
juste évoqué dans le paragraph&.2 Dans cette situation, et avec les notationsZd@)(
les probabilités respectives d’occurrence de la méconnaissance sont :

P~ (mg) = e (4.27a)
Pr(mt) — mg b
(mg) = ——— (4.27b)

E E

ce qui permet d’assurdr (co) + P~ (c0) = 1. Ces probabilités sont en fait les mémes
gue celles que I'on obtiendrait si I'on supposait une répartition uniforme directement sur
la quantitém, dans le domaine-my; m; ]

1

- 4.28
my, + My ( )

p(m) =
Cette équivalence, illustrée sur la figure, montre bien l'efficacité de la représentation
a l'aide du concept de méconnaissance.

Notons également que dans le cas uniforme, il n’y a pas unicité de l'intervalle stan-
dard pour une longueur donnée Ce qui importe est de pouvoir considérer une famille
d’intervalles standards définie par une seule variable stochastique ; il en résulte une sim-
plification notable dans I'analyse.
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4.3. Concept de probabilité d’intervalle

m: 0 0 mg

FiG. 4.4— Méconnaissances de base modélisées par une loi uniforme

4.3.3 Comparaison avec les méthodes non stochastiques de descrip-
tion des incertitudes

Le concept de méconnaissance, qui met en jeu des intervalles dont les bornes sont des
variables aléatoires, n’est pas sans rappeler certaines méthodes non stochastiques décrites
dans le chapitre.

En particulier, les ensembles aléatoires selon Dempster-Shafer, présentés dans le pa-
ragraphe2.5, correspondent a ce schéma. Pour simplifier la comparaison, on ne regarde
pour le moment que le cas ou I'on est en présence, dans notre théorie, d’'intervalles du
type [0; m;], de probabilités d’occurrencB™ (m;). Le nombre d'intervalles de ce type
n’est pas fini, aussi décide-t-on deliscrétiser cette donnée, a des fins de comparaison
avec les ensembles aléatoires. Par exemple, avec quatre points tels que :

Primf)=- Vi=1,...,4 (4.29)

on peut définir un intervalle aléatoifecaractérisé par les éléments focaux et affectations
probabilistes suivants :

1
Li=[0smf] et m(l)=7 Vi=1..4 (4.30)
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4. Définition du concept de méconnaissance

La probabilité d’avoirn compris dans un intervallé C R+ est donnée par la relation
de Dempsterd.40 :
dom(L) <P < Y mh) (4.31)

I;CJ LNJ#D

Prenons le cas particulier oli= I, aveck donné ; on obtient alors :

g = Z m(l;) < P(Iy) < Z m(l;) =1 (4.32)

1;CIy Iiﬂlk;tﬁ@

La probabilité d’étre dans l'intervallg, est donc d’au moin§ = P*(m;) : la relation de
Dempster nous permet donc de constater simplement que la probabilité;;) est en

fait le meilleur minorant de la probabilité de trouver la méconnaissaneéectivement

dans lintervalle[0; m;]. En associant les deux événements indépendants, cela revient
également a dire que la probabilit&" (m;;) + P~ (mg) est le meilleur minorant de la
probabilité d’avoirm dans[—my; m;t].

Ceci est cohérent avec la fagon dont nous avons traduit la densité de probabilité nor-
malep(m) en termes de méconnaissances de base : en posant que :

+

PH(m) = /0 " pm)dm (4.33)

et en considérant ensuite que la probabilité d’aveidans|0; m;;] était effectivement

Pt (mi), on a fait 'hypothése implicite de considérer le cas le plus défavorable, a savoir
de choisir le meilleur minorant de la probabilité vraie, ce qui joue dans le sens de la sécu-
rité.

Notons enfin que comme l'intervalle aléatoifeéquivalent a notre fagcon de modé-
liser les méconnaissances de base est consonant, c’est-a-dire felQug.,, il peut
étre représenté par un intervalle flowont les caractéristiques sont liées a celleg de
comme précisé dans le paragraph® 2 Ainsi, les méthodes associées au traitement des
ensembles flous pourraient également étre utilisées dans notre théorie.

4.4 Obtention pratiqgue et manipulation des méconnais-
sances de base

Principe

Sila notion de probabilité d’intervalle est commode pour traduire les méconnaissances
de base, I'obtention pratique de ces dernieres se fait nécessairement au travers des deux
probabilitésP*(my;) et P~ (my). En effet, on suppose que I'on est en présence de deux
événements indépendants::appartient a un intervalle qui est soit du typem;;], soit
du type[—my; 0]. C'est donc ainsi que doivent étre obtenues les meconnaissances.
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4.4. Obtention pratique et manipulation des méconnaissances de base

Reprenons le cas de la loi normale : les fonctions de réparfitioat /' des variables
stochastiquesi; etmy; sont liées aux probabilité8™ (m;) et P~(my) :

g) =P (mg)+ P+(OO) (4.34a)
mi) = Pt (mg) + P~ (00) (4.34b)

En effet, commeP~ (co0) est la probabilité d’avoir un intervalle du typemy; 0], c’est
aussi la probabilité d’avoirr.,. égal a zéro, et c’est ce terme qui permet d’avoir une
fonction de répartition normalisée, c’est-a-dire telle gug ) = 1.

En termes de densités de probabilité, c’est a I'aide de distributions de Ogaon
peut les exprimer :

pme) = (Ao (<35 )) Py @359

pmt) = (o (1257 )+ Py (a350)

ouz — (x)_ etz — (z), sont les fonctions caractéristiques e et R* respective-

ment. On a représenté sur la figur® les densités de probabilité pour une loi normale

non centrée ; toutes les deux sont bien normalisées dans la mesure ou, a chaque fois, la
somme de I'aire hachurée et du poids de la distribution de Dirac est égale a un.

Tp Y

(I) ’mé 0 ’mE

FIG. 4.5- Densités de probabilité associées a une loi normale non centrée

En anticipant un peu sur le chapitre suivant, ou il sera question de la propagation des
méconnaissances au travers du modele de la structure étudiée, nous indiquons plus bas
comment sont obtenues en pratique les méconnaissances, et comment on peut envisager
leur manipulation ultérieure.
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4. Définition du concept de méconnaissance

Méthode de Monte Carlo

La premiére fagon consiste a utiliser une technique de Monte Carlo avec les densités
de probabilité retenues, puis a assurer la propagation des intervalles de méconnaissances
tirage par tirage.

Si I'on prend I'exemple de la loi normale, obtenir des tirages selon les4as$)(se

fait comme suit :

— on réalise un tirage: a partir de la loi de probabilité complétes, c’est-a-dire la
densité de probabilité normale initialé.{) ;

— en fonction du signe de:, on est en présence de I'un des deux événements décrits
précédemment : sh est positif, on forme lintervallé—my; mf;] = [0;m]; dans
le cas contraire, c’est I'intervalle-my; m{;] = [—m; 0] que I'on obtient;

— les réalisations sont alors propagées a travers le modeéle selon le principe exposé
dans le paragraphel; une étude statistiqgue permet ensuite de déduire les quantités
gue I'on recherche.

Le cas de la loi de probabilité uniforme se traite de la méme fagon.

En ce qui concerne la situation extréme ou aucune loi de probabilité n’est supposée,
le démarche est encore plus simple, puisqu’il suffit de supposer pour la sous-structure
concernée l'intervalle déterministemy ; my;], et de le combiner avec les tirages de mé-
connaissances de base des autres sous-structures.

Fonctions caractéristiques

A toute variable aléatoir&’, on peut associer une fonctidnappelée fonction carac-
téristique et définie par :

oP:R — C
+oo
u +— d(u) :/ p(z) exp(iuz)dx (4.36)

[e.9]

quand la variable aléatoire est caractérisée par sa densité de probébilitéa fonction
caractéristique d& est en fait liée a la transformée de Fourier de sa densité de probabilité
p(z). La dénomination de fonction caractéristique, & ne pas confondre avec celle d’un
intervalle, est tout de méme appropriée, puisque deux variables aléaoie¢d” ont
méme loi de probabilité si et seulement si elles ont méme fonction caractéristique.

Cette quantité s’avére tres utile dans le calcul de combinaisons linéaires de variables
aléatoires indépendantes, associé, comme on le verra dans le chapitre suivant, a la propa-
gation des méconnaissances de base a travers le modele.

Si Z est la somme de deux variables aléatoiXest Y indépendantes, de densités de
probabilité respectivesy (z) etpy (y), la fonction de répartition d& est donnée par :

/+OO/ z)py (y )dydx—/m/ px(@)py (2 — x)dz'dz (4.37)
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4.4. Obtention pratique et manipulation des méconnaissances de base

Il s’agit en fait de I'aire de la partie du plan telle quet y < z, aprés avoir exprimé la
dépendance deety vis-a-vis dez ; ceci est illustré sur la figuré.6.

\ X
FIG. 4.6— Interprétation de la somme de deux variables aléatoires

Comme la densité de probabilité est la dérivée de la fonction de réparfitiaqpour
densité de probabilité :

+oo
pa(z) = / px(@)py (2 — 2)dz (4.38)

ou encore :
Pz = Px * Py = Py * Px (4.39)
ou * désigne le produit de convolution.

L'utilisation des fonctions caractéristiques se révele alors trés pratique, puisque la
transformeée de Fourier du produit de convolution est le produit des transformées de Fou-
rier :

Oyiy = OxPy (4.40)

De plus, avec la propriété,x(u) = ®x(au), ol a est une constante scalaire donnée,
on déduit trés facilement I'expression de la fonction caractéristique d’une combinaison
linéaire de variables aléatoirés :

Oyrax.(u) = [ ] x(am) (4.41)
i=1

Comme on le verra dans le paragraph& la propagation des méconnaissances de
base a travers le modéle revient en fait a prendre des combinaisons linéaires de ces der-
nieres; I'emploi des fonctions caractéristiques permet d’obtenir les densités de probabi-
lité correspondantes avec plus d’efficacité que la technique de Monte Carlo, qui, dans sa
version de base, nécessite un nombre minimal de tirages pour avoir une convergence sa-
tisfaisante.
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4. Définition du concept de méconnaissance

En pratique, les fonctions caractéristiques sont obtenues a I'aide de la transformée de
Fourier rapide FFT) implantée dans Matlab; il faut bien entendu mettre en ceuvre un
pas de discrétisation suffisamment fin pour éviter les difficultés liées au phénomene de
repliement de spectre. Ces problémes bien identifies dans le domaine du traitement du
signal sont faciles a résoudre.
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CHAPITRES

Propagation
des méconnaissances de base

La connaissance progresse en intégrant en elle I'incertitude, non en I'exorcisant.
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5. Propagation des méconnaissances de base

L'objet de ce cinquieme chapitre est le calcul de la méconnaissance sur une quantité
d’intérét définie sur 'ensemble de la structure, telle qu’une pulsation propre ou une forme
propre de vibration. C’est a partir de la donnée du modele de méconnaissances de base
gue I'on est capable de déterminer deux valeurs encadrant la quantité d’intérét, par pro-
pagation des intervalles définis par les méconnaissances de base. Le calcul de ces valeurs
est réalisé simplement a I'aide d’approximations au premier ordre, quand on est en pré-
sence de faibles valeurs de méconnaissances de base sur les différentes sous-structures.
Néanmoins, le cas d'uneforte » méconnaissance est également étudié.

5.1 Principe

Le but de la démarche est d’établir une procédure permettant de calculer des va-
leurs caractéristiques de la dispersion d’une quantité d’intérét quelconque, a partir
d’'un modéle de méconnaissances de base donrgutrement dit, on souhaite grace au
concept de méconnaissance obtenir des informations appréciables sur la famille de struc-
tures que I'on étudie.

Le point de départ est la donnée du modele de méconnaissances gebase . )gco
sur les différentes sous-structurEgle la structure étudiée. Supposons que I'on étudie
une certaine quantité d’'intérétconcernant 'ensemble de la structure. On pose :

AOmod = Qmod — @ (5.1)

ou« est la valeur de la quantité d’'intérét pour le modeéle théorique déterministg, et

celle associée au modeéle avec méconnaissances. Compte tenu de la fagon dont les mé-
connaissances de base ont été définies, ce n’est pas directement cette Juantitgue

I'on souhaite déterminer.

A celle-ci, on peut associer grace au modele de méconnaissances deuxbornes
et qui I'encadrent : il s’agit simplement, comme on le montrera dans le para-
graphe5.2, de la propagation au travers du modele des intervalles de méconnaissances de
base([—mg; mi]) pea-

Comme on connait les lois de probabilité définissant les méconnaissances de base, on
est capable de déterminer les lois que vérifient ces batnes_ , et : que I'on
ait adopté pour cela une technique de Monte Carlo ou un calcul numérique des fonctions
caractéristiques, comme précisé dans le paragraghen obtient, indirectement dans le
premier cas, et directement dans le second, les densités de probabilité desharnes

et encadrant la quantit&«,,.q, €t donc les probabilités respectives d’occurrence
associées aux deux bornBs (Aay, ;) et Pl (Al ).

De la méme facon que pour les méconnaissances de base dans le paragaphe
associe pour plus de commodité a ces deux quarfjiést P, la probabilité d’intervalle
P,(L) qui caractérise la probabilité d’avoir la quantii,,,q calculée par le modéle au
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5.1. Principe

sein de l'intervalle standarf.,,__,(L) de longueurZ donnée :

P(Atumoq € Ina,,(L)) = Po(L) VL (5.2)

Encore une fois, cela revient a dire que, pour une probakilistonnée, on considére
I'intervalle standard a,._,(Lp) qui est tel queP(Aammed € Iaa,.,(Lp)) = P; lafigure

5.1résume I'ensemble du principe de la propagation des méconnaissances de base.

Modéle de méconnaissances

(me,me)

m= ,
£ 0

.
Me

mg 0 mi mg M

pour chaque tirage
(mg,mg)

deux bornes

— o< < +
AOLmod - AOcmod_ AO('mod

Ao~ 0 0 Aa*

mod mod

Aa,” 0 Aot

mod & mod

P

FiG. 5.1- Calcul des méconnaissances effectives sur la quantité d’idtérgtq

Les deux bornes de cet intervalle/a,, . (Lp), notéesAa, ,(P) et Aa (P),
constituent ce que I'on appelle lanéconnaissance effectiveur la quantité d’intérét
(88
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5. Propagation des méconnaissances de base

5.2 Calcul théorique des méconnaissances effectives

Le calcul de méconnaissances effectives concerne des quanti&fnies sur I'en-
semble de la structure : comme notre propos se limite a I'étude des vibrations libres d'un
systeme mécanique, les quantités prises en considération sont des pulsations.propres
et des formes propres de vibratign qui sont respectivement les valeurs propres et les
vecteurs propres du probléme aux valeurs propres suivant :

(K — w!M)g, =0 (5.3)

De la méme fagon que nous avons déja écrit I'énergie de déformation du modéle
théorique déterministe sous la formg toutes les quantités qui sont surmontées d’un trait
horizontal,g par exemple, concernent ce modele déterministe. Toutefois, cette notation
ne veut en aucun cas signifier que ce modele est un modele moyen.

On rappelle enf!n quele coup!(_e de valem@;lo_d(P) etAal (P) constit_ue ce qu'on
appelle lanéconnaissance effectilee a la quantité\a,,,.q ; Nous allons maintenant voir
comment obtenir ces valeurs pour les quantités précisées ci-dessus.

5.2.1 Méconnaissance effective sur une pulsation propre

La premiére quantité qui nous intéresse est la pulsation ptgprs les modesézi du
modele théorique déterministe (associés respectivement aux pulsations promest
normalisés par rapport a la matrice de masse, la différence entre le carré d’une pulsation
propre du modéle avec méconnaissances et du modéle déterminfste, = w? _,—w?
s’exprime avec une approximation du premier ordre comme sulit :

Amoa = ??K?z - éj@z
~ ¢ (K-K)jg =2 <6E@ - EE@) (5.4)
EeQ

La relation @.2) nous permet alors de propager les intervalles de méconnaissances
([=mg; mf;]) Beq, OU pour chaque sous-structute (my, m;; ) est une réalisation donnée
des méconnaissances de base selon les lois de probabilité choisies ; cette propagation se
fait de la fagon suivante :

- < A("JiZmod < (55)
avec .
=2) m.eg(4) (5.6a)
EeQ)
=2) meg(d) (5.6b)
EeQ

80 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



5.2. Calcul théorique des méconnaissances effectives

Connaissant les lois de probabilité sur les méconnaissances de base, on est capable
d’obtenir les dispersions des bornas et gui encadrent la quantité d’in-
térétAw? 4. On peut donc déterminer, pour une valeur de probaliflit@nnée, les deux

bornesAw?~ (P) et Aw?’ (P) de lintervalle standard,,2 (Lp) associé, ou autre-

imod imod

ment dit la méconnaissance effective sur le carré de la fréquence propre

Aprés les pulsations propres, les modes propres sont des quantités d’intérét pour les-
guelles un effort supplémentaire doit étre fourni; en effet, ce sont des quantités vecto-
rielles, or les méconnaissances effectives sont des scalaires ; c’est pourquoi on cherche a
extraire des grandeurs scalaires de ces vecteurs. Deux possibilités s’offrent a nous :

— soit on considere la valeur du mode propre en un degré de liberté donné;

— soit on projette ce mode propre dans une direction donnée.

Ces deux possibilités sont successivement étudiées dans les deux paragraphes suivants.

5.2.2 Meéconnaissance effective sur la valeur en un degré de liberté
d’'un mode propre

On s’intéresse ici a la différence de valeur en un degré de liberté (DDL) particulier
entre un mode propre du modele avec méconnaissances et le mode propre correspondant
du modele déterministe, c’est-a-dire a la quamMté,; ,.oa = Primod — P, OUKL €St I'in-
dice de lak-iéme ligne du-eme mode propre.

Pour des réalisationsny, m;) zeq de faibles valeurs, on peut approcher au premier
ordre cette variation par :

Adrimod = QTAKéi = Z U" (Kg — Kg) ¢

i
EeQ

(5.7)

ou U est un vecteur donné dont nous détaillons le calcul dans I'anhexmtons egale-
ment que dans cette expression, nous avons cette fois-ci normalisé les modes par rapport
a leur maximum.

En utilisant I'égalité suivante faisant intervenir deux énergies de déformation diffe-
rentese (U + ¢,) eter(U — ¢,) :

U'Kgo. = %BE(Q%—Q,) - %eE(U D) (5.8)

—1 - )

et la relation fondamentald (), on peut propager les intervalles de méconnaissances de
base de la fagcon suivante :

- S A¢kz mod S (5 9)
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5. Propagation des méconnaissances de base

avec .
B % D { (U +6,) +mueg(U - @} (5.10a)
EeQ)
- % D { (U +¢,) + (U - @} (5.10b)
EeQ)

On peut alors déterminer, pour une valeur de probabilidonnée, les deux bornes
Agp. . 4(P) etAg). . (P) de lintervalle standardy,, . ,(Lp) associé, ou autrement
dit la méconnaissance effective sur la valeur au DDL k de la forme prgpre

5.2.3 Méconnaissance effective sur la projection selon une direction
d’'un mode propre

Le but est ici de pouvoir prendre en compte la totalité du mode propre plutdt que sa
valeur en un degré de liberté donné. Néanmoins, comme les méconnaissances effectives
sont des quantités scalaires, c’est la projection selon une direStidonnée que I'on
considere.

On exprime la variatiod\ ¢ = <¢imod — é) - N comme :
AQoa = Y _[Arid, - N (5.11)
k=1
ki

our est le nombre de modes propres retenus, et :

k i FeQ

Agyi = ﬁ > {4 Ao, } (5.12)

Les détails de I'obtention de cette relation sont précisés dans le paragr&pipour cela,

on a en particulier supposé que les valeurs de méconnaissances étaient suffisamment pe-
tites pour utiliser une approximation au premier ordre, et que les modes étaient a nouveau
normalisés par rapport a la matrice de masse. En utilisant I'égalité suivante :

—T

3 Ked, = 5e6(3, + 3) - 5e6(d, - 3) (5.13)

et la relation fondamentald (), on peut propager les intervalles de méconnaissances de
base de la fagon suivante :

- < AGN < (5.14)

imod —

82 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



5.3. Calcul de méconnaissances effectives sur un exemple simple

avec
:E%;?(wil—w%{ en(3,+8,) + mie(d, - 8,)} 8, N

. (5.15a)
:E%;M 1_@2){ en(3,+8,) + (@, - 6,)} 8, N

. (5.15b)

On peut alors déterminer, pour une valeur de probabilidonnée, les deux bornes
A= (P) et A¢N* (P) de lintervalle standard, 4~ (Lp) associé, ou autrement dit

imod imod

la méconnaissance effective sur la projection de la forme propser la directionV.

5.3 Calcul de méconnaissances effectives sur un exemple
simple

La mise en ceuvre de la méthode de calcul des méconnaissances effectives est tout
d’abord réalisée sur un exemple académique simple : il s’agit du treillis plan a quatre
barres que nous avons eu I'occasion de décrire dans le paragr@phé.e modéle Elé-
ments Finis associé, dont les caractéristiques sont précisées dans le 3ahleanstitue
le modeéle théorique déterministe associé au modele de méconnaissances de base choisi;
nous presentons par la suite plusieurs possibilités de modélisations de ces méconnais-
sances.

5.3.1 Premier choix de modele de méconnaissances de base

On consideére ici que les seules sources d’erreur sont liées aux incertitudes concernant
le matériau, ce qui oriente notre choix vers une loi normale, centrée autour du modéle
déterministe théorique, comme nous I'avons déja justifié dans le paragtaphe

Plus précisément, pour chaque barre, la loi normale est caractérisée par deux quantités
my etmy;, qui sont les valeurs relatives au-dela desquelles la densité de probabilité initiale
(4.4) est mise a zéro, évitant ainsi d’obtenir des réalisations non physiques. Ici, on choisit
d’'imposer pour chaque barre :

m; =0,05 et m =0,05

On verra dans le chapitecomment on peut déterminer les méconnaissances de base les
plus représentatives d’une réalité expérimentale donnée.
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5. Propagation des méconnaissances de base

Calcul des méconnaissances effectives sur les pulsations propres et les modes propres

En ce qui concerne les pulsations propres, les intervalles de méconnaissances de base
sont propagés a l'aide de la relatidn) sous la forme de bornes et
encadrant la quantitAw? __,, la transmission des lois de probabilité se faisant soit par la
méthode de Monte Carlo, soit par le calcul des fonctions caractéristiques, comme on I'a
précisé dans le paragraphé. On a représenté par exemple sur la figutda répartition
des bornes et obtenues avec la technique de Monte Carlo pour le

deuxiéme mode.

Répartition des max de w2 du mode 2
6000 T T T T T

4000 i

2000 b

2.92 2.94 2.96 2.98 3 3.02 3.04
Répartition des min de w2 du mode 2 x 107
6000 ; : : : :
4000 - !
2000 !
0 ‘
2.82 2.84 2.86 2.88 2.9 2.92 2.94
x 10
FIG. 5.2— Répartitions des valeurs dé+ etwl — obtenues par la méthode

de Monte Carlo (50000 tirages)

De la méme facon, on trouve sur la figures la répartition des bornes et
pour le quatrieme mode obtenues par la propagation des intervalles de mécon-

naissances de base selon la relati®ri@ ; on peut comparer cette répartition avec les
densités de probabilité de ces mémes quantités calculées a 'aide des fonctions caractéris-
tiques et représentées sur la figaré

Sur les répartitions des bornes sur les pulsations propres, on peut constater une ac-
cumulation des réalisations autour de la valeur théorigluececi est di a la fagon dont
on modélise la loi de probabilité normale au travers du concept de méconnaissance, qui
ne revient a propager que des intervalles du tiype;; 0] et [0;m;t]. Une explication
similaire peut également étre proposée pour la forme particuli@rdeux bosses des
répartitions des valeurs en un DDL d’'un mode propre.

A partir de ces distributions, on peut déterminer, pour chaque pulsation propre, et
pour une valeur de probabilit®? donnée, les deux bornesw?— (P) et Aw?t (P)
de lntervalle standard,,. (Lp) associé, ou autrement dit la méconnaissance effec-
tive sur le carré de la fréquence proprgé De méme, on détermine la méconnaissance

effective concernant les formes propres. Comme on le verra plus loin, les phénomenes
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5.3. Calcul de méconnaissances effectives sur un exemple simple

Répartition des max du mode 4
4000 T T T

3000

2000

1000

0
-0.715 -0.71 -0.705 -0.7 -0.695

Répartition des min du mode 4
4000 T T T

3000 b

2000 i

1000 b

0
-0.73 -0.725 -0.72 -0.715 -0.71

FiG. 5.3— Répartitions des valeurs dg, + et ¢yy — obtenues par la
méthode de Monte Carlo (50000 tirages)

Densité des max du mode 4
100 T T T T T

80

60

40t

201

0 . . . . T
-0.711 -0.707 —-0.703 -0.699 -0.695 -0.691

Densité des min du mode 4
100 T T T T

80

60

40}

201

0 . . . .
-0.73 -0.726 -0.722 -0.718 -0.714

FIG. 5.4— Densités de probabilité dg,, + et gy — calculées a l'aide
des fonctions caractéristiques

d’accumulation constatés dans les distributions des bornes peuvent avoir une influence
non négligeable dans la détermination de ces valeurs.

On a récapitulé dans le tableali les intervalles de méconnaissances effectives obte-
nus pour les quatre pulsations propres et les valeurs en un DDL des quatre modes propres,
et pour des probabilité8 = 0, 70 et P = 0, 99. En ce qui concerne les valeurs en un DDL
des modes, comme ces derniers sont normalisés par rapport a leur maximum, le DDL
considéré dans I'estimation des méconnaissances effectives correspond a la plus grande
composante du mode en valeur absolue (aprés bien sir la composante normalisée a un);
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5. Propagation des méconnaissances de base

on pourrait bien entendu retenir un tout autre DDL, mais ce choix permet de s’affranchir
au maximum des erreurs numeériques en ne travaillant pas sur des quantités trop petites.

Valeurs Modes Pulsations propres DDL Valeurs en un DDL des modes

de P i [wlz — Awi;od; w; k [akl — A¢Zl mod? ahl + Aq% mod]
0,70 1 2,98;3,05].10° 2 [0, 90; 0, 92]

2 [2,90;2,96].10° 3 [0,64;0, 73]

3 [4,50;4,59].106 1 [—0, 50; —0, 46]

4 [8,24;8,42].10° 2 [—0,72; -0, 71]
0,99 1 2,92;3,12].10° 2 [0,89;0, 93]

2 [2,85;3,02].106 3 [0,57;0,81]

3 [4,38;4,71].10° 1 [—0,53; —0, 42]

4 [7,97;8,68].106 2 [—0,73; -0, 70]

TAB. 5.1- Valeurs a 70 % et 99 % obtenues avec le modéle de méconnaissances pour le treillis
a quatre barres

Comparaison avec une simulation stochastique

Pour pouvoir juger de la qualité des résultats précédents, nous les comparons avec
ceux issus de la modélisation stochastique détaillée dans le paragraphe effet, dans
cet exemple, la raideur de chaque barre est modélisée par une variable aléatoire, dont la
loi de probabilité est la méme que celle qui est a I'origine de la loi retenue pour le modele
avec meéconnaissances utilisé, a savoir une loi normale centréequée at5 %». On
rappelle que cette simulation stochastique a l'aide de la technique de Monte Carlo est en
guelque sorte représentative d’'une réaligxpérimentale parfaitement connue.

Il est alors possible de confronter les répartitiarexpérimentales de chague quan-
tité d’intérét avec celles obtenues par propagation des méconnaissances de base et de leurs
lois de probabilité associées. Par exemple, on peut comparer les répartitions des valeurs
de la seconde pulsation propre du treillis, respectivement pour la simulation stochastique
sur la figure3.4 et pour le modéle avec méconnaissances sur la figdre

Néanmoins, le véritable point de comparaison concerne plutét la confrontation des
différentes valeurs & % qui sont les quantités que I'on estime représentatives des dis-
persions des quantités d’intérét ; ceci est effectué pour les valeurs a 70 % et 99 % dans les
tableaux.2et5.3. On se rend alors compte de la relativement bonne correspondance
entre les valeurs prévues par le modele avec méconnaissances et celles obtenues a
I'aide de la simulation stochastique qui nous sert ici de référenceen effet, les écarts
relatifs entre les valeurs correspondantes sont généralement bien inférieurs a 1 %.

On peut également constater degvaleurs a 99 % sont généralement plus précises
gue celles a 70 %c¢eci eétant vraisemblablement lié a 'accumulation des réalisations pro-
voquée par la facon de realiser les tirages de méconnaissances de base, et constatée sur
les figures.2et5.3; en effet, plus la valeur de la probabilit€est faible, plus les mécon-
naissances effectives sont proches de la valeur associée au modeéle théorique déterministe,
et donc plus elles sont perturbées par I'influence de cette accumulation.
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5.3. Calcul de méconnaissances effectives sur un exemple simple

Valeurs Modes Modéle avec meconnalssanc Simulation stochastiqu

de P g [u) - szmod’ + AW [wz - 7“’12:; ]

0,70 1 2,08:3,05].10° [2,97:3,06].10°
2 [2,90; 2,96].10° [2,90;2,97].10°
3 [4, 50; 4, 59].10° [4,47; 4,61].10°
4 8, 24; 8, 42).10° 8. 18; 8, 49].10°

099 1 2,92;3,12].10° 2,91, 3,13.10°
2 [2,85; 3,02].10° [2,84; 3,02].10°
3 14, 38; 4, 71].10° [4,37; 4, 72).10°
4 [7,97: 8, 68].10° [7,95:8, 71].10°

TAB. 5.2— Comparaison des valeurs a 70 % et 99 % obtenues pour les pulsations propres du
treillis a quatre barres, respectivement pour le modéle avec méconnaissances et pour
une simulation de Monte Carlo

Valeurs Modes DDL Modéle avec méconnaissance: Simulation stochastiqus

deP i k [Dri — Adr ogs Pri + AdF 4] [ @ZZ ox)
0,70 1 2 [0, 90; 0,92] 10, 90; 0, 91]
2 3 [0, 64; 0, 73] [0, 640, 74]
3 1 [~0, 50; —0, 46] [~0, 50; —0, 45]
4 2 [~0,72; —0,71] [~0,72; —0,71]
0,99 1 2 [0,89; 0, 93] [0, 90; 0, 91]
2 3 [0,57;0,81] [0, 58; 0, 83]
3 1 (—0,53; —0,42] [0, 54; —0, 43]
4 2 [~0,73; —0,70] [~0,72; —0,71]

TAB. 5.3— Comparaison des valeurs a 70 % et 99 % obtenues pour les valeurs en un DDL des
modes propres du treillis a quatre barres, respectivement pour le modéle avec mécon-
naissances et pour une simulation de Monte Carlo

Enfin,les intervalles de méconnaissances effectives sur les modes propres ont ten-
dance a étre plus larges que ceux qui concernent les pulsations propreseci est di
au mode de propagation des intervalles de méconnaissances de base qui font intervenir
dans ce cas deux fois I'inégalité fondamental€); L'effet est tout de méme limité par le
fait que les méconnaissances de base sont des variables aléatoires ; on se trouverait sinon
dans la situation de la propagation d’'intervalles déterministes qui, comme on I'a montré
dans le paragrapte3, a tendance a surestimer les incertitudes, quelquefois de fagon trés
exageérée.

Quelques remarques sur la mise en ceuvre de la théorie des méconnaissances

L'application de la théorie des méconnaissances afin de déterminer la méconnaissance
effective sur une quantité d’intérét donnée est aisée; les différentes étapes nécessaires
pour sa mise en ceuvre, ainsi que les estimations grossiéres des colts de calcul associés,
sont les suivantes :

— larésolution compléete du modéle théorique déterministege qui, en pratique, se

traduit par la résolution d’'un probleme aux valeurs propres;
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— une phase de pré-traitement qui se résume au calcul des énergies de déforma-
tion modales de ce modelepeu codteux, ainsi que, éventuellement, a celui des
énergies intervenant dans I'expression de la méconnaissance effective sur la valeur
en un DDL d’'un mode propre, qui nécessite des résolutions de problémes aux va-
leurs propres ; heureusement, pour les modeles a grand nombre de degrés de liberté,
il est possible d'utiliser des bases de réduction pour diminuer de facon trés nette le
co(t de ces résolutions, comme il est précisé dans le paragtaphe

— la phase de calcul des répartitions des bornes sur les quantités d’intérétpnt
le colt réside principalement dans la fagon d’obtenir les méconnaissances de base
et de réaliser leur propagation : soit par tirage de Monte Carlo, puis propagation des
intervalles ainsi obtenus, soit par I'intermédiaire des fonctions caractéristiques en
utilisant une transformée de Fourier rapide ; dans les deux cas, le colt réside dans
le nombre de tirages ou le nombre de points de discrétisation, la seconde méthode
étant, a précisions égales, la moins onéreuse ;

— une phase de post-traitement associée a la détermination des méconnaissances
effectivespour des valeurs de probabilité données.

Ainsi, a la simplicité de mise en ceuvre de la méthode s’ajoute aussi un co(t de calcul
total bien plus faible que celui correspondant a la simulation stochastique de Monte Carlo
dont les résultats nous ont servi ici de base de comparaison; en effet, cette technique
nécessite la résolution d’'un probleme aux valeurs propres pour chaque structure simulée
par un jeu donné de tirages de valeurs de raideur.

5.3.2 Deuxiéme choix de modéle de méconnaissances de base

Les quatre barres étant constituées du méme matériau, on peut envisager de les consi-
dérer toutes ensemble dans le modéle avec méconnaissances, renfor¢ant ainsi le principe
de globalisation mis en avant par ce concept; en pratique, ceci revient a associer une seule
méconnaissance de base pour le groupe de barres, et a utiliser la somme des énergies de
déformation des barres, au lieu de considérer ces énergies individuellement.

On choisit une loi de probabilité normale centrée pour modéliser la méconnaissance
de basém,, m/) relative au groupg = {13, 524, b34, 523}, telle que :

m, =0,05 et m, =0,05
Il s’agit donc d’une loi identique a celle que I'on a appliquée individuellement a chaque
barre dans le modele proposé dans le paragraphe précédent.

Les résultats de la propagation de cette méconnaissance de base sur leygronipe
mentionnés dans le tableaul. On constate que les intervalles de méconnaissances effec-
tives obtenus sont plus larges que ceux présentés dans le tablequi sont issus de la
donnée de méconnaissances de base sur chaque barre — et donc aussi de ceux correspon-
dant a la simulation stochastique, indiqués dans les tabeaet5.3. En effet, les écarts
relatifs sont de I'ordre de 0,5 % a 2 % sur les méconnaissances effectives concernant les
pulsations propres, et peuvent aller jusqu’a presque 3 % pour les modes propres.
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5.3. Calcul de méconnaissances effectives sur un exemple simple

Valeurs Modes Pulsations propres DDL Valeurs en un DDL des modes

2 [2,88;2,99].106 3 [0,64;0, 73]
3 [4,45;4,63].100 1 [—0, 50; —0, 46]
4 [8,16; 8, 50].10° 2 [—0,72; -0, 71]
0,99 1 [2,87;3,17].10° 2 [0,89;0, 93]
2 2,79;3,08].10 3 [0,57;0,80]
3 [4,32;4,77].106 1 [—0,53; -0, 43]
4 [7,92;8,75].10 2 [—0,73; —0, 70]

TAB. 5.4— Valeurs a 70 % et 99 % obtenues avec un modele de méconnaisgnocé» pour
le treillis & quatre barres

Ceci peut s’expliquer par I'hnypothése que I'on pose de fagon implicite quand on re-
groupe les quatre barres dans la description de la méconnaissance de base : chacune des
barres a exactement le méme comportement que les autres, sa méconnaissance étant iden-
tique a celle des quatre autres. On retrouverait les mémes résultats dans la simulation
stochastique si I'on considérait que la dispersion de raideur était la méme simultanément
sur les barres, chaque tirage de cette raideur étant alors appliqué sur les quatre barres. On
concoit aisément que ceci a tendance a rigidifier ou assouplir unilatéralement le compor-
tement d’un treillis simulé, puisqu’il N’y a pas de possibilité deompensers un exces
de raideur sur une barre par une diminution sur une autre.

Malgré cette surestimation, les résultats restent convenabliescledix de grouper
des sous-structures qui sont censées subir les mémes dispersions est une solution
valide, qui s’inscrit dans le concept de méconnaissance qui a pour but de globaliser les
méconnaissances.

5.3.3 Troisieme choix de modele de méconnaissances de base

Pour illustrer un autre cas de modélisation des méconnaissances de base, on reprend
I'exemple du treillis a quatre barres. La différence majeure concerne la barre 2-3, pour
laguelle on décide de modéliser la méconnaissance de base par un intervalle purement
déterministe, afin de traduire que le modéle théorique déterministe de la barre est trés
simplifié par rapport a la réalité : par exemple, on peut imaginer qu’on modélise de fagon
linéaire une barre qui, dans la réalité, présente un comportement non-linéaire. Les carac-
téristiques des méconnaissances de base sont résumées dans lestableawr plus de
clarté, on a précisé les lois normales de deux fagons distinctes, mais équivalentes, d’'une
part par leur« étendues caractérisée par les valeuf®y,my;), d'autre part par leurs
deux premiers moments statistiques (exprimés de fagon relative, car divisés par la valeur
de raideur du modéle déterministe).

La propagation des méconnaissances de base se fait classiquement selon les expres-
sions 6.6) et (5.10, avec une méconnaissance de base déterministe sur la barre 2-3, telle
que:

Myps = 0,1 €t myh, =0,2
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5. Propagation des méconnaissances de base

On peut voir sur la figurg.5la distribution des bornes de la quantitg _, issue des choix
précédents de méconnaissances : on constate que la méconnaissance de base modélisée
par un intervalle purement déterministe s’est propagée sous la forme d’un intervalle lui
aussi déterministén obtient un intervalle d’ignorance maximale en ce qui concerne

la quantité d’intérét, inclus dans tous les intervalles de méconnaissances effectives asso-
ciés a des valeurB de probabilité ; ainsia quantité d’intérét est toujours susceptible

de se situer dans cet intervalle sans que I'on puisse en quantifier la probabilité.

Barres Modele Loi Domaine Moments statistiques relatifs

déterministe  choisie relatif (1 : moyenne b : écart type)
1-3  E3="72GPa normale [-0,05;0,05] u=0/0c=0,019
2-4  Euy =72GPa normale [—0,05;0,05] pw=0/oc=0,019
3-4 Eu =T72GPa normale [—0,05;0,05] pw=0/0c=0,019
2-3  Eys = 72GPa pas de loi [0, 10; 0, 20] aucun

NB : Les caractéristiques des lois sont données relativement au module d’Young du modele déterministe.

TAB. 5.5— Méconnaissances de base du treillis a quatre barres dans le cas d’'un modéle de sous-
structure trés simplifié par rapport a la réalité

x 10* Répartition des max de w2 du mode 3
2 [ T T i
15F ]
1 - -
05 1
0 L
4.65 4.7 475 4.8 4.85 4.9
x 10* Répartition des min de w2 du mode 3 x 107
2 [ T T i
15F ]
1 - -
05 1
0 L
4.25 43 4.35 4.4 4.45 45
x 10
FIG. 5.5— Répartitions des valeurs dé+ etwi— obtenues par la méthode

de Monte Carlo (50000 tirages) pour le treillis a quatre barres dans le cas d’'un modéle
de sous-structure trés simplifié par rapport a la réalité

Le concept de méconnaissance a donc permis d’utiliser un modele de sous-structure
tres imparfait par rapport a la réalité afin d’obtenir des valeurs caractéristiques de la dis-
persion des quantités d'intérét : il a suffi pour cela de décrire la méconnaissance sur la
sous-structure concernée comme un intervalle purement déterministe, ce qui n’aurait pas
été directement réalisable avec une simulation stochastique.

90 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



5.4. Prise en compte d’'une forte méconnaissance

5.4 Prise en compte d’'une forte méconnaissance

5.4.1 Principe et mise en ceuvre

Tous les calculs de méconnaissances effectives réalisés précédemment reposent sur
les expressions de la variation d’'une pulsation propre et d'un mode propre approximées
au premier ordre, ce qui est suffisant pour«daiblesy valeurs de méconnaissances de
base. Bien qu’il soit difficile de préciser ce que I'on entend p#aiblesy valeurs, tant
cette notion dépend de la structure étudiée, on peut toutefois admettre que des valeurs
de méconnaissances de l'ordre de 0,4 ou 0,5 (c’est-a-dire des incertitudes de l'ordre de
40 % ou 50 %) entrainent vraisemblablement une certaine prudence quant a la validité de
I'approximation utilisée.

On va décrire ici comment résoudre ce probleme dans le cas d’'une méconnais-
sance de base pouvant prendre des valeurs particulierement fortes, sans toutefois
nuire trop a la simplicité et a l'efficacité de la méthode initiale. Notons¢& la sous-
structure dont la méconnaissance de base est susceptible de prendre de telles valeurs.
L'idée consiste a étre capable pour chaque réalisation de la méconnaissance gur
de déterminer les pulsations propres et modes propres de la structure perturbée »
par la méconnaissance forteng, et ce de facon peu colteuse, mais relativement fine, et
ensuite a appliquer, pour les méconnaissances sur les autres sous-structures, la méthode
approchée habituelle.

Probleme aux valeurs propres associé a la forte méconnaissance et résolution

On cherche a étre capable de déterminer, pour toute valgues pulsations propres
w;(me) et modes propreg (mg) du modéle associé au modele perturbé par la mecon-
naissance sur la sous-structéreeulement ; on doit pour cela résoudre le probleme aux
valeurs propres suivant :

(K +meAKe) ¢, = 57Mg, (5.16)

ou AK¢ est la contribution de la sous-structdr@ la matrice de rigidité du modele déter-
ministe. Précisons que, conformément a la fagcon dont sont définies les méconnaissances
de base, la quantité: correspond soit a la borne supérieutg, soit a la borne inférieure
mg de meconnaissance de base.

Comme il serait tres colteux de résoudre ce probleme pour chaque valew, de
on développe une technique qui va permettre d’évaluer de fagon approchée les quantités
&Z(mg) et@i(mg).

La premiére étape consiste a introduire une base modale de réduction pour dimi-
nuer la taille des problémes aux valeurs propres que I'on doit résoudrePour cela, on
commence par retenir Iezsmodes¢ tels que la sous-structuéeapporte une contribution
a I'énergie de déformation totale de la structure qui soit parmi les plus fortes constatées :
on selchonne;bi Si:

ee(9,) > kue(o,) (5.17)
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ou, typiqguement, on choisity, ~ % ou N désigne le nombre de modes propres associés

au modele théorique déterministe utilisé.

Pour augmenter l'efficacité de cette base de réduction, on enrichit cette derniere de
modes statiques définis par :

Ky, = AKeo, (5.18)

Apres élimination des modes statiques colinéaires aux modes initiaux, et aprés normali-
sation par rapport a la matrice de mas$]€M¢i = ¢;;), on obtient des relations d’or-

thogonalité entre les modes initiaux retenus et les < n modes statiques calculés :

Vi,j ¥;Mg =0 et ¢ Kg =0 (5.19)
La solution du probléme aux valeurs propres est alors recherchée sous la forme :
~ z
g_q)£+\11g—(¢\11)<y) (5.20)
oud = ( @1 @n Jet¥ = (¢, ... ¢ ) avecm <n.

En multipliant & gauche par®|¥ )" les deux termes de I'égalité, le probléme se
réécrit finalement comme :

2
Wi 0

T T
0 | 4 me [ 2TAK:®|STAK, ¥ <
UTAK:®| U7 AK ¥

I'<|1=
N———
Il
£
&
7 N
1=
N——

2
0 w;,

0 WKW

(5.21)
La résolution de ce probléme aux valeurs propres de dimefigienm) x (n + m)
beaucoup plus petite que celle du probléme initial conduit donc a une estimation efficace
de@i(mg) et ¢l(mg)

Interpolation des pulsations propres et modes propres

Malgré la diminution substantielle du co(t de calcul offerte par la réduction préceé-
dente, il serait encore trop onéreux de résoudre le probleme aux valeurs propres précédent
pour chaque réalisation de ; on décide donc de ne faire cet effort que pour quelques
valeurs particulieres, qui permettront dans un second temps de réaliser une approximation
par interpolation d&;(me) et¢;(mg).

Typiquementpn retient une interpolation quadratique pour I'estimation des pul-
sations propres et modes propres;’est-a-dire un ordre de plus que I'hypothese linéaire
de la méthode initiale. Cette interpolation quadratique permet d’obtenir également des
valeurs approchées pour les énergies de déformation modales :

11 -
¢= 50, (K+meAKe) o

%

(5.22)
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Linterpolation quadratique des modes propres implique une interpolation d’ordre
cing pour I'estimation des énergies de déformationTypiquement, on se sert du do-
maine de définition de la loi de probabilité de la méconnaissance de(basen. ),
c'est-a-dire de la valeur des quantités et} ; on décide alors de baser I'interpolation
sur I'estimation de’ en six points régulierement espacés sur chaque dorjiaing; 0] et
[0;mt], par exemple :

{_mg; _m_g; _@; m_;;; E’mg}
3

Les six points peuvent étre aussi utilisés pour I'approximation des fréquences propres

et modes propres, en réalisant une interpolation quadratique sur chacun des intervalles

[—mg ; 0] et[0; mZ] pour plus de précision :
. 2mg g (L —
{mf’ 3’3} {3’3’7"5

Calcul des méconnaissances effectives

Lintégration des méconnaissances de base sur les autres sous-structures se fait
de la méme fagcon qu’auparavant, a ce détail prés que c’est a partir du modele per-
turbé par la réalisation mgs que I'on vient ajouter a chaque fois la contribution
des autres sous-structuresAinsi, par propagation des intervalles de méconnaissances
de baseg[—mg;m;]), on obtient par exemple les bornes suivantes pour les pulsations
propres :

=2 mpen (di(m)) - @(m:)* - 2) (5.233)
E+£E
=2 il (Bi(me)) +Gi(me)? - (5.23b)

E£E

et des expressions analogues pour les bornes sur les modes propres.

On obtient ainsi comme auparavant les dispersions des borngs | et
qui encadrent la quantitdw? _, et donc, pour une valeur de probabili®édonnée, les
deux bornes\w?~ (P) et Aw?* (P) de l'intervalle standard, .(Lp) associé, ou

i mod i mod

autrement dit la méconnaissance effective sur le carré de la fréquence pfopre

5.4.2 Application sur un exemple simple

Pour pouvoir juger de la méthode introduite pour la prise en compte d’'une forte mé-
connaissance sur une sous-structure, on étudie a nouveau I'exemple, présenté dans le
paragraphé.3.], du treillis plan a quatre barres dont les méconnaissances de base sont
modélisées par des lois normales a la différence que I'une des barres est maintenant ca-
ractérisée par une loi trésdispersée.

Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures 93



5. Propagation des méconnaissances de base

Barres Modele Loi ine Moments statistiques relatifs
~__déterministe choisie  [—mg;my]  (u:moyenne b : écart type)
{2-4,3-4,2-3}  E(4p4314,23) = 72GPa  normale [—0,05;0,05] pw=0/c=0,019

1-3 Ey3 = 72GPa normale [-0,1;0,7] nw=20,3/0=0,155

TAB. 5.6— Modélisation des méconnaissances de base du treillis a quatre barres dans le cas d’'une
forte méconnaissance

Les modeles supposés de méconnaissances sont récapitulés dans l&tab@aa
volontairement trés exagéré I'écart type de la loi s’appliquant a la basrpour rendre
le phénomene deforte » méconnaissance plus visible sur cet exemple tres simple.

C’est le premier mode qui est le plus affecté par la forte méconnaissance ; c’est donc
celui-ci qui est retenu pour la détermination des méconnaissances effectives. Méme si ce
n'est pas nécessaire vu le faible nombre de degrés de liberté de la structure, on applique
la méthode dans son ensemble avec une base de réduction comprenant les deux premiers
modes propres, complétée par un mode statique.

La propagation des méconnaissances de base est réalisée par une méthode de Monte
Carlo avec 50000 tirages, et les distributions obtenues permettent de déterminer les mé-
connaissances effectives sur la premiére pulsation propre, pour des valeurs de probabilités
P de0,70et0,99. On a aussi effectué, a des fins de comparaison, ce calcul avec la méthode
initiale et son approximation au premier ordre. De plus, on a également mis en ceuvre une
simulation de Monte Carlo avec 50000 tirages de valeurs de raideur selon des lois de pro-
babilité en accord avec les lois définissant les méconnaissances de base sur les barres; les
résultats provenant de cette simulation stochastique peuvent étre encore une fois considé-
rés comme issus d’un calcul exact sur une réalg&périmentale parfaitement connue,
et constituent donc une référence pour les comparaisons effectuées.

Les méconnaissances effectives pour les deux méthodes, ainsi que les valedrs a
pour la référence expérimentale, obtenues pour la premiére pulsation propre, sont
consignées dans le tableaw. On constate que la méthode initiale surestime de prés de
5 % la méconnaissance effective a 99 % sur la pulsation propre, et que la technique qui
prend en compte la forte méconnaissance sur la barre 2-3 donne des résultats plus proches
de ceux obtenus a 'aide de la simulation stochastique.

Valeurs Méthode Simulation stochastiqus Méthode avec

deP initiale Wi (P);wid (P)] forte méconnaissancg
0,70  [2,95;3,31].10° [3,02; 3, 35].10° 3,13; 3, 36].10°
0,99 [2,90;3,63].10° [2,92: 3,49].10° [2,89:3,50].10°

NB : Les méconnaissances effectives sont de la fdmie- Aw? ~ (P); 0% + Awilt (P)]

TAB. 5.7— Méconnaissances effectives pour le treillis & quatre barres et une forte méconnais-
sance sur la barrig 3

Néanmoins, on peut également remarquer des résultats moins bons en ce qui concerne
les bornes inférieures des intervalles de méconnaissances effectives calculés ; une expli-
cation possible, déja évoquée dans le paragraphé est liée a la fagon de modéliser les
meéconnaissances de base, qui entraine des résultats moins bons pour les valeurs & 70 %
gue pour les valeurs a 99 %.
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CHAPITRE 6

Détermination
des méconnaissances de base
a partir de données experimentales

L'incertitude n’est pas dans les choses, mais dans notre téte : l'incertitude est
une méconnaissance.

Jacob Bernoulli
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

La détermination des méconnaissances de base grace a I'information expérimentale
constituée par les données mesurées sur une famille de structures réelles constitue I'objet
de ce sixieme chapitre ; la méthode employée est un procédé de réduction des méconnais-
sances de base avec I'idée fondatrice que les données expérimentales sont une source d’in-
formation susceptible de réduire les méconnaissances sur les différentes sous-structures a
partir d’'un niveau majorant fixa priori. L'application a un exemple académique consti-
tue le prélude d'une stratégie générale de réduction des méconnaissances de base.

6.1 Point de vue adopté

On a vu dans le chapitre précédent comment déterminer a partir des méconnaissances
de base les méconnaissances effectives, encadrant une quantité d’intérét définie sur I'en-
semble de la structure, pour différentes valeurs de probabilitéour pouvoir valider le
modele de méconnaissances grace a ces résultats, il est nécessaire de les confronter avec
des données équivalentes provenant de la réalité observée.

6.1.1 Données expérimentales

On a précisé dans le paragraphé.2comment définir les quantités représentatives
de la dispersion d’'une grandeur d’intérét donnée sur la famille de structures réelles consi-
dérée. Ce sont ces quantités que nous allons confronter aux méconnaissances effectives
calculées a partir des modeles proposeés, a la différence que nous allons redéfinir ces va-
leurs expérimentales relativement a la quantité d'intérét associée au modéle théorique
déterministe, comme c’est déja le cas dans la définition des méconnaissances.

Ainsi, on associe a la famille de structures reelles deux valkurg, (P) etAaf  (P)
qui, pour une valeu donnée, encadrent une proportibhde valeurs mesurées de la
quantité expérimentalfa.,, = e, — @. La encore, pour éviter toute ambiguité, on
impose que ces deux valeurs soient celles qui définissent le plus petit intervalle contenant
une proportion” des quantités mesuréésy.,,, ce qui constitue en fait une condition
analogue a celle que I'on applique au calcul des méconnaissances effectives. Le principe

des valeurs expérimentaled% est de nouveau représenté sur la figute

P % des valeurs

>

<
<
1 | 1

T T
-AOey, (P) 0 Aa,

exp

(P) Ao,

exp

FIG. 6.1— Valeurs expérimentales/2a% de la quantité d'intéréh oy,
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6.1. Point de vue adopté

6.1.2 Confrontation entre le modele avec méconnaissances et les don-
nées expéerimentales

De facon intuitive, on peut affirmer que I'écart entre les méconnaissances effectives
calculées et les valeurs expérimentalds @ doit traduire la qualité de la représentativité
du modele avec méconnaissances par rapport a la réalité mesurée.

On ajoute toutefois une condition supplémentaire : on souhaite imposer que les mé-
connaissances de base soient telles que la probabilité d’avoir la quantité d'intérét expé-
rimentale dans l'intervalle standard associé a une probabilité d’'interatlennée soit
plus grande que cette derniere, ce qui S’écrit :

P(Atexp € Ipa, (L)) > Py(L) VL (6.1)

Compte tenu des remarques évoquées dans le paragrapBeu I'on avait précisé
que la probabilité d'intervallé®, (L) était en fait un minorant de la probabilité d’avoir
effectivement la quantité d’'intérét associée au modele dans l'intervalle standard associé
a P,(L), le choix de cette condition est logique : en effet, il permet de définir un critére
de sécurité, en imposant que la probabilité d’avoir la quantité d’intérét expérimentale a
I'intérieur de l'intervalle standard,,,, , (L) doit étre elle aussi minorée par la probabilité
d'intervalle P, (L).

En termes d’intervalles standards, cela revient a dire que I'on doit avoir des relations
d’inclusions des valeurs expérimentaleB &b considérées vis-a-vis des méconnaissances
effectives calculées, a savoir :

Aag,(P) < Aag, 4(P) et Ao (P) < Aajf ,(P) (6.2)

exp mod

et ce, pour toute valeur de probabilidonnée ; c’est cette situation qui est représentée
sur la figure6.2.

I_ 0 . I A
Adgo(P) Aok, (P) ¢

FiG. 6.2— Comparaison entre les méconnaissances effectives et les valeurs expérimdntifles a

6.1.3 Détermination des méconnaissances de base représentatives des
incertitudes de la structure réeelle
Cette comparaison entre les méconnaissances effectives et les valeurs expérimentales

a P % doit nous permettre de déterminer les méconnaissances de base les plus représen-
tatives des incertitudes présentes dans les structures réelles.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Pour celaune premiere tentative a consisté a faire en sorte que les méconnais-
sances effectives soient les plus proches possibles des valeurs expérimentalRe94
tout en les encadrant, définissant ainsi une sorte de méthode d’identification par résolu-
tion d’'un probléme inverse. Cela revient a supposer dans ce cas que tous les résultats
expérimentaux dont on dispose proviennent d’essais gaient» tous parfaitement les
différentes méconnaissances sur les sous-structures considérées, ce qui n'est guére réa-
liste en pratique.

On trouvera néanmoins quelques exemples d’application de cette méthode d’identifi-
cation dansPPuelet al.2003 Bartheet al.2003 Ladevezeet al. 2004. La résolution de
ce probléme inverse est obtenue par la minimisation d’'une fonction colt caractéristique
de I'écart entre les valeurs provenant du modele et de I'expérimental, sous la contrainte
d’inclusion des valeurs mesurées par les méconnaissances effectives associées au modéle ;
pour cela, la forme de cette fonction codt fait intervenir un certain nombre de quantités
d’intéréta, pour une ou plusieurs valeurs de probabiité

ST AOér;od - ACYe_x Aajxrlod o AO‘;
F (mE,mE) = Z Ao Py Z Aot 2 (6.3)

o exp o exp

On suppose bien s priori des formes de loi de probabilité (normale, uniforme, ...)

pour la méconnaissance de base sur chaque sous-structure, et le probleme de détermina-
tion des méconnaissances de base se résume alors a trouver pour chaque sousstructure
les valeurs d¢m;;, my;) qui minimisent cette fonction col (my;, my; ).

Cette méthode n’a finalement pas été retenue : en effet, d’'un point de vue technique,
on peut avoir des soucis de précision dans la détermination de méconnaissances de base
qui n'ont qu’un faible impact dans les valeurs de méconnaissances effectives calculées,
d’autant plus que I'on ne sait pas vraiment comment tirer profit au mieux des données
expérimentales disponibles : il est clair qu’utiliser toute I'information expérimentale d’'un
seul coup n’est guére efficace, d’autant moins que le nombre de sous-structures étudiées
est important. Mais méme en tentant d’améliorer le processus en sélectionnant les don-
nées expérimentales pertinentes, on ne parvient pas vraiment a tirer intelligemment profit
de I'information apportée par les données expérimentales, et encore moins de la connais-
sance que 'on peut avadr priori de la structure.

Enfin, comme on I'a cité plus hautne telle méthode suppose que I'essai expéri-
mental traduise parfaitement I'incertitude que I'on cherche a mesurer a l'aide du
concept de méconnaissancege qui n’est guere évident en général. Ainsi, pour donner
plus de valeur a la notion d’information apportée expérimentalement, et a la question de
sa pertinence, on introduit le principe de réduction des méconnaissances de base décrit,
en deux temps successifs, dans le paragraphe suivant, puis dans le parégtaphe
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6.2. Réduction des méconnaissances de base : premiere formulation

6.2 Réduction des méconnaissances de base : premiere
formulation

L'idée majeure associée au procédé que I'on décrit ici esptpugeon a de données
expérimentales, plus on est susceptible de réduire les méconnaissances de Hase.
mesures expérimentales sont autant d’apports d’informations permettant d’accroitre de
maniere intelligente la connaissance disponible a propos de la structure étudiée. Afin de
simplifier la présentation du procédé de réductmmsuppose dans ce paragraphe que
les données expérimentales sont parfaitement représentatives du comportement de
la structure, et donc qu’elles permettent de traduire parfaitement les différentes mécon-
naissances sur les sous-structures. On verra dans un second temps une tentative de prise
en compte de la représentativité des mesures expérimentales, dans le paragraphe

6.2.1 Description du principe associé au procédé de reduction

Le principe associé a la volonté de réduire les méconnaissances de base sur les dif-
férentes sous-structures suppose tout d'abord qureduisse avoir au départ une cer-
taine description, éventuellement grossiére, mais nécessairement majorante, de ces
diverses méconnaissance€eci peut étre obtenu grace a de la connaissapecm®ri ou a
de I'expérience concernant la structure étudiée : ainsi, si I'on connait bien le matériau, on
peut déja fixer I'ordre de grandeur de I'écart type de la loi normale que I'on est susceptible
d’attribuer a la méconnaissance de base de la sous-structure correspondante.

Cette description majorante est caractérisée par la donnée des méconnaissances
de base initiales( , )Eeq, OU plus exactement des lois de probabilité qui les
modeélisent ; il est d’ailleurs crucial de vérifier que cette modélisation est admissible, car
sinon la réduction ne sera pas possible : pour cela, on réalise un calcul de propagation des
méconnaissances de base initiales, et on vérifie que les valeurs expérimeRtétesoat
toutes incluses dans les intervalles correspondants de méconnaissances effectives.

Le procédé de réduction consiste a utiliser I'apport d'informations expérimen-
tales pertinentes pour réduire le niveau de méconnaissance sur une sous-structure a
la fois. Une facon de juger de la pertinence des mesures effectuées consiste a observer,
pour chaque modéi, guelle est la contribution de chaque sous-structure dans I'énergie
de déformation totale du modéle théorique déterministe, associée au mode en question;
en effet, toutes les expressions qui permettent de calculer les méconnaissances effectives
sur une quantité d’intérét, a savoir les équatiéné)( (5.10 et (5.15), font intervenir plus
ou moins directement ces énergies.

Considérons par exemple que c’est la sous-strudiiirqui est fortement concernée
par 'apport d’'information expérimentale représenté par la quantité d’indérigts’agit
de déterminer une méconnaissance de base , ) plus « petite», c’est-a-dire dont
I'étendue des lois de probabilité utilisées est moins grande que celle des lois qui modé-
lisent la méconnaissance initigle:,.., ) ; pendant ce temps, les méconnaissances
( , )E£E+ SUr les autres sous-structures n’évoluent pas.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Cette volonté de réduire les méconnaissances se traduit plus précisément en termes de
probabilités d’intervalle par I'inégalité suivante :

PY.(L) < Pg-(L) VL (6.4)

ou encore en termes d’intervalles standards de méconnaissance effective, pour toute va-
leur P de probabilité, par :
Aa, 4 (P) < Aa l(P) et Aaf

mod mod

(P) < Aai%,(P) (6.5)

mod

Linformation apportée par les valeurs expérimentale? & intervient dans le pro-
cessus de réduction au travers de I'application de la condiiid)y @ssociée aux quantités
Ao (P) etAad (P), qui s'écrit pour toutP :

exp exp

Aag,(P) < Aag4(P) et Ao (P) < Aajf i(P) (6.6)

exp mod

On peut résumer notre démarche par la volonté de diminuer au maximum, sous-
structure par sous-structure, la dispersion des lois de probabilité associéaspriori

aux méconnaissances de base, sous le contrdle offert par les données expérimentales
proposées ja figure6.3illustre 'ensemble du processus de réduction. Ecrit en termes de
probabilités d’intervalles, ce probléeme de minimisation devient un probléeme de maximi-
sation sous la contrainté.(l) :

max Pe+(L, (m.,ml)) VL (6.7)

P(Aaexp€laa,,, 4 (L)>Pa(L)

Cette philosophie est proche des idées de prise en compte de l'information nouvelle
telles gu’on les a décrites dans le chapitret dont la version la plus simple se traduit par
I'interprétation du théoreme de Bayes donnée dans le parageaple I'apport d’infor-
mation peut étre un moyen efficace pour passer d’'un état de connaissance it
a un nouvel état de connaissarcgosteriori

6.2.2 Prise en compte des cas les plus défavorables

Comme la réduction des méconnaissances de base se fait sous-structure par sous-
structure, la seule vérification des contrainte§)(n’est pas suffisante, car elle ne permet
pas d’étre réaliste vis-a-vis de toutes les situations possibles. En effet, le couple de valeurs

et constituant la méconnaissance effective est issu de contributions de
la part de toutes les sous-structures :
= + > (6.8a)
E+E*
= + > (6.8b)
E+E*
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6.2. Réduction des méconnaissances de base : premiere formulation

Modeéle initial de méconnaissances

(me™,me?)

mg t mg

Me

Réduction de la méconnaissance sur E*
p

- +
= 0 mZ,

a l'aide des contraintes liees a la quantité Ao,

| 4
0 Ao

'A(x‘e_xp(P) AO(eerp (P)

FIG. 6.3— Principe de la réduction des méconnaissances de base a l'aide d'informations expéri-
mentales pertinentes

Ainsi, siI'on ne s’en tient qu’aux contraintes.g), la réduction de la méconnaissance sur
E* peut tout a fait étre faussée par des niveaux de méconnaissance initiaux tres surestimés
sur les autres sous-structus# E*, d’autant plus si ces derniéres ont une contribution
non neégligeable dans I'énergie de déformation associée au mode qui sert a réduire la
méconnaissance Shr*.

Pour éviter cette situation probable, on envisage de tenir compte des cas de fi-
gures les plus défavorables en ce qui concerne toutes les autres sous-structures :

= + ) (6.9a)
= + ) (6.9b)

La définition du« cas pire» lors de la propagation d’'un jeu de réalisations de méconnais-
sances de base est le suivant : tandis que I'intervalle dont la méconnaissance est en cours
de réduction est propagé classiquement a I'aide des relations du paragrammene re-

tient de chacun des autres intervalles de méconnaissances de base que la valeur, comprise
dans l'intervalle, la plus défavorable dans I'évaluation des quaniités , et
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Par exemple, dans le cas de la méconnaissance effective sur le carré d’'une pulsation
propre, pour chacune des sous-structdfes £*, c'est la borne inférieure de I'intervalle
de méconnaissance de base qui constitue le cas le plus défavorable pour I'évaluation de la
borne supérieure sur la quantité d’intérét, et vice versa, ce qui S’écrit :

= —2m,e5(d) (6.10a)
- _9 éE@i) (6.10b)

On a également représenté sur la figbiréle principe d’une telle prise en compte pour
un tirage donné de méconnaissances de base sur les différentes sous-structures.

Me, - 0 Mg,
o } } + [ | 4
T - | .
Me, 0 mE, mg C 0 5 it
mEn - 0 mEn
P+

pire
0 AOLr::od
~—— ,
- pire ) 0 + pire
Ass Ao (P) . Aate (P) Ao

exp exp

L

FiG. 6.4— Prise en compte des cas les plus défavorables dans le processus de réduction des
méconnaissances de base

P

A partir des répartitions des bornes et , On peut déduire une nou-
velle probabilit¢ d’intervalleP,»..(L) prenant en compte I'ensemble des cas défavo-
rables, et en déduire les deux bornks’P*(P) et Aa_P(P) de lintervalle stan-

dard/l, »= (Lp) associé a une valeur de probabiliédonnée. Finalement, de nouvelles
. mod Ve Ve - . A -
contraintes, représentées sur la figb& doivent étre prises en compte :

Aoz (P) < Aa_PM(P) et Ao (P) < AalPr(pP) (6.11)

exp mod exp mod
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6.3. Réduction des méconnaissances de base sur un exemple académique

Ces derniéres conditions garantissent une certaine sécurité dans le processus de
réduction des méconnaissances de base, quitte a obtenir des valeurs un peu trop
conservatives : elles font en sorte que la méconnaissance de base réduite puisse
conduire a des résultats raisonnable<lles permettent surtout d’éviter une erreur gros-

siere de choix de données expérimentales a utiliser, ou encore d’avoir une assez bonne
réduction dans le cas ou il n'y a pas de donnée expérimentale totalement discriminante
pour la réduction sur la sous-structureé, ce qui est une situation que I'on peut rencon-
trer selon les structures étudiées. Dans ce dernier cas, aprés une premiére réduction des
méconnaissances de chaque sous-structure, une nouvelle itération est possible, et ainsi de
suite, comme on aura l'occasion de le voir dans I'exemple suivant.

6.3 Réduction des méconnaissances de base sur un exemple
académique

6.3.1 Structure étudiée
La structure analysée dans cette partie est un treillis plan dérivé de celui présenté

dans le paragraphe2: il est composé de six barres rectilignes, constituées de différents
matériaux, et reliées par des rotules, comme représenté sur ladigure

~ @

F1G. 6.5— Treillis plan a six barres

Le modele théorique déterministe associé fait I'hnypothéese de liaisons rotules parfaites,
de sollicitations de traction-compression dans toutes les barres et de matériaux homogéenes
et isotropes. Les caractéristiques de ce modele sont répertoriées dans leGableas-
sées par groupes de mémes matériaux. Le probléme aux valeurs propres associé au modéle
déterministe permet de déterminer six modes propres de vibrations, qui sont représentés
sur la figure6.6.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

(a) Mode 1 (b) Mode 2
(c) Mode 3 (d) Mode 4
(e) Mode 5 () Mode 6

F1G. 6.6— Modes propres du treillis a six barres
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6.3. Réduction des méconnaissances de base sur un exemple académique

Groupes Section Longueur Matériau Module d’'Young Masse vol.
10~*m Im aluminium  F, = 72GPa  2700kg/m’
g2={b23} 10™*m  +2m acier Eg = 210GPa  7800kg/m’

g3=1{b34} 10*m  2m « X » E, =10GPa  1500kg/m?
NB : Le groupe gl est composé des barres {1-3,2-4,3-5,4-5}.

TAB. 6.1— Caractéristiques du treillis a six barres

6.3.2 Mise en ceuvre du procédé de réduction
Données expérimentales

L'exemple présenté ici étant purement académique, les donné@gserimentales
sont obtenues par une simulation stochastique de la famille des structures considérées,
définissant ainsi une réalité supposeée parfaitement connue.

Des dispersions de raideur correspondant a des lois de probabilité précises sont intro-
duites dans le modéle théorique déterministe ; elles sont détaillées dans le taBleau
I'on donne a la fois I'étendue et les deux premiers moments statistiques exprimés relative-
ment aux modules d’Young du modeéle déterministe. Les lois choisies pour les barres en
acier et en aluminium sont des lois normales, mais bornées pour éviter toute réalisation
non physique. On considére que le matériau intituk » est tres mal connu; ainsi, la
loi de probabilité choisie est de type uniforme, et d’étendue plus importante que les deux
autres, le but étant de tester le processus de réduction avec différents types de lois.

Barres Modeéle Loi Domaine Moments statistiques relatif

déterministe  choisie relatif (» : moyenne b : écart type)

{1-3,2-4,3-5,4-5} Egl =72GPa normale [-0,05;0,05] @w=0,00/0c=0,019
2-3 qu =210GPa normale [-0,15;0,05] uw=—0,05/0=0,039
3-4 E, =10GPa uniforme [—0,10;0,20] puw=0,05/0=0,087

NB : Les caractéristiques des lois sont données relativement au module d’Young du modéele déterministe.

TAB. 6.2— Caractéristiques relatives des lois de probabilité permettant la simulation des raideurs
« expérimentales des six barres du treillis

Pour chacun de ces treillisexpérimentaux simulés, on est capable de calculer les
fréquences propres et modes propres, et donc de déterminer la répartition des quantités
d’intérét expérimentales. Le calcul est mené a l'aide d’'une technique de Monte Carlo
mettant en ceuvre 50000 tirages. Les informatioespérimentales retenues sont les
valeurs aP % Aw;f (P) et Aw; (P), ainsi queAg;; . (P) et Ag, . (P), qui en-
cadrentP % des valeurs expérimentales de pulsations propres et modes propres; en
particulier, on s’intéresse a des probabilifés= 0,99 et P = 0, 70, afin de caractériser
respectivement I'étendue et un ordre de grandeur de I'écart type des quantités d’'intérét ex-
périmentales. On pourrait bien sdr envisager une description encore plus riche en utilisant
d’autres valeurs de probabilifé.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Choix du modéle initial de méconnaissances

Le modéle initial de méconnaissances qui compléte le modéle théorique déterministe
est précisé dans le table&iB; encore une fois, pour plus de clarté, on précise a la fois
le domaine d’étendue de chaque loi, et les deux premiers moments statistiques associés,
définis relativement aux valeurs du modele théorique déterministe. On a décidé de réunir
dans un méme groupe les quatre barres en aluminium, ce qui va dans le sens de la glo-
balisation effectuée a travers le concept de méconnaissance, et permet de plus de réduire
encore les temps de calcul.

Domaine

[—mg % g

gl normale [—0,50;0,50

g2 ={b23} normale [-0,50;0,50 u=0,00/c=0,194

g3 = {b34} uniforme [—0,50;0, 50 p=0,00/0c=0,289
NB : Le groupe gl est composé des barres {1-3,2-4,3-5,4-5}.

Groupes Loi

Moments statistiques relatif
(1 : moyenne b : écart type)
1w=0,00/0=0,194

choisie

°]
]
]
]

TAB. 6.3— Modéle initial , ) de méconnaissances de base pour le treillis & six barres

La description retenue est largement majorante, fait que I'on peut facilement vérifier
en calculant les méconnaissances effectives associées, et en constatant qu’elles encadrent
tres largement les quantités expérimentales. Pour le moment, on a supposé dans le mo-
dele initial de méconnaissances des lois de probabilité du méme type que celles que I'on
a introduites dans la simulation stochastique des structures prises comme réfémances
périmentales ; ceci nous permettra de réaliser plus facilement des comparaisons avec la
référence expérimentale apres I'application du processus de réduction. On discutera plus
loin dans ce paragraphe de l'influence du choix du type de loi de probabilité.

Processus de réduction

Compte tenu du modele initial de méconnaissances et des données expérimentales, il
est important de sélectionner quelles sont les mesures les plus pertinentes pour réaliser les
réductions successives sur les différentes sous-structures.

Une méthode efficace consiste a s’appuyer sur le faitlagensibilité des mécon-
naissances effectives vis-a-vis des méconnaissances de base est directement liée aux
énergies de déformation modales du modéle théorique déterministén effet, les ex-
pressions des bornes et encadrant la quantitAa,,,.q relative au modele
avec méconnaissances sont des combinaisons linéaires des méconnaissances de base, dont
les coefficients sont des énergigs comme on peut le constater dans les expressions

(5.6), (5.10 et (5.19.

Ainsi, les informations expérimentales les plus pertinentes dans le processus de
réduction de la méconnaissance de base sur la structufe® sont celles pour lesquelles
I'énergie de déformation modale se trouve majoritairement danskE*. Par exemple,
pour ce qui concerne les pulsations propres, nous avons besoin de considérer les énergies
EE@) . en effet, la méconnaissance effective sur une pulsation propre est déterminée a
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6.3. Réduction des méconnaissances de base sur un exemple académique

partir des distributions des bornes suivantes :

=2) m.e(0) (6.12a)
EeQ

=2) mieg(d) (6.12b)
EeQ

et on constate que ces deux valeurs sont des combinaisons linéaires des méconnaissances
de base, avec comme coefficients de linéarité les énergies de déformation rag@ales
Les parts respectives de ces derniéres sont représentées sur l&.figure

\Dg1 Hg2 Hg3 \

6,9E+04 1,9E+05

100%
90 9,9E+03
(]
80% 2,5E+05
(]
70% 1,7E+06
0
60%
50% 6,0E+07
7,6E+06 2,5E+07
6,7E+04
40%
30%
20% 3,3E+05 136406
3,8E+06
10%
0%
Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6

FIG. 6.7— Energies de déformation modales par groupe de barres pour les modes du treillis &
six barres

L'observation des énergies nous permet de définir un ordre pour les réductions succes-
sives, qui sont exposées dans le tableaull est important de souligner gus’agit vé-
ritablement d’'une prise en compte successive de l'information expérimentaleainsi,
apres la réduction de la méconnaissance sur le grglpen se sert de I'expression de la
nouvelle méconnaissance de base sur ce groupe dans la réduction de la méconnaissance
sur le groupey2.

On peut comparer les méconnaissances obtenues apres réduction, répertoriées dans le
tableau6.4, directement avec les lois de probabilité définissant la simulation stochastique
de la famille de structures étudiées ; ces lois sont indiquées dans le takileku effet,
dans ce cas simple, les seules incertitudegpérimentales portent sur les valeurs de
raideur des barres, et les dispersions relatives qui définissent la simulation stochastique
sont les mémes que celles concernant les énergies de déformation.
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De maniere générale, les méconnaissances obtenues apres réduction sont plus
grandes gue ce que l'on était en droit d’attendre vis-a-vis des dispersions de raideur
expérimentales Ce n’est par contre pas le cas de la méconnaissance sur le giqujpe
fait intervenir les quatre barres en aluminium simultanément dans le modéle avec mécon-
naissances : ceci a donc tendance soit a rigidifier, soit a assouplir le comportement global
de la structure, comme on I'a déja remarqué avec les résultats du tableaticonduit
ainsi a I'obtention de valeurs légérement sous-estimées.

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales  Loi [—mg; M) Moments statistiques relatif
gl Mode 6 normale [—0,041;0,042] uw=0,001/0=0,016
g2 Mode 4 normale [—0,172;0,075] = —0,049/0 = 0,048
g3 Mode 2 uniforme [—0,121;0, 214] uw=0,047/0 = 0,097
NB : Les données expérimentales sont composées pour chague mode
de Aw? o, (P), Aw?l (P), Ay ep(P)y A oy (P) POUrP = 0,70 et P = 0,99

i exp i exp

TAB. 6.4— Résultats apres une premiére réduction des méconnaissances de base du treillis a six
barres

Le procédé peut étre itératif : aprés avoir réduit la méconnaissance sur chaque
groupe, on peut recommencer la réduction sur le groupg1, sachant que la contri-
bution des autres groupes a diminué entre-tempsgans ce cas, on ne constate aucune
amélioration. Toutefois, si, par exemple, on avait commencé I'ensemble du processus par
la réduction de la méconnaissance sur le gragipa I'aide du premier mode, cette der-
niére aurait été bien moins réduite vu les contributions non négligeables des deux autres
groupes ; dans ce cas, apres la réduction sur les trois groupes, une deuxieme itération nous
aurait montré qu’il était encore possible de réduire la méconnaissance sur le gtoupe

Ainsi, les méconnaissances que I'on obtient aprés le processus de réduction sont en-
core forcément surestimées, méme aprées plusieurs itérations : en effet, les contraintes
(6.11) introduites font intervenir les cas les plus défavorables. Ceci nous avait permis
avant tout de ne pas obtenir de résultats erronés a la suite d’'un mauvais choix d’infor-
mation expérimentale, et donc d’obtenir des méconnaissances conduisant a des résultats
raisonnables dans d’autres situations expérimentales.

Si I'on considere que I'ensemble des donnéesexpérimentales» que I'on a uti-
lisées décrit la totalité des situations envisageables pour la famille de structures, on
peut essayer de réduire encore le niveau des méconnaissances de base obtenues, en
imposant cette fois-ci les contraintesq.6) définies initialement. Les résultats du ta-
bleau6.5montrent que les méconnaissances peuvent étre réduites quelque peu, se rappro-
chant ainsi de ce qu’on pouvait en attendre compte tenu de la référenpérimentale
représentée par la simulation stochastique décrite dans le tabkdine nouvelle itéra-
tion ne fait plus évoluer les niveaux de méconnaissances de base : on peut donc estimer
avoir tiré profit au maximum de I'information expérimentale disponible.

108 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



6.3. Réduction des méconnaissances de base sur un exemple académique

Gr. Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales  Loi [—mg; M) Moments statistiques relatif
gl Mode 6 normale [—0,039;0,041] uw=20,001/0=0,016
g2 Mode 4 normale [—0,158;0,058] = —0,050/0 = 0,042
g3 Mode 2 uniforme [0, 108;0, 203] w=20,048 /0 = 0,090
NB : Les données expérimentales sont composées pour chague mode
de Aw? i, (P), Aw?l (P), Ay ep(P)y A oy (P) POUrP = 0,70 et P = 0,99

i exp i exp

TAB. 6.5— Résultats finaux aprés une seconde réduction des méconnaissances de base du treillis
a six barres

Capacité de prédiction

Avec les méconnaissances de base que I'on vient juste de déterminer, on peut calculer
les méconnaissances effectives pour les trois modes que I'on n’a pas encore utilisés afin
d’évaluer la qualité des résultats de notre procédé de réduction en comparant les mécon-
naissances effectives associées au modele de méconnaissances réduites avec les valeurs
a P % issues de la simulation stochastique prise comme référeaggérimentale. La
confrontation est réalisée sur les valeurs a 70 % et a 99 % dans les tabléat&.7.

Valeurs Modes Expérimental Modéle avec méconnaissang

de P Wi expr Wi ex szmod’w + A""“zmod]
0,70 1 [1,39;1,49].10° [1,38;1,47).10°

3 [1,62;1,67].107 [1,62;1,66].107

5 [5,41;5,56].107 [5,44; 5, 56].107
0,99 1 [1,35;1,53].10° [1,35; 1, 54].10°

3 [1,58;1,71].107 [1,58;1,71].107

5  [5,30;5,68].107 [5,30; 5, 70].107

) Y

TAB. 6.6— Comparaison modele-expérimental pour les pulsations propres du treillis a six barres

Valeurs Modes DDL Expérimental Modéle avec méconnaissancs

de P U k [¢;1 ex ~¢ZFI ex ] [Qb]”j . Agbl._z mod> ¢ki + qu)z’_imod}
0,70 1 4 [0,89;0,96] 0,92;0, 99]

3 3 [-0,96; 0, 93] [—0,98; —0, 92]

5 1 [-0,69;—0,65] [—0,70; —0, 65]
0,99 1 4 [0,88;0,99] [0,86; 1, 00]

3 3 [-0,98 —0,91] [—0,99; —0, 90]

5 1 [-0,72-0,62] [~0,73; —0, 62]

TAB. 6.7— Comparaison modele-expérimental pour les modes propres du treillis a six barres

Les résultats obtenus sont plutdt bons : on a généralement moins de 0,5 % d’erreur
relative sur les quantités liées aux pulsations propres, et moins de 1 % en ce qui concerne
les modes propres. On note toujours la moins bonne qualité de I'estimation des valeurs
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a 70 % par rapport a celle des valeurs a 99 %, et la Iégére surestimation des méconnais-
sances effectives sur les modes propBesis 'ensemble, on peut conclure sur labonne
détermination des méconnaissances de base vis-a-vis de la réalité mesurée.

Quelques commentaires sur le choix des lois de probabilité

La bonne qualité des résultats précédents provient en partie du fait que I'on a choisi
les « bonnes; lois de probabilité dans la modélisation des méconnaissances de base, en
accord avec les dispersions introduites dans la simulation stochastique.

Pour pouvoir juger de l'influence d’un tel choix, nous commencgons par réaliser une
autre simulation stochastique avec des dispersions de raideurs simulées par des densités
de probabilité uniformes, de mémes étendues que celles du tabkhas valeurs & %
obtenues sont comparées a celles issues de notre simulation initiale dans le@ebleau

Simulation initiale  Cas nouveau

1
1 [1,39;1,49].10° [1,39;1,49].10°
2> [6.00:6.60.10° [5,95:6,65].10°
3 (162167107 [1.60:1,68].107
4 [2,74;2,92].107  [2,70;2,99].107
5 [5,41;5,56].10"  [5,37;5,62].107
6 [1,20;1,23].10" [1,19;1,24].107
P =0,99 1 [1,34;1,53].10° [1,33;1,53].10°
2 [5,77;6,84].10°  [5,74;6,87].10°
3 [1,58;1,71].10" [1,57;1,72].107
4 [2,61;3,03].107 [2,60;3,04].107
5 [5,30:5,68].10" [5,26;5,70].107
6 [1,17;1,26].10" [1,16;1,27].107

TAB. 6.8— Comparaison des valeursFa% pour deux familles de structures simulées par des
répartitions de raideur de lois de probabilité de natures différentes

La confrontation entre ces simulations de deux réalités expérimentales proches mene
aux réflexions suivantes : pour pouvoir déterminer a I'aide des données expérimentales
disponibles quelles sont lesbonnes; lois de probabilité pour la modélisation des mé-
connaissances de base, il faudrait pouvoir juger précisément de I'écart résiduel entre les
différentes valeurs expérimentales”a% et les méconnaissances effectives correspon-
dantes lors de la réduction sur une sous-structure donnée; en effet, cet écart résiduel doit
étre plus petit lorsque I'on a choisi labonney forme de la loi de probabilité que pour
toute autre forme de loi.

Malheureusement, les résultats du tableéaumontrent que I'écart relatif entre les va-
leurs aP % de I'une et I'autre simulation est souvent inférieur a 1 % ; comme, en pratique,
les méconnaissances effectives que I'on calcule sont entachées d’une erreur d’'un ordre de
grandeur a peine inférieutsemble difficile de pouvoir conclure avec certitude sur la
pertinence du type de loi choisi priori.
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De plus, notre comparaison dans le tablé#iia été réalisée a I'aide de 50000 struc-
tures simulées par tirage de Monte Carlo dans chaque cas d’étude, ce qui hous a permis
d’obtenir des valeurs expérimentales®&b trés précises a partir de la réalité que I'on
voulait simuler a chaque fois ; malgré cela, les écarts sont peu importants. Il est alors clair
gu’en pratique, les données expérimentales étant issues d’'un nombre peu important de
structures réelles (une dizaine tout au plus), les valeut9&adéduites de ces dernieres
ne sont vraisemblablement pas exactement représentatives eegia » dispersion ex-
périmentale, les évaluations statistiques risquant d’étre faussées par le faible nombre de
structures testéeB.est donc a coup sdr illusoire de vouloir trancher pour une forme
de loi de probabilité particuliére a partir de la donnée de ces quantités expérimen-
tales.

Finalement]e choix le plus raisonnable consiste plutét a utiliser la connaissance
a priori de la structure, en supposant une loi normale quand on fait I'hypothese de dis-
persions matériaux uniquement, une loi uniforme si 'on n’est pas sdr des mécanismes
d’incertitudes entrant en jeu dans la sous-structure, et enfin pas de loi de probabilité du
tout quand on estime que le modéle est trés simplifié par rapport a la réalité.

6.3.3 Cas d’'une forte méconnaissance

On illustre ici le processus de réduction des méconnaissances de base dans le cas
d’une « forte méconnaissaneegui nous amene a utiliser les expressions données dans le
paragraph&.4.1

Données expérimentales

Egalement ici, les donnéesxpérimentales sont obtenues a I'aide d’une simulation
stochastique en introduisant dans le modeéle théorique déterministe des dispersions de rai-
deur correspondant a des lois de probabilité précises. Ces derniéres sont détaillées dans le
tableau6.9. On a gardé les mémes types de lois que dans le cas précédent, mais les carac-
téristiques ont changé ; une tres forte dispersion a été supposée pour [2paedacon
a mettre en évidence le phénomeéne de la prise en compte d’'une forte méconnaissance.

Barres Modéle Loi Domaine Moments statistiques relatif
déterministe  choisie relatif (1 : moyenne b : écart type)
{1-3,2-4,3-5,4-5} E, =T72GPa  normale [—0,05;0,05] uw=0,00/0=0,019
2-3 Eg =210GPa normale [—0,20;0,70] w=20,25/0c=0,175
3-4 E,3 =10GPa uniforme [0, 15;0,05] uw=—0,05/c=0,039

NB : Les caractéristiques des lois sont données relativement au module d'Young du modéle déterministe.

TAB. 6.9— Caractéristiques relatives des lois de probabilité utilisées dans la simulation stochas-
tique du treillis a six barres dans le cas d'une forte méconnaissance

La simulation stochastique nous permet de déterminer la répartition des quantités d’in-
térét associées a la réalité simulée. On garde comme informatexperimentales les
valeursAw;?f (0,99) et Aw? . (0,99) qui encadrent 99 % des valeurs expérimentales

des fréquences propres mesurées.
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Modéle initial de méconnaissances

Le modéle initial de méconnaissances est précisé dans le tablgaues caractéris-
tiques définies permettent d’avoir des méconnaissances effectives qui encadrent toutes les
valeurs expérimentalesia % disponibles.

Groupes Loi Domaine

Moments statistiques relatif
—mg % mE % (u: moyenne b : écart type)
—0,25;0, 25] p=0,00/c=0,097
g2 ={b23} normale [-0,75;0,75] p=0,00/0=0,289
g3 = {b34} uniforme [-0,25;0,25] uw=0,00/c=0,097
NB : Le groupegl est composé des barres {1-3,2-4,3-5,4-5}.

choisie
gl normale

l—|r—vr—v|—|

TAB. 6.10— Modele initial( , ) de méconnaissances de base pour le treillis & six barres
dans le cas d’une forte méconnaissance

Processus de réduction

Notre critere de sélection des données expérimentales pertinentes est basé sur les
contributions des différents groupes dans les énergies de déformation modales de la struc-
ture, qui, dans le cas du calcul des méconnaissances effectives en présence d’'une forte
méconnaissance, dépendent des réalisations de cette derniéere ; toutefois, malgré ces varia-
tions, la contribution relative de chaque groupe reste a peu prés constante, et on continue
donc de se baser sur les rapports entre les différentes énergies de déformation du modele
déterministe, détaillées sur la figuie.

Le processus de réduction est tout d’'abord mené sans traiter de fagon spécifique la
forte méconnaissance qui concerne le grogpeles réductions successives sont men-
tionnées dans le table&ull Une seule itération sur tous les groupes a été réalisée.

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales Loi [—ng; Mg Caractéristiques
gl (Awil,, Awie,) normale [—0,032;0,034] p=0,001/0=0,013
92 (Awil,,Awi,,) normale [—0,148;0,581] 1 =0,217/0=0,142
93 (Awsl, ) Aws..) uniforme [-0,165;0,075] pu=—0,045/0 = 0,035

TAB. 6.11- Résultats de la réduction des méconnaissances de base du treillis a six barres avec
forte méconnaissance, sans prise en compte de cette derniére

La méconnaissance de base sur le grogihapreés réduction se révéle peu précise,
comparée a la référenceexpérimentale donnée par le tableabl9; la réduction des
méconnaissances sur les autres groupes n’est pas perturbée de maniere Qersiple.
sous-estimée, la méconnaissance obtenue g1 est associée a une loi normale de
grand écart type, ce qui suggere posteriorid’utiliser I'approche adaptée au cas de
la forte méconnaissance.
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On prend maintenant en compte la forte méconnaissance sur le giyugreutilisant
comme base de réduction les quatre premiers modes propres du modele théorique ; les
réductions successives sont mentionnées dans le tabhlEalEncore une fois, une seule
itération sur tous les groupes a été realisée. Les résultats sont cette fois-ci plus conformes
a ce que présentent les structukesxpérimentales dans le tableag.o.

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales  Loi [~y ; ] Caractéristiques
(Awg o Awgorp)  NOrmale [—0,032;0,034] 1 =0,001/0 = 0,013
92 (Awil,, Awis,) normale [—0,195;0,703] p=0,254/0=0,174

93 (Awil,,Awj ) uniforme [—0,155;0,075] pu=—0,04/0 =0,033

TAB. 6.12— Résultats de la réduction des méconnaissances de base du treillis a six barres avec
forte méconnaissance, avec prise en compte de cette derniére

6.4 Reéduction des méconnaissances de base : seconde for-
mulation

6.4.1 Notion de représentativité d’'une mesure expérimentale

Dans tout ce qui précede, nous avons supposé que les données expérimentales utilisées
dans le processus de réduction permettaient de donner une image fidéle des méconnais-
sances de base sur chaque sous-structure. En pratique, il faudrait pouvoir tenir compte du
fait quelinformation apportée par I'essai expérimental est généralement partielle.

Une solution envisageable est d’introduire lors de la réduction des méconnais-
sances un coefficient multiplicateur sur la contribution deE* qui permet de quanti-
fier a quel point I'information expérimentale sélectionnée est représentative du com-
portement de la structure : ce termepg- €]0; 1], appelécoefficient de représentativjté
est égal a un quand les données expérimentales traduisent parfaitement la mécanique glo-
bale de la structure.

Ce probleme de représentativité est lié a ce qu’on pourrait appeler le caraitére
tropex» de la méconnaissance de base étudiée. Ainsi, on congoit aisément que les données
expérimentales issues d’un essai de traction sont trés adaptées dans la réduction de la mé-
connaissance concernant un modeéle de sous-structure isotrope : dans ce cas, il estlégitime
de considérer un coefficiepg- €gal a un.

Inversement, pour un modele de sous-structure orthotrope, cet essai directionnel ne
peut donner d’informations que dans la direction de sollicitation. L'apport d'informations
qui lui est associé est donc tres partiel : en effet, 'essai ne permet de voir gupamee
de la méconnaissance de base qui représente les incertitudes sur la sous-structure concer-
née, et on pondeére alors I'essai avec un coeffigignistrictement inférieur a un.
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Au bilan, les quantités qui sont calculées sont les suivantes :

= D + > (6.13a)
E+E*

= D~ + > (6.13b)
E+E*

La question qui subsiste concerne la fagcon dont on pourrait déterminer la valeur de ce
coefficient pour chaque sous-structure ; pour tenter de répondre a cette question, nous
proposons l'illustration suivante.

6.4.2 lllustration

Le cas d’étude que nous considérons ici est le suivant : on analyse les modes propres
de flexion d’'une plaque carrée dont le matériau est orthotrope afin de déterminer la mé-
connaissance de base caractérisant les dispersions du matériau choisi; il s'agit en I'oc-
currence du nid d’abeille d’aluminium, dont les coefficients, définis de fagon classique,
sont :

E; = 0, 1GPa E,; = 0,07GPa Vg = 0,4
G12 = 0,044 GPa G13 = 0, 186 GPa G23 = 0,09 GPa

Le modeéle Eléments Finis construit & partir des coefficients précédents constitue notre
modéele théorique déterministe ; la plaque est de forme carrée de coté de lohgubuay
et d’épaisseue = 10cm.

Données expérimentales

Les structuresc expérimentales sont simulées a partir du modele théorique déter-
ministe en ajoutant des dispersions sur les différents coefficients du matériau orthotrope
choisi; ces dispersions sont obtenues a l'aide de tirages de Monte Carlo avec des lois de
probabilité normales, dont les caractéristiques sont précisées dans le tahlgau

Coefficients Loi Domaine Moments statistiques relatifs
choisie relatif (1 : moyenne b : écart type)
Ey normale [—0,10;0,10] w=0,00/c=0,039
E, normale [—0,01;0,01] w=0,00/c=0,004
{G12; G13; Gz} normale [—0,05;0,05] w=0,00/c=0,019

NB : Les caractéristiques des lois sont données relativement au module d'Young du modéle déterministe.

TAB. 6.13— Caractéristiques relatives des lois de probabilité permettant la simulation des valeurs
« expérimentales des coefficients matériaux de la plague orthotrope

A partir de cette famille de structures simulées, on peut déduire la répartition des
pulsations propres expérimentales, et ainsi déterminer les valeusexpérimentales
associées a des valeurs de probabilité données.
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Modeéle initial de méconnaissances

Le modele initial de méconnaissances est précisé dans le tahleguon a décidé
de considérer la structure dans son ensemble, vu qu’il n’y a pas de raison de privilégier
un découpage particulier. Ceci nous permet de plus de nous affranchir de I'étude des cas
défavorables au cours du processus de réduction.

Groupe Loi Domaine Moments statistiques relatif
choisie [-mg’;m;°] (1 :moyenne b : écart type)
Q normale [—0,25;0, 25] w=0/oc=0,097
TAB. 6.14— Modéle initial , ) de méconnaissances de base pour la plaque orthotrope

Mise en ceuvre du processus de réduction

Etant donné que I'on considére directement la méconnaissance sur I'ensemble de la
structure, tous les modes sont susceptibles de constituer une information pertinente afin de
réduire le niveau de méconnaissance initial. On réalise donc des réductions indépendantes
a partir de chaque couple de valeursxpérimentales a 99 % concernant les pulsations
propres. On récapitule dans le tabléali5les résultats de la réduction de la méconnais-
sance sur la plaque orthotrope a I'aide de chacun des neuf premiers modes propres de la
structure.

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales [ [—mg; M) Caractéristiques

normale
normale

0,032; 0, 036
0,037; 0,029

( ) [— | 1 =0,002/0=0,013
( ) [— | p=—-0,004/0=0,013
( ) normale [—0,064;0,070] p= —0,003/0 =0,028
( ) normale [—0,037;0,037] p=0,000/c=0,014
(Awzt  Aw?. ) normale [—0,064;0,064] = 0,000/0 =0,025
( 2~ ) normale [—0,002;0,003] p=0,001/c=0,001
( ) normale [—0,090;0,091] x=0,001/0 = 0,035
( ) normale [—0,048;0,044] = —0,002/0 = 0,018
( ) normale [—0,035;0,036] p=0,001/0c=0,014

2+ 2—
A("')7 exp’ Aw'? exp

2+ 2 —
AWS exp’ A(")8 exp

24 2—
AwQ exp? AwQ exp

TAB. 6.15— Résultats de la réduction de la méconnaissance de base sur la plague orthotrope sui-
vant I'information expérimentale utilisée

On se rend alors compte de la forte disparité des résultats obtenus : ceci est dQ
au caractere plus ou moins« orienté » de certains modesavec pour conséquence que
I'un des parametres du matériau a une plus forte influence que les autres dans la dispersion
de la pulsation propre considérée ; ainsi, si I'on observe plus particulierement les modes
6 et 7 représentés sur la figude8, on se rend compte que ces derniers correspondent a
des ondulations quasiment planes, chacune selon I'une des deux directions principales de
la plaque ; ils font donc essentiellement intervenir les modglest F; respectivement,
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

et on retrouve d'ailleurs directement dans le niveau de méconnaissance de base apres ré-
duction une estimation relativement bonne de la dispersion introduite pour la simulation
stochastique de ces deux coefficients, a savoir 1 % et 10 % respectivement.
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FIG. 6.8— Modes propres de flexion de la plaque orthotrope

Inversement, pour des modes pkusymétriques,, comme les modes 1, 8 et 9 re-
présentés sur la figu@8, on obtient a peu pres la méme description de méconnaissance
apres reéduction, car ils font intervenir les différentes dispersions avec des poids similaires.

Il est donc indispensable de pouvoir quantifier«ldegré de représentativitede
I'information expérimentale utilisée dans le processus de réduction de la sous-structure
considérée; c’est au travers de la définition du coefficient de représentagi\dige I'on
entend répondre a ce besoin, en caractérisant a quel point le test expérimental utilisé per-
met une vision juste des dispersions représentées par la méconnaissance de base sur la
sous-structure. Encore faut-il s’accorder sur le niveau que I'on veut prendre comme ré-
férence parmi les différentes méconnaissances de base obtenues apres réduction a l'aide
des différents modes expérimentaux utilisés.
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Comme on considere que la détermination des méconnaissances les plus représen-
tatives de la réalité étudiée doit toujours étre menée dans le sens de la sécurité, c’'est le
niveau de méconnaissance de base obtenu avec le mode 7 que nous décidons de considérer
comme l'indicateur des incertitudes présentes dans la structure étudiée. Nous associons
donc a ce mode un coefficient de représentativité €gal a un.

Le mode 6, au contraire, ne donne gu’une représentation partielle de cette méconnais-
sance de base, qui se traduit par une sous-estimation du niveau obtenu aprés réduction.
C’est pourquoi on associe a ce mode un coefficient de représentativité différent de un.
Dans notre cas, ce coefficient est égal au rapport entre la méconnaissance obtenue apres
réduction avec le mode 6, et la méconnaissance prise comme référence, c’est-a-dire une
valeur tres proche de zéro qui confirme bien le fait que le mode en question traduit un
phénomeéne lié a une direction de sollicitation presque orthogonale a celle du mode 7
qui a conduit a I'estimation de la méconnaissance de base caractéristique de la structure
étudiee.

Le méme raisonnement est valable pour les modes que I'on n’a pas encore analysés;
aux modesc symeétriqgues 1, 8 et 9 sont associés des coefficients de représentativité de
valeurs sensiblement égales, traduisant bien le fait que ces trois modes ont la viéme
sion» de I'état de méconnaissance de la structure.

Ainsi, la notion de coefficient de représentativité permet théoriguement de quan-
tifier a quel point I'essai « voit » la méconnaissance associée a la sous-structure dont
on est en train de réduire la méconnaissancet cette notion est indispensable lorsque
I'on étudie des structures au comportement tres fortement non isotrope, comme dans
I'exemple que I'on vient de détailler ; cependae, pratique, il est pour I'instant diffi-
cile de déterminera priori les valeurs de ce coefficient en fonction du type de mode
considéré.Dans I'exemple que nous venons de présenter, il semble méme que I'utilisa-
tion de ce seul coefficient soit insuffisante, et qu’il faille introduire une description plus
riche avec tout un jeu de coefficients qui dépendraient de la forme du mode considéré en
relation avec le type de modéle de sous-structure utilise.

6.5 \ers une stratégie générale de réduction des meécon-
naissances

Il est maintenant possible de poser les bases d’une stratégie générale de réduction des
méconnaissances de base par I'apport d’informations expérimentales pertinentes.

On rappelle que ces dernieres sont constituées, dans notre cadre d’étude, par des pul-
sations propres et des formes propres de vibration, et que I'on peut déterminer des valeurs
qui encadrent une certaine proportifnde ces quantités d’intérét dériveées de la réalité
mesurée. Ainsiune étape préalable a I'application de notre stratégie de réduction
consiste a juger des valeurs déP les plus pertinentes pour la description des don-
nées expérimentales.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Comme on l'avait déja souligné auparavant, il est souvent difficile d’avoir des me-
sures effectuées sur urgrand» nombre de structures réelles semblables, compte tenu du
colt généralement élevé des campagnes d’essais ; généralement, on se contentera donc de
valeurs a 99 %, qui seront souvent en fait des valeurs a 100 % (on se réserve juste la pos-
sibilité d’éliminer une, voire deux structures dont les résultats semblent manifestement
aberrants par rapport a la dispersion de la majorité des autres), et dans certains cas, on
considérera aussi les valeurs a 70 %, qui permettent d’obtenir une estimation (grossiére)
de I'écart type des mesures.

6.5.1 Définition du modele initial de méconnaissances de base

Le point de départ de la stratégie est I'élaboration d’'un premier modele de mécon-
naissances de base pour chaque sous-structure, sachant que la description de ces mécon-
naissances doit nécessairement étre majorante. Par cela, on veut dire que n'importe quel
couple de valeurs B % dérive des quantités d’intérét expérimentales doit étre inclus dans
I'intervalle de méconnaissance effective associé au modéle initial :

Aoz;(p(P) < Aa;gd(P) et Aa;p(P) < Aoz:;gd(P) (6.14)

Ce niveau initial de méconnaissance peut bien sr étre déterminé a partir d’'une
connaissance préalable que I'on détientainsi, par exemple, la connaissance de la dis-
persion des matériaux de la structure considérée permet d’avoir une idée assez juste de la
dispersion résultante en termes de méconnaissances sur cette sous-structure. Par contre, le
modeéle de méconnaissance initial devra légerement surévaluer cette dispersion estimée,
car on a impérativement besoin d’'une description majorante, et il est tres probable que
certaines sources d’incertitude aient été oubliées lors de cette estimation.

Il est important de signaler que, sauf cas exceptioningly a pas de raison d’avoir
une forte disparité des niveaux de méconnaissance sur les différentes sous-structures :
c’est seulement si un modéle est issu de simplifications importantes du comportement de
la sous-structure associée que I'on peut avoir une valeur de méconnaissance beaucoup
plus importante sur cette sous-structure que sur les autres.

Enfin, il faut évoquer a nouveau la question du choix des lois de probabilité des mé-
connaissances de base : encore une faide nombre souvent limité des structures
réelles expérimentées, il est difficile de vérifiea posteriorile bon choix des lois de
probabilité. Une conclusion raisonnable consiste alors a faire preuve de bon sens, et a
choisir une loi normale quand il n’est questiapriori que de dispersions matériaux dans
la sous-structure, et une loi uniforme sinon, voire pas de loi de probabilité du tout, sil'on
estime déja que le modele de la sous-structure est extrémement simplifié.

6.5.2 Détermination de I'ordre des réductions successives

Il s’agit maintenant de préciser dans quel ordre on doit mener les réductions, et surtout
a partir de quelle information expérimentale.
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6.5. Vers une stratégie générale de réduction des méconnaissances

On a vu précédemment que la sensibilité des méconnaissances effectives vis-a-vis des
méconnaissances de base est directement liée aux énergies de déformation modales du
modele théorique déterministe. En effet, les expressions des barnes , et
encadrant la quantitda,,,q relative au modéle avec méconnaissances sont des combi-
naisons linéaires des méconnaissances de base, dont les coefficients de linéarité sont des
énergies associées au modeéle théorigue

Pour cela, on dresse le tableau des énergies de déformation par groupe et p&mode.
considére qu’un mode est une information pertinente pour la réduction de la mécon-
naissance sur une sous-structure donnée si la part de cette derniere dans I'énergie
de déformation totale associée a ce mode est supérieure a une certaine proportion
ko, de I'énergie totale ; typiqguement, on choisiky, = %%, ou N est le nombre de
sous-structures pour lesquelles on cherche a déterminer la méconnaissance de base.

A partir de 13, la démarche de sélection est la suivante :

— on classe pour chaque sous-structure les modes pertinents par ordre décroissant de

leurs contributions relatives ;

— on commence par réduire la méconnaissance sur la sous-structure qui présente la
plus forte contribution relative, en utilisant les valeurs expérimentales pertinentes
associées; on considére alors que ce mode ne servira pas pour la réduction de la
méconnaissance sur une autre sous-structure ;

— la réduction suivante concerne la sous-structure présentant la deuxieme valeur la
plus forte de contribution relative ; ceci permet de limiter au maximum lors de
chaque réduction le poids de la prise en compte des cas défavorables sur les autres
sous-structures;;

— on continue de la méme facon avec les autres sous-structures.

Il est possible que certaines sous-structures ne présentent pas de contribution domi-
nante dans I'une des énergies de déformation modales ; dans ce cas, on cherche le mode
pour lequel la contribution proposée par la sous-structure est la plus grande. La réduction
a I'aide de ce mode devra donc étre réalisée impérativement aprés la réduction de toutes
les méconnaissances de sous-structures dont la contribution dans I'énergie associée au
mode retenu est plus grande que

6.5.3 Processus de réduction des méconnaissances de base

On suit I'ordre défini dans le paragraphe précédent : des que I'on a réduit la mécon-
naissance de base sur une sous-structure, le résultat obtenu est utilisé pour la réduction
Suivante sur une autre sous-structure, dans la définition des cas défavorables.

Une fois que I'on a réduit la méconnaissance de base sur I'ensemble des sous-structures,
on peut recommencer encore une fois 'ensemble des réductions, vu que, par rapport a la
premiére tentative de réduction sur la premiére sous-structure, le niveau des méconnais-
sances de base sur les autres sous-structures aura di@mpéut ainsi étre amené a
réaliser plusieurs fois la totalité des réductions, tant qu'il est possible de les réaliser.
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6. Détermination des méconnaissances de base a partir de données expérimentales

Des qu’une nouvelle itération sur 'ensemble des sous-structures n’apporte plus de
modification dans le niveau obtenu pour les méconnaissances, on peut considérer qu’'au-
cune amélioration n’est possible, en tout cas en gardant I'idée de considérer les cas dé-
favorables a chaque foiSi I'on estime que I'ensemble des données expérimentales
considérées couvre I'ensemble des situations envisageables pour la famille de struc-
tures étudiées, on peut refaire une itération sur toutes les sous-structures, mais cette
fois-ci en ne considérant pas les contraintes associées a la prise en compte des cas
défavorables.

Enfin, dans le cadre de ce travail, on choisit pour chaque réduction un coefficient de
représentativité égal a un.

6.5.4 Interprétation des résultats

Une fois les résultats obtenus, il faut encore observer les étendues des lois de pro-
babilité des méconnaissances déterminées par le processus de réductien gffet, si,
sur une sous-structure, on est susceptible d’obtenir des réalisations de la méconnaissance
de base qui excédent des valeurs de I'ordre de 25 % ou 30 %, on peut légitimement s’in-
terroger sur la validité des approximations au premier ordre permettant de propager cette
méconnaissance.

Dans ce cas, on doit recommencer tout le processus de réduction, en utilisant la version
« forte méconnaissancede calcul des méconnaissances effectives; il est important de
tout reprendre a zéro, car les fortes valeurs de méconnaissance peuvent aussi modifier les
résultats de réduction sur les autres sous-structures, vu que les énergies de déformation
associées peuvent dépendre des réalisations de la forte méconnaissance.

On compare ensuite les valeurs de méconnaissances obtenues avec cette prise en
compte a celles déterminées initialement, pour constater si I'hypothése de forte mécon-
naissance est nécessaire ou non.

A partir de 1a,0n peut réaliser des prédictions sur des quantités d’intérét non utili-
sées dans le processus de réductioon a pu juger sur les quelques exemples précédents
de la qualité de ces prédictions, qui nous permettent d’obtenir, a partir d'un modeéle pour-
tant imparfait par rapport a la réalité étudiée, des résultats quantifiés sur diverses quantités
d’intérét.

Les différents niveaux de méconnaissances de base déterminés sont également des
indicateurs de la qualité des difféerents modéles de sous-structures utilisés, comme on le
précise d’ailleurs dans le chapitre suivant.

Enfin, la théorie des méconnaissances permet d’envisager I'élaboration de nou-
veaux essais experimentaux permettant de mieux connaitre certaines sous-structures :
il suffit de trouver une configuration de test dans laquelle la sous-structure concernée pré-
sente une contribution importante dans I'énergie de déformation totale. Comme le niveau
de méconnaissance de base est une propriété intrinséque de la sous-structure, il sera pos-
sible d'utiliser les informations obtenues dans d’autres configurations.
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CHAPITRE 7

La théorie des méconnaissances

au sein de la démarche
de validation de modeles

Tous les modeles sont faux ; quelques-uns sont utiles.

George Box
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7. La théorie des méconnaissances au sein de la démarche de validation de modéles

Ce septieme chapitre présente I'analyse des résultats de la détermination des mécon-
naissances de base dans le cas d’'un modéle de sous-structure trés simplifié par rapport a
la référence expérimentale ; la théorie des méconnaissances est placée dans le cadre géné-
ral de la démarche de validation d’'un modéle, et les possibilités associées sont également
confrontées aux indications données par une méthode classique de validation de modeles,
a savoir le recalage a I'aide du concept de I'erreur en relation de comportement modifiée.

7.1 Recalage de modeles dynamiques avec le concept de
I'erreur en relation de comportement modifiée

Dans ce paragraphe, nous présentons rapidement les idées forces du recalage a I'aide
du concept de I'erreur en relation de comportement modifiée, initiélaatef/eze1983
et proposé dans sa forme actuelle ddresdpvezel993. On trouvera €également plus de
précisions dand fadevezeet al. 1994a- b, Chouakil997, Ladevéze et Chouaki999
Deraemaeke200]].

7.1.1 Concept d'erreur en relation de comportement

On considére une structufe pendant un certain intervalle de temjps7]. Sur le
contourdf2 sont imposeés des déplacemetitset des effortd’;, respectivement su, 2
et 0, tels qued; Q2 U 0,2 = 992 ; en tout point de la structure sont définies des forces
volumiquesf .

Le probléme de référence consiste a déterminer, en tout pbirt 2 et a chaque
instantt € [0; 7], le champ de déplacemeli{ M, ¢), le champ de contrainte ()M, t) et
la quantité d’accélératiofi(), ¢) qui vérifient :

— les conditions initiales &= 0;

— les conditions limites en déplacement;;

— les équations d’équilibre dynamique ;

— les relations de comportement.

La construction d’'une erreur en relation de comportement est alors basée sur
I'idée de séparer les équations précédentes en une partie fiable et une partie moins
fiable :

Equations fiables Equations moins fiables
conditions initiales
conditions limites en déplacement relations de comportement

équations d’équilibre dynamique

Cette séparation permet de définir deux notions complémentaires :
— I'admissibilité : les inconnues du probléme sont dites admissibles si elles vérifient
les équations fiables, ce que I'on écrit formellement comme :

s = <Q707£) S Sad
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— l'erreur en relation de comportement : cette erreur représente un résidu sur les
éguations moins fiables du probléme, qui est nul si celles-ci sont vérifiées, et positif
dans le cas contraire :

&(s) =2 0

£(s) = 0 <= lesrelations de comportement sont vérifiées

ou &2(s) représente I'erreur en relation de comportement.

Ces définitions permettent de réécrire le probleme de référence sous la forme :

Trouvers = (U,0,L) € Saq

qui minimise&?(s’) avecs’ € S,q (7-1)

Pour fixer les idées, si I'on étudie les vibrations forcées, a une pulsatgonnée,
d’une structure dont la relation de comportement est purement élastique, les relations de
comportement que I'on considére sont :

Ke(U) (7.2a)

g =
[ =—pw’U (7.2b)

ou K et p désignent respectivement le tenseur de Hooke et la masse volumigue du maté-
riau constitutif de la structur@.

Dans ce cas, I'erreur en relation de comportement associée a ces équations réputées
moins fiables s’écrit :

E(s) = o / (0~ Ke(U)) K" (0 — Ke(U)) A
Q
#(1=9) [ (L4 pa) 5 (L ) a0 (7.3)

ou~ est un coefficient qui permet de pondérer le poids de chaque résidu associé a une re-
lation de comportement donnée. L'expression précédente peut ensuite s’écrire sous forme
discrétisée grace a la méthode des Eléments Finis.

7.1.2 Prise en compte des donnees experimentales

Lorsque I'on est en présence de résultats d’essais, les données expérimentales ne
peuvent pas toutes étre considérées comme fiabléisconvient donc de redéfinir I'ad-
missibilité en tenant compte de ces nouvelles quantités. A titre d’exemple, on considére
une structure, soumise a un effort dont on mesure I'amplitude, et instrumentée de capteurs
qui enregistrent des données en sortie (déplacements, accélérations, déformations, .. .).

On définit alors comme quantités fiables :
— la pulsationw ;
— la position et la direction des actionneurs et capteurs.
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Les quantités moins fiables sont données par :

— les amplitudes des forces mesurées aux actionneurs;;

— les grandeurs de sortie aux capteurs, constituant un vecteur de dimension finie
contenant les valeurs discrétes des mesures.

Compte tenu de I'introduction de ces grandeurs expérimentales moins fiables, le ré-
sidu £%(s) doit étre augmenté d’'une erreur sur les amplitudes mesurées. L'erreur ainsi
construite est appelégreur en relation de comportement modifiée

Comme le traitement d’un signal temporel p&T et I'acquisition expérimentale par
balayage sinus procurent des données defgfesur une bande fréquentiellefin, wmaxl»
nous considérons que les données mesurées sont les déplacements a la pylgaiion
sont notéd/ . Le vecteur{ f} représente 'amplitude de la force mesurégiet le dé-
placement au droit des actionneurs. L'erreur modifiée fait intervenir toutes ces quantités
moins fiables :

2 2 r

(iU — U2 + 17} = {12 + 1} = @} (7.4)

our est un coefficient qui permet de quantifier la confiance que I'on place dans les me-
sures expérimentales, Htun opérateur de projection sur I'espace des degrés de liberté
mesures.

1—17r

La qualité d’'un modéle par rapport a un ensemble de résultats d’essais est alors
caractérisée par le résidu en erreur en relation de comportement modifiémtroduit
ci-dessus. La construction de celui-ci demande de résoudre le probleme suivant :

Trouvers = (U,o,L, {u},{f}) € 84
(7.5)

qui minimisee; (s') avecs’ € S

Notons l'introduction des variablgs:} et{f} représentant le déplacement et la force en

chaque point d’excitation du probléme considéré.

La solutions du probléeme de minimisation est ensuite introduite dans I'expression de
I'erreur en relation de comportement : la valeurdés) représente la qualité de vérifi-
cation des relations de comportement de la solutidille est donc représentative de la
gualité du modele supposé par rapport aux résultats d’essais.

La structure étant subdivisée en plusieurs sous-structures?, on peut écrire :

Els) = &.(s) (7.6)

EecQ

Le terme de droite représente la contribution de chaque sous-structure a I'erreur.

Afin de pouvoir utiliser simultanément plusieurs mesures obtenues pour différentes
valeurs de la pulsation d’excitation dans le cas de vibrations forcées, ou plusieurs modes
propres de vibrations dans le cas de vibrations libres, on introduit un facteur de pondéra-
tion p(w) > 0 tel que :

/Wmax plw)dw =1 (7.7)

min
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En pratiquep(w) = 0 presque partout, sauf aux valeurs de pulsations que I'on souhaite
étudier. On est alors en présence des contributions locales suivantes :

Wmax
2 2
Gals) = [ pw)tu(o)de (7.9
Wmin

Lerreur en relation de comportement modifi€e donne ainsi une mesure de la
gualité d’un modeéle par rapport a un ensemble de résultats d’essais au niveau global
mais aussi au niveau localll s’agit maintenant de préciser I'exploitation de ces deux
grandeurs utilisées en vue d’améliorer la qualité d’'un modéle.

7.1.3 Implémentation de la méthode

Le probleme de référence dépend d’un certain nombre de parametres sujets a caution,
comme les épaisseurs, modules d’Young ou coefficients d’amortissement par exemple ;
ces parameétres structuraux sont rangés dans un veceurespace correspondant est
noték. Le probléme consiste a trouver la valeur optimale:dkansk, c’'est-a-dire celle
qui donne la meilleure corrélation du modéle avec les eskaislémarche proposée
s’appuie sur une approche itérative dans laquelle chaque itération est décomposée
en deux étapes :

— une étape de localisation des zones les plus erronées;

— une étape de correction de ces zones les plus erronées.

Etape de localisation

Cette étape consiste a calculer I'indicateur laga} défini précédemment. La sélec-
tion des sous-structures les plus erronées se fait en retenant celles qui vérifient :

2 2 .
Sgr = 5%?%£ET (7.9)

aveco = 0,8 par exemple. Soi%Z I'ensemble des sous-structures vérifiand) et k,
I'ensemble des parametres des sous-structurés de

Etape de correction
Le probléme s’écrit :

Trouverk € k, minimisant :
k— J(k) (7.10)
k,— R

ou la fonctionnelle/ (k) est donnée par :
I = [ pwretdo

L'indicateure? représente I'erreur en relation de comportement modifiée définie a la
pulsationw a partir d’'un modele défini par les parametkes
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L'ensemblek, représente le sous-espace des parametres structuraux les plus erronés
définis dans I'étape de localisation. Le nombre de ces parameétres peut encore étre réduit
de deux manieres différentes :

— Soit par une connaissance de la structure qui permet de mettre en doute des éléments
structuraux difficiles @ modéliser tels que des éléments de liaison ou des amortisse-
ments mal connua priori ;

— soit par une analyse de sensibilité classique dans laguelle des paramétres ayant peu
d’influence sur la réponse sont éliminés.

A lissue de chaque itération, I'erreur est réévaluée et une nouvelle itération est ef-
fectuée si le seuil d’erreur requis n’est pas atteint. C’est cette procédure qui assure
la régularisation du probléme, car aucune régularisation n’est introduite comme il est
habituel de le faire dans les problemes inverses.

L'étape de localisation des zones les plus erronées est cruciale dans le cas de struc-
tures complexegdans lesquelles le nombre de paramétres est tellement important qu’une
étude de sensibilité sur tous les parametres du modeéle s’avere trés colteuse. La localisa-
tion préalable des zones les plus erronées permet de concentrer les efforts de correction
sur certaines zones et de s’approcher de maniére itérative du modéle offrant la meilleure
corrélation avec les mesures, en résolvant a chaque itération un probléme de minimisation
dans un sous-espace de tres faible taille.

On résume sur la figuré.1 la démarche adoptée pour le recalage d’'un modele dans
le domaine fréquentiel a partir d&RF ou de données modales. Dans un premier temps,
la qualité du modele?,, est évaluée sur la bande de fréquences d'intérét. Si l'erreur est
jugée trop élevée, on effectue une itération comprenant une étape de localisation basée sur
le calcul de¢Z - et une étape de correction qui consiste & minimigeen modifiant les
parametres des zones sélectionnées. Les itérations continuent jusqu’a atteindre le niveau
d’erreur requist?.

Données :

SMe initi - FRFs
’ Modele initial ‘ - Modes & fréquences propres

Etape de localisation

/ - calcul de zz par sous-structure
ET 2

Mesure de qualité 2 2

2 e < - Selection des zones ou EL—> &
- Calcul de g_  pour la structure| | >Tot™ 50
Tot max(EET)

Etape de czorrection

@ui -minimiser €

En corrigeant les paramétres sélectionnés
Stop

FiG. 7.1— Procédure de recalage
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7.2 Validation d’'un modéele simplifié de liaison

7.2.1 Présentation de la structure d’étude
Données expérimentales

Le cas d’étude est constitué de deux poutres droites de méme longueur reliées l'une
a l'autre a une extrémité par une liaison, et respectivement encastrée et libre a l'autre
extrémité. La structure expérimentale est simulée a I'aide d’un modéle Eléments Finis
détaillé dans le tableat 1. La liaison présente au milieu de cette structure est modélisée
par deux ressort&” et k, représentant respectivement une raideur en translation et une
raideur en rotation entre les deux nceuds des extrémités correspondantes des deux poutres;;
la structure ainsi simulée est schématisée sur la figure

Poutre Section Longueur Matériau Module d’'Young Masse vol. Modéle EF

1 1 x len? m aluminium  E =72GPa  2700kg/m® 50 éléments
2 1 x len? 1m aluminium  E =72GPa  2700kg/m® 50 éléments

TAB. 7.1— Caractéristiques du probléme de poutres reliées par une liaison

FIG. 7.2— Probléme de poutres reliées par une liaison

Les valeurs de raideurs au niveau de la liaison sont les suivantes :
K =7-10'N/m et k= 1000N.m/rad

Cette structure simulée nous permet de constituer la représentation d’'une réalité don-
née, pour laquelle on peut déterminer les pulsations propres et modes preppesi-
mentaux» associes.

Modéele théorique

Le modele théorique que I'on souhaite valider est lui aussi un modeéle Eléments Finis
qui présente les mémes caractéristiques matériaux que la stru@xpé&rimentale si-
mulée, & la différence prés que la liaison n’est pas considérée : la simplification effectuée
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dans ce modéle consiste donc a supposer que les deux poutres sont reliées par une liaison
encastrement parfaite. Néanmoins on garde a I'esprit I'existence de cette liaison au milieu
de la structure réelley.

7.2.2 Recalage du modele théorique a I'aide des données expérimen-
tales

Les données expérimentales sont constituées par les huit premiers modes propres et
pulsations propres de la structure étudiée. Un premier calcul de I'erreur globale en rela-
tion de comportement modifiée nous permet de déterminer une premiére estimation de la
gualité du modéele théorique a I'aide du terme faisant intervenir les résidus sur les relations
de comportement : on obtient alors une valeur :

& =4,35%

Une premiére étape de localisation est menée afin de déterminer les zones les plus
erronées du modéle théorique ; la figur&€ permet d’observer une forte contribution a
I'erreur des deux éléments de poutre encadrant I'emplacement de la liaison, ce qui est
conforme a nos attentes.

Premiére localisation
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Fic. 7.3— Premiére localisation dans le processus de recalage

Une phase de correction est menée sur les parameétres de raideur des deux éléments
gue I'on vient juste de sélectionner, et la minimisation de I'erreur modifiée entraine une
correction relative :

AKg = —-59%

Une nouvelle estimation de l'erreur globale en relation de comportement modifiée
nous conduit alors a:

& =1,26%
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L'étape de localisation associée, représentée sur la figdrenontre nettement les
contributions encore importantes des deux éléments encadrant 'emplacement de la liai-
son.

Deuxieme localisation
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FIG. 7.4— Seconde localisation dans le processus de recalage

Une nouvelle étape de correction sur les paramétres de ces deux €léments ne nous
apportant aucune amélioration, on peut conclure que cette stagnation de I'erreur est si-
gnificative de linsuffisance du modéle théorique utilisé a représenter le comportement
de la structurec réelle», et les fortes contributions locales au niveau de la liaison nous
indiquent naturellement la zonencorrecte; du modéele.

7.2.3 Reéduction des méconnaissances de base
Données expérimentales

Les données expérimentales sont constituées par les pulsations propres et modes
propres obtenus a partir de la simulation décrite dans le tabldawu que I'on n’est
en présence que d’'une seule structuexpérimentale simulée, on associe a chaque
quantité d'interét un intervalle de variation, de la forfieAa; | ou [-Aag,; 0], que
I'on ne souhaite pas probabiliser.

Modele initial de méconnaissances

Un découpage intuitif en sous-structures de la structure étudiée nous permet de déga-
ger trois groupes d’éléments : le grouge comprenant les deux éléments situés autour
de la liaison, est encadré par les groupé®t ¢3, comptant chacun 49 éléments. La si-
tuation est représentée sur la figure. Le modele théorique déterministe considéré est le
modele recalé dans le paragraphe précédent.
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\_/\/

Groupe g1 Groupe g3
(49 éléments) (49 éléments)
Groupe g2

(2 éléments)

FiG. 7.5— Définition des sous-structures du probléeme

Le modele initial de méconnaissances de base est précisé dans le fablean
estime que les seules incertitudes sur les poutres sont dues aux dispersions matériaux,
d’ou I'hypothése d’'une loi normale pour les groupgset ¢3; au niveau de la liaison
par contre, aucune loi de probabilité n’est supposée, vu que I'on considere que le modele
théorique est tres approché.

Moments statistiques relatif
(1 : moyenne b : écart type)

Groupes Loi Domaine

choisie

—mE : mE

[ °]
gl normale [—0,25;0,25] w=0,00/0c=0,097
g2 pas de loi [—0,25;0, 25 aucun
g3 normale [—0,25;0,25] w=0,00/c=0,097
TAB. 7.2— Modeéle initial ( , ) de méconnaissances de base dans le cas des poutres

reliées par une liaison

Mise en ceuvre du processus de réduction

L'observation des différentes énergies de déformation modales pour les trois groupes
permet de sélectionner I'information expérimentale la plus pertinente pour la réduction de
la méconnaissance de base sur chaque groupe. Les réductions successives sont précisées
dans le tablead.3; on remarquera en particulier que I'on a mené la réduction sur les
groupey1 et g3 simultanément a partir des informationgxpérimentales correspon-
dant au troisiéme mode.

Données Méconnaissances apres réduction
expérimentales  Loi [~y T Caractéristiques
gl etg3 Mode 3 normale [—0,000;0,000] x =0,000/0 = 0,000
g2 Mode 1 pas de loi [—0,000; 0, 013] aucune

TAB. 7.3— Résultats de la réduction des méconnaissances de base dans le cas des deux poutres
reliées par une liaison
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La seule méconnaissance non nulle concerne le greipeest-a-dire les deux élé-
ments situés de part et d'autre de la liaison entre les poutres ; plus précisément, I'intervalle
résultant de la modélisation supposée déterministe des méconnaissances de base sur ce
groupe permet de préciser un écart résiduel de 1,3 % vis-a-vis de I'énergie de déforma-
tion modale associée au modele théorique. Il est intéressant de noter la correspondance
de cette valeur avec I'erreur en relation de comportement résiduelle obtenue aprés le pro-
cessus de recalage présenté dans le paragraplaea savoir une contribution de 1,26 %
concentrée dans les deux éléments du greipe

Ainsi, I'erreur résiduelle apres recalage traduit bel et bien une méconnaissance
du modele théorique utilisé vis-a-vis de la réalité simuléeit est intéressant de constater
la similarité des valeurs obtenues. Bien slirsein de la démarche générale de valida-
tion de modeles, la théorie des méconnaissances va plus loin que les techniques de
recalage,vu qu’elle permet de manipuler un modele imparfait par rapport a la réalité afin
d’obtenir des valeurs predictives sur des quantités d’intérét données, et ce simplement en
enrichissant le modele déterministe recalé avec les méconnaissances de base déterminées
lors du processus de réduction. La démarche utilisée permet donc d’étendre tres facile-
ment le champ d’application du modele initial.
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CHAPITRE 8

Application
de la théorie des méconnaissances
a un cas industriel

Il Ny a rien de plus beau qu’une clef tant que I'on ne sait pas ce qu’elle ouvre.
Maurice Maeterlinck
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8. Application de la théorie des méconnaissances a un cas industriel

Dans ce huitiéme et dernier chapitre est présentée I'application de la théorie des mé-
connaissances a un véritable cas d'étude industriel : le support de satellites SYLDAS
contenu dans le lanceur Ariane 5 développé par le groupe EAD®Pean Aeronautic
Defence and Space compamy étudié de fagcon détaillée dans[Loch2003. Le pro-
cessus de réduction des méconnaissances de base est mené a l'aide de résultats d’essais
expérimentaux sur la structure réelle.

8.1 Structure industrielle étudiée

8.1.1 Présentation du SYLDAS

Le SYsteme de Lancement Double d’Ariane 5 (SYLDADS) est un support contenu dans
la coiffe du lanceur qui permet a ce dernier de mettre en orbite deux satellites lors d’'un
méme lancement : une premiere charge utile prend place au-dessus du SYLDAGS tandis
gu’une deuxieme charge utile est a l'intérieur, comme représenté sur ladigure

SYLDA 5

(a) Lanceur Ariane 5 (b) SYLDADS et charges utiles

FiG. 8.1- Principe du support SYLDAS

Cette structure est réalisée par un assemblage de cbnes et de cylindres en compo-
site sandwich, dont la peau est faite de stratifiés en carbone/époxy, et 'ame«asten
d’abeille» (NIDA) d’aluminium. Les différentes parties sont reliées par des liaisons col-
lées, a part la liaison boulonnée disysteme de Séparation du SYLDAZSSS) ; cette
liaison, représentée sur la figuse2, contient le cordon pyrotechnique permettant de sé-
parer le SYLDAS du lanceur avant le lancement de la charge utile basse.
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FiG. 8.2— Constitution du SYLDA5
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FiG. 8.3— Protocole d’expérimentation du SYLDAS
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8.1.2 Description des mesures expérimentales effectuées

Une campagne d’essais a été menée en 1998 par IABG pour DASA/Dornier ('’Agence
Spatiale allemande) sous contrat avec le Centre National d’Etudes Spatiales. L’'ensemble
testé met en jeu, de haut en bas :

— une structure représentantdaharge utile haute (CUH), composée d’'un cylindre

nervuré en acier de 3,3 tonnes, surmonté d’une poutre en acier de 1,35 tonne;;

— I « adaptateur de charge utileg(ACU), qui est un anneau en aluminium réalisant

la liaison entre le SYLDAS et la CUH;;

— le SYLDADS proprement dit;

— la liaison avec le sol, composée d’'un anneau en aluminium.

Toutes ces structures sont reliées les unes aux autres par des liaisons boulonnées ; la hau-
teur totale de 'ensemble est d’environ 10 metres, pour 5 metres de diametre.

Deux types d’essais ont été realiseés :

— un balayage en fréquence d’excitation forcée, avec 110 capteurs et 5 pots vibrants;

— une appropriation modale avec 260 capteurs et 5 pots vibrants.

La configuration de test, ainsi que le positionnement des différents capteurs, sont repré-
sentés sur la figurd.3. Il est important de noter que le sol de la salle d’expérimentation

a vibré de fagon non négligeable lors des mesures, ce dont on tiendra compte dans le
modele associé.

8.1.3 Modele associé

Le modeéle Eléments Finis associé utilise des éléments plaques pour les parties cylin-
driques et coniques, et des éléments poutres pour les différentes liaisons collées, ainsi que
pour la liaison boulonnée SSS.

Le matériau sandwich constituant le corps du SYLDAS est modélisé par un matériau
orthotrope dont les caractéristiques ont été déterminées par homogéneéisation des plis de
composite et de 'ame en NIDA d’aluminium. Les nervures de la CUH n’ont pas été
reproduites géomeétriquement dans le modele ; c’est pourquoi un matériau orthotrope est
utilisé dans le modele afin de représenter les raideurs dans les différentes directions du
cylindre.

Comme on l'avait souligné dans le paragraphe précédent, le sol de la salle d’expéri-
mentation s’est déformé de facon sensible lors de la réalisation des mesures. Il a donc
eté décidé de modéliser d'une fagcon extrémement simple le sol a I'aide d’'un ressort
ayant trois raideurs en rotation et une raideur en translation longitudinale ; de plus, une
contrainte de mouvement de corps rigide est ajoutée a tous les nceuds de la base en contact
avec le sol.

Du fait du grand nombre de matériaux et de sous-parties en présence, le modeéle Elé-
ments Finis est divisé en 32 sous-structures, dont les caractéristigues matériaux sont défi-
nies par 64 parametres différents de masses et raideurs ; il comporte au final 9728 éléments
et 27 648 degrés de liberté. C’est pourquoi une base modale de réduction, composée des
40 premiers modes propres et des 265 modes statiques associés aux excitateurs et aux
capteurs, est utilisée afin de diminuer les codlts de calcul.

136 Sur une théorie des méconnaissances en dynamique des structures



8.2. Recalage du SYLDA5S

Les premiers modes propres associés a ce modeéle sont représentés surdalfiigse
modes de flexion sont doubles a cause de I'axisymétrie de la géométrie et des matériaux.
On peut ensuite observer des modes d’ovalisation du SYLDA et de la CUH.

flexion 1 longitudinal flexion 2 torsion

5,169 Hz 2218 Hz 25,65 Hz 27,78 Hz

FiG. 8.4— Premiers modes propres théorigues de I'ensemble d’étude du SYLDAS

8.2 Recalage du SYLDAS

Le recalage résultant de la confrontation entre les prédictions du modele et les résultats
expérimentaux modaux décrits dans le paragraphe précédent est mené a 'aide du concept
de I'erreur en relation de comportement modifiée, déja présenté dans le paragfaphe
les résultats de ce recalage modal proviennent du travallpch2003 auquel on pourra
se référer pour plus de détails, ainsi quBaftheet al. 2004.

8.2.1 Itérations du recalage

La qualité initiale du modele est donnée par I'erreur en relation de comportement
totale &%, égale & 12,4 % les valeurs de I'erreur en relation de comportement pour
chacun des modes, ainsi que le détail des écarts relatifs en frégiignasmnt donnés
pour les dix premiers modes dans le tabl&als les valeurs dMAC!, non précisées ici,
sont déja excellentes (plus de 95 %). Mis a part les modes 7 et 8, tres mal représentes,
I'erreur initiale sur chague mode est inférieure a 10 %.

!Le MAC (Modal Assurance Criterioen anglais) est un critére de corrélation modéle-essais trés utilisé,
car simple a implémenter. |l est défini par :

MAC(3., 6. ) = 5.9y
TP (309N )

L j expL-j exp

Une corrélation parfaite entre deux modes résulte eMAQ égal & 100 %.
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Avant d’effectuer la premiere itération du processus de recalage, les valeurs mesurées
en certains points sont retirées : elles proviennent de capteurs présentant une contribution
trés élevée au niveau du terme d’erreur sur les mesures, et pour lesquels une étude attentive
des résultats délivrés a permis de conclure a leur défectuosite.

La premiéere étape de localisation met en évidence des défauts de modélisation au
niveau de la liaison entre 'ACU et le SYLDAS, ainsi que sur la CUH, comme on peut
le constater sur la figure.5. Les parameétres correspondants sont ensuite corrigés ; leurs
nouvelles valeurs sont mentionnées dans le tatieau

It. Initial(0) 2 3 4 5
Modes ¢ Af 3 Af 3 Af S Af Af 3 Af
(%) (%) () (%) () (%) (%) (%) () (%) (%) (%)
1 345 -351 265 -269 024 028 205 205 167 186 1,26 -1,35
2 325 -331 246 -249 039 037 219 215 154 143 1,25 -1,18
3 510 -524 4,06 -414 040 -040 149 148 149 148 0,18 0,18
4 10,29 -10,85 9,78 -10,29 9,03 -948 4,09 -415 4,28 -422 061 0,52
5 9,86 -10,39 936 -9,83 861 -899 366 -375 3,76 -3,98 0,18 0,22
6" 347 345 191 190 010 0,10 2,66 263 0,00 000 096 -095
7 27,15 2360 1,27 127 127 127 336 330 271 267 3,39 -334
8 27,77 24,09 192 190 1,92 190 400 3,92 336 330 4,04 -39
9 1,78 -1,79 0,09 -0,09 009 -0,09 002 0,02 010 -0,10 0,04 0,04
10 1,24 -124 044 044 044 044 055 055 043 043 0,50 -0,50
ot 12,39 4,32 3,69 2,62 2,27 1,66

* Nouvelle étape de correction a la suite de la prise en compte de masses additionnelles dans le modéle
T Mode permuté avec les modes 4 et 5

TAB. 8.1- Erreur en relation de comportement et erreur en fréquence pour les dix premiers
modes propres du SYLDAS

Un nouveau calcul de I'erreur totale en relation de comportement peut alors étre
mené ; il conduit & une erreur résiduelle de 4,32 %, pour laquelle les contributions se
situent essentiellement au niveau des parametres du modele simplifié du sol, ce qu’on ob-
serve sur la droite de la carte de localisation de la fi§ube ces parametres sont ensuite
corrigés, et le processus itératif de recalage peut encore étre mené a plusieurs reprises.
Les corrections successives de parametres sont données dans le&adhlaimsi que les
niveaux de I'erreur pour chaque mode dans le tabfeau

8.2.2 Bilan du recalage

Les différentes étapes du recalage que I'on vient de préciser illustrent bien la démarche
de validation de modeles qui est menée par étapes successives, et qui permet de juger des
approximations faites lors du choix des modéles constitutifs.

Ainsi, les principaux parametres qui ont été corrigés correspondent a ’ACU et au sol,
mais aussi a la CUH. On avait déja évoqué pour cette derniere le choix d’'une modélisa-
tion orthotrope du matériau plutét que d’'une représentation géométrique des nervures;
les valeurs forfaitaires initiales de raidelif pour les éléments cogues associés ont été
fortement corrigées, notamment lors de la premiére étape de correction.
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(a) Premiére localisation (b) Deuxiéme localisation

FiG. 8.5— Premiéres étapes de localisation lors du recalage du SYLDAS

Itérations 0 1 2 3 4 5*
ACU poutre 1 0 0,76 1,13
E; 1 0,57 0,67
E, 1 1,56 1,84
Gha 1 1,79 2,93
lashing 1 0,09 0,05
1 0,25 0,41
1 0,39 0,41 0,48
, 1 0,40 0,47 0,54
R, 1 1,23 1,88 3,75
CUH plaquesF; 1 6,36 6,51 6,51
poutre 1 0,84 0,85
Etor (%0) 12,39 4,32 3,69 2,62 2,27 1,66

Les quantités indiquées sont des fractions des valeurs initiales des paramétres
* Nouvelle étape de correction a la suite de la prise en compte de masses additionnelles

TAB. 8.2— Corrections successives des paramétres du modéle

Les parametres de raideur pour le modéle du sol ont été corrigés lors de la seconde ité-
ration ; la encore, les valeurs initiales de ces derniers avaient été grossierement estimées.

En ce qui concerne I'ACU, cette sous-structure complexe de liaison a été modélisée
avec des éléments coques orthotropes et des éléments poutres, afin de représenter correc-
tement le comportement de la liaison avec des paramétres de raideur équivalents. Une fois
encore, il est logique que les paramétres associés aient été corrigés a plusieurs reprises.
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Apres la quatrieme étape de correction, les contributions a I'erreur résiduelle se si-
tuent essentiellement au niveau des parametres de raideur du sol, et I'erreur totale est
relativement basse (2,27 %). Néanmoins, aprés I'obtention de ces résultats, une vérifi-
cation du modele a montré I'absence de prise en compte du matériel d’expérimentation
utilisé pour I'acquisition des mesures; des modifications concernant les paramétres de
masse de certaines sous-structures ont donc été apportées, et une nouvelle itération a éte
menée, entrainant la correction de I'ensemble des parametres précédemment impliqués,
correction qui s’est toutefois révélée sensible seulement sur les parameétres de I'ACU.

8.3 Reéduction des méconnaissances de base du SYLDAS

Nous déterminons maintenant les méconnaissances de base présentes sur les diffé-
rentes sous-structures du SYLDAS grace aux mesures expérimentales disponibles.

8.3.1 Données du probléme
Données expérimentales

Les données expérimentales sont composées des résultats de I'appropriation modale
effectuée sur la structure de test dans la configuration décrite sur ladigux& que I'on
n'a en fait qu’'une seule structure expérimentale, on associe a chaque quantité d’intérét
expérimentale un intervalle de variation, du tyjpeAa, ] ou [-Aag, ; 0], que I'on ne

souhaite pas probabiliser. Ici, seules les pulsations propres sont considérées.

Modéle initial de méconnaissances de base

Le modéle Eléments Finis obtenu aprés la procédure de recalage décrite dans le pa-
ragraphe précédent sert de base a la détermination des méconnaissances de base les plus
représentatives de la réalité : il constitue le modele théorique déterministe.

Afin de se placer dans le cadre de la théorie qui vise a globaliser I'effet des incertitudes
a I'échelle des sous-structures, nous regroupons ces derniéeres en quatre grands groupes
distincts, représentés sur la figé :

— le groupey1 est associé a la CUH;

— le groupey2 correspond a 'ACU ;

— le groupey3 est le SYLDAS proprement dit;

— le groupeg4 est associé au modele de sol.

En ce qui concerne le modéle initial de méconnaissances de base, on suppose que
les seules incertitudes présentes dans les grapipetsy3 sont les dispersions matériaux,
d’ou le choix de lois de probabilité de type normal ; pour les liaisons, modélisées de fagcon
guelque peu simplifiée, on suppose des lois de type uniforme. Les méconnaissances de
base initiales sont résumées dans le tabkaul’étendue des lois a été choisie de telle
facon que les méconnaissances effectives encadrent largement les valeurs expérimentales
correspondantes.
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8.3. Réduction des méconnaissances de base du SYLDAS

il  ~<——— CUH = groupe g1

ACU = groupe g2

SYLDA5 = groupe g3

~——— 30l = groupe g4

FiG. 8.6— Détail des groupes de sous-structures utilisés dans le processus de réduction des mé-
connaissances de base du SYLDAS

Groupes  Loi Domaine

Moments statistiques relatif:
—mg%mE % (u: moyenne b : écart type)
—0,20; 0, 20] w=0/0=0,078
—0,20; 0, 20] uw=0/0c=0,115
]
]

choisie
gl normale

l—|r—v|—||—||—|

g2 uniforme
93 normale [0, 20;0, 20 w=0/0c=0,078
g4 uniforme [—0, 50; 0, 50 w=0/0=0,289
TaB. 8.3— Modele initial , ) de méconnaissances de base pour le SYLDA5

8.3.2 Processus de réduction des méconnaissances de base
Mise en ceuvre du processus

Conformément a la stratégie précisée dans le paragfaphes données expérimen-
tales pertinentes pour la réduction de la méconnaissance de base sur une sous-structure
donnée sonttelles que I'énergie de déformation associée est caractérisée par une contribu-
tion prépondérante de la part de cette sous-structure. Les parts respectives de ces dernieres
sont représentées sur la figi€.

On précise dans le table@u dans quel ordre et avec quelles données est réalisée
la réduction, ainsi que les méconnaissances de base obtenues aprés réduction. Les coef-
ficients de représentativijé; sont pris égaux a 1. Trois itérations ont été menées avant
d’obtenir les méconnaissances réduites répertoriées dans le tableau.
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8. Application de la théorie des méconnaissances a un cas industriel

Og7 @g2 Eg3 Mg4

100% -

90% 1

80% 1

70% |

60% 1

50% | _—
40% 1 _—
30% - -
20% 1 _—
10% | _—

0% : : :

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6 Mode 7 Mode 8

FiG. 8.7— Energies de déformation modales par groupe pour les huit premiers modes du SYLDA5S

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales Loi [—g; Mg Caractéristiques
normale [—0,016;0,000] x = —0,008/¢ = 0,003

gl normale [0, 000; 0, 144] w=0,072/0=0,028
g4 uniforme [0, 000; 0, 435] uw=0,218/ 0 =0,126
g2 uniforme [—0,060;0,000] © = —0,030/0 = 0,012

TaAB. 8.4— Résultats de la réduction des méconnaissances de base du SYLDA5S

Prise en compte d’'une forte méconnaissance

Ces résultats montrent en particulier que le grogpeorrespondant au modéle sim-
plifié du sol est caractérisé par une méconnaissance de base tres dispersée, ce qui suggéere
de recommencer a zéro le processus de réduction des méconnaissances a l'aide des ex-
pressions tenant compte ded#orte » méconnaissance sur le groupk afin de vérifier
ou non la validité des calculs précédents. La base de réduction utilise les huit premiers
modes propres du modéle déterministe ; les tres bonnes valeurs de MAC entre ces modes
théoriques et les modes expérimentaux correspondants suggerent que le choix de cette
base de réduction est valide et n’aura pas d’effet majeur sur le processus de réduction.

Les différentes itérations sont précisées dans le talegul’ordre des réductions
successives n'a pas évolué en raison de la tres faible influence de la forte méconnaissance
dans l'estimation des contributions des autres groupes dans les énergies de déformation.
C’est aussi pour cette raison que les méconnaissances aprés réduction pour ces groupes
sont les mémes que celles obtenues sans prendre en compte la forte méconnaissance.
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8.3. Réduction des méconnaissances de base du SYLDAS

Données Méconnaissances apres réduction

expérimentales Loi [—mg; M) Caractéristiques
normale [—0,016;0,000] 4 = —0,008/¢ = 0,003

gl ) normale [0,000;0,144] p=0,072/0 = 0,028
g4 ) uniforme [0, 000;0, 521] uw=0,261/0=0,150
g2 op) Uniforme [—0,060;0,000] = —0,030/0 = 0,012

TAB. 8.5— Résultats de la réduction des méconnaissances de base du SYLDAS, avec prise en
compte de la forte méconnaissance sur le modéle associé au sol

La méconnaissance de base associée au sol est caractérisée par une loi un peu plus
dispersée que celle déterminée dans le tatlegua différence est suffisamment sensible
pour que I'on puisse estimer que I'hypothése de forte méconnaissance doit étre retenue
pour tous les calculs menés a propos du SYLDADS.

Quelques commentaires sur les valeurs de méconnaissances de base obtenues

Les résultats confirment la trés bonne qualité du modeéle du SYLDAS proprement dit
(groupeg3), dont les coefficients associés a la description du matériau avaient été obtenus
par homogénéisation : le niveau de méconnaissance de base obtenu (1,6 %) est proche
de la valeur finale de I'erreur résiduelle totale (1,66 %), ce qui semble juste vu que l'es-
sentiel de I'énergie de déformation pour chaque mode étudié provient du graupe
note également la bonne représentativité du modele de I'ACU (grg)ppour lequel le
processus de recalage a permis de trouver les meilleures valeurs des paramétres de raideur
équivalente.

En ce qui concerne les deux autres groupes, si I'on n’est que peu surpris de la forte
valeur de la méconnaissance de base (52,1 %) sur le modéle du sol (gtpupela sim-
plicité de la modélisation utilisée et le faible poids énergétique associ€, on peut s’étonner
du niveau relativement élevé (14,4 %) de la méconnaissance sur la CUH (groupe
Cependant, quelgues remarques s’'imposent : le modéle associé au gragtesolon-
tairement simplifié, les nervures n’étant représentées que par leur influence sur la rigidité
de la sous-structure, et on constate d'ailleurs que les modes qui font le plus intervenir
eénergétiqguement la CUH, comme les modes 7 et 8 par exemple, sont ceux qui sont encore
les plus erronés apres les cing itérations entreprises ; finalement, le niveau obtenu pour le
groupegl semble logique.

Capacité de prédiction

Afin de vérifier la qualité des méconnaissances de base obtenues a I'aide du processus
de réduction, on compare dans le tabl@atiles valeurs expérimentales a 99 % avec la
méconnaissance effective associée a la premiére pulsation propre de la structure ; en effet,
on n'avait pas utilisé I'information associée a cette quantité d’'intérét dans le processus de
réduction des méconnaissances.
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8. Application de la théorie des méconnaissances a un cas industriel

Les prédictions obtenues avec le modele de méconnaissances déterminé plus haut
sont en bon accord avec les valeurs expérimentales correspondantes, ce qui montre la
représentativité du modele vis-a-vis des données expérimentales disponibles.

— Aw?

imod) ¢

1 1,02.103 [1,02. 10%1, 05. 10°] [1,01.103,1,06.103]

TAB. 8.6— Comparaison modele-expérimental pour la premiére pulsation propre du SYLDAS

Au final, la théorie des méconnaissances nous a permis de quantifier tres facilement, et
avec un colt de calcul peu important, la qualité des différents modéles des sous-structures
constitutives de la structure industrielle étudiée, mais aussi d’enrichir le modeéle théorique
initial & I'aide du concept de méconnaissances de base, afin de calculer facilement des
prédictions sur des quantités d’intérét données.

La méthode permet aussi de nous orienter vers les améliorations qu’il faudrait peut-
étre apporter aux modeles, ainsi que vers les nouvelles expérimentations envisageables
afin de mieux comprendre le comportement de la structure.
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meeseeessssssssss CONCLUSION  —

Dans ce mémoire a été exposeée dans le détail la théorie des méconnaissances, dont la
finalité est de proposer un concept permettant d’utiliser un modele, aussi imparfait soit-il
par rapport a la réalité, afin d’obtenir des informations prédictives sur toutes sortes de
guantités d'intérét.

Un premier point a défini précisément le concept de méconnaissancainsi, notre
modélisation consiste a enrichir un modele théorique déterministe de quantités, appe-
lées méconnaissances de base, qui permettent de globaliser a I'échelle des sous-structures
I'ensemble des incertitudes présentes dans la réalité étudiée. Divers outils mathématiques
facilitant la description des méconnaissances de base ont été également introduits, et dif-
férents types de lois de probabilité ont été proposés, puis éprouvés dans la suitieeou
premiére contribution a permis de montrer la facilité de la mise en ceuvre d’une pro-
pagation des méconnaissances de baséin de déterminer pour des quantités d’intérét
courantes en dynamique des intervalles de variation dont les bornes sont probabilisées, et
ainsi d’obtenir des informations prédictives sur la réalité observée.

Nous nous sommes alors intéressés a la détermination des méconnaissances de
base les plus représentatives de la dispersion constatée expérimentalement sur la
famille de structures étudiées, ce qui constitue notre seconde contributioblne tech-
nique dite de réduction a été mise en place afin de partir d’'une description majorante,
définiea priori, des méconnaissances de base sur les différentes sous-structures, et de re-
duire ces dernieres a I'aide d’informations expérimentales pertinentes. Les grandes lignes
d’une stratégie générale ont été dégagées, afin de pouvoir optimiser la détermination de
ces méconnaissances de base, et ont été éprouvées avec Succes sur un premier exemple
académique.

Nous avons aussi cherché a placer la théorie des méconnaissances dans la démarche
générale de validation d’'un modéle mécanique ; nous avons ainsi traité I'exemple d’'un
modele de liaison trés simplifié par rapport a la réalité des phénomenes en appliquant
une technique classique de recalage a partir des données expérimentales disponibles, qui
utilise le concept de I'erreur en relation de comportement modifiée. Nous avons alors
constaté que I'erreur résiduelle présente a la fin du processus de recalage, sans qu’aucune
correction de parametre ne soit encore possible, était parfaitement décrite par le niveau de
méconnaissance de base sur le modéle de liaison concerné.

Enfin, notre derniére contribution a consisté a appliquer notre stratégie de réduc-
tion des méconnaissances de base a un exemple de structure réellsavoir le support
de satellites SYLDAS du lanceur Ariane 5; nous avons ainsi pu conclure sur les qualités
respectives des différents modéles de sous-structures employés.

L'ensemble de ce travail a donc permis de juger I'apport de la théorie des méconnais-
sances dans le domaine de la validation de modéles; elle rend en effet possible I'évalua-
tion de la dispersion de quantités d’intérét définies pour une famille de structures prati-
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guement identiques, en associant a un modéle théorique déterministe, pourtant imparfait
par rapport a la réalité des phénomenes présents dans les structures étudiées, une descrip-
tion des méconnaissances de base sur I'ensemble des sous-structures constitutives de ces
structures.

Dans cet état des lieux tres positif subsistent toutefois quelques éléments susceptibles
d’étre améliorés.

Tout d’abord e choix des lois de probabilité pour la modélisation des méconnais-
sances de base doit étre étudié de maniére plus approfondiéin de déterminer s'il est
possible de le justifier de fagon plus rigoureuse, et également afin d’améliorer la préci-
sion des résultats de la propagation de ces méconnaissances a travers le modele. De plus,
comme nous avons montré le positionnement de la théorie des méconnaissances vis-a-
vis de la trés vaste famille des différentes méthodes mathématiques de modélisation de
I'incertitude, il est peut-étre envisageable d’approfondir la fagcon de représenter l'incerti-
tude dans notre domaine du calcul de structures en mécanique, et par la-méme proposer
d’autres pistes mathématiques pour la modélisation des méconnaissances de base.

Ensuite,nous avons juste esquissé dans notre sixieme partie le réle du coefficient
de représentativité dans le processus de réduction des méconnaissances de base;
nous avons vu dans un exemple académique traitant des vibrations de flexion d’'une plaque
orthotrope la nécessité de quantifier a quel point les données expérimentales utilisées dans
le processus de réduction permettent une vision juste des méconnaissances de base pré-
sentes dans la sous-structure considérée. Nous avons néanmoins constaté combien il est
difficile de fixer la valeur de ce coefficieatpriori, et il serait donc intéressant de mener
des études complémentaires dans cette voie.

Enfin, il nous faut citer les tres nombreuses perspectives associées a la méthode. Pour
le moment, la théorie des méconnaissances ne permet de prendre en compte que des incer-
titudes concernant les rigidités structuralé$gut maintenant envisager son extension
a la description des méconnaissances concernant les excitations et I'environnement
incertain entourant les structures réelles.De telles extensions devraient permettre de
traiter, a I'aide du concept de méconnaissances, des cas d’études qui reléevent de la concep-
tion robuste, autrement dit des problemes de dimensionnement et d’optimisation en pré-
sence d'incertitudes de toutes sortes.

Une autre voie d’études complémentaires est liée a I'évaluation de la pertinence
des données expérimentales que nous avons eu I'occasion de mener dans le proces-
sus de réduction des méconnaissancdkserait intéressant d’approfondir cette évalua-
tion, afin de pouvoir déterminer quels essais, complémentaires de ceux dont on dispose
déja, permettraient de réduire au mieux la méconnaissance attachée a un modeéle de sous-
structure donné. Il serait alors possible d’établir une stratégie du choix des meilleurs essais
a effectuem priori sur une structure donnée, permettant ainsi une optimisation importante
des codts liés a I'expérimentation.
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ANNEXE A

Calcul de la méconnaissance effective
sur un mode propre :
guelgques complements

N’importe quelle idée semble personnelle dés qu’on ne se rappelle plus a qui on
I'a empruntée.

Jules Renard
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A. Calcul de la méconnaissance effective sur un mode propre

Dans cette annexe, on indique de facon précise comment est calculée la méconnais-
sance effective sur la valeur en un degré de liberté d’'un mode propre : c’est en particulier
I'obtention du vecteul/ traduisant la sensibilité au premier ordre d’'un mode propre qui
est détaillee. On déduit également de cette derniére un mode de calcul de la méconnais-
sance effective sur la projection d’'un mode propre selon une direction donnée.

On rappelle que toutes les quantités qui sont surmontées d’un trait horlz,ﬁ)rmar
exemple, concernent le modéle déterministe, sans pour autant signifier que ce modéle est
un modele moyen.

A.1 Expression de la sensibilité au premier ordre d’'un
mode propre
Comme on I'a évoqué dans le paragraptie 2 le calcul de la méconnaissance sur la
valeur en un DDL d’'un mode propre nécessite de pouvoir exprimer la variation du mode
entre le modéle avec méconnaissances et le modele déterministe.

Pour cela, le point de départ est le probléme aux valeurs propres qui permet de déter-
miner pulsations propres et modes propres : on a, d'une part pour le modele théorique,

(K-wiM) ¢ =0 (A.1)

et d’autre part, pour le modéle avec méconnaissances,

(K —wlpoaM) ¢, =0 (A.2)

Limod

et les deux modeles sont reliés par :

K = K+AK (A.3a)
M = M (A.3Db)
w?mod = w +Awlm0d (A.3¢)
Diod = (b + <Z>Zmod (A.3d)

En injectant A.3) dans A.2), on obtient :
(K + AK — (@ + Al )M) (6, + A0, ) =0 (A.4)

gue I'on peut écrire, aprés simplification avec I'équatiari, et avec une approximation
au premier ordre, sous la forme :

Z(@)Ad,, = B@) (A.5)

ou :
Z@) — (K- o'M) (A6)
E(wz> - = (AK - AWizmodm) éz (A7)
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A.l. Expression de la sensibilité au premier ordre d’'un mode propre

Or, de par la définition du probleme aux valeurs propres)(pour le modele détermi-
niste, la matric& est singuliére ew,, donc cette équation n’a pas forcément de solution;;
en fait, des solutions existent si et seulement si :

. B(@,) =0 (A.8)
ce qui se réécrit comme :
6, Mg, A2, = 6, AKS, (A.9)

Dans le cas particulier ou les modes propres sont normalisés par rapport a la matrice de
masseg@i = 4;;), on retrouve |'expression au premier ordrede? ., utilisée dans

le calcul de la méconnaissance effective sur une pulsation propre, présenté dans le para-
graphe5.2.1

Dans le cas ou la conditioh.8 est respectée, les solutions de I'équati@érb) sont de
la forme générale :
A?i mod %z T a@i (A.10)
ou 1; est une solution particuliére, pour laquelle généralement on impose nulle une co-
ordonnée donnéd\lson1974. On peut donc éliminer la ligne et la colonne correspon-
dantes afin d'inverser facilement une matfi€®,) de taille(n — 1) x (n — 1).
La valeur deu; est alors liee au choix de la condition de normalisation utilisée pour
les modes ; ici, on choisit :
mgxé_bki = e = 1 (A.11)

Cette condition de normalisation, reportée également pour les modes propres du modéle
avec méconnaissances, implique gue cimeq = U, €t si I'on impose pour la solution
particuliéregk*i = 0, on aboutit nécessairementa= 0, etdonc a :

A¢

Z7¢mod

=, (A.12)

Si lI'on s’intéresse a laieme coordonnée du mode, on obtient finalement :

AGimoa = Vi = LT AKS, (A.13)
avec :
Ul =11 (PTZ*—1P> <_T 1 _ M@E — In) (A.14)
¢; Mg,
oul, estla matrice identité de dimensionx n et :
[ Le—10] O B
P_( 0 QIn_k*) et TI=(0---0[1/0---0) (A.15)

Pour que les trois termes du produit {3) soient d’ordres de grandeur comparables,

on normalise également le charfipen posantU* = %Q, avecU = max; |U;|, d'ou :

U = U T(UAK)S

i

(A.16)
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A. Calcul de la méconnaissance effective sur un mode propre

C’est finalement ce chamip* qui sert a déterminer la méconnaissance effective sur
la valeur au DDLE duiéme mode propre, comme précisé dans le paragraphe

Dans le cas de modes multiples, la méthode présentée ici n’est plus valable directe-
ment, mais de nombreuses références traitent cette situation, cddhiane gt Jayasuria
1997 ou [Zhang et Weil993.

A.2 Calcul pratique de la méconnaissance effective sur
la valeur en un degreé de liberté d’'un mode propre
dans le cas de structures a grand nombre de degrés
de liberté

Dans le cas de structures industrielles, pour lesquelles le nombre de DDL est souvent
tres important (de I'ordre de plusieurs milliers), le calcul de chaftpaduisant la sensi-
bilité au premier ordre d’'un mode propre donné s’avére trés colteux s’il est réalisé selon
la méthode décrite dans le paragraphe précédent.

Classiqguement, on utilise une base de réduction qui permet de traiter un probléme
de dimension bien plus faible : les modes du modéle avec méconnaisg%rggeont
cherchés sous la forme = = Tgf‘mod, avecgf‘mod solution du probleme aux valeurs
propres :

T" (K — w}poqM) Tol =0 (A.17)

Zimod
ouT est la matrice de réduction, de dimensiocnn avecr < n, généralement constante.
Une expression similaire peut s’établir pour le modéle théorique déterministe.

On peut alors procéder de la méme fagon que pour le systéme de taille compléte pour
déterminer la variation dieme mode propre; on aen effdty = TAQ?mod avec :

At =yt ad (A.18)

L4mod

ety est la solution particuliére de :

Z'@)Ad",, = B (@) (A.19)

ou:
Z'@,) = T" (K—@’M)T (A.20)
BYw) = ~TT(AK - Aw?, M) TG, (A.21)

La formule de Nelson décrite précédemment pour le systeme complet peut tout a fait
s’appliquer directement au probléme réduit, et permet donc de déterminer facilement la
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A.3. Méconnaissance effective sur la projection d’'un mode propre

solution particuliére) .

La question qui reste encore en suspens est le choix de laIbdseréduction; de
maniere classiqud-px et Kapoorl969, ce sont les: premiers mode%i du modéle théo-
rique déterministe qui sont retenus. Toutefois, cette option s'avére souvent peu efficace, et
il est courant de compléter cette base avec des vecteurs supplémentaires ; de nombreuses
possibilités ont d'ailleurs été répertoriées dabalines1999.

Notre choix, issu deBouazzounet al. 1997, est le suivant : le second membBéw, )
de I'équation A.5) traduisant la variation du mode progbecorrespond a un effort re-
présentatif de la modification ; il peut donc étre intéressant de compléter |d hzmdes
réponses statiques associées a cet effort, d'ou la base de réduction finale suivante :

T=(9¢, ... & K'B@) ... K'B@?)) (A.22)

A.3 Calcul pratique de la méconnaissance effective sur
la projection d’'un mode propre selon une direction
donnee

On précise ici comment obtenir la relatidn 11) permettant de déterminer la mécon-
naissance effective sur la projection d’'un mode propre selon une direction donnée.

En utilisant les relations du paragraphe précédent, avec comme base de réduction :

T=(¢, ... ¢ ) (A.23)

Ly

comme indiqué dan$px et Kapoo 969, on détermine la solution de I'équatioA.(L9) :

—1

UR = ( =0, 0Kg, .. =m0 AKY, ) (A.24)

Comme la condition de normalisation implique dans ce cas particuliergee 0, on
obtient finalement :

Wi EeQ

AP, mod Z o > {EzAKE@} o, (A.25)
k;éz
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Résumeé

Dans le cadre de la quantification de la qualité d’'un modele par rapport a une référence
expérimentale, nous présentons une nouvelle théorie basée sur le concept de méconnais-
sance qui permet de manipuler un modele qui est forcément une représentation impar-
faite de la réalité, et d’obtenir des résultats prédictifs qui tiennent compte du manque de
connaissance que l'on a vis-a-vis de la structure réelle étudiée. Cette théorie, qui méle
théorie des intervalles et théorie des probabilités, repose sur la globalisation des diverses
sources d’erreur a I'échelle des sous-structures en utilisant une variable interne scalaire
contenue dans un intervalle dont les bornes suivent des lois de probabilités.

A partir de ces bornes, si I'on considére une quantité d’intérét définie sur 'ensemble de

la structure (une fréquence propre par exemple), il est possible a partir de la donnée du
modele de méconnaissances de base de calculer un intervalle d’appartenance de cette
guantité d’'intérét, dont les bornes sont probabilistes. On définit alors des intervalles de
méconnaissances dites effectives, qui ont une certaine probabilité de contenir la quantité
d’intérét associée au modéle.

La quantification de la qualité d’'un modéle par rapport a une référence expérimentale se
traduit alors par la détermination des méconnaissances de base qui sont les plus représen-
tatives des dispersions constatées. L'idée majeure de cette détermination est de considérer
gue plus on a d’'informations expérimentales, plus on est susceptible de réduire les mé-
connaissances de base. La démarche dite de réduction des méconnaissances est appliqguée
avec succes sur des cas d’études académiques ainsi que sur un exemple réel de structure
industrielle : le support de satellites SYLDAS présent dans le lanceur Ariane 5.

Mots clés : méconnaissances, incertitudes, validation de modéles, dynamique des structures

Abstract

Concerning the quantification of the quality of a model in comparison with an experi-
mental reference, we present a new theory based on the concept of Lack Of Knowledge
(LOK) combining interval analysis with probabilistic features : the basic principle consists
in globalizing the various sources of errors on the substructure level using a scalar internal
variable, called the LOK variable, defined over an interval whose upper and lower bounds
follow probabilistic laws.

From these basic LOKs, we can derive for the whole structure the effective LOK for a
guantity of interest (e.g. an eigenpulsation), resulting in an interval with stochastic bounds
that we can compare with experimental values.

The quantification of the quality of a model results in the determination of the basic LOKs
the most representative of the experimental data. The process uses additional experimen-
tal information to reduce the LOKs and is successfully applied to academic as well as
industrial cases.

Keywords : lacks of knowledge, uncertainties, model validation, structural dynamics
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