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Chapitre 1

Introduction générale

Lorsque l'on réalise des codes de calcul numérique, tenir compte de 'effet de petites perturba-
tions sur un modele physique peut engendrer un temps de calcul important : le plus souvent
une discrétisation assez fine (d’autant plus fine que la perturbation est petite!) s’avere nécessaire.
Dans les problemes de propagation des ondes, ’exemple typique est la prise en compte de domaines
géométriques dont au moins une des dimensions est petite devant la longueur d’onde. En face de
cette difficulté, une premieére solution, numérique, s’appuie sur des méthodes de raffinement de
maillage local, ce qui permet de diminuer le colit de calcul. Cette technique a déja fait ’objet de
nombreux développements en analyse numérique et notamment au sein du projet Ondes; on peut
citer les travaux de Fouquet (se référer a [21] et [22]) et Rodriguez [75]. Nous suivons une autre
voie : nous proposons des modeles approchés du probléme continu, plus propices aux approxima-
tions numériques que le probleme initial. La problématique numérique originelle se ramene alors
a une problématique par essence mathématique.

De tels modeles approchés ont été largement étudiés pour la diffraction d’ondes électromagnétiques
par des objets non parfaitement conducteurs. Dans ce cas, le petit parametre est 1’épaisseur de
la couche. Lorsque cela est possible, on essaie de remplacer I'obstacle par une condition aux li-
mites approchée. On parle alors de condition d’'impédance généralisée (voir par exemple le livre
de Senior-Volakis [80]). L’utilisation d’une telle condition est pertinente si elle est facile & trai-
ter numériquement, ce qui est le cas lorsqu’elle s’exprime a 'aide d’opérateurs différentiels. Dans
le cas de la diffraction d’ondes électromagnétiques par des obstacles parfaitement conducteurs
revétus d’une fine couche de matériau diélectrique, I'effet de la couche sur le milieu extérieur, du
fait de sa petite épaisseur, est local en premieére approximation (voir notamment les travaux de
Engquist-Nédélec [33], Bendali-Lemrabet [10], Artola-Cessenat [7],...). Si la théorie est maintenant
bien comprise dans le cas de surfaces régulieres, 'existence de singularités (coins, arrétes de 1'obs-
tacle) pose des difficultés nouvelles et délicates : les travaux récents de Caloz, Costabel, Dauge et
Vial [18] constituent une avancée dans cette direction.

Une autre application est la diffraction par des obstacles fortement absorbants, c’est a dire for-
tement conducteurs dans le cas de I’électromagnétisme : cette fois, c’est un phénomene physique
bien connu, I'effet de peau, qui crée un effet de “couche mince”. Il se développe une couche limite
d’épaisseur inversement proportionnelle & la racine de la conductivité. A nouveau, l'effet de I'obs-
tacle sur le milieu extérieur est local en premiere approximation. Des le début du siecle, Leontovitch
a proposé une condition d’ordre 0 qui porte son nom et qui ne voit “localement” que le plan tangent
a la frontiere. Au cours des années 50, Rytov a généralisé cette condition et, récemment, Antoine
et Barucq (se référer & [5] et [6]) ont proposé une nouvelle dérivation de conditions d’impédance
généralisée par des techniques d’opérateurs pseudo-différentiels. Les travaux récents réalisés au
sein du projet Ondes [45] apportent un éclairage nouveau et une justification mathématique a ce
sujet.

Dans cette these, nous nous intéressons & des problémes asymptotiques différents de ceux évoqués
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ci-dessus, a savoir la propagation d’ondes dans des domaines comportant des fentes minces. Tant
dans le cas des couches minces que des fentes minces, le domaine de propagation est la réunion
d’un domaine volumique “épais” et d’'un domaine “fin” (la couche ou la fente). La grande différence
est que, alors que dans le cas de couches minces la structure fine communique avec le domaine
épais par sa grande dimension, dans le cas des fentes minces cela se fait par la petite dimension.
En conséquence, les modeles asymptotiques résultants sont tres différents :

— dans le cas des couches minces, on va remplacer celle-ci par une condition équivalente aux
limites ;

— dans le cas des fentes minces, on va chercher a faire communiquer un modele approché en
dimension n — 1 pour la fente avec un modele de dimension n dans le domaine épais (n
désignant la dimension de I’espace). On parle alors de modeles de fente.

Fia. 1.1 — Géométrie typique d’un Fia. 1.2 — Géométrie typique d’un
probleme de couche limite probleme de fente

Nous nous intéressons ici a cette derniére configuration, et en particulier a la conception, a la
validation et a la justification des modeles de fente. La problématique n’est pas nouvelle et a déja
suscité de nombreux travaux notamment dans la littérature physique. Nous pensons plus parti-
culierement aux modeles de fente développés pour 1’électromagnétisme tels qu’ils sont par exemple
décrits dans le livre de référence de Taflove [81]. Une particularité de ces modeles approchés est
qu’ils sont directement décrits au niveau des schémas numériques utilisés pour la discrétisation
des équations. De ce fait, il est parfois difficile d’en mesurer et d’en analyser la précision.

C’est pourquoi, nous avons préféré ici reprendre le probleme a la base et nous intéresser a 'in-
troduction de nouveaux modeéles de fente “continus”, lesquels fourniront, apres discrétisation, de
nouveaux modeles numériques de fente. L’'un des buts de cette démarche est de pouvoir ana-
lyser finement ces modeles de fente via les méthodes d’analyse asymptotique. Il sera possible de
controler et de jouer sur leur précision. On trouve peu de référence dans la littérature mathématique
frangaise (& propos de ’analyse asymptotique des fentes minces). On peut néanmoins citer la these
de Tatout [84] (qui n’a toutefois malheureusement pas débouché sur des publications) qui s’est
intéressé tant du point de vue mathématique que numérique au probleme que nous avons choisi
de considérer dans ce travail. Cette these constitue donc un premier point de référence pour nos
travaux. On trouve davantage de contributions dans la littérature russe et britannique. Ces deux
écoles ont développé des techniques de développements asymptotiques raccordés qui sont assez
largement utilisées dans cette these (voir deuxiéme et troisieme partie). En particulier, I'article de
Meclver et Rawlins [70] considére un probléme trés proche du notre et propose une analyse similaire
a celle que nous développerons dans la deuxiéme partie, sans toutefois aller jusqu’a I'obtention de
résultats rigoureux.

Venons-en maintenant a la description des travaux qui constituent cette these. Signalons tout
d’abord, pour circonscrire la difficulté & la problématique du modele de fente, que nous avons
choisi de nous restreindre a un probleme modele simple : celui de ’équation des ondes scalaires
bidimensionnelles munie des conditions aux limites de Neumann homogene (au bord du domaine
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de propagation—mnous renvoyons le lecteur au chapitre 2 quant a la pertinence de ces choix). Dans
un tel cas de figure, un modele de fente consistera donc a coupler un modele de propagation
2D avec un modele de propagation 1D dans la fente. Nous avons également opté pour le régime
harmonique, c’est a dire pour des solutions particulieres de la forme

u(x) expiwt, (1.1)

ol w > 0 désigne la pulsation qui est une donnée du probleme. L’inconnue u est alors régie par
I’équation de Helmholtz.

Plan de la these.

Les deux premieres parties de la these sont aussi les deux principales. Elles concernent la conception
et 'analyse de modeles de fentes.

Dans la premiere, nous proposons des modeles de fente par raccordement brutal entre le modele
1D dans la fente et le modele 2D hors de celle-ci. Les conditions de raccord que nous proposons
sont essentiellement guidées par U'intuition. Nous verrons qu’elles ne sont toutefois pas uniques et
qu’elles débouchent sur des modeles qui sont sans doute les plus proches de ceux développés par
Taflove. L’analyse complete de ces modeles permet notamment de justifier ou de démontrer leur
validité, mais aussi d’en situer les limites.

Dans la deuxieéme partie, nous avons cherché a concevoir des modeles de fente plus précis. La
conclusion de notre travail est qu’il est effectivement possible de mettre au point des modeles de
fente de précision arbitraire a condition toutefois d’intercaler entre les domaines 2D et 1D des
zones bouchons sur lesquelles on résoudra des problemes intermédiaires. Pour ce faire, nous avons
suivi la démarche classique pour 1’établissement de modeles approchés :

— choix d’une heuristique adaptée débouchant sur un développement asymptotique de la solu-
tion;

— exploitation des développements formels pour concevoir des modeles de fente;

— justification rigoureuse des modeles proposés.

Cette démarche nous a conduit a nous plonger dans les affres et les délices des techniques des
développements asymptotiques raccordés (“matched asymptotic expansions”) qui sont relative-
ment absentes des travaux de 1’école francaise d’analyse. Par rapport aux quelques travaux exis-
tants (nous pensons en particulier & Uarticle de McIver et Rawlins), notre apport se situe sur deux
plans :

— nous avons établi un développement asymptotique complet avec 'intégralité des termes;

— nous avons établi rigoureusement ’existence des termes du développement asymptotique et
justifié mathématiquement la validité des développements formels.

Un dernier point, sur lequel nous espérons avoir fait oeuvre utile, réside dans une présentation nou-
velle de la méthode des développements asymptotiques raccordés dans le contexte plus particulier
des modeles de fente. Au premier abord, cette méthode apparait souvent comme relativement peu
intuitive. Nous espérons avoir contribué a lever le voile sur les mysteres qu’elle semblait recéler

La troisieme partie concerne les résonances de fente. Les justifications mathématiques de nos
modeles de fente (tant dans la premiere partie que dans la deuxiéme partie) ont été menées dans
le cas d’une fente semi-infinie. Une extension de nos démonstrations au cas de fentes finies se
heurte a un obstacle. Pour certaines fréquences, il apparait un phénomene de résonance. Cette dif-
ficulté n’est pas purement technique mais liée a un phénomene physique. Ces résonances ont déja
été observées dans la littérature physique, on renverra notamment le lecteur aux travaux de Har-
rington [48]. Nous proposons dans cette derniére partie un éclairage mathématique, conforté par
des simulations numériques, de ces phénomenes dans le cas des fréquences de résonance. L’analyse
asymptotique de la propagation des ondes & travers une fente mince doit étre modifiée et débouche
sur des résultats différents.



CHAPITRE 1. Introduction générale




Premiere partie

Modeles de raccord brutal 1D-2D
pour 'approximation des
problemes de fentes : justification
des modeles unidimensionnels






Chapitre 2

Dérivation du probleme approché

Sommaire
2.1 Leproblememodeéle . . . . . . . . . . . it 8
2.1.1 Présentation du probléme modele . . . . . . . ... ... ... ... .. 8
2.1.2 Application 1 : acoustiques 2D . . . . . . .. ... L. 10
2.1.3 Application 2 : électromagnétisme 2D . . . . . ... ... L. 10
2.1.4 Application 3 : les guides d’ondes électromagnétiques . . . . . . . . . .. 12

2.2 Construction du modele approché : conditions de transmission 2D-1D 13
2.3 Dérivation du modele approché de propagation 1D pour une fente

courbe A section constante . . . . .. ... L0000 18
2.3.1 La technique directe . . . . . . . . .. ... ... 19
2.3.2 Méthode des développements asymptotiques formels . . . . . .. .. .. 19
2.3.3 Comparaison des deux modeles . . . . . . .. ... ... ... ...... 22

Résumé : Dans ce premier chapitre, nous présentons, dans la section 2.1, les problémes
modeles, basés sur l’équation de Helmholtz scalaire, qui feront l’objet du reste de
létude. Nous y mentionnons les domaines d’application concernés (acoustique 2D,
électromagnétisme 2D, guides d’ondes) et justifions notamment par le biais de résultats
numériques que nous nous restreignons a la condition de Neumann homogene sur le bord
du domaine de propagation. La section 2.2 est la principale de ce chapitre. Elle est consacrée
a la conception de modeles approchés de transmission entre des équations 2D a 'extérieur
de la fente et 1D dans la fente. Nous introduisons en particulier les notions de raccord
de Dirichlet ou de Neumann au sens faible. La section 2.3 est dédiée a la construction de
modeles approchés 1D dans la fente (supposée courbe et de hauteur constante).
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2.1 Le probleme modele

2.1.1 Présentation du probleme modele

Dans ce travail, nous considérons le modele de propagation le plus simple possible : les équations
des ondes bidimensionnelles.

2
%g—AU:E (2.1)

ou nous supposons que la vitesse de propagation est 1. Nous nous plagons en régime temporel et
considérons donc la réponse pour ¢ — 400 a une source de la forme :

F(x,t) = f(x) - exp (—iwt), (2.2)
ou la pulsation w > 0 est une donnée du probléme, reliée a la longueur d’onde A par :
wA=2m. (2.3)

Dans (2.2), nous supposons que f est une fonction & support compact, disjoint du domaine de
fente. Enfin nous recherchons la solution de ce probléme sous la forme :

U(x,t) =u(x) - exp (—i wt), (2.4)
Ainsi u est solution de I’équation de Helmholtz :
—Au —w?u="f. (2.5)

Dans les applications, les sources typiques sont pour la plupart des régularisations de é-fonctions
modélisant des sources quasi-ponctuelles.

Pour les conditions aux limites, nous considérons les conditions de Neumann :

ou

o =0 (2.6)
Les conditions de Neumann sont, a plusieurs points de vue, plus intéressantes que les autres
conditions aux limites (Dirichlet, Robin,...). En particulier, ce sont les seules conditions aux limites
permettant a la solution d’avoir une nature propagative et non évanescente a 'intérieur de la fente.
Ceci est du au fait que la fente se comporte comme un guide d’onde dont la premiere fréquence
de coupure est 0. Illustrons ce fait a ’aide de quelques clichés de simulations numériques. Sur le
domaine de propagation (incluant une fente droite de longueur L € IR et de hauteur € € R) :

Q. =QUO. U avec Q =] — 00,0[, xRy, O. =]0; L[,;x]0;¢[y, Q=]L;+o0o[, xRy, (2.7)

nous représentons pour plusieurs valeurs du rapport hauteur de la fente sur longueur d’onde (¢/)),
les champs totaux (leurs approximation numérique calculées a ’aide d’une méthode conventionnelle
d’éléments finis) induits par une onde plane d’incidence normale. Nous utilisons comme condition
aux limites, les conditions de Neumann homogene a gauche et de Dirichlet a droite.
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F1G. 2.1 — simulation numériques pour les conditions aux limites de Neumann (& gauche) et de
Dirichlet (& droite)

Seulement dans le cas des conditions de Neumann, la fente a une influence sur 'allure générale de
la solution (méme pour ces valeurs assez grandes de ). Cet effet est notable, d’une part pour le
champ diffracté (z < 0) et d’autre part pour le champ transmis (x > L).

Ce cadre, Helmholtz bidimensionnel, a été introduit car, tout en étant simple, il permet de faire
apparaitre les difficultés spécifiques aux fentes. Toutefois, comme nous allons le voir dans les trois
paragraphes suivants, ce modele a des applications pratiques classiques. En acoustique, ce modele
correspond & la propagation des ondes dans un milieu & paroi rigide [25]. En électromagnétisme
2D, (champs ne dépendant pas de z), le systéme de Maxwell, régissant le champ électrique
(Ez,Ey,E.)(x,y) et le champ magnétique (B, By, B.)(x,y) munis des conditions aux limites
correspondant aux matériaux parfaitement conducteurs -c.f. [72]- peut étre découplé en deux
systemes. Le premier est relatif a (E,, Ey, B;) le deuxieme & (B, By, E.). La résolution de cha-
cun d’eux peut se réduire a la résolution d’une équation scalaire vérifiée par E, et B,, qui sont
orthogonaux au plan. On pourra se référer & [8] pour un cas trés similaire. Citons de plus I’étude
des guides d’ondes (acoustiques ou électromagnétiques), dont 1’étude se rameéne & des problémes
de Helmholtz bidimensionnels (c.f. [52]).

Nous présenterons succinctement le cas de 'acoustique au paragraphe 2.1.2, le cas des équations

de Maxwell 2D au paragraphe 2.1.3 et le cas des guides d’ondes électromagnétiques au paragraphe
2.14.

Dans les trois paragraphes qui suivent, 2. désigne un domaine de propagation bidimensionnel

9
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contenant une fente (dans le cas droit, nous en avons déja donné la définition en (2.7); pour des
situations plus complexes, on pourra se référer a la section 2.2).

2.1.2 Application 1 : acoustiques 2D

Les équations de propagation des ondes acoustiques 2D dans lair et pour de faibles perturbations
s’écrivent pour la pression p

p: QxR — C, (2.8)
sous la forme :
9?p 9 N
ﬁ(x, t) — ¢ Ap(x,t) = F(x,1), pour x € Q. et t € RT, (2.9)

ou ¢ désigne la vitesse de propagation du son et F, Q. — C, un terme source (dans toute sa
généralité : onde plane incidente, terme source surfacique).

Nous munissons cette équation au choix des conditions aux limites :

10)
8_]Z(X’ t) = 0, pour x € 99, et t € R™, (bord parfaitement mou),
5 (2.10)
G_Z(X’ t) =0, pour x € 9. et t € R™, (paroi parfaitement rigide).
Si nous supposons que les variables ont les dépendances suivantes :
p(x,t) = u(x) exp —ikt, (2.11)
nous sommes ramenés a résoudre au choix soit le probleme :
—Au(x) — k* tu(x) = f(x), pour x € Q,
(2.12)
u(x) = 0, pour x € 9€),
soit :
—Au(x) — k* Fu(x) = f(x), pour x € Q,
(2.13)
%(X) =0, pour x € 0€2..

La résolution de la propagation des ondes acoustiques de pression en domaine fréquentiel, pour les
conditions aux limites usuelles, se ramene donc a la résolution de deux équations de Helmholtz et
entre donc dans le cadre de I’étude qui suit.

2.1.3 Application 2 : électromagnétisme 2D

Etant donné la densité de courant électrique j, Q. x RT — C3, et la densité de charge p,
Q. x Rt — C, vérifiant ’équation de conservation de la charge :

Ip(x,1)

5t + divsp j(x,t) = 0, pour x € Q. et t € RT, (2.14)

nous recherchons, le champ électrique E et le champ magnétique B :
E: Q. xRt — C3
(2.15)
B: Q. xR" — C3,

10
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solutions des équations de Maxwell :

0B
rotsp E(x,t) = _E(X’t% pour x € Q. et t € RT,
t
divsp E(x,t) = M, pour x € Q. et t € RT,
€0 9B (2.16)
rotsp B(x,t) = poj(x,t) + poeo E(x,t)7 pour x € Q. et t € RT,
divsp B(x,t) = 0 pour x € Q. et t € RT.

et vérifiant sur 9, les conditions aux limites (conducteurs parfaits) :
E(x,t).r = 0, pour x € 09, et t € RT,
(2.17)

B(x,t)v = 0, pour x € 09, et t € RT,

ol si nous notons les trois composantes d'un vecteur v de C3 v, vy et v, les opérateurs divergence
et rotationnel désignent les opérateurs différentiels :

. 00, 9
divsp v(x,t) = %(x,t) + %(x,t),
v,
(rotsp v(x,t))s = 8—(X’ t),
Y (2.18)
(rotsp v(x,1))y = -2 (x,1)
3D ’ Yy Oz s V)
) D0,
(rotsp v(x,1)), = %(x,t) - 8—2(x,t),

le vecteur 7 désigne & la fois le vecteur (t,0) of1 t est le vecteur tangent dans IR? & 99, et le
vecteur (0,1); le vecteur v désigne le vecteur (n,0) ol n désigne le vecteur normal & 9. dans
R>.

Nous supposons maintenant que toutes les variables ont la dépendance temporelle suivante
u(x,t) = u(x) exp —ikt, vt e RY. (2.19)
Ceci amene au systeme d’équations qui se sépare naturellement en deux parties :

{E(X) = (Eu(x); By(x);0) + (0;0; E=(x)),

(2.20)
B(x) (0;0; B»(x)) +  (Bz(x); By(x);0).

Le couple (E,(x); Ey(x);0) et (0;0; B.(x)) s’appelle mode transverse magnétique (le champ ma-
gnétique est perpendiculaire au plan de propagation). Le couple (0;0; E,(x)) et (B(x); By(x);0)
se nomme mode transverse électrique.

Remarquons que si nous connaissons B, (x) et E,(x), il vient (E,(x); E,(x)) et (Bz(x); By(x)) :

0B, _ .
(x) = po Jo(x) — 1k poeo Ex(x), pour x € ),
dy
0B (2.21)
_8—;@() = o Jy(x) — ik po co Ey(x), pour x € ).,
et 5E
8Z(x) = ik By(x), pour x € {1,
b (2.22)
_3—;@() = ik By(x), pour x € €,

11
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Les champs B,(x) et E.(x) vérifient les équations :

aj 0
SABLx) — K poeo Box) = o (2200 - 2(x)),  powrx €0,
Oz % (2.23)
0B
8—;(x) =0, pour x € 082,
et
—AE.(x) — K poeo B-(x) = —i ko j-, pour X € (.,
(2.24)
E.(x) = 0, pour x € 9{)..

La résolution des équations de Maxwell est équivalente a la résolution de deux problemes de
Helmholtz. Le premier, relatif au mode transverse magnétique, est muni des conditions aux limites
de Neumann. Le deuxieme, relatif au mode transverse électrique, est muni des conditions aux
limites de Dirichlet.

2.1.4 Application 3 : les guides d’ondes électromagnétiques

Nous nous plagons ici sur un domaine spatial cylindrique tridimensionnel
Q. xR (2.25)
paramétré par x € ). et z € IR. Nous nous intéressons au probleme suivant.

Etant donné la densité de courrant électrique j, Q. x R x RT — C® et la densité de charge p,
Q. x R x RT — C vérifiant '’équation de conservation de la charge :

0
3_[;(}(’ z,t) + divj(x,z,t) = 0, pour x € Q., z€R, t € R (2.26)

nous recherchons, le champ électrique E et le champ magnétique B :
E: Q. xRxR" — C3,
(2.27)
B: Q. xRxR" — C3,

solutions des équations de Maxwell 3D munies des conditions aux limites de conducteur parfait :

rot E(x,z,t) = —%—?(x,z,t)7 pourx € Q., € Rett e RT,
div E(x,z,t) = p(xg,ij,t)’ pourxe ., zecRette R,
rot B(x,z,t) = poj(x,2,t) + poeo %—?(x,z,t), pour x € Q., z€RettcRT,
div B(x,z,t) = 0, pourx € Q., € Rett e RT,
E(x,z,t).7 = 0, pour x € 9., z€ Rett e R,
B(x,z,t).v = 0, pour x € 9., z€ Rett € R,

(2.28)
ou rot et div désignent les opérateurs différentiels rotationnel et divergence 3D classiques (dans
les variables (x, 2)).

Nous restreignons notre étude aux solutions et données de la forme
u(x, z,t) = u(x) exp (ik,z — ik:t), (2.29)

ce qui correspond & une propagation & la vitesse k;/k, dans la direction de 'axe z (k, est un
nombre d’ondes et k; une pulsation). Dans la suite chaque vecteur sera représenté a 1'aide de ces
trois coordonnées :

u = (Ug, Uy, us). (2.30)

12
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Il est classique de ramener la résolution du systeme complet a la recherche des composantes
longitudinales (& la direction de propagation, c’est & dire axe z) du champ électrique E, et du
champ magnétique B,. Pour obtenir ces deux champs scalaires, nous devons résoudre tout d’abord
les systemes d’équations différentielles :

0j.  0j
—AB.(x) = (K poco — k2) Bax) = o (55— F2),  powrx e,
gy Oz (2.31)
0B
8_;()() = 0, pour x € 9},
et
~AE,(x) — (k} oo — k2) E.(x) = —i k¢ po j —i@(x) pour x € {2
z + M0 <0 x z t M0 Jz 0 82 ) €9 (232)
E.(x) =0, pour x € 0€).

Puis, les champs vectoriels (E,, Ey) et (Bg, By) sont déterminés par la résolution du systeme
matriciel :

0B,

ikepoeo Ex(x) — ik.By(x) = poja(x) — 9y (%), pour x € ),

koo By + 1 Bl = pody() + oG, powrx e, -
ik B(x) + ik Eyx) = 8;;; (x), pour x € (), |
ik By(x) — ik, Ey(x) = — 88E; (x), pour x € (),

Comme pour le cas bidimensionnel, il est possible de représenter la solution & partir de deux modes :
transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM). Ces deux modes sont construits par
linéarité a partir de (2.33). Le mode TE (resp. TM) a un champ électrique (resp. magnétique)
orthogonal & la direction de propagation (’axe z). Ils s’écrivent sous la forme :

{ (EZP(x), £y P(x),0) et (B (x), By ¥ (x), Bx(x)),

TM TM TM T™ (2'34)
(B Y (x), By M (x), Ex(x)) et (B (x), B, ™ (x),0).

Remarque 2.1 Notons que la notation peut sembler opposé au cas purement bidimensionnel (c.f.
paragraphe 2.1.3). Toutefois, l'idée est la méme. Ce sont la ou les directions de propagation qui
comptent pour définir quelles sont la ou les directions transverses.

Remarque 2.2 Evoquons le cas dégénéré ki/k. = £1/\/mogo (c’est a dire ou la vitesse lon-
giudianle de l'onde est celle de la lumiére). Il peut y avoir apparition d’un mode transverse
électromagnétique (a composantes longitudinales nulles ETFM = 0 et BTEM = (). Remarquons
Juste que le systéme d’équations (2.33) ne permet plus de déterminer les composantes transverses
du champ.

Remarque 2.3 Ce calcul, déja effectué par Tatout [84], permet d’expliquer pourquoi les fentes,
ayant une structure cylindrique, sont couramment utilisées dans lindustrie comme des polarisa-
teurs. En effet, il n’est transmis a travers la fente seulement le mode TE (généré par B, qui vérifie
la condition aux limites de Neumann) et non le mode TM (généré par E, qui vérifie les conditions
aux limites de Dirichlet).

2.2 Construction du modele approché : conditions de trans-
mission 2D-1D

Commengons par décrire la géométrie, du probleme et introduisons quelques notations. Nous
supposons que nous sommes en 2D (x = (z,y) désigne le point courant de IR2) et que le domaine
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CHAPITRE 2. Dérivation du probléeme approché

de propagation 2. est composé de trois domaines connectés :
Q.=0U0.u0, (2.35)

ol et € sont deux demi plans paralleles distants de L > 0.

r

FiG. 2.2 — Géométrie du probleme et notations

Q/

Q =] —00,0[ xR, @ =]L,+o0]x R, (2.36)

et olt O, est une fente courbe de hauteur € qui joint deux demis plans (c.f. figure 2.2). Pour étre
plus précis, nous avons besoin d’introduire de la géométrie. Nous introduisons tout d’abord une
courbe C de longueur finie L > L, paramétrée en variable curviligne s :

C={x=F(s), s€]0,L[}, (2.37)
ott la fonction F = (F,, F,)' € C2([0, L]; IR?) vérifie :
(i) Vselo,L[, |F'(s)=1,

(ii)  F(0)=A= (0,0, F(L)=B=(L,h) avech € IR donné,
(2.38)

(i) F'(0) = F'(E) = (1,0),

(iv) F est injectif de ]0, L[ dans ]0, L[xIR

Dans (2.38), (ii) indique que C connecte 2 et ' (A et B étant les points de connexion), (iii)
indique que C est normale & Q et Q' et (iv) signifie que C n’a pas de points doubles et ne pénetre
pas dans Q et ©’. Nous introduisons le vecteur tangent et le vecteur normal & C au point F(s),

t(s) = F'(s) = (Fy(s), Fy(s)), nls) = (=F,(s), Fp(s)) (2.39)
et la courbure ¢(s) (qui correspond au rayon de courbure R(s) = |c(s)| ™) :
c(s) = F)/(s) Fy(s) — F,(s) F/(s). (2.40)
Notons R, le minimum de ce rayon de courbure :

R.= min_ R(s) >0. (2.41)
s €10,L]

A £ > 0 donné, nous introduisons la transformation :

®:0,L[x]0,e[ — IRZ
(2.42)
(s,v) +—— F(s)+vn(s).
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2.2. Construction du modele approché : conditions de transmission 2D-1D

) tv A" N
0 = 7

F1G. 2.3 — Paramétrisation de la fente courbe.

dont le jacobien est donné par Jo(s,v) = 1 —v ¢(s). Par conséquent, dés que € < R., ® est injectif
et on peut définir O, comme :

O.={x=2d(s,v), s €]0,L[, ve]0,e]}. (2.43)

La paire (s,v) constitue un systéme de coordonnées locales pour O, (voir figure 2.3) et ® est
une bijection de |0, L[ x ]0,e[ dans O.. En particulier, une fonction u définie dans O peut étre
identifiée a une fonction u(s,v).

Nous supposons pour simplifier, ceci n’est pas restrictif, que le domaine de propagation est ho-
mogene et de vitesse de propagation 1. Nous supposons qu’une onde harmonique de pulsation
w > 0 est émise par un terme source f a support compact inclus dans le demi plan . C’est
pourquoi, la solution u* dans (). obéit aux équations suivantes :

—Auf —w?uf = f, dans Q.,

(2.44)
£
%1; =0, sur 082,
avec la condition de radiation & U'infini. (Sg est le cercle de rayon R) :
€
lim 2 it do =0, (r = [x]). (2.45)

R—4o0 SrNQ. T

Il est bien connu que le probleme ((2.44),(2.45)) admet pour tout f € L2(£2) & support compact
une unique solution u¢ € H\ (Q2.). De plus, pour des raisons a la fois pratiques et théoriques, le
probleme peut étre réduit a un domaine borné, a 'aide de conditions artificielles posées sur deux
demis cercles fictifs :
Fp={x=(2,y) €Q/[x— Al =R},
(2.46)
Ip={x=(z,y) €@ /|x— Bl =R}

Nous rappelons seulement le résultat qui est assez classique. Par séparation de variables en coor-
données polaires (r,6), il est possible d’écrire une condition aux limites exacte sur I'g et I', dés
que R est assez grand pour que le support de la source f soit inclus dans Qg (c.f. (2.51)) :

€
8811 +Tr(u®) =0, surIg,
ut (2.47)
5 T Tr(u®) =0, sur g,

ou Tr € L(HY?(Tg), HY2(T'R)) et Tk € L(HY?(I'), H~Y/2(I';;)) sont deux opérateurs non
locaux (DtN) qui sont connus explicitement [56]. Donnons lexpression de Tk (Il est clair qu’elle
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CHAPITRE 2. Dérivation du probléeme approché

est la méme pour T, & quelques modifications évidentes pres). Si le demi cercle I' est paramétré
par 6 € ]0, 7|, nous avons :

Ty : ¢(6 Zdwn —  Tre(d Zun ) 6 n(6), (2.48)

n=0 n=0

ou nous avons noté :

Yo(0) = \/> (6 \/>cos nd), VneIN*,
(2.49)
H#Wum

Dans (2.49), Hfll) est la fonction de Hankel de premiére espece [63]. Nous rappelons que {¢,,,n > 0}
forme une base de H*(T'r) pour tout s < 3/2 [28], qui est orthonormale dans L?(T'r). Bien entendu,
Putilisation de la condition de radiation & une distance finie (2.47), nous permet de réduire le
probleme a :
QF =QrU0.UQ, (2.50)
ol
Qr ={x=(z,y) €/ [x - A < R},
(2.51)
Wy ={x=(z,y) €Y /|x—B| <R}

Iy

=

OE

Qr

FIG. 2.4 — Le domaine tronqué QF.

L’idée pour la construction du modele approché consiste a supposer qu’en premiere approximation
le modele consiste & considérer la solution dans la fente comme constante & s donné (u° ne dépend
que de s a l'intérieur de la fente). Autrement dit, nous faisons ’approximation unidimensionnelle :

1 €
us(s,v) ~ US(s) = —/ u®(s,v) dv, (e —0). (2.52)
€Jo
Pour obtenir ’équation vérifiée par U€, nous intégrons I’équation de Helmholtz suivant v, écrite
en coordonnées curvilignes :

£

Ol+ud)]§:)—w%?:0 (2.53)

1 0 _0u® 1 0
_1+1/c()6s<[1+yc()] 6s>_1+1/c()81/

En prenant en compte les conditions aux limites, nous tirons :

ou’ ou®
E(S,O) = E(S,Z‘:) = 07 (254)
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2.2. Construction du modele approché : conditions de transmission 2D-1D

et utilisant 'approximation (2.52), nous obtenons ’équation de propagation 1D :

_% (8 Cl(s) Log [1+¢ c(s)] dg;) —w? (1 + #) Us =0, (2.55)

Une version plus détaillée de ce calcul ainsi que des modeles de propagation 1D alternatifs sont
présentés a la section 2.3.

Introduisons maintenant :
. ={(0,y) /0<y<e} CON (2.56)

et
L={(L,y) /h<y<h+e}CoN. (2.57)

Nous nous proposons de résoudre le systeme d’équations suivant : (défini sur le domaine indépendant
de €) :

Trouver @€ : QU — C et U:1=]0,L[— C tels que :

ou’
on

u® vérifie la condition de radiation (2.45) & I'infini,

0 1 ouUe 9 ec(s) -
8S<E(:(S)Log[l—&-5c(s)} 85) w (1+ 5 >U =0, sel,

— AU — WU = f dans QU Y, =0 sur 90\ L. U\ XL,

(2.58)

ce que nous complétons avec des conditions de transmission entre le modele 1D et le modele 2D
aux points A et B. Ces conditions de transmission doivent étre consistantes avec la continuité de
u® (Dirichlet) et Ou®/0x (Neumann) & la traversée de 3. et X.. La double difficulté mathématique
est la suivante :

~ 3. et ¥ n'ont pas de sens pour U< : seuls les points A(s = 0) et B(s = L) ont un sens.
— Inversement, nous ne pouvons pas parler de la valeur de ©° ou de 9u®/dz aux points A et
B (dans le cadre variationnel classique).

La solution, assez naturelle, que nous proposons, consiste a imposer les conditions de raccord a
I’aide de valeurs moyennes. Pour le couplage de Dirichlet, nous relions la valeur moyenne de la
fonction 2D sur les deux interfaces de la fente a la valeur aux extrémités de la fente de la fonction
1D :

1 - ~ 1 ~
Us(0) = —/ u® do, US(L)= —/ u® do, (2.59)
€ Js. € Jxr
La condition de couplage de Neumann impose 0u®/0x constant sur X, et . :
ouc  dU® ou* due ~
5 = ds (0) sur X, B = ds (L) sur L. (2.60)

Le probleme aux limites ((2.58),(2.59),(2.60)), réduit & un domaine borné a ’aide de (2.47), admet
un forme variationnelle dans I’espace de Hilbert :

W ={(v", V%) € H'(QrUQR) x H'(I) / V°(0) = é/

Ze

v® do, V(L) = %/ v do}.

=

Plus précisément, nous nous intéressons au probleme :
Trouver (u,U¢) € WE  tel que, V (v¢,V¢) € Wl :

(2.61)
ar(u®,v°) + br(u®,v%) + bR (W%, v°) + € ar (U5, V®) = / f % dx,
Q
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CHAPITRE 2. Dérivation du probléeme approché

ou nous avons noté :
ap(u,v) :/ (Vu- Vo — w? u) dx,
QRUQIR
(2.62)

et ol la forme bilinéaire bp est donnée par (nous ne donnons pas la définition de b, qui est tout
a fait similaire) :

+oo
br(u,v) = Z pw) ul ol Wl = / w iy, do, vl = / v Y, do. (2.63)
n=0 Ir Ir

Nous utiliserons plus tard les propriétés fondamentales des formes bilinéaires br (ou b%) qui
proviennent des propriétés de signe des parties réelles et imaginaires des pf(w) (ceci provient du
Wronskien de J, et Y;, et de la formule de Nicholson c.f. annexe A) :

Vuec HY(Qr), Rebr(u,u)>0, Imbg(u,u)<D0. (2.64)

Grace a (2.64), c’est un simple exercice sur 'alternative de Fredholm de montrer que le probleme
(2.61) a une unique solution. De plus, ce probléme peut étre traité numériquement a I’aide d’une
famille d’éléments finis ne dépendant pas de € (la géométrie du domaine de propagation ne dépend
pas de ¢). Toutefois, les simulations numériques semblent faire apparaitre un phénomene classique
de verrouillage numérique (la forme bilinéaire ag +ea; dépend de €). En effet, a précision donnée,
le choix du pas de maillage h est faiblement corrélé a la hauteur de la fente £ (détérioration des
erreurs numériques pour € — 0 a h fixé). On pourra ici se référer au chapitre 6 pour plus de détails.

Remarque 2.4 [l y a des maniéres alternatives d’assurer le raccord entre le modele 1D et le
modéle 2D ((2.59),(2.60)). On peut par exemple intervertir les roles des raccords de Dirichlet et
de Neumann :

= U%(0) sur B, o =US(L) sur ¥, (2.65)
due 1 ous due ~ 1 ou’
dx (0) € Jy, On 7 iz () e Jy, On do (266)

1l est alors facile de vérifier que la formulation variationnelle de ((2.58),(2.65),(2.66)) est toujours
donné par (2.61) excepté que l’espace WE change en :

WE={(v%,Ve) € HY(QrUQR) x HY(I) / v° = VE(0) sur X.,v° = V(L) sur ¥.}.
Bien entendu, des combinaisons linéaires entre ((2.59),(2.60)) et ((2.65),(2.66)) fournissent de

nouvelles conditions de raccord.

Remarque 2.5 Pour le cas de la fente droite, il est possible (et c’est ce que nous allons faire)
d’écrire une formulation variationnelle seulement sur l'inconnue u®. Le terme ay est remplacé par
un opérateur Dirichlet Neumann associé au probleme de fente.

2.3 Dérivation du modele approché de propagation 1D pour
une fente courbe a section constante

Cette section constitue un approfondissement de la section 2.2. Nous y avons introduit une fente
courbe O de hauteur constante € paramétrée par s et v les variables curvilignes (c.f figure 2.3).
Nous allons d’une part montrer comment on obtient par intégration par partie (2.55). D’autre
part nous montrerons que 'introduction d’un développement asymptotique formel nous permet
d’obtenir des modeles de fente alternatifs. Rappelons que le développement suivant n’est valide
que pour un minimum de rayon de courbure assez grand :

e < R.. (2.67)
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2.3. Dérivation du modéle approché de propagation 1D

2.3.1 La technique directe
Nous montrons ici comment obtenir (2.55) & partir d’une intégration par partie.

Rappelons tout d’abord que le laplacien en coordonnées curvilinéaires est donné par :

L du

Au:[l—i—yc(s)]_l% ([l—i—uc(s)] as)—l—[l—i—uc(s)]_lgy ([1—1—1/0(5)] %) (2.68)

L’idée pour construire le modele approché consiste a supposer que, en premieére approximation, la
solution reste constante dans une section droite s = constante. Autrement dit, on fait ’approxi-
mation :

1 1>
ut(s,v) ~ US(s) = g/ u®(s,v) dv, (e —0). (2.69)
0
Pour obtenir I’équation vérifiée par U¢, on commence par intégrer par rapport a la variable v

I’équation :

g (11150 ) = g (e 50 ) = [Lbwels) Jwtor 0. @70

Il vient :

—w? ) vc(s) | utdy = 0.
/0[1+ (s) ] udv =0

S (oo Sy [ e

Compte tenu des conditions aux limites :

ou’ ou®
E(Sao) = E(Saﬁ) =0, (2.72)

on obtient, par intégration par partie, tout d’abord :

_% </06[1+1/c(8) ]*15875 dl/) —w2/0€[1+uc(s) | ufdy = 0, (2.73)

Puis, en réinjectant Papproximation (2.69), on aboutit & ’équation 1D :

S ) ([ o) o e

Enfin, en intégrant, nous tirons (2.55).

2.3.2 Meéthode des développements asymptotiques formels

Considérons u¢ solution du probleme de Helmholtz posé en coordonnées curvilignes (s,v) :

_1 8”6 3

% (L4 v e(s) ™ 5 ] + a% [(1+uc(s))a;y

} + (1+ve(s)) w?uf = 0 (2.75)

et pourv = Qouce:
(?;:E(S,I/) = 0. (2.76)
Effectuons la normalisation suivante :
v =cz et u(s,v) = U(s,2). (2.77)
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CHAPITRE 2. Dérivation du probléeme approché

La fonction U¢ vérifie alors :

0 _1 0U® 10 ouUe 9 -
s (1+ zece(s)) s ] + 27, [(1—!—,256(3)) o + w” (1+zec(s)) U5 = 0, (2.78)
avecpour z = Qoul:
oUe

Supposons maintenant que U® peut se mettre sous la forme d'un développement asymptotique
formel appelé aussi Ansatz :

+oo
U = Z&j Uj(s, 2). (2.80)
§=0

ou tous les U; vérifient la condition aux limites (2.79).

Injectons ce développement dans ’équation (2.78) il vient ainsi les équations (2.81) (2.83) (2.85)
(2.90) et (2.94) vérifiées par les U; :

02U,

Vs e I, Vz € ]0,1], W(s,z) =0. (2.81)
et par conséquent comme Uy vérifie les conditions aux limites (2.79)
Uo(s,z) = Uo(s). (2.82)

Le deuxieme ordre du développement nous permet d’obtenir la dépendance de U; en fonction de
z, en effet :

0 oUy ouy |
et grace a (2.82) puis a (2.79) :
0*U
8221 (s,2) = 0 = Ui(s,z) = Ui(s). (2.84)

Le troisieme ordre nous fournit la dépendance de Us en fonction de z ainsi que 1’équation qui régit
Uy :
02U, 0 oUy U, 9
— + — — — Up= 0 2.85
0s? + 9z |° (s) 0z + 0z et (2.85)

en groupant astucieusement les termes, remarquons a 'aide de (2.84) :

02U, 0?U,

W(Saz) = "2 w? Uy = f(s). (2.86)
c’est a dire :
V(s,z) € Ix10,1], Ua(s,z) = a*(s) + b*(s) z + @ 22, (2.87)
et ainsi grace & (2.79) :
Us(s,z) = Us(s). (2.88)
et par conséquent :
82UO 2
W + w* Uy = 0. (2.89)
Pour les ordres suivants la dépendance en z devient polynomiale, en effet :
0 an 8U1 0 6U2 5U3 2 2
— |- —— —— — —— —_— = 2.
Ep z ¢(s) s + 88}+8z{zc(s)az + P + w' U + w®ze(s) Uy = 0, (2.90)
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2.3. Dérivation du modéle approché de propagation 1D

c’est a dire :

% - Z% {C(S (5) = w? Ui(s) — w? z c(s) Vo. (2.91)

) Uy (s) 0?U,

0s 0s?

On integre cette équation pour z € |0, 1], puis on assure la condition aux limites (2.79) pour Us
en z =0 et z =1 on obtient d’une part I’équation vérifiée par U; :

0%U,

0s?

(5) + w? Ui(s) — %% {c(s) %(S)] + 2 ;(S) Uy = 0. (2.92)

et la dépendance en z de Us (que nous donnons car c¢’est ce qui permettrait au lecteur de pousser
le développement limité & un ordre supérieur)

22 2 z
ats.2) = 16) =5 [G2H6) + 0] + S [

S2(s) —we(s)Uo(s)| . (2.99)

Pour 'ordre supérieur, nous avons :

0 50Uy ol 3U2] 8[ oUs 90U,
— zc(s) +

95 {zQ(c(s)) D5 zc(s)g + 95 — 2. 1t s ]—F Us+w?ze(s) Up = 0. (2.94)

+3z

Nous intégrons cette équation par rapport & z sur |0, 1] en appliquant les conditions aux limites
(2.79) pour Us et Uy :

2 0s

2 2

—— U.

30s [(C(S)) 0s 0s 0s? tn et 2

Introduisons maintenant I’approximation U; d’ordre i € IN de U*® définie par :

=> U (2.96)
j=0

et ainsi a partir de (2.89) (2.92) et (2.95) il vient :

U§ ne dépend que de s et vérifie :

d2U5 A
d82° + w?U§ =0 (2.97)
Uf ne dépend que de s et vérifie :
d e c(s)\ dU% dQUl (s o
ds {(1 2 ) ds ds? ) =r(e), (2.98)
rl(s)/52 = —li c(s)@ + w? @ .
- 2ds ds 2 U1

US ne dépend que de s et vérifie :

1d [,  ,dUs] 1d dUs]  d2Us
3 ds [a ()" ] 2 ds {5 )55 | T a2

P = par [Pt E B L ) T2 4o

(2.99)

Nous dérivons alors des approximations de ’équation de Helmholtz dans la fente en remplacant
rl(e) et 72(g) par 0.
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CHAPITRE 2. Dérivation du probléeme approché

Nous tirons la famille d’approximations unidimensionnelles de ’équation de Helmholtz dans la
fente :

dQUE .
Ordre 0 : R WU =0,
. d e c(s)] dU* 9 ec(s)\ 1.0
Ordrel: - ([1— ; ] — ) W (HT) Ut =0, (2.100)
_ d ec(s) % (c(s))?] dU* ec(8)\ rre _
Ordre 2 : ds([l 5 + 3 i (1+ 5 )U

Pour les ordres supérieurs, on peut remarquer que U, dépend alors de la variable normale. Dans
notre optique, le développement a un peu moins de sens. Nous venons ici de dériver des nouveaux
modeles approchés pour la solution & l'intérieur de la fente. Il est tout a fait possible de remplacer
(2.55) dans (2.58) par une des équations de (2.100) (choisie en fonction du degré de précision
désiré).

2.3.3 Comparaison des deux modeles

Deux questions sont a notre avis d’intérét :

(i) Peut-on faire apparaitre le lien qu’il existe entre les équations unidimensionnelles (2.100) et
(2.55) 7

(ii) Peut-on déterminer au moins formellement I'ordre d’approximation du modele de fente (2.55) ?

Toute cette discussion est basée sur le développement limité de Log (1 4 ec(s)) a l'ordre 3 :

2 3
Log (1 + £¢(s)) = ec(s) — [EC(;)] n [‘”(;)] + 0. (2.101)
Alinsi nous remarquons que (2.55) peut se réécrire sous la forme :
T2 Y u = 06
_2 N c(s)\ oU* 9 ec(s) . B 5 9102
83K1 2 )35] v (1+ 2 )U = O, (2.102)
9r(, _ccls) | [ec(s)\oUy ec(s)\ rre _ 3
83K1 2 + 3 ) 35} (1+ 2 )U = 0,

Ainsi, les modeles de fente (2.100) correspondent & des développement limités aux ordre 0, 1 et 2
de (2.55).

Pour déterminer lordre d’approximation de (2.55) il faut tout d’abord noter les deux points
suivants :

AvE + o U %Kl 602(8) (0;8))2)%15] _w2(1_|_ 80(8)) w = O,
Fl0-=55 ]+ 2(1+

0 [Log(1+5c s)) Ou } W2 (1+ 50(5)) W = O(e?),

s e ¢(s) 0s 2
(2.103)
Par conséquent, nous avons :
0 rLog (1 +¢ec(s)) ou® e c(s)
€ 2, _ Y |B\T M) 2 =\ \E 3
Auf 4+ w”u 58{ =) 68:| w (1—|— 5 )u O(e”). (2.104)

Ainsi, 'ordre d’approximation de (2.55) est au moins 2. Pour montrer que c’est exactement 2, il
faut remarquer que Us dépend de z, ce que n’autorise pas (2.55).
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Chapitre 3

Analyse du modele approché : Cas

d’une fente infinie
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Résumé : Ce chapitre concerne la validation mathématique rigoureuse des modeles ap-
prochés introduits au chapitre précédent. Dans ce chapitre, les section 3.1 et 3.2.1 reprennent
pour D’essentiel une partie du contenu du chapitre 2. La section 3.2 concerne le probleme
plus particulier de la fente droite semie infinie que nous étudions dans ce chapitre. Les
principaux résultats de I’étude sont présentés au chapitre 3.3 (théoremes 3.4, 3.9 et 3.11).
Nous confrontons ces résultats a ceux du théoreme 3.6 pour obtenir les tableaux 1 et 2 qui
illustrent la validité des modeles approchés. La section 3.4 concerne 1’étude de la conver-
gence des solutions des problemes approché et exact vers la solution du probleme sans fente,
étape préliminaire pour I'obtention des estimations d’erreur obtenues a la section 3.5. Afin
de travailler dans un domaine indépendant du parametre €, nous réduisons 1’étude au seul
demi-espace via l'introduction d’un opérateur Dirichlet-Neumann défini sur le bord de la
fente. Les ingrédients clés des preuves sont les lemmes de trace 3.13 & 3.15 et les lemmes
de stabilité 3.16 et 3.24. Les résultats théoriques sont illustrés par les résultats numériques
de la section 3.6.
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

L’objectif de ce chapitre, qui est le chapitre principal de la premieére partie de la these, est I’analyse
de la précision du modele approché introduit au chapitre 2. J’ai choisi de reproduire intégralement
le texte d’un article écrit avec Patrick Joly, accepté pour publication dans SIAM Journal on
Mathematical Analysis. J’attire I'attention du lecteur sur le fait que l'introduction de cet article
(sections 3.1 et 3.2) fait doublon avec le chapitre 2 (plus précisement, le chapitre 2, est une
extension de ces deux parties). Nous avons néanmoins choisi de les conserver pour faciliter la
lecture de 'article.

Asymptotic analysis of an approximate model for time harmonic waves
in media with thin slots

Patrick Joly! 3, Sébastien Tordeux! 2 4

Abstract : In this article, we derive a complete mathematical analysis of a coupled 1D-2D model
for 2D wave propagation in media including thin slots. Our error estimates are illustrated by
numerical results.

Keywords : slit, slot, wave equation, Helmholtz equation, approximate model
AMS : 35J05, 65N15, 78M30, 78M35

3.1 Introduction

In practical applications concerning both electromagnetic or acoustic waves, many wave propaga-
tion problems involve the presence of structures whose at least one space dimension of characteristic
length, denoted ¢, is small with respect to the wave length A : we think for instance to highly oscil-
lating coeflicients, thin layers, thin screens, wires or thin slots, which is the topic we address in this
work. For the numerical simulation of such wave propagation problems, it is natural to look for
approximate or “effective” models that should permit to avoid to mesh the computational domain,
even locally, at the scale of . In the first three cases, there exist well established mathematical
techniques that permit to construct the effective models :

— the homogeneization theory [11], [77] for highly heterogeneous media,
— the equivalent boundary (or transmission) conditions for thin layers [7], [10], [33], [80]

— the boundary integral equation theory for thin screens [1], [16].

In the case of wires, there exist so-called wire-approximation models that have been developed in
particular by the electric engineering community (see [49], [82], [81] and references therein) but the
mathematical justification of such models appears as much less mature than in the three previous
situations (let us mention however [23] or [76]. One meets a similar situation for the treatment of
thin slots. Let us take the example of a thin slot in a 2D context. The geometry of the problem is
represented by figure 3.1.

*UMR POEMS, Projet Ondes, INRIA, Domaine de Voluceau-Rocquencourt, BP 105, F-78153 Le Chesnay cedex,
France,

TUMR POEMS, SMP, ENSTA, 32 Boulevard Victor 75739 Paris cedex 15, France,

*(patrick.joly@inria.fr).

§(sebastien.tordeux@inria.fr).

24



3.1. Introduction

Fic. 3.1 — Geometry of the propagation domain.

A first application is the microwave shielding of thin slots. From the physical point of view, the
domain of validity is typically given by :

A/1000 < e < A/10, e < L/10 and A/10 < L < 10\, (3.1)

where A is the wave length, € is the width of the slot and L the length of the slot. One can
refer to [83] for examples. A second application in electromagnetism corresponds to the so-called
flanged waveguide antenna which corresponds to a semi-infinite straight slot. This case, that has
been studied in [57] in a non asymptotic context, will be analyzed in detail in this paper.

A intuitive idea is to try to derive an approximate “1D - 2D” model : a 1D model, posed on the
curve that materializes the limit of the slot when e tends to 0, for the propagation inside the slot
and a 2D model for the rest of the computational domain. Such models have been designed in
the engineering literature (see [17], [36], [48], [83] or [81] for a review) and are commonly used in
various computational codes. However, the complete understanding and evaluation of such models
suffers, to our opinion, from the following facts :

— These models are very often described at the discrete level, i.e. at the level of the numerical
method that is used, and it is not always clear to identify the limit problem that one solves
when the discretization parameters tend to 0.

— At the continuous level, it is not difficult to design the appropriate propagation equations
for the 1D and 2D models. What is less clear is the way (not unique - see remark 3.1) one
couples the two models.

— Even when the continuous approximate model is identified, there is no mathematical result,
to our knowledge, that permits to evaluate the error generated by this model.

Our objective is to fill partially the gap between the theory and the application. Mathematical
problems of the same nature appear in mechanics, in particular in the theory of junctions (bet-
ween a 3D solid and a thin plate for instance). However, the mathematical results developed in [19]
or [60] are not of the same nature that the ones we shall look for in this article. Concerning wave
propagation problems, one can cite some works on the asymptotic behaviour of eigenvalues [26]
or resonances [9] in geometrical situations similar to the ones we shall consider here. The ma-
thematical work that is the closest to ours corresponds to the PhD thesis of F. Tatout (work
which has not been published). In [84], from the theoretical point of view it obtains in particular
some a priori estimates independent on & which are in the same spirit (altough different) from the
stability results we shall establish. From the numerical point of view, he derived a finite volume
scheme with a special 1D treatment of the slot but did not study the quality of this model from
the mathematical point of view.

To be complete, we must mention the analytical work by the “british school” of applied mathe-
matics on this type of problem [87], [44], [27], [70]. The aim they pursue a priori is not to derive
approximate models for numerical approximation. They wish to describe as accurately as possible
the behaviour of the solution with the help of analytical formulas or at least solutions of simple
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

canonical problems. The technique that is used is the method of matched asymptotics expansions
which consists in separating the domain of propagation in several parts in which one makes dif-
ferent ansatz on the solution. For instance, for the slot problem, it would consist in considering
three zones : the inner slot, the exterior region and a neighborhood of the end points of the slot.
Such techniques permit for instance to take correctly into account the singularities of the solution.
Let us mention however that, here again, the developments are essentially formal and that some
analysis is needed to justify them from a functional analytic point of view. We also think that this
type of technique could be used to derive effective models for numerical computation and we are
currently working in this direction.

In this work, we shall consider the simplest possible propagation model, namely the 2D scalarwave
equation, that can be used in acoustics of course, but also in electromagnetism if one separates

the transverse electric or transverse magnetic polarizations :
02U
— — AU =F, 3.2
o2 (3.2)

where we have assumed, for simplicity, that the propagation velocity of waves is equal to 1. We
shall look at the time harmonic regime, i.e. consider a source term of the form :

F(x,t) = f(z) - exp (—iwt). (3.3)
where the pulsation w > 0 is a data of the problem, related to the wavelength A by :
wA=2m. (3.4)

In (3.3), f denotes a compactly supported function whose support does not intersect the slot. We
then look for solutions of the same form :

U(z,t) =u(x) - exp (—iwt), (3.5)
which leads to the Helmholtz equation for the complex value function w :
—Au —w?u=f (3.6)

A typical source in application is a regularized Jd-function an approximation to a point source.

For the boundary condition, we shall consider the homogeneous Neumann condition :

ou

— =0. 3.7
o (3.7)
In some sense, it is the “only” boundary condition that permits the propagation of waves inside
the slot. This this due to the fact that the slot behaves as a waveguide whose first cut-off frequency
is 0.

This model is physically relevant. In acoustics, it corresponds to the so called sound hard boundary
condition [25]. In 2D electromagnetism (or looks for solutions independant of the space variable z),
the Maxwell system, satisfied by the electric field (E,, Ey, E.)(z, y) and the electromatgnetic field
(Bz, By, B;)(z,y) with the perfectly conducting boundary condition -see [72]-, can be decoupled
into two systems. One is relative to (E, Ey, B,) and the other one is relative to (B, By, E.). Each
of these systems can be reduced to a scalar system satisfied by F, and B,, which are transverse
to the plane. They both satisfy a Helmholtz equation with the Dirichlet boundary condition for
the transverse electric field E, and the Neumann boundary condition for the transverse magnetic
field B,. Hence, the field B, is solution of our model. One can refer to [8] for more details.

The outline of our article is as follows. In section §3.2, we present the formal derivation of the
approximate model and insist in particular on the variational nature of the coupling condition we
choose. We also describe the model problem - namely the half-space problem with a semi-infinite
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3.2. Derivation of the approximate model

straight slot - that will be the object of the mathematical analysis. In section §3.3, we state our
main results which concern first the asymptotic analysis of the exact solution when ¢ tends to
0 (subsection §3.3.1 ) and error estimates between the exact solution and the approximate one
(subsection §3.3.2). Section §3.4 is devoted to the proof of the results describing the asymptotic
behaviour of the exact solution (subsection §3.4.1) and of the approximate solution (subsection
§3.4.2). In section §3.5, we prove the error estimates announced in subsection §3.3.2. Finally in
section §3.6, we present numerical results that validate the theoretical ones. Some directions of
future research are proposed in section §3.7.

3.2 Derivation of the approximate model

3.2.1 The general case of a finite slot

Let us first describe the geometry of the problem and introduce the notation. We assume that we
are in 2D (x = (z,y) will denote the current point of IR?) and that the domain of propagation Q.
is the connected union of three domains :

Q. =0U0.uT, (3.8)

where Q2 and Q' are two parallel half-spaces distant from L > 0 :

/

F1G. 3.2 — Geometry of the problem and notation.

Q =] —00,0[ xR, @ =]L,+o0]x R, (3.9)

and where O, is a curved slot of width e that joins the two half-spaces, according to figure 3.2.
To be more precise, we need to introduce some geometry. We start from a curve C of finite length
L > L, parameterized with its curvilinear abcissa s :

C={x=F(s), s€]0, L]}, (3.10)
where the function F = (F,, F,)" € C?([0, L); R?) verifies :
(i) Vselo,L[, [F'(s) =1,

(ii) F(0)=A= (0,0, F(L)=B=(L,h) forsomeh ¢ IR,
(3.11)

(ii7)  F'(0) = F'(L) = (1,0),

(iv) F is injective from ]0, L[ in ]0, L[xIR

In (3.11), (ii) indicates that C connects  and €’ (with connecting points A and B), (iii) indicates
that C is normal to  and Q" and (iv) means that C has no double points and does not penetrate
Q or Q. We introduce the tangent and normal vectors to C at point F(s),
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

) tv A" N
0 = 7

F1G. 3.3 — Parametrization of the curved slot.

Hs) = F'(s) = (FL(s), Fy(s)),  n(s) = (—F)(s), FL(s)). (3.12)
and the curvature c(s) (with corresponding radius of curvature R(s) = |c(s)| 1) :
c(s) = F)/(s) F,(s) — F,(s) F/(s). (3.13)
We denote R, the minimum radius of curvature :
R, = min_ R(s) >0. (3.14)
s €10,L]

For a given € > 0, we introduce the transformation :
P :]O,Z[ x10,e[ — IR?
(3.15)
(s,v) +—— F(s)+vn(s).

whose Jacobian is given by Js(s,v) = 1 — v ¢(s). Therefore, as soon as € < R, ® is injective and
we can define the open set O, as :

O.={x=2d(s,v), s €]0,L[, ve]0,e]}. (3.16)

The pair (s, v) consitutes a local system of coordinates in O, (voir figure 3.3) and @ is a bijection
from ]0, L[ x ]0, e[ onto O.. In particular, a function v defined in O, can be identified to a function
u(s, v).

We assume, to simplify (this is not restrictive), that the propagation medium is a homogeneous
medium with velocity ¢ = 1. We assume that a time harmonic wave of pulsation w > 0 is emitted
by a source term f with compact support inside the half-space 2. Thus, the solution u* inside 2.
obeys the following equations :

—Au® — Wt = in Q.
b) b)

o _ 0 on 0f) 10
8” - ) [SB]
as well as the outgoing radiation condition at infinity (Sg denotes the circle of radius R) :
8 3
lim 128 o2 de =0, (r = |x|). (3.18)

R—+o0 SrNQ. 8'{‘

It is well known that problem ((3.17),(3.18)) admits, for any f € L?(2) with compact support, a
unique solution u® € H} (). Moreover, for both practical and theoretical reasons, the problem
can be reduced to a bounded domain, by introducing two artificial (semi-)circular boundaries :

i = {x=(,y) €/ |x— A = R},
(3.19)
Iy = {x = (x,y) € Q' / |x — B| = R}.
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3.2. Derivation of the approximate model

We simply recall the results that are quite classical. Using separation of variables in polar coordi-
nates (r, §), it is possible to write exact boundary conditions on I'r and I';, as soon as R is large
enough so that the support of f is inclued in Qg (see (3.24)) :

8 £

81:“ (u®) =0, onlg,
o
or

(3.20)
+TH(®) =0, onl%,

where Tr € L(H'Y/?(T'g), H"Y/?(T'g)) and T € L(HY?(T;), H='/2(T"%;)) are two non local (DtN)
maps that are known explicitly [56]. For instance, for T'g (it is the “same” for T'), if the semi-circle
I'r is parameterized by 6 € ]0, [, one has :

Tr : $(0 Zdwn —  Tre(0 Zun ) b ¥n(6), (3.21)

n=0 n=0

where we have set :

1
U, (0 1/ cos(nf), Vn e IN*,
(1) (WR) (3.22)
:un( ) = 7; Vn € IN.
Hél)(wR)

In (3.22), HEY is the classical first kind Hankel function [63]. We recall the the functions {1, n >
0} form a basis of H*(T'g) for any s < 3/2 [28], which is orthonormal in L?(I'g). Of course, the
use of the radiation conditions at finite distance (3.20), permits us to reduce the problem to :

QP =QrU0O. U, (3.23)

where
Qr ={x=(2,y) € Q/|x— Al <R},
(3.24)
Oy ={x=(z,y) €Y /|x—B| < R}.

The idea for the construction of the approximate model simply consists in assuming that, as a

w T 5

OE

F1G. 3.4 — The truncated domain.

first approximation, the solution remains constant in any section s = constant of the slot. In other
words, one makes the approximation :

1

ut(s,v) ~ US(s) = B /06 u®(s,v)dv, (¢ —0). (3.25)
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To obtain an equation for U¢, one integrates with respect to v the Hemholtz equation, written in
curvilinear coordinates :

0 _,0u® 0 ou® 9 .
—%<[1—|—VC(S)] 68>_5<[1+VC(8)} 8V)—w[l—!—uc(s)]u =0. (3.26)
Taking into account the boundary conditions :
ou’ ou®
ey (s,0) = ey (s,e) =0, (3.27)
and using the approximation (3.25), we get the 1D equation :
0 1 ouUe 9 ec(s) ;e
Let us set
. ={(0,y) /0<y<e} CON (3.29)
and
Y. ={(L,y) /h<y<h+e}Co. (3.30)

We propose then to solve the following set of equations (defined in domains independent of ) :
Find 2 : QUQ' — C and U¢:1=]0,L[— C such that :

ou’
on

u® satisfies the radiation condition (3.18) at infinity,

AT - W% = fin QU =0 on 92\ 3. U \ XL,

(3.31)

0 1 ouUe ec(s)
_l (——Log 1 _ 2(1 —)Ufzo, el
88<£c(s) og[L+ecls)] 53) Ut 2 3

that must be completed by some approximate “1D-2D transmission conditions” at points A and
B that must be consistent with the continuity of u¢ (Dirichlet) and du®/0x (Neumann) across X,
and X.. The (double) mathematical difficulty is that :

— 3. and ¥, have no sense for U® : only the points A(s = 0) and B(s = L) make sense.

— Conversely, one can not speak of the value of u® or 0u®/dx at points A and B.

The solution, rather natural, that we propose consists in imposing the Dirichlet and Neumann
transmission condition in a mean sense. For the Dirichlet condition, we simply write that :

1 ~ ~ 1 ~
U¢(0) = —/ u® do, U®(L)= —/ u® do, (3.32)
€ Js. € Jxr
while for the Neumann condition we write that 0u®/dx is constant along ¥, and X, :
ou* dU* ou*® due ~
—=— b — = L L. .
on ds (0) on =, on ds (L) on 2 (3:33)

The boundary value problem ((3.31),(3.32),(3.33)), when reduced to a bounded domain thanks to

conditions (3.20) admits a variational formulation in the Hilbert space :
WE = {(v°, V) € H'(Qn U Q) x H'(I) / VE(0) = é/ v do, V(L) = %/ v do).
s, b

More precisely, it is equivalent to :
Find (u®,U¢) € W2  such that, V (v5,V¢) € WE:

(3.34)
ar(u®,v%) + br(u®,v°) + bip (W%, v°) + € ar (U5, V) = / f 7% dx,
Q
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3.2. Derivation of the approximate model

where we have set :

ap(u,v) :/ (Vu- Vo —w? u) dx,
QRUQ’R

(3.35)
Log [l +ec(s)]dU dV ec(s)\ . —
UV)= —_— = — = 1+—=)UV|d
a(U,V) /I< e c(s) dz dz " ( T ) “
and where the bilinear form bg is given by (we omit the definition of b, which is similar) :
+oo
br(u,v) = Z pEw)yull ol ult = / uy, do, vl = / v Yy, do. (3.36)
n=0 Ir Ir

We shall use later the following fundamental properties of the bilinear form bgr (or b%) which
directly follow from the fact that all the numbers pf(w) have strictly positive real parts and
strictly negative imaginary parts (This comes from the wronskian of .J,, and Y,, [63] and from the
Nicholson formula [90]) :

Vuec HY(Qr), Rebr(u,u)>0, Imbg(u,u)<D0. (3.37)

Thanks to (3.37) is a simple exercise on Fredholm’s alternative to show that (3.34) has a unique
solution. Moreover, this problem can be treated numerically via the finite element method with
computational meshes “ignoring” the space scale €. Indeed, the geometry of the domain U [0; L]
does not depend on €. One can refer to [85] for more details.

Remarque 3.1 As we said in the introduction, there are other ways than ((3.32), (3.33)) to
couple u® and U®. For instance, we can invert the roles of the Dirichlet and Neumann data and
write :

 =U%(0) on X, u°=U*(L) on X', (3.38)
due 1 ouf dUue ~ 1 ouF

_1 L)=-= : :
dx (0) € Jy, On dar dx () /s, On do (3:39)

One easily checks that the (localized) variational formulation of ((3.31),(3.38),(3.39)) is still given
by (3.34) except that the space WE has changed :

WE = {(°,Ve) € HY(QrUQR) x HY(I) / v° = VE(0) on X.,v° = VE(L) on XL}

Of course, linear combinations between ((3.32),(3.33)) and ((3.38),(3.39)) provide new transmis-
sion conditions.

Remarque 3.2 For the case of a straigth slot, it is possible (and this is what we will do) to
write a variational formulation only on the unknown u®. The term ay is replaced by a Dirichlet to
Neumann map associated to the slot problem.

3.2.2 A model problem for the analysis; the semi-infinite problem

For the mathematical analysis, we shall restrict the study to a simplified academic problem : the
semi-infinite straight slot. With the notation of the previous section, this corresponds to :

L=+00, s=uzand F(s) = (5,0, Q =0. (3.40)

Q

F1G. 3.5 — The semi infinite straigth slot
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This problem has the advantage to present the main difficulty we wish to address in this paper,
namely the “1D-2D” junction at point A. The equations that govern the exact solution are still
given by ((3.17),(3.18)). However, since this time the slot

0. = R*x]0,¢[ (3. = {0}x]0;s¢]) (3.41)

is infinite in the z-direction, the outgoing radiation condition corresponds to selecting a certain ca-
tegory of solution inside the slot. To be more explicit, one has to exploit the separation of variables
inside O.. This naturally leads to introduce the sequence of functions (these are the eigenfuntions
of the 1D operator —d?/dy? in the segment ]0, ¢[ with homogeneous Neumann boundary conditions
aty=0and y=¢):

1 2
wg(y) =4/ - and w (y) =1/ — cos (@) , n=1,23 .. (3.42)

Let us assume that
cw <, (3.43)

which is automatically true for ¢ small enough. As any solution of the homogeneous Helmholtz
equation inside O, u is necessarily of the form :

u(z,y) = (agexp(iwz) + by exp(—iwz)) wg(y)
oo (3.44)
+) (a5 e ST af e ) wi (y),
where we have set :
n2m?
& (w) = — —w? n>1, (& (w) >0 thanks to (3.43)). (3.45)
€
Saying that u® is an outgoing solution means that the coefficients b:, are necessarily O :
u® is outgoing = u®(z,y) = ag exp(iwz) wg(y) + Z as e~ (@) T e (y)). (3.46)
In other words, u® appears as the superposition of :
— a single propagative mode : af exp(iwz) w§(y),
— an infinity of evanescent (in the direction # > 0) modes : a2, e~ ()% w2 (y).
Remarque 3.3 In the half space 2, we say that a solution of the Helmholtz equations is outgoing
if :
lim ’— — w u‘ do = 0. (3.47)

R—+o00
For R large enough so that the support off is included in Qg (see (3.24)), this is equivalent to :

I + Tru = 0, on I'p. (see (3.21) and (3.22)) (3.48)

According to the previous section, the approximate problem that we shall consider can be written
as (see (3.29) for X,) :

Find ¢ : Q —C and U¢:IR" — C such that :
ous
— AU — WU = fin Q, =0o0n N\ X,
on
o7 re (3.49)
—ddeQ —w?U® =0, on RT,
1 ous  dU*
“0)==[ u = - 5.
U= (0) E/Egu do. S =" (0) on
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completed by the fact that (u®, U¢) must be “outgoing at infinity”. For u¢, this is nothing but
condition (3.18) (simply replace Q. by Q). For U¢, it is even simpler. Saying that U® is outgoing
simply amounts to saying that it is of the form :

Uf(z) = U%(0) exp(iwz), VzecIR'. (3.50)

To some extent, it also means that we have retained only the propagative mode in the series (3.46).
Of course to define the approximate solution u® everywhere in €., we shall extend % in O, by :

w(z,y) =U(x), in O.. (3.51)
In the remaining of the paper, our goal will be to estimate the difference u® — 4 in Q and Oc.

In this view, we shall introduce the problem satisfied by the limit ©° of u® in Q. As it is intuitive
(and will be demonstrated in section §3.3), this problem is the pure half-space problem in the
absence of the slot :

—Au® — ol =, in €,

0
o, on 9, (3.52)
on

u® is outgoing at infinity (see remark 3.3).

This problem ignores the slot and consists in saying that no energy is transmitted inside O, which
is not the case of the approximate (3.49). A relevant analysis must show that (3.49) provides a
better approximation to the exact solution than (3.52). This implies to :

— compare u° — 4 and u® — u® in Q,
— compare u® — u° and v in O,.

This is the object of the rest of the paper.

3.3 Main results

The object of subsection §3.3.1 is to estimate the difference u® — u° in various subdomains of the

half-space €. It will be useful to differentiate the domains 2, whose closure contains the origin,
from the domains Qg g defined for 0 < R’ < R by :

Qrpr ={x=(z,y) €/ R <|z| <R} (3.53)

One intuitive reason is linked to the fact that the function wug is smooth at the neighborhood of 0
while, for each € > 0, the exact solution has the maximal regularity (see [39] for instance) :

u® € Hg*"(QR), for any n > 0. (3.54)

This is due to the singularity in 73 due to the presence of the two re-entrant corners of aperture
37 /2. This makes us expect a different behaviour of u¢ —u® in Qg and Qg g

In subsection §3.3.2, we shall estimate the error u® — u® in the same domains 2z and Qg r/. Note
that u® is also singular in  but that its singularity differs from the one of u¢. Notice that the
restriction of u® is solution of a non homogeneous Neumann problem for the Helmholtz operator,
the boundary data being equal - up to a multiplicative constant - to a characteristic function,
which lives in H2z"(T"). Hence once has :

u® € H>™"(Qg), for any n > 0. (3.55)
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We shall also look at the error in bounded subdomains of the semi-infinite slot O.. For any
0<L<L, weset:
Ol ={x=(z,y) € 0. /z < L},
(3.56)
OLL — {x=(z,y) €O, /| L' <x <L}

Once again, we will see that we get different estimates in OF and QL.

3.3.1 Convergence to the limit problem

Our first result says how fast u®, the exact solution approaches u°, the limit solution.

Théoréme 3.4 The function u® converges to u® in H'(Qr) when ¢ tends to 0 and one has the
error estimates, C(R) denoting a positive constant :

[u = w1 (an) < C(R) ev/|Logel || fllr2q)- (3.57)
4 =l o0y < CCR) € [1f 2 (3.59)

Moreover, for any 0 < R’ < R, one has the improved error estimate :
[u® = w10y ) < C(RR) € [ flli20)- (3.59)
where C(R, R') is, once again, a positive constant.

Remarque 3.5 One can remark that :

— One gains only the factor \/|Log ¢| by passing from the H' norm to the L? norm in Qg (see
also theorem 3.6).

— One does not gain anythimg in the domains Qg r' as emphasized by theorem 3.6.

Our next result aims at showing the optimality of the estimates of theorem 3.4.

Théoréme 3.6 For any R > 0, there exist two strictly positive constants C1(R) and C2(R) such
that :

[ — llsrs ) > Cr(R) < V/ILogE)] [u%(0,0)| — Ca(R) < |Log(@)[*/? | fll 2y (3.60)

=l oy > Ci(R) & [(0,0)] = CalR) £ |Log(e)]| £l oo, (3.61)
Moreover, for any 0 < R’ < R, there exist two strictly positive constants C1(R, R') and Ca(R, R')
such that :

||u5 - UOHLQ(QR,R/) = Cl(R, RI) € |u0(0,0)| - CQ(R, R/) 82 |Log(5)| ||fHL2(Q). (3.62)

Remarque 3.7 The inequalities (3.60) to (3.62) prove that the estimates of theorem 8.4 are
optimal as soon as u®(0,0) # 0, which is generically true. This is not the case, for instance, if f
is odd in y. However, we think that, in such a case, the estimates over u® — u® can be improved.

Remarque 3.8 The initial problems are formulated in an unbounded domain 2, but the error
estimates are stated in bounded domains. This is due to the fact that the solutions of the Helmholtz
equation are not in H*(2) or L2(£).
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3.3.2 Error estimates for the approximate model
We first give estimates in subdomains of the half-space (2.
Théoréme 3.9 For any R > 0, there exists a positive constant C(R) such that :
[a" = w1 (@n) < C(R) € [[fll20)- (3.63)

For any 6 > 0, there exists a positive constant C(R,§) such that :

12 = u®|lr2(n) < C(R.6) € || fllL2(e). (3.64)
For any 0 < R’ < R, there exists a positive constant C(R, R') such that :

155 = ufllzr1 (0 ) < C(R,R) € 1 fll 2. (3.65)

Remarque 3.10 Let us notice that :
— Contrary to what happens in Qr, in the domains Qg r one does not gain anything by passing
from the H' norm to the L? norm : the estimate remains O(?). Our conjecture is that such
a result is generically optimal as in theorem 3.6 :

Conjecture : [u® =20 0y = C €2, (3.66)
We think this is also true for the estimates (5.63) and (3.65) :
: v =g = Ce,
Conjecture : _ ) (3.67)
[u® =, .y = Ce%,
and that estimate (3.64) is quasi-optimal :
Congecture : |u — @ || 20y = C & (3.68)

This will be confirmed by numerical results.

— It is easy to prove that the estimate (3.65) remains valid in any H®-norm, s >0 :

e~ &l are (@ ) < Ol BB 2 | 220 (3.69)

Qg g/

When one looks to higher order Sobolev norms in Qg (which is only possible for s < 5/3
which corresponds to the mazimal reqularity of the exact solution u®), one can expect to lose
powers of € :

[0 =@ e (2 ) < C(5) €99 || fllzz(), Vs < 5/3,

Conjecture :
with C(s) — 400 and/or f(s) — 0 when s — 3.

We try to summarize the results of theorems 3.4 and 3.6 in the following table. In particular, in
the last line of the table, we study - in the case where ug(0,0) # 0 - the gain in the order of
convergence obtained by replacing u° by %°. When one looks in domains containing the origin (the
domains €z), this gain is only O(|Loge|~2) in the H'-norm and “almost” O(¢) in the L2-norm.
This clearly traduces the fact that the singularity and the boundary layer of the exact solution is
not well taken into account by the approximate one. In the domains Qg gs, which do not contain
the origin, this gain is O(¢) in H!-norm (in fact in any H*-norm, s > 0).

1% = H'(QR) L2(Q%) H'(Qpp)
luf —a||v | < C(R) e C(R,5) &>79, Y6 >0 C(R,R) &
:|Zs_730:|v < | C(R) [Log(e)| "2 | C(R,6) "%, ¥6>0| C(R,R)e

- \%
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Table 1 : Error estimates in the half-space.

Next we look at the errors in subdomains of the slot O¢.

Théoreme 3.11 For any L > 0, there exists a positive constant C(L) such that :

[0 = u®l[mory) < C(L) € || fllL2(e)- (3.70)
HU — UEHLz(OL) < C \/ |L0g€ ||f||L2 (Q)- (371)

For any L > L' > 0, there exists a positive constant C’(L, L') such that :
I3 = 0| or2ry < CL, L) €2 /Lo e] ||| 220)- (3.72)

In order to check that the above estimates are relevant, we have to compare the difference u® — u®
to uf. For this we shall use the following inequalities (see subsection §3.3.2) :

O VE [u%(0,0)] = G2 €¥2/Log(e) 1 r2() < [l < Cs VE [If 20y (3.73)

which is valid for H = H'(OL), L2(OF) and H'(OLL)). In (3.73), C1, Cy and Cj are three
constants that only depend on the space H. This permits us to bound the relative errors :

[[u® — @®|[u

l|ue || e

as soon as ug(0,0) # 0. The results are summarized in the following table.

H =| H'(O} L*(OF) H'(OFY)
luf —uf||lg | < Ce C €%/?|Log(e)|? | C €%/?|Log(e)|*/?
|u® —u || 1/2 1/2
W < C Ve C ¢ |Log(e)| C ¢ [Log(e)["/

H

Table 2 : Error estimates in the slot.

3.3.3 About the proof

The study of the convergence of u° to u° has an intrinsic interest in order to guarantee the relevance
of our estimates on u® — . A priori, looking at the convergence of ¢ to u° has no direct interest.
However, we did not find how to study directly the error u® — u°® without obtaining preliminary
results on ¢ — uY. Indeed, the estimate (see proposition 3.21)

||ﬂ‘S —UOHH1+5(QR) < C(R,S) gl™s ||f||L2(Q)7 Vs E]O,l[, (3.74)

will be crucial to obtain the estimate (3.63). Also, we have been able to obtain the optimality
results of theorem 3.6 only after having obtained the estimates of theorem 3.9. That is why in the
presentation of the proof of theorems 3.4 to 3.11, we shall not follow the order we chose for their
statement in subsections 3.3.1 and 3.3.2, but will proceed as indicated below :

1. Study of the convergence of u¢ to u° (proof of theorem 3.4). This is the object of section 3.4.
2. Estimates of u® — u® (proof of theorems 3.9 and 3.11). This is the object of section 3.5.

3. Proof of the optimality results (theorem 3.6 and inequalities (3.73)). See both sections 3.4
and 3.5.
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3.4 Convergence of u° and u° to the limit half-space problem

3.4.1 Preliminary technical results

In what follows, we shall naturally be led to identify 3. (see (3.29)) to the segment |0, e[ and 99
to IR. Moreover, we shall denote by :

p:2.—C — $:00—C,
the operator which consists in extending the fonction ¢ to 9 by 0 outside ..
In the spaces H*(002) = H*(IR), we shall work with the norm :

Voe H'(R), ol m) = /]R(l +[k[)* |2(k)[* dE, (3.75)

where ¢ denotes the Fourier transform of (.
Norms in H*(X,)

In the rest of the paper, we shall have to work with Sobolev spaces on . (see (3.29)). Since this
domain depends on € and since we are looking for estimates in terms of ¢, it is quite important to
take care of the norms we shall use in the spaces H*(X.) and of the influence of this choice on the
constants appearing in various inequalities in particular trace inequalities. The appropriate choice
consists in using the basis wg (see (3.42)) which is naturally associated with the problem.

Any function ¢ € L?(3.) = L?(]0,¢[) can be expanded as :

“+o0
p=d i (nLXE) = [ puido= (o uds, (3.76)
n:O €
and one has :
+oo
lellies,) = D o5l (3.77)
n=0

It is well known (see [65] for a similar proof) that one can also characterize the spaces H*(%.),0 <
$<3/2as:

+oo 2 92\ 8
s n*m
¢ H(E) = lellmy =3 (1475 ) ol <+ (3.78)
n=0

The dual spaces H*(X.)" can be defined analogously but in the definition (3.76) of ¢, the scalar
product in L?(3.) must be replaced by a duality bracket between H*(X.) and H*(3.).

The norm (3.78) is the one that we shall retain for the sequel. Note that these norms can be
deduced one from the other by usual interpolation. Moreover, for s = 1 we also have :

Iol2 s = / (ol + |&?) do (3.79)

where ¢’ denotes the tangential derivative (y-derivative) of (.
Trace inequalities

In this paragraph, we derive trace estimates in H*().

Remarque 3.12 The forthcoming results, namely the uniform inequality (3.82) and the lemmas
3.13 and 3.15, remain obviously valid if one replaces Q2 by Qr, for firted R > 0. It suffices to use
a continuous extension operator from H*(Qg) in H*(Q).
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Since the L? and H' norms on Y. are defined as integrals, we have obviously :

VoeL*(09), lelzs < lellizon,
(3.80)

Ve Y 0Q), |elms.) < lelaoo-
By interpolation we have :

Ve H?(Q), (3.81)

1l 72 5,y < 12073 oy

Let u be in H'(Q). For simplicity, we still denote by u its trace on 9Q and use indifferently the
notation u, or (u,ws)s._, the coefficients of the expansion in the basis w$, of the trace of .

Using the trace theorem in H!(Q) (onto Hz(852)), we deduce from (3.81) :

Vue HYQ), |l <C lulin), (3.82)

Our purpose is to provide estimates of traces on Y. in function of €. In our results, it is useful to
distinguish the role of the coefficient u§ (on the first (constant) basis function w§) from the other
coefficients u,,n > 1. Our first lemma concerns the first coefficient u{.

Lemme 3.13
(i) For any s €10,1/2[, there exists a constant C(s) such that :

Vu € HEU(Q),  [uf| < Cs) e ul, (3:83)

3t+e(Q)’
(i) There exists a constant C such that :

Vu e H'Q),  |u§l < C vETog@)] lullm. (3.84)
(i4i) For any s € ]0,+00|, there exists a constant C(s) such that :

Vu e H'T(Q), lugl < C(s) Ve llulli+s(q)- (3.85)

Proof. By definition of ug, if we identify 02 to R, we can write :

il = | [ w0 500 ] < Nl 50 (3.56)
where wg is the extension of wj by 0 outside .. Consequently, using trace theorem, we get :
lugl < C(s) lullgrrzvey ¥ 1052 mw)- (3.87)
The result is then a direct consequence of lemma 3.14 below.

Lemme 3.14 When € — 0, one has the following results :

_ . 1 1
||w8||HS(IR) ~ C(s)e for — B <s< > (3.88)
H}volle%(IR) ~ V2e|Log(e)l, (3.89)
@5/l s (m) ~ C(s) Ve  fors< -3 (3.90)
where )
2 1 1
C(s) = (/ 267 sin2(t) dt) ° for — = <s< =
R 2 2
, . (3.91)
C(s) = (/ (1+1%)° dt)Q, for s < —=.
R 2
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Proof. We only give here the proof of (3.89). The Fourier transform of @§ is given by :

w5 (k) = /e sinc < ) where sinc(z) = Su;x. (3.92)

ke Sine2
Consequently, ||w0||i{_§(m) 5/ (Sinc ]i;)l) dk:g/ L(t)l dt.
+K)2 R ( 2

We split the last integral into three parts :
[ 12

- ! 1 sinc?(t) b osine?(t) — 1
, = — 4 _smet) sme) =L g
b [/ Gt T G 2t @ L G t}

The first term can be computed explicitly :

/_1 m dt = 2 argsh (g) ~2|Loge| (g—0).

2
t
The inequality % < W and permits us to use Lebesgue’s theorem to show that :
+ 2
lim _sinci(t) / sinc(t) (3.93)
=0 Jy>1 ((5)2 +12)% >1 ]

|sinc?(t) — 1] < |sinc? (t) — 1]

In the same way, the bound permits us to obtain :

(52 +#2)7 2]
. Usin?(t) -1 " sinc®(¢) — 1
s113%/_1 W dt = /_1 ] dt. (3.94)

The conclusion follows immediately. O

Next we introduce the following semi-norm in H*(%.) :

too 2,2
nemw
lele s,y = D ( 82> o512 (3.95)
n=1

Lemme 3.15
(i) For any s € [0, 1], there exists a constant C(s) such that :

Yu € H'"5(Q), lull g2 sy < C(s) € [lull e (- (3.96)
(#9) There exists a constant C' such that :
lull o,y < €= v/Zog@ Nl (3.97)

(7i1) For any s € |1,+00|, there exists a constant C(s) such that :

Yu € H?(Q),

Vu e HUQ),  Julgen, < O . (3.95)

Proof. (i) We first prove (3.96) for s < 1/2. Let P¢ be the orthogonal projection from L?(3.) on
the subspace of constant functions (generated by w§). As a direct consequence of Bramble-Hilbert
lemma, we have :

lu— Poulliasy < Celllag,, Yue HY(S.),
(3.99)
lu-Poullmes) < ClIlpag, Yue H(S),
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and by interpolation
el ysr2ss, = lla = Poull oy < € VE o - (3.100)
which shows the result for s = 1/2 since, by usual trace theorem :
[l 2.y < Nl sy < C lullgarzg) - (3.101)

By interpolation with (3.82), we get the result for 0 < s < 1/2.

For s > 1/2 we shall use the following result (see [65], theorem 11.2 page 63) for Sobolev spaces
in one dimension :

For any r € [0, 1/2[ there exists C(r) > 0 such that :

v

Vo(y) € H(R"Y), wv/y" € L*(IR™T), "

< O [1oll e (3.102)
L2(]R+)

Let us apply (3.102) to v = u/, the y-derivative of the trace on Q of u € H317(Q) :

u/

yT

u/

yT

T

U,

< €7
<
yr

L2 (%)

< e (3.103)

s = |
L2(R+)

L2(2:)
where we have identified the part of 9Q made of points (0,y),y > 0 to IR™.

Therefore, combining (3.100) and (3.102) with (3.103) and trace theorem in H21"(Q) | we get :

el g,y < C) /2 0oy < O0) 2 il g1 (3:104)
which is nothing but (3.96) for 1/2 < s <1 (set r = s — 1/2).
(i1) For any v in H'(Q) we have :
lllczsy = 106 + llv—=Polias,) (3.105)
By interpolation between the first inequality of (3.99) and
[v—"P 2 < [vllres.), (3.106)
we get :
v = Pl 2z < C Ve llvollges,)- (3.107)
It suffices to use (3.82) and (3.84) to obtain
[ollz2m.) < C Ve [Log(e)] [[vlla @ (3.108)
Thus, applying (3.108) to (3.100), with v = u’, we obtain (3.97).
(4ii) In dimension 2, for any s > 1, H!T*(€) is continuously embedded in W1(Q) :
Vue BFQ), Ve < CG) lullms (3.109)
Thus, coming back to (3.100), we get :
lull 2,y < CVE oy < € Il sy < CO5) € lulrareay (3.110)

which concludes the proof. O
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3.4.2 Study of u° — u". Proof of theorem 3.4
Reformulation of problem (3.17, 3.18) in Q

As 19 is only defined in €, it is useful to characterize the restriction of u° to Q. This is done easily
by deriving an exact Dirichlet-to-Neumann boundary condition for u€ on ¥, (see (3.29)) from the
general form (3.46) of the solution inside the slot [47]. Proceeding this way, one easily shows that
the restriction of u® to €2 is characterized as the unique solution of the boundary value problem :

—Auf — Pt =, in Q,
€
%u =0 on 90\ X,
* (3.111)
a £
e T (wls) =0, on 3,
u® is outgoing at infinity. (see remark 3.3)
where the operator :
1 1
T¢ € L(H=(X.),[H2()]). (3.112)
is defined by (the numbers &5 (w) are given by (3.45)) :
+oo —+oo
T o= ¢ wf — T =—iwehuwi+ ) &(w) ¢ wpe (3.113)
n=0 n=1

Using the fact that the radiation condition at infinity can be written on I'p for R large enough
(cf section §3.2), we can also characterize the restriction of u® to g as the unique solution of the
variational problem :

Find u® € H*(Qg) such that :

(3.114)
ar(u®,v) + br(u®,v) + b°(u,v) = / fudx, YoveHY(Qgr),
Qr

where the bilinear forms a(.,.) and bg(.,.) are respectively defined by (3.35) (in the case Q' = 0)
and (3.36), while b°(.,.) is defined by :

+oo
b (u,0) = —iwug v+ Y Ea(w) uL T, Y (u,v) € [H QR (3.115)

n=1

Thanks to Riesz theorem,we can define two linear operators :

Ag,B® € L(H*(Qr), H'(QR)) (3.116)
such that :
(ARu,v) g1 (ap) = ar(u,v) +br(u,v), V (u,v) € [H'(QRr)]?,
(3.117)
(B*u,v) g1 (p) = b°(u,v), ¥ (u,v) € [HY(QRr)]?,
and ¢ € H'(2) such that :
((pf,’l})Hl(QR) = / f@dX. (3.118)
Qr

The problem satisfied by the restriction of u® to {2z can thus be written in a compact way :
Find u® € H*(QR) such that (Ag + B%) u® = ¢y. (3.119)
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Note that, in the same way, the restriction of u° to Qp is the unique solution of :
Find u® € H'(Qg) such that Ag u® = ¢y. (3.120)

Note that the well posedness of problems (3.49) and (3.52) means that Az and Ag + B are both
isomorphisms. Moreover, the error u® — u° satisfies in Qp :

(Ar + B%)(u® — u®) = Bu°. (3.121)

In the rest of this section, we shall fix R (large enough in order that the support of f be included
in Qg). In our estimates, for simplicity, we shall not mention explicitly the dependence of the
various constants with respect to R. These constants will de denoted by C' and, as usual, the value
of C' may change from one line to another. We shall keep this principle throughout the rest of the
article.

Stability result

The convergence proof of u® to u® will use a stability result. i.e. a uniform estimate of (Ag + B)~*
in the operator norm.

Lemme 3.16 There exists a positive constant C' such that :
I(Ar + B%) " cemiaqy) < C- (3.122)

Proof. We make a proof by contradiction. If (3.122) were false, there would exist a sequence v¢,
€ — 0 such that :

[v°[|g1py =1 and ¢° =(Ar+B°)v® —0 in H'(QR). (3.123)
By compactness, let us extract from v¢ a subsequence (still denoted v¢) with € — 0 such that :
v — 0’ weakly in H'(Qr) and strongly in L?(Qg). (3.124)
By definition of Az and B¢, we have :
Vove HYQr), ar(v®,v)+br(v:,v) + b (v, v) = (¢°,0). (3.125)

Let us introduce the subspace of H'(Qg) defined by (B(0,r) denoting, for any r > 0, the ball of
center 0 and radius r) :

Hyo(Qr)={ve H(Qr) /3r=r*(v) >0 /v =0dans Qr N B(0,7)}, (3.126)

Obviously, for any v € Hy(Qr), b°(v%,v) = 0 pour € < r*(v), which implies that (we use the
weak convergence of v° in H*(Qg)) :

Yo € Hyy(Qr), 1irr(1) ar(v,v) + br(v%,v) + b°(v°,v) = a(v’,v). (3.127)
E—>
Taking the limit of (3.125) when € — 0, we get :
ar(vo,v) +br(ve,v) =0, Vo€ HY(Qr). (3.128)

It is well known (see [54] for an explicit proof in 2D) that Ha,(Qr) is dense in H*(Qg). Thus, by
continuity of ag(.,.) and bg(.,.), we also get :

ar(vo,v) + br(ve,v) =0, Vv H (Qgr). (3.129)
that is to say Ag v = 0 and therefore v = 0 since Ay is injective.
Let us take v = v° in (3.125) and look at the real part of the resulting equality :

—+oo
/ Vo dz+ 3 €6(w) [(0)3]? + Re br(v®,v°) = Re (9°,0) g1 () + & / 2 da.
Qr el <

R
From (3.123), (3.37) and the positivity of the coefficients &7 (w), we deduce that :
Vol 22 0n) < 6% @n) + @2 10711220 (3.130)
which, combined with the facts that »° and v* converge to 0 respectively in H' () and L?(Qr),
proves that v — 0 strongly in H*(Qg). This contradicts [|[v¥]| g1,y =1. O
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Consistency estimate

According to equation (3.121), to complete the error analysis, we have to estimate B<u® in H*(Qg).
It is easy to see that B¢ is uniformly bounded in £(H'(Qg)). This is a direct consequence of the
uniform trace estimate (3.82). However, it can also be shown that B® does not tend to 0 in
L(H(Qr)) when ¢ tends to 0 : we refer the reader to [54] for the construction of a sequence v¢ in
H'(Qg) such that b.(v¢,v )/||fu‘€||Hl (@n) = @ > 0 (a independent of . However, we are going to

see that, due to the fact that u° is independent of ¢ and sufficiently smooth, Bu® does tend to 0
in I{1 (QR)

The proof uses a decomposition of the operator B¢ in the form :
B° = B + R°, (3.131)
that corresponds, in an obvious manner (cf. (3.117)), to the decomposition of b¢(u,v) as :

b (u,v) = bg(u,v) + ¢ (u, v)

(3.132)
bg(u,v) = — iw uf v§, r°(u,v) = Z & (w) us, vE,
Lemme 3.17 There exists a constant C' > 0 such that :
1B§u’ [l 0n) < C v/ |Log el [If ]| 2o, (3.133)
IR=u |1 (0m) < C e || fllz2e) (3.134)
Proof. We first prove (3.133). By definition of B§, for any u € H*(Qg) :
bg(u, v g
1Bs ull gty =  sup AR < Clugl  sup & (3.135)
veH(QR) ||U||H1 (Qr) ve HY(QR) ||U||H1 (Qr)
Using (3.84) - see lemma 3.13 and remark 3.12 - we thus get :
135 ullinany < € VETLog@ fujl (3.136)
If moreover u € H**(Qg), s > 0, we deduce from lemma 3.13, estimate (3.85), that :
II1B§ u”Hl(Q) < C e +/|Log(e)] ||'LLHH1+S(QR) (3.137)

To obtain (3.133), it suffices to apply (3.137) to u = u° and s = 1 which satisfies u € H?(Qr) and
lullzre(en) < C [IfllL2(9)-

Next, we prove (3.134). By definition of R®, we have, for any u € H*(Qr),

ré(u,v
|Rull gy =  sup ) (3.138)
vert (@) IVl E QR)

Using the inequality |€(w)] < (14 72n2/e2)z and the definition (3.132) of 7<(.,.) we get :

r() < ull g ol (3.139)

Using (3.96) - see lemma 3.15 and remark 3.12 - with s =0, we get :

1B Ul @y < Cllull g (3.140)
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

As f is compactly supported in 2, we know that, if V denotes a bounded neighborhood of the
origin which does not intersect the support of f, then :

Vs>1, u’e H(V), and  [[u’||grvewy < O V) [ fllr2(e)- (3.141)

So, by lemma 3.15, equation (3.98) (applied for instance with s = 2! - see also remark 3.12), we
get :
[u®] 3 <Ce|fllzze- (3.142)

HZ (2:)

we deduce (3.134) from (3.140) and (3.142). O

Remarque 3.18 The inequality (3.136), joined to (3.84), proves that, contrary to B®, B§ tends
to 0 with € in L(HY(Qr)) :
IBillz(ai2ry) < C € [Log(e)l. (3.143)

Remarque 3.19 If the support of [ contains the origin, (3.141) is true only for 0 < s < 1. This
time, we can apply (3.97) to obtain :

IRl 1 1y < € V/TLog(EN] |1 £l 2060 (3.144)
H(Qg)-estimate of u® — ug
We simply complete the proof of (3.57). From equation (3.121) and lemma 3.16, we deduce :
I — w®ll iy < 1B sy < B30l cam) + IR0 1 s
Then, it suffices to invoke lemma 3.17 to conclude.

Remarque 3.20 According to remark 3.19, if the support of f contains the origin, the error
estimate (3.57) is, a priori, no longer true. However, one has :

lu = ]l ar1(2m) < € & v/TL0g@)] 1]l 200 (3.145)

L?(Qg)-estimate of u — ug

Estimate (3.58) could be proven directly using a duality method as we shall do for u° — u° in

section (3.4.3). However, it will also appear as a direct consequence of forthcoming results (see the
last paragraph of section §3.4).

3.4.3 Study of u° — u°

Statement of the approximation results
We give below approximation results for % — u® which are analogous to those of theorems 3.4 and
3.6 for u® — u°.

Proposition 3.21 For any s € [0, 1], the function u¢ converges in H**(Qgr) to u® when ¢ tends
to 0 and one has the error estimates :

[|us — u0||H1+g(QR < C(R, s) 0l Q), Vs €0,1], (3.146)

Hu — U ||H1%QR) < C E4/ |L0g ||f||L2(Q) (3147)

[u® — v’ L2(p) < C( ) e llfllL2a (3.148)

Proposition 3.22 For any R > 0, there exist two strictly positive constants C1(R) and Ca(R)

such that :
7 — w1 en) = C1(R) e /|Log(e)] [u°(0,0)| — Ca(R) €% |Log(e)[*? || fll 2y, (3.149)

155 = u’ll20n) = C1(R) € [u’(0,0)] — Ca(R) & [Log(e)| |1 f]lL2- (3.150)
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3.4. Convergence of u° and u° to the limit half-space problem

Reformulation of problem (3.49) in Q
As in subsection §3.4.2, we first characterize the restriction of u° to €. For this we eliminate U*®
in (3.49). Since U* is given by (3.50), we have in particular :
du®
dz

Using the coupling conditions between u® and U® (last line of (3.49)), we see that u® satisfies on
3¢ the boundary condition :

(0) — iwU=(0) = 0. (3.151)

ot iw

— € do=0. .152
o . E€UUO (3.152)

In other words, the restriction of u° to 2 is characterized as the unique solution of the boundary
value problem :

— AU — W = f, in Q,
a"'&'
a“ =0 on 90\ 3.,
* (3.153)
ou* _
o ls + TG ls) =0, on %,
u® is outgoing at infinity.  (see remark 3.3)
where the operator 7§ € L(H?2 (2.), [H=(X.)]" ) is defined by :
iw [€ ) .
T5)) =~ [ o) dy = T = —iwgfuf, (cf given by (376). (3150
0

Consequently, we can characterize the restriction of u® to Qg as the unique solution of the varia-
tional problem :

Find u¢ € H'(Qgr) such that :

(3.155)
a(u®,v) + br(u®,v) + by(u®,v) = fodx, YoveH (Qgr),
Qr
or equivalentlty, in the operator form :
Find u° € H'(Qg) such that (Ag + B§) @° = ¢;. (3.156)

Remarque 3.23 Comparing (3.156) and (3.119), one sees that the approzimation analysis a-
mounts, in some sense, to evaluate how the operator B is a good approximation to B°.

0 _%*, namely :

In what follows, we shall work with the equation satisfied by the “error” w
(Ag + B§)(u® — ) = B5u®. (3.157)
Stability result

We only state the result whose proof is a trivial consequence of the fact that Bf tends to 0 in
L(HY(QR)) (cf. remark 3.18).

Lemme 3.24 There exists a positive constant C' such that :
I(Ar + B§) "l cemrany) < C- (3.158)

H(Qg)-estimate of u° — g
We show the estimate (3.147). From (3.157) and lemma 3.24, we deduce that :

1@ = u®ll (@) < CIIB5u" | 1 (on)- (3.159)

One concludes thanks to (3.133), (cf. lemma 3.17).
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

H'*%(Qr)-estimate of u° — ug

We show the estimate (3.146). The reinterpretation of equation (3.157) as a boundary value pro-
blem in 2 leads to (we set €& = u¢ — u?) :

AE + w2 = 0, in ©,
o B 3.160
ai = iw (Wwh)s. w5,  on B, (3.160)

where €° satisfies moreover the outgoing radiation condition (3.18). As w§, the extension of w§
by zero, belongs to H—275(99) for any s € 10,1[, by localization and standard elliptic regularity
estimate for Neumann problems, we obtain :

& larsse ) < CC6) 1G5 )| NGl g gy (3.161)
To estimate the term (u°; w§)x., we use the triangular :
(@ wh)s.| < (s wi)s.| + (€% wf)s.| (3.162)

For the first term in the right hand side we apply (3.85) (cf. lemma 3.13) to u = u° and s = 1
(we simply use the H? regularity result for u°) while, for the second term, we use (3.147) and
inequality (3.84) of lemma 3.13. We get :

%5 wh)s.| < CVE flxe + C et [Log@)l Il < C VE I flla.  (3.163)
One easily concludes by combining (3.161), (3.163) and inequality (3.88).
Remarque 3.25 One deduces in particular the H'** stability estimate :
Vs e[01]  [[a*|gesap < Cs) [1fllL2e)- (3.164)
If suffices to write u* = u® +u° — u® and to use the triangular inequality to obtain :
@ |1+ ap)y < Nulllmrsp + 185 = w®llaes g < Cls) (1 +7°) || fllr2e)-
Remarque 3.26 Note that the two estimates (3.146) and (3.147) (and consequently the estimate

(3.164) in remark 3.25) remain valid even if the support of f contains the origin. Indeed, their

proof does not require more than the H? regularity for u°.

L?(Qg)-estimate of u° — ug

We show the estimate (3.148). We use a standard duality technique. Let us introduce ¥° solution
of (let us recall that ¢® = u® — u?) :

Find ¢ € H*(QR) such that

~ . (3.165)
(Ar 0,9 )i (ap) = (V,€)12(0p), Vv EH (QR).
The function v is also characterized as the solution of the boundary value problem :
A 4+ Wyt = —¢, in Qp,
oy R
o 0, on X, (3.166)
A
n +Tr y° = 0, on I'p.

where the operator T3, the adjoint of Tk, is defined as T (see (3.21)) by simply replacing pf(w)
by uf(w). Note that, by elliptic regularity, 1° € H?(Q2r) and :

[N 2 ) < C 1€ L2(ap)- (3.167)
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3.4. Convergence of u° and u° to the limit half-space problem

Let us take v = €° in (3.165). we get :

(AR €, 0% ) miap) = ||56H%2(QR). (3.168)
From equations (3.120) and (3.156), we also deduce that :
Ar e = —B§ut. (3.169)

Therefore, by definition of B§ :

€122 ) = (AR &0 ) mi(an = — b, ¥%) = iw ()5 (¥°)5. (3.170)
We use (3.163) (see previous paragraph) to bound (u°)§ = (u®; w§)s. and apply (3.85) to u = ¢°
(with s = 2) to obtain, thanks to (3.167) :

1€°11220n) < C € 1f 22 19° a2 2m) < C e I ll2@) 1€ |22 (0n) (3.171)

This completes the proof of Proposition 3.21.
A lower bound for uf — ug in H}(Qg)
We prove (3.149). We shall use the following trace theorem (see [40], theorem 1.5.2 page 25) :
ou

Vuec HY(Qr), |+ ’
on [HééQ(ER)}/

<C (lullm ) + AUl L20p)) - (3.172)

Applying (3.172) to e°, we thus get, since Ae® + w?e® =0 in Qp :
} et

on ‘ (g2 m)]

< Clleflap)s

and taking into account the boundary condition satisfied by ¢ on 2% (see (3.160)) :
w |(u%5 wp)s. | ”UNJSH{H%?(ER)}/ < Ol @n (3.173)
Moreover, since w§ vanishes outside X, it is easy to show (see [54]) that :
5l (i em) > C w5l g-172(m) (3.174)
where C' does not depend on e. Finally, thanks to (3.89) (cf. lemma 3.14) we get :
1l @y = € VETTog 1| (@ w)s. | (3.175)
It remains to get a lower bound for |(u®; w§)s. |- We start from :
(@5 wh)s.| > (W wh)s.| — (€ wf)s. |- (3.176)

The function u° is smooth at the neighborhood of ¥, due to the fact that f is compactly supported
in Q. In particular, it is Lipschitz continuous in a neighborhood of the origin, the Lipschitz constant
being estimated by the L2(Q2)-norm of f. More precisely, we can write locally :

[u°(0,y) = u®(0,0)] < Cylflrae), (3.177)

where the constant C' only depends of the neighborhood and the distance from the support of f
to the origin (this follows from elliptic regularity). From (3.177), we deduce :

(% w)s.| > C VE1(0,0)] — C 2| fllr2e). (3.178)

On the other hand, applying successively (3.84) to € and estimate (3.147) of Proposition 3.21, we
get the estimate :

(@ us)s| < CeVTTog e | & lman < C ¥ | Log e | Iflo@y  (3.179)
One concludes from (3.175), (3.176), (3.178) and (3.179).
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CHAPITRE 3. Analyse du modele approché : Cas d’une fente infinie

A lower bound for u* — ug in L*(Qg r/)

We give here a “direct” proof of (3.150) that makes use of an integral representation of € (more in-
direct proofs are also possible). Since €° is the outgoing solution of the non homogeneous Neumann
half-space problem (3.160), it admits the following integral representation :

. (@:E? U}S)Z : / /
Aef(xay) = —ww - G((E,y7y ) dy ’
Ve 0

. (3.180)
G(z,y,y") = % Hél)(w\/x2 + (y—y')?).
Using polar coordinates (z = rsinf,y = rcosf), we can write :
1 !/ !/
Glay.y) = 5 HY(wr[1-2 y7 cos b + (%)2 12 ). (3.181)

Since the Hankel function Hél) is analytic except at the origin, for any 0 < R’ < R we deduce the
existence of a constant C, depending only on R, R’ and w such that :

1
V(ry) €Qrm, Yy €lel [Glryy) - o HM (wr)| < Ce. (3.182)
As a consequence, we have :
V(@) € Qrrs [F(@y) + 5VE @5 whs, HV @) < C et @5 wh)sl. (3183)

from which we deduce in particular that :

2
V(@y) € Qnry [E@y) = e @ vk, {HP@nE - C e (3.184)

We integrate (3.184) over Qg r/, take the square root and get, with C; > 0 :
1132 0 ) = (Cret = Ca ) @5 s . (3.185)

Finally, (3.61) results from (3.185) and (3.178). The proof of proposition 3.22 is complete.

3.5 Proofs of theorems 3.9 and 3.11

3.5.1 Study of the error in the half-space (2
H'(Qp)-estimate of u° — u®
We prove (3.63). Let us introduce the error n° :
n° = u® —u, (3.186)
generated by the approximate model. It is easy to see that n° satisfies indifferently :
(AR+B°)n° = R°u® and (Ar+ B§)n® = R°u. (3.187)
By lemma 3.16, we deduce :

19z 0y < C IR @ llmiany < C IR 6Ollman) + 1B (@ = u®) | mian) (3.188)

We can estimate R° u® thanks to (3.134) (lemma 3.17). For the second term, using inequality
(3.140) (see proof of lemma 3.17), we can write :

e (~¢ _ ,,0 < ~e _ ,0 . 1
18 () sy < O N8 =l (3.189)
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3.5. Proofs of theorems 3.9 and 3.11

Applying (3.96) (cf. lemma 3.15) to u = u° — u® with s = 1/2, we get :

~ 0 ~ 0
3=l 3 0, € CVEIT =03, (3.190)
Then, thanks to estimate (3.146) of proposition 3.21 (we take s = 1/2), we have :
~ 0
@ =l y o € C I lzeco (3.191)
One concludes easily.
Remarque 3.27 An (quasi) obvious consequence of (3.63) is that :
||UEHH*% =) < Ce|flleze)- (3.192)
Indeed by triangular inequality and trace estimate (3.96), we have :
lusll 3 < Nl A lEE =l e =g
HZ(2€) HZ(2F) HZ(Z€) HZ (29)
B _ (3.193)
< s +C Ve |lu® - UO||H3/2(QR) + Cllu® — || g1 (ap)-

HZ(5e)
As the support of f does not contain the origin we can apply (3.142) - see the proof of lemma 3.17,

namely :

HuOIIHé(EE) < Ce|fllrz)- (3.194)

Therefore one deduces (3.192) from (3.63) and (3.146). Note that (3.192) requires that the support
of f does not contain the origin.

L?(Qp)-estimate of u° — u®

We prove (3.64) by a duality technique. Let us consider the problem : Let us introduce V€ solution
of (let us recall that n® = a® — u®) :

Find ¢ € H(Qz) such that

~ (3.195)
((Ar + B§) v, \IJE)Hl(QR) = (v, nE)LZ(QR)7 Voe Hl(QR).
The function W€ is also characterized as the solution on the boundary value problem :
ATE + W2 PE = —n°, in Qg,
ove - ~
o +iw(Pe,wh)s, w; =0, on X, (3.196)
owE -
%—f—TR \:[/‘S = 07 on FR.

Up to the change of T into T}, and Tj into its adjoint (7j)* (simply change iw into —iw in
definition (3.154)), the relationship n° — W< is the same as the relationship f +— u®. We can thus
apply the equivalent of the stability estimate (3.164) (see remark 3.25 and 3.26), which leads to :

Vse[0,1], T € H™(Q), [¢mrsq) < O6) 10720 (3.197)
Let us take v = 7° in (3.195), from (3.187), we get :
1711320y = ((A+B=%) 97, %) = (B® uf, ¥%) = r°(uf, ¥F). (3.198)
Therefore, applying inequality (3.139) for r¢(.,.) :
) -
710 < € el g I (3.199)
On the other hand, by (3.96) (lemma 3.15) and (3.197), we have :
vse 1l Yy < O [l < CW & Inle@. (3200

One deduces (3.64) from (3.192), (3.199) and (3.200).
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Estimates of ©* — «® in the domains Qg g

. We first prove an L? estimate. Let us introduce \T/‘j%, the solution of problem (3.195) (or (3.196)
) in which we have replaced n® by :

N =0 log - (3.201)

Since ((Agr + B§) v, @%/)HI(QR) = (v,M% )12 (r) for any v € HY(QR), we have in particular, with
v="n°:

I By oy = OF i) e ) = (Ar + B5) o, W) ms oy = 75 (0, F5) (3:202)
Thus, applying (3.139) once again :

el o N 4 (3.203)

HE(S.)

1 .
2 (Ze)

The novelty with respect of the previous proof is due to the fact that, since n%, is supported in
Qg rr, we can apply the estimate (3.192) (see remark 3.27), replacing u® by ¥%, and f by 1% :

19505 ., = C(R') e In°ll 2@ p)-

€

We thus get [|n°| 12 y<Ce ||u5||H%(E . which, thanks to (3.192), leads to

€

QR,R’

10|22 (@p n) < C 2 [ fll2(0)- (3.204)

It is now easy to derive the local H' estimate (3.65) by localization. Thanks to (3.204), we only
have to estimate the L? norm of V7. Let Ry < R’ < R < Ry and 6 be a real valued cut-off
function in C§°(r?) such that 0 < f(z) <1 and :

supp 6 C Qr, gy, O(z)=1inQp r.
Since An® = —w?n®, we have, in the sense of distributions in € :
A0 7°) = (A0 — w?0) n° +2V0 - V. (3.205)
We multiply (3.205) by 6 7 and integrate over Q2. We get :
/ V(0 7°)|? dx = / (AO — w?0) 0 97| + 2/ Vo - Vn© 01F dx, (3.206)
Q Q Q
that is to say, using 0 Vn® = V(0 n°) —n°Ve :
/ V(0 7)) dx = / [(A0 —w?0) 0 —2|VO]* ] [n°|” dx + 2/ V(O n®) VOnE dx,  (3.207)
Q Q Q
Using 2ab < (a?/2 + 2b?) in the last term, we finally obtain :
%/ V(0 n°)|? dx < / [ (A0 —w?0) 0] |n°|? dx. (3.208)
Q Q
Using the properties of the function 6 we can write :
IV 00 < [ (VO < C I s, (3.200)
One concludes by using (3.204) with (R’, R) = (R1, R2). The proof of theorem 3.9 is completed.
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3.5. Proofs of theorems 3.9 and 3.11

Lower bounds for u* — v in H'(Qr) and L?(Qp /)
To obtain (3.60), it suffices to apply the triangular inequality :
||us - U’OHHI(QRYR/) Z ||:I:l’-/‘s - UOHHI(QRYR/) - ||us - EEHHI(QRYR/)7 (3'210)

and to use the inequalities (3.149) and (3.63). The proof of (3.61) is similar. This completes the
proof of theorem 3.6.

3.5.2 Study of the error in the slot O.

Estimates of u¢ — u® in O,

We first prove (3.70). Let us recall the expressions of u¢ and @€ in O :

+oo
u(z,y) = (u°, wh)s. wi(y) expliwa) + Y (u,wy)s, wi(y) e ),

n=1

(3.211)

us(z,y) = (0, w()s. wi(y) exp(i w ).
It is clear that the study of the error passes by the estimate of the series appearing in the second
term in the expression of the difference (u®,w§)s, — (4, w§)s,. More precisely :

lu® = @[3 oy = (L+w?)L (v = wh)s,

1 e 25 (w) L
§ 1 ) 5 € €12 .
+ + 5 2611 (W) (’LL ’ wn)zg

Thanks to |¢5(w)| < (14 72n%/e2)2 and to the fact that the function 2 — (1 —e~*) is bounded
in IR, this can be rewritten :

I =~ op) < (L4 )L (0 =), +C ]y (3212)

€

Applying (3.84) of lemma 3.13 (to u® —u°) and (3.63) we get :

0 — ,uf)s.| < € VETLog o [u° — @l < C e /Log ol [ fllozgey.  (3:213)
One obtains (3.70) thanks to (3.212), (3.213) and (3.192).

For the L? norm, we have the formula :
= ~e12 _25 (w) L € €12
[ = T3 20y = L (uf =, w§)3, + Z 25& (uf,wi)% . (3.214)
Observing that for all n > 1, €5 (w)™! <& (w)™! < C e, we get the (rough) estimate :

lu = @720y < L (u° =%, wh)g, +C € HU‘SII2 bisy' (3.215)

One obtains (3.71) by using once again (3.192) and (3.213).

We finally prove (3.72). In the domain O we have :

luf = @2, gpary, = U+~ L) (u = wh)},
= —265(w) L' _ o—265(w) L (3.216)
€ n e n
+ 1+ 268 (w)? us w2
2 (126w () ek
which yields
luf = @13y pory < (L4 W)L (0 =T wp)i, +C e 2 5@ les1? 4 H2 (s (3:217)

The conclusion is immediate since e~25i(«) L’ < e 20 L for some a > 0. The proof of theorem
3.11 is complete.
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A lower bound for u° inside the slot

In order to be complete, in particular to justify the table 2, we need to show the double inequality
(3.73). Of course, it suffices to show the upper bound for H = H*(OL) and the lower bound for
H =12 ((’)EL7L/). We prove below this lower bound. The proof of the upper bound, straightforward,
is left to the reader. First, we calculate :

e—260 (@) L' _ o=265(w) L
262 (w)

As all the &£ (w) are (uniformly in €) bounded from below for n > 1, the series in the right hand
side of (3.218) converges to 0 exponentially fast. Therefore :

HUEHLz(OL wo=(L—=L") (u,w)3, +Z ) (uf, wi)d, (3.218)

[ull o op ey 2 1L = L 5, w)m. — C e £l 12a). (3.219)
Moreover :
|, w§)s.| 2 (u”, wh)s. | = |(u —u’, wf)s. |- (3.220)
Reasoning as for (3.213), we get :
3
@ — w®,wf)s.| < O VETLog o [uf —wlliqap < CctLog el | fllz@y.  (3:220)

The conclusion follows from (3.219), (3.220), (3.221) and (3.178).

3.6 Numerical results

For the numerical simulations, we have chosen to consider a situation which is slightly different
from the one of section 3.2. Here, the waves are no longer generated by a source term f. We study
the diffraction of a plane wave of incidence angle 6 (with respect to the plane x = 0) :

u'(x) = exp [iw(x cos O + ysin 0)], (3.222)
The presence of the boundary 9€2¢ induces two phenomena :

— a reflected wave due to the boundary 99, \ 0O,

— a diffracted wave due to the slot (plus the propagation of a wave inside the slot).

More precisely, in the absence of a slot, the solution u°

corresponds to a pure reflection :
u’(x) = exp [iw(x cos O + ysin )] + exp [iw(—x cos § + ysin )], (3.223)

and the diffracted field due to the slot, namely u§ = u® — u® is therefore the solution of the
following problem :

—Auf — w? uy; = 0, in Q,
a £
aud = 0, on 00\ X,
K (3.224)
3“3 € £ € 0
o, = + 17 (ugle) = —T° (ullz.), onZ,
n
u® is outgoing at infinity.
Our method consists in appromating u$ by uf solution of the following problem :
—AGG — w?ug = 0, in £,
a”‘E
a“d =0, on 90\ 2.,
K (3.225)
aué TE ~c _ TE 0 E
a |Ee + 0 (ud|25) - 0 (u |Zs)7 on &
n
U5 is outgoing at infinity.
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3.6. Numerical results

To perform the numerical computation of u¢ and @®, we use the variational formulation of problems
(3.224) and (3.225) truncated to the domain Qg (we omit the details - see section 3.2 and [38]). We
use a (large order) truncation of the series appearing in the definition of the bilinear forms bg(.,.)
and b.(.,.). We apply a P; finite element method for the space discretization. The computational
code we used is the code MELINA [67] on a very thin mesh (see figure 3.14).

We first present numerical results corresponding to the following set of data :

— the computation domain is 2z with R = 1.
— the order of truncation of b, is 10.
— the order of truncation of by is 15.

— the pulsation w is w = 27 which corresponds to a wavelength : A = 1.

the width € is fixed to € = 0.1, i.e. one tenth of the wavelength.

the angle of incidence is = 3.

1.58 0.21

1.11 0.94E-01

0.65 —.22E-01
0.19 —-0.14
-0.28 ' —0.25
—-0.74 —-0.37
—1.20 —0.49
—1.67 —0.80
| —-2.13 —-0.72

F1G. 3.6 — Numerical computation of u§ Fi1G. 3.7 — Numerial computation of u

In figure 3.6 we represent the (real part of) the exact total field u$. Since the slot is thin, it is
difficult to see its effect on the total field in the half space. However one clearly sees the wave
that is transmitted inside the slot. In figure 3.6, we represent the diffracted field u§ = uj — u?
(which is of course only represented in the half-space). Note that its amplitude is about 2.5 times
smaller than the amplitude on the total field. One can also remark the monopolar structure of this
diffracted field : it looks like the response to a point source and is essentially concentrated close
to the end of the slot.

In figure 3.9, we represent the diffracted field computed with the approximate model, namely u
and the error commited with the approximate model, namely uj; — u5 in figure 3.8. This time the
structure of the error is clearly dipolar (i.e. looks like a field created to a point source term which
is a first derivative in y of a §-function). This is due to the fact that the “constant in y” part of the
transmitted wave inside the slot is well taken into account by the approximate model. Moreover,
this error is once again concentrated close to the end of the slot, even more than the diffracted
field itself. Its L* norm is about ten times smaller than the one of the diffrated field but this ratio
is much smaller if one looks at regions that avoid the end of the slot.
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F1G. 3.8 — Numerical computation of uj —u F1G. 3.9 - Numerical computation of i

This describes what happens for one value of . To illustrate our theoretical results we vary e
and represent the variation of different “errors” as functions of €. In figure 3.10, we compare the
diffracted field to the error introduced by the model in the norm of H'(Qg), R = 1 and we do
the same in figure 3.11 with the L? norms. The curves are in Log-Log scale and look like straight
lines.

Measuring the slope of these lines in figure 3.10, we observe that both u§ = uf — u® and 45 — u§
converge “linearly” to 0. However u§ — u$ is smaller that u§ by two orders of magnitude. It
illustrates in particular estimates (3.57) and (3.60) for uf — u® and estimate (3.63) for a5 — u5 :
graphically, it is almost impossible to detect the presence of the 4/|Log €| term in (3.57).

Looking at figure 3.11, one clearly sees that, in L? norm, the error @5 — u§ decays much more
rapidly to 0 than u$ —u°. In fact, measuring the slopes, one recovers the O(e) estimate for u§ —u®
(cf. (3.58)) and the O(e?) estimate for u§ — ug (cf. (3.64)).

On figures 3.12 and 3.13 , we represent the same quantities except that, for computing the norms,
we replace the domain Qg by Qg g with R’ = 1/2. Our results illustrate the local estimates. In
particular, one sees clearly the gain of one power of € by passing from u§ = uy — u? to ug — ug
even in the H'-norm (contrary to what occurs in the domains Qx. This illustrates the estimates
(3.59) of theorem 3.4 and (3.65) of theorem 3.9.
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3.7 Conclusion and perspectives

We have proposed in this article an approximate coupling “1D-2D” model for the propagation
in media including thin slots. This model is similar to models that have been already used in
the literature. The main contribution of this article is a quite complete mathematical analysis of
this prodedure. Our results and error estimates demonstrate the relevance of the approach but
they also point out its limits in terms of accuracy, in particular due to a poor representation of
the actual singularities of the exact solution. It is not clear how to improve the accuracy of the
approximate solution : there does not exist a hierarchy of higher order models as for thin layer
approximation.

There remains of course a lot of open questions, of different nature. We propose below a (non
exhaustive) list of such questions.

— About the extension of the 2D analysis. We think that the forthcoming problems would
deserve to be addressed.

— The case of a slot of finite length. This work has in fact already been achieved and
will be written in [85]. The results are essentially identical to the ones of this article.
The proof is similar even though additional technical difficulties are introduced by the
“resonances” of the finite slot.

— The case of a curved slot. Provided that the slot remains straight for 0 < z < 4, this
case should be possible to treat thanks to a perturbation analysis with respect to the
straight slot case.

— The case of other approximate transmission conditions such as the ones evoked in
remark 3.1. It would be in particular useful to determinate if some of them are more
accurate. We think that for those given in remark 3.1, this is not the case. The order
of accuracy should be the same. However this question is still open.

— The theory in the case of the Dirichlet condition. In this case, the situation is quite
different since the wave that is transmitted in the slot is purely evanescent and the
pure half-space solution already provides a much better approximation than for the
Neumann condition.

— About the extension to time domain. Writing in time our approximate model is straight-
forward. The appropriate way to generalize the analysis is less clear. In particular, it seems
difficult to use the results for the time harmonic case and transfer them to the time domain.
A direct approach in time domain seems preferable.
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— About the numerical analysis of approximate models. One of the advantages of the
model we have constructed is its variational nature. However, the question of an optimal
choice of a numerical method for its approximation is raised. In particular, it is known that
the numerical approximation of problems with small parameters can suffer from so-called
numerical locking phenomena (poor approximation for small values of the parameters). The
following questions are then relevant and related :

— Which is the best way to approach numerically the solution of the approximate pro-
blems : finite elements, mixed finite elements, finite volumes, ... 7

— Is it possible to derive error estimates for the numerical solution that are independent
of 7

— About generalizations of the 2D model

— The 3D case. There are several geometrical configurations that should be analyzed.
We had a third dimension associated with the z direction. The case where the slot is
infinite in the z direction is practically equivalent to the 2D case. However, one can
expect different results depending on the fact that the z-dimension of the sl;ot is O(1)
or O(e).

— Maxwell’s system. The interesting case would correspond to the perfectly conducting
boundary condition. In such a case, one must expect different behaviours of the different
components of the electric field since, in 2D, one meets either the Dirichlet or Neumann
condition depending on the polarization of the electromagnetic field (this is already
mentionned in [84]).

— About the improvement of the approximate models.

— A first very simple solution would be to begin the 1D model only after z = ¢ for some
positive 0 (see figure 3.15). We have analysed this problem from the mathematical point
of view. Exploiting the exponential decay of “non constant in y” solutions inside the
slot, one can show the “exponential accuracy” of the approximate model. One can refer
to [85], for the analysis. However, from a practical point of view, this solution does not
solve the “meshing problem” (the geometry depends on ¢) which motivates the resarch
of simplified models.

— Another direction that we are currently investigating consists in trying to exploit the
technique of Matched Asymptotics Expansions to derive approximate models for nu-
merical approximation. This will be the object of a forthcoming work. Our preliminary
results are quite promising.

Fi1G. 3.15 — Geometrical configuration for the
6-model.

Fi1G. 3.14 — The mesh



Chapitre 4

Analyse du modele : Cas d’une
fente finie non résonnante
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Résumé : L’objectif de ce chapitre est I’extension des résultats mathématiques du chapitre
3 au cas d’une fente finie non résonnante (sa longueur n’est pas un multiple de la demie
longueur d’onde). Les ingrédients sont similaires & ceux ultilisés pour la fente semie inifinie.
Le point nouveau est la réduction a un probleme de transmission entre deux demis espaces
via l'utilisation d’un opérateur Dirichlet Neumann de type matriciel qui n’est défini que
pour les fréquences non résonnantes (voir section 4.1).
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Introduction

Nous nous intéressons ici a I’étude théorique de la fente droite finie. Nous nous plagons ici dans le
cadre du chapitre 2. Nous nous demandons quelle est la qualité du modele approché pour presque
toutes les longueurs dites non résonnantes :

wL # Im, V¢ e IN* (4.1)
La géométrie du domaine de propagation est la suivante :

Le domaine de propagation ). est constitué de deux demis espaces connectés par une fente droite
de longueur L € IR et haute de €.

Q. = QU UO,, (4.2)
avec
Q = {(x,y)EIR2/a:<O},
Q = {(x,y) cR?/z > L}, (4.3)
0. = {(x,y)€R2/0<x<LetO<y<5}.

Nous désignons par A et A’ les deux sommets inférieurs gauche et droit de la fente, puis par 3.
et X! les frontieres gauche et droite de la figure :

A = (0;0) et A’ = (L;0),
(4.4)
Y. = {0}, x [0;¢]y et XL = {L}, x [0;¢],,.

Q.

Fi1G. 4.1 — Le domaine de propa-

. F1G. 4.2 — La fente droite finie
gation

Nous appelons solution exacte, I'unique solution du probleme aux dérivées partielles :

Chercher u® € H} (€.) sortante telle que :

—Auf — WPt = f, dans ., (4.5)
g
%@; = 0, sur 082,

ol f € L?(Q) est & support compact dans I'ouvert Q.

Remarque 4.1 Comme le support de la source est seulement du coté gauche, nous avons choisi
d’étudier un probléeme de réflexion transmission. Il est intuitif de penser que l’énergie transmise
tendra vers 0 avec € et que plus € sera petit, plus l'onde sera réfiéchie.

Nous appelons, solution limite, 'unique solution du probleme :

Chercher u® € H} (€.) sortante telle que :

—Aouo — w2l = f, dans QU (4.6)
86% = 0, sur 9Q N oY,

58



Analyse du modeéle : Cas d’une fente finie non résonnante

Remarque 4.2 La solution limite u’ correspond a la solution du probléme sans fente. Ce qui
est tout & fait intuitif. En effet, la solution u® est en fait nulle dans le demi espace droit; c’est
pourquoi ce probléme revient a une réflexion totale et a une transmission nulle.

De méme, nous appelons, solution approchée, 'unique solution du probleme couplé :

Chercher a° € H]. () sortante et U € H'([0; L)) tels que :
—AT — WU = f, dans QU €,
ou oy
o 0, sur (00 X.) N (09 \ =1),
20° - 47
g w?U® = 0, sur [0; L], (47)
1 1
- u® = U®(0) et — ut = U (L
S = e [ = 0
ou° dU® ou° dU®
= = L).
ox Is. dz (0) et Ox dz ()

L’étude des fentes droites finies se divise naturellement en deux parties :

(1) I’étude des fentes résonnantes : elles correspondent & certaines pulsations w particulieres.
Il existe £ € IN* tel que wL = {7. (4.8)

Autrement dit, la longueur du guide est un multiple d’une demie longueur d’onde :

2

L = 5 (4.9)

Pour ces w, les techniques développées ici ne s’appliquent plus. Une ébauche en sera donnée a la
partie III. On y trouvera des différences notables par rapport au cas des fentes semies infinies.

(2) I’étude des fentes non résonnantes. Celles-ci correspondent aux pulsations w telles que :

D)
wL # ¢, pour tout £ € IN*, c’est & dire les L # ER (4.10)

Son étude est tres proche de celle de la fente semie infinie (chapitre 3). C’est 'objet de ce chapitre.

Commengcons par des estimations dans les demis espaces. Pour des raisons techniques (reliées au
défaut de coercivité des équations de Helmholtz), les estimations qui suivent sont relatives a des
domaines bornés :

Op = {er/||x—A||<R} et Qpp = {er/R’ < x— A4 < R},

(4.11)
O = {xe@/|x-A|| <R} et Qp = {xe@ /R < |x-4| < R},
Qr g Qp.p Ol
F1G. 4.3 — Le domaine Qg U Q) F1G. 4.4 — Le domaine Qg p U Q’R,R/
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Théoréme 4.3 Sous la condition

wLl #0 modulo ™ (4.12)

et pour tous les f € L?(Q) & support dans un fermé F C Q (de IR*) donné, nous avons :
(i) pour tout réel R positif, il existe un réel C(R, L, F) tel que :
0
Ju® —u ||H1(QRUQ’ )

b C(R,L,F) € \ |L095} Hf”LZ(Q)a (4 13)

<
[Ju® = ﬂEHHl(QRUQ’R) < C(R, L, F) e [|flla@)
(i) pour tous réels R et § positifs, il existe des réels C(R,L, F) et C(R, L, 6, F) tels que :

{ HUE - uOHL?(QRUQ’R) < O(R,L,F) € ||f||L2(Q)a

b ) (4.14)
< O(RaLa57F) 62 0 Hf||L2(Q)a

H“s - aEHL2(QRuQ’R)

(#1) pour tous réels R et R’ positifs tels que R’ < R, il existe un réel C(R,R',L,F) tel que :
||u€—u < C(R,L,F){-Z HfHL2(Q)7

0
HHl(QR,R’UQ/R,R/) =
< O(RaR/aLaF) 52 Hf||L2(Q)

(4.15)

[ — agHHl(5212,,2&;(2'&1{,)

Remarque 4.4 La condition (4.12) place en fait la fente dans un régime non résonnant. Elle est
tout a fait fondamentale, en effet, lorsque prend L = Lqy avec

wLo = 0 modulo m, (mode résonnant) (4.16)

les inégalités (4.13), (4.14) et (4.15) sont fausses. On pourra pour linstant se contenter d’observer
que, dans les preuves qui suivent, les constantes que nous allons exhiber vérifient :

li LL) = . 4.1
Jim C(,L) = +oo (4.17)
Donnons maintenant des estimations dans la fente. Introduisons les domaines de fente :
Obvl2 — {(z,9) €O, / L1 <x < Lz}, pour0<Ly<Ly<L. (4.18)
0. Ly OELLLQ Lo
| J | |
F1c. 4.5 — Le domaine O, F1G. 4.6 — Le domaine OELLLQ

Nous avons le

Théoréme 4.5 Sous la condition (4.12) et pour tous les f € L?(Q) dont le support est inclus
dans un fermé F C Q (de IR*) nous avons :

(i) Il existe un réel C(L, F) positif tel que :

{ [l 0, < O F) VEIf ez, (1.19)
[|lus — ﬂEHHl(OE) < CO(LF) e | fllz2o)- .
(i) Il existe un réel C(L, F) positif tel que :
{ |4l o0,y < CULF) VE If I, )
I = @[ 2o,y < C(LF) %2 V/Logel | fll 2o '
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(iii) Pour tous Ly et Lo réels positifs tels que 0 < L1 < Lo < L, il existe un réel C(L, L1, Lo, F)
tel que :

[0 2 2122y < C(L,F) VE I fllzey,s o
Jus = @ jrorizsy < C(L, Ly, L2, F) €%/% \/ILogel || f|l 120y '
Nous allons dans la suite nous contenter de démontrer la premiere ligne de (4.13)
It — ¥l nuay) < C(R.L.F) e v/Eoge | fllzz@uer. (4.22)

Pour démontrer les autres inégalités il suffit alors d’adapter les preuves du chapitre 3.

Remarque 4.6 Remarquons que toutes ces inégalités sont identiques a celles obtenues pour la
fente semie infinie. On peut ici se référer aux théorémes 3.4, 3.9 et 3.11.

4.1 Convergence de la solution exacte vers la solution limite
Nous démontrons ici 'inégalité donnée a la premiere ligne de (4.13). Nous suivons ici la démarche
du chapitre 3.

Opérateur Dirichlet-Neumann : réduction du probléme & un domaine ne dépendant
pas de ¢

Pour se ramener a un domaine ne dépendant pas de &, nous avons choisi d’utiliser un opérateur
de Dirichlet-Neumann matriciel. Introduisons le probleme :

Pour v € H'/2(%.) et v € H/2(X!), chercher u € H'(O.) tel que :

Au + w?u =0, dans O,

5 (4.23)
—u:O, eny=0ete¢,

on

u‘E = vetul, v

Comme we < 7, il est possible de voir que ce probleme est bien posé pour :
wL # 0, modulo 7. (4.24)

Nous pouvons donc définir 'opérateur Dirichlet-Neumann 7L qui & (v,v’) associe les traces de
Neumann de u sur X, et X/ :

Tk HY2(S.) x HY2(SL) — H™Y2(S.) x H7Y/2(%L)

Ju ou (4.25)
/ A = _ - [
(v,0") — () = ( 92l 92 2;)
Avec
+o0 too
o(y) = D vhwh(y), ey) = D o5 wi(y),
" s (4.26)
Vy) = Y (W)5 wi(y), Yly) = D (@) wiy),
n=0 n=0
une forme explicite de T5'* est donnée par :
e w . cos (wL) -1
; = = Vg; (v , 4.27
(900 (¢ )0) sin (wL) ( 0 (v')6 l 1 cos (wL) ( )
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et pour n € IN*

€ cosh (€5 (w)L) -1
(CHEEE m (v5; (")) [ . cosh (€ ()D) | (4.28)
ol nous avons noté :
f(w) = ﬂ-ZLQ — w2, pour n € IN*. (4.29)
Remarque 4.7 Dans le cas ot la condition (4.12) n’est pas vérifiée, c’est a dire :
% = pm, avec p € IN*, (4.30)

Dopérateur de Dirichlet-Neumann n’est pas défini (notons que dans (4.27) sinwL = 0). Ceci est
di au fait que le probléme (4.23) de Dirichlet est mal posé. En effet, dans le cas ot

/ Cu(O.y)dy = (~1) / (L y)dy, (4.31)
0 0

il admet un espace vectoriel de dimension 1 de solutions. De plus, dans le cas contraire il n’a pas
de solution (alternative de Fredholm).

Equation opérateur

Ainsi, la restriction de la solution exacte & Q U Q' vérifie

u® € HL (QUQ) est sortante,
—Auf — WU = f, dans Q U,

881:1 =0 sur (02 o) U (09 \ 1), (4.32)

ous ou®
(5n : ) =0,

s.) on Ix
Soit R assez grand tel que la demie boule i contient le support de la source f. La solution exacte
vérifie (2.47) sur les frontieres I'p et I'j.

) + 75k (ue |Ee su®

’
€

Par conséquent, la solution exacte est 'unique solution du probleme :

Chercher u € H' (g U Q) tel que pour tout v € H'(Qp U Q) :

ar(u®,v) + br(u®,v) + br(u®,v) + b5 (us, v) /fv (c.f. (3.35) et (3.36))
(4.33)
ou les formes bilinéaires sont définies par :
bol(u,w) = by"(u,0) + rol(u,v),
cos (wL) -1 (vls.)5
bol(u,w) = — d uls )5 (usy ) .
0 (wv) sin (wL) (( = )o3 (1 5)0) -1 cos (wL) | \ (v]s2)§
“+o0

el (4.34)
reluw) = ZM«umz;(ummx

¢ sinh (€5 () L)
) [cosh({,i(w)L) -1 1 ((U|E€)i>
-1 cosh (&5 (wW)L) | \(vls,)5)
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Les formes linéaires (.)§, sont définies par :

HY2([0;¢],) — C,
. (4.35)
" — / u(y) ws (y) dy.

A T’aide du théoreme de Riesz, nous définissons les opérateurs Ag, BS’L et RS
H'(QprUQR) — HY(QrUQYR) (4.36)
caractérisés par :
Pour tout u et v dans H'(Qp U Q%) :
(Aru,v) HY(QRrUQL) ar(u,v) + br(u,v) + bg(u,v),
(BS’Lu, v) = b5 (u,v),

H(QRrUQY,)

(RE’LU’U)HI(QRUQ’R) = rol(u,v).

(4.37)

De méme, nous définissons le vecteur ¢ € H'(Qp U Q)

(‘Pf%U)Hl(QRuQ'R) = o fo, Yo e H{(QrUQR) (f =0 dans Qf). (4.38)
R

La restriction a Qg U Q% de la solution exacte est solution du probléme :

Chercher u® € H'(Qp U Q) tel que :

I (4.39)
(Ar + By" + RoE)uf = oy,

De plus, la restriction & Qp U Q’, de la solution limite est solution du probleme :

Chercher u° € H*(Qg U Q%) tel que :
{ ( ) (4.40)

AR UO = Pf-

Remarque 4.8 De méme, on démontre que la restriction a QrUQ de la solution approchée est
solution du probléme :

Chercher u¢ € H' (Qr U Q%) tel que :
(4.41)

(An + BYY) & = gy,

11 est facile de démontrer que les opérateurs Ar, Ag + BS’L et Ap+ BS’L + R5 sont des automor-
phismes de H'(QgU}) (ceci provient de I'alternative de Fredholm, du théoréme de continuation
unique et des propriétés de signe et de compacité des opérateurs). Ainsi les problemes (4.39),
(4.40) et (4.41) caractérisent les restrictions & Qr U Q de u®, u® et @°.

Estimation de la vitesse de convergence H' (2 U Q%) de u® vers u

Ces équations opérateurs nous permettent d’obtenir les estimations d’erreur. Par exemple, d’apres
(4.39) et (4.40), nous avons :

(AR + By* + RE7L) (v —u®) = —Byru® — RoL WO (4.42)
Ainsi nous tirons (les normes étant relatives a 'espace H'(Qr U Q%)) :
lut = < [ (4r + BE* + R&L)’lH (B3 )| + | RE ). (4.43)
L’estimation proviendra des lemmes 4.17, 4.19 et 4.20 qui suivent.
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4.2 Résultats préliminaires

Etude de I’opérateur R*

Introduisons la semi-norme de H*(Qf) :

+oo
2
el e sy, = D o VT+mn2/e? |(uls,)i] Vu € H' Q). (4.44)
€ n=1
Cette semi-norme est tout & fait similaire & ||.HHl/2(E ) définie par (3.95). De méme que pour le
lemme 3.15, nous tirons :

Lemme 4.9

(i) Pour tout s € [0;1], il existe un réel C(s) tel que :

Vue H'**(Qu ), ||U||Hi/2(zs) + HuHHi/Q(z;) < C(s) €° [Jull = ouar)- (4.45)
(i) Il existe un réel C tel que :

Yu € H2(Q U QI), ||u||H*1/2(ZE) + ||u||H*1/2(Z,E) < Ce v/ |LOg€| ||u||H2(QUQ/). (446)
(i1i) Pour tout s €]1;+o0|, il existe un réel C(s) tel que :

Vue HHQUE), Nl + Tl < €6 lulmomun.  (447)
Remarque 4.10 Bien entendu, en utilisant un prolongement de H*(Qg U QR) vers H*(Q U Q')
on peut remplacer QUQY dans les termes de droite des lemmes 4.9 et 4.14, par le domaine QrUQ,
ou par tout voisinage fixe (ne dépendant pas de ¢) de A et A’.

Lemme 4.11 L’opérateur R®" est positif, c’est a dire :
(Rs’Lu; u)

H(QRUQY,) P 07 Yu € Hl(QR U Q/R) (448)

Preuve. Par définition de R*Z nous avons pour tout u € H*(Qp U Q%) :

400 € (w
(R 060) s ngy = 2 S oy | o (€D (a5

—2Re((uls. )5 (ul,);) + cosh (€5 ()L) [(ulsy )5 "]

2
(4.49)

Par conséquent, nous avons :

+oo e
e P D b Tt T L M (R A (O AR T A

n=1

S & (w) c o112
2 ZWU(UIEEM - }(U|2/5)nﬂ . O

n=1

(4.50)
Lemme 4.12 Pour tout u et v dans H'(Q0g UQY), nous avons :

Hi/2(2’5)) (H”|

‘(RE’LU; v)

< ¢ (Ju

HY(QrUQY) HY?(2.) + H“| HY?(2.) + ||U‘ H;/z(z;))' (4.51)

64



4.2. Résultats préliminaires

Preuve. Comme R*% est positif (c.f. lemme 4.11), nous avons :

(Rt < () o) (452)

HY(QRUQ) H (QrUQR) ( HY (QrUQR)"
Par définition de (R*Lu;u) est donné par (4.49) et comme cosh (£5(w)L) > 1, il vient :

+oo €
(RE’LW“)Hl(QRU%) < ; % “(U|Es)i|2 +2|(uls. )7 | (uls )7 | + |(U|2;)Zﬂ~ (4.53)

Comme & (w) < 4/1+ 72n2/e2, il suit du théoreme de Cauchy-Schwarz :

(RE’Lu; u)

2
mrasy Tl Hi/2(zfs)) : (4.54)

1
HY (2rV0R) S tanh (/72 /e? — w2L) (||u|

Pour obtenir la conclusion, il nous suffit de réunir les estimations (4.52) et (4.54) et de remarquer
que :

lim [ ! } =1 O (4.55)
e—0 Ltanh (y/72/e? — w2L)
Des lemmes 4.9 et 4.12, il vient :
Lemme 4.13
(i) Pour tout s € [0;1], il existe un réel C(R,s) tel que :
||R€’LUHH1(QRU%) < C(R,s) €° ||lull ri+s(apu0r)- (4.56)
(i) Il existe un réel C(R) tel que :
1B ull s ey < CCR) € VITage] llulranony (457)
(#ii) Pour tout s > 1, il existe un réel C(R,s) tel que :
||RE’LUHH1(QRUQ/R) < C(R7S) € ||u||H1+s(QRUQ/R). (4.58)
Preuve. 1l suffit de remarquer :
(R57Lu;v) ,
HRE’LUHHl(QRUQ/) = sup Q) (4-59)
" vEH (QRUQY) H”HHl(QRuQ’R)

Etude de I'opérateur BS"

De méme que pour le lemme 3.13, il est possible de montrer le
Lemme 4.14
(i) Pour tout s € [0;1/2], il existe un réel C(s) tel que :

Vue HEH(QUQ), [(ul2 )5l + [(ulz)5] < C(s) e ull (4.60)

HE 4 (uay)
(#) Il existe un réel C tel que :

Yu € H'(QUQ), [(ul )5l + |(ulz )5l < C Ve lLoge| [Jullmauer)- (4.61)
(iii) Pour tout s €]0;+o0|, il existe un réel C(s) tel que :

Vu e HH(QUQ), |(uls )5l + [(uls)5l < C(s) Ve llullmies@ua)- (4.62)
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CHAPITRE 4. Analyse du modele : Cas d’une fente finie non résonnante

Lemme 4.15 Sous la condition (4.12), pour tout u et v dans H' (g U Q). nous avons :

(B5w5) i qony < gy Lol + [ )al] [[0hs5] + [(elsel]- (a63)

Preuve. Par définition de BS™", il vient comme | coswl| < 1 :

(B3 uiv)

w
o] < gm0l Cl5] + ()il (15

(4.64)
] (uls )5 (01)5] + |l ]| (vl )5]]

D’ou la conclusion. O

Des lemmes 4.14 et 4.15, il vient :

Lemme 4.16 Sous la condition (4.12), nous avons :

(i) Pour tout uw € H'(Qr U Q) il existe un réel C(L) tel que :
L
| Bs UHHl(QRUQ’R) < Ce|Loge| lull a1 puar,)- (4.65)
(ii) Pour tout s >0 et u € H'*(Qr U Q%) il existe un réel C(s,L) positif tel que :
L
15 uHHl(QRuQ’R) < C(s) e V|Loge| H“HHHs(QRuQ'R)' (4.66)
Preuve. Il suffit ici de remarquer :

(BgaL’u,; U) HL(QrUQY,)

By < sup

(4.67)
veH (QRUNY,) HUHHl(QRUQ’R)

LUHHl(QRUQ/R)

4.3 Le résultat de stabilité

L’objet de ce chapitre est de démontrer le résultat de stabilité suivant :

Lemme 4.17 I existe une constante C(R, L) ne dépendant pas de € telle que :

Ap + BoL 4 oL ‘1H < C(R.L 468
[(an + 855+ B, S CRD) (468)

Preuve. Nous raisonnons ici par ’absurde. Supposons qu’il existe une suite e(= ¢,,) convergeant
vers 0 telle que :

[wllir @nony) = Let[[(Ar + B3 + B™) wl| 1 g,00,) = 0- (4.69)

(i) Comme u® est borné dans H'(Q2r U ), nous pouvons en extraire une suite qui converge
faiblement. Nous montrons que cette limite faible est nulle, ce qui impliquera la convergence faible
de u® vers 0 :

ut — 0 dans H'(Qp U Q)-faible N L*(Qg U Qf)-fort. (4.70)

Considérons v dans Iespace :
Hjo(QrUQYR) = {u € HY(Q, UQR) / Irg > 0 tel que
(4.71)
u(z) =0si||x— Al <rgoulx—A| < ro},
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4.3. Le résultat de stabilité

Pour ¢ suffisamment petit (¢ < dist({0},supp(v))), par définition de Ar + BS" + R=E nous
avons :

((AR + Byt + REL)us, U)Hl(QRUQ/R) = (AR u®; U)Hl(QRUQ/R)' (4.72)
Ainsi, d’apres (4.69), la limite faible u de la suite extraite satisfait :
(AR 4 ) g1 @pu0y) = 0 (4.73)
Par densité de Hj o(Q2r UQ%), nous avons :
Apu = 0. (4.74)
Comme Apr est un automorphisme, nous en déduisons :
u = 0. (4.75)
(ii) Nous montrons ici que :
|l (@puay) — 0, dans H'(Qr UQR), (4.76)
ce qui est en contradiction avec (4.69) et conclut la preuve.
D’apres (4.70), il suffit de remarquer :
Vut — 0 dans L?(Qr U Q). (4.77)
Par définition de Agr + BS’L + R%L nous avons :
(AR—i—BS’L—i—RE’L ua;ua) = / HVUE(X)HZ - w? |u€(x)‘2dx
H (QrUQYR) QRUQ),
+ (Bg’Lus;us) + (Rs,Lus;us) (4.78)

+ br(u;u®) + bp(u®;uf).
Nous prenons la partie réelle de cette expression. D’apres (2.64), et le lemme 4.11, nous avons :
Re(br(u,u)) =0, Re(by(u,u)) =0 et (R*Fu;u) > 0. (4.79)
En utilisant (4.79) dans (4.78), il vient :

\VI 2 < }( A +B€’L+R€’L e a)
/QRUQ;% H U (X)H ( R 0 )u U 1 (@RUR)

(4.80)

+ / w? |u5(x)|2 dx + ‘(BS’LuE;
QRUQ,R

us) ) )
HY(QRUQ,

Montrons que chacun des termes de droite tend vers 0. Tout d’abord, D’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons :

‘((AR—FB(EJ’L—FRE’L) ua;ua) < H(AR—FBS’L—FRE’L) uf || [|us]]- (4.81)
Nous déduisons de (4.69) que :
I ‘( Ap + BoE + RoLY) e E) — 0. 4.82
lim (Ar + By" + R>") u’u i (o) 0 (4.82)
Par ailleurs, d’apres (4.70), nous avons :
lim > = 0 (4.83)

e—0
- QRUQ’R
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CHAPITRE 4. Analyse du modele : Cas d’une fente finie non résonnante

Enfin, d’apres le lemme 4.16 et (4.69), nous avons :

gL, e, e, L
(5 ”E’UE)H1<QRU%>‘ < B s anvag 14l @ ooy,
2
< C(L,R) e |Loge| HUEHHl(QRuQ’R) = C(L,R) ¢ |Loge|.
(4.84)
Par conséquent, nous avons :
lim (BS’LUE;UE) — 0. (4.85)
e—0 H(QrUQY)
Ainsi, de (4.80), (4.82), (4.83) et (4.85), il vient :
lim |V (x)||?dx = 0, (4.86)
e—0 QRUQ/R
ce qui permet de conclure. O

Remarque 4.18 La principale différence avec le cas de la fente semie infinie se situe au niveau
de la forme bilinéaire u +— (BS7LU;U)H1(QRug/R) et de son équivalent v — (Bfu;u)pmi (g (c.f.
(3.117), (3.131) et (3.132)). (BS u;u) n'est plus comme (B§u; u)  partie réelle nulle mais tend
vers 0 avec €, ce qui nous permet pourtant de développer la méme technique de preuve.

4.4 Le résultat de consistance

Comme le support F' est un fermé inclus dans 'ouvert €, il existe une boule de centre A telle
que f soit nul dans l'intersection V(F') entre cette boule et Q. Par régularité elliptique, la solution
limite est réguliere dans V(F'). En effet, nous avons :

u’ € H¥(V(F)), pour tout s > 0, (4.87)

avec
||“OHH5(V(F)) < C(s, F) (| fll2(0)- (4.88)

@ Q,A Ae u=0

Fia. 4.7 — Le support F' de la source

Introduisons un s-prolongement stable 0 de u’|y & Q, c’est & dire @2 telle que :

(4.89)
) = b, dans V.
Comme la fonction u® est nulle du coté droit, il existe 2° donné par :
'(x) = ul(x), pour x € (),
N ’ (4.90)
Yx) = 0, pour x €
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4.4. Le résultat de consistance

tel que pour € suffisamment petit (X, C V(F)) :
S0 _ .0
Wy, =y,
u/\o E/ = uo E/ )

et
12|15 @i,y < CE) IS lz2c@)-

(4.91)

(4.92)

De plus, par définition de BS’L et R®L, deux fonctions u; et us qui coincident sur . et .

\/eriﬁenl .
e, L e, L
BO7 u - BO’ U9 et RE’LU - RE’LUg.

Par conséquent, nous avons :
BS7Lao = BS’LUQ et RE’Lao = RE’LUQ.
Ainsi, il vient du point (4i%) du lemme 4.13 et du point (i7) du lemme 4.16 :

Lemme 4.19 I] existe une constante C(R, L, F') indépendante de ¢ telle que :
L
| B3 u0||H1(QRU%) < C(R,L,F) e \/|Logel| |l 120
Lemme 4.20 I] existe une constante C(R, L, F') indépendante de ¢ telle que :

| r=* UOHm(QRu%) < C(R, L) e || fllm -

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)
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Chapitre 5

Une extension : les )-modeles

Sommaire
5.1 Dérivation du modeéle approché . . . . ... ... ... ..., 72
5.2 Estimation d’erreur : preuve du théoréme 5.1 . . ... ........ 74
5.3 Le résultat de stabilité : preuve du lemme 5.2 . . .. ... ...... 75
5.4 Le résultat de consistance : preuve du lemme 5.3 . .. ... ... .. 79

Résumé : Nous étendons dans ce chapitre ’analyse du chapitre 3 au cas ou ’approximation
1D dans la fente ne commence qu’a partir d’une certaine distance §. L objectif n’est pas
seulement de prouver que ’on obtient une qualité d’approximation supérieure (d’autant plus
que ¢ est grand), cette étude prépare également ’analyse des méthodes de raccordement de
développements asymptotiques qui sera menée au chapitre 12.

71



CHAPITRE 5. Une extension : les j-modéles

5.1 Dérivation du modele approché

Nous nous replagons ici dans le cadre du probleme modele de la fente droite semi-infinie (c.f.
paragraphe 3.2.2),

Fi1G. 5.1 — Le domaine d’étude

Nous allons dans cette section introduire un nouveau modele approché et effectuer son analyse
mathématique. Les points suivants sont a l'origine de son introduction :

(i) La solution exacte est donnée dans la fente par (3.46). Remarquons que la solution exacte est
d’autant mieux approchée par
ag expiwe (5.1)

que z est grand. L’erreur commise par cette approximation est (formellement) majorée & une

constante pres par :
exp ( —\/7m2/e? — w%) (5.2)

(ii) Au voisinage de embouchure de la fente ¥, (c.f. (3.29)), la solution est chahutée, & la fois,
par une singularité géométrique (associée aux coins) et par une couche limite (lorsque € — 0).

Il semble donc étre une bonne idée de situer la zone de raccord a l'intérieur de la fente. Nous
approchons la solution exacte par une fonction 2D pour x < § (4 positif donné) et par une solution
1D pour x > 4. Introduisons donc les notations suivantes, soit Qg le domaine d’approximation 2D :

QF ={(z,y) € Q. [z <¥). (5.3)

au quel nous associons les frontieres :

= {(zy) € 00 [z <),
22 = {(a,y)/x= betye0el ). (5.4)
Définissons de plus le domaine d’approximation unidimensionnelle :
Is = [0;+o00[. (5.5)

2
0’ 15
e — N w5
EE

Il

F1G. 5.2 — Définition des domaines
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5.1. Dérivation du modele approché

Nous pouvons alors introduire le modele approché :

Chercher 759 Q) — Cet U Iy — C tel que :
ous?
AT — w? % = f dans Qg, —— = O sur Fg,
on
a9 vérifie la condition de radiation (3.18) & I'infini, (5.6)
d? r7e,0 -
— dZQ — WU = 0sur Iy,
U= est sortante & l'infini.
avec les conditions de couplage :
1 € ~ M dfja,&
- / (8, y) dy = US%(5) et %(5, y) = () sur 2. (5.7)
0

Nous allons tout de suite énoncer une estimation d’erreur portant sur la qualité de ’approximation
du modele approché. Pour des raisons mathématiques classiques reliées a I’équation de Helmholtz,
nous devons nous restreindre au domaine borné :

QT — Qg U ([0:], x [0:€],). (5.8)

by ty

R L
25,5
I'r RS
€

FIG. 5.3 — Le domaine de propagation Q9 FIG. 5.4 — Le support I de la source f

Théoréme 5.1 Pour tout fermé F C Q et tous réels positifs w, R, J, il existe un réel C(w, R, 6, F)
et €9 > 0 tel que pour tout 0 < e < gqg et tout f de support inclus dans F :

= @0 s sy < Ce exp (= /a2 =2 8) IIf ooy (5.9)

Ainsi, on peut voir que la solution approchée est une approximation d’ordre infini de la solution
exacte. Remarquons que I'inégalité (5.9) est bien cohérente avec l'estimation (3.63) du théoréme
3.9 qui correspond au méme modele écrit pour § = 0.

Remarquons que la stratégie adoptée (c.f. (i) et (ii)) a payé. Il semble alors nécessaire de bien
approcher la solution exacte dans un voisinage de la fente et de n’utiliser I’approximation 1D
seulement a partir de § > 0 assez grand dans la fente.

Pourtant, & moins d’utiliser des fonctions de base spécifiques au voisinage de la fente, ce modele
approché est d’utilité pratique nulle. En effet, son approximation numérique nécessite I'introduc-
tion d’un domaine dépendant de €, ou nous retrouvons les difficultés classiques liées aux fentes.
C’est pourquoi nous allons introduire a la partie II une méthode ayant tous les avantages de celle-
ci sans en avoir les inconvénients numériques. Toutefois cette technique, ne le cachons pas, sera
beaucoup plus complexe a décrire et a étudier.
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CHAPITRE 5. Une extension : les j-modéles

5.2 Estimation d’erreur : preuve du théoreme 5.1

Reformulation des problémes dans le domaine borné QF°

Nous allons dans cette section caractériser les restrictions de @% et u® comme les solutions de
problemes variationnels bien posés dans Qf";. Il est facile de démontrer que la solution exacte
vérifie le systeme d’équations aux dérivées partielles :

—Auf —w?uf =, dans Q9
>4
381; =0 sur 1"57‘5,
5.10)
ou’ (
B I +T5’5(u5|zg) =0, sur¥?
ou® R
+Tr(u|ry) = 0  sur Ig. (c.f. (3.20), (3.21) et (3.22))
on Irg
ot T désigne
o = 90F° N oQ. (5.11)
et 'opérateur
T e L(HVA(2D); HOVA(SD) (5.12)
se définit comme T¢ (c.f. (3.113)) par
+o00 too
T o = Yot uf e T = —w et uf + Y G of (5.13)
n=0 n=1

ol la base orthogonale ((wS))nen des H*(Xe 5) pour s € [0;3/2] (et de leurs espaces duaux) est
définie en (3.42) et les scalaires £ (w) sont donnés en (3.45).

De méme la solution approchée vérifie le systeme d’équations aux dérivées partielles :

— AT — W20 = f, dans Q9
~e,0
8; =0 sur Ff"s,
x
~c5 (5.14)
8; + T (@ )s,) = 0, sur %2,
X €
5:&576 _
ol +TrW|rg) = 0 sur I'p. (c.f. (3.20), (3.21) et (3.22))
ou l'opérateur
Ty € L(HY(E2):H V(ED) (5.15)
se définit par :
“+o0
T’ s = Y et wy v T5'% = —iw g5’ wj. (5.16)
n=0

A Tl'aide de la formule de Green et du théoréeme de Riesz, il vient que la restriction a Qf"; de u®
et 757 sont solutions des équations opérateurs issues des formulations variationnelles :

(455 + B3 + RO us = L5,
(5.17)

(Aﬁm + BS’J) u L% s
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5.2. Le résultat de stabilité

ou A% 5, BS"S, R et L% 5 sont définis par dualité (pour tout u et v dans H'(QR9)) .

+oo
sy = [, (Fuve - wu) + S ut) o 7
(B w)ans, = - 1w o,
(5.18)
+oo
(REu;0) sy = D€ (w) us® vr?,
n=1
(L(}:{,J;U)Hl(ﬂf"s) = /Qn,a (f 6)
avec pour tout n € IN :
Wk = / u(R, 0) v (0) db, of. (3.22),
Ir (5.19)
et = / (8, ) w (y) dy, c.f. (3.42).
Ee,é

On se référera a (3.22) pour la définition de pZ(w) et & (3.45) pour la définition de &£ (w).

Montrer que les opérateurs (A‘}:{’(; + BS"S + R*°%) et (A‘j%,(; + BS’[S) sont des automorphismes
de H 1(95’5) revient & montrer que les problemes associés aux problemes aux dérivées partielles
(5.10) et (5.14) sont bien posés. Ceci découle facilement (laissé au lecteur) d’arguments de signe,
du théoreme de continuation unique et de I'alternative de Fredholm.

Preuve du théoréme 5.1

A Daide des équations opérateurs (5.17), nous tirons ’équation portant sur 'erreur :
(A% + B') (uf =) = —R*°u* (5.20)

puis 'estimation d’erreur :

€

[ u _65’5"H1(95v5) < [[(ARs + 3876)71||£(H1(Q§’5)) RS UEHHl(Qf"S)' (5.21)

Le théoreme 5.1 suit des deux lemmes suivants :

Lemme 5.2 [ existe un réel C(w, R, §) ne dépendant pas de ¢ tel que :
0\ —1
|(A%s + B5°) HL(Hl(Qé?,,{s)) < C. (5.22)
Lemme 5.3 1 existe un réel C(w) ne dépendant pas de € tel que :

1R® wf|| o sy < Ceexp (= (/e)? = w2 0) || fll2(e)- (5.23)

5.3 Le résultat de stabilité : preuve du lemme 5.2

Nous raisonnons par 'absurde. Si (A% 5 + B5°)! n'est pas borné indépendamment de & alors
pour € tendant vers 0, il existe une famille de fonctions ((u®)) telle que :

6
[0l g1 sy = 1et [[(ARs + B5°)u || g grsy — 0. (5.24)
(i) Montrons tout d’abord que u® converge faiblement vers 0 dans H!(g) et par conséquent :

lim [0 2(0q) = 0. (5.25)
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CHAPITRE 5. Une extension : les j-modéles

La restriction de u® & Qg est bornée dans H'(Qgr) car
llms @y < Il s, (5.26)

On peut donc extraire de u° une sous famille convergeant faiblement dans H'(Qg). Pour tout
v € Hiy(QR) (c.f. (3.126)), il existe eo(v) tel que v soit nulle dans :

[05 0] x [05 7] (5.27)

Pour tout € < go(v), nous pouvons donc prolonger v par 0 dans [0;6], x [0;¢], en un élément
Hl(Qﬁw). Par définition de A% 5 + BS"S (5.18), pour tout £ < go(v) :

((A%,,; + Bg’g)ua; v) = / (Vu VT — w?uf U) Z pi(w VR YR, (5.28)
Qr
en passant a la limite pour ¢ — 0, pour tout v € H},(QR) :

/ (Vu Vi — w uv) Zun yul B = 0. (5.29)
Qr

Par densité de Hiy(Qr) (c.f. Lemme B.1), nous avons (5.29) pour tout v € H' (). Le probleme
variationnel :

Trouver u € H(Qg) tel que :
(5.30)
/ (Vqu—w uv) Zun uy v =0
Qr
correspond au probléeme aux dérivées partielles :
Trouver la fonction u € H\ () sortante telle que :
2, _
Au + wu = 0, dans €, (5.31)
0
G_Z = 0, sur L.

Ce probleme est classiquement bien posé; sa solution est de plus identiquement nulle. Ainsi
u=0 dans (). (5.32)

(#4) Nous allons montrer que :

1 €
I H—/ . = 0. .
20 VE Jo w(v) dy L£2([0;6].) 0 (5.33)
Introduisons 'opérateur P*¢ :
P HY[0;6], x [0;¢]ly) — HY[0;6], x [05¢]y),
€ 1 € (5.34)
wey) o [ [ i)y uiw) = 2 [ ey
0 0

On peut montrer que cet opérateur est 'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace
vectoriel fermé des fonctions ne dépendant que de z tant dans L2([0;6], x [0;¢],) que dans
H'([0; 6], x [0;¢€],). Ainsi nous avons :

125l a1 001, x osel) < Mlull a1 (po;60 x[0sel)- (5.35)
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5.3. Le résultat de stabilité : preuve du lemme 5.2

d’ott comme ||w§||£2(jo;e)) = 1, nous tirons :
1 € 1
7= | wtey € 1000,

1 €
- ,dH < S0l -
|2 [ wsa],, ) < Mol

Introduisons donc la fonction U¢ € H1([0;4],)

1 g
Us(z) = \/j/ us(z, y)dy.
€Jo
De plus, U¢ est bornée dans H'([0;d],.), en effet :

10001y < el osor x(ose)y < Ml g sy = 1.

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Nous allons démontrer que toute valeur d’adhérence faible dans H'([0;4],) de U® (pour € — 0)

vérifie : 2U
277 _ .
(a) el +wU =0 dans ]0; 4],
d
—U—inzO, en r = 6,
dx
(b) U(0) = 0.

(5.39)

Ainsi, il sera clair que U = 0. Par conséquent, U¢ convergera faiblement vers 0 dans H!([0;4]).

Puis, par compacité, il vient (5.33).

(a) Pour tout ¢ € H'(]—o0;d]) tel que p(x) = 0 pour x < 0, introduisons la fonction v° € D(QF9)

telle que :

o = (@) wily) = |/~ o)

€
La fonction v° est bornée indépendamment de €. En effet :

|\Us||§11([0;5]1x[o;a]y) = ||w5||2L2([o;a]) H%’H?{l([o;a]) = ||<P||§11([o;5])-

Par définition de A% 5 + 3875, nous avons :

6 pre Ous 1 8_
e £,0 £ e _ _ _SD _ 2,65
((AR,(S + By )ut,v )Hl(Qf"s) - /0 /o (833 e Oz wou <p)

d’olt

5 .
3 £, e ,.€ aue d(»o & — . £
(AR + BEO)uv%) yaqms, = /O (dm 2wt go) — i wU(5) 2(9).

Puis d’apres (5.24) et (5.41), nous avons :

.5
(AR + B us30%) 11 gy

Par continuité de la forme linéaire (& ¢ donné) :
HY([0;8]) +— C,

5 -
dv dy 9 .
1% — /0 (dx i w Vgp) iwV(5) p(9),

< ||(A%s + BS’S)UEHHI(QE’J) ||UEHH1(95‘5) -0

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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CHAPITRE 5. Une extension : les j-modéles

il vient, par passage a la limite faible pour € tendant vers O :

b =
B dU dy 9 1o . 110, —
0= [(TF-«UP) —10U0)@0. Ve H'(0)/¢0)=0. (5.4
Nous tirons donc que U vérifie I’équation de Helmholtz et la condition de radiation.

(b) Remarquons que :
Us(0) = (u°)§ (c.f (3.76)). (5.47)

Puis appliquons (3.84), pour déduire :

|U=(0)] < C e|Logel [|[u®]|g1(0z) < C ve|Logel ||u5||H1(95,5). (5.48)

D’apres (5.24), pour € tendant vers 0, nous tirons (I'opérateur trace est continu de H!([0;4]) dans
C espace vectoriel de dimension finie) :

U(0) = 0. (5.49)

(4i7) Montrons alors que
lim [[u®[| 22 (0:6, x [03e],) = O (5.50)

Ceci provient de (5.24) et (5.33), et de I'inégalité de type Poincaré suivante (démontrée plus loin) :

Lemme 5.4 [ existe C > 0, ne dépendant pas de ¢ tel que pour tout u € H*([0; 8], x [0;¢]y)

1 £
2
olecososoan < |72 [ ot + S oy O
(iv) Pour conclure, nous montrons :
;Er%)|‘u€||H1(Q§,5) = 0, (5.52)
ce qui contredit (5.24) et termine notre raisonnement par ’absurde.
Par définition (5.18) de ((A% 5 + B0 )us; UF) 1 (F-5), OUS AVODS :
((As, s + BS)us; ue) R6y = (‘Vu€‘2 — w? ‘u5|2)
R,6 0 JUT) g1 (B9 -
oo (5.53)
2
+ 3 B w) |@)E) i ()5 |
n=0
D’apres le lemme A.5, nous avons :
Re(uf(w)) > 0, pour tout n > 0, (5.54)
En prenant la partie réelle de (5.53), nous tirons :
/ Vee? < w? / e + [Re((A% + BES ), u))| (5.55)
Qe Qf?
De (5.24), (5.25) et (5.50), il vient :
;ii% Vs o qrsy = 0. (5.56)

Par conséquent de (5.25) et (5.50), nous déduisons (5.52).

Preuve du lemme 5.4 :
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5.4. Le résultat de consistance : preuve du lemme 5.3

Une preuve possible s’appuie
Tout u € H([0; 9], x

[0;€y).

sur une diagonalisation de H!([0; 4], x

[0;¢€],) se représente sous la forme :

u(z,y) = Z us (x) w (y) dans H'([0;6], x [0;¢],), (5.57)
n € IN
avec
1 €
i) = [mpuwa = L e w
0 ° (5.58)
2
o) = [uepvioa = 2 [t s ay
0 € Jo €
Le calcul explicite donne :
HUH%z([o;s]zx[o;s]y) = ZHU ||L2(06)7
nelN
B (5.59)
[E] 3 T O,
d’on
lulZe oo xiosel,) = lu§ (22 o1,y + ZHU Nz (0:61,
2 t° 2.2
€ wn
< Olagoan + = 2 = IOl (5.60)
n=1
2 10uy?
< s 122 g0, . —‘ .
w622 (j0s61.) + 2 19yl 220
Ce qui démontre (5.51).
5.4 Le résultat de consistance : preuve du lemme 5.3
(i) La forme explicite de la solution exacte (3.46) a l'intérieur de la fente fournit :
(u)5° = exp (— /m2n2/e2 — w2d) (u Vn > 0, (5.61)
d’on
|(u€)f;‘s‘ < exp (— /72/e2 — w2d) |(u°)5). (5.62)
Ainsi, il vient (c.f. (3.95)) :
= 1/2 512\1/2
(Z (1 + 72n2/e) " ()5 ) < oxp (— VA = w20) )il i, (5:63)
n=1
Par conséquent, nous avons d’apres la remarque 3.27 :
= 1/2
(Z (14 72n?/e?) / |us; | ) < Ceexp(—/m2/e? —w?d) || f| L2 (5.64)
n=1
(ii) Pour démontrer le théoréeme de trace uniforme :
~ 2,2, 01/2 | 522
(ZO(HW n?/e2)"/? jue) ) < C 1ol s gy, (5.65)
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CHAPITRE 5. Une extension : les j-modéles

il suffit de remarquer que le membre de gauche correspond a la norme d’interpolation (relativement
aux produits scalaires usuels) de I'interpolé d’ordre 1/2 entre les espaces H'(X?) et L?(%?) (C ne
dépend pas bien sur de ¢). Pour une démonstration plus détaillée, on pourra se référer a (3.80),
(3.81) et (3.82).

(iii) Nous pouvons alors conclure, par définition de R (c.f. (5.18)) :

+oo
< D) (W) 0], (5.66)

n=1

’ (Re“sua; U)

HY(Q)

Comme &£ (w) < /14 72n?/e, nous avons, d’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz :

e, e <« 2 2, 01/2 0 cvesi2) 2 = 2 2, n1/2 | c52)"?
‘(R’u;v)Hl(Qf,g) < (Z(1+7rn/s) [(u )n|) (Z(l—i—ﬂn/a) |vn|) .
n=1 n=1

(5.67)
D’apres (5.64) et (5.65), nous avons :

< Ce exp ( —/m2/e? —w? (5) Il fllz2() HUHHl(Qf,&). (5.68)

Nous concluons alors par dualité :

’ (RE"SUE; v)

H(Q5?)

(Rs’éus; v) Q)

HRE’(; usHHl( sup (5.69)

R,6 -
EO emerny Il
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Chapitre 6

Approximation numeérique
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Introduction

La problématique numérique associée a ce travail théorique est de deux ordres :

— Peut-on vérifier numériquement les estimations théoriques obtenues? Est-il possible d’ob-
server 'optimalité de ces estimations ? Nous nous contenterons ici de décrire les méthodes
utilisées, les résultats numériques étant inclus dans les sections précédentes.

— Est-il possible & partir de la formulation variationnelle (3.34) de dériver une méthode de
calcul numérique dont le pas n’est pas inférieur a e. Quelle est la précision de cette méthode 7

Chacun de ces deux points fera 'objet d’une section.

6.1 La méthode numérique utilisée pour la validation des
estimations d’erreur théoriques

Introduction

Nous désirons maintenant présenter la méthode numérique qui nous a permis de valider les esti-
mations d’erreur obtenues dans les théoremes 3.4, 3.9, 4.3 et 5.1.

Nous allons limiter la présentation de la méthode permettant de valider les estimations d’erreur
au cas de la fente droite semi-infinie (chapitre 3). Les méthodes numériques validant les estima-
tions relatives aux fentes droites finies (chapitre 4) et aux J-modeles (chapitre 5) sont tout & fait
similaires.

Au chapitre 3, nous avons introduit des équations opérateurs (3.119), (3.120) et (3.156) qui sont
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CHAPITRE 6. Approximation numérique

vérifiées par les restrictions & Qr U Q) de uf, u° et u’. Ces équations opérateurs sont associées
aux formulations variationnelles suivantes idéales pour 'approximation par éléments finis :

Chercher u® € H'(QR) tel que :

- 6.1
ar(u®;v) + br(u®;v) +b°(u;v) = f(x) v(x) dx, Yo € HY(QR), (6.1)
Qr
Chercher u° € HY(Qg) tel que :
0 0 AR 1 (62)
ar(u’;v) + br(u’;v) = f(x) v(x) dx, Yv e H (Qr),
Qr
Chercher @¢ € H'(Qg) tel que :
_ _ _ __ X (6.3)
ar(u®;v) + br(u®;v) +b5(u%v) = f(x) v(x) dx, Yv € H (QR),
Qr

ou les formes bilinéaires sont définies en (3.35), (3.36), (3.115) et (3.132).

L’unique difficulté pour 'approximation numérique de ces équations est le traitement des formes
bilinéaires br et b° associées aux opérateurs Dirichlet-Neumann Tr et T° donnés en (3.21) et
(3.113). Ceci s’effectue en deux temps. Tout d’abord nous approchons les formulations variation-
nelles au niveau continu (paragraphe 6.1.1), puis nous introduisons 1’approximation numérique
passant par l'introduction d’un espace de discrétisation des fonctions tests (paragraphe 6.1.2).

Toutefois, pour le numérique, on peut considérer I’application des opérateurs Dirichlet-Neumann
comme classique, de nombreuses références traitant de ce sujet. On pourra se référer par exemple
a [38], [47] et [56] pour se faire une idée des bases de cette théorie et & [41], [42] et [43] pour des
travaux plus récents.

Du point de vue pratique, nous avons développé cette méthode & ’aide du code MELINA [67]. Ce
code est en fait une bibliotheque de procédures éléments finis permettant de résoudre numériquement
les problemes aux dérivées partielles en dimensions 2 et 3. Ce logiciel est, d’une part, facile a uti-
liser, et, d’autre part posséde de nombreuses fonctionnalités évoluées. En particulier, MELINA
permet de traiter facilement les opérateurs Dirichlet-Neumann.

Remarque 6.1 Ici, il faut bien saisir limportance d’une méthode numérique précise. En effet,
nous n’avons pas accés aux erreurs continues :

ut —u et ut TS, (6.4)
Mais QUL erreurs NUMmMEriques
us, —ul et u§ — s, (6.5)

ot les fonctions us, ul) et uS désignent les approzimations numériques de u®, u’ et u°. Pour
pouvoir valider les estimations numériques portant sur la différence u® —u®, il faut que les erreurs
numériques soient faibles. En effet, nous avons :

[ue =l = g =l _ = gl + [ — ) 66)
[[us — uO]| - [[us — uO| '
C’est pourquoi, pour valider numériquement ces estimations, il faut s’assurer que :
Ju® —ug |l << flu® —u,
(6.7)

[u® —upll << fu® —uO].

1l est donc nécessaire d’introduire un pas de maillage h petit devant la hauteur de la fente €.
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6.1. Validation des estimations d’erreur théoriques

6.1.1 Formulation variationnelle approchée

Les formes bilinéaires b et b°, données en (3.36) et (3.115), ne sont pas utilisables numériquement
en I’état. En effet, elles contiennent une infinité de termes qu’il va falloir tronquer.

Une premiére idée : une troncature brutale

Une premiere idée consiste a tronquer les séries qui définissent b et b°. Nous définissons les formes

bilinéaires approchées b¥ et bS, de bg et b°. Pour tout u et v dans H'(Qg), nous notons :

N
N (usv) = Zuﬁ(w) ulf vE, c.f. (3.22) et (3.36),
n=0

N
by(uiv) = —iwujvg + > & (w) uf vE, cf. (3.42) et (3.45).

n=0
Nous introduisons donc les trois probléemes dont les solutions numériques sont solutions :

Chercher u5, € H'(QR) tel que pour tout v € H'(Qg) :

ar(uf;v) + b (uiiv) + biv(ui;v) = f(x) v(x) dx,
Qr

Chercher u% € H'(Qg) tel que pour tout v € H'(Qg) :
(6.10)

ap(ii;v) + by (U5iv) + by(Uiv) = f(x) v(x) dx,
Qr

Chercher u%, € H'(Qr) tel que pour tout v € H'(QR) :
(6.11)

0. TN, 0 . _
ag(uy;v) + bg(uy;v) = f(x) v(x) dx,
Qr
Toutefois pour un nombre dénombrable de R, nous aboutissons alors & des problemes mal posés.
Ceci est improbable, mais, pour R proche de ces valeurs, la matrice finale & inverser se révele mal
conditionnée. C’est pourquoi, nous écartons cette formulation approchée et nous lui préférons la

technique du paragraphe suivant.

Remarque 6.2 Illustrons ce fait pour le champ limite. Prenons R une racine positive de Jl'j(wR)
pour un p > N. Définissons la fonction u :

u(r,0) = Jp(wr) cospb, dans Q. (6.12)
Comme u vérifie :
Au + w?u = 0, dans Qp,
20,9 = 0. pour y € [~ R; R), (6.13)
%(R7 ) = wJy(wR) cosph = 0, pour 6 € [0; ],
nous tirons :
ar(u;v) = /Q [VU(X)V’U—(X) — w? u(x) v(x)|dx = 0, Yo e HY(Qr). (6.14)
R

De plus remarquons, pour tout n € [0; N| :
/ u(R,0) cosnfdf = 0 = ull =0 = by(u,v) = 0, Yvec H (Qr). (6.15)
0
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d’ou, il vient pour tout v € HY(Qg) :
ar(u;v) + by (u;v) = 0. (6.16)

Ainsi, le probléme (6.11), n’admet pas de solution unique. D’apres Ualternative de Fredholm, ce
probléme n’admet pas de solution pour tous les f € L?(Q).

Remarque 6.3 On ne peut tout de méme pas dire que cette situation est catastrophique. En effet,
il est possible de montrer :

(1) & R donné, il existe Ny € IN* tel que pour tout N = Ny les problemes sont bien posés. Dans
le cas du champ limite, le plus petit Ngy est donné par :

Ny = mf{Ne IN/Vn> N/ J (wR) ;Ao}. (6.17)
Si nous posons la notation :
i = inf{z>0/J;(z):o}, Vn € IN, (6.18)

il est possible de voir que la suite des j!, est croissante pour n > 1 de plus

si wR €105 41, alors Ng = 0,
(6.19)
st wR € 3] i1l alors No < n.
Donnons les premiéres valeurs numériques des j!, :
1~ 1.841, jb ~ 3.054, jh ~ 4.201, j; ~ 5.317, jL ~ 6.416, 620
6.20
Jlo = 1170, jl5 = 17.02, j} = 22.22

(2) a N donné, il existe Rg > 0 tel que pour tout 0 < R < Ry, les problémes sont bien posés. Dans
le cas du champ limite, ce Ry est donné par :

Ry = jysa/w. (6.21)

Une deuxiéme idée : opérateur Dirichlet-Neumann approché modifié

Nous reproduisons ici la technique introduite dans [47].

Notons tout d’abord que :

+00 h—
u; vl = uv c.f. (3.22) et (3. . )
TLZ:O n Yn AR ( f (3 22) t (3 36)) (6 22)

Puis remarquons que :

+oo
b (uiv) = Y (g (W) = pg (@) uf oFF + pg(w) /F uT, V(u,v) € [H'(QR)]?,  (6.23)
n=0 R

ott les scalaires u*(w) sont donnés en (3.22). C’est & ce moment que nous tronquons la somme.
Pour N € IN, nous définissons alors les formes linéaires bg qui approchent bp :

N
b (o) = 3 (W) — (W) ul oF + pli(w) / ud, Y(u) € [H' Q). (6.24)
n=0 R

Il n’est en fait pas nécessaire d’effectuer un travail similaire pour b%;.
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Il est alors naturel d’introduire les solutions des problemes :

Chercher u5, € H'(QR) tel que pour tout v € H'(Qp) :

(6.25)
ar(ufy;v) + by (ufiv) + by (uiiv) = [ f(x) o(x) dx,
Qr
Chercher 5, € H'(Qg) tel que pour tout v € H'(QR) :
- (6.26)
an(tify;v) + b (iv) + b5(qsv) = [ f(x)v(x) dx,
Qr
Chercher v, € H'(QR) tel que pour tout v € H*(QR) :
- (6.27)
ar(uf;v) + b (ufsv) = [ f(x) v(x) dx,
Qr

Théoréme 6.4 Les problémes (6.25), (6.26) et (6.27) sont bien posés.

Preuve. Contentons nous de montrer le résultat dans le cas du probleme (6.25). Pour les problémes
(6.26) et (6.27), la démonstration est identique.

D’apres lalternative de Fredholm, il nous suffit de montrer l'injectivité. C’est a dire :

(aR(u‘?V;U) + W (uSv) + b (uiiv) = 0, Vo € Hl(QR)) — 5, = 0. (6.28)
Pour v € D(QR), nous tirons :
/ (Vu‘}:v(x) Vo(x) — w?uf(x) v(x))dx = 0. (6.29)
Qr
Ainsi, nous avons :
—Aufy — w?uyy =0, dans D'(Qr). (6.30)
€
Puis pour v € C*°(Qr), nous tirons que les décompositions spectrales de u3; et agN sur I'r sont
r
reliées par :
“+o0
usy = Z(“Wf Un, dans H'/?(T'g),
Ous ":3\[ +oo (631)
o = Do) W) e+ Y ug () (iR ¢n,  dans H-V2(Tg).
n=0 n=N+1
ot les fonctions 1, et les complexes uff(w) sont données en (3.22).
En prenant u$; comme fonction test, il vient :
€ 2 2 £ 2
0 = / |Vuy (x)|” = w? |uy(x)]” dx
Qr
2 al 2
—iw(Wi)s]” + D &) |(ui)s] (6.32)
n=1
N 9 +oo 9
+ @) [WR + Y ) )R]
n=0 n=N+1
En prenant la partie imaginaire de cette expression, il suit :
2 al 2 = 2
0= —iw @il + S m(lw) [ + Y () [k (©633)
n=0 n=N+1
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D’otlt, d’apres le lemme A.5, comme Im(uf(w)) < 0, pour n € IN, nous avons :

(uiy)® =0, Vn € IN. (6.34)
Ainsi, il vient de (6.31) :
ugy = 0, dans HY?(Tg),
. (6.35)
3gN =0, dans H'/2(T'g).
-

Nous concluons a ’aide du théoreme de continuation unique :
uy =0, dans Q. O (6.36)
Par une démarche stabilité consistance, il est possible de montrer le résultat suivant :

Théoreme 6.5 Les solutions des problémes (6.25), (6.27) et (6.26) vérifient :

lim gy = v, lim ufy = u, lim u% = . (6.37)
N——+oco N——+oco N——+oco

Preuve. On pourra s’inspirer de [64].

6.1.2 Introduction de 'approximation éléments finis

Introduisons tout d’abord une triangulation (non courbe) de Qg. L’approximation géométrique
d’un cercle par des triangles étant non conforme (c.f. figure 6.1), donnons quelques précisions.
Nous notons 0% le polygone formé par 'ensemble des triangles du maillage. Nous imposons que
chaque sommet du polygone Q’]% est un point de 90k (approximation interne par convexité de
Qr). De plus, nous faisons correspondre aux extrémités de 3. deux sommets de la triangulation.

F1G. 6.1 — Une approximation géométrique non conforme
Nous choisissons de rechercher les approximations numériques des solutions dans ’espace V' :
V = {uh € HY(Q) / uy, est Po sur chaque triangle}. (6.38)

Pour étre sur que 'erreur numérique soit négligeable, il faut prendre h plus petit que €. Nous
prenons typiquement :

€
h —. 6.39
< 10 (6.39)
L’approximation a}}% de ap est donnée par :
al(up;vn) = / (Vuh(x) Von (x) — wup(x) ’Uh(X)) dx, pour tout uy et vy, dans V.
Qh
. (6.40)
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La frontiere I' (~ I'g) étant donnée par :
rh = {(w,y) € asz;g/x#o}, (6.41)

nous approchons la forme bilinéaire by par bg’h, pour tout uy et vy dans V :

N . _ - R(\_ R R TR R —
i) = 3 [(#) = @) wlfa 0] + ) [ w

h
n=0 R (6.42)
avec uy, = /h up O, et vf, = /h O Y pour n € IN,
FR FR

ott les WF  définies sur I'y, désignent des traces de fonctions de V qui interpolent les fonctions
définies sur Qg :

1 2
Yo(r,0) = \/j, Un(z,y) = \/j cosnb, pour (r,0) € Q’]% et n € IN*,
r r
Y
avec r = y/x2 + 92 et § = arccos ——.
Va2 +y?
C’est a dire les fonctions continues telles que

Upin(r,0) = ¥n(r,0) (6.44)

en chaque extrémité et milieu des segments qui définissent la ligne brisée I'% et, qui sont P (en
la variable tangentielle) sur chaque segment formant F’}{.

(6.43)

De méme, nous définissons ’approximation numérique de b5, donnée par :

N
b n(univn) = —iwug, 05, + Y& (W) ug ,ve 4, V(un;vn) € V2,
n=1 (645)
avec u;, , = / up(0,y) wy, ,(y) dy, Yup € P>, Vn € IN.
[05e]y /

o &, (w) sont donnés en (3.45). Les fonctions wyj, ,, sont définies sur 3. et sont la trace de fonctions
de V' qui interpolent les ws, (définies en (3.42)). C’est a dire les fonctions continues telles que :

Wi, (y) = wy(y). (6.46)
en chaque extrémité et milieu des segments de la triangulation qui forme Y. et qui sont P en la
variable y sur chacun de ces segments.

Enfin, nous approchons le terme source f. Nous notons f; I’élément de V' qui désigne l'interpolé
P, dans chaque triangle continues de f, c’est & dire la fonction qui coincide avec f en chaque
sommet du maillage et en chaque milieu de segment de la triangulation.

Les approximations numériques uy j,, uly , et de u%; ;, vérifient les formulations variationnelles :

Chercher uyy ;, € V' tel que pour tout vy, € V' :

hye . Nh e . . . B S (6.47)
ag(uiy pivn) + br" (uly pivn) + by p(uly pivn) = - In(x) vn(x) dx,
Chercher u(])\,yh € V tel que pour tout v, € V :
(6.48)
af(uynion) + b (ulypion) = . Ju(x) vn(x) dx,
Q
Chercher uj ,, € V' tel que pour tout vy, € V' :
h (e N,h~e e (6.49)
ag(Uy p;vn) + b (U psvn) + 06 (U pvn) = fn(x) vn(x) dx,

Q
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6.1.3 Formulation matricielle

Introduisons une base ((wyp))pefo;:arg de 'espace V' :
M
up = Zup Wp, Yup € Ps. (6.50)
p=0
Introduisons les suites ((u$))peqo;nrgs ((05))peqosnrg €6 ((un))pefo;nrg telles que :
M M M
u‘}:\,7h = Zu; Wp, 17‘}:\,7,1 = Zﬂ; Wp, U(]Jv,h = Zug Wp. (6.51)
p=0 p=0 p=0

De plus, notons A, B et B° les matrices carrées associées aux formes bilinéaires approchées :
A, B, B" ¢ CMxM
Apg = af(wpiwg) + bg’h(wqu)a V(p, q) € [0; M]?, (6.52)
Bpq = b?v,h(wp?wq)v B;g,q = b(EJ,h(w:D;wQ)ﬂ Y(p,q) € H()?M]]ga

et le vecteur ligne L associé a la source :

L, = f(x) wq(x) dx, Vq € [0; M]. (6.53)

h
QR

La résolution des formulations variationnelles approchées (6.47), (6.48) et (6.49) est donc équivalente
a la résolution des problemes matriciels :

Chercher ((ug,))pefo:nr tel que :

M (6.54)
Zu; (AP#I + Bzuq) = L, Vg € [0; M].
p=0
Chercher ((u9))peqo;m tel que :
M . (6.55)
Zup Apg = Lg, Vq € [0; M].
p=0
Chercher ((uy,))pefo;nr tel que :
(6.56)

M
> (A%P + Bgﬂ) = Lq, Vg € [0; M].
p=0

6.2 Technique de calcul numérique pour le probleme de rac-
cord 1D-2D, (avec h >> ¢)

Nous montrons ici comment, & partir de la formulation variationnelle (3.31), on peut dériver une
méthode d’éléments finis, ou le pas de maillage peut étre pris plus grand que €. Ce travail a été
effectué en collaboration avec Marianne Clausel et Marc Duruflé au sein du projet Ondes a 1'IN-
RIA.

Nous nous plagons ici dans le cas général. Nous n’utilisons pas ici des opérateurs Dirichlet-Neumann
pour les raisons suivantes. C’est tout d’abord contraire & nos objectifs (raccord 2D-1D). De plus,
dans le cas de la fente courbe, il n’est pas possible d’obtenir I'opérateur Dirichlet-Neumann par une
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démarche analytique (on peut toutefois 'obtenir numériquement [38]). Enfin pour des longueurs
particulieres de la fente correspondant a des résonances, ces opérateurs n’existent pas.

La méthode, que nous présentons ici, est I’analogue variationnel de la méthode par différences
finies introduites pour les équations de Maxwell par Taflove dans [81], [82] et [83] (elle est tout
a fait adaptable pour les équations de Helmholtz). Les améliorations possibles de cette méthode
ne passent pas comme pour la méthode de Taflove par une modification locale du schéma aux
différences finies (modeéle de Gilbert-Holland c.f. [36]) mais par un enrichissement de ’espace
d’approximation en tenant compte du comportement local de la solution (approximation basse
fréquence par exemple).

Du point de vue pratique, les tests numériques ont été réalisés a 'aide du code MONTJOIE
développé par Marc Duruflé. Ce code d’éléments finis d’ordre élevé pour des maillages constitués
de quadrilateres ou de triangles permet de traiter les équations hyperboliques linéaires classiques
(acoustique, Maxwell) en domaine temporel ou harmonique. Il n’est pas pour le moment en acces
libre.

Une différence entre cette étude pratique par rapport a I’étude théorique est l'utilisation d’une
couche parfaitement adaptée PML (perfectly matched layer) pour borner le domaine de calcul.
Ces couches PML ont été initialement introduites en régime transitoire par Bérenger [12] et ont
été étudiées de fagon approfondie dans la littérature [24,31,35,46,50]. Ce sujet de recherche reste
d’actualité, notamment au sein du projet Ondes [30, 34].

Dans cette section, nous montrons tout d’abord (paragraphe 6.2.1) quel est le probléeme continu
(modélisation approchée : couplage 1D-2D) que nous approchons numériquement. Puis, au pa-
ragraphe 6.2.2, nous montrons comment on peut utiliser une discrétisation de type Galerkin
[13] pour effectuer 'approximation numérique de cette solution. Enfin, nous montrons quelques
expérimentations permettant de valider partiellement la méthode présentée auparavant avec le
code MONTJOIE (c.f. paragraphe 6.2.3).

6.2.1 Le probléeme continu

Nous considérons ici un probleme de diffraction d’ondes par un obstacle borné B. donné par :

L L H ¢ L L e H
B = (5.3l x -3 3LV ([-33Lx 5 3h) (6:57)
Pour le champ limite, il sera utile de définir la limite B de B: :

L L

B=[-550 %[~ 55 (6.58)
H L€
L
Fic. 6.2 — L’obstacle
Le domaine de propagation consiste en I'extérieur de 1’obstacle :
Q. = R? \ B., Q =1R?\ B (6.59)
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De plus, nous avons choisi de prendre les valeurs suivantes pour les différentes longueurs :

H =8\ L =08\ (6.60)
Nous faisons de plus varier € et A suivant le critere :
107N < e <1073 (6.61)

Sur ce domaine nous nous intéressons & 'approximation numérique du probléme (c’est le probleme
que vérifie notre solution approchée) :

L L

Chercher u° € H'(Q) sortante et U¢ € H'(] — 5 5[5) telles que :
AU + 2 = —f, dans ,

our

— - Ut

o = 0, sur 09 \ (EE U Xy ), (6.62)
2US L L

W—Fw Ue = 0, dans [—5,5]3,
1 e L ous ave L
- = Uf(x=) et = ).
8/2316 ( 2)e ox nt ds( 2)

ol X7 et XF sont les deux frontieres :

R IR RERTC R R

Reformulation en domaine borné

Pour pouvoir utiliser une méthode de calcul numérique, nous devons borner le domaine, utilisons
une couche absorbante parfaitement adaptée. Cette technique consiste tout d’abord a séparer le
domaine  en deux parties, le domaine Q0 et son complémentaire Q \ Qg (le support de f est
inclus dans Qg) :

Qp = {(x,y)EQ/ —2R—§

L
<x<2R+§et—R—H<y<R+H}. (6.64)

QR|:|

2R

Ry

Fia. 6.3 — Une décomposition du domaine pour les PML

11 est alors possible de montrer que la solution u§ du probleme suivant coincide avec u® dans g :

Chercher uf € Hj(Q) et Us € H'(] —Ng; g[s) telles que :

O‘afﬁ)aé [:(x)‘?f} + B3 [B)GL] + T =, dansa ;z L
B A
1 g2 T U =0, - e dans [—5, 5]5,
5/23 G = Uf(ig) t 8;101 5= B ds1 (ig)

(6.65)
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avec les coefficients a(z) et B(y) tels que :

L iw L
=1 51 < 2 a5 = 3 ) i P 2 5
a(x) , si || R+ 5 afx) ool —2R=L2) si || R+ 5
H iw H
=1 i < —_, = 3 3 i > )
o(z) = 22/2
(6.66)

En outre, il est alors possible de montrer que la fonction 4§ (z, y) est exponentiellement décroissante
hors de Qg. 1l est donc naturel de réduire le domaine & un borné (ceci introduit bien entendu une
erreur de modélisation mais qui reste négligeable). Introduisons donc la couche :

L L H H
Qrr = {(a:,y)6]R2/2R+§<|x|§2R+§+R’ etR+5<|x|<R+§+R’}. (6.67)

La réunion de cette couche et de Qg consitue le domaine de calcul €. ; notons sa frontiere extérieure
Pewt : .
Q. = QrU QR,R’; Tzt = 09, \ onN. (668)

R’}

al

Ry
PML

F1G. 6.4 — Le domaine de calcul

Nous nous intéressons maintenant au probléme qui approche le probleme (6.65) :

Chercher w5 € H'(Q,) et U5 € H'(] — g; g[s) telles que :
0 ous 0 ous 2~e

a(x)% [a(x) o ] + ﬁ(y)a_y [ﬁ(y)a—y} +wuy = —f, dans €.,

o5 -

o 0, SuraQ\(Es UEE),
uz = 0, dans I'cyq,

2U; . L L
) ds? tw'l; = 2’ - s 1 dans [—57 5]57

U

—_ Y- € += t 2 —_ 2 +2).
s/zgiuz Ual 2)e O |5+ ds( 2)

(6.69)
Formulation variationnelle du probléme continu

Dans 'espace de Hilbert (& € fixé) :
L L 1 L
We = {(U;V) € HY(Q)xHY(]—=; =1s) tel que —/ v =V(E£z)etv=0sur Fewt}, (6.70)
272 € [yt 2
ce probleme admet la formulation variationnelle suivante :

{ Chercher (u5; Us) € W, tel que pour tout (v,V) € W, :

_ (6.71)
ap(us,v) + €as(Us; V) = Ly(v).
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ou les formes linéaires et bilinéaires sont données par :

_ a(z) dudv  B(y) Oudv w? T
ap(u,v) = /Q@%% a@)dydy  a@)Bly)
as(TV) = i%_lg]%_‘: U, (6.72)
Lf(’U) = 0 fﬁ'

6.2.2 Discrétisation dans le cadre de la thérorie de Galerkin

Espace d’approximation numérique

Introduisons maintenant le sous-espace vectoriel X de dimension finie N + 1, de I'espace H'(Q.).
Nous associons & X une base ((wp)), nous avons pour tout u € X :

N
up = Zup Wp, avec u, € C. (6.73)
p=0

De méme, nous introduisons le sous espace vectoriel Y de dimension finie M + 1 de H*( [—%; %])
et sa base ((Wp)). Pour tout u € Y, nous avons :

M
Up = Y U, Wy, avec U, € C. (6.74)
p=0
Nous supposons de plus que :
Wo(0) = 1 et Wpy0) = 0 pourtoutp#0,
~ ~ (6.75)
Wu(L) = 1 et Wpy(L) = 0 pour tout p# M.
A l'aide de X et Y, nous construisons I'approximation interne Z. de W, :
Z.= (X xY)NnW.. (6.76)

Ainsi, une base de Z., nous est donnée par :

((wp; (% /z; wp) Wo + (é ,/z;f wp) WM))pe[[O;N]] . ((0; Wp))pe[[l;Mflﬂ' (6.77)

Tout (u;U) dans Z. se représente sous la forme :

N
up = Zup Wy,

p=0

N ) ) M-1 (6.78)
U = Z{up [(g/_wp) Wo + (g/+w,,) WM]} + Y u,w,

p=0 e e p=1

ot les u,, et U, sont des complexes.
Formulation matricielle du probléme numérique
La base de la théorie de Galerkin est de remplacer I’espace de la solution et de la fonction test (ici
W) par l'espace d’approximation ici Z. :
Trouver (u5,Us) € Z, tel que, ¥V (v5,V7) € Z :

(6.79)
an (@, vf) + € as(US, VE) = / /T, dx.
Q
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Le doublet de fonctions (uj; Uy) en tant qu’élément de Z. se représente sous la forme :

N
u; = Zu; Wp,
p=0
N 1 1 M—1
U = Z{u; Kg/xpr) Wo + (g/z+wp) WM}} + Z Uy Wy
p=0 € € p=1
Introduisons les matrices A7 € CN*XN A% ¢ CM*M .
qu = ag(wp,wy), pour tout (p,q) € [0; N]?,
Aiq = cag(Wp; Wy), pour tout (p,q) € [0; M]>.
Notons B, , B et Ly les vecteurs de C donnés par :
1
By = —/ W, pour tout p € [0; N,
E —_
Bf = 1 w pour tout p € [0; N]
D c Eg_ D ) )
L, = | w, pour tout p € [0; NJ.
Qr

(6.80)

(6.81)

(6.82)

En prenant successivement l'ensemble des vecteurs de base de Z. (c.f. (6.75), (6.76) et (6.77)),

nous obtenons la formulation matricielle permettant de résoudre (6.79) :
N _— _—
H — = 48 S
3w [AM + By By ASy + B Bf Ay
p=0

+ B, Bf AS, + B B_;Aim}

M-1
+ Z U, {Bt; A§,0 + Bf Aﬁ,M} = L, Vq € [0; N]
=1
N ; M—1
> up [B;? ASq + By A%,q} + Y UsAS, =0, Vge[l;M—1].
p=0 p=1

6.2.3 Une mise en oeuvre numérique

(6.83)

Nous présentons ici succinctement une expérience numérique qui nous a permis de valider partiel-

lement le modele approché.

Rappelons que nous nous intéressons a l’approximation pratique (qui nous est donnée par l'ap-
proximation numérique de la solution du probléme issue de la modélisation approchée) de la

solution du probleme :

Chercher u € H] () sortante telle que :

5 2,6 _ __ .
modélisation exacte Au® + wu = —f, dans €.,
ou®
B = 07 sur 895,
n

dont la limite nous est donnée par la résolution du probleme :

Chercher v € H} (€.) sortante telle que :

0 2,0 _ .

modélisation limite Au’ + wiu’ = —f, dans €,
0

5L =0, sur 0f).
on

(6.84)

(6.85)
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Nous désirons vérifier qu’il est possible de mieux approcher la solution exacte avec I’approxima-
tion numérique de la solution approchée qu’avec la soltiuon limite. Dit autrement, nous devons
comparer

u — 5 A ut —ud. (6.86)

C’est pourquoi, nous devons calculer de maniére trés précise (ce qui sera effectué a ’aide d’une
méthode éléments finis d’ordre élevé) la solution exacte et la solution limite. Alors, nous pour-
rons considérer que ces deux solutions (exacte et limite) coincident avec leurs approximations
numériques. La solution exacte de ce probleme est calculée a ’aide d’un raffinement local au voi-
sinage de la fente. Ceci nous permet de définir une solution de référence. Les solutions limites et
approchées sont calculées & 1’aide d’un maillage non raffiné. Les éléments finis utilisés sont P, sur
les triangles et Q4 sur les quadrilateres. Nous représentons aux figures 6.5, 6.6 et 6.7 les maillages
utilisés pour le calcul de la solution exacte, de la solution approchée et de la solution limite au
voisinage de la fente.

Fi1G. 6.5 — Le maillage pour le F1G. 6.6 — Le maillage pour le Fi1G. 6.7 — Le maillage pour le
champ exact champ approché champ limite

Nous représentons ensuite sur les trois prochaines figures les cas d’une expérience numérique ou la
source est en fait ponctuelle distante de 1.5 de = = 0 (frontiere gauche de 'obstacle). Nous avons
de plus ici choisi les valeurs suivantes :

AN=10 H =40, h=10"', L=08, R=\ R =\ (6.87)

Une expérience pour ¢ = 1072 et h = 107!

Fic. 6.8 — Le champ total Fi1G. 6.9 — Le champ total ap- Fi1G. 6.10 — Le champ limite
exact uj, proché uj, uy
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<

Fia. 6.11 — Le champ dif-
fracté exact uj, — u;,

0

\=//

Fic. 6.12 — Le champ dif-

7 s ~g 0
fracté approché uj, — uy,

5 x 10
|5
0 ¢— 0

Fic. 6.13 — L’erreur du
modele uj — uj,

Pour cette valeur de ¢, on peut noter la tres bonne approximation de la solution exacte par la
solution approchée. De plus, si nous nous intéressons a l'erreur relative pour le champ diffracté,
nous obtenons une erreur en la norme L? du domaine de calcul privé de la fente de I'ordre de
quelques pourcents :

||UZ - 172||L2(Qc)

e el — 2.80%
lJus, = uf |l L2.)

(6.88)

Les mémes remarques sont valables pour les deux expériences qui suivent :

Une expérience pour ¢ = 5.107% et h = 107!

-

Fia. 6.14 — Le champ dif-
fracté exact uj, — u;,

0

Fic. 6.15 — Le champ dif-
fracté approché u§ — u?

|ug, — uf, |l L2(,)

0 R el = 1.44%
l[ug, — w22 (0.

Fic. 6.16 — L’erreur du
modele uj — uj,

(6.89)
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Une expérience pour ¢ = 1073 et h = 107!

x10° x10° x10°

ST S ST
- ~ |5 - o |5 |5
{'@ §O 0 £ D RO 0 o =0
— ,‘

4
|-5 - |-5 |-5
,57 ,57

Fic. 6.17 — Le champ dif- Fic. 6.18 — Le champ dif- Fig. 6.19 - L’erreur du
fracté exact u§, — u) fracté approché @5, — u) modele u§ — 5,

[|uf, — ai”LQ(QC)

—n Rz e = 1.60% 6.90
Tt~ e (6.90)

Conclusion : Nous avons bien montré que la formulation variationnelle (3.31), permet de dévelop-
per une technique numérique permettant de ne pas raffiner au voisinage de la fente. Toutefois, par
manque de temps, nous n’avons pas effectué ’analyse complete de la méthode, on peut notamment
se poser la question suivante :

Peut-on obtenir des estimations d’erreur numérique lorsque h et € tendent vers 0. Dans ce cas
ou h > e, cette question semble difficile et se résume a : quelle est la “meilleure” fonction g telle
que :

[u = [l 0n) < g(e,h). (6.91)

Quelles sont de plus les dépendances de g par rapport auzx données R, f, supp(f), w...

Cette question est intimement reliée a la question du verrouillage numérique qui semble apparaitre
a la troisieme expérience. Il y a en effet une dégradation de I'erreur relative. Bien qu’il soit possible
de prendre h > ¢, le choix de h semble étre corrélé a e.

De plus, nous pensons qu’un enrichissement de la base de Galerkin (en rajoutant des fonctions de
base au voisinage de la fente) peut nettement améliorer la méthode. Une idée serait d’utiliser des
solutions de problemes électrostatiques dans la maille qui touche la fente. Une autre voie d’étude
est I'utilisation de la méthode de Galerkin discontinue, qui peut étre vue comme une généralisation
élégante de la technique de Taflove (qui peut, elle méme, étre vue comme une technique volumes
finis). De plus, Peut étre est-il possible de lutter contre le verrouillage numérique, que nous venons
d’évoquer, en introduisant une formulation mixte (comme en théorie des plaques).
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives de la
partie 1

Dans cette partie, nous avons introduit un modele approché original pour la propagation des ondes
dans les milieux comportant des fentes. Ce modele consiste en un couplage entre un probleme 2D
et un probleme 1D. Il est basé sur les mémes idées que ceux introduits dans la littérature.

L’apport de ce travail est d’'une part théorique. Le modele a été étudié et validé de maniere détaillée
et rigoureuse au niveau continu (on se référera aux chapitres 3 et 4). Par ailleurs, signalons que
c’est & notre connaissance le premier modele approché (efficace en temps de calcul) qui peut étre
utilisé dans un code d’éléments finis. Les premiers résultats numériques, certes insuffisants pour
définitivement conclure, sont tres encourageants (on se référera au chapitre 6).

Les d-modeles (on se référera au chapitre 5), nous ont montré que, sous la condition de calculer
de maniére précise la solution au voisinage de la fente, d’autres modélisations 2D-1D pouvaient
amener & des estimations d’erreur exponentiellement petites. C’est ce qui nous a motivé, pour
nous diriger vers les techniques de développements asymptotiques raccordés, (c.f. partie II).

Présentons maintenant quelques voies possibles de recherche. Elles se divisent en deux parties.
Les premieres sont relatives a des analyses complémentaires du modele approché. L’objectif est
de maitriser 'erreur commise par 'approximation. Les secondes s’intéressent aux extensions et
variantes possibles du modele approché.

7.1 Analyse complémentaire du modele

Nous allons passer en revue les quelques sujets qui a notre avis méritent d’étre étudiés. Nous
les classons par ordre croissant de difficulté (non pas difficulté absolue, mais en tenant compte
des résultats obtenus dans cette partie). Nous pensons qu’il est intéressant d’étudier les points
suivants :

(1) Les fentes courbes. Dans cette situation, I’approximation unidimensionnelle de la solution
exacte dans la fente est régie par I’équation aux dérivées partielles exprimées dans les coordonnées
curvilignes (s,v) (on pourra se référer a la section 2.2) :

€

Os

0

ec(s)
2

Log[1 + ec(s)] 55— | — w? (1+52) U° = 0, (7.1)
Le développement limité a I'ordre 0 de cette équation nous donne une équation de Helmholtz
homogene unidimensionnelle, pour un domaine de longueur de la courbe rectifiée associée a la
fente. C’est pourquoi nous pensons que ce cas peut étre aisément traité a I’aide d’une théorie de

perturbation & partir de la fente droite.
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(2) Les fentes résonantes. L’analyse du modele pour les fentes droites finies s’est limitée aux
longueurs L > 0 de la fente telles que :

L # ()2, V0 e IN*. (7.2)

Comme on peut le voir a la partie III, dans le cas contraire, la solution exacte change de nature
asymptotique. Du point de vue mathématique, les phénomenes asymptotiques deviennent plus
difficiles a étudier. Ceci est principalement di au fait que le probleme de Dirichlet suivant est mal
posé :
2
%(m) + wru(z) = 0, YV € [0; L],
u(0) et u(L) donné.

(7.3)

On peut ici se référer a la partie III pour se faire une idée plus précise des difficultés mathématiques.

(3) L’analyse numérique du modeéle approché. Il semble clair que le modele approché
nécessite une analyse numérique sérieuse. Cette analyse s’avere tres délicate. D’une part, le cadre
“coercif plus compact négatif” rend en général I'analyse numérique difficile. D’autre part, les
problemes asymptotiques posent par essence des difficultés conceptuelles pour définir ce que I'on
appelle estimation d’erreur numérique (e et h tendent vers 0 indépendamment ou non, verrouillage
numérique). Une des questions fondamentales est le choix de h & hauteur de la fente € et a une
précision données.

Une autre question est la mise en concurrence des différentes méthodes existantes. Nous nous
contenterons de deux questions. A précision donnée, quelle est la méthode la plus efficace 7 Quelle
est la méthode la plus facile & implémenter ?

7.2 Extension des modeles approchés

Remarquons que le modele approché est tout d’abord intuitif et facile & décrire. Son implé-
mentation est rapide tout en générant un code de calcul efficace. D’autre part du point de vue
mathématique, il nous a permis lors de son analyse d’aborder quelques vrais problemes de I’analyse
asymptotique. Ces raisons nous poussent a proposer différentes généralisations. Nous classons ces
sujets par difficultés croissantes :

(1) L’acoustique 3D. Le passage au 3D a été effectué en collaboration avec Marianne Clau-
sel (travail de DEA ou mastere) sous la direction de Patrick Joly, on devrait pouvoir en trouver
une version rédigée dans un futur rapport de recherche INRIA (dans quelques mois). Nous nous
sommes apercus lors de ce stage que le probléme des fentes petites dans les deux directions tan-
gentes a la paroi (c.f. figure 7.1) n’était pas semblable aux fentes petites dans une seule direction
d’espace (c.f figure 7.2). De maniére un peu schématique, nous avons pour la convergence de la
solution exacte vers la solution limite :

{ u® —u® = 0(e?), (fente petite dans deux directions) (7.4)
7.4

u® —u® = Ofg), (fente petite dans deux directions).

Ceci est, d’une part, tout a fait intuitif du point de vue fonctionnel et connu depuis longtemps des
ingénieurs qui ne prennent en compte que les structures petites dans une direction.
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7.2. Extension des modeles approchés

/] J—,

Fia. 7.1 — Fente petite dans deux directions F1G. 7.2 — Fente petite dans une direction

(2) Les conditions aux limites de Dirichlet. Il n’y a ici plus de propagation d’ondes & l'intérieur
de la fente. Il nous suffit pour approcher la solution de considérer la solution limite. On peut alors
se poser la question de l'ordre de convergence de la solution exacte vers la solution limite. De plus,
bien qu’il y ait de nombreuses différences, il semble que les preuves soient plus faciles a écrire
(notamment le résultat de stabilité). Ce travail ne devrait pas poser de grandes difficultés.

(3) D’autres conditions de transmission. Comme nous l'avons vu & la remarque 3.1, il y a
plusieurs possibilités pour écrire la condition de transmission. Il est naturel de se poser la question
de la précision du modele approché qui leur est associé. Nous pensons que les conditions de
raccord brutal, comme celles présentées a la remarque 3.1 ne bénéficient pas de meilleurs ordres
d’approximation. Elles ne permettent pas d’une part de prendre en compte la structure locale de
la solution (singularité géométrique), et, ce qui est plus fondamental, n’approchent pas a un ordre
élevé sa nature asymptotique (couche limite).

(4) Les équations de I’acoustique temporel. Dans le domaine temporel, le modele trouve un
équivalent immédiat (on se référera & la section 2.2 pour le notations)

Trouver u° : [0; +oo[;xQUQY — C et U®:[0;4+o0[xI — C tel que:

(1+ 8058))%2;6 — AU = f dans QU 631:; =0 sur 90\ X VO \ X,

82U_€ _9 (—1 Log [1+¢€c¢(s)] 8U5) =0, sel -
8z~ 9s \ e c(s) 0s 7 ’

8&6 8u6

(0,x), u®(0,x), U%(0,s) et

(0, s) =0 sont donnés,

ot

que nous complétons avec des conditions de transmission entre le modele 1D et le modele 2D au
points A et B

ot

1 ~ 1
Us(0) = / W do, US(D) =1 / W do, (7.6)
g . g =0
ot ow  dU o dU
Ous _ dU® out __dUF % /
o = ds (0) sur X, o I (L) sur 7. (7.7)

Il est alors possible d’aborder I’analyse sous deux angles completement différents. Soit directement,
il faut alors développer de nouveaux outils d’analyse ou en chercher dans la littérature. Soit par
I'intermédiaire de la transformation de Fourier-Laplace, ce theme de recherche nous rapproche de
Pautomatique et notamment de la théorie des opérateurs diffusifs (transformée de Fourier-Laplace
du logarithme).

(5) Les ondes électromagnétiques. Notons tout d’abord qu’en dimension 2, I’étude des équations
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CHAPITRE 7. Conclusion et perspectives de la partie 1

de Maxwell sont des conséquences évidentes du cas acoustique. En dimension 3, il semble clair qu’il
existe deux difficultés. La premiere est classique et relative au cadre fonctionnel. La deuxieme est
liée aux opérateurs d’impédance (équivalents électromagnétique des opérateurs Dirichlet-Neumann),
On pourra ici se référer a [58,59].
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Deuxieme partie

Une approche raffinée : les
développements asymptotiques
raccordés
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Avertissement au lecteur

Dans la suite, nous allons présenter la méthode des développements asymptotiques raccordés dans
le cadre des problemes de fente mince. Dans la mesure du possible, nous avons essayé de regrouper
dans un méme document l’ensemble des outils, arguments, et raisonnements ayant un rapport avec
cette technique.

Ces divers éléments, constitués de calculs formels, de définitions et de démontrations mathématiques
ont des natures tres variées. Par conséquent, quelques précisions s’imposent pour pouvoir lire cette
partie dans de bonnes conditions.

Dans un soucis de lisibilité, nous avons choisi de séparer ’exposé qui suit en chapitres, une étape
du raisonnement étant associée a chacun d’entre eux. Donnons tout d’abord le

Plan de la partie II.

Au chapitre 8, faisant office d’introduction & la partie II, nous essayons de prendre un peu de recul
et tentons, d’une part, de faire comprendre les différents enjeux poursuivis et, d’autre part, de
donner les principales idées de la technique des développements asymptotiques raccordés. En par-
ticulier, nous profitons de ce chapitre pour introduire les notations et définitions qui sont capitales
pour la suite, mais ne nécessitent aucun développement théorique conséquent.

Au chapitre 9, nous définissons les termes du développement asymptotique, qui font I'objet de
cette étude. Ce sont ces quantités qui permettront de former une approximation d’ordre arbi-
traire de la solution, ainsi que sera établi rigoureusement au chapitre 12. Dans un premier temps,
nous décrivons les problemes aux limites, de type elliptique, permettant de définir les termes des
développements asymptotiques a tout ordre. Les problemes consistent a résoudre des équations
aux dérivées partielles couplées avec des comportements asymptotiques spatiaux, ponctuels ou a
Pinfini. En nous appuyant sur des résultats de base qui seront démontrés au chapitre 11, nous
montrons ensuite que ces problemes sont bien posés.

Au chapitre 10, nous présentons en détail (sans justification particuliere) les calculs formels qui
nous ont permis de poser les problemes introduits au chapitre 9. Nous obtenons tout d’abord
les équations aux dérivées partielles. Essentiellement calculatoire, ce chapitre est basé sur les
développements modaux et la séparation de variables (qui seront justifiés au chapitre 11). Il reste
le chapitre clé pour comprendre la méthode de contruction des termes du développement asympto-
tique, laquelle n’est pas aussi intuitive que ’on pourrait le penser. La structure de la démonstration
est assez classique. On écrit tout d’abord 'erreur entre la solution exacte et son développement
tronqué a un ordre donné comme la solution d’un probléme dont les sources sont typiquement
des erreurs d’approximation (nous les appellerons erreur de troncature ou erreur de raccord). La
suite de la preuve repose alors sur une estimation de consistance et sur un résultat de stabilité.
L’estimation de consistance revient essentiellement & estimer des restes de série (c’est 1a que 'on
s’inspire des calculs du chapitre 10). Le résultat de stabilité s’appuie sur les techniques développées
dans la premiere partie de la these.

N

Au chapitre 11, nous nous intéressons & ’analyse de problemes modeles sur lesquels repose la
démonstration de l'existence et de l'unicité des termes des développements asymptotiques ef-
fectuée au chapitre 9. Ces problemes présentent quelques aspects non standard qui nécessitent

103



un développement particulier. Par souci de rigueur et de complétude, nous développons de facon
rigoureuse la théorie mathématique de la séparation de variables (cette approche est tres classique
mais on en trouve peu d’exposés complets dans la littérature).

Au chapitre 12, nous estimons les erreurs commises par les approximations de la solution exacte,
contruites par troncature a un ordre fini des développements asymptotiques. Du point de vue
mathématique, c’est le chapitre clé de la theése qui permet de démontrer que les développements
du chapitre 10 peuvent étre rigoureusement jusitifés.

Aide a la lecture.

On peut avoir sur cette partie de la these deux regards différents.

1 celui du lecteur curieux de se familiariser avec les concepts et les principales idées des
développements asymptotiques raccordés sans se soucier trop de la justification rigoureuse
et des détails techniques des démonstrations.

2 celui du mathématicien qui voudra restreindre sa lecture aux parties qui sont completement
justifiées d’un point de vue mathématiques.

En partant de ce postulat, nous pensons que deux modes de lecture sont possibles :

— Si on adopte le premier point de vue on pourra se contenter de lire les chapitre 8, 9 et 10
et éventuellement les énoncés des théoremes du chapitre 12. On a alors une vision plus a
I’anglo-saxonne des méthodes de raccordement de développements asymptotiques

— Le lecteur adoptant le point de vue 2 pourra sauter le chapitre 10 qui n’a pas de nécessité
logique absolue (il nous a paru quand méme essentiel de la détailler car il a participé a la
démarche). On a alors un exposé dans l’esprit des mathématiques a la frangaise (communauté
des E.D.P.) ou a la russe.

Nous suggérons aussi un troisieme mode de lecture consistant a tout lire. ceci permettrait d’avoir
une lecture conciliant les deux points de vue. Tel était ’ambition de la rédaction de cette partie.
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Chapitre 8

Une nouvelle approche pour le
raccord 1D-2D : les
développements asymptotiques
raccordés

Sommaire
8.1 Un nouveau découpage géométrique . . . . . .. ... ... ... ... 106
8.2 Généralités sur la méthode des développements asymptotiques rac-
Cordés. . . v v i e e e e e e e e e e e e e e e e e 107
8.3 Vers ’application de la méthode au probléeme modéle . .. ... .. 110

Résumé : Ce chapitre peut étre vu comme une introduction a la deuxieéme partie. Il a
comme objet essentiel de présenter, sans entrer dans les détails, les idées de la méthode des
développements asymptotiques raccordés.

La principale nouveauté par rapport a la méthode de raccord brutal (premiere partie) réside
dans I'introduction & la section 8.1 d’une zone intermédiaire (zone de champ proche) entre la
fente (zone de champ de fente) et le demi espace (zone de champ lointain). A la section 8.2,
nous tentons d’expliquer les principes généraux de la méthode des développements asymp-
totiques raccordés (hors du simple contexte des fentes). A la section 8.3, nous traduisons
ces principes a notre cas particulier. Dans chacune des zones (lointain, proche, fente), nous
introduisons un Ansatz qui permet de développer la solution exacte suivant . L’Ansatz
s’appuie sur un changement d’échelle (scaling) adapté a la géométrie de la zone considérée.
Notons que les développements asymptotiques se font suivant des produits de puissances de
¢ et de Log e (qui n’ont, bien entendu, pas la méme signification du point de vue de I'ordre
d’approximation).
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CHAPITRE 8. Une nouvelle approche pour le raccord 1D-2D

8.1 Un nouveau découpage géométrique

Nous changeons maintenant un peu de point de vue, nous considérons non plus deux zones de calcul
séparées par l'interface 3. (’embouchure de la fente), mais trois zones, la zone supplémentaire
constituant une zone de transition (ou zone de raccord) entre le demi espace et la fente (cf. figure
8.1). Ces trois zones vont dépendre de £ mais chacune tendra vers une géométrie limite quand e
tend vers 0. Ces trois zones constituent a priori un partitionnement du domaine de calcul mais
leurs interfaces respectives n’ont pas d’existence physique réelle : elles peuvent fluctuer de telle
sorte que les trois zones ont vocation a se recouvrir. C’est en particulier ce qui sera a la base de
Pécriture des équations de raccord entre les différentes zones (voir section 8.3).

ty

F1G. 8.1 — Définition des trois domaines

La zone de demi espace ou de champ lointain.

Dans ce paragraphe, l'utilisation de H en indice fait référence a “half-space” (demi espace en
anglais). La zone de champ lointain est définie & partir d’une certaine distance 7y du point A (le
point limite de ’lembouchure).

QH(nH) = Q \ Qnyv (8'1)

ot on rappelle que Qi est défini par (3.24). Dans le contexte d’une analyse asymptotique, g sera
amené a varier en fonction de € :

ng = nu(e), (8.2)

o nous demanderons a la fonction 7 (e) de tendre vers 0 avec €, mais moins vite que ¢ (disons
que Ny est petit devant la longueur d’onde A et grand devant €). On dira ici que ng () vérifie la
condition (Cy) définie par :

lim n(e) = 0,
e—0

n(e) vérifie la condition (Cp) <= (8.3)
lim @

e—0 ¢

:—‘,—OO

N.B. Pour faire ressortir toute la généralité du raccordement de développement asymptotiques
nous avons choisi d’ajouter un obstacle (muni des conditions de Neumann) dans le demi-espace.
Ceci permettra au lecteur de plus facilement généraliser cette étude a d’autres géométries.

La zone de fente.

1l s’agit de la fente privée d’'un petit voisinage du point A. Elle est définie a 'aide d’une seconde
distance ng :

Qs(ns) = O\ 0O, (8.4)

ot on rappelle que OF est défini par (3.56) et oll, & nouveau, ng = 7y (e) satisfait la condition

(Cy) (ct. (8.3)).
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8.2. Généralités sur la méthode des développements asymptotiques raccordés.

La zone de transition ou de champ proche.

Ici, l'utilisation de I'indice N fait référence & “Near” (proche en anglais). La zone de champ proche
est la zone intermédiaire simplement définie par :

Qn (ns, ) = Q:\ (Qu(ne) U Qs(ns))- (8.5)

C’est bien str dans I'existence de cette nouvelle zone, dont ’existence est justifiée par les remarques
qui ont conclu la premiere partie du travail, que se situe la principale nouveauté de cette approche.

La problématique est la suivante :

Comment sur chacune de ces zones avoir une bonne approximation de la solution tout en préservant
les criteres suivants :
— on se limite & un modele 1D dans la zone de fente (pré-requis de base),

— le calcul des solutions approchées est numériquement viable (efficacité et précision),

— on souhaite pouvoir obtenir une précision arbitraire.

Par rapport & la premiére partie du travail, on peut voir notre objectif comme une tentative
d’amélioration de la méthode présentée dans la premiere partie de la these : on souhaite conserver
le raccord entre un modele 1D et un modele 2D en autorisant que le raccord s’effectue de facon
plus compliquée, i.e. nécessite un calcul dans une zone “bouchon” intermédiaire, I’espoir étant de
dépasser la limite de précision constatée avec la premiere méthode.

La méthode des développements asymptotiques raccordés (Matched Asymptotic Expansions en
anglais) a été inventée il y a une trentaine d’années pour obtenir des solutions quasi-analytiques
de problemes de mécanique. Elle semble apporter une réponse intéressante a cette question. C’est
cette réponse que nous nous proposons de développer dans cette deuxieme partie.

8.2 Généralités sur la méthode des développements asymp-
totiques raccordés.

Cette méthode a déja suscité une abondante littérature et on peut en premieére approximation
distinguer deux écoles (qui semblent du reste se citer assez peu mutuellement) :

— Décole anglo-saxonne [27] qui semble & V'origine de cette méthode,

— I’école russe [51] qui a poussé plus loin la justification mathématique rigoureuse.

Signalons également une méthode alternative mais cousine, appelée méthodes des développements
multiéchelles, qui peut mener a une présentation et une analyse mathématique légerement diffé-
rente (nous y reviendrons dans la partie la plus mathématique du travail) mais qui s’appuie, selon
nous, sur les mémes calculs et mene aux mémes conclusions.

La facon dont nous avons choisi de présenter ici la méthode des développements asymptotiques
raccordés est le résultat d’'une “re-digestion” de la littérature sur le sujet et nous semble plus
adaptée au point de vue et aux techniques traditionnelles de I’école frangaise d’analyse numérique.
Ceci peut étre considéré comme une contribution en soi mais, sur le fond, il apparait également
que :

— l'application des développements asymptotiques raccordés aux problemes d’ondes en fré-
quence apparait beaucoup moins répandue que dans les domaines de la mécanique du solide
ou des fluides. Le livre de Bouche et Molinet [14], qui s’intéresse & un nombre important de
configurations, permet de se faire une bonne idée sur 1’état de ’art.

— lanalyse mathématique rigoureuse de ces méthodes dans ce contexte semble une nouveauté,

— T'utilisation a des fins numériques de cet outil analytique est restée confidentielle.
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CHAPITRE 8. Une nouvelle approche pour le raccord 1D-2D

C’est donc aussi dans le fait de remplir ce triple créneau (application - théorie - numérique) que
se situe la principale contribution du travail.

On peut considérer 'obtention de développements asymptotiques raccordés comme une machinerie
fonctionnant sur quatre pattes dont nous allons tenter ci-dessous - avant de I’appliquer plus loin
au probleme qui nous intéresse - d’expliquer quelques principes de fonctionnement. Pour simplifier
néanmoins, nous nous placons dans le contexte général de 'application que nous visons, & savoir
la résolution d’une équation aux dérivées partielles en deux dimensions d’espace dans un domaine
dépendant d’un petit parametre € de nature géométrique, dont la solution est ici notée u®. Certaines
des généralités décrites ci-dessous pourront, par manque de précision ou de rigueur, paraitre un
peu obscures au lecteur mais ces points s’éclairciront au moment d’appliquer ces principes a notre
probleme modele.

1. L’utilisation de coordonnées et géométries normalisées. On découpe le domaine de
calcul initial Q° en un nombre fini de sous-domaines Q4(¢) (g désigne le numéro de la zone
- il y en 3 dans lapplication qui nous intéresse), lesquels sont autorisés & se recouvrir. Dans
chaque zone géométrique €2,(e), on va utiliser un jeu de coordonnées normalisées dont le
premier objectif est de ramener a une géométrie “indépendante de £” :

(X,Y) :(I)Z(fvvy)ﬂ (z,y) EQq(g)
En pratique on verra que le domaine transformé

Qq(e) = {(X,Y) = ®:(z,y), (z,y) € Qle) },

est, typiquement du fait des hypotheses telles que (8.3), un domaine qui continuer & varier,
de fagon croissante, avec € mais converge vers une géométrie “canonique”, indépendante de
¢ (qui peut étre non bornée méme si le domaine d’origine est borné) :

~

Que) —» QF, e—0. (8.6)

2. L’utilisation d’Ansatz. Comme en théorie de 'homogénéisation par exemple, on postule
un développement asymptotique (formel dans un premier temps) de la solution dans le
systeme des coordonnées normalisées :

“+o0
XY =uf ([0)71(X,Y)) = 3 file) d(X,Y), (X.Y)ee), (8.7
£=0

ol les fonctions ﬂf;(X ,Y), inconnues, sont définies dans la géométrie de référence et ou les
fe(e) € IR, que nous appellerons des fonctions de jauge, sont données a priori et vérifient :

frra(e) = o(fele)), e—0. (8.8)

Remarque 8.1 Nous avons implicitement supposé que nous utilisions les mémes fonctions
de jauge dans chaque zone. Ceci n’est toutefois pas restrictif car on peut toujours en con-
sidérer la réunion. Dans Uapplication qui nous concerne, les fo(e) seront elles mémes des
fonctions qui tendent vers 0 (ce n’est pas obligatoire a priori).

Remarque 8.2 Le choix des fonctions de jauge fi() n’est pas toujours évident a priori. En
premiere approche, on peut considérer qu’il est guidé par l’intuition ou une par une argumen-
tation “physique” (les physiciens ou les adeptes du calcul formel peuvent voir ce choiz comme
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8.2. Généralités sur la méthode des développements asymptotiques raccordés.

le résultat d’un tatonnement entre 'intuition et la mise en place des calculs). Toutefois, ces
fonctions de jauge sont imposées par les dépendances spatiales de la solution (développements
modauz) dans les zones de raccord, c¢’est d dire par les propriétés mathématiques de la solu-
tion.

. La traduction d’équations intérieures et de conditions aux limites. Il s’agit, pour
établir les problemes aux limites définissant les fonctions ﬁg(X ,Y), d’écrire pour ces fonctions
les équations aux dérivées partielles dans 27 et les conditions aux limites sur sa frontiere, qui
sont la trace des équations et conditions aux limites pour la solution exacte u® dans Qg4(e).
Notons que ces équations et conditions aux limites ne suffiront pas, comme on l'intuite
aisément, & définir de fagon unique les ﬁf;. L’information manquante va étre cherchée en
imposant que les diverses fonctions u®|q, (-) doivent se raccorder d’'un sous-domaine & I'autre.
C’est cette derniere étape qui fournira les conditions permettant de coupler les différents ﬁf;,
fournissant ainsi 'information manquante.

. L’écriture de condition de raccord. C’est la partie a la fois la “moins naturelle” sur le
plan conceptuel et la plus délicate sur le plan technique. C’est aussi les résultats de cette étape
qui feront que les problemes aux limites définissant les 722 seront en général non standard.
C’est enfin pour comprendre le déroulement de cette étape qu’il est nécessaire d’imaginer
que deux sous-domaines connexes sont appelés a se recouvrir. Le raccord entre deux sous-
domaines ne se fera donc pas, comme c’est souvent le cas en décomposition de domaine, &

travers une simple surface, mais dans une zone épaisse
Qpq(e) = Qp(e) NQy(e).

L’idée est alors que dans Qp4() les deux développements de la forme (8.7) postulés respec-
tivement dans €, (¢) et 4(¢) doivent coincider (on représente la méme fonction!) :

+oo
> fele) i (®5 Z fele (,9)),  (2,y) € Qpgle) (8.9)
£=0

Cette identification ne se fera pas telle quelle, et c’est la que cela se complique, mais plus
précisément par le biais de développements supplémentaires (penser séries entieéres mais
ce seront plus souvent des développements généralisés) des ﬂf} non plus en fonction de €
(elles n’en dépendent plus explicitement) mais par rapport a leurs arguments respectifs dans

I'égalité (8.9), a savoir respectivement @7 (z,y) et ®f(z,y).

Le type de développement a utiliser sera lié au fait que, lorsque € tend vers 0, a la géométrie
des deux sous domaines des domaines canoniques correspondant a la zone épaisse de raccord,
a savoir,

Q(p)( ) =Py (qu(g))
(8.10)

) (2) = @4 (2a(e))
va “dégénérer”. Typiquement, c’est la situation que nous rencontrerons :
- ﬁ,(};) (e) dégénere en un point (disons l'origine pour simplifier),
- Qgﬁ) (¢) part a l'infini (le domaine ﬁ; étant dans ce cas non borné).

Dans ce cas de figure, on utilisera des développements des ﬁf; pour des valeurs “petites” de
leur argument et des développements des ﬁg pour des valeurs “grandes” de leur argument,
le choix de la forme de ces développements étant par ailleurs guidé par les équations aux
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CHAPITRE 8. Une nouvelle approche pour le raccord 1D-2D

dérivées partielles satisfaites respectivement.

Au bout du compte, on est amené, via (8.9), a raccorder des développements (généralisés)
en les variables (z,y,e) dont l'identification formelle terme & terme (effectuée de facon
hiérarchique en €) menera aux conditions de raccord entre les ﬁf, et les ﬁg. Dans une si-
tuation géométrique comme celle évoquée ci-dessus, ces conditions s’exprimeront sous la
forme :

4

p au voisinage de l'origine se raccorde au comportement des al A

Le comportement des p

I'infini.

En ce sens au moins, les probléemes aux limites définissant les ag sont non standard.

8.3 Vers l'application de la méthode au probleme modele

Nous décrivons ici dans un premier temps les étapes 1 et 2 en vue de 'application de la méthode
des développements asymptotiques raccordés au probleme modele.

Un découpage avec recouvrement.

Pour la suite nous nous appuyons sur un découpage du domaine de calcul 1égerement différent de
celui introduit dans la section 8.1, en introduisant quatre (et non plus deux) fonctions distances :

0 <ny(e) <nfle),
(8.11)

0 <ng(e) <nk(e),

que nous supposons toutes vérifier la condition (Cp) (cf (8.3)).

Les trois zones pour le développement sont alors :

Qu(e) = Qu(ny ()
Qn(e) = v (g (e), 15 (¢)) (8.12)

Qs(e) = Qs(ng ()

(—

F1G. 8.2 — Les zones de raccord

Les deux régions de raccord entre zones connexes sont donc :

— une demie couronne circulaire pour le raccord champ lointain-champ proche
1
(nous posons r = (2% + y?)2).

Qun(e) =Qm(e) N On(e) = {(z,y) € R™ xR /np(e) <r < nj(e)}, (8.13)
— un rectangle pour le raccord champ lointain-champ de fente

Qs,.n(e) = Qs(e) NQn(e) = Ing (e), nf(e) x 10,¢[. (8.14)
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8.3. Vers Papplication de la méthode au probleme modele

Les coordonnées normalisées.

1. Pour le champ lointain. Dans le domaine Qg (¢), il n’y a pas de raison de changer de
coordonnées :
(X,Y) = (z,y) et Qp(e) =Qul(e).

et on note que, par passage a la “limite” , il vient le domaine Q 1 (€) converge (en croissant),
vers le demi espace {z < 0}.

ty ty

FiG. 8.3 — Domaine du champ lointain dans le demi espace

2. Pour le champ de fente. Dans le domaine Q5(¢), il est naturel d’appliquer un changement
d’échelle - ou scaling - dans la direction ¥ :

(X,Y) = (z,9/e) et Qs(e) =]ng (o), +oo[x]0, [

Lorsque € tend vers 0, le domaine Qg(e) converge vers le rectangle semi-infini, ou fente

normalisée :
Q% =10, +00[x]0, 1].
TY Qs(é‘) TY Qg
1 1
y Q .
EI IA_Z; Affinité P 0 e
ns ns

Fic. 8.4 — Domaine du champ de fente

3. Pour le champ proche. Dans le domaine Qg (¢), bien que la géométrie ne 'impose pas
de fagon naturelle, on va appliquer un scaling (en ¢) dans les deux directions z et y. En
d’autres termes on examine ce domaine a la loupe. Ce choix se justifie intuitivement : pour
passer continiment d’un champ qui varie a I’échelle O(e) dans la seule direction y (dans la
fente) & un champ qui varie & 1’échelle O(1) dans les deux directions (dans le demi espace),
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CHAPITRE 8. Une nouvelle approche pour le raccord 1D-2D

on congoit que, dans une zone intermédiaire, le champ varie a 1’échelle O(e) dans les deux
directions.

(X,Y) = (z/e,y/e).

Le domaine Qy(g) a alors la forme d’un “bouchon de champagne” qui converge, quand
¢ — 0, vers un domaine canonique % infini ayant la forme d’un T.

([
< ¢
Ty e
1
”HIG= o homothétie ”1 _g) e — 0 - i

Qn(e)

Fi1G. 8.5 — Domaine du champ proche

Les Ansatz.

Du fait que nous travaillons en dimension 2, nous sommes amenés a travailler avec des fonctions de
jauge polynomiales et logarithmiques. Ainsi, il est plus naturel de représenter les fonctions fy(e)
introduites dans la section précédente a I’aide d’un double indice (i, k) (deux entiers positifs) :

o) = (B Logh (4
fe(€) = fir(e) ( 5 ) Log ( 5 ) (8.15)
En fait, on ne fera appel qu’a un sous ensemble d’indices :
N = {(,k) eNxN /k < i}, (8.16)

qui correspond & un tableau triangulaire illustré ci-dessous (on pourra alors noter que, sauf pour
(i,k) = (0,0), toutes les fonctions fy(e) tendent vers 0 avec €) :

k=0 1 2 3 4 k=0 1 2 3 4
0l . 0
1o 1
1 =2 e o e 1=2
3le o o o 3
4l e o o o o 4
F1G. 8.6 — L’ensemble des indices (i, k) F1G. 8.7 — Le chemin ¢ croissant.

Sur la figure de droite, la fleche indique le chemin & suivre lorsque 'indice £ = (i +1)(i +2)/2 — k
augmente : lorsque qu’on parcourt le tableau dans ce sens, les fonctions de jauge tendent de plus
en plus vite vers 0 quand ¢ tend vers 0.
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8.3. Vers Papplication de la méthode au probleme modele

Remarque 8.3 Le lecteur constatera que nous avons utilisé ew/2 comme petit paramétre au lieu
de €. Bien sur, ceci n’est pas fondamental mais se justifie avant tout par le fait que le produit ew est
sans dimension : il mesure le rapport entre l’épaisseur de la fente et la longueur d’onde. Le facteur
1/2 supplémentaire est davantage lié & une commodité technique : il apparait naturellement dans
les développements limités des fonctions de Bessel qui jouent un réle important dans les calculs
(voir section 10.2)

Nous pouvons alors postuler la forme des développements asymptotiques dans chaque zone.

1. Forme du développement du champ lointain. Dans le domaine Qg (¢), on n’applique
aucun changement de variables et nous rechercherons u®, sous la forme :

+oco 1 i
T ZZ (%) Logk(%g) uf + o(e), dans €,
e , (8.17)
= u) + ZZ (%) Logk(%g) uf +0(e>), dans Q.
i=1 k=0
ou les fonctions inconnues :
uf Q- C, (8.18)

sont a déterminer.

Remarque 8.4 La formule ci-dessus appelle quelques commentaires supplémentaires :

— Contrairement a ce que nous avions écrit formellement dans la section 8.2, nous ne
pouvons pas exclure la présence d’un reste convergeant vers 0 plus vite que toute puis-
sance de € : c’est la raison d’étre du terme o(e*>). Pour notre application, il est clair
qu’un tel reste est en partie di auxr modes évanescents. Il est mon trivial d’obtenir la
vitesse optimale de convergence (avec €) de ce reste.

— On montrera que tous les indices de l’ensemble N n’interviennent pas dans le champ
lointain, mais seulement ceux du sous ensemble :

Ny ={(i,k) e N / k < i dés que i > 1}.

— Le champ ul joue bien entendu un role particulier : il est la limite de u®, dans le demi
espace, lorsque € tend vers 0. Nous savons déja a priori, ainsi que la premiere partie
de Uétude I’a démontré, de la solution du probléme sans fente u°.

2. Forme du développement du champ de fente. En accord avec le scaling dans la direc-
tion y, nous introduisons la nouvelle inconnue :

u(z,y) = Us(xé), (z,y) € Qs(e), (8.19)

ou la fonction U®(x,Y") est définie dans la géométrie de référence ﬁg Elle est a priori
recherchée sous la forme :

+oo ¢ i w R
Us(z,Y) = ZMZO(%&) Logk(g) Uk(z,Y) +0(e®), (z,Y)e Qs (8.20)

ou les fonctions : R
Uk . Q% — C, (8.21)

sont a déterminer.
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3. Forme du développement du champ proche. En accord avec le scaling dans les direc-
tions x et y, nous introduisons la nouvelle inconnue :

u(z,y) = Zf(;%), (z,y) € Qn(e), (8.22)

ou la fonction U¢(z,Y") est définie dans la géométrie de référence Q}‘V (le fameux T infini).
Elle est a priori recherchée sous la forme :

= fZ(wf) Log’“(%a) UF(X,Y) +0(e®), (X,Y)eQy.  (823)

i=0 k=0
ou les fonctions :

ur Q- C, (8.24)

sont a déterminer.

Pour conclure ce paragraphe, il convient de définir ce que nous entendrons par solutions approchées.
Remarquons tout d’abord que, compte tenu de la fagon radicalement différente dont tendent vers
0 ¢ et (Log )7}, il est clair qu’on n’accordera pas la méme importance aux indices i (que nous
associons & une notion d’ordre de précision) et k.

— Les champs u), U et U{ seront appelés champs limites.
— Pour tout i strictement positif, les (3¢ + 2) champs
(uf k <i—1)et (UF, U K<),
seront appelés termes des développements asymptotiques d’ordre ¢ et les sommes partielles :

%

u;(Loge) = Z (Log %)k uk

kO

U;(Loge) = ZLog ( )
U;(Loge) = ZLog ( )

seront appelées contributions d’ordre 4, les champs (u¥, UF u¥) étant les contributions se-
condaires d’ordre k au terme d’ordre 4.

— Les candidats a fournir des solutions approchées seront alors fournies par les sommes tron-
quées a un ordre n des diverses contributions d’ordre i :

i ( ) u; (Loge)

i=0
usn" = z": (%E) U;(Loge)
=0

Usm =

(75)1 U;(Loge)

-

<
Il
o

Les étapes de la suite de I’étude.

Nous décrivons ci-dessous les étapes successives de la suite de I’étude, ce qui nous fournit du méme
coup un plan naturel pour la suite du mémoire.
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8.3. Vers Papplication de la méthode au probleme modele

1. Ecriture des problémes satisfaits par les différents termes des développements
asymptotiques. 1l s’agit ici de dérouler la machinerie formelle décrite aux paragraphes
précédents, a savoir I’écriture des conditions aux limites satisfaites par ces termes (c’est la
partie facile) et surtout les conditions de raccord entre champs lointain, champ proche et
champ de fente pour un méme couple (i,k) (c’est de loin la partie la plus technique, la
plus difficile et ... la plus fastidieuse. Sans déflorer des a présent les résultats de cette étape
formelle, nous pouvons déja indiquer la nature des conditions de transmission en analysant
par passage a la limite le comportement des zones épaisses de raccord dans les différents
systemes de coordonnées.

— Dans les coordonnées (z,y) initiales, la couronne Qg ny(¢) dégénere en 'origine alors
que, vue avec la loupe de la zone de transition, c’est a dire dans les coordonnées (X,Y),
cette couronne “part a 'infini”. On s’attend donc a ce que les conditions de raccord
champ proche - champ lointain relient le comportement de u¥ au voisinage de 1'origine
au comportement  I'infini (c6té demi espace du T) de UF.

é:lé‘ :¢1

F1G. 8.8 — La zone de raccord “N-H” dans les Fi1G. 8.9 — La zone de raccord “N-H” vue a la
coordonnées physiques loupe

— Dans les coordonnées zoomées (X, Y), le rectangle Qg n(e) part a U'infini dans la fente
du T dans la direction X > 0 alors que dans les coordonnées (z,Y’), ce rectangle
s’aplatit sur le segment ¥ = 0x ]0, 1], c’est & dire ’embouchure de la fente semi-infinie
normalisée ﬁg On s’attend donc a ce que les conditions de raccord champ proche -
champ de fente relient le comportement de UF au voisinage de ¥ (quand X tend vers
0) au comportement & U'infini (coté fente du T) de UF.

|1
I le = 1
F1G. 8.10 — La zone de raccord “N-S” dans les F1c. 8.11 — La zone de raccord “N-S” vue a la
coordonnées physiques loupe

Compte tenu de la relative complexité de cette étape fondamentale tant en termes de no-
tations que des calculs proprement dits, nous avons choisi de découper sa présentation en
deux parties. La seconde peut étre omise en premiere lecture ce qui devrait permettre, selon
nous, d’améliorer la compréhension de ’exposé :

— Au chapitre 9, nous nous contenterons de présenter sans explication préalable, les
problemes aux limites couplés satisfaits par les (uf, UF,UF).

— Au chapitre 10, nous détaillerons les calculs qui meénent a 'obtention de ces problemes
et sous-tendent en fait ’ensemble de 1’étude.

2. Etude du caractére bien posé des problémes satisfaits par les termes des développements
asymptotiques. Cette étape est bien entendu un préalable indispensable a I’analyse d’er-
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CHAPITRE 8. Une nouvelle approche pour le raccord 1D-2D

reur. Elle implique en particulier de mettre en place un cadre fonctionnel adapté et d’appli-
quer un traitement particulier aux conditions de raccord, lesquelles sont non classiques. On
se référera ici au chapitre 11.

3. Analyse d’erreur des développements asymptotiques raccordés. C’est la partie fon-
damentale de I’analyse théorique qui vise a justifier les développements asymptotiques, c’est a
dire que, dans des normes convenablement choisies, ’erreur commise par les développements
lorsqu’on les tronque a un ordre donné est bien de l'ordre du premier terme négligé. C’est
dans cette phase de ’étude qu’on adoptera un point de vue proche de celui des méthodes
multiéchelles via l'introduction de fonctions de troncature adaptées. C’est aussi cette phase
du travail qui se rapproche le plus du travail théorique réalisé dans la premiere partie de
la these : on réutilisera explicitement les outils et arguments mathématiques déja exploités
dans cette premiere partie. On se référera ici au chapitre 12.

4. Calcul numérique des termes des développements asymptotiques. Les problemes
aux limites définissant étant non classiques, leur résolution numérique nécessitera le développement
de méthodes adaptées en particulier pour ce qui concerne le probleme en champ proche dans
la zone bouchon, pour lequel nous avons choisi de passer par une méthode d’équations
intégrales spécifique. Signalons ici que :
— Le calcul numérique des termes des développements asympotiques s’effectuant dans des
géométries indépendantes de €, la précision de ce calcul ne devrait pas étre entachée
par l'existence du petit parametre €.

— Il se pose également en pratique le choix des distances ng et ng ou, en d’autres termes,
la position des zones de recouvrement. Notons que ce choix n’a pas d’influence sur le
calcul numérique des u¥, UF et UF, lequel se fait dans des géométries canoniques, mais
influe sur la représentation de la solution. Il semble bien que la détermination de la
bonne position de la zone de transmission ne peut se faire qu'une fois que le calcul
numérique est effectué : la “bonne” zone de recouvrement est alors celle dans laquelle,
apres reconstitution des séries tronquées, champ proche et champ lointain (ou champ
proche et champ de fente) coincident “le mieux”.
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Chapitre 9

Présentation des problemes
satisfaits par les termes des

développements asymptotiques

Sommaire
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d’ordre 1 et 2.

Résumé : Dans ce chapitre, nous présentons les divers problémes permettant de définir ou
de caractériser les termes des développements asymptotiques de la solution. Dans chaque
zone (lointain, proche, fente), ces problemes apparaissent comme des problemes de trans-
mission qui ne sont pas classiques dans la mesure ou les raccords se font par des conditions
de raccord pontuel ou & l'infini (conditions de radiation généralisée). La section 9.1 essaye
de dégager une structure et une algorithmique générale pour ces problemes, ceux ci sont
présentés en détail a la section 9.2. A la section 9.3, nous démontrons que ces probléemes
sont bien posés en s’appuyant sur des résultats canoniques qui sont établis au chapitre 11.
Enfin, a la section 9.4, nous donnons une présentation simplifiée des problemes des termes
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter les problemes aux limites qui permettent de définir les
différents termes des développements asymptotiques. Les calculs formels, menant a leurs définitions,
sont renvoyés au chapitre 10. En ofitre, les estimations d’erreur associées pourront étre trouvées
au chapitre 12.

Un lecteur provenant d’une communauté formelle pourra se contenter de la lecture des chapitres
9 et 10. Toutefois, il perdra I'explication mathématique des développements asymptotiques rac-
cordés. Cette approche rigoureuse reste, selon nous, la véritable justification des raccords introduits
dans ce chapitre.

Un lecteur mathématicien pourra, quant & lui, se contenter de la lecture des chapitres 9 (11) et
12. Il aura ainsi un ensemble suffisant pour la compréhension du raccord. En deuxieme lecture, il
pourra consulter le chapitre 10 pour comprendre les idées qui nous ont permis de nous forger une
intuition sur ce sujet technique.

Plan du chapitre

Pour permettre une meilleure vue générale, nous avons choisi de donner des propriétés générales
de ces problemes dans la section 9.1, notamment pour dégager une structure algorithmique en
vue des applications numériques. Puis nous présentons les problemes définissant les termes des
développements asymptotiques d’ordre i quelconque (section 9.2). Nous montrons (section 9.3)
alors pourquoi ces problémes sont bien posés (la plupart des éléments d’analyse associés a cette
preuve étant rejetés au chapitre 11). Enfin (section 9.4), nous revenons successivement sur les
problémes vérifiés par les ordres 1 et 2 (on pourra trouver les champs limites au paragraphe 9.2.2).

9.1 Remarques générales sur la structure des problemes
Des calculs qui seront menés au chapitre suivant, on déduira successivement :

1. Les problemes définissant les champs limites. En fait, vue leur extréme simplicité, les pro-
blemes définissant les champs limites (lointain uQ), proche U{ et de fente UY) se résoudront
a la main et on pourra directement en donner une expression analytique.

2. Les problémes définissant les termes des développements asymptotiques d’ordre i > 0 (uf,
Z/{ik et Ui’~C pour k < 14) a partir des termes d’ordre j < i. De fagon plus précise, pour chaque
(i,k) donné dans N,

— Le triplet (u¥, UF, UF) sera solution d'un probleme linéaire dont les données seront
fournies par les uf,/, Z/{Zf/ et Ui’?/ pour (7', k") dans I’ensemble :

{(,K)eN /i <ietk'e{kk—1}}\{(ik)}. (9.1)

ce que nous schématisons sous la forme suivante :
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k=0 1 2 3 4 k=0 1 2 3 4

0| @ 0l o

Ile Ile

1= 2| e o e 1= 2| o o e

3le o o o 3le o o o

4@ o o o o 41 e o @ o o
Fic. 9.1 — Dépendance des termes des Fic. 9.2 — Dépendance des termes des
développements asymptotiques (k = 0) développements asymptotiques (k > 1)

k=1 7,k—=1 prk—1 . k 7k 77k
u” L, U, U VI < i u’, U, U,

TR

k-1 5,k—1 7rk—1 k 2.k 7Tk
u, U, U, — | u;, U7, U;

Fic. 9.3 — Diagramme de dépendance.

— Comme c’était déja le cas pour les champs limites, certains des termes des développements
asymptotiques auront une forme tres simple. Ainsi :

— On montrera que, tous les champs u! sont nuls dés que i > 1. De fagon plus générale,
pour chaque i, les uf pourront étre caractérisés comme un élément particulier d’'un
espace F;_j de dimension ¢ — k de fonctions définies dans Q (dont on donnera une
base via la résolution de ¢ problémes aux limites généralisés dans )

— On montrera que, tous les champs U} sont constants. De fagon générale, pour chaque
7’ on peut établir I'existence un espace &; de dimension finie de fonctions définies
dans 7} tel que Z/lf appartient a & pour tout k < 4.

— Du fait qu’ils satisfont une équation de Helmholtz 1-D homogene, les UF sont de
la forme :

UF = UF(0) expiwz.

— L’ordre dans lequel on va décrire les (i,k) € N pour le calcul correspond donc a la
figure suivante :
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=~ W N

Fic. 9.4 — L’ordre naturel pour les calculs

Notons que cet ordre ne correspond pas a ’ordre naturel associé aux fonctions de jauge
fik (voir figure 8.7).

Pour tout (i, k) fixé, le probleme définissant (uf,UF, UF) apparait d’abord comme un probléme
couplé. Nous montrerons dans une deuxieme étape qu’on parvient a découpler ces problemes de
fagon a ce qu'ils se calculent dans I’ordre champ lointain puis champ proche puis champ de fente,
ce qui correspond au schéma ci-dessous :

k=1 5/k—1 7rk—1 . k 7.k 77k
u” U, U VI < i u’, U, U

| |
uI.C*l’Z/{.k*l’ U.kil — U,f —>—> Ulk |

K2 2

—— o ——————

F1G. 9.5 — L’organigramme des calculs apres découplage

9.2 Les problemes couplés.

9.2.1 Matériel préliminaire.

Quand i augmente, 'écriture des problemes définissant les u¥, U¥ et UF devient de plus en plus
compliquée et il apparait utile d’introduire quelques notations et résultats préliminaires pour en
faciliter la lecture. Ainsi, I'introduction de formes linéaires permet d’éviter d’introduire formelle-
ment les notions de parties réguliéres des champs lointains (section 9.4) et non croissantes pour
le champ proche, lesquelles sont de plus en plus complexes a définir.

Le champ lointain

Il est utile d’introduire un espace fonctionnel “de fonctions H} . sauf au voisinage de I'origine” dont
la définition repose sur un espace de fonctions de troncature “nulles au voisinage de 'origine” :

Qo= {p € C(Q) / Tro >0 tel que |x| <79 = p(x) =0} (9.2)
On définit alors I’espace (non hilbertien) :

Hj10.(2) ={ueD'(Q) /Vpedy, ¢ueH ()} (9.3)
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Remarque 9.1 On notera que la grande différence entre Uespace Hg,,,(Q) et lespace H} ()

(sous-espace du précédent) réside dans le fait qu’une fonction de H&loc(ﬂ) peut étre arbitrairement
singuliere au voisinage de l’origine.

Définition 9.2 On dira qu’une fonction u dans Hé,loc(Q) satisfaisant ’équation de Helmholtz
homogeéne :

Au + w?u = 0, dansQ, (9.4)
vérifie la condition de Neumann
0
a—z =0, surdQ)\ {0} (9.5)

si et seulement si (on renvoie a (3.126)) pour la définition de H},(2)) :
Yo € Hiy(Q) a support compact, / (Vu Vo —wu v) dz = 0. (9.6)
Q

Bien entendu, par régularité elliptique standard, une telle fonction est nécessairement de classe
C®° en dehors de tout voisinage de 1'origine et la condition de Neumann homogene est bien vérifiée
au sens classique des fonctions sauf a l'origine.

Par ailleurs, dans la suite, on désignera par (r,0) le systeme de coordonnées polaires associé a la
figure 9.6 :

x = —rsinf, y=rcosé. (9.7)

Ay

<no>< )

F1G. 9.6 — Les coordonnées polaires du champ lointain

Les nombres J,; et Y, ;.

L’écriture des problemes aux limites définissant les uf, UF et UF va faire appel & deux suites (3
double indice) de nombres complexes J,; et Y}, ;. Pour tout p > 0 donné, les suites

(Jp1)ip et (Ypu)i>—p

sont directement reliées aux coefficients des développements en (z/2)! et (z/2)! Log z/2 des fonc-
tions de Bessel Jp(2) et de Neumann Y, (z) d’ordre p :

+oo
B = Y )
l=p

(9.8)
= N =2 EN z

Yp(z) = Z Yo (5) + Z_Jpl (5) Log§
l=—p l=p

121



CHAPITRE 9. Présentation des problémes satisfaits par les termes des dév. asympt.

Remarque 9.3 Les suites J,; et Y, sont parfaitement connues (voir section A.2). Elle vérifient
en particulier :
Jpi =0 pour p+ 1 impair, Y,; = 0 pour p+ | impair.

Pour la suite, notamment dans un souct de simplification des notations, il sera utile de définir Jp
et Y, pour l entier relatif avec la convention :

JIpi =0, pourl <p, Y,; =0, pourl < —p. (9.9)

En particulier, si on se restreint aux indices positifs, la matrice infinie des Jp; est triangulaire
supérieure.

Formes linéaires associées au domaine §2.

Etant donné un entier N > 0, on désigne par R le sous-espace de H&)loc(Q) des fonctions u pour
lesquels les limites :

: 2 " e —(wr)P 4
lli)r%) m /0 U(’f’, 9) COSpe df = }l_% m /0 ’U/(’f', 9) COSpe do (910)

existent dans C pour tout p < N. On définit ainsi des espaces vectoriels emboités (Ry+1 C Ry)
et on posera :

+oo
Reo= ) R (9.11)
N=0
On peut alors définir les formes linéaires :
. 2 T
Eg(u) = }15% Y () /0 u(r,8) cospd df, Vu€eR,. (9.12)

On définit ensuite le sous-espace ﬁN de R des fonctions u € Ry telles que les limites :

: 2 " 0
llir%) m /0 [u(r,0) — L)(u) Yy(wr) cospb] cospf df, (9.13)

ou, de fagon équivalente :

2r+1p!

/ﬂ [u(r,8) — £)(u) Yy (wr) cospf] cospb do, (9.14)
0

i 7 (wr)P

existent dans C pour tout p > N. On notera que, & nouveau, ﬁNH C Ry et on pose de méme :
~ +OO ~
Reo = (| Ry (9.15)
N=0

Comme pour tout N € IN, Ry C Ry, nous avons aussi 'inclusion :

Reo C Ro. (9.16)
On peut alors définir la forme linéaire :
2 4 ~
1N 1 0 .
Ly(u) = lim e A /0 [u(r,0) — L)(u) Yy(wr) cosph] cospl df, Yu € R, (9.17)

L’introduction des espaces R, et ﬁp ainsi que des formes linéaires Lg et L}, peut ne pas paraitre
trés naturelle en premiere lecture. En fait, elle est tres liée a ’équation de Helmholtz homogene
et s’impose naturellement quand on mene des calculs par la méthode de séparation de variables
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(voir chapitre 11).

Considérons I'exemple, particulierement instructif car il concerne ’ensemble des champs lointains
u¥, des fonctions de la forme (N désignant un entier) :

N

u(r,0) = Z (apJp(wr) + bpr(wr)) cos pf + o(r™V), (9.18)
p=0

11 est facile de voir qu’une telle fonction appartient a I’espace ﬁN et que :

Vp <N, Eg(u) = by, Eil,(u) = ap. (9.19)
Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que :
u(r,0) cospd do = 5 (apJp(wr) + bpY;,(wr)) +o(r™) (9.20)
0
et d’utiliser le fait que, pour r petit :
1, wr -1 2
Jp(wr) ~ E(T)p’ Yp(wr) ~ (=1)F =———(—)F, 7 —=0. (9.21)

De fagon plus générale on a le :

Lemme 9.4 Siu € Hg,,.(Q) satisfait Iéquation de Helmholtz homogéne
Au+tw?u=0 x€Qet0<|x|<R (9.22)

pour un certain R > 0, ainsi que la condition de Neumann homogéne

%(O,y) =0, pour0<l|yl <R, (9.23)

alors u appartient a l’espace ﬁoo.

N

Dit autrement, nous pouvons appliquer les formes linéaires Lg et Lzl, a toute fonction solution, au
voisinage de l'origine, de I’équation de Helmholtz homogene vérifiant la condition aux limites de
Neumann (avec une éventuelle singularité a 1’origine).

Pour clore ce paragraphe, intéressons nous a I’action des formes linéaires Eg et /311) sur les fonctions
régulieres au voisinage de l'origine, c’est a dire des fonctions de H lloc(Q) qui sont de classe C'*
dans Qg, ol R désigne un scalaire plus petit que la distance de l'origine & 1'obstacle. La premiere
observation est qu’une telle fonction u appartient & R, (méme si elle n’est pas une solution de
l’équation de Helmholtz homogene) et vérifie

LI(u) =0, VpeN.

En revanche, en général une fonction réguliere au voisinage de l'origine n’appartient méme pas
a l'espace Ri. Toutefois, des que u satisfait dans (g ’équation de Helmholtz homogene et la
condition de Neumann homogene en x = 0; alors, d’apres le lemme 9.4, u appartient a l'espace
R De plus, pour tout p, 'action des formes linéaires Ezl) revient a considérer des combinaisons
de valeurs a 'origine de dérivées successives de la fonction u par rapport a la variable y.

En effet, par séparation des variables, une telle fonction u admet au voisinage de 1'origine, pour
tout entier NV, un développement du type :

N
u(r,0) = Z ap Jp(wr) cospd + o(r™V) (9.24)
p=0
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et par conséquent d’apres ce que nous avons vu plus haut, :

ueRN et LL(u)=a, Vp<N. (9.25)
Or, u étant réguliere,
. y' O'u N
w(0,9) = p 7+ 57(0) +o(y™). (9.26)
— I oy

Par ailleurs, en faisant 6 = 0 et r = y dans (9.24)

N
y) = Z apJy(wy) + o(y™), (9.27)
p=0

c’est a dire, compte tenu de (9.8),

N N w
v) =Y ap | Y Jna ()| + o™, (9.28)
p= l=p

soit, apres réarrangement de la somme :

N

00 =) |5 | <o

=0

+o(y™N). (9.29)

Par identification de (9.26) et (9.29), nous obtenons le “systéme” triangulaire infini en les ay, :
8l
ijlap——' ;) 8—yl(0)7 l:0,172, (930)

Si on introduit la “matrice” inverse de la transposée de la matrice des Jp; (triangulaire inférieure),
a savoir la matrice (infinie) triangulaire inférieure G,; (qui vérifie donc G,; = 0 pour p > 1) telle
que :

P
Z Gq,l Jpvl = 51’(1? p= Oa 17 2a
=0

on déduit de ce qui précede que :
, Ol
ZGPZ 7 (= 3 —(0), p=0,1,2,.. (9.31)
Bien entendu, les G, se calculent aisément de proche en proche. On obtient ainsi :
Goo =1,
Gl,O = O7 0171 =1 (932)

Gg,o =2, G271 =0, G272 =2, ..

ce qui nous donne, pour les trois premieres formes linéaires E}, appliquées a une fonction u
réguliere :

£i(u) = ul0),
£ = 25000, (9.33)
£h0) = 2(0) + 5 55 0)
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Le champ proche

Dans la suite, on désignera par (p,0) le systéme de coordonnées polaires associé aux variables
(X,Y) tel que :
X = —psinf, Y = pcosé. (9.34)

AY

(p,0) <_ x

F1G. 9.7 — Les coordonnées polaires du champ proche

Formes linéaires associées au domaine {2y

Nous en distinguerons deux classes. Pour définir la premiere classe, on désigne par P ’espace
vectoriel de fonctions de la variable p €]0, +o00[ qui sont la somme d’un polynéme en p et d’un
polynéme en 1/p. Pour ce qui suit on rappelle qu'une suite de nombres complexes (3;);ez est dite
presque nulle si seulement si les 3; non nuls sont en nombre fini.

P ={f:]0,+00[ = C/ 3 (B)icz presque nulle telle que f(p)=> p p' } (9.35)
leZ

On désigne par Pjoq l'espace des fonctions de la forme g(p) = Logp f(p), f décrivant I'ensemble
des polynoémes de la variable p. Autrement dit :

Plog = {9 :10,+00[ — / I (aw)i e ™ presque nulle telle que g(p) = Z o pl Logp}.  (9.36)
leN

Finalement, nous désignons par Q.4 la somme de ces deux sous-espaces :
Quog =P+ Piog={h=f+g, fE€P, g€ Pig} (9.37)

Sur l'espace Qjog, nous définissons une famille dénombrable de formes linéaires (qui s’annulent
respectivement sur P4 et P) :

pg : Qlog i C
(9.38)
hp)=>_Bip'+> apLogp — By =p5h)
leZ le IN
pé : Qlog I C
(9.39)
hp)=> Bip+ > aipLogp — a,=plh)
leZ le IN

Ces formes linéaires seront en pratique appliquées a des fonctions définies sur (AZ}‘V Plus précisément,
étant donné U € H} (%), on peut pour tout entier p définir les fonctions de la variable p > 1 :

/ U(p, 0) do, sip=0,
0 (9.40)

o 3=

/ U(p,0) cospb db, sip> 1.
0
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On peut alors introduire le sous-espace de H lloc(ﬁ}‘v) défini par :

Qlog (W) = {U € Hi,o(Qy) / V9 = 0, W) € Quog }, (9.41)
sur lesquels ou peut définir les formes linéaires (¢ € IN) :
0O Py — C
poU°) (7/2), sig=0, (9.42)
u — 0U) =
p(iq(up)/y'q’_q, si q 7é 0.
0 Q@) — C
0 0 T Y44 1 (9.43)
U ) = (50" — () e

Le lemme suivant nous permettra dans la suite de donner un sens au probleme qui définit les
termes des développements asymptotiques :

Lemme 9.5 Si (U;))i ¢ v est une famille de fonctions Hlloc(ﬁ}‘v) qui vérifie la famille d’équations
emboitées (obU_9 =0 etU_1 =0)

AU; = —4U;_o, dans (AZ}‘V,
i _ 0 sur OQ% (4
on N
alors chaque U; est un élément de QZQOI;(Q?V) et vérifie (p > 1) :
i 9 B
Ui)P(p) = Zég(ui—q) (Yp7—p+q + ;Jp,—p—s-q LOQP) p~Pta
=0 (9.45)
+ Z[;(Z/{i,q) Ip.p+q prre.
q=0
Forme linéaire associée a la fente :
Introduisons le sous espace de H, lloc(ﬁj‘v) des fonctions U telles que :
1
/ UX,Y)dy (9.46)
0
est un polynéme. Sur cet espace nous introduisons la deuxieme classe de formes linéaires :
S — C,
D' P (9.47)
— X, Y)dy| (X =0).
u | [ ux av]x-o)

Le lemme suivant nous permettra dans la suite de donner un sens au probleme qui définit les
termes des développements asymptotiques :

Lemme 9.6 Si ((U;))i e v est une famille de fonctions Hlloc(ﬁj‘v) qui vérifie la famille d’équations
emboitées (o0 U_o =0 etU_1 =0)

AU; = —4U;_o, dans %,
L ~ (9.48)
87: = 0, sur Oy,
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alors la fonction :
RT™ — C,
1 (9.49)
X — /L{i(X,Y) dy,
0

est un polynome de la variable X .

9.2.2 Les champs limites

Ces champs sont particulierement simples dans leurs formes et faciles & intuiter.
Le champ lointain
Comme attendu et déja annoncé, uf = u, la solution du probleme dans (2, sans fente :

Chercher v° € H}

loc

() sortante telle que :

—Au® — w2 ud = f, dansQ, (9.50)

0
%in = 0, sur 0f2.
Le champ proche.
Ce champ est constant et donné par la valeur a l'origine du champ lointain limite :
UY(X,Y)=u"0), (X,Y)eQy. (9.51)
Le champ de fente.
C’est simplement le résultat du transport dans la fente de la valeur a l'origine du champ lointain
limite. R
Ud(z,Y) =u’(0) expiwz, (2,Y) € Qf. (9.52)
9.2.3 Problemes aux limites généralisés pour les termes d’ordre :.

Pour des raisons de commodités, nous notons dans la suite pour tout (i,k) ¢ N :

uf = 0,
uk = o, (9.53)
Uk = o.

Pour (i,k) € N (0 < k <) eti > 1, nous définissons ici les u¥, UF et UF. On peut alors caractériser
ce triplet comme la solution unique du probléeme aux hmltes généralisé suivant (probleme de
Helmholtz homogene dans le demi espace avec condition de Neumann et condition de singularité
a lorigine pour u¥ ; probleme de Laplace pour UF avec condition de Neumann et condition de
croissance a 'infini pour Z/{i’C ; probleme de Helmholtz 1D pour Uf) :

Etant donné pour (i/,k’) € N tels que i’ < i, k' € {k kE—1} et (i',k) # (i,k) les triplets
(ul, U, UE'), chercher (uf,UF,UF) € H},,.(Q) x HL (%) x loc(ﬁg) tels que

Auf 4+ W ub =0, dans (2,

ouk

5 L =0, sur 90\ {0} (au sens de 9.2),
n

(9.54)
uf est sortante ,

ub =37 L0(uh) Yi(wr) cospd € Hi(9),
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AUF = —4Uk,, dans Q%
k
38% = 0, sur 09y,
i—k i—k
: k _ 07 7k —p+l
Jtim {Uf(p.0) >3 (0@ ) (Yot + 2 et Togp) 7! cosph (9.55)
i—k i—k
- Vl(u 1) Jppti P! COSPG}} =0,
=0 p=0
— xt
UF(X,Y) - Z T DY (UF)  est bornée quand X — +oo.
=1
eur _
: uF =0 dans Q
a2 T ’ i (9.56)

Uf est sortante et ne dépend pas de y.

avec le couplage entre champ lointain et champ proche (0 < p <i—k) :

kY _ k
ﬁg(ui) = lg(uz‘—p)a
(9.57)
1 0
LUk = Lyu )+—~C( =),
et le couplage entre le champ proche et champ de fente (0 <1< i —k) :
2\l d'UF
1 k\ _ “ i—1
pluf) = (=) —F ), (9.58)

Remarque 9.7 Les formes linéaires que nous appliquons a u le et U”C ont bien un sens. Il
nous est donné par les lemmes 9.4, 9.5 et 9.6.

Remarque 9.8 La relation (9.57) (resp. (9.58)) couple le champ lointain et le champ proche
(resp. le champ proche et le champ de fente). C’est ici que l'on peut véritablement comprendre le
terme “racordés” de développements asymptotiques raccordés.

Remarque 9.9 Les relations de couplage (9.57) (resp. (9.58)) nous fournissent i — k conditions
de couplage. Classons les en deux catégories. La premiére catégorie, correspondant ¢ p =0, (resp.
1 =0) met en jeu a la fois les fonctions u¥ et UF (resp. UF et UF) avec elles-mémes. Elle constitue
de vraies relations de couplage :

Lo(uf) = LU,
(9.59)
1 0
LUr) = Ly(u )+—/3( ),
respectivement :
D) = U 0), (9-60)

La deuziéme catégorie correspond aux p tels que 0 < p < i—k (resp. | tels que 0 <1 <i—k). Elle
met en jeu, dune part, uf et UF (resp. UF et UF) et, d’autre part, les uf_p et Z/lf_p (resp. UF | et
Uk ,). Il est naturel de les considérer comme des données.

Remarque 9.10 La limite introduite en (9.55) doit étre prise au sens :

lim {Z/{(pﬁ)} =2€eC < lim [ sup |U(p, 0 )\u = 0. (9.61)

p—too p=+oe Loe(o;n]

Par régularité elliptique, on montre par récurrence que UF est de classe C™(]1; +oo[,x [0;7g). 1l
est ainsi bien licite d’appliquer cette limite ¢ UF.
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Remarque 9.11 Toute solution U de l’équation de Helmholtz

d? ~
d—g + w?U = 0, dans Q%,
T

U est sortante et ne dépend pas de y.

(9.62)

est une fonction C™ (IR") proportionnelle d expiwz, c’est pourquoi nous avons le droit d’introduire
les dérivées suivant x de UF :

UF(x) = UF(0) expiwz. (9.63)
Elles nous sont données par :
2\l d'UF (i)
(;) —1(0) = - U0, (9.64)

9.3 Résolution du probleme couplé

L’objet de cette section est d’abord de démontrer de maniere constructive le résultat suivant :

Théoréme 9.12 Pour tout (i,k) € N, le triplet (uk;UF; UF) est défini de maniére unique par le
probléeme du paragraphe 9.2.3.

Puis la preuve servira a tirer la structure de (u¥;UF; UF) ayant en vue le calcul numérique.

Cette section se déroule de la maniére suivante :

— Au paragraphe 9.3.1, nous énoncons des résultats de séparation de variables, d’unicité et
d’existence de problemes non couplés dans les géométries canoniques du champ lointain et
du champ proche. Ces résultats sont en fait des pré-requis pour la démonstration du théoreme
9.12. On trouvera les preuves de ces résultats au chapitre 11.

— Au paragraphe 9.3.2, nous démontrons 'unicité de la solution du probleme couplé dont le
triplet (u¥;UF; UF) est solution.

— Au paragraphe 9.3.3, nous exhibons a 'aide d’un procédé inductif une solution du probleme
couplé. Ce paragraphe ne contient en vérité que la partie algébrique de la preuve de l'exis-
tence. On pourra trouver les éléments d’analyse qui lui sont associés au chapitre 11.

— Au paragraphe 9.3.4, nous revenons sur certains (i,k) € N (principalement ¢ = k) pour
lesquels les (uf;UF;UF) s’expriment de facon simple. Plus précisément nous verrons que
u; =0 et U] = cte.

— Au paragraphe 9.3.5, nous commentons la preuve du théoréeme 9.12. Nous en déduisons
notamment qu’un nombre fini de fonctions permettent de décrire u¥, U¥ et UF. Nous mon-
trerons que cette structure permettra de déduire une méthode numérique facile & utiliser
pour les champs lointains et de fente. Toutefois, cette structure s’averera inadaptée pour le
champ proche, c¢’est pourquoi nous proposerons une méthode alternative plus adaptée.

9.3.1 Résultat préliminaire

On trouvera les preuves des résultats qui suivent au chapitre 11.
Le champ lointain

Commengons par un résultat de séparation de variables. Si u est un élément de Hy,,,.(92) tel que

Au + w?u = 0, dans €,
(9.65)
% =0, sur 90\ {0}
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et ((b”))p e v est une suite de complexes presque nulle alors :

“+o0

u(r,0) — Z W Y, (wr)cospd € HY () = /.Zg(u) = .

p=0

(9.66)

Puis, énongons un résultat d’unicité pour le champ lointain :

Lemme 9.13 Siu € H} (Q) tel que :
Au 4+ w?u =0,

@
on

u est sortante.

207

dans €,

sur 00 \ {0}, (9.67)

Introduisons maintenant la “base” ((wp))p e v des termes du développement asymptotique en
champ lointain. Chaque w,, se définit par I'intermédiaire du probleme bien posé :

Chercher w), € H&lOC(Q) tel que :
Aw, + w?w, = 0, dans Q,
% = 0, sur 90\ {0}, (9.68)
wy(r,0) — Yy(wr) cospb, € H. .(Q),
wy, est sortante.
D’apres (9.66), w, admet la propriété :
Lg(wp) = 1
(9.69)
Eg(wp) = 0, pour p # q.

Le champ proche

Commengons par un résultat de séparation de variables. Soit ((U;))iepi;n] (avec N € IN) une

famille d’éléments H lloc(ﬁj‘v) telle que

AlU;

oU;
on

ol nous avons noté :

— Par interversion de la dérivation suivant p et de la projection modale en 6, il vient :

& [
diX [/01 Ui(X, Y)dy}
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R (9.70)
0 sur Q.
Ufl = 0,
(9.71)
Z/{_Q = 0.
— [ 00, W1,
o Op
oy (9.72)
= L(X,Y)dY. X >0.
o 8X( ? ) 9 v 0
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— A i donné, si, pour j € [0;4], (((a)?))p e v et (((5)P))p c v sont des suites de complexes
presque nulles telles que :

7 oo

2
pgrlloo {Uz‘ - ZZ(OZFz)p (Ypﬁpﬂ + o Jp,—p+1 Log P) p~ Pt cospd
oy (9.73)
= D D Bi))? Tpprr " COSPH} =0,
=0 p=0
Alors :
Bu) = (@)
(9.74)
1 _
6U) = (8)P, pour p € IN.
— A i donné, si ((4!)); e v est une suite de complexes presque nulle telle que :
+oo
U; — Z B XU est borné pour X — 4o00. (9.75)
pore [!
alors :
DY) = ut (9.76)
Puis, un résultat d’unicité pour le champ proche :
Lemme 9.14 Silf € Hlloc(ﬁj‘v) alors
AU = 0, dans ﬁ}‘v,
8_1/{ = 0, sur 6@},,
on = U = 0. (9.77)
im {u(,0)} = o,
P M0 = 0
U est borné pour X — 4o0.

Introduisons maintenant la “base” {W.}U((W,))p e v pour la résolution du probleme de Laplace
homogene dans €273;.

— Pour p € N, introduisons 1'unique solution W,, € H, lloc(ﬁ}‘v) du probleme :

Chercher W, € Hlloc(ﬁ}‘v) telle que :
AW, = 0, dans ﬁ}‘v,
oW, ~
5—np =0, sur 0f0y, (9.78)
hT {V\/p(,o7 0) — Jpp p° cosp@} =0,
p—rtoo
W, est bornée quand X — o0,

De plus, du comportement asymptotique de W, dans le demi espace, nous tirons :

fg(Wp) = 0,
GW,) = 1, (9.79)
fé(Wp) = 0, pour q # p.
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Du comportement asymptotique de W, dans la fente, il vient :
DY(W,) = 0, vl > 0. (9.80)
Par contre, ni les £)(W,), pour ¢ # 0, ni D°(W,) ne sont a priori nuls.

Remarque 9.15 W = 1 est une solution de (9.78) pour p = 0. Il suit de l'unicité de la
solution que Wy est en fait donné par :

W() =1. (981)
— Puis, notons W, 'unique solution de :

Chercher W, € HL (%) telle que :

AW, = 0, dans Q7,
8W* O*
i 0, sur 004, (9.82)

lim {W*(p, 6) — (YQO n %JO,O Logp)} —0,

p—-+oo

W, + 2 X est bornée quand X — 400,

Du comportement asymptotique dans le demi espace, W, admet les propriétés suivantes :

0w = 0, (9.83)
LW, = 0, pour p # 0,
De méme, du comportement dans la fente nous tirons :
Dl(W*) = _25
(9.84)
DiW,) = 0, pour [ > 1.

Par contre, les complexes £9(W,), pour ¢ # 0 et D°(W,) n’ont pas de raisons d’étre nuls.

— Pour tout (i, k) € N, considérons ZZ”“ I'unique solution du probleme bien posé :

Chercher ¥ € H}

loc

((AZ*N) tel que :

AUF = —auUkF ,, dans Q%
oul -
37; =0, sur 0y,
tim {0(p.0) — Q@) (Yoo + 2 Joo Losp)
p—Foo L ’ ’ ™
ik i—k 9
- [Zg(uﬁz)(ypﬁpﬂ + ;Jp,,pﬂ Log P) p~ Pt cospb
=1 p=0
ik i—k
- Z Z V;l)(uz‘kfl) Jppti PPt COSPG]} =0
=1 p=0
i—k
X! 2\t d'UE
k _ e i—1 . ,
U7 (X,Y) ! (w) Tl (0)  est bornée quand X — +o0.

(9.85)
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9.3. Résolution du probléme couplé

Du comportement asymptotique dans le demi espace de ZZ’“ nous tirons :
f;(gf) = 0, pour p € IN.

Puis du comportement asymptotique de gf dans la fente, il vient :

DU = o,
~ 2\! d'UF
l k _ < i—1 <l<i_
D Uy) (w) T (0), pour 2 <1 <i—k,
DY Uk = o, pour [ > i —k.

(9.86)

(9.87)

Par contre, les complexes £) (UF), pour q # 0, et D(UF) n'ont pas de raison d’étre nuls.

L’existence et 'unicité de W,, W, et gf seront démontrées au chapitre 11.

9.3.2 Unicité de la solution du probleme couplé

Considérons le triplet (u;U;U) différence de deux solutions du probléeme données au paragraphe

9.2.3. Ainsi, d’aprés (9.55), U € HL (%) satisfait & :

AU = 0, dans Q3
ou ~
o = 0, sur 00y
i—k 9
. 0 —
i (o)~ S 800 (s + 2y o) 7 v
i—k

— ' {é;(u) Ip.p P¥ cosp@}} = 0,

i—k
u — ZDl(Z/{) X! est borné pour X — +oo0.
=1
avec pour tout p > 0 et tout [ > 0
o) = o,
DYU) = 0.

Comme pour tout p > 0, p™P cospfd — 0 si p — 400, nous tirons que U vérifie :

AU = 0, dans Q%
g—: = 0, sur 85\2}‘\,
. 2
Jim {U(p,0) = €50 (Yoo + = JooLogp) — (@) Joo} = 0,
U est borné pour X — +oo.

Sur le domaine [0; 1], x [0; 7],

(9.88)

(9.89)

(9.90)
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Y

<

FiG. 9.8 — Domaine d’application de la formule de Green Riemann

appliquons alors la formule de Green Riemann :

ou T oU L ou
AU:/ — = 0:/ —(1,0)do + 0,Y)dY. (9.91
/[o 1], x 057 a[0;1] o Op (1,6) 8X( ) (9-91)

0 %[0;7]6 on 0

Nous calculons alors [ 34 (1, 6)d6 et fol 2L(0,Y)dY.

D’apres le lemme 9.5, nous avons :
L [" 0 2 1
= = [ ulp.oyde = ) (Yo,o + = oo Logp) +OU) oo, Yp>1. (9.92)
0

Ainsi, comme Jy o = 1, nous avons (c.f. (9.72)) :

™ ou o

[ 5,00 = 26w (9.93)

1
P

De plus d’apres le lemme 9.6, X +— fol U(X,Y)dY est un polynéme. Le seul polyndéme borné étant
la constante, nous avons :

1 1 81/{
/OU(X,Y)dY - /0 uo,v)dy = i 5 (0:Y)dY = 0 (c.f. (9.72)). (9.94)

Par conséquent, d’apres (9.72) et comme Joo =1 :

M poyds = 20 2,
o Op P (9.95)
18—U(X V)dY = 0
) ax e -

e (9.91) et (9.95) (pour p = 0), il vient £§(i/) = 0. Reprenons alors la condition de couplage
(9.57) pour p=10:
Lo(u) = QU) = L(u) = 0. (9.96)

De (9.54), nous tirons que u vérifie

Au + w?u = 0, dans Q,
% = 0, sur 90\ {0},
" (9.97)
u — Z,CO (wr) € H. .(Q),
U est bortante
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9.3. Résolution du probléme couplé

Comme pour tout p > 0, L) (u) = 0 et de (9.96), nous tirons :

Au + w?u = 0, dans Q,

ou

— =0, sur 002 \ {0},

on o) (9.98)

u € Hlloc(Q)7

u est sortante.
Ainsi, d’apres le lemme 9.13, v = 0. De plus, d’apres (9.57),

) = Li(u) =0,

(9.99)
au) = Lhw = o
Ainsi en reprenant (9.88), U vérifie :

AU = 0, dans Q}*\,,

o = 0, sur 6@}‘\,

on (9.100)
PEI-‘POO {L{(p,ﬁ)} - 07
U est borné pour X — +oo.

Ainsi d’apres le lemme 9.14, & = 0. Puis de (9.58), il vient U(0) = 0 et par conséquent U = 0.
Ceci termine la démonstration de ce résultat d’unicité.
9.3.3 Existence de la solution du probléme couplé

Analyse : raisonnement inductif conduisant a I’obtention de u¥, U} et U}

Supposons qu’il existe (u¥;U¥; UF) solution du probleme couplé qui se décompose sous la forme :

i—k
uf = pr Wp,

g (9.101)
us = Y [arw] + ot + dk

p=0

Notre objectif est alors de déterminer les b7 ; oP et .

Pour p # 0, b, et oy, sont en fait des données. En effet, pour tout 0 < p <4 — &, nous avons :

i—k
Lg(“?) = qu Lp(wg) = b7,
=D (9.102)
Gty = |t gomy)] + ot g + Gal) = ar.
q=0
Ainsi nous tirons de (9.57), que pour tout 0 < p <i—k :
o= U,

) (9.103)
af = E;(uf_p) + - Eg(uf:;).
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De meéme :

D'y = 3 [or D'OW)| + a* D'OM) + DA = 20", (9.104)

De (9.58) (écrit pour [ = 0), il suit :

1 dUF
* - i—1 0

ot = -2 L), (9.105)

Il vient de (9.103) et (9.105) que u¥ et U¥ se représentent sous la forme :

ik
uf = B wy + Zeg(uﬁp) Wp,
=1
Tk 2 1 dUF
E _ 0 10,k 2 0, k=1 o Lati, k
U = oWy + > [(/:p(ul_p) + = L] )) Wp] = =20 w. + U]
(9.106)
Et par conséquent :
i—k
Lo(uf) = 0°Lo(wo) + Y GUE,) L3(wp),
p=1
ik
2 _ .1
B = o @) + 3 [(ehuk,) + = £hwih)) 80m)] (9-107)
p=1
1 dUik—l 0 07 7k 1 dUik—l 07 7k
- = SEL0) @) + BEH = - — SEH0) + @ab).
De méme :
ik
Lo(uf) = 0° Lo(wo) + Y LUE,) Lowp),
p=1
i—k
2
B = atamo) + 3 [(ehuk,) + = £hwih) aomy)] (9-108)
p=1
1 dUf 1 177k 0
-7 W(O) LWs) + GU) = o

En appliquant la premiere ligne de (9.57) pour p = 0, (c’est & dire £3(u¥) = £3(UF)), nous tirons :

1 dUF
w dx

b =

(0) + €3Uk). (9.109)

Puis, de la deuxieme ligne pour p = 0 (c’est & dire £§(u¥) = £3UF) + (2/7) €3(uF™1)), il vient :

1 dUk. . =k 2 _
o = (= = =220 + B@D) Liwo) + MWL) Lilw,) + = Li@ET). (9.110)
p=1
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9.3. Résolution du probléme couplé

Syntheése : vérification a posteriori
Soit (uf;blf; Uf) le triplet défini par :

k 1 dUik—l 0777k =k 0/ sk
Ui = (_ © dx 0) + &U; )) wo + pr(ui,p) Wy,
p=1
1 dUF . ik
ub = (- S SR+ 8@h) Lhwo) + 3 0WE,) £(w,)
p=1
2 k—1
o Lol )}WO (9.111)
- 2 1 dU¥
Lok Z p0g, k=1 1 aYi ik
+ > [(ehb,) + 2 £5wimn) W] = — =Ly + U,

Il
-

P

1
Uk(z) = / UF0,Y)dY expiwsz.
0
C’est alors un simple jeu d’écriture de déduire que ce triplet est bien solution du probleme couplé.

9.3.4 Cas particuliers ou les termes des développements asymptotiques
s’expriment de fagon simple

Pour i = k, appliquons (9.111), dans ce cas particulier. Remarquons tout d’abord que 0 est solution
de (9.85) et par unicité, UF est en fait nul. D’olt nous tirons pour tout i > 1 :

uz = 0,
i 2 pog et _ 2 Lo i1
U = —Lolu; ) Wo = — Loluj), (9.112)
T ™
) 2 :
U = ZLYu™) expiws.
T

Pour i = k — 1, appliquons la encore (9.111), pour u! ' Il est facile de voir que LNIf est nul car 0
est solution de (9.85). Ainsi :
i—1
i1 1dUy

e (0) wo + AUT) wy. (9.113)

Comme U~} est constant d’apres (9.112), nous tirons :

AU = o. (9.114)
De plus, de par la forme explicite de UF(z) = UF(0) expiwwz, il suit :
au;~| .
- L) = iwU=10). (9.115)
D’ou il vient : ‘ ‘ ‘ ‘
uit = iU 0)we = LYuiTh) = —i UZ}0). (9.116)
Ainsi : .
Ui0) = 2 Uiio)
i = - Ji-1Y);
uz = 0,
. 9.117)
, 2i . (
u; = —=U(0),
) T 1—1( )
1— . 21 i—
| ( - ?) U=1(0) wo.
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De UJ(0) = u%(0) et, par récurrence, nous avons :

Ui = (— %)1 u’(0) expiwsz,

U = 0,

v - (_ %) o0 (9.118)
ult = i ( — i—i)i_l u®(0) wy

9.3.5 Application au calcul numérique
Remarque concernant le champ lointain

En (9.111), nous avons explicité uf comme une combinaison linéaire des w, pour p allant de 0 a
1 — k. Il est alors naturel d’introduire I'espace vectoriel Eny engendré par les N + 1 premiers w,, :

En = [wg;...;wN]. (9.119)
uf est alors un élément de F;_j. Toutefois, ce résultat est grossier : uf est en fait un élément de

E;_k—1 (avec E_; = {0}). En effet, pour tout i > 1, Z/{f est constant. Ainsi pour tout p € IN, nous
avons :

o) = 0. (9.120)
Nous avons alors pour tout ¢ > 1 :
ldUk N i—k—1

k _ i—1 0 77k 0/, k
W= (o= + W) wo + p; Ok ) wp,

: 1dUi—! —9iyi-1 (9.121)
i—1 _ - 1—1 — e 0
u; = L (0) wo i ( - ) u°(0) wo,
U =0

Par conséquent, le calcul des u¥ pour (i,k) € N avec i < N se ramene aux calculs des fonctions
wy (p < N —1) puis de scalaires. A chaque (i, k), il faut passer par le calcul de UF (lequel dépend
des termes d’ordre inférieurs). Nous allons éviter cet écueil par le

calcul analytique de 48@’@)

Nous appliquons ici la formule de Green-Riemann dans un domaine bien choisi Qi* = [0;1] o X
[0;7]g (c.f. figure 9.8) pour déterminer £3(UF) :

. 1k
AU = / o; (9.122)
3]

Qine it On

Ainsi, si nous tenons compte du jeu d’équations aux dérivées partielles qui régissent Hf (fourni
par (9.85)) nous obtenons :

T 1 a7 7k
ou;
4 ur, + /
Qipt 0

aﬁika 0)d) + | =5-(0,Y)dY =0 (9.123)
ap , 0X o '
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9.3. Résolution du probléme couplé

D’apres le lemme 9.5, nous avons :
"k 077k 2
Ur(p.0)do = w18 (Yoo + = Joo Logp)
0

i—k
2
+ o >l (You + = Jo Logp) (9.124)
=0
i—k

+ oY WUy Jou
=1

Et par conséquent :

i—k i—k

™ oUr B 071 1k wl e Tl
L0 = 2;120(%_1) (5 Yoo + o) + 2;120@_1) T g (9125)

De méme dans la fente, d’apres le lemme 9.6 et du comportement asymptotique de LNIZ’c nous tirons :

1 ~ i—k Xl .
UrX,y) =Y = D'Uf) (9.126)
D’ou il vient :
1 977k
oU: ~
L(0,Y) = DYUF) = o. 9.127
| o (OY) ;) (9.127)
Nous tirons ainsi £(U¥) :
. K ml 7l
B = - 3 [Ae (5 vor + ha) + TR0 o
(9.128)

=1
1 T
- 2/ / Ut 5(p,0) p dp do.
0 0

Remarque concernant le champ proche

Une expression de UF a été donnée en (9.111). Il est alors naturel d’introduire 1'espace vectoriel
Fy = Wa; Wo; ... Wh]. (9.129)
Ainsi UF est un élément de 1'espace affine
U+ Fy_y, (9.130)

I faut avouer que l'utilité numérique de cette structure est peu convaincante. Elle nous ramene
au calcul de fonctions de base, de scalaires et de UF. Le calcul de UF étant & peine plus simple que
UF nous préférons i cette méthode une

solution alternative pour le calcul numérique de Z/{ik
k

Elle consiste & tenir compte du fait que 'on peut déterminer u¥ avant UF.

k
7

généralisé suivant (probleme de Laplace inhomogene dans €} avec condition de Neumann et

Une fois u¥ connu, on peut caractériser U¥ comme la solution unique du probléme aux limites
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comportements a l'infini (donnés) coté demi espace et coté fente) :

Chercher UF € H lloc(ﬁ ~) telle que :

AUF = —4uF,, dans Oy

k ~

38% = 0, sur 00y,

i—k i—k (9 131)
. B( k o .
Jim {U p, 0 12;2)( N Jszogp) Ly(ui_y) p' cospb

p=
i—k i—k
_ZZJPI [51 Uj l)"‘ /30( z)} P COSPG}:
=0 p=0

. i—k 1 1 dlUk ; ,
UF(X,Y) Z i (—) Tl L(0) X! est bornée quand X — +o0.
=1

Remarque 9.16 Notons que :

113

— Les données du probléme, qui apparaissent dans la partie non homogéne des conditions “a
Vinfini” (et auzquelles le lemme 94 permet de donner un sens), sont fournies par les termes
des étapes précédentes et par les u¥, en accord avec le diagramme 9.1.

~ On observera que la fonction UF est d’autant plus croissante que i — k est grand (tant a
Uinfini coté demi espace que dans la fente)

Remarque concernant le champ de fente

Le champ de fente UF étant donné par (9.111) :
UF(x / UF0,Y)dY expiwz. (9.132)

Son utilisation numérique est triviale.

Un résultat de dépendance des termes des développements asymptotiques par rapport
au champ limite u°.

Il est clair que, de proche en proche, les termes d’ordre ¢ dépendant linéairement des termes d’ordre
inférieur, ils dépendent tous linéairement du premier d’entre eux u°. Nous pouvons en fait préciser
la nature de cette dépendance a travers le résultat suivant :

Théoréme 9.17 Pour tout couple (i,k),i > k, il existe trois applications linéaires :

ka € ‘C((Ciikﬂ H&,loc(ﬂ))
DY, € L(CH1 HL.(Q%)) (9.133)

D$, € L(CI7+1,C))

felles que : 0 i—k—1,,0
ul = DI(u(0), () G (0)
Uf = DN, (u°(0), %0(0), cos ,%(0)) (9.134)
UF = D, (u"(0), %—15(0),-.- ,%(0)) expiwz.
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9.4. Les ordres 1 et 2.

9.4 Les ordres 1 et 2.

Moins les ordres sont élevés, plus la contribution des termes des développements asymptotiques
a la reconstruction de la solution exacte est importante. C’est pourquoi nous dédions toute une
section aux ordres 1 et 2. Nous choisissons de donner un point de vue beaucoup plus concret pour
la présentation des problemes. Nous n’aurons en particulier pas recours aux formes linéaires Eg,
511), 42, Zzl). Toutefois, dés que l'ordre est strictement supérieur a 2, elles deviennent pratiquement
incontournables.

9.4.1 Résultats préliminaires : partie réguliere pour le champ lointain

Soit R un scalaire positif. Si u € H&)loc(Q) tel que :

Au + w?u = 0, dans Qg,
% 04) = 0 0<ly| <R (2:139)
on Yy) = U, pour Y )
et ((bp))p € v est une suite de scalaires presque nulle telle que :
+oo
u(r,0) — pr Y, (wr) cosp € HL.(Q). (9.136)
p=0
alors
+oo
R(u)(r,0) = u(r,0) — prYp(wr) cos pb (9.137)
p=0
vérifie pour p € IN,
Ly(R(u)) = 0,
1 1 (9.138)
Lp(R(u)) = Ly(w).
De plus, comme R(u) est de plus de classe C*(Qpg) et vérifie :
AR(u) + w? R(u) = 0, dans Qg,
(9.139)
8};2”) 0,y) =0, pour 0 < |y| < R,
d’apres (9.33), nous avons :
Li(u) = R(u)(0),
2 OR(u)
1 - =
Litw) = ~ Dy (0), (9.140)
4 0*R(u)
£i) = 2R@)0) + 5 5 0)
et
L)(u) = by, Vp € IN. (9.141)

9.4.2 Les termes d’ordre 1

Le champ lointain

Le champ u} étant nul, il suffit de caractériser u{. L’expression de u! a été donnée en (9.118) :

u) = —i u®(0) wy. (9.142)
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De maniére équivalente, nous pouvons rechercher le champ u9 dans HJ ,,.(€), caractérisé comme
la solution du probleme aux limites généralisé suivant :

Chercher u§ € H&)loc(Q) sortante telle que :

Au) + WUl =0, dans €2,

oul (9.143)
5—711 =0, sur 92\ {0} (voir Définition 9.2).

uf + iu®(0) Yo (wr) € Hy, (),

— la seule donnée du probleme est u°(0) et apparait dans la seule équation “non homogene”
de (9.143) a savoir la condition

ul + i u(0) Yo(wr) € HE(Q), (9.144)

~ La fonction Yy(wr) est bien dans H}, (). Compte tenu du comportement :

Jloc

2 2
Yo(wr) = = Log 5+ O(1) = = Logr + O(1), 1 =0,

elle n’appartient pas a H}. () (et donc u{ non plus par voie de conséquence). On notera

que la condition peut se réécrire :
94
W + Z4°(0) Logr € HL (). (9.145)
T

Le champ proche.

Nous avons 2 contributions d’ordre 1, & savoir les champs UY et U]

Le champ UY. 11 est défini comme une fonction harmonique particuliere dans (AZ}‘V Plus précisément
il se caractérise comme la solution d’un probleme aux limites avec conditions a l’infini non ho-
mogenes cO6té demi espace et coté fente. Comme indiqué sur le diagramme 9.5, les données non
homogenes de ce probléme seront fournies par les champs u° et u{. Pour formuler ces problemes
il sera utile d’introduire ce que nous appellerons la partie réguliére de u?, & savoir le champ R(u)
défini par :

R(uY) :=uf +1i u°(0) Yo(wr) (9.146)

Le champ U} est alors I'unique solution du probléme aux limites (ce n’est quune réécriture de
(9.131) en tenant compte de (9.140) et (9.141)) :

Chercher U € HL (%) tel que :

AUY = 0, dans Q3

g
on

lim {u?(p, 0) — R(u?)(0) + % u®(0) [Log(p) + ] — %

p——+o00

=0, sur 9%, (9.147)

ou’
8—y(0) p cos&} =0

{UP(X,Y) — 2i u(0) X} est bornée quand X — —+oo
ou 7 désigne la constante d’Euler v ~ 0.5772.

Remarque 9.18 Notons que :
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— Les données du probléme apparaissent dans les conditions non homogénes a l'infini et sont
fournies par u® et par u§ via R(u?).

~ On peut identifier un sous-espace de dimension 2 “simple” contenant UY. Pour cela, on
introduit la partie réguliére de wq, a savoir :

ro := R(wo) = wo — Yp(wr) (9.148)
de telle sorte que R(u?) =1 u®(0) ro. On réinterpréte alors simplement par :

2 Ou’
U = —iu(0) (W* + 70(0) Wo) += 8—“@/(0) Wi (9.149)

Autrement dit, on a identifié U comme un élément de lespace de dimension 2 :

511 = [W* + 7‘0(0) Wo; Wh ]

Le champ U;. Ce champ est constant donné par :
1 2i 21 ~.
Uy = —— uw(0) Wy = - 0$), (X,Y) € Qy. (9.150)

™

Remarque 9.19 Ce résultat est a mettre en balance avec le fait que UY croit linéairement avec
p coté demi espace et avec X coté fente.

Le champ de fente.

Le champ UY est alors donné par :
1
Ud(x,Y) = D°(UY) expiwr = (/ u0,Y) dY) expiwz, (z,Y) € Q5. (9.151)
0

On notera que, compte tenu de (9.149)

0
U est une combinaison linéaire de u°(0) et %L(O) (9.152)
Y
Nous pouvons méme expliciter cette dépendance grace a (9.149) :
0 : .0 0 2 u’ 0 :
U0(z,Y) = [_1 «°(0) (D W) + 7"0(0)) + 2 50 D°0W)] expiva. (9.153)
Nous avons ici utilisé que :
Wo = 1. (9.154)
Le champ U} est donné par (9.118) :
21 ~
Ulz,Y) = —%UO(O) expiwz, (z,Y) € Qf. (9.155)

9.4.3 Les termes d’ordre 2
Nous avons choisi de présenter séparément les termes des développements asymptotiques d’ordre
2 pour deux raisons :

— Tout d’abord, c’est avec ces termes d’ordre 2 que 'on va pouvoir dépasser la limite de

précision O(e) observée avec la méthode de raccord brutal développé dans la partie 1.

— C’est a lordre 2 qu’apparait pour la premiere fois la structure générale des problemes
définissant les termes des développements asymptotiques d’ordre quelconque (en effet, c’est
pour ¢ > 2 que l'indice k est autorisé & prendre des valeurs autres que i — 1 et ).
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Le champ lointain

Nous avons deux champs & caractériser. Le champ uJ. Le champ u3 est donné par (9.121) :

1 dU? ~
W = (== ZLO) + B@)) wo + AU wr. (9.156)
avec Eg(gg) donné par (9.128)
2 7l ml Lo
Bu) = -3 [40 U, ( Jou + Yo,l) roww )T JOJ} . / / U (p, 9)pdpdd. (9.157)
=1 2 2 0 Jo
Comme Jl,() = YLQ =0:
1 s
Q@) = ~[BU) (v Jon + Yoo) + BU 7 o] — 2 / / U (p, O)pdpdd.  (9.158)
0 0

et d’apres (9.51) U = u°(0), nous avons :

foug) =0,
1770y — o0
1 ™
T
/ / Uy (p, 0)pdpd = - u®(0)
o Jo
D’ou (JO,Q = —1) :
0w = o. (9.160)
Déterminons maintenant £9(UY). Comme d’apres (9.147), UY vérifie :
. 0 0 2i 0 2 8U0
lim <U7(p,0) — R(u7)(0) + — u’(0) [Log(p) + ] — ——=—(0) p cosf = 0. (9.161)
p—+oo T w Oy
Nous avons d’apres (9.74) :
2 ou®
170y _ 20U
aw) = 25-0) (9.162)
De plus d’apres (9.45)
0y1 1740 0(7/0 2 1
U (p) = GCR) hap + QW) (Vi + - Logp)
) o0 X (9.163)
u
= QU) Y11 —.
o 3y ——(0) J11p + WU YA, L
D’ou en appliquant cette relation pour p=1 (Y1,_1 = —(1/7) et Ji1 =1) :
2 7 oul T
) = 2T50(0) - 2/0 U9 (1.0) cos0]a. (9.164)
Ainsi u§ est fourni par :
1 dU? 2 7 Qu’ g
o _ _ - Y1 it _ 0
u§ = —= —L(0) wo ( oy 2 /0 [ul(m) cose} d9) wy. (9.165)
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9.4. Les ordres 1 et 2.

ou de maniere équivalente, il est I'unique solution du probleme :

Chercher u§ € Hy () sortante telle que :

Aud + w?ud =0 dans €,

oul

on =0 sur 9\ {0}, (9.166)

1 dU?
0 1
e WY
g + = ZL(0) Yowr)
2 0 T
- (—Wai(()) -2 / [Z/{f(l,e) cosH}dG) Yi(wr) cos € HL (Q).
w Oy 0
Le champ u} est donné par :
2
uy = - u”(0) wp. (9.167)
De fagon équivalente, c’est la solution de :
Chercher u} sortante telle que :
Aud + wPud =0 dans (2,
oul (9.168)
% _ sur 90\ {0},
2

usy + p u®(0) Yo(wr) € HL ().

Remarque 9.20 Remarquons que;

~ Les données des problémes en u3 et ul, qui apparaissent dans la condition & l'origine, sont
bien fournies par les termes des développements asymptotiques d’ordre 1.

— A Dorigine, la fonction uy (en 1/r) est plus singuliére que ud (en Logr).

— 1l est clair que :
uy € By = [wo,w1], u3 € Ey = [wo] C Ej. (9.169)

En outre, les coefficients de la décomposition de u9 (resp. us) dans la base {wg, w1} (resp.
{wo}) dépendent linéairement de

u’(0) et —(0) (resp. u°(0)). (9.170)

Le champ proche

Le champ UY. Pour caractériser UY, il est utile d’introduire ce que nous appellerons la partie
régulicre de u9, & savoir le champ R(uJ) défini par :

0
R(9) = u %%(0) Yo(wr)
o ) (9.171)
™ Ou 0
_ (Ta_y(o) -2 /0 [L{l(lﬁ) cosH}dQ) Y1 (wr) cosé.

On notera que, comme UY (cf. (9.149)) et par suite UY(0) (cf. (9.152)) sont des combinaisons
0

linéaires de u°(0) et %L(O), il est clair que :
Y
R(u3) est une combinaison linéaire de u°(0) et ——(0) (9.172)
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D’apres (9.166), il est clair que R(u3) est de classe C*°. UY est défini par la résolution du probleme
bien posé (ceci n’est qu’une réécriture de (9.131)) :

Chercher UY € Hlloc(ﬁj‘v) tel que :

AUY = —44°(0), dans QF,

ous ~
8—712 = 0, sur 00y,
2 0%u’
. 0 0 2 (.0 4 2 (9.173)
pEI-‘,I-loo { Us (p,0) +u(0) p (u (0) + 2 057 (0)) p° cos 26
2 OR(u)) o 21 B
-y (O)pcosﬁ—R(uQ)(O)-l-? Ul(O)(Logp-l—’y)} =0

2
{US(X, Y) + 24°(0) X% - = UY(0) X} est bornée quand X — +o0
w

Le champ Uy. Pour caractériser Uy, il est utile d’introduire ce que nous appellerons la partie
réguliére de uj, & savoir le champ R(u}) défini par :

1 dU} 2
R(u}) == ud + = d—;(o) Yo(wr) = u} + = u®(0) Yo(wr) (9.174)
Au méme titre que R(u3),
R(u3) est une combinaison linéaire de u°(0). (9.175)

Ainsi, U3 est 'unique solution du probleme aux limites généralisé suivant :
Chercher U} € Hlloc(ﬁ}‘v) tel que :

AU} = 0, dans Q3

ou3 ~
—(%2 =0, sur9Q%, (9.176)
2 dUY 2 dU{
. 1 1 g ] B
pEI_;,I_lOO { Z/{Z (pae) - R(u2)(0) + E %(0) + E %(0) (Lng—F*y)} =0

{U(X,Y) — 21 U{(0) X} est bornée quand X — 400
Le champ U3. Ce champ est constant et donné par :

2 dU} 4
UEX,)Y) = - d—xl(()) =-= u®(0). (9.177)

Remarque 9.21 Le lecteur attentif remarquera que :

— Les champs (US,Us,U3) sont bien déterminés par les termes d’ordre 0 et 1, lesquels in-
terviennent comme données des problémes en (US,U3) par Uintermédiaire des conditions a
Uinfini mais aussi (pour US ) du second membre de I’équation de Laplace.

— Compte tenu de la dépendance linéaire précédemment observée des termes d’ordre 1 par
rapport a
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9.4. Les ordres 1 et 2.

des termes d’ordre 1 (voir (9.142), (9.149), (9.150), (9.152) et (9.155)) et des fonctions
R(uY) et R(ud) (cf (9.172) et (9.175)), il est clair, a la lecture du probléme, que nous pouvons
construire trois fonctions “canoniques”, en particulier indépendantes de la fréquence w, de
HE (), soit

(OV2)o, W)1, (W3)2)

telles que l'on puisse écrire :

9%u0
Oy>

oud

5—y(0) W2)1 + (0) (W9)2. (9.178)

Uy =u’(0) (Wy)o +

De méme, nous pouvons construire deuz fonctions “canoniques”
(W2)o, W2)h)
telles que :
Uy = u(0) (Wy)o + —5—(0) (Wy)1. (9.179)
D’aprés (9.177), U3 dépend linéairement de u®(0).

Le champ de fente

Pour £ =0, 1, les champs de fente d’ordre 2 sont donnés par :

UY(z) = (/Olug(o,Y) dY) exp (iwz),
Ul(z) = (/Olugl(o,y) dY) exp (iwz), (9.180)
Us(x) = (/011/{22(0,}/) dY) exp (iwz) = —% u®(0) exp (iwz).

Compte tenu de (9.178) (resp. (9.179)), U3 (vesp. U; et U3) dépend linéairement de

o, 9%’ au’

(uO(O),a—y(O), 5 (0)) (resp. de (UO(O), 5 (0)) ot uO(O)). (9.181)
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Chapitre 10

Obtention des problemes satisfaits
par les termes des développements
asymptotiques

Sommaire
10.1 Les Ansatz pour les développements asymptotiques . ... ... .. 150
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10.3.3 Exploitation du principe de raccord . . . . . . .. ... ... 174

Résumé : Ce chapitre présente en detail les calculs permettant d’obtenir les problemes
présentés au chapitre 9. Il s’appuit essentiellement sur des représentations modales par-
ticulieres des solutions dans différentes régions des trois zones de calcul (séparation de
variables) et sur des propriétés élémentaires des fonctions de Bessel. Dans la section 10.1,
nous dérivons les équation intérieures verifiées par chacun des termes du développement :
équation de Helmholtz homogene dans la zone demi-espace, équation de Helmholtz 1D dans
la zone de champ de fente et équation de Laplace non homogene dans la zone de champ
proche. Les deux sections principales de ce chapitre sont les sections 10.2 et 10.3 qui traitent
respectivement du raccord entre champ proche et champ lointain et du raccord entre champ
proche et champ de fente.
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CHAPITRE 10. Technique formelle d’obtention des termes des dev. asympt.

Introduction

Nous allons dans ce chapitre obtenir des équations vérifiées par les composantes secondaires du
champ lointain, du champ proche et du champ de fente. Nous allons donc avoir recours au calcul
formel. Nous interprétons ’ensemble des relations de ce chapitre comme des conditions nécessaires
pour que le développement en champ lointain, champ proche et champ de fente soit licite.

Il ne faut pas donner a ce chapitre la valeur d’un raisonnement mathématique. En effet, ce chapitre
ne contient ni théoreme ni preuve au sens rigoureux du terme, mais plutot une suite de raison-
nements formels basés sur le “bons sens”. On peut voir ce travail comme un intermédiaire formel
nous permettant de poser des probleémes rigoureux (chapitre 9).

Nous avons eu le souci d’une grande précision. Ceci aura comme avantage que le lecteur pourra
se convaincre de I'honnéteté des calculs et des arguments formels. A contrario, nous sommes
conscients que cette approche pourra ralentir la lecture de ce chapitre et laisser une impression de
lourdeurs rédactionnelles.

A posteriori, ce chapitre n’a pas de nécessité logique. En effet, nous aurions pu ne pas inclure
ce chapitre dans la rédaction de la deuxieéme partie. Toutefois, il nous a semblé légitime de les
présenter pour ce qu’il apporte a la compréhension des phénomenes asymptotiques.

Donnons maintenant le plan du chapitre :

A la section 10.1, nous obtiendrons & 'aide de la technique des développements formels asymp-
totiques les équation volumiques que vérifient les composantes secondaires du champ lointain, du
champ proche et du champ de fente : u¥, UF et UF.

Aux sections 10.2 et 10.3, nous développerons une méthode de raccord de développement asymp-
totique. Ainsi, a la section 10.2, nous raccorderons le champ lointain et le champ proche. Nous
obtiendrons alors un couplage entre le comportement des u¥ au voisinage de A et le comportement
des L{ik au voisinage de l'infini dans le demi espace. A la section 10.3, nous raccorderons le champ
proche et le champ de fente. Nous obtiendrons cette fois un couplage entre le comportement du
champ proche au voisinage de l'infini dans la fente et la valeur du champ de fente en x = 0. Les
sections 10.2 et 10.3 sont tres similaires. Nous recommandons aux lecteurs intéressés de les étudier
en parallele.

10.1 Les Ansatz pour les développements asymptotiques

10.1.1 Principe de la technique.

La technique des développements formels ou “Ansatz” est classique pour la recherche des solutions
des équations différentielles ou aux dérivées partielles dépendant d'un parametre (petit ou grand).
Elle repose sur les principes suivants :

— on postule des formes de développements dans des géométries normalisées (ce qui dans notre
cas a déja été effectué dans l'introduction en (8.17), (8.20) et (8.23)).

o= Y () test(y)
(i,k)eN ]

U= >, (%) Les®(¥) U (10.1)
(i,k)eN )

Ut o= ) (%) Leg™(¥) U
(i,k)eN

— on autorise I'interversion de ce développement avec les opérations courantes de ’analyse et
on recherche des équations portant sur les différents termes du développement (c’est 'objet
de cette section).
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10.1. Les Ansatz pour les développements asymptotiques

Remarque 10.1 Le postulat des séries du champ lointain et du champ proche peut ressembler
a une révélation. En vérité, ce postulat provient de mombreux essais de développements formels.
Parmi ceux que nous avons essayés, c’est le seul qui convient a I’étude suivante. Pourtant ceci n’est
pas suffisant pour affirmer que nous ayons un bon développement de u® suivant . 1l est nécessaire
pour le valider d’obtenir des estimations de convergence.

10.1.2 Ansatz du champ lointain dans le demi espace

Le développement formel (8.17) en champ lointain dans le demi espace étant présupposé, cherchons
ce que l'on peut tirer de I'interversion des opérateurs aux dérivées partielles avec la somme de ce
développement.

Nous partons de I’équation de Helmholtz posée dans €2 :

+oco 1

—f = AU+ 0 = ZZ(%&Y Logk(%g) (AUQC + W’ U?) + 0(e™)
TR (10.2)
_ 0 2,0 WE i kW€ k 2,k oo
= Au 4+ wu —|—;kZ:O(Q)Log(Q)(Auz—&—wul)—l—o(a ).
et ceci pour tout ¢; par conséquent on a :
A’ + w?u® = —f, dans Q,
L 0 1 ) . ) (10.3)
Auf + w?u =0, dans ), Vi e IN¥, vk € [0,1].
Traitons de la méme maniere la condition aux limites, pour tout €, nous avons :
ou® WwE |, we, Oul
0 = o = Z (7)l Logk(7) 87; + o0(e™), sur 90\ Xe. (10.4)
(i,k)EN
Avec cette fois une subtilité pour le lieu de la relation, on a :
ouk )
e 0, sur 00\ {0}, v (i,k) € N. (10.5)
n

Remarque 10.2 Il ne faut pas prendre cette égalité au sens HV/2(IR) ; I’* nous laisse la pos-
sibilité d’introduire des mesures ponctuelles comme § , §', ... Pour se représenter la situation, il
faut se dire que les fonctions u¥ sont singuliéres au voisinage de A.

%

(g. A

F1c. 10.1 — Singularité du champ lointain en A

La condition de radiation s’exprimant sur toute surface I'p éloignée de l'origine de R suffisamment
grand (c’est & dire telle que 2p contienne le support de la source et ’obstacle)
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F1G. 10.2 — Support de la condition de radiation

nous avons :

ou® .
0= S+ T = 3 (2)'Log" (%)

Quf R,k oo
o AW + T%u; | + o(e™), sur Ig, (10.6)
(i,k)eN

on

k

ott 'opérateur linéaire T est donné en (3.21) et (3.22). Nous obtenons que chaque u¥ vérifie une

condition de radiation. Remarquons que la linéarité de 7% a joué un role capital.

10.1.3 Ansatz du champ proche

Le développement du champ proche (8.23) étant présupposé, effectuons l'inversion de la somme et
des opérateurs aux dérivées partielles. Du changement de variable (8.22) il vient pour les opérateurs
dérivations :

1

- Vxy = Vayu. (10.7)

u® est solution au voisinage de la fente de ’équation de Helmholtz homogene :

1
0 = Auf+uw’u® = —2AL{5—|—w2L{E
£
o i )
= 22(7)1 Logk(T) (e2AUf + W UF) + o(e™) dans Q. ou Qy.
i=0 k=0

Et par conséquent, tous les U¥ sont solutions de problemes de Laplace dans B;. Pour tout k dans
IN nous avons :

AUF =0 dans Q3
AUF, =0 dans Q3 (10.9)
AUF + 4UF, =0 dans Q3 Vi>k+2.

Sur 09, u® vérifie la condition de Neumann homogene :

CouwE louE

0 on e 0n

, k ~
Z (we)™! (Log we)* 8(;/7{; + 0(e*), sur 9§, ou 0Qy. (10.10)
(i,k)eN

Nous tirons que tous les U} vérifient la condition de Neumann homogene :

o

o =0, sur 9Q% V(i, k) € N. (10.11)
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Remarque 10.3 Il ne faut pas associer directement a UF le cadre variationnel classique de I’équa-
tion de Laplace en domaine non borné. En effet, nous verrons que les fonctions UF sont croissantes
a linfini dans la fente et le demi espace.

W

FIG. 10.3 — Les croissances des U & l'infini

10.1.4 Ansatz du champ de fente

Le développement étant postulé en (8.20), cherchons ce que I'on peut tirer de 'interversion de la
somme de ce développement et des opérateurs aux dérivées partielles.

Le changement de variable (8.19) affecte la dérivation en la variable normale & la fente :
0 0

De la méme facon que dans les deux dernieres sections, on obtient que les UF vérifient les équations
volumiques :
277k

772 = 0, dans Qg,
62U/]§+1 O*
Y2 = 0, dans Qg, (10.13)
o*Uk., Uk ~
3Y;r 0X?2 +w?UF = 0, dans Qf, Vixk.
et la condition de Neumann homogene sur les bords horizontaux de Oy
8U1k + +
0 = Sy sur R™ x {0} UIRR™ x {1}. (10.14)

Chaque UF ne dépend que de X. En effet, pour tout ¥ € IN et i = k ou k + 1

10.13) = UFMX,Y) = a(X) + Y b(X
( ) %) (X) (%) — UFX,Y) = UFX). (10.15)
(10.14)
Puis par récurrence, pour ¢ > k
UF(X,Y) = UNX)
( | = UFL(X,Y) = a(X) + Y b(X) + Y ¢(X) (10.16)
10.13

Nous concluons & l'aide de (10.14). Nous identifierons dans la suite U} définie sur O; avec les
fonctions du méme nom de la demie droite réelle positive.

153



CHAPITRE 10. Technique formelle d’obtention des termes des dev. asympt.

Nous tirons donc de (10.13) que chaque U (x) vérifie une équation de Helmoltz unidimensionnelle :

217k
CUL L 2uk — ¢

7 ! , dans R (10.17)

De la condition de radiation, on tire que chaque U} vérifie la condition de radiation unidimen-

sionnelle :
U

dx

Nous avons ici une solution explicite pour UF :

(a) —iwUf(a) = 0. (10.18)

Uk(z) = UF0) exp (iwz), V(i, k) € N. (10.19)
Remarque 10.4 Comme a la partie I, nous approchons la solution exacte par une fonction 1D
dans la fente :
rre _ Wwe k(WYEN 17k
U@) = > () Log"(5) Ul (o). (10.20)
(i,k)EN

La différence entre ces deuxr méthodes d’approximation se situe plutét au niveau de la condition
de couplage. Le raccord avec le champ 2D (champ lointain) ne se fait plus brutalement mais par
lintermédiaire du champ proche.

Bibliographie sur les techniques de raccord

Dans la suite, nous allons écrire le raccord entre les développements en champ lointain et proche
d’une part, et en champ proche et de fente d’autre part. Avant de commencer cette étude, effec-
tuons une étude bibliographique des techniques de raccord en partant du général pour finir sur la
littérature spécifique aux travaux sur la propagation des ondes dans la fente.

Les “matching methods” sont une généralisation de 1’idée suivante. Considérons un champ « dont
on cherche une approximation décomposée en un champ lointain et une couche limite (cf. figure
10.4). La vitesse de variation du champ de la couche limite est celle de la variable rapide X = x/¢
et le champ lointain varie comme la variable x. Le raccord de ces deux champs s’exprime :

lim Ulointain (ma Z/) = lim Ucouche_limite (Xv y) (1021)
x—0 X——+o0
X
—_
Ulointain \ Ucouche_limite

F1G. 10.4 — Idée de raccordement

Malheureusement, dans beaucoup de cas, cette formule échoue. Ceci est principalement da au
fait que la majorité des problemes asymptotiques ont des champs lointains et des couches limites
singuliers. Ainsi il n’est pas possible de définir ces limites. Une deuxieéme raison est que ’obtention
d’un modele d’ordre élevé nécessite plusieurs relations de couplage, ce que ne fait pas (10.21).
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C’est pourquoi des techniques évoluées de raccord de développements asymptotiques on été intro-
duites. Elles ont dans certains cas la capacité de traiter les croissances et singularités. Grossiere-
ment, nous divisons les travaux récents en deux parties :

— La plus populaire en occident est la technique des matched asymptotic expansions, introduite
par 1’école anglo-saxonne. On pourra en trouver une étude bibliographique dans [27]. Ces
techniques font appels & des principes de raccord qui sont postulés a priori et non obtenus
par le calcul. Ceci a pour conséquence qu’elles ne sont pas capables de traiter certains cas
dégénérés. C’est en particulier vrai pour notre application.

— Les plus abouties sont les techniques développées par 1’école russe. Notre travail se situe dans
cette optique. On pourra en trouver une présentation ainsi qu’une étude bibliographique
dans [51]. Notre travail est tout & fait similaire & ces techniques et se base exactement sur
les mémes idées que celles développés par cette école.

Bien que ces techniques soient plus ou moins maitrisées par les différentes communautés scien-
tifiques, les raccordements de développements asymptotiques ont eu un impact important dans
beaucoup de domaines de la physique. L’importance de ces techniques a été certainement la plus
visible dans le domaine de la mécanique des fluides. Elles permettent en effet de comprendre sans
moyen de calcul numérique évolué ’apparition de couches limites dans de multiples configuration
(bord de fuite d’une aile d’avion, voisinage d’une paroi, ...).

Concernant P'étude des fentes, nous nous devons de citer les travaux de Tuck [44, 87]. Ils sont
similaires par la géométrie, mais différents de par la nature du probleme étudié. Tuck s’intéresse
a la propagation de la houle entre deux bassins reliés par un tuyau d’épaisseur faible

F1G. 10.5 — Les domaines d’étude de Tuck

Cette étude, effectuée par des mécaniciens, est plus simple a plusieurs égards :
— I’équation étudiée n’est pas I’équation de Helmholtz mais I’équation de Laplace
— seul l'ordre 0 est étudié
— aucune preuve de convergence n’est donnée (le travail est validé analytiquement a 'aide de
transformation conforme et d’expérimentation physique, essais en bassin).

Pour I'équation de Helmholtz, trouver le bon développement asymptotique est un vrai défi. En
effet, les développements asymptotiques classiques du champ diffracté par une fente d’épaisseur
nulle ou trou, sont de nature totalement différentes.

Fia. 10.6 — Trou dans une paroi

Ceci a amené dans un premier temps & des développements hétifs faux [66]. McIver et Rawlins [70]
ont alors proposé un développement asymptotique de la solution a ’ordre 2 pour le champ lointain
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et a lordre 1 pour le champ proche et de fente. Leurs techniques pour le champ proche, basées
sur une transformation conforme, ne leur permettaient pas de traiter les équations de Laplace
inhomogene (c.f. (10.9)). C’est pourquoi, ils n’ont pas pu obtenir 'ordre 2 pour le champ proche.
De plus, cet article ne contient pas de preuves de convergence mais des comparaisons pour des cas
donnés avec une solution analytique obtenue par Noble [73]. Cet article d’'un nombre important
de configurations géométriques :

F1G. 10.7 — Les géométries étudiées par Mclver et Rawlins

Nous ne pouvons terminer cette section sans parler de la technique concurrente la plus répandue :
les techniques de développements multiéchelles. Elle consiste a faire coincider sur chacune des
zones plusieurs échelles et a considérer des fonctions qui dépendent a la fois des variables lentes et
des variables rapides.

+oo
i, Ty
i=0

Nous ne doutons pas du fait que ces techniques bénéficient, par rapport a la technique de rac-
cord, d’avantages théoriques importants. En effet, il est souvent plus facile d’écrire les preuves
d’estimations d’erreurs. Toutefois les techniques de raccordement de développement asymptotique
bénéficient d’une contrepartie appréciable : la facilité de définir des méthodes de calculs numériques
a partir des problemes formels obtenus. Ce sont ces considérations numériques qui nous ont fait
choisir ces méthodes.

L’idée d’introduire les développements asymptotiques raccordés pour le traitement numérique a été
introduite notamment dans la these de Dorra Drissi [32]. De plus, on pourra se référer a [68,69, 74]
pour une étude bibliographique au sujet des méthodes multi-échelles.

10.2 Raccord entre le champ proche et le champ lointain

Nous venons d’exhiber des systéemes d’équations différentielles pour les u¥ et UF. Nous allons main-
tenant rechercher le comportement de u¥ proche de l'origine et le comportement de U¥ proche de
Iinfini dans le demi espace. Nous nous rapprocherons ainsi de notre objectif : définir, a ’aide de
problemes bien posés, les uf et UF.

Dans cette partie, nous considérerons des développements asymptotiques de u¥ proche de I'origine
et de UF proche de l'infini. Nous allons dériver des raccords entre ces développements asympto-
tiques. Ces raccords consisteront a exprimer le fait que les développements en champ lointain et
champ proche sont des approximations de la méme fonction.

Plutot que d’effectuer le raccord sur une surface précise (par exemple le demi cercle de rayon ng),
lidée est de faire coincider (jusqu’a un certain degré de précision) le champ proche et le champ
lointain dans le demi espace dans une couronne ”épaisse” correspondant grosso modo a des valeurs
de ng telles que :

e g L A (10.23)

Cette zone correspond en fait aux points qui sont proches vis a vis de la longueur d’onde mais
loins vis-a-vis de la hauteur de la fente, de 'origine. Plus précisément, nous donnons un sens a la
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Ie

A
¢

N

F1G. 10.8 — La zone de raccord

relation (10.23) en considérant que 0 < € < ¢ et que 7y est un élément de IR tel que :

m(e) <nu < na(e) (10.24)
ou 7;, ¢ = 1 ou 2, sont deux fonctions positives de € qui vérifient :
limn;(e) = 0,
e—0
, (10.25)
lim m = 4o0.
e—0 ¢

Dans cette zone, nous exprimerons de fagon approchée (a 0o(¢*) pres) la relation :
ut(nm,0) = U(nu/e,0). (10.26)

Plus précisément, nous imposons la relation suivante, a prendre comme égalité formelle entre deux
séries :

+oo too
> (we/2)  ui(Log (we/2),mu,0) = Y (we/2)' Us(Log (we/2), nu /<. 0). (10.27)
1=0 =0

Nous avons ici injecté les développements (9.112) et (9.57) dans (10.26).

Ainsi, nous avons besoin de connaitre le comportement du champ lointain au voisinage de 'origine
et le comportement du champ proche au voisinage de I'infini. Proche de 'origine, nous verrons,
au paragraphe 10.2.1, que chaque u; admet le développement généralisé suivant :
+oo —1
wr
u; (Log (we/2),r,0) = Z (7) u;, (Log (we/2),Log (wr/2),0) , (10.28)

l=—o00
ol u;,; désigne un polynéme de degré au plus i en Log (we/2) et de degré au plus 1 en Log (wr/2),

dont chaque coefficient est une fonction de 6.

De méme, proche de l'infini, nous verrons, au paragraphe 10.2.2, que chaque UF se développe sous
la forme suivante :

“+o0
Ui (Log (we/2),p,0) = > p' Uiy (Log (we/2), Log (p),0), (10.29)

l=—00

ou U;; désigne un polyndéme de degré au plus i en Log (we/2) et de degré au plus 1 en Log (p)
dont chaque coefficient est une fonction de 6.

Par conséquent, le probleme de raccord revient a assurer la relation :

+oo +4oo +oco +oo

WE \;, WNH \—1 we WhnH WE i NH\1 we ne

2y (Y =y, (Log =, Log = 9) = ZyidE i(L =L —,0).
> Y (PR wallon T Los S5 6) = 3 3 (' (5t (Log Lo
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Nous avons ici injecter les équations (10.28) et (10.29) dans (10.27).

Nous modifions alors le terme de droite par le changement de variables i/ =7 — [, I’ = —[ :
I WE \; , wNH we wnH . w& wnH 77H
i —1
oy L .1(Log =, Log i1 —1(L , Log —, 0).
;l;m(z)( o) i (Log Z_}_:m_}_:oo Uit —1(Log ==, Log . 6)

Les fonctions u;; et U;; ne dépendant que faiblement de we/2 et wny/2 (dépendance logarith-
mique), il est tout & fait naturel d’identifier ordre par ordre ces deux séries formelles :

ui,; =0, VieIN, VI>i <= wu;;=0,VielN, Vl>q,
Ui—1,—1 =0, Vi<0, VI<i <= U;=0,VielN, VI>jq,
(10.30)
wig = Ui—,—1, YieIN, Vie [[O,Z],
wiy =Ui—1,—;, VieIN, VI<i <=
ui,l = Ui—1,—1, Vie N, Vie [[O,iﬂ.

Principe 10.5 Le principe de raccord entre le champ proche et le champ lointain s’exprime :

WiH

wii(Log 5=, Log “.0) = 0 Vie N, V>4,  (10.31)
U; 1(Log %,Log ”?H,o) -0, Vie IN, V>4,  (10.32)
ui,l(Logw—g,Log %,9) = Ui l,l(Log Log— 9), Vi € IN, VI € [0,4], (10.33)
Z/{”(Log— Log”—H 0) = u;_ H(Log ° Log 212 ), Vie IN, Vi € [0,i]. (10.34)

2

C’est ce principe qui nous donnera le comportement des u¥ au voisinage de A et des UF au voisinage
de l'infini. Le reste de cette section concerne les points suivants :

— Au paragraphe 10.2.1, nous étudions les propriétés du champ lointain au voisinage de A.

— Au paragraphe 10.2.2, nous ferons le méme travail pour le champ proche, c’est a dire I’étude
de propriétés des Uik au voisinage de I'infini dans le demi espace.

— Au paragraphe 10.2.3, nous exploitons une partie du principe de raccord. Nous tirons les
conséquences des relations (10.31) et (10.32).

— Au paragraphe 10.2.4, nous terminons ’exploitation du principe de raccord. Nous tirons les
conséquences des relations (10.33) et (10.34).

A la fin de cette section nous aurons montré formellement la
Proposition 10.6 Pour tout (i,k) € N :

Une représentation modale de uf est donnée sous la forme :

Il existe des complezes (a¥)P et (bF)P, p € IN tels que :
—+oo +oo

uf(r, 0) = Z(af)i’ Jp(wr) cos (ph) + Z(bf)l’ Y, (wr) cos (ph). (10.35)
p=0 p=0
Une représentation modale de Z/lf est donnée sous la forme :
Il existe des scalaires (a¥)P € C et (BF)P € C pour (p,1) € IN x Z tels que:
+o0 i—k
uzk (pa 9) = i l p7p+l p cos (pe)
pZO ; (10.36)
+oo i—k 9
+ ZO; [ p—p+l T p Jp,—p+i1 Logp p~PT cos (ph).
p=
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De plus les coefficients de ces développements sont reliés, pour p € IN, par :

OhP = (BELP, pour 0 < p <i—k,
(10.37)
ok = o0, pour p > i — k.
2 _ .
(ak)p = (ai‘ip)p + - (bf_pl)p, pour 0 < p <i—k,
10.38
(af)r = 0, pour p > i —k, ( )

ot nous avons posé la notation (a; )P = 0.

10.2.1 Développement du champ lointain au voisinage de l’origine

Représentation modale de u¥ en zone proche

Soit R € IR*™, un scalaire tel que R est inférieur & la distance de l'origine & l'obstacle et a
la distance de l'origine au support de la source. Considérons la demie boule de rayon R, Qr =
[0; R[,x]0; 7[o:

Support de f

Qr

Obstacle

Fi1c. 10.9 — Le domaine Qg

Dans la proposition suivante, J, désigne la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre p et Y,
est la fonction de Bessel de deuxieme espece d’ordre p. Pour plus de détails, on peut se référer a
lannexe A.

Proposition 10.7 Pour tout (i,k) € N, u¥ admet la représentation modale :

Il existe des compleves (a¥)P et (b¥)P, p € IN tels que pour (r,0) € Qg \ {0}

+oo +oo (10 39)
uk(r,0) = Z(af)p Jp(wr) cos (pd) + Z(bf)p Y, (wr) cos (pd). :
p=0 p=0
Preuve formelle. La fonction u¥ vérifie les équations suivantes :
uf € C*(Qr \ {0}),
k 2,k _ O
Aui +w?uy = 0, dans Qg \ {0}, (10.40)
ouk
aIZ — 0, en X = 0.
Si nous effectuons une décomposition spectrale suivant la variable angulaire, nous avons :
+oo
u(r, ) = Zup(r) cos (ph). (10.41)
p=0
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Chaque u? est une fonction C*°(]0, R]) et vérifie une équation de Bessel d’ordre p :

TR

Il est classique de montrer que u? est dans un espace vectoriel a 2 dimensions :
uP(r) = aP Jp(wr) + bP Yy (wr). (10.43)

Développement généralisé de u} au voisinage de ’origine

Nous nous plagons ici & i et k donnés dans N, et nous considérons u¥. Nous reprenons ici le
développement modal de u¥ fourni & la proposition 10.7 et nous developpons u¥ suivant 7 proche
de 0. Ces développements passent par ceux des J,(wr) et Y,(wr). Comme on peut le voir & la
section A.2, chaque Jp(wr) et Y, (wr) est développable sous la forme d’une série en puissance de

wr/2 et Log (wr/2) :

“+o0
wr
Tpwr) = > Ty (7)1,
e 400 (10.44)
wr wr wr
Yo(wr) = Y Y (7)1 + Z;Jpz (g)lL )
l

avec Jp; = 0 pour p + [ impair et Y, ; = 0, p 4! impair .

Nous plongeons ce développement dans un développement plus riche avec un certain nombre de
coefficients nuls (ceci a pour effet de simplifier trés largement les calculs qui vont suivre).

+oo
Tpwr) = D Jpa ()

= (10.45)
) = Y V() +Z Joi (5 Log (5).

l=—0o0
avec Jp; = 0 pour | < p ou p+ ! impair et Y, ; =0, pour | < —p ou p + ! impair .

Ainsi, si nous injectons (10.45) dans (10.39), nous tirons le développement de u¥ au voisinage de
Porigine :
+oo 400

uk(r,0) = Z Z P Jpa ( —T)l cos (pf)

p=0l=—o0
+oo 400

+ 2D B Y (%)’ cos (pf) (10.46)

p=0l=—o0
+oo 400

+ Z Z (bF)P (%)l LOg(%) cos (pf).

p=01l=—o00

Développement généralisé de u; au voisinage de ’origine
Nous donnons ici la justification du développement (10.28).

Nous nous plagons a 7 € IN donné et nous considérons le champ lointain d’ordre i, composé de
toutes les contributions secondaires d’ordre k :

u; (Log (we/2),r,0) ZLog (we/2) uk(r, ). (10.47)
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Nous injectons le développement (10.46) & l'intérieur de cette somme et nous obtenons :

i +oo +oo

u; (Log (we/2),1,0) = ZZ Z Log” () (45)" cos (pf) (af)P Ty,

k=0 p=0Il=—c0
1 400 +oo

+ZZ Z Log

k=0 p=0Il=—o00
i +oo +oo

30D Y LosH(5) () cos (p0) ()P 12 Log ().

k=0p=0l=—o0

) (45)! cos (p0) (BF )PV, (10.48)

w|€

Nous définissons alors les fonctions u;; telles que 'on ait la relation :

“+o0
u;(Log (we/2),7,0) = Z (wr/2)~" w1 (Log (we/2), Log (wr/2),6). (10.49)
l=—00
Définition 10.8 Soit i un élément de IN et | un élément de Z :

Introduisons wu;,; le polynéme d’ordre au plus i en Log(we/2) et d’ordre au plus 1 en Log (wr/2)
dont chaque coefficient est une série formelle de fonctions de 0 :

i [+oo
we
aliog (Lo ()0~ Yt )| Y g o)
k=0 Lp=0
) we [+o0
k k
+ 2 () DY ¥yt cos <pe>]
wr [ 2
ZLog Log( 5| D_ (B0 =yt cos (pf))]
Lp=0 T
(10.50)
Notons que pour [ strictement positif J, —; = 0. Ainsi pour tout ¢ € IN et [ > 0, nous avons :
+oo
u”(Log( 5 ) Log ZLog Z(bf)p Y, 1 cos (p@)] . (10.51)
p=0
10.2.2 Développement du champ proche au voisinage de P’infini
Représentation modale de U/’ au voisinage de l’infini
Introduisons le sous domaine de Q}*\,, des points du demi espace tel que p > 1 :
11; +o00[, x]0; 7[p. (10.52)

AY

<:.§

Fic. 10.10 — Domaine de développement modal du champ proche dans le demi espace
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Proposition 10.9 Pour tout (i,k) € N :

La fonction UF admet la représentation modale :

Il existe des scalaires (a¥)P € C et (BF)P € C pour p € IN tels que pour p > 1 et € [0;7] :
+oo i1—k
Uf(p,0) = DS ()P Ty PP cos (pf)
p=01=0
+oo i—k 9
+ D Y BEP [ —ptt t — Jp Logp} p~PT cos (ph).
p=0 1=0
(10.53)
Preuve formelle. Introduisons la série formelle :
+oo 1
ZZ Log )" uk (10.54)
1=0 k=0

que nous plongeons dans un développement plus grand avec Z/{f = 0 pour tout (i,k) ¢ N :

Z Z " (Log = ) ur. (10.55)

Comme UF vérifie (10.9) et (10.11) nous tirons pour U :

AU + hPU = 0, pour (p,0) € [1;+00[,%[0; 7]y,
(10.56)
on
Ainsi, U se représente sous la forme :
ZV ) + 6P(h) Yy (hp). (10.57)
De plus J, et Y, se développent en séries sous la forme :
400 hp
Jp(hp) = Z Jpl Y
e » . . (10.58)
_ Pyl P
Yy(hp) = l; Y (7 + J (%) Log =

Il est alors naturel de rechercher v? et 0P sous la forme :

v - S S L) (Los 2y e,
ke (10.59)

5o (h) = Z Z " (Log = ) (6F)P,

1=—00 k=—o00

Ainsi, nous tirons :

S5 (Los by =

ik

s

1 l hik
ol Log 5)" ()" Jp p' cospl
h\k

¢+l Ry k41
+ g5) (0"

85 Jpl p! cosph

Z

N Z H—l 2) (5y { + %JN Logp|p' cosph
Z
ikl
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Par changement de variable, il vient :

hyi hyk h 2
2(2) (Log = ) ur = Z 5 Log k [(’yf_l)p + = (5;:1)”} Jp1 pl cospd
ik ik, l,p
h h
+ Z 5 Log (5 D [pl + JpJ Logp}pl cos pl.
i,k,l,p

@y = (k) + 2 @Y, s
By = (F,)"P
il suit :
Us(p,0) = Z( Y P Jppyi PP cospd
(10.61)
+ Z [ p—pt+l T J, P+l Logp} P cosph.

Pour ¢ < k, nous avons :
2 _
0 = (@b )" Tppra 7 cosp+ 3 (BE) [V pi + —Jp,—pt1 Log pl o7t cospp. (10.62)
Lp Lp

Ainsi, en annulant tous les termes, nous tirons en particulier :

(af)p Ip.p = 0, (ak)p = 0,
= (10.63)
(55):0 Yoop = 0, (ﬂf)p = 0.

En effet J, , et Y, _, sont différents de 0. Ce qui implique pour (4, k) quelconque :

Vi>i—k (aFf )P = 0et (BF )P = 0. (10.64)
De plus :
Ty =0, VI<p, Jppi1r = 0, V<O,
— (10.65)
Y, =0, VI<-—p. Y, _p1 =0, VI<O.

Nous tirons donc la conclusion de (10.61), (10.64) et (10.65)
Développement généralisé de U}

Nous ordonnons ici le développement modal de U* suivant les puissances de p croissantes. Pour
cela introduisons la convention de nullité :

()P = 0 et (BF)P pour tout (i,k) ¢ N. (10.66)

Nous avons alors (en utilisant de plus (10.65)) :

“+00
Uf(p,e) = Zz(a?—l)p Ip,p+i ppH cos (pf)
n= OleZ (10.67)
+ ZZ [ p,—p+l + — Jp p+l:| p—p+l COS (p@).
p=0 I€Z
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Par changement de variable, il vient :

Up.0) = ZZ s p—1)? Jpa p' cos (pb)
r= ozez ) (10.68)
+ ZZ i—p— 1) [ pl T+ - JIp,i Lng} ol cos (ph).
p=01€Z

Développement généralisé de U;

Rappelons que U;(Log %°) est défini par :

k
U(Log 22) = (Log g) u. (10.69)

o
[}

En injectant (10.68), nous tirons le développement généralisé de U; :

: we\k
Z/{i (LOg %57 P 9) = Z Z (Log 7) (Oéﬁrpfl)p J;D,l Pl COS (pe)
k= O l,p
2
+ ZZ (Log—) ) [Yp,z + = Jp Logp} p' cos (ph).
k=0 Il,p

Nous pouvons enfin introduire les fonctions U;; qui vérifient (10.29) :

Définition 10.10 Pour tout i € IN et |l € 7Z, soit

i +oo k
we
Ui (Log %5 , Log p, 0) = SN (Log 7) (@ p_t)? Jpi cos (ph)
k=0 p=0
L weNk L 2
+ 2D (Log 7) (Bip-1)” [Yp,z + — Jpa Logp| cos (pf).
k=0 p=0

avec la convention de nullité :

(aF)P =0 et (BF)P =0 pour tout (i,k) ¢ N. (10.70)

10.2.3 Deux conséquences immédiates du principe de raccord

Nous avons donné, aux propositions 10.7 et 10.9, les représentation modales du champ proche et
du champ lointain, nous allons montrer ici qu’elles sont en fait trop riches, nous introduisons ici
des représentations modales réduites du champ lointain et du champ proche.

Tout d’abord, nous allons montrer que, si nous appliquons la relation :
u;,1(Log (we/2),Log (wnm /2),0) = 0, Vi>i (10.71)

nous obtenons
(bFYyYP = 0, Vp > . (10.72)

Puis, nous allons montrer que, si nous appliquons la relation :
U;,1(Log (we/2),Log (nu /), 0) = 0, Vi > i, (10.73)

nous obtenons :
(aF)P = 0, Vp > i. (10.74)
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Pour le champ lointain (preuve formelle de (10.72))
A i donné, considérons | > i :

Nous appliquons ici la relation (10.71). Comme [ est strictement positif, u;; nous est donné par
(10.51). Ainsi, il vient :

1 “+o0
k WE k _
kZ_OLog (5) ,,Z:o(bi )P Y, _; cos(ph)| = 0. (10.75)

Les fonctions cos(pf) étant des fonctions indépendantes, nous tirons :
ZLog ) (b)Y, =0, Vp e IN. (10.76)

Puis, nous annulons chacun des coefficients de ce polynéme en Log (we/2) :
(bEYP Y, =0, vk € [0,4], Vp € IN. (10.77)
On choisit alors p = [(> i), et nous tirons :
V)P Y, _p =0, Yk € [0,i], Vp > i. (10.78)
Comme Y, _, n’est pas nul (Y, _, = —(1/7) (p — 1)1, il vient :
(bFyP =0, Vp > i. (10.79)

Pour le champ proche (preuve formelle de (10.74))

Donnons nous ¢ et | deux éléments de IN tels que [ > ¢ :

Nous appliquons ici la relation (10.73). U;; est donné par la définition 10.10. Or, comme

i—p—1<0 = i—p—I<k = (af , )’ =0, (10.80)
il suit :
i +oo we
ZZ (Log ) Z+p71)p JIp,i cos (ph) (10.81)
k=0 p=0

Les fonctions cos (pf) étant des fonctions indépendantes, et comme cette relation est vraie pour
tout ¢, il vient :
(&l ))f Jpy = 0, Vp e IN. (10.82)

On choisit alors p = I (qui est bien positif) :
(Mt g, = 0. (10.83)
C’est a dire, comme J;; # 0, (10.74).

10.2.4 Exploitation du principe de raccord

Remarquons que I'on peut effectuer les décompositions modales suivantes : u;; nous est donné par
(10.50) :

wii(Log (45), Log (££),6) = Zuzszog ©), Log (%), 0) cos (p0),
witp(Log (4), Log (££),0) = ZLog ot (aby? (10.84)

+ ZLog ()Yt + 2 i Log ()] 06
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U, nous est donné par la définition 10.10 :

+oo
Ui (Log (we/2),Log (p),0) = > Ui p(Log (we/2), Log (p),0) cos (ph),

p=0

¢ k
Uip(Log (we/2), Log (p),0) = > (Log =) (akip0)? Jpu (10.85)

+ ZZ: (Log 7) (ﬁf—p—l)p [Yp,l + % .y Logp].

k=0

Comme la famille {6 — cos(pf) / p € IN} est une famille indépendante, les relations (10.33) et
(10.34), il vient :

w1 p(Log %,Log % ) = U l,l,p(Log Log 1 ), Vi e N, VI € [0, ],(10.86)
Ui (Log 2= = Log— ) = wi_s_1,(Log %E,Log %,0), Vi e IN, Vi € [0,i](10.87)

Preuve formelle de (10.37)

Nous partons de la relation (10.86). Pour p = [, nous avons :

5 (1o 57) s ) 3" (o 25) i+ 2o () =
k=0 k=0 . (10.88)

7

Z (Log %)k (O‘ﬁ—l)p Ji—1+ zz: (Log %)k (ﬁf_l)p [Yl,—l + % Ji,—1 Log H?H]
k=0 k=0

Ainsi, il vient :

iif (Log %)k [(af) blC ! }Jl 1+ Z (Log —) bk [Yz -1+ = Jz _; Log (n?)] =

k=0

: we\k N A we N 2 ne
L —) ; _ (L —) k- [Y, 2L —}.

Z(0g2 (i) Jl,l+;) 08 5 (Bi=1) Lt + — Ji,— Log =

k=0

Comme cette relation est vraie pour tout € et 1y, nous tirons :
2 2
65 |[Yiet + = S Log ()] = (85" [Vt + = Jii Log 2. (10.89)

Comme Y; _; = —(1/7)(l — 1)! est non nul, nous tirons la conclusion.
Preuve formelle de (10.38)

Le point de départ est la relation (10.87), nous choisissons p = [, il suit :

it1 i
WENRT, o w1 2 k—1y AL PN 2 NH o
kE—O (Log 5 ) [(aifl) + ;(bi—z ) ]Jl,l + g—o (Log 7) (bi—1) [Yl,l + — JiuLog (?)] =
Ei (Log w_e)k () T + ; (Log w_e)k (BF )" [Y + 2 Ji,1 Log n—H]
P 2 i 1,1 s 2 i—21 1,1 p 1,1 c I

Cette relation étant vraie pour tout ¢ et tout 7y, il vient :

[(ak D'+ z(bf__ll)l}»’u = (aP)! Ty (10.90)

11— T El
Comme J;; = 1/1! est non nul, nous concluons.
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10.3 Raccord entre le champ proche et le champ de fente

Cette section est similaire & la section 10.2.

Nous allons dans cette partie obtenir que le comportement de chaque U¥ au voisinage de I'infini
dans la fente est couplé a la valeur en 0 de chaque Uf. Pour cela, nous allons exprimer le fait que
les développements asymptotiques en champ proche et en champ de fente sont des approximations
de la méme fonction u®.

Plutot que d’effectuer le raccord sur un segment précis {(z,y) € Q. / © = ns}, nous allons exprimer
ce raccord sur une zone épaisse constituée des points éloignés d’une longueur ng de l'origine. La
distance ng sera petite vis-a-vis de la longueur d’onde mais grande par rapport a la hauteur de la
fente ¢ :

e < s < A (10.91)

Pour donner un sens a cette relation nous considérons deux fonctions croissantes de € 7;, i = 1 ou
2, R" — R telles que

lin% ni(e) = 0 et lin%J ni(€)/e = 00 et m(e) < na(e) (10.92)
E—> E—>
et nous introduisons la zone :

{(ns,y) € Qe /m(e) <ms < mafe)}- (10.93)

~_ A -
s
g T1

Fi1G. 10.11 — Zone de raccord entre le champ proche et le champ de fente

Sur ce domaine, nous allons approcher la relation :

U(ns/e,y/e) = U(ns,y/e). (10.94)
Si nous injectons les développements en champ proche et champ de fente, nous obtenons :
> () LogH ) U D +o(e®) = DT (%) Logh(5) Ufns) + o). (10.95)
(i,k)EN (i,k)eEN

Nous développons alors le champ proche pour ng/e au voisinage de l'infini et le champ de fente
pour 7g au voisinage de O :

— Nous montrerons au paragraphe 10.3.1 que les U¥ se développent au voisinage de l'infini
comme suit :

U (ns/e,yfe) = Y Z UFTY (ns/e)' exp (prns/e) cos (pry/e) + o((/ns)>).  (10.96)
p € IN [=0
ot les [UF]P sont des complexes.

— Nous montrerons au paragraphe 10.3.2 que les UF se développent au voisinage de 0 sous la
forme d’un développement limité :

i _1 (wng/2)% (10.97)

=0

ot les [UF]_;, sont des complexes.
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Ainsi, nous tenons compte de la relation (10.94) en imposant :

+oo +oo

S O3S () (2)! Log (%) exp (prns/e) cos (pmy/e) M} =

(i,k)eN p=0 =0
> Z (4)7 (“2) Log"(%) [UF] 4

(i,k)EN 1=0

(10.98)

Nous n’avons pas ici tenu compte des termes a décroissance rapide. En effet ils sont exponen-
tiellement petits. Comme la famille de fonctions {y — cos(pry/e) / p € IN} est une famille
indépendante, il vient :

> Z () (Y o) bk = Y Z ) ) Log M) (U1, (1099)

(i,k)EN 1=0 (i,k)EN 1=0
+oo
WE *
> Y (B LoghS) exp (prns/e) T = o, ¥pe N, (10.100)
(i,k)EN 1=0

Comme la famille de fonctions de deux variables
{(we/2;wns/2) — (we/2)" (wns/2)! Log*(we/2) /i€ Z, | € N, k € N} (10.101)

est une famille libre : nous tirons de (10.99) que pour tout k& € IN et tout [ € IN :

+o00 400
) U = S () [UF) (10.102)
i=k i=k

Par changement de variable, il vient :

+o00 too
ST UEL =D () [UF (10.103)
i=k—1 i=k

Par identification terme & terme, nous obtenons :

wE ), = o, Vk e IN, Vi€ N, Vi € [k;k+1— 1],
(10.104)
ueY = Uk, Vk € IN, VI € IN, Vi € [k + I;+o0].
D’olt nous tirons (10.106), (10.107) et (10.109) du principe de raccord 10.11 qui suit.
Pour p € IN* donné, comme la famille de fonctions de deux variables
{(we/2;wns/2) — (we/2)" (ns/e)' Log *(we/2) exp (pmns/e) / (i,k) € N, L€ N, ke N}  (10.105)
est une famille indépendante, nous tirons de (10.100), (10.108) de la proposition 10.11.

Principe 10.11 Pour tout (i,k) € N,

Wr? = [UF -, vl € [0;i — k], (10.106)
ur? = o, VI>i—k, (10.107)
ury = o, vl € IN, Vp € IN*, (10.108)
Uflo = U5 (10.109)
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La fin de cette section consiste tout d’abord en la justification des résultats qui nous ont permis
de postuler le principe de raccord (étude en amont), puis en son exploitation (étude en aval).
Donnons le plan de travail :

— Au paragraphe 10.3.1, nous justifierons le développement (10.96). Nous donnerons de plus
la définition précise de [Uf]f . Nous verrons que ce développement provient en fait d’un
développement modal de la solution a I'intérieur de la fente.

— Au paragraphe 10.3.2, nous justifierons le développement (10.97), qui proviendra d’un simple
développement limité de UF. De plus, nous donnerons une relation explicite pour [UF]; :

(21)’
Il

1 (Z)ldlUi”C

k = —
Wil = 5 dz!

0) = UF0). (10.110)

w

— Au paragraphe 10.3.3, nous exploiterons le principe 10.11 de raccord entre le champ proche
et le champ de fente. Nous obtiendrons ainsi, les relations de couplage entre le champ proche
et le champ de fente.

Au terme de cette section, nous aurons obtenu que le raccord entre champ de fente et champ
proche s’exprime de la maniere suivante :

Proposition 10.12 Pour tout (i,k) € N nous avons :
Uk(z) = UF0) exp (iwz). (10.111)

Avec I = E((i — k)/2), un développement modal de UF nous est donné par :

i—k 1 9 l dlU-k l +oo I
UX,Y) = Zﬁ (5) () X'+ YOS UFP X exp (—prX) cos(prY).  (10.112)
=0 p=11=0

Pouri>k+2,p€ IN“ etl € [1;I], les [UF], P sont donnés par récurrence :

I-1 m—l
IZ p2l7rz Z l%' (5.7) [uik2]7_np‘| : (10.113)

m=[—1

10.3.1 Développement du champ proche a l’infini dans la fente

Développement modal du champ proche dans la fente

Nous nous plagons ici dans le sous-domaine de 2}, constitué des points d’abscisse positive :

[0; +o00[x x[0; 1]y (10.114)

¢

F1c. 10.12 — Domaine de développement modal du champ proche dans la fente
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Proposition 10.13 Pour tout (i,k) dans N :
Un développement modal de UF nous est donné pour (X,Y) € [0, +00[x[0,1] par :
Il existe des scalaires [UF]) € C pour (p,1) € Z x IN tels que :

Ix = 10.115
Ur(X,y) = Z Z[Z/{f]f X! exp(prX) cos (prY). ( )

p=—o00 [=0

De plus, les coefficients [UF]} vérifient :
(i) Pour toutp € Z :

urEY = o, pour | > 2E[(i — k)/2] + 1,
(10.116)
kP = o, pourp # 0 etl > E[(i — k)/2],
(ii) Pouri>=k+2, pourp€Z :
DUk = —4 1 -2)' Uk, pour 1 > 2,
I - 1)! 1 (-2 (10.117)
U+ o Wy = oy SR, pouri s

(2pm)! (2pm)i—t - pr? (2pm)i2

Remarque 10.14 Le développement (10.115) est un développement asymptotique au voisinage
de 0. Il justifie en particulier (10.96). Plus précisément le terme a décroissance rapide nous est

donné par :
-1 4o

o(X™) = Z Z[Uf]l_p X! exp (—prX) cos (prY). (10.118)

p=—o00 [=0
De plus, en tenant compte de (10.116), nous avons :
o0 E(%)

oX™) = 37 37 U1 X! exp (—prX) cos (prY). (10.119)
p=1 1=0

Remarquons de plus qu’a X donné cette fonction est a moyenne nulle. En effet
1
/ cos(prY)dY = 0 Vp € IN*. (10.120)
0

Remarque 10.15 L’ensemble des (p,1), pour lesquels [L{f]f est non nul, est inclus dans l’ensemble
sutvant :

i;knuﬁmerxw/zngU‘k

Nous représentons cet ensemble a 'aide de la figure suivante, (nous avons ici E((i—k)/2)=2) :

{(pD)eZ"xIN/1I < E(

) + 1} (10.121)

F1G. 10.13 — Les [U4}]7 non nuls
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Remarque 10.16 Explicitons la proposition 10.13. Pour (i,k) € N, le développement modal de
UF est donné par :

Il existe des scalaires [UF]} € C tels que :

2E((i—k)/2)+1 E((i—k)/2) (10.122)
UrX,Y) = k2 xt 4 Z Z UF? X' exp (prX) cos (prY).
1=0 pEL*

— Nous n’avons pas d’informations supplémentaires sur :

(UF15 et U5,
(10.123)
[UE1E pour p € Z*.

~ Si nous connaissons les scalaires [UF]} et [UF]Y pour tous les (i, k) € IN alors nous connais-
sons tous les [Z/lk] pour l € IN. En effet ils nous sont donnés par les formules obtenues par
récurrence de (10.117) :

UF)9 = (2i) [ZAmH pourl € [2;2E(i — k/2) + 1] et pair,

129 E )9 pourl € [2;2E(i — k/2) + 1] et | impair, (10.124)
uk? = o pour !l >2 E(i —k/2)+ 1.

— Pourp € Z* etl € IN tel que 1 <1< E((i —k)/2) =: I, [UF]} est donné par la résolution du
systeme matriciel :

M1 1 0_ i Q;T',T[uf]lf ] [ (gpﬂ.)o [uzk 2];0
1
0 1 1 0 0 oy U1 o= (U o]T
1
0 0 .. Ty U]
e 0 0
! 1—1)!
0 .. .. 0 1 1 0 .. 0 G U | =~ | e U],
0 (l+1)' [uk
=
0 .. ..
) 1-2)!
T O R B | (;}fﬂ%[uk]p #[uf_ﬂg#
—1)!
_0 O 0 1_ I 2pw)1[uk]P | _(2(;@%)_»1[“2!22]1;_1_

Il est facile de voir (a Uaide de la série de Neumann) que ce systéme s’inverse en :

i 2;; (2. -1 1 -1 1 -1 1 -1 17][ (QM)O (25
(QW)Z (29 o1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 o U 5)Y
ey (UF]S W 0 1 -1 1 -1 1 -1 1

e e 01 -1 1 -1 1 -1
—1)!
Tt [uk] =G e w01 -1 1 -1 1 (;;r%[uf_ﬂfil
e U R T |
e e .01 -1
I—1)! _ (I-2)! k

W[uil L T (R | 1 W[ul P,

T (22413 | 10 . . . .0 1] _(2(1;”)1)71 [uik—Q][fl_

Ainsi nous relions [UF]Y auz [UF L)V par les formules :

(—;;Dw)l[uik]f: DY {(_mi!m[uf_z]i’n- (10.125)
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Preuve formelle de la proposition 10.13

Pour montrer ce lemme nous allons agir par récurrence. Nous nous plagons a k& donné dans IN,
nous montrons :

a)

b)

172

Tout d’abord, pour ¢ = k ou k + 1 que Z/l,’j admet le développement modal suivant :

UFX,Y) = UFS + U X + D UFIE exp (prX) cos (prY). (10.126)

PEL*

Puis, nous allons montrer par récurrence le résultat dans le cas ou i > k + 2. C’est a dire
que U} vérifie le développement modal :

2 E((i—k)/2)+1 E((i—k)/2)
U(X,Y) = UFy X+ > > U exp (prX) cos (prY). (10.127)
1=0 pEL* 1=0

ainsi que la relation (10.117).

Pour i = k ou k + 1, les fonctions U = U} vérifient les équations suivantes :

AU =0 pour (X,Y) €]0; +oo[x[0;1],
ou (10.128)
o = 0 pour (X,Y) €]0, +oo[x ({0} U {1}).

A Paide de la théorie spectrale, nous décomposons la fonction UF sur les vecteurs propres
du laplacien orthogonal muni des conditions aux limites de Neumann :

+oo
UXY) = > Up(X) cos(prY). (10.129)
p=0

Par séparation de variable, chaque U, vérifie une équation aux dérivées partielles d’ordre 2 :

42U,

dX?2 (X) — p*n* Up(X) = 0. (10.130)

Cette équation admet un espace vectoriel a 2 dimensions fourni par :

Up(X) = [Uf1G + S X,

(10.131)
Up(X) = U exp (prX) + [UF]G" exp(—prX) pour p € N™.
Nous tirons le résultat de (10.129) et (10.131).
Supposons que UF , admet le développement suivant :
2 B((i—2—k)/2)+1
U o(XY) = > U o)) X!
1=0
E((i—2—k)/2) (10.132)
+ Z XU L)Y exp (prX) cos (prY).
pEL* =0

Construisons une solution particuliere du systeme d’équations dont U¥ est solution :

AU = —4uF dans ]0, +o0[x[0, 1]
. (10.133)
Z—Z;Z =0 dans ]0, +oo[x ({0} U {1}).
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Soit U} la série formelle suivante :

R 2 E((i—k)/2)+1 E((i—2—k)/2)
urx,y) = Y )y x4+ Y Z U exp (prX) cos (prY). (10.134)
=2 peEL*

avec les [UF]9 donnés par la résolution de (10.117).

UF vérifie bien 'équation de Laplace, en effet :

2B(5E)+1
AUF(X)Y) = S -1y xt2
1=2
E(5%)
+ Z Z UFP 11— 1)X"2 exp (prX) cos (prY) (10.135)
peEZ* =
E(5)
+ Z Z P21 pr X'72 exp (prX) cos (prY).
peZ* =1
En notant [1/* ] Bk = = 0, nous tirons :
2B(5E)+1
AUF(X,Y) = S ki -1y x\2
1=2
E(55)+1
+ Z Z UFP 11— 1)X""% exp (prX) cos(prY)  (10.136)
pEL*
E(lzk
+ Z Z UFP 21 pr X172 exp (prX) cos (prY).
peZ* I=1

Par changement de variable, il vient :

2E(5E)+1
AUF(X,Y) = S -1) x2
1=2
E(1Ek)+1
+ Z Z UFP 11— 1)X"72 exp (prX) cos (prY)
pEL* =2
+ > > M 2(1—1) pr X' exp (prX) cos (prY).
peZs  1=2

Et donc par définition des [/f]7

2B(15k) 11
ATEXY) = — 4% L0, 10-1) X
=2
)+1 (10.137)
B 42 Z PP, X2 exp (prX) cos (prY).
peZ*

C’est & dire, par hypothese de récurrence (10.132) :

AUF = —auUF,. (10.138)
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Pour la dérivée normale le résultat provient de la nullité de la dérivée suivant ¥ de YV —
cos(prY) (p€Z)enY =0et Y = 1.

Remarquons maintenant que UF — UF vérifie le systéme d’équations suivant :

AUF —UF) = 0 dans ]0, +o0[x[0, 1]
. (10.139)
%;Mik) 0 dans ]0, +oo[x ({0} U {1}).

Nous sommes alors ramenés au a). Nous en déduisons donc que U} admet le développement
(10.127).

10.3.2 Reésultat préliminaire concernant le champ de fente

Nous justifions le développement (10.97) .
Soit (7, k) un élément de N :
Nous avons vu en (10.19) que UF est donné par :
Uk(z) = UF(0) exp (iwz), vz € RT. (10.140)
exp iwz étant une fonction analytique, nous pouvons représenter Ui’C a l'aide de sa série de Taylor :

o0 jo%s) I
- S i) - £[6 1) o
=0

=0

(10.141)

Plus explicitement, nous pouvons aussi développer exp (iwz) en série entiere (de rayon de conver-
gence infini) et nous obtenons :

" o |~ (i w )]
Uf@) = UHO) | Y

1=0
10.142)
+o00 o\l (
2
=y (&)1 (2i) Uk0)] .
2 !
p=0
Définissons maintenant les [UF]_; qui vérifient (10.97) ou, plus généralement :
X wr
Uf(x) = D> (5) [Uft (10.143)
1=0
Définition 10.17 Soit (i, k) un élément de N et | un entier relatif négatif :
Lo alrrk -1
1 /2\ d'Uj (21)
k i k
ko — = (2 = ~(0). 10.144
vt = 5 (2) o = o (10.144)

10.3.3 Exploitation du principe de raccord

Preuve formelle de la proposition 10.12

Cette proposition en fait ne fait que rassembler des résultats déja obtenus au principe 10.11
(principe de raccord champ proche champ de fente), & la proposition 10.13 (développement modal
du champ proche), de (10.19) (expression explicite du champ de fente) et (10.110) (définition des
[UF]-0).
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Quelques conséquences simples de la proposition 10.12
Plagons nous a (i, k) donné dans IN.

L’ensemble des (p,!) pour lesquels [L{f]f est non nul est inclus dans ’ensemble suivant :

1—k

{wnez <N/ < B u{OnezxN/L < ik}, (10.145)

Nous représentons cet ensemble & I'aide de la figure suivante, (nous avons ici E((i — k)/2) = 2) :

Supposons maintenant que les U5 et U sont connus pour k < i’ < i. Nous répondons ici a la
question suivante : Quelles sont les inconnues dans les développements du champ proche ?

Ce sont les (Z/{J’?)ap pour p € IN*. A contrario, tous les (U]’?)fp pour [ > 1 et p € IN sont déja
déterminés par récurrence. Ce que nous représentons par la figure :

e e e BE-R)2)

inconnus p
Pour le champ de fente, la réponse est beaucoup plus claire, seule la valeur en 0 reste a déterminer,
Le couplage entre UF et UF ne s’effectuant que par I'intermédiaire de [UF]9 et UF(0).

l
1—k

e e e o E(-R)/2)

wul
TP
couplage
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Chapitre 11

Elément d’analyse sur les
problemes elliptiques a conditions
de radiation généralisées
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Résumé : Ce chapitre intermédiaire étudie les problemes élémentaires qui sont a la base des
théoremes d’existence et d’unicité du chapitre 9 (probleme de Helmholtz avec singularité
ponctuelle dans la section 11.2 et probleme de Laplace inhomogene en domaine non borné
a la section 11.3). Les preuves s’appuient notamment sur des techniques de séparation de
variables déja abordées au chapitre 10 mais présentées de fagon rigoureuse a la section 11.1.
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CHAPITRE 11. Elément d’analyse

Introduction

Dans ce chapitre, nous répondons aux questions relatives au cadre fonctionnel pour les probléemes
introduits au chapitre 9. Il est clair que ces problemes ne relevent pas de l'analyse classique. En
effet, leurs données ne sont pas fournies par des termes surfaciques ou volumiques mais par des
comportements asymptotiques (au voisinage de l'origine pour le champ lointain ; au voisinage de
Pinfini dans le demi espace et la fente pour le champ proche).

Plusieurs méthodes présentes dans la littérature permettent de traiter ces problémes. A notre avis,
les plus adaptées sont la technique de séparation de variables, les espaces de Sobolev a poids et
l'utilisation de fonctions de troncature.

La technique de séparation de variables est utile pour avoir une connaissance explicite de la
solution, ce qui rend son utilisation tres agréable. Elle est pourtant restrictive. En effet, elle n’est
utilisable que dans le cas ou le domaine et les équations (volumiques et surfaciques) qui lui sont
associées admettent une nature tensorielle. Tel est ici le cas dans chacune des zones de raccord
considérées. La technique de séparation de variables est classique et est une conséquence de la
théorie spectrale. Le lecteur intéressé par d’autres ouvrages ou cette technique est introduite
pourra par exemple se référer & [39,40] ol sont notamment étudiées les solutions des équations
elliptiques dans des bandes IR, x [0; H], et les singularités du laplacien au voisinage des coins. On
pourra aussi se référer a une théorie connexe : la théorie des semi-groupes dont les générateurs
admettent une décomposition spectrale (le cas simple étant autoadjoint & résolvante compacte),
présentée par exemple dans [29] chapitre 9.

Les espaces de Sobolev a poids sont un bon cadre fonctionnel pour les fonctions croissantes a I'infini.
En 2D, on peut séparer les résultats présents dans la littérature en deux familles. La premiere
famille est relative aux domaines bidimensionnels infinis présentant une structure radiale. L’idée
originale, due & Le Roux [61,62], consiste & utiliser une inégalité de Hardy généralisée. De plus,
on pourra trouver les développements qui ont suivi dans la these d’état de Giroire [37] et les livres
de Nédélec [71,72]. Pour des résultats plus récents, on pourra, par exemple, se référer aux articles
de Amrouche [3,4] (qui donnent des résultats fins en ce qui concernent le cadre L? pour p # 2) et
de Boulmezaoud [15] (pour des résultats sur les traces dans le demi espace). La deuxieme famille
concerne les problemes bénéficiant d’une direction privilégiée. Son étude est basée sur I'inégalité de
Hardy (non modifiée). On pourra par exemple se référer a la these d’état de Joly [53] on auteur
étudie le potentiel électrostatique induit par une plaque chargée.

Les fonctions de troncature sont utilisées pour enlever aux solutions recherchées leur singularité
ou leur croissance. Ainsi, comme nous allons le voir il est possible de réduire les comportement
asymptotiques a des termes sources volumiques avec un cadre fonctionnel “classique”.

Toutefois, nous n’avons pas trouvé de références completement adaptées a notre cas. C’est pourquoi
nous avons pris la décision de redévelopper la théorie. L’originalité de ce travail se situe plus dans
la nature des géométries étudiées (2D-1D) et dans le fait que ces techniques sont utilisées en méme
temps et non indépendamment. La suite de ce chapitre se déroulera de la maniere suivante :

— A la section 11.1, nous développerons la théorie de séparation de variables d’un point de vue
mathématique pour les trois géométries suivantes : un voisinage de l'origine pour le champ
lointain, les voisinages de U'infini (dans le demi espace et la fente normalisée) pour le champ
proche.

— A la section 11.2, nous donnons ici les résultats d’existence-unicité relatifs au champ lointain,
nous verrons que les comportements singuliers du champ lointain au voisinage de 'origine
sont pris en compte par 'utilisation d’une fonction de troncature.

— A la section 11.3, on trouvera les résultats pour le champ proche, nous partirons d’un
probleme plus général que ceux introduits au chapitre 9, puis nous leur appliquerons cette
théorie.
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11.1 Résultats sur la séparation de variables

11.1.1 Pour le champ lointain au voisinage de 1’origine

Dans tout ce paragraphe, R désigne un réel positif strictement plus petit que la distance qui sépare
Porigine de I'obstacle. Nous nous placons dans ce paragraphe dans le domaine :

Qr =10; R[-x]0; 7o, (c.f. figure 10.9). (11.1)

Qp bénéficie dans les coordonnées (r,0) d’une nature tensorielle. Les résultats de séparation de
variables qui suivent sont des conséquences du théoreme de la théorie spectrale :

Théoreme 11.1 Les vecteurs propres ((cospf))p ¢ w de Uopérateur autoadjoint non borné a ré-
solvante compacte de L?([0;7]p)
0%u

U — 202 (11.2)
de domaine de définition :
{u € H?*([0;7)p) Ou =0enf=0et 71'} (11.3)
’ 00

forment une base orthogonale de L?([0;7]g) et H([0;7]g)-

Décomposition modale dans H ,.(Q)

Considérons u dans la classe des fonctions H&) (Qr) (c.t. (9.3)), par conséquent :

loc
u € H'([a, R], x [0,7]p), Va €]0; R]. (11.4)

Pour presque tout 0 < r < R, u admet une trace u(r,.) € H([0;7]p) et % admet une trace
%(T‘, .) € L3([0;7]g). Partout ot ces traces existent, par décomposition spectrale, nous avons :

+o0
u(r,0) = Z up(r) cospb, dans H([0;7]g), p.p. T,
5 e ) (11.5)
gu _ ou 2(10.
5 (r,0) = pgo (87");)(70) cospf, dans L*([0;7]g), p.p.r,

ot nous notons pour tout v € L2([0;7]y) :

1 s
vy = —/ v(0) db,

g 0 (11.6)
v = —/ v(0) cosph db, Vp > 0,

T Jo

La famille cospf est orthogonale dans L?([0;7]s) et H*([0;7]p). Par orthogonalité, pour tout
v € L?([0;7]g), nous avons :

2
mleol” < Il om)

. ) (11.7)
7 [l < olEa o)
Ainsi, pour tout a tel que 0 < a < R, nous avons :
R
/ |up(r)|? 7 dr < oo, (11.8)
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Ce qui nous permet de considérer u,(r) comme une distribution du segment ]0; R[ (il est par
ailleurs possible de montrer la mesurabilité). Les décompositions spectrales de u(r,.) et 2% (r,.)
sont reliées par :

% - (%)p, dans D'(]0; R]). (11.9)

En effet, pour tout ¢ € D(]0; R[), il suit du théoréme de Fubini et d’une intégration par partie :

Ouy B lou2 [f (7 ,
<W7g0>]0;R[ = /0 /0 u(r,0) cospl ¢'(r) db dr

R ,m
_ louz / / @(r, 0) cosph p(r) db dr (11.10)
0 0 or

™

0
= (%)

Pour tout a > 0, nous avons dans H!([a; R], x [0;7]g) :

+oo
u(r,0) = Zup(r) cos po, (11.11)
p=0
c’est a dire :

N
Nlirilw [gup(r) cospﬁ} = u, dans H'([a; R], x [0;7]). (11.12)

En effet, pour presque tout 0 < r < R et N € IN, si nous notons :
/
T 8u N 8Up 2
_ /O Hg(r, 6) — ;) {E(r) cospo] do| " a0
T 1 0u N Olup(r) cospb] |2
| E - 35l
- N
“
0
(11.13)

alors d’apres (11.5) et (11.9), il y a convergence simple presque partout pour N — +oo. Il vient
par orthogonalité (la somme tronquée correspond & une projection orthogonale dans L?([0; 7]g) et

HY([0; 7)) - ]
In(r) < /0

La conclusion provient alors du théoreme de Lebesgues.

IN(’I")

N 2 N 2
Vu(r,0) — Z \Y4 {up(r) cos p@} H + ’u(r, 0) — Z {up(r) cosp@} ‘ do
p=0

u(r,8) — Z [up(r) cospﬁ} ’2 do.

p=0

d. (11.14)

2 2
Vu(r, G)H + ’u(r, 9)‘

Pour terminer, remarquons que par construction, les fonctions (r,6) — u,(r) cospf sont deux a
deux orthogonales dans H'([a; R], x [0;7]g) (pour tout a > 0).

Développement modal des solutions de I’équation de Helmholtz

Supposons maintenant que u € Hj ,,.(Qr) vérifie :

loc
Au + w?u = 0, dans Qg,
o (11.15)
%(073/) = 0, pour 0 < |y| < R.
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N.B. Dans la suite, un tel u sera dit solution de ’équation de Helmholtz. De plus, comme pour
la définition 9.2, il faut ici prendre (11.15) au sens de :

Vv € Hyy(Q) & support dans Qg, /Q (VU(X)VU(X) — w? u(x) m) dx = 0. (11.16)

Comme u, Au est un élément de HOl,loc(QR)' Il est alors possible de définir les (((Au)p))p e W qui
vérifient :

1dr du p?
=1 P wmomm o

En effet, pour tout ¢ € D(]0; R[), nous avons par double intégration par partie :

1ou?2

<(Au)p;<p> = / / Au(r,0) o(r) cospb r dr db

= 1OU2/ / (r,0) )cosp@}rdrdﬂ

= 1ou2/ [/ u(r, 6) cosp&d@} [li i—p—z o(r) rdr
0 0

™ rdr dr r?

(AR

Les formules de Green ont utilisé de fagon fondamentale les conditions aux limites de u, ¢ et
cos pb.

Nous tirons de (11.15) :
2

L[] L B - 0 w0

Ainsi u,, est solution d’une équation aux dérivées ordinaires d’ordre 2 dont les solutions sont de la
forme (c.f. annexe A) :

up(r) = ap Jp(wr) + by Yp(wr), Vr €]0; R]. (11.20)
Alinsi, pour tout a > 0, nous avons d’apres (11.11) :

+oo
u(r,0) = Z [ap Jp(wr) cospl + by Yy (wr) cosp@}, dans H'([a; R], x [0;7]g).  (11.21)

p=0
A propos des formes linéaires L) et L]

Nous nous intéressons ici aux formes linéaires £ et £} définies en (9.12) et (9.17). Nous montrons
en particulier le Lemme 9.4 qui affirme que tout u solution de ’équation de Helmholtz est dans
le domaine de définition des Eg et E;.

Considérons u une solution de ’équation de Helmholtz homogene (on se référera a (11.15)). Comme
d’apres les comportements asymptotiques de J,, et Y, proche de 0 nous avons :
Jp(wr)

lim =Z = 0. 11.22
P Y, () (11.22)

Ainsi, d’apres (11.6) et (11.20), nous avouns :

. uo(r) . 1 / T
bO rl—r% YO (wr) rll% e YO ((.UT') 0 U(T7 9)d07 (11 23)
. up(r) , 2 i '
= lim 2 = g ~ .
by lim, Vo) Jim — A /0 u(r,8) cospfd df, Vp>0
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Par définition (c.f. (9.10) et (9.12)), u est alors dans le domaine de définition des formes linéaires
LY et pour tout p € IN :

L)(u) = by. (11.24)
De méme, remarquons que l'on peut déterminer les a, a I'aide des limites suivantes :

uo(r) — b Yp(wr)

@ = }11% J()(U)’I")
— dim /W (u(r,6) — £3(w) Yo(wor) ) o
r—0 m Jo(wr) Jo ’ 0 0 ’
(11.25)
o = lim up(r) — by Yp(wr)
! r—0 Jp(wr)
_ ; 2 " 0
= lli% 7o) /0 (u(r, 0) — L,(u) Yp(wr) cosp@) cospf df, Vp> 0.

D’ott (on se référera a (9.13) et (9.17)), u est dans le domaine des formes linéaires £, et pour tout
peIN:

,Czl)(u) = ap. (11.26)
Remarquons que nous venons de démontrer le Lemme 9.4. Plus précisément, nous avons :

Lemme 11.2 Pour tout u de classe H& (Qr) (c.f- (9.3)), la famille de fonctions avec

loc

1 ™ 2 ™
((up(r) cosph))p e W (avec up(r) = —/ u(r,0)do et up(r) = —/ u(r,8) cospb dG)
T Jo T Jo
(11.27)
est orthogonale dans H*([a; R], x [0;7]g) De plus, nous avons la formule de représentation :

+oo
u(r,0) = Zup(r) cos pb, dans H'([a; R], x [0;7]s), Va €]0; R], (11.28)
p=0

Enfin, si u vérifie ’équation de Helmholtz (c.f. (11.15)) alors :
up(r) = Eg(u) Y, (wr) + Eil,(u) JIp(wr) Vp € IN (c.f (9.12) et (9.17)). (11.29)

Décomposition modale dans H} ()

N 1 . . ,
De méme que pour HO,IOC(Q R), nous pouvons démontrer

Lemme 11.3 Pour tout u € H*(QRr), la famille de fonctions (r,6) — wu,(r) cos pf est orthogonale
dans HY(Q2R) ; nous avons de plus :

+oo
u(r, ) = Zup(r) cos pl, dans H'(QR). (c.f. (11.27)) (11.30)
p=0

De plus, siu est solution de I’équation de Helmholtz (c.f. (11.15)) alors :
up(r) = Eil,(u) Jp(wr) et Eg(u) =0, Vp € IN. (11.31)
Pour prouver (11.31), le point central consiste & remarquer que :

Jp(wr) cospd € HY(Qr) et Y,(wr)cospd ¢ H'(QR). (11.32)
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Cas particulier d’un nombre fini de singularités

Considérons u solution de I’équation de Helmholtz et supposons qu’il existe une suite de complexes
presque nulle ((by))p e v telle que :

“+oo
u— Z by Yy(wr) cospd € HE (). (11.33)
p=0
Alors, d’apres le lemme 11.3, nous avons pour tout ¢ € IN :
“+oo
ﬁg (u - pr Y, (wr) cosp@) = 0. (11.34)
p=0
Or pour tout p et ¢ dans IN, il vient de (9.12) et (9.17) :
LIYy(wr) cospd) = 6q, et Li(Yy(wr) cospd) = 0 (11.35)

ol 0, , désigne le symbole de Kroenecker.

Par conséquent, pour tout p € IN, nous avons :
+oo
ﬁg(u) =10b, et Ezl)(u— pr Y, (wr) cosp@) = Ezl)(u). (11.36)
p=0

Considérons u € Hé, 10c(£2) solution de I’équation de Helmholtz homogene. Supposons, de plus, que
la suite ((£)(u)))p e v est presque nulle (c’est & dire ne contient qu'un nombre fini de termes non
nuls). Nous appelons partie réguliere de u la fonction :

“+o0
R(u)(r,0) = u(r,0) — Zﬁg(u) Y, (wr) cospé (11.37)
p=0

Lemme 11.4 Si ((by))p e v est une suite presque nulle et u un élément de H017loc(QR) qui vérifie
(11.33), alors :

+oo
Vp € IN, Eg(u) = b, et R(u)(r,0) = Zﬁzl,(u) Jp(wr) cosph, dans H'(Qg).  (11.38)
p=0

11.1.2 Pour le champ proche dans le demi espace

Nous nous placons dans ce chapitre dans le domaine :
[1; +00[,%[0; 7]g, (c.f. figure 10.10) (11.39)

Comme pour le champ lointain, ce domaine est bien de nature tensorielle dans les coordonnées
polaires (p, 6).

Les résultats qui suivent sont en fait des corollaires du théoreme 11.1.

Décomposition modale dans H} ([1;+o0[,x[0;7]g)

Considérons U dans la classe des fonctions H} . ([1; +o0c[,%[0;7]g). Ainsi U vérifie :
U e H'([1; L[,x[0;7g), VL > 1. (11.40)
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Pour presque tout p > 1, U admet une trace U(p,.) € H'([0;7]q) et %—Z;{ admet une trace %—Zg(m .)€
L?([0;7]p). Par décomposition spectrale, nous avons pour presque tout p :

+oo
Up,0) = E U)P(p) cospb, dans H([0: 7]p), p.p. P,
U o (11.41)
p
—_— = - 2 .
R (p,0) p§:0 ( ap) (p) cospb, dans L*([0;7]), p.p- p-

oll nous avons noté pour tout p > 1 :

o) = 2 /Oﬂuw) db,

™

o (11.42)
@) = 2 [ (o) cosptas,
0
De méme que pour le champ lointain,
d(U)P ou~Nr
= |= 11.43
dp ( ap ) ( )
et pour tout L > 1, nous avons :
+oo
Up,0) = Z(Z/{)p(p) cos pb, dans H'([1;L], x [0;7]p). (11.44)
p=0
Développement modal des solutions de I’équation de Laplace homogéne
Supposons que U vérifie :
U € Hyp,([1;+00[,x[0; 7))
AU = 0, dans |1; +o00[, x]0; 7|y, (11.45)
ou
% = O, en X =0.

N.B. : Dans la suite, pour abréger, un tel U sera dit solution de l’équation homogéne.

Comme pour le champ lointain, nous avons alors pour tout p € IN (c’est ici qu’interviennent les
conditions aux limites) :

(AU)P = li{p

2wy, Vp € IN. 11.46
" @ (11.46)

D’ot, (U)P est solution de ’équation aux dérivées ordinaires (avec p > 1) :

d*U)”
2
dp? T dp

p — p?2 (U = 0, Vp € IN. (11.47)

Cette équation admet un espace vectoriel de solutions a 2 dimensions qui est donné par :
il existe des complexes ((ap))p e W et ((Bp))p e ™ tels que :

U)°(p) = aoLogp + fo, (11.48)

—
<
~
]
—
D
~
|

ap PP + Bp p7 7P, Vp > 0.
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Cette écriture n’étant pas pratique pour la suite nous préférons exprimer (U/)P comme :

11 existe deux suites de complexes (((@)?))p e w €t (((8)?))p € ™ telles que :

11.49
W) = @ Ty + BF (Yop + = Jpplogp) p?,  VpEN, e
1l a fallu ici noter que (c.f. annexe A) :
Ty £ O, Vp € N,
Y, # 0, Vp € N, (11.50)
Jp—p = 0, Vp > 0.

Développement modal des solutions du systéme d’équations de Laplace emboitées

Soit N un entier relatif, considérons maintenant une famille de fonctions ((U;))ici;ny telle que :

Ui € Hiy([1;+00[,x[0; 7))

%Z;l: = 0, en X =0,

ol nous avons posé la notation Y_o =0 et U_1 = 0.
N.B. Dans la suite, on dira qu'une telle famille est solution du systéeme d’équations emboitées.

Nous avons alors pour tout p > 1 :

+op = = PP U = 4% (Uia)" (11.52)

Pour obtenir I'expression de (i4;)?, nous raisonnons par récurrence. L'initialisation étant effectuée
en (11.49), pour j < 4, nous supposons qu’il existe des suite de complexes (((®;)?))p e et

(((Bj)?))p e v tels que :

W) = Y |(@n) Tppe 0]
oy (11.53)

J
2 _
+ 2 {(ﬂjfl)” (Yp,prrl + ot Logp) p ”“}, Vp > 1.

Nous vérifions alors que :

%

U)P(p) = [(aifl)p Ip,p+i pPH}
= (11.54)
+ Z [(ﬂz;l)p (Yp7,p+l + % Ip,—pti Logp) p_pH}, Vp > 1.
=1

est une solution de (11.52). Puis il nous suffit d’ajouter l'espace vectoriel des solutions homogenes
fourni par (11.49) pour obtenir la conclusion.
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Pour tout ¢ € [0; NJ,

Il existe des suites de complexes (((a;)?))p e ™ et (((8:)P))p e ™ telles que :

Us)P(p) = Z [(Oéz;l)p Ip,pti ppH]
1=0
+ [(@,4);} (Yp,fpﬂ + % Jp,—p+1 Log P) /fpﬂ}’ Vp > 1.
1=0

(11.55)

A propos des formes linéaires /) et £}

Les notations relatives aux formes linéaires Eg et 8117 pourront étre trouvées au paragraphe 9.2.1.
Le but de ce paragraphe est d’obtenir le lemme 11.5.

Considérons ((U;))ico;ny solution du systeme d’équations emboitées. D’apres (11.55), U; est un
élément de Q7L (c.f. (9.41)), ainsi nous pouvons lui appliquer les formes linéaires £ et £;. 11 suit
des définitions (9.42) et (9.43) que pour tout p € IN :

GU:) = (8P

B~ o (11.56)

P

11 vient donc de (11.55) le Lemme 9.5. Plus précisément, nous avons :

Lemme 11.5 Pour tout U € H}, ([1;+00[,%[0;7]g), la familles de fonctions
(U)P(p)cospd))pe w  (cf (11.42)) (11.57)

est orthogonale dans H*([1; L], x [0;7]g) (VL > 1) et nous avons la formule de représentation :

+oo
U(p,0) = Z(Z/{)p(p) cos pb, dans H'([1; L],) x [0;7]p. (11.58)
p=0

De plus si U; est une famille solution de I’équation de Laplace emboitée (c.f. (11.51)) alors :

: 2
W) (p) = D [ Uh-) Tyt 97+ Ui) (Yopit + = Jpps Logp) p7"*]. (11.59)
=0

Deux résultats techniques

Passons maintenant a la démonstration de deux résultats techniques. Essayons tout d’abord de
faire comprendre leur utilité.

Le premier nous permet de considérer

—+oo

> {‘32(%) (Ypﬁpu + % Jp,—p+1 Log p) pPH cosp@} (11.60)
p=0

en tant qu’élément de H} ([1;400[,%[0;7]s) (indépendamment du fait que U, 4; soit ou ne soit
pas défini).

Le deuxieme donnera dans la suite un sens a la notion de limite dans un sous-espace des solutions
du systeme d’équations emboitées.
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Lemme 11.6 Etant donné L > 1, si la série

+oo

> [(Yp,fp + %J D Logp) By p™" cospe} (11.61)
p=0

converge dans H'([1; L], x [0;7]g) alors, pour tout 1 > 1, il en est de méme pour :

—+o0

2
Z [(Yp7_p+z + ;Jp7_p+l Lng) B, p~PT! cospﬁ}. (11.62)
p=0

preuve. Remarquons que dans le cas [ impair, le résultat est trivial. En effet (c.f. annexe A) :
Jp’_p_t,_l =0 et Yp7_p+l = 0. (1163)
Passons maintenant au cas ot [ est pair.

Pour tout [ > 1, Nous nous intéressons a la série :

—+oo

> [(Yp7,p+gl + %J ,—p+21 Log p) By p P T cosp@}, (11.64)
p=0

Comme J,, = 0 dés que ¢ < 0 et comme pour [ € IN la famille ((p~P*2" cosph)), c nv est
orthogonale dans H' ([1; L], x[0; 7]g), les convergences des séries (11.61) et (11.62) sont équivalentes
a celles des séries numériques (définies pour tout L > 1) :

+00 2

Z [(Yp’_p) |6P|2||P_p COSpHHiIl([1§L[p><[0§7"]9):| < oo,

oo (11.65)
Z [(Yp’7p+2l)2 |ﬁp|2 ||p7p+2l COSpeH?P([1;L[p><[0m]e)} < oo

p=0

Ainsi nous tirons la conclusion car :

|Yp,—ptat 2 ot C05p9||?{1([1,L]px[0,7r]9)

1m
p=too Yo p? 077 cospOllFn (1,11, % [0,100)

= 0. (11.66)

En effet, le calcul direct nous donne pour tout [ > 0 :

_ptal 2 ™ 1 —2p+414+2
[[o~7* COSpeHHl([l,L]pX[O,ﬂ]@) Ap_2-1 {1 - L7 } : )
11.67
m (p—20)°*+p? —2pt4l
+ - T 1-L
4 p—2l
et par conséquent :
2
p P2 cospd -
. I 2||H1([1,L]p><[0, ) _ (11.68)
b [P COSpoHHl([l,L]pX[O,W]g)
De plus, on peut voir a la section A.2 que pour p > [ :
(p—1-1)
Y, = ——
o T (11.69)
(p—1)! '
Yp—p = -

™
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D’ou :
Y, _ Lo -1
Jlim B =i (u q) - 0. O (11.70)
b= q=p—1
Introduisons la notation :
V(.0 = sup V(p,0) (11.71)
0€[0;7]

Nous disons qu’'une fonction ¥V admet une limite A en +oo si :

lim {V(p,o) - /\} ~ 0. (11.72)

p——+0o0
Nous venons ainsi de définir une notion de limite uniforme en 6. Nous notons aussi plus simplement

lim V(p,0) = A (11.73)

p——+o00
Lemme 11.7 Soit ((8p))p e v une suite de complexes. Si la série :

io [(Yp,—p + %Jp,—p Logp) Bp p* cospﬁ} (11.74)

p=0

converge dans H'([1; L], x [0;7]g) pour L > 1, alors pour tout | et m entiers naturels tels que

m>=1:
—+oo

,%ii%{ Z |:<Yp,7p+l + %J —p+l Lng) B, p~PT! cosp&}} = 0. (11.75)
p=m+1

Preuve. Dans le cadre de cette preuve, posons la notation :

—+oo

S(p,0) = Z {(Yp7,p + %J —p Logp) Bp p~ P cosp@},

= , (11.76)
Sim(p,0) = Z |:<1/;D,—;D+l + ;Jp,—p+l Lng) Bp P_p+l COSPH]

p=m+1

Comme pour [ impair S, = 0, seul le cas [ pair nécessite un développement. Comme J, 4 = 0
pour tout ¢ < 0, nous tirons que pour tout p > L :

—+o0

lp Sarm(p:0)] < Z 1By Yp,—p+21 p_p+2l+1 cos pd)|

p=m+1
—+oo

<D 1By Yo pra p P cosp)| (11.77)

p=2l+1
+oo

Z [‘ﬂp Yp,—p+21 L_P+2l+1:| .

p=2[+1

N

Il nous suffit alors de montrer la convergence de la série majorante. Elle provient de :

limsup |Yp, _prar Bp]/? < 1 (11.78)
p—-+oo
En effet d’apres (11.69),
Yp,—p+2l ‘1/’)
Yp,—p

lim sup
p——+o0o

=1, (11.79)
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Comme la série (11.74) converge, par orthogonalité, nous avons :

Yp,—p Byl HpipC05p9||H1([1;L]p><[0,n]9) < IS sz, x 0sm]e) - (11.80)
D’ou
. _ 1/p
lim sup (|Yp7_,, Byl llo PcosponHl([l;L]pX[O,ﬂg)) <L (11.81)
p—-oo

Comme d’apres (11.67), ||p~7 cos pO|| i1 ((1;1],x[0,7]s) €St équivalent & \/pm/2, il vient :

liszrup [lp~P cosp@”%f’([l;mpx[o)ﬂg) = L (11.82)
p—-+oo
Nous tirons (11.78) de (11.79), (11.81) et (11.82). O

Les solutions du systéme d’équations emboitées a croissance lente

Dans la suite, nous disons que V € H] _([1;+00[,%[0;7]) est & croissance lente si et seulement si
il existe L' > 1, C € R" et N € IN tels que :

sup |V(p, 9)‘ < CpV, Vp> L. (11.83)

0€[0;7]

Remarque 11.8 Si U € Hy, ([1;+oo[,x[0;7e) et ((a])) 1y e m €t (B)))(p,1) e w2 sont deux
suites a double indice presque nulles telles que :

li { f — E : p .
prto Ui(p,0) ~ o Jp1 p' cospt
e (11.84)
_ Z ﬂz ( pl + ; szogp) p cosp&} 0,

(p,1) € IN?
alors U est a croissance lente.

Supposons que ((U;))icfo;n] est une famille de solutions du systeme d’équations de Laplace em-
boitées dont les éléments sont a croissance lente. En multipliant U; par 1/7 ou (2/7) cospf, en
Pintégrant suivant 6, puis en majorant par (11.83), nous tirons :

@) <o s (11.85)
En comparant ceci a (11.55), nous tirons :
6y (Ui—t) = 0, Vp > N, Vi € [0;i]. (11.86)

Par conséquent, les séries :

Zf Ty pi1 PP cos ph, Vi € [0;4],

=0 (11.87)
SN 0 Uia) Ty PP cosph

p=01=0

ne contiennent qu'un nombre fini de termes, elles convergent, par conséquent, dans H*([1; L], x
[0; ]g) pour tout L > 1. Ainsi, la série suivante converge aussi dans H'([1; L], x [0;7]s) pour tout
L>1:

+o0o 1

2
S fow ( beptt + = Jppht Logp) p P+ cosph € HY([1; L], x [0;7)).  (11.88)
p=0 [=0
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Montrons maintenant que pour tout ¢,
Zfo ( p + = Jp —p Logp) P cospf € H'([1; L], x [0;7]p). (11.89)
T

Pour i = 0, le résultat nous est donné par (11.88) (écrit pour ¢ = 0). Supposons que pour tout
i<i:

2
Zeo ) (Yop + = JypLogp) o7 cospd € H*([15 L], x [0;7]o). (11.90)
D’apres le lemme 11.6, il vient que pour tout [ > 0
2
ZZO ( —ptl T — Jp,,pH Log p) p P cosph € H'([1; L], x [0;7]e). (11.91)

Et par conséquent, il en est de méme pour :

+o0o 1

SN OWir) Yoyt + = Jp piLogp) p 7 cosph € HY([1; L], x [0:7]o).  (11.92)
p=01=1

Nous tirons la conclusion de (11.88) et (11.92). Nous venons de démontrer le

Lemme 11.9 Si ((U;))icjo;n] est une solution du systéme d’équations de Laplace emboitées a
croissance lente, alors pour tout i € [0; N] et ! >0,

Zé Ip,p+i p COSpea
(11.93)

2
Zfo ( p—ptt + — Jppyi Logp) p~P*! cospl

converge dans H'([1; L], x [0;7]g) pour tout L > 1; la suite ((¢(5(U;)))p e v est de plus presque
nulle (ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls).

Notion de limite pour les solutions du systéme d’équations emboitées

Lemme 11.10 Si ((U4;)) est une solution du systéme d’équations emboitées dont les éléments sont
a croissance lente alors :

+oco 1
. {ui(“ 0) = DD LyUi-1) Jypp P cospb

p=01=0 (11.94)

B ZZ@ ( -p+l + — Jp —p+l Logp) Pt cosm} =

p=0 =0

Preuve. Du lemme 11.9, il vient que pour tout ! € [0;1] :

Zé Jppr1 PP cospd € HY([1;L], x [0;7]q),
) (11.95)
Ze ( beptt + = Jppht Logp) p " cospt € H'([13L], x [03]o).
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Puis du lemme 11.7 il suit que pour tout ! € [0;7] :

+oo
. 2 _
pETOO{ Z CpUi-1) (Ypﬁpﬂ + = Jppt LOgP) pPH COSPQ} = 0. (11.96)
p=i+1
D’ou
—+o0 [3 2
pgﬁloo{ Z > Vg(ui—l) (Yp7—p+l + — Jp—pt Logp) p Pt COSPHH = 0. (11.97)
p=i+1 =0
Ainsi il vient la conclusion. O

Les solutions de I’équation homogéne bornées a I’infini

Introduisons 'espace de Sobolev a poids W}, défini sur le domaine [1; +o0[,x[0; 7]y :

Wh = {U & D(-+ocl,x[0:ml) / VU € L2([Lioclyx(0: ) et
u
- e L% .
sTosd+p L ool x [T} (11.08)
S uvy
U; Vipn :/ VUvy + pdp db.
U Viw, [1;+00[p><[0;ﬂ]e[ p? (Log(1+p))2}

Nous allons voir que cet espace a pour role de sélectionner les solutions non croissantes dans le
demi espace de I’équation de Laplace homogene. Dans un premier temps remarquons tout d’abord
que pour tout p > 0 :

2
Joo=1et (Yp7,p + — Jp,—p Log p) p P cospd € Wi,

T ) ) (11.99)
JIpp PP cospld et Yoo + - Jo,o Log p = ;(Logp +7) ¢ W

Dans la suite, nous disons que V est borné a l'infini (dans le demi espace) si et seulement si :

lim sup {V(p,a)} < +oo. (11.100)

p——+o00
ol nous avons repris la notation (11.71).
Toute solution bornée de I’équation homogéne est un élément de W},

Considérons U solution de I’équation homogene telle que U est bornée a l'infini dans le demi
espace :

lim sup {Z/{(p, 9)} < +oo. (11.101)

p—+00

En multipliant cette relation par % ou % cos pf, puis en intégrant suivant 6 il vient :

liszrup |(U)P(p)| < +oo. (11.102)
p—too
D’olt comme (U)P est donné par :
U (p) = LyU) Jpp p* cospld + £5(U) (Y;,,_p + 2T, Logp) p~P cosph. (11.103)
Ainsi, nous tirons que :
0U) = 0et E;(Z/{) = 0 pour tout p > 0. (11.104)
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Ainsi U se représente dans H'([1; L], x [0;7]g) sous la forme (Joo = 1) :
+oo 2
Up,0) = 65U) + Z@g(Z/{) (Yp,,p + - JIp.—p Logp) p P cospb (11.105)
p=1

Montrons que cette série converge dans Wi Cette série étant formée de termes orthogonaux dans
H'([1; L], x [0;7]p). Sa convergence est équivalente & celle de la série numérique :

“+oo
Z |£2(u) YP7*P‘2 Hp_p COSp9H3{1([1;L]pX[O;ﬂ.]e)' (11106)
p=1

Le calcul direct montre qu’il existe C' (L) ne dépendant pas de p tel que :

Hp*p cosp@HW}{ < C(L) Hp*p COSpGHHl([l;L]pX[O;ﬂ']g) (11.107)
D'ou :
= 2 _ 2
;Vg(u) Yol |07 cospblfy,, < +oo. (11.108)

Par orthogonalité de p~? cos p dans W}, nous tirons que U est bien un élément de W}.
Toute solution W}, de l’équation homogéne est bornée a linfini

Considérons U € W}, solution de I'équation homogene. De la méme fagon que pour le champ
lointain, il vient :

+oo
Up,0) = Zup(p) cos pb dans Wj;. (11.109)
p=0

De plus, par orthogonalité, pour tout p € IN, (U)P(p) cospf est un élément de W},. Comme
(U)P(p) est donné par :

2
Uv(p) = E;(U) Jpp PP cospl + Eg(U) (Y;,,_p + ;Jp’_p Logp) p~P cosph. (11.110)
Nous tirons de (11.99) que :
06U = 0et Eg(U) =0 pour tout p > 1. (11.111)

Nous avons donc dans W}, et par voie de conséquence dans H'([1; L], x [0;7]p) :

+oo
2
U = ) + S Ou) (Y,,,,,, T - Logp) pP cos pb. (11.112)
p=1 T
Du lemme 11.7, il vient :
+oo 2
; 0 z -p g —
pggloo{;ép(u) (Y;,,_p + 7TJ,,,_;, Logp) p cosp@} 0. (11.113)

Ainsi, U est la somme dun scalaire £5(U) et d'une fonction tendant vers 0 en +oo. Elle est donc
bornée a l'infini.

Ezistence et expression de la limite

Considérons une solution de ’équation homogene bornée. Comme d’apres (11.105), & admet un
nombre fini de croissances il vient de (11.94) :

lim {U(p,e) - eg(m} = 0. (11.114)

p—-+oo
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De plus nous avons pour tout p > 1 :

06U = U)°p) = %/OﬂU(p,G)dG. (11.115)

1 ™
lim U(p,0) = = / U(p',0)do, pour tout p’ > 1. (11.116)
p—Fo0 T Jo

Conclusion : nous regroupons ici les résultats obtenus dans ce paragraphe

Lemme 11.11 Si nous introduisons l’espace des solutions du probléme de Laplace homogéne :

H (A, (L o0l x[05)o) = {u € HL (1500l x[0:7) /

(11.117)
U est solution de l’équation homogéne ¢,
et lespace des solutions W}, de I’équation homogéne :
Wg = {L{ c Wy /L{ est solution de l’équation homogéne}, (11.118)
nous avons l’identité algébrique suivante :
W3 = {L{ € HL.(An,[1;400],x[0;7]g) /U est bornée a l’inﬁm}, (11.119)
et de plus pour tout U € W, la limite est donnée par :
pggloou(p, 0) = %/Oﬂ Up',0)deo, pour tout p' > 1. (11.120)

De plus, pour tout L > 1, U admet le développement modal dans H*([1; L], x [0;7]g) et W}, :
1" = 2
U(p,0) = ;/ Ulp',0) + Zég(l/{) (Y;,,_p + - Ip,—p Logp) p P cospb. (11.121)
0 =

11.1.3 Pour le champ proche dans la fente

Nous nous plagons dans ce paragraphe dans le domaine :
10; +00[x %]0; 1[y (c.f. figure 10.12). (11.122)

Ce domaine bénéficie d’une nature tensorielle en les coordonnées cartésiennes X et Y. Les résultats
de séparation de variables qui suivent sont basés sur le théoreme ci-dessous issu de la théorie
spectrale :

Théoréme 11.12 Les vecteurs propres ((cospnY)), ¢ w de Uopérateur autoadjoint non borné a
résolvante compacte de L?([0;1]y) :

d*U
U — e (11.123)
sur le domaine de définition
{L{ € H*([0;1]y) % =0enY=0etY = 1} (11.124)

forment une base orthogonale de L*([0;1]y) et H([0;1]y).

Les difficultés mathématiques de ce paragraphe étant trés proches de celles des deux précédents
nous serons plus concis.
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Décomposition modale des fonctions Hlloc(ﬁj‘v)

Nous considérons ici une fonction U € H, lloc(ﬁ}‘v) Pour presque tout X, U (resp. g—g’{,) admet une
trace U(X,.) € H'([0;1]y) (resp. g—g’,{(X, .) € L3([0;1]y)). De plus, U(X,.) et ‘g—%(X, .) admettent
les décompositions spectrales :

—+oo
UXy) = Z[L{]p(X) cosprY, dans H*([0;1]y), p.p. X,
U 2 U (11.125)
p
—_— = — 2 .
X (X,Y) pZ:O [8)(} (X) cosprY, dans L#([0;1]y), p.p. X.

ott pour tout V € L%([0;1]y) nous avons noté :

1
e = [ vy,
0
. (11.126)
VP = 2 / V(Y) cosprY dY, pour tout p > 0.
0
Comme pour le champ lointain, on montre que pour tout p € IN, [U]? est un élément de D’ (]0; +00|)
et que 'on peut intervertir la projection et la dérivation suivant X :
dup [ au } P
ax  lox1”’

De plus, pour tout L’ > 0, nous avons au sens de H([0; L']x x [0;1]y)

dans D'(]0; +00). (11.127)

+oo
UXY) = > UPX) cospr, (11.128)
p=0
la série du second membre étant constituée de termes deux a deux orthogonaux.
Développement modal des solutions de I’équation de Laplace homogéne
Dans la suite, on dit que U € H} ([0; +0o[xx[0;1]y) est & croissance lente (dans la fente) si et
seulement si il existe un polynéme P et un réel L’ positif tels que :
UX,Y) < P(X), pp. (X,Y) € [L';+oo[xx[0;1]y (11.129)
Considérons maintenant U tel que :

U € Hjo([0;+00[x[0; 7o),

AU = 0, dans [0;400[x%x[0;1]y,

11.130
.y ( )

an

U est a croissance lente.

=0, enY=0etY =1,

N.B. Dans la suite, nous dirons que U est solution de I’équation homogene.

Comme AU € L2 ([0;+00[x x[0;1]y), par double intégration par partie, il est facile de voir que

loc
(c’est ici qu’interviennent les conditions aux limites de Neumann) :

L

[AUTP = axz P [P dans D'(]0; +o0]). (11.131)
Ainsi, [U]P satisfait & :
2[7/1P
ddgl — p*r? UP = 0, dans D’'(]0; +o0]). (11.132)
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Et par conséquent []P est donné par :

uP(x) = Wy + WU X,
(11.133)
UP(X) = U expprX + [U]," exp—prX, Vp > 0.
ott les (U]} désignent des complexes.
Comme U est a croissance lente :
2 ™
‘[Z/{]p(X)‘ < = / UX,Y) dY < 2|P(X). (11.134)
0
D’ou 0 o 0
UP(X) = Ul + U X,
(11.135)
UP(X) = U),? exp—prX, Vp > 0.
Ainsi, pour tout L’ > 0, nous avons dans H*([0; L']x x [0;7]y)
“+o0
UXY) = U X + ) [Ug? exp—prX cosprY, (11.136)
p=0

Développement modal des solutions du systéme d’équations de Laplace emboitées
Soit N un entier naturel, considérons la famille de fonctions ((U;))icfjo;ny) telle que pour tout
0<i<N:

Ui € Hi ([0; +oolx x[0; 1]y),

AU; = —4U;_o, dans [0; 4+-o00[x x[0; 1]y,

» (11.137)
:O’ enY:()etY:L

on

U; est a croissance lente.

ou nous avons noté U_o =0 et U_1 = 0.

N.B. Dans la suite, nous dirons que ((U;)) est solution du systéme d’équations de Laplace emboi-
tées.

Cette fois [U;]P vérifie les équations aux dérivées ordinaires emboitées suivantes :

AP ;]
dX?

— p*r? UP = —4 [U;i_o)?, dans D’(]0; +-o0]). (11.138)

Chaque U; vérifie alors la propriété de développement modale suivante :

Lemme 11.13 Pour tout i, il existe des scalaires [U;]; (p € IN et | décrivant les sommes qui
suwivent) tels que :

2E(i/2)+1
wex) = > ) xY

B2 (11.139)
UP(X) = Z U;]? X' exp—prX cosprY, Vp >0,

1=0

ot de plus pour [ tel que 2 <1< 2E(i/2)+1 :

U} = - Us—a]}s (11.140)
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et pour [ tels que 0 <1 < E(i/2) et p>0 :

1 m! (=2pr)!
p2r? 1 (—2pm)™

iy = Z

—1

B((i-2)/2)
Ui—a]h, |- (11.141)
l

m=

Preuve. Le lemme provient pour ¢ = 0 et 1 de (11.135). Pour tout ¢ > 2, Construisons [LA{Z-]” ,

2E(i/2)+1
Xy = Y XY
E(il/z)Q (11.142)
P(x) = Z U] X' exp—prX cosprY,
ot [U;]9 et [U4;]7 sont donnés par (11.140) et (11.141). On vérifie alors que U] vérifie :
a2 +
1X2 — p°m [ i]p = —4 [Z/[l;z]p, VreR". (1].].43)
D'oty, [U4;]P et [t4;]P ne different que d’une solution de 'équation homogene :
EUp 5
e~ P =0 (11.144)
Nous tirons la conclusion en imposant la condition de non croissance a I'infini. ([l

Remarque 11.14 On se référera a (10.125) pour comprendre d’ot provient (11.141).

A propos des formes linéaires D'(U)

Soit la famille de fonctions ((I4;)) solution du systéme d’équations emboitées. De (11.139), nous
tirons que :

)°(X) = /Olui(x, Y)dy (11.145)

est un polynome de la variable X. Remarquons que nous venons de démontrer le Lemme 9.6.
Pour I € IN, nous pouvons alors appliquer les formes linéaires D' a U; (c.f. (9.47)).

De plus, par dérivations successives, il vient :

DY) = 1! )Y, pour 0 <1< 2E(i/2) + 1
(11.146)

DYU;) = 0, pour [ > 2E(i/2) + 1.

Deux résultats techniques

Passons maintenant a la preuve de deux résultats techniques. Le premier est relatif a la convergence
d’une série dans H} ([0;4+00[x[0;7]g). Le deuxiéme est un lemme qui nous permet d’introduire
la notion de limite.

Lemme 11.15 Si la série :
+oo

Z pp X™ exp—prX cosprY (11.147)
p=1

converge dans H}. .([0;+00[x x[0; 7]y) alors, pour tout | € IN, il en est de méme pour la série :

1 m! ( 2prr)!
Z”p P22 1l (—2pm)m X' exp —prX cosprY. (11.148)
p=1

196



11.1. Résultats sur la séparation de variables

Preuve. Notons ici
U, ,(X,Y) = X' exp —prX cosprY. (11.149)
A a donné positif, on montre par le calcul et majoration (grace a la décroissance exponentielle

dans la direction X > 0) qu’a m et [ donnés il existe P(m,!) tel que pour tout p > P :

5 1 pll B (oroolx x10:1y) < Wl ((0salx x(0510y) S 2 [ Wonpll 7 (05400 x [051]5 )
5 1l g (soox xos1ly) < Nl (oralx xostly) < 2 1 %0pll 7 ((014-00[x x 0511 ) -

De plus, les familles ((¢1.5))p e N €t ((¥mp))p e v sont orthogonales dans H'([0;a[x x[0;1]y) et
H'([0; +00[x x[0; 1]y) ; ainsi les convergences H}. _ des séries (11.147) et (11.148) sont équivalentes
aux convergences H'. Ainsi nous tirons les criteres de convergence :

“+o0
Z|:UP|2 ||¢m,PH%{1([O;+oo[xX[O;l]y) < +o0,
=1 (11.150)

= 1 m! —m|?

2 . — 2
E |1p] ‘p—gﬂ_g_l' (=2pm)™ ||¢l7PHH1([O;+oo[XX[O;l]y) < +oo.
p=1 '

! oo .
m )l,m ||¢l7pHH1([0,+ [XX[O,l]Y)} -0 (11.151)

[
p—too Lp2m? ! ( 1%, pll 1 (1054 00 x x [0:1]v)

il vient la conclusion. En effet le calcul direct donne :

T (2m)!
me,P”%ﬂ([O;Jroo[xX[O;l]y) = EW (1 + 2192772 + 4p2772m2),
. ) (11.152)
2 : 2 _2 222
le’p”Hl([Oﬁoo[X><[0;1]y) = 5 (_2pﬂ—)2l+1 (1 + 2p ™ +4p Tl )
Ainsi pour p au voisinage de l'infini :
ol x 0 20!
[Yiplla (ool xfotlyy | (20) (—2p7r)m_li. (11.153)
[l 2 (0300 [x x [051]y) (2m)! m
D’oti nous tirons (11.151). O
Posons la notation :
{V(X, Y)} — sup V(X,Y) (11.154)
Y €[0;1]
VY admet une limite A en X = 400 si et seulement si :
Jim {V(X,Y) - A} = 0. (11.155)

Lemme 11.16 Soit m un entier naturel et ((11p))p e w= une suite de complezes. Si la série :

+oo
Z pp X™ exp—prX cosprY (11.156)

p=1

converge dans H\ .([0; L'[x x[0; w]y) pour tout L' >0 alors :

+oo
li { X™ exp—prX cos Y} — 0. 11.157
m ; Hp exp —pr X cospm ( )

197



CHAPITRE 11. Elément d’analyse

Preuve. Commencons par majorer la série (11.156) pour tout X > 0 :
+o00 too
’X Z“P X™ exp —pr X COSpﬂ'Y‘ < Z ‘up XmH+ exp —pr X (11.158)
p=1 p=1

La fonction X™*! exp —prX étant décroissante pour X > m + 1(= (m + 1)/(pn)), nous avons
pour X >m+1:

+o00 too
‘X Zup xXm exp —p’]TX COSp’ITY‘ < Z Hp (m-’-]_)’n—!—l exp—pﬂ(m—i—l)
p=1 L (11.159)
< C(m) Z |pp exp —pm|.
p=1

De plus, la convergence de la série (11.156) est équivalente a celle de la série numérique :

—+oo

Z|Mp|2 [9m,pll 7 (03t oofx x[0:1]y) < F0O (11.160)
p=1

D’ou
pEIEOO |:up| ”wm,pHHl([OﬁLoo[xX[O;l]y) = 0. (11.161)

Et donc d’apres (11.152), il existe C(m) tel que :

iyl < Clm) (—pr)m1/? (11.162)
Par conséquent, d’apres (11.159) :
—+o0 —+o0
’X ZM?’ X™ exp —prX COSp?TY‘ < C(m) 2:(—])77)’”_1/2 exp —pm < +00 (11.163)
p=1 p=1
Ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Convergence a [ donné des séries

Comme pour le champ proche dans le demi espace, nous avons :

Lemme 11.17 Soit ((U;)), une famille de solutions de I’équation de Laplace emboitées alors pour
tout i et | € [0; E(i/2)] la série :

+oo
Z[Z/{i]l X! exp —prX cosprY (11.164)
p=0

converge pour tout L' > 0 dans H*([1; L']x x [0;1]y).

Limite et caractére borné des solutions du systéme d’équations emboitées

Dans la suite, nous disons que V est borné a l'infini (dans la fente). si et seulement si :

lim sup {V(X, Y)} < +o0, (c.f. (11.154)). (11.165)
X —+o00

Comme pour le champ proche dans le demi espace, nous pouvons montrer le résultat suivant :
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Lemme 11.18 Soit ((U;)), une solution du systéme d’équations emboitées, alors pour tout i nous
avons :

2E(i/2)+1
' , _ 10 il _
lim {th(x,v) ; pap x'} = o. (11.166)

De plus si (([u]1))1 e v est une suite de complexes presque nulle telle que :

+oo
U(X,y) — Z[u]l X est borné a Uinfini. (11.167)
1=1
Alors,
[ = ), pour | € [1;2E(i/2) + 1],
(11.168)
wi = 0, pour 1 > 2E(i/2) + 1.
Les solutions de I’équation homogéne borné
Introduisons de plus ’espace de Sobolev & poids :
wh = {u e Hi,.(Qx) | VU € L2(0;+o0lx x[0; 1]y)
2010 .
ety €l ([0; +-00[x % [0; l]y)}, (11.169)
+oo 1 kY
= uy
Uu,; V)Wé = /0 /0 VUvy + m dXx dy.

Comme pour le champ lointain, nous avons la caractérisation suivante :
Lemme 11.19 Si nous introduisons l’espace des solutions du probléme de Laplace homogéne :
Hlloc(AN,ﬁfv) = {Z/{ € Hlloc(ﬁ}‘v) /U est solution de l’équation homogéne}, (11.170)
et ’espace des solutions homogénes Wé :
Wi = {Z/{ e Wi /U est solution de l’équation homogéne}, (11.171)
nous avons l’identité algébrique suivante :
W2 = {Z/{ € HZ:LOC(AN,Q%) /Z/{ est borné a linfini dans la fem‘e}, (11.172)

et de plus pour tout U € W2, la limite est donnée par :

1
lim U(X,Y) = D°(U) = / UX'Y)dY, pour tout X' > 0. (11.173)
0

p——+o00
et nous avons pour tout L' >0 dans H}. _([0; L'], x [0;7]g) :
+oo

U(p,0) = Z[Z/{]g exp —prnX cosprY. (11.174)

p=0
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11.2 Les problemes de Helmholtz dans () singulier en A

Nous nous plagons dans cette section dans le demi espace gauche privé de 'obstacle.

Q ¢ A

@,

F1G. 11.1 — Le domaine 2

A la section 9.3.1, nous avons introduit en (9.68), des problemes de Helmholtz avec condition de
singularité au voisinage de 'origine. Toute la difficulté est ici de traiter ces singularités.

La solution recherchée n’étant pas Hy,.(2), mais Hy (), la théorie variationnelle classique ne
peut donc pas étre appliquée directement. C’est pourquoi nous allons extraire la singularité de la
solution & l’aide d'une fonction de troncature pour nous ramener au cas des fonctions H} (€2).

11.2.1 Identification d’un probléeme modele
Etant donné une suite de complexes ((b,))pefo:n] Presque nulle, notons s la fonction :

“+o0
s(p,0) = pr Y, (wr) cos (pb). (11.175)

p=0

Comme seul un nombre fini de b, sont différents de 0, la fonction s est bien définie; c’est un
élément de Hg ,.(Q) qui vérifie :

As + w?s = 0, dans Qp,
5 (11.176)
%(073/) =0, pour 0 < ‘y| <R

pour tout R plus petit que la distance de l'origine & l'obstacle (c.f. figure 10.9).

Nous nous intéressons au probleme :

Chercher u € Hj;,.(€) tel que :

w = u—s€ H (),

Au + w?u =0 dans (2, (11.177)
% =0 sur 00 \ {0},

u est sortante.

11.2.2 Caractere bien posé par extraction de la singularité

Théoréme 11.20 Le probléme (11.177) admet une unique solution. De plus, pour tout R plus
petit que la distance qui sépare l'origine de l'obstacle, u se représente sous la forme :

+o0o too
u(r,0) — Zﬁg(u) Y, (wr) cos(pd) = Zﬁzl,(u) JIp(wr) cos (ph) dans H'(QR), (11.178)
p=0 p=0
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11.2. Les problémes de Helmholtz dans () singulier en A

avec pour tout p € IN :
L)(u) = by. (11.179)

Les identités (11.178) et (11.179) n’étant que des conséquences directes du paragraphe 11.1.1, il
ne nous reste plus qu’a montrer ’existence unicité de la solution.

Remarque 11.21 Dans le cas ou 2 ne contient pas d’obstacle (Q = ]Rz’f), u doit a la fois
vérifier la condition d’onde sortante qui s’exprime :

+oo
u(r,8) = ch’ H;l)(wr) cos (pd) dans H}..(Q), (11.180)
p=0

et (11.178), ce qui implique (comme H,(,l) =J,p+1iY,):

N
bP
u(r, ) = Z — Hél)(wr) cos (ph) dans Q. (11.181)

7
p=0

Remarque 11.22 Le lemme 9.13 est un corollaire de ce résultat. en effet, Ce probleme admet
comme solution la fonction nulle. Il correspond en effet a la suite ((bp))p ¢ v identiquement nulle.
La conclusion provenant de l’unicité.

Pour p € IN, Uexistence unicité des fonction w, (c.f. (9.68)) est aussi une conséquence de ce
théoréme, il suffit en effet de prendre pour tout q € IN :

by = Opg- (11.182)

ot § désigne le symbole de Kronecker.

11.2.3 Preuve de ’existence et de ’unicité

Passons maintenant au probleme d’existence unicité. Soient R et R’ deux réels positifs plus petit
que la distance qui sépare ’origine du support de la source tels que :

R<R, (11.183)

Introduisons une fonction de troncature x radiale qui vaut 0 hors de OF et 1 dans de Qp. Soit u
une solution du probléme (11.177). Définissons la fonction v :

v =u —XS. (11.184)
Ainsi, v satisfait les équations suivantes :
v € Hlloc(Q)
Av +w?v = —(Ax)s — 2(Vx) (Vs) (asupport compact) dans L2((),
11.185

9 _ 0 sur 90\ {0} | )
on ’
v est sortante.

Par densité de H)(Qr) dans H*(Q2g), nous tirons :

v v
— =0 sur 002\ {0 = —
on \ {0} on
Le probleme, qui est associé & (11.185), est classiquement bien posé. Inversement il est clair que
si v est solution du probleme associé aux équations (11.185) alors v + x s est aussi solution du

probleme (11.177).

=0 sur 00. (11.186)

201
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11.3 Les problemes de Laplace en domaine non borné

Nous nous placons dans cette section dans le domaine 2y

Q3 = R> U0, +o0[x x[0, 1]y},

Fic. 11.2 - Le domaine 2%

(11.187)

Nous nous intéressons ici a des problemes de Laplace inhomogenes avec condition de croissance &
I'infini. Toute la difficulté est bien sur de prendre en compte ces croissances. Cette difficulté sera
résolue via l'introduction de deux fonctions auxiliaires Uy et Us (“H” comme half-space et “S”
comme slot) ; ces fonctions contiendront toute l'information relative a ce comportement croissant.

Cette partie se décompose en trois paragraphes :

(1) le premier consiste en I'identification d’un probléme modele, et en I’énoncé du résultat d’exis-

tence unicité,

(2) le deuxiéme cousiste en la preuve du résultat via les espaces de Sobolev & poids et Uintroduction

de fonctions de troncature,

(3) le troisitme montre comment nous appliquons cette théorie pour la définition des termes des

développements asymptotiques.

11.3.1 Identification d’un probléme modele

Etant donné f une fonction L%OC(Q}*V) et deux fonctions Uy et Ug telles que :

Uy € H},([1;+00],x[0; 7).

AUy = —f dans [1;+00[p><[0§77]07
(9UH _ 07 en X = 0’
on

Us € Hj,.([0; +oolx x[0; 1]y),

AUs = —f dans [0; +-00[x x[0; 1]y,
%:0, enY =0et 1.
on
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11.3. Les problémes de Laplace en domaine non borné

Nous nous intéressons au probleme :

Chercher U € Hlloc(ﬁj‘v) tel que :

AU = —f, dans (AZ?V,

ou ~

I =0, sur 0Qy, (11.190)
Jlim_ {u - uH} =0, (c.t. (11.71))

U — Ug est borné lorsque X — +o0.

Remarque 11.23 Ce probleme est un probléme de Laplace inhomogéne avec des conditions aux
limites de Neumann et des conditions de croissance a linfini. Les fonctions Uy et Us fizent les
croissances a linfini de U. En effet, U et Uy ne difféerent a linfini que d’une fonction de limite
nulle. D’autre part, U et Us different d’une fonction bornée.

Le probleme (11.190) est bien posé. En effet, nous avons le

Théoréme 11.24 Sous la condition :

™ U L ous /
—(1,0) df + —(0,Y)dY + f=0. 11.191
/0 dp (L.6) 0 3X( ) [0,1],%x[0,7]e ( )

le probléme (11.190) admet une unique solution. De plus,

(i) U —Up se représente dans H ([1;+00[,x[0;7]g) et W}, sous la forme :

+oo
2
U = U = 3 LU ~Un) (Ypop + = Jymv Logp) p™" cos (pf). (11.192)

p=1

(ii) U —Us se représente dans H} . ([0;+00[x x[0;1]y) et Wi sous la forme :

—+oo
U - Us = Z[Z/I—Z/ls]g exp (—pnX) cos (prY). (11.193)
p=0

Remarque 11.25 Les deux points suivants sont a la base des preuves qui vont suivre; c’est pour-
quoi nous les présentons ici. Supposons qu’il existe U solution du probleme (11.190). AlorsU —Uy
vérifie les équations suivantes :

U — Uy € Hpp,([1; +00[,x[0; 7o),
AlU — Uy] = 0, dans [1; +00[, X [0; 7]g,
B (11.194)
o —tn] _ en X =0,
on
Jim {U(p,6) ~Un(p.0)} = 0.

D’ot, d’aprés le lemme 11.11, U — Uy est un élément de W et a fortiori de W}, et :

/ﬂ (U — Un(p,0)) dd = 0. (11.195)
0
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De méme U — Ug vérifie les équations :
U —Us € Hi, ([0;+0o[x x[0; 1]y),

AU —Us] = 0, dans [0; +o00[x X [0; 1]y,

ot — 145 (11.196)

on

U — Us est borné au voisinage de l'infini dans la fente.

= 0, enY =0 et l.

C’est pourquoi, d’apreés le lemme 11.19, U —Us est un élément de W2 et a fortiori de W{.

Remarquons de plus que les points (i) et (ii) du théoréme 11.24 sont alors des conséquences de
Uappartenance a W3 et W2. Il ne nous reste plus qu’a montrer l’existence et l'unicité de la solution.

11.3.2 Caractere bien posé

Preuve du résultat d’existence unicité

Soit L un réel strictement supérieur & 1 et L’ un réel strictement positif. Nous supposons dans la
suite que les données f, Uy et Us vérifient (11.191).

Analyse : Supposons que U est solution du probleme (11.190). Introduisons une fonction de tron-
cature x de classe C*° (%), radiale dans le demi espace et ne dépendant que de X dans la fente.
telle que :

x(p,0) = 1, dans [L; +o00[,x[0; 7],
YX,Y) = 1, dans [L'; +oo[x x[0; 1]y, (11.197)
x(p,0) = 0, dans [0;1], x [0;7]e.

Introduisons la fonction V :

YV =U—xUy pour p > 1,
V =U —xUs pour X' > 0, (11.198)
V=U sinon.

V satisfait les propriétés suivantes :

(a) AV est un élément de L%OC(Q}‘V) a support compact :
AV = —f - A(Un)
= (x=Df + 2(Vx) (VUn) + (AX) Un pour p > 1,
AV = —f — A(xUs) (11.199)

= (x—D1f + 2(Vx) (VUs) + (Ax) Us pour X >0,

AY = —f sinon.
En particulier,
AV = 0, pour p > L,
(11.200)
AV = 0, pour X > L/
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11.3. Les problémes de Laplace en domaine non borné

(b) V vérifie les conditions aux limites de Neumann homogene (ceci provient de la dépendance
radiale de x dans le demi espace et de X dans la fente) :

2%

5. = Osu a0y, (11.201)
(¢) V admet le cadre fonctionnel (c.f. remarque 11.25) :
VeWhrNWE,
n (11.202)
/ V(p,0) do = 0, Vp > L.

Synthése : Nous avons besoin du

Lemme 11.26 Soit g un élément de L2(§7V) a support compact (g(p,0) =0, pour tout p > L et
9(X,Y) =0 pour tout X > L').

Sous la condition :

/A g = 0. (11.203)
N
Il existe un unique V € HL (%) N W N WS tel que :
AV = —g, dans Q}‘V
ov a
— =0 o0
n ’ sur N» (11204)
/ V(p,0) dd = 0, Vp € [L; 400l
0

Cherchons alors V € Hlloc(ﬁ* )N W N WL qui vérifie les équations (11.204) avec g € LlOC(Q}*\,) a
support compact donné par :

g = f+ AOUn), dans [1; +oo[, x[0; 7]g,
g = f+ AQUs), dans [0; +oo[x x[0; 1]y, (11.205)
g = f sinon.

Pour montrer lexistence et 'unicité de V, il nous suffit de vérifier la condition de compatibilité
(11.203) qui s’exprime :

/ [+ AlxUn) + / [+ / f+A(xUs)=0.  (11.206)
[1,L],%[0,7]g [0,1],x[0,7]s [0,L]x x[0,1]y

Il nous suffit alors d’appliquer la formule de Green-Riemann :

/ Allx - 1)n]
[1,L],x[0,7]g

/ [+ A Un)
[1,L],%[0,7]g

-1
= / o) tir) e Jn) _ 8gH(1 6) do.,
O[1,L],x[0,7]e n 0 P
(11.207)
/ [+ Al Us) Al(x — 1Us]
[0,L]x x[0,1]y [0,L]x x[0,1]y
-1 1
/ A D ts) 5 JUs) _ _ag{H (0,) a,
9[0,L"] x x[0,1]y n 0 14
(11.208)
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Ainsi (11.203) provient de (11.191). Il ne nous reste plus qu’a remarquer que si V est solution de
(11.202) alors U défini par :

U=Y +xUy dans@ﬁ
U=y +xUs dans (AZ% (11.209)
u=yv sinon.

est solution du probleme (11.190).

Ce qui termine la démonstration du théoréeme 11.24 a la preuve du lemme 11.26 pres. La fin de ce
paragraphe consiste en la

Preuve du lemme 11.26
Caracteére bien posé via la théorie variationnelle
Introduisons ’espace :

W = HL (%) NnWhL Wi (11.210)

Cet espace est hilbertien si nous le munissons du produit scalaire :

U; Viw = /M/ﬂ[vuﬁju uv }pdpde
P v Jo p? (Log (1 + p))?
1 T
+ // [VUTY + UV pdpas (11.211)
0 0
—+00 1 Yl
— Uy
+ /0 /O [vu vV + m} dX dy.

Nous allons donner une preuve du lemme 11.26 via la théorie variationnelle. Introduisons le pro-
bleme :
Chercher U € W tel que pour tout V € W :

(11.212)
all,V) = L(V),
ol nous avons noté pour tout U et V dans W :
aU,V) = [ VUTV + I(U)(V),
Qy
Ly) = [ gV, (9 € L*(Q)n & support compact), (11.213)
Qy
—+oo T V
oY% = [/ /—pdpd&].
V) r Jo [pLog(1+p)]?
Les deux lemmes suivants permettent de conclure. (|
Lemme 11.27 Si la donnée g € Lg(ﬁj‘v) (avec la propriété de support) vérifie :
/ g =0, (11.214)
%

alors le probléme (11.204) est équivalent au probléme (11.212).

Lemme 11.28 Le probléme (11.212) admet une unique solution.
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Preuve du lemme 11.27

La formule de Green joue un role central dans cette démonstration. Donnons en ici une version
sur W

Pour tout (U, V) € W x W tel que AU € Lg(ﬁj‘v) et Z_Z/l =0 dans H’l/z(aﬁ}*\,)
n

vuvy + AUV = 0. (11.215)

axy Oy

Elle provient clairement de : pour tout U € H(div, Q%) tel que U.n = 0 sur 85\2}‘\, et Ve HY Q) :

/ divi V + Uvy = 0. (11.216)
o oy
< D’apres la formule de Green, toute solution du probleme 11.26 satisfait d’une part :
| VUVY = /A gV (11.217)
Qx Qy
et d’autre part :
Uy =0 = U L(V) = 0. (11.218)

Il ne nous reste plus qu’a sommer pour montrer que U est solution du probleme (11.212).

= Soit donc U une solution du probleme (11.212). Choisissons d’abord ¥V = 1 comme fonction
test, il vient :

VUYL + 1U)I(V) = / gl (11.219)
oy oy
D’apres (11.214), il vient :
) = 0. (11.220)
D’ou nous tirons :
VUVY = / gV. (11.221)
o o
La fin est alors triviale : i est une solution du probleme (11.204). O

Preuve du lemme 11.28

Il est clair qu’il nous suffit de vérifier la coercivité de la forme hermitienne a. C’est a dire une
inégalité de type Poincaré :

|-t + +
-4 . o At
P LOg (1 + p) L2(p>1) L2([0:1],x [05m]0) 1+ X L2(X >0)
< CWVUlay, + C| [ o —mspdpdd]
|| ||L2(QN) Q(;\?:t [p LOg 1 + p]gp p
(11.222)
Nous nous appuyons sur deux inégalités classiques :
Pour tout U € W} telqueV = Oenp=1:
V(p,9)
_ < 2 ||V oo o (Le Roux). (11.223)
HpLog (1+p) L2([0;+00[, x [057]6) EA (Bt oolox[0ixle))
Pour tout V € Wi telqueV=0en X =L':
V(X,Y)
— < IVV L2(10:t00 . (Hardy). (11.224)
H L4+ X L2 (104 ool x [0:1]y) LAOeclex(0:1v))
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Nous raisonnons par 'absurde. Si I'inégalité (11.222) est fausse, il existe une suite U, de W telle
que :

n —Z/{n
S + Ul i a1y + H =1,
HPLOg(HP) L2(p>1) FAO i) L Xz xz0 11.225
o u (1.225)
L 7 S pdpdd| — 0.
A poa it o’ %) = O

U, étant borné dans W, nous pouvons en extraire une sous suite qui converge faiblement. Nous
déterminons sa limite faible U/ a ’aide des deux arguments suivants :

VU 25,y — O — VU =0 dans D'(Q%)
— U = cte,
oo Uy, oo u
————pdp;d) - 0 — / / ——————pdpdf =
/L /0 [p Log (1 + p)]? L Jo [pLog(1+p)]?
— u = 0.
(11.226)
Introduisons la notation :
At = ([0: L], x 05l ) U (10 L1 x [031]y ) (11.227)
En se limitant aux formes linéaires continues sur W de la forme :
lyU) = VUVY + UV. (11.228)

Qint
Nous tirons la convergence faible de U,, vers 0 dans H 1(@3\,’”) et d’apres le théoreme de Rellich la
convergence forte vers 0 dans ce méme espace :

Nous utilisons alors la fonction y introduite en (11.197). x U, est clairement un élément de W
s’annulant en p = L et X = L’; ainsi des inégalités de Le Roux et Hardy, il vient :

X Un X Un
—_— + ||x Un . N
' p Log (1 + p) L2(p>1) H HLQ([OJ]pX[O, ) 1+X L2(X>0)

<C ||V(Xu )”L2 (p=1) T+ 0+C ||V(X un)||L2(X>0) < C ||V(X un)”m(ﬁ}fv)

(11.230)
< Cllx V(Un)”m(ﬁy\]) +C [V(x) unHL?(ﬁ}‘\,)

< C ||V un”y@yv) +C ||unHL2(§§yt) — 0.
11 fallait noter que Vx est a support dans ﬁﬁ\’}t

De plus comme (1 — x) est a support dans ﬁﬁ\’}t :

10 = e o+ | ST

HPLOg 1+P L2(p>1) L2(X>0)

< C |tnll gy — -

(11.231)
Ainsi par inégalité triangulaire il suit de (11.231) et (11.230)
U, Uy
—_ + [[Unll L2 fo; oyt H— — 0. (11.232)
H pLog (1+p) || 1250 OO T+ X | 0
Ce qui contredit (11.225). O

208



11.3. Les problémes de Laplace en domaine non borné

11.3.3 Application a la définition des termes des développements asymp-
totiques

Nous avons au paragraphe 9.3.3, une preuve de ’existence-unicité des termes des développements
asymptotiques. Elle nécessitait des résultats préliminaires sur le champ proche d’existence unicité.
C’est ici que nous montrons ces résultats. Ces résultats sont en fait des applications directes du

théoreme 11.24. Tout réside en fait dans le choix de Uy, Us et f.
Le résultat d’unicité pour le champ proche : preuve du Lemme 9.14

Pour démontrer ce résultat il suffit de prendre :

Ug = 0, dans [1; 400], x [0; 7]y,
Us = 0, dans [0; +oo[x x[0; 1]y, (11.233)
f = 0, dans Q}‘V

11 est clair que ce choix assure (11.188), (11.189) et (11.191). Nous vérifions alors que U = 0 est
bien solution, la conclusion provient de 'unicité.

Existence et unicité de W, (c.f. (9.78))

Nous prenons :
Un(p,0)

Us

f

JIp.p PP cospd,

0,

0,

dans [1;+o0[,%[0; 7],
dans [0; +o0[x x[0; 1]y, (11.234)

A*
dans Q7.

Des calculs tres simples (laissés au lecteurs) montrent bien que ce choix vérifie (11.188), (11.189)
et (11.191). Ce qui montre 'existence unicité de W,.

Nous rappelons au lecteur qu’en coordonnées polaires le laplacien est donné par :

1 0%u

1ro Ou
A = —|=—p= — = 11.235
POt p[appap} 02 002 ( )
Existence et unicité de W, (c.f. (9.82))
Nous prenons :
2
Ua(p,8) = Yoo + - Jo,o Log p, dans [1; +oo[, x[0; 7]y,
Us(X,Y) = —2X, dans [0; 4+-o00[x x[0; 1]y, (11.236)
f = 0, dans Q3.

Le calcul direct nous
Jo,0 = 1, nous avons :

montre que ce choix vérifie bien (11.188), et (11.189). De plus, comme

T U

—(1,0) do = 2,
o, 1Y)
T OUs

—(0,Y)dY = -2
0 aX(O7 )d Y

/01/0 f(p,6) pdpdf = 0.

Nous venons de vérifier (11.191). Ce qui nous permet de conclure & l'existence-unicité.

(11.237)
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Existence unicité de U* (c.f. (9.85))

Soir (i, k) un élément fixe de N.

Hypothese de récurrence et travaux préparatoires : Il ne faut ici pas oublier que la définition de Hf
se situe a l'intérieur d’une récurrence. Nous rappelons que pour tout (j, k) dans

{(j,k’)eN/jgiet k’:kouk—l}\{(z’,k)}. (11.238)

les fonctions Z/{J’»C vérifient (c.f. (9.55) et la convention de nullité (9.53)) :

AUF = —au¥,, dans Q3
' _ 0 o9;
5 = O sur 9%,
ik K 5
lim {Uf (n0) = > [fg(uffz)(Yp,pr + =Jp,—p+1 Log p) p Pt COSpe}
r =0 p=0 &
=k =K
- {ézla(uﬁl) Jppt1 PP COSPQH =0,
=0 p=0
, ik xt ,
Z/{j’-~C (X,Y) - T Dl(Z/{j’?C ) est bornée quand X — +o0.
=1

(11.239)
Ainsi d’apres la remarque 11.8, nous tirons que L[J’?/ est & croissance lente, ce qui implique (c.f.

(11.86)) que les ES(UJ’?/ ;) sont presque tous nuls. Puis du lemme 11.10, nous tirons :

é;(uj’“/,) =0, pour tout p > j — k' (11.240)

Enfin, d’apres les lemmes 11.7 et 11.9, il vient que pour tout [ € IN et m > [ :

—+oo

Z W(Uf ) (Ypﬁpﬂ + % Jp,—p+1 Log p)} pPT cospé, (11.241)
p=0

a bien un sens dans H} ([1; +00[,x[0;7]g]) (cette série converge dans H'([1; L], x [0;7]¢) pour
tout L > 1) et

+oo , 2
lim { Z [eg(uj’?) (Yp7,p+l + - Ip,—p+i Logp)] p Pt cosp@} =0, (11.242)

p——+o0o
p=m-+1

De méme, d’apres les lemmes 11.15, 11.16 et 11.17, nous tirons que :

E((j—K")/2) 400 1 m! (_2pﬂ.)l

= p2r2 1l (—2pm)™

' xm cospé)} (11.243)
=0

a bien un sens dans H} ([0; +00[x x[0; 1]y) (cette série converge dans H*([0; L'] x x [0;1]y) pour
tout L' > 0) et que :

E((5—K")/2) 400 1 m (—2p7r)l
lim —
X —+oo ; = p?r2 1! (—2pm)™

UK P X™ exp—prX cosprY |t = 0. 11.244
7

Par conséquent (11.243) est borné lorsque X — +oo0.

Nous tirons de cette étude le
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Lemme 11.29 Sous l’hypothese que les Z/[J’?, sont définis pour (j, k') dans (11.238) :

(i) La série :

i—k +oo
Z VO ( —pl T+ — Jp,_p+l Log p) p P cosp@}
o 10—k +o00 (11.245)
+ Z Z [éé(uik—l) Ip,p+i Pp+l COSPH}}
=1 p=0

a bien un sens dans H\ ([1;+00[,x[0;7]g) (elle converge dans H*([1; L], x [0;7]g) pour tout
L>1). De plus :

lim {g f [eo(uk )( p—ptl + JpﬁpH Logp) p P cospﬂ}} = 0, (11.246)

p——+o00
I=1 p=i—k+1
(ii) La série :

E((i=k)/2) E((i—2-k)/2) 400

PO

1 m! (=2pm)!
2.2 [ (— m
= lp*m I (—2pm)

UE P X™ exp —prX COSp7TY:| (11.247)

a bien un sens dans H} ([0;+00[xx[0;1]y), en effet elle converge pour tout L' > 0 dans
H} ([0; L'[x x[0;1]y). De plus cette série est bornée lorsque X tend vers linfini.

Analyse : Supposons tout d’abord qu'il existe une solution Z* de (9.85), alors £3(U¥) est donné
par (9.128). Ainsi, d’apres le lemme 11.29, il nous suffit de montrer que le probleme suivant admet
une unique solution :

~

Chercher U* € H} (%) tel que :
AUF = —aUk ,, dans Q%
ou} -
872 = 0, sur 004, (11.248)
. T~k . _
PEIJPOO {MZ (p’ 9) UH}
gik(X, Y)—-Us(X,Y) est bornée quand X — +o0.

ou nous posons pour ce paragraphe :

Up la fonction de H} ([0; +00[,%[0;7]s) donnée par :

k‘

= Tl Tl
Un(p.0) = — {2 (6@ (5 You + Jor) + 5 bW o]
=1
1 T )
+ 2/ / Uy 5(p,0) p dp d9} (Y070 + = Joo Logp)
o Jo 0

+ ZZ VO ) ( —p+l + = Jp,—p+z Log p) p Pt COSPQ}

=1 p=0
i—k +oo

+ ZZ {é;(blf_l) Tppi1 PP cosp@]

=1 p=0
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Us la fonction H} ([0; +o00[x x[0; w]y) donnée par : (avec I = E(i — k/2))

wxn = 24 () S
I

I +oo | 9
+ Z ZZ [p217TzTZ (( 2;7:-)) 28 o] X™ exp —prX CObp7TY1|

(11.250)

f est la fonction L2 (Q%).
f=4ur,. (11.251)

Vérification de (11.188) et (11.189) :

La série convergeant dans H'([1; L], x [0; 7]g), pour tout L > 1, nous pouvons calculer le laplacien
dans D’'(]1; L[, x]0; 7[p) par interversion de la somme et de l'intégrale :

1—k +oo

AU (p,0) = + ZZ {EO Uk ) ( —p—2+1 + %Jp,_p_gH Log p) p P2l cosp@}
=1 p=0
1—k +oo
+ Z Z V;l;(uik—z) Tpp—241 p7H! COSPQ}-
=1 p=0
(11.252)
Puis par changement de variable et en remarquant que Jpp—1 = Jp—p—1 = Yp _p—1 = 0 (c.f.
annexe A), il vient :

i1—k +oo
AUp(p,0) = — 4 ZZ {éo le ( p—ptl + — Jp,_p_2+l Logp) p P cosph
=0 p=0
i1—k +oo
- 4 ZZ {él Ip.pti P¥ cosp@}.
=0 p=0
(11.253)
D’oti, d’apres le lemme 11.9
AUy = —4UF, = —f. (11.254)
De plus,
i1—k +oo
) {éo ( po—ptl T+ Jpﬁp72+l Log p) p Pt COSpe}
1=0 p=0
ke (11.255)
+ Z Z {él Ipp+i P COSPQ}
=0 p=0
converge vers UF , dans H'([1;L], x [0;7]g) pour tout L > 1. Ainsi D'écriture en série de Upy
converge vers Uy par rapport aux normes définies pour tout L > 1 :
U1 e (100, % (0im10) + AU L2((152, 1 0m1,) (11.256)

Nous pouvons ainsi intervertir 'opérateur “dérivée normale” et la série (dans (Hé({z (X=0etl<
Y| < L))*), ce qui nous fournit :

oUn

5 = 0. en X = 0. (11.257)

Nous venons de démontrer que Uy vérifie (11.188). Des arguments similaires menent de méme a
(11.189).
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Obtention de (11.191) : Remarquons tout d’abord que :

?T‘

/OFZ/{H(pﬁ) o = — {l [40(u’f )(“Ym + Jm) v I él(uk ) JOl}

+2/ / 6) p dp da} (YO,O + %JO,O Logp)

- g »(m rtoss)

+ WZ [zg(uf_l) Joi pl].
1=1

Puis en dérivant par rapport a p puis en prenant la trace en p =1 il vient :

Il
=

(11.258)

WauH d ™ 1 T L
e = d—p[ 0 uH(p,e)da] (p=1) = 4 | | uts(p0) pdpds.  (11.259)

Il est licite de prendre la trace car la série qui définit Uy converge par rapport aux normes (11.256) ;
de plus tous les termes de la série sont a dérivée normale nulle sur le bord X = 0. Ceci permet de

définir la trace de Neumann de la série sur le bord p = 1 au sens H /2,
De méme, pour Us nous avons :
1 i—k -1 7Tk
X! ot diUE,
Us(X,Y)d 2 =L 11.260
| ust Y =39 (2) o (11.260)
D’ou : . .
dUs d
SRy = d—X{ i Z/{S(X,Y)dY} (X=0) =0 (11.261)
Enfin nous tirons :
T oU L ous
1,0) df 0,Y)dy dp df = 11.262
(s [ X orar [ [ o0 0 (11.262)

Nous venons ainsi de montrer que U¥ est défini de maniere unique.
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Chapitre 12

Estimations d’erreur

Sommaire
12.1 Estimations d’erreur : principes et énoncés . . . . . . ... ... ... 217
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12.3.2 Le résultat de stabilité : preuve du lemme 12.14 . . . . . . . . .. .. .. 230
12.3.3 Le résultat de consistance : preuve du lemme 12.15 . . . . . . .. .. .. 233

en fonction de €.

Résumé : Ce chapitre est le chapitre principal de la seconde partie du point de vue de
I’analyse mathématique. Nous commengons par énoncer les principaux résultats de I’étude,
a savoir les estimations d’erreur (optimales) obtenues en tronquant les développements
asymptotiques du chapitre 9 (théoreme 12.1, 12.2 et 12.3). A la section 12.1, nous montrons
que ces résultats sont en fait des corollaires d’une estimation d’erreur globale, qui sera
démontrée a la section 12.3. La preuve de I'estimation d’erreur globale adopte une structure
classique consistant a combiner des résultats de consistance (lemme 12.15) & des résultats
de stabilité (lemme 12.14), voir section 12.3. Le résultat de stabilité est une modification
légere de celui obtenu au chapitre 5 pour les § modeles tandis que le résultat de consistance
repose sur une estimation des erreurs de raccord, objet de la section 12.2, dans les zones
intermédiaires champ proche-champ lointain de longueur 7y (g), champ proche-champ de
fente (de longueur ng(e)). Nous pourrons ici se référer aux lemmes 12.9 et 12.11. Une des
particulartiés de ’étude consiste & jouer avec les longueurs ng(e) et ng(e), qui définissent
la géométrie des zones de raccord et que nous cherchons alors a choisir de maniere optimale
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CHAPITRE 12. Estimations d’erreur

Introduction

Au chapitre 8, nous avons postulé les développements en champ lointain, proche et de fente.
Puis, au chapitre 10, nous avons obtenu les équations qui régissent les termes des développements
asymptotiques. A posteriori, ceci nous a permis aux chapitres 9 et 11 de définir de maniere rigou-
reuse et indépendamment du travail formel (postulats et calculs) les u¥, U¥ et UF. Du point de
vue rigoureux, nous ne pouvons pas pour le moment affirmer que les développements en champ
lointain, proche et de fente constituent de bonnes approximations de la solution. C’est a cette
question que nous répondons dans ce paragraphe.

Présentons des a présent les résultats obtenus :
Rappelons que nous appelons approximation de champ lointain d’ordre n dans Q la fonction :

we\? weNk
(5) (Loe)

%

:ﬁm
I
M=

=0k=0 " (12.1)
we\ ¢ weNk ; .
=+ XY (F) (Leg) of  @izo vio)
i=1 k=0

Pour R et R’ deux réels positifs tels que 0 < R’ < R, introduisons le domaine g r/ donné par :
Qrp = {(r, ) eQ /R <r < R} (c.f. figure 12.1). (12.2)

Théoréme 12.1 Pour tout R et R’ réels tels que 0 < R’ < R, il existe un réel C(f, R, R',n,w)
tel que pour tout e >0

we\ ntl we |1
| us — quHHl(QR,R’) < C (7) ‘L0g7 (12.3)

De méme, nous appelons approximation de champ proche d’ordre n de
Us(X) = u(eX), pour X € Q% (12.4)

dans le domaine normalisé Q}‘V la fonction
. n ) w_a)l (L w_a)’f k 9
u; 22(2 08 u;. (12.5)
i=0 k=0
Pour tout L > 1 et L' > 0, introduisons le domaine (AZ]LV’LI défini par :
QJLV’L/ = ([0; L], x [0;7]e) U ([0; L] x x [0;1]y) (c.f. figure 12.2). (12.6)
Le théoréme suivant affirme que UZ approche a l'ordre n + 1 en we/2 de U° :

Théoréme 12.2 Pour tout L > 1 et L' > 0, il existe un réel C(f, L, L',n,w) tel que :

Enfin, nous appelons approximation de champ de fente d’ordre n de
Us(x,Y) = u®(z,eY), Vo € RT et Y €[0;1] (12.8)
Pour tous réels L et L’ tels que 0 < L’ < L notons :
QLY = [, L. x [0:1]y (c.f. figure 12.3). (12.9)

Le théoréme suivant affirme que UZ approche a l'ordre n 4 1 en we/2 de U€ :
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Théoréme 12.3 Pour tout 0 < L < L', il existe un réel C(f,L,L',w,n) tel que :

wWe n+1 WE n+1
U= = Uil ey < € (5) (L) (12.10)
L L
L L
QR,R’
f
L N | AL, L’
— Q@’L | U
@, R |
R

Fi1c. 12.1 — Domaine d’esti- Fic. 12.2 — Domaine d’esti- Fi1G. 12.3 — Domaine d’esti-
mation du champ lointain mation du champ proche mation du champ de fente

Nous verrons que les preuves de ces théoremes mettent en avant les notions de zones de raccord
(nm et ng) et d’erreurs de raccord entre les différents développements (lointain proche et de fente),
qui sont & la base méme de la partie formelle (chapitre 10). Ainsi, on pourra voir en ce chapitre
une justification a posteriori de la partie formelle. Inversement la partie formelle a été d’un grand
secours pour la construction des preuves qui suivent.

Calcul formel Définition des termes des Estimations d’erreur
Chapitre 10 développements asympt. Chapitre 12
Chapitre 9 et 11

I justification a posteriori

F1G. 12.4 — Schéma du raisonnement inductif

12.1 Estimations d’erreur : principes et énoncés

12.1.1 Estimation d’erreur globale : définition et estimation

Soit ng et g deux fonctions de RT — IR telle que :

nu (g) est croissante, ns(g) est croissante,

e/nu(e) est croissante, e/ns(e) est croissante,

e < nule) < R, (12.11) e < ns(e), (12.12)
limny(e) = 0, limngs(e) = 0,
e—0 e—0
=0 1w (e) ==01s(e)

Remarquons que de tels fonctions 7y et g nous sont fournis par les puissance de €

e’ avec s €]0;1]. (12.13)
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Considérons la fonction de troncature x de IR — [0, 1] telle que :

x € C*(R")
x(z) =0, siz<1 (12.14)
x(z) = 1, siz>2

Dans chacune des zones, les fonctions us,, US et U, fournissent une approximation locale de la
solution exacte dans chacune des zones. Une maniere naturelle pour obtenir une approximation
globale de la solution est de choisir une fonction qui soit égale :

(i) au champ lointain u$, dans §2 privé d’un voisinage petit de 1'origine

(ii) au champ proche U< dans un voisinage petit de 'embouchure de la fente
(iii) au champ de fente U7 dans la fente pour x suffisamment grand

(iv) & une combinaison linéaire de ces trois champs dans les zones de raccord.
Introduisons donc la

Définition 12.4 On appelle approrimation globale d’ordre n la fonction ug, de Q° — C dont :

(i) la restriction & Q est donnée par :

o = Do @] Y [(5) (te0 ) e o)

o) S () (1) e,

i=0 k=0

N

<.
(=)
x>

<.

(i) la restriction a [0; +00[yx[0; €], est donnée par :

3

[

ey = [-xmsE)] LY [(L) (tw) ez

ZZO ’“70 , (12.16)
+ x(z/ns(e)) Z

Remarque 12.5 Dans €2, notons que

B

S

im0 = Y [(5) (100 l) whtr/z0)] = wir/z0),  powrr <mu(e),
i=0 k=0 '

us (r,0) = ‘” 1 [(%)Z(Log%g)kuf(rﬁ)} = ui(r,0), pour r = 2ng(e).
e (12.17)

De plus, pour ng(e) < r < 2nu(e), @S est une moyenne pondérée de ces deux fonctions.

U (r,0) = [1=x(r/nu(e)] Us(r/e,0) + x(r/nm(e)) ug(r,0) (12.18)

Dans [0; +00[, x[0; €]y, remarquons que :

wwn) = 35 [(L) (bwE) trtasenle)] = Uslo/ense), pour & < 1s(2),
i=0 k=0 ‘
s (x,y) = 2": Z K%a)l (Log%g)ka(m)} = Ug(z), pour x = 2ng(e).
e (12.19)
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De plus, pour ng(e) < z < 2ng(e), U, est une moyenne pondérée de ces deuz fonctions :

U () = [1—x(@/ns(e))] Up(x/e,y/e) + x(x/ns(e)) Up(2). (12.20)

Il est intéressant de se poser la question de la qualité de 'approximation globale. C’est a dire
Pordre en ¢ de la différence entre 'approximation globale et la solution exacte. Introduisons les
domaines d’étude :

N.B. Dans la suite,
(i) ¢ désigne un réel strictement positif,

(ii) R désigne un scalaire positif suffisamment grand pour que la demie boule

[0; R}, x [0;7]g (12.21)
contienne & la fois la source et I’obstacle.
Introduisons le domaine Q5 borné :
Q= QR U ([0;0], x [05¢],). (12.22)

Nous décomposons la frontiere de Qf"s en trois parties :

'r = {xe€Q/r=R},
e = 90Q%%noq., (12.23)
Y5 = {x€Q./x=4}

2576

RS
PE

r\&2

FIG. 12.5 — Le domaine Q%

Nous avons alors le

Théoréme 12.6 Pour tout N € IN, il existe une réel C(N,n, f,w) et eg > 0 tel que pour e < &g :

n

() ()

el )]

On trouvera la preuve de ce théoréeme a la section 12.3, dont I’étude nécessite la lecture de la
section 12.2.

||u5—ﬂ < C’}LOg%e

waHl(Q?‘F)

+C ‘LOg%s

(12.24)

Remarque 12.7 Ce théoréme n’est pas optimal, en effet il est possible de raffiner la preuve pour
obtenir des estimations plus précises. Pour se faire, il faut utiliser des propriétés fines de la
solution ce qui alourdit considérablement la démonstration. C’est pourquoi nous choisissons de
nous restreindre a cette estimation qui est suffisante pour obtenir les théorémes 12.1, 12.2 et 12.3.
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Remarque 12.8 [i est naturel de se poser la question du choiz de ng et ng. C’est a dire la
question de la localisation des zones de raccord. Si nous nous limitons au puissance de €

“”7}21(8) — (%) H7 pour 0 < sp <1,
(12.25)
“m;(g) - (%E) ° pour 0 < sg < 1.

En optimisant le choiz de ng pour que la premiére ligne de (12.24) bénéficie de la meilleure
estimation en £ puis en prenant ns et N (il n’y a pas unicité dans le choiz de ns et N) pour que
les ordres des deux lignes de (12.24) soient les mémes, il vient :

Pour le choix

wnr(e)  _ (w_6)1/2
2 o\2 ’
wns(e) (w_a)l/Q (12.26)
2 - \2 ’
N = n+1,
il existe un réel C(n, f,w) tel que :
~ we |71+3/2 rwe (nt1)/2
0 =y omsy < € |Eog S| (5) . (12.27)

Cette remarque a principalement deux intéréts :

(a) le premier théorique, elle nous permet tout d’abord de prouver les trois estimations locales des
théoremes 12.1, 12.2 et 12.3.

(b) le deuxiéme numérique, malgré le défaut d’optimalité, elle nous permet de placer d’une maniére
satisfaisante les zones de raccord entre l'approzimation de champ lointain et l'approzimation de
champ proche.

12.1.2 Estimations d’erreurs locales

Nous démontrons ici les théoremes 12.1, 12.2 et 12.3. Comme nous 'avons annoncé ces théoremes
vont étre vus comme des corollaires du théoréme 12.6, et plus précisément de (12.27). Il est toutefois
possible d’écrire des preuves directes ne faisant pas intervenir ’erreur globale. Ces preuves sont
beaucoup plus techniques et moins intuitives (au sens ou elles n’entretiennent pas de rapport avec
la partie formelle), elles ne seront donc pas présentées.

Preuve du théoréme 12.1
NH, Ns et N étant fixés par (12.26), nous choisissons m > n suffisamment grand pour que :

"(%)"H. (12.28)

HUE _ﬂf’ﬂHHl(Qf"s) <C ‘Log%

Nous nous restreignons alors au domaine Q0 r qui est inclus dans Q5 :

- we " fwe\ntl

v = @llinga, < CLos5| () - (12.29)

Or comme pour R <r < R
u, = u,, (12.30)

NOUS avons :
mol ey we\*
13— il = N =il o r < 30 30 () (Log2) el oy -
i=n+1 k=0

(12.31)
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D’oli comme chaque u¥ ne dépend pas de ¢ :

n(“’—s)nﬂ. (12.32)

m i—1 .
~ we\ ¢ we\k we
||“fn—ui||H1(QR,R/) <C Z Z(?) (LogT) < C ‘Log7 5

1=n+1 k=0

Nous tirons la conclusion par inégalité triangulaire de (12.29) et (12.32).
Preuve du théoreme 12.2

N, Ns et N étant fixés par (12.26), nous choisissons m > n suffisamment grand pour que :

_ WE n+1 WEe n+1
0 = ol yr sy < C e |Log | () (12.33)
Nous nous restreignons alors au domaine
([0; L], x [0;7]g) U ([0; Le], x [05¢],) € QF° (12.34)
nous avons donc :
A < ‘L we (—) 12.
||u umHHl(([O;Ls]rx[O;ﬂ’]e)U([O;L’E]zx[o;a]y)) C & |Log 2 2 ( 35)
Or comme pour X € Q#L/
U(X) = uE(eX),
(12.36)
U (X) = ug,(eX)
par changement de variable, il vient :
1
€ € € ~
||Z/{ _Z/{mHHl(ﬁjIQ’L/) < g Hu o umHHl(([O;LE]TX[O;ﬂ']g)u([O;L/E]EX[O;E]y)) (1237)
et par conséquent :
Comme chaque Z/If ne dépend pas de ¢, il vient :
o wey we\k
e, _UZHHl QL < Z Z (_) (LOg_) ”uikHHl GL.L’
@) im0 2 2 @ (12.39)
< o(F) (eeg)
2 R

Nous concluons par inégalité triangulaire a aide (12.38) et (12.39).
Preuve du théoreme 12.3

Pour 0 < L' < L < § (quelconque), ng, ng et N étant fixés par (12.26), nous choisissons m > n
suffissamment grand pour que :

~ we |ntl rweyntl
0" = 5| s oy < € VE |Log | (%) (12.40)
Nous nous restreignons alors au domaine
[L); L], x [0;¢], C Q% (12.41)
nous avons donc :
WE n+1 WEe n+1
g _ € < _ -
v = @l i g xp0ey < C € ‘Log 5 (2 ) (12.42)
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/\L,Ll
Or comme pour (z,Y) € Qg

Us(z,Y) = u(z,eY),
(12.43)
Ut (z,Y) = u,(z,eY),
par changement de variables, il vient :
ve vz < 2 - (12.44)
mila@pry S (7 1T Umllan (rreiel x (o) '
et par conséquent :
wWe n+1 WE n+1
|0 = Uil @y < € lLog =] (%) (12.45)
Comme chaque UF ne dépend pas de ¢, il vient :
P weyd we\k
105 = Uilmgery, < 2 2(5) (Loa™5) 105 = Uil ger
i=n+1 k=0 (12.46)
we\ntl we\ntl
< we L —) .
¢ ( 2 ) ( &7

Nous concluons par inégalité triangulaire a aide (12.45) et (12.46).

12.2 Erreurs de raccord : définitions et estimations

Dans la preuve (section 12.3) du théoréme 12.6 apparaissent de maniere naturelle et centrale, deux
quantités qui mesurent ’écart dans la zone de raccord entre les développements en champ proche
et en champ lointain ou de fente. Nous appelons ces quantités erreurs de raccord et nous leur
dédions cette section.

12.2.1 L’erreur de raccord champ lointain-champ proche

Nous appelons £, erreur de raccord d’ordre n entre le champ lointain et le champ proche, la

fonction de domaine de définition [g; R], X [0;7]g — C donnée par :
SZ,(T7 9) = uﬁ (T/E7 0) - Ui(T, 9)
L W weNk o Lor UREIN weNk
23 (5) (Lee3) UG -23 () (toeg) o)
i=0 k=0 =0 k=0
(12.47)

Nous allons en effectuer 1’'étude de cette erreur de raccord pour ¢ tendant vers 0. L’objet de ce
paragraphe est de montrer le

Lemme 12.9 Pour tout n € IN, il existe un réel positif C(w,n, f) et £g > 0 tels que pour e < &g :

we | wny e \ntl wNH n+1
||gleLoo(nH<r<2nH) < C ’L097 LOQT} KU_H) + (T) },
) » L. (1248)
e we " wnNH e\" W\
IV ncreann < € Lo | [Leo=52[[(G) T+ (597) )

Remarque 12.10 Formellement, les développements en champ lointain et en champ proche sont
(de bons candidats pour étre) des développement asymptotiques de la solution exacte. C’est pourquoi
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ils doivent vérifier dans un domaine intermédiaire (ny(e) < r < 2ng(e)) proche de Uorigine vis-
a-vis de la longueur d’onde mais loin par rapport a la hauteur de la fente :

o) = T3 (5) (1) ko
e = L3 (5) () ud

=0 k=0

(12.49)

Une condition nécessaire pour que nous ayons un bon développement est que l'erreur de raccord
EE soit d’autant plus petite que n est grand (e, ng et €/np tendant vers 0). C’est ce qu’exprime
de maniére rigoureuse le lemme 12.9.

Quelques rappels

A la section 9.2, les champs proches et lointains (et de fente) ont été définis par I'intermédiaire
d’un probléme aux limites avec conditions de radiation généralisées. Le couplage s’effectuant par
I'intermédiaire des développements modaux :

N.B. : Nous désignons par R’ un réel strictement positif tel que R’ soit strictement inférieur & la
distance de l'origine a l'obstacle et a la distance de l'origine a la source,

Pour tout (i,k) € N, le terme du développement asymptotique en champ lointain uf est donné
dans H&loc(]O;R']r x [0;]g) par :

Zﬁo Y, (wr) cospf + Zﬁl Jp(wr) cos pé. (12.50)

p=0

Il faut comprendre cette relation au sens : la série suivante converge dans H*([0; R'], x [0;7]g)
Zﬁl Jp(wr) cosph. (12.51)

De plus,
0, ky _ .
L,(ui) =0, Vp>i—k (12.52)
Pour tout (i,k) € N, le terme du développement asymptotique en champ proche U¥ admet le
développement modal dans H}([1; +o00[,x [0;7]s)
i—k i—k
UNXY) = D LU Jppra 7 cospt

e (12.53)

2 _
+ ZZ@O ( ptl + —Logp J_p+”) pPT cosp.
=0 p=0

Cette égalité doit étre prise au sens : pour tout | € [0;4 — k] et L > 1, la série suivante converge
dans H'([1; L], x [0;7]g) :

Zéo ( p—ptl T = Logp J7p+ll) p Pt cos pé. (12.54)
De plus, nous avons :
ézl)(blik) =0, pour tout p > i — k. (12.55)
Les développements (12.50) et (12.53) sont couplés par 'intermédiaire des relations :
0k —  pO(7/k .
Lo(ui) = LU, Vp € [0;i — K],
(12.56)
aur) = Lyui,) + —/30( =), Vp € [0:i — K].
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Calcul explicite de ’erreur de raccord

Le premier point pour obtenir I'erreur de troncature est de ré-exprimer le développement modal
du champ proche (12.53) en utilisant (12.56). Nous tirons que pour tout n > i et tout k € Z (nous
tenons bien entendu compte de la convention de nullité (9.53)) :

400  H4oo

2
Uf(p,0) = > > ek (Yo + = = Jp. Logp) ¢ cosp
l=—n+ip=0
+oo  +oo
+ Z Z (/31 ) + — /30( )) Jp1 pt cosp (12.57)
l_—n+zp 0
i—k
Y Z e ( p—ptl t = Logp Ip, p+z) p~P* cos pé.
1=0 p=n—i+1+I

Cette écriture a bien un sens car les sommes des deux premieres lignes comportent un nombre fini
de termes et, pour tout L > 1, les séries de la troisieme ligne bénéficient d’'une convergence dans
H([1; L], x [0;7]p).

De méme, nous développons le champ lointain suivant r proche de O :

400 n—1

uf(r,0) = pZOl_ZOO [EO ( pl + — 2 Jp7z Log %r) (%r)l cospﬂ}
+ :Z;:Z; {E;(Uf) Ip,i (%)l cosp@}
i—k nei
+ 30 [ter) = 3 (0 + 2 dpetonT) () ]] cosnt
+ Sﬁé(uf) {JP(W’) —:Z;J i (%)l} cos pl
+ Z Ly (uf) Jy(wr) cospo.
p=n—i+1

(12.58)
Remarquons que les séries des quatre premieres lignes ne contiennent quun nombre fini de termes
alors que la derniere série contient un nombre infini de termes mais converge dans H'(Qg/).

Le calcul explicite de lerreur de troncature nous donne (calcul long non retranscrit amenant a la
simplification, aprés sommation sur ¢ et k des deux premieres lignes de (12.57) et (12.58)) :

i (r.9) ;;;;[( ) (e 5)
S5 B Vg (2) 7 cospt

1=0 p=n—i+1+I
: n—i

. gcg(uf) Vor) = 5 [V + 2 20108 ) (22)']] cosse

; =
- :Z;E;(uf) {Jp(wr) _Z:ZOOJ 1 (%)l} cos pf
+oo
- Z Ezl,(uf) Jp(wr) cospHH.
p=n—i+l

(12.59)
Cette expression ayant un sens dans H!([e, R], x [0;7]q)
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Estimation de ’erreur de raccord

Nous allons estimer tour & tour chacune des lignes de (12.59) :

(i) Rappelons que d’apreés le lemme 11.9, pour tout L > 1, la série suivante converge dans
HY([1; L], x [0;7]g) :
—+oo
Z [0(1/{ D Yo _pit p P cosph (12.60)
p=n—i+1+1
Puis en considérant la série de fonctions de p

+oo
PN sup (U Yot o7 cospl], (12.61)
p=n—i+1+1 0€[0;7]

une technique similaire a celle développée dans la démonstration du lemme 11.7, basée sur le calcul
direct nous permet de démontrer qu’il existe C(L) tel que pour tout p > L :

—+o0

1
Z éo( )Yp —p+l p Cospﬂ’ é C p"’L*—ZH (1262)
p=n—i+1+1
D’oll, nous tirons que pour tout r € [nu(e); 2nu (e)] :
i—k +oo .
r\ —p+l € n—i+1
‘Z Z ég(l/lik_l) Yo —pti (E) cosp@‘ < C (U_H) . (12.63)

1=0 p=n—i+1+I

(ii) D’apres les lemmes A.1 et A.2, nous tirons que pour tout r € [ng(e); 2nm ()] :

\z 23 [rton) = 5 [0 + 2 rroe ) (5] s
o (531)" " o3
et . » |
‘:E;E;lw(uf) {JP(WT) —l;OOJ 1 (%)l} COSp@’ < C (%)nﬂﬂ' (12.65)
(iii) Rappelons tout d’abord que
S L) Jy(er) cosph (12.66)
p=n—i+1

converge dans H'([0; R'], x [0; 7]g). Remarquons que chaque terme de cette série est une solution
de I'équation de Helmholtz homogene :

U EHl(QR/),

Au + w?u = 0, dans Qp/, (12.67)
0

G_Z = 0, en X =0.

Ainsi, par régularité elliptique, cette série converge dans H™(£2,) pour tout m > 0et 0 < a < R et
donc dans C™ (Q,) pour tout m’ > 0. Nous pouvons donc définir ses dérivées ponctuelles en A et
intervertir la dérivation ponctuelle en A et les sommes. Nous remarquons que pour tout p > n —1
et tout 2-uplet a = (ag, o) tel que |a] < n — i, nous avons :

0% Jp(wr) cospl

e (4) = 0, (12.68)
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Ainsi, par développement limité, il suit que pour tout r < 29y :

‘ Z £1 Jp(wr) cosp@’ C(%)niiﬂ. (12.69)
p=n—i+l1

(iv) En regroupant les estimations (12.63), (12.65) et (12.69), il vient :

. 1 wey we |k
IEal 2 0) 2meny < € Z Z(?) Log =
i=0 k=0 o - (12.70)
G, () e
nH 2 2
Puis :
€ Wil
P e PG o
|:< )TL ’L_l (wrr] )7L—i+1:| ’
Comme de plus ng > €, nous tirons :
we |™ WNH | o= wnE\?
Jellmncrmmen < ©[1os " flos 3| 32 (557) 1272
£ nfii_l wny n—i+1 ’
G 5 )
NH 2

De a? b9 < aPt9 4 bPT9 pour tout a, b positifs, nous tirons :

s S [() " ()] e

Nous venons de démontrer la premiere ligne de (12.59). A Taide d’arguments similaires, on
démontre ’estimation pour le gradient.

n

. we
Hﬁn C ’Log >

HL°°(77H(€),277H(€)) <

12.2.2 L’erreur de raccord entre champ de fente et champ proche

On appelle erreur de raccord entre champ de fente et champ proche d’ordre n, la fonction Ef
définie par :

E: (z,y) ;Z (wS) ( ) Ur(x/e,y/e) — ZX:Z (wa) ( %E)k UF(z) (12.74)

L’objectif de cette section est de montrer le

Lemme 12.11 Pour tout n et N dans IN, il existe un réel positif C(N,n, f,w) et g un réel
strictement positif tels que pour tout 0 < e < g :

we wng\ 11 e\ N
||EZ||L°°(175<7’<2175) < C (L 97) [(T) + (n_s) :|’

we" 1 wns n+1 e\ N
||VE’I§LHLOO(7]S<T‘<27]S) < C (LOg 7) 77_5 [(T) + (TI_S) :|
Remarque 12.12 Formellement, on peut dire que dans une zone intermédiaire loin de la fente

relativement & la hauteur de la fente mais proche de la fente relativement a la longueur d’onde.
Ainsi dans cette zone intermédiaire nous devons avoir :

iz (%E) (Log ) Ul (z/e,y/e) ~ ZZ (we) ( g%a)k Ul (). (12.76)
=0 k=0

C’est pourquoi plus n est grand plus lerreur de raccord E,i doit étre petite. C’est ce qu’exprime de
maniere rigoureuse le lemme 12.11.

(12.75)
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Quelques rappels

Commengons par rappeler la structure des solutions dans la zone de raccord :

Le champ proche dans la fente admet le développement modal dans [0; +o00[x x[0; 1]y

i—k E((i—k)/2) 400
UFX,Y) = k0 Xt + Z Z[Uf]f X! exp —prX cosprY (12.77)
=0 =0 p=1
ou chacune des sommes N
Z[Z/{f]f X! exp —prX cosprY (12.78)
p=1

converge dans H([0; +oo[x x[0; 1]y).

De plus, le champ de fente est donné par la série de rayon de convergence infini fournie par le
développement de expiwz :

ZU’“ 21 (w;)l. (12.79)

Enfin, le champ proche et le champ de fente se raccordent par :

= (2‘) Uk ,(0). (12.80)

k10

Calcul explicite de ’erreur de raccord

Le premier point est de réexprimer les développements (12.77) des champs proches sous la forme :

K (1) B((1—k)/2) +o0
Ur(X,y) = Ur,0) X' + Z Z[Uf]f X! exp—prX cosprY (12.81)
1=0 =0  p=1

Nous séparons la série qui représente le champ de fente en deux parties :

n—1 “+o0

ko) (42 + 3 (Zi')l Uk () (22" (12.82)
2 Il 2

1=0 ’ I=n—i+1

Puis nous effectuons le calcul explicite de Ef, dans [0; +00], x [0;1], :

n

- 33 (%) ()

=0 k _E((Z k)/2) 400 ol o by
> Dy (g) exp —— cos — (12.83)
=0 p=1
+00 .
(2i)! fwx\!
COS e ey

Estimation de I’erreur de raccord

Nous majorons indépendamment les deux lignes de (12.80), puis nous concluons.

(i) Nous estimons tout d’abord :

+o0 I
Z[L{f]f (E) exp — 2% cos 2 (12.84)
= 5 5 5

a l’aide du
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Lemme 12.13 Soient [ un réel (i), ¢ w une suite de complezes telle que la série
= p (T} pPIE pTY
Zu (E) exp —=_— cos == (12.85)
p=1

converge dans H'([0; +oo[x x[0;1]y) alors pour tout N € IN et tout L > 0 il existe C positif tel
que pour X > L :

—+oo
1
sup ‘ E P X exp—prnX cosprnY| < C —. (12.86)
velo,1 ! i XN

Preuve. Elle est analogue a celle du lemme 11.16, il suffit en effet d’étudier :
+oo
XN NP X' exp—prX cosprY. O (12.87)
p=1

Pour tout N € IN, nous tirons de ce lemme qu’il existe une constante C' telle que pour ns(e) <
z < 2ng(e)

I ! N
‘Z[Z/{f]f (E) exp—]ﬁ cos]ﬂ‘ < C (i) (12.88)
= € € € s
Et par conséquent pour ns(e) < z < ng(e) :
L T\! T pITY e\ N
‘Z 241 (—) exp ——— cos—‘ < C (—) (12.89)
1=0 p=1 € € € 1s
(ii) La deuxieéme estimation concerne la série :
n—1i 2i 1 1
( lll) Uk (0) (%x) (12.90)

1=

Comme cette série entiere est convergente pour tout x > 0, il vient :

5 W) <o) =
n—itl

Finalement pour ns(e) < z < 2ng(e)
5 ()] < o) 2

n—i+1

(iii) 11 ne nous reste plus qu’a sommer les estimations (12.91) et (12.89) pour tirer l’estimation
sur B¢ pour ng(e) < z < 2ng(e) :

' i k n—i+1 N
|E5(z,y)] < C >3 (%) (Log%g) [(%) + (nis) ] (12.93)
Puis : wenn [ fwngy it N
Ex@y)l < € (L) [(5F) + (U—S) ] (12.94)

Nous venons de démontrer la premiere ligne de (12.75). L’estimation du gradient s’obtient par des
arguments identiques.
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12.3 Preuve de 'estimation d’erreur globale

12.3.1 Obtention de ’estimation

Nous basons la preuve d’estimation d’erreur sur la formulation variationnelle de la solution exacte.
Comme les solutions de 1’équation de Helmholtz ne sont pas H'(.) mais H}. (), il est classique
de se plager sur un domaine borné. Il faut alors exprimer les conditions d’ondes sortantes & ’aide de
conditions équivalentes. Comme a notre habitude, nous choisissons parmi les outils de la littérature,
d’utiliser des opérateurs non locaux de Dirichlet-Neumann.

La restriction de la solution exacte u® & Q0 vérifie les équation suivantes

Auf + W uf = —f, dans Q9
a €
51; = 0, sur 79, 205)
€ .
Ou + Tru® = 0, sur I'g,
on
€
Ju + TS0 = 0, sur ¢ 5
on
On se référera a (3.21) et (3.22) pour la définition de T. L’opérateur
T° € L(HY?(55%); H1/2(52)) (12.96)
se définit comme T} (c.f. (3.113)) par
+00 too
T o = Y @i wh — T = —iwey® wf + & (w) i wr (12.97)
n=0 n=1

ou la base orthogonale ((w5))nen des H®(X. 5) pour s € [0;3/2[ (et de leurs espaces duaux) est
définie en (3.42) et les scalaires £ (w) sont donnés en (3.45).

La restriction de u¢ & Q% se caractérise alors comme 1'unique solution du probléme variationnel
€

suivant :
Trouver u® € H'(Q9) tel que :

12.98
al(uf0) = | f7, v € HY(Q) .
ol
ou la forme bilinéaire :
a?,é . Hl(Q?,&) % Hl(Qf7é) — C (1299)
est donnée par :
+00 -
afo(uzv) = /Qm (w VT — W? W) + > piw) ulf off
€ oo n=0 (12.100)
— dwug® op? Zﬁfl(w) usd v
n=1
avec pour tout n € IN :
Wk = / u(R, ) b (6) db, of. (3.22),
Tz (12.101)
us® = / u(d,y) ws (y) dy, c.f. (3.42).
Es,&
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On se référa a (3.22) pour la définition de puf(w).

Associons maintenant & cette formulation variationnelle, une équation opérateur, notons
%o ¢ HY(QP) — HY(QF?) (12.102)
lopérateur défini par le théoreme de Riesz :
(AR su; U)Hl(vaCS) = a9 (u,v), pour tous u,v dans H'(Q9) (12.103)

et L I'élément de H'(QF9) défini par :

(L6 0) g orioy = I, pour tout v € H(QF9), (12.104)

QFs

Le probleme (12.98) devient :

Trouver u® € H'(Q°) tel que :
. . (12.105)
AR76 u- = LR,(S
Nous écrivons alors I’équation portant sur lerreur provenant de (12.105) :
AR5 Uy, — Apsu® = AR s, — Ly, (12.106)
Ainsi, comme A% 5 est un automorphisme, il vient :
~ -1 ~
15 = sy < N30 g oy (M5 T = Divalliapsy) (1207

La fin de la preuve résulte alors des deux lemmes techniques : le lemme de stabilité 12.14 et le
lemme de consistance 12.15

Lemme 12.14 Il eziste un réel positif C(w, R,J) ne dépendant pas de € tel que :
-1

Lemme 12.15 Pour tout N > 0, il existe C' ne dépendant pas de € tel que :

n w 3/2 w n+1 € n+1
o=t [C[(50) T +(55) ]

G PRRICON!

||A;:%76 aqaz - L%;(SHHl(Q?"S) < C ’Log%g

+C ‘Log('%8

(12.109)

12.3.2 Le résultat de stabilité : preuve du lemme 12.14

Nous raisonnons par 'absurde. Si (A% 5)*1 n’est pas borné indépendamment de ¢ alors pour ¢

tendant vers 0, il existe une famille de fonctions ((u®)) telle que :
[0l g1 sy = 1 et |AR su || g1 qrsy — 0. (12.110)
(i) Montrons tout d’abord que u® converge faiblement vers 0 dans H!(Qg) et par conséquent :
tim [Ju 20y = 0. (12.111)
La restriction de u® a Qg est bornée car
P S (12.112)
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On peut donc extraire de u une sous famille convergeant faiblement dans H'(Qg). Pour tout
v € Hiy(QR) (c.f. (3.126)), il existe eo(v) tel que v soit nulle dans :

[0; 0] x [057]g (12.113)

Pour tout € < £o(v), nous pouvons donc prolonger v par 0 en un élément H* (5% 5) & [0; 0]z x [0; €],
Par définition de A% 5 et pour tout € < eo(v) (c.f. (12.103)) :

(AR su"; v) = / (Vu Vo — w?uf v) Z i (w vR. (12.114)
Qr
en passant a la limite pour € — 0, pour tout v € H},(Qr) :

/ (Vu VU — w uv) Zun uf vl = 0. (12.115)
Qr

Par densité de H},(Qg) (c.f Lemme B.1), nous avons (12.115) pour tout v € H(Q2g). Le probleme
variationnelle

Trouver u € H'(Qg) tel que :
- (12.116)
/ (Vqu—w uv) Zun YyuBR B = 0
Qr
qui correspond au probleme aux dérivées partielles
trouver la fonction u € H} () sortante telle que :
2, _
Au + wu = 0, dans €, (12.117)
0
G_Z = 0, sur 0f).
Probléme classiquement bien posé dont la solution est identiquement nulle. Ainsi
u=0 (12.118)
(#) Montrons alors que :
N P (12119
Considérons tout d’abord la fonction :
1 S
U(z) = —/ u(z,y)dy, Vz €[0;4]. (12.120)
Ve Jo
11 est facile de voir que :
10 061,y < Nullmross)ax(0iel,) < Nl (061 x[05e],) = 1- (12.121)
Nous allons montrer alors que toute valeur d’adhérence U de U® (pour € — 0) vérifie :
d2
() d—a,g + WU =0, dans ]0; 4],
d
d—g((s) —iwU@) = 0, (12.122)
(8) U(0) = 0.

Ainsi, comme ce systeme d’équations correspond & un systeéme bien posé et admet la fonction nulle
comme unique solution, nous tirons U = 0. Par conséquent, U¢ converge faiblement vers 0 dans
H1([0;4],). Puis par compacité, il vient :

| e

— 1 € —
oal) shi%”U lz2(0;87) = O (12.123)
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Nous tirons alors la relation (12.119) du lemme 5.4 et de ’hypothese (12.110).

Montrons maintenant les points («) et (3) :

(@)

232

Pour tout ¢ € H(]—00;d]) tel que ¢(z) = 0 pour = < 0, introduisons la fonction test définie
sur Q9

1
viz,y) = el@) wily) = 4/ - e(@). (12.124)
Remarquons que v¢ est bornée indépendamment de ¢ :
HUEHél(Qg,a) = |lw§llZ2 00y Il oisy = Il oy (12.125)
Par définition de A%’ 5, loUs avons :
5 €
ou® 1 0p 9 1
Wst ) marsy = [ | Graw) VE220) - L o)
- +oo -
= AW @) @57+ D) ()T ()
n=1
(12.126)

D’oty, il vient (v ne dépend pas de y donc (v°)5% = 0 pour n # 0) :

*due
HY(QF%) = 0 E(x

)d—w(x) — w? Us(x)mdx — 1w U®(9) W

dx
(12.127)
De plus d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les équations (12.110) et (12.125), nous
avons :

(A‘}:{’(;ue : UE)

(Afmus; vs)

) < | A% -0 (e —0). (12.128)

H(QFS ,5UEHH1(Q§“5) ||UE||H1(Q§’5)

Ainsi, grace a (12.128), et par continuité de la forme linéaire de H'([0;4]) (& » donné)

) -
VH/O %(x) Z_i(x) — W V(@) p(x) dz — 1w V(6) (0), (12.129)

nous pouvons passer a la limite faible dans (12.127). Nous avons donc pour tout ¢ € H*([0;])
tel que ©(0) =0 :
s .
dv d - -
(@) L) — V() @) de — iw V() p@) = 0. (12.130)
o dz dx

Ce qui nous permet d’obtenir («).

Comme la forme linéaire V —— V(0) de H([0;4]) est continue, nous avons :

U(0) = lim U=(0). (12.131)
E—
Puis par définition de U¢, nous avons :
1 [° 1 [¢€
c = li ] € = — € — E\€E
UR0) = Jimy {\/5/0 " (“f’y)dy} \/5/0 u(0,y)dy = (u)s5, (12.132)

ou l'interversion de la limite en x et de I'intégrale est justifiée par I'intermédiaire du théoreme
de Lebesgues et de lestimation de trace (C ne dépendant pas de z) :

g
/ us(z,y)dy < C(e) [ullm(0;0). x[03¢],)- (12.133)
0
De plus, d’apres le lemme 3.13 et la remarque 3.12, nous obtenons la majoration :

I(u)5l < C Ve [Logel [[u||m(ap)- (12.134)
la proposition (3) provient alors de (12.131) (12.132) et (12.134) et de ’hypothese (12.110).



12.3. Preuve de l’estimation d’erreur globale

(¢4i) Pour conclure, nous calculons (A% su; uE)Hl(an).

+oo
(A5, 505 0) u qroy = / (Ve = @ ) 4 Y ) )
o . n=0 (12.135)
— iw @) + Y w) )]
n=1

D’apres le lemme A.5 et (3.45), nous avons :

{ Re(py) (w))

> 0, pour tout n € IN,
Re(ér(w)) >

0
(12.136)
0, pour tout n > 0.

En prenant la partie réelle de (12.135), nous tirons :
2 2 2
/QR,a Vue|” < w /QR,a lus|” + |Re((A§75us,us)Hl(Qg,a)H (12.137)
11 vient de 'inégalité de Cauchy Schwarz et de (12.110) :
[Re((AR,5u%,u%) g1 qrsy) | < AR | qrsy [0 g gray — 0O (e —0). (12.138)
En oiitre, d’apres (12.111) et (12.119), nous avons :
tim [[u]] a0y = 0. (12.139)
D’on d’apres (12.137), (12.138) et (12.139), il vient
lim | V|| sy = 0. (12.140)
Ainsi, il suit de (12.139) et (12.140) :
lim )1 gz5) = 0. (12.141)
Ce qui est bien entendu contraire a (12.110).
12.3.3 Le résultat de consistance : preuve du lemme 12.15
Pour obtenir Iestimation (12.109), nous utilisons la caractérisation suivante de la norme H*(Q59)

13 ~E £ .
(AR,6 Uy, — Ly s U)Hl(ﬂé”)

[A%s @ — Lasllpors, < sup (12.142)

ve (%)) {0} [0l g2 9

D’apres les définition (12.103) et (12.103), puis par formule de Green, en remarquant de plus que
us, vérifie la condition de Neumann homogene sur I'f+9 il vient que pour tout v € H*(QF9) :

(Afs @ — Lhgt V) mams) = -~ /Qn,a ((Mi + W', + f) ﬁ)

oue, N
<5n + 10 Ufl;v> 5 (12.143)
se.

7€
+ <3un + Tr EZ;U>
on

I'r
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Il faut alors remarquer que dans un voisinage de * = 4§, (z > 2ng(e)), S, est proportionnel a
expiwz (c.f. (12.19)) qui est une solution sortante de ’équation des ondes dans la fente, donc
vérifie pour tout n € IN :
ous,
on
De méme, dans le demi espace dans un voisinage de r = R, (r = 2ng(e)) uS, coincide avec le
développement en champ lointain (c.f. (12.17)) qui vérifie la condition d’onde sortante donc :
ous,

a—; + Tru;, = 0. (12.145)

+ T2, = 0. (12.144)

D’ou

(ks T = Liesi V)rorsy =~ /Q (@@ + v @ + £)7)
R

- / ((a@ + «* @ + f)7)
061 x[0:1],

Puis, pour les méme arguments que précédemment il nous suffit de considérer les domaines :

(12.146)

[0;2n1(e)]r X [0;7]9p C  Qg,
(12.147)
[0;2n5(e)]e % [0;e]y € [056]c X [05¢]y.

Ainsi comme de plus sur ces domaines f =0 :

(A3es T = Lisi Winrey = = / ((Mi + w? ) 5)
: [0:201 (2)] x (037

(12.148)
- / ((Aa;i + W ) 5)
[0;275(e)]w X [0;1]

Il vient alors en majorant :

‘(A%‘ﬁ G = Lhst V)mians)| < ] PN

><||/l]|| M i

2 2 (L2 @lx0imlo) (1o ) 400
~c ~E

+ ||Aun + w unHLoo([O;QWS(E)]IX[OA]’J)

X ||UHL1 ([o;zns(a)]EX[O;l]y) '

Il ne nous reste plus qu’a estimer chacun des quatre termes du membre droit.

Estimation de [[A, + o |0 (0.0, 01 xi0ml)

Magoration de UF en +o0 :

Nous aurons besoin dans la suite de 1’estimation suivante :

wey* wnm ¢
(7) I4E | o (052010 /1, x 03710 < C (T) : (12.150)

N

Elle provient du comportement & I'infini dans le demi espace de U* qui donné par (9.131) :

i—k i—k

. 2
i {.0) - SO0 (You + 2 Togp) £9(uE) ot cosph
Sl (12.151)
2
=3 [k + 2 230t 0) o ot } <0,
=0 p=0
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Notons que u! est soit nul soit régulier pour uJ Ainsi,

07, %) _
Ly(uj) =0 (12.152)
D’olt
i—k—11i—k 9
dim {Uf (p0) — Y (Yp,z + = Logp) Lo(ui_y) p' cospb
=0 p=0
ek (12.153)

2 _
S S [t + 2 2] ot cos } <o
=0 p=0
Une majoration de U¥ s’obtient en ne gardant que les termes prépondérants a I'infini dans (12.153) :

et ((0:20m),) x (0l < € ()7 < o(™) < o (MY ()T (2as)
D’oti nous tirons (12.150).

Conclusion

%

Remplagons tout d’abord @Z, par sa définition dans 2 fournie en (12.15) :
Al (x) + W T5(x) = Y

35 [(%) (1os%) |
Alx(/nmuf(x)] + w? x(r/nm)uf (x)
+ AL = xe/nm) UE(e/2)] + w0 (L= (/) U (x/2) }

(12.155)
En développement le laplacien, nous tirons :

n [ w i w i
s+ 0 = S5 (o)’
x(r/ne) [Auf(x) + w? uf(x)]
+ %H [VaX(R)](R =r/nu)V [uf (x) — U (x/e)] (12.156)

L ARV (R = v/m) [t () — e (/)]
U7}

1
+ (1= xt/m) (AU Ge/) + W U (x/2)) }]
Puis, en notant que chaque u¥ vérifie I'équation de Helmholtz homogene dans ce voisinage de la
fente, que UF vérifie le systeme d’équations emboitées et en introduisant 1’erreur de raccord donnée
en (12.47), il vient :

ML) + P = = —[Tax(R) (R = 5/ VB ()
— L [ARX(R))(R = t/nm) E5(x)
Ui ‘
F ) o Y0 S[(5) (tos ) Ut /2]
1=n—1 k=0
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Ainsi par inégalité triangulaire, puis comme les supports du gradient et du laplacien polaire de x
sont inclus dans le segment [ng; 2ny] il vient de la régulartié de y :

AT + W
[

n ||L°° ([0;2771.1 (e)]rx [O;Tf]e)

C £
< TI_H ||VE HL°°(["7H(€);277H(5)]7,><[Q;ﬂ-]s)

c
+ E ||E€||LOG( [nw (e);2nmH ()] VX[O‘TA’]Q)

(Log_) ZZK )

Hui HLOC([O§27]H(5)/5];>X[0§7r]0):| :

(12.158)

Ainsi, d’apres le lemme 12.9 et (12.150) :

n

~c 2 ~¢
||Aun + w unH

C wEe wny wng\ "l g \nt+1
o [l S ros = [(557) + ()
?I‘ RN I 2 T

(12.159)

Lo ({020 @) x[0la) S

Estimation de HUHLI([0;2ny(€)]r><[0;ﬂ']9)
Soit 7, un réel positif plus petit que la distance qui sépare l'origine et I'obstacle. Limitons nous
tout d’abord aux v € C*°(R) tels que v(rg,0) = 0, pour tout 0 € [0, 7] :

2n T
:/ / lo(r, 0)|rdrds <
0 0

D’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz, il vient :

2n To

ov, , ,
5 (r', 0)dr

rdrdf (12.160)

"0 Qv ov 2 "] 1/2
o (r,0)dr'| < (/T a (r',0) rdr'd9> </T —dr’ d9>
ol ) 1/2 (12.161)
< C </ 2, 0) r’dr’d@) (|[Logr| + 1)1/2.
0 37“
Intégrons cette expression suivant r et 6 :
2n  pm 7o | 9o 2 1/2
) < C / / / —(r",0)| r'dr’ (|Log 7| + 1)'/2 | rdrdf. (12.162)
0o Jo 0 r
Appliquons une deuxieéme fois le théoréeme de Cauchy-Schwarz :
2n  pm o pro v 2 1/2 2n  pw 1/2
I(n) < C / / / —(r r'dr'rdrd [/ / (|Logr| + 1)rdrdf| . (12.163)
o Jo Jo [Or o Jo
On integre alors explicitement et on majore :
I(nu()) < Cnm(e) vllar@p) nm(e) V[Lognm(e)l. (12.164)

Pour v € HY(Qg), il nous suffit alors d’agir par régularisation-troncature pour nous ramener au
cas précédent, nous obtenons :

1l existe une constante C ne dépendant pas de ng(¢) telle que :

/[02 o o] < C (nu(e))? VILognu ()] l[v]l a1 () (12.165)
32N H | X057 ]e
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12.3. Preuve de l’estimation d’erreur globale

Estimation de HAu + w unHLm (10:2ms (&) x[0:11, )

De la méme manieére que pour le champ lointain, on montre que pour tout N dans IN, il existe C

tel que :
e C we "t rwng\ntl €
A%, + Tl s (oams @ x0m,) < 72 s () (;;) ) (2100

Estimation de HvHLl ([0;2%(6)]1 y [0;1]14)

Soit x¢ un réel positif, inférieur a J, considérons tout d’abord v de classe C*°([0;d] x [0;¢],) dont
le support est inclus dans [0; o], % [0;&],. Notons

_ /077 /O (. )| dady (12.167)

Pour tout z,y € [0; 7], % [0;¢],, nous avons :

my|—‘/zoavm y)da’ /‘5 xy‘da: \/_\// ‘(‘9 x! y dz’.  (12.168)

D’ou J(n) est donné par :
1/2
<C / / / ’ dx) dzdy. (12.169)

Par conséquent d’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz :

///’ (' y da:da:dy 1/2 ///‘ da:da:dy) 2. (12.170)

[ [ 1telasdy < 00 V& oo, o (12471)
0 0

Par régularisation-troncature nous tirons le méme résultat pour v € H*([0; ], x [0;¢],). Ainsi
HUHLl([O;Qns]Zx[O;s]y) < COns e ||U||H1([o;[s]zx[o;e]y) (12.172)

Conclusion

11 nous suffit ici de regrouper les résultats obtenus. De (12.149), (12.165), (12.165), (12.166), et
(12.172) il vient :

£ e 1> .
’(AR7§ u, — Ly ”)H1(95~5)

n 3/2 n+1 n+1
< ol F[fLos == [T[(57) "+ ()]
2 2 2 N

SR )

Hv||H1(Q§"5)

+C ‘Log%

(12.173)
La conclusion provient de (12.142).
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Chapitre 13

Conclusion et perspectives de la
partie 11

Dans la partie II, nous avons exhibé dans trois zones (champ lointain, champ proche et champ
de fente) les développements asymptotiques de la solution exacte & laide de la technique de
raccordement de développements asymptotiques. Nous avons détaillé les différentes étapes per-
mettant de mettre en oeuvre cette technique et de justifier mathématiquement cette approche.
Nous avons ainsi obtenu des modeles de fente d’ordre arbitrairement élevé permettant de calculer
numériquement une approximation de la solution exacte.

Nous sommes conscients que cette technique est difficile a présenter et peut parfois paraitre obscure
au lecteur. Toutefois, nous pensons qu’elle nous a permis d’obtenir de trés nombreuses précisions
sur les propriétés de la solution relatives & la fente.

Nous espérons avoir amélioré la compréhension de la technique des développements asymptotiques
raccordés pour ’équation de Helmholtz bidimensionnelle. Revenons, chapitre par chapitre, sur les
quelques difficultés techniques et principaux résultats obtenus.

Au chapitre 9, la plus grosse difficulté était de trouver le cadre dans lequel poser les problemes
couplés définissant les termes des développements asymptotiques. Les relations (9.57) et (9.58)
couplant ces différents termes étant le résultat le plus important de ce chapitre (voir méme de la
partie IT). Ce cadre étant bien choisi, la preuve de I'existence et de I'unicité de la solution n’était
plus qu'une question de technique mathématique.

Au chapitre 10, nous avons revisité la technique formelle de raccordement de développements
asymptotiques. La technique formelle, qui y est décrite, est trés proche de celle développée par
I’école russe. Elle permet d’obtenir de maniere systématique et dans le cas de nombreuses configu-
rations le raccord entre les différents champs (lointains, proches, extérieurs, intérieurs,...). Malgré
la similitude avec les techniques russes, nous pensons avoir amélioré la systématisation de cette
technique formelle.

Au chapitre 11, nous avons développé des éléments d’analyse spécifiques a ce probleme de fente.
Cette analyse est par essence tres technique. Toutefois, en analyse asymptotique, de nombreux au-
teurs s’intéressent a ce type de problemes. C’est pourquoi cette discipline est maintenant assez bien
balisée (tout en ne devenant pas une trivialité). Nous pensons que de nombreuses améliorations
locales (principalement au niveau du cadre fonctionnelle) peuvent étre apportées a ce chapitre.

Au chapitre 12, nous avons développé des preuves permettant de montrer des estimations d’erreur.
Il est apparu de maniere centrale dans les démonstrations des quantités que nous avons appelées
erreurs de raccord (c.f. (12.47) pour proche-lointain et (12.74) pour proche-fente). A notre avis,
cette technique de preuve est un des résultats importants de la partie II.

Nous nous proposons maintenant de présenter quelques points qui n’ont pu étre abordés par
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manque de temps. Nous espérons ainsi donner une bonne vue d’ensemble des différentes voies de
recherche possibles.

13.1 La mise en oeuvre numérique

Revenons maintenant sur un point important. Nous n’avons pas mis en oeuvre la technique
numérique, toutefois tout le matériel est a disposition pour développer une technique numérique
précise. En effet chacun des termes des développements asymptotiques est défini a ’aide de
problemes dont les données et la géométrie ne dépendent pas de e. Toutefois, les termes des
développements asymptotiques relevent de I'analyse des problémes avec conditions de radiation
généralisées, c’est pourquoi nous donnons quelques précisions pour en tirer une méthode de calcul
numérique.

La mise en oeuvre de cette technique nous aurait permis non seulement de valider les estimations
d’erreurs, mais aussi de démontrer V'efficacité de cette technique.

13.1.1 Calcul numérique du développement en champ lointain.

Le calcul des u¥ du champ lointain se ramene au calcul des w, qui sont définis en (9.68). La
difficulté ici provient ici du fait que chacun des w, est singulier en zéro. Les w, peuvent étre
calculés de plusieurs fagons qui dépendent du code de calculs numériques auquel on a acces.

La premiere idée consiste a s’intéresser a la différence ¢, (r,8) = wy(r,0) — Y, (wr) cospb. Cette

inconnue est réguliere au voisinage de l'origine et vérifie les équations aux dérivées partielles
suivantes :

Chercher ¢, € H] .(2) tel que :
Ap, + w? o, = 0, dans Q,
0
% — 0, enz =0, (13.1)
Y, 6
Oy = —M, pour (z,y) € 0N tel que = # 0,
on on
©p + Y, (wr) cos pf est sortante.

Une idée alternative, qui s’appuie directement sur les idées, développées au chapitre 11, est de
considérer la fonction ¢, = w, — x(r) Yp(wr) cospd. La fonction de troncature y vaut 1 au
voisinage de 0 et 0 & partir d’un certain r. Nous devons alors résoudre :

Chercher ¢, € H] (2) tel que :

Ap, + w? @, = Alx(r)] Yp(wr) cosp +2 x'(r) Y, (wr) cospd,  dans Q,

13.2
¢p 152
on

©p est sortante.

= 0, sur 012,

11 est alors classique de calculer ¢, & I’aide d’une technique éléments finis.

Une autre idée consiste a exclure de la zone de calcul numérique un petit voisinage de 1'origine.
Nous utilisons alors I'opérateur Dirichlet Neumann associé au développement modal de u, au
voisinage de l'origine pour tenir compte de son comportement dans cette zone :

+oo
up(r,0) = Yy(wr) cospd + Zap Jp(wr) cospb. (13.3)

p=0
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13.1.2 Calcul numérique du développement du champ proche.

Les UF sont définis dans une géométrie infinie en forme de T. Chacun des UF vérifie un probléme
de Laplace homogene ou non-homogene avec condition de Neumann sur les frontieres. Toute la
difficulté est de prendre en compte un éventuelle croissance a l'infini. Citons trois techniques
permettant de traiter numériquement ces différents problémes.

On peut tout d’abord penser a I'utilisation d’une équation intégrale dont le domaine de calcul est
le segment {(x,y) / x =0 et y € [0;1]}. Cette méthode de calcul numérique est limitée au cas ou
il n’y a pas d’obstacle dans le demi espace et provient en fait du développement asymptotique de
I’équation intégrale associée au probleme exact.

Une autre technique consiste a utiliser des fonctions de troncature comme dans la partie théorique
(se référer au chapitre 11) pour se ramener & des termes sources homogenes et des comportements
asymptotiques homogenes a l'infini. Pour calculer la solution, on peut alors, soit utiliser une
réduction a un domaine borné (équation intégrale, Dirichlet Neumann, ...) soit utiliser une méthode
de Galerkin en domaine infini (de type méthode des résidus).

Il est aussi possible d’utiliser des opérateurs Dirichlet-Neumann pour calculer directement les
UF sur un domaine borné. Nous utilisons ici les développements modaux des UF & l'infini pour
déterminer le bon opérateur Dirichlet-Neumann.

13.2 Quelques compléments d’analyse

13.2.1 Les fentes finies

L’étude des fentes finies se divise naturellement en deux parties, les fentes non résonnantes, i.e.
les fentes de longueur L > 0 telles que :

A
L £/ 2 V¢ € IN* (13.4)
et les fentes résonnantes c’est & dire les fentes de longueur L > 0 telles qu’il existe £ € IN* tel que :
A
=/ 3 (13.5)

Les fentes non résonnantes. Il est dans ce cas tout a fait possible d’adapter la théorie que
nous venons d’exposer ici. Le lecteur devra tout de méme effectuer quelques modifications mi-
neures. Il tirera, notamment, les mémes formes de développement (méme type de développement
en &' (Loge)® ) et pourra utiliser tels quels tous les résultats théoriques démontrés dans cette par-
tie. Cette partie n’a pas été rédigée vu son caractere tres similaire au cas de la fente semi-infinie.

Les fentes résonnantes. Dans ce cas, le développement asymptotique postulé pour le cas de la
fente semi-infinie devient faux. Il faut alors chercher ces développements sous la forme (que ce soit
du coté gauche ou du c6té droit) :

+oo i—1
w = u +Z Z Loge
1=0 k=—o00
us = Z Z (Loge)* UF, (13.6)
1= Ok_—oo
Uve = Z Z (Loge) Uk
i=—1k=—00

L’obtention du développement asymptotique complet semble étre un travail long mais facile. La
difficulté principale étant d’effectuer les preuves de convergence de la méthode. On pourra ici se
référer a la partie III de cette these pour se faire une idée plus précise de la question (la dérivation
de I’Ansatz est restée au niveau formel).
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13.2.2 Les modeles dépendants faiblement de ¢.

Un des inconvénients notables de la méthode est la multiplication du nombre de termes qu’il faut
calculer lorsque l'ordre augmente. Deux techniques, que 'on peut considérer comme classiques,
permettent de résoudre ce probleme. Présentons les succinctement :

Un seul terme du développement asymptotique par ordre donné et par type de champ.
Cette technique consiste a écrire le probleme vérifié par

s
|
_

u; = (Logug)kui»c
k:'O

us = Y (Log ) U, (13.7)
k:'O

vg = Y (L) UL

~
Il
o

Il est facile de voir que ces fonctions, qui dépendent faiblement de ¢, vérifient des problemes du
type de ceux vérfiés par les uf Ainsi pour calculer une approximation a ’ordre ¢ de la solution
nous n’aurons plus qu’a calculer 3(i + 1) termes.

Calcul direct de ’ordre i. L’idée est ici de s’intéresser a des approximations des développements
asymptotiques :

Uy = ZZ(%Y (Log %)k uy + o("),
i=0 k=0

U = S (5) (Los ) Ul + o), (135)
=0 k=0

Us = ZZ(%E)Z (Log %E)k UF + o(e").
i=0 k=0

Il n’y a bien entendu pas unicité dans la maniere de définir u5,. Toutefois on peut voir qu’une fagon
intuitive est de considérer la solution du probleme couplé :

Chercher uf, : Q — C sortante, UZ : Qj\, — C et US : [0; +oo[— C sortante telles que :

8 3
Aus 4+ WPl = —f, dans Q, 5:: = 0, sur 00\ {0},
e 2 2 77e O 81/{761 O*
AU + w?erU; = 0, dans Qy, el 0, sur 00, (13.9)
d2 €
de;n + WU =0, dans [0; +o0].

et les complexes ay,, et b, (p € IN) tels que (dans les deux demis espaces pour r suffisamment petit
etp>=1):

n —+o0
us (r,0) = Z ((apJp(wr) + bpr(wr)) cospﬁ) + Z (ap Jp(wr) cosp@),
p=0 P:”trloo (13.10)
Ui (p,0) = Z ((ap JIp(wep) + bpr(wsp)) cosp@) + Z (bp Y, (wep) cospﬁ),
p=0 p=n+1
et
U (X,Y) = Ug(0) expiweX + o(1), VX >0etY €[0;1]. (13.11)

Ce modele est selon nous le plus prometteur, nous n’avons pas eu le temps de I’étudier ni du point
de vue théorique ni du point de vue numérique. Du point de vue pratique, il semble tres facile
mettre en oeuvre, tandis que du point de vue théorique, de nombreux verrous restent a lever.
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13.3 Différentes extensions possibles

La technique de raccordement de développements asymptotiques est applicable a de nombreuses
configurations, essayons d’en fournir celles qui nous semblent les plus importantes :

13.3.1 Les structures 3D

Les trous. La premiere famille de structure 3D est fournie par une fente petite dans les deux
directions d’espace (cylindre dont le diametre de la section est de l'ordre de ¢).

O. = O. x[0; L], avec O, € IR? et diam(0.) = O(e) (13.12)

Dans ce cas, il nous semble clair que la technique peut étre appliquée et que des fonctions de
jauges polynomiales (cadre purement 3D) permettent de décrire le comportement asymptotique
de la solution.

—+oo
ut = Zai u; + o(e™), (13.13)
i=0

Du point de vue difficulté de réalisation, nous pensons que ce cas ne nécessite qu'une simple
retouche des techniques développées dans cette partie.

/]

F1G. 13.1 — Une fente petite dans les deux directions d’espace

Une fente 3D infinie. Un autre cas intéressant est le cas d’une fente petite dans une direction
et infinie dans l'autre. Remarquons que 1’'on peut se ramener au cas 2D en effectuant une trans-
formation de Fourier dans la direction infinie. C’est pourquoi nous pensons que ce probleme se
décompose tout d’abord en trois zones. Une zone de champ lointain dans le(s) demi(s) espace(s),
une zone de champ proche correspondant & un voisinage de ’embouchure de la fente ou il faut
étudier la solution dans le jeu de coordonnées normalisées :

X=z,v=2 7=72 (13.14)
g g

et une zone de champ de fente associé au changement de coordonnées :

z

X=uzY =y 2= - (13.15)

Les développements asymptotiques des solutions devront étre recherchés a ’aide des fonctions de
jauge €' (Loge)* (essence 2D de la géométrie). Ce cas ne devrait a priori pas poser beaucoup plus
de difficultés que le cas 2D.
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F1G. 13.2 — Une fente infinie dans une direction d’espace

Une fente 3D finie. Le dernier cas que nous présentons ici est une fente d’épaisseur € et de
largeur finie (en O(1)).

J—,

F1G. 13.3 — Une fente 3D finie

Ici, au trois zones traditionnelles (lointain, proche, fente), il faut ici ajouter deux zones corres-
pondant aux extrémités gauches et droites de la fente auquel nous appliquons le changement de
variables :

z
,Z="=. 13.16
E (13.16)

Fia. 13.4 — Deux nouvelles zones de développements asymptotiques
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Les fonctions de jauge qui devront étre utilisées pour rechercher les différents développements
asymptotiques sont de la forme &' (Log¢)¥.

La technique semble s’appliquer, toutefois ce probleme se révele pour nous tres difficile. On peut
considérer ce probleme comme ouvert.

13.3.2 D’autres équations d’ondes

Les ondes acoustiques en régime temporel. De plusieurs points de vue, ajouter une dimension
temporelle est tres similaire a ajouter une dimension d’espace infinie. Ce travail est pourtant moins
clair que celui de la fente infinie, les couplages entre les différents champs devant s’effectuer a tout
instant .

Les ondes électromagnétiques. Le cas des ondes électromagnétiques n’a de signification qu’en
3D (réduction a deux probleme de Helmholtz en 2D). Par contre en 3D, il cumule la majorité des
difficultés déja évoquées. De plus il est & noter que les résultats de séparation de variables ont joué
un réle important dans cette partie, ils sont beaucoup plus complexes pour les cas Maxwell 3D.
C’est pourquoi ce sujet est le plus ouvert méme du point de vue totalement formel.
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Chapitre 14

Une étude mathématique des
résonances des fentes finies
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Résumé : L’objectif de ce chapitre est I'étude théorique et numérique d’un phénomene
spécifique aux fentes finies. En effet pour certaines fréquences spécifiques, appelées
fréquences de résonance, 'asymptotique de la solution du probleme de la fente finie de-
vient totalement différente de celle de la solution du probleme de fente semie infinie. J’ai
choisi de reproduire intégralement le texte d’un article écrit avec Marianne Clausel, Marc
Duruflé et Patrick Joly, soumis a publication. Ce travail complete en quelques sortes celui
mené au chapitre 4 dans le cas des fréquences non résonnantes. Cet article reprend dans la
section 14.2 les résultats déja établis dans le cas des fréquences non résonnantes. Le cas des
fréquences résonnantes est abordé par le bais des simtulations numériques au chapitre 14.3
et par la méthode des développements asymptotiques raccordés a la section 14.4. On montre
que dans les demis espaces la convergence de la solution vers la solution d’un probléme sans
fente et tres lente : en O(1/Loge) au lieu de O(e) dans le cas non résonnant et que la
solution explose dans la fente typiquement en O(1/eLoge). Signalons ici que notre étude
reste formelle et & compléter mathématiquement.
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A mathematical analysis of the resonance
of the finite thin slots
M. Clausel *, M. Duruflé *, P. Joly *, Sébastien Tordeux* T 8
Abstract : In this article we are interested in the asymptotic behaviour of the solution of a wave
propagation problem in a domain including a thin slot. Some rate of convergences are obtained
and illustrated by numerical results.

Keywords : thin slot, slit, resonance, Helmholtz, wave equation,
AMS : 35J05, 65N15, 78M30, 78M35

14.1 Introduction and position of the problem

The analysis of the propagation of waves in media including thin slots poses, as any PDE problem
involving a small scale (here the width of the slot), some difficulties from the numerical point of
view and raises exciting related mathematical questions. Moreover, this kind of problem appears
in a lot of applications in acoustics and electromagnetism and has already generated an abundant
litterature in the engineering community.

In [55], we study the case of the 2D time harmonic wave equation with Neumann boundary
conditions (which is physically relevant in acoustics and electromagnetism) and investigated the
question of building an approximate model, in view of its numerical discretization, consisting of
coupling a 1D model for the slot to a 2D model for the rest of the domain of propagation. We
proposed a coupling strategy that we analyzed in detail in the case of a semi-infinite straight slot.
The basic ingredient of the analysis is of course the study of the asymptotic behaviour of the
solution when the width e of the slot tends to 0. The analysis of the same question for finite slot,
that we wish to investigate in this paper, appears to be more delicate. One has in particular to
face the question of resonant frequencies (or equivalently critical slot lengthes), a phenomenon
which is already known by enginneers [48] and that we propose to analyze from both analytical
and numerical points of view.

Let us first present our model problem and begin by the description of the geometry of the problem.

<L <L
O.
et 0. om || P Q
Fia. 14.1 — Geometry of the propaga- Fia. 14.2 — Geometry of the propaga-
tion domain with the slot tion domain without the slot

We assume that we are in 2D (x = (x,y) will denote the current point of IR?) and that the domain
of propagation €. given by (with L >0 and 0 <e < H) :

0. = QuO., Q = R?*\B, (14.1)

B =10,L] x [-H,H], (arectangle) (14.2)

Projets POems : unité de recherche mixte 2706 CNRS-ENSTA-INRIA
*INRIA, Projet Ondes, Batiment 13, INRIA, Domaine de Voluceau - Rocquencourt - B.P. 105, 78153 Le Chesnay
Cedex, France
TENSTA, 32 Boulevard Victor 75739 Paris cedex 15, France
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14.1. Introduction and position of the problem

O, =]0,L[x]0,e[, (a straigth finite slot) (14.3)
We shall call “end points” of the slot the two points A~ = (a=,b7) = (0,0) and A*T = (at,b") =
(L,0) and denote A the middle of [A~, AT].

We assume that a time harmonic wave of pulsation w > 0 (¢ = 1) is emitted by a source term f
with compact support F' included inside the open set €2 :

Find u¢ € H'(.) outgoing such that :

_ € _ (2 8 — :
aAgu w*u f in Q, (14.4)
31;1 = 0, on 0€2..

It is classical and useful to reduce the problem to a bounded domain thanks to a transparent
boundary condition on the circle I'r = {x eN/|x—A|l= R}, where the radius R > 0 is large
enough so that the obstacle and the support F of f are contained in Qp := {x €N/ |x—A| < R}.
A Dirichlet to Neumann transparent boundary condition can be put on I'g as :

ou®
o + Tpru® =0, on I'g, (14.5)
where the operator T from H2 (T'z) to H~2(T'g) is given by :
+oo
Tru = > pn (@) ug o,
ngzﬂ——oo
up = / u(R,0) pH(O) Rdo,  ¢f(0) = \/1/(2mR) expinb, (14.6)
0
O
(H ) (wR)
R 7| R R
M, (w) = Wy Re M, (w) =0 and Im M, ((.U) < 0.
H‘(JI)(WR) ( ) ( )

In this paper, we are interested in the behaviour of the solution u* when the width ¢ tends to 0.
The intuition suggests that u® should converge to the solution u? of the “slotless” problem :

Find «° € H'(Q) outgoing such that :

—A o_ ,,2,0 _ in Q
auou wu 1, in €, (14.7)
a— = 0, on 0.

n

This is what we proved in [55] in the case of the semi-infinite slot (i. e. L = +00), where we proved
moreover that
u® —u’=0(e), inL} (14.8)

loc*

In the case of the finite slot, we shall see that such an estimate is correct except for a set of
exceptional frequencies w, called resonant frequencies, corresponding to :

wL = {m, e IN*, (14.9)
for which the convergence is much slower. More precisely :
1
€ 0 : 2
—u =0(—— L .. 14.1
u u (|L0g6|)7 m Lijse ( 0)

Inside the slot, the solution remains bounded for non resonant frequencies but blows up for resonant
frequencies.

The outline of the rest of the paper is as follows. In section 2, we investigate the case of non resonant
frequencies and prove, in this case the convergence of u° to u°. In section 3, we investigate the
case of resonant frequencies through numerical results. Our results suggest that the solution u®
slowly converges outside the slot to the limit u° -see equation (14.10)- and blows up inside the
slot. Finally, in section 4, we give a formal analysis of these observations, using the technique of
matched asymptotic expansions.
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CHAPITRE 14. Une étude mathématique des résonances des fentes finies

14.2 The case of non resonant frequencies : mathematical
analysis

The aim of this section is to prove the following theorem, which formulates in a precise way one
of the assertions in the introduction. Note that estimates (14.11) can be shown to be generically
optimal as in [55] and that we conjecture that the constant C' blows up as 1/d(w) where d(w)
denotes the distance to the set of resonant frequencies.

Théorem 14.1 For allw, L, R in IR*" and F C Q a closed subset of IR* and not in the case of
(14.9), there exists C € IR and €9 > 0 such that for all 0 < € < g9 and f € L?(Q) with support
included in F, we have :

{ [Juf _uOHHl(QR) < Cw, L, R, F) e \/|Loge] ||f||L2(Q)’ (14.11)
[uf = w®|| a0,y S Clw LR F) € | fll2(0: '
and
[w[| 20,y € C@, Ly F) Ve ||fll o) (14.12)
14.2.1 Reformulation of the problem (14.4) in the domain (.
Preliminary material. We first recall precise trace theorems on :
Y. =S USh, S0 o= {0}x]0ie], BF = {0}x]0;el. (14.13)
In what follows, we shall often identify - and X7 to the segment ]0;e].
We introduce ((w§)),,cN, the orthogonal basis of H*(]0;&[) for s € [0; 3[ :
wi(y) = V1/e and  wi(y) = \/2/e cos %, Vn € IN™. (14.14)

For all u in L?(X.) we denote by ug, € C? the vector of the coefficients of the respective restrictions

of uto X7 and X7} :
t
u;, = (/ u w, do,/ u w;, do) (14.15)
: =t

that allows us to characterize the spaces H*(X.) for 0 < s < 3 :

+oo
ue H(S) <= ||uf .5, = > (1 +r2n2/e? ) g |* < +o0 (14.16)

n=0

The dual space (H S(EE))* can be defined analogously if one replaces the integrals by duality
brackets in (14.15) . We shall also use the following semi-norm in H*(3;) :

—+oo

s 2
al2 sy = Z(1+7T2n2/62) s | (14.17)

n=1

Form now on, we shall often denote by u the trace on X. of a function v € H}, () and by uf,
the vectors of its generalized Fourier coefficients. One can easily adapt the proof of [55] to obtain
the following results.

Lemme 14.1 For any neighborhood V of A~ and A%, for s € IR", there exists C(s) € IR and
g0 > 0 such that for allu € H'T(QNV) and € €]0;¢0) -

[l 1/2 < 0(3) e ||ull ri+sonv), if0<s <1,
H, ”(Ze)
lallrr2s,, < C() e VILogel lull ooy, ffs=1, (14.18)
||u||H1/2 sy S C(s ) e lull gr+s@nvy, if s > 1.
W 7(3Be)
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14.2. The case of non resonant frequencies : mathematical analysis

Moreover, for allu € Hzt5(QNV) and £ €)0;¢¢] :

[us| < C(s) e llull 342 gy if0<s<3,
gl < C(s) Ve [Logel [[ull g 1e gy if s =3, (14.19)
gl < Cs) VE llull e gy if s> 3.

Reduction to Qr. Our objective in this section is now to characterize the restriction of u® to
Qr (a domain independent of €) thanks to DtN maps on X7 and . To be able to define these
operators, we need to solve the interior problem inside O :

—Aut — WUt =0, in O,
e . (14.20)
3y = 0, if y=20or ¢,

completed by given Dirichlet data on ¥- and XF. Such a problem is well posed if and only if w?
is not in the spectrum of the operator —A with domain :

D(-A) = {u c Hl(Os)/Au € L2(0.),u =0 on 25,% —0ify=0or e},

that is to say : w? # {TLQTI'Q/EQ + p*n?/L? / ne€Nandpe ]N*} . (14.21)

If we assume that the slot is not resonant, i.e. that wL is not a multiple of 7 - see equation (14.9)
-, it is clear that the condition (14.21) is satisfied for € small enough. Then one can define the
Dirichlet to Neumann-map (the normal n is exterior with respect to )

ous |
on 2

T (w, L) : uls, — —

This operator is continuous from H2(2.) to H~2(3X.) and can be computed explicitly :

T*(w,L):u +— g<=g;, = M (w,L)u; (14.22)

n?

where the matrices M (w, L) are defined by (note that sinwL # 0) :

Mgw,L) = —— , (14.23)

W coswlL -1
-1 coswL

and, for all strictly positive n, setting £5(w) = /m2n?/e? —w? >0 :

€ (w) cosh &8 (w)L -1

M:(w,L) = ———
n(w, L) sinh & (w)L -1 cosh & (w)L

1 , Vn € IN*. (14.24)

It is easy to see that this matrices have the following properties (u- v and |u| denote respectively
the usual inner product and associated norm in C?) :

(Mg (w,L)u) -u € R, (Ms(w,L)u) v <

(14.25)

(M, (w,L)u) -u € RY, (M;(w,L)u)-v < tanh &5 (@)L

luf |v].
By construction, the restriction of u® to 2 is characterized by the transparent condition on X, :

ou®
on |s

+ T*(w,L)u’l, = 0. (14.26)

€
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The restriction of u® to 2 can equivalently characterized as the unique solution of the problem
(¢ € H'(Qg) is defined by (i27,v) i o) = (f, )2 () for amy v € HL(Qp))

Find u® € H'(Qg) such that :  Agp v + B5u® + R u® = ¢y, (14.27)

where the operators Ar, B§ and R*, H(Qg) — H'(QR), are defined, using the Riesz theorem,
by :

“+o0
(ARu;v)Hl(QR) = / (Vu Vo —w?uv) + Z pB(w) ult vl
“n n=—oo. (14.28)
(B5wi0) gy = M5 w5 VG, (Rwsv) 1 ) = Z ME s, ve.
In the same way, u® € H'(Q2g) is the unique solution of :  Ap u’ = ¢;. (14.29)

14.2.2 Convergence of u° to u°.

We only prove the H!'-error estimate of (14.11). The L2-error estimate is shown by a duality
argument as in [55]. From (14.27) and (14.29), we deduce :

(Ar + By + R)(u* —u") = - (Bj + F°) u’. (14.30)

The conclusion follows from the two following lemmas and from (the operator norms below are
norms in L(H'(QR))) :

Jus = < [[(an + B + B (| Bowe| + ||Reu?))). (14.31)

Lemme 14.2 If the condition (14.9) is not satisfied, there exists eo(w, R, L) strictly positive and
C(w, R, L) real such that for all 0 < e < eg :

1
H(AR+35 + R) HL(Hl(QR)) < Cw, R, L). (14.32)

Lemme 14.3 If the condition (14.9) is not satisfied, there exists eo(w, R, L, F') strictly positive
and C(w, R, L, F') real such that for all0 < e < ¢gq :

HB§ U’OHHl(QR) C(w,R,L,F) e \/|Logel| || fllL2(e)

(14.33)
IR u < C(w,R, L, F) e || fllL2(0)-

“llers oy

Proof. Proof of lemma 14.2. We make a proof by contradiction. If (14.32) were false, there would
exist a sequence v¢ € H (), € — 0, such that :

[v° )l 1 (0p) = 1 and ¢° = (Ag + B§ + R*)v° — 0, in H'(Qg). (14.34)
By compactness, let us extract from v a subsequence (still denoted v¢) with e — 0 such that :
v — v weakly in H'(Qg) and strongly in L*(Qg). (14.35)

Let us introduce the subspace Hl,(Q2r) of H*(2r) made of functions vanishing in a neighborhood
Vof A= and AT (v = 0in VN Q). For any v € HY,(Qr), as soon as ¢ is small enough, B§v = 0
and R°v = 0. Thus

(@E;U)Hl(QR) = (AR ve;v). (14.36)

Taking the limit as ¢ — 0, we get (AR UO;U)H1(QR) 0, V v € Hiy(Qr) which implies, by

density of Hiy(Qr) in H'(QR) that Agv® = 0 that is to say, since Ag is an isomorphis +m (this
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is nothing but the well-posedness of the slotless problem), v° = 0.

We choose now v = v° in , and consider the real part of the resulting equality. We obtain, by
definition of Ar, B§ and R°® :

+oo
Re (00 iy = [ 190 = [ o+ Re D (ufiw) [l
R

R n=0

+ M§(w,L) vj-vg + ZME Ve v

Due to properties (14.6) and (14.25), we thus have :

2w
v < | @] / | 62, 14.37
L < [ |+ [ g v (14.37)
Besides, from lemma 14.1 (with s = 3), we get :
[vi|? < C(R) ¢ |Loge| HvEHip(QR) = C(R) ¢ |Loge|. (14.38)

Hence, from (14.35), (14.37), and (14.38), we deduce that Vv® converges to 0 in L?(Qr). Therefore
v€ converges strongly to 0 in H!(Qg), which contradicts (14.34) and concludes the proof. mProof.
Proof of lemma, 14.3. As u? is a solution of a Helmholtz problem of domain € whith a term source
with compact support F' C 2, by elliptic regularity there exists a neighborhood V(F) of A~ and
A* such that u® € H™(V(F) N Q), for all m > 0 and :

1wl (v (myne) < Clm, F) (£l 220, vm > 0. (14.39)
(i) By definition of R® and property (14.25), we have for all v € H*(Qg) :

(Ru’;v) < —i:.o L(W)KUO)E | Vs (14.40)
PHY (QR) S “— tanh &5 (w) L e '

For e < m/2w, we have the inequalities for all n € IN* :

265 (w) 2 m2n?
n < 1+ — 14.41
tanh(¢ (w)L) ~ tanh (wL/2) + g2 ( )
The Cauchy-Schwartz inequality leads to :
2
e, 0. < — ||lu® ) 14.42
(R U ’U)Hl(QR) tanh(wL/Q)” H (E ) HVHH*%(EE) ( )

Using (14.18) with s = 2 for u%, s = 0 for v, and using (14.39) with m = 3, we get :

(RsUO;U)Hl(QR) < Cw, R, L, F) e ||fll2) 1]l 111 (02r)- (14.43)
Reul; v
The result follows from || R® UOHHl(QR) = sup M
vEH(QR) HU”Hl(QR)

(ii) By definition of B§, and due to (14.25) we have :

(Biu®;v) 2 ) v (14.44)

H'(Qr) = sin(wL

Using (14.19) with s = 1 for u®, s = 1 for v, and using (14.39) with m = 2, we get :

Vi < ClonB.LF) & v/TLogel [l lloll s an. (14.45)

One concludes as for point (i). m

(BSuO v
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14.3 The case of resonant frequencies : some numerical com-
putations

Presentation of the experiment. The experiment we simulate is explained in Figure 14.3.
We choose w = 2w, which corresponds to a unit wave length. We shall make our computations
with two values of the length of the slot : L=0.8 (the non resonant case) and L=1 (the resonant
case). The height 2H of the rectangle B is 2H = 8.0. The distance from the point source to B
is D = 0.5 in the non resonant case and D = 0.4 in the resonant case. The numerical results are
obtained by a Q2 finite element code working with quadrilateral elements [20]. The computational
domain (the grey region in figure 14.3) is delimited by a retangle of respective dimensions 5 in
the z direction and 10 in the y direction. The computational mesh is refined at the neighborhood
of the slot as represented in figure 14.4 (each of the triangle appearing in the picture is divided
into three quadrilaterals). In this way, one has about 160 points per wavelength close to the slot
and 16 points per wavelength far away. A PML of width 1, surrounding 2, is used to simulate an
infinite domain.

FiG. 14.3 — Presentation of the experiment Fic. 14.4 — A computational mesh
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14.3. The case of resonant frequencies : some numerical computations

Fi1G. 14.5 — The total field, non resonant

Fi1G. 14.6 — The total field, resonant
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F1G. 14.8 — The solution inside the slot for ¢ = 107!,1072,1073, left : non resonant case, right :
resonant case.

R A |

Comments of the results. On figures 14.5 and 14.6, we represent the (real part of) solution u*®
(called total field) in the two cases, for ¢ = 1073. In this picture, it already appears that much
more energy has been transmitted through the slot in the resonant case.

This appears much more clearly when we look at what we shall call the diffrated fields, i. e. the
difference u® — u® between the solution and the solution in the absence of the slot (be careful, we
do not use the same scale in the x and y directions, reason why the circular wave fronts look like
ellipses). In figure 14.7, we represent these fields for the three values of ¢ = 107%,1072,1073. The
diffracted field decays much more strongly with € in the non resonant case than in the resonant
case, for which it is even not so clear that the diffracted field converges to 0!

In figure 14.8, we are interested in the solution inside the slot. We represent the variation of the
solution along the symmetry line of the slot. Note that the two scales for the two pictures are
completely different. Our results show that, while the slot field stabilizes when ¢ goes to 0, it
blows up in the resonant case.

We now make vary e continuously and represent the variations of various norms of the diffracted
field and slot fields as a function of e.

We first look at the results associated to the non resonant case. In figure 14.9, we represent the
L? norm in €. of the diffracted field. The obtained curve confirms the theory : the L? norm of
the diffracted field tends to 0 as O(g). In figure 14.11, we represent the variations of the norm of
the solution u® in L?(0.). The shape of the curve suggests that this norm decays to 0 sublinearly.
In figure 14.10, we represent the varation of the H'-norm of the diffracted field as a function of
¢ /|Loge|, the linear behaviour closed to & — 0 seems to confirm the theory, see theorem 14.1.
When we represent in figure 14.12 the Log of this quantity as a function of Loge, we obtain a
straight line of slope ~ 0.5 which confirms a behaviour in O(y/¢).

In the resonant case, the figure 14.13 shows that the L? norm of the diffracted fireld converges to
0 sublinearly. The result of figure 14.15 (we represent the inverse of the L? norm of the diffracted
field as a function of Loge) suggests in fact that if behaves as 1/(ALoge + B + o(1)). In figures
14.14 and 14.17, we are interested into the H! norm of the diffracted fields. Our results suggest
that this norm decays as 1/1/(ALoge + B + o(1)). Finally, figure 14.15 shows that the L? norm
of the slot field blows up when € goes to 0 and figure 14.18 suggests more precisely that it behaves

as 1/(v/z|Logel).

Finally, in figure 14.19, we fix ¢ = 1072 and make w vary such that the frequency f = w/2m
goes from 0 to 2.5. One observes that the two curves depicting respectively the L? norm of the
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14.3. The case of resonant frequencies : some numerical computations

FIG. 14.9 — [[uf — u®||2(q,) = f(€)
(€e) Fic. 14.11 — ||[u| 2 (0.) = f(€)
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Fi1G. 14.19 — Dependance of the diffracted field with respect to the frequence

L
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lu® = w0l o /10 2y = F(w/27) lu® = w20y Mulll 20, = Flw/2m)

diffracted field (normalized by the one of u°) and the L? norm of the slot field present very sharp
pics corresponding to the resonant frequencies (f is an integer multiple of %) One also observes
the the height of these pics decays with f for sufficiently large f.

14.4 The case of resonant frequencies : a formal asymptotic
analysis

We now provide a (formal) analysis of the results observed in the previous section thanks to

the help of matched asympotic expansions. Of course, it is not our purpose to present in detail

this (rather complicated) technique and we refer the reader to the references [27], [51] for more

information and to [70] for an application to the semi-infinite slot problem. We shall restrict

ourselves to present the main ideas of the method. In particular, we shall introduce our Ansatz
without particular justification, despite of the fact it can be done (rather tediously) as in [85].

Throughout this section, we assume that :

wL = lr, (€N (14.46)

14.4.1 The ansatz of matched asymptotic expansions

The principle is to decompose the domain 2. into four (overlapping) subdomains wich are :

— a “far field” zone (or exterior zone) Qp(¢) in which we shall describe the behaviour of the
solution outside the slot.

— a “slot” zone Qg(e) to describe the behaviour of the solution in the slot.

¢

~ two “near field” zones (or junction zones) Q (¢) and Q3 (¢) in which we describe the beha-
viour of the solution at the neighborhood of A~ and A™T.

The precise definition of these domains uses 4 functions of ¢ :

0 <np(e) <ni(e),0 <ng(e) <ng(e) (14.47)
that are supposed to belong to the class of continuous functions 7)(e) satisfying :

lim n(e) =0, lir% n(e)/e = +oo. (14.48)
E—

e—0
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Qp(e) ={x€Q/x—A7|>np(e) and |x — A*| > np(e)}
Qs(e)={x€ 0. /x>ng(e)and L —x > ng(c)} (14.49)

Oy (e) = {x € Q/Ix — A*| <nfi(e)} U {x € O/lz — ax| < n§ ()}

Note in particular that, when e tends to 0, Q5 (¢) and Q% (g) collapse to one point, Qg() to the
segment [A~, AT] while Qr(¢) converges to Q.

The next step consists in working with normalized coordinates in each zone and postulating some
asymptoptic expansion of the solution in these coordinates. For 2D problems, it is well known that
powers of € are not sufficient and one must use the set of gauge functions :

fir(e) =" Log®e, where (i, k) are integers. (14.50)

One of the difficulty is to choose the good set of indices (i, k) in each zone but we shall be guided
by our numerical results. In the paragraph below, we present our ansatz and point out the leading
term in each expansion (the one we are interested in in this paper, the other terms being lower
order correctors).

Notation. From now on, for any function v* defined as a formal series :
v® = ZZaiLog Fe vl (14.51)
ik
we shall set v = Z Log "e vF.
k

This allows us to distinguish the dependence of v¢ with respect to € and Loge, which is justified
by the fact that :

Vk € Z, €= o(|Logel"). (14.52)
Solution in the far field zone. We keep here the physical coordinates (z,y) and look for u*®
of the form (the leading term corresponds to (i,k) = (0,0) which means that u® converges to a
limit in ). In the expansion below, the functions u¥ and u$ are defined in the canonical (i.e.
independent of ¢) slotless domain €2 :

—+o00 7
Z Z ' Log "e uf (z,y) + o(e™).
=0 k=—o00
T (14.53)
= > fui(wy) + o(e®) = uf + ofl)
i=0

us(z,y)

Inserting (14.53) into (14.4), it is easy to see that :

oug
on
The fact that uf satisfies the Neumann condition except at points A~ and A" authorizes u§ to

be singular at A~ and AT. Therefore, one needs additional informations about the behaviour of
u§ at the neighborhood of these two points.

Au§ + wruy = —f, inQ, =0, ondN\{A AT} (14.54)

Solution in the slot zone. We use the coordinates (z,y/e) that maps O, into O1, a slot of unit
width, and look for u® of the form (the leading term corresponds this time to (i,k) = (=1, —1)
which means that u® blows up in O, as O(1/(eLoge)). The leading term U<, and the next term
U§ play a role in the calculation) :

—+o00 7
wey) = U@, =3 3 e Loge Uk, L) +o(e™)
oo ) i:‘““:‘l“’ ) (14.55)
> Ui (e, D) = < Us(ay/e) + Usla,y/e) + o1):

i=—1
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Substituting (14.55) into (14.4), one sees that UF depends only from z and that :

2UF
dx?

Note that, to determine U;, one needs additional informations at x = 0 or L.

+ W?Uf =0, inO;. (14.56)

Solution in the near field zones. We present only the case of the zone Q (¢), the case of the
zone Q; () is obviously similar. We use the coordinates (x/e,y/¢), a scaling that maps the region
Qy(e) in to a domain that converges to an infinite “T-shape” domain 2 defined as :

Oy = {(X,Y) e R?/X <0} U{(X,Y) e R?/X >0et 0<Y < 1}. (14.57)

We look for u® of the form (we point out in the second line the terms that will play a role in the
computation of the leading term) :

—+o00 1
way) = UG =) > & Log"e U7, 9) +o(e™)
1=0 k=—o0
e . . (14.58)
= ‘U (== >) =0, (=, = 1).
D UG )+ ole™) = Uy (G ) o)

where the U, * and U, © are defined in Q;\z Note that this time, it is not clear from the numerical
computations to determine the good leading term of the expansion. Substituting (14.58) into (14.4),
one easily obtains :

—,E
AU;* =0, inQjy, 5‘;0
n

To determine U *“, one needs to prescribe its behaviour at infinity in KAZ;V

=0, ondQy. (14.59)

In the same way, to describe the near field in the second junction region using the scaled coordinates
(X = (z—L)/e,Y = y/e), we introduce an harmonic function Ug® that is defined in the domain :

Of ={(X,Y) e R}/X >0} U{(X,Y) e R?/X <0et 0<Y < 1}. (14.60)

and satisfies the homogeneous Neumann condition on 89;.

Summary of the first step of the method. Our objective will be to determine the four
functions u§, U%,, Uy© and U(')"’s. We know the PDE’s satisfied by these functions in their
respective domains of definition, as well as the bounday conditions they satisfy. We still need :

— to know the asymptotic behaviour of u§ at the neighborhood of A~ and AT,
— to know the boundary conditions for UZ; at x =0 and z = L,

~ to know the asymptotic behaviour at infinity of Uy *® and Ug .
This missing information will be provided by the application of the matching principle which will

express, in some approximate way, that the various expansions (14.53), (14.55), (14.58) represent
the same function in the overlapping zones.

Remark. Although we do not need to determine U§, this function will naturally appear in the
application of the matching principle.

Matching between the near field and the slot field On the domain Qg(e)NQy (¢), Us(x, y/¢)
and U°(x/e,y/e) must coincide. In particular, we need to match the truncated expansions ( in
o(1) ) in (14.55) and (14.58). Noticing that, in the overlapping zone, x — 0 and z/e¢ — +o0, this
can be reduced to :

. 1 Y Y —eT Y
e[ USE D) + U@ D) = Uot(C )| =0 (14.61)
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In the domain [0;4o00[x x[0;1]y, since the near field U, © satisfies the Laplace equation with
Neumann boundary condition on the two horizontal boundaries, by separation of variable, if we
exclude exponentially growing solutions inside the slot (which can be proved), we know that U ®
is of the form (u, v2 and (v)P are complex funtions of Loge) :
—+o0
U, “(X,)Y) = p= X +0v° + Z(Vi)p exp —prX cosprY, X > 0. (14.62)

p=1

Since the slot field satisfies the 1D Helmholtz equation, there exists complex functions (AS, BS,i =
—1,0) of Loge such that :

U:(x) = A coswz + Bf sinwz, = —-1,0. (14.63)

Hence, when = — 0 and z/e — +o00, one has :

1 1
SU (0, d) + Us (e, ) =2 A7, + wB D 4 A5+ o(1), (14.64)
€ € € € €
e,y x
Uy (=, =) =p = c 1). 14.65
Y = D o) (14.65)
Therefore, (14.61) leads to : A=, = 0, wB%; = u°, A = v°. (14.66)

By symmetry, we have also :
UgS(X,Y) = uS X +v5 +o(l), when X — —oc. (14.67)

with the relations : A, = 0, (=1)'wB®, = u5, (-1)"45 = v5. (14.68)

Matching between the far field and the near field On the domain Qg (g) N Qy(e), u®(z,y)
and U™¢(x/e,y/e) must coincide. In particular, we need to match the truncated expansions ( in
o(1) ) of (14.53) and (14.58). Let us use the polarcoordinates (r—,07) associated to the point A~
(and such that = = 0 or 7 coincides with the line = 0). Noticing that, in the overlapping zone,
r~ — 0 and 7~ /e — 400, this can be reduced to :

lim uS(r=,07) — U;E(%,e—) = 0. (14.69)

r=—0,——+oo

As f has a compact support include in Q , there exists 0 < R < inf(H, L), such that, for r~ < R,
by separation of variables, u§ can be written as a linear combination of :

Jp(wr~)cos(pf~), peIN (smooth functions of r7)
(14.70)
Yp(wr—)cos(pf~), pe€IN ( which are singular close to r~ = 0)

It can be shown (but the proof is omitted here) that the only function Y,(wr™) that may appear
in the expansion corresponds to p = 0. Therefore, we have an expression of the form (for r~ < R) :

+oo
ug(r=,07) = Z(bi)pJp(wr_) cos (pf7) + a® Yo(wr™) + b Jo(wr™). (14.71)

p=1

In the same way, if we use (p~,607) the polar coordinates associated to the variables (X,Y) in (AZZ_V,
since U satisfies the homogeneous Laplace equation with homogeneous Neumann condition, by
separation of variables, in the domain p~ > 1), U, can be written as a linear combination of :

{(p7)Pcos(pd™),(p~) Peos(pt™), p>1}, Logp™, 1.
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One can show (once again, the proof is omitted here) that U, * cannot grow more rapidly than
Log p~ when p~ goes to +o00. Therefore, we have an expression of the form (p~ > 1) :

+oo
Uy (p,07) = Z(ﬂi)p(pf)*p cos (pf~) +a° Logp™ + <. (14.72)

p=1
Recalling that (v denotes the Euler number [2]) :
. . 2 z
lim Jo(2) = 1, lim Jy(:) =0 for p =1, Yo(z) = = (Log (5) +7) + (1),

we deduce that :

9 _
ug(r=,07) = ;ai (Log % + 7) +b +o0(1), (r~ —0),

) (14.73)
Uy (r~ /e,07) = af Log % + 8+ o(l) (1 /e — +00),
Therefore, (14.69) leads to :
2 2 w
Zat =at,  Za(Log% +9)+b = —alLoge + 5. (14.74)
0 us 2
In the same way (with obvious notations for polar coordinates), we have :
et pt 2 . wrt € +
ug(r,0m) = —a+(Log— +7) +05 +o(1), (r" —0),
us 2
(14.75)
+,e rt + € rt € +
Uy (?50 ) = a+Log? +6% + o(1) (r'/e — +o0).
with the relations :
205 =03, 2a5 (Log b= —aSL : 14.76
—aj =af, ;a+( og§+7)+ = —af Loge + [ (14.76)

We have now all the necessary informations to determine the fields u§, U2, Uy *® and Uy *°.

14.4.2 Determination of the leading terms of the expansion.

The analysis of the far field u§ will rely on the following lemma. The proof, omitted here can be
adapted from those in [85].

Lemme 14.4 There exists a unique function u*, outgoing solution of the homogeneous Helmholtz
equation in ) satisfying the homogeneous Neumann boundary condition on O\ {A~, A1} such
that there exists b* € C such that :

9 _
-2 (1o ) = 0
i (14.77)
w4+ p+ ¢ 2 wr™ 41 7% +
u (rt,07) + (-1) —(LOgT—F'y)—»(—l) b*, when rt — 0.
T

By linearity, we deduce the following

Corollary 14.5 If v is an outgoing solution of the homogeneous Helmholtz equation in Q0 with
Neumann boundary condition in OQ\ {A~, AT} and satisfies the local behaviours :

9 _
v(r=,07) — —a (Log % + 7) has a finite limit when r— — 0,

2 +
vt 0T+ (1) Za (Log % + 7) has a finite limit when r* — 0,
™

then, one has : v=au*.
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We first notice that, if we integrate the equation (14.59) over the domain :

Oy, =1{xeQy/0<pt <1,0< 0" <} (14.78)
. . . 1
One easily obtain the relation : o = ——p°. (14.79)
T
. € 1 1>
In the same way, we show that : of = - (14.80)
Therefore, using (14.74), (14.66) and (14.79) (respectively (14.76), (14.68) and (14.80)), one can
obtain the relations : E
2 mat =Ly = 50
i 4 4 . (14.81)
1 w
€ —of == uf = (-1 L —1
ﬂ_a+ Qg - py = (-1) T
which implies in particular : a® = (=1)*"! a%  (:= a). (14.82)
Applying corollary 14.5 to v = u® — u®, we obtain :  u§ = u® + a° u*. (14.83)
Therefore u§ has the following behaviour at the neighborhood of A™ and A~ :
9 .
wi(r,07) = (A7) + af = (Log o +7) + 5] + o(1),
™ ) 2 . (14.84)
w5, 07) = ul(AT) + (~1) 0| = (Log T +9) + 57| +o(1),
™
Comparing (14.73,14.75) and (14.84), we have :
b= at bt + uO(A7), b = (-1 at bt + uO(AT). (14.85)

For the near field we shall use the following result (adapting the proof of [86]) :

Lemme 14.6 There exists a unique function U, harmonic in ﬁﬁ, which satifies, when p* — 400
and FX — +o0 :
UL(p*™,0%) = Logp*™ +o(1), UL(X,Y) = O(X]). (14.86)

as well as the homogeneous Neumann boundary condition on 8@% Moreover, there exists v* € C
such that :
UL(X)Y) = 27X +v* + o(1), when FX — 400 (14.87)

Corollary 14.7 Let Vi a solution of the homoAgeneous Laplace equation in fAZ]iV satisfying the
homogeneous Neumann boundary condition on 69% and :

Vi(p®,0%) = axLogp* + Bz + o(1), p= — +oo
(14.88)
Vi(X,Y)=0(X]), FX — 400

then : Vi=oayr UL+ Py

Applying corollary 14.7 to Uy *® and U, "%, we obtain using equations (14.73,14.75), (14.74,14.76)
and (14.85) :

Ut = [% (uj + Log %6 + 7) + b*} +ul(AT), (14.89)

U = (—1)* af [% (u_*; + Log % + 7) + b*] +uO(A).
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2
Moreover, U is given via (14.63) and (14.82) : Uf,(z) = — a° sinwz. (14.90)
w

As it can be seen in the formules (14.83), (14.89), (14.90), we know u§, U(jf’s and U¢, as soon as
we know a®. To obatain a®, we have to ensure :

From equations (14.66) and (14.68) we deduce :  v= = (—1)‘ 5 (14.91)

Equations (14.89) and (14.87) leads to :

2
U, °(X,Y) = aa[— 2X + ;(Log% Fyt V*) +b*}
+u(A7) +0(1),
5 . (14.92)
U (X,Y) = (~1)'af {(2){ + —(Log 2yt u)) + b*}
m 2
+ul(AT) + o(1).
Identifying (14.65,14.67) and (14.92), one obtains :
2
Ve = af [— (Log ve +v4+ V*) —l—b*} +u’(A7),
™ 2 e (14.93)
e _ (_1\+1 e |2 hatd * * 0 +
Vo= (1) [W(Log . +7+V)+b]+u (A™).
1 u0(AT) — u0(A—
It follows from (14.91) and (14.93) : a° = 4( ) Zs( ) = w(A7) (14.94)
;(LogT +v+v )+2b
14.4.3 Towards a rigorous proof
1) u0(At) — u0(A-
As a. ~ T (D)7 (A") —u ), we conjecture the estimate :
4 Loge
luf = w’llr2@ny < Cllfllr2 / Logel,
(14.95)

lu® = wllz20,) < Cllflzaey / (62 [Logel),

Moreover, due to the two logarithmic singularities at the point A~ and AT, u* is not in H} ().
Therefore we can not have the same inequality for the H'(Qz) — norm as for the L?(Qg) — norm.
One can expect the (generically optimal) estimate :

lu = u¥]l sy < Clw, LR, F) || fl 2oy / |v/Togel- (14.96)

All this results are coherent whith those obtain numerically in section 14.3. One can refer to figure
14.13, 14.14, 14.15, 14.16, 14.17, 14.18. The proof of (14.95) and (14.96) should follow the lines of
the proof of theorem but the stability argument, that used the DtN map, has to be adequately
modified. This work is delayed to a forthcoming work.
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Chapitre 15

Conclusion générale

15.1 Les principaux résultats obtenus dans cette these

Dans la premiere partie, nous avons introduit et validé un nouveau modele de couplage 1D-2D
pour le traitement des fentes minces. C’est & notre connaissance (au moins du point de vue des
estimations globales), la premiére validation d'un modele de ce type. De plus, ce modele peut étre
intégré a des codes éléments finis industriels.

Dans la deuxieme partie, toujours dans le cadre des fentes minces, nous avons revisité la méthode
de raccordement de développements asymptotiques. Nous en avons fait un exposé qui nous semble
plus & méme d’étre compris par I’école francaise que les présentations de I’école russe ou anglo-
saxonne. Ainsi, nous avons obtenu les développements asymptotiques de la solution exacte (justifié
par les preuves de convergence, ce qui n’a été que trés rarement effectué pour les équations de
Helmholtz). Enfin, nous avons jeté les bases d’une méthode numérique dérivée de cette technique.

Dans la troisieme partie, nous nous sommes intéressés a un phénomene de résonance déja connu des
ingénieurs. Nous en avons trouvé une explication mathématique qui permet de bien comprendre
la nature du phénomene a partir des équations.

Ce travail devrait conduire aux publications suivantes :

S. Tordeux, P. Joly, Asymptotic Analysis of an Approximate Model for Time Harmonic Waves in
Media With Thin Slots, 2005, SIAM journal of mathematical analysis (accepté).

S. Tordeux, Un Probleme de Laplace Non Standard en Milieu Non Borné, note au Compte Rendu
de I’Académie des Sciences, 2005 (soumis).

M. Clausel, M. Duruflé, P. Joly, S. Tordeux, A Mathematical Analysis of the Resonance of the
Finite Thin Slots, 2005 (soumis)

Deux autres articles devraient étre écrits avec P. Joly sur la deuxieme partie.

15.2 Confrontation a la bibliographie existante

Lors de I’écriture de cette these, nous avons eu le souci constant de rendre le document indépendant
de toute autre source. Nous désirons maintenant revenir sur quelques travaux effectués par d’autres
équipes auxquels on pourra s’intéresser pour compléter la lecture de cette these.

Les développements asymptotiques raccordés. Nous avons essayé lors de cette these d’effec-
tuer une nouvelle présentation de la technique de la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Cette présentation a été adaptée des techniques développées par 1’école russe, on se
référera par exemple a [51]. Toutefois un lecteur, pris par le temps, pourra se référer a des tech-
niques plus anciennes provenant de I’école anglo-saxonne (c.f. [27]) dont Papplication échoue dans
certains cas pathologiques.

269



CHAPITRE 15. Conclusion générale

Pour bien se rendre compte de 'apport de cette thése a ’étude formelle des fentes nous pensons
qu'il est de plus utile de lire les travaux de Tuck [44] [87] et Mclvers et Rawlins [70].

L’article de Taflove et ses améliorations. Les méthodes de calcul numérique par différences
finies ont été introduits dans [36] [81] et [83]. Nous pensons qu'il est utile de relire ces articles & la
lumiere de cette these ot nous avons exhibé de nombreuses propriétés de la solution. Il ne faut pas
ici négliger la difficulté d’effectuer une analyse numérique sérieuse de ces techniques, la principale
difficulté étant d’obtenir des estimations d’erreur théoriques (g et h tendant vers 0).

Quelques résultats théoriques pour compléter 1’étude. Pour compléter la lecture de ce
document nous recommandons, pour ceux intéressés par le point de vue mathématique, ’article
de Beale [9] qui s’intéresse aux fréquences propres des résonateurs de Helmholtz. On pourra no-
tamment y trouver des liens avec I’étude des résonances. On pourra de plus se référer a la these
de Tatout [84] qui est une theése tout & fait complémentaire de celle-ci. On pourra notamment y
trouver de nombreux résultats de stabilité et une étude numérique des méthodes par différences
finies.

15.3 Quelques voies de recherche pour le futur proche

Les extensions directes. Elles ont déja été présentées dans les conclusions des premiere et
deuxieme parties. Nous renvoyons le lecteur aux chapitres 7 et 13.

Nous proposons enfin deux voies de recherche possibles dont les liens sont évidents avec les thémes
que nous avons développés dans cette these.

Les approximations filaires. Nous pensons que les techniques développées ici peuvent étre
d’intérét pour la justification des modeles filaires (voir [49] et [82]). Espérons que cette étude
puisse de plus déboucher sur de nouveaux modeles permettant de traiter les fils avec une plus
grande précision. Ceci devrait étre dans le futur proche un theme de recherche du projet Ondes
(UMR POems).

L’analyse multiéchelle. La technique de raccordement de développements asymptotiques est
en concurrence avec la technique de développement multiéchelle (voir [18] et [88]). Elle permet
principalement de traiter un certain nombre de problemes plus facilement. Il est intéressant ici de
se poser la question de la possibilité d’utiliser cette technique et du rapport qui existe entre ces
deux méthodes. Les travaux réalisés ici devraient permettre d’effectuer ce travail plus rapidement.
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Annexe A

Résultats utiles sur les fonctions
de Bessel
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A.1 Introduction et bibliographie

Les fonctions de Bessel ont joué un role important lors de notre exposé. Nous avons choisi de
regrouper dans cette partie les résultats utiles pour notre étude, pour les raisons suivantes :

— Nous ne voulions pas supposé de pré-requis concernant les fonctions de Bessel. Le lecteur
pourra trouver un ensemble cohérent a ce sujet.
— Malgré une littérature abondante, il est parfois difficile des résultats préts a ’emploi.

Nous conseillons les ouvrages suivants dont nous nous sommes largement inspirés, pour une étude
bibliographique :

— [2] est un ouvrage de mathématiques générales. Plus précisément c’est un recueil de formules.
Bien que assez indigestes il s’avere utile pour rechercher rapidement de I'information. Ceci
est en particulier vrai sur les fonctions de Bessel.

— [63] est une introduction aux fonctions spéciales. Il possede notamment deux chapitres tres
bien faits sur le fonctions de Bessel.

— [89] est un traité consacré exclusivement aux fontions de Bessel. On peut par exemple y
trouver de nombreuses preuves. Il reste a notre avis la référence.
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A.2 Définition des fonctions de Bessel J, et Y,

Les fonctions de Bessel de premiere espece d’ordre n sont définies comme la série entiere de rayon
de convergence +00

+o0
_ (2/2)P 12
Jp(z) = kzzo(—nkm, vz e C. (A1)

Les fonctions de Bessel de deuxiéme espece d’ordre n sont définies a I'aide d’une série entiere de
rayon de convergence infini.

152 k — 1)l f2\2k—p
V() = = Tog(2/2) Jyle) - ;kZ:O b= (g)

g (2/2)PH2F P2k
——Z Vi T kD etk 1),

(A.2)

o ¢ est la dérivée logarithmique de la fonction d’Euler (v étant le nombre d’Euler v ~ 0.5772) :

k
1
1) = —7, k+1)=— —, VkelN. A3
P(1) = = Gk +1) ’y+ﬂ;m (A3)
Les fonctions Y}, sont aussi couramment appelées fonctions de Neumann ou fonctions de Weber.

Remarquons que J, est analytique sur C et que Y}, est analytique sur C*. Si nous nous limitons
aux z € RT, remarquons qu’a partir d'un certain rang toutes les séries sont alternées.

Introduisons maintenant les nombres Jp,; et Y}, ; pour (p,1) € IN x Z tels que :

I !
D) = (5)

2 l (A.4)
z
66 = > + o) (3)
De (A.1), il vient :
Jpg = 0, sil < pou p+1 impair,
(-1 . (A.5)
Jpi = (ﬂ)'(H_p sinon,
2 )\
Puis de (A.2), nous tirons :
Yy = 0, sil < —p ou p+ [ impair,
vy, — _1(z-1 _ I l
bl = —w Gy si —p< I <petp+]pair, (A.6)
Ip
Ypi = —%%(%/J(Tp) +¢(l+p +1)), sip<letp+I pair

Nous pouvons largement réduire les sommes de (A.4), tout d’abord en ne sommant que sur les [
tels que p + [ est pair puis en tenant compte des nullités pour les [ plus petit que p pour J,; ou
—p pour Y, :

0o = X (3)]
d oo (A.7)
Z\! 2 z (zZ\!
%) = 3 [ (5)] + 5 X lherees (5)]
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0.6 1
0.5
0
-0.5
4% 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
Fia. A.7 — Graphe de J3 Fic. A.8 — Graphe de Y3

A.3 Développement au voisinage de 0 des fonctions J,

De la définition des fonctions de Bessel de premiere espece J, (A.1), on tire des équivalents des
Jp proche de 0 :

B) ~ o/ = E2E (A8)

Plus généralement comme J,, est analytique nous avons le

Lemme A.1 Pour tout p € IN et m € IN et a € IR™*, il existe C(p,l,a) tel que pour tout z réel
dans Uintervalle [0;a) :

m z l z m+1
he) = 3 ha(3)] <o (3) (8.9)
l=—o00
Bien entendu la somme de (A.9) ne contient qu'un nombre fini de termes :
m » ! e m+1
_ )| < e :
"]”(2) ;J”’l (2) ’ ¢ (2) (4.10)

A.4 Développement au voisinage de 0 des fonctions V)

Par définition, I’équivalent en 0 de Y), est donné

Yols) ~ =log?,
ol s (A.11)
Bz ~ - T (5) '

Plus précisément, nous avons le
Lemme A.2 Pour toutp € IN, m € Z a > 0 il existe un réel positif C(p,m,a) tel que pour tout
z réel dans Uintervalle [0;a) :

m

s~ 55 050+ Zoemd) 3] < 0 () (olmz)  am

Nous pouvons aussi réduire les sommes de (A.12) :

5~ 35 50+ Zataey) 5] < 0 () (o pees)  amy

l=—p
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A.5 Equation différentielle et Wronskien

On appelle équation de Bessel I’équation posée dans D’(IR*™) :
22— + z2/— + (22 —p2)u = 0, (A.14)
z z

Gréce aux théoremes classiques d’analyse [79], il est facile de voir que cette équation admet comme
ensemble de solution un espace vectoriel de dimension 2. Puis, il est montré par exemple dans [78]
que J, et Y, sont solutions (au sens classique et donc au sens des distributions) de cette équation.
11 suffit pour montrer cela d’injecter les définitions dans (A.14).

Un outil fondamental relié aux équations ordinaires d’ordre 2 est le wronskien, il mesure a priori
la distance algébrique entre deux solutions (directions de solutions). On le définit de la maniere
suivante :

W(u,v) = wv' —u'v. (A.15)
Si u et v sont deux solutions de (A.14) on a au sens de (C>®(IR*™1)) :
aw 1 1 w
AW(u,v) _ w’ —u"v = — ~w' — (22 = pPuv + ~v'v + (22 — pPHuw = — (u,v)' (A.16)
dz z z z
Ainsi nous connaissons W a une constante multiplicative pres :
dw k
z% + W(u,v) =0 = W(u,v) = ~ (A.17)

On détermine cette constante k dans le cas de J, et Y, par passage a la limite sur zW(J,,Y))
pour z tendant vers 0 grace aux équivalents en 0 de J, et Y},. Pour tout p € IN, on a :

W) Yo(2)) = Jp(2) Vilz) = (o) Vyle) = — (A.18)
Ainsi, nous tirons :
Lemme A.3 Pour tout p € IN, et tout z € IR, nous avons :
Jp(2) Y (2) — Jp(2) Yp(z) > 0 (A.19)

A.6 Définition des fonctions de Hankel H]gl)

On appelle fonction de Hankel de premiere espece d’ordre p ou fonction de Bessel de troisieme
espece la fonction :

HV(2) = Jp(2) + i Yy(2). (A.20)
On appelle fonction de Hankel de deuxiéme espece d’ordre p la fonction :
HP (2) = Jp(z) — i Yy(2). (A.21)
Introduisons leurs modules au carré M, de H;()l) et Hz@ :
M; = J; + Y7 (A.22)

Il est intéresant de se poser la question de la monotonie de M,,. Pour cela, nous aurons besoin de
quelques outils :

— La fonction de Kelvin Ky :

—+oo
Ko(¢) = / e~¢ cosh (@) cosh (pr)dx (A.23)
0
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— La formule de Nicholson :

Mg(z) = /000 Ko(2 z sinh(t)) cosh(2pt) dt (A.24)

Commengons par montrer que Ky est strictement décroissante; si £1 et £ sont deux réels positifs
alors :

£1 <& = e ficoshe 5 pmGeosh@®) o K(6)) < Ko(&s). (A.25)

Ce qui nous permet de montrer la décroissance de M, :
z1 <7zy = 2z sinh(t) < 2z sinh(?), vt € R*T
—  Ko(2 21 sinh(t)) < Ko(2 21 sinh(t)), VteR*T (A.26)
= MZ2(z1) > M2(z).
Il est clair que comme, pour tout p, les M, sont décroissants alors J,, et Y}, sont bornées sur [z, +00]

(z > 0) par Mp(z). Une autre conséquence immédiate de la décroissance de M), est la proposition
suivante :

Lemme A.4 Pour tout z € IR*™, on a l'inégalité suivante :
Jo(2) Jp(z) + Y,(2)Yp(2) <O. (A.27)
Preuve. En effet, nous avons :

(Mg)'(z) = (Jg + ng)'(z) =2J,(2) Jp(2) + 2Y,(2) Yp(2). (A.28)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Fic. A.9 — Graphe de M, F1c. A.10 — Graphe de M;
2 2
1.5¢ 1.5
1 1
0.57 0.5
0O 2 4 6 8 10 G0 2 4 6 8 10
Fia. A.11 — Graphe de M Fic. A.12 — Graphe de M3
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A.7 Opérateur Dirichlet Neumann d’ondes sortantes

Par séparation de variable, il est possible de voir que toute fonction u € H} ([R,+ool, x[0;7]g)
solution sortante de :

Au + w?u = 0, dans [R, +o0[, x[0; 7]g,
A.29)
P (
—u=07 enx =0et |yl > R.
on
vérifie :
+oo
u(r,8) = Z en HY (wr) cosnb (A.30)
n=0
ot la somme du second membre converge par rapport aux normes définies pour tout R’ > 0 :
[ull s myxiosmle) + AUl 2R Ry x 03)6)- (A.31)
De plus pour tout n € IN
0
n [HV(wr) cosnb] = 0, enz=0et |yl > R. (A.32)
Il est donc possible d’associer a cet espace de solutions un opérateur
Trp: H2(Tr={(R,0) /0 €[0;7]o}) — H Y*(T'g) (A.33)

de Dirichlet Neumann qui a la trace de Dirichlet en r = R associe la trace de Neumann sur
cette méme frontiere, on trouvera l'expression de l'opérateur T en (3.21), que lon obtient par
décomposition spectrale. Des propriétés intéressantes (ils nous permettent notamment de se placer
dans le cadre de la théorie de Fredholm) de cet opérateur sont les signes des parties réelles et
imaginaires de la forme quadratique de H'/?(I'g)

H'?(T'gp) — C,

(A.34)
u —  (Tru; u).
Nous avons en effet pour tout u € H'/2(I'g) :
Re(Tru; u) > 0,
(A.35)
Im(Tru; u) < 0.
Ceci provient en fait du lemme :
Lemme A.5 Pour toutn € IN :
Re(pyi(w)) > 0,
(A.36)
In(ufi(w) < 0
| R .
ot nous rappelons que p,i(w) est donné en (3.22)
Preuve. Le calcul des partie réelles et imaginaires de pff(w) donne :
I (wr) Jo(wr) + Y, (wr) YV (wr)
Re(ufi(w) = . e
(Jn(wr)) + (Yn(wr))
/ , (A.37)
m(ufw) = —w In(wr) Y (wr) — J), (wr) Yn(wr)'

(Jn(wr))2 + (Yn (wr))2

Ainsi, d’apres les lemmes A.3 et A.4, nous tirons la conclusion.
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Annexe B

Densité de H(Qp) dans H'(Qp)

Rappelons que Q1 désigne la demie boule

Op = {x:(x,y)eg/\x|<3etx<o} (B.1)
paramétrée en coordonnée curviligne :
r = |x| et & = arccos % (B.2)
'Y

Nous désignons par Hj (Qr) 'ensemble de fonctions :
Hy(QR) = {u € HY(QR) / 3ro > 0 tel que u(r,0) = 0Vr < 7‘0}. (B.3)

Lemme B.1 Hj,(Qr) est dense dans H'(QR).

Preuve. Pour tout v € H'(Qg), il s’agit de construire une suite (v, € Hg o(Qr),a > 0) telle que :

1in%J Vg =V dans H'(QR). (B.4)

L’espace C*®(Qp) étant dense dans H'(2g), il suffit de construire une telle suite pour :

v e C™®(Qr). (B.5)
Pour tout a > 0, introduisons la fonction de troncature :
0 sir<a,
r 1 -1
Wo(r,0) = Log (—) (Log (—)) sia<r<l, (B.6)
a a
1 sir>1.

Nous allons vérifier que v, = ¥, v convient. En effet :
[v—=Yovllmy = [v—"VYavllr2p) + V(0 = W)l L2(0p)
< vllze@n) (11 = Yallz2(ap) + IV¥allLzn)) (B.7)

+IVollze@r) 11— Yallz2(p)-

Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme ¥, est a support dans la boule B(0,1) de centre
0 et de rayon 1, est majorée par 1 et converge presque partout vers 1 lorsque a tend vers 0, alors :

lim (1= Wo| 20 = 0. (B.8)
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Par ailleurs, on calcule aisément que :

27
2 _
IVWallZ2(B(0,1)) = Tog(@)’ (B.9)

ce qui montre que
T || V8,20, = 0, (B.10)

et acheve la démonstration. [

Remarque B.2 (e résultat de densité est clairement relié au défaut de continuité des fonctions
H' :
HY(IR?) ¢ C°(IrR?) (B.11)

Un autre point tout a fait similaire est limpossibilité de prolonger par continuité [’application
valeur ponctuelle de C*(IR*) dans H'(IR?) (valeur en Uorigine par exemple). Pour se convaincre
on peut remarquer que la fonction 2+1Log Log )] est un élément de H1(1R2) mais qut diverge en
lorigine.
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Résumé

Cette these porte sur la modélisation de la diffraction d’ondes en régime harmonique dans des mi-
lieux bidimensionnels comportant des fentes minces. Tout d’abord, nous introduisons et analysons
un modele approché dont la propriété principale est d’utiliser une approximation unidimension-
nelle dans la fente. L’originalité de ce modele se situe au niveau des conditions de couplage par
raccord “brutal” a travers les extrémités de la fente. La précision de cette premieére technique étant
limitée, nous utilisons la technique des développements asymptotiques raccordés pour obtenir et
justifier le développement asymptotique de la solution a tout ordre en fonction de 1’épaisseur de
la fente. Les résultats sont radicalement différents suivant que la longueur de la fente est un mul-
tiple de la demi-longueur d’onde ou non, auquel cas un phénomene de résonance est observé. De
nouvelles procédures de raccord 1D-2D peuvent étre déduites de cette étude.

Mots clés : Helmholtz, fentes minces, raccordement de développements asymptotiques, modélisation,
estimations d’erreur

Abstract

This PhD thesis concerns the modelizing of scattering in the harmonic regime in two dimensional
domains with thin slots. We first introduce and analyse an approximate model, which consideres a
1D approximation inside the slot. This approximate model is based on two new ”brute” coupling
conditions at each end of the slot. As the accuracy of this technique is limited, we then use the
technique of matching asymptotic expansions to obtain and justify the asymptotic expansion of
the solution to any order with respect to the width of the slot. The results are totally different if
the slot length is a multiple of half of the wave length. In this case a phenomena of resonance can
be observed. New 1D-2D matching procedures can be deduced from this study.

Key words : Helmholtz, thin slots, matching of asymptotic expansions, modelization, error esti-
mates.



