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Chapitre 1

Introduction

L’étude réalisée dans cette thése porte sur la modélisation mathématique du processus
de production des cellules sanguines : I’hématopoiése. Ce travail s’insére dans le cadre
général de I'étude de la dynamique des populations, la population prise en compte ici
étant constituée de cellules souches de la mcelle osseuse.

Ces cellules, dites hématopoiétiques, sont soutenues, dans la mecelle osseuse, par un
réseau de fibres et de cellules formant le stroma médullaire, auquel elles adhérent. Elles
sont issues de cellules immatures. Peu développées et capables de produire n’importe
quelle cellule du sang par division, elles se multiplient et se différencient, produisant
petit a petit des globules rouges, des globules blancs et des plaquettes. L’hématopoiése
repose donc, comme tout processus se déroulant au niveau de la cellule, sur la division
et la différenciation cellulaires. Ces phénomeénes fondamentaux pour toute population de
cellules se déroulent durant le cycle cellulaire.

La connaissance des différentes phases du cycle cellulaire et des mécanismes qui les
dirigent est fondamentale pour la compréhension de 'hématopoiése. Les mécanismes qui
régulent le cycle cellulaire sont nombreux et variés. Ils correspondent le plus souvent a
des interactions moléculaires (activation/inhibition) codées dans les génes.

Parmi les éléments jouant un role actif dans le cycle cellulaire, nous nous intéressons
principalement aux facteurs de croissance. Il s’agit de protéines particuliéres (cf. section
1.4) jouant le réole de stimulateurs ou inhibiteurs, & la maniére des hormones. Des études
récentes ont montré que certains facteurs de croissance pouvaient intervenir trés préci-
sément dans le cycle cellulaire en inhibant par exemple ’entrée de cellules dans le cycle,
ou bien en modifiant les taux de mortalité. Ces propriétés paraissent & ’heure actuelle
essentielles & la compréhension du fonctionnement de I’hématopoiése.

Nous présentons, a travers ce chapitre introductif, les connaissances essentielles &
la compréhension de ’hématopoiése et de sa modélisation mathématique. La prochaine

section est dédiée a la présentation détaillée des mécanismes du cycle cellulaire. En

15



16 Chapitre 1. Introduction

Reéintroduction

Phase de prolifération

FPhase
G1 5 GE M de repos
G

Mort par apoptose Mort / differenciation

F1a. 1.1 — Le cycle cellulaire : phase de repos (Gy) et phase de prolifération (G1, S, Ga,

particulier, nous signalons l’existence de deux phases distinctes de ce cycle, dites de
prolifération et de repos, qui jouent un réle important dans la production des cellules
sanguines. Nous présentons ensuite les grandes étapes de I'hématopoiése, ainsi que les ca-
ractéristiques des différents types de cellules produits (globules rouges, globules blancs et
plaquettes) dans la section 1.2. Les sections 1.3 et 1.4 sont consacrées & une présentation
des connaissances actuelles sur les cellules souches et les facteurs de croissance, princi-
paux acteurs de ’hématopoiése. Enfin, nous disons quelques mots, dans la section 1.5,
sur une certaine catégorie de maladies du sang, dites cycliques. Comme nous le précise-
rons, ces maladies représentent une des principales motivations de I’étude mathématique
de 'hématopoiése. Nous concluons par une présentation succincte des différents modeéles
mathématiques d’hématopoiése que nous nous proposons d’étudier dans les chapitres

suivants.

1.1 Le cycle cellulaire

Le cycle cellulaire représente 1'unique moyen utilisé par les cellules, quelles qu’elles
soient, pour croitre et se reproduire. Sa définition biologique est la suivante : il s’agit
d’une série complexe de phénoménes, se produisant entre la fin de la division d’une cellule
et la division de 'une (ou des deux) de ses cellules filles, par lesquels le matériel cellulaire
de la cellule mére est divisé entre les cellules filles.

Le cycle cellulaire est composé de plusieurs étapes distinctes (voir Fig. 1.1), et s’achéve
toujours par la mitose durant laquelle la division de la cellule a lieu. Parce qu’elles ont
été observées trés tot, les différentes étapes de la mitose semblent & elles seules expliquer

le cycle cellulaire dans son intégralité. D’autres phénoménes tout aussi importants ont
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pourtant lieu entre le moment ol une cellule débute un cycle cellulaire et le commen-
cement de la mitose; citons, par exemple, la phase de synthése de PADN, mais aussi
différentes étapes de contrdle qui permettent de reproduire uniquement (en général) des
cellules contenant le patrimoine génétique correct de la cellule mére. L’ensemble de ces
phénomeénes est regroupé sous le nom de phase de prolifération.

A la fin d’un cycle, c’est-a-dire aprés la mitose et lorsque les deux cellules filles sont
formeées, ces derniéres n’entament pas automatiquement un nouveau cycle cellulaire. Au
contraire, elles peuvent entrer en phase dite de repos, ou phase quiescente, ou encore
phase Gy (la lettre g est I'initiale du mot anglais gap, qui signifie fossé€). Cette phase est
transitoire (méme si certaines cellules ne quittent jamais la phase de repos) et 'activité
de croissance cellulaire y est fortement réduite. Cependant, elle représente une étape
importante du cycle cellulaire.

Notons enfin que lors d’un cycle « normal », certaines cellules peuvent étre éliminées
du processus par apoptose : il s’agit d’'une mort cellulaire programmeée, au contraire de la
nécrose qui est une mortalité naturelle. Les détails de ce mode de mortalité sont expliqués
en 1.1.3.

1.1.1 La phase de prolifération

Le cycle cellulaire a longtemps été considéré comme l'unique phase de la vie d’une
cellule — principalement parce que les moyens d’observations n’étaient pas assez per-
formants pour en distinguer toutes les étapes. Avec la découverte d’une phase de repos,
durant laquelle ’activité de la cellule est considérablement réduite mais qui fait partie
du cycle cellulaire, la notion de cycle cellulaire a évolué. Les phénoménes qui lui sont
associés (synthése de PADN, division cellulaire, etc.) se déroulent durant une phase dite
de prolifération. Par abus de langage cependant, la phase de prolifération est commu-
nément appelée cycle cellulaire : il faut donc prendre garde aux phénoménes considérés
lorsqu’on rencontre le terme « cycle cellulaire ».

La phase de prolifération est elleeméme constituée de deux phases principales : I'in-
terphase et la mitose.

L’interphase — dont le nom désigne simplement la période comprise entre deux
divisions et apporte bien peu d’information sur ce qui s’y déroule réellement — est & son
tour composée de plusieurs étapes dont nous retiendrons trois étapes principales, notées
respectivement G1, S et Go.

Les roles et caractéristiques de chaque étape sont les suivants :

La phase G : Il s’agit de la premiére étape du cycle cellulaire. Comme pour la phase
g

de repos notée Gp, son nom vient de I’anglais gap, nom donné alors que personne
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n’avait identifié les événements s’y déroulant. Dans cette phase, la cellule croit et
devient plus large, la synthése des protéines s’effectue. La phase G; est une phase
de croissance. C’est aussi, de toutes les phases du cycle cellulaire, celle dont la

durée est la plus variable.

La phase S : 1l s’agit de la deuxiéme étape du cycle cellulaire, qui suit immédiate-
ment la phase de croissance G1. C’est la phase de synthése de ’ADN : le matériel

héréditaire y est dupliqué et chaque chromosome est copié.

La phase G : Il s’agit de la troisiéme et avant derniére phase du cycle cellulaire. C’est
une phase de controle : PADN répliqué durant la phase S est controlé et réparé
si nécessaire, la division est préparée. S’il s’avére que des dommages irréversibles
sont décelés lors de cette phase, la cellule est dirigée vers la mort par apoptose (cf.
1.1.3).

A la fin de l'interphase, chaque cellule entre dans la phase de mitose. Cette derniére
conclut le cycle cellulaire et s’achéve par la séparation des chromosomes et la formation
de deux cellules filles. La mitose est formée de plusieurs étapes successives facilement

observables au microscope :

La prophase : les chromosomes se condensent.

La prométaphase : ’enveloppe nucléaire de la cellule se dissout et les poles du fuseau

se mettent en place.
La métaphase : les chromosomes s’alignent.
L’anaphase : les chromosomes se séparent (on parle de ségrégation).

La télophase : la division cellulaire s’effectue; elle est constituée de deux étapes princi-
pales : la caryocineése, division du noyau en deux noyaux génétiquement identiques,

et la cytocinése (ou cytokinése), division du cytoplasme.

Les différentes étapes de la phase de prolifération, dont nous avons mentionné les
principales ci-dessus, ne se succédent pas avec la régularité d’'un métronome. Le passage
d’une cellule d’une étape a une autre est sujet & l'activation de certains récepteurs fixés
sur la cellule, ou bien de certains génes. Dans I’ensemble, les mécanismes de passage
d’une phase & une autre sont connus. Seuls les mécanismes de passage de G; vers S
restent encore méconnus.

2 2 s 2 . . 1

Les molécules clés qui régulent le cycle cellulaire chez tous les organismes eucaryotes-,

dont les plantes, les levures, les animaux et les humains, ont été identifiées par les lauréats

! Cellules eucaryotes : ce sont des cellules dont les chromosomes sont situés dans le noyau et séparés

du reste de la cellule, par opposition aux cellules procaryotes qui ne possédent pas de noyau.
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du Prix Nobel de Physiologie et Médecine remis en 2001 : Leland Hartwell, Paul Nurse et
Timothy Hunt. Leurs travaux [96] ont permis de mettre en évidence un des régulateurs clé
du cycle cellulaire, la CDK (Cyclin Dependant Kinase), qui dirige le cycle cellulaire par
phosphorylation d’autres protéines. Ce phénomeéne est rendu possible grace aux cyclines,
des protéines formées et dégradées au cours du cycle cellulaire.

Parmi les génes impliqués spécifiquement dans le controle du cycle cellulaire — ap-
pelés CDC, pour Cell Division Cycle —, mentionnons le géne CDC 28. Aussi nommé
géne « start », il controle la progression des cellules vers la phase G, c’est & dire vers le

début du cycle cellulaire.

1.1.2 La phase de repos

La phase de repos, que nous appellerons aussi phase Gy, est un stade quiescent du
cycle cellulaire.

La phase Gy suit immédiatement ou presque la phase de mitose (certaines cellules
peuvent passer un peu de temps en phase GG7 avant d’aller en Gy). Les cellules en G ne
sont pas actives, au sens ol elles ne sont plus en phase de croissance, leur activité interne
est ralentie. La phase de repos est un état de dormance par rapport a la croissance.

Une cellule peut demeurer plusieurs jours, voire plusieurs mois ou plusieurs années,
en phase de repos. Certaines cellules, dites différenciées, ont méme cessé de se diviser et
ne retournent jamais en phase de prolifération (c’est le cas des neurones par exemple).

Néanmoins, lorsqu’une cellule est introduite de la phase de repos vers la phase de
prolifération, cela est dii & un stimulus approprié ; dans ces cas 14, la cellule entre toujours
en phase GG1. Nous avons mentionné, & la fin de la section précédente, I'existence d’un
geéne, le CDC 28, déclenchant I’entrée en phase G1. Des études in vitro ont montré que
les cestrogénes peuvent aussi stimuler le passage de Gy vers G, via une augmentation
de l'expression de la cycline D1.

Comme nous le soulignerons & la section 1.3, méme si la phase de repos est un stade
quiescent du cycle cellulaire, elle est fondamentale pour la compréhension de ’hémato-

poiése car prés de 90% des cellules souches hématopoiétiques sont en phase de repos.

1.1.3 Morts cellulaires : nécrose et apoptose

Tout au long du cycle cellulaire, les cellules meurent, de fagon naturelle principale-
ment mais aussi pour assurer que certaines malformations ne se pérennisent pas.

Le premier facteur de mortalité cellulaire est la nécrose : il s’agit d’un processus de
dégénérescence aboutissant & la mortification d’une cellule ou d’un tissu. La nécrose est

toujours un phénomeéne accidentel dii & un dommage tissulaire, une « agression » de la
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cellule. Elle implique toujours des groupes de cellules, jamais une unique cellule.

L’apoptose? est le deuxiéme mode de mortalité des cellules. Au contraire de la nécrose,
il s’agit d’'un processus physiologique régulé et nécessaire a la survie d’un organisme
cellulaire. On parle de mort cellulaire programmée.

L’apoptose survient lorsqu’une cellule n’est plus utile, endommagée ou bien lors-
qu’elle est défectueuse. Il s’agit d’'un phénomeéne impliquant une cellule individuelle. En
particulier, ’apoptose permet d’éliminer des cellules en surnombre.

Lors du cycle cellulaire, ’apoptose peut survenir & n’importe quel moment durant
la phase de prolifération mais elle intervient principalement lors de la phase Gs. Elle
permet d’éliminer les cellules n’ayant pas synthétisé correctement leur ADN lors de la
phase S et évite ainsi la prolifération de cellules dysfonctionnelles.

Des informations précises concernant ’apoptose sont disponibles dans [17]. Les pro-

cessus chimiques liés & 'apoptose y sont notamment clairement présentés.

1.2 Cellules sanguines et hématopoiése

L’hématopoiése est le terme général désignant le processus de production de toutes
les cellules sanguines (voir Fig. 1.2).

Les sites principaux de production des cellules sanguines, appelés organes hémato-
poiétiques, sont la moeelle osseuse chez 'homme et, par exemple, la mcelle osseuse et la
rate chez la souris. Il est & noter que cette différence entre ’homme et la souris s’est
avérée fondamentale pour la découverte des cellules souches (cf. section 1.3).

Durant les premiers mois de la vie foetale, I’hématopoiése a lieu principalement dans
le sac vitellin. Elle se déplace ensuite dans le foie et la rate, pour s’installer progressi-
vement, avant la fin de la vie foetale, dans la moelle osseuse. Jusqu’a ’dge de cing ans,
approximativement, tous les os sont le siége de la production des cellules sanguines.
Ensuite, l'activité hématopoiétique se concentre dans la mcelle des os courts et plats
(sternum, cotes, vertébres, os iliaques).

Selon leur type, les cellules sanguines possédent des propriétés et des fonctions tota-

lement différentes. Elles sont réparties en trois groupes principaux :

Les globules rouges : Aussi nommés hématies, érythrocytes ou normocytes. Il s’agit
de cellules trés simplifiées, énuclées (chez les hommes et les mammiféres), quasiment
saturées en hémoglobine, et assurant le transport de ’oxygéne des poumons aux
tissus. Le processus de production des globules rouges est appelé érythropoiése (voir
Fig. 1.3).

2Le mot apoptose vient du grec apopthosis qui signifie tomber d.
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Les globules blancs ou leucocytes : Les globules blancs, produits lors de la leuco-
poiese (cf. Fig 1.4), assurent la défense de 'organisme contre les invasions d’élé-
ments étrangers. Ils forment le systéme immunitaire. Ils sont répartis selon trois
groupes :

— Les granulocytes. Ils comprennent les neutrophiles (qui représentent 96 % des
granulocytes), les eosinophiles et les basophiles. Ils phagocytent et détruisent les
petits organismes.

— Les monocytes. Ils sont capables de phagocyter des microbes, des cellules
entiéres ainsi que diverses particules dites polluantes, comme par exemple des
poussiéres.

— Les lymphocytes. Ils répondent a ’apparition d’une substance étrangere, ap-
pelée antigéne, dans 'organisme. Il existe deux sortes de lymphocytes : les lym-
phocytes T, agents de I'immunité cellulaire, et les lymphocytes B, agents de

Iimmunité humorale (ils agissent hors de la cellule).

Les plaquettes : Aussi nommées thrombocytes, les plaquettes sont issues de la frag-
mentation du cytoplasme d’une cellule géante de la moeelle osseuse, le mégacaryocyte
(cf. Fig 1.5). Les plaquettes jouent un role principalement lors de I’hémostase® :
elles se combinent & la fibrine pour former un caillot qui adhére aux cellules endo-

théliales* des vaisseaux sanguins, contribuant & leur réparation.

Les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes, dénommés éléments figurés
ou formés du sang, représentent 45% du sang. Le plasma sanguin représente les 55%
restant.

Pour la plupart d’entre elles, les cellules sanguines sont totalement différenciées. Leurs
durées de vie sont courtes : quelques heures pour les globules blancs (de l'ordre de 24h),
quelques jours pour les plaquettes (environ une semaine) et quelques semaines pour les
hématies (120 jours en moyenne). Leur nombre est trés élevé : de Iordre de 5 x 1012
globules rouges, plus de 10° globules blancs et 3 x 10!! plaquettes par litre de sang (ces
quantités sont mesurées a 1’aide d’un hémogramme).

L’hématopoiése assure donc une production quantitativement trés importante : chaque
jour elle produit environ 10'3 cellules sanguines. Ceci correspond par exemple & la pro-

duction de plus de 2 millions d’hématies par seconde. Ce chiffre est & mettre en paralléle

3L’hémostase est ’ensemble des mécanismes qui concourent i maintenir le sang a 1’état fluide &

I'intérieur des vaisseaux.
“Les cellules endothéliales sont situées sur la paroi interne des vaisseaux sanguins; de formes po-

lygonales, extrémement aplaties, elles assurent une surface glissante et en conséquence empéchent la
coagulation sanguine. Elles jouent un réle important dans la fabrication de nouveaux vaisseaux sanguins

& partir des vaisseaux pré-existants (angiogénése).
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avec le nombre total de cellules dans le corps humain, de I'ordre de 10'4.

Cette considérable activité de production est assurée par une petite population de
cellules de la mcelle osseuse appelées cellules souches hématopoiétiques. Ces cellules ont
la faculté de se différencier et de se multiplier, donnant naissance & des cellules de plus
en plus engagées dans une lignée sanguine (c’est-a-dire, possédant la faculté de donner, &
la fin de leur développement, un des trois éléments figurés du sang cités précédemment).

Elle doit de plus étre contrélée afin de maintenir & peu prés constant le nombre de
cellules sanguines amené & varier dans des circonstances pathologiques (hémorragies,
infections, etc.). Cette régulation repose sur des mécanismes cellulaires et humoraux

(facteurs de croissance) qui peuvent étre stimulateurs ou inhibiteurs de I’hématopoiése.

1.3 Cellules souches hématopoiétiques

Les cellules souches, quelles qu’elles soient (pas seulement les cellules souches hé-
matopoiétiques), sont des cellules inobservables possédant des capacités uniques de dif-
férenciation et d’auto-renouvellement. Leur existence a été prouvée en 1961 par Till
et McCulloch [111]. Ces derniers irradiérent totalement des souris, causant une apla-
sie® mortelle. Par injection de mcelle saine, provenant de souris immunologiquement
compatibles, les différentes lignées hématopoiétiques furent alors reconstituées. Till et
McCulloch observérent la formation de nodules dans les rates hypertrophiées des sou-
ris irradiées (rappelons que chez la souris ’hématopoiése a aussi lieu dans la rate). Ils
prouvérent que chaque nodule splénique provenait d’une seule cellule, mettant ainsi en
évidence D’existence de cellules souches hématopoiétiques. Pour le lecteur intéressé, une
bréve histoire des cellules souches est racontée par F. Jacob dans [62].

Différentes cellules souches sont & distinguer (cf. [43]) :

Les cellules souches totipotentes : Elles sont capables de mener au développement
d’'un étre humain. Ces cellules sont présentes uniquement dans I’embryon, durant

les quatre premiers jours de sa croissance.

Les cellules souches pluripotentes : Elles ont vocation & former tous les tissus de
I’'organisme mais ne peuvent & elles seules aboutir & la création d’un individu com-

plet.

Les cellules souches multipotentes : Elles sont présentes dans ’organisme adulte;
elles sont & l'origine de plusieurs types de cellules différenciées. Les premiéres cel-
lules souches multipotentes mises en évidence sont les cellules souches hématopoié-
tiques [111].

5Une aplasie est une disparition ou une raréfaction du tissu hématopoiétique ayant pour résultat une

diminution de tous les éléments figurés du sang (hématies, globules blancs et plaquettes).
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Les cellules souches unipotentes : Elles ne peuvent donner qu’un seul type de cel-
lules différenciées. Citons les cellules de la peau, du foie, de la muqueuse intestinale,

etc.

Les cellules souches hématopoiétiques, qui peuvent étre pluripotentes ou multipo-
tentes, sont donc définies par leurs propriétés d’auto-renouvellement (capacité a se mul-
tiplier et & générer une cellule fille identique a la cellule meére) et de différenciation
(capacité a générer l'ensemble des cellules d’une lignée).

A Torigine de toutes les cellules sanguines produites dans la meelle osseuse, on trouve
une cellule souche pluripotente. Cette cellule est trés difficilement identifiable car on
trouve moins d’une cellule souche pluripotente dans une population de cent mille cellules.
Notons que 90% des cellules souches pluripotentes se trouvent en phase de repos.

Sous 'influence de facteurs de croissance (cf. section 1.4), et donc a travers plusieurs
cycles cellulaires, les cellules souches hématopoiétiques s’engagent irrémédiablement dans
une voie de différenciation. Elles deviennent alors des cellules engagées, aussi appelées
progéniteurs (committed stem cells).

Les progéniteurs se regroupent en colonies, nommées CFU pour Colony Forming
Units, qui se différencient petit a petit, faisant apparaitre les différentes lignées de cellules
sanguines. Les CFU-E, par exemple, donneront une lignée d’érythrocytes, les CFU-G,
CFU-M, CFU-Eo et CFU-Baso les lignées de globules blancs, et les CFU-Mk les lignées
meégacaryocytaires (voir Fig. 1.2).

A un certain stade de leur différenciation, les progéniteurs deviennent des précurseurs.
Il s’agit des premiéres cellules réellement identifiables. Leur principale activité est la
multiplication cellulaire.

Finalement, les précurseurs deviennent des cellules matures. Ces cellules sont rapide-
ment envoyées dans la circulation sanguine, ol certaines demeureront, mais qui leur sert
surtout & parvenir sur le lieu ou elles seront utilisées. Selon le type de cellules sanguines
(globules rouges, globules blancs ou plaquettes), les cellules matures peuvent éjecter leur
noyau ou bien se fragmenter avant d’entrer dans le flot sanguin.

L’engagement des cellules dans une voie de différenciation, de la cellule souche pluri-
potente & la cellule mature, est controlé par des facteurs de croissance. Ces facteurs sont

présents au cours du cycle cellulaire et dirigent la production des cellules.

1.4 Facteurs de croissance

Les facteurs de croissance sont des glycoprotéines (glucose + protéines) qui régulent la

croissance et les fonctions des cellules, grace a une fixation sur des récepteurs spécifiques.
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L’activation de la cellule se traduit par la transcription des génes spécifiques d’une ou
de plusieurs protéines. Le premier facteur de croissance découvert fut 'érythropoiétine,
ou EPO.

Les facteurs de croissance sont aussi appelés cytokines. Lorsqu’ils sont synthétisés
par les lymphocytes, on les nomme lymphokines et/ou interleukines (IL).

On distingue trois types de facteurs de croissance :

Les facteurs de promotion : Ils agissent sur le passage des cellules de la phase Gy
vers la phase 1. Parmi ces facteurs, citons I'IL 1, 'IL 4, I'IL 6 et le SCF (Stem
Cell Factor).

Les facteurs multipotents : Ils agissent sur les cellules souches les plus immatures
et permettent la différenciation des cellules. Ce sont principalement I'IL 3 et le
GM-CSF (CSF = Colony Stimulating Factor).

Les facteurs restreints : Ils agissent sur les progéniteurs et favorisent la multiplica-
tion et la maturation des précurseurs. Les principaux sont le G-CSF, le M-CSF,
I'IL 4 et 'IL 5 pour les lignées granuleuses (globules blancs), 'EPO pour la lignée
érythroide (globules rouges), I'IL 6 et la TPO (thrombopoiétine) pour les lignées

mégacaryocytaires (plaquettes).

La plupart des facteurs de croissance connus & ce jour ont été purifiés et synthétisés
en laboratoire. C’est le cas, en particulier, de 'EPO. Ce facteur de croissance agit sur la
lignée érythroide afin d’amener & maturation les globules rouges (cf. Fig. 1.6). Il a été
identifié en 1906 par Carnot et Deflandre. La sécrétion de 'EPO a lieu principalement
dans les reins (90% de la production), mais aussi dans le foie (10% de la production).
En 1983, le géne de 'EPO a été cloné, permettant la fabrication d’EPO de syntheése

utilisable pour des traitements curatifs.

1.5 Maladies hématologiques cycliques

Nous avons vu que 'hématopoiése est un ensemble de processus complexes mettant
en jeu un assez grand nombre d’étapes, au sein méme du cycle cellulaire mais aussi de
la premiére cellule souche pluripotente aux cellules matures. De ce fait, un trés grand
nombre de problémes peut survenir, & tout moment, dont beaucoup de cytopénies®.

Mackey et Glass [77] en 1977 ont défini les « désordres hématologiques dynamiques »

(dynamical hematological disorders) de la fagon suivante :

Scytopénie : il s’agit d’une déficience en éléments figurés du sang ; le terme pancytopénie désigne une

déficience de tous les éléments figurés du sang.
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« ... there is a large class of dynamical diseases. .. characterized by the ope-
ration of a basically normal control system in a region of physiological para-

meters that produces pathological behavior. »

Ces désordres regroupent donc les maladies du sang caractérisées par un défaut du
contréle de la production aboutissant & un comportement pathologique. Nous nous in-
téressons particuliérement a ces maladies, et plus précisément & une classe de maladies
dites « hématologiques cycliques ».

Elles sont caractérisées par des oscillations significatives au cours du temps du nombre
d’éléments figurés du sang en circulation (cf. Haurie et al. [59]). Ces oscillations peuvent
varier de quelques semaines (19-21 jours pour la neutropénie cyclique [22]) & plusieurs
mois (30 & 100 jours pour la leucémie myéloide chronique [93]) et les amplitudes varient
de valeurs normales & faibles ou bien normales & élevées selon le type de cellules concerné
[59]. De par leur nature cyclique, ces maladies offrent une opportunité de comprendre les
processus de régulation jouant un role dans I’hématopoiése, a I’heure actuelle toujours
méconnus.

Certaines maladies hématologiques cycliques ne touchent qu'un seul type de cellules.
Par exemple, les globules rouges lors d’une anémie hémolytique auto-immune (cf. Bélair

et al. [18]) ou bien les plaquettes dans une thrombocytopénie cyclique (cf. Santillan et
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al. [107]). Les périodes observées dans ces cas 13 sont généralement de l’ordre de deux a
quatre fois le temps de production des cellules.

D’autres maladies en revanche, telles que la neutropénie cyclique ou la leucémie
myéloide chronique, peuvent exhiber des oscillations de tous les éléments formés du
sang : les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. Les oscillations sont alors
plus longues, voire trés longues. Une déstabilisation de la population de cellules souches
hématopoiétiques pluripotentes semble étre & 1'origine de ces maladies.

Nous présentons quelques unes de ces maladies dans les paragraphes suivants. Tout
d’abord, nous donnons quelques informations sur la neutropénie cyclique, la maladie
hématologique cyclique sur laquelle la littérature est certainement la plus abondante,
méme si notre étude ne porte pas sur cette maladie. Nous décrivons ensuite les cas de
I’anémie aplasique et de la leucémie myéloide chronique périodique. Ces trois maladies
font apparaitre des oscillations de toutes les cellules sanguines. Pour finir, nous pré-
sentons briévement quelques autres maladies hématologiques cycliques ne faisant pas

nécessairement apparaitre d’oscillations dans tous les types de cellules.

1.5.1 La neutropénie cyclique

La neutropénie cyclique (NC), aussi désignée sous le terme « hématopoiése cyclique »
ou « périodique », est certainement, de toutes les maladies hématologiques cycliques, celle
qui a été la plus étudiée (voir [59] pour une revue compléte des travaux sur la NC).

Elle est caractérisée par une décroissance périodique du nombre de neutrophiles (glo-
bules blancs de la lignée des granulocytes) circulant dans le sang de valeurs normales a
des valeurs trés basses, parfois & peine détectables. La période généralement observée de
ces oscillations varie entre 19 et 21 jours [41], méme si des périodes plus longues ont pu
étre relevées [60] (cf. Fig. 1.7).

La compréhension de la NC a été grandement aidée par la découverte de cette maladie
chez une certaine race de chiens : les colleys gris. Une des maladies dont souffre cette
race de chiens présente les mémes caractéristiques que la NC, excepté que les périodes
des oscillations sont plus courtes.

Des études récentes [54, 60] ont permis de mettre en évidence, en plus de la dé-
croissance du nombre de neutrophiles, des oscillations correspondantes du nombre de
plaquettes, souvent du nombre de monocytes et d’éosinophiles, et parfois du nombre de
réticulocytes et de lymphocytes. Ces oscillations se font généralement de valeurs nor-
males vers des valeurs élevées, en contraste avec ce qui est observé chez les neutrophiles.
La période des oscillations est trés souvent la méme pour tous les types de cellules.

Des études réalisées & l'aide de transplantations ont montré que l'origine de la NC

résidait dans un des compartiments de cellules souches de la mcelle osseuse, probablement
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Fi1G. 1.7 — Représentation des niveaux de cellules en circulation dans le sang dans le cas
de la neutropénie cyclique (NC) et de I’anémie aplasique (AA). L’échelle des densités est
la suivante : pour les neutrophiles, 103 cellules/uL, pour les plaquettes, 10° cellules/uL,
pour les réticulocytes, 10* cellules/uL, et pour ’hémoglobine (Hb), g/dL. D’aprés Guerry
et al. [54] pour la NC et Morley [92] pour 'AA.

les cellules souches hématopoiétiques pluripotentes.

Les mécanismes responsables de 'apparition d’oscillations périodiques ne sont malgré
tout toujours pas bien connus. Plusieurs modéles mathématiques ont tenté d’apporter
une réponse a ce probléme. Deux idées principales se dégagent.

La premiére situe "apparition des oscillations périodiques lors de la perte de stabi-
lité des phénomeénes de controle périphériques [18, 84, 85], basés sur la régulation de
I’hématopoiése par l'action de facteurs de croissance (voir section 1.4). La deuxiéme
suppose que les oscillations sont une conséquence de la perte de stabilité de phénomeénes
de contréle d’auto-régulation [22, 73, 74, 75|, principalement un déréglement du taux

d’apoptose (voir section 1.1.3).

1.5.2 L’anémie aplasique

L’anémie aplasique (AA), ou aplastique, ou encore anémie médullaire, est une mala-
die rare mais tres sérieuse, caractérisée par une pancytopénie périphérique, c’est-a-dire
une déficience de tous les éléments formés du sang (globules rouges, globules blancs et
plaquettes) (cf. Fig. 1.7). L’AA provoque donc trois types de symptomes : des anémies,
liées & la carence en hématies, une vulnérabilité aux infections, par manque de globules
blancs, et enfin des troubles de la coagulation en ’absence de plaquettes.

L’AA résulte d’une défaillance de la mcelle osseuse lors de la production des cellules
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sanguines. Cette défaillance est due a la destruction de cellules souches multipotentes ou
4 la modification de I’environnement des cellules souches empéchant le développement
correct de ces derniéres.

Les causes de ’AA sont diverses : elles peuvent étre héréditaires ou acquises. Dans
50 % a 65 % des cas les causes de I’AA ne sont pas connues : on parle d’anémie aplasique
idiopathique (ou primaire). Dans les autres cas, il peut s’agir : d’une maladie de la mcelle
osseuse (une leucémie dans les premiers stades par exemple), d’exposition a des radiations
(lors de radiothérapies, mais aussi lors d’une exposition & des retombées d’explosion
nucléaire), d’exposition a des produits toxiques (insecticides, benzéne, etc.), de la prise

de certains médicaments, etc. Notons que les femmes enceintes peuvent étre sujettes a
PAA.

1.5.3 La leucémie myéloide chronique périodique

La leucémie est un cancer des cellules du sang : il s’agit d’une prolifération maligne de
cellules souches hématopoiétiques immatures et qui se diffusent rapidement par divisions.
La leucémie est définie, d’un point de vue clinique, en fonction du caractére de la maladie
(aigué ou chronique) et du type de cellules impliqué dans la maladie (myéloide, lymphoide
ou monocytique). Le caractére aigué ou chronique de la leucémie dépend du taux de
progression de la maladie.

Lors d’une leucémie aigué, les cellules apparaissent jeunes, immatures, déformées, et
ne ressemblent pas ou peu aux cellules normales. La leucémie évolue trés rapidement
vers le décés en 'absence de traitement. Les leucémies chroniques sont caractérisées par
une évolution lente de la maladie, moins grave dans un premier temps car peu évolutive.

La leucémie myéloide chronique (LMC) se caractérise par une augmentation trés im-
portante des globules blancs de la lignée des granulocytes dans le sang et la mcelle. 1l
s’agit d’une des leucémies les plus répandues. Dans 90 % des cas, la LMC est due a la
translocation des chromosomes 9 et 22, ayant pour conséquence un rallongement du chro-
mosome 9 et un raccourcissement du chromosome 22, nommé chromosome Philadelphie.
Notons que dans la plupart des cas la LMC évolue en leucémie aigué.

Cette maladie est acquise et résulte de la transformation maligne d’une seule cellule
souche hématopoiétique pluripotente. Cette hypothése est confortée par la présence du
chromosome Philadelphie dans toutes les lignées de cellules sanguines qui sont issues des
cellules souches hématopoiétiques pluripotentes, ainsi que par ’observation d’oscillations
périodiques de tous les éléments figurés du sang dans un certain type de LMC.

Les premiéres observations d’oscillations dans la LMC sont dues & Morley et al. [93].
Elles signalent que des oscillations peuvent étre observées chez des patients atteints de

LMC avec la méme période pour les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes :
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FiGg. 1.8 — Repésentation des niveaux de cellules en circulation dans le sang dans le
cas de la leucémie myéloide chronique. L’échelle des densités est la suivante : pour les
leucocytes, 10% cellules/uL, pour les plaquettes, 10° cellules/uL, et pour les réticulocytes,
10* cellules/uL. D’aprés Chikkappa et al. [34].

on parle alors de leucémie myéloide chronique périodique. La période des oscillations
varie entre 30 et 100 jours, avec des valeurs généralement comprises entre 70 et 80 jours.
Le niveau de globules blancs varie entre 30 et 200 x 10° cellules/L, alors que pour les
plaquettes et les globules rouges les valeurs varient plutét de normales a élevées (cf. Fig.
1.8).

1.5.4 Autres maladies hématologiques cycliques

Il existe bien d’autres maladies hématologiques que l'on peut qualifier de cycliques.
Nous en citons quelques unes qui ne touchent pas forcément tous les types de cellules
sanguines, mais parfois seulement un ou deux. Les exemples sont issus de Haurie et al.
[59].

L’anémie hémolytique auto-immune est une forme rare d’anémie hémolytique chez
I’homme. Elle consiste en un raccourcissement de la durée de vie des globules rouges par
fixation d’'un anticorps sur les hématies ; cela entraine leur destruction, en dépassant les
capacités de régénération de la meelle osseuse. Des périodes de ’ordre de 16 & 17 jours
dans la production des hématies et des réticulocytes ont été observées.

La thrombopénie (ou thrombocytopénie) cyclique, caractérisée par une baisse signi-
ficative du nombre de plaquettes, est aussi une maladie hématologique cyclique. Les
périodes observées sont de l'ordre de 20 & 40 jours. Seules les plaquettes (et donc la

lignée magécaryocytaire) sont touchées par ces oscillations.
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La polycythaemia vera, ou polycythémie vraie, est caractérisée par une prolifération
anormale et incontrolée de tous les progéniteurs (voir section 1.3). Une augmentation
absolue de la masse des globules rouges et du volume sanguin total est observée. Comme
la leucémie myéloide chronique, la polycythaemia vera est due & la transformation d’une
unique cellule souche pluripotente. Les périodes observées sont de 27 jours pour les

plaquettes, 17 jours pour les réticulocytes et 15 jours pour les neutrophiles.

1.6 Présentation générale des travaux

Les travaux exposés dans ce manuscript ont fait 1’objet de publications dans des
revues internationales avec comité de lecture et des actes de congrés : Adimy et Crauste
[3, 4, 5, 6], Adimy, Crauste et Pujo-Menjouet [8], Adimy, Crauste et Ruan [9, 10] et
Adimy, Crauste, Halanay, Neamtu, Opris [7].

Nous I’avons précisé au début de ce chapitre introductif, les travaux présentés dans ce
mémoire portent sur ’étude mathématique de I’hématopoiése. Nous précisons & présent
les raisons et objectifs qui ont motivé une telle étude.

La complexité des processus concourant & la production des cellules sanguines, d’une
part, et la continuité des phénomeénes de différenciation et maturation cellulaires, d’autre
part, laissent penser qu'une approche & l'aide de modéles mathématiques continus per-
mettrait de souligner certains aspects qualitatifs de ’hématopoiése. Cette idée est soute-
nue par la profusion de publications traitant de problémes de dynamique de population
continus, en particulier de modeéles de croissance cellulaire structurés en age et/ou en
taille.

Concernant les problémes structurés en 4ge, nous ne retenons que quelques publica-
tions & notre avis significatives et nous renvoyons le lecteur intéressé aux deux ouvrages
trés complets de Webb [113] (1985) et Metz et Diekmann [88] (1986). Citons tout de
méme les travaux récents de Clairambault et al. [36] sur le controle du cycle cellulaire
et Mischler et Perthame [90] et Michel et al. [89] sur des modéles de populations struc-
turés. Ces modeles sont basés sur des travaux de Rotenberg [102] (1983) concernant une
équation de transport décrivant une population de cellules qui croit. Cette équation a
largement été étudiée par Boulanouar [24, 25, 26, 27| et Boulanouar et Emamirad [28]
depuis I’an 2000.

Les modéles structurés en taille apparaissent en dynamique des populations pour
illustrer notamment la mitose, phénoméne au cours duquel la taille de la cellule joue sou-
vent un réle prépondérant. La structuration en taille n’est malheureusement pas adaptée
a tous les types de cellules et & toutes les populations cellulaires. En particulier, cette

structuration ne convient pas a la modélisation des populations de cellules souches, car
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leur différenciation n’est pas nécessairement associée & un changement de taille. Nous
citons cependant les travaux de Kato [64, 65], Kato et Sato [66, 67] et Kato et Torikata
[68], car, malgré une importante différence avec les modéles d’hématopoiése que nous
étudions (une vitesse de croissance strictement positive), les approches utilisées dans ces
articles sont trés intéressantes et nous ont méme été utiles pour démontrer une partie

des résultats du chapitre 4.

Modéles mathématiques d’hématopoiése structurés en age et maturité. Concer-
nant les modéles d’hématopoiése, la structuration en 4ge a déja été utilisée et a permis de
mettre en évidence des comportements particuliers, tels que I'existence de solutions pé-
riodiques ou de chaos pour la population de cellules souches. Le lecteur intéressé pourra
consulter & ce sujet les travaux de Webb [114] et Dyson et al. [44, 45, 46, 47, 48, 49|,
datant de la fin des années 1990 et du début des années 2000.

Une autre structuration s’est avérée intéressante, il s’agit d’ajouter une variable dé-
crivant le niveau de développement d’une cellule, censée tenir compte des différents
stades de développement des cellules souches hématopoiétiques. Cette variable est appe-
lée « maturité ». Il s’agit d’une variable continue — méme si on peut envisager quelle soit
discréte, décrivant alors différentes classes de développement cellulaire : cellules souches
pluripotentes, cellules souches multipotentes, progéniteurs, précurseurs par exemple. Les
premiers modéles structurés en maturité ont été proposés, a notre connaissance, par Ru-
binow [104] en 1968 et Rubinow et Lebowitz [105] en 1975. Les modéles d’hématopoiése
structurés en Age et maturité, ou bien seulement en maturité, ont été proposés pour la
premiére fois par Mackey et Rudnicki [82, 83] (1994, 1999). A ces travaux, nous ajoutons
la contribution de L. Pujo-Menjouet [97] dans sa thése, en 2001, ainsi que les articles qui
en sont issus [12, 13, 100].

La structuration en maturité a permis de mettre en évidence I'influence des cellules
souches pluripotentes dans la production des cellules du sang. Les modéles précédemment
utilisés ont rencontré des limites en raison d’une hypothése commune sur la durée du
cycle cellulaire, & savoir que toutes les cellules passent exactement le méme temps en
phase de prolifération. Cette hypothese, utilisée pour la premiére fois par Mackey et
Rudnicki [82] en 1994, reprise en 1999 [83], est évidemment incorrecte d’un point de vue
biologique. D’un point de vue mathématique, bien que limitée, elle a tout de méme permis
d’obtenir des résultats intéressants, sur le comportement asymptotique de la population

notamment.

Nous nous proposons de modifier le modéle proposé par Mackey et Rudnicki [82] afin
de tenir compte des différentes durées de cycle cellulaire. Nous retenons en particulier

deux hypotheéses : la premiére, que le temps que passe une cellule en phase de proliféra-
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tion est distribué selon un noyau (ce qui souligne I'importance de ’age), et la deuxiéme,
que ce temps dépend du niveau de développement de la cellule (cette hypothése privi-
légiant la maturité). Les modeéles obtenus ainsi que les résultats que nous avons établis
sont présentés dans la premiére partie de cette thése, intitulée « Analyse de modéles
d’hématopoiése structurés en dge et maturité ». Nous y démontrons en particulier un
résultat décrivant l'influence des cellules de faibles maturités sur la population entiére
de cellules souches ainsi que des résultats de stabilité asymptotique et d’instabilité pour

cette population.

Modéles mathématiques de populations totales. Une deuxiéme approche mathé-
matique de I’hématopoiése est basée sur la description des phénoménes a ’échelle de la
population totale, sans distinction de 1’4ge ou du niveau de développement d’une cellule.
Ces modéles, évidemment moins précis que ceux précédemment cités, permettent néan-
moins d’appréhender d’une meilleure fagon les causes menant & la déstabilisation d’une
partie de la population (voir Mackey et Glass [78]). En particulier, les anomalies condui-
sant & ’apparition de certaines maladies hématologiques cycliques, dont celles présentées

4 la section 1.5, peuvent ainsi étre mieux cernées.

De tels modéles ont été introduits pour la premiére fois par Mackey en 1978 [73] et
1979 [74]. Le comportement de la population totale de cellules souches hématopoiétiques
est décrit par un systéme d’équations différentielles. La durée du cycle cellulaire posséde
une importance toute particuliére dans ces modeéles car elle apparait comme un retard

temporel. L’étude porte donc sur un systéme d’équations différentielles & retard.

Nous pouvons distinguer deux types d’équations & retard (voir Cooke et Grossman
[37]) : celles qui ne font apparaitre que des retards discrets et celles avec un retard continu
(distribué). De nombreux résultats sur la théorie des équations différentielles a retard sont
disponibles dans les ouvrages de Hale [57] (1977) et Hale et Verduyn Lunel [56] (1993).
Concernant les équations & retards discrets, le lecteur est invité & parcourir ’annexe A.
Ces équations ont été largement étudiées et les principaux résultats sur ces équations

sont consultables dans les deux ouvrages de Hale et Verduyn Lunel cités ci-dessus.

L’étude des équations a retard continu distribué s’avére plus compliquée : en par-
ticulier, les équations caractéristiques font apparaitre des termes dont la manipulation
n’est pas aisée. Nous pouvons tout de méme mentionner les travaux d’Anderson [14, 15],
en 1991 et 1992, portant sur des conditions suffisantes de stabilité asymptotique pour
des équations avec un retard distribué. Les critéres obtenus sont liés & 1’espérance et la
variance des densités mises en jeu. Cette approche a été reprise récemment, en 2001, par
Bernard et al. [21] et ces auteurs ont réussi & établir un critére intéressant de stabilité

pour des équations & retard distribué.
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D’autres auteurs, parmi lesquels Boese [23], en 1989, et Liao et al. [72], en 2003, ont
étudié des équations a retard distribué particuliéres. La nature méme du retard, distribué
selon une loi gamma, leur a permis de se ramener & une équation caractéristique sous la
forme d’un polynome exponentiel, facilitant ainsi la recherche des valeurs propres.

L’ouvrage de Kuang [69] présente un descriptif correct de I’état actuel des connais-
sances sur la stabilité des équations & retard, discret ou continu.

Revenons aux modéles d’hématopoiése décrits par des équations différentielles & re-
tard. Le modeéle proposé par Mackey [73, 74], faisant apparaitre un retard discret, a été
largement étudié et a permis de mettre en lumiére certains facteurs & l'origine d’oscil-
lations dans la production des cellules sanguines. Citons en particulier les travaux de
Bernard et al. [22] et Pujo-Menjouet et al. [98, 99]. L’existence de solutions oscillantes
a été obtenue & travers une bifurcation de Hopf locale et a permis, par comparaison
avec des données expérimentales, d’apporter un éclairage nouveau sur les origines, no-
tamment, de la neutropénie cyclique (cf. 1.5.1) et, en partie, de la leucémie myéloide
chronique périodique (cf. 1.5.3).

Ce mode¢le a atteint ses limites dans ’étude de la leucémie myéloide chronique. La
perte d’information liée & ’hypothése de constance de la durée du cycle cellulaire (qui
trouve toute son importance en présence d’une population proliférant trés rapidement),
a largement limité les résultat obtenus notamment par Pujo-Menjouet et al. [98, 99].

Nous proposons, dans cette étude, de tenir compte des différentes longueurs de cycles
cellulaires observées afin de décrire au mieux la prolifération des cellules souches héma-
topoiétiques et d’obtenir, éventuellement, de nouvelles informations sur les causes de la
leucémie myéloide chronique périodique. Ceci revient, mathématiquement, & introduire
un retard distribué dans le modeéle de Mackey [73], retard distribué selon une densité a
déterminer.

Quelques travaux ont été réalisés sur des modéles d’hématopoiése avec un retard
distribué. Citons Zaghrout et al. [116] (1996), Chern et Huang [33] (2000), Kubiaczyk
et Saker [70] (2002) et Weng [115] (2002). Ces travaux portent cependant sur un type
d’équations dit « de Mackey-Glass » et se référent & des équations simplifiées modélisant
la circulation de 'oxygéne dans les poumons et, parfois, la production des cellules du
sang. Cependant, dans ce dernier cas, les équations sont trop simplifiées pour que les
résultats puissent étre appliqués & des données expérimentales.

Les résultats que nous présentons dans la deuxiéme partie de ce mémoire, intitulée
« Analyse de modéles d’hématopoiése indépendants de la maturité avec cycle cellulaire
distribué », concernent 1’étude mathématique d’un systéme d’équations différentielles
avec un retard distribué selon une densité a support compact, pour lequel nous établissons

la stabilité des différents états d’équilibres. Nous obtenons aussi I’existence de solutions
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périodiques & travers une bifurcation de Hopf locale et nous appliquons ces résultats a

I’étude de la leucémie myéloide chronique périodique.

Enfin, dans une troisiéme partie, intitulée « Analyse de modéles d’hématopoiése régu-
lée par des facteurs de croissance, avec cycle cellulaire constant », nous considérons deux
modeles d’hématopoiése plus simples, sans distinction de maturité au sein de la popula-
tion de cellules souches hématopoiétiques et avec un cycle cellulaire constant, auxquels
nous ajoutons l'influence des facteurs de croissance. Il s’agit d’'une premiére approche
destinée & mettre en avant l’existence de solutions périodiques, avec de longues périodes,
dans les modeéles de production des cellules sanguines, sous l'influence des facteurs de
croissance. Les résultats que nous obtenons nous encouragent & améliorer ces modéles en
tenant compte notamment des roles spécifiques des facteurs de croissance qui agissent &

différents moments du cycle cellulaire et de fagons différentes selon la lignée cellulaire.



Premiére partie

Analyse de modéles d’hématopoiése

structurés en age et maturité
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Chapitre 2

Modélisation structurée en age et

maturité

Nous nous proposons d’étudier la dynamique d’une population de cellules souches
hématopoiétiques — les cellules souches qui produisent les éléments figurés du sang —
a ’aide de modéles structurés. Comme cela est expliqué en détails au chapitre 1, les mé-
canismes menant & la production des cellules sanguines sont intimement liés au niveau
de développement des cellules souches présentes dans la meelle osseuse. Ce niveau de
développement, qui peut étre mesuré expérimentalement, est décrit sous le terme « ma-
turité ». Il correspond & la concentration de certaines substances ou de certains éléments

présents dans la cellule, tels que les protéines, les mithochondries, ’ADN synthétisé, etc.

La vie de chaque cellule, et en particulier des cellules souches hématopoiétiques,
suit un cycle, appelé cycle cellulaire, qui débute a la naissance de la cellule et s’achéve
lors de sa division en deux cellules filles. Nous considérons que le cycle cellulaire est
partagé en deux phases principales, une phase de repos et une phase de prolifération (voir
section 1.1). Ces deux phases, qui jouent chacune un réle important dans le processus
d’hématopoiése, représentent les deux étapes importantes de la vie d’une cellule. Nous
appellerons 4ge d’une cellule le temps passé par cette cellule dans chacune de ces deux
phases. Ainsi, la variable 4ge, dans notre modéle, sera toujours égale & zéro lorsqu’une
cellule entrera dans une des phases de repos ou de prolifération. Cette notion n’est pas
vraiment celle de 1’age classique, mais c’est certainement la mieux adaptée a notre étude.
Une notion classique d’age dans un modéle déterministe nécessiterait de connaitre les
ages auxquels les cellules changent de phase, mais ce n’est pas ’approche que nous avons
choisie ici.

Nous considérerons donc un modéle de production des cellules sanguines structuré en

age et maturité, et, bien évidemment, en temps. Nous supposerons aussi que les cellules
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souches hématopoiétiques peuvent se trouver, a n’importe quel moment, soit en phase de
repos soit en phase de prolifération. La modélisation des phénomeénes de transferts d’une
phase & une autre, décrits par des conditions aux bords, constituera alors la principale
difficulté de ce chapitre. C’est a travers les conditions aux bords — et, en particulier, celle
décrivant la division cellulaire — que nous soulignerons la différence entre nos travaux
et ceux disponibles dans la littératture.

Dans la suite, nous établissons la formulation de notre probléme, en tant que systéme
de deux équations aux dérivées partielles structurées en dge et en maturité. Nous présen-
tons ensuite dans la section 2.2 les différentes hypothéses & envisager dans la formulation
des conditions aux bords, qui représentent les flux cellulaires entre les deux phases. Dans
la section 2.3 nous établissons quelques propriétés générales de notre modele, présenté a

la section 2.1, qui seront utiles pour la suite.

2.1 Modélisation de la production des cellules

Dans toute cette étude, nous notons ¢ la variable temps, t > 0, m la variable maturité
et a la variable 4ge.

La maturité m est supposée continue et varie de m = Mmy,ipn & M = Mypee. Les maturi-
tés Munin €t Myqz, représentant respectivement la plus petite et la plus grande maturité
pouvant étre atteintes par une cellule, peuvent étre déterminées expérimentalement. La
maturité m,,;, correspond aux cellules souches primitives pluripotentes et 1,4, aux cel-
lules matures qui sont prétes & entrer dans la circulation sanguine. Des maturités proches
de my, caractérisent des cellules peu développées, pas encore avancées dans une voie
de différenciation, et des maturités proches de la maturité maximale, des cellules étant
presque parvenues au terme de leur développement.

En posant

m — Mmin

r= ",
Mmazx — Mmin

nous normalisons cette maturité. Dans toute la suite, nous considérerons toujours que la
maturité m prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1].

La variable 4ge, qui correspond réellement au temps passé dans chaque phase, est
supposée continue et positive. A priori, 'age d’une cellule peut prendre n’importe quelle
valeur positive. Ce sera le cas pour les cellules en phase de repos. Chaque cellule pouvant
rester indéfiniment dans cette phase — si aucun signal ne lui indique d’étre introduite
en phase de prolifération — nous supposerons que, dans la phase de repos, a € [0, +00).
En revanche, ce ne sera pas le cas dans la phase de prolifération.

Toute cellule entrant en phase de prolifération est condamnée a se diviser ou mourir

avant la fin du cycle. Ainsi, dans la phase de prolifération, I’Age a variera entre a = 0,
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pour une cellule entrant dans cette phase, et a = A, A > 0, ot A est ’dge maximal
auquel une cellule peut se diviser; si une cellule atteint ’age A sans s’étre divisée, alors
elle meurt. Les différentes facons de déterminer A que nous prendrons en compte dans
cette étude sont expliquées en détail a la section 2.2.

Nous notons n(t,m,a) et p(t,m,a) les densités de cellules en phase de repos et de
prolifération, respectivement, ayant une maturité m et ayant passé un temps a dans leur
phase respective au temps ¢. Les densités n et p sont exprimeées en cellules/kg.

En phase de repos, les cellules de maturité m peuvent mourir avec un taux 6 = §(m).
Notons que ce taux de mortalité tient aussi compte de la différenciation cellulaire, qui
est ici assimilée & une mortalité. La fonction § est supposée positive et continue sur
I'intervalle [0, 1]. Une hypothése sur le taux de mortalité en phase de repos, que l'on
peut trouver dans la littérature mais que nous n’utiliserons pas, dit que J serait une
fonction croissante de la maturité. Un exemple de fonction  est représenté Fig. 2.2.

De plus, les cellules au repos de maturité m sont introduites en phase de proliféra-
tion avec un taux (3, dépendant de la maturité de la cellule ainsi que de la densité de
population totale de cellules de maturité m [106]. Cette densité de population de cellules

de maturité m est définie par
+oo
N(t,m) :/ n(t,m,a)da, (2.1)
0
car les cellules peuvent rester toute leur vie en phase de repos. Ainsi,

8= ﬁ(m,N(t,m)).

L’application (m, N) — ((m, N) est supposée strictement positive et continue sur [0, 1] x
R. Remarquons cependant que, dans la suite, 3 sera le plus souvent définie sur [0, 1] x
[0,+00), car N, tout comme n et p, se doit d’étre positive.

A la fin des années soixante-dix, Mackey [73, 74] considéra un modéle plus simple de
production des cellules sanguines qui ne s’intéressait qu’a 1’évolution de la population
de cellules souches multipotentes. Dans ces articles, Mackey posa les bases de la modé-
lisation mathématique de I’hématopoiése. Il décrivit en particulier pourquoi le taux de
réintroduction en phase de prolifération est une fonction décroissante de la densité de
population en phase de repos et vérifie

NEIEmﬁ(O, N) =0.
Remarque 2.1.1. En raison des connaissances biologiques de la fin des années 1970,
évidemment moins précises que de nos jours, dans les modéles présentés en [13, T4],
Mackey ne considérait qu’une seule population de cellules o origine des cellules san-

guines, sans distinction de maturité. C’est pourquoi nous ne devrions pas mentionner
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la dépendance de 3 en m. Nous pouvons cependant considérer que les modéles qu’il a
étudiés décrivaient le comportement des cellules les moins matures de la population de

cellules souches hématopoiétiques ; en conséquence, nous pouvons écrire 3 = 3(0, N).

D’aprés Mackey, 3(0, N) est une fonction de Hill monotone décroissante :

on

ou (o, 0 et n sont trois constantes strictement positives. Un exemple issu de [73] est

donné par la Fig. 2.1.
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Fic. 2.1 — Exemples de taux de réintroduction en phase de prolifération  pour des
cellules souches primitives, c’est-a-dire lorsque m = 0. La fonction (0, N) est définie

par (2.2) avec By = 1.77, 6 =1 et n = 3, puis n = 8.

Le paramétre 3 (jour—!) représente le taux de réintroduction maximal. 6, exprimé en
cellules/kg, est la densité de population pour laquelle le taux d’échange avec la phase de
repos est maximal. Enfin, le parameétre n décrit la sensitivité du taux de réintroduction
aux différents stimuli déclenchant ’introduction en phase de prolifération : facteurs de

croissance, hormones, etc.

Remarque 2.1.2. La forme de (0, N), en tant que fonction de Hill, peut étre justifiée
de la fagon suivante [74, 98].

Supposons tout d’abord que chaque cellule posséde un récepteur pour chaque régulateur
d’entrée en mitose. Lorsque le récepteur est dans sa forme non-liée, il est actif dans le
sens ot la mitose s’effectue de fagon réguliére ; lorsqu’il est lié (& un régulateur d’entrée

en mitose), il est inactif ou bien capable d’empécher la mitose.
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Supposons de plus que 1) la réaction entre le récepteur et le régulateur s’effectue selon

la loi
M+nC =1L

ot M et L représentent, respectivement, les formes active et inactive du récepteur, et C
représente le réqulateur ; 2) la constante d’équilibre pour la réaction est K, de telle sorte

que

ot les crochets représentent des concentrations ; et 3) le nombre de récepteurs par cellule

[T] est constant,

Alors la fraction de récepteurs actifs, [M]/[T], est égale a

K
K+ [Cv
En supposant que le nombre de régulateurs est directement proportionnel au nombre de

cellules en phase de repos, c’est-a-dire
[C] = aN,

et que le taux mazimal d’introduction en phase de prolifération est (g, alors nous obtenons
Dezpression de 5(0, N) donnée en (2.2), avec

0=a VK.

Nous pouvons ainsi supposer que ’application N — (3(m, N) est décroissante et tend
vers zéro pour tout m € [0,1]. Cependant, nous ne ferons cette hypothése sur 5 que
lorsqu’elle s’avérera nécessaire.

Dans la phase de prolifération, les cellules sont condamnées a se diviser en un temps
fini. Malgré tout, les cellules proliférantes peuvent mourir par apoptose : il s’agit d'une
mort cellulaire programmée, un suicide cellulaire (cf. section 1.1.3). Nous notons le taux
de mortalité en phase de prolifération v = ~(m). La fonction v est supposée positive
et continue sur [0, 1]. De fagon similaire & la fonction §, nous pourrions supposer que ~y
est une fonction croissante de la maturité, mais nous ne ferons pas cette hypothése. Une
illustration du taux d’apoptose est présentée Fig. 2.2. Attirons ’attention tout de méme
sur le fait que le taux de mortalité en phase de prolifération est généralement beaucoup
plus élevé qu’en phase de repos, ou il est plutot faible.

Enfin, nous supposons que les cellules augmentent leur maturité avec une vitesse

V = V(m) dans les deux phases. Laurent Pujo-Menjouet, dans sa thése [97], a considéré
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0.4

0.35- q

0.3 y(m)

Taux de mortalité 3(m) et y(m)

Fi1G. 2.2 — Un exemple de taux de mortalité en phase de repos § (courbe bleue) et de
taux d’apoptose 7 (courbe rouge). Notons que le taux d’apoptose est supérieur au taux

de mortalité naturelle en phase de repos, en particulier pour les petites maturités.

le cas ot les cellules n’augmentent pas leur maturité avec la méme vitesse dans les deux
phases, et les résultats obtenus ne justifient pas de prendre deux vitesses différentes.

Nous supposons que V est une fonction continue sur [0,1], de classe C! sur (0, 1],
vérifiant V' (0) = 0 et

™ ds

= +00, pour m € (0,1]. 2.3
Comme
/,7 2 S_ avec mi1<m
) V(S)’ 1 2,

représente le temps nécessaire & une cellule de maturité m; pour atteindre une maturité
ma, la condition (2.3) signifie que le temps nécessaire a une cellule de trés faible maturité

pour se développer est trés grand. Un exemple de fonction V est donné Fig. 2.3.

Exemple 2.1.3. La condition (2.3) est vérifiée si V(m) vérifie

V(m) ~ ami,  aveca>0etq>1.
m—0
Si nous notons D = D(m, a) le taux de division des cellules de maturité m et d’age
a, nous obtenons que les densités de population n et p vérifient, pour ¢ > 0, m € (0, 1]
et a > 0, les équations de conservation

On gy SV (5(am) + Bom, N1, m) Y (2.4)
Oy 00y VDL (5 m) + D(m. ). (2.5
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0.4
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0.15- B

0.1 7

0.05 q

FiG. 2.3 - V(m) = m?y1.1 — m.

Le systéme (2.4)-(2.5) est complété par des conditions initiales,

n(0,m,a) = ng(m,a), (m,a) €0,1] x [0, 4+00), .
p(0,m,a) = po(m,a), (m,a) € [0,1] x [0, A], 20
ainsi que par des conditions aux bords.

Les conditions aux bords de ce systéme décrivent les flux cellulaires entre les deux
phases. Ces conditions dépendent donc, d’une part, de la nature du taux de réintroduc-
tion en phase de prolifération, et, d’autre part, de la nature de la division cellulaire :
selon que celle-ci s’effectue toujours au méme 4ge, ou bien qu’elle dépend du niveau de
développement de la cellule, etc., nous n’obtiendrons pas les mémes conditions.

Dans la section suivante, nous définissons les conditions aux bords du systéme (2.4)—
(2.5) selon le cadre d’étude que nous nous sommes fixés. Cela entraine en particulier de

définir plus précisément le taux de division D.

2.2 Conditions aux bords : importance de la division cellu-

laire

Les conditions aux bords du systéme conservatif (2.4)—(2.5) décrivent les échanges
cellulaires entre les phases de repos et de prolifération.

Les cellules en phase de repos sont introduites en phase de prolifération avec un
taux 3. De plus, ces cellules peuvent demeurer toute leur vie dans la phase de repos. La

premiére condition aux bords, décrivant le transfert de cellules de la phase de repos vers
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la phase de prolifération, est alors

p(t,m, 0) = /0 % B, N m))n(t,my a)da = B(m, Nt m)N(Lm),  (2.7)

ot N(t,m) est définie en (2.1).

La deuxiéme condition décrit le transfert de cellules de la phase de prolifération vers
la phase de repos. Cet échange a lieu lors de la cytocinése, la division du cytoplasme. Il
dépend donc des modalités de la division elle-méme.

Nous supposons que lors de la cytocinése une cellule mére avec une maturité m se
divise en deux cellules filles ayant chacune une maturité g(m). Une situation naturelle

consiste a choisir

I1 ne s’agit cependant pas du seul choix possible. Certaines cellules (de la crypte intesti-

nale notamment) vérifient par exemple
g(m) =~ m.

Nous nous plagons donc dans un cadre plus général, ol la maturité d’une cellule fille &
la naissance vaut g(m).

De fagon naturelle, nous supposons que g : [0, 1] — [0, 1] est une fonction continue et
strictement croissante, telle que g(m) < m pour m € [0, 1]. Nous supposons aussi, pour

des raisons techniques et sans perte de généralité, que g est de classe C! sur [0, 1) et
lim ¢'(m) = +oo.
m—1
Nous posons alors
g tm) =1, pour m > g(1).
Cela signifie que la fonction ¢! : [0,1] — [0, 1] est de classe C! et vérifie
(7)) (m)=0,  pour m > g(1).

Un exemple de fonction g est représenté Fig. 2.4.
Il est & noter que la maturité m d’une cellule fille & sa naissance est toujours plus
petite que g(1), la maturité d’une cellule mére ne pouvant pas étre plus grande que 1.

Nous devons donc avoir
n(t,m,0) =0, pour m > g(1). (2.8)

Intéressons nous maintenant au temps nécessaire & une cellule entrant en phase de
prolifération pour se diviser. Nous notons ce temps 7 > 0. Plusieurs hypothéses peuvent

étre faite sur 7 pour décrire le mode de division des cellules souches hématopoiétiques.
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F1G. 2.4 — Un exemple de fonction g(m), g(m) arcsin(m).

Une premiére approche, proposée par Mackey et Rey [79], reprise par Mackey et
Rudnicki [82, 83] et généralisée par Adimy et Pujo-Menjouet [11, 12], consiste & supposer
que la durée de la phase de prolifération est constante, c’est-a-dire que toutes les cellules
se divisent aprés avoir passé le méme temps dans la phase de prolifération. Ainsi 7 est

constant et la deuxiéme condition aux bords du systéme (2.4)—(2.5) est alors
n(t,m,0) = 2(g7") (m)p(t, g~ (m), 7). (2.9)

Le facteur 2 décrit, ici et dans les conditions (2.11), (2.12) et (2.13), le fait que toutes
les cellules se divisent en deux cellules filles.

Cette condition trés simplificatrice est cependant correcte en premiére approximation.
D’un point de vue biologique, & part pour certaines population cellulaires particuliéres,
il n’est pas correct de supposer que toutes les cellules se divisent au méme 4ge.

Notons que sous cette hypothese, toutes les cellules de maturité m et d’age a se
divisent au méme age 7. Ainsi le taux de division D(m,a) est constant par rapport a la
maturité et assimilé, formellement, &

400, sia=rT,
D(m,a) = pour tout m € [0, 1].
0, sinon,
Cela correspond, dans la formulation (2.11), & une intégration par rapport a la mesure
de Dirac en 7 pour obtenir (2.9).

L’équation (2.5) devient alors

% N % . W — —(m)p. (2.10)
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Une seconde approche, que nous étudions au chapitre 3, consiste a émettre ’hypothése
que toutes les cellules en phase de prolifération ayant une méme maturité ne se divisent
pas au méme age. Nous notons D(m,a) le taux de division a 1’dge a d’une cellule de
maturité m.

Cette hypothése est mentionnée pour la premiére fois par Mackey et Rey [79] en
1993. Des expériences menées notamment sur des souris (voir, par exemple, les résultats
de Bradford et al. [29]) confirment cette hypothése. A notre connaissance, I’hypothése
selon laquelle toutes les cellules ne se divisent pas au méme age a été utilisée, pour la
premiére fois, dans [79] pour des cas particuliers, et seules des études numériques de ce
modéle ont été entreprises.

Nous obtenons alors la condition

A

n(t,m,0) =2 (g_l), (m)/o D(g_l(m),a)p(t,g_l(m),a)da. (2.11)

Des explications plus détaillées sur cette condition sont présentées au chapitre 3, section
3.1

D’aprés la définition de A, I’Age maximal auquel les cellules peuvent se diviser, et
parce que nous avons supposé qu’'une cellule en phase de repos étant parvenu a ’age A
sans se diviser mourrait, la population en phase de prolifération doit aussi vérifier

lim p(t —0.
1r{14p(,m,a) 0

a—

Afin de définir correctement la population N(¢,m), I'application a — n(t,m,a) est sup-
posée L'(0,+00) et telle que

lim n(t,m,a)=0.
a—-+00

Une troisiéme approche, que nous envisageons au chapitre 4, consiste & considérer
que le temps nécessaire a la division d’une cellule dépend du niveau de développement
de cette cellule. Ainsi, une cellule entrant en phase de prolifération avec une maturité
m € [0, 1] se divisera aprés avoir passé un temps 7(m) dans cette phase. Cette hypothése
sur la division cellulaire est émise, par exemple, dans 'ouvrage de Mitchison [91] (1971)
et dans celui de John [63] (1981). A notre connaissance, seuls Adimy et Pujo-Menjouet
ont étudié un tel modéle [13], et ils ne se sont intéressés qu’au cas linéaire.

Cette hypothése nécessite plusieurs considérations techniques qui ne sont pas pré-
sentées ici mais le sont au chapitre 4, section 4.1. En particulier, il est alors possible de
déterminer la maturité d’une cellule meére lorsqu’elle est entrée dans la phase de prolifé-
ration, notée A(m), en fonction de la maturité m de ses cellules filles & leurs naissances.

Nous obtenons alors la condition aux bords

n(t,m,0) = 2(g~") (m)p(t, g~" (m), 7(A(m))). (2.12)
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Evidemment, si 7/(m) = 0 pour tout m € [0, 1], (2.12) est équivalente a (2.9).

Sous cette hypothese, le taux de division D défini en (2.5) ne dépend plus de I’age
de la cellule et est constant par rapport a la maturité. L’équation (2.5) est réduite a
I’équation (2.10).

On peut noter que chacune des conditions (2.9), (2.11) et (2.12), vérifie (2.8).

L’étude du systéme (2.4) et (2.10) avec les conditions aux bords (2.7) et (2.9) ayant
été réalisée par de nombreux auteurs, dont Mackey et Rudnicki [82, 83| et, récemment,
Pujo-Menjouet [97] dans sa thése, nous concentrons notre travail sur I’étude de (2.4)—
(2.5) avec les conditions aux bords (2.7) et (2.11) au chapitre 3, et (2.4) et (2.10) avec
les conditions aux bords (2.7) et (2.12) au chapitre 4.

Enfin, nous signalons une derniére hypothése, utilisée par Pujo-Menjouet et Rudnicki
[100] en 2000. Cette hypothéese, dite de « division inégale », consiste & supposer que la
maturité des cellules filles & la naissance n’est pas répartie équitablement entre les deux
cellules. Cependant, I’étude menée par Pujo-Menjouet et Rudnicki [100] se place dans le
cadre présenté pour la condition (2.9), c’est-a-dire que les cellules se divisent toutes au
méme age 7 > 0.

La condition utilisée dans [100] est
1
n(t,m,0) = 2/ p(t,z, 7)K(z, m)dx, (2.13)
0

ou la fonction m — K(x,m) est la densité de maturité des cellules filles lorsque la

maturité de la cellule mére est z. La densité K est choisie continue, positive et vérifiant

1
/ K(z,m)dm =1 pour z € (0,1)
0

et

K(x,m)=0 pour m < K1z ou Kkex < m,

avec 0 < k1 < Ko < 1.
Pujo-Menjouet et Rudnicki ont obtenu des résultats similaires & ceux obtenus dans

le cas d’une division égale.

Remarque 2.2.1. Nous justifions ici la présence du facteur (g’l)/ (m) dans chacune
des conditions auz bords (2.11) et (2.12).

Ce terme est expliqué par le phénomeéne suivant : une cellule fille qui vient de naitre
et qui posséde une maturité dans l'intervalle (m,m + dm) provient d’une cellule mére
ayant une maturité dans Uintervalle (g~ (m), g~ (m) + (g1 (m)dm).

En conséquence, en intégrant les conditions aux bords (2.11) et (2.12) par rapport G

la maturité, nous obtenons que la population totale de cellules entrant en phase de repos
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est naturellement égale o deux fois la population de cellules en phase de prolifération qui

viennent de se diviser, c’est-a-dire

/01 n(t,m,0)dm = 2/01 (/OAD(m7a)p(t’m’ a)da) dm,

1 1
/0 n(t,m,O)dm:2/O p(t,m,T(@(m)))dm.

ou bien

La fonction ©(m) est définie au chapitre 4. Elle décrit la maturité d’une cellule entrant

en phase de prolifération si cette cellule posséde une maturité m lors de sa division.

Remarque 2.2.2. Il est a noter qu’aucune condition aux bords n’est nécessaire concer-
nant la variable maturité m pour le systeme (2.4)—(2.5). Ceci est di a la singularité du
systéme, apportée par la vitesse de maturation V(m) nulle en zéro et croissante. Nous
verrons dans la section suivante que sous cette hypothése les courbes caractéristiques

n’atteignent jamais la valeur zéro.

2.3 Solutions le long des courbes caractéristiques

Nous établissons ici quelques propriétés des systémes (2.4) et (2.10), et (2.4)-(2.5),
qui nous serons utiles dans les chapitres 3 et 4, lorsque nous ferons ’étude de (2.4)—(2.5)
avec les conditions aux bords (2.7) et (2.11) et de (2.4) et (2.10) avec les conditions aux
bords (2.7) et (2.12). En particulier, nous déterminons les solutions de (2.5) en utilisant
la méthode des caractéristiques au théoréme 2.3.3.

Nous considérons les courbes caractéristiques x : (—oo, 0] x [0,1] — [0, 1], solutions

de I’équation différentielle ordinaire

Wism) = Vidsm), s<0
x(0,m) = mel[0,1]

Les courbes caractéristiques représentent la maturité que doit posséder une cellule au
temps t = s < 0 pour avoir une maturité m au temps ¢t = 0. Elles vérifient x(s,0) = 0
et x(s,m) € (0,1] pour s < 0 et m € (0,1]. De plus, la vitesse de maturation V étant
positive, les courbes caractéristiques sont croissantes.

Le lemme suivant donne une expression explicite de ces courbes.

Lemme 2.3.1. Les courbes caractéristiques x(s,m) sont données, pour s < 0 et m €
[0,1], par
X(s,m) = ™! (h(m)e®),
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ot h:[0,1] — [0, 1] est une fonction continue définie par

hm) =4 < - /ml %) pour m € (0.1} (2.14)

0, pour m = 0.

Démonstration. Notons tout d’abord que la fonction & : [0,1] — [0, 1], donnée par (2.14),

est continue et strictement croissante, positive, et vérifie
h(0) =0 et h(1) = 1.

Ainsi, h est une bijection de [0, 1] dans [0, 1].

Soient s < 0 et m € [0,1]. En posant le changement de variable
0 = x(o,m)

nous obtenons

donc

m 0
/ o = / do = —s.
x(s,m) (0) s

Nous avons alors, pour m # 0,
[ Loae
h=Y(h(m)e*) = h7! _exp(—/m V(0)>es],
0

Ceci conclut la démonstration. O

Remarque 2.3.2. Nous pouvons, si cela s’avére nécessaire, définir les courbes caracté-

ristiques x(t,mg) pour t > 0, mais seulement pour

1
o< | % mo € (0,1].

mo
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En fait, cette condition n’est pas restrictive. Si pour mg € (0, 1), nous posons
m = X(t7 mo),

alors t représente le temps nécessaire a une cellule pour passer d’une maturité mgy a une

maturité m ; donc

L ™ ds
mo V(5)
Et il est facile d’observer que
™ ds /1 ds
— < — mo, m € (0,1], mo < m.
/mo V(s) = Jme V(s)

Ainsi x(t, mg) est défini pour toute valeur de t > 0 pour laquelle cette expression posséde

un sens.

En utilisant la méthode des caractéristiques, nous pouvons résoudre l’équation (2.5)
pour t > 0. L’expression de p ainsi obtenue nous sera utile aux chapitres 3 et 4. Ce

résultat est présenté dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.3. Les solutions du probléeme (2.5)-(2.6) sont données, pour m € [0, 1],

par
ol a) = Do (X(—t, m),a — t).f(t, m)D(At/, m,a), sit<a, (215)
p(t —a,x(—a,m), 0)§(a,m)D(a, m,a), sia<t,
&(o,m) :=exp { — /0 (’y +V ) (X(—s,m))ds},
et

D(o,m,a) := exp{ - /a D(x(s— ajm),s)ds}.

max{0,a—o}
Démonstration. Les courbes caractéristiques associées au probléme (2.5) sont

da =1 et d_m
dt

gl =V(m).

Donc
a=1t+ag et m = x(t, mo),

avec ap € R et mg € [0, 1]. Posons
u(s) := p(s, x(s,m0), s + aog), pour s > to := max{0, —ag}.

En utilisant (2.5), nous obtenons

du

Z(9) = = [1(x(s,m0)) + V" (x(5.m0) + D (x(s,mo). s + ao) |u(s).
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Nous en déduisons

u(t) = u(to) exp { — /t (’y + V’) (X(s, mo)) + D(X(s, mo), s + ao)ds}.

to

Nous considérons alors deux cas. Premiérement, si t < a, c’est-a-dire ty = 0, nous avons

u(t) = u(0) exp { — /0 (v + V') (x(s,m0)) + D(x(s,mq), s + ao)ds},

avec
mOZX(*t,m), apg=a—1
et, d’apres (2.6),
u(0) = p(0,mg, ap) = po(x(—t,m),a —t).

Ainsi, si t < a,

u(t) = po(x(—t,m),a—t) exp{—/o (nyrV/) (X(s—t, m))+D(X(s—t, m),s+a—t)ds}.

Deuxiémement, si t > a, alors tg = —ag =t — a donc

—a

u(t) = u(t — a) exp { - /t (7 + V’) (X(s, mo)) + D(X(s, mo), S + ao)ds}.

Comme
u(t - a) = p(t - CL,X(t - CL?mO)vt —a+ aO) = p(t - a,x(—a, m)v 0)7

nous obtenons, si a < t,

t

u(t) = p(t—a, x(—a,m),0) exp {_/t

—a

(v+V') (x(s—t,m))+D(x(s—t,m), s—i—a—t)ds}.

En utilisant les changements de variables appropriés, nous obtenons (2.15). Ceci conclut

la démonstration. O

Dans le cas ou D = 0, I’équation (2.5) est donnée par (2.10). Nous pouvons ainsi

énoncer le corollaire suivant, conséquence immédiate du théoréme 2.3.3.

Corollaire 2.3.4. Les solutions de l’équation (2.10), avec la donnée initiale (2.6), sont

données, pour m € [0, 1], par

po(X(—t,m),a—t)ﬁ(t,m), sit<a,
p(t,m,a) =
p(t —a,x(—a,m), 0)§(a, m), sia<t,

ot

&(o,m) := exp{ - /0(7 (v+ V') (X(_S’m))ds}’



56 Chapitre 2. Modélisation structurée en age et maturité

Les résultats établis au théoréme 2.3.3 ainsi qu’au corollaire 2.3.4 vont nous per-
mettre, dans les deux chapitres qui suivent, de déterminer une formulation structurée
uniquement en maturité des systémes (2.4)—(2.5) et (2.4) et (2.10). Cette formulation sera
obtenue par intégration des deux équations décrivant 1’évolution des cellules en phase
de repos et en phase de prolifération par rapport & I’age. Notons cependant que cela
est possible uniquement parce que les différents taux (de mortalité, de réintroduction
en phase de prolifération) introduits dans notre modeéle ne dépendent pas de 1’dge des

cellules.



Chapitre 3

Modéle avec cycle cellulaire

distribué

Le systéme que nous nous proposons d’étudier dans ce chapitre est basé sur un
modéle proposé par Mackey et Rey [79] en 1993. Il décrit la production des cellules
sanguines & travers 1’évolution d’une population de cellules souches hématopoiétiques
(voir chapitre 1). Ces cellules sont capables & la fois de proliférer et d’augmenter leur
maturité. Initialement, le modéle prend la forme d'un systéme structuré en temps, age

et maturité.

Les détails de la modélisation sont donnés au chapitre 2. Nous en rappelons cependant

les grandes lignes.

La vie d’une cellule est partagée entre une phase de repos et une phase de prolifération
qui forment le cycle cellulaire (voir les travaux de Burns et Tannock [30] pour Iexistence
d’une phase de repos dans le cycle cellulaire). Les cellules en phase de repos ne peuvent
se diviser. Elles augmentent leur maturité et, & condition qu’elles ne meurent pas, elles
entrent finalement en phase de prolifération. La, si elles ne meurent pas par apoptose,
elles se divisent et donnent naissance a deux cellules, dites cellules filles. Les deux cellules
filles entrent directement en phase de repos et complétent le cycle cellulaire. Les cellules

peuvent rester indéfiniment en phase de repos.

Le modéle proposé par Mackey et Rey dans [79] a été analysé par Mackey et Rey
[80, 81] en 1995, Crabb et al. [38, 39] en 1996, Dyson et al. [44] en 1996 et Adimy
et Pujo-Menjouet [11] en 2001. Dans ces travaux, le modeéle de [79] était simplifié en
supposant que toutes les cellules se divisaient exactement au méme age. Cependant, la
situation généralement répandue dans une population cellulaire — et en particulier dans
une population de cellules souches hématopoiétiques — consiste en une population de

cellules se divisant a des ages différents (voir, par exemple, les résultats de Bradford et al.

o7
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[29] obtenus avec des souris). A notre connaissance, ’hypothése selon laquelle toutes les
cellules ne se divisent pas au méme age a été utilisée, pour la premiére fois, dans [79] pour
des cas particuliers, et seules des études numériques de ce modeéle ont été entreprises.
Dans [47] et [48], Dyson et al. ont considéré une équation structurée en temps, age
et maturité pour laquelle ’age de la division cellulaire n’est pas le méme pour toutes
les cellules. Des résultats d’existence, d’unicité, et des propriétés de l'opérateur solution
sont présentés dans ces articles. Cependant, dans ce modéle, la division est représentée

par la condition au bord

—+00

p(t,m,0) = B(a)p(t,m,a)da,
0

qui ne prend en compte qu'une seule phase dans le cycle cellulaire (la phase de prolifé-
ration), et le flux cellulaire entre les deux phases n’est pas représenté.

Dans [82] et [83], Mackey et Rudnicki ont étudié le comportement des solutions du
modeéle considéré dans [79], mais seulement dans le cas ou toutes les cellules se divisent
au méme age. Leur modéle est représenté par une équation aux dérivées partielles du
premier ordre avec un retard discret en temps 7 et une dépendance non-locale de la
variable maturité A(m) due a la division cellulaire. Cette équation s’écrit sous la forme

du

T (t,m) + V(m)a—u(t, m) = f(u(t,m),u(t — 1, A(m))), (3.1)

om

avec A : [0,1] — [0,1] une fonction continue vérifiant A(0) = 0 et A(m) < m pour
m € (0,1].

Dans [83], qui est plus général que [82], Mackey et Rudnicki ont établi un critére pour
la stabilité globale de telles équations. Néanmoins, ils ont considéré le cas particulier ot le
terme f(u,v) dans (3.1) ne dépend pas de la maturité. De plus, la fonction A(m) dépend,
en général, de 7 et la condition A(m) < m, utilisée par Mackey et Rudnicki dans le cas

ott V(m) =rm, r >0, et g(m) = am, 0 < a < 1, qui donne A(m) = a™*

e ""m, n’est
pas vérifiée pour tout 7 > 0.

Dans notre travail, nous considérons une situation plus générale dans laquelle ’Age
de la cytocinése d'une cellule (la division proprement dite) dépend de sa maturité ainsi
que du temps qu’elle a passé en phase de prolifération. Cette hypothése conduit & la
condition au bord (3.8).

Par intégration du modéle (2.4)—(2.5) par rapport a I’age, nous obtenons une équation
aux dérivées partielles hyperbolique du premier ordre avec un retard en temps distribué
selon un noyau & support compact [7,7], avec 0 < 7 < 7 < 00, et un terme non local

dans la variable maturité qui dépend aussi du retard temporel. Dans notre modéle, la

partie non-linéaire dépend de la maturité (voir le systéme (3.14)—(3.15)).
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Le comportement de la population étudiée est obtenu par ’analyse du cas

lim N(t,0) = 0. (3.2)

t——+o0

Dans le modéle que nous étudions, N(¢,0) correspond a la population de cellules souches
hématopoiétiques immatures, et la condition (3.2) décrit un apport insuffisant de cellules
primitives pour un temps long.

Nous montrons que sous la condition (3.2), et avec la stabilité locale (respectivement,
la stabilité locale exponentielle) de I’équation aux dérivées partielles, la stabilité globale
(respectivement, la stabilité globale exponentielle) du systéme est assurée. Ces résultats
sont obtenus sous I’hypothése que les cellules ont suffisamment de temps, en phase de
prolifération, pour augmenter leur maturité de fagon conséquente (cf théoréme 3.5.8).

Nous montrons aussi que, si le temps minimum nécessaire a la réplication cellulaire
est trop grand, alors la destruction de la population de cellules souches multipotentes (les
cellules ayant une faible maturité) affecte toute la population et ’extinction en temps
fini est inévitable (voir corollaire 3.5.5).

Notre étude est organisée de la fagon suivante. Dans la section 3.1, nous présentons
le modéle. Nous obtenons un systéme de deux équations aux dérivées partielles avec un
retard temporel distribué et une dépendance non-locale de la variable maturité. Nous
établissons une formulation intégrée de notre modéle en utilisant une formule de variation
de la constante classique. Nous montrons l’existence et 1'unicité de solutions du probléme
intégré dans la section 3.2. Nous étudions ensuite, & la section 3.3, la stabilité locale de
la solution triviale. Dans la section 3.4, nous nous intéressons a la stabilité globale de
I’équation différentielle a retard vérifiée par la population de cellules souches immatures.
Nous utilisons une fonction de Lyapunov pour obtenir la stabilité globale de la solution
triviale de cette équation. Dans la section 3.5, nous établissons un critére pour la stabilité
globale de la solution triviale de notre modeéle. Ce critére est basé sur la condition (3.2) et
sur la stabilité locale de la solution triviale. Nous terminons par quelques commentaires

et remarques sur les résultats obtenus.

3.1 Présentation du modéle

Dans les deux phases, chaque cellule est caractérisée par son age a > 0 et sa maturité
m € [0,1].

Chaque cellule entre en phase de prolifération avec un age a = 0. Nous supposons que
ces cellules peuvent mourir, par apoptose, avec un taux . Chaque cellule de maturité m
et d’age a se divise, lors de la mitose, avec un taux D = D(m,a). Nous supposons que

lapplication m — D(m,a) est continue, que I’application a — D(m,a) est continue par
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morceaux et qu’il existe 0 < 7 < T tel que
D(m,a) =0 sia <71, me|0,1],

ou T est la durée maximale de la phase de prolifération. L’age d’une cellule en phase de
prolifération varie donc dea =04 a = 7.

Notons que 7, qui représente le temps minimal que doit passer une cellule en phase de
prolifération, peut éventuellement étre égal & zéro. Lorsque 7 > 0, les cellules ne peuvent
pas se diviser immédiatement aprés leur entrée en phase de prolifération. Cette situation
est certainement plus proche de la réalité, les divisions cellulaires trop rapides n’étant
observées que lors de cas pathologiques.

Toutes les cellules augmentent leur maturité avec une vitesse V(m) (définie au cha-
pitre 2, section 2.1), supposée la méme dans les deux phases, qui vérifie V(0) = 0,
V(m) > 0 pour m € (0,1], V € C}[0,1] et

/Omvfi(%) = 400, pour m € (0,1].

Aprés division, chaque cellule fille entre immédiatement en phase de repos avec un dge
a = 0. Si une cellule mére posséde une maturité m au moment de la cytocinése, alors nous
supposons que chaque cellule fille a une maturité g(m) a la naissance (voir chapitre 2,
section 2.2). Il est assez naturel de supposer que g est une fonction croissante et continue
de [0, 1] dans lui-méme. De plus, nous supposons que g € C1[0,1) et que g(m) < m pour

L en posant g~!(m) = 1 si m > g(1), pour des

m € (0,1). Enfin, nous prolongeons g~
raisons techniques.

Une cellule pouvant demeurer toute sa vie en phase de repos, la variable dge varie de
a =0 3a a = +oo dans cette phase. Nous supposons que les cellules quiescentes meurent
avec un taux 4, qui tient aussi compte de la différenciation cellulaire, et qu’elles sont
introduites en phase de prolifération avec un taux (8 dépendant de la maturité et de la
densité totale de cellules au repos ayant un certain niveau de maturité (cf. Sachs [106]).

Nous notons p(t,m,a) et n(t,m,a) les densités de populations dans les phases de
prolifération et de repos respectivement, au temps ¢ > 0, de maturité m et d’age a.

Chaque phase est décrite par une équation aux dérivées partielles. Ci-aprés, p =

p(t,m,a) et n =n(t,m,a). Les deux équations de conservation sont

op  op , OV (mp)

on on OV (m)n)
n + 0 + —m [0(m) + B(m, N(t,m))]n, (3.4)
avec les conditions initiales
p(0,m,a) = po(m,a), (m,a) € [0,1] x [0,7),
(3.5)

n(0,m,a) = mno(m,a), (m,a) € [0,1] x [0, 4+00).
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Les fonctions 7 et § sont supposées positives et continues sur U'intervalle [0, 1].

Pour le moment, la fonction 3 est supposée continue et positive. En fait, comme nous
étudions une population cellulaire nous pourrions ne considérer que les solutions positives
de (3.3)—(3.4) ; cependant, afin de donner une définition correcte de (3, nous supposerons
que l'application x — ((m,x) est constante pour x < 0, avec 3(m,x) = ((m,0). Par

exemple, Mackey [73] a considéré une fonction 3 définie par

_ ) z?4b(m)’ -
5(77%35) = a(m) S w0 (3-6)
b(m) M )

pour m € [0, 1], ou a et b sont deux fonctions positives et continues sur [0, 1] et g > 0.
Le systéme (3.3)—(3.4) est complété par des conditions aux bords modélisant les flux
entre les deux phases.

La premiére condition,

“+oo
p(t,m,0) = ; B(m, N(t,m))n(t,m,a)da = (m, N(t,m))N(t,m), (3.7)

avec
—+00
N(t,m) = / n(t,m,a)da,
0

représente le flux de cellules quittant la phase de repos pour la phase de prolifération.

La seconde condition,

n(t.m,0) =2(g7) (m) [ " D(g (m), a)p(t, g~ (m), a)da, (3.8)

décrit le fait, premiérement, que les cellules de maturité m qui entrent en phase de repos
proviennent de la division de cellules méres en phase de prolifération ayant une maturité
g~ 1(m) et, deuxiémement, que I’Age d’une cellule mére qui se divise est compris entre T
et T et que cette cellule se divise avec un taux D.

Nous supposons aussi que

lim n(t,m,a) = lim p(t,m,a) = 0, pour t >0, m € [0, 1]. (3.9)

a—-+00 a—T

Nous considérons le flot de maturité x(s,m) : (—o0,0] x [0,1] — [0, 1] solution de

I’équation différentielle ordinaire (voir chapitre 2, section 2.3)

Noom) = V(x(sm), s <0,
x(0,m) = m.

Le flot x(s,m) vérifie x(s,0) = 0 et x(s,m) € (0, 1] pour s <0 et m € (0, 1].
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En utilisant la méthode des caractéristiques, nous pouvons déterminer les solutions
p(t,m,a) de (3.3). Ceci a été réalisé au chapitre 2, théoréme 2.3.3. Nous rappelons ce
résultat, en utilisant (3.5) et (3.7) :

pg(x(ft,m),a — t)f(t,m)]j(t,m,a), sit<a,

p(t,m,a) = B8(x(—a,m), N(t - a,x(—a,m))) (3.10)

N(t —a, X(—a,m)){(a, m)D(a,m,a), sia<t,

&(o,m) = exp{ —/OU (7+V’) (X(—s,m))ds}, (3.11)
et
15(0, m,a) = exp <— /a D(X(s —a,m), s)ds). (3.12)
max{0,a—o}

Nous posons

P(t,m) = / p(t, m,a)da, t >0, me|0,1].
0

En intégrant le systéme (3.3)-(3.4) par rapport a I’Age, nous obtenons un systéme
de deux équations aux dérivées partielles structurées en maturité. Ces résultats sont

présentés dans la proposition qui suit.

Proposition 3.1.1. Pour m € [0, 1], les densités de population en phase de prolifération
et de repos P(t,m) et N(t,m) vérifient
(i) si0<t<rt,

OF  OVUDE) )P+ fm, N)N

_ /T D(m,a)D(t,m,a)é(t, m)po (x(—t,m),a —t)da,

ON | 9(V(m)N)

5t = —0(m)N = B(m, N)N +2 (971) (m)x

T

D(g~*(m),a)D(t, g~ (m), a)é(t, g~ (m))po (A(t,m), a — t)da,

—
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(i) siT<t<T,
oP  9(V(m)P)
ot * _am

—/ D(m,a)D(t,m, a)&(t, m)po (x(—t,m),a — t)da,

t

— —y(m)P + B(m, N)N

k(m,a)é(a, m)ﬁ(x(—a, m), N(t —a, x(—a, m)))N(t —a, x(—a, m))da,

— S

ON 9(V(m)N)
ot + om

+2(91y(WﬂjcszfJ(Wﬂ7a)ﬁ(hg_lﬁn)ﬁﬂi(tg_lﬁn»P005Uw"ﬂva'—t)da

= —d(m)N — B(m, N)N

12 (g (m) / k(g™ (m), a)€(a, g~ (m))N (¢ — a, Aa, m)) x
ﬁ(A(m m), N(t —a,Ala, m)))da,

(iii) siT <t

oP oV (m)P) "k, a)e(a,m) x

o + B = —y(m)P + B(m, N)N —

—

ﬁ(x(—a, m), N(t —a, x(—a, m)))N(t —a, x(—a, m))da,

O+ QL) )N = 3m NN +2(57") ) [ (g™ )5

&(a, gil(m))5<A(a, m), N(t —a,A(a, m)))N(t —a,Ala, m))da,

ol
k(m,a) :== D(m,a)D(a,m,a)
et
A(a,m) == x(—a, 97" (m)),
et, pourt =0,

P(O,m) = /OTpo(m,a)da,

+o0o
N(0,m) = /0 no(m, a)da.

Démonstration. Soient t > 0 et m € [0,1] fixés. Nous intégrons le systéme (3.3)—(3.4)
par rapport a 1’age en utilisant (3.7), (3.8) et (3.9). Nous obtenons

oP | O(V(m)P)

=—y(m)P + B(m, N)N — / D(m,a)p(t,m,a)da,

ot om
ON 9(V(m)N) -1 g !
s + ——5m = —6(m)N— B(m,N) N—|—2 / D(g ,a)p(t,g~(m),a)da.
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Ci-dessus, N et P représentent respectivement N (¢, m) et P(¢,m). Il nous faut déterminer

/T D(m,a)p(t,m,a)da
0

pour t > 0 et m € [0, 1]. Nous examinons pour cela plusieurs cas.

Premiérement, si 0 < ¢ < 7, nous obtenons d’aprés (3.10)
| Dmapttmayda = [ Do) Dt m e, mipo (x(~t,m).a ~ t)da.
0 T
Le méme raisonnement nous permet d’écrire, pour 7 < t < 7T,
7 7 _
| Dimawp(t.made = [ Dlm,a) Dt m (e, mipy (x(~tm). a — t)da
0 t
¢
—I-/ k(m,a)é(a, m)N(t —a, x(—a, m)) X
T

ﬂ(X(_a’? m), N(t - a,X(—a, m)))da

et, pour T < ¢,
,a)p(t,m,a)da =

)p(
,a)é(a, m)ﬁ(x(—a, m), N(t —a,x(—a, m)))N(t —a, x(—a, m))da.

/ D(m
0
-
/ k(m
T
Nous pouvons alors conclure. O
Lemme 3.1.2. L’application A : [0, +00) x [0,1] — R, définie pour s > 0 et m € [0,1]

par

A(s,m) = x(—s,g~ " (m)),

est décroissante par rapport au temps s, croissante par rapport o la maturité m, et vérifie,

pour m € (0,1],
97t m) 49
A(s,m) <m si et seulement si 5> / —. (3.13)
De plus, pour s,0 >0 et m € [0, 1],
X(—o,A(s,m)) = A(s + o, m).

Démonstration. Les propriétés de monotonie de I'application A par rapport & chacune
de ses variables découlent immeédiatement de la définition de A, et donc des propriétés

des courbes caractéristiques.
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Soit m € (0, 1] fixé. Pour s > 0, nous avons
A(s,m) = h™" (h(g™ (m))e™)
ou la fonction h est définie au lemme 2.3.1, par (2.14). Ainsi,
A(s,m) <s si et seulement si e’ <

Par définition de h, nous en déduisons (3.13).
Enfin la derniére propriété est la conséquence directe des propriétés des courbes

caractéristiques x. Rappelons que pour s,0 > 0 et m € [0, 1] nous avons

x(=0,x(=s,m)) = x(=(o + s),m).

Le résultat s’en déduit immédiatement par définition de A. O

Aprés intégration, le systéme d’équations obtenu & la proposition 3.1.1 consiste en un
systéme d’équations hyperboliques dégénéré non-linéaire. Lorsque ¢ < 7, ce systéme est
classique au sens ot les résultats d’existence et d’unicité sont connus. Lorsque 7 < t < 7,
ce systéme n’est plus autonome mais il peut étre résolu par la méthode des pas de maniére
analogue au précédent.

Nous nous intéressons au systéme lorsque ¢t > 7. Dans ce cas, ce systéme fait ap-
paraitre un retard temporel distribué selon un noyau k & support compact [r,7] ainsi
qu’une dépendance non-locale de la variable maturité. Le retard temporel correspond en
fait & la durée du cycle cellulaire.

Pour s > 0 et m € [0, 1], nous posons

C(s;m) = (97 1) (m)k(g~" (m), 5)é(s, 97" (m)).
Le systéme auquel nous nous intéressons s’écrit alors

oP  (V(m)P)

E%— 3 :—y(m)P—{—ﬁ(m,N)N—/T k(m,a)¢(a, m)x 5.1
ﬂ(x(—a, m), N(t —a, x(—a, m)))N(t —a,x(—a, m))da,

ON OWV(m)N) _ oo T Ham

B = N =B NN +2 [ a.m) -

ﬁ(A(a, m), N(t —a,A(a, m)))N(t —a,A(a, m))da.

Nous pouvons remarquer que les solutions de (3.15) ne dépendent pas des solutions
de (3.14), alors que la réciproque n’est pas vraie. En fait, si nous connaissons le compor-

tement des solutions de (3.15), qui décrit le processus de réplication cellulaire, alors nous
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pouvons en déduire le comportement des solutions de (3.14). Nous concentrons donc
notre étude sur I’équation (3.15).
Dans la section suivante nous démontrons l’existence et 1'unicité de solutions faibles

de l’équation (3.15). Nous nous intéresserons ensuite a la stabilité de ces solutions.

3.2 Existence, unicité et positivité des solutions

Nous notons C10, 1] I'espace des fonctions continues sur I'intervalle [0, 1], muni de la

norme du maximum ||.||, définie par

o]l = sup |v(m)], pour v € C[0,1].
me(0,1]

Considérons l'opérateur linéaire fermé non-borné A : D(A) C C[0,1] — C[0, 1] défini
par
D(A)={ue C[0,1] ;uc C1(0,1] et lin% V(z)u/(z) =0}
et

(@) = { —(8(x) + V'(@))u(z) — V() (z), size (0,1], (316)

—(0(0) + V'(0))u(0), siz=0.

La proposition qui suit caractérise 'opérateur (A, D(A)).

Proposition 3.2.1. L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe for-

tement continu (voir annexe B), ou Cy-semi-groupe, (T(t))i>0 défini sur C|0, 1] par
(T(t))(x) = K(t,z)y(x(—t,x)), pourp € C0,1], t >0 et x € [0,1],

B K(t,x) = exp {— /Ot (6+ V) (X(—s,a:))ds} .

Démonstration. La démonstration est semblable a celle de 1a Proposition 2.4 dans Dyson
et al. [44].

Nous considérons 'opérateur B : D(B) C C[0,1] — C|0, 1] défini par D(B) = D(A)
et

Bu(z) = { —V(z)u'(z), size(0,1], (3.17)

0, six=0.

Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 3.2.2. L’opérateur B, défini sur D(B) par (3.17), est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe de contractions linéaire sur C[0,1].
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Preuve du lemme. Soient w € C[0,1] et A > 0 donnés. Nous voulons montrer qu’il existe

une unique fonction u € D(B) telle que
(I —A\B)u = w,
ou I est 'opérateur identité, et que
[[ul| < [Jwl].
Ce probléme revient & trouver u € C10, 1] solution de ’équation différentielle

u(z) + AV (z)u/(z) = w(x), pour z € (0, 1],
(3.18)
u(0) = w(0).

Les solutions de cette équation sont les fonctions

or=oo([svtg) [ [ vt (i) )

pour z € (0,1] et € € R.

De maniére analogue & (2.14), nous définissons la fonction hy sur [0, 1] par

() = exp(—/;%) pour z € (0, 1],

0, pour z = 0.

La fonction h) est continue sur [0, 1] et de classe C! sur (0, 1]. De plus,

= pour z € (0, 1].

Ainsi,

r hA(S) . B
/1 W)™ = M) =) = ha(z) = 1.

Nous en déduisons

N A ONC) . _
:}33%/1 W) = ) — 1= —1.

hA(S)
AV (s)

Il s’en suit que s — € L'(0,1). Comme hy(0) = 0, la fonction u donnée par
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Ainsi, 'unique solution acceptable de (3.18) est

= ! ' 'UJ(S) s)as our x
U(.’L’) - h)\(l‘)/o )\V(S)hA( )d ’ p € (07 1]7

u(0) = w(0).
Si w € D(B), alors nous avons |u(0)| = |w(0

[[w] /z ha(s) ha(z) — ha(0)
u(z)| < = ||| =22 2L ANV
R NON IO R NC
Done [[u] < [lw]].
Finalement, comme C'[0,1] ¢ D(B) C C[0,1] et C'[0, 1] est dense dans C]0, 1], alors

D(B) est dense dans C|0, 1]. Ceci conclut la démonstration du lemme. O

=
]
-t

—[lw|,  poura e (0,1,

Le lemme qui suit permet de caractériser le semi-groupe engendré par B.

Lemme 3.2.3. Si ¢ € D(B), alors
() — ()

t—0t t

= By(x), pour x € [0, 1].

Preuve du lemme. Pour z = 0, le résultat est immeédiat puisque ¥ (x(—¢,0)) —1(0) = 0.

Soit = € (0, 1] fixé. Alors nous posons

Yy = X(_tv .7})

Nous obtenons, d’apres (2.14),

=i <%) - /y 70

et donc
t—0+ t y—zT Yy— / ds
y V(s)
Ceci conclut cette démonstration. O

Une conséquence immeédiate de ce lemme est la suivante : le semi-groupe engendré

par Popérateur B est défini par
(S)v) (@) = v(x(—t, x)), pour ¥ € D(B), t =20, x € [0,1].
D’aprés (3.16),
Au(z) = —(5(x) + V'(x))u(z) + Bu(z),  pour z € [0,1],

avec (0 + V') e C[0,1].

Nous achevons la démonstration grace au lemme qui suit.
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Lemme 3.2.4. Si S(t) est le semi-groupe engendré par Uopérateur B dans C[0,1], alors

le semi-groupe engendré par lopérateur B + oI, ot « € C[0, 1], est défini par

(1)) (z) = exp ( / <s<s>a><x>ds) () (@),

pour ¢ € C[0,1], t >0, = € [0,1].

Preuve du lemme. Soient ¢ € C[0,1],t > 0 et x € [0, 1]. Nous avons

(T(t)w)(ﬂtc)—w(l‘) _ l[exp ( /0 (S(s)a)(:n)d5> (SH))(x) — ()|,

d’ou

1 t
+7 (e ([ s@a)@as) vio) - v(0).
En passant & la limite lorsque ¢ — 0T, nous avons

lim exp < /0 t(S(s)a)(x)ds) ((S E)d)(e) - ‘”(x)) — By(a)

t—0+ t
et
1 t
i+ (ex0 ([ (SGa)@)s) vi) ~ v() ) = (@5(0)(@) = (D) (o)
t—0+ t 0
Nous obtenons bien le résultat souhaité. O

En conclusion, nous déduisons de ce dernier lemme que 'opérateur A est le générateur

du semi-groupe T'(t), et la démonstration est terminée. O

Nous obtenons alors une formulation intégrée de l’équation (3.15) en utilisant une

formule de variation de la constante :
N(t,m)=¢ (T, x(—(t—=7),m) Kt —7,m) + G(N)(t,m) — J(N)(t,m), (3.19)
pour t > T et m € [0,1], et

N(t,m) = ¢(t,m), pour ¢ € [0,7], (3.20)
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ou ¢ € C([0,7] x [0,1]), l'espace des fonctions continues sur [0,7] x [0, 1], muni de la
norme du maximum. La fonction ¢ est en fait solution du probléme défini & la proposition
3.1.1, pour t € [0,7], et dépend donc des conditions initiales ng et po. Les applications

G et J sont définies par
G(N)(t,m) = 2/ K(t—s,m) </T Cla,x(—=(t—s),m))N(s — a, Ala, x(—(t — s),m))x

ﬁ(A(a, x(—(t —s),m)), N(s —a,Aa, x(—(t — s), m))))da) ds,
et
T ) = [ K (4= m)3 (= (t=5),m), N (1), 1) ) N (5, x(~(=5), ) s,

pour t > T et m € [0,1].

Théoréme 3.2.5. Supposons que T > 0 et qu’il existe L > 0 tel que pour tout m € [0, 1]
et tous r1,x9 > 0
|z18(m, x1) — x2B(m, x2)| < L|z1 — x4 (3.21)

Alors, pour toute donnée initiale ¢ € C([0,7] x [0,1]), le probléeme (3.19)—(3.20) posséde
une unique solution qui est continue, et positive si la condition initiale est positive.
Démonstration. Soit ¢ € C([0,7] x [0,1]) donnée. Soient ¢ € [0,7+ 7] et m € [0, 1] fixés.
Nous considérons une suite (N, )nen définie de la facon suivante : si t € [0, 7] alors
Nu(t,m) = ¢(t,m),

et sit e [7,7 + 1] alors

No(t,m) = @(T,x(=(t =7),m))K(t —7,m)+ G(e)(t,m),

N, (t,m) = No(t,m)+ J(Ny_1)(t,m).
Nous obtenons alors

[N1(t,m) — No(t,m)| = |J(No)(t,m)|.

Les fonctions ¢ et V' étant continues sur [0, 1], application K est continue sur [0, +00) X

[0, 1] et donc bornée sur [7,7 + 7] x [0, 1]. Notons

(K (¢, m)].

a= max
(t,m)€[F,7+7]x[0,1]

Alors

Mittm) —Nottm)] < o[

Bx(=t = 8).m). No(s. x(~(t = 9).m)) ) | x
|No (s, x(—=(t = s),m))| ds,

t
aL/ |No (s, x(—(t —s),m)) } ds.

IN
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Comme ¢, K et G(¢) sont continues, Ny est continue sur [7,7 + 7] x [0, 1] et il existe
M > 0 tel que
|No(t,m)| < M,

pour tout m € [0,1] et ¢ € [T, 7 + 7]. Ainsi
|N1(t,m) — No(t,m)| < MaL(t — 7).

Montrons par récurrence le résultat suivant :

(t=7"

(H,,) [Nu(t,m) = Noa(t,m)| < M(aL)"

La relation est vraie pour n = 1, nous venons de le vérifier. Supposons (H,,) satisfaite et

montrons que (H,;) est réalisée. Nous avons
[Nota(t; m) = No(t,m)| = |J(Nn) (8, m) = J (Nn—1) (t, m)],
donc, en utilisant (3.21),
t
| Npy1(t,m) — Ny (t,m)| < aL/_ ‘Nn(s,x(—(t — 3),m)) — Nn_l(s,x(—(t — s),m)) ‘ ds.

En utilisant ’hypothése de récurrence, nous obtenons

t (o =\n
‘Nn+1(t7 m) - Nn(t7 m)’ < M(O[L)n+1 / ¥d57
< M(aL)”Hﬂ
= (n+1)!

Nous obtenons bien le résultat escompté.
Par conséquent, N := lim,_,o N, existe uniformément sur [7,7 + 7| et est continue.

Montrons que N est solution de (3.19) pour ¢ € [7,7 + 7] et m € [0, 1], c’est-a-dire
N(tvm) = NO(t’m) + J(N)(tvm)a

car G(N)(t,m) = G(¢)(t,m) pour tout t € [7,7 + 7] et tout m € [0,1]. En effet, si
a € [r,7] et s € [T,t] alors s —a € [0,t — 7] C [0, 7] et donc

N(s—a,Ala,m)) = ¢(s —a,A(a,m)), pour tout m € [0, 1].

Posons
v(t,m) = |N(t,m) — No(t,m) — J(N)(t,m)|,

pour t € [T,T + 7] et m € [0, 1], et montrons que v = 0.
En remarquant que

o)

N(t,m) — N (t,m) = Y (Npya(t,m) — Np(t,m)),
p=n
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nous pouvons écrire

o(t,m) < IN(t,m) = Noga(t,m)] +[J(Nn)(t,m) — J(N)(¢,m)),

< IN(tm) = Noga(tm)
ral, [ INa(six(=(t = ) m) = N, x(~(t = s).m)ds,
< f; Npiat,m) — Nyt m)
rat. [ i_oj [Ny (5, (=t = 5),m)) — Nyl x(—(t — ), m)lds,
< Mp%l P+1%§T+MaL§/;(aL)PH%dS,
< Mp%l(aL)p“% + M;(aL)p“%,
< 2Mpzn;1 pﬂ%.

En faisant tendre n vers +o00, nous obtenons :
v(t,m) =0, pour ¢t € [T, 7 + 7] et m € [0, 1].

Ainsi N(t,m) est solution de (3.19) pour ¢t € [T,7 + 7] et m € [0, 1].

Montrons que N est unique.
Soit Z(t,m) une autre solution de (3.19) sur [7,7 + 7] x [0,1]; alors Z vérifie, pour
te[7,7+1] et mel0,1],

Z(t,m) = No(t,m)+ J(Z)(t,m).
Ainsi

IN(t,m) = Z(t,m)| = [J(N)(E,m) = J(Z)(t,m)],

aL/_ ‘N(s,x(—(t — s),m))
— Z(s,x(—(t—s) ’ )| ds. (3.22)

IN

Pour ¢t € [7,7 + 7] et m € [0, 1] nous posons

w(o) = [N(o,x(=(t = 0),m)) = Z(o, x(=(t —0),m))|, o €[T,1].
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Alors
w(o) = |J(N)(o,x(=(t = 0),m)) = J(Z)(0,x(=(t = 0),m))],

aL/TU N(s5,x( = (0= ), x(=(t = 7),m)))
~2Z(s5,x( = (0 = ), x(~(t = 0),m)) ) |ds.

< aL/_U\N(s,x(—@—s),m)) = Z(s,x(=(t = 5),m))| ds,

IN

< oL /g w(s)ds.

T

D’apreés le lemme de Gronwall, w(o) = 0 pour tout o € [7,t]. Nous en déduisons que
N(o,x(=(t = o), m)) = Z(o, x(=(t —0),m))  pour o €[T,T+1].

D’apres (3.22), N(t,m) = Z(t,m), pour t € [T,T + 7] et m € [0, 1]. Le probléme (3.19)-
(3.20) posséde donc une unique solution sur [0,7 + 7] x [0, 1] qui est continue. Notons
N* cette solution.

En utilisant une nouvelle suite, toujours notée (N, ) en et définie de la fagon suivante :

pour m € [0,1], si ¢t € [0,7 + 7] alors N,,(t,m) = N*(t,m), et si t € [T+ 7,7 + 27] alors

{No(t,m) = oTx(=(t=7),m)K(t —7,m)+ G(N*)(t,m),
Na(t,m) = No(t,m)+ J(Np_1)(t,m),

nous montrons de la méme maniére que le probléme (3.19)—(3.20) posséde une unique
solution, continue, sur [0,7 + 27] x [0, 1]. Par la méthode des pas, l'existence et l'unicité
d’une solution continue sur [0, +00) x [0, 1] sont établies.

Si ¢ > 0 sur [0,7] x [0,1], alors la fonction Ny est positive sur [0,7 + 7] x [0,1] et
donc Nj est aussi positive. Nous obtenons ainsi, par récurrence, que la suite (N, )nen
est positive sur [0,7 + 7] x [0, 1]. L'unique solution du probléme (3.19)—(3.20), définie
par N* = lim, o Ny, est donc positive sur [0,7 + 7] x [0, 1]. Le méme raisonnement
nous permet d’obtenir la positivité de l'unique solution de (3.19)—(3.20) pour ¢ > 0 et
m € [0,1]. O

3.3 Stabilité locale

Nous nous intéressons & présent & la stabilité locale de la solution triviale N = 0 de

(3.15), ou de sa version intégrée (3.19). Nous rappelons tout d’abord une définition.

Définition 3.3.1 (Stabilité locale). Soit Q un sous-ensemble de C([0,7] x [0,1]). Une

solution N de (3.19), de condition initiale B, est dite localement stable sur  si pour
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tout € > 0 il existe p = p(e) > 0 tel que, si ¢ € Q et || — P|| < u, alors
IN?(t,m) — N(t,m)| < e

pour tout (t,m) € [T, +00) x[0, 1]. Cette solution N est dite localement exponentiellement
stable sur  s’il eziste ¢ > 0 tel que, si p € Q et || —P|| < &, alors il existe ¢ > 0 et
d > 0 tels que pour tout (t,m) € [T,+0o0) x [0, 1],

IN?(t,m) — N(t,m)| < ce” 7).

La solution sera dite localement stable (respectivement localement exponentiellement
stable) si Q@ = C([0,7] x [0,1]).

Nous supposons dans toute cette section que l’application x — z/3(m, x), définie sur
R, est lipschitzienne au voisinage de zéro pour tout m € [0, 1], c’est-a-dire qu’il existe
L >0ete>0tels que

lzB(m, ) —yB(m,y)| < Llz —yl, |z, [y <e. (3.23)

Par exemple, si la fonction [ est définie par (3.6), alors 'application x € R +— z3(m, )

est lipschitzienne sur R et une constante de Lipschitz est donnée par

(m)
(m)’

S

L= sup
me(0,1]

S

Dans la suite, I et  représentent les quantités

I:= miEI[l({l](é(m) +V'(m)) et ¢ ::/T ((a)da,

ou

~

¢(a) = sup |¢(a,m)]

mel0,1]

et ((a,m) est défini & la section précédente. Nous obtenons alors le résultat d’invariance

suivant. Ce résultat est un premier pas pour obtenir la stabilité locale.

Proposition 3.3.2. Supposons que L(2(+1) < I. Sip € C([0,7]x[0, 1]) vérifie ||| < e,
ol € est donné par (3.23), alors la solution N¥ de (3.19)—(3.20) vérifie

IN?(t,m)| <e,

pour (t,m) € [T,+o00) x [0, 1].
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Démonstration. D’apreés I’hypothése principale de cette proposition, il est clair que I > 0.
Soit € > 0 donné par (3.23) et ¢ € C([0,7] x [0, 1]) telle que ||p|| < e. Nous définissons

une suite (N, )nen par

7x(=(t=7),m)K(t—7 it>7
Ny = { AP —m), st 52
p(t,m), sit e [0,7],
et, pour n > 1,
No(t G(Np_1)(t,m) — J(Np_1)(t, m), it > 7,
Nn(t,m) — 0( 7m) + ( 1)( m) ( 1)( m) S1 T (325)
o(t,m), site0,7].
Comme x(—(t —7),m) € [0, 1], alors
o7, x(=(t =7),m))| <e.
De plus
K (t —7,m)| <e 10T,
donc
|No(t,m)] < ee 107 < ¢, (3.26)

Soit T' > 7T fixé. Nous montrons par récurrence que pour tout n € N et tout (t,m) €
[7,T] x [0,1],

|Np(t,m)| <e. (3.27)
Pour n = 0, le résultat est obtenu en (3.26). Supposons que (3.27) est vraie pour n > 0.

Alors
[Nnt1(t, m)| < [No(t,m)| + |G(Np)(t, m)| + [J(Nn)(t, m)],

avec t
G(N,)(t,m)| < 2LeL / 1) g
et t
[J(Na)(t,m)| < el / e~ 1(t=9) g,
Ainsi
t
[Nny1(t,m)] < 8<e_1(t_7)+L(1+2§) / e—m_s)ds)
7 _ 1 — e It-T)
: €<€I(t” + L0+ 201%).

Nous posons
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En remarquant que a < 1, nous obtenons

[Nt (t,m)]

IN

6(671(1‘/7?)(1 —a)+ a),
< e((1—a)+a).

Nous en déduisons

|Nnta(t, m)| <e.

Ainsi (3.27) est vraie pour tout n € N. En remarquant que la suite (N, )nen converge

uniformément vers N¥ pour (¢,m) € [7,T] x [0, 1], nous concluons
IN?(t,m)| <e,

pour tout ¢t € [7,T] et m € [0, 1]. Ce résultat étant vrai pour tout 7' > 7, il est vrai pour

t > T et la démonstration est terminée. O

La condition L(25 + 1) < I, utilisée dans la proposition 3.3.2, décrit une situation
ot le taux d’introduction en phase de prolifération est faible (L petit) ou bien le cas
oul les taux de mortalité & et ~ sont élevés (I est alors grand et ¢ petit). Il s’agit d’une
situation ou la mortalité est plus importante que la « natalité ». Sous cette condition,
nous établissons la stabilité locale exponentielle de la solution triviale de (3.19) dans le

théoréme qui suit.

Théoréme 3.3.3. Si L(2( + 1) < I, alors la solution triviale N = 0 de (3.19) est

localement exponentiellement stable.

Démonstration. Soit € > 0 donné par (3.23) et ¢ € C([0,7] x [0,1]) telle que

el <e,

et soit T > 7 fixé. Nous considérons la suite définie par (3.24)—(3.25). De la démonstration
de la proposition 3.3.2, il suit que pour tout n € N et (¢,m) € [7,T] x [0, 1],
[N, (t,m)| <e.
Comme 'application
I—p
14 2Cer™
est continue sur [0, I] et atteint son maximum en p = 0, il existe p € (0,1) tel que
I— 1
ro L
142Cer™  2¢C+1

En utilisant les mémes arguments que ceux de la démonstration de la proposition 3.3.2,

p€0,I] —

nous obtenons
|No(t,m)| < ee 1) < gePt-T) < ¢,
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Les estimations

‘Nl(t’m) - No(t,m)| < |G(N0)(tvm)| + |J(NO)(tvm)|a

avec
t
[J(No)(t,m)| < L/ |No(s, x(=(t — ), m))|e"1t=9)ds,
t
< 5[,/ e*I(t*S)e*p(sf?)dS’
’ _ t
< eLe Tter™ / U=Ps s
et

t o
|G(No)(t,m)| < 2L/ (/ ¢(a) ‘No(s —a, A(a, x(—(t — 5),m)))’da>6_l(t—s)ds,

t 7
25L/ el(ts)</ C(a)ep(saT)da>ds,

t
< 2CNEL/ e 1t=8)g=p(s=27) 4.

T

IN

t
< 256[16_”62’)?/ e(I_p)sds,

-
nous permettent d’obtenir

gt
|N1(t,m) — No(t,m)| < aLe*”e"ﬁ[l + 2(6”} / ed=P)ss.

T

Remarquons que

t I—p)t I—p)T
eItGpT/ eU=Psqs = e 1terT 170 — el p)T,
7 I—p

(I=p)t _ o(I—p)T
I—p
1 — eU=p)(T-1)

— oDt p(T-1)E

)

— e Pt=T) ,

I—p

IN

En conséquence
|N1(t,m) — No(t,m)| < eLe P,
ou S
o — 1+ 2Cef™
=7,

Par récurrence, nous montrons que pour tout n > 1 et tout (¢t,m) € [7,T] x [0, 1],

|N, (t,m) — Np_1(t,m)| < e(LO)"e P, (3.28)
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Supposons que (3.28) est vraie pour n > 1; alors pour tout (¢,m) € [7,T] x [0, 1]

|Nnt1(t,m) — Np(t,m)| < [(G(Nn) — G(Np-1))(,m)| + [(J(Nn) — J(Nn-1))(t, m)],

avec
(G(N) — G(Na))(tm)| < / ( / ) (N5 — 0 5 (), )
_Nn—l(S—ayA(aaX( (t_S )‘da>e I(t— s)dS,
t 7
< 2t [ care e Tin)an
. T
< 2§5L"+19n/ o109 g—pls=2) g
t
= 265L"+19"62"Te_1t/ eU=Psgs,

et

t
(J(Ny) = T(N_))(tom)] < L / N (s, X(—(¢ — 5),m))
nfl(S, X(_(t - 5)7 m))|e_](t_5)d87
eLtgn /t e 1t=9)e=r(s=T)gg,
t

e[V tlgnerT eIt / eI=P)s s,

T

IN

IA

Nous obtenons donc

t
eL"HgnerTe It [1 + QEGPF] / ed=P)sgs,

[Nnt1(t,m) = Nu(t,m)]

IN

T

< (Lo HerltT),

Cela signifie que (3.28) est vraie pour n > 1. Nous obtenons alors, pour tout (t,m)

[7,T] x [0,1],

[N (t,m)] - < Z!N (t,m) — Ni—1(t, m)| + | No(t, m)],

< Z e(LO)le P17 fgemP(tT),
i=1

< gem Pt (1 Y Lo+ (LH)").
Comme L < 1, nous concluons que pour t € [7,T] et m € [0, 1]

IN?(t,m)| < e P=T),

€
1—- L6

S

Ce résultat est vrai pour tout 7" > 7. Il est donc vrai pour t > 7, et le théoréme est

démontré.

O
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3.4 La population de cellules souches immatures

Nous nous intéressons dans cette section au comportement de la population de cellules
souches hématopoiétiques immatures, c’est-a-dire les cellules de maturité m = 0, et
principalement au comportement asymptotique de cette population. Cette étude est
motivée par les résultats de la section suivante.

Soit N¥ une solution du probléme (3.15) et (3.20), de condition initiale ¢ € D(A).
Nous savons alors que
lim V(m)aim]\“"(t,m) =0.

m—0

Ainsi, la fonction x définie pour tout ¢t > 0 par
x(t) = N¥(t,0)

est une solution de I’équation différentielle & retard

9T ) = Iowt) — Bo(w(t))a(t) + 2 / " 2(0)Bo (1 — a))a(t — a)da, (3.29)

dt

pourt > T, et

z(t) = P(t) = ¢(t,0), pour ¢ € [0,7], (3.30)
Io = 3(0)+V'(0),
Bo(x) = ((0,z), pour tout z € R,
Z(a) = ((a,0).

Les fonctions 0 et V' étant positives, avec V(0) = 0, il est clair que Iy > 0.

L’équation (3.29) est étudiée en détails au chapitre 5, dans le cadre plus général de
I’étude d’un systéme d’équations différentielles avec un retard distribué. Tous les résultats
dont nous avons besoin sont alors démontrés. Cependant, par souci de cohésion, nous
rappelons ces résultats ci-aprés et nous donnons parfois une idée de leur démonstration.
Les preuves complétes sont présentées au chapitre 5.

Comme ¢ € C([0,7] x [0, 1]), alors ¥ € C[0,7], ou C[0,7] est 'espace des fonctions
continues sur [0,7]. Sous des conditions classiques de Lipschitz sur la fonction 3y, nous
pouvons obtenir ’existence et I'unicité de solutions de (3.29), comme cela est présenté par
Hale et Verduyn Lunel [56]. Nous renvoyons aussi aux résultats présentés dans l’annexe
A.

Nous supposons & présent, de maniére similaire a [73] et de facon naturelle, que la
fonction [y est décroissante pour x > 0 et vérifie

lim fo(z) = 0.

T——+00
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Une premiére propriété des solutions du probléme (3.29)—(3.30) est énoncée dans la

proposition qui suit.
Proposition 3.4.1. Soit ¢ € C[0,7]. Si v est positive sur [0,T], alors l'unique solution
de (3.29) de condition initiale 1, notée x¥, est positive sur [T, +00).

Démonstration. La démonstration se fait a ’aide d’un raisonnement par l’absurde (cf.

proposition 5.2.3). O

Comme nous étudions une population de cellules, il est plus intéressant de considérer

des conditions initiales positives. Nous introduisons 1’ensemble
ct = {1[1 € C[0,7] ; ¥(t) >0, pour te€ [O,F]}.

La stabilité globale de la population de cellules immatures est établie dans le théoréme
suivant, sous la condition que le taux de disparition Iy est plus élevé que les taux de

production (y et Z des cellules.

Théoréme 3.4.2. Supposons que

<2 /ZTZ(a)da _ 1> Bo(0) < Io.

Alors la solution triviale x = 0 de ’équation (3.29) est asymptotiquement stable sur

I’ensemble CF, c’est-a-dire que pour tout 1) € CT

lim z¥(t) = 0.

t——+o0
Démonstration. Nous obtenons la stabilité asymptotique de la solution triviale de (3.29)
en utilisant une fonction de Lyapunov (cf. annexe A, ou bien Hale [57]).

Définissons deux fonctions A et A par
MNo) = 20o(z) et Aw) = / A(s)ds,
0

pour x > 0. Soit H : C* — R D'application définie pour v € C* par

1) = a0 + [ 2@ ( [ Vo))

Nous montrons (cf. théoréme 5.3.1) que H est une fonction de Lyapunov relative a
'équation (3.29). En conséquence, toute solution de (3.29)-(3.30) avec ¢ € C'* tend vers

zéro lorsque t tend vers +oo. O

En combinant ce résultat avec le résultat de stabilité locale obtenu a la section 3.3,
nous pouvons démontrer la stabilité globale d’une classe de solutions de ’équation (3.15)

ou de sa version intégrée (3.19).
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3.5 Critére de stabilité globale

Nous établissons dans cette section un critére général de stabilité globale pour ’équa-

tion (3.19). Nous rappelons tout d’abord une définition.

Définition 3.5.1 (Stabilité globale asymptotique). Soit Q un sous-ensemble de
C([0,7] x [0,1]). Une solution N de (3.19) est dite globalement asymptotiquement stable
sur Q si pour tout ¢ € Q et tout m € [0, 1]

lim |[N¥(t,m) — N(t,m)| = 0.

t——+o0
La solution N est dite globalement exponentiellement stable sur € si pour tout ¢ € Q il
existe ¢ >0, d >0 et T > 0 tels que, pour tout (t,m) € [T, +o0) x [0, 1],

IN?(t,m) — N(t,m)| < ce” 7).

Nous dirons que N est globalement asymptotiquement stable (respectivement globale-

ment exponentiellement stable) si Q = C([0,7] x [0, 1]).

A partir des résultats de stabilité locale obtenus & la section 3.3, nous pouvons établir
un premier résultat de stabilité globale pour la solution triviale de (3.19). Ce résultat est

présenté ci-apres.

Proposition 3.5.2. Supposons que application x — x(3(m,z) est lipschitzienne sur

[0, +00) pour tout m € [0, 1], avec une constante de Lipschitz L telle que
L2 +1) < I (3.31)

Alors la solution triviale N =0 de (3.19) est globalement exponentiellement stable.

Démonstration. Comme cela est fait dans la proposition 3.3.2, nous montrons tout

d’abord que pour toute fonction ¢ € C([0,7] x [0, 1]) et tout (t,m) € [0, 400) x [0, 1],
[N?(t,m)] < |l

En utilisant les mémes arguments que ceux de la démonstration du théoréme 3.3.3, nous
obtenons alors

lim N¥(t,m) =0 exponentiellement,

t—o0

pour tous ¢ € C([0,7] x [0, 1]) et m € [0, 1]. O

L’inégalité
L(2¢+1) < I,
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est vérifiée, par exemple, si I est grand, ou bien si f ou L sont petits. Nous rappelons que
I représente un taux de mortalité de la phase de repos, ¢ le taux de survie des cellules
en phase de prolifération, et que L est une borne de la quantité de cellules introduites en
phase de prolifération. Ainsi, le résultat obtenu & la proposition 3.5.2 décrit un compor-
tement normal et attendu de la population de cellules souches hématopoiétiques dans

des conditions de forte mortalité et/ou de faibles échanges entre les deux phases.

Corollaire 3.5.3. Si la fonction x € R +— [(m,x) est dérivable et décroissante sur
(0, +00) pour tout m € [0, 1] alors, sous I’hypothése
(2 +1) sup B(m,0) < I,
me[0,1]

la solution triviale N = 0 de (3.19) est globalement exponentiellement stable.

Démonstration. Si la fonction x — [(m, ) est dérivable et décroissante sur (0, 400)
pour tout m € [0, 1], alors la fonction = — x(3(m, x) est aussi dérivable sur (0,+0c0) et

nous obtenons

%(wﬂ(m,w)) < B(m, z) < B(m,0),

pour z € (0,+00) et m € [0, 1]. La fonction x +— x(3(m,x) est donc lipschitzienne sur R

et nous concluons en utilisant la proposition 3.5.2. O

Si la fonction [ est définie par (3.6) et si
(2¢ +1) sup (M) <,
me(0,1] \ b(m)
alors la solution triviale N = 0 de (3.19) est globalement exponentiellement stable.
Notre objectif, & présent, est d’obtenir la stabilité globale des solutions de (3.19) sous
des conditions plus générales que celles de la proposition 3.5.2, des conditions moins
restrictives que (3.31).

Nous introduisons une hypothése : il existe C' > 0 tel que

—— < C, m € (0,1]. 3.32
m V()
) L . . .. . ., . g l(m) do_
L’interprétation biologique de cette condition est relativement aisée. Puisque [ Vo)

représente le temps nécessaire a une cellule fille de maturité m pour atteindre la maturité
g~ 1(m) qu’avait sa cellule mére lors de la division, I’hypothése (3.32) décrit que ce temps
est bornée ; une cellule fille peut donc récupérer le méme niveau de maturité que sa cel-
lule mére avait lorsqu’elle s’est divisée en un temps fini. Par exemple, si V(m) o~ aam,

avec a1 > 0, alors (3.32) est équivalente a ¢'(0) > 0.

Nous obtenons alors le théoréme fondamental suivant.
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Théoréme 3.5.4. Supposons que la condition (3.32) est vérifiée et que la fonction x —

xfB(m,x) est lipschitzienne pour tout m € [0, 1]. Nous posons

e ()

Soient N1(t,m) et No(t,m) deuz solutions de (3.19)-(3.20) pour des conditions initiales

respectives o1 et po. Si

T >To
et s’il existe b € (0,1] tel que
1(t,m) = pa(t, m) pour t € [0,7] et m € [0,],

alors il existe t > T tel que
Nl(ta m) = N2(t7 m)a

pour m € [0,1] et t > t.
Démonstration. Comme 1 > 7, alors d’aprés (3.13) nous avons
Aa,m) <m pour a € [1,T].

En utilisant le lemme de Gronwall et une méthode des pas, nous montrons tout d’abord
que
Ni(t,m) = Na(t,m) pour m € [0,b] et ¢ > 0.

Soit m € [0,b] et t > 7 (si t € [0,7], le résultat est évident). Alors
X(—({t—=7),m) <m <b.
D’ou
@1(T, x(=(t = 7),m)) = @a(T, x(=(t = 7), m)).
Soit t € [7,7 + 7|. Alors
Afa, x(=(t = s),m)) < x(=(t = s),m) <m <D,

et nous en déduisons

G(N1)(t,m) = G(N2)(t, m).
L’application x — x(3(m,x) étant lipschitzienne et K étant bornée, nous pouvons écrire
IN1(t,m) = Nao(t,m)| = [J(N1)(t,m) — J(Na)(t, m)|
< [ NG (e s)om) = Do, x(—(¢ = ).l ds,
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oll ¢ est une constante positive. En utilisant le lemme de Gronwall, nous avons alors,

pour tous t € [T, 7 + 7] et m € [0,0],
Ni(t,m) = Na(t,m).

En utilisant la méthode des pas, nous obtenons ce résultat pour t > 7.

Définissons ’application « : [0,1] — [0, 1] par
a(m) = A(z, m).
Remarquons que « est une fonction croissante vérifiant
a(m) <m pour m € (0, 1]
et
a(m)=h"'eT)  pour m e [g(1),1],

ou la fonction h est définie en (2.14). Remarquons que, d’aprés (3.13) et comme 7 > 79,
h (e D) < g(1).

La fonction « est alors inversible et nous notons A son inverse, définie sur [0, h~1(e™T)].
Nous posons A(m) = g(1) pour m € [h~'(e7T), g(1)]. Comme « est positive et croissante
sur [0,1], A est croissante sur [0, A1 (e7T)].

Supposons tout d’abord que b € (0, h~(e"T)].

Considérons les suites croissantes (by,)nen €t (tn)nen définies par

bpy1 = A(b,), pourneN,
bp = b,

et
h(bn—i-l)
h(bn)

the1 = tn+?—|—ln( >, pour n € N,
to = 0.

Par récurrence, nous montrons que si m € [0, b,] et t > t,, alors Ni(t,m) = Na(t,m).

Supposons que le résultat est vrai pour n > 0. Soit m € [0,b,4+1] et ¢ > t,41. La
fonction h étant croissante, t > t,, + 7. Les solutions N;, i = 1,2, de (3.19) peuvent étre
réécrites

Ni(t;m) = Nt + 7, X(=(t = tn = 7),m)) K (t =ty = 7,m) = Jn(N)(t,m)
2 [ ([ et s my )i o800 - ), m)

B(A(a, X(—(t —s),m)), Ni(s —a,Aa, x(—(t — s),m))))da)K(t — s,m)ds,
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pour t > t, + T, avec

t

TN om) = | K(t—s,m)ﬁ(x(—(t—s),m),N(s,x(—(t—s),m)))N(s,x(—(t—s),m))ds.
Comme P (h(bn+1)>
n— T 2111 h(bn) 5
nous avons s h(bn)
T S
Ainsi (m)e—t-1- < him) h(by) Wb ) h(by,) — h(by)
me = )~ )

car h est une fonction croissante. Il s’en suit
X(=(t =t = 7),m) = ™ (h(m)e™="D) < b,
En utilisant ’hypothése de récurrence, nous obtenons
Ni(tn + 7, X(—=(t = tn = 7),m)) = Na(tn + 7, x(—(t — t, — 7),m)).
Finalement, comme s — a > t, et, d’aprés le lemme 3.1.2,
Afa, x(=(t = s),m)) < Ala,m) < Az, m) < AL, bnt1) = bn,
nous obtenons
[N1(t,m) = Na(t, m)| = [Jn(N1) (¢, m) — Jn(Na)(t,m)].

Nous obtenons I'égalité pour n + 1 en utilisant le lemme de Gronwall.

En remarquant qu’il existe M € N tel que bys < g(1) = bas41, nous obtenons, pour
tout m € [0,bpr41] = [0,9(1)] et t > tar41, que Ni(t,m) = Na(t, m).

Supposons & présent que b € (h~'(e™T), g(1)]. Alors le résultat ci-dessus est toujours

valable avec M = 0. Nous avons donc
Ni(t,m) = Na(t,m) pour m € [0,g(1)] et t > tpry1, M € N. (3.33)

Enfin, supposons que b € (g(1), 1].
Soient m € [g(1),1] et t > tas41 + 7. Pour s € [tar41 + 7, t] et a € [7, 7], nous avons

s—a > ty41. Alnsi, si x(—(t —s),m) < g(1),
Afa, x(~(t = 5),m)) < Afa, g(1)) < A7 (™) < g(1)
et, d’apres (3.33),

Ni(s = a, Ala, x(=(t = s),m))) = Na(s — a, Aa, x(=(t = 5),m))),
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et si x(—(t —s),m) > g(1) alors, par définition de ¢,

C(x(—=(t—s),m),a) = 0.

De plus, comme h(m) < 1 pour m € [0,1], nous avons pour m € [g(1),1] et t >
tarer +7 — In(h(g(1))),

X(=(t = tarps = 7),m) < A= (h(m)h(g(1))) < g(1).
Nous en déduisons que
Ni(tarr + 7, x(=(t = tarps = 7),m)) = Na(tara + 7, x(—(t = tars1 — 7),m)).
En utilisant une fois encore le lemme de Gronwall, nous obtenons
Ni(t,m) = Nao(t,m) pour m € [g(1),1] et t > tpr41 + 7 — In(h(g(1))), M € N.

Nous posons alors ¢ = tpr41 +7 — In(h(g(1))) et le théoréme est prouvé. O

Dans la suite, nous supposons que la condition (3.32) est vérifiée, que 'application

x +— z3(m, x) est lipschitzienne pour tout m € [0, 1] et que T > 7.

Corollaire 3.5.5. Soit ¢ € C([0,7] x [0,1]). Sl existe b € (0,1] tel que
o(t,m) =0, pour m € [0,b] et t € [0,7],

alors il existe t > T tel que

N¥(t,m) =0 pour m € [0,1] et t > ¢.

Le résultat du corollaire 3.5.5 décrit 'influence des cellules souches hématopoiétiques
multipotentes, celles qui possédent les plus petites maturités, sur la population totale.
Si le temps de réplication (la durée du cycle cellulaire) est suffisamment grand (7 > 79)
pour que toutes les cellules atteignent au moins le niveau de maturité de la génération
précédente (leurs meéres) avant de se diviser, alors la destruction des cellules souches
multipotentes affecte la totalité de la population de cellules souches qui s’éteint en un
temps fini £. D’un point de vue biologique, ce cas peut décrire la situation observée lors
d’une anémie aplasique (cf. section 1.5.2), une maladie mortelle qui abime ou détruit les
cellules souches, empéchant la prolifération.

En utilisant le théoréme 3.5.4, nous allons & présent établir un critére de stabilité

globale pour la solution triviale de 1’équation (3.19).
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Soit ¢ € C([0,7]x]0,1]) et b € (0, 1]. Nous définissons une fonction ¢ : [0,7]x ][0, 1] —
R par

oot m) = { o(t,m), sim € l0,bl], (3.34)

o(t,b), sim e [b1].

Il est clair que ¢, € C([0,7] x [0, 1]) pour tout b € (0, 1].
Avant de démontrer notre résultat principal concernant la stabilité globale du pro-

bléme (3.19), nous établissons deux lemmes.

Lemme 3.5.6. Soit ¢ € C([0,7] x [0,1]). Alors pour tous T > T et € > 0, il existe
be (0,1] tel que

|IN¥b(t,m) — N?(t,0)] < e pourt € [T, T +7| et m € [0, 1].

Démonstration. Soit ¢ € C([0,7] x [0,1]), T > T et € > 0 donnés. De la continuité des
solutions de ’équation (3.19), nous déduisons qu’il existe 6 = d(g) > 0 tel que, si la
fonction v € C([0,7] x [0, 1]) veérifie

[P(t,m) — ¢(t,0)| <9,
pour (t,m) € [0,7] x [0, 1], alors
INY(t,m) — N¥(t,0)| <&,
pour (t,m) € [T, T 4+ 7| x [0,1]. De plus, ¢ est continue, il existe donc b € (0, 1] tel que
|0 (t,m) — @(t,0)] <6,
pour (t,m) € [0,7] x [0, b]. Nous obtenons alors
lew(t,m) — @(t,0)] <6,
pour (t,m) € [0,7] x [0, 1], et donc
[IN¥?v(t,m) — N?(t,0)] < e,

pour t € [T, T+ 7] et m € [0,1]. O

Lemme 3.5.7. Soit ¢ € C([0,7] x [0,1]). Alors pour tout b € (0, 1] il existe t > 0 tel que
N¥#v(t,m) = N?(t,m) pour t >t et m € [0,1].

Démonstration. D’apres (3.34) et le théoréme 3.5.4, le résultat est évident. O
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Nous sommes & présent capables de démontrer la stabilité globale des solutions de
(3.19), connaissant leur stabilité locale et la stabilité asymptotique de la population de

cellules immatures.

Théoréme 3.5.8. Supposons que la solution triviale N = 0 de (3.19) est localement
stable (resp. localement exponentiellement stable). Alors cette solution est globalement

asymptotiquement stable (resp. globalement exponentiellement stable) sur l’ensemble
Q= {cp e O([0,7] x [0,1]) ; lim N®(t,0) = 0}.
t——+00

Démonstration. N = 0 est une solution localement stable de (3.19); donc, pour tout

e > 0, il existe § > 0 tel que, si ¢ € C([0,7] x [0, 1]) vérifie
el <6,

alors

IN?(t,m)| < e pour t > 7T et m € [0, 1].
Soit € > 0 donné et ¢ € Q. Alors limy_,o, N¥(¢,0) = 0. Il existe donc T' > T tel que
IN?(t,0)] <d/2, pour t > T.
De plus, d’apres le lemme 3.5.6, il existe b € (0, 1] tel que
IN?b(t,m) — N¥(t,0)| < /2,
pour (t,m) € [T,T + 7| x [0,1]. Ainsi
|IN?b(t,m)| < ¢,

pour (t,m) € [T,T + 7] x [0,1]. L’équation (3.19) étant autonome, N¥* devient une
condition initiale de (3.19) sur [T, T + 7|. Nous obtenons alors
[N¥8(t,m)| <e,
pour t > T+ 7T et m € [0,1]. D’apres le lemme 3.5.7, il existe ¢ > 0 tel que
N#(t,m) = N¥(t,m),
pour ¢t >t et m € [0, 1], donc
[N¥(t,m)| <e,
pour ¢t > max{T +7,t} et m € [0, 1]. Il s’en suit que
lim N®(t,m) = 0,
t—o0
pour ¢ € Q et m € [0, 1].
Si N = 0 est localement exponentiellement stable, nous concluons de la méme facon

sur la stabilité globale exponentielle de I’équation (3.19). O
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Le théoréme 3.5.8 souligne l'influence des cellules souches immatures sur le compor-
tement de la population totale : en supposant que toutes les cellules peuvent augmenter
suffisamment leur maturité en phase de prolifération, si la population de cellules imma-
tures est globalement asymptotiquement stable, alors la population totale 1’est aussi.

Remarquons que ’hypothése
L(2(+1) < I,

donnée a la proposition 3.5.2, entraine, d’aprés le théoréme 3.3.3, la stabilité locale
exponentielle de la solution triviale de (3.19). De plus, comme (,(0) < L, fj Z(a)da < C

et I < Iy, nous avons B
<2/ Z(a)da — 1) ﬁo(O) < Iy.

Nous en déduisons, d’aprés le théoréme 3.4.2, que
ctcq.

De cette fagon, la proposition 3.5.2 devient une simple conséquence du théoréme 3.5.8.
Nous concluons cette section sur un résultat général de stabilité globale concernant
le systéme entier décrivant la production des cellules sanguines.
Si la solution triviale N = 0 de (3.19) est globalement stable sur €2, alors la solution
triviale (N, P) = (0,0) de la version intégrée du probléme (3.14)—(3.15) est globalement
stable sur I’ensemble Q x C([0,7] x [0,1]).

3.6 Remarques sur le chapitre

Nous avons étudié, & travers ce chapitre, un modéle général d’hématopoiése, basé
sur I’hypothése fondamentale que chaque cellule impliquée dans ce processus peut étre a
tout moment soit en phase de prolifération soit en phase de repos. Contrairement a tous
les modéles d’hématopoiése précédemment étudiés, nous avons de plus supposé que la
durée du cycle cellulaire était distribuée selon 1’age des cellules dans la phase de prolifé-
ration. Nous avons commencé par démontrer des propriétés classiques mais essentielles
d’existence globale et d’unicité des solutions. Nous avons ensuite effectué une premiére
analyse de la stabilité locale qui a fait apparaitre I'importance des taux de mortalité et
d’introduction sur le comportement asymptotique de la population de cellules hémato-
poiétiques (cf. théoréme 3.3.3). L’étude de la stabilité globale a conforté ce résultat en
soulignant les liens existant entre la stabilité locale de la population toute entiére et la
stabilité globale de la population de cellules immatures (mathématiquement assimilable

a la population de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes) : le résultat que nous
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avons obtenu au théoréme 3.5.8 décrit la dépendance de tout le processus d’hématopoiése
vis-a-vis du comportement de la population de cellules souches pluripotentes. Ce résultat
semble indiquer que les hypotheéses faites sur I'importance des cellules souches sont bien
fondées.

Notons que ce dernier résultat a été obtenu a travers ’étude de la population de
cellules immatures et I’obtention d’un résultat d’unicité plus général que celui précédem-
ment cité.

L’étude de la stabilité de la population de cellules immatures, consistant & étudier
les propriétés d'une équation différentielle avec un retard distribué continu, a en fait été
réalisée au chapitre 5. La stabilité globale de la population a été obtenue en utilisant une
fonction de Lyapunov.

Le résultat d’unicité démontré au théoréme 3.5.4 souligne I’influence des cellules les
moins matures (cellules souches pluripotentes et multipotentes), celles qui correspondent
aux premiers stades de différenciation, sur la population totale. Ce résultat est moins
précis que celui de stabilité globale obtenu a la section 3.5 mais il permet néanmoins de
mettre en avant I'importance des cellules souches primitives dans le processus d’héma-
topoiése (voir en particulier le corollaire 3.5.5).

Revenons au modéle considéré dans ce chapitre. Bien que général (plus général que les
précédents modeéles étudiés, par Mackey et Rey [79, 80, 81], Crabb et al. [38, 39|, Dyson
et al. [44, 47, 48] ou bien Adimy et Pujo-Menjouet [11] par exemple), nous pouvons
considérer que plusieurs aspects de ce modéle peuvent étre nettement améliorés. Nous
en retiendrons deux principaux.

La premiére remarque concerne le taux de réintroduction en phase de prolifération,
noté 3. Nous avons supposé que ce taux dépendait de la population de cellules en phase
de repos ayant un niveau de maturité donné. Cette hypothése décrit un controle de
la population sur elle-méme, ce qui est justifié par des expériences. La conséquence
immédiate de cette hypothése sur notre travail a été de permettre une intégration du
modéle par rapport a la variable 4ge car le taux de réintroduction, apparaissant dans les
équations de conservation mais aussi dans les conditions de bord, ne dépendait pas de
I’age. Nous pourrions donc considérer que le taux de réintroduction dépend non seulement
de la population de cellules au repos mais aussi de 1’Age des cellules. Nous ne pourrions
alors plus intégrer notre modéle et I’étude passerait par ’analyse d’un modéle structuré en
age et maturité. Cela a été réalisé, pour un modéle légérement plus simple mais admettant
les mémes propriétés, par Dysonet al. [46, 47, 48]. Méme si cette hypothése peut se
justifier, elle ne nous semble pas fondamentale pour la compréhension des processus au
coeur de 'hématopoiése.

En revanche, parmi les acteurs essentiels de I’hématopoiése se trouvent les facteurs de
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croissance. Ces glycoprotéines présentées au chapitre 1 controlent différentes étapes du
cycle cellulaire et ont donc toutes les propriétés nécessaires pour permettre I'introduction
des cellules en phase de prolifération. Une amélioration significative du modéle pourrait
donc passer par l'ajout de la dépendance du taux de réintroduction vis-a-vis des facteurs
de croissance. Cela entrainerait aussi 1’ajout d’une équation satisfaite par la concen-
tration en facteurs de croissance. Chaque facteur de croissance agissant différemment
et a différents stades de I’hématopoiése, I’évolution commune de toutes les lignées de
cellules sanguines ne devrait certainement pas étre envisagée, mais une approche consi-
dérant 1’étude séparée de I’érythropoiése, la leucopoiése et la formation des plaquettes
devrait étre privilégiée. Cela complique beaucoup plus le modéle, principalement parce
que les modes d’actions des facteurs de croissance ne sont pas complétement connus,
mais la compréhension des mécanismes de 'hématopoiése devrait étre améliorée. Le cas
de lérythropoiése a été partiellement étudié par Bélair et al. [18] en 1995 et Mahaffy et
al. [84] en 1998.

La deuxiéme remarque est liée & la premiére. Les facteurs de croissance ne sont pas
supposés agir uniquement sur l'introduction en phase de prolifération, mais leur controle
du cycle cellulaire passe par la régulation des taux de différenciation et d’apoptose.
Le modéle pourrait donc étre complété par une dépendance plus grande des taux de
mortalité et différenciation vis-a-vis des concentrations en facteurs de croissance.

Enfin, concluons par une remarque concernant les états d’équilibre du modéle étudié
dans ce chapitre. Il n’aura pas échappé au lecteur que seules des propriétés de 1’état
d’équilibre trivial, correspondant & l’extinction de la population, ont été énoncées. Bien
évidemment, cet état d’équilibre n’est pas celui qui a le plus d’importance d’un point
de vue biologique car il ne correspond pas au comportement attendu de la population.
Cependant, ’étude d’états d’équilibre non-triviaux s’est révélée difficile. La difficulté ne
réside pas dans ’établissement de propriétés vérifiées par une solution stationnaire non-
triviale du modéle (& ce sujet, mentionnons que les résultats démontrés, notamment a
la section 3.5, restent valables, & peu de modifications prés, pour un état d’équilibre
non-trivial) mais dans ’existence méme de telles solutions.

En effet, si nous supposons que N* est une solution stationnaire non-triviale de

léquation (3.15), alors N* devrait vérifier

VY (5(m) + V/(m)) N* — B(m, N*)N*

dm

_ (3.35)
+2 / C(a,m)pB (A(a, m), N*(A(a, m)))N* (A(a,m))da.

T

L’équation (3.35) est une équation différentielle non-linéaire non locale et la donnée

d’une condition initiale N*(0) devrait mener a l’existence d’une solution non identique-
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ment nulle. Mais la difficulté réside dans la définition de V', qui vérifie V/(0) = 0 et rend
I’équation singuliére, et dans le fait que A(a,0) = 0. Cette difficulté n’a pas été contour-
née jusqu’a maintenant, mais la recherche de solutions stationnaires non-triviales est &

I’heure actuelle au centre de nos préoccupations.



Chapitre 4

Modéle avec cycle cellulaire

dépendant de la maturité

Dans la plupart des situations mettant en jeu des populations cellulaires, il n’est
pas correct de supposer que le temps nécessaire a la division d’une cellule, celui qu’elle
passe dans la phase de prolifération, est le méme quel que soit le type de cellules étudié
(voir Bradford et al. [29]). C’est en particulier le cas lors de I’étude d’une population de
cellules souches hématopoiétiques : les cellules souches multipotentes, qui sont les cellules

les moins matures, se divisent plus rapidement que des cellules précurseurs [63].

Nous considérons ici la situation ol ’age de la cytocinése d’une cellule dépend de
la maturité qu’avait cette cellule lorsqu’elle est entrée en phase de prolifération. Nous
supposons qu’'une cellule entrant en phase de prolifération avec une maturité m se divise
a un age 7 = 7(m), qui dépend de sa maturité initiale. Cette hypothese sur la division
cellulaire est émise, par exemple, dans l'ouvrage de Mitchison [91], en 1971, et dans
celui de John [63] en 1981. Cette hypothése meéne & la condition au bord (4.13). A notre
connaissance, seuls Adimy et Pujo-Menjouet ont étudié un tel modeéle [13], et ils ne se

sont intéressés qu’au cas linéaire.

Dans la prochaine section, nous présentons le modéle qui résulte de I’hypothése sus-
citée : ce modéle s’écrit sous la forme d'un systéme de deux équations aux dérivées
partielles structurées en 4ge et maturité. En utilisant la méthode des caractéristiques,
nous réduisons ce modéle & un systéme de deux équations aux dérivées partielles hyper-
boliques non-linéaires structurées en maturité. Ces deux équations présentent un retard
temporel dépendant de la maturité (la longueur du cycle cellulaire) ainsi qu’une dé-
pendance non-locale de la variable maturité. Dans la section 4.2, nous établissons une
formulation intégrée de ce dernier modéle, en utilisant une formule classique de variation

de la constante, et nous démontrons un résultat d’existence locale et de prolongement
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global. Nous en déduisons l’existence de solutions globales. Dans la section 4.3, nous
montrons que les solutions du modéle structuré en maturité sont positives. Pour obtenir
ce résultat, nous généralisons une méthode décrite par Webb [113]. Dans la section 4.4,
nous nous concentrons sur la stabilité locale de notre modéle. Notre but, dans la section
4.5, est d’établir un résultat particulier d’unicité des solutions, englobant celui obtenu
& la section 4.2. Ce résultat, associé aux résultats de stabilité globale de la population
de cellules souches immatures obtenus & la section 4.6 par 'utilisation d’une fonction de
Lyapunov, nous permettra d’établir, a la section 4.7, un critére de stabilité globale pour
les solutions du systéme structuré en maturité. Nous en déduirons aussi un résultat sur
I'instabilité du systéme dans la section 4.8. Nous conclurons ce chapitre par quelques

remarques concernant notre étude.

4.1 Modéle biologique et équations du probléme

Nous supposons que les cellules souches hématopoiétiques se trouvent, & n’importe
quel moment de leur vie, soit en phase de prolifération soit en phase de repos (cf. section
1.1). Nous nous plagons dans le cadre présenté au chapitre 2, section 2.1 : dans les deux
phases, chaque cellule est caractérisée par son age a > 0 et sa maturité m € [0, 1].

Les cellules entrent en phase de prolifération avec un age a = 0 et se divisent un
temps 7 plus tard; aussi leur 4ge varie-t-il de @ = 0 & a = 7 dans cette phase. Les
cellules proliférantes peuvent mourir, par apoptose (cf. 1.1.3), & un taux vy > 0.

Lors de la cytocinése, chaque cellule se divise en deux cellules filles qui entrent immé-
diatement en phase de repos, avec un age a = 0. Une cellule pouvant rester indéfiniment
en phase de repos, I’dge dans cette phase varie de @ = 0 & a = 4o00. Les cellules au
repos peuvent soit retourner en phase de prolifération avec un taux 3 et compléter ainsi
le cycle cellulaire, soit mourir & un taux § > 0 avant la fin du cycle. En accord avec les
travaux de Sachs [106], nous supposons que la capacité d’une cellule & entrer en phase
de prolifération est déterminée par la maturité de cette cellule ainsi que par la densité
de cellules au repos ayant le méme niveau de maturité.

Nous notons n(t,m,a) et p(t,m,a) les densités de populations de cellules respecti-
vement en phases de repos et de prolifération au temps ¢ > 0, avec un 4ge a et une
maturité m. Ces densités vérifient le systéme conservatif formé par les équations (2.4) et

(2.10), défini dans la section 2.1; c’est-a-dire

((;—7;4—%—%%:—(5(m)+ﬂ(m,N(t,m))>n, (4.1)
dp  9p  O(V(m)p)

ittt = Vmp, (4.2)
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ol V(m) est la vitesse de maturation et N (¢, m) la densité de cellules au repos de maturité

m au temps ¢, définie par
+oo
N(t,m) :/ n(t,m,a)da.
0

Nous supposons que V est une fonction continue sur [0, 1], de classe C* sur (0, 1], vérifiant
V(0) =0 et

™ ds
= 400, pour m € (0,1]. 4.3
| 5 (0.1] (4.3
Comme
/m2 ds avec my<m
T % 1 2,
my V(5)

définit le temps nécessaire & une cellule de maturité m; pour atteindre une maturité
mag, la condition (4.3) signifie qu'une cellule avec une trés faible maturité a besoin de
beaucoup de temps pour devenir mature.

Nous supposons, dans tout ce chapitre, que les fonctions v et § sont continues et
positives sur [0, 1], et que la fonction [ est continue et strictement positive.

Le systéme d’équations (4.1)—(4.2) est complété par des conditions aux bords décri-
vant le flux cellulaire entre les deux phases. Ces conditions ont été présentées brievement
& la section 2.2. Nous les présentons ici en détails.

La premiére condition décrit le flux de cellules quittant la phase de repos pour la

phase de prolifération. Elle est donnée par

+oo
p(t,m,0) = ; B(m, N(t,m))n(t,m,a)da = B(m, N(t,m))N(t,m). (4.4)

Les cellules qui entrent en phase de prolifération avec un age a = 0 dépendent uniquement
de la population en phase de repos ayant un niveau de maturité donné.

La deuxiéme condition au bord détermine le transfert de cellules de la phase de
prolifération vers la phase de repos, ayant lieu lors de la cytocinése. Avant de donner
cette condition, non triviale, nous définissons quelques quantités importantes pour la
suite.

Nous supposons qu’une cellule entrant en phase de prolifération avec une maturité
m € [0, 1] se divisera a I’age 7 = 7(m) > 0, et nous imposons & 7 d’étre une fonction

strictement positive de classe C' sur I'intervalle [0, 1], vérifiant I'inégalité

(m) + —— >0, pour m € (0, 1]. (4.5)

Comme V(0) = 0, cette condition est toujours satisfaite dans un voisinage de l’origine.
De plus, si nous supposons que les cellules les moins matures se divisent plus vite que

les cellules plus matures, c’est-a-dire que 7 est une fonction croissante, alors (4.5) est
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aussi vérifiée. Enfin, si nous supposons que toutes les cellules se divisent au méme age
[82, 83, 97|, c’est-a-dire que T est constant, alors (4.5) est évidemment vérifiée.
Considérons une cellule en phase de prolifération au temps ¢t ayant une maturité m,
un age a et une maturité initiale mg. Cette derniére hypothése signifie que la maturité
de cette cellule lorsqu’elle est entrée en phase de prolifération (a = 0) était mg. Alors,

naturellement, nous avons

mo <m et a /m ds < 7(mo)
= T .
" mo V(s) =

Si m est la maturité de cette cellule lors de sa division, alors il existe une unique maturité

©(m) € (0,m) (la maturité de la cellule lors de son entrée en phase de prolifération) telle

m ds
AWV@:ﬂmmx (4.6)

car, d’aprés la condition (4.5), la fonction

mm [ -
— —— —T1(m
w Vi)
est continue et strictement décroissante de (0, m] dans [—7(m), +00). Ainsi nous pouvons
deéfinir une fonction O : (0, 1] — (0, 1], telle que O(m) vérifie (4.6).

.....

que

phase de prolifération qui a une maturité m lors de sa division. Par définition, ’4ge d’une
cellule ayant une maturité m lors de la cytocinése est donc 7(0(m)).

Quelques propriétés de la fonction © sont résumées dans le lemme qui suit.

Lemme 4.1.1. La fonction ©(m), définie pour m € (0,1] par (4.6), est de classe C' sur
(0,1] et vérifie

0 < O(m) <m, pour m € (0, 1].
De plus,
™o ds
lim ©(m) =0, lim =7(0) < 400 4.7
m—0 ( ) m—0 O(m) V(S) ( ) ( )
et, pour m € (0,1],
V(©(m))
%4 e = 4.8
e = e em)v @) 4
En particulier,
O'(m) >0  pour m € (0,1], et 1inr10 V(m)©®'(m) = 0.

Démonstration. En utilisant la définition de O, les propriétés 0 < O(m) < m pour

m € (0,1] et (4.7) sont faciles & vérifier.
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D’aprés (4.6), nous obtenons (en dérivant) pour m € (0, 1]

1 . ©'(m) — 7(00(m)) O (m
Vi)~ V(eGm) O

Nous en déduisons

et donc (4.8) est vérifice.
D’apres (4.5),
V(o)
L7 (60m)V (6(m)

>0 pour m € (0, 1],

et comme V(0) = 0 et 7 € C![0, 1], nous obtenons

lim V(@(m)) =
m—01+7(6(m))V (6 (m))

Nous en déduisons

©'(m) >0 pour m € (0,1], et lim ©'(m)V(m) = 0.

m—0

Ceci conclut la démonstration. O

La propriété (4.7) signifie qu'une cellule avec une maturité nulle lors de son entrée
en phase de prolifération gardera une maturité nulle tout au long de cette phase.
D’aprés les définitions de 7 et O, la densité totale de cellules en phase de prolifération

ayant une maturité m au temps t est définie par

7(©(m))
P(t,m) = / p(t,m,a)da.
0

Nous considérons & présent les courbes caractéristiques x : (—oo, 0] x [0, 1] — [0, 1],

solutions de ’équation différentielle ordinaire

%(s,m) = Vi(x(s,m)), s<0etmel0,1],

Les courbes caractéristiques représentent 1’évolution de la maturité d’une cellule afin
d’atteindre une maturité m au temps ¢ = 0 en partant d'un temps t = s < 0. Elles
vérifient entre autre (cf. section 2.3) x(s,0) = 0 et x(s,m) € (0,1] pour s < 0 et
m € (0,1].

Nous rappelons ici le résultat énoncé au lemme 2.3.1 : les courbes caractéristiques

X(s,m) sont données par

x(s,m) = h=Y(h(m)e?), pour s < 0 et m € [0, 1], (4.9)
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ot h:[0,1] — [0, 1] est une fonction continue définie par (2.14), c’est-a-dire

hm)=1{ P ( - /ml %) pour m € (0, 1],

0, pour m = 0.

Comme h est une fonction croissante, les deux applications s — x(s,m) et m — x(s,m)

le sont aussi.

Lemme 4.1.2. Pour m € [0, 1], ©(m) est l'unique solution de I’équation
z = x(—7(z),m). (4.10)

Démonstration. Soit m € (0, 1] fixé. Alors

x = x(—7(x),m) & x=h"t (h(m)e‘T(“f)),
L1C I—
< h(m) e,
& ds = 7(x).

z Vi(s)
Nous en déduisons, d’apreés la définition de ©(m), que z = O(m) pour m € (0, 1].

Lorsque m = 0, z = x(—7(z),0) = 0 = ©(0). Nous obtenons le résultat souhaité. O

On peut remarquer que x(—7,m) est la maturité que doit posséder une cellule en
phase de prolifération au temps t = —7 pour avoir une maturité m au temps t = 0; c’est
donc la maturité que doit avoir cette cellule lors de son entrée en phase de prolifération
si elle doit avoir une maturité m lors de sa division. D’aprés la définition de ©(m), nous
obtenons bien le résultat énoncé au lemme 4.1.2.

A la fin de la phase de prolifération, une cellule avec une maturité m se divise en
deux cellules filles ayant chacune une maturité g(m). Nous supposons, de fagon naturelle
(cf. section 2.2), que ¢ : [0,1] — [0, 1] est continue et strictement croissante, et telle que
g(m) < m pour m € [0, 1]. Nous supposons aussi, pour des raisons techniques et sans
perte de généralité, que g est de classe C! sur [0,1) et

lim ¢’'(m) = +oo,

m—1

et nous posons

g tm) =1, pour m > g(1).

Ainsi la fonction ¢! : [0,1] — [0, 1] est de classe C! et vérifie

(g_l)'(m) =0, pour m > g(1).
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La maturité d’une cellule mére étant toujours plus petite que 1, la maturité d’une

cellule fille & la naissance ne peut étre plus grande que g(1). Nous devons donc avoir
n(t,m,0) =0, pour m > g(1). (4.11)

Si la maturité d’une cellule fille, & la naissance, est m alors la maturité de sa cellule
mére lors de la cytocinése était g~'(m) et, lorsque cette derniére est entrée en phase de

prolifération, sa maturité était ©(g~!(m)). Nous posons
A(m) =0o0g 1 (m), pour m € [0,1]. (4.12)

D’un point de vue biologique, A établit un lien entre la maturité d’une cellule & la
naissance et la maturité qu’avait sa cellule mére lorsqu’elle est entrée en phase de pro-
lifération. La fonction A : [0,1] — [0,1] est continue, de classe C! sur (0,1] (car g est
supposée de classe C'), et A(0) = 0. De plus, A est strictement croissante sur (0, g(1))
avec O(m) < A(m) et A(m) = ©(1) pour m € [¢(1),1].

Exemple 4.1.3. Supposons que les fonctions V' et g sont définies pour m € [0, 1] par
V(m) =m, et g(m)=r"tm, avec k> 1.

Dans ce cas, on peut vérifier que V satisfait la condition (4.3). En revanche, la fonction
g ne vérifie pas lim,, 1 g'(m) = +oo. Cette condition n’est cependant qu’une condition
technique et ne limite pas l’étude que nous réalisons.

Supposons aussi que T est donné, pour m € [0, 1], par
7(m) = In(m + «), avec o > 1.

Dans ce cas, T est une fonction croissante ; la condition (4.5) est donc vérifiée.

Nous obtenons alors

Vakm + o? — «

A(m) = 5 , pour m € |0, m_l],

et
A(m) = A1), pour m € [k~ 1].

Une illustration est donnée Fig 4.1.
Nous pouvons maintenant définir la seconde condition au bord. Elle est donnée par
n(t,m,0) =2(¢g~") (m)p(t, g~ (m), 7(A(m))). (4.13)

Cette condition décrit le fait qu'une cellule entrant en phase de repos avec une maturité

m provient d’une cellule proliférante qui vient de se diviser, la maturité de cette derniére
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1
y=m
09r
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0.7
k=5/4, a=10/9
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///
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F1G. 4.1 — Un exemple de fonction A(m). Sur la courbe verte, ot k = 5/4 et a = 10/9,
on peut remarquer que A(m) > m au voisinage de l'origine. Sur la courbe magenta, ou

Kk =2 et a = 3, on observe toujours que A(m) < m.

étant g~!(m). Notons aussi que le facteur 2 souligne la divison d’une cellule toujours en
deux cellules filles.
Remarquons que (4.11) est contenue dans l’expression (4.13).

Nous posons

et = e {- [ V) (s, m)ds}.

pour ¢t > 0 et m € [0, 1], et nous définissons les ensembles

Q= {(m.1) € [0,1] x [0, +00) 1 0 < 1 < 7(A(m) }

et
Qe = {(m, £) €[0,1] x [0, +00) ; 0<t < T(@(m))}.
Afin de compléter la description du modéle, nous précisons les conditions initiales,
p(0,m,a) =T(m,a), pour (m,a) € Qeg, (4.14)
et
n(0,m,a) = p(m,a), pour (m,a) € [0,1] x [0, +00). (4.15)

Les fonctions I et i sont supposées continues, et nous supposons que la fonction

+oo
:m— / w(m,a)da (4.16)
0

est continue sur [0, 1].
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Proposition 4.1.4. Supposons que les conditions initiales v et I' vérifient, pour m €
[0,1],

D(m, 0) = B(m Fi(m))a(m). (4.17)
Alors les densités totales de populations en phases de prolifération et de repos, P(t, m)

et N(t,m), vérifient, pour m € (0,1] et t > 0,

%P(t,m) + %(V(m)P(t, m)) = —y(m)P(t,m) + B(m, N(t,m))N(t,m)
r(m)E(t, m)T(X( —t,m), 7(0(m)) - t), si (m,t) € Qe, s
— ﬂ(m)é(T(G(m)), m)N(t —7(0(m)), @(m)) X
ﬁ(@(m),N(t — 7(©(m)),0(m))), si (m,1) ¢ Qo,
%N(t, m) + %(V(m)N(t, m)) = —(5(m) + B(m, N(t, m)))N(t,m)
([ 2(g71) (m)E(t, g7 (m)) %
r(x( —t,g7(m)), 7(A(m)) — t), si(m,t) € O, (4.19)
+
Cm)B(Am), N (t = 7(A(m)), A(m)) ) %
N (t = 7(A(m)), A(m)), si (m,t) ¢ Qa,
et
_ ~(©(m))
P(0,m) = TI(m):= /0 I'(m,a)da, (4.20)
NO,m) = m(m), (4.21)
avec ﬂ-(m) - 1
1+ V(O(m))r'(0(m))
et
¢(m) =2(g~ ") (m)&(r(A(m)), g~ (m)). (4.22)

Démonstration. En utilisant (4.14), (4.15) et les définitions de P et N, nous obtenons
immediatement les équations (4.20) et (4.21).
A Paide de la méthode des caractéristiques nous pouvons résoudre 1’équation (4.2).

Ceci est fait au chapitre 2, corollaire 2.3.4. Nous obtenons

§(t,m)F(X(—t,m),a—t), si0<t<a,
p(t,m,a) = ¢ &(a, m)ﬁ(x(—a, m), N(t —a, x(—a, m))) X (4.23)
N(t —a, X(—a,m)), sia<t.

Remarquons que, comme p(t,m,a) est défini pour (m,a) € Qg, nous avons nécessaire-

ment a < 7(©(m)). Ainsi, la fonction ¢ — ¢ + 7(©(x(—t,m))) étant croissante (d’apres
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(4.5)) et telle que 7(©(m)) <t + 7(O(x(—t,m))), les quantités ci-dessus sont bien défi-
nies.

Soit m € (0, 1] fixé. En intégrant (4.2) par rapport a 1’dge entre 0 et 7(©(m)), nous

obtenons
o T(©(m) g
9 p(t,m) + / 2 V(m)p(t,m,a))da = —~(m)P(t,m) + p(t,m,0)
8t 0 8m

—p(t, m,T(@(m))).

Notons que, d’apres (4.8),

7(©(m))0' (m)V(m) — 1 = —xw(m).

Comme
2 wompem) = [ e )
F(O(m))O (m)V (m)p (1, m, (O (),
et
plt,m,7(O(m)) =
€t m)D(x(~t,m), 7(O(m) ~ 1), §0<1 < (O(m).

E(r(O(m), m)N (t = 7(8(m)), X(~7(8(m)), m)) x
B(x(=r(@(m)), m), N (t = 7(O(m)), x(~7(O(m)), m)) ), si m(®(m)) <1,

alors, en utilisant (4.4) et (4.10), nous obtenons bien I’équation (4.18).
La fonction & étant supposée continue sur [0, 1], nous pouvons montrer (voir [82]) en

utilisant un raisonnement par ’absurde et la méthode des caractéristiques que

lim n(t,m,a)=0.
a—+00

Ainsi, en intégrant (4.1) par rapport a I’age a entre 0 et 400, nous obtenons

%N(t, m) + %(V(m)N(t, m)) = — <5(m) + B(m, N(t, m)))N(t, m) + n(t,m,0).

Nous déduisons des équations (4.10) et (4.12) que
Am) = x( = 7(A(m)), g~ (m).
Ainsi, a partir des équations (4.13) et (4.23), nous obtenons
([ 2(g7 1) (m)&(t, g7 (m))x
P(xX(= g7t m), 7(Am) =), i (m,1) € Qa,
Cm)B(Am), N (t = m(A(m), Am)) )
N(t—r(A@m), A@m)), i (m.t) ¢ Qa.

n(t,m,0) =
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Nous en déduisons immeédiatement 1’équation (4.19).

Finalement, nous pouvons remarquer que si N est continue la condition (4.17) assure
la continuité des applications (m,t) — F(t,m,N(t — T(A(m)),A(m))> et (m,t) —
G(t,m,N(t - T(@(m)),@(m))), ot F 1 [0,400) x [0,1] x R — R et G : [0, +00) x
[0,1] x R — R sont définies par

2(971) (m)&(t, g~ (m))

Ftma) = T(x(—tg ' m), 7(Am) =), si(mt)eQa,  (424)
C(m)ﬂ(A(m),x)a:, si (m,t) ¢ Qa,
and
w(m)E(tm)T (x( = t,m), 7(O(m) —t), si (m,1) € o,
G(t,m,z) = (4.25)
T(m)¢(T(0(m)), m)B3(6O(m), )z, si (m,t) ¢ Qo.
Ceci termine la démonstration. O

Notons que les solutions de (4.19) et (4.21) ne dépendent pas de la population en
phase de prolifération, P(t,m). Cette observation a déja été faite par Mackey et Rudnicki
[82, 83] et Adimy et Pujo-Menjouet [11, 12, 13].

Remarque 4.1.5. Nous prolongeons la solution N de (4.19) et (4.21) par continuité en
posant
N(t,m) =pf(m), pourt € [—Tmaz,0] et m € [0, 1], (4.26)

0l Tiaz = MaXye(o1] T(m) > 0. Ce prolongement n’influence pas notre systéme et se

révelera utile dans la suite.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, nous désignerons le probléme
composé des équations (4.18), (4.19), (4.20) et (4.21) par (4.18)—(4.21).

4.2 Existence locale et prolongement global

Nous nous intéressons, dans cette section, & I’existence locale de solutions intégrées
du probléme (4.18)-(4.21). Pour cela, nous considérons tout d’abord une formulation
intégrée, ou mild formulation, du probléme (4.18)—(4.21).

Nous notons C10, 1] I’espace des fonctions continues sur 'intervalle [0, 1], muni de la
norme du maximum |[|.||, définie par

[lv]| = sup |v(m)], pour v € C[0,1]. (4.27)
me|[0,1]
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Considérons l'opérateur linéaire fermé non-borné A : D(A) C C|0,1] — C]0, 1] défini
par

D(A)={ue C[0,1] ;u € C1(0,1] et ilg% V(z)u/(z) =0}

et
Au(z) = { —(0(x) + V'(z))u(x) — V(x)u' (x), siz € (0,1],
—(6(0) + V'(0))u(0), sixz=0.

La proposition qui suit caractérise 'opérateur (A, D(A)).

Proposition 4.2.1. L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe for-

tement continu (voir annexe B), ou Cy-semi-groupe, (T'(t))i>0 défini sur C[0,1] par
(T(t)v)(x) = K(t, z)p(x(—t,x)), poury € C[0,1], t =0 et x € [0,1],
ol
t
K(t,z) = exp {—/ (6+ V") (X(—s,x))ds} .
0

Démonstration. Nous renvoyons a la démonstration de la proposition 3.2.1, section 3. [J

Nous recherchons des solutions intégrées du probléme (4.18)—(4.21) qui soient des
fonctions continues en ¢ & valeurs dans C[0, 1]. Pour cela, nous nous intéressons d’abord

au probléme de Cauchy non-homogéne

W(t) = Au(t)+f(t), t=0, (4.28)
u(0) = wveCo,1], |

ot f € L} (0, +00;CI0,1]).

loc

Une version intégrée des solutions de (4.28) est donnée par la formule de variation

de la constante suivante (voir [50], page 436),

u(t) =T(t)v +/0 T(t—s)f(s)ds, t>0.

La proposition 4.2.1 donnant l’expression explicite du Cp-semi-groupe (7'(t))+>0, nous

obtenons, pour ¢t > 0 et m € [0, 1],

u(t)(m) = K(t,m)v(x(=t,m)) + /0 E(t —s,m)f(s)(x(=(t — 5),m))ds.

L’espace des fonctions continues sur Qg est noté C(€g). Il est muni de la norme

|.|lQe, définie par

[Tl == sup [T (m,a), pour T € C(Qe).
(m,a)eQe
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Nous pouvons maintenant considérer une formulation intégrée du probléme (4.18)—
(4.21), donnée par la formule de variation de la constante associée au Cp-semi-groupe

(T'(t))e>0- Cette formulation est définie ci-apres.

Définition 4.2.2 (Formulation intégrée du probléme (4.18)—(4.21)). Soient T €
C(Qo) et p une fonction telle que w € C[0,1], ot It est définie par (4.16). Une solution

intégrée du probléeme (4.18)—(4.21) est une solution continue du systéme
t
N(t.m) = K(tm)(x(=t.m)) = [ Kt =sm)V (s, x(~(t = ). m)

t
»3<X(*(t —5),m), N(S, x(—(t —s), m)))ds + /OK(t — 8,m) X (4.29)
F (5,2 = 8),m), N (s = 7D ({0 — 5),m), At — ), m)) ) ds,
et

P(t,m) = &(t, m)f(x(—t, m)) + /Oﬁ(t — s, m)N(s, x(—(t —s), m)) X

—(t—15),m s, x(—(t—s),m s — t —s,m (4.30)
(=t = )om). N (5. (=0 = 9)m) ) s = [ et = 5.m)
G (5. x(~(t = ), m), N (s = m(O((~(t ~ 8),m))), O(x(~ (¢ — 5),m) ) ds.

pourt >0 et m €1[0,1], ot F et G sont définies par (4.24) et (4.25) et T est donnée par
(4.20).

Le prolongement continu de N donné par (4.26) permet de définir correctement les
seconds termes intégraux dans les expressions (4.29) et (4.30).

Afin d’obtenir I’existence locale de solutions pour le systéme (4.29)—(4.30), nous nous
concentrons tout d’abord sur 1'équation (4.29). Nous montrons dans le théoréme qui suit
que (4.29) posséde une solution locale unique qui dépend de facon continue des conditions

initiales.

Théoréme 4.2.3. Supposons que application x — x3(m,x) est localement lipschit-

zienne pour tout m € [0, 1], c’est-a-dire que pour tout r > 0 il existe L(r) > 0 tel que
’xlg<m7$) - yﬁ<may)’ S L(T’)‘.%' - y‘7 st ’33‘ <, |y’ <retme [07 1]

SiT e C(Qo) et u est une fonction telle que @ € C|0,1], alors il existe Tpar > 0 tel
que ’équation (4.29) posséde une unique solution continue NE définie sur un domaine

mazimal [0, Tyez) X [0,1], et soit

Trnaz = +00 soit limsup || NP (t,-)|| = +oo0.

t—Thax
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De plus, NPT (t,-) est une fonction continue de Ti et T, dans le sens o, sit € (0, Tryaz),
€ C[0,1] et I'y € C(Qo), alors il existe une fonction strictement positive et continue
C : [0,400) — R ainsi qu’une constante e > 0 telles que, pour fi5 € C[0,1] et Ty € C(Qo)
telles que NP2 soit définie sur [0,t] x [0, 1] et

I = Fall <& et 01 —Tallaq <&,
nous ayons
INPET (s5,) = NP 2(s,)|| < C() (I — Tl + 1Ty = Tallag ), pour s € [0,

Démonstration. Posons
r =@l + 1.
Soit T' > 0 fixé. Considérons ’ensemble suivant :

X (f0) = {N e C([0,T]  [0,1]) ; N(0,-) =7 sur [0, 1]

et sup  |N(tm)—a(m)| < 1},
(t,m)€[0,T]%[0,1]

ot C([0,T] x [0,1]) est muni de la norme du maximum. L’ensemble X (&) est un sous-
espace convexe fermé non-vide de C([0,77] x [0, 1]).
Définissons 'opérateur H : C'([0,T] x [0,1]) — C([0,T] x [0,1]) par

H)(tm) = K(tm)i(x(=tm)) = [ K= sm)N (s, x(=(t = 5).m)
ﬁ(X(—(t —s),m), N(s,x(—(t — s),m)))ds + /0 K(t —s,m)x

F (s x(=(t = 5),m), N (s = 7(AQ(=(t = 5),m)), A~ (¢ = 5),m)) ) ds.

H est continu sur C'([0,7] x [0, 1]). Nous allons montrer que H est une contraction de
X (@) dans lui-méme.

Soit N € X (f). Il est clair que H(N)(0,-) = 7i. D’un autre c6té, nous avons, pour
(t,m) € [0,T] x [0, 1],

t
[H(N)(t,m) — a(m)| < [K(t,m)a(x(~t,m)) — fi(m)] +‘/0 K(t —s,m)x

F(s.x(=( = £),m), N (s = (A=t = 5),m)), Alc(~(t = ), m))) ) ds

+ /(; K(t - Svm)ﬂ(X(_(t - S)7m)7N(37X(_(t - S),T?”L)))N(S,X(—(t - 3)7m))d8 :

La fonction K étant continue sur [0, 7] x [0, 1], il existe K > 0 tel que

|K(t,m)| < K, pour (t,m) € [0,T] x [0,1].
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Comme N € X (fz), alors
IN(t,m)| <1+ |7l =r

Ainsi, il existe M := max{M, |C|[rL(r)} > 0 tel que, pour (t,m) € [0,T] x [0,1] et
s €[0,t],

(s (=t = 8).m), N (s = (A= (t = ).m)), A~ (t = 5),m) )| < .

ou
M= s [2lY imet g~ m)E (x( — g7 m) m(Am) — 1),

(mvt)eQA

et ¢ est définie par (4.22). En conséquence, nous obtenons
[H(N)(,m) — i(m)| < | K (&, m)E(x(—t, m)) — fi(m)| + B(rL(r) + M)t.

Rappelons que K (0,m) =1, x(0,m) = m et lapplication (¢, m) — K (t,m)i(x(—t,m))

est continue. Alors nous pouvons choisir 7' > 0 tel que

sup {}K(t, m)a(x(—t,m)) — a(m)| + K(rL(r) + M)t} < 1. (4.31)
(t,m)€[0,T]x[0,1]

Ainsi
|H(N)(t,m) —f(m)| <1, pour (t,m) € [0,T] x [0,1],

et H(X(n)) C X(f).
Montrons maintenant que H est une contraction sur X (7).
Soient Ny € X () et No € X (1). Alors

[H (N1)(t,m) — H(N2)(t,m)|

t—sm

@@eu—wmmw@ﬂ4wwwmnm@w@u—wm»
_5< (—(t—s),m), Na(s, x(—(t — 5),m)))N2 (5, x(—(t— s),m))] ds

/Kt—sm

(st = 90 Vs (5 = (A = 8),), Al(=(0 = s),m))

FG%(@%m%M@ﬂNM(tSMMMAW(@Qmmﬂ%,

<K+ |CHDE(MT — sup N1t m) — Na(t,m)].
(t,m)€[0,T]x[0,1]
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Comme 7 > 1 et ||¢||rL(r) < M, alors (4.31) entraine que
K(1+ [¢IDL(r)T < K1+ |IS)rL(r)T < K(rL(r) + M)T < 1.

Nous en déduisons que H est une contraction de X (zz) dans lui-méme.
Il existe donc un unique N € X () vérifiant (4.29) pour (¢,m) € [0,7] x [0, 1].
Soit N la solution maximale de (4.29), définie sur son domaine maximal [0, Tjnaz) X

[0, 1]. Supposons que

Tinaz < +00 et limsup | N (¢, )] < 4o0.

t—Tmax

Il existe alors r > 0 tel que
IN(t, )| <, pour ¢ € [0, Trnaz)-
Soient (t,m) € [0, Timaz) X [0,1] et h > 0 tels que t + h € [0, Tynqz)- Alors

IN(t+ h,m) — N(t,m)]

t+h
< ’K(t + h, m)(x(—(t + h),m)) — K(t,m)a(x(-t, m))’ + K(t+h—s,m)x

0

N(s, x(—=(t+h—3s), m))ﬂ(x(—(t +h—s),m), N(s,x(—(t +h— s),m)))ds

—/0 K(t—s,m)N (s, x(—(t— s),m))ﬂ(x(—(t —s),m), N (s, x(—(t — s),m)))ds

t+h
K(t+h—s,m)x

_|_

0
F (5, X(~(t 4+ h = 8),m), N (s = 7(AG(~(t + h — 5),m))), AGx(~(t + b — 5),m))) ) ds

/ K(t—s,m)
F(s,x<—<t—s>,m>,N(s—T<A<x<—<t—s>,m>>>,A<x<—<t—s>,m>>))ds

< K+ b m)E (=t + 1), m) = K ( m)a(c(—tm)) | + 1] + | ol

)

Comme
t+h
L ::/0 K(t+h—s,m)N(s,x(—(t+h—s),m))x
ﬁ(x(—(t—i—h—s),m),N(s,X(—(t—i-h—s),m)))ds
—/0 K(t—s,m)N(s,X(—(t—s),m))x
B(X(=(t = 5),m), N (s, x(=(t = 5).m) ) ds,
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alors
L o= /1K@—anMWs+mM—@—@mMX
Bt = 8. m). N (s + b x(~(t = £),m)) ) ds
— /Ot K(t—s,m)N (s, x(—(t —s),m))x
B(x(=(t = 5),m). N (s, x(~(t = 5).m)) ) ds,
- /iK@—&nMW8+MM—U—QmMX

( (—=(t—s),m), N(s+h,x(—(t—s),m))>d5

Ceci implique que
Uﬂgkw@%+ﬁﬂﬂAWN@+hx&@—$m»—N@X(@—s ).
Le méme raisonnement nous permet d’obtenir
[I] < KMh+ oi(h)
FRICHE) [ 85 = (A = 5 m)), A - 5).m)
N (s = T(AG(=(t = ).m)), Alx(=(t = 5),m)) |ds.

avec 91(h) indépendant de (¢, m) et vérifiant limy,_,o 01(h) = 0.
On peut noter ici que si t; > 0, to > 0 et m € [0, 1] alors

K(tl + tg,m) = K(tl, m)K(tQ,X(—tl,m)) = K(tg, m)K(tl,X(—tQ, m))
Ainsi
|IN(t+ h,m) — N(t,m)]

gﬁ(@un+rumh+mm)+QUQ+RL@{AHN@+ﬁ,y—N@,w@

FRICIE) [ (s b = (At - 51m). )
N (s = r(AG(= (= ),m)). )

ds,
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ou

QQ(h) = sup ‘K(h=X(_tﬂ m))ﬁ(X(_(t+h)vm)) _ﬁ(X(_t7m)))'
(t,m)€[0,Tmaz)*[0,1]

Il est clair que limy,_,g p2(h) = 0. Nous posons
o(h) = K (2(h) + rL(r)h + Mh) + o1 (k).

Alors, pour (t,m) € [0, Taz) X [0,1], A > 0 et 6 € [—Timaz, 0] tels que t + h € [0, Trnaz)
et t+60>0,

IN(t+h+0,m)— N(t+60,m)|

_ t40 -
< @(h)+KL(?°)/O IN(s + R, -) = N(s,-)||ds + K[ ¢[ L(r)

t+6
/0 IN (s +h = 7(A(x(=(t = 5),m))),") = N (s = T(A(x(=(t — 5),m))), ") ||ds.
D’un autre coté,

N(t,m) =m(m), pourt€ [~Tmaz,0] et m € [0,1].

D’ou
sup ||[N(t+h+0,-)—N(t+6,)|
0€[—Tmaz,0]
- t
s@ww4amu+num/’ sup  [N(s+h+8,) — N(s +0,-)|ds.
0 e[_Tmamyo}

Le lemme de Gronwall nous donne alors

sup  [IN(E+h+0,) = N(t+0,)]| < g(h)eF IIHDEO Tna

0€[—Tmaz,0]
Ainsi
IN(t +h,-) — N(t,-)|| < o(h)eXUEIHDLE) Tmas
avec
fllig(l) o(h) = 0.

Le méme raisonnement nous donne un résultat similaire pour h < 0.
Il s’en suit immeédiatement que
lim N(t,-) existe.
t—Tmax

Ainsi N peut-étre prolongée de facon continue & T4z, ce qui contredit la maximalité de
[0, Thnaz)- D’ou

Tnae = +00 ou lim sup || N(¢, )| = +o0.

t—Tmax
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Notons & présent N71'I't I'unique solution de (4.29) pour les conditions initiales 7,

et I';, definie sur son domaine maximal [0, T)qaz) X [0, 1]. Soit t € (0, Trnqz) fixé. Nous

posons
r(t)= sup [NF1Ti(s, )] et R(t)=1-+r(t).
s€[0,t]
Soient
C:= sup [2(g7) (m)E(t, g~ (m))],
(m,t)eQo
et

C(t) = K max{1, C }eLROKA+ICINE

Soit 0 < € < 1 tel que 2C(t)e € (0,1) et soient i, € C[0,1] et Ty € C(Qe) telles que
NP2 est définie sur [0,¢] x [0, 1] et

[ —Hall <€ et [T = Tfloe <e.
Alors il existe s > 0 tel que || NF2'2(qg,.)|| < R(t) pour tout o € [0, s]. Soit
to = sup {s >0; |[NF2T2(g,.)|| < R(t), pouro € [O,s]}.

Si nous supposons que to < t, alors N#2:'2 est définie sur [0,%o] x [0, 1] et vérifie, pour
s € [0,to] et m € [0,1],

[NFLTL(s,m) — NF2T2 (s, m)]

< K (Il ~ 7izll + CIIT1 — T2l )

+K(1+ ¢ L(R(?)) /08 INFLT (g, ) = NP2 T2 (g, ) | do
En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons
NPT (5, m) — NPT (s, m)| < €(1) (I — Fall + Ty~ Tl ). (4.32)
pour s € [0,tp]. Ceci implique en particulier que
| NF2T2(s )| < 20(t)e + NPy (s, ) || < 1+ 7(t) = R(t), pour s € [0,g].

Cela contredit la définition de ¢ ; donc £y > t.
Ainsi (4.32) est vérifiée pour tout ¢ € [0, Tjnez). Nous en déduisons alors la dépendance

continue de la solution avec les conditions initiales. O

Nous pouvons noter ici que la condition (4.17) n’est pas nécessaire pour démontrer
le théoréme 4.2.3.
L’existence de solutions pour le probléme (4.29)—(4.30) peut-étre obtenue a I’aide du

résultat précédent.
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Corollaire 4.2.4. Sous les hypothéses du théoréme 4.2.8, le systéme (4.29)-(4.30) pos-

séde une unique solution mazimale continue (N, P), définie sur [0, Tpnaz) X [0, 1].

Démonstration. Sous les hypothéses du théoréme 4.2.3, (4.29) posséde une unique so-
lution maximale continue N définie sur [0, T}q0z) % [0, 1]. II est alors facile d’obtenir

'existence et 'unicité d’une solution de (4.30) sur [0, Tpnaz) X [0, 1]. O

Les résultats d’existence locale, donnés par le théoréme 4.2.3 et le corollaire 4.2.4,
peuvent étre utilisés afin de déterminer l'existence de solutions globales du systéme

(4.29)—(4.30). Ceci est démontré dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.5. Sous les hypothéses du théoréme 4.2.3 et en supposant que l’applica-
tion x — (B(m,x) est uniformément bornée, l'unique solution de (4.29)—(4.30) est globale,

c’est-a-dire définie pour tout t > 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe B > 0 tel que
18(m, z)| < B, pour tout m € [0,1] et x € R.

Alors, pour t € [0, Tinaz) €6 m € [0, 1], nous avons
ot
Nem)| < Rl + K5 [ IV Gs.o)ds

o - t
+ RNt+ KB /0 IN(s = (AG(—(t — s),m))). ) |ds.
Soit 0 € [~Timaz, 0] tel que t+ 6 > 0. Alors

~ —_~ ~ ~ t j—
IN(t+0,m)] SK(I!ﬁI|+Mt)+Kﬁ(IICII+1)/0 ; [Sup IN(s+0,-)llds.
S

*Tmazvo]

D’un autre coté, si —Tnar < t+ 6 <0, alors
[N(t+0,m)| < K|z,
car K > 1. Ainsi

. _ s t
sup  [[N(t+6,-)] SK(Ilﬁll+M7f)JrKﬁ(IICIIJrl)/0 sup [[N(s +6,)[|ds.

96[—7'maw,0] 96[—Tmaﬂc70]

Le lemme de Gronwall nous donne

[N, < L IN(t+ 06, < K(|7] + M) PUIDE = £(z).
€|~ Tmax,

Comme f est continue sur [0, 7),q2], nOUS Obtenons

lim sup || N(¢, )] < +o0.

t—Tmax
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Nous en déduisons que T},4; = +00 et la solution de (4.29) est globale.

Nous obtenons ensuite facilement que 'unique solution maximale de (4.30) est aussi
globale. O

Corollaire 4.2.6. Supposons que application © — xB(m,x) est lipschitzienne pour
tout m € [0,1]. Alors, pour T' € C(Qo) et u telle que @ € C[0, 1], l'unique solution de
(4.29)—(4.80) est globale.

A travers les théorémes 4.2.3 et 4.2.5, nous avons étudié l’existence de solutions
locales et globales de (4.29) et du systéme (4.29)—(4.30). Avant de nous intéresser a la
positivité de ces solutions dans la section suivante, nous pouvons nous demander quels
résultats de régularités peuvent étre obtenus pour ces solutions. Ceci est mentionné dans

la remarque suivante.

Remarque 4.2.7. Sous des hypothéses classiques sur la fonction B et les conditions
initiales ' et p, nous pouvons obtenir des résultats de régularité pour les solutions du
systeme (4.29)-(4.30). Ces résultats sont obtenus en utilisant la méme idée que celle
utilisée par Travis et Webb [112].

4.3 Positivité

Nous étudions ici une population de cellules, les cellules souches hématopoiétiques,
il est donc nécessaire de nous assurer que la positivité des solutions de (4.29)-(4.30) est
conservée afin que notre probléme soit bien posé. Pour cela, nous utilisons une méthode
proposée par Webb [113]| en 1985, reprise et développée par Kato [64] récemment, afin
d’obtenir la positivité des solutions de (4.29).

Soient I' € C'(Qg) et u une fonction telle que @ € C[0, 1], ot & est définie par (4.16).
Soit T > 0 fixé.

Considérons la famille d’opérateurs H* : C([0,T) x [0,1]) — C([0,T") x [0, 1]) définie,
pour a € C[0,1], (t,m) € [0,T) x [0,1] et N € C([0,T) x [0,1]), par

HY(N)(t,m) = 6_ta(X(_t7m))K(t7 m)ﬁ(X(*ta m))

+ /t e~ t=9)aX(=tm) | (1 — 5, m) {a(x( —(t— 3),m)>N(s, x(— (- s),m))

0

—B(X( —(t— s),m),N(s,X( —(t— s),m)))N(s,x( —(t— s),m))

+F (5, (= (£ = 5),m), N (s = (A~ (¢ = 8),m))), Alx(~ (¢ - s>,m>>))}ds~
(4.33)
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Soient a € C|0,1], (t,m) € (0,T) x[0,1] et N € C([0,T") x [0,1]) fixés. Nous considérons
lapplication w® : [0,¢] — R définie, pour s € [0, t], par

w'(s) = H'(N) (s, (= (t = ),m) ).
Nous démontrons alors les lemmes suivants.

Lemme 4.3.1. La fonction w® est dérivable sur [0,t] et vérifie

d a _ a a a
{w (s) = —v(s)w’(s)+ [*(s), pours€[0,1], (4.34)
wi(0) = 7(x(—t,m)),

avec

Fo(s) = a(X( —(t— s),m))N(s,x( —(t— s),m))
—N(S,X( —(t— s),m))ﬁ<x( —(t— 8),m),N(S,X( —(t— s),m)))

oot (oo (3 S0 )

et

v (s) = a(x(—t,m)) + 5(X( —(t— s),m)) + v’(x( (- s),m)).
Démonstration. Remarquons que si t1 et to sont positifs, alors
X( — (t1 + tg),m) = X( — tl,X( - tg,m)).
Ainsi, pour s € [0,t] et h # 0 tels que s + h € [0, t], nous obtenons

(w“(s +h) — wa(s)) = Win+ Wap,

=)=

ou
1 —ha(x(—t,m
Wlhzﬁ[e ha(x(=t, ))K<h,x(—(t—s—h),m)>—1]><

et (5= (¢ ),m) JE(x(~t,m),
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—i—F(a,x( —(t- J),m),N<a —r(A(x(= =) m)). Al - - a),m))>>] do.
Nous en déduisons
lim VW, = —u“(s)e_sa(X(_t’m))K<s, x(—(t— s),m))ﬁ(X(—t,m)).
De la méme fagon,
W, = % [e‘h“(X(_t’m))K@, X(—(t—s— h),m)) _ 1} x

[ et (s (0 5).m))
0

[a(x( —(t— U),m))N(O’,X( —(t— a),m))

—N(O‘,X( —(t— U),m))ﬁ<x( — (¢ —J),m),N(G,X( —(t— a),m)))
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Donc

}lbii]% Wop = —1v%(s) /0 e_(s_")a(X(_t’m))K<s -0, X( —(t—2s), m)) X

[a(x( —(t— 0),m))N(U,X( —(t— a),m))
—N(o,x( —(t— U),m))ﬁ<x( —(t— J),m),N(J,X( —(t— a),m)))

+F<U,X( —(t— a),m),N(a —T(A(X( —(t— J),m))),A<X( —(t— 0),m))>)]d(f
—|—a<x( —(t— s),m))N(s,X( —(t— s),m)>
—N(s,x( —(t— 5),m)>ﬁ<x( —(t— s),m),N(s,X( —(t— 5),m)>>

+F<s,x( (- s),m),N<s —r(a(x(=t=sm)).A(x(- - s),m)))).

En conséquence, limy,_g + (w®(s + h) — w®(s)) existe et est égale & —v(s)w?(s) + f(s).

Ceci termine la démonstration. O

Lemme 4.3.2. Soient a,b € C|0,1]. Alors
HY(N)(t,m) = H*(N)(t,m) + / t e~ (M) (¢ — g m) x
0
(b(X(—(t —s),m)) —a(x(—(t - s),m))) [N(s, x(—(t— s),m)) - w“(s)} ds.

Démonstration. D’apres (4.34), nous avons

d% [wb(S) - wa(s)} = —"(s) (w"(s) — w(s))

+<b(x(—(t —s),m)) —a(x(—(t - 3),m))> [N(s,x( — (t —s), m)> — w“(s)} :

Ceci termine la démonstration. O
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Lemme 4.3.3. Supposons qu’il existe a € C[0,1] et N € C([0,T) x [0,1]) tels que
H®(N) = N. Alors, pour tout b € C[0,1], H*(N) = N.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du lemme 4.3.2. O

Nous pouvons montrer, & présent, que sous une hypothése de régulation cellulaire
les solutions du probléme (4.29)-(4.30) sont positives. Nous utilisons les trois lemmes

précédents pour démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.4. Supposons que Uapplication x — [F(m,x) vérifie Uhypothése de régu-

lation cellulaire

(B(m, z) — B(m,0))z <0, pour m € [0,1] et z € R. (4.35)
Soient T' € C(Qo) et u une fonction continue telle que it € C[0,1]. Sim >0 et T >0,
alors la solution de (4.29) associée a ces conditions initiales est positive sur son domaine.

Démonstration. Soit N une solution de (4.29) définie sur [0,7") x [0, 1], oa 7" > 0. Consi-
dérons 'opérateur H? défini, pour a € C0, 1], par (4.33). Il est évident que

ou 0 représente ici 1’élément identiquement nul de C10, 1]. Alors, d’apres le lemme 4.3.3,

pour tout a € C|0, 1], H*(N) = N. Ainsi, s'il existe a € C[0, 1] vérifiant H*(N)(¢,m) > 0

pour (t,m) € [0,T) x [0, 1], nous obtiendrons N (¢,m) > 0, pour (¢t,m) € [0,T) x [0, 1].
Posons

a(m) = B(m,0),  pour tout m € [0, 1].

Alors a € C[0, 1] et (4.35) entraine que

a(m)N(t,m) — N(t,m)B(m, N(t,m)) =0,  pour (t,m) € [0,T) x [0, 1].
Ainsi,

/Ot e~ (t=9)alx(=tm) fe(p — 5 ) [a(x( ~(t—s), m))N(s, X(—(t—s), m))

8(x(— = m). N (s (= = 9m)) )N (s = (= b)) | s
est positive. Nous devons montrer que, pour (,m) € [0,T) x [0, 1]

/0 " =Sl tm) (1 — )

Fs.x( = (¢ = s)m), N (s = r(AG(=(t = s),m))), A(—(t = ), m))) ) ds

est positive. Pour cela, nous utilisons une méthode par pas.



118 Chapitre 4. Modéle avec cycle cellulaire dépendant de la maturité

Premiérement, il est clair que H*(NN) est positif sur Q. Posons
Ta = min 7(A(m)).

me[0,1]

Comme 7 est positive sur [0, 1], alors 7o > 0. Soit m € [0,1]. Supposons que t €
[T(A(m)), 7(A(m)) + 7a]. Alors, pour s € [T(A(m)), ]

0<s—7(A(x(=(t—s),m))) <t—71a <7(A(m)).
Comme F > 0 pour (m,t) € Qa, ceci entraine

/ " = s)alxtm) (1 — )

F (5, X(— (¢ = 5),m), (5 = T(AG(=(¢ ) ), Alx(=(¢ - ), m))) )ds > 0.
Ainsi, H*(N)(t,m) > 0 pour m € [0,1] et t € [0,7(A(m)) + Ta]. Dol

N(t,m) >0, pour m € [0,1] et t € [0, 7(A(m)) + TA].
Par la méthode des pas, nous obtenons ainsi
N(t,m) >0, pour m € [0,1] et t € [0,7(A(m)) + nTa] avec n € N.
Comme il existe n € N tel que
T(A(m)) +nta < T < 7(A(m)) + (n+ 1)7A,

alors N > 0 sur son domaine [0,7") x [0, 1]. O

Le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 4.3.5. Sous les hypothéses du théoréme 4.3.4, les solutions de (4.29)—(4.30)

sont positives.

4.4 Stabilité locale

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale de la solution triviale du probléme
(4.29)—(4.30). Comme nous ’avons fait pour montrer les résultats d’existence puis de
positivité, nous nous intéressons tout d’abord a l’équation (4.29).

Posons

8= inf,,e0,1] (5(m) + V’(m)) et 7y = inf,,e0.1] (’y(m) + V’(m)).
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Nous supposons que 7 > 0 et que 'application x +— x(3(m,x) est lipschitzienne au
voisinage de zéro, c’est-a-dire qu’il existe € > 0 et L > 0 tels que

\xﬁ(m,x)—yﬁ(m,y)\ SL’l‘—y’, s1 ‘iL‘| <g, ’y| <e et me [071] (436)

Dans toute cette section, N*! sera une solution globale de (4.29) associée aux condi-

tions initiales p et I', It étant définie par (4.16). Soit

k= sup [(g~")(m)].
me|[0,1]

Afin d’obtenir la stabilité locale de la solution triviale, nous montrons un résultat

d’invariance pour les solutions de (4.29).

Proposition 4.4.1. Supposons que (4.36) est vérifiée et que
L(1+2k) < 6. (4.37)

Soient T' € C(Qg) et p une fonction continue telle que i € C[0,1]. Si ||| < ¢ et
IT|loe < €L, ot € et L sont donnés par (4.36), alors

INFY(t,m)| <&, pourt>0 etm e 0,1].

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, sous I’hypothése (4.37), 5> 0.

Nous considérons la suite définie par
NO(tv ’I?’L) = K(ta m)ﬁ(X(_tv m))a

et

Ny (t,m) = No(t,m) — I(Nn_1)(t,m) + J(Nn_1)(t,m),

pour t >0, m € [0,1] et n € N*, avec

I(N)(t,m) = /0K(t—s,m)N(s,X(—(t—s),m))x
B(x(=(t = 5).m), N (s.x(~(t = 5).m)) ) ds.

et
J(N)(t, m) —/0 K(t— s,m)x
F (s, x((¢ = 8).m), N (s = r(AGA~(t — ). m)). Alx(~ (¢ — 5).m))) ) ds.

Alors
[No(t,m)| < e[| < e'e <e.
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Par récurrence, nous montrons que
|Nn(t,m)| <e, pour t >0, m € [0,1] et n € N*. (4.38)

Supposons que | N, (t,m)| < e. Soit (¢, m) € [0, +00) x [0, 1] fixé. On peut remarquer que,
510 < s <7(A(x(—(t —s),m))), alors

[ (s, x(=(t = 5).m), No (s = 7(AG(=(t = 8),m)), Alx(=(t = ), m))) )
< 2567’78HFH96’
< 2kel,

et, si s > 7(A(x(—(t — s),m))), alors

[ (5.0 = 8),m), N (s = 7(AG(= (8 = 8),m), Al (¢ = 5),m)) )|
< |3 (AG=(E = 8),m)). N5 = 7(A Gt = 5),m))), Ax(—(t = 5),m))) ) %
Na(s = T(AG(= (¢ = 8),m)), A~ (¢ = 5),m)))

< |I¢lleL,

)

ou ||¢]| est définie par (4.27). Comme, d’apres (4.22), ||¢|| < 2k, nous obtenons
t
|J(Np)(t,m)| < 2K€L/e_5(t_5)d8’
0

et
|Nn+1(tam)| < |N0(t>m)| + |I(Nn)(ta m)| + ‘J(Nn)(tam”a

IN

~ t ~
ce 4 eL(1 + 2k) / e 05 ds,
0

IN

edt 4 5%(1 +2k)(1 — e_gt).

D’aprés 'hypothése (4.37),
L
=(1+20) <1.

En conséquence
5 L L
| N1 (£,m)| < 5(6 (1 - s+ zﬁ)) +204 2/-;)) <e.

Nous en déduisons que (4.38) est vraie pour n € N*.

En remarquant que la suite (N, )nen+ converge vers NI nous obtenons
INPE(t,m)| < e, pour t > 0 et m € [0, 1],

ce qui conclut cette démonstration. O
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Avant de démontrer la stabilité locale de (4.29), nous ré-écrivons la solution intégrée
de (4.29) en utilisant une formule de variation de la constante, pour t > 7,4, €t m € [0, 1].

Nous obtenons

N(t,m) = K(t — Tmaz, m)N(me,X( —(t— Tm(m),m))
- K(t— S,m)ﬁ(x(—(t —s),m), N (s, x(—(t - s),m)))N(s, x(—(t —s),m))ds

Tmax

+ [ K= sm)(x(=(t = 5),m))x

Tmax

N (s = (A= (t = 5),m))), Alx(—(t = 5),m))) x
B(AG(=(t = ),m)), N (s = (ARt = 5),m), A(~(t = ), m))) ) ds.

Nous pouvons & présent démontrer le théoréme suivant, consacré a la stabilité locale de

la solution triviale de ’équation (4.29).

Théoréme 4.4.2. Sous les hypothéses de la proposition 4.4.1, la solution triviale de
(4.29) est localement exponentiellement stable, c’est-a-dire qu’il existe t > 0, € > 0,

c>0etd>0 tels que, si ||| <€ et |I'|qe <€, alors
INFE (@t || < ce™ ¥, pourt >1. (4.39)
Démonstration. Soient £ > 0 et L > 0 donnés par (4.36). Nous supposons que
[l <e et [Dlae <el.
Alors, d’apres le résultat énoncé dans la proposition 4.4.1, nous avons
INFL (¢, m)| <e, pour t > 0 et m € [0, 1].

Nous définissons la suite (N, )nen par

NO(ta m) = K(t - Tmaxvm)Nﬁ’F (Tmaara X( - (t - Tmaw)a m))?

et

Ny(t,m) = No(t,m)—I,..(No_1)(t,m) + Jr, .. (Nn_1)(t,m),

Tmaz

pour t > Tpaz, m € [0,1] et n € N*, avec

(N)(t,m) = K(t—s,m)N(s,x(—(t—s),m))x

Tmax

Bx(=(t = 5),m), N (s, x(~(t — 5),m)) ) ds

I

Tmaz
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et
Jrmaw (N)(t,m) = t K(t—s,m)x
COx(=(t = 5),m))N (s = T(A(x(—=(t = 5),m))), A(x(—(t — 5),m)))
BB (¢~ 5),m), N (s = (At~ 5),m)), Ax(~(t — 5),m))) ) s,
et

N,(t,m) = NFU(t,m), pour (t,m) € [0, Tymaz| X [0,1] et n € N.

11 est facile de voir qu’en utilisant le méme raisonnement que dans la démonstration de

la proposition 4.4.1 la suite (N,)nen vérifie

|INn(t,m)| <e, pour t >0, m € [0,1] et n € N¥,

car

INo(t,m)| <, pour t > 0 et m € [0, 1].

Ensuite, 'hypothese

L(142k) <0
implique
L(1+[i¢[) <o
11 existe donc p € (0,0) tel que
S—p 5

L <

< :
1+ [[¢llepmmex = 1+ [|]]

Soit t > Tinae €t m € [0, 1]. Nous obtenons alors

|No(t,m)| < e 0t=Tmaz) o < e=P(t=Tmaz) g < ¢

Comme

IN1(t,m) = No(t,m)| < | I, (No)(t,m)| + | Jr,,.. (No) (£, m)),

les estimations

3 -
‘I‘rmaz (NO)(t7 m)| S €L/ e_é(t_s)e_p(s_Tmam)dS’

Tmax

et
t ~
(NO)(t7 m)‘ S ELHCH e_é(t_s)e_p(s_27-maz)ds

Tmazx

|J

Tmax

entrainent

- t .
NV1(t,m) — No(t,m)| < eL(L + [[¢]|er™x)e ot eprmes / eC-Ps g,

Tmax
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En remarquant que

~ t ~
6_6tep7_n1ax / 6(5—0)Sd8 S _ 1 e_p(t_'rmax)’
Tmax 5 - p

nous obtenons

_ _ 1 PTmax
Nt m) — No(t,m)| < eL ™™ —p—rinns).

d—p
Par récurrence, il est facile de voir que
_ _ 1 PTmax \ "
|INp(t,m) — Np—1(t,m)| < €<L+|5|V¢> e Pt=mmax)  pour n e N¥,
—p
D’ou
n
INu(t,m)| < > [Ni(t,m) — Nioi(t,m)| + [No(t, m)],
i=1
L (Ll
S ZE <L ~€ € ) e_p(t_TmaX) + Ee_p(t_'r’maz‘)’
i=1 o—p
n PTmax i
S f‘:e—p(t_Tmax) Z <L41 + U{CHe ) .
i=0 o—p
Comme
1 PTmax
e
o—p
nous obtenons finalement
_ 5 —
|N“’F(t, m)| < (0= pe e Plt=Tmax) pour t > Tiaz-

T 0= p— L1+ [[¢]|ermmax)

Nous avons ainsi obtenu l'inégalité (4.39) avec ¢ = Typaz, € = max{e,eL}, d = p et

= — (5 — p)€ ePTmaz
§ = p— L1+ [|¢][errm=x)

Ceci termine cette démonstration. O

En utilisant le résultat du théoréme 4.4.2, nous pouvons démontrer la stabilité locale
exponentielle de la solution triviale du probléme (4.29)—(4.30). Ceci est fait dans le

corollaire suivant.

Corollaire 4.4.3. Supposons que
L(1 4 2k) < min{#,0}. (4.40)

Alors la solution triviale de (4.29)-(4.30) est localement exponentiellement stable.
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Démonstration. Premiérement, comme L(1 + 2x) < 0, la solution triviale de (4.29) est
localement exponentiellement stable d’aprés le théoréme 4.4.2. Deuxiémement, comme
L(1+2k) < 7, nous pouvons montrer, en utilisant un raisonnement semblable & celui de
la démonstration du théoréme 4.4.2 et une formule de variation de la constante pour P,
que la solution triviale de (4.30) est aussi localement exponentiellement stable, dés que

la solution triviale de (4.29) ’est. O

Enfin, en utilisant la démonstration du théoréme 4.4.2, nous pouvons démontrer
un résultat de stabilité globale pour la solution triviale du probléme (4.29)—(4.30). Ce

résultat est mentionné dans la proposition suivante.

Proposition 4.4.4. Supposons que application x — x(3(m,x) est lipschitzienne pour

tout m € [0, 1], avec une constante de Lipschitz L, et que
L(1 + 2k) < min{7, §}.

Soient I' € C'(Qo) et p une fonction continue telle que @ € C[0,1]. Si ||I'|jqe < L||7|,
alors la solution triviale du probléeme (4.29)—(4.30) est globalement erponentiellement

stable.

Démonstration. Nous montrons d’abord, comme dans la démonstration de la proposition
4.4.1, que

INFL(t,m)| < ||@|l, pourt>0etmel0,1].

Ensuite, en utilisant le méme raisonnement que dans les démonstrations du théoréme

4.4.2 et du corollaire 4.4.3, nous concluons. O

Remarque 4.4.5. Nous donnons ici quelques explications sur la condition
L(1 4 2k) < min{7,0}.

On peut remarquer que cette inégalité est en fait satisfaite si v et 5 sont grands ou si
L est suffisamment petit. Ces cas correspondent, d’un point de vue biologique, & une
situation dans laquelle les tauz de mortalité (v et ) sont élevés ou bien a une situation
dans laquelle peu de cellules sont introduites en phase de prolifération, 'apport de cellules
n’étant alors pas suffisant pour le renouvellement des générations (L est une borne du

nombre de cellules introduites en phase de prolifération).
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4.5 Un résultat d’unicité : influence des cellules souches

multipotentes

Dans cette section, nous établissons un résultat qui nous donne plus que 1'unicité
des solutions. En fait, ce résultat souligne la dépendance de la population totale envers
la population de cellules de trés petites maturités. Ce type de résultat a été démontré
pour la premiére fois par Dyson et al. [44] pour un modeéle d’hématopoiése avec cycle
cellulaire constant. Nous verrons par la suite que ce résultat est utile lorsqu’on s’intéresse
au comportement asymptotique des solutions de (4.29)—(4.30).

Nous faisons I’hypothése suivante :
A(m) < m, pour tout m € (0, 1]. (4.41)

Cette condition est équivalente &

T(A(m)) > / Vi) pour m € (0, 1]. (4.42)

et nous obtenons (4.42), d’apres la définition de h donnée par (2.14).

Comme [ T‘Z Hm) % représente le temps nécessaire & une cellule de maturité m a la
naissance pour atteindre la maturité qu’avait sa cellule mére lorsqu’elle s’est divisée, la
condition (4.42) signifie que les cellules en phase de prolifération ont suffisamment de
temps avant de se diviser pour atteindre la maturité de leur cellule mére. Si ce n’était
pas le cas, le processus d’hématopoiése ne serait pas maintenu, & chaque génération les
cellules deviendraient de moins en moins matures et aucune cellule sanguine ne pourrait

finalement étre produite.

Notons que (4.41) entraine en particulier
O(1) == A(g(1)) < g(1).

A partir de maintenant et dans toute cette section, nous supposons que ’application
x — [B(m,x) est uniformément bornée, que l'application x — x[3(m,x) est localement

lipschitzienne pour tout m € [0, 1], et que (4.41) est vérifiée.
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Pour b € (0,1] et ¥ € C[0, 1], nous définissons ||.||; de la fagon suivante :

[¥]lp := sup [o(m)].

me[0,b]

Proposition 4.5.1. Soient iy, fi, € C[0,1] et I'1, Ty € C(o). S’il existe 0 < b < 1 tel
que

fi(m) =pa(m) et Ti(m,a)=Ta(m,a), (4.43)
pour m € [0,b] et a < 7(0(m)), alors

NFEPL(t m) = NP2Y2 (6 m),  pour t >0 et m € [0, g(b)]. (4.44)

Démonstration. Supposons qu’il existe b € (0, 1) vérifiant (4.43). Soit 7' > 0 donné, et
t € (0,7] et m € [0,¢g(b)] fixés. Comme h est une fonction croissante, (4.9) implique

x(—=t,m) <m < g(b) <b.
Ainsi,
1 (x(—t,m)) = i (x(—t, m)).

! est croissante, alors

Soit s € [0, t]. Comme g~
X(= 5,07 (x(=(t = 5),m))) < g~ (x(=(t = s),m)) <g~'(m) <b.

Nous obtenons ainsi

D1 (x(= 5,971 (e(=(t = £).m))), T(Ac(=(t = 5).m)) = 3)

D (x(~ 5.9 1(x<—<t—s>,m>))m(A<x(—<t—s>,m>>> ~s).

Les solutions NFvU1(t,m) et NP212(t, m) de (4.29) étant continues et telles que

NP0, m) = NP2 (0, m), pour m € [0,b],
alors, comme la fonction z +— x3(m, z) est localement lipschitzienne, nous avons

|INFuIL(t m) — NF2T2(t m)|
<KL /0 INTLT (5, 3 (— (¢ — 8),m)) — NP2 (5, x((t — 5),m))ds
SRLCI [ 1N s = (A G0 = 9).m). A=t = 5).m))
SN (s — r(AGd(—(t — 5),m))), Alc(~ (¢ — 5),m)))]ds,
<KL /0 INFTI (s, = N2 (s, )|y s
FRLC [N (s = (A G- 5)m)). )
0

SN2 (s — (At~ 5).m))), g
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pour T' > 0 suffisamment petit, ot L est une constante de Lipschitz de z — z((m, z) et
K est défini par

K(s,m) <K, poursel[0,T]etme0,1].
Le prolongement par continuité (4.26) permet de donner un sens aux intégrales dans
I’inégalité ci-dessus.
Soit 6 € [—Timaz, 0] fixé. Si ¢+ 6 < 0, alors

NEPL (4 9,m) = NF2T2(t 40, m).
Sit+6 >0, alors

INFULL (¢ 0,m) — NF2L2(t + 0, m))|

_ t+6 _ _
< KL/ HNMl’Fl(SV) _NMZ’FQ(Sv ')Hg(b)ds
0

_ t+6 _
+KL|C]| /0 INFLEE (s — 7 (A(x(—(t+ 0 — 5),m))), )
—NF2P2 (s — 7(A(x(=(t + 0 — 5),m))), )l g0y ds,
~ t p— — — —
SKLQ*HQD/) sup  [NFrP (s +6,) — NP2 2 (s 40, -) || g ds.
0 0¢[—Tmax,0]

Nous en déduisons que

sup HNEl’Fl(t""gv') _Nﬁ27r2<t+97')”g(b)
96[—Tma1770]

~ t P —
< KL(1+¢]) / sup  [|NFUTU (s 4+ 0,) — NP2T2 (540, )|,y ds.

0 0€[—Tmaz,0]

Le lemme de Gronwall nous donne alors

sup  |[NFoPi(t 40,2 —NﬁQ’FQ(t—i—H,-)Hg(b) =0.
0€[—Tmaz,0]

En particulier
INFT () = NP2 gy =0, pour t€ (0,7,

En utilisant une méthode de résolution par pas, nous obtenons ce résultat pour tout
T > 0, et donc (4.44) est vérifiée. O

Soit 0 < b < g(1) donné; considérons la suite (by,)nen définie par

B A=Y(b,), sib, €10,0(1)),
bo =b et bn+1 = (4.45)

g(1), si bn € [O(1), g(1)].
La suite (by)nen représente la transmission de la maturité entre deux générations suc-

cessives n et n + 1. Le résultat qui suit est immédiat.
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Lemme 4.5.2. Si0 < b < O(1), il eriste M € N tel que by < O(1) < bpri1 < g(1).

Nous montrons a présent un premier résultat soulignant le lien fort existant entre
le processus de production des cellules sanguines (hématopoiése) et la population de
cellules souches primitives. Il s’agit du résultat fondamental de cette section. Un résultat

similaire a été obtenu par Adimy et Pujo-Menjouet [13] dans le cas linéaire.

Théoréme 4.5.3. Soient [,y € C[0,1] et T'1,T9 € C(Qg). S'il existe 0 < b < 1
vérifiant (4.43), alors il existe t > 0 tel que

NFEL(tm) = NP2 (8, m),

pour m € [0,g(1)] et t > ¢, on

f=In [h(g(l)) + (M + 2)Tmas, (4.46)

h(g(b))

et M € N est donné par le lemme 4.5.2, pour b = g(b). De plus,
NFEL (tm) = NP2 (t,m),

pour m € [g(1),1] et t > T+ Tyao — In (R(g(1))) = (M + 3)Timae — In (h(g(b))).

Démonstration. Soit b = g(b). Comme g est croissante, b < g(1). D’aprés la proposition

4.5.1, nous avons
NPy (¢ m) = NP2 (¢ m), pour t > 0 et m € [0,b].

Considérons la suite (by,),en définie par (4.45) et définissons la suite (¢, )nen par

h(bn—H)
tn =1y 1 maxs
A TR I (4.47)
to = 0.
Alors
h(by,)
t, =In + NTmaz-
[h@(b))

La suite (by,)nen est croissante. Par conséquent, la suite (¢,),en est aussi croissante.

Nous allons montrer le résultat suivant par récurrence :
(Hp) : NPyt m) = NP22(t m), pour t > t,, et m € [0, by).

Premiérement, (Hy) est vraie d’aprés la proposition 4.5.1.
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Supposons que (H,,) est vraie pour n € N. Soit t > t,41 et m € [0, by,41]. D’apres (4.47),

nous avons

tni1 2 tn + Tmaz 2= Tmaz-

Comme ’équation (4.29) est autonome, ses solutions peuvent étre reformulées, pour

t > tn41, de la fagon suivante
Nﬁiri (t, m) = K(t —tn — Tmaz m)Nﬁi’Fi (tn + Tmaz> X( - (t —tn — Tmaz)a m))

_/tt K(t—s,m)Nﬁi’F’(S,X(—(t_s)vm))x

ntTmaax

ﬂ(x( —(t— s),m),NﬁivFi (s,x( —(t— 5),m))>ds
+/t:+7'max K(t—s, m)C(X( —(t— s),m)) X
B(A(x(—(t = 8),m)), T (5 = 7 (A= (¢ = ),m), AG(—(t - s>,m>>)> x
NPT (s = 7 (A((=(t = 5).m))), AQ(=(t = 5).m) ) ds,
pour i = 1,2. D’apres (4.9),
X( — (t = tn — Tmaz), m) =hp! <h(m)e_(t_t"_””‘”)),

et, d’apres (4.47),

(et — h(bn) _(
(t tn Tmaz) — n (t tn+1)
’ M) ’
h(bn-H)
Ainsi o)
—(t —tn — Tmaz), M <h1(hm n ),
A ) ") b
) h(bn) )
< h=1( n, _p,
N ( ( +1)h(bn+1)

L’hypothése (H,,) implique alors
Nl (tn + Tmaz, X (= (t = tn = Tmaz), m))
= NH2.I2 (tn + Timaz, X (= (t =t — me),m)).
De plus, pour ¢, + Tmar < s < t, nous avons
s = T(ANX(=(t = 8),m))) = (tn + Timaz) — T(AX(=(t = 5),m)) = ty,

et

A(x(=(t = s),m)) < A(m) < A(bpy1) = by.
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Il s’en suit
NAI (5 —7(AX(=(t —5),m)), Alx(—(t — s), m)))
= NFa2l2 (s — T(A(X(—(t —s),m)), Alx(—(t - 3)7m))))
Nous obtenons alors

|NFoLL (8, m) — NF2T2 (8, m)

t
S/ K(t —s,m)x
¢

n+Tmaz

‘/B(X(_(t - ‘9)’m)’ Nﬁhrl (87 X(_(t - S)’ m)))NﬁhFl (Sa X(_(t - 8)’m))
—ﬂ(x(—(t —5),m), NF2T2 (s, x(—(t — s),m)))Nﬁ%F? (S,X(—(t — s),m)) ds,

et, en utilisant le lemme de Gronwall, nous en déduisons que (H,, 1) est satisfaite. Ainsi

(H,,) est vraie pour n € N.

En particulier, (H,,) est vérifiée pour n = M + 2, ou M est défini par le lemme 4.5.2
avec b = g(b). Comme bys11 € [O(1), g(1)], alors bys12 = g(1). Nous obtenons donc

NPy (g m) = NP2 (¢ m) pour m € [0,g(1)] et t > £, (4.48)

ol t = tpr+2 est donné par (4.46).

Soient m € [g(1),1] et t > ¢ + Tinaz- Pour ¢ = 1,2, nous pouvons écrire
NFoLi(tm) = K(t — T — Tz, M) NP Ui (T + Toaz, X(—(t — T — Tonaz), m))

_/t K(t—s,m)Nﬁi’Fi(S,X(—(t—s)vm)>x

t+Tmax

ﬁ(x( — (t—s),m), NPl (s,x( —(t— s),m)))ds

+/t K(t—s,m)((x(—(t—s),m))x

t+Tmax
ﬂ<A(X(—(t — 8),m)), N (s = (A(x(= (¢ = 5),m))), A(c(— (¢ s>,m>>)) x
N (5 = 7 (AGd=(t = 8),m)), A(x(~(t = 5),m)) ) ds.
Soit t 4+ Trmae < s < t. Alors
5= (AN (t = $),m)) 2 (F+ Tmaa) = T(AG(=(t = 8),m)) 2 T

Donc, si

X(=(t —s),m) < g(1),
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alors
A(x(=(t = 5),m)) < Ag(1)) < g(1),
et d’apres (4.48)
NEE (5 — 7 (MGt = 8),m)), Al (—(t = 5),m)) )

= NPT (5 — 2 (A((~(t — 5),m))), Al (~(t = 5),m))).
D’un autre coté, si
X( —(t— s),m) > g(1),
alors, par définition de ¢, donnée en (4.22), nous avons

C(X( —(t— 5),m)) =0.

De plus, en remarquant que In(h(m)) < 0 pour tout m € (0, 1], nous obtenons, pour
m € [g(1),1] et t > &+ Tiae — In(h(g(1))),

X(— (t =& — Tmaz), m)

h! (h(m)e_(t_f_”"”)> ,

IN

IN

Ainsi
NHT (Z + Trmaz, X( — (t —t— Tmam), m))

= NP2 (z‘i‘ Tmaa:vX( - (t -

t — Trmaz), m))
En utilisant une fois encore le lemme de Gronwall, nous obtenons finalement

NPTt m) = NP2 T2 (¢ m), pour m € [g(1),1] et t > & + Tppae — In(h(g(1))).

Ceci termine la démonstration. O

Corollaire 4.5.4. Soient i € C[0,1] et T’ € C(Qe). S’il existe 0 < b < 1 tel que
(m) =0 et I'(m,a) =0, pour m € [0,b] et a < 7(O(m)),
alors
NEL(t,m) =0, pour m € [0,1] et t > (M + 3)Tmae — In (R(g(b))),

ot M € N est défini par le lemme 4.5.2, pour b = g(b).
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Ce résultat souligne clairement le réle primordial des cellules souches primitives dans
la fabrication des cellules sanguines. Nous voyons que si aucune cellule souche de faible
maturité n’est présente dans la population initiale alors la population totale s’éteint en
un temps fini. Ce phénomeéne est observé par exemple chez un patient atteint d’anémie
aplasique (cf. section 1.5), une maladie mortelle qui abime ou détruit les cellules souches

multipotentes.

Corollaire 4.5.5. Soient iy, 1y € C[0,1] et I'1,Ty € C(Qo). Sl existe 0 < b < 1
vérifiant (4.43), alors

PRt m) = PP2T2(t m), pour m € [0,1] et t > (M + 3)Tmae — In (R(g(b))),

ot M € N est défini par le lemme 4.5.2, pour b= g(b).

Démonstration. La démonstration est immeédiate en utilisant le théoréme 4.5.3, I’équa-

tion (4.30) et une méthode de résolution par pas. O

4.6 La population de cellules immatures

Cette section est dédiée & 1’étude de la population de cellules immatures, c’est-a-dire
la population de cellules avec une maturité nulle.

Les résultats obtenus dans la section 4.5 (théoréme 4.5.3 et corollaire 4.5.5) soulignent
I'influence de la population de cellules ayant une trés petite maturité et motivent I’étude
de la population de cellules immatures. De plus, nous verrons dans la section 4.7 que
cette population de cellules joue un roéle important dans le comportement asymptotique
de la population totale (cf. théoréme 4.7.2).

Soient 7z € C[0,1] et I' € C(Qe) donnés, et soit (N*I'(¢,m), PPY(t,m)) I'unique
solution continue du probléme (4.29)—(4.30). Nous posons, pour tout ¢ > 0,

z(t) = NPL(t,0) et y(t) = PPL(t,0).

En prenant m = 0 dans (4.29) et (4.30), nous obtenons que (z(t),y(t)) vérifie le systéme

o) = ePT(0) — /0 =29 3(0, 2(s))z(s)ds

.
2/10

t
/ e—p(t—S)g(s, 0)I(0,r — s)ds, pour ¢ € [0,7],

0 (4.49)
/

+ 2ko [ e PE9¢(s, 000, 7 — s)ds

+¢(0) /t e P30, 2(s — r))x(s — r)ds, pour r < t,
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et

W) = )+ [ B0 a)a(s

t
/ e_"(t_s)f(s, 0)I'(0,r — s)ds, pour ¢ € [0,7],
0 (4.50)
- / e M9 ¢ (s, 0)0(0, 7 — s)ds
0
t
+/ e )¢ (r,0)3(0, 2(s — 7))z (s — r)ds, pour r < t,
ol p:= §(0) + V'(0), n := v(0) + V'(0), ko := (g71)"(0) et r := 7(0) > 0.
Rappelons que, d’aprés (4.22), ¢(0) = 2k0&(r,0) et, d’aprés (4.20),
T'0)= [ T(0,a)da.
0
Nous déduisons alors que le systéme (4.49)—(4.50) est équivalent au systéme
( dz
70 = —(p+B(0,2(t)=(1)
. 2k0&(t, 0)T (0,7 — t), pour 0 <t <, (4.51)
2k0€(r, 0)8(0, (¢t — 7))x(t — ), pour r <t,
\ z(0) = m(0),
( dy
O = —myt)+ 50, 2(t))z(?)
- &(t,0)T(0,r —t), pour 0 <t <, (4.5)

&(r,0)8(0,z(t —r))z(t —r), pourr <t,

y(0) = T().

Bien str, au point ¢ = 7, les dérivées dans (4.51) et (4.52) représentent les dérivées a

droite et & gauche.

Nous considérons tout d’abord le systéme d’équations différentielles non-autonome

dg

(1) = ~(p+ BO.G(E)) (1) + 20 (£ OT(0.7 ),
;t (4.53)
Wiy = i) +8(0.6())6(1) £ OO, — 1),
pour ¢t € [0, 7], avec
o0) = O, s
v0) = T().

Il est évident qu’en supposant que la fonction x — [(0,x) est bornée et que la fonc-

tion z +— (0, x) est localement lipschitzienne le probléme (4.53)—(4.54) posséde une
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unique solution (¢(t),(t)), définie pour t € [0,r]. Remarquons que t(t) est donnée
explicitement, pour ¢ € [0, 7], par

D(t) = e /0 TP, a)da + / =13 3(0, 6(5)) 6 (5)ds.

0
De plus, si (0) > 0 et I'(0,-) > 0, alors ¢(t) et ¥ (t) sont positives.
Ainsi, pour ¢ > r, le probléme (4.51)—(4.52) se réduit & un systéme d’équations
différentielles non-linéaires a retard
dx

B 1) = —(p+ BO0.2()a(t) + 2006 (r 0O x(t — )t 1), (455)
%(t) = —ny(t) + B(0,z(t))z(t) — £(r,0)8(0, x(t — r))a(t — ), (4.56)
avec, pour t € [0, 7],
z(t) = o), (457)
y(t) = ().

Comme cela était le cas pour ¥(t), y(t) est donnée explicitement, pour ¢ > r, par

t

y(t) = /t e=10=3) (0, 2(s))(s)ds. (4.58)

-r

Proposition 4.6.1. Supposons que l'application x — (3(0,z) est bornée et que ’applica-
tion x — x3(0,x) est localement lipschitzienne. Soient i € C[0,1] et ' € C(Qg) donnés.
Alors le probleme (4.55)—(4.57) posséde une unique solution (z9(t),y?(t)), définie pour
t>0, ot (¢(t),¥(t)) est lunique solution de (4.53)-(4.54). La dérivée de (z®(t),y"(t))

ent =1 est continue si et seulement si

£(0,0) = 5(0,7(0)7(0). (4.59)
De plus, si Ti(0) >0 et T'(0,-) > 0, alors z®(t) et y¥(t) sont positives.
Démonstration. L’existence, l'unicité et la régularité des solutions de (4.55)—(4.57) sont
données dans Hale et Verduyn Lunel [56]. La positivité de z?(¢) s’obtient facilement

par une méthode des pas. Enfin, en utilisant (4.58), nous obtenons immédiatement la

positivité de y¥(t). O

Dans la suite, pour des raisons biologiques, nous considérons uniquement les solutions
positives de (4.55)—(4.56).

Lemme 4.6.2. Silim; .. 2%(t) = C eziste, alors lim;_., o y¥(t) emiste et vaut

%(1 —e )3(0,0)C, sin >0,

rB(0,C)C, sin=0.
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Démonstration. Supposons que

. (z) _
tl}—&-moox (t) =C
D’apres (4.58), nous avons
y¥(t) = / e (0, 2°(t — 5))x?(t — s)ds, pour t > .
0

Ainsi, nous obtenons

tlgrnoo YV (t) = </07‘ e_”sds>B(O,C')C.

Ceci termine la démonstration. O

D’apreés le lemme 4.6.2, il suffit, pour étudier la stabilité du probléme (4.55)-(4.56),
de se concentrer sur 1'é¢tude de ’équation différentielle & retard (4.55).
Dans [73], Mackey a suggéré que la fonction (3(0,-) était une fonction de Hill, ou

fonction d’efficacité, définie par

n

5(0,) = g (4.60)
ol [y et 0 sont deux constantes positives et n > 0. D’un point de vue biologique, cette
fonction décrit le fait que le taux de réintroduction en phase de prolifération est une
fonction décroissante du nombre de cellules au repos (voir section 2.1).

Nous rappelons que la fonction z — ((0,z) est supposée continue et strictement
positive. A partir de maintenant, nous supposerons de plus qu’elle est décroissante sur
[0, +00) et qu'elle vérifie

lim ((0,z) = 0. (4.61)

z—-+00
Ces hypothéses ont été faites pour la premiére fois par Mackey [73] en 1978 et elles ont
été reprise, par la suite, par Mackey et Rudnicki [82] en 1994.

Avant d’étudier la stabilité du probléme (4.55)—(4.56), nous rappelons une propriété
non triviale des solutions de (4.55). Le résultat mentionné dans la proposition 4.6.3 a été
établi, pour une équation similaire & (4.55), par Mackey et Rudnicki [82] en 1994. Nous

renvoyons a cet article pour une démonstration.
Proposition 4.6.3. Si p > 0, alors toute solution de (4.55) est bornée.

Dans le cas ou p = 0, nous pouvons noter que (4.55) peut avoir des solutions non-

bornées. Un contre-exemple est donné dans la proposition suivante.
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Proposition 4.6.4. Supposons que p = 0 et qu’il existe T > 0 tel que la fonction
x — (0, x) soit décroissante sur l’intervalle [T,+00). Soient € C[0,1] et I' € C'(Qo)
vérifiant (4.59), p(0) > 7T et

2k0&(t,0)I(0,7 — t) > I'(0,0), pour t € [0,r]. (4.62)

Alors l'unique solution de (4.55) est non-bornée.

Démonstration. Soit x(t) la solution du probléme

2 (t) = 2k0&(r,0)3(0,z(t —r))x(t —r) — B(0, z(t))x(t), pour t > r,
z(t) = o), pour 0 < t < r.

Remarquons tout d’abord que si lim;_,;~ 2(t) existe et est égale a C, alors C' = 0.

Par contradiction, supposons que C' > 0. Nous obtenons alors

lim '(t) = (2ko&(r,0) — 1)3(0,C)C > 0,

t——+o00

car (4.62) assure que 2r&(r,0) > 1. Ceci contredit le fait que x(t) converge vers C. Donc
C=0.

Deuxiémement, soient 7 € C[0,1] et I' € C(Qo) telles que (4.59) et (4.62) soient
vérifiées, et 71(0) > Z. L’unique solution ¢(¢) du probléme

¢'(t) = 2ro&(t,0)T(0,7 —1t) — B(0,4(t))p(t), pourt>r,
¢(0) = 7(0),
vérifie
¢'(0) = 2k¢€(0,0)I(0,7) — I'(0,0) > 0.

Il existe donc € € (0,7] tel que ¢'(t) > 0, pour t € [0, €).
Ainsi, ¢(0) < ¢(€). Donc

¢'(e) > T(0,0) = B(0,(€))o(e),
= B(0,7(0)7(0) — 5(0, ¢(€))p(e),
> 0.

En utilisant la méthode des pas, nous montrons alors que ¢'(¢) > 0 pour ¢ € [0, 7].

De la méme facon, nous obtenons

2'(r) > (0, 6(0))¢(0) — B(0, ¢(r))(r) = 0.

Le méme raisonnement nous permet alors d’affirmer que 2/(¢) > 0 pour ¢t > r. Ainsi

est non-bornée. 0
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Remarque 4.6.5. Méme si l’équation (4.55) est instable, I’équation (4.56) peut-étre
stable. Par ezemple, si lim;_ | 2?(t) = +oo, alors d’aprées (4.58) et (4.61) nous avons

L’hypothese sur la fonction z — z3(0, z), dans la proposition 4.6.4, est vérifiée par
exemple si J est donnée par (4.60) avec n > 1. En effet, dans ce cas, la fonction z +—
z((0,z) est décroissante pour z > T = 6/(n — 1)1/7.

Nous déterminons, dans le théoréme suivant, la zone de stabilité globale — le bassin
d’attraction — de la solution triviale de (4.55). Le résultat énoncé indique que l’état
d’équilibre z = 0 de (4.55) est globalement stable lorsque la mortalité est élevée en
phase de repos (p grand) ou lorsque introduction en phase de prolifération est faible

(8(0,0) petit).
Théoréme 4.6.6. La solution triviale de (4.55) est globalement stable si et seulement si

(2r0€(r,0) = 1)5(0,0) < p.

Démonstration. Supposons, tout d’abord, que (2k0&(r,0) — 1)3(0,0) < p. Nous allons
montrer la stabilité globale de la solution triviale de (4.55) en utilisant une fonction de
Lyapunov (voir Hale [57], ou bien I’annexe A).

Nous notons CT le sous-espace positif de C[0,7] (les fonctions continues sur [0,7]).

Nous posons
f(x) = x5(0, z)
et

Flx) = /Ox f(s)ds, pour z > 0.

Nous définissons I’application J : CT — R par

J(6) = F(6(r)) + rot(r,0) /0 " 2(6(0)do,  pour 6 € CF.

Alors
S - 99

J(@) = - (1) f(o(r)) + kos(r, 0)(f*(6(r)) = £2((0))).

Comme
do

E(T) = —po(r) — f(d(r)) + 260&(r,0) f(6(0)),

nous en déduisons
T(6) = —pB(0,6(r)éX(r) ~ f(6(r))
+O (P0609) + 2760 £600)) - (0(0)),
= —(p+00.6(r)) )80, 6(r)é*r) +C(0) X (6(r))
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Ainsi

7(8) < (= ((0) = 1)B(0,6(r)) ) (0, 6(r)8*(r).

Comme (2kp&(r,0) — 1)5(0,0) < p et la fonction = — ((0, x) est décroissante et stricte-

ment positive sur R™, alors la fonction

Aw) = (p = (€(0) = 1)B(0,u) ) B(0, ups?

est positive sur R et A(u) = 0 si et seulement si u = 0. En conséquence, toute solution
de (4.55) avec ¢ € C* tend vers zero lorsque t tend vers +oo.

Supposons maintenant que p < (2k¢&(r,0) — 1)5(0,0). Alors

—(p+5(0,0)) = —¢(0)5(0,0).

D’apres Bellman et Cooke ([19], théoréme 13.8), nous obtenons I'instabilité de la solution
triviale de (4.55). O

Remarque 4.6.7. Si (2k0£(r,0)—1)3(0,0) < p, alors d’aprés le lemme 4.6.2 la solution
triviale de (4.56) est aussi globalement stable.

Les résultats établis au théoréme 4.6.6 vont nous étre utiles dans les deux prochaines

sections pour démontrer des résultats de stabilité globale et d’instabilité de (4.29)—(4.30).

4.7 Stabilité globale pour le modéle structuré en maturité

Nous établissons, dans cette section, un résultat de stabilité globale pour le probléme
(4.29)—(4.30) qui souligne l'influence des cellules immatures sur la population totale.

Nous rappelons tout d’abord quelques définitions.

Définition 4.7.1 (Stabilité locale et globale). La solution triviale du probléeme
(4.29)(4.30) est localement stable si, pour tout ¢ > 0, il existe v > 0 et T > 0 tels
que, sifi € C[0,1] et T' € C(Qo) vérifient

7zl < v et ITlle <wv,

alors

INFL(t, )| < e et |PAE(t, )| < e, pour t > T. (4.63)

La solution triviale de (4.29)-(4.30) est globalement stable si, pour tout € > 0, il existe
T > 0 tel que (4.63) soit vérifiée.
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Nous supposons, dans toute cette section, que 'application x — [((m,z) est unifor-
mément bornée et que l'application z — x3(m,x) est localement lipschitzienne pour
tout m € [0, 1].

Dans le théoréme qui suit, nous énoncons notre principal résultat qui fait le lien
entre la stabilité globale du probléme (4.29)-(4.30) et la stabilité de la population de
cellules immatures. Ce résultat est une généralisation d’un théoréme établi par Mackey
et Rudnicki [83] en 1999.

Théoréme 4.7.2. Supposons que (4.41) est vérifiée. Si la solution triviale de (4.29)-

(4.30) est localement stable, alors elle est globalement stable sur l’ensemble

Qas = {(ﬁ,I‘) € C[0,1] x C(Qe) : lim NFEL(t,0) = lim PPY(t,0) = 0}.

+oo t—+o00

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que si la solution triviale de (4.29) est

localement stable alors elle est globalement stable sur I’ensemble
Oy = {(ﬂ,F) eCl0,1]x C(Q) :  lim N*T(t,0)= o}.

Supposons que la solution triviale de (4.29) est localement stable. Alors, pour toutes
conditions initiales @ € C[0,1], ' € C'(Qg) et tout € > 0, il existe v > 0 et T' > 0, tels
que, si

[zl <v et [[Tllo <w,

alors
|Nﬁvr(t,m)\ <e, pour t > T et m € [0,1]. (4.64)

Soit e > 0 et (71, T') € Qn donnés. Alors lim; ., o NPT (¢,0) = 0. Il existe donc to > 0 tel
que
|INF2(t,0)] < BL pour ¢ > to.

Soient o € C[0,1] et T € C(Qo) donnés. Les solutions de (4.29) étant continues, il existe
6 > 0 tel que, si

o(m)~EO)| <5 et [T(m,a)—T(0,0) <4,
pour m € [0, 1] et a € [0, Tynaz], alors
[N (tm) = NPT (1,0)] < 2.

pour t € [to, to + Tmaz] €t m € [0, 1].

Comme 71 et I' sont continues, il existe b € (0,1) tel que

[i(m) —m(0)] <6 et [D(m,a) = T(0,a)| <4,
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pour m € [0,b] et a € [0, Tyqaz). Définissons alors les fonctions

(m), sim € [0,b],
(b), sim € [b,1],

et

Nous avons alors, pour m € [0,1] et a € [0, Timaz],
[fip(m) —m(0) <6 et [Ty(m,a) —I(0,a)| <.
Ainsi
[N (8, m) = NPT (1,0)] < 3,

pour t € [to, o + Tmaz) €t m € [0,1]. Il s’en suit que
\Nﬁb’rb(t,mﬂ <v, pourt € [ty,to+ Tmaz) €t m € [0,1].

Comme NPoTv(t, m) est une solution de (4.29) et que cette équation est autonome
pour ¢ suffisamment grand, alors N1 (¢,m) devient une condition initiale de (4.29) sur
[to, to + Tmaz) X [0,1]. Nous en déduisons, d’aprés (4.64), qu'il existe T > to + Tmaz tel
que

|NFoLo (t m)| < e, pour t > T et m € [0, 1].

D’apreés le théoréme 4.5.3, il existe £ > 0 tel que
NFETo (3 m) = NFY(t,m),  pour t > T+ Tyaz — In (R(g(1))) et m € [0,1].

Ainsi
HNﬁ’F(t, I < e, pour ¢ > max {T,Z—l— Tmaz — 10 (h(g(l)))}

La solution triviale de (4.29) est alors globalement stable.
De la méme facon, nous montrons, en utilisant le corollaire 4.5.5, que si iz et I" vérifient

lim P™Y(t,0) =0,

t——+o0

alors la solution triviale de (4.30) est globalement stable. O

Remarque 4.7.3. Notons que dans le cas ou la solution triviale du probleme (4.29)-
(4.30) est localement exponentiellement stable, le résultat établi au théoréme 4.7.2 permet
d’obtenir la stabilité globale exponentielle de cette solution sur l’ensemble Qag. La dé-

monstration est strictement identique a la démonstration précédente.



4.7. Stabilité globale pour le modéle structuré en maturité 141

A T'aide du corollaire 4.4.3 et des théorémes 4.6.6 et 4.7.2, nous pouvons conclure sur
la stabilité globale de la solution triviale de (4.29)—(4.30).

Corollaire 4.7.4. Supposons que linégalité (4.40) et la condition (4.41) sont vérifiées.
Alors la solution triviale du systéme (4.29)—(4.30) est globalement exponentiellement
stable.

Démonstration. L'inégalité (4.40) nous donne la stabilité locale exponentielle de la solu-
tion triviale de (4.29)—(4.30).
Par définition de p (cf. section 4.6), nous avons

inf (0 %4 < p.
mlé%o,u( (m)+V'(m)) < p

De plus,
ko&(r,0) < K et £(0,0) < L.
Ainsi
(2k0&(r, 0) — 1)5(0,0) < p.
Le théoréme 4.6.6 permet alors de conclure a la stabilité globale de la solution triviale
de (4.55)—(4.56).

En utilisant le théoréme 4.7.2 et la remarque 4.7.3, nous pouvons conclure. ]

Exemple 4.7.5. Considérons le cas o 6 > 0 et v > 0 sont constants, V et g sont deuz

fonctions linéaires, définies pour m € [0, 1] par

V(m)=m, et g(m) =rk"'m, avec r > 1.
Dans ce cas, on peut vérifier que V' satisfait la condition (4.3).
Supposons aussi que la fonction (3 est une fonction de Hill (voir Mackey [73]), définie

par

Bm. ) = fo(m) o

avec By et 0 deux fonctions positives et continues sur [0,1], et n > 0.

Enfin, nous supposons que T est donné, pour m € [0, 1], par
7(m) = In(m + «), avec o > 1.

Dans ce cas, T est une fonction croissante ; la condition (4.5) est donc vérifiée.

Nous obtenons alors

A(m) = %(\/ 4km + a2 — a), pour m € [0, k71,
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et
A(m) = A(r™Y), pour m € [k, 1].

De plus, les courbes caractéristiques sont définies par

s

x(s,m) =me®, pour s <0 et m € [0, 1].

En remarquant que A(m) < m pour m € (0,1] si et seulement si a« > K, nous obtenons

que la solution triviale de (4.29)—(4.30) est globalement exponentiellement stable si

(14+2k) sup [o(m) < min{d,~} et a > K.
me[0,1]

Nous concluons notre étude du comportement asymptotique du systéme (4.29)—(4.30)
dans la section suivante par un résultat d’instabilité, basé sur un des résultats de la section
4.6.

4.8 Instabilité

La solution triviale de (4.29) est instable si elle n’est pas stable, c’est-a-dire s'il existe

e > 0 tel que, pour tout v > 0 il existe (,I") € C[0,1] x C(Qg) vérifiant
[zl <v et [[Tllo <v,

et
INFE(t, )| > e, pour ¢ > 0.

Nous montrons, dans le théoréme qui suit, que I'instabilité de la population de cellules

immatures — étudiée a la section 4.6 — conduit a l'instabilité de la population totale.

Théoréme 4.8.1. Supposons que

Alors la solution triviale du probléme (4.29) est instable.

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.6.6 et la condition (4.65), la solution triviale de
I'équation (4.55) est instable. Il existe donc € > 0, @ € C[0,1] et ' € C(Qo) tels que
NI(t,0) ne tende pas vers zéro lorsque ¢ tend vers +oo. Ainsi, il existe € > 0 et (£, )nen,

avec t, — +00, tels que

NFI(t,,0) > ¢, pourn €N,
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Par contradiction, supposons que la solution triviale de (4.29) est stable. Alors, il existe

v>0etT >0 tels que, si
7l <v et [Tl <v,

alors

INFL(t, )| <&, pourt>T.

Ainsi

NPT (t,,0)] <&, pourn e N tel que t, > T.

Comme nous pouvons choisir & et ' aussi petits que nécessaire, nous obtenons une

contradiction. Nous en déduisons que la solution triviale de (4.29) est instable. O

Notons que méme si la solution triviale de (4.29) est instable, la solution triviale de

(4.30) peut étre stable (cf. remarque 4.6.5).

4.9 Remarques sur le chapitre

A travers ce chapitre, nous avons étudié un systéme de deux équations aux dérivées
partielles non-linéaires modélisant le processus d’hématopoiése. La principale différence
par rapport a l’étude menée au chapitre 3 concerne la durée du cycle cellulaire : alors
que celle ci était supposée distribuée selon 1’age des cellules au chapitre précédent, nous
avons supposé ici qu’elle dépendait directement de la maturité de la cellule & son entrée
en phase de prolifération. Les équations ont ainsi fait apparaitre un retard dépendant de
la maturité.

Nous avons montré des propriétés d’existence locale, puis globale, et d’unicité des
solutions. En adaptant une méthode introduite par Webb [113] en 1985 nous avons pu
montrer que les solutions étaient positives et ainsi décider d’un cadre de travail correct.
Ensuite, comme au chapitre précédent, nous avons démontré des propriétés de stabilité
locale puis globale en passant par la stabilité de la population de cellules immatures. Dans
cette étude, l'analyse de la population de cellules immatures s’est avérée plus aisée qu’au
chapitre 3 car celle-ci vérifie une équation différentielle & retard discret. L’influence des
cellules souches pluripotentes sur le comportement de la population totale & été obtenue
a travers les résultats des théorémes 4.5.3 et 4.7.2.

Privilégiant une approche mettant en avant I'importance du niveau de développement
des cellules (maturité) dans le processus d’hématopoiése, nous avons réussi a établir des
résultats similaires a ceux obtenus pour des modéles plus simples et pour le modéle du

chapitre 3 qui privilégie une division aléatoire des cellules. Les difficultés rencontrées dans
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cette étude sont de méme nature que celles présentées a la fin du chapitre précédent et
nous ne les exposons pas de nouveau en détails. La principale concerne I’existence d’au
moins une solution stationnaire au probléme (4.19).

En effet, supposons que N* est une solution stationnaire non-triviale de 1’équation
(4.19), alors N* devrait vérifier

dN*

V(m) -

=~ (8m) + V/(m) + (m, N*(m)) ) N* (m)

(4.66)
+Cm)B(A(m), N*(A(m)) ) N* (A (m)).

De nouveau, nous nous heurtons a une équation différentielle & retard singuliére, et le
probléme est similaire & celui rencontré au chapitre 3.

Enfin, les remarques concernant l’incorporation de facteurs de croissance dans ce
modéle, présentées & la section 3.6, restent valables et permettraient certainement de
mieux comprendre les phénoménes mis en jeu dans I'hématopoiése.

Notons aussi que le dernier résultat sur l'instabilité a la section 4.8 souligne la présence
d’une zone « obscure » pour laquelle nous ne pouvons pas conclure a la stabilité ou
'instabilité de la solution, lorsque l'inégalité (4.65) n’est pas vérifiée et que 'inégalité

(4.40) ne l'est pas non plus.
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Chapitre 5

Stabilité asymptotique et
bifurcation de Hopf

Ce chapitre est consacré a l’analyse mathématique d’un systéme d’équations diffé-
rentielles non-linéaires avec un retard temporel distribué selon une densité; ce retard
correspond & la durée du cycle cellulaire. Initialement, ce modéle a la forme d’un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles structurées en dge modélisant la production des

cellules sanguines dans la mcelle osseuse (voir chapitre 1).

Le processus d’hématopoiése, par lequel des cellules souches pluripotentes proliférent
et se différencient pour produire des cellules sanguines, est principalement dirigé par
Iexpression de génes sous l'influence d’hormones et de facteurs de croissance (cf. cha-
pitre 1). Le principal facteur stimulant la production des globules rouges, par exemple,
est I’érythropoiétine. Sécrétée par les reins lorsque ’apport en oxygéne aux tissus est
insuffisant, ’érythropoiétine est libérée dans le sang et agit sur la production des cel-
lules sanguines dans la mcelle osseuse. Un controéle s’effectue ensuite sur la production
de ’érythropoiétine afin de faire chuter sa concentration dans le sang pour ne pas pro-
duire trop de globules rouges. Le mauvais fonctionnement de ce controle facteurs de
croissance/cellules sanguines est suspecté d’étre a l’origine de nombreuses maladies hé-
matologiques cycliques (cf. section 1.5), dont ’anémie hémolytique auto-immune (Bélair
et al. 18] et Mahafly et al. [84]), la neutropénie cyclique (Haurie et al. [59]) et la leucémie
myéloide chronique (Fowler et Mackey [53] et Pujo-Menjouet et al. [98]).

Comme nous l’avons supposé précédemment, dans les chapitres 3 et 4, nous consi-
dérons que les cellules souches hématopoiétiques sont réparties en deux groupes : les
cellules proliférantes et les cellules non-proliférantes, dites au repos (Mackey [73, 74]).
Les cellules en phase de prolifération sont condamnées & se diviser, lors de la mitose,

un certain temps aprés étre entrées dans cette phase. Dans les travaux réalisés depuis
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la fin des années 1970 sur la modélisation mathématique de I’hématopoiése, ce temps a
toujours été supposé constant (voir Mackey |73, 74|, Pujo-Menjouet et al. [98]), c’est-
a-dire le méme pour toutes les cellules. La phase de repos représente quant-a elle un
stade quiescent durant lequel les cellules ne proliféerent que trés lentement et dont elles
peuvent sortir & tout moment pour entrer en phase de prolifération. Environ 90% des
cellules souches hématopoiétiques pluripotentes sont supposées étre en phase de repos.
L’existence de la phase de repos dans le cycle cellulaire est en partie due & Burns et
Tannock [30].

Le modéle introduit par Mackey [73] a été étudié numériquement par Mackey et
Rey [101] et Crabb et al. [38]. Les simulations numeériques ont montré l’existence de
comportements étranges de la population de cellules souches, tels que des oscillations
et des bifurcations. Récemment, Pujo-Menjouet et Mackey [99] ont démontré I’existence
d’une bifurcation de Hopf produisant des solutions périodiques pouvant étre comparées
& celles observées lors d'une leucémie myéloide chronique périodique, et ils ont montré
que leur modeéle dépendait fortement des paramétres.

Nous proposons ici un modéle général d’hématopoiése, basé sur le modéle de Mackey
[73]. Nous tenons compte du fait que le cycle cellulaire comporte deux phases distinctes,
une de prolifération et une de repos. Nous ne supposons pas en revanche que toutes les
cellules se divisent au méme age, parce que cette hypothése n’est pas raisonnable d’un
point de vue biologique. Les cellules souches pluripotentes se divisent par exemple plus
vite que les cellules matures. De nombreux indices (voir Bradford et al. [29]) indiquent que
'age de la cytocinése 7 est distribué sur un intervalle [, 7] avec 7 > 0. Nous supposerons
donc que 7 est distribué selon une densité f de support [7,7], avec 0 < 7 < T < +o0.
Le modéle que nous obtenons est un systéme de deux équations différentielles avec un
retard distribué.

Notre étude portant essentiellement sur ’étude de la stabilité d’un systéme d’équa-
tions & retard distribué (et sur la déstabilisation de telles équations), nous mentionnons
quelques résultats a ce sujet, parmi ceux qui nous semblent les plus importants. Dans
[23] (1989), Boese a étudié la stabilité d’une équation différentielle avec un retard dis-
tribué selon une loi gamma. Cette loi a la propriété de simplifier la nature du retard et
le cadre de travail est alors trés proche de celui des équations avec un retard discret.
Anderson [14, 15], en 1991 et 1992, a démontré des résultats de stabilité liés aux dif-
férents moments de la densité (notamment l’espérance et la variance). Kuang [69], en
1994, a aussi obtenu des résultats généraux de stabilité pour les équations différentielles
avec un retard distribué. Plus récemment, des conditions suffisantes de stabilité pour des
équations différentielles avec un retard distribué ont été démontrées par Bernard et al.

[21]. Ces derniers ont utilisé des propriétés particuliéres des densités, s’appuyant sur les
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résultats d’Anderson [14, 15], pour obtenir leurs résultats. Notons cependant que dans
tous ces travaux les auteurs se sont concentrés sur ’existence de conditions suffisantes de
stabilité et qu’aucune condition nécessaire et suffisante n’a pu étre établie; ces résultats
ne sont alors pas applicables directement & notre modéle.

Notre travail est organisé de la fagon suivante. Dans la prochaine section nous présen-
tons notre modele et nous établissons quelques propriétés importantes & la section 5.2,
dont une propriété sur les solutions bornées et l'existence des états d’équilibre. Nous étu-
dions ensuite la stabilité asymptotique des différents états d’équilibre & la section 5.3. A
I’aide d’une fonction de Lyapunov, nous concluons a la stabilité globale de 1’état d’équi-
libre trivial de notre modeéle en 5.3.1 et nous développons 'étude de la stabilité locale
de I'état d’équilibre non-trivial en 5.3.2. A la section 5.4, nous démontrons 1’existence
d’une bifurcation de Hopf locale qui déstabilise 1’état d’équilibre non-trivial et permet
I’apparition de solutions périodiques. Nous concluons & la section 5.5 en présentant des
simulations numériques et en reliant notre étude a celle de la leucémie myéloide chronique

périodique, pour laquelle des oscillations avec de longues périodes sont observées.

5.1 Motivation et équations du modéle

Considérons tout d’abord les densités de population de cellules au repos et en phase
de prolifération, notées respectivement r(t,a) et p(t,a), qui ont passé un temps a > 0
dans leur phase au temps ¢ > 0.

Les cellules au repos peuvent disparaitre avec un taux § > 0, supposé constant,
qui tient compte notamment de la différenciation cellulaire. Elles peuvent aussi étre
introduites en phase de prolifération avec un taux [.

Les cellules en phase de prolifération peuvent mourir par apoptose (voir section 1.1.3)
avec un taux vy > 0, supposé lui aussi constant. Lors de la mitose, les cellules d’age a se
divisent en deux cellules filles avec un taux g(a), et ces cellules entrent immédiatement
en phase de repos, complétant ainsi le cycle cellulaire.

La fonction ¢ : [0,7) — R vérifie
g(a) =0 sia<T,

avec 0 < 7 < T < +o00. De plus, nous supposons que g est continue par morceaux et

satisfait

/TTg(a)da = +o0.

Cette derniére hypothése décrit le fait que les cellules en phase de prolifération qui ne

sont pas mortes doivent se diviser avant d’atteindre ’Age maximal 7.
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La nature du signal déclenchant I'introduction des cellules en phase de prolifération
n’est pas, a I’heure actuelle, totalement claire. Cependant, d’aprés les travaux de Sachs
[106], nous pouvons raisonnablement supposer que ce signal dépend fortement de la

population totale en phase de repos; c’est-a-dire 5 = ((xz(t)), avec

+oo
x(t) = / r(t,a)da, t>0.
0

La fonction 3 est supposée continue et strictement positive. De plus, nous supposons que
0 est décroissante et vérifie
lim B(x)=0.

z—4o00
Ces hypothéses décrivent le fait que le taux de réintroduction en phase de prolifération
est une fonction décroissante de la population au repos.
Il est généralement accepté que la fonction ( est une fonction de Hill monotone
décroissante [73], donnée par
on
B(x) =bog o 20, (5.1)
avec B9 > 0,0 > 0 et n > 0 (cf. chapitre 2, section 2.1). Le coefficient 3y (en jour—!)
est le taux maximal de réintroduction, 6 la densité de cellules en phase de repos pour
laquelle le taux de réintroduction § posséde un taux d’échange maximal avec la phase
de repos, et n décrit la « sensitivité » de la population par rapport aux changements qui
peuvent y survenir (réaction a un stimulus extérieur, action hormonale, etc.).

D’aprés Mackey [73, 76], les valeurs des paramétres précédemment cités sont généra-

lement données par
§=005jour t, y=02jour !, By=177jour ! et n=3. (5.2)

Notons que, bien qu'une valeur usuelle de 6 soit § = 1.62 x 10® cellules/kg, la valeur
de 0 peut é&tre normalisée sans perte de généralité lorsque nous effectuons une analyse
qualitative de la population de cellules, ce qui est le cas dans cette étude.

Alors 7(t,a) et p(t,a) vérifient le systéme d’équations aux dérivées partielles

or Or
ot + 90 = —(5 + ﬁ(l’(t)))?", a>0,1t>0, (53)
dp  Op _
E—i_% = —(7—|—g(a))p, 0O<a<T, t>0, (5.4)
avec les conditions initiales
r(0,a) =v(a), a>0, et p(0,a) =T(a), a€]0,T). (5.5)

Les fonctions v = v(a) et I' = I'(a) donnent les densités de populations de cellules ayant
passé un temps a en phase de repos et de prolifération, respectivement, au temps t = 0;

c’est-a-dire les populations initiales de cellules d’age a dans chaque phase.
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Le systéme (5.3)—(5.4) provient en fait du systéme structuré en age et maturité (2.4)—
(2.5). Il s’agit du modéle obtenu lorsqu’on ne considére pas la structuration en maturité.
Les conditions aux bords du systéme (5.3)—(5.4), qui décrivent le flux de cellules entre

les deux phases, sont données par

r(t,0) = 2 ’ T)p(t, 7)dT,
(t,0) / o(r)p(t, ) -

p(t,0) = Blz(t))x(t).

La premiére condition décrit le fait que les cellules entrant en phase de repos sont issues

de la division de cellules proliférantes, la deuxiéme condition exprime simplement le fait

que les cellules en G sont introduites en phase de prolifération avec un taux (3.
Comme les cellules qui ont atteint I’Age 7 sans se diviser meurent, nous supposons

aussi que

lim p(t,a) = 0.

a—T
De plus, afin de donner une sens a la population totale x(¢), ’application a — r(t, a) est

supposée L'(0, +00) et telle que

lim r(¢,a) =0.

a—-+00

Nous notons y(t¢) la densité de population totale de cellules en phase de prolifération

au temps t. Alors
-
y(t) = / p(t,a)da, t>0.
0

En intégrant (5.3) et (5.4) par rapport a ’dge, nous obtenons

Z_j = _(5 + B(w(t)))x(t) + Q/T g(7T)p(t, T)dr, (5.7)
Z_?i = —yy(t) + B(x(t))z(t) — /T g(T)p(t, T)dr. (5.8)

En utilisant la méthode des caractéristiques, nous déterminons p(t,a). Ceci est pré-

senté dans la proposition qui suit.

Proposition 5.1.1. Les solutions de ’équation (5.4) vérifiant la condition initiale (5.5)

et la condition auz bords (5.6) sont données par

T(a — t) exp <—7t - / a_t g(s)ds>

B(a(t — a))a(t — a) exp (—7a _ /0 ’ g(s)ds> , sia<t

sit<a,
p(t,a) =
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Démonstration. Nous utilisons la méthode des caractéristiques. Nous posons
o(t) = plt,a(t)) = plt.t +ag)  pour t > tg = max{0, ~ag},

avec ag € R. Alors
dv
%(t) = —(v+g(t+ao))v(t).

MﬂZUWﬂmp(ﬂ@—myi/z@+a®%>.

to

Lorsque ¢ < a, nous avons ¢y = 0 donc

o(t) = v(0) exp (—7t _ /O “o(sta— t)ds) — (0,0 — t) exp (—7t _ / : g(s)ds> |

Lorsque a < ¢, alors tg = —ag =t — a donc

t

o(t) = v(t — a) exp (—'ya _ /t o(s+a— t)ds) — p(t— a,0) exp <—'ya _ /O g(s)ds) .

—a

Nous concluons en utilisant (5.5) et (5.6). O

En particulier, le résultat de la proposition 5.1.1 nous permet d’obtenir

(F)p(t. ) = e MG, T)T(T — 1), sit<rT,
PRIV Gt Bt — )t — 1), sir<t,

ol la fonction G est définie par

Lemme 5.1.2. La fonction f définie pour 7 > 0 par

F(r) i= g(r) exp (— / Tg<s>ds>

est une densité de support [r,7T]. En particulier,

/;f(f)df _1

Démonstration. D’aprés la définition de f, il est facile de voir que

supp f =supp g = [7, 7).
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De plus,
/;f(f)df _ /;% <exp ( /OTg(s)ds)> dr,
~ lim T“% (—exp (- /0 Tg(s)ds)) i,
= CILLH% [— exp (— /ng(S)dsﬂz’
~ lim [exp (_ /Olg(s)ds> _exp <— /Oag(s)ds>] ,
1 lmexp (- /Oag(s)ds>,
= 17
car g(s) = 0'sis < r et /;g(s)ds ~ too. 0

La fonction f représente la densité de division des cellules en phase de prolifération.

Nous pouvons noter que la fonction G est alors donnée par

Nous déduisons alors de (5.7)—(5.8) que le processus d’hématopoiése est décrit par le
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systéme suivant :

( dx

- = (5 + Bx(t)))x(t
ze’v/ I(r — t)dr, 0<t<r,
/ e Tf(m)B(x(t — 7))x(t — 7)dr
+{ -
e / G(t,r)T(r — t)dr, 1<t<T,
2 /T e Tf(T)B(x(t — 7))zt —T)dT, T <UL,
T (5.9)
% = —yy(t) + Ba(t)z()
et / " Gt — by, 0<t<r,
/ ¢ f(7)B(a(t — 7))t — T)dr
det /T Gt,n)[(t—t)dr, T<t<T,
[ et - et - nar, <t

Nous donnons une interprétation biologique directe (sans parler du probléme (5.3)-
(5.4)) du systéme (5.9).

Dans la premiére équation, décrivant 1’évolution de la population de cellules au repos
x(t), le premier terme & droite du signe égal décrit les pertes en G dues soit & la mortalité
et la différenciation cellulaire (0) soit & l'introduction en phase de prolifération (). Le
second terme représente le gain cellulaire obtenu grace au mouvement des cellules en
phase de prolifération qui viennent de terminer un cycle cellulaire. Ce terme nécessite
des explications plus détaillées.

Rappelons que les cellules se divisent selon une densité f, de support [r,7]|. Dans
la suite, nous nommerons « nouvelles cellules en phase de prolifération » les cellules
en phase de repos introduites en phase de prolifération & l'instant ¢ considéré. Lorsque
t < 7, aucune nouvelle cellule en phase de prolifération n’est assez mature pour se
diviser, car les cellules ne peuvent se diviser avant d’avoir passé un temps 7 en phase de
prolifération. Ainsi, le gain cellulaire ne peut provenir que des cellules initialement en
phase de prolifération. Lorsque ¢ € [r,7], laccroissement de la population en phase de
repos est di en partie & la division des nouvelles cellules en phase de prolifération mais
aussi & la division des cellules de la population initiale. Finalement, lorsque ¢ > 7, toutes

les cellules de la population initiale se sont divisées ou sont mortes; le gain cellulaire est
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alors obtenu par division des nouvelles cellules en phase de prolifération, introduites une
génération plus tot.

Notons que le facteur 2 illustre toujours la division d’une cellule mére en deux cellules
filles lors de la mitose. Le terme e~ avec t € [0, 7], décrit 'atténuation de la population
en phase de repos due a la mort par apoptose (cf. section 1.1.3).

Dans I’équation décrivant 1’évolution de la population de cellules en phase de pro-
lifération y(t), le premier terme a droite du signe égal décrit les pertes cellulaires dues
a 'apoptose et le second terme décrit 'apport cellulaire en provenance de la phase de
repos. Le dernier terme tient compte du flux de cellules de la phase de prolifération vers

la phase de repos, lors de la mitose.

= /000 v(a)da.

Alors les populations initiales dans les deux phases sont données par

Nous posons

z(0) = p et y(0) = /OT I'(a)da.

Arrivés & ce point, nous pouvons faire une remarque. Etant donné que les cellules au
repos sont introduites en phase de prolifération avec un taux (3, alors I'(0), la population

de cellules introduites en phase de prolifération a l'instant ¢ = 0, doit satisfaire

En tenant compte des pertes inévitables par apoptose et par division, nous supposons

que I'(a) est donnée par
e 1 B(u)n, st a € [0,1),

T e (- [ i) s, siaein )

(5.10)

Cela signifie simplement que I' vérifie ’équation (5.4) (voir Webb [113], page 8). En
utilisant (5.10) et une intégration par parties, les conditions initiales du systéme (5.9)

deviennent

e = 0 =g [ 50 (P (5.11)

Lorsque v = 0, nous obtenons

y(0) = B(u)u / o f(ryr.

Nous étudions dans la section qui suit certaines propriétés du systéme (5.9). En par-
ticulier, nous montrons que ’étude de (5.9) se réduit a I’étude d’un systéme d’équations

différentielles a retard.
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5.2 Propriétés du modéle

Nous étudions & présent le systéme (5.9) avec les conditions initiales (5.11).

Supposons que la fonction = — z3(z) est lipschitzienne. En utilisant une méthode
de résolution par pas, il est alors immédiat d’obtenir 'existence d’une unique solution
au systéme (5.9)—(5.11), pour tout p € R, notée (x(t),y(t)), définie sur [0, +o0) (pour
plus de détails concernant ce résultat nous renvoyons par exemple le lecteur & I'ouvrage
de Hale et Verduyn Lunel [56]).

On peut remarquer que le probléme (5.9) se réduit & un systéme de deux équations
différentielles & retard, dont les conditions initiales sont solutions d’un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires.

Notons tout d’abord que
G, ")T(r —t) = f(1)e 7" D3(u)p pour tout t < 7.

En effet, si 7 —t < 7, (5.10) nous donne
T—t
G(t, 7T (7 — 1) = f(r)exp ( / g(s)ds) =03 = F(r)e D B,

car g(s) =0 pour s < 7, et, si 7 —t > T, nous obtenons d’aprés (5.10)

T—t T—t
Gt =) = sryes ([ oas) e e (= [ gto1as) sl
0 T
soit
G(t,T)T(r —t) = f(r)e "D B(u)p.
Sur lintervalle [0, 7], la premiére équation pour z(t) du systéme (5.9) s’écrit

i _ S T
= O E)R0 +2n [ @ osiss

2(0) = p,
et, sur 'intervalle [7, 7], la deuxiéme équation se réduit a 1’équation différentielle a retard

non-autonome suivante
do _ — (04 Ble(t))p(t) + 28(n)p /Fe”Tf(T)dT
dt . t
12 / e F(T)Bp(t - 7))plt - T)dr, telr7,

p(t) = &(1), t€[0,z],

ou p(t) est 'unique solution de (5.12) associée & la donnée initiale pu.

(5.13)

De la méme fagon, la solution y(t) de la seconde équation du systéme (5.9), notée
¥ (t), est donnée en fonction de 'unique solution @(t) de (5.12), associée & pu, et de

I'unique solution ¢(t) de (5.13), pour ¢ € [0,7].
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Le systéme (5.9) s’écrit alors sous la forme d’un systéme autonome d’équations dif-

férentielles & retard pour ¢t > T,

dx

G = G ae)e) +2 [ e HB - el - n)dr, (5140

T

= W)+ Ba)a(t) ~ [ D~ D)alt — )i, (5140

avec, pour t € [0, 7],

Nous montrons dans la proposition qui suit que la solution de (5.14b) peut étre

exprimée de fagon explicite en fonction de xz(t).

Proposition 5.2.1. Les solutions de (5.14b) sont données explicitement, pour t > T,

par

—T

7 t
y(t) = / f(r)( / e =932 (s))a(s) ds> dr. (5.15)
T t
Démonstration. Soit t > 7. D’aprés (5.14b) et puisque f est une densité, nous avons

FO0) = B0 — [0l ale - o

- /T e [evtﬁ(:c(t))x(t) — DBt — 7))zt — T)] dr.

Donc

—
~\\:‘ |
~
S

eTty(t) = 7y (F) + / [ Ba(s)a(s) — (s — 7))als - 7)] df) ds,

= omm) + [ 1) (/ 0 Ba()(s) — 0 Blals — (s - r)ds ) dr.

En utilisant le changement de variable ¢ = s — 7 dans le terme & retard de 1’équation

précédente, nous obtenons

o) = Ty + [ 1w ( A O Bla(s))a(s)ds ) dr

-7

- /T e < /T i evs/@(x(s))x(s)ds> ir.

Il nous faut donc montrer que

o) = [ 1) (/ ’ O Bla(s)a(s)ds ).
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Nous rappelons que ¢(t) est 'unique solution de (5.12), associée a la donnée initiale p,
et o(t) est 'unique solution de (5.13), de donnée initiale @.
Sur intervalle [0, 7], "'unique solution v (¢) de la seconde équation du systéme (5.9)

vérifie
B@EE)B() — B / " f()emdr,  si0<t<z,

%(t) F(t) = Ble®)e(t) — Bun /tT f(r)e™Tdr

- / FO)e Bt — )t — T)dr,  siT<t<T.

Nous obtenons donc

o) = 0(0) + [ BENG6Ms — S [ 1) ([ Fertras) ar

0

Rappelons que ] ]
00 =30) = san [ 10 ( | d) i,

ou y(0) est défini en (5.11). Alors, en utilisant un changement de variable évident, nous

obtenons
0) = | ") ([eas)ar = st / ") (/ s dr.
Ainsi
i) = | " B(3(5))3(s)ds + Bl)p /_ ") ( / e‘%) dr. (5.16)

En considérant maintenant ’équation vérifiée par 1 (¢) pour ¢ € [r, 7], nous avons

U = )+ [ O Bplelss — n /( /;fme%s—%) ds

T

[ ([ #0006t = mets = riar ) s
Comme ¢(s) = ¢(s) pour s € [0, 7], nous obtenons avec (5.16)

o) = [ estetnes + s [ 5o ([ eas)ar

—Blwp / ’ < / ' f(T)e’Y(S_T)d7—>_ ds
_ /j (/: f(T)ev(s—T)ﬁ((p(s —))pls — r)d¢> ds.

Nous posons

e(o) =¢(0) =9(0) =p pour o < 0.
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Alors

o = [ O Betselo)ds + An /;fm ([ "evas)ar

En se souvenant que

nous parvenons a

o = [ i ([ estetnes)ar+ s [ i ([ Teras)ar
- [ s ([ erstenawas) i _
Comme o(s) = 1 lorsque s < 0, nous avons
s [ ([Teras)ar— [Trn ([ enstetnas ) ar
Sl / ") ( | e | 0 d) "

= 0.
En conséquence,

o) = 1) ([ epetsnetos ) ar

Puisque ¢(7) = y(7) et z(s) = ¢(s) pour s < 7, nous obtenons le résultat souhaité. Ceci

conclut la démonstration. O

Remarquons que y(t) ne dépend plus de la condition initiale I'(a) aprés une gé-

nération, c’est-a-dire lorsque ¢t > 7. Ceci s’explique de la facon suivante : les cellules
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initialement en phase de prolifération se sont divisées ou sont mortes aprés une géné-
ration (un cycle cellulaire complet) ; les nouvelles cellules en phase de prolifération ne
peuvent donc provenir que de la population de cellules au repos z(t).

Nous pouvons aussi remarquer que les solutions de I’équation (5.14a) ne dépendent
pas des solutions de I’équation (5.14b), alors que la réciproque n’est pas vrai. L’expression
de y(t) obtenue en (5.15) nous donne des renseignements plus précis sur U'influence du
comportement de z(t) sur la stabilité des solutions y(¢). Ces résultats sont établis dans

le lemme suivant.

Lemme 5.2.2. Soit (z(t),y(t)) une solution de (5.14). Si lim;_, 1o x(t) exziste et est
égale a C > 0, alors

T 1—e 7 .
B(C)C f(r) <7>d7, si vy >0,

lim y(t) = (5.17)

t——+oo

ﬂ(C)C/?Tf(T)dT, si v =0.

De plus, si x(t) est P-périodique, alors y(t) est aussi P-périodigue.

Démonstration. D’apreés (5.15), nous avons

y(t) = / ’ f(T)( / "Bt — s))a(t — 5) ds) dr  pourt>T7. (5.18)

0

i o) =€) [ 1) [ "o as)ar

et (5.17) s’en suit immédiatement.
Lorsque x(t) est P-périodique, alors en utilisant (5.18) il devient évident que y(t) est

aussi périodique avec la méme période. O

Le lemme 5.2.2 montre I'influence de (5.14a) sur la stabilité du systéme en entier, car
la stabilité des solutions de (5.14a) méne a la stabilité des solutions de (5.14b).

Notons qu’il n’est pas restrictif de prendre C' positif dans le lemme précédent. Comme
nous le montrons dans la proposition qui suit, les solutions de (5.14) ont la propriété d’étre
positives. Cette propriété est nécessaire dans notre cadre d’étude, x(t) et y(¢) décrivant

des densités de cellules.

Proposition 5.2.3. Soit > 0 donné. Alors les solutions z(t) et y(t) du systéme (5.14)

sont positives.

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que les solutions de (5.12) et (5.13) sont

positives.
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Le probléme (5.12) est un probléme de Cauchy ordinaire, les solutions ¢(t) de (5.12)
sont donc monotones, et il est facile de voir que si ¢ s’annule en un point ¢y € (0,7)
alors sa dérivée est strictement positive en ce point : les solutions de (5.12) sont donc
positives.

Soit ¢(t) 'unique solution de (5.13). Supposons qu’il existe ty € (7,7) tel que

go(t) >0 sit<t, et (p(t()) =0.
Alors
d T to
0 =280 [ i@ 2 [ e Bl — et - T)ir >0

Ceci est impossible, nous obtenons donc une contradiction. Les solutions de (5.13) sont
donc positives.
Le méme raisonnement nous permet d’obtenir la positivité des solutions de (5.14a).
Nous déduisons la positivité des solutions de (5.14b) de (5.15). O

Remarque 5.2.4. Notons que si p = 0, l'unique solution de (5.14) est donnée par
x(t) =0 et y(t) =0, pour tout t > 0.

Avant d’étudier la stabilité asymptotique de (5.14a), nous établissons un résultat
concernant les solutions bornées de cette équation. La démonstration est basée sur celle
utilisée par Mackey et Rudnicki [82] pour une équation différentielle avec un retard

discret.

Proposition 5.2.5. Supposons que § > 0. Alors les solutions de (5.14a) sont bornées.

Démonstration. Supposons que § > 0 et 2(f; e 7 f(7)dT)B3(0) > 6. La fonction 3 étant

décroissante et telle que lim,_,;~ B(x) = 0, il existe un unique xy > 0 tel que

o( [ Fe‘”f(f)(”)ﬁ(xo) 5

2( /_ T f(T)dT)ﬁ(a:) <5  pouwrs > (5.19)

et

Si 2(fTF e 7 f(1)dr)B(0) < 4, alors (5.19) est vérifiée avec zg = 0. Posons

1= 2(/1?677]0(7')617') ﬂ(?“ > 0.

On peut vérifier que

2< /1 T f(T)dT> max <ﬂ(y)y) <br  pourz > 1. (5.20)

0<y<z
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En effet, soit y € [0,z); si y < x¢, alors

2< /_ T f(T)dT> Bly)y < 2< /_ T f(T)dT> B(0)zo = dz1 < 6

et si y > xp,

2( / T f(T)dT> Bly)y < oy < 6.

s
Ainsi (5.20) est vérifiée.
Par contradiction, supposons que limsup;_,, ., #(t) = 400, ot z(t) est une solution

de (5.14a). Alors il existe tg > T tel que
x(t) < z(tp) pourt € [to — T, o) et x(tg) > x1.

Grace a (5.20), nous obtenons

Z/T e (1) B(x(to — 7))x(to — T)dT < dx(th).

En utilisant (5.14a), nous en déduisons

dz
= (to) < =B(a(t0)))x(to) <0,
ce qui nous donne une contradiction. Ainsi limsup,_,, ., x(t) < +o0. O

D’apres (5.15), les solutions y(t) de (5.14b) sont bornées dés que les solutions de
(5.14a) le sont, car la fonction [ est bornée.

Lorsque § = 0, les solutions de (5.14a) peuvent ne pas étre bornées. Dans la prochaine
proposition, nous montrons que ces solutions peuvent exploser sous certaines conditions.
Remarquons néanmoins, en utilisant (5.18), que les solutions de (5.14b) peuvent tout de

méme étre stables dans ce cas (si limy_, ; B(x)x = 0 par exemple).

Proposition 5.2.6. Supposons que § = 0 et

/T e T f(r)dr > % (5.21)

De plus, nous supposons qu’il existe T > 0 tel que la fonction x — x[(x) soit décroissante
pour x > T. Si p > T, alors 'unique solution de (5.14a) vérifie

lim z(t) = +o0.

t——+o0

Démonstration. Remarquons d’abord que si limy .. x(t) = C existe alors, d’aprés

(5.14a), nous avons

(2 /_ T f(r)dr — 1> B(C)C = 0.
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11 s’en suit que C' = 0.

Soit p > T donné. Considérons 1’équation
F) =260 [ IR - BEOFO  pow0<t<r (5.22)

avec ©(0) = p. La fonction x — x(3(z) étant décroissante pour x > Z, chaque solution

@(t) de (5.22) vérifie, pour t € [0, 7],

g(t) > (2 /TTe_Wf(T)dT — 1>ﬁ(u)u > 0.

Considérons maintenant le probléme

(1) = —Blp(t))o(t) + 20(u)u / " ()

+2 / e T f(T)B(p(t — T))p(t — T)dT, telr,7, (5.23)

p(t) = o(1), te[0,1),

ou ¢(t) est 'unique solution de (5.22) pour la donnée initiale p. Alors

¢'(z) > (2 /1 ’ e VT f(r)dr — 1> B(p)p > 0.

Il existe donc ¢ > 0 tel que 7+ ¢ < T et ¢'(t) > 0 pour t € [r,7 + €). Comme
4 < 9(r) < (7) < @z +€), pour 7 € 1,7 + €], nous avons

e = (2 | e (r)dr —1) Bz + Dotz + )

T+e

w2 [ o 7 (7)) Btz + ez + o)

> (2 / "o () — 1)5(@(z+6))@(z+8)-

La condition (5.21) nous donne ¢'(7 4+ ) > 0. En utilisant un argument similaire, nous
obtenons

o'(t)>0 pour t € [1,7].

Finalement, considérons 1’équation différentielle

2(t) =2 / " ()l — T)at — )dr — Bla(t))(t)

avec une condition initiale donnée sur [7,7] par la solution ¢(t) de (5.23). En utilisant

le méme raisonnement que dans les cas précédents, nous obtenons

2'(7) > 0.
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Nous en déduisons que
2'(t) >0 pour ¢t > 0.

Ceci conclut la démonstration O

L’hypothése sur la fonction x — z(x) dans la proposition 5.2.6 est vérifiée par
exemple lorsque [ est donnée par (5.1), avec n > 1. Dans ce cas, nous pouvons prendre
T = 0/(n—1)"Y"

Nous nous intéressons a présent & 1’étude de la stabilité du probléme (5.14). Cette
étude passe par l'analyse du comportement des états d’équilibre du probléme (5.14),
lorsqu’il y en a.

Un couple de solutions (Z,7y) de (5.14) est un état d’équilibre de (5.14) si

9z _ dy _
dt  dt
Le probléme (5.14) posséde au plus deux états d’équilibre. Le premier, Fy = (0,0),

0.

existe toujours : il correspond & l’extinction de la population. Le second état d’équilibre
décrit 1’état stationnaire attendu de la population. C’est un état d’équilibre non-trivial,

strictement positif, noté E* = (z*, y*), ou z* est I'unique solution de

(2 / T () dr 1> B(z*) = (5.24)

et, d’apres (5.9) et (5.11),

B(at)a* /Tf(T) <£> dr,  siy >0,
y* = - ! (5.25)

537*/ Tf(7)d, sty =0.

Comme [ est une fonction positive et décroissante vérifiant lim, .~ 5(z) = 0, I’état
d’équilibre E* existe si et seulement si
-
0<d< (2 / e f(r)dr — 1) 5(0). (5.26)
T
Dans la section 5.3, nous étudions la stabilité asymptotique des deux états d’équi-
libre Fy et E*. D’aprés le résultat principal du lemme 5.2.2, il nous suffit d’analyser le
comportement des états d’équilibre de (5.14a), c’est-a-dire x = 0 et © = x*, pour obtenir

des informations sur le comportement de toute la population.

5.3 Stabilité asymptotique

Nous montrons tout d’abord que 1'état d’équilibre Ey est globalement asymptoti-

quement stable lorsqu’il est le seul état d’équilibre du systéme (5.14), et qu’il devient
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instable dés que I’état d’équilibre non-trivial £* apparait : il y a donc existence d’une
bifurcation transcritique. Dans une deuxiéme partie, nous déterminons des conditions

assurant la stabilité assymptotique de E*.

5.3.1 Stabilité de 1’état d’équilibre trivial

Dans le théoréme qui suit, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que l'état d’équilibre Ey du systéme (5.14) soit globalement asymptotiquement stable en
utilisant une fonction de Lyapunov.

Ces fonctions sont d’un grand intérét dans I’étude de la stabilité des états d’équilibre,
pour les équations différentielles ordinaires et & retard. Leur définition ainsi que leur
utilisation avec des équations différentielles & retard sont détaillées dans ’ouvrage de J.
Hale [57]. Le lecteur intéressé peut aussi se référer & 'annexe A, section A.2, ou tous les

résultats que nous utilisons par la suite sont présentés.

Théoréme 5.3.1. L’état d’équilibre trivial Ey du systéme (5.14) est globalement asymp-

totiquement stable si -
(2/ e T f(r)dr — 1>ﬂ(0) <6 (5.27)

et instable si

5§ < (2 /ITve(T)dT - 1>5(0). (5.28)

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (5.27) est vérifiée.
Nous notons C le sous-espace des fonctions continues sur [0, 7] formé par les fonc-
tions positives (ou nulles) et nous définissons une application J : C* — [0,+0c0) en

posant

T—T

sor= [ s ast [ [ (00)60) w)ar

pour ¢ € CT. Nous posons (cf. [57] ou annexe A, section A.2)

J(¢) = limsup M

u ; pour ¢ € C™,
t—0

ol z¥ est I'unique solution de (5.14a) associée a la condition initiale ¢ € C'T, et zf () =
x¥(t + 0) pour 0 € [0,7]. Alors

J(p) = Cfl—(f(?)ﬁ(w(?))w(?)
) ; , (5.29)
+ [ ) ((ﬁ(w(T))w(T)) ~ (Bler = )e(r =) )dT'
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D’apres (5.14a), la fonction ¢ vérifie

) == (3+8(etr))em +2 [ BT~ )olr — Ty

Ainsi, (5.29) devient

Je) = ~(5+8(em))Blem)em) + [

T

") (3o o)’

+2ﬁ(@(ﬂ)@(?)ﬂ(@(? o T))QO(? —7)— (ﬁ(%’(? — T))‘P(7 — 7'))2] dr,

- (5 + ﬁ(cp(?)))ﬁ(cp(?))cf(?) + 2(6(@(?))@@)2 /T e T f(r)dr

T

- [ e 0 B etn) = Alotr = m)etr = )] o

Nous en déduisons que
J(p) < —u(e(7)),

ol la fonction u est définie, pour x > 0, par
u(z) = r(z)3(z)z? (5.30)

avec . (2 /zTeff(T)dT - 1) B(x).

La fonction (3 étant décroissante, r est une fonction monotone. De plus, d’aprés (5.27),
r(0) > 0, et limy_oo7(x) = & > 0. Donc r est une fonction strictement positive sur
[0, 4+00).

En conséquence, la fonction u définie par (5.30) est positive sur [0, +00) et
u(z) =0 si et seulement si x = 0.

Nous en déduisons que toute solution de (5.14a), de condition initiale ¢ € CT, tend vers
zéro lorsque t tend vers 4o0.

Supposons maintenant que la condition (5.28) est vérifiée.

Nous linéarisons ’équation (5.14a) autour de I’état d’équilibre z = 0. Nous obtenons

I’équation caractéristique

7

Ao(A) = A+ + B(0) — 25(0) / O f(r)dr =0, AeC. (5.31)

T

Considérons Ay comme une fonction de la variable réelle. Puisque

CZ—A/\O =1+ Qﬂ(O)/ re” AN f(1)dr > 0,
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alors A est une fonction croissante. De plus, d’aprés (5.31) nous avons

li Ag(A) =
)\—1>I-|I-loo 0( ) too,

et (5.28) entraine que

Ap(0) = 5 — (2 /?e—va(T)dT _ 1>5(0) <.

T

Ainsi Ag(\) posséde une unique racine réelle qui est strictement positive. Donc (5.31)
posséde au moins une valeur propre a partie réelle strictement positive. L’état d’équilibre

x =0 de (5.14a) est donc instable. Ceci conclut la démonstration. O

L’inégalité (5.27) donnant la stabilité asymptotique globale de 1'état d’équilibre Ej
est vérifiée lorsque par exemple d ou 7, les taux de mortalité, sont élevés ou bien lorsque
(3(0) est faible. D’un point de vue biologique, ces conditions correspondent & une situation
dans laquelle les cellules ne peuvent pas survivre parce que les taux de mortalité sont
trop élevés ou bien, simplement, parce que trop peu de cellules sont introduites en phase

de prolifération et donc le renouvellement de la population n’est pas assuré.

Remarque 5.3.2. Notons que lorsque

/ e T f(r)dr < %,

Détat d’équilibre Ey est l'unique état d’équilibre du systéme (5.14) et est donc globalement

asymptotiquement stable. Lorsque

/T " e () = -

alors Ey est globalement asymptotiquement stable si & > 0. Enfin, lorsque

<2 /je-Wf(T)dT _ 1>ﬂ(0) 5,

il est facile de vérifier que \ = 0 est valeur propre de (5.31) et que toutes les autres
valeurs propres sont & parties réelles strictement négatives. Nous ne pouvons alors pas
conclure sur la stabilité ou l’instabilité de Ey sans développer une analyse plus compléte.

Ce travail est loin d’étre évident et fera l'objet d’une étude ultérieure.

5.3.2 Stabilité de 1’état d’équilibre non-trivial

Nous nous intéressons & présent a l’état d’équilibre non-trivial positif E* = (z*, y*),

défini par (5.24)(5.25). Nous supposons donc dans toute cette section que la condition
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(5.26) est vérifiée, c’est-a-dire

0<d< (2 [evff(f)df - 1> 5(0).

Comme § > 0 et 5(0) > 0, (5.26) entraine en particulier

/‘?e’ny(T)dT > % (5.32)

D’aprés le résultat établi au lemme 5.2.2, il est suffisant de s’intéresser a la stabilité de
I'état d’équilibre non-trivial positif z = z* de (5.14a).

Cet état d’équilibre coexiste en permanence avec ’état d’équilibre trivial x = 0. C’est
pourquoi nous n’étudions pas la stabilité globale de z*, mais nous nous intéressons a sa
stabilité locale.

Pour cela, nous linéarisons I’équation (5.14a) autour de x*. Notons 3* € R la quantité

5 = (a5

. =B@") +a2"f'(2"). (5.33)

Tr=x
Nous posons u(t) = z(t) — «*. La linéarisation de (5.14a) autour de z* est donnée par

T

%‘ = —(6 + B)ult) + 28" / e T f(T)u(t —7)dr.

Nous en déduisons I’équation caractéristique

A(N) = A+ 6+ 3 — 28" / " =T () dr = 0, (5.34)
T
Notons ici que I’application 2 — x3(x) n’est pas, en général, monotone. Par exemple,
si @ est donnée par (5.1) avec n > 1, 'application = +— z(3(z) est croissante pour
z < 0/(n —1)/" et décroissante pour z > 6/(n — 1)/™. Dans ce cas, 3* est positif
lorsque z* est proche de zéro et négatif quand z* est suffisamment grand.
Nous établissons des résultats de stabilité asymptotique pour 1’état d’équilibre E*

dans le prochain théoréme.

Théoréme 5.3.3. Supposons que (5.26) est vérifiée. Si

[ , (5.35)

2 /T e Tf(r)dr +1

alors E* est localement asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous montrons d’abord que l'état d’équilibre z = x* est localement

asymptotiquement stable lorsque §* > 0.
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Nous considérons l'application A(\), définie par (5.34), comme une fonction de la

variable réelle \. Alors A()) est de classe C' sur R et sa dérivée est donnée par

% =1+ Qﬁ*/ e~ AT F(7)dr > 0.

La fonction A()) est donc croissante et vérifie

lim A(N) = -0 and lim A(X) = 4o0.

A——00 A——400

11 existe donc un unique Ay € R tel que A()\g) = 0. De plus, comme

A(0) =6 — (2 /Te—Wf(T)dT . 1>g*,

T

nous déduisons de (5.24), (5.32) et (5.33) que

A(0) = — (2[677(7)617 - 1>x*ﬂ’(x*) > 0.

Ainsi Ay < 0.
Soit A = p + iw une valeur propre de (5.34) telle que u > A\g. En ne considérant que
la partie réelle de (5.34), nous obtenons

p=—(0+p%)+25" / e~ N7 £ (1) cos(wr)dT. (5.36)

T

En utilisant (5.34) avec A = Ao ainsi que (5.36) nous obtenons alors

w— N = 20" /? e 1T f(7) [e_’” cos(wT) — e_AOT] dr.

e M cos(wt) — e T < ()

pour tout 7 € [r,7]. Ainsi, u — Ag < 0, ce qui améne une contradiction. Les valeurs
propres de ’équation caractéristique (5.34) sont donc toutes & parties réelles négatives
et ’état d’équilibre x = z* de (5.14a) est localement asymptotiquement stable.

Nous supposons & présent que 3* < 0 et vérifie

g > ——— d (5.37)

2/T€_7Tf(7)d7'+ 1.

Soit A = p + iw une valeur propre de (5.34) telle que x> 0. Comme

/? e Tf(7) <e*“7 cos(wT) + 1)d7‘ >0,
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nous obtenons

23* /T e_(“J”)Tf(T) cos(wT)dr < —24* /T e T f(r)dr.

D’apres (5.36) et (5.37), nous avons alors

7

pw<—(0+p5%)— Zﬁ*/ e T f(r)dr <0,

T

ce qui nous donne une contradiction. Nous en déduisons que p < 0.

Supposons maintenant que (5.34) posséde une valeur propre imaginaire pure iw, avec
w € R. Alors d’apres (5.36) nous avons
_0+5

/TT e T f(7) cos(wT)dT = 55

’ /? e 1 f(7) cos(wT)dr| < /F e T f(r)dr

et d’apres (5.37)
5+ pB*
203*

Ainsi (5.34) ne peut pas avoir de valeur propre imaginaire pure. Il s’en suit que toutes

< — /?677f(7)d7'.

les valeurs propres de (5.34) sont & parties réelles négatives et ’état d’équilibre x = z*
de (5.14a) est localement asymptotiquement stable.

Finalement, supposons que

=0 , (5.38)
2/ e Tf(r)dr+1

T

Soit A = p + iw une valeur propre de (5.34), qui sous 'hypothése (5.38) se réduit a

A— 28 / T £(7) (1 + e_)‘T) dr = 0. (5.39)

Par contradiction, nous supposons que i > 0. En ne considérant que la partie réelle de

(5.39), nous avons

w=23" /TT e T f(7) (1 +e HT cos(w7)>d7' < 0.

Nous obtenons une contradiction, donc g < 0. Si nous supposons maintenant que u = 0,

alors nous obtenons facilement que

cos(wT) = —1 pour tout 7 € [, 7],
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ce qui est impossible. Il s’en suit que toutes les valeurs propres de (5.34) sont & parties
réelles négatives lorsque (5.38) est satisfaite et I’état d’équilibre x = z* est localement
asymptotiquement stable.

En utilisant le résultat du lemme 5.2.2, nous concluons que 1’état d’équilibre E* est

localement asymptotiquement stable lorsque (5.35) est vérifiée. O

La stabilité asymptotique de E* est illustrée sur la Fig. 5.1. Les valeurs des paramétres
sont données, dans ce cas, par (5.2), excepté n = 2.42, 7 = 0 et 7 = 7 jours. La densité

f est elle définie par

, siTé€elr,T],
T (5.40)

F —
0, sinon.

f(r) =

Populations en phases de repos et de prolifération (x 108 cellules/kg)

1.4 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

F1G. 5.1 — Les solutions z(t) (courbe bleue) et y(t) (courbe rouge) du systéme (5.14)
sont représentées pour des valeurs des parameétres 3y, d et v données par (5.2), n = 2.42,
7 = 0 et T = 7 jours. Dans ce cas, 1’état d’équilibre non-trivial E* est localement

asymptotiquement stable, méme si les solutions oscillent.

Les illustrations présentées a la Fig. 5.1, ainsi que celles présentées aux sections 5.4
et 5.5, ont été réalisées a 1’aide du solveur de MATLAB pour les équations différentielles
a retard, dde23 [108].

Lorsque la condition (5.35) n’est plus vérifiée, nous avons nécessairement [§* < 0.
Dans ce cas, nous ne pouvons obtenir la stabilité de 1’état d’équilibre E* pour toutes
les valeurs de 3*. En fait, nous allons montrer dans la section suivante que E* peut-étre

déstabilisé dans ce cas & travers une bifurcation de Hopf locale.
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5.4 Bifurcation de Hopf et solutions périodiques

Nous nous intéressons dans cette section au comportement de I’état d’équilibre z = z*
de (5.14a) lorsque la condition (5.35) n’est plus vérifiée. Nous allons montrer que dans
ce cas, ¥ peut devenir instable.

Nous supposons, tout au long de cette section, que
=0

et que la condition (5.26) est vérifiée, c’est-a-dire

0<d< (2 /O:“ﬁf(f)df - 1) 5(0).

D’apreés le résultat de la proposition 5.2.5, les solutions de (5.14a) sont bornées. En
conséquence, 'instabilité de (5.14a) ne peut se traduire que par des solutions oscillantes.

Nous supposons de plus que

) ~
B < ——— =9.

Q/OT e Tf(r)dr +1

Sinon, d’apreés le résultat obtenu au théoréme 5.3.3, I'état d’équilibre non-trivial z = z*
de (5.14a) est localement asymptotiquement stable.

Si Vinstabilité survient pour une valeur particuliére §* < g, alors une valeur propre
de l'équation caractéristique (5.34) doit croiser I’axe des imaginaires. Nous cherchons
donc des valeurs propres imaginaires pures iw, w € R, de (5.34). Si iw est une valeur

propre de (5.34), alors w est une solution du systéme

{ §+p4*(1-2Cw) = 0, (5.41)

w+26*S(w) = 0,

ou _ _
C(w) ::/0 e T f(r)cos(wr)dr et S(w) ::/0 e 77 f(7) sin(wT)dr.

Remarquons que w = 0 n’est pas solution de (5.41). Si c’était le cas, nous obtiendrions

5= <2/7677f(7)d7 — 1>[3* <0,
0

ce qui aboutit & une contradiction. De plus, si w vérifie (5.41), alors —iw est aussi une

valeur propre de (5.34). Nous nous intéressons donc uniquement aux solutions w positives.

Lemme 5.4.1. Supposons que la fonction T — e 7 f(T) est décroissante. Alors, pour

tout 0 vérifiant (5.26), le systéme (5.41) posséde au moins une solution (53,w.), avec



5.4. Bifurcation de Hopf et solutions périodiques 173

B < S et we > 0. Il s’en suit que Uéquation caractéristique (5.34) posséde au moins une
paire de valeurs propres imaginaires pures tiw. lorsque * = (3. De plus, tiw. sont des
valeurs propres simples de (5.34). Considérant la branche de valeurs propres A(—p*),

telle que \(—(%) = iw., nous avons

dRe())
d(—p)

Démonstration. Nous montrons tout d’abord par récurrence que S(w) > 0 pour w > 0.

S(we)

We

)l > O (we). (5.42)

>0 siet seulement s — (5(

B*=p

11 est clair que S(w) > 0 si w7 € (0, 7]. Supposons que w7 € (7, 27]. Alors

S(w) = 1/O(ﬁe_“’f (5) sin(7)dr,

w

= %/Oﬂ 6_75f(£) sin(7)dT + 5 /:F e 7% <£> sin(7)dr.

Comme f a pour support U'intervalle [0, 7], il s’en suit
2m r (T
/ e*WEf(—> sin(r)dr = 0.
wT w

Nous obtenons donc
27

S(w) = 1 /07r e’”ff(£> sin(7)dT + %/ﬂ e"yff(g) sin(7)dr

w
= %/OW (e_wff(g) - e_wﬂwr_wf<7 : ﬂ)) sin(7)dr.

La fonction 7 +— e~ 77 f(7) étant décroissante, nous obtenons finalement que S(w) > 0.

En utilisant un argument similaire lorsque w7 € (k7, (k + 1)7], avec k € N, k > 2, nous
en déduisons que S(w) > 0 pour tout w > 0.

Considérons a présent 1’équation

w(l—2C(w))
La fonction k est continue et vérifie
lim k(w) = ,1 —2000) <0
w—0

2 /OT Te T f(T)dr

car la condition (5.26) implique que 1 — 2C(0) < 0. De plus, le lemme de Riemann—

Lebesgue entraine
lim C(w)= lim S(w)=0.

w——+00 w—+00
Nous en déduisons

lim k(w)= +o0.
w—+400
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Il existe donc une solution w. > 0 de I’équation (5.43). Comme S(w.) > 0 et K(w.) =

0 > 0, il s’en suit que 1 — 2C(w,) > 0. Nous posons alors

J

= . 44
5 = 50w <O (5.44)
Comme |C(w.)| < C(0), nous avons
5 ~
P
e < —3cm)+1

11 est alors facile de vérifier que (3, w.) est une solution du probléme (5.41). En consé-
quence, +iw. sont des valeurs propres de ’équation caractéristique (5.34) lorsque * =
8.

Définissons une branche de valeurs propres A(—3*) de (5.34) telle que A(—3}) = iw.
Notons que le paramétre —(* est utilisé & la place de §* car * < 5<0.

D’apres (5.34), nous avons

T d\ T
[1 + Qﬂ*/ re” M f(r)dr | -~ =1 - 2/ e~ AT (1) dr (5.45)
0 d(—p*) 0
Si nous supposons par contradiction que iw,. n’est pas une valeur propre simple de (5.34),

alors (5.45) nous dit que

C(wc):é ot S(w) =0,

Comme S(w.) > 0, nous obtenons une contradiction. Ainsi iw. est une valeur propre
simple de (5.34).
De plus, en utilisant (5.45), nous obtenons

d(=57) 1-2 /OT e AN r(r)dr

Comme A est une valeur propre de (5.34), nous avons aussi

1-— 2/ e AT f(1)dr = —)\+6.
0

/8*

Nous en déduisons

< I >_1 . 1+2p* /OT Te_(’\+7)7f(7)d7"

A+0
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D’ou

Re

= sign

() M.

1+208* /F 7'6_()\+’Y)Tf(7')d7'
re( - —— )}
- B

{
g

= signs 6(1 + 20655 (we)) + QﬁijC’(wc)}.

A+

O(1 42855 (we)) + 265w.C (we)
62 + w?

B*=p;

D’apres (5.44) et comme 1 — 2C(w.) > 0, nous obtenons

E

= sign{l —20(w,) — 208" (we) — 2wcC’(wc)}

B*=p:
!
= sign{ch< - C'we) — 5(M) ) }
We
/
= sign{ - C'(we) — 5(5((,%)) }
We
Ceci conclut la démonstration. O

Remarque 5.4.2. Considérons la fonction r définie par (5.43) et notons « la quantité

o= (2 /:e—Wf(T)dT - 1>5(0).

Nous définissons les ensembles
Q:={w>0; 0<k(w)<a et £w)=0} et A= k().

On peut remarquer que A est un ensemble fini (ou vide). Si 0 € (0,«) \ A, alors

dRe(\)
d(—p%)

£0.
B*=pB

En fait, nous avons

K (w) = —% (am(@)/ + C’(w)), w > 0.

Comme § ¢ A, nous obtenons k'(w.) # 0. De plus, r(w.) = §. Ainsi

O #5242,

Nous concluons en utilisant (5.42).
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Le lemme 5.4.1 associé & la remarque 5.4.2 nous permet d’établir le théoréme sui-
vant concernant ’existence d’une bifurcation de Hopf & = = z*. Nous rappelons que le
théoréme de Hopf a été démontré, pour les équations différentielles & retard, notamment
par Hale [57] dans le cas d’une bifurcation locale et par Nussbaum [94] dans le cas d'une

bifurcation globale.

Théoréme 5.4.3. Supposons que la fonction 7 — e V7 f(T) est décroissante. Alors,
pour tout 0 ¢ A wvérifiant (5.26), il existe B < § tel que état d’équilibre v = z* soit
localement asymptotiquement stable lorsque (3 < [B* < S et une bifurcation de Hopf
survient a x = x* lorsque 3% = ().
Démonstration. Premiérement, nous rappelons que x = x* est localement asymptotique-
ment stable lorsque 3* = & (cf. théoréme 5.3.3).

D’aprés les propriétés de la fonction s, ’équation (5.43) posséde un nombre fini de
solutions (voir lemme 5.4.1). Nous posons
B 1)

1—2C(wx)’

oll w} est le plus petit réel strictement positif tel que

e =

C(w}) = min{C(w); w solution de (5.43)}.

Alors 3} est la valeur maximale de §* (définie au lemme 5.4.1) qui permet d’obtenir une
solution au systéme (5.41). D’apreés les résultats du lemme 5.4.1, I’équation caractéris-
tique (5.34) ne posséde aucune valeur propre imaginaire pure tant que ) < g* < 5. En
conséquence, le théoreme de Rouché [42] donne la stabilité locale asymptotique de 1'état
d’équilibre z = x*.

Lorsque 5* = (3%, (5.34) posséde une paire de valeurs propres imaginaires pures +iw,

we > 0 (cf. lemme 5.4.1). De plus, comme § ¢ A, le résultat noté a la remarque 5.4.2

entraine
dRe(\) 20
A=) gz~
Par contradiction, nous supposons que
dR
ﬂ < 0
d(—p)

pour §* > (% [* proche de }. Il existe alors une valeur propre A(—(*) telle que

Re A(—f3*) > 0. Ceci contredit le fait que x = z* soit localement asymptotiquement

stable lorsque 3* > 3. Nous obtenons donc
dRe(\)
d(=05") | g—ps

Nous obtenons ainsi ’existence d’une bifurcation de Hopf & = = 2* pour * = [}. O

> 0.




5.4. Bifurcation de Hopf et solutions périodiques 177

Notons ici que 'hypothése sur la décroissance de la fonction 7 — e™77 f(7) n’est pas
nécessaire pour obtenir l'existence d'une bifurcation de Hopf. Elle ne sert qu’a justifier
que S(w) > 0 pour tout w > 0, et ainsi la fonction x définie par (5.43) est continue.

Avec les valeurs de 6, v et Sy données par (5.2), et 7 = 7 jours, le systéme (5.14)
posséde des solutions périodiques pour 3} = —0.3881 avec une période approximative-
ment égale & 33 jours. Cette valeur de 3} correspond a n = 2.53 (voir Fig. 5.2 et 5.3).
La fonction f est donnée par (5.40).

35 T

Populations en phases de repos et de prolifération (x 108 cellules/kg)

— ¥
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

F1G. 5.2 — Les solutions de (5.14), z(t) (courbe bleue) et y(¢) (courbe rouge), sont repré-
sentées lors de la bifurcation de Hopf. Cette situation correspond a n = 2.53 et les autres
parameétres donnés par (5.2) et 7 = 7 jours. Des solutions périodiques apparaissent avec

une période proche de 33 jours.

Dans cette étude de la bifurcation, nous avons choisi le paramétre 5* comme para-
meétre de bifurcation. La valeur de 3* dépend fortement de la sensitivité n de la fonction
B(x), car tous les autres parameétres sont fixés par la condition (5.26).

Dans ce modéle, la sensitivité n joue un role crucial dans 'apparition de solutions
périodiques. L’influence de ce parameétre sur le systéme (5.14) a déja été notée par Pujo-
Menjouet et Mackey [99] dans le cas d'un cycel cellulaire constant (ou bien, de fagon
équivalente, lorsque f est une mesure de Dirac). La sensitivité n décrit la facon dont le
taux de réintroduction en phase de prolifération réagit aux changements de la population
en phase de repos produits par des stimuli extérieurs : libération d’érythropoiétine dans
lorganisme par exemple, ou bien l'action d’un facteur de croissance (voir chapitre 1,
section 1.4).

Bien sur, 'influence des autres paramétres (tels que les taux de mortalité ¢ et 7, ou les
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35

y(t)

25r

x(t)

F1G. 5.3 — Pour les valeurs utilisées a la figure 5.2, les solutions sont représentées dans

le plan (z,y) : les trajectoires atteignent un cycle limite, entourant ’état d’équilibre.

retards minimum et maximum 7 et 7) sur ’apparition de solutions périodiques pourrait
étre étudiée. Cependant, comme les maladies hématologiques cycliques (cf. chapitre 1,
section 1.5) sont sensées étre dues & une déstabilisation du controle hormonal [52], le
parameétre n semble, parmi tous les paramétres, étre le plus approprié pour identifier les

causes menant & des solutions périodiques dans le probléme (5.14).

5.5 Discussion

Ce chapitre a été 'occasion d’étudier en détails un modéle mathématique prenant la
forme d’un systéme d’équations différentielles & retard décrivant le processus d’hémato-
poiése. Le retard, qui représente la durée du cycle cellulaire, est ici distribué et continu,
plagant le cadre d’étude dans un domaine (la théorie des équations différentielles a retard
distribué) encore mal connu.

En construisant une fonction de Lyapunov, nous avons obtenu des conditions pour la
stabilité globale asymptotique de 1’état d’équilibre trivial du modéle. Nous avons ensuite
étudié la stabilité locale de 'unique état d’équilibre non-trivial ainsi que la perte de la
stabilité & travers une bifurcation de Hopf.

Le résultat principal de ce chapitre a été établi & la section 5.4 : il s’agit du théoréme
5.4.3 décrivant ’apparition de solutions périodiques dans le modeéle étudié & travers
une bifurcation de Hopf. Nous avons obtenu des solutions périodiques avec des périodes
proches de 30 jours lors de la bifurcation.

Les solutions périodiques peuvent permettre de faire le lien avec certaines maladies
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hématologiques cycliques (Haurie et al. [59] et section 1.5), des maladies caractérisées par
des oscillations significatives du nombre de cellules en circulation dans le sang, avec des
périodes pouvant varier de quelques semaines (19-21 jours dans le cas de la neutropénie
cyclique [59]) & quelques mois (30 & 100 jours lors d'une leucémie myéloide chronique [59])
et des amplitudes variant de valeurs normales 4 faibles ou normales & élevées, selon le type
de cellules [59]. Grace a leur caractére dynamique, les maladies hématologiques cycliques
offrent une opportunité de mieux comprendre certains mécanismes de I’hématopoiése
encore méconnus.

Certaines maladies hématologiques cycliques ne touchent qu'un seul type de cellules;
par exemple, les globules rouges lors d’une anémie hémolytique auto-immune (Bélair et
al. [18]), ou bien les plaquettes lors d’une thrombocytopénie cyclique (Santillan et al.
[107]). Dans ces cas, les périodes des oscillations observées sont généralement comprises
entre deux et quatre fois le temps de production des cellules. Cependant, dans d’autres
cas — lors d’une neutropénie cyclique (Haurie et al. [59]) par exemple ou d'une leu-
cémie myéloide chronique (Fortin et Mackey [52]) — des oscillations de tous les types
de cellules peuvent étre observées. Ces maladies font apparaitre des oscillations avec
des périodes plutdt longues (d’une semaine & plusieurs mois). Une déstabilisation de la
population de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes, & 1’origine de toutes les
cellules sanguines, semble étre & l'origine de ces maladies.

Nous nous intéressons particuliérement & la leucémie myéloide chronique, ou LMC,
un cancer des globules blancs résultant de la transformation maligne d’une unique cellule
souche pluripotente (Pujo-Menjouet et al. [98]). Comme cela est décrit par Morley et al.
[93], des oscillations peuvent étre observées chez des patients atteints de LMC avec la
méme période pour les globules blancs, les globules rouges et les plaquettes. Il s’agit
d’une leucémie myéloide chronique périodique (LMCP). La période des oscillations ob-
servées lors d'une LMCP varie entre 30 et 100 jours (Haurie et al. [59], Fortin et Mackey
[52]), selon les patients. La différence entre ces périodes et la durée moyenne d’un cycle
cellulaire pour les cellules souches pluripotentes (entre 1 et 4 jours, observés chez des
souris [76]) est encore mal comprise.

Des simulations numériques montrent, dans notre modéle, que les solutions demeurent
périodiques apreés la bifurcation, avec des périodes qui augmentent en méme temps que le
paramétre de bifurcation (ici, la sensitivité n). Sur la Fig. 5.4, nous pouvons observer des
solutions qui oscillent autour de I’état d’équilibre non-trivial avec des périodes proches
de 45 jours. De plus, les amplitudes des oscillations varient de valeurs faibles & normales.
La sensitivité est donnée par n = 3, ce qui correspond a la valeur en (5.2). C’est aussi
la valeur donnée par Mackey [73], pour laquelle un comportement anormal (périodique)

de toutes les cellules en circulation dans le sang est généralement observé.
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F1G. 5.4 — Les solutions x(t) (courbe bleue) et y(t) (courbe rouge) du systéme (5.14)
oscillent avec des périodes proches de 45 jours; les paramétres ont les mémes valeurs
que dans la Fig. 5.2, avec n = 3. L’amplitude des oscillations varie de valeurs faibles &

normales.

Populations en phases de repos et de prolifération (x 10° cellules/kg)
N
o

F1G. 5.5 — Les solutions z(t) (courbe bleue) et y(t) (courbe rouge) du systéme (5.14)
oscillent avec des périodes proches de 70 jours. Les parameétres ont les mémes valeurs
que dans la Fig. 5.2, avec n = 4. L’amplitude des oscillations varie de valeurs faibles &

élevées.

Lorsque n continue d’augmenter, on observe des périodes plus longues avec des am-
plitudes variant de valeurs faibles & élevées (voir Fig. 5.5). Cette situation caractérise
la leucémie myéloide chronique périodique, avec des périodes autour de deux mois (70

jours).
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De plus, nous pouvons noter que les oscillations observées aux Fig. 5.4 et 5.5 res-
semblent beaucoup & des oscillations de relaxation. Des données expérimentales, obte-
nues grace a des patients atteints de LMCP, suggérent que la forme des oscillations est
du type oscillateur de relaxation [52, 59]. Enfin, Fowler et Mackey [53] ont montré qu’un
modéle d’hématopoiése avec un cycle cellulaire constant pouvait faire apparaitre des os-
cillations de relaxation. Il semble donc que non seulement les périodes et les amplitudes
des oscillations correspondent & celles observées lors d’une leucémie myéloide chronique
périodique mais aussi la forme des oscillations.

Les simulations numériques montrent que des oscillations avec de longues périodes
peuvent étre obtenues dans notre modéle méme avec des cycles cellulaires courts. Ainsi,
nous sommes capables de caractériser certaines maladies hématologiques cycliques, en
particulier celles qui entrainent un comportement périodique de toutes les cellules en

circulation dans le sang. Il nous reste & démontrer ce résultat théoriquement.






Chapitre 6

Formes normales et stabilité des
cycles limites dans le cas d’une
distribution uniforme du cycle

cellulaire

Nous étudions, dans ce chapitre, un cas particulier du modele présenté au chapitre
précédent, décrivant ’évolution d’une population de cellules souches pluripotentes (cf.
chapitre 1, section 1.3). Ces cellules, inobservables, sont mal connues mais sont géné-
ralement supposées immortelles (des études récentes laissent supposer cependant que
cela est faux mais qu’en comparaison de ’espérance de vie humaine elles peuvent étre
considérées comme immortelles).

Nous nous intéressons uniquement a la population de cellules en phase de repos, et
en conséquence le modeéle qui nous intéresse se compose d’'une équation différentielle
a retard. Le retard, qui décrit la durée du cycle cellulaire, sera supposé uniformément
distribué sur un intervalle. Nous nous concentrons sur ’effet du retard sur la stabilité du
modéle.

Dans la section qui suit, nous présentons I’équation que nous allons étudier et donnons
quelques unes de ses propriétés. Dans la section 6.2, nous obtenons des conditions néces-
saires pour la stabilité des états d’équilibre — au nombre de deux — de cette équation.
Ces résultats sont basés sur 1'étude réalisée au chapitre 5. Nous montrons ensuite qu’il
existe des valeurs critiques du retard pour lesquelles une bifurcation de Hopf peut sur-
venir a 1’état d’équilibre non-trivial, déstabilisant ’équation. Enfin, dans la section 6.3,
nous étudions la stabilité des cycles limites engendrés par la bifurcation de Hopf locale.

Des résultats numériques sont exposés et commentés a la section 6.4. Nous concluons

183
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par une bréve discussion.

6.1 Le modéle : description et états d’équilibre

Les cellules souches pluripotentes peuvent se trouver, & tout moment, en phase de
repos (Go) ou bien en phase de prolifération. Cependant, comme nous l’avons déja men-
tionné (cf. chapitre 1), la plupart de ces cellules se trouve en phase de repos. Nous
considérerons donc uniquement 1’évolution de cette population dans la phase Gy.

Nous supposons que les cellules souches pluripotentes se différencient avec un taux
constant § > 0 et sont introduites en phase de prolifération avec un taux § dépendant de
la population totale de cellules souches pluripotentes au repos (voir les travaux de Sachs
[106]).

En phase de prolifération, ces cellules augmentent leur maturité et se divisent en
deux cellules filles, qui entrent immédiatement en phase de repos, complétant le cycle
cellulaire. Chaque cellule en phase de prolifération se divise avec un taux g(a) dépendant
de son age. Contrairement & I’hypothése faite au chapitre précédent, nous supposons que
les cellules en phase de prolifération ne meurent pas, le taux d’apoptose v est donc nul.

Nous étudions ici un cas particulier du modéle considéré au chapitre précédent. Afin
d’obtenir des résultats plus précis concernant ’apparition de solutions oscillantes, nous

supposerons que toutes les cellules souches pluripotentes se divisent avec un taux

-
g(a) = ——, powrac 0, 7).

Nous rappelons que

/OTg(a)da = 00.

La fonction a — g(a)exp(— fo s)ds) est ainsi constante et égale & 1/7. L’age des
cellules lors de la cytocinése est alors distribué selon une loi uniforme sur l'intervalle
[0, 7], avec 0 < 7 < +o0 fixé.

Nous notons z(t) la population totale de cellules souches pluripotentes en phase Go.

Alors z(t) vérifie ’équation différentielle non-linéaire a retard

2 (t) = (54—5(( /,8 (t —r))z(t —r)dr. (6.1)

Cette équation est un cas particulier de I’équation (5.14a).

Le premier terme & droite de 1’égalité dans (6.1) décrit la disparition des cellules
souches pluripotentes par différenciation ; le second terme décrit 'introduction en phase
de prolifération ; le dernier terme représente 1’apport de cellules issues de la division & la

fin de la phase de prolifération : ces cellules sont en fait des cellules introduites depuis
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la phase de repos une génération plus tot, c’est pourquoi la quantité (z(t —r))x(t —r)
apparait avec un retard en temps. Le facteur 2 décrit évidemment la division de chaque
cellule en deux cellules filles.

Nous supposons que le taux d’introduction en phase de prolifération 3 est une fonction

de Hill monotone décroissante définie par

on
B(x) = B()m pour z > 0. (6.2)
Le coefficient Gy > 0 est le taux maximal d’introduction, 8 > 0 représente la population
en phase de repos pour laquelle le taux d’échange est maximal, et n > 0 décrit la
sensitivité du taux d’introduction en réponse a divers stimuli extérieurs (cf. chapitre 2).
Cette fonction, classique dans les modéles mathématiques de phénomeénes biologiques
(épidémiologiques en particulier) a été utilisée pour la premiére fois, pour des modéles

d’hématopoiese, par Mackey [73] en 1978.
Dans [73] et [76], Mackey a proposé les valeurs suivantes pour les paramétres J et

Bo

6=005j" et Fy=177j" (6.3)

En général, pour une population de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes
le paramétre n, décrivant la sensitivité du taux de réintroduction, devrait étre proche de
1. Dans des situations anormales (pathologiques), Mackey [73, 74| rapporte des valeurs
de n proches de 3.

La valeur de 6 est habituellement de I’ordre de 1.62 x 10® cellules/kg. Cependant,
comme nous ’avons noté au chapitre précédent, puisque nous nous intéressons au com-
portement qualitatif de la population de cellules souches pluripotentes, la valeur exacte
de 6 n’est pas vraiment importante et peut-étre normalisée sans perte de généralité. En

posant le changement d’échelle

léquation (6.1) se ré-écrit, avec § donnée par (6.2),

T 0
W)= ~0(t) ~ fof () + 22 [ f(alt+ 5))ds (6.4
f(z) = HLW x> 0. (6.5)

Notons cependant que cette forme spéciale de la fonction f n’est pas utilisé dans la suite,
excepté pour les simulations numériques de la section 6.4. Nous supposons seulement que

f est dérivable avec f(0) = 0 et, pour > 0, f(z)/z est décroissante et vérifie

lim @ = 0.

r——+00 I
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F1a. 6.1 — Graphe de la fonction f donnée par (6.5) pour différentes valeurs de n.

Une illustration d’une telle fonction est présentée Fig. 6.1.
Si nous considérons & présent une condition initiale positive (ou nulle) ¢ définie sur
[—7,0], ’équation (6.4) posséde une unique solution continue et positive notée x¥(t),

définie pour t > —7, vérifiant
x¥(s) = p(s) pour s € [—T,0].

Ce résultat peut étre obtenu par exemple en utilisant Hale et Verduyn Lunel [56]. Nous
renvoyons aussi aux résultats présentés a 'annexe A.

Nous nous intéressons a présent aux états d’équilibre, ou solutions stationnaires, de
I'équation (6.4).

11 est facile de voir que (6.4) posséde au plus deux états d’équilibre : un état d’équilibre
trivial x = 0 et un état d’équilibre non-trivial positif (strictement) x = z*. Le premier
existe toujours et correspond & ’extinction de la population.

L’étude de la stabilité de ’état d’équilibre trivial a déja été réalisée dans le chapitre
5. Nous ne redémontrons donc pas le résultat suivant, basé sur I’étude d’une fonction de

Laypunov (voir théoréme 5.3.1).

Théoréme 6.1.1. L’état d’équilibre trivial x = 0 de (6.4) est globalement asymptotique-

ment stable si
Bof'(0) <o

et instable si

& < Bof'(0).
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Concernant le deuxiéme état d’équilibre de (6.4), nous avons le résultat suivant.

Proposition 6.1.2. L’équation (6.4) posséde un état d’équilibre non-trivial strictement

positif x = x* si et seulement si
0 <6< Bof(0). (6.6)

Dans ce cas, ¥ est unique et donné par

[ 8
T Bo
Démonstration. Soit x* un état d’équilibre de (6.4). Alors
dx*
=0
dt ’

donc z* = 0 ou fyf(x*) — dz* = 0. Alnsi, (6.4) posséde un état d’équilibre non-trivial si

et seulement si I’équation
ox* = Bof(z")

posséde une solution non-triviale. La fonction f(x)/x étant décroissante et strictement
positive, (6.4) posséde un état d’équilibre non-trivial strictement positif si et seulement

si (6.6) est vérifiée. O

Dans la prochaine section, nous nous intéressons a cet état d’équilibre non-trivial z*
et nous étudions sa stabilité. En particulier, nous montrons que pour certaines valeurs

du retard 7 il peut étre déstabilisé & travers une bifurcation de Hopf.

6.2 Stabilité locale et bifurcation de Hopf

Nous nous intéressons a présent a la stabilité de 1’état d’équilibre non-trivial x = z*
de I’équation (6.4). Pour nous assurer de l'existence de x = x*, nous supposons que (6.6)
est vérifiée; c’est-a-dire que

0 <6< Bof(0).

Par linéarisation de (6.4), nous pouvons obtenir des résultats sur sa stabilité locale.

La linéarisation de (6.4) autour de z* aboutit a I’équation caractéristique
2 0
ANT) ==X+ 6+ BofB1 — @/ eMds = 0, (6.7)

—T

ou
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Rappelons que l'état d’équilibre z* est localement asymptotiquement stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres de (6.7) sont & parties réelles négatives.

La fonction f définie en (6.4) n’est pas nécessairement monotone donc (31 peut étre
positif ou négatif. Nous nous intéressons en premier au cas (51 > 0.

Considérons A(A, 7) comme une fonction de la variable réelle A. Alors A est dérivable

par rapport & A et

AN\ 7)i=—(\,7)=1-— seMds.

oA 26061 /“
O\ T J_;

0
Comme / se™ds < 0, nous en déduisons que Ax(A,7) > 0. De plus, il est facile de
-7

vérifier que

lim A(\7T)=-00 et lim A(\7) = +o0.

A——00 A—+o00
Ainsi, A()\, 7) posséde une unique valeur propre réelle, que nous notons \g. D’aprés (6.7),

nous obtenons

A(O,T) = (5 — /30,81.

En écrivant

nous avons

30 = o (120)

Donc A est strictement négatif.

Soit A = v + iw une valeur propre de (6.7) telle que v > Ag. En s’intéressant a la

partie réelle de (6.7), nous obtenons

0
v+ + Bofr — 2bob1 / e”® cos(ws)ds = 0.
T

—T

Donc

I/*)\OZ

) 0
fobr / [e”s cos(ws) — e’\os] ds <0,
T —T
ce qui donne une contradiction. Ainsi, toutes les valeurs propres de (6.7) sont & parties
réelles négatives. Il s’en suit que x* est localement asymptotiquement stable. Ce résultat

est résumé dans la proposition qui suit.

Proposition 6.2.1. Supposons que 1 > 0. Alors l’état d’équilibre non-trivial x = x* de

(6.4) est localement asymptotiquement stable pour tout T > 0.
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Lorsque la fonction f est donnée par (6.5), alors la condition (6.6) est équivalente a

0 <6< fyetz*=(8y/d —1)"/™. La condition 3; > 0 est alors donnée par

ﬁoﬁg 0 <1

n

Supposons a présent que #; < 0. Nous allons montrer que z* subit une bifurcation
de Hopf. Pour cela, nous nous intéressons a l’existence de valeurs propres imaginaires
pures de (6.7).

Nous commencons par vérifier que z* est localement asymptotiquement stable lorsque

7 = 0. Dans ce cas I’équation caractéristique (6.7) est donnée par
A+0— P =0,
soit
A=—-04 06pf1 < 0.
Nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 6.2.2. Supposons que 31 < 0. Alors l’état d’équilibre non-trivial x = x* de (6.4)

est localement asymptotiquement stable lorsque T = 0.

Soit A = iw, w € R, une valeur propre imaginaire pure de (6.7). Alors on peut vérifier
que
A(—iw,T) =0,

donc nous ne nous recherchons que des solutions w positives. De plus, w # 0 car
A0, 7) =6 — B > 0.

Supposons donc que w > 0 et 7 > 0 vérifient A(iw,7) = 0. En séparant les parties réelles

et imaginaires de 1’équation caractéristique, nous obtenons

2
0+ Bobr — bobr sin(wr) = 0,
2603 wT (6.8)
w+ 22 1(1 —cos(wT)) = 0.
wT
Posons
K(x) = sm(w), x>0
x
Le systéme (6.8) s’écrit alors
K(wr) = 5+5051’
2601 (6.9)
cos(wt) — 1 1 ’

(wT)? 2B
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Remarquons que comme (1 < 0 et § > 0, alors

0+ bobr _ L
206031 2
Notons x1 'unique solution de 1’équation

3T
x1 = tan(x1), x1 € ( ,7)

Soit
ugp = cos(z1) € (—1,0).
Alors K'(z1) =0 et

uy = K(x1) = rxnzng(x) (6.10)

Nous obtenons alors le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.3. Supposons que

§ + Bofr
206031

Alors l'état d’équilibre non-trivial x = x* de (6.4) est localement asymptotiquement stable

B1 <0 et < up. (6.11)

pour tout 7 > 0.

Démonstration. Sous ’hypotheése (6.11), il est clair d’apres (6.10) que le systéme (6.9) n’a
pas de solutions. L’équation caractéristique (6.7) ne posséde donc pas de valeur propre
imaginaire pure. En utilisant le théoréme de Rouché et le lemme 6.2.2 nous pouvons
affirmer que toutes les valeurs propres de (6.7) sont & parties réelles négatives. Cela

conclut la démonstration. O

Lorsque la fonction f est définie par (6.5), la condition (6.11) est équivalente a

,30—(5 2(1—U0)
n ﬁo < 1—2u0.

1<

De tous les résultats précédents concernant la stabilité locale de x* (proposition 6.2.1 et
théoréme 6.2.3) que nous venons de démontrer, nous pouvons déduire que I’état d’équi-
libre non-trivial z = x* de (6.4) est localement asymptotiquement stable si

n,Bo—(s < 2(1—U0)

0< .
) 1 —2uy

(6.12)

Nous nous intéressons, & présent, au comportement de z* lorsque la condition (6.12)
n’est plus vérifiée. Nous allons voir qu’une bifurcation de Hopf qui déstabilise 1’état
d’équilibre z = z* de (6.4) apparait alors. Le résultat principal est énoncé au théoréme
6.2.8.
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Le résultat établi au chapitre précédent, théoréme 5.4.3, s’applique évidemment dans
ce cas (nous pouvons noter par exemple que ’hypothése de décroissance est vérifiée).
Cependant, nous pouvons obtenir des résultats plus précis et donc porteurs de plus
d’information.

Le retard 7 sera utilisé comme paramétre de bifurcation, au contraire de la dérivée de
la partie non-linéaire au point d’équilibre comme cela était le cas au chapitre précédent.
L’utilisation du retard comme paramétre de bifurcation est plus courante et justifiée par
le fait qu’il est souvent per¢u comme un facteur de déstabilisation (Bellman et Cooke
[19], Fortin et Mackey [53]). N'importe quel paramétre du modéle pourrait néanmoins
étre utilisé pour ’étude de la bifurcation.

Considérons la suite

{zi}ken :={2 > 0; z = tan(x)}, (6.13)

avec

O=xo< 1 < - <xp <+

En fait, il est facile de vérifier que
{zx}ren = {z >0 K'(z) = 0}.

De plus, pour tout k € N*,

xy € (km, km + g)

Nous définissons deux suites {ux} et {vi}, pour k € N, par
ug 1= cos(xop41) < 0, vg = cos(xgg) > 0.
En utilisant la définition de zj, nous pouvons voir que
ug = K(z2k11) et vp = K (1)

La suite {uy }ren est donc croissante avec —1 < uy < 0 et la suite {vg }ren est décroissante
avec vop = 1 et 0 < vy < 1/2 pour k£ > 1 (voir Fig. 6.2).
De plus

lim wi = lim v =0.
k——+o0 k——+o0

Le lemme qui suit est immeédiat.

Lemme 6.2.4. Supposons que

0+ Bobr

UO_W et 5—}—,@051750
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VO:I

0.8

F1G. 6.2 — Le graphe de la fonction K (z).

(i) Si & + BoBr > 0, alors il existe k € N tel que
e < 0 + Bob
= 2605
(ii) Si 6 + Bofr < 0, alors il existe k € N tel que

0+ Bopr
2601

< Up41-

Vg1 < < g
Proposition 6.2.5. (i) Si

0+ BoBr
2001

alors le systeme (6.9) posséde exactement 2(k+1) solutions (T1,1,w1,1), - -+ (Tht1,1, Wk+1,1)

Uk < U1, ke N7

et (T12,w12), -+, (Tht1,2,Wkt1,2) GUEC

{ wiam € (20— 1), w91-1) pourl=1,...,k+1,

wy T2 € (w9—12lm), pourl=1,...,k+1
et
0< 711 < < Tk+1,1 < Tk+1,2 << T2
(ii) Si
0+ Bofh
OTOPL _k,  keN,
206051

alors le systéme (6.9) posséde exactement 2k+1 solutions (T1.1,w1,1), - - -, (Tht1,1, Wht+1,1)
et (T12,w12), ---, (Th2,wr2) avec

wiam € (20— ), x9-1) pourl=1,...,k,

wiom 2 € (xe—1,2lT) pourl=1,...,k,

We4+1,1Tk+1,1 = L2k+1
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et
0<7’171 < < Tpg1,1 < T < oos < T2,
(i) Si
0 + Bob «
Vit < ——— < Vg keN
26051 ’ ’

alors le systéme (6.9) posséde exactement 2k+1 solutions (T1.1,w1,1), -+, (Tht1,1, Wk+1,1)

et (7'1,2,w1,2), sy (Tk,z,wk,g) avec

w1,17T1,1 € (7T/2, ’ZT)7

w1 € (zr41, (L +2)m) pourl=2,...,k+1,
w22 € ((L+ 1)m, 2141) pourl=1,...,k
et
0<m < <Tpg11 <Tpo <+ <712
(iv) Si
TETN

alors le systéme (6.9) posséde exactement 2k solutions (Ti1,wi1), .., (Th1,wk1) et

(71,27011,2), Sy (Tk,z,wk,z); avec

wi,1T1,1 € (7/2,7),
w1 € (xg, (14 1)m) pourl =2,...,k,
w2 € ((L+ )7, 2141) pourl=1,...,k—1,

WE2Tk,2 = T2k

et
0<7’171<-”<Tk71<Tk’2<~-<T172.

(v) Si
0+ B 1

V< ——= <
26051 2
alors le systéme (6.9) posséde une unique solution (T1,w) telle que 71 > 0 et

(,U17'1€( 71').

0
2 )
Démonstration. Nous montrons uniquement (i) lorsque & = 0. Les autres cas se déduisent
de la méme facon.

Supposons que

wo < 0+ BoBr
2051

La fonction K est strictement négative et décroissante sur (7, 1) avec K(y) € (up,0)

< uj.

(voir Fig. 6.2). L’équation
)
K(y) = + Boh
2005
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posséde donc une unique solution y; sur (m,x1). Posons

_ (y1)?
26081 (cos(y1) — 1)

et wi1 = y1/m1,1. Alors (71,1, w1 ,1) est 'unique solution du systéme (6.9) vérifiant wy 1711 €

T1,1

(7‘(’ y a;l).
De plus, la fonction K étant strictement négative et croissante sur (zi,27) avec
K(y) € (uo,0), V'équation K (y) = (0 + [o1)/260/1 posséde une unique solution y, sur

(z1,2m). Posons

TLo = (y2)2
" 2BpBi(cos(y2) — 1)
et wio = ya/712. Alors (712,w12) est I'unique solution de (6.9) qui vérifie wy o2 €
(x1,2m).

Notons aussi que K est positive sur [0, 7] et

up = K(z3) = min K(x).

Le systéme (6.9) posséde donc deux solutions exactement, (711, w1 1) et (71,2, w1 2).
Enfin, en utilisant le fait que cos(y;) < cos(y2), nous obtenons que 71,1 < 712. Ceci

conclut la démonstration. O

Le lemme 6.2.4 et la proposition 6.2.5 donnent des conditions pour l'existence de
paires de valeurs propres imaginaires pures de (6.7). Dans la proposition suivante, nous

étudions les propriétés de ces valeurs propres.

Proposition 6.2.6. Supposons qu’il existe 7. > 0 tel que ’équation caractéristique (6.7)
posséde une paire de valeurs propres imaginaires pures Liw. pour T = 7., avec w, > 0.
Si

WeTe # Tk, pour tout k € N,

ot la suite {xy}ren est définie par (6.13), alors tiw. sont des valeurs propres simples

vérifiant
dRe(\
;( ) >0 81 WeTe € (Tog, Topt1),
iR T( N e (6.14)
;7_ <0 81 weTe € (Togs1, Topr2), k€N

Démonstration. Supposons qu’il existe 7. > 0 tel que (6.7) posséde une paire de valeurs
propres imaginaires pures +iw, lorsque 7 = 7, avec w, > 0. Alors w.7. vérifie (6.9).
Supposons que w.T. # x} pour tout k € N. Montrons alors que +iw. sont des valeurs

propres simples de (6.7).
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En considérant la dérivée premiére de la fonction A — A(A, 7), donnée par

0
Ay(\T1)=1- M/ se*ds,
T —T

nous pouvons affirmer que +iw, sont des valeurs propres simples de (6.7) si

26001 weTe sin(weTe) + cos(wete) — 1

Re (A)(iwe, Te)) = 1+ - 2 #0
ou
2 cle cle) — i cle
T (A (it 7)) = Bof1 weTe cos(w Tw)2 sin(weTe) £o0.
Te 2

Nous pouvons tout d’abord remarquer, en utilisant (6.9), que
Re (A (iwe, 7e)) = 2+ (0 + Bof1)Te-

Ainsi, Re (A (iwe, 7)) = 0 si et seulement si

2
S+ Bobr

Te =

Nous allons montrer que
Im (A (iwe, Te)) # 0.

Nous posons

q(x) = z cos(x) — sin(x) pour = > 0.

195

(6.15)

(6.16)

(6.17)

Nous vérifions rapidement que g(z) = 0 si et seulement s’il existe ko € N tel que x = xy,.

De plus,
q(z) >0 si et seulement si x € (Tokt1,Toks2), k € N.
Nous en déduisons
Im (A)(iwe, 7e)) >0 si weTe € (Tok, Togt1)

et

Im (A)(iwe, 7e)) <0 si weTe € (Togs1, Tokt2)-

Ainsi +iw, sont des valeurs propres simples de (6.7).

(6.18)

(6.19)

Soit A\(7) = v(7) + iw(7) une branche de valeurs propres de (6.7) telle que A(7;) =

+iw.. En séparant les parties réelles et imaginaires de A(\, 7) nous obtenons

0
v(T) 40+ Pof — %/ e’ cos(w(t)s)ds = 0,

—T

23051
T

0
w(r) — / e’ sin(w(r)s)ds = 0.

—T
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Nous notons, dans la suite, /(1) (respectivement w'(7)) la dérivée premiére de v(7)
(respectivement w(7)) par rapport a 7, au voisinage de 7.. L’existence de v/(7) et /(1)
au voisinage de 7. provient du théoréme des fonctions implicites. Lorsque 7 = 7, nous

obtenons
Re (A (iwe, 7)) V' (7e)

26061
T,

C

= Im (A (iwe, 7)) W' (7e) +

<Cos(ggc) _ Sin(:cc)) (6.20)

et

Re (A (iwe, Te)) &' (7¢)
(6.21)
= —Im (A (iwe, 7c)) V' (7¢)

N 253051 (1 — cos(zc)

Te Te

- sin(a:c)> ,
OU T¢ = WeTe-

Nous considérons deux cas. Supposons tout d’abord que
Re (A (iwe, 7c)) = 0.

Cette hypothése est équivalente & (6.17).

D’aprés (6.21), nous en déduisons que

9 1— .
Im (A)\(iwc, Tc)) l//(TC) _ ﬂOﬂl < COS(x ) o sin(xc)>
Tc L
En utilisant (6.9) et (6.17), nous obtenons
Im (A (iwe, 7)) V (72) = ¢ > 0,
Te

Comme Im (A, (iwe, 7c)) # 0, nous aboutissons a

V/(TC) 7& 05
et le signe de /(7.) est le méme que celui de Im (A (iwe, 7¢))-
Supposons a présent que
Re (A (iwe, Te)) # 0.
D’apres (6.20) et (6.21), v/(7.) vérifie alors
[ (A (e, 7)) + Re (A (iwes 7)) ¥/ (7)
260 [(1 — cos(z.)

Te Te

- sin(wc)> Im (A (iwe, 7¢))

sin(z.)

- (cosr) = =22 ) Re (s e )

Le

En utilisant (6.15) et (6.16), nous vérifions que

(L@S(%) _ sin(mc)) Im (A (iwe, 7))

Le

sin(zx.)

sin(z.)
Te

+<cos(a:c)— )RG(AA(iWCaTC)) = cos(zc) —

Te



6.2. Stabilité locale et bifurcation de Hopf 197

D’ou
20001 x.cos(z.) — sin(z,)

. 2 o _ & .
|AN(iwe, Te)|“ V' (Te) = - . = Im (A (iwe, 7e)) -

Il s’en suit que
Z/(TC) 7é Oa

et le signe de /(7.) est le méme que celui de Im (A (iwe, 7).
En conclusion, en utilisant (6.18) et (6.19), nous obtenons que, pour 7 = 7., I’équation

(6.7) posséde une paire de valeurs propres imaginaires pures simples +iw, vérifiant (6.14).
]

Remarque 6.2.7. S’ existe k € N* tel que w.T. = x, alors soit *iw. ne sont pas des
valeurs propres simples de (6.7) soit

dRe(\)

dr T=Tc

=0.

En effet, en utilisant des arguments identiques o ceuz utilisés dans la démonstration de

la proposition 6.2.5, nous obtenons
weTe sin(wet,) — cos(wete) = 0.

Ainsi, si 7. = —2/(0+ o), alors Liw. ne sont pas des valeurs propres simples de (6.7)
et, si 7. # —2/(0 + Pofh), alors
dRe(\)

dr T=Tc

=0.

Nous établissons, dans le théoréme qui suit, ’existence d’une bifurcation de Hopf

pour l’état d’équilibre z = z* de (6.4).

Théoréme 6.2.8. Supposons que

0+ BoBr
o = 26051

Alors létat d’équilibre x = x* est localement asymptotiquement stable lorsque 0 < T < 19,

et 0+ Bob # 0.

0t Ty := min{7.; w.T. # xk, k € N}, avec (1., w.) solution de (6.9), et instable lorsque
70 < 7 < 71, 00 7y est la plus grande valeur de 1. telle que w.t. € (Xok, Tokr1), k € N.

Lorsque T = 19, une bifurcation de Hopf survient ¢ x = x*.

Démonstration. Nous établissons tout d’abord que z = x* est localement asymptotique-
ment stable lorsque 7 € [0, 7).
Remarquons que lorsque 7 € [0, 79), ’équation (6.7) ne posséde pas de valeur propre

imaginaire pure. Soit 7* > 0 fixé, suffisamment petit. Supposons que pour 7 € (0,7")
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I'équation (6.7) posséde une branche de valeurs propres A(7) = v(7) + iw(7) telles que
v(7) > 0. En séparant les parties réelles et imaginaires de ’équation caractéristique, nous

obtenons

0
v(t) = —(64 Bof) + 2Pobn / e cos(w(r)r)dr

T -7

et

w(r) = _2bb /0 e V(T sin(w(7)r)dr.

T -7

Nous en déduisons que pour 7 € (0,7%),

()| <16+ BoBr| — 26061 et w(T)] < =260

D’ou,

lir% (1) =0 et lir% Tw(T) = 0.

En intégrant par parties, nous obtenons
20(r) = —(6 + BoBr) + 2BoBre” ™V K (reo(7)).
Comme v(7) > 0, alors pour 7 € (0,7%)
—(8+ o) + 2B0Bre” VK (0(r)) > 0.

Lorsque 7 tends vers zéro, nous aboutissons &

BoB1 — 6 > 0.

Or [y — 0 < 0. Nous obtenons une contradiction. Nous en déduisons que, pour 7 €
(0,7*), v(7) < 0. En appliquant le théoréme de Rouché [42], nous obtenons que toutes les
valeurs propres de (6.7) sont a parties réelles négatives lorsque 7 € [0, 79). Ainsi = = z*
est localement asymptotiquement stable.

En utilisant le lemme 6.2.4 et les propositions 6.2.5 et 6.2.6, nous concluons & l’exis-

tence de 7;. Ceci achéve la démonstration. O

Nous illustrons les résultats du théoréme 6.2.8 dans le corollaire suivant.

Corollaire 6.2.9. Supposons que les paramétres &, 5y sont donnés par (6.3) et n = 3.
Alors il existe un unique 7. > 0 tel que [’état d’équilibre x = x* soit localement asymp-
totiqguement stable lorsque T < T, et devienne instable pour T > T1.. De plus, lorsque
T = T, une bifurcation de Hopf survient & © = z* et l’équation (6.4) posséde une solu-
tion périodique de période proche de 46 jours (voir Fig. 6.3). La valeur de 7. est alors

approximativement égale a 18 jours.
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Démonstration. Avec les valeurs de (6.3) et n = 3, nous obtenons

0+ Bofr
20501

D’apres la proposition 6.2.5, le systéme (6.9) posséde une unique solution (7.,w.) avec

~ (0.2389 > v ~ 0.1284.

Te > 0 et w7, € (0,7). Nous savons d’aprés le théoréme 6.2.8 que ’état d’équilibre non-
trivial est localement asymptotiquement stable lorsque 7 < 7., devient instable lorsque
T > T., et une bifurcation de Hopf a lieu quand 7 = 7.. Nous en déduisons que, pour
T = 7., 'équation (6.4) posséde une solution périodique de période proche de 27 /w,. Il

est facile de vérifier que
T. ~ 18 jours et we ~ 0.138.

Les simulations numeériques confirment cette analyse (voir Fig. 6.3). O

6.3 Stabilité des cycles limites

Nous étudions a présent la stabilité des cycles limites engendrés par la bifurcation
de ’état d’équilibre non-trivial de ’équation (6.4) (cf. théoréme 5.4.3). Pour cela, nous
suivons ’approche utilisée dans Hassard et al [58] et Stepan [110]. Cela nécessite la
description d’une variété centre et, en conséquence, ’étude de la forme normale donnée
par la restriction du flux a la variété centre. La stabilité du cycle limite sera donnée par
le signe du premier coefficient de Lyapunov [ (0).

Concernant les propriétés générales des équations a retard et la théorie des variétés
centres pour ces équations, nous renvoyouns le lecteur a I’ouvrage de Halanay [55]. Concer-
nant maintenant 1’existence des variétés centres et leurs propriétés, nous citons Carr [31],
Chafee [32], Chow et Mallet-Paret [35], Faria et Magalhaes [51], Hale [57] et Marsden et
McCraken [87]. Un traitement rigoureux des opérateurs utilisés dans cette approche est
disponible dans Faria et Magalhaes [51] et Sri Namachchivaya et Van Roessel [109]. Un
probléme similaire a été étudié par Liao et al. [72].

Nous posons, pour ¢t > 0,
y(t):m(t)—x*, H=T—="Tc

ou x* est I’état d’équilibre non-trivial de (6.4) qui bifurque en un cycle limite lorsque
T = 7. (voir théoréme 5.4.3). Nous rappelons que ’état d’équilibre x* est défini par la
proposition 6.1.2.

L’équation (6.4) devient alors

0 =~ +2) s w0+ + 2 [ pges vatyas 62)
Yy = Y z 0J (Y T ey A Y S x7)ds. .
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F1G. 6.3 — Avec les valeurs données par (6.3) et n = 3, I’équation (6.4) posséde une
solution périodique pour 7 = 18.2 jours. Cette solution oscille avec une période proche
de 50 jours (a). Le graphe de la solution z(t — 7) en fonction de z(t) fait apparaitre un

cycle limite autour de I’état d’équilibre (b).
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Grace a cette formulation, nous nous intéressons a présent & I’état d’équilibre trivial
y =0 de (6.22) qui bifurque lorsque p = 0.
Si I C R est un intervalle, nous notons C(I,K) = {f : I — K, f continue } ou K =R

ou C. Lorsque I = [—u — 7¢,0], nous posons
C,:=C([—p—1.,0],K).

Pour ¢ > 0, nous considérons la fonction y; : [—p — 7¢,0] — K définie par y:(s) =
y(t 4+ s). Nous réécrivons alors ’équation (6.22) comme ’équation différentielle fonc-

tionnelle suivante

Su() = Gulw), 120, (6.23)

ot, pour ¢ € C, et K=R,

0
Gull) = =0 p(0) +0°) = of (¢(0) +0°) + 20 [ f(e(o) +a) s

Supposons que f est de classe C* sur [0, +00) (notons que G, est alors C*(C,,, R)).
Considérons maintenant ’équation linéarisée de (6.23), correspondant a la dérivée de
Fréchet DG, (0) := Ly, donnée par

d

az(t) = L,z, t > 0. (6.24)

En fait, L, est donnée explicitement par

0
Lip=—cp0)+al) [ oOb,  ¢eC (6.25)
S
o B
2P0 1o
=0+ , =—— = . 6.26
c1 BoB1 c2(p) P B = f'(z) (6.26)
En posant
F,:=G,— Ly,
l’équation (6.23) devient
d
S0t = L+ Fuly). 120, (6.27)

avec F,(0) =0 et D, F,(0) = 0.

Afin de développer une forme normale associée a ’équation (6.24), nous écrivons
cette derniére comme une équation différentielle ordinaire abstraite.

Tout d’abord, nous savons, d’aprés Hale [57], que I’équation linéaire (6.24) engendre

un Co-semi-groupe (T'(t));>0 sur Cy, de générateur A, (cf. annexe B) défini par

D(A,) = {peCl[—pn—70,R); ¢'(0) = Lup},
Awe = ¢, peD(A).
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Afin d’écrire I’équation (6.27) comme une équation différentielle ordinaire nous devons

étendre le probléme (6.24) a l'espace de Banach 5# = C, ® (Xo), ou
(Xo) = {Xoc; c€Ret (Xoc)(0) = Xo(0)c}
et X est la fonction définie sur [—u — 7., 0] par

0, si —pu—7.<6<0,
Xo(0) =
1, sif=0.

Adimy a démontré dans [2| que cette extension détermine un opérateur de Hille-Yosida.

Ce résultat est rappelé dans le lemme qui suit.

Lemme 6.3.1. L’extension continue Zﬂ de lopérateur A, définie sur 6“ par

D(A,) = CY[—p—7,0],R), (6.28)

Aup = P+ Xo(Lup—¢'(0), ¢ eD(A),
est un opérateur de Hille-Yosida sur 6# il existe wy € R tel que (wg, +00) C p(gﬂ) et

sup{()\ —wp)" ||(AT — ZM)_"H,TL eN,A> wo} < 0.

Il s’en suit que si y est solution de (6.27) sur [0,7], T' > 0, avec une condition initiale

¢ € O}, sur l'intervalle [—u — 7, 0], alors la fonction ¢t € [0,T] — y; € C), vérifie
d ~

—yr = Auye + XoFu(yr), t € [0, 77,
dt ! ! (6.29)

Yo = .
Réciproquement, s'il existe une fonction ¢t € [0, 7] — u(t) € C,, telle que

%(t) = Au(t) + XoFu(u(t),  te0,T),

u(0) = o,

(6.30)

alors u(t) =y, t € [0,T], ou
u(t)(0), sitel0,T],
o(t), sitée[—pu— 70,
et y est solution de (6.27). Cela permet, en particulier, de controler les problémes pro-

venant du fait que ﬁu ne préserve pas l’espace des fonctions de classe C!.

Grace aux résultats de Arendt [16] et Da Prato et Sinestrari [40], I’équation ordinaire

abstraite (6.30) est bien posée pour des conditions initiales dans D(A,) = C,.
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Nous pouvons & présent reformuler le probléme (6.27) comme 1’équation (6.29).

Un autre pas important dans la description d’une variété centre est la définition d’une
forme bilinéaire liée & I’équation (6.24).

A partir de maintenant, nous posons K = C. Pour p € Cy et ¢ € C}; == C([0, p + 7], C),

nous définissons, d’aprés [51] ou [57], la dualité formelle suivante

0

(. 0) = D(0)p(0) - /

—p—Te

( I mw@)da) an(s) (6.31)

ot dn(s) = ca(p)ds — c1Xo(s). Ainsi (6.31) devient
_ 0 s
) =500 —ea) [ ([FE o) as (632)

Nous construisons une extension naturelle de cette dualité a I'espace C}; x C), ou

C,=C, ®(Xq)

et

(Xg) = {Xgc; ce Cet (Xgc)(0) = Xg(0)ct,
avec X défini sur [0, p + 7] par

§ 0, si0 <0< p+ 7,
Xg(0) =
1, sif=0.

Nous obtenons, pour ¢ € C}j, ¢ € C), et a,c € C,
(¥ + Xga, ¢+ Xoc) = (¥, ) +ac.
Par rapport a cette forme bilinéaire, nous définissons 1'opérateur adjoint de E/u noté
g;, et son domaine D(ﬁ;) I1 vérifie, pour ¢ € D(/TM) = CY[~p — 7,0],C) (nous
considérons ici I'extension naturelle de A,, a I'espace C' ([~ — 7¢, 0], C)) et ¢ € D(A}),

D’apres (6.28) et (6.32), nous avons

(¥, Aup) = ¥(0) Ly — calps) /i% (/OS mcp’(f)a%) ds.
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En utilisant une intégration par parties et (6.25), nous obtenons

0

(0. Ayp) = B0 | ~ere(0) + cah) [

——Te

@(H)de]

~ea) | : <W<ﬁ(8) IR0 - [ mso(f)df) ds,

—p—Te

= [—qW%— c2(p) /O”MC Wd@] »(0)

+ea(p) /17 (/O mﬂf)dé) ds,

= (A%, ),

ou _
D(4y) = CY([0,p+ 7], C),

~ ptTe
Ty = o+ X [@(u) /O B(s)ds — e10(0) + 4 (0)] -

Considérons maintenant les valeurs propres imaginaires pures de (6.7) notées +iw,,
avec w, > 0, qui existent lorsque 7 = 7, c’est-a-dire lorsque la bifurcation survient (voir
section 6.2 et, en particulier, le théoréme 6.2.8). Par définition de ’équation caractéris-
tique en (6.7) et les notations introduites en (6.26), nous avons

0
A(iwe, Te) = iwe 4+ ¢1 — ¢2(0) / e“eSds = (.

—Te

Il s’en suit ,
(efzwcTc _ 1)

We

c2(0) i— 1 = iwe. (6.33)

Alors, avec la définition de (6.28), la fonction q(s) = e™<* € C1([~7., 0], C) est un vecteur
propre de 12[0 associé a iwe.

Ainsi, ¢*(s) = de™=* € C'([0,7.],C), d # 0, est un vecteur propre de ﬁ(’; associé
4 —iw.. De plus, nous pouvons choisir d € C tel que la condition de normalisation

(q*,q) = 1 soit verifiée. Il s’en suit

. . -1
_ —iTeWe 1 — ¢ ¥TewWe
d= [1+CQ(0)<T‘36 i ——C )] .

We w?

Il est facile de vérifier qu’en fait d = (A (iwe, 7))~ '. Comme iw, est une racine simple
de A(-,7.), alors d est bien défini.
D’apres (6.32) et (6.33) nous obtenons aussi

(¢",9) = 0. (6.34)

Nous sommes intéressés par la variété centre correspondant a la valeur propre A\ = iw,

de Ag et au systéme (6.29). Une telle variété centre existe (voir [32, 58]) : ¢’est une variété



6.3. Stabilité des cycles limites 205

localement invariante, localement attractive, contenant ’origine et tangente a 1’origine au
sous-espace engendré par les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres +iw, de
AV[). En fait, pour atteindre notre but, nous n’avons besoin que des informations relatives
a la section de la variété centre notée Cy correspondant a u = 0 (voir [58]).

Soit y; une solution de

d ~
= Aoy + XoFo(yo). (6.35)

Nous calculons les coordonnées de la section Cy de la variété centre correspondant a

p = 0. En suivant les notations de [58|, nous définissons
z(t) = (¢, ye), pour ¢ > 0. (6.36)

Nous utiliserons z et Z comme coordonnées locales de Cy dans les directions ¢* et g*

respectivement. Nous définissons aussi, pour t > 0 et s € [—7, 0],
w(t7 8) = yt(s) - z(t)Q(S) - E(t)Q(S)a
= y(s) — 2Re[z(¢)q(s)].

Nous avons
w(t7 8) =W (z(t),?(t),s) , t2>20,s€ [_7—070]7

avec ) )
z zZ

Wi(z,z,s) = w20(5)5 +wi1(s)2Z + w02(5)§ +... (6.37)

Remarquons que, pour une solution réelle y, w est réel donc wpy = wsay. De plus,
(6.34) et (6.36) impliquent que (¢*, w) = 0.

La section Cy de la variété centre est localement invariante sous I’équation (6.35) :
toute solution qui part de cette section y restera pour tout temps ¢ dans un intervalle

non-trivial ; donc, si y; € Cy nous avons
Ez(t) = (q*, Aoyt + XoFo(y))
et donc, d’apres (6.36),
d _
D (1) = iwen(t) + By (W(a(1), 2(1), ) + 2Rel2(t)q])
dt (6.38)
= iw.z(t) + g(2(t),Z(1)),
avec

g(2,%2) = dFy (W(z,%,-) + 2Re[2q]) .
A T’aide du développement de Taylor de f autour de z* nous réécrivons Fy :

0
Ra() = o [ | 2ol + o) + 0ei0)") a

6 | 0 + 20007 + Oe(0)Y)]
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ou

=20 s ) et = (), (6.39)

Te

Si nous notons, par commodité, w(s) = W(z,z, s), nous obtenons alors

0 . .
o27) = G {2 [l + e+ 2

0
+%/ [w(s) + Zeudcs + Ee—zwcs]f}ds
—Te

O . .
+ O([w(s) + ze™=* + ze-wri)ds} (6.40)

—Tc

— Bod <ﬁ22[w(0) + 247

+ %[w(O) + 2+ 27 + O([w(0) + 2+ 3}4)> :

L’équation (6.38) est appelée la forme normale obtenue par restriction du flux a la
variété centre. Notre prochain but est de calculer certains coefficients du développement
de Taylor de g et de les utiliser pour étudier la stabilité du cycle limite, en calculant
aussi le coefficient de Lyapunov. Ce dernier est donné par certains coefficients du déve-
loppement de Taylor de g(z,z) donné en (6.40). Cela signifie, en fait, que la stabilité du
cycle limite est déterminée par la forme normale obtenue & travers la restriction du flux
a la variété centre.

En restreignant le développement de Taylor en (6.40) aux termes d’ordres inférieurs

ou égaux & trois, nous obtenons

1 1 1
g(Z,?) = 592022 + 91127 + 590232 + 5921,22? + ... (6.41)

avec

_ ca(l _6721'4;.)67'C )
920 = —d 32 (ﬁo + a( 5 )l> ,
We
g1 =dBa(c3me — Bo),

1— 2iweTe
L aian]

go2 = —df> (ﬁo -3 S (6.42)

0 _ p—WeTe
g21 :E<63 {,82/ [w20(8)67iwcs + 2w11(8)6iwes]d8 — ﬁguz}

—Te We
—Bof2w20(0) + 2w11(0)] — 5053) :

En utilisant la définition de ¢3 donnée par (6.39), on peut voir que

g11 = dBoe.
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Notons que les coefficients g;; avec i + j > 2 ne sont pas utiles, sauf go; (cf. [58]).
I1 nous faut encore calculer wag(s) et wi1(s) pour s € [—7¢, 0]. Nous déduisons direc-
tement de (6.35), (6.36) et (6.38), que

Do) = Sy g =07,
= Apw(t,") + XoFo (w(t,-) + 2Re(2(t)q)) — 2Re (g(=(t), Z(t))q),  (6-43)

= Agw(t, )+ H(z(t),2(t),),
ou, pour s € [—7,0],
H(z,z,s) = —2Re (9(2,%)q(s)) + Xo(s)Fo (W(z,Z,-) + 2Re(zq)) . (6.44)
Soit s € [—7¢,0) donné. D’aprés (6.44) avec (6.41) nous avons

H(Z, Z, 8) = —2Re (g(za E)Q(S)) )
= _9(272)(](5) - f](z,f)(j(s),

2 =2
z _ Z
= — (920? + g112Z + 9025 + .. ) q(s)

72 22
- (?205 + 91127 + §02§ + .. > q(s)- (6.45)

En considérant le développement

22 =2

z
H(z,%,5) = Hao(s) 5 + Hu(s)2Z + Hoa(s) 5 + -+
et en comparant les coefficients avec ceux de (6.45) nous obtenons

Hao(s) = —g20q(s) — Go2q(s),
Hi1(s) = —g119(s) — 9114(s), (6.46)
Hpa(s) = Hao(s).

D’apres (6.37), (6.41) et (6.43), nous avons
(Ao — 2iwe)wao(s) = —Hao(s),
Aqwi1(s) = —Hu(s), (6.47)
(Ao + 2iwe)woa(s) = —Hoa(s).

En utilisant (6.28) et (6.46), (6.47) devient

dwag

ds
dw1y

ds

(s) = 2iwewao(S) + 9209(5) + Goaq(s),

(8) = g114(s) + 911q(s).



208 Chapitre 6. Formes normales et stabilité des cycles limites

La résolution du systéme ci-dessus nous donne

920 jw.s 902 —iwes 2iwes
= T pWWes _ JU2 e E e, 6.48
wals) = =350 Biw, . e (6.48)
() = G e = e By (6.49)
c c

ou E; et Ey peuvent étre déterminés en posant s = 0 dans (6.44). En fait, nous avons
H(z,%z,0) = —2Re(g(z,%)) + Fo (W (%, %, ) + 2Re(2q)) .

Nous en déduisons donc

0

Hy(0) = —g20 — Go2 + P2 (63/

—Te

eszcst o 50) ,

0
Hi1(0) = —gu1—gp + 5 (63/ ds — 50) -
D’apres (6.28) et (6.47), nous avons
0
02(0)/ wap(s)ds — (c1 + 2iwe)wap(0) = —Hap(0), (6.50)
0
02(0)/ wi1(s)ds — cywi1(0) = —H;y1(0). (6.51)

En substituant (6.48) dans (6.50) et en utilisant (6.33) nous obtenons finalement

ﬁg(Cg(l — 6_2iwc7—6) — incﬂo)

F=- . . .02
! CQ(O)(]. — 672“”67'5) — QCl’iu)c + 4Wg (6 g )

De la méme fagon, en substituant (6.49) dans (6.51) nous obtenons
By — _ Baleste — Po) (6.53)

C2 (O)Tc — C1 '
D’apres les définitions en (6.26) et (6.39), nous pouvons écrire

__BoBa
§— Bofr

Nous sommes & présent capables de terminer le calcul de go; dans (6.42) en utilisant les

Es

valeurs ci-dessus de wgg, w11, E1 et Eo. Nous posons

O . .
M = [wgo(s)eﬂ“’cs + 2w11(8)€wc8] ds.

—Te

Alors, d’apres (6.48) et (6.49), nous obtenons

_ 6 1 _ e—2iwere 2G:1) — (E; + 2E5)(1 — e~ iweTe
A~ Goz t gn()))ij2 e ) L Te(920 + 2911) — ( ;JF 2)(1—e ), (6.54)
c C
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ou FEj et Ey sont donnés respectivement par (6.52) et (6.53).
D’apreés (6.42), (6.48) et (6.49), nous avons

_ 1 _ e_iWcTc )
go1 = d(Csﬂ2M—C3ﬁ3%l

c

3920 + Tz . 2(G11 — g11)
—Bof32 <E1 +2F, + 920 T G0z + (911 911)2) - 5053>7

3we We

ou M est donné par (6.54).
D’apreés les calculs et I’analyse qui précedent, nous pouvons voir que chaque g;; dans
(6.42) est déterminé par les parameétres et le retard dans I’équation (6.4). Ainsi nous

pouvons calculer explicitement les quantités suivantes :

b B oL\ 1
Li(0) = o <920911 2|g11] 31902\>+2921,
1(0) = Re(L1(0)),
11(0
PO (6.55)

Re(\ (7))’
by = 20,(0),
(

Im(L1(0)) + poIm\ (7,
T, = — - .

Le coefficient X' (7.) dans (6.55) est donné par (6.20) et (6.21).
En utilisant le théoréme de bifurcation de Hopf (cf. annexe B ou bien [58]), nous pou-
vons énoncer le théoréme suivant qui conclut sur la stabilité des cycles limites engendrés

lors de la bifurcation de Hopf locale de I’état d’équilibre =* :

Théoréme 6.3.2. Si us > 0 (< 0) la bifurcation de Hopf est super-critique (sous-
critique) et les solutions périodiques existent pour T > 7. (T < 7.); les solutions sont
orbitalement stables (instables) si by < 0 (> 0); le coefficient Ty détermine la période
des solutions périodiques o la bifurcation : la période des solutions périodiques augmente
(diminue) si To > 0 (< 0).

6.4 Simulations et résultats numériques

Dans cette section, nous calculons numériquement les formules obtenues & la section
précédente afin de déterminer le comportement des solutions périodiques de (6.4).

La fonction f est donnée par (6.5). De plus, nous choisissons d, Gy et n tels que

0 + BoBr

B <0 et v < ————o\
26001
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c’est-a-dire
2(1—wv1)  fo

"= 1—21)1 50—6'

Pour § et By donnés par (6.3), cette condition est vérifiée pour n > 2.42.

Sous cette hypothése, il existe un unique 7. > 0 tel que z* subisse une bifurcation
de Hopf lorsque 7 = 7. (cf. corollaire 6.2.9). Lorsque 7 = 7., I’équation caractéristique
(6.7) posséde une paire de valeurs propres imaginaires pures +iw. avec w.7, € (7/2,m) C
(20, 21). Ainsi, d’apres la proposition 6.2.6, Re(\ (7.)) > 0 et, d’aprés (6.55), le signe du
coefficient de Lyapunov [;(0) décide du signe de uo et bo.

En utilisant Maple 9, nous pouvons calculer les coefficients donnés par (6.55), listés

dans le tableau qui suit, pour n € {3,4,5,6,7,8} :

n T* Te We 11(0) Ty

3 | 3.2523 | 18.1270 | 0.1380 | -0.0026 | 0.1540
4 | 2.4218 | 10.9688 | 0.2091 | -0.0375 | 0.8083
5 1 2.0291 | 7.8748 | 0.2785 | -0.1504 | 2.2097
6 | 1.8034 | 6.1447 | 0.3472 | -0.3975 | 4.5441
7 | 1.6577 | 5.0385 | 0.4155 | -0.8399 | 7.9335
8 | 1.5562 | 4.2702 | 0.4836 | -1.5412 | 12.4589

Méme si nous ne donnons pas les valeurs de 11(0) et T pour tout n > 2.42, nous
pouvons remarquer que les observations indiquent que [1(0) est strictement négatif et
Ty strictement positif pour n > 2.42. Ainsi, 'unique bifurcation de Hopf de I’équation
(6.4) semble étre super-critique et les solutions orbitalement stables, avec des périodes
croissantes.

En utilisant le solveur dde23 [108] de MATLAB, nous déterminons numériquement les
solutions de ’équation (6.4) pour les valeurs de n mentionnées ci-dessus. Les figures 6.4
et 6.5 permettent d’observer les solutions de (6.4) tracées en fonction du temps ¢ ainsi

que dans l’espace des phases.

6.5 Discussion

Nous avons considéré dans ce chapitre un modéle de production des cellules sanguines
qui est un cas particulier du modéle étudié en détails au chapitre précédent. La simpli-
fication principale concerne la division cellulaire : toutes les cellules sont supposées se

diviser uniformément sur un intervalle.
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6
Xt

o 100 200 300 200 500 600 1a 16 18 2 22 2.4 2.6 28 3 3.2
t

F1G. 6.4 — Les solutions de ’équation (6.4) sont représentées pour différentes valeurs du
parameétre n en fonction du temps t et dans l'espace des phases. (a) n = 3, les périodes
des oscillations sont proches de 46 jours. (b) n = 4, les périodes des oscillations sont

proches de 30 jours. (c) n = 5, les périodes des oscillations sont proches de 23 jours.
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F1G. 6.5 — Les solutions de ’équation (6.4) sont représentées pour différentes valeurs du

parameétre n en fonction du temps ¢ et dans l'espace des phases. (a) n = 6, les périodes

des oscillations sont proches de 18 jours. (b) n = 7, les périodes des oscillations sont

proches de 15 jours. (¢) n = 8, les périodes des oscillations sont proches de 13 jours.
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Une partie des résultats obtenus au chapitre 5 a été & nouveau démontrée car, sous
I’hypothése sus-citée, ces résultats ont pu étre améliorés. C’est le cas, notamment, du
résultat établissant ’existence d’une ou de plusieurs bifurcations de Hopf locales.

Nous avons ensuite étudié la stabilité des cycles limites obtenus lors de bifurcations,
par la description d’une variété centre et ’analyse d’une forme normale qui lui est as-
sociée. Nous avons observé que, dans le cas semblant le plus correspondre aux données
expérimentales disponibles, toutes les bifurcations sont super-critiques et les solutions
périodiques existent suite & la bifurcation.

Notons aussi que plus la sensitivité n est élevée, plus la population est déstabilisée
rapidement (la valeur critique 7. diminue). En revanche, la période des oscillations lors de
la bifurcation diminue lorsque la sensitivité augmente. Une augmentation de la sensitivité
correspond donc & une déstabilisation plus rapide du processus d’hématopoiése, mais
avec des solutions oscillantes de périodes plus courtes. Ces périodes ne sont malgré tout
que celles observées lors de la bifurcation et, numériquement, nous pouvons vérifier (voir
chapitre 5, section 5.5) que les périodes des oscillations augmentent aprés la bifurcation.

Pour des valeurs de n inférieures a 3, la valeur critique du cycle cellulaire se situe aux
alentours de 20 jours. C’est une durée élevée, qui ne correspond pas aux observations. Cela
signifie que lorsque la sensitivité est faible le processus est stable et une augmentation
de la sensitivité le déstabilise.

Comme nous avons pu le noter & la fin du précédent chapitre, un grand nombre de
maladies hématologiques font apparaitre des oscillations autour de 1'état d’équilibre :
il s’agit de maladies hématologiques dites cycliques (voir section 1.5 par exemple). Ces
oscillations entrainent une instabilité dans la population de cellules souches hématopoié-
tiques.

Parmi toutes les maladies hématologiques cycliques, notre intérét s’est porté sur la
leucémie myéloide chronique (cf. 1.5.3, chapitre 1). Il s’agit d’'une des maladies héma-
tologiques les plus répandues (voir Fortin et Mackey [52]) et elle peut étre caractérisée
par des oscillations avec des périodes allant de 30 & 100 jours de toutes les cellules en
circulation dans le sang (globules rouges, globules blancs et plaquettes). Cette instabilité,
liée a la translocation d’un chromosome, semble étre située au niveau des cellules souches
hématopoiétiques pluripotentes.

Les périodes des solutions lors des bifurcations, pour le modéle étudié dans ce cha-
pitre, sont de ’ordre de 30 & 50 jours lorsque le parameétre n n’est pas trop grand, comme
décrit a la section 6.4. Cette situation correspond assez bien & ce qui est habituellement
observé lors d’une leucémie myéloide chronique.

Il a déja été noté, par Pujo-Menjouet et Mackey [99], que la sensitivité du taux

de réintroduction en phase de prolifération n joue un roéle crucial dans 'apparition des
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solutions périodiques dans un modéle ol la durée du cycle cellulaire est constante. La
sensitivité décrit la fagon dont le taux de réintroduction réagit aux changements de la
phase de repos produits par des stimuli extérieurs : une libération d’érythropoiétine, par
exemple, ou bien ’action d’un autre facteur de croissance. Les maladies hématologiques
cycliques semblant étre dues & une déstabilisation du controle hormonal (voir [52]), le
parameétre n semble approprié pour l'identification des causes menant & ’observation de
solutions périodiques. Ce résultat nous encourage & compléter le modéle étudié ici en
ajoutant 'influence des facteurs de croissance, sur le taux de réintroduction, mais aussi
sur les taux de mortalité et de différenciation. Cette étude a débuté et est actuellement

en cours d’élaboration. Nous présentons les premiers résultats dans la prochaine partie.



Troisiéme partie

Analyse de modéles d’hématopoiése
régulée par des facteurs de
croissance, avec cycle cellulaire

constant
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Chapitre 7

Régulation de ’hématopoiése par

les facteurs de croissance

Dans les chapitres précédents, nous avons mis en évidence ’apparition de solutions pé-
riodiques dans des modéles d’hématopoiése et souligné le fait que ces solutions peuvent
décrire certaines maladies hématologiques. Les résultats que nous avons obtenus sont
assez satisfaisants mais les controles exercés par des éléments extérieurs sur la différen-
ciation et la maturation des cellules souches hématopoiétiques n’apparaissent pas expli-
citement : nous avons toujours supposé, par exemple, que 'introduction des cellules en
phase de prolifération dépendait d’un contréle exercé par la population sur elle-méme. A
travers ce chapitre, nous souhaitons incorporer l'action des facteurs de croissance dans la
régulation de 'hématopoiése et essayer d’obtenir des résultats similaires & ceux obtenus

dans les deux derniers chapitres.

Nous avons présenté, au paragraphe 1.4 du chapitre introductif, les facteurs de crois-

sance et leurs roles dans I’hématopoiése. Nous en rappelons les grandes lignes.

Les facteurs de croissance sont des glycoprotéines qui se fixent sur les cellules souches
hématopoiétiques et peuvent activer ou inhiber I’hématopoiése. Ils agissent a toutes les
étapes de la production des cellules sanguines : lors de la différenciation cellulaire, de
I'introduction en phase de prolifération, lors de contrédles tels que ’apoptose, etc. Chaque
facteur de croissance a de plus un rdle particulier, et chaque lignée de cellules sanguines

est produite grace & des facteurs spécifiques.

Un des facteurs de croissance les mieux connus est l’érythropoiétine, aussi nommé
EPO. L’érythropoiétine agit sur la lignée érythroide afin d’amener & maturation les glo-
bules rouges. Son action se concentre sur le taux d’apoptose et l’entrée des cellules en
phase de prolifération. L’érythropoiétine est produite principalement par les reins, qui

la libérent dans la circulation sanguine lors d’une hypoxie tissulaire. L’EPO va ensuite
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se fixer au cellules souches hématopoiétiques dans la mecelle osseuse, par 'intermédiaire
du stroma, et stimule 1’érythropoiése (la fabrication des globules rouges, cf. Fig. 1.3). La
production de globules rouges est ainsi intensifiée et les tissus & nouveau alimentés en
oxygéne. On observe alors une diminution de la concentration d’EPO dans le sang : les
globules rouges exercent un contréle sur la libération d’érythropoiétine, en faisant dimi-
nuer la production d’EPO. Dans des conditions particuliéres, telles qu'une hémorragie
ou une ascension en haute montagne, ou les besoins en oxygéne sont plus importants,
I’érythropoiése est ainsi accélérée.

En 1995 et 1998, Bélair et al. [18] et Mahaffy et al. [84] ont proposé un modéle mathé-
matique pour I’érythropoiése. Il s’agit d’'un systéme structuré en age et maturité, couplé
a4 une équation différentielle ordinaire, qui se réduit & un systéme de deux équations
différentielles & retard. Les différentes analyses effectuées ont montré que les modéles
décrivaient correctement une érythropoiése normale mais avaient des difficultés & repro-
duire des comportements pathologiques observés durant des maladies hématologiques
cycliques (’anémie hémolytique auto-immune en particulier). Soulignons cependant que
ces difficultés sont principalement dues au manque de données expérimentales.

Nous proposons ici deux modéles de régulation de I’hématopoiése par les facteurs de
croissance. Nous limitons notre cadre d’étude & des cycles cellulaires de durée constante.

Le premier modéle que nous étudions s’attache a décrire I’érythropoiése. Il est formé
de deux équations décrivant, I'une, I’évolution de la population de cellules souches héma-
topoiétiques (il s’agit d’une version simplifiée des équations que nous avons précédem-
ment étudiées), et 'autre, la production de Iérythropoiétine. Nous montrons que 1'état
d’équilibre qui décrit le maintien de la population peut étre déstabilisé a travers une bi-
furcation de Hopf locale. Nous obtenons alors des solutions périodiques, mais les périodes
ne correspondent pas & celles observées lors de maladies hématologiques cycliques. En
revanche, ce modeéle permet de mettre en évidence le feedback existant entre les cellules
du sang et la concentration d’érythropoiétine.

Nous améliorons ensuite ce modéle, afin d’aboutir & une meilleure description des
phénomeénes observés lors de maladies hématologiques cycliques. Nous tenons compte de
la présence de deux populations de cellules souches hématopoiétiques : les cellules proli-
férantes et les cellules au repos. Nous ajoutons aussi une équation décrivant la production
des cellules sanguines, car ce sont elles qui agissent sur la concentration en facteurs de
croissance.

Nous sommes alors amenés i étudier un systéme de trois équations différentielles,
avec un retard correspondant a la durée du cycle cellulaire. Nous obtenons l’existence
d’une bifurcation de Hopf par ’étude d’une équation caractéristique ayant la forme

d’un polynoéme exponentiel de degré trois dont les coefficients dépendent du retard.
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Les résultats numeériques soulignent 1’existence de solutions périodiques avec de longues

oscillations, décrivant la déstabilisation du processus de régulation de I'hématopoiése.

7.1 Un premier modéle de régulation de I’hématopoiése

Nous nous intéressons ici & un nouveau modéle d’érythropoiése basé sur des modéles
existants d’hématopoiése (cf. Mackey [73, 74]) et sur le modeéle d’érythropoiése étudié
par Bélair et al. [18]. Nous nous plagons dans le cadre d’un cycle cellulaire constant.

Nous notons N (t) la densité totale de cellules souches hématopoiétiques. Ces cellules
disparaissent avec un taux § > 0 (mortalité naturelle, apoptose ou bien différenciation
cellulaire).

Soit E(t) la concentration d’érythropoiétine (en mL/mU) dans le sang au temps ¢.
La production de I’érythropoiétine est contrdlée par un feedback négatif, produit par
la population de cellules souches hématopoiétiques N (t). Nous notons f ce feedback.
Il s’agit d’une fonction positive et décroissante, du type fonction de Hill, ou fonction

d’efficacité,
a

f(N) = TTEN (7.1)

souvent utilisée en cinétique des enzymes (voir [18]). Les paramétres a > 0, K > 0 et
r > 0 sont déduits des données expérimentales [18, 84].

Nous considérons le systéme

C;—]Z(t) = —ON(®)+g(N(t—7), Bt — 7)) N(t - 7), (7.2)
Wity = kB + VW), (73

ol 7 > 0 représente la durée moyenne d’un cycle cellulaire et £ > 0 est le taux de dé-
gradation de l’érythropoiétine dans le sang. Le terme g(N, E) régule la production des
cellules souches hématopoiétiques (produites par divisions) par une action de 1’érythro-
poiétine. Elle est supposée croissante par rapport a la concentration d’érythropoiétine,
car ’érythropoiétine agit en tant que facteur de croissance sur les cellules souches et
stimule la production, et décroissante par rapport & la population N. Ce controle est
induit par la concentration en érythropoiétine et la population de cellules souches hé-
matopoiétiques un temps 7 plus tot, c’est-a-dire lorsque les cellules sont entrées en cycle
cellulaire.

La fonction g(N, E) est de plus supposée positive, non constante et différentiable,

telle que
lim g¢g(N,E) =0, pour tout £ > 0.

N—+o00
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Nous nous intéressons a la stabilité asymptotique des états d’équilibre du systéme
(7.2)-(7.3). Nous dirons que (N, E) est un état d’équilibre du systéme (7.2)—(7.3) si
(N, E) vérifie

dN _dE 0
dat  dt
c’est-a-dire
SN = g(N,E)N, (7.4)
kE = f(N). (7.5)

En utilisant (7.5), ’équation (7.4) devient
_ 1 N
SN = g<N, Ef(N))N.
Nous en déduisons que soit N = 0 soit N est solution de

g(ﬁ, % f(N)) — 5. (7.6)

— 1 —
La fonction f étant décroissante, la fonction N +— g(N - f(N )) est décroissante pour
N > 0. De plus
1 , — 1, —
g(o,—f(o)) >0 et _lim g<N,—f(N)) —0. (7.7)
k N too k

En utilisant (7.5), (7.6) et (7.7), nous pouvons conclure a I’existence d’au plus deux états

d’équilibre pour le systéme (7.2)—(7.3).

Proposition 7.1.1. Si
1
0<d< g(O, Ef(o)), (7.8)
le systeme (7.2)-(7.3) posséde deuz états d’équilibre distincts, (0, f(0)/k) et (N*, E*),
ot N* > 0 est l'unique solution de l’équation

9<N*,%f(N*)) =9,

et .
B = %f(N*).

Sinon, le systéme (7.2)—(7.3) ne posséde qu’un seul état d’équilibre, (0, f(0)/k).

L’état d’équilibre (0, f(0)/k) de (7.2)-(7.3) correspond & un cas biologique critique :
I’extinction de la population et la saturation de la concentration d’érythropoiétine, em-
péchant la production de cellules sanguines. Nous nous concentrons, dans la section

suivante, sur la stabilité des états d’équilibre définis a la proposition 7.1.1.
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7.2 Stabilité locale asymptotique et bifurcation de Hopf

Soit (N, E) un des deux états d’équilibre du systéme (7.2)—(7.3), définis & la pro-
position 7.1.1. Afin d’étudier la stabilité locale de (NN, E), nous linéarisons le systéme
(7.2)—(7.3). Nous posons x(t) = N(t) — N et y(t) = E(t) — E, pour t > 0. Pour ne pas
alourdir les notations, nous continuerons cependant d’utiliser les variables N et F & la

place de x et y. Le systéme linéarisé est

dN

—r(t) = —6N(t) + AN(t —7) + BE(t —7), (7.9)
Z—f(t) = —kE(t)+ ['(N)N(t), (7.10)

ou A et B sont donnés par

A:g(N,E)+N§—]9V(N,E) o6 B=NYWNE.

Remarquons que B > 0. Nous écrivons le systéme (7.9)—(7.10) sous la forme matricielle

dN
(@) -5 0 N(t) A B N(t—17)
= _ +
%(t) F(N) -k E(t) 0 0 Bt — )
L’équation caractéristique est alors donnée par
A+ E)YAN+8—Ae ) — Bf'(N)e ™ = 0. (7.11)

Rappelons que 1’é¢tat d’équilibre (N, E) est localement asymptotiquement stable si et
seulement si toutes les valeurs propres de (7.11) sont & parties réelles strictement néga-
tives.

Nous considérons tout d’abord le cas 7 = 0. Lorsque 7 = 0, ’équation (7.11) s’écrit
M4 (k+6—AN+k(6—A) —Bf(N)=0. (7.12)
En appliquant le critére de Routh-Hurwitz, nous obtenons le lemme qui suit.

Lemme 7.2.1. Les valeurs propres de (7.12) sont a parties réelles strictement négatives

st et seulement si
k+6>A et ké > Ak + Bf'(N).

Nous supposons dans la suite que k +J > A et k§ > Ak + Bf'(N). Ainsi I’état
d’équilibre est localement asymptotiquement stable lorsque 7 = 0. De cette facon, si
(N, E) devient instable pour une certaine valeur de 7, I'équation (7.11) doit posséder

une valeur propre imaginaire pure (voir le théoréme de Rouché ([42], p.248)).
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Supposons que (7.11) posséde une valeur propre imaginaire pure iw, avec w € R. En

séparant les parties réelles et imaginaires de (7.11), nous obtenons

—w?+ kS = (Ak+ Bf'(N))cos(wr) + Awsin(wT), (7.13)
(k+0)w = Awcos(wr)— (Ak+ Bf'(N))sin(wr). (7.14)

Remarquons que si iw est une valeur propre de (7.11), alors —iw l’est aussi. De plus,
comme k§ > Ak + Bf'(N), w = 0 ne peut pas étre solution de (7.13)-(7.14). Nous
cherchons donc w > 0.

En ajoutant les carrés des équations (7.13) et (7.14), nous obtenons
wh | (k+6)2 — A% — 2k6 |w? + (k6)? — (Ak + Bf'(N))? = 0. (7.15)
Nous posons
p=k +0>-A%  ¢=(k&)?>— (Ak + Bf'(N))? et £ =uw?.

L’équation (7.15) devient
h(€) ==& +pE+q=0. (7.16)

Lemme 7.2.2. (i) Siqg <0 ouq=0 et p <0, l’équation (7.16) posséde exactement une
racine positive.

(ii) Siq >0, p <0 et p?> > 4q, l’équation (7.16) posséde deuz racines positives.

(iii) Si ¢ > 0, p < 0 et p> = 4q, léquation (7.16) posséde une unique racine qui est
positive.

(iv) Dans les autres cas (i.e. siq>0etp >0, 0ouq>0,p <0 et p? < 4q), I'équation

(7.16) n’a aucune Tacine ou aucune Tacine positive.

Supposons que l'une des conditions (), (#4) ou (ii7) du lemme 7.2.2 est vérifiée.
Soit & (I = 1,2 lorsque (ii) est vérifiee et | = 1 lorsque (i) ou (iii) sont vérifiées)
les racines positives de (7.16). Nous posons w; = /& > 0. Alors les w; sont les seules

solutions positives de (7.15). En utilisant les équations (7.13) et (7.14), nous obtenons,

pour [ =1,2, )
cos(9(wr) — i) = ) ,
V(Ak + BfI(N))? 4 (Auwy)?
et
sin(¢(wr) — wyr) = (k9 ,
Ak + BFI(N))? 4 (Aw)?
avec

¢(wy) = arcsin ( Aﬂ )
V(Ak + BfI(N))? 4 (Auwy)?
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En utilisant (7.15), on vérifie rapidement que
—wl + ko

‘ - (k + 6wy
V(Ak + BFI(N))? 4 (Awn)?

< ‘ 1
V(Ak + BFI(N))? 4 (Auw)?

Nous définissons les suites {T{’j} et {Té’j}, positives, pour j € N\ {0} et [ = 1,2, par

7'{’]- L [(b(wl) — arcsin < (k +_5)wl ) + 2|,
“ VAl + BN)P + (Aw)?

Té’j L [d)(wl) + arcsin ( (k +_6)wl > + (25 — 1)77] .
“ V(Ak+ B N)P + (Aw)?

lo
=70 = ) et wo = Wiy - 7.17
0= T T JeN\{O}{ 100705} 0= Wi (7.17)

Soit

Lemme 7.2.3. Pour 7 = 19, tiwg est une paire de valeurs propres imaginaires pures
simples de (7.11). De plus,

dRe(\)
dr

>0 si et seulement si W (wd) > 0.

T=T0

Démonstration. Considérons la branche de valeurs propres A(7) = v(7) +iw(7), telle que
v(t9) =0 et w(70) = wo.

D’apres (7.11), nous avons

(20t k454 (T[AQ+R) + BF ()] - 4)e —ﬂ% CANAOHE) B (W)]e ™. (7.18)

Si nous supposons, par contradiction, que A(7p) n’est pas une valeur propre simple de

(7.11), nous obtenons
—iwo[A(iwy + k) + Bf'(N)]e~™0m =0,

En séparant les parties réelles et imaginaires, nous aboutissons a

Awd cos(woty) — wo(Ak + Bf'(N))sin(wom) = 0, (7.19)

7.19

wo(Ak + Bf'(N)) cos(womo) + Awd sin(womo) = 0.

Comme wp > 0, en utilisant (7.13) et (7.14), (7.19) devient
kE+6 = 0,
wi = kd.
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Comme k > 0et § > 0alors k =6 = 0. D’olt wg = 0, ce qui nous donne une contradiction.
Nous en déduisons que iwp est toujours une valeur propre simple de (7.11).

D’apres (7.18), nous avons

(@)—1 _ DHk4ds (T[A(/\+k) + Bf(N)] - A)e"\T
dr “AA\+ k) + Bf/(N)]e ’
A—eM2A+k+6) T

MAN+E) + BfI(N)) X

De plus, I’équation (7.11) entraine

a _ A+ k) + Bf(N)

A+ k) (A+0)
Donc
~1
sign { dRe()) } . ( d)\> } |
dr = dr

I
&,
0Q
=i

)

{ ( (2N + k + 6) > }
Re
MAN+E) + Bf'(N)) ) | =,
sign Re( — €00 (2iwo + k + 9) >

& iwg (A(iwo + k) + Bf(N*)) ’

{ (k +6)* + 2(wg — k9) }
A202 + (Ak +Bf(N)2 (k402w + (w2 —kd)2 [

= sign
En utilisant (7.15), nous obtenons

(k4 0)%wi + (Wi — k6)? = A%W2 + (Ak 4+ Bf'(N))2.

Ainsi
. dRe()\) . 2(wi — kd) + (k+6)? — A2
sign = sign o) = ,
dT T=T0 A WO + (Ak + Bf (N))
= sign {2w(2) + p} ,
= sign{W(w})}.
Ceci conclut la démonstration. O

Ce résultat, ajouté & ceux des lemmes 7.2.1 et 7.2.2, nous permet d’obtenir le théoréme

suivant.

Théoréme 7.2.4. Supposons que k + 6 > A et ké > Ak + Bf'(N).
Si la condition (i) du lemme 7.2.2 est vérifice, l’état d’équilibre (N, E) est localement

asymptotiquement stable pour tout 7 > 0.
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Si V'une des conditions (i) ou (ii) du lemme 7.2.2 est vérifiée, alors il existe une valeur
critique T > 0, définie par (7.17), telle que ’état d’équilibre (N, E) est localement asymp-
totiqguement stable lorsque T € [0, 7)), devient instable lorsque T > 19, et une bifurcation

de Hopf survient a (N, E) lorsque T = 9.

Démonstration. D’apres le lemme 7.2.1, toutes les valeurs propres de (7.11) sont & parties
réelles strictement négatives lorsque 7 = 0. Si la condition (iv) du lemme 7.2.2 est vérifiée,
alors (7.11) ne posséde aucune valeur propre imaginaire pure. En conséquence, comme
toutes les valeurs propres de (7.11) sont & parties réelles négatives lorsque 7 = 0, le
théoréeme de Rouché ([42], p.248) entraine que toutes les valeurs propres de (7.11) sont
& parties réelles négatives pour tout 7 > 0.

Supposons & présent que l'une ou 'autre des conditions (i) ou (i7) du lemme 7.2.2 est
vérifie. D’apres le théoreme de Rouché ([42], p.248), toutes les valeurs propres de (7.11)
sont & parties réelles strictement négatives tant que 7 < 79, ou 7y est défini par (7.17).
Ainsi, (N, E) est localement asymptotiquement stable lorsque 7 € [0, 7). Lorsque 7 = 7o,
le lemme 7.2.3 entraine que (7.11) posséde une paire de valeurs propres imaginaires pures
simples Fiwy. De plus, d’aprés (i) et (ii) (au lemme 7.2.2), nous avons h'(w?) # 0. Par

contradiction, supposons que
dRe()\)
dr

() <0,

pour 7 < 7 et 7 proche de 9. Alors (7.11) posséde une valeur propre \(7) = v(7) +iw(T)
telle que v(7) > 0. Ceci contredit le fait que les valeurs propres de (7.11) sont & parties

réelles strictement négatives lorsque 7 < 7y. Nous obtenons donc

dRe(\)
dr

T=T0

Cela entraine ’existence d’une bifurcation de Hopf locale a (N, F) lorsque T = 79, et la

démonstration est terminée. O

Remarque 7.2.5. Lorsque la condition (iii) du lemme 7.2.2 est vérifice, (N, E) est
localement asymptotiquement stable tant que T € [0,79). Cependant, lorsque T = 7o,
nous ne pouvons conclure a la stabilité ou l’'instabilité de ’état d’équilibre. Dans ce cas,
B (wg) = 0 donc, d’aprés le lemme 7.2.3, (dRe()\)/dr)(T = 79) = 0.

Avec des valeurs des parameétres vérifiant (7.8), nous obtenons, a la figure 7.1, qu’une
bifurcation de Hopf survient a (N*, E*) lorsque 7 = 3.9 jours, avec une période autour de
15 jours. Les solutions sont dessinées dans le plan (N, F) a la figure 7.2 : elles atteignent

un cycle limite.
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F1G. 7.1 — Les solutions N(¢) (courbe bleue) et E(t) (courbe rouge) du systéme (7.2)-
(7.3) sont tracées pour 7 = 3.9 jours : une bifurcation de Hopf survient a (N*, E*) et des
solutions périodiques, avec des périodes proches de 15 jours, apparaissent. Les valeurs

des paramétres sont § = 0.05, 3y = 6.5, 0 = 1.62x 10%, n = 3 (voir [73, 98, 99]), k = 0.28,
a = 6570, K = 0.0382 et r = 6.96 (voir [18]).
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F1G. 7.2 — Pour les valeurs des paramétres identiques & celles de la figure 7.1, les solutions

sont tracées dans le plan (IV, E) : elles atteignent un cycle limite.
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La fonction ¢ utilisée dans les simulations numériques est une fonction d’efficacité,

"E
N E = _
g( ’ ) ﬁ(] on Nn

avec By >0, 0 > 0 et n > 0 donnés par les expériences (voir [73, 98, 99]). La fonction f
est définie par (7.1).

Corollaire 7.2.6. L’état d’équilibre (0, f(0)/k) du systéeme (7.2)-(7.3) est localement

asymptotiquement stable pour tout T > 0 lorsque

g(o, % f(o)) <6 (7.20)

et instable pour tout T > 0 lorsque
1
§ < g(o, Ef(o)).

Démonstration. Supposons tout d’abord que (7.20) est vérifiée. Alors, d’aprés la propo-
sition 7.1.1, (0, f(0)/k) est I'unique état d’équilibre du systéme (7.2)—(7.3). Nous avons
alors A = g(0, f(0)/k) et B =0, et 'hypothése (7.20) est équivalente & § > A.

Alors k+ 6 > A et k6 > Ak = Ak + Bf'(0). De plus, ¢ > 0 et p > 0. Ainsi la
condition (iv) du lemme 7.2.2 est satisfaite. D’aprés le théoréme 7.2.4, nous obtenons la
stabilité locale asymptotique de (0, f(0)/k) pour toutes les valeurs de 7 > 0.

Supposons & présent que 6 < ¢(0, f(0)/k). Toujours d’aprés la proposition 7.1.1,
(0, £(0)/k) est l'unique état d’équilibre du systéme (7.2)-(7.3), et nous obtenons A =
g(0, f(0)/k) et B = 0. Nous avons donc A > 4.

L’équation caractéristique (7.11) s’écrit
A+ k) A+ — Ae™) =0.

Do A = —k < 0 ou A+ 6 = Ae—". Nous nous intéressons aux racines de cette derniére

équation. En posant u = A7, elle se réécrit
(u+d7)et — AT = 0.
D’apres le théoréme B.2.3, annexe B, Re(u) < 0 si et seulement si
or > —1, or — AT >0 et — A1 < (sin(¢) — 97 cos((),

ou ¢ € (0,m) est solution de ( = —d7tan(¢) (et ( = 7/2 si 67 = 0). Comme A > 0,
01 — A1 < 0 pour tout 7 > 0. Nous en déduisons que Re(x) > 0 pour tout 7 > 0 et I'état
d’équilibre (0, f(0)/k) est instable pour tout 7 > 0. O
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Nous avons obtenu l’existence de solutions périodiques qui déstabilisent un état
d’équilibre non-trivial pour un nouveau modéle d’érythropoiése, mettant en avant ’exis-
tence de solutions oscillantes. Ces oscillations nous laissent envisager la description de
maladies hématologiques cycliques liées aux globules rouges (I’anémie hémolytique auto-
immune par exemple). Cependant, avec le peu de données expérimentales que nous avons
pu utiliser pour déterminer les paramétres du modéle (7.2)—(7.3), nous n’arrivons pas a
simuler des solutions qui correspondraient & ce qui est observé lors d’une anémie hémo-
lytique auto-immune.

Dans la section suivante, nous établissons un nouveau modéle, plus général cette fois,
décrivant la régulation de I’hématopoiése sous l'action de facteurs de croissance. Bien
que cette hypothése s’avére limitative, nous supposons toujours que le cycle cellulaire
est constant. En revanche, nous ajoutons au modéle la population de cellules en circu-
lation dans le sang, car c’est cette population qui agit sur la production de facteurs de
croissance, et non pas directement la population de cellules souches hématopoiétiques.
Nous faisons aussi la distinction, au sein des cellules souches hématopoiétiques, entre les
cellules proliférantes et les cellules au repos. Les résultats que nous obtenons améliorent

ceux obtenus ci-dessus.

7.3 Un deuxiéme modéle de régulation de I’hématopoiése

Nous considérons une population de cellules souches hématopoiétiques divisée en
deux groupes : les cellules proliférantes et les cellules au repos, ou cellules quiescentes.
L’existence d’une phase de repos dans le cycle cellulaire est en partie due aux travaux
de Burns et Tannock [30]. Les cellules quiescentes représentent la majorité des cellules
souches hématopoiétiques (environ 90%). Les cellules proliférantes sont condamnées &
se diviser, lors de la mitose, aprés avoir, notamment, synthétisé de ’ADN. Aprés s’étre
divisées, les cellules en phase de prolifération entrent en phase de repos.

Nous notons Q(t) et P(t) les populations de cellules quiescentes et proliférantes au
temps t. Dans la phase de repos, les cellules meurent, avec un taux J, ou se différencient
en cellules matures qui entrent dans la circulation, avec un taux g(@)/Q. La fonction g
est supposée croissante avec g(0) = 0, car aucune cellule ne peut devenir mature s’il n’y
a pas de cellule souche hématopoiétique, et de classe C'. Nous supposons de plus que la

fonction @ — ¢(Q)/Q est croissante pour @ > 0, ce qui est équivalent a

9(Q)
Q

Cela implique, en particulier, que g est croissante et limg_, 4+ g(Q) = +0o0.

0<g(0)< <4'(Q) pour Q > 0. (7.21)

Les cellules au repos sont aussi introduites en phase de prolifération & n’importe
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quel moment de leur vie, pour assurer le renouvellement des générations, avec un taux
(B. Ce dernier est habituellement supposé dépendant de la population totale de cellules
quiescentes [73, 106]. Cependant, la production des cellules sanguines matures (celles
qui circulent dans le sang) est aussi déterminée par l'action de facteurs de croissance
agissant sur la population de cellules souches hématopoiétiques : les facteurs de croissance
déclenchent la différenciation et la maturation des cellules hématopoiétiques a travers la
population de cellules souches. Ainsi, nous faisons aussi dépendre (3 de la concentration
en facteurs de croissance. Nous supposons que 3 est de classe C!. Dans le cas particulier
de ’érythropoiése, $ est une fonction croissante de la concentration d’érythopoiétine, car
I’érythropoiétine augmente la production de globules rouges. Nous supposons donc que
est une fonction croissante de la concentration en facteur de croissance, avec 3(Q,0) = 0,
et décroissante par rapport a la population de cellules au repos (voir [73]).

Dans la phase de prolifération, les cellules peuvent étre éliminées par apoptose avec
un taux -, constant et positif.

Les équations modélisant la différenciation des cellules souches hématopoiétiques

dans la mecelle osseuse sont alors

Q. _ _ _
(1) = —0Q() - g(Q(1) — BQ). E®)Q() (7.22)
+2e77B(Q(t — 1), E(t —7))Q(t — T),
%(t) = —yP(t) + B(Q(t), E(t)Q(t)
—e B(Q(t—71),E(t —7)Q(t — 7),

ou E(t) est la concentration en facteur de croissance au temps ¢. Le paramétre 7 > 0

(7.23)

décrit la durée moyenne du cycle cellulaire. Le dernier terme dans ’équation (7.22)
représente ’apport cellulaire provenant de la division des cellules proliférantes. Il s’agit
en fait de cellules au repos introduites en phase de prolifération une génération plus tot.
Le facteur 2 décrit la division de chaque cellule proliférante en deux cellules filles.

A la fin de leur développement, les précurseurs donnent naissance aux cellules ma-
tures, qui entrent dans la circulation sanguine. Nous notons M (t) la population de cellules
du sang en circulation. Ces cellules proviennent uniquement de cellules en phase de repos.
Elles sont dégradées, dans le flot sanguin, avec un taux g > 0. En moyenne, les globules
rouges vivent 120 jours, les plaquettes une semaine et les globules blancs quelques heures
seulement. Ces cellules sont produites en continu, ce qui contribue & la complexité de

I’hématopoiese. La population de cellules matures vérifie I’équation différentielle

dd_]‘f(t) — —uM (1) + g(Q(t)).

La concentration en facteurs de croissance est gouvernée par une équation différen-

tielle avec un feedback négatif explicite. Ce feedback décrit le controle exercé par la meelle
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osseuse sur la production de facteurs de croissance. Il agit par le biais des cellules circu-
lant dans le sang : plus il y a de cellules en circulation, moins la libération des facteurs
de croissance est importante. Nous notons f ce feedback. Il dépend de la population de
cellules en circulation M, et il est positif et croissant. Alors
92 (1) = —kB(0) + F(M(),

ou k > 0 est le taux de dégradation du facteur de croissance. En fait, ’action des
cellules matures sur la production de facteurs de croissance n’est pas immeédiate : elle
est légérement retardée, mais ce délai est négligeable devant la durée du cycle cellulaire,
c’est pourquoi nous ne le mentionnons pas.

Remarquons que le systéme (7.22)—(7.23) n’est pas couplé : la population de cel-
lules proliférantes n’est pas nécessaire pour décrire le processus d’hématopoiése car la
production de cellules matures ne dépend que des cellules souches au repos. Nous nous
concentrons donc sur les équations

1) = — 15 - BQU). B1) Q1) — 9(Q(1)
+2e77A(Q(t — 1), B(t = m)Q(t — 7). 720
DLW = —uM () + 9(QU), |

d£
dt
Notons tout d’abord que les solutions Q(t), M(t) et E(t) du systéme (7.24) sont

(t) = —kE@) + f(M(2)).

positives.
Supposons par contradiction qu’il existe tp > 0 et ¢ > 0 tels que Q(¢) > 0 pour
t <to, Q(to) =0 et Q(t) < 0 pour t € (to,to + ). Alors, comme g(0) =0,

%(to) = 2677Tﬂ(Q(t0 — T),E(t() - T))Q(t[) - T) > 0.

Ceci entraine une contradiction. Nous en déduisons que )() est positive. Les fonctions
g et f étant positives, nous obtenons, de fagon similaire, que M (t) et E(t) sont positives.
Ensuite, nous pouvons aussi noter que les solutions de (7.24) sont bornées lorsque
d+4'(0) > 0.
Nous nous intéressons en premier & la solution F(t). En utilisant une formule classique
de variation de la constante, nous obtenons, pour ¢ > 0,
t
E(t) = e ™ME(0) + ekt/ e*s f(M(s))ds.
0
La fonction f étant décroissante et bornée, nous en déduisons

E(t) < e ™E(0) + @(1 — ek,
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Ainsi, si E(0) < f(0)/k, alors E(t) < f(0)/k et, si f(0)/k < E(0), alors E(t) < E(0).
Par conséquent, F(t) est bornée.

Nous nous intéressons & présent a la solution Q(t). Si @ est bornée, l’application
t — g(Q(t)) est bornée et nous obtenons donc que M (t) est aussi bornée, par des
arguments similaires & ceux utilisés pour le cas ci-dessus.

Soit C' > 0 une borne de E et supposons que limg_.o. 8(Q, E) = 0, pour tout £ > 0,
et que 6+¢'(0) > 0. Si2e7775(0,C) > d+¢(0), alors, comme I’application Q — 3(Q, E)
est décroissante et tend vers zéro a Uinfini, il existe Qp > 0 tel que 2¢ 7" 3(Qo,C) =
d+¢'(0) et 267776(Q,C) < 5+ ¢'(0) pour Q > Qo. Si 2¢7773(0,C) > &+ ¢'(0) alors ce
résultat est vrai pour @y = 0.

Nous posons alors
/8(07 C)QO
d+9'(0)

Soit @ > Q4 fixé, et soit 0 <y < Q. Siy < Qo, alors

Ql = 2e 77

2¢7 7By, C)y < 2¢777B(0,C)Qo = (6 +¢'(0))Q1 < (3 +¢'(0))Q.

D’un autre coté, si y > Qo,

2¢7 7By, C)y < (6 +4¢'(0))y < (6 +¢'(0)Q.
Ainsi
2¢77" max By, Cy < (8+ J(0)Q, pour Q> Q1.

Supposons & présent, par contradiction, que limsup Q(t) = +oc. Alors il existe tg > 7

tel que
Q(t) < Q(to), fort € [to -7, t(]], et Q(to) > Ql.

La fonction F +— ((Q, E) étant croissante, nous obtenons, d’aprés (7.21),
Q'(to) < ¢'(0)Q(to) — 9(Q(t0)) — B(Q(to), E(to))Q(to) < 0.

Ceci contredit notre hypothése, donc @ est bornée.

Ces résultats sont énoncés dans la proposition suivante.

Proposition 7.3.1. Supposons que limg_.o. 5(Q, E) = 0, pour tout E > 0, et que
d+ ¢ (0) > 0. Alors les solutions du systéeme (7.24) sont bornées.
Une solution (Q, M, E) du systéme (7.24) est un état d’équilibre si

@Q _d _df |
dt  dt  dt
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c’est-a-dire
0Q+9(Q) = (22777 -1)8(Q,E)Q,

WM = g(@), (7.25)

VE = SO
Remarquons que cela n’aurait pas de sens de supposer que les taux u et k& peuvent
étre nuls, parce que la population ne peut pas croitre indéfiniment et les facteurs de
croissance sont nécessairement dégradés dans la circulation sanguine. Nous supposons
donc que p > 0 et k> 0.

Comme ¢(0) = 0, on peut remarquer immédiatement que (0,0, f(0)/k) est toujours
un état d’équilibre de (7.24), que nous appellerons état d’équilibre trivial dans la suite.
Il correspond & ’extinction de la population cellulaire avec une saturation du facteur de
croissance.

A partir de maintenant et dans la suite de ce chapitre, nous supposons que

. 1 1 B
Qliffmﬂ <Qa Ef (HQ(Q)>) = 0.

Comme limg_, 00 9(Q) = +00 et limpr— o0 f(M) = 0, cette propriété est vérifiée si
B(Q,0) =0, pour tout > 0, ou si limg_, 4 B(Q, E) =0, pour tout £ > 0.

Supposons que (7.24) posséde un état d’équilibre non-trivial positif (Q*, M*, E*),
c’est-a-dire Q* > 0, M* > 0 et E* > 0 vérifient (7.25). Alors

* 1 1
(2¢777 = 1) B(Q*,E*) =6 + g(QQ* ), M* = ;g(Q*) et E* = Ef(M*). (7.26)
Il faut nécessairement que
2¢ 7T —1 >0,
ce qui est équivalent &
In(2
r < 22 (7.27)
Y

Nous supposons que la condition (7.27) est vérifiece. Comme Q* > 0 et
1 1 1
E* — _ * — _ - *
FMY) = 2 f (;ﬂ@ )) ,

nous devons avoir

e -1 (@ g7 (La@))) =+ 2L (7.2

Nous définissons

5@ =5 (@17 (19@)) (7.29)
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Comme f est décroissante, g croissante et 3(Q, E') est décroissante par rapport a ) et

croissante par rapport & E, nous obtenons

7@ - 55 (03 (50)) + 297 (Le@) 52 (277 (Go@) ) <o

Ainsi (8 est décroissante, et

o) =5 (0.50) @ im 5@ =0
Enfin, d’apres (7.21), la fonction @ — d + ¢(Q)/Q est croissante. L’équation (7.28)

posséde donc une solution strictement positive, unique, si et seulement si

§+4¢'(0) < (277 =1) 7 (0, ;f(0)> : (7.30)

Nous résumons ces résultats dans la proposition qui suit.

Proposition 7.3.2. Supposons que p >0 et k > 0.
(i) Si
1
§+¢'(0)> (22777 1) (0, Ef(0)> , (7.31)
alors le systéme (7.24) posséde un unique état d’équilibre (0,0, f(0)/k).

(ii) Sila condition (7.30) est vérifiée, alors le systeme (7.24) posséde deuzx états d’équi-
libre : un état d’équilibre trivial (0,0, f(0)/k) et un état d’équilibre non-trivial po-
sitif (Q*, M*, E*), ou Q* est l'unique solution positive de (7.28), M* = g(Q*)/u
et E* = f(M*)/k.

La proposition ci-dessus indique que le systéme (7.24) subit une bifurcation trans-
critique lorsque 6+¢'(0) = (2e777 — 1) 5(0, f(0)/k). L’état d’équilibre trivial (0,0, f(0)/k)
correspondant, d'un point de vue biologique, a ’extinction de la population avec une sa-
turation en facteurs de croissance, ce n’est pas ’état d’équilibre le plus intéressant. Il
décrit une situation pathologique qui peut conduire & la mort sans traitement du pa-
tient. Nous ne nous intéressons donc qu’a la stabilité locale de 'autre état d’équilibre,
(Q*, M*, E*). 11 est facile de vérifier que la condition (7.30), qui assure ’existence de ce
second état d’équilibre, est équivalente &

26 (0, LY
5+9’(0)<ﬂ(0,@> et 0§T<Tmax2:lln ( . > . (7.32)

7 \o+g/(0)+5 (0. £2)

On peut remarquer qu’en utilisant le théoréme des fonctions implicites il est facile de

montrer que les états d’équilibre Q*, M* et E* sont de classe C!' par rapport a la durée
du cycle cellulaire 7. De plus, Q* et M* sont des fonctions décroissantes de 7 et E* est
une fonction croissante de 7, avec lim,_,. . (Q*(7), M*(7), E*(1)) = (0,0, f(0)/k).
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7.4 Analyse de la stabilité locale et bifurcation de Hopf

Nous nous intéressons a ’étude de la stabilité de ’état d’équilibre (Q*, M*, E*),
unique solution de (7.26). Nous assumons donc, & travers cette section, que > 0, k > 0
et que la condition (7.32) est vérifiée.

Nous nous concentrons sur la stabilité locale de (Q*, M*, E*). Le retard étant souvent
pergu comme un facteur de déstabilisation (voir Metz et Dickmann [88], Fortin et Mackey
[52]), nous effectuons notre analyse par rapport a ce paramétre, 7, qui décrit la longueur
du cycle cellulaire. Nous rappelons que Q*, M* et E* vérifient (7.26).

Nous linéarisons le systéme (7.24) autour de (Q*, M*, E*). Nous posons pour cela
q(t) = Q(t) — Q% m(t) = M(t) - M* et e(t)=E(t) - E"

Le systéme linéarisé est

%(t) — _Ag(t) + Bq(t — 7) — Ce(t) + De(t — 1),

W4y = —um(t) + Ga(r), (7:33)
de

Clty = —het) — Hm(o).

ou les coefficients réels A, B,C, D,G et H sont définis par

A = 0+4(Q")+B(Q7, E") + p1(Q7, EN)Q,

B = 277 [B(Q*, EY) + BL(Q*, E))Q*],
C = / *,E* * 0’

D = 2e7784(Q% E*)Q* > 0,

G = QI(Q*)>07

H = —f(M*)>0.

Notons que ces coefficients dépendent, explicitement ou pas, du paramétre 7, a travers
les solutions stationnaires Q*, M* et E*. Nous ne mentionnons cependant pas cette
dépendance lorsque nous écrivons les coefficients. De plus, d’aprés les hypothéses sur 3,
g et f, les coefficients C, D, G et H sont strictement positifs.

Dans les définitions ci-dessus, nous avons utilisé les notations

0 0
B@QE)=2QE) @ BQE) = Q)

Remarquons enfin que

A-B=g@) - g(g) (207 1) BQ BN 2 0
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et
D—C= (2" —1)3(Q", E)Q* > 0.
Le systéme (7.33) s’écrit
%(t) = A1 X(t) + A X(t — 1),
avec
q(t) -A 0 -C B 0 D
Xt)=| m@t) |, Aa=] G —-pu 0 et A= 0 0 0
e(t) 0 —-H -k 0 0 0

L’équation caractéristique de (7.33) est ainsi donnée par
det (A = A; = Aze™7) =0,
c’est-a-dire
(A+MQ+kN}+A—Ba”)—GH(C—D(”):a (7.35)
Nous rappelons le résultat suivant : la solution triviale du systéme (7.33) est asymp-
totiquement stable si toutes les valeurs propres de (6.7) sont & parties réelles négatives,
et la stabilité n’est perdue que si des valeurs propres traversent l’axe des imaginaires de

la gauche vers la droite, ou de la droite vers la gauche, c’est-a-dire si des valeurs propres

imaginaires pures apparaissent.

Remarque 7.4.1. Si nous linéarisons le systéme (7.24) autour de son état d’équilibre
trivial (0,0, £(0)/k), nous obtenons

A = 5+4'(0)+ 50, f(0)/k) >0, D = 0,
B = 2e77B(0, f(0)/k) > 0, G = g0 >0,
C = 0, H = —f(0)>0.

L’équation caractéristique (6.7) du systéme linéarisé autour de létat d’équilibre trivial

devient donc
(A+p)(A+k) </\ +A- Be*”) =0.

Il s’en suit que A = —pu < 0, A= —k <0 ou
A+ A—Be M =0. (7.36)

En étudiant le signe des parties réelles des valeurs propres de (7.36), nous obtenons la
proposition suivante, qui traite de la stabilité locale asymptotique de [’état d’équilibre

trivial du systéme (7.24).
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Proposition 7.4.2. Supposons que p > 0 et k > 0. Si la condition (7.31) est vérifiée,
alors l’état d’équilibre trivial du systéme (7.24) est localement asymptotiquement stable

pour tout T > 0, et si la condition (7.80) est vérifiée, alors il est instable pour tout T > 0.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, lorsque 7 =0, A = B — A donc A > 0 si
(7.30) est vérifiee et A < 0 si (7.31) est vérifice.

Soit 7 > 0 fixé. En posant v = A7, I’équation caractéristique (7.36) est équivalente &
(v + At)e” — BT = 0.
D’apres [61], nous savons que Re(v) < 0 si et seulement si
Ar > -1, Ar—Br >0, et Bt <(sin(¢)— Arcos((),
ou ( est I'unique solution de 1’équation
¢ = —Artan(Q), ¢ e (0,m).

Comme A > 0 et 7 > 0, la condition AT > —1 est satisfaite.
Si nous supposons que la condition (7.31) est vérifiée, alors A > B donc AT — Bt > 0.

Par contradiction, supposons que Bt > (sin(¢) — A7 cos(¢). Alors, d’apreés la définition
de C,

Br > — A .
cos(()
Comme A > B > 0, il s’en suit que
ot
cos(¢)

Par conséquent, cos(¢{) > 0 et ¢ € (0,7/2). Nous en déduisons que tan(¢) > 0 donc
—Artan(¢) < 0 < (.

Ceci aboutit & une contradiction. Donc BT < (sin(¢) — At cos((), et toutes les va-
leurs propres de (7.36) sont a parties réelles négatives. L’état d’équilibre trivial est alors
localement asymptotiquement stable pour tout 7 > 0.

Supposons & présent que la condition (7.30) est vérifiee. Alors A < B et AT — Bt < 0.
Ainsi, pour tout 7 > 0, l’équation (7.36) posséde des valeurs propres & parties réelles

positives et I’état d’équilibre trivial est instable. ]

Les résultats ci-dessus indiquent que I’état d’équilibre trivial du systéme (7.24) est
localement asymptotiquement stable lorsque c’est le seul état d’équilibre et instable dés

que le second état d’équilibre, non-trivial, apparait. Lorsque la bifurcation trans-critique
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survient, c’est-a-dire lorsque les deux états d’équilibre coincident, 1’état d’équilibre trivial
est stable.

Nous revenons & présent & 1’étude de la stabilité locale asymptotique de 'état d’équi-
libre non-trivial (Q*, M*, E*) du systéme (7.24).

L’équation (7.35) se met sous la forme

PAT)+Q(\,T)e ™ =0, (7.37)
avec
POAT) = XN 4ai(t)N + ax(1)\ + as(7),
QNT) = ag(T)N* + as(T)\ + ag(7),
ou
CLl(T) = M + k + Au (14(7’) = _Ba
ax(r) = pk+A(p+k), as(r) = —Blp+k),
as(t) = pkA—-GHC, ag(t) = —Bpk+ GHD.

Nous pouvons vérifier que pour tout 7 € [0, Tyaz)
a1(17)+as(t) =p+k+A—-B>0,

as(7) +as(t) = pk+ (A—B)(n+ k) >0,

et
as3(t) + ag(1) = pk(A — B)+ GH(D — C) > 0.

Dans la suite, nous retiendrons que
a;i(1) + aj+3(7) >0 pour i = 1,2,3. (7.38)

Nous examinons tout d’abord le cas 7 = 0. Ce cas est important car il peut étre
nécessaire que 'état d’équilibre non-trivial de (7.24) soit stable lorsque 7 = 0 pour
obtenir la stabilité locale pour toutes les valeurs du retard, ou bien pour déterminer une
valeur critique qui pourrait déstabiliser 1’état d’équilibre (voir théoréme 7.4.7).

Lorsque 7 = 0, I’équation caractéristique (7.37) s’écrit
A+ [a1(0) 4 as(0)]A? + [a2(0) + a5(0)]A + az(0) + ag(0) = 0. (7.39)

D’apres le critére de Routh-Hurwitz, les valeurs propres de (7.39) sont toutes & parties

réelles strictement négatives si et seulement si

al(O) + a4(0) > 0,

a3(0) + ag(0) > 0,
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et
[al(O) + a4(0)][a2 (0) + CL5(0)] > CL3(0) + ag(O). (7.40)

D’apres (7.38), les valeurs propres de (7.39) sont donc & parties réelles strictement néga-

tives si et seulement si (7.40) est vérifiée.

Proposition 7.4.3. Lorsque 7 = 0, l’état d’équilibre non-trivial (Q*, M*, E*) de (7.24)

est localement asymptotiquement stable si et seulement si
(w+k)juk+(A-—B)(u+k+A—-B)>GH(D-C), (7.41)

o4 les coefficients A, B, C, D, G et H sont donnés par (7.34).

Dans la suite, nous cherchons & déterminer des conditions pour ’existence de valeurs
propres imaginaires pures A = iw, w € R, de (7.37). L’équation (7.37) a la forme d’un
polynéme exponentiel de degré trois en A\. En 2001, Ruan et Wei [103] ont déterminé des
conditions suffisantes pour l'existence de racines pour une telle équation, mais seulement
dans le cas ou les coefficients des polynomes P et ) ne dépendent pas du paramétre
T, c’est-a-dire lorsque I'équation (7.37) s’écrit P(A\) + Q(\)e™™ = 0. Comme tous les
coefficients de P et () dépendent de 7, nous ne pouvons appliquer directement leurs
résultats pour conclure. En 2002, Beretta et Kuang [20] ont établi un critére géométrique
pour ’existence de valeurs propres imaginaires pures d’une équation caractéristique dont
les coefficients dépendent du retard. Nous allons appliquer leurs résultats a (7.37) afin
d’obtenir des résultats de stabilité pour (7.33). Dans la suite, nous utilisons les mémes
notations que Beretta et Kuang [20] pour ne pas compliquer la lecture.

Nous devons tout d’abord vérifier les propriétés suivantes, pour tout 7 € [0, Tpaz) :

(i) P(0,7) +Q(0,7) # 0;

(ii) P(iw,7) + Q(iw, ) # 0;

(iii) hmsup{‘Q—‘ |A| — oo, ReA > 0}
(

iv) F(w,7) = |P(iw, 7)]* — |Q(iw, T)|? possede un nombre fini de racines.

Les propriétés (i), (ii) et (iii) son facilement vérifiées. Soit 7 € [0, Tyqez). En utilisant

(7.38), un calcul simple nous permet d’obtenir
P(0,7) +Q(0,7) = as(1) + ag(T) > 0.
De plus,

P(iw, 7)+Q(iw, 7) = [—(a1(7) + as(7))w? + a3(1) + ag(7)] +i [~w® + (az(7) + a5(7))w]
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donc (ii) est vraie. Enfin,
as(7)
A

I

‘Q(A,T)
P(\,7)

|A|—o0
et (iii) est aussi vérifiée.

Définissons maintenant F' comme en (iv). Comme

| P(iw, 7')\2 =l 4+ [a%(T) - 2@(7’)] wt [CL%(T) — 2a1(7)a3(7')] w2+ a%(T)

et
|Qiw, 7)* = af(r)w" + [a3(7) — 2a4(T)as(7)] w? + a§(7),
alors
F(w,7) = + by (1)w? + ba(T)w? 4 b3(71),

avec

bi(r) = ai(r) — 2az(r) — aj(7),

bo(1) = a3(7) + 2a4(7)as(1) — 2a1(7)az(7) — a3 (7),

bs(1) = aj(r) — a§(r).

On peut voir que
bi(r) = p? +k* + A2 - B2,
et
ba(T) = pPk*+ (A% — BY)(p? + k%) +2GH [C(u+ k + A) — BD],
b3(1) = wp?k*(A?2 - B?) + G?H?*(C? — D?) + 2ukGH(BD — AC),
ot les coefficients A, B, C, D, G et H sont définis par (7.34). La propriété (iv) est ainsi
satisfaite.

Supposons & présent que A = iw, w € R, est une valeur propre imaginaire pure de

(7.37). En séparant les parties réelles et imaginaires, nous obtenons que (w,7) vérifie

—a1(T)w? +a3z(t) = — [—a4(7)w2 + ag(7)] cos(wt) — as(T)wsin(wr), (7.42)

—w tas(T)w = —as(T)wcos(wr) + [—a4(7')w2 + ag(7)] sin(wr).  (7.43)

Si (w, 7) est solution de (7.42)—(7.43), alors (—w, 7) l’est aussi. Ainsi, si iw est une valeur
propre de (7.37), son conjugué l’est aussi. Nous ne nous intéressons donc qu’aux valeurs
propres imaginaires pures de (7.37) ayant une partie imaginaire positive.

Le systéme (7.42)—(7.43) entraine

(a5 — a1a4) w4 + (a1a6 + aszaq — a2a5) w2 — as3ag
cos(wt) = 51 5 3 ) (7.44)
ajw* + (a2 — 2a4a6) w? + af

sin(wr) = a4’ + (a105 — azas — ag) w’ + (aza6 — azas) w (7.45)
ajw* + (a2 — 2a4a6) w2 + af ’ :
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ol nous omettons délibérément de mentionner la dépendance des a; en 7.
Une condition nécessaire pour que ce systéme posséde des solutions est que la somme

des carrés des termes de droite soit égale & un. En remarquant que le systéme (7.44)-
(7.45) s’écrit

cos(wt) = Im <%> et sin(wr) = —Re (M) :

cette condition devient
C’est-a-dire

Le polyndéme F' s’écrit

F(w,7) = h(w?,7),
ol h est un polynéme de degré trois défini par
h(z,7) := 25 + by (1)2% 4 ba(7)2 + b3(7). (7.46)

Nous posons

A(r) = bi(7) = 3ba(7), (7.47)

et, lorsque A(7) >0,

Zo(T> =

*bl(T) + V A(T) (7 48)
3 . .

Nous énoncons alors le lemme suivant, dit & Ruan et Wei [103].

Lemme 7.4.4. Soit 7 € [0, Tpaz) €t A(T) et zo(7) définis par (7.47) et (7.48) respec-
tivement. Alors h(-,7), défini par (7.46), posséde des racines strictement positives si et

seulement si
b3(1) <0 ou b3(1) >0, A(T) >0, 20(1) >0 et h(zo(r),7) <0. (7.49)

Démonstration. Les détails de cette démonstration sont présentés par Ruan et Wei [103],
Lemme 2.1. O

Les conditions A(7) > 0, 2o(7) > 0 et h(20(7),7) < 0 ne sont pas facilement uti-

lisables. Dans le lemme qui suit, nous les exprimons en fonction des coefficients b;,
1=1,2,3, de h.
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Lemme 7.4.5. Soit 7 > 0 tel que b3(7) > 0. Alors A(1) > 0, zo(7) > 0 et h(zo(7),7) <0
s1 et seulement si
bi(7)

¢
3 ¢

(1) ba(7) <0 ou bi(7)<0<bo(1) <
(13) 2A(7)z0(T) + b1(7)b2(T) — 9b3(7) > 0.

Démonstration. Soit T fixé tel que bs(7) > 0. Dans la suite, nous ne mentionnerons plus
la dépendance en 7 des coefficients b;.
Nous avons
A>0 si et seulement si b% > 3bs.

Si by < 0, ce résultat est évidemment vrai. Sinon, il faut 2 > 3by. Dans ce cas 13, si
b1 < 0, alors zg > 0 et, si by > 0, alors zg > 0 si et seulement si by < 0. Donc 25 > 0 si

et seulement si )

b
by <0 ou b1<0§b2<§1. (7.50)

Sous ’hypothése (7.50), i/, donné par
B (z) = 322 + 2b1z + by,

posséde deux racines,

1 1
Z_ :—g(bl—{—é) et Z+:—§(b1—6),
avec z_ < z4 et d = /b7 — 3by (en fait 24 = 29 > 0). Un calcul simple nous donne

b1bo

2
— (b3 —d3) — = t b

h(z4) = 5=

En remarquant que
b} — d® = (b1 — d)(2b} — 3bg + b1d) = —3z4 (b} + bid + d?),
nous obtenons
h(zy) <0 < §z+(b§ + byd + d?) + byby — 3b3 > 0.

De plus,
b1+ bid +d* = d* + by (by + d) = d* — 3byz_.

Donc

2
h(zy) <0 < §d22+ — 2b124 2z + biby — 3b3 > 0.

Comme z;z_ = by/3, nous obtenons finalement
h(zy) <0 < 2d*z +biby — 9b3 > 0.

Ceci conclut la démonstration. O
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D’apreés le lemme précédent, la condition (7.49) est équivalente a
b3(T) <0 ou b3(7) > 0 et (i)-(i7) sont vérifiées. (7.51)

Montrons sur un exemple que la condition (7.51) est vérifiée.

On peut vérifier que b3 est donné par
b3(1) = p?k*(A— B)(A+ B)+ G*H?*(C — D)(C + D) +2ukGH(B(D — C) +C (B — A)),

ou A, B, C, D, G et H sont définis par (7.34). Alors, comme C' — D <0 et B— A <0,
nous vérifions facilement que b3(7) < 0si A+ B <0 et B < 0. De plus, par définition
de B, B < 0si A+ B < 0. Ainsi, une condition suffisante pour obtenir b3(7) < 0 est
A+ B<0.

Supposons que g est une fonction linéaire, donnée par ¢(Q) = GQ, avec G > 0, et

que B3(Q, E) = £1(Q)B=2(E), avec £1(Q) = 1/(1+Q™), n > 0, et (5 croissante vérifiant
B2(0) = 0. Alors, pour 7 = 0,

A+ B = [461(Q") + 361(Q") Q"] B2(E™).
Comme E* > 0, f2(E*) > 0et A+ B <0 si et seulement si

16,(Q7) + 38,(07) @ — A= 3@

AT ="

4 4 1/n
_ * > .
n>gy et 0 _<3n—4>

Soient d et G tels que

§+G<p(1) = %ﬁQ (%f (g)) :

ol 3 est définie par (7.29), et soit @ > 4/3 Punique solution de

37 4
1 ~0.
3m—4 " n<3n—4)

c’est-a-dire

Alors, pour n >n ~ 6.12,

s <<3n4_4>1/n> > B(1) > 6+ G,

donc Q* > (4/(3n —4))/" et A+ B <0.

Par conséquent, b3(0) < 0 et, en utilisant la continuité de bs par rapport & 7, nous

en déduisons qu'il existe 7 > 0 tel que (7.51) soit vérifiée pour 7 € [0,7).
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Lorsque le taux de réintroduction 3 dépend seulement de la concentration en facteurs
de croissance F, la condition (7.51) est aussi vérifiée pour 7 proche de zéro. Ce résultat
est obtenu numeériquement a la section 7.5.

Nous posons [ := [0, 7), un intervalle dans lequel la condition (7.51) est vérifiée, avec
0 < T < Tynae- D’aprés les remarques précédentes, nous pouvons trouver des fonctions
0, g et f, ainsi que des paramétres pour lesquels 7 existe. Pour 7 € I, il existe au moins
w=w(r) >0 tel que F(w(r),7) =0.

Soit alors 6(7) € [0, 27] défini, pour 7 € I, par

(a5 — araq) w? + (a1a6 + azaq — asas) w? — azag
cos(f(1)) = 51 3 5 3 )
Qyw + (a5 - 2@4@6) w* + Qg

sin(0(r)) = asw® + (a1a5 — azaq — ag) w* + (a2a6 — azas) w
ajwt + (a3 — 2asa6) w? + ag ’

ol w = w(7). Comme F(w(7),7) = 0 pour 7 € I, alors € est bien défini et de fagon
unique pour tout 7 € I.

Ainsi, iw*, avec w* = w(7*) > 0, est une valeur propre imaginaire pure de (7.37) si
et seulement si 7" est une racine de la fonction S,,, définie par
0(t) + 2nm

Sp(T) =7 — o0

Tel, avec n € N. (7.52)

Le théoréme suivant est di & Beretta et Kuang [20].

Théoréme 7.4.6. Supposons que la fonction S, (T) posséde une racine positive 7° € [
pour un certain n € N. Alors (7.37) posséde une paire de valeurs propres imaginaires

pures simples, iw(7*), lorsque T = 7* et

51gn{ = /\:iw(T*)} = sign { R (w(T*), T )} 51gn{ i | (7.53)
Comme 5 o
F _ o, 2
%(W,T) = 2waz (w*, 1),

le condition (7.53) est équivalente &

sign{dRe()\) A_iww)} = sign {%(wz(f*),f*)} sign {%T(T) M*} . (7.54)

dr
Il est facile de voir que S,,(0) < 0. De plus, pour tout 7 € I, S, (1) > Sp4+1(7), avec

n € N. Ainsi, si Sy n’a pas de racine dans I, les fonctions S,, n’ont pas de racines dans
I et, si la fonction S, (7) posséde des racines positives 7 € I pour un certain n € N, il
existe au moins une racine vérifiant

as,

?(7) > 0.
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En utilisant la proposition 7.4.3, nous pouvons conclure & l’existence d’une bifurcation

de Hopf dans le théoréme suivant.

Théoréme 7.4.7. Supposons que u, k > 0, la condition (7.30) est vérifiée et (7.41) est

vrate.

(1) Si la fonction So(T) ne posséde aucune racine positive dans I, alors ’état d’équilibre
(Q*, M*, E*) du probléme (7.24) est localement asymptotiquement stable pour tout
7> 0.

(ii) Sila fonction So(T) posséde au moins une racine positive dans I alors il existe 7 € I
tel que 'état d’équilibre (Q*, M*, E*) de (7.24) soit localement asymptotiquement
stable lorsque 0 < 7 < 7 et devienne instable pour T > 7*, avec une bifurcation de
Hopf survenant pour 7 = 7, si et seulement si

oh
%(wz(T*),T*) > 0.

Dans la section suivante, nous illustrons les résultats établis au théoréme 7.4.7. En
particulier, nous montrons que notre modéle peut faire apparaitre des oscillations avec de
trés longues périodes (comparées a la durée du cycle cellulaire), qui peuvent étre liées aux

observations effectuées sur des patients atteints de maladies hématologiques cycliques.

7.5 Illustrations numériques : solutions oscillantes avec de

longues périodes

Nous supposons a présent que ’introduction des cellules souches hématopoiétiques en
phase de prolifération n’est commandée que par la concentration en facteurs de croissance
E(t), c’est-a-dire que 3 = B(E(t)). Cette hypothése a été formulée par Bélair et al. [18]
dans le cas de I’érythropoiése. Elle décrit, par exemple, le fait que la population de
cellules souches ne réagit qu’a des stimuli extérieurs et ne peut pas étre sensible & sa
propre taille. Nous choisissons une fonction 3 donnée par

E
1+ E’

B(E) = b Bo > 0.
Les fonctions g et f sont définies par

9(Q) = GQ, avec G > 0,

et
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Cette derniére fonction est une fonction d’efficacité, souvent utilisée en cinétique des
enzymes. Elle a été utilisée par Bélair et al. [18] pour décrire le feedback du sang sur les
facteurs de croissance.

Avec ce choix de fonctions 3, g et f, notre modele est défini par 10 parameétres, la
durée du cycle cellulaire 7 comprise. La plupart de ces valeurs sont disponibles dans la
littérature. C’est le cas des taux de mortalité dans la moelle osseuse, et v, et du taux
de différentiation des cellules souches hématopoiétiques G, donnés par Mackey [73, 76]
ou Pujo-Menjouet et Mackey [99], et des coefficients de la fonction f et du taux de
dégradation k, donnés par Bélair et al. [18] et Mahaffy et al. [84]. Les autres valeurs ne
sont cependant pas faciles & déterminer.

Des résultats expérimentaux indiquent que p et G prennent des valeurs proches,
car les cellules sanguines sont produites presque aussi vite qu’elles disparaissent. Nous

choisissons alors

p=0.02j" et G=0.04j". (7.55)

Le coefficient [y représente le taux maximum d’introduction en phase de prolifération
mais aussi la valeur de #'(0). Il dépend fortement de la nature du facteur de croissance.

En utilisant des données sur I’érythropoiése, nous choisissons
Bo = 0.5. (7.56)

Cette valeur est inférieure a celle proposée par Mackey [73], mais elle semble suffisante
pour un modéle d’érythropoiése.

Les autres parameétres sont donnés par (voir [18, 73])
6=0.01jt vy=02j" k=285t a=6570, K =0.0382 et r="7. (7.57)

Nous pouvons, avec le choix ci-dessus pour les fonctions 3, g et f, calculer explicite-
ment les états d’équilibre du systéme (7.24), Q*, M* et E*. La condition (7.32) s’écrit

1 260& L
(0+G)(a+k)<foa et OSTS;ID<((5—|—G)(a+k)—I—ﬁOa> = Trmaz-

Nous posons

alt) =277 -1, pour 7 € [0, Timaz)-

La fonction « est décroissante et positive sur l'intervalle [0, 7;,4,) et vérifie

OXOE@Eh ory<1, pour 7€ [0, Tmas).
afo
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Les états d’équilibre de (7.24) sont alors définis par

o — b1 (aﬁga(T)—((S—l—G)(a—i—k))l/r
G KUr k(6 + Q) ’
G .

M* = =Q,
n

0+ G

B = et =610

Pour 7 € [0, Tyas ), @ et M™ sont décroissants, avec

e S

= GKr k(6 +G)
et
.1 (a0 + Q) (a+ )\
M* <
0< _Kl/T( kG + G) :
et E* est croissant, avec
0+ G a
—— < FE*< —.
Bo — ((5 + G) B k

Pour les paramétres donnés en (7.55), (7.56) et (7.57), nous tragons les états d’équilibre

sur lintervalle [0, Ty,42) & la figure 7.3. Notons que dans ce cas Tpq: ~ 2.99.

Tr 730
|
~ H25
|
|
L20
|

w

Fi1G. 7.3 — Les états d’équilibre Q* (en bleu, la courbe continue), M* (en bleu et poin-
tillés), et E* (en rouge) du systéme (7.24) sont tracés sur l'intervalle [0, 7pqz), avec
Tmaz = 2.99, pour les valeurs des paramétres mentionnées en (7.55), (7.56) et (7.57). Re-
marque : lorsque T = Tynqz, £* =~ 2346 mais nous avons arrété 1’échelle & 30 en ordonnées

pour mieux voir le comportement de E* sur tout l'intervalle.
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- 2 0,5 1 1,5 2 2,5 A
0,2
0, 00!
o
/ 0, 00
ot /
- 0, 00!
o,
0,0 0, 00!
0. o T

(a) (b)

F1G. 7.4 - Les coefficients ba(7) (a) et b3(7) (b) sont représentés pour 7 € [0, Tynaz), avec
Tmaz = 2.99.

Les coefficients A, B, C' et D, définis par (7.34), deviennent
A = 6+G+pB(E") >0, C = [(E"Q* >0,
— 27 B(E*) > 0, D = 2e7B(EY)QF >0,

et sont strictement positifs. Le coefficient G est constant et H est toujours défini par

H = —f'(M*) > 0. Remarquons aussi que E* vérifie alors
(2777 —1)B(E*) =6+G.

Ainsi

Nous en déduisons notamment que

bi(r) = p?+k*>0,
bo(1) = p?k*+2GH[C(u+k+ A)— AD],
bs(tr) = GH(D—-C)(2ukA—-GH(C+ D)).
Remarquons que b; est a présent indépendant de 7. De plus, comme b; > 0, le polynéme

h, défini par (7.46), posséde des racines strictement positives si et seulement si (cf. lemmes
7.4.4 et 7.4.5) b3(17) <0 ou bz(1) >0, ba(7) <0 et

2A(7)20(T) + b1 (7)ba(T) — 9b3(7) > 0.

En utilisant Maple 9, nous calculons les coefficients by et b3 pour les valeurs indiquées en
(7.55), (7.56) et (7.57). Les résultats sont présentés a la figure 7.4. Comme b3 est négatif

sur Uintervalle [0,2.92) et by est toujours positif, le polynéme h posséde des racines
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positives si et seulement si 7 € I := [0,2.92). Dans ce cas-1a, h posséde exactement une
unique racine positive, pour 7 € [0,2.92), notée z*, qui vérifie, comme h(0,7) < 0,
oh
g(z*, %) > 0.
La fonction Sy est dessinée pour 7 € I = [0,2.92) a la figure 7.5. Deux valeurs
critiques de 7 apparaissent pour lesquelles des changements de stabilité surviennent. En
particulier, d’aprés le théoréme 7.4.7, une bifurcation de Hopf survient lorsque 7 est a

peu prés égal & 1.4. Des solutions périodiques apparaissent alors.

o
TR IRERLNEE

Q

'
Ll dght 1P i1

Fi1G. 7.5 — Graphe de la fonction Sp(7), et les parameétres donnés en (7.55), (7.56) et
(7.57), et Timaa ~ 2.99. Deux valeurs critiques de 7, pour lesquelles des changements de

stabilité ont lieu, apparaissent.

Sur la figure 7.6, on peut observer que S1 n’a aucune racine positive sur /. Il n’existe
donc que deux valeurs critiques pour lesquelles des changements de stabilité ont lieu,
T=14et 7=2.82.

En utilisant dde23 [108], un solveur d’équations différentielles & retard de MATLAB,
nous pouvons tracer les solutions de (7.24) pour les valeurs mentionnées ci-dessus. Les
illustrations sont obtenues aux figures 7.7 & 7.10.

Avant la bifurcation de Hopf, les solutions sont stables et convergent vers I’état d’équi-
libre non-trivial, bien qu’elles oscillent (voir figure 7.7). Lorsque la bifurcation survient,
des solutions périodiques apparaissent, avec des périodes de 'ordre de 100 jours (cf. fi-
gure 7.8). Ce sont de trés longues périodes comparées a la durée du cycle cellulaire 7,
égale & 1.4 jours.

Lorsque 7 augmente, aprés la bifurcation, les périodes des oscillations (et les ampli-

tudes) augmentent aussi et juste avant le changement de stabilité, pour 7 = 2.82, les
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Fi1G. 7.6 — Graphe de la fonction Si(7) pour les mémes valeurs qu’a la figure 7.5. La

fonction n’a pas de racine positive.

Populations de cellules (><108 cellules/kg)
Concentration en facteurs de croissance (><1O3 muU/mL)

0 0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time t

F1G. 7.7 — Les solutions Q(¢) (en bleue, la courbe pleine), M(t) (en bleue et pointillés)
et E(t) (en rouge) de (7.24) sont asymptotiquement stables et convergent vers l’état
d’équilibre. On peut observer des oscillations amorties. Les valeurs des paramétres sont

identiques a celles de la figure 7.5, avec 7 = 0.5.
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FiG. 7.8 — Lorsque 7 = 1.4, une bifurcation de Hopf survient et des solutions périodiques,
avec des périodes de I'ordre de 100 jours apparaissent. La période est identique pour les
solutions Q(t) (en bleue, la courbe pleine), M(t) (en bleue et pointillés) et E(t) (en

rouge) de (7.24). Les parameétres sont identiques a ceux de la figure 7.5.

périodes sont de l'ordre de 220 jours (cf. figure 7.9). Puis, ’état d’équilibre redevient
asymptotiquement stable et les solutions convergent vers lui, mais en mettant plus de

temps (voir Figure 7.10).

7.6 Maladies hématologiques périodiques

Les résultats obtenus & la section précédente indiquent la possibilité d’obtenir, pour
un modeéle d’hématopoiése régulé par des facteurs de croissance, des solutions pério-
diques avec de trés longues périodes (de 'ordre de plusieurs mois). Ces résultats peuvent
étre confrontés a ceux de Pujo-Menjouet et al. [98, 99], obtenus en 2004 et 2005, qui
soulignent ’existence de solutions oscillantes avec de longues périodes pour un modéle
d’hématopoiése semblable & celui que nous avons étudié mais dans lequel I'influence des
facteurs de croissance n’a pas été incorporée. Dans ces cas-13, les longues périodes sont
obtenues avec des paramétres qui ne sont pas, d’un point de vue biologique, raisonnables.
Bien que ’on puisse mettre en doute les valeurs des parameétres que nous avons utilisées
dans nos simulations, elles semblent plus adaptées que celles utilisées dans [98, 99].

Bien que notre modéle soit donc un peu trop simple (en particulier, le cycle cellulaire
est supposé constant et aucune distinction de maturité n’est considérée au sein de la
population de cellules souches hématopoiétiques), il nous conforte dans 'idée que les

facteurs de croissance jouent un réle important dans ’apparition de solutions périodiques,
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F1a. 7.9 — Pour 7 = 2.8, des oscillations avec de trés longues périodes apparaissent (de

lordre de 220 jours). Les solutions Q(t) (en bleue, la courbe pleine), M (t) (en bleue et

pointillés) et E(t) (en rouge) de (7.24) sont instables. Les paramétres sont identiques a

ceux de la figure 7.5.

Populations de cellules (>(108 cellules/kg)
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F1G. 7.10 — Lorsque 7 = 2.9, 'état d’équilibre est & nouveau asymptotiquement stable et

les solutions Q(t) (en bleue, la courbe pleine), M (t) (en bleue et pointillés) et E(t) (en

rouge) de (7.24) convergent vers lui. Les paramétres sont identiques & ceux de la figure

7.5.
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et donc dans celle de maladies hématologiques cycliques.

Notons qu’en supposant que le cycle cellulaire est constant, les valeurs du paramétre
T pour lesquelles un état d’équilibre non-trivial existe sont limitées, et ne peuvent étre
trop grandes. Ce probléme n’est pas apparu avec un modéle de cycle cellulaire distribué
(cf. chapitre 5) et il s’avére génant car une perturbation du cycle cellulaire, pouvant 1’al-
longer, n’est pas & exclure lorsque 1’on cherche les causes probables de certaines maladies
sanguines.

Nous envisageons & présent d’améliorer le modéle présenté en 7.3 pour tenir compte
des différents niveaux de développements des cellules souches hématopoiétiques, des in-
fluences spécifiques des facteurs de croissance sur les différentes lignées de cellules san-

guines, et aussi de la durée non constante du cycle cellulaire.
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Notre objectif, en abordant 1’étude de modéles mathématiques décrivant le processus
de production des cellules sanguines, était de deux natures. D’un point de vue mathéma-
tique, il s’agissait de contribuer a I’étude des modéles structurés en 4ge et maturité ainsi
qu’a la théorie des équations différentielles avec retard distribué continu. D’un point de
vue biologique, il s’agissait, premiérement, de tenter de souligner ’influence de certains
facteurs ou paramétres liés & la population de cellules étudiée — tels que le niveau de
développement (maturité), la durée du cycle cellulaire, les taux de mortalité, de différen-
ciation, d’introduction en phase de prolifération — sur la production des cellules du sang,
et, deuxiémement, d’essayer d’apporter un début d’explications aux maladies survenant
lors de ’hématopoiése, en particulier les maladies dites hématologiques cycliques.

L’étude que nous avons réalisée s’est évidemment appuyée sur des travaux existants,
publiés principalement depuis le début des années 1990 jusqu’a maintenant par 1’équipe
de M. C. Mackey, de l'université de McGill (Canada). Deux approches ont été privilé-
giées : une a l’aide de modéles structurés en age et en maturité, afin de mettre en évidence
I'importance des différents niveaux de maturité des cellules souches hématopoiétiques sur
le développement de la population dans sa totalité, et I’autre & ’aide de modéles plus
généraux basés sur une description des phénoménes & 1’échelle de la population totale,
permettant une meilleure appréhension des causes déclenchant certaines maladies.

L’analyse des modéles structurés en 4ge et maturité, présentée dans la premiére partie
de cette these, a contribué & I’étude des équations aux dérivées partielles hyperboliques
dégénérées avec retard (distribué continu ou dépendant de la maturité). Nous avons établi
un résultat d’unicité particulier, lié & la nature dégénérée des équations et & la présence du
retard, qui souligne 'influence des cellules de plus faibles maturités (proches de zéro) sur
la population totale. Ce résultat, couplé a ’étude d’une équation différentielle & retard
associée au modéle que nous avons étudié, a mis en évidence l'influence des cellules
souches hématopoiétiques pluripotentes — les cellules souches les moins matures — sur
I’évolution de la population totale, et donc sur la production des cellules sanguines. Le
résultat principal que nous retiendrons, établi dans le cas d’un modéle ou la durée du
cycle cellulaire est supposée dépendre de fagon aléatoire de 1'dge des cellules ainsi que
lorsque cette derniére dépend du niveau de maturité des cellules, indique que la stabilité
de la population de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes est nécessaire a la
stabilité du processus de production des cellules du sang. Par voie de conséquence, la
déstabilisation de la population de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes peut
conduire & la déstabilisation du processus d’hématopoiése, ce qui se traduit généralement
par lapparition d'une maladie (c’est le cas, par exemple, pour la leucémie myéloide
chronique).

I’étude de modeéles décrivant 1’évolution de la population totale de cellules héma-
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topoiétiques, réalisée dans la deuxiéme partie de cette thése, a eu deux conséquences
notables. La premiére, compléter la théorie des équations différentielles a retard distri-
bué continu. Nous avons en effet réalisé une étude de la stabilité compléte d’un systéme
d’équations différentielles & retard et obtenu l’existence d’une bifurcation de Hopf, prou-
vant l'existence de solutions périodiques. Pour un modéle plus simple, mais faisant tout
de méme apparaitre un retard distribué, nous avons réussi & étudier la stabilité des cycles
limites obtenus lors de la bifurcation. Pour cela, nous avons di décrire une variété centre
et étudier la forme normale qui lui était associée.

La deuxiéme conséquence est liée aux connaissances biologiques. L’étude des modéles
présentés dans la deuxiéme partie de la thése a permis d’affirmer que la leucémie myéloide
chronique est une maladie hématologique cyclique. En utilisant des paramétres proches
de ceux observés lors d’expériences, nous avons obtenu des oscillations correspondant
assez bien & celles observées chez des patients atteints de leucémie myéloide chronique,
tant en ce qui concerne les périodes et amplitudes que la forme des oscillations.

Les résultats obtenus ont aussi souligné 'importance d’améliorer nos modéles afin
de mieux décrire les phénoménes liés & 'hématopoiése. En particulier, il est important
d’incorporer, & présent, le role des facteurs de croissance dans les systémes étudiés.
Chaque facteur de croissance agit a différents niveaux du cycle cellulaire et de fagon
différente d’un autre, selon qu’il agit sur la lignée des globules rouges, des globules blancs
ou des plaquettes. Les facteurs de croissance ont un effet principalement sur les taux de
différenciation et de mortalité (d’apoptose notamment) et sur l'introduction en cycle
cellulaire. Or, nous avons observé a travers notre étude que ce sont ces paramétres qui la
plupart du temps sont a l'origine de la stabilité ou de la déstabilisation de la population
de cellules souches hématopoiétiques pluripotentes.

Une premiére tentative a ce sujet a été réalisée dans la troisiéme partie de cette
thése. Nous avons étudié deux modeéles simplifiés d’hématopoiése (en considérant un
cycle cellulaire constant) que nous avons complétés par ’action de facteurs de croissance.
Bien que nous ayons supposé que les facteurs de croissance n’agissaient que sur le taux
de réintroduction en phase de prolifération et que nous n’ayons pas fait de distinction
entre les différents niveaux de développement des cellules souches hématopoiétiques, les
résultats que nous avons obtenus démontrent ’apparition de solutions périodiques avec
des périodes pouvant étre trés longues, comme ce qui a été observé avec de nombreuses
maladies hématologiques cycliques. Cette approche demande cependant & étre développée
et améliorée afin de décrire au mieux le développement de chaque lignée hématopoiétique
(en tenant compte, en particulier, des roles précis des différents facteurs de croissance
dans ’hématopoiése).

Un autre axe a développer concerne certainement l’estimation des paramétres, qui
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permet d’ajuster le modéle aux données. Le probléme posé par 'absence de données
expérimentales abondantes, dans le cas normal de I’hématopoiése mais aussi dans des
cas pathologiques, est délicat & surmonter. L’estimation de paramétres fondamentaux du
modéle pourrait cependant aider biologistes et mathématiciens a mieux comprendre les
phénomeénes intrinséques de I’hématopoiése et permettrait une amélioration des modeéles.
La majorité des données pouvant étre obtenues concerne les progéniteurs. L’estimation
des paramétres pourrait donc étre envisagée par la résolution de problémes inverses,
en utilisant les techniques de contréle optimal. En appliquant notre modéle & la leucé-
mie myéloide chronique périodique, nous pourrions par exemple déterminer la durée des
cycles cellulaires (en utilisant la période des oscillations), presque impossibles & déter-
miner pour les cellules souches hématopoiétiques pluripotentes et multipotentes car ces
cellules sont inobservables. Une premiére réflexion souligne cependant plusieurs difficul-
tés, dont le fait que la gravité de la maladie dépend de 'index de Sokal (qui tient compte
de I’age du patient, de la taille de la rate, du nombre de plaquettes, de globules blancs,
du sexe, etc.) et n’est donc pas la méme pour tous les patients.

Concernant le cas particulier de la leucémie myéloide chronique, des résultats récents
ont démontré qu’une stratégie thérapeutique d’inhibition enzymatique cellulaire ciblée
représentait une voie prometteuse pour son traitement [71, 86]. Ce phénoméne d’inhibi-
tion peut s’exprimer, mathématiquement, en terme de controle, I’action du médicament,
représentée par une fonction d’efficacité, venant inhiber la croissance des cellules cancé-
reuse. La difficulté, dans nos modéles, proviendrait de la présence de termes non-locaux

liés au processus de renouvellement cellulaire.

Enfin, en ce qui concerne ’approche numérique des équations que nous avons étu-
diées, signalons deux démarches différentes. La résolution des équations différentielles &
retard, apparaissant dans les cas oll nous n’avons pas fait de distinction entre les dif-
férents niveaux de maturité des cellules, a été obtenue en adaptant des méthodes de
Runge-Kutta, issues de la résolution d’équations différentielles ordinaires, et des mé-
thodes d’interpolation. Nous avons utilisé le logiciel gratuit XPPAUT, permettant la
résolution d’équations assez simples, ainsi que le solveur dde23 de MATLAB [108], plus
performant, qui nous a permis d’obtenir des résultats plus précis, notamment lors de

I’étude des solutions oscillantes.

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles hyperboliques néces-
site des outils un peu plus lourds : méthode des différences finies ou des éléments finis,
méthode des caractéristiques, ou bien (de préférence) une méthode de volumes finis avec
décentrage, plus adaptée aux équations hyperboliques. Cette étude est actuellement mise
en ceuvre, mais ’absence de résultats théoriques concernant 1’existence d’états d’équi-

libres la limite encore quelque peu. Seuls des résultats obtenus sur des modéles beaucoup
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plus simples (avec des taux de mortalité constants par exemple, négligeant ainsi le niveau

de développement des cellules) pourraient pour le moment valider les résultats.



Cinquiéme partie

Annexes
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Annexe A

Equations a retard et fonctions de

Lyapunov

Nous rappelons ici quelques résultats fondamentaux sur les équations différentielles
& retard ainsi que sur les fonctions de Lyapunov appliquées aux équations & retard. Les
démonstrations ne seront pas données, mais le lecteur pourra consulter les ouvrages de

Hale [57] et Hale et Verduyn Lunel [56] & ce sujet.

A.1 Equations différentielles a retard

En général, action et réaction ont lieu en méme temps dans les modéles mathéma-
tiques : dx/dt et x agissent au méme instant ¢. La premiére équation décrivant un tel
phénomeéne traite de dynamique des populations; il s’agit de ’équation de Malthus

dz
— (t) = (d =m)z(t), (A1)
dt

ou x(t) désigne le nombre d’individus d’une population donnée a linstant ¢, d le taux
de natalité de cette population et m son taux de mortalité. L’équation (A.1) est sensée

décrire I’évolution de la population. La résolution de cette équation est directe :
z(t) = ez (0),  t>0.

Si le taux de natalité d est supérieur au taux de mortalité m, la population croit, sinon
elle s’éteint, quelle que soit la population initiale.
Evidemment, cette modélisation n’est pas suffisante, le résultat trop simpliste. En

1973, Cooke et Yorke proposent une amélioration du modéle de Malthus :

dzx

a(t) =dz(t —r) — mx(t), (A.2)

261
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ol r > 0 est, par exemple, le temps de gestation de la population étudiée. L’équation
(A.2) est une équation a retard, le retard est r.

La résolution de telles équations est moins aisée que celle des équations différentielles
ordinaires.

Premiérement, la donnée d’une condition initiale en ¢ = 0 n’est pas suffisante pour
résoudre (A.2) par exemple. Pour déterminer % (0) il faut connaitre z(0) et z(—r). La
condition initiale d’une équation & retard est donc une fonction définie sur [—r, 0].

Ensuite, on résout d’abord I’équation sur un intervalle [0, r]. Ainsi I’équation est une
équation différentielle ordinaire avec un second membre a priori non nul. En itérant cette
méthode (appelée méthode de résolution par pas), on peut résoudre 1’équation & retard
pour t > 0.

Les premiéres équations a retard ont été introduites par V. Volterra en 1928 dans
son étude de modéles « proie-prédateur » :

an
dt
20 = <—d2 +mapi()+

T

() = —(di —miPa(t))Pr(t),
KRG+ 0)ds ) P,

ou P, désigne la population de proies et P» celle de prédateurs. La mortalité naturelle
des proies est supposée nulle.

D’autres domaines ont depuis utilisé les équations & retard; citons la théorie du
controle, I’étude des réseaux de neurones, 1’économie, la circulation routiére, 1’épidémio-
logie, les modeéles de populations cellulaires (structurés en taille ou en maturité), etc.

Nous présentons briévement, sans donner tous les détails, quelques propriétés des
équations différentielles a retard linéaires dans la prochaine section. Quelques résultats
sur la théorie générale des équations fonctionnelles & retard sont mentionnés dans la

section A.1.2.

A.1.1 Equations différentielles linéaires a retard

Considérons 1’équation différentielle & retard

dx
E(t) = ax(t) + bz (t —r), t>0, (A.3)
ol a et b sont deux nombres réels et r > 0.

Comme nous ’avons déja noté, une condition initiale de (A.3) est une fonction ¢
définie sur un intervalle de longueur r. Nous considérons 1’espace des fonctions continues

sur [—r,0] & valeurs dans R, noté C' :

C :=C%[~r,0],R).
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L’ensemble C' est muni de la norme du maximum notée || - ||.

Si 2% est une solution de (A.3) vérifiant x(t) = ¢(t) pour t € [—r,0], alors nous

posons
22(0) =2%(t+6), 6el-r0. (A.4)
Si x est une fonction continue de [—r,T), T > 0, dans R, alors pour tout ¢t € [0,T)
Ty € C.
La forme générale d’une équation différentielle linéaire & retard est
d
d—f(t) = L(t,z), t>0, (A5)

avec 29 = ¢ € C, ou L : [0,+00) x C — R est une application linéaire. Lorsque L ne
dépend pas du temps ¢, ’équation (A.5) est dite autonome.

L’équation (A.3) s’écrit sous la forme (A.5) avec

L(¢) = ap(0) + bo(—r), ¢ €C.

Le résultat suivant décrit les propriétés d’existence et d’unicité des solutions de (A.5).

Théoréme A.1.1. [57] Si ¢ € C, il existe une unique fonction x° définie sur [—r, +00)
qui coincide avec ¢ sur [—r,0] et qui vérifie (A.5) pour t > 0. Pour t = 0, la dérivée
dans (A.5) représente évidemment la dérivée a droite. De plus, x?(t) est de classe C!
pour t > 0 et posséde une dérivée continue en t = 0 si et seulement si ¢ est dérivable en
0 et

dg
20) = 1(0,9).

Enfin, x° devient de plus en plus réguliére lorsque t augmente.

Exemple A.1.2. Considérons un cas particulier de l’équation (A.3), oua =0,b = —7/2

et r = 1; nous obtenons
dx

(t) = —Za(t - 1).

2
Les applications

t+— co —(t+—1) t t +— sin —(t+—1)
"2 2 ¢ S 2 2

sont deuz solutions de cette équation.

A.1.2 Equations différentielles & retard : théorie générale

Nous considérons a présent 1’équation générale

dx

dt

avec x; défini en (Ad) et f: I xC — R, I=]0,b),[0,b] ou [0,400).

(t)=flt,z), t=0, (A.6)
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Théoréme A.1.3. (Existence locale) Soit f : [ x C' — R continue (avec b > 0 si I
est un intervalle). Alors pour toute fonction ¢ € C il existe T € I\ {0} tel que ’équation

(A.6) admette une solution sur [—r,T| qui coincide avec ¢ sur [—r,0].

Démonstration. Elle est basée sur I'utilisation du théoréme de point fixe de Shauder. Le

lecteur intéressé peut consulter J. Hale [57]. O

L’existence de solutions maximales de (A.6) et de solutions globales est donnée par

le théoréme suivant. Nous renvoyons le lecteur & [57] pour une démonstration.

Théoréme A.1.4. (Solutions globales) Supposons que f : [0,+00) x C — R est
continue et bornante. Si x° est une solution mazimale de (A.6) alors x est définie sur
[—r,T) avec
T = +o0 ou lim sup % (t) = +oo.
t—T~
L’existence de solutions globales de I’équation (A.6) étant établie, nous nous intéres-

sons & présent & 'unicité de telles solutions.

Théoréme A.1.5. (Unicité) Supposons que f : I x C — R est continue, localement
lipschitzienne en ¢ et uniformément lipschitzienne en t. Alors l’équation (A.6) posséde
une unique solution x® pour toute fonction ¢ € C. De plus, l'application ¢ € C — :Uf eC

est localement lipschitzienne.

A.1.3 Linéarisation autour d’une solution particuliére

Considérons I’équation (A.6), et supposons que ’application ¢ — f(¢, ) est de classe
C! pour tout ¢ > 0. Soit * une solution particuliére de (A.6).
Soit D f(t, ) opérateur défini, pour tout ¢ € C, par

hab) —
Df(t,¢)¢ := lim ft o+ 12) fte)

Pour tout ¢ > 0 et tout ¢ € C, Vopérateur Df(t, ) : C — R est linéaire continu.

Définition A.1.6 (Equation linéarisée). On appelle équation linéarisée associée a

léquation (A.6) autour de la solution particuliére x* [’équation

%(t) = Df(t etz 2 Lty

Exemple A.1.7. Considérons l’équation différentielle a retard non-linéaire

dx

= () = —a()z(t = 1) (1—22(t)). (A7)
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Il
—_

Cette équation posséde trois solutions particuliéres dites stationnaires : z* = 0, x*
et x* = —1.

Pour ¢, € C et t > 0, nous obtenons

Df(t, )¢ = —a(t) [(=1) = 20(=1)p(0)(0) — 9 (=1)¢(0)?].

Ainsi, Uéquation (A.7) linéarisée autour de x* =0 est
d
— () = —a(ta(t - 1),

et léquation (A.7) linéarisée autour de v* =1 ou —1 est

dx

= (t) = 2a(t)a(t).

A.2 Fonctions de Lyapunov et équations a retard

Soit f : [0,400) x C — R™ une fonction continue telle que f(¢,0) = 0 pour tout
t > 0. Considérons 1’équation différentielle & retard non-autonome (A.6),

dzx

E(t) = f(t,l’t),

de donnée initiale zg = ¢ € C. La fonction f est supposée suffisamment continue pour
que la solution 2?(t) soit continue par rapport a ¢ et a la condition initiale ¢ sur le

domaine de définition de f.

Définition A.2.1 (Stabilité). Supposons que f(t,0) = 0 pour tout t > 0. La solution
x =0 de (A.6) est dite stable si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

ol <& = |2l <&  pourt>0.

La solution x = 0 de (A.6) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et s’il
eriste b > 0 tel que
ol <b = lim z?(t) = 0.

t—+00

Définition A.2.2 (Solutions bornées). Une solution x® de (A.6) est bornée s’il existe

B = B() tel que
|x¢(t)| < B(o) pour t > —r.

Les solutions de (A.6) sont uniformément bornées s’il existe  indépendant de ¢ tel que

1z°(t)| < 8 pour t > —r.
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Nous énoncons & présent des conditions suffisantes pour la stabilité de la solution
x = 0 de (A.6). Ces conditions généralisent la seconde méthode de Lyapunov pour les
équations différentielles ordinaires [57].

Soit J : [0,400) x C — R une fonction continue et 2 la solution de (A.6) pour la

condition initiale ¢ € C. Nous posons

. J(t+h,al ) — J(t,
J(t, ) := limsup ( Ttin) (t,¢)
h—0+ h

Le théoréme suivant donne alors des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique
de la solution z = 0 de (A.6).

Théoréme A.2.3. Supposons que la fonction f est bornante. Soient u,v,w trois fonc-
tions définies sur R* a valeurs dans R™, continues et croissantes, vérifiant u(0) = v(0) =
0 et u(s),v(s) > 0 pour s > 0. S’il existe une fonction J : [0,+00) x C — R continue

telle que
u([¢(0)]) < J(¢) < v([|9l]),

J(¢) < —w([¢(0)]),
alors la solution x = 0 de (A.6) est stable. Si de plus w(s) > 0 pour s > 0, alors la

solution © = 0 de (A.6) est asymptotiquement stable. Enfin, si lim,_ o u(s) = +o0, les

solutions de (A.6) sont uniformément bornées.

Démonstration. Pour une démonstration compléte, nous dirigeons le lecteur vers ’ou-

vrage de J. Hale [57], chapitre 5, théoréme 2.1. O

Remarque A.2.4. Lorsque l’équation (A.6) est autonome, c’est-a-dire lorsque [ ne
dépend pas du temps t, f = f(¢), la dérivée de J le long des solutions de (A.6) est
définie par
: ¢y _
J(¢) := limsup J(z) — J(¢)

t—0t t

, ¢ € C.

Exemple A.2.5. Considérons [’équation différentielle & retard linéaire

dx

E(t) = —ax(t) — bz(t — 1), r >0, (A.8)
ot a >0 et b € R. Cette équation s’écrit sous la forme (A.6) avec

f(9) = —ag(0) —bp(—-r),  $eC.

Posons

a 0
16) = 50 +5 [ s
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Alors dé
j _ % 200y — Lo2(—
i@ = 2060) + 26%0) - 26%(-r)
= —50°(0) — bo(0)o(—r) — S (1),
a b 2 a2 —p? 9
- ¢ <(¢<—r> +260) + 5 <o>>
Comme a > 0, nous obtenons
. a? — b?
3(6) < - 52(0) = ~w(6(0)).
Il est clair que si a > |b| la solution x =0 de (A.8) est asymptotiquement stable.
Posons
2
u(s) = 5 s>0

Alors, comme J(¢) > u(|p(0)]) et lims_oo u(s) = 00, les solutions de (A.8) sont unifor-

mément bornées.

Exemple A.2.6. Considérons l'équation différentielle a retard linéaire non-autonome
dx
dt

ot a et b sont deuz fonctions continues et bornées sur [0,+00) et il existe a > 0 tel que

(t) = —a()a(t) —bt)z(t — 1), >0, (A.9)

0<a<a(t), pour t > 0.
Posons
Lo O 9
70) = 360 +a [ G
Alors do
J(9) = —-(0)6(0) + ad?(0) — ag?(-7),
= —(a(t) = a) ¢*(0) — b(t)p(0)p(—7) — ag®(—1),
2 B(t) —4a(a(t) — o
= a0+ 50 + RO =)
Donc A . 121
j(g) < - 22AOZ DO ) (o).
Ainsi, si
da(a(t) — o) > b3(t), pour tout t > 0,

la solution © = 0 de (A.9) est asymptotiquement stable. Comme dans l'exemple A.2.5,
les solutions de (A.9) sont uniformément bornées.

On peut remarquer que (A.8) est un cas particulier de (A.9) et, en prenant o = a/2
lorsque les fonctions a et b sont constantes, on retrouve la condition de stabilité donnée

dans l'exemple A.2.5.






Annexe B

Semi-groupes fortement continus,

applications aux équations a retard

Nous présentons succintement & travers ce chapitre les propriétés des semi-groupes
linéaires fortement continus utiles dans ’étude des équations différentielles & retard.

Le lecteur intéressé par les démonstrations ou plus d’informations sur les semi-groupes
fortement continus pourra consulter les travaux de Adimy [1], Engel et Nagel [50] et Pazy
[95].

Concernant 1’études d’équations différentielles & retard par la théorie des semi-groupes,
nous dirigeons le lecteur vers Hale [57], Hale et Verduyn Lunel [56], ainsi que vers ’ou-
vrage de Bellman et Cooke [19] pour ’étude générale des équations a retard.

Soit (X, || - ||) un espace de Banach. On note Idx 'application identité de X.

B.1 Semi-groupes fortement continus

Définition B.1.1 (Semi-groupe linéaire fortement continu). Un semi-groupe d’opé-
rateurs linéaires fortement continu sur X, ou Cyp—semi-groupe, est une famille d’opéra-

teurs linéaires (T'(t))i>0 vérifiant
(ii) T(t+s)=T(t)T(s) pourt,s >0, et

(iii) Uapplication t — T(t)x est continue sur [0, +00) pour tout x € X.

Exemple B.1.2. Considérons le probléme de Cauchy ordinaire

dx
Wy = A,
z(0) = xo,
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avec A € Mp(R) et zo € R. On pose
T(t)xo = ez, pourt >0, xg € R.

Alors T(0)xzg = o, T(t + s)zg = etz = eAeAsyy = T(t)T(s)xo, et Uapplication

A

t — eAlzg est continue. Donc (T(t))i>o forme un Co—semi-groupe sur R.

Exemple B.1.3. Soit X l’espace des fonctions continues sur l’intervalle [0, 1] a valeurs

dans R muni de la norme du mazimum. Alors la famille (T (t))¢>0 définie par
(T(t)p)x = p(ze™?), t>0,¢0€ X,2€]0,1],

est un Co—semi-groupe sur X.
En effet,
(T(0)p)x = ¢(x), pour tout x € [0, 1],

et
(T(H)T(s)d)a = dlze'e*) = (T(t + s)d)a.

Enfin, Uapplication t — ¢(-e™t) est continue pour tout ¢ € X.

A chaque semi-groupe fortement continu est associé un opérateur appelé générateur

infinitésimal.

Définition B.1.4 (Générateur infinitésimal d’un Cy—semi-groupe). On appelle
générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu (7'(t));>o sur X ['opérateur

A défini sur le domaine

Ttz —
D(A) = {3: € X; lim W existe}

t—0t+
par
T(t)x —
Az = lim M, r e X.
t—0t t

Exemple B.1.5. Considérons le Co—semi-groupe T(t) défini a ’ezemple B.1.2 par
T(t)xo = ez, pourt >0, xg € R.

Alors le générateur infinitésimal de ce semi-groupe est la matrice A. En effet,

. T(t)xo —xo . eftag — g d,
1 —_—t =] — = —(e —oxo = Axy.
P 8 t P T 3¢ (¢ i=omo 0
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Exemple B.1.6. Considérons le Co—semi-groupe T'(t) défini a l’exemple B.1.3 par
(T(t)d)r = dp(ze™"),  t=0,¢€C[0,1],z € [0,1].

Alors
Tt)p—¢ p(ze”") — ()

1 _— = 1 _— L = — /
Jm —— @) = t ¢ (@).

Le générateur infinitésimal A de T(t) est donc défini par

D(A) = {¢e€C[0,1]; ¢'(x) emiste et est continue pour x € [0,1]} = C[0,1],
A9 = —¢.

Dans le théoréme qui suit, nous énoncons quelques unes des propriétés des semi-

groupes fortement continus et de leur générateur infinitésimal.

Théoréme B.1.7. Soit (T(t)):>0 un Co—semi-groupe sur X et (A, D(A)) son générateur

infinitésimal. Alors nous avons les propriétés suivantes :

a) Le Co—semi-groupe (T'(t))i>0 est exponentiellement borné, c’est-a-dire qu’il existe
M >0 et w € R tels que

IT#)lex) < Me*, ¥t >0,

L’ensemble des nombres w admissibles posséde une borne inférieure notée wg. Le
nombre wy représente le tauxr de croissance expomnentielle du semi-groupe; il est

donné par

T(t T(t
TGl TGl

wo =
t>0 t t—-+o00 t

b) L’application t — T(t)x est différentiable sur [0,+00) si et seulement si x € D(A).
c) Size D(A) ett >0, alors T(t)x € D(A) et

d
ST (e = AT(t)z = T(H) Az,

d) Pour toutz € X ett >0,

/OtT(S):L‘ds € D(A) et Tt —z=A (/OtT(s)mds) .

De plus, si x € D(A),
t
Tt)r —x = / T(s)Axds.
0

e) L’espace D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.
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Nous venons de voir qu’a tout Cy—semi-groupe peut étre associé un générateur infini-
tésimal. Nous avons aussi énoncé quelques propriétés importantes des Cy—semi-groupes.
Nous allons maintenant nous intéresser a la caractérisation du générateur d'un Cy—semi-

groupe.

Définition B.1.8. Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé dans X. On

appelle ensemble résolvant de A I’ensemble
p(A) ={X € C; (Mldx — A) est bijectif de D(A) dans X} .

Le spectre de A est défini par
o(4) = C\ p(A).

On appelle résolvante de A l'opérateur R défini par

R\ A) := (Mdx — A, pour X € p(A).

La caractérisation d’un générateur de Cy—semi-groupe est donnée dans le théoréme
suivant ; il s’agit du théoréme de Hille-Yosida. Une démonstration de ce résultat peut

étre trouvée dans [1, 50, 95].

Théoréme B.1.9. (Hille-Yosida) Soit (X, || - ||) un espace de Banach. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur linéaire fermé A : D(A) C X — X a
domaine dense dans X soit le générateur infinitésimal d’un Cy—semi-groupe sur X est

qu’il eriste M > 0 et w € R tels que
(i) (w,+o0) C p(A);
(ii) pour tout A > w,

n M *
RN, A) [ 2x) < m, Vn € N*.

Un corollaire immédiat de ce théoréme concerne la caractérisation du générateur
d’un Cp—semi-groupe de contractions. On dit que (T'(t))s>0 est un Cp—semi-groupe de
contractions sur X si

IT#)zx)y <1,  Vt>0.

Corollaire B.1.10. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur linéaire
fermé A : D(A) C X — X & domaine dense dans X soit le générateur infinitésimal d’un

Co—semi-groupe de contractions sur X est

(1) (0,+00) C p(A);
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(ii) pour tout A > 0,
RN, A)llzxy <

>| =

Le théoréme suivant établit le lien entre un Cy—semi-groupe et la résolvante de son

générateur.

Théoréme B.1.11. Soit (T'(t)):>0 un Co—semi-groupe sur X de générateur infinitésimal
A et de tauz de croissance exponentiel wy. Alors, pour tout x € X et tout A tel que

Re(\) > wg, nous avons

“+o00
R\, Az = / e MT(t)x dt.
0

B.2 Applications des semi-groupes fortement continus aux

équations a retard

La théorie des semi-groupes, dont les principaux résultats concernant les semi-groupes
linéaires fortement continus ont été présentés ci-dessus, est d’un intérét particulier pour
I’étude des équations linéaires & retard (cf. annexe A).

Nous considérons ’équation & retard linéaire autonome

d
d—f(t) =Lz, t>0, (B.1)

ou L est une forme linéaire sur C, l'espace des fonctions continues sur [—r,0] & valeurs
dans R, r > 0, et
x4(0) = x(t +0) pour 6 € [—r,0],t > 0.

Rappelons que x; € C si x est continue.

Nous notons x® 1'unique solution de (B.1) vérifiant o = ¢.
Proposition B.2.1. La famille d’opérateurs (T'(t))i>0 définis par
T(t)p = :L'f, pourt>0,¢ € C,

est un semi-groupe linéaire fortement continu sur C' de générateur infinitésimal ’opéra-

teur A donné par
D(4) = {¢eC'[-r0]; ¢/(0) = Lo},
Ap = ¢.
Démonstration. L’unicité des solutions de (B.1) permet d’obtenir que (7(t)):>0 définit

un semi-groupe linéaire fortement continu sur C.



274 Annexe B. Semi-groupes fortement continus, applications aux équations a retard

Soient ¢ € C' et 0 € [—r,0] tels que

oy E0(0) — 6(6)

existe. (B.2)
t—0+t t

Nous avons

¢t +6) — 6(0)

< 7 1t g <

2L(0) — 6(6) n , Sii+0s0,
t N Pt +0) — (0

$(+t) 20 Giie>o.

Si @ # 0, il existe ty > 0 tel que pour tout ¢ € (0,%g), t + 6 < 0. Ainsi, pour assurer que

(B.2) soit vraie, il faut que ¢ € C'[—r,0). Nous avons dans ce cas la,

De plus, si 6 =0,

Or, (z),(0) = La:g = L¢. Pour satisfaire (B.2) nous devons avoir ¢/(0) = (2%)}(0).

Nous obtenons D(A) et A. Ceci conclut la démonstration. O

Nous pouvons noter, en particulier, que le taux de croissance exponentielle du semi-
groupe associé a I’équation (B.1), défini au théoréme B.1.7 a), est majoré par ||L||, et
Vopérateur T'(t) : C' — C' est compact pour tout t > r.

Nous définissons une application A en posant, pour A € C,
AN)v = v — L(eMv), veC.
Alors le spectre de 'opérateur A, défini & la proposition B.2.1, est donné par
o(A) ={X € C; det(A(N\)) = 0}.

L’équation A(N)v = 0 est ’équation caractéristique associée a ’équation linéaire (B.1).
Nous rappelons qu’une équation linéaire est asymptotiquement stable si et seulement

si toutes ses valeurs propres sont & parties réelles négatives. Ainsi, I’équation (B.1) est

asymptotiquement stable si et seulement si Re(A) < 0 pour tout A € o(A).

Nous avons les propriétés suivantes.

Proposition B.2.2. I] existe a € R tel que Re(\) < a pour tout A € o(A). De plus, si
b1,ba € R sont tels que by < ba, alors il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres A

vérifiant by < Re(\) < ba. Enfin, chaque valeur propre est de multiplicité finie.
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On peut observer facilement que les équations caractéristiques des équations a retard
linéaires sont généralement transcendantes, contrairement a celles des équations diffé-
rentielles ordinaires. Déterminer le signe des parties réelles des valeurs propres s’avére
alors souvent difficile. Le théoréme qui suit permet de conclure pour certains cas (voir

Bellman et Cooke [19] pour une démonstration). Il s’agit d’un résultat da & Hayes [61].

Théoréme B.2.3. Soient o, € R et S ={z € C; (z+a)e*+ [ = 0}. Alors, pour tout
z€S,
a > —1,
Re(z) <0  si et seulement si a+ >0,

B < ¢sin() — acos(C),

ot ¢ est l'unique solution de I’équation

¢ = —atan((), 0 <<, sia#£0,

¢ = g, st a=0.

Exemple B.2.4. Considérons l’équation linéaire a retard autonome

dzx

E(t) = —ax(t—1), (B.3)

qui est un cas particulier de ’équation (A.7) linéarisée autour de x* = 0. En cherchant

At

des solutions de (B.3) sous la forme z(t) = e™v, nous obtenons

AN) = A+ ae™?,
donc
A(AN) =0 si et seulement si At +a=0.
Posons
a =0, 8 =a.

Alors Uéquation (B.3) est asymptotiquement stable si et seulement si

T
O<a< —.
“=3

En particulier, la solution stationnaire x* = 0 de (A.7), dans le cas particulier ot a(t) =

a, est localement asymptotiquement stable si et seulement si 0 < a < /2.

Exemple B.2.5. Considérons l’équation linéaire a retard autonome

dx

%(t) = —az(t) — bz(t — 1),
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cas particulier de l’équation (A.8) avec r = 1. L’équation caractéristique de cette équation

est donnée par
AN) =A+a+be?,

donc
AN) =0 si et seulement si (A+a)e* +b=0.

En posant o = a et § = b, nous pouvons conclure en utilisant le théoréme précédent.

Si nous supposons que a > 0, comme dans l'exemple A.2.5, alors nous pouvons vérifier
que la condition a > |b| qui donne la stabilité asymptotique dans l'ezemple A.2.5, est un
cas particulier des conditions du théoréme B.2.5.

En effet, nous avons « >0 > —1 et a«+ 3 =a+ b > 0. De plus, si nous supposons
que 3 > (sin(¢) — acos((), alors, comme ( = —atan((),

o
> — .
= cos(¢)
Ora > eta>0. Donc
1
> — .
BRT(q

Nécessairement, cos(¢) > 0 et ¢ € (0,7/2).
Or, dans ce cas-la, tan({) > 0 et —atan(¢) < 0 < (. Nous aboutissons & une

contradiction. Nous en déduisons que

B < ¢sin(¢) — acos(().

Ainsi le résultat de l’exemple A.2.5 n’est qu’une conséquence du théoréme B.2.3.

Lorsqu'il existe une valeur propre A de I’équation caractéristique A(A) = 0 & par-
tie réelle nulle, la stabilité de I’équation linéaire (B.1) peut étre perdue. Cette perte
de stabilité peut par exemple correspondre & ’apparition de solutions périodiques. Un
des moyens les plus simples d’obtenir des solutions périodiques avec une équation & re-
tard autonome est la bifurcation de Hopf [51, 55, 57]. Nous ne discutons ici que de la
bifurcation de Hopf locale.

Considérons une famille d’équations différentielles & retard

Z—f = F(a, xy), (B.4)
ou F(a,p) posséde des dérivées d’ordre un et deux continues en o € R et p € C, et

F(a,0) =0 pour tout o € R. Nous posons
—(a, 0)2). (B.5)

Nous faisons les hypothéses suivantes :



B.2. Applications des semi-groupes fortement continus aux équations a retard 277

(H;) L’équation linéaire (B.5), lorsque @ = 0, posséde une paire de valeurs propres
simples \g = +iwy et toutes les autres valeurs propres de L(0) sont différentes de mX

pour tout m € Z.
(H2) Re(X(0)) #0,

ol A(«) est une valeur propre simple de L(«) pour |a| < ag, ag > 0 (g existe car L(a)
est de classe C! en «).
Le théoréme suivant, dit Théoréme de bifurcation de Hopf, établit ’existence de

solutions périodiques pour I’équation (B.4).

Théoréme B.2.6. Supposons que F(«, ) posséde des dérivées continues en o € R et
p € C, F(a,0) =0 pour tout o € R, et les hypothéses (Hy) et (Ha) sont vérifiées. Alors
il existe to > 0, ap > 0, des fonctions a(t) € R, w(t) € R, toutes les fonctions étant de
classe C* pour |t| < to, telles que ’équation (B.4) posséde une solution w(t)-périodique,
notée x*(t), de classe C! pour [t| < to, pour |a(t)| < ag. En particulier, lorsque a = 0,

Uéquation (B.4}) posséde une solution périodique de période proche de 27 /wy.

Démonstration. Nous renvoyons a J. Hale [57], chapitre 11. O

L’hypothése (Hj) est appelée « hypothése de transversalité ». Elle signifie que lors-
qu’une valeur propre & partie réelle nulle apparait, la branche de valeurs propres traverse
I’axe des imaginaires purs.

Sous ’hypothése de transversalité et ’hypothése (H;) I’équation autonome (B.4)
posséde donc une solution périodique lorsque oo = 0 et les solutions périodiques perdurent
au moins pour des valeurs de a > 0 proches de zéro.

Lorsque les solutions périodiques apparaissent suite & la bifurcation de Hopf, on
parle de bifurcation sur-critiqgue ou super-critique. Lorsque les solutions périodiques ap-

paraissent avant la bifurcation de Hopf, on parle de bifurcation sous-critique.

Exemple B.2.7. Considérons l’équation donnée a l'exemple B.2.4,

dx
E(t) = —ax(t—1).

Cette équation s’écrit sous la forme (B.4) avec

Fa,¢) = L(a)p = —ap(-1).

Nous avons vu a Uexemple B.2.4 que cette équation est asymptotiquement stable lorsque
0 < a < /2. Nous allons montrer que lorsque a = 7/2 une bifurcation de hopf survient

et des solutions périodiques apparaissent.



278 Annexe B. Semi-groupes fortement continus, applications aux équations a retard

L’équation caractéristique associée a l’équation ci-dessus est
et +a=0. (B.6)
Supposons que A = iw soit une valeur propre de I’équation ci-dessus. Alors
wsin(w) = a et wcos(w) = 0.
Remarquons que —w est aussi solution et que w = 0 n’est pas solution. Il s’en suit que
w= g + kmw, k€Z.
Nous en déduisons que, pour a = /2,

wz:l:z.
2

Ainsi l’équation (B.6) ne posséde qu’une paire de valeurs propres imaginaires pures conju-
guées, \ = tim /2, lorsque a = /2.

Considérons une branche de valeurs propres \(a), solutions de \e* +a = 0, vérifiant

M3) =13

En dérivant l’équation caractéristique (B.6), nous obtenons

AA

A1 =
(A +1)e? -

1.

Nous en déduisons premiérement que toutes les valeurs propres sont simples, et en par-

ticulier +im /2. Deuziémement, en notant que e~ = —\/a, nous obtenons
dx A
da  a(l+ )’

11 est alors facile de vérifier que

(8) o)<

et la condition (Hy) est vérifiée.
En utilisant le théoréme de bifurcation de Hopf, nous obtenons [’existence d’une so-

lution périodique, de période proche de 2w /wy = 4, pour l’équation

dzx

—(t) = —Za(t—1).
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