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Résumé

Approche bayésienne en séparation de sources.
Applications en imagerie.

Dans le premier chapitre, nous présentons le probleme de séparation de sources. Nous montrons que ce
probleme peut étre abordé par deux approches duales : comme un probleme de reconstruction ou comme
un probleme de décomposition. Cette dualité des objectifs du probleme de la séparation de sources implique
une dualité dans les méthodes de sa résolution :

1. la séparation de sources commme un probléme de reconstruction s’inscrit naturellement dans une
approche bayésienne,

2. et comme un probleme de décomposition, elle s’inscrit dans une approche informationnelle.

Dans le deuxieme chapitre, nous exposons l'approche bayésienne en séparation de sources. Nous dis-
tinguons ’aspect théorique de I'aspect technique de cette approche. Sur le plan théorique, cette approche
présente plusieurs avantages :

1. En introduisant la loi p(A), nous pouvons prendre en compte toute information a priori sur ses élé-
ments. Par ailleurs, ceci nous permet de dépasser les limites imposées par I'existence de A~! (nombre
de sources = nombre de capteurs). On peut aussi intégrer par rapport & cette matrice pour obtenir la
loi marginale des sources.

2. En introduisant une loi a priori pour les hyperparameétres®, on peut aussi s’affranchir de certaines
difficultés liées a la dégénérescence de la vraisemblance lorsqu’il s’agit d’estimer ces hyperparametres.

3. En introduisant des variables cachées, on peut enrichir la modélisation des sources.

4. On tient compte explicitement du bruit dans le modele d’observation.

Afin de profiter des avantages de 'approche bayésienne, on doit effectuer des intégrations. Ceci n’est pas
toujours possible a réaliser analytiquement. Le calcul bayésien offre ainsi des méthodes numériques basées
sur ’échantillonnage.

Dans les chapitres suivants, nous considérons un mélange linéaire instantané bruité. Le point commun
de ces chapitres est l'exploitation de la non stationnarité que ce soit dans le domaine temporel, spatial,
fréquentiel ou temps fréquence. Les algorithmes proposés integrent implicitement la reconstruction des sources
contrairement aux méthodes estimant la matrice de mélange en ajustant les statistiques. Ce point a aussi
son importance car une bonne estimation de la matrice de mélange n’implique pas forcément une bonne
estimation des sources.

Dans le troisieme chapitre, on considere des sources monovariées (1-D) qu’on modélise par des mélanges
de gaussiennes. L’estimation des variances des gaussiennes provoque une dégénérescence de la vraisemblance
d’oti la pénalisation par des lois inverses gamma [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001]. En considérant les
étiquettes des gaussiennes comme des variables cachées, nous obtenons un probleme doublement caché :
les sources sont des variables cachées pour l'estimation de la matrice de mélange et les étiquettes sont
des variables cachées pour ’estimation des parametres des distributions des sources. Nous étudions le cas
des sources modélisées par des chaines de Markov cachées (les étiquettes forment une chaine de Markov)
en implémentant l'algorithme EM exact. Nous avons proposé et implémenté des versions sous optimales

10n désigne par hyperparametres les parametres qui ne font pas partie de ’ensemble des parameétres d’intérét.



pour accélérer 'EM [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002a]. La représentation hiérarchique des sources par
I'introduction des variables cachées peut étre interprétée comme une exploitation de la non stationnarité des
variances (voir paragraphe 1.2.3) avec une partition automatique de I'intervalle Z = [1 T] en K sous intervalles
avec K le nombre des étiquettes vectorielles des gaussiennes. Le modele de Markov pour les étiquettes peut
étre considéré comme une régularisation de cette classification.

Dans le quatrieme chapitre, nous exploitons la non stationnarité des variances pour séparer des images
mélangées. En effet, on rencontre souvent des images homogenes par morceaux et donc qui se prétent bien a
une modélisation par mélange de gaussiennes?. Cependant, la classification nécessite une régularisation qui
tient compte de I’homogénéité spatiale des images. Cette régularisation peut étre effectuée en incorporant
un modele de champ de Markov pour les étiquettes cachées. Nous présentons une implémentation du type
MCMC (Monte Carlo par Chaines de Markov) permettant d’estimer conjointement la matrice de mélange,
les sources et leurs ségmentations. Les résultats sont testés sur des images synthétiques (champs cachés de
Potts) et sur des images satellitaires [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002¢, 2003].

Dans le cinquiéme chapitre, nous exploitons la non stationnarité fréquentielle. En effet, avec une ap-
proximation circulante, les coefficients de la transformée de Fourier d’un processus gaussien stationnaire
sont décorrélés avec une variance (spectre) qui dépend de la fréquence. Donc en utilisant le maximum de
vraisemblance, le critéere devient une somme pondérée des divergences de Kullback-Leibler entre des matrices
spectrales. Nous étudions le cas ou les spectres des sources sont connues a priori et le cas ot on les estime en
découpant le domaine de Fourier en anneaux. La minimisation de ce critére est implémentée avec ’algorithme
EM et accélérée autour de la solution avec un algorithme de gradient conjugué. Nous avons appliqué cette
méthode pour séparer des composantes astrophysiques en I'implémentant dans le domaine de Fourier et dans
le domaine des harmoniques sphériques [Snoussi et al., 2001; Cardoso et al., 2002; Patanchon et al., 2003].
Ce travail fait I’objet d’une collaboration avec le laboratoire IN2P3 du College de France.

Le sixieme chapitre traite en détail le probleme de dégénérescence du maximum de vraisemblance. Nous
avons généralisé des résultats obtenus dans le cas d’une modélisation par mélange de gaussiennes de signaux
monovariables au cas de signaux multivariables. La dégénérescence est produite quand les matrices de cova-
riance approchent des matrices singulieres (frontiére de singularité). L’élimination de cette dégénérescence
est garantie par l'utilisation d’un a priori inverse wishart sur les matrices de covariance sans compliquer
les équations de ré-estimation de l’algorithme EM. On montre que cette dégénérescence est aussi produite
en séparation de sources quand les sources sont modélisées par un mélange de gaussiennes (ou en général
par un modele de Markov caché). La pénalisation par un a priori inverse Wishart élimine également cette
dégénérescence [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001].

Le septieme chapitre est consacré au probleme de la sélection de la loi a priori dans un contexte bayésien.
Nous présentons une approche originale [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002b] basée sur la théorie de la
prédiction bayésienne [Zhu et Rohwer, 1995] en utilisant les outils de la géométrie de l'information [Amari
et Nagaoka, 2000]. On montre I'importance du choix de la géométrie dans 1'espace des distributions de
probabilité. La regle de Bayes permet de définir la masse par la loi a posteriori. Une fois la géométrie et la
masse fixées, on construit un critére variationnel dont la minimisation donne la loi a priori qu’on a notée
0-a priori. Avec les outils de la géométrie différentielle, on introduit la notion d’a priori projeté pour les
familles paramétriques. Ce travail est appliqué au mélange de familles d-plates comme le mélange de familles
exponentielles (0-plates) et en séparation de sources.

Le dernier chapitre ouvre quelques perspectives comme la séparation des images en utilisant une ségmen-
tation par ensembles de niveau. Au lieu de classifier les pixels en utilisant les étiquettes discrétes modélisées
par un champ de Markov, on fait évoluer au cours des itérations un contour délimitant les régions homo-
genes. On va aussi revenir sur la logique des questions comme un espace dual de la logique des propositions

2C’est d’ailleurs le but d’un traitement avancé des images ol on modélise I'image par un mélange de gaussiennes afin de la
ségmenter.
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en essayant de 'appliquer pour séparer et ségmenter simultanément des images mélangées dans le cadre de
la théorie de I'information.
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différents chapitres de ce mémoire.

e chapitre introductif expose le probleme de séparation
de sources et les motivations a la fois applicatives et
théoriques qui ont poussé la communauté scientifique a
se pencher sur ce probleme. Le rappel des principales
méthodes de séparation est présenté sous une forme comparative
visant a déceler les points communs et les divergences au niveau
de leurs principes. Cette introduction débouche sur les principales
contributions de ce travail en indiquant le fil directeur reliant les



2 Introduction

I.1 Position du probleme

Avant de présenter brievement les principales méthodes de séparation, nous allons essayer d’élucider les
objectifs de ces méthodes. On va distinguer deux approches duales! qui se rejoignent dans un cas particulier.

[A] SEPARATION DE SOURCES COMME UN PROBLEME DE RECONSTRUCTION

Dans un contexte physique, le probleme de séparation de sources peut étre considéré comme un probléeme
d’identification. En effet, les signaux qu’on obtient sur les capteurs a la sortie d’un dispositif de mesure
représentent l'image des signaux d’intérét (les signaux sources) par une transformation modélisant les
processus physiques de propagation et de mesure (voir figure (I.1)). Si on note s(t) = [s1(t), ..., sn(t)]*
le vecteur des m composantes sources a linstant ¢ (¢t = 1,...,T), le vecteur des m observations x(t) =
[21(t), .oy 2 (¢)]* est lié aux sources par ’équation suivante :

z(t) = fi(s(1),...s(T)), t=1,...,T

ou {fi}1=1. .7 est la transformation liant les sources et les observations. Quelque soit la complexité raisonable
de la modélisation de cette transformation, on ne peut, dans les situations réelles, affirmer son exactitude
d’ou l'introduction d’un terme stochastique reflétant les erreurs de modélisation et aussi la présence d’autres
sources non désirables qu’on appelle communément le bruit. On a alors la relation suivante entre les sources
et les observations :

z(t) = fi(s(1),...,s(T)) ©®€t), t=1.T (1.1)

ol ® est 'opérateur de superposition du bruit €(t).

s A
sT | L I
2 fi @
S | L X3
- J

(a) (b)

F1a. I.1: (a) L’exemple traditionnellement repris dans la litérature est celui du “cocktail party” ou plusieurs
personnes parlent en méme temps et les signaux sont mélangés sur les micros, (b) la modélisation du processus
de mélange.

Nous avons ainsi un probléme inverse : connaissant les données @1 7, 'objectif est de reconstruire les
sources s1. 7. Les performances de cette reconstruction sont directement liées a la forme des fonctions f;
(modélisation du probleéme direct) et au rapport signal sur bruit. Cette inversion est en général un probléeme
mal posé d’ou les techniques de régularisation [Tikhonov et Arsenin, 1977]. Afin d’introduire le probléeme
de séparation de sources, on va simplifier le modele d’observation en supposant que f; ne dépend pas de
Pinstant ¢ et qu’elle ne varie qu’en fonction de s(t) et que le bruit est additif, d’ou la relation suivante :

x(t) = f(s(t)) + e(t), t = 1..T. (1.2)

1La notion de dualité va étre reprise dans la conclusion et fera partie de 1'une des perspectives théoriques de ce travail.
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En séparation de sources, on introduit une difficulté supplémentaire : la fonction f n’est pas parfaitement
connue. Ce n’est pas seulement la forme plus ou moins compliquée de la fonction f connue qui rend l'iden-
tification des sources difficile mais aussi la non connaissance de cette fonction. On voit clairement que le
probléme reste relativement difficile méme si la fonction f posséde une forme simple comme par exemple le
cas linéaire. Dans ce cas, on introduit la matrice A de dimension m *xn qu’on appelle matrice de mélange
et le modele d’observation devient :

x(t) = As(t) +€(t), t=1..T (1.3)

L’objectif est de restaurer les sources a partir des observations. La non connaissance de la matrice de mélange
rend le probléme mal posé (la solution n’est pas unique). Par conséquent, on doit imposer des contraintes sur
les sources, sur le bruit et sur la matrice de mélange permettant d’assurer l'identifiabilité du modele (I.3).
Ces contraintes peuvent étre de type statistique comme nous allons voir dans la section suivante (1.2) en
rappelant les principales méthodes de séparation.

[B] SEPARATION DE SOURCES COMME UN PROBLEME DE DECOMPOSITION

On peut aussi considérer la séparation de sources comme la décomposition des observations multidimen-
sionnelles @1 7 sur une base de signaux y; 7 indépendants (voir figure (I.2)). Nous avons 'habitude de
manipuler des décompositions sur des bases orthogonales pertinentes 2 le long de la dimension temporelle
comme la transformée de Fourier ou la décomposition en ondelettes, dans 1’objectif d’éliminer une certaine
redondance et de capter 'information utile avec un nombre plus réduit d’échantillons. Dans le cas des signaux
multi-composantes, on peut aussi envisager une décomposition le long de la dimension spatiale. Ayant plu-
sieurs échantillons d’un vecteur de dimension suffisamment réduite (afin de distinguer la dimension spatiale
de la dimension temporelle), des méthodes statistiques visant & décomposer le signal multi-composantes sur
une base ayant des propriétés statistiques particulieres ont prouvé leur utilité. Ainsi, I’analyse en composantes
principales (ACP) est la recherche d’une base de signaux décorrélés. L’analyse en composantes indépendantes
(ACT) est la recherche d’une base de signaux indépendants. A la différence des décompositions sur des bases
orthogonales classiques, ’ACP ou I’ACI apprennent les bases directement a partir des données elles mémes.

A la différence de la premiere approche, il n’est pas nécessaire de supposer que les données @1 1 pro-
viennent physiquement de sources s1, 7 indépendantes. C’est a partir des données x1. 1 et une architecture
fixée en avance qu’on essaie de construire une base jouissant de certaines propriétés statistiques comme la
décorrélation ou I'indépendance. Dans le cas d’une architecture linéaire, on cherche a estimer une matrice B
de telle facon que les signaux y;. 7 obtenus par :

y(t)=Bx(t), t=1,...,T

soient le plus décorrélés possible (ACP) ou le plus indépendants possible (ACI) ou que leur distribution de
probabilité soit le plus proche d’une distribution fixée pg.

Dans la figure (I.3), on peut décerner la notion de dualité. En effet, dans la premiere approche, les
données observées sont les sorties du systeme de mesure et on essaie de trouver les entrées qui expliquent le
plus possible leur obtention. Nous voyons apparaitre alors le principe du maximum de vraisemblance.
Tandis que dans la deuxiéme approche, les données observées sont les entrées de notre systéme qui va
produire les signaux y;. 7. A titre illustratif, le premier systéme est a comparer a un canal de transmission
ou on cherche a remonter au signal émis connaissant le signal recu. Tandis que le deuxieme systeme est a
comparer a un systeme de contrdle ou on cherche a produire une action (les sorties y; 1) connaissant les
informations mesurées x1 .

Les deux approches peuvent se rejoindre sous certaines conditions comme nous allons voir dans le para-
graphe suivant.

2Cette pertinence dépend bien entendu de la classe des signaux considérés.
3Ici, le temps indique un indice générique, ca peut étre l'indice d’un pixel d’une image ou l'indice d’un coefficient d’une
transformation temps fréquence...
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Fi1G. 1.2: Recherche des directions indépendantes

( )
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Fic. 1.3: Restaurer ou décomposer ?

[C] THEOREME DE DARMOIS : POINT DE RENCONTRE DE CES DEUX APPROCHES
Dans le cas ol le bruit d’observation dans ’équation (I.2) est nul et que le mélange est linéaire carré :
x(t) = As(t), t=1.T (1.4)

Autrement dit, les données @1 7 suivent le modele de ’ACI. La recherche des composantes indépendantes

yi.r (p(y(t) = [1p;(y; (1)) :
y(t) = Bx(t), t =1..T (1.5)

équivaut, & une permutation et a un facteur d’échelle pres, a l'estimation des sources dans le modele de
mélange (1.4) & condition que ces sources soient indépendantes et au plus 'une d’entre elles soit gaussienne.
Ceci est assuré par le théoreme suivant de Darmois [Darmois, 1953] (regarder aussi [Comon, 1994] pour la
relation de ce théoréme avec l'analyse en composantes indépendantes) :

Théoréme 1 (Darmois 1953) Soient deuz variables aléatoires X1 et Xo définies par :

N N
X = g a;x;, Xo = E bjx;,
i=1 i=1

ot les x; sont des variables aléatoires indépendantes. Si X1 et Xo sont indépendantes alors toutes les variables
x; tel que a; b; # 0 sont gaussiennes.

D’apres les modeles (1.4) et (I.5), les signaux y;. 7 sont liés aux signaux sources s; r par la relation
linéaire suivante :
y(t) = BAs(t) =Cs(t), t=1..T

ou C est le produit de la matrice séparatrice B et de la vraie matrice de mélange A. En appliquant le
théoreme de Darmois pour des sources s indépendantes ayant au plus une composante gaussienne et en
imposant 'orthogonalité de la matrice C, il y a une équivalence entre les trois propositions suivantes :
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(i) Les composantes de y sont deux & deux indépendantes.
(ii) Les composantes de y sont mutuellement indépendantes.

(ili) C = AP avec A une matrice diagonale et P une matrice de permutation

En assurant ainsi I'indépendance mutuelle (ou, de maniére moins restrictive, 'indépendance deux a deux)
des composantes de y, on retrouve les signaux sources qui ont engendré les observations. Dans ce cas I’analyse
en composantes indépendantes (ACI) est équivalente de point de vue objectif & la reconstruction des sources.
On va constater cette équivalence en parcourant les principales méthodes de séparation. Cependant, on
n’aboutit pas aux mémes algorithmes de séparation car tout simplement les deux approches ne sont pas
implémentées d’une maniére optimale (impossible en pratique pour une raison commune qui est la non
connaissance parfaite de la densité des sources) et donc au sein de chaque approche on peut avoir plusieurs
variantes.

I.2 Quelques méthodes de séparation

1.2.1 CASI1I1.D

[A] ANALYSE EN COMPOSANTES INDEPENDANTES

L’analyse en composantes indépendantes peut étre entrepris sans que les observations suivent le modele
de mélange :
x(t) = As(t) +elt), t=1,...,T.

En effet, supposons que les données i.i.d [x(1),...,2(T)] suivent la loi p* et qu’'on cherche une matrice B
telle que les nouvelles données construites [y(t) = Ba(t)] soient le plus indépendantes possible. Ceci peut
étre traduit géométriquement. On suppose tout d’abord que les données observées x1. 7 sont décorrélées et
de puissance égale & 1 (données blanchies) et comme on cherche & construire des sorties y1. 7 indépendantes
(donc décorrélées) la matrice recherchée B est une matrice unitaire (BB* = I). Quand la matrice B
varie dans ’ensemble des matrices unitaires, la distribution du vecteur aléatoire y parcourt ’ensemble des
distributions @* paramétré par la matrice B :

0 = {plp=pi(B " y). B € Upn} CP = {p| /pz 1},

En choisissant une distance d entre deux distributions de probabilités* et en notant Pp l’ensemble des
distributions produits de leurs distributions marginales :

P =1 p|ply) = Hpj(yj) :

I’analyse en composantes indépendantes repose alors sur le calcul de la distance entre les deux ensembles Q*
et P (voir figure (1.4)) :

B = argmind(p:(B™'y), Pn) (L.6)

BclUnxn

L’étude de l'existence et de I'unicité des solutions ainsi que leur calcul sont alors directement liées aux
géométries des deux surfaces Q* et Py et au choix de la distance d. Dans le cas ou les observations @i 1
suivent un modele de mélange linéaire non bruité et si la distance d choisie est la divergence de Kullback-
Leibler, le théoreme de Darmois assure I'existence et I'unicité de cette solution aux indéterminations d’échelle
et de permutation pres.

4Le choix d’une distance n’est pas arbitraire et doit étre étudié dans un cadre géométrique. Le chapitre (VII) donne quelques
notions nécessaires pour un raisonnement géométrique.
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o
T
Pr

Jr—d
(a) (b) (c)

Q*

Fi1G. 1.4: Le probleme du calcul de la distance entre les ensembles @ et Pr; dépend de la géométrie de la
surface Q* (qui dépend de la vraie loi p* de x)

[A].1 Minimisation de I'information mutuelle

Sion choisit d la divergence de Kullback-Leibler, on obtient la définition usuelle de I'information mutuelle
I(y) :

I(y) = [rsly logn”ﬁ((y))dy

= [p*(x)log HP(T) sdx (L7)

= =0 Bllogp;(y;)] + [ p*(x) logp*(z)d

On note ici deux points importants qui ne sont pas mentionnés dans la littérature :

Remarque 1 Dans toutes les équations précédentes, nous avons noté p* pour désigner “la vraie” loi des
données. Par “vraie loi”, on veut dire la loi sous laquelle on intégre quand on approche le calcul de l’espérance
par une moyenne empirique. Ainsi, espérance dans l’équation (1.7) peut étre approchée par un moyennage
sur les échantillons :

T
E(log p;(y;)] ~ Z og pj(y;(t

Remarque 2 Le passage de (1.6) a (1.7) n’est pas aussi directe. Le calcul de la distance entre les deux
ensembles Q* et Pr est obtenue en prenant le minimum de la distance entre deux points q et p avec g
variant dans Q* (en faisant varier B) et p variant dans Pr. Or dans l'équation (1.6) on ne fait varier que
la matrice B. Ceci est justifié par le fait que le point p dans P varie aussi mais comme étant la projection
de q sur l’ensemble Pri. La distribution p; (y;) est alors définie par :

p;(y;) = / pe(Y)dy—;

J

ot y—; désigne le vecteur y sauf la j™¢ composante.

Autrement dit, on ne cherche pas une distribution particuliére pour les y parmi toutes les distributions
produits de leurs distributions marginales, seule l'indépendance suffira a retrouver cette distribution. Ce point
va étre repris lors de la présentation du méthode du mazrimum de vraisemblance ot on aboutit & une remarque
équivalente.
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En imposant la décorrélation des composantes de y, la minimisation de la somme des entropies marginales
est équivalente a la minimisation de l'information mutuelle. En définissant la négentropie J(y) comme la
différence entre l’entropie de y et l'entropie de la variable gaussienne yg correspondante (mesure de la
distance & la gaussienne) :

J(y) = H(yc) — H(y)

le critere (I.7) peut étre ré-interprété comme la maximisation de la somme des négentropies marginales ou
de la non gaussianité des composantes de y. En pratique on ne connait pas la distribution p;‘(yj) et on
est alors amené a approcher E[log P; (y])] Le calcul de ’espérance est résolu par un moyennage temporel.
Cependant plusieurs approximations de log p; (y;) ont été considérées. Par exemple, une approximation poly-
nomiale conduit & P'utilisation des cumulants d’ordre supérieurs notamment le cumulant d’ordre 4 (kurtosis)
[Comon, 1994; Hyvérinen et Oja, 1997; Delfosse et Loubaton, 1995; Malouche et Macchi, 1998]. D’autres
approximations non plynomiales ont été proposées dans [Hyvérinen, 1999].

[A].2 Décorrélation non linéaire

Une autre définition équivalente de 'indépendance entre deux variables y; et yo est la suivante :

E[f(y1) 9(y2)] = E[f(y1)] Elg(y2)] (L8)

pour toutes fonctions continues f et g. C’est donc une généralisation de la définition de la décorrélation
obtenue en prenant les deux fonctions f et g égales a l'identité. Le travail pionnier en analyse en composantes
indépendantes de Jutten, Hérault et Ans [Hérault et Ans, 1984; Hérault, 1985; Ans et al., 1985; Jutten, 2000;
Jutten et Herault, 1991], développé par Cichocki et Unbehauen [Cichocki et Moszczynski, 1992; Cichocki
et al., 1994; Cichocki et Unbehaunen, 1996] et repris d’une maniére plus générale dans le cadre des “fonctions
d’estimation” par Amari et Cardoso [Amari et Cardoso, 1997; Cardoso et Labeld, 1996], s’appuient sur
Péquation (I1.8) comme condition d’équilibre d’un algorithme de séparation. Autrement dit, on construit en
général un algorithme de type gradient proportionel & la différence des deux termes de 1’équation (I1.8) et
on étudie a posteriori la convergence et la stabilité. En le comparant avec la minimisation de I'information
mutuelle on dégage les points suivants.

— L’information mutuelle est un critére qu’on doit minimiser tandis que (I.8) est une équation qu’on doit

résoudre.

— L’information mutuelle est dérivée d’'un principe géométrique plus général et peut étre facilement
généralisée en changeant la mesure de divergence ou ’ensemble des probabilités dans lequel on veut
que la loi de y se trouve. La décorrélation non linéaire est une propriété qu’on doit vérifier et on ne
distingue pas une mesure de distance a cette propriété.

— En pratique, on doit choisir les fonctions f et g et on est loin de la définition (I.8) qui exige de vérifier
I’égalité pour toutes les fonctions continues f et g. Tandis qu’avec la minimisation de l'information
mutuelle on doit estimer G = log p; (y;)- Une étude au niveau de la forme des algorithmes montre que
les deux méthodes sont équivalentes en prenant f comme dérivée de G = logpj(y;) et g la fonction
identité. Le choix de G ou du couple (f,g) n’est pas en général critique. La preuve pratique est que
ces méthodes réussissent, pour un choix fixe de ces non linéarités, a séparer des sources ayant des
caratéristiques non étroitement liées a ce choix. Ce point va étre repris dans la section suivante lors de
la présentation du maximum de vraisemblance.

[A].3 Infomax

Bien que classée dans la litérature avec les méthodes du maximum de vraisemblance puisqu’elle aboutit
au méme algorithme de séparation, nous pensons que I'Infomax est une technique a part entiere faisant partie
de la classe des méthodes de décomposition et s’appuyant sur une théorie solide (logique des questions) qui
commence a étre développée [Knuth, 2000, 2001, 2002; Fry, 2001].

Les observations x subissent une opération linéaire B suivie d’une transformation non linéaire ¢ compo-
sante par composante (voir figure (I.5)). La sortie du systéme est alors le vecteur y = ®(Bx). Le principe
de P'Infomax [Bell et Sejnowski, 1995] est alors de maximiser le flux d’information entre les entrées x et

7
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les sorties y du systéme. Le flux d’information est mesuré par I'information mutuelle Z(x,y) qui s’écrit en
fonction des entropies :
I(z,y) = H(y) —H(y | )

ou H(y | ) peut étre interprétée comme une mesure du caractére aléatoire de y sachant x. Comme la
matrice B intervient dans la relation déterministe entre et y, H(y | ) ne dépend pas de B. Ainsi,
Pestimation de B revient a maximiser 1’entropie de la sortie y. On montre qu’en prenant la fonction ®
comme la distribution cumulative des sources on retrouve le méme algorithme de séparation qu’en utilisant
le maximum de vraisemblance [Cardoso, 1997].

( 7

A u 0
n = B iz v

us3

(S J

FiG. 1.5: Infomax : maximiser le flux d’informations entre les entrées et les sorties du systeme

On peut aussi donner une interprétation géométrique de la méthode Infomax. En effet, si les échantillons
@1, 7 suivent une loi p¥ alors les variables w; 7 suivent la loi paramétrique p} (paramétrée par la matrice
B) définie par :

p,(u) = p; (B~ u)|B| ™

et les sorties y;. 7 suivent la loi p; définie par :
i) =vitw | T2
J

ou Hj |®”(u;)| = Ja(u) est le Jacobien de la transformation ®.

En développant lexpression de I’entropie du vecteur y (qui est une fonction de B puisque la distribution
de y est une fonction de B), on trouve :

My) = = I ey loep;(y)dy
* u
= —[piw)log gty du

L’opposé de l'entropie H(y) est donc une divergence de Kullback-Leibler entre p;; et [, |®}(u;)|. On re-
trouve ainsi l'interprétation géométrique donnée dans le paragraphe ([A].1) en considérant le terme [ [ |7 (u;)]

comme la projection de la distribution p? sur espace Pr définie plus haut® (ce qui justifie ’application de
® terme & terme).

L’équivalence de I'Infomax avec la méthode du maximum de vraisemblance se produit dans le cas ou :

Uj

L1241 = ITprtu) = V5360 = [ pitehis

J J -

autrement dit lorsque la non linéarité ® est la distribution cumulative des sources.

[B] MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Contrairement a I’analyse en composantes indépendantes, le maximum de vraisemblance est conceptuel-
lement 1ié au probleme de reconstruction. En supposant dans un premier temps que x1_p suivent un modele
de mélange linéaire, carré, inversible et non bruité :

x(t) = As(t), t=1..T

5Par conséquent un traitement rigoureux consiste & adapter la non linéarité ®

8
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il s’agit de trouver la matrice A qui explique le plus possible les données x; 7. Autrement dit, on doit
maximiser la probabilité que la proposition “a = La matrice de mélange est A i* implique la proposition “z
= Les données observées sont 1, 7!” : Cest le principe du maximum de vraisemblance,

A =argmaxp(x; 7] A).
A

En notant p, la distribution des sources, 'opposé du logarithme normalisé de la vraisemblance s’écrit :

—flogp(@r.r|A) = 73, logp (A a(t)) (19)
EDngs(A_lm)] .

%

En notant B = A~! on retrouve le critére de la minimisation de I'information mutuelle (I.7) & une constante
pres avec deux petites différences :

1. Le moyennage temporel dans (I.7) est une approximation tandis que dans (I.9) est une simple norma-
lisation d’une somme qui existe déja.

2. L’un des reproches concernant le maximum de vraisemblance qu’on retrouve dans la litérature de la
séparation de sources est que la connaissance de p, est nécessaire pour appliquer le MV tandis qu’avec
I'information mutuelle on n’a besoin que de la connaissance de la forme de logps(A~1x) (du moment
non quadratique). Cet inconvénient n’existe plus si on fixe la forme de p et qu’on estime ses parametres.
En effet, on n’a pas besoin de considérer toutes les statistiques de x (toute la fonction p, ) pour retrouver
la matrice A. Nous pensons que les approximations de log ps(A~1a) par une fonction non quadratique
ou d’une maniere équivalente I’approximation de p, par une distribution manipulable visent & capter
des statistiques suffisantes pour retrouver la matrice A et n’ont pas pour réle de représenter au mieux
les sources.

La technique du MV a été appliquée avec succés en séparation de sources [Gaeta et Lacoume, 1990;
Pham et al., 1992; Pham, 1996]. L’introduction du gradient naturel par Amari [Amari et al., 1996] ou le
gradient relatif par Cardoso [Cardoso et Labeld, 1996] ont amélioré Paspect algorithmique en exploitant la
particularité du probleme.

Le principe du maximum de vraisemblance présente des avantages qui le distinguent de la minimisation
de l'information mutuelle :

1. On peut tenir compte du bruit dans la modélisation du mélange [Mohammad-Djafari, 1999; Bermond,
2000; Belouchrani et Cardoso, 1995; Moulines et al., 1997], en maximisant :

plxrr | A) = /pe(fBL.T | s1.7, A)p(si.7)ds1 T

ol p. est la loi du bruit.

2. On n’a plus besoin de 'hypothese de I'indépendance des sources et toute information sur leur dépen-
dance peut étre prise en compte dans ps.

3. Le modele de mélange peut étre enrichi (mélange non linéaire, introduction d’autres variables...) sans
avoir de conséquences sur la méthodologie du maximum de vraisemblance.

[B].1 Approche bayésienne

En applicant le principe du maximum de vraisemblance dans le paragraphe précédent, on est déja dans
une logique bayésienne. En effet, les sources sont considérées comme des variables aléatoires et ont été
marginalisées pour obtenir la vraisemblance p(x; 1| A). On peut aussi modéliser les informations a priori
sur les éléments de la matrice A en leur attribuant une loi de probabilité et former ainsi la loi jointe :

P($1..T781..T7A | I) = p(ﬂ?l..T \ 31..T7A7I)p(31..T \ A,I)P(A | I)

ou I représente notre connaissance a priori sur le probleme comme par exemple la forme des distributions
des sources, la forme de la loi a priori de A...
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Plusieurs directions peuvent alors étre envisagées comme 'estimation jointe de s; 1 et de A, margi-
nalisation de s;_ 7 et estimation de A ou le contraire. Ceci est devenu possible avec le développement des
techniques du calcul bayésien comme les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC).

Nous allons revenir en détail sur cette approche et sur I’échantillonnnage bayésien dans le chapitre (II).
Les premiers travaux sur ’application de ’approche bayésienne en séparation de sources sont ceux de [Knuth,
1999],[Mohammad-Djafari, 1999], [Rowe, 1998]. Les techniques bayésiennes ont été utilisées dans [Senecal,
2000, 2002; Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002c].

[B].2 Méthodes algébriques : JADE / FOBI

Bien que différentes des méthodes de maximum de vraisemblance, nous préférons les classer parmi celles-
ci. En effet, avec le maximum de vraisemblance on cherche a trouver une matrice A qui explique le plus
possible la loi des observations p(x;. 1 | A) et donc nécessairement & rapprocher toutes les statistiques
E[ f (:1:)] aux statistiques du modele du mélange E[ f (As)}. En exploitant I'indépendance des sources et la
linéarité du mélange il est souvent possible de se contenter aux cumulants d’ordre supérieur a deux comme les
cumulants d’ordre 4 pour identifier la matrice A : c’est le principe des méthodes algébriques (ou tensorielles).

Les cumulants d’ordre 4 de @ [cum(z;, Xj, Tk, xl)]i%k,l:l”n forment un tenseur (matrice d’ordre 4). L’opé-
rateur linéaire C' induit par ce tenseur agissant sur I’espace des matrices est par définition :

[C(M)];; = kal cum(z;, x5, T, 7).
kl

Si on note B = A~!, on montre que la matrice M = b; b} ou b; est la j™¢ ligne de B est une matrice propre
de lopérateur C avec la valeur propre kurt(s;) :

C(b]b;) = k:urt(sj) b]b;

Si ces valeurs propres sont distinctes® alors la matrice B est identifiée en calculant les matrices propres
M de C. Si elles ne sont pas distinctes, une décomposition en valeurs singulieres de ces matrices est alors
nécessaire en espérant que cette nouvelle décomposition ne redonne pas des valeurs singulieres identiques.

En pratique, cette méthode est implémentée par la technique JADE (Joint Approximate Diagonalization
of Eigenmatrices) [Cardoso et Souloumiac, 1993]. Elle se base sur le fait que la matrice B diagonalise toutes
les matrices C(M) VM. Un choix judicieux est de prendre les M, matrices propres de C, et de diagonaliser
conjointement les matrices C(Mj). Le critere de diagonalité est la minimisation de la somme des carrés des
termes non diagonaux ou d’une maniére équivalente la maximisation des termes diagonaux” :

Jiaps(B) = Z ldiag(BC(M;)B*)|* (L.10)

En comparant cette méthode a la technique du maximum de vraisemblance, on dégage les deux points
suivants.

1. Dans la méthode du maximum de vraisemblance, I’équivalent des méthodes algébriques serait de
prendre des distributions des sources ps dont le logarithme est une fonction polynomiale. Cependant, le
maximum de vraisemblance impose une distance particuliere entre les tenseurs statistiques. A titre illus-
tratif, si on travaille avec les matrices de covariance (tenseurs de second ordre), le critére du maximum
de vraisemblance est la distance de Kullback-Leibler entre la covariance emprique des observations et la
covariance théorique. Cette distance pourrait rendre le probleme d’optimisation difficile mais bénéficie
des propriétés asymptotiques comme la consistance et 1’efficacité.

2. Dans JADE, on remarque que la diagonalisation des matrices B C(M;) B* suffit a retrouver la matrice
B. Les valeurs des éléments diagonaux qui représentent les statistiques des sources vont étre ainsi
estimées. On trouve la méme constatation en utilisant le maximum de vraisemblance. Quand on fixe
la forme de la distribution pg, il ne faut pas aussi fixer les valeurs des statistiques des sources mais il
faut les estimer dans l'algorithme de séparation.

6Dans ce cas la méthode FOBI [Cardoso, 1989] est plus simple & mettre en oeuvre.
7Cette équivalence est due au fait que la somme des carrés de tous les termes est constante.
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1.2.2 EXPLOITATION DE LA CORRELATION

Dans les méthodes précédentes, on a supposé que les sources sont temporellement indépendantes et iden-
tiquement distribuées®. Ce qui nous a empéché de modéliser les sources par des gaussiennes (ou ce qui revient
au méme a utiliser les statistiques d’ordre 2). Cependant, si on abandonne ’hypotheése de I'indépendance
temporelle, la matrice de mélange peut étre identifiable en exploitant les matrices d’intercovariance. Autre-
ment dit, on peut supposer que les sources sont gaussiennes (en se limitant aux statistiques d’ordre deux)
pourvu que les fonctions d’autocorrélation des sources soient différentes et non réduites a la distribution de
Dirac §.

Comme dans le cas des sources i.i.d. oli nous avons le choix entre la maximisation de la vraisemblance
(1.9) ou l’ajustement des statistiques d’ordre supérieure (I.10), on a deux types de méthodes :

1. Maximum de vraisemblance :
Chaque source [s;(1),...,s;(T)] (en considérant tous les échantillons) est un processus gaussien avec
une matrice de covariance Cj :

[Sj(l)v RE) Sj(T)] ~ N(Oa C])

On suppose de plus que les sources sont stationnaires et donc que les matrices C; sont des matrices de
Toeplitz. Sous 'approximation circulante [Hunt, 1971], ces matrices se diagonalisent dans la base de
Fourier :

WC,W* ~ A,

ot W est la matrice de Fourier et A; la matrice diagonale contenant le spectre de la j™¢ source. En
passant dans le domaine de Fourier?, le critere du maximum de vraisemblance se met sous la forme
d’une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les matrices de covariance spectrales
[Snoussi et al., 2001; Cardoso et al., 2002] :

Iuv =0, Dr(Rax(v) || ARss(v) A + R,) (1.11)

ou les spectres des sources R et la covariance du bruit R, sont a estimer lors de la séparation. Nous
allons revenir en détail sur cette méthode dans le chapitre (V).

2. Ajustement des matrices d’autocovariance :
Comme le maximum de vraisemblance cherche & ajuster toutes les matrices de covariance (I.11) avec
une mesure qui découle de son expression (dans le cas gaussien, ¢’est la divergence de Kullback-Leibler),
on peut essayer de se contenter de calculer les matrices d’autocovariance Ry, (1) = E[@(t)x(t + 7)*]
pour quelques retards temporels 7 = 1,..., K et les ajuster aux matrices théoriques AR;(T)A* en
choisissant une autre mesure de rapprochement entre deux matrices comme par exemple la distance
quadratique. Si le mélange est non bruité ou si on connait la covariance du bruit, I’ajustement des cova-
riances se transforme en un probléme de diagonalisation conjointe avec le critere suivant a minimiser :

J(B) =) of f(BR.y(7)B")

T

avec B = A~! la matrice unitaire recherchée. C’est le principe de l'algorithme SOBI [Belouchrani
et al., 1997]. Cette diagonalisation conjointe peut étre aussi effectuée sur les matrices d’autocovariance
spectrales [Rahbar et Reilly, 2001] ou les matrices d’autocovariance temps fréquence [Belouchrani et
Amin, 1997].

1.2.3 EXPLOITATION DE LA NON STATIONNARITE

On peut aussi se baser sur la non stationnarité des sources. Par exemple, en supposant que les sources sont
temporellement indépendantes mais que leurs variances varient en fonction du temps, on peut se limiter aux

8]ci ’hypothese i.i.d. est considérée pour la dimension temporelle.
9En passant dans le domaine de Fourier, on va plutét exploiter la non stationnarité spectrale.

11
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statistiques du second ordre pour séparer les sources. En effet, a chaque instant ¢, la matrice de covariance
théorique du vecteur x(t) se met sous la forme :

R, (1) AE([s(t)s(t)*] A* + E[e(t)e(t)*]

AR.,(H)A* + R,

(L.12)

On peut ainsi exploiter la variation de la covariance des sources R;(t) (ce qui implique la variation de R, (t))
au cours du temps pour identifier la matrice de mélange A en ajustant les matrices de covariance empiriques
de & aux matrices de covariance théoriques (I1.12). Cette identification s’accompagne nécessairement de
Iestimation des covariances des sources et du bruit.

De méme que dans les cas précédents, on a le choix entre le maximum de vraisemblance (ajustement des
matrices avec la divergence de Kullback-Leibler) et la méthode algébrique (utilisation d’une autre métrique
pour lajustement) :

1. Maximum de vraisemblance :
Se limitant aux techniques de second ordre se traduit par la modélisation des sources par des gaus-
siennes. Comme on ne peut pas estimer toutes les variances des sources (autant de variances que
d’échantillons), on divise I'intervalle temporel'® en L sous intervalles (Z = U1L=1 Z;) [Pham et Car-
doso, 2001; Cardoso et al., 2002] ou les variances sont supposées constantes. Le critére du maximum
de vraisembance est alors une somme pondérée de distances de Kullback-Leibler entre les covariances

empiriques R, (l) et les covariances théoriques AR (1)A* + R, :

L
Imv = ZQZDKL(RII(Z) | AR (1)A* + R,)

=1

Remarque 3 Cette répartition en sous intervalles est fixée en avance selon une connaissance a priori
du profil des variances. La modélisation des sources par des mélanges de gaussiennes est trés similaire
a cette approche avec une répartition automatique des échantillons en groupes. Chaque groupe est
représenté par une gaussienne. Ceci débouche sur une remarque intéressante brievement exposé dans
[Pham et Cardoso, 2001] et qu’on va développer dans le chapitre (III) sur la connection entre la non
stationnarité et la non gaussianité des sources.

2. Ajustement des matrices de covariance :

Dans le cas non bruité, 'ajustement des matrices de covariance est un probléeme de diagonalisation
conjointe!!. On cherche & diagonaliser les matrices BR,,(t) B en minimisant leur distances & leurs ma-
trices diagonales. En choisissant la distance de Kullback-Leibler, on retrouve le critére de I'information
mutuelle (ou d’une maniére équivalente le maximum de vraisemblance). Les matrices de covariance
sont calculées en divisant l'intervalle [1 T en sous intervalles [Choi et Cichocki, 2000; Souloumiac,
1995] comme dans le cas du maximum de vraisemblance ou calculées localement en utilisant un noyau
h [Matsuoka et al., 1995] :

R,.(t) ~ Z h(H)x(t —1)x(t — 1)

1.3 Contributions et organisation du document

Dans le chapitre (IT), nous exposons l’approche bayésienne en séparation de sources. Nous distinguons
I'aspect théorique de l'aspect technique de cette approche. Sur le plan théorique, cette approche présente
plusieurs avantages :

1. En introduisant la loi p(A), nous pouvons prendre en compte toute information a priori sur ses élé-
ments. Par ailleurs, ceci nous permet de dépasser les limites imposées par P'existence de A~! (nombre
de sources = nombre de capteurs). On peut aussi intégrer par rapport & cette matrice pour obtenir la
loi marginale des sources.

100n rappelle que le temps t est un indice générique qui peut aussi désigner 'indice d’un pixel d’une image, la fréquence,
I’indice temps fréquence...
11 Ares une étape de blanchiement.
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2. En introduisant une loi a priori pour les hyperparametres'?, on peut aussi s’affranchir de certaines
difficultés liées a la dégénérescence de la vraisemblance lorsqu’il s’agit d’estimer ces hyperparametres.

3. En introduisant des variables cachées, on peut enrichir la modélisation des sources.

4. On tient compte explicitement du bruit dans le modele d’observation.

Afin de profiter des avantages de 'approche bayésienne, on doit effectuer des intégrations. Ceci n’est pas
toujours possible a réaliser analytiquement. Le calcul bayésien offre ainsi des méthodes numériques basées
sur I’échantillonnage.

Dans les chapitres suivants, nous considérons un mélange linéaire instantané bruité. Le point commun
de ces chapitres est l'exploitation de la non stationnarité que ce soit dans le domaine temporel, spatial,
fréquentiel ou temps fréquence. Les algorithmes proposés integrent implicitement la reconstruction des sources
contrairement aux méthodes estimant la matrice de mélange en ajustant les statistiques. Ce point a aussi
son importance car une bonne estimation de la matrice de mélange n’implique pas forcément une bonne
estimation des sources.

Dans le chapitre (III), on considére des sources monovariées (1-D) qu’on modélise par des mélanges de
gaussiennes. L’estimation des variances des gaussiennes provoque une dégénérescence de la vraisemblance
d’oti la pénalisation par des lois inverses gamma [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001]. En considérant les
étiquettes des gaussiennes comme des variables cachées, nous obtenons un probleme doublement caché :
les sources sont des variables cachées pour l'estimation de la matrice de mélange et les étiquettes sont
des variables cachées pour 'estimation des parametres des distributions des sources. Nous étudions le cas
des sources modélisées par des chaines de Markov cachées (les étiquettes forment une chaine de Markov)
en implémentant l'algorithme EM exact. Nous avons proposé et implémenté des versions sous optimales
pour accélérer 'EM [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002a]. La représentation hiérarchique des sources par
I'introduction des variables cachées peut étre interprétée comme une exploitation de la non stationnarité des
variances (voir paragraphe 1.2.3) avec une partition automatique de I'intervalle Z = [1 T] en K sous intervalles
avec K le nombre des étiquettes vectorielles des gaussiennes. Le modele de Markov pour les étiquettes peut
étre considéré comme une régularisation de cette classification.

Dans le chapitre (IV), nous exploitons la non stationnarité des variances pour séparer des images mé-
langées. En effet, on rencontre souvent des images homogenes par morceaux et donc qui se prétent bien a
une modélisation par mélange de gaussiennes'®. Cependant, la classification nécessite une régularisation qui
tient compte de I’homogénéité spatiale des images. Cette régularisation peut étre effectuée en incorporant
un modele de champ de Markov pour les étiquettes cachées. Nous présentons une implémentation du type
MCMC (Monte Carlo par Chaines de Markov) permettant d’estimer conjointement la matrice de mélange,
les sources et leurs ségmentations. Les résultats sont testés sur des images synthétiques (champs cachés de
Potts) et sur des images satellitaires [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002c; ?].

Dans le chapitre (V), nous exploitons la non stationnarité fréquentielle. En effet, avec une approximation
circulante, les coefficients de la transformée de Fourier d’un processus gaussien stationnaire sont décorrélés
avec une variance (spectre) qui dépend de la fréquence. Donc en utilisant le maximum de vraisemblance, le
critere devient une somme pondérée des divergences de Kullback-Leibler entre des matrices spectrales. Nous
étudions le cas ou les spectres des sources sont connues a priori et le cas ou on les estime en découpant le
domaine de Fourier en anneaux (’équivalent d’intervalles dans le paragraphe 1.2.3). La minimisation de ce
critere est implémentée avec ’algorithme EM et accélérée autour de la solution avec un algorithme de gradient
conjugué. Nous avons appliqué cette méthode pour séparer des composantes astrophysiques en I'implémentant
dans le domaine de Fourier et dans le domaine des harmoniques sphériques [Snoussi et al., 2001; Cardoso
et al., 2002; Patanchon et al., 2003]. Ce travail fait 'objet d’une collaboration avec le laboratoire IN2P3 du
College de France.

120n désigne par hyperparameétres les paramétres qui ne font pas partie de ’ensemble des parametres d’intérét.
13C’est d’ailleurs le but d’un traitement avancé des images oll on modélise I'image par un mélange de gaussiennes afin de la
ségmenter.
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Le chapitre (VI) traite en détail le probleme de dégénérescence du maximum de vraisemblance. Nous
avons généralisé des résultats obtenus dans le cas d’une modélisation par mélange de gaussiennes de signaux
monovariables au cas de signaux multivariables. La dégénérescence est produite quand les matrices de cova-
riance approchent des matrices singulieres (frontiére de singularité). L’élimination de cette dégénérescence
est garantie par l'utilisation d’un a priori inverse wishart sur les matrices de covariance sans compliquer
les équations de ré-estimation de ’algorithme EM. On montre que cette dégénérescence est aussi produite
en séparation de sources quand les sources sont modélisées par un mélange de gaussiennes (ou en général
par un modele de Markov caché). La pénalisation par un a priori inverse Wishart élimine également cette
dégénérescence [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001].

Le chapitre (VII) est consacré au probléeme de la sélection de la loi a priori dans un contexte bayésien.
Nous présentons une approche originale [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002b] basée sur la théorie de la
prédiction bayésienne [Zhu et Rohwer, 1995] en utilisant les outils de la géométrie de 'information [Amari
et Nagaoka, 2000]. On montre I'importance du choix de la géométrie dans 'espace des distributions de
probabilité. La regle de Bayes permet de définir la masse par la loi a posteriori. Une fois la géométrie et la
masse fixées, on construit un critére variationnel dont la minimisation donne la loi a priori qu’on a notée
0-a priori. Avec les outils de la géométrie différentielle, on introduit la notion d’a priori projeté pour les
familles paramétriques. Ce travail est appliqué au mélange de familles d-plates comme le mélange de familles
exponentielles (0-plates) et en séparation de sources.

Le dernier chapitre (VIII) ouvre quelques perspectives comme la séparation des images en utilisant une
ségmentation par ensembles de niveau. Au lieu de classifier les pixels en utilisant les étiquettes discretes
modélisées par un champ de Markov, on fait évoluer au cours des itérations un contour délimitant les
régions homogenes. On va aussi revenir sur la logique des questions comme un espace dual de la logique des
propositions en essayant de ’appliquer pour séparer et ségmenter simultanément des images mélangées dans
le cadre de la théorie de I'information.

Bibliographie

[Amari et Nagaoka, 2000] S. Amari et H. Nagaoka. Methods of Information Geometry, volume 191 of
Translations of Mathematical Monographs. AMS, OXFORD, University Press, 2000.

[Amari et Cardoso, 1997] S.-I. Amari et J.-F. Cardoso. Blind source separation — semiparametric statistical
approach. IEEFE Trans. Signal Processing, 45 (11) : 2692-2700, novembre 1997.

[Amari et al., 1996] S.-I. Amari, A. Cichocki et H. Yang. A new learning algorithm for blind source
separation. In Advances in Neural Information Processing Systems 8, pages 757-763. MIT Press, 1996.
[Ans et al., 1985] B. Ans, J. Hérault et C. Jutten. Adaptive neural architectures : detection of primitives.
In Proc. of COGNITIVA’85, pages 593-597, Paris, France, 1985.

[Bell et Sejnowski, 1995] A. J. Bell et T. J. Sejnowski. An information maximization approach to blind
separation and blind deconvolution. Neural Computation, 7 (6) : 1129-1159, 1995.

[Belouchrani et al., 1997] A. Belouchrani, K. Abed Meraim, J.-F. Cardoso et Eric Moulines. A blind source
separation technique based on second order statistics. IEEE Trans. Signal Processing, 45(2) : 434-44,
février 1997.

[Belouchrani et Amin, 1997] A. Belouchrani et M. Amin. Blind source separation using time-frequency
distributions : algorithm and asymptotic performance. In Proc. ICASSP, pages 3469 — 3472, Munchen,
1997.

[Belouchrani et Cardoso, 1995] A. Belouchrani et J.-F. Cardoso. Maximum likelihood source separation by
the expectation-maximization technique : deterministic and stochastic implementation. In Proc. NOLTA,
1995.

14



BIBLIOGRAPHIE 15

[Bermond, 2000] O. Bermond. Méthodes statistiques pour la séparation de sources. thése de doctorat, Ecole
Nationale Supérieure des Télécommunications, 2000.

[Cardoso et Labeld, 1996] J. Cardoso et B. Labeld. Equivariant adaptative source separation. Signal
Processing, 44 : 3017-3030, 1996.

[Cardoso et al., 2002] J. Cardoso, H. Snoussi, J. Delabrouille et G. Patanchon. Blind separation of noisy
gaussian stationary sources. application to cosmic microwave background imaging. In Fusipco, Toulouse,
septembre 2002.

[Cardoso, 1989] J.-F. Cardoso. Source separation using higher order moments. In Proc. ICASSP, pages
2109-2112, 1989.

[Cardoso, 1997] J. F. Cardoso. Infomax and maximum likelihood for source separation. IEEE Letters on
Signal Processing, 4 : 112-114, avril 1997.

[Cardoso et Souloumiac, 1993] J.-F. Cardoso et A. Souloumiac. Blind beamforming for non Gaussian signals.
IEE Proceedings-F, 140 (6) : 362-370, décembre 1993.

[Choi et Cichocki, 2000] S. Choi et A. Cichocki. Blind separation of nonstationary sources in noisy mixtures.
Electronics Letters, 36(9) : 848-849, apr 2000.

[Cichocki et Moszczynski, 1992] A. Cichocki et L. Moszczynski. A new learning algorithm for blind separation
of sources. FElectronics Letters, 28(21) : 1986-1987, 1992.

[Cichocki et al., 1994] A. Cichocki, R. Unbehauen et E. Rummert. Robust learning algorithm for blind
separation of signals. Flectronics Letters, 30(17) : 1386-1387, 1994.

[Cichocki et Unbehaunen, 1996] A. Cichocki et R. Unbehaunen. Robust neural networks with on-line
learning for blind identification and blind separation of sources. IEEE Trans. on Circuits and Systems, 43
(11) : 894-906, 1996.

[Comon, 1994] P. Comon. Independent Component Analysis, a new concept? Signal processing, Special
issue on Higher-Order Statistics, Elsevier, 36 (3) : 287-314, avril 1994.

[Darmois, 1953] G. Darmois. Analyse Générale des Liaisons Stochastiques. Rev. Inst. Internat. Stat., 21 :
2-8, 1953.

[Delfosse et Loubaton, 1995] N. Delfosse et P. Loubaton. Adaptive blind separation of independent sources :
a deflation approach. Signal Processing, 45 : 59-83, 1995.

[Fry, 2001] R. Fry. The engineering of cybernetic systems. In R. L. Fry, éditeur, Bayesian Inference and
Maximum Entropy Methods, pages 497-528. MaxFEnt Workshops, Amer. Inst. Physics, aott 2001.

[Gaeta et Lacoume, 1990] M. Gaeta et J.-L. Lacoume. Source separation without prior knowledge : the
maximum likelihood solution. In Proc. EUSIPCO’90, pages 621-624, 1990.

[Hérault, 1985] J. Hérault. Détection de grandeurs primitives dans un message composite par une architec-
ture de calcul neuromimétique en apprentissage non supervisé. In Actes 10° coll. GRETSI, pages 1017-1022,
Nice, France, 1985.

[Hérault et Ans, 1984] J. Hérault et B. Ans. Circuits neuronaux & synapses modifiables : décodage de
messages composites par apprentissage non supervisé. C. R. de l’Académie des Sciences, 299 (III-13) :
525-528, 1984.

[Hunt, 1971] B. R. Hunt. A matrix theory proof of the discrete convolution theorem. IEEE Trans. Automat.
Contr., AC-19 : 285-288, 1971.

[Hyvérinen, 1999] A. Hyvérinen. Fast and robust fixed-point algorithms for independent component analysis.
IEEE Trans. on Neural Networks, 10(3) : 626634, 1999.

[Hyvérinen et Oja, 1997] A. Hyvirinen et E. Oja. A fast fixed-point algorithm for independent component
analysis. Neural Computation, 9(7) : 1483-1492, 1997.

[Jutten, 2000] C. Jutten. Source separation : from dusk till dawn. In Proc. of 2nd Int. Workshop on
Independent Component Analysis and Blind Source Separation (ICA’2000), pages 15-26, Helsinki, Finland,
2000.

15



16 BIBLIOGRAPHIE

[Jutten et Herault, 1991] C. Jutten et J. Herault. Blind separation of sources .1. an adaptive algorithm
based on neuromimetic architecture. Signal Processing, 24 (1) : 1-10, 1991.

[Knuth, 1999] K. Knuth. A Bayesian approach to source separation. In Proceedings of Independent Com-
ponent Analysis Workshop, pages 283288, 1999.

[Knuth, 2000] K. Knuth. Source separation as an exercise in logical induction. In A. Mohammad-Djafari,
éditeur, Bayesian Inference and Mazximum Entropy Methods, pages 340-349, Gif-sur-Yvette, juillet 2000.
Proc. of MaxEnt, Amer. Inst. Physics.

[Knuth, 2001] K. Knuth. Inductive logic : From experimental design to data analysis. In R. L. Fry,
éditeur, Bayesian Inference and Maximum Entropy Methods, pages 392-404. MaxEnt Workshops, Amer.
Inst. Physics, aott 2001.

[Knuth, 2002] K. Knuth. What is a question ? In C. J. Williams, éditeur, Bayesian Inference and Mazimum
Entropy Methods, pages 227-242, Moscow, Idaho, aotit 2002. MaxEnt Workshops, Amer. Inst. Physics.

[Malouche et Macchi, 1998] Z. Malouche et O. Macchi. Adaptive unsupervised extraction of one component
of a linear mixture with a single neuron. IEEFE Trans. on Neural Networks, 9(1) : 123-138, 1998.

[Matsuoka et al., 1995] K. Matsuoka, M. Ohya et M. Kawamoto. A neural net for blind separation of
nonstationary sources. Neural Networks, 8(3) : 411-419, 1995.

[Mohammad-Djafari, 1999] A. Mohammad-Djafari. A Bayesian approach to source separation. In J. R.
G. Erikson et C. Smith, éditeurs, Bayesian Inference and Mazimum Entropy Methods, Boise, TH, USA, juillet
1999. MaxEnt Workshops, Amer. Inst. Physics.

[Moulines et al., 1997] E. Moulines, J. Cardoso et E. Gassiat. Maximum likelihood for blind separation and
deconvolution of noisy signals using mixture models. In ICASSP-97, Munich, Allemagne, avril 1997.

[Patanchon et al., 2003] G. Patanchon, H. Snoussi, J. Cardoso et J. Delabrouille. Component separation
for cosmic microwave background data : a blind approach based on spectral diversity. In PSIP, Grenoble,
janvier 2003.

[Pham, 1996] D.-T. Pham. Blind separation of instantaneous mixture sources via independent component
analysis. IEEE Trans. Signal Processing, 44, 1996.

[Pham et Cardoso, 2001] D.-T. Pham et J. Cardoso. Blind separation of instantaneous mixtures of non
stationary sources. IEEE Trans. Signal Processing, 49, 9 (11) : 1837-1848, 2001.

[Pham et al., 1992] D.-T. Pham, P. Garrat et C. Jutten. Separation of a mixture of independent sources
through a maximum likelihood approach. In Proc. EUSIPCO’92, pages 771-774, 1992.

[Rahbar et Reilly, 2001] K. Rahbar et J. Reilly. Blind source separation of convolved sources by joint
approximate diagonalization of cross-spectral density matrices. In Proc. ICASSP, 2001.

[Rowe, 1998] D. Rowe. Correlated Bayesian Factor analysis. these de doctorat, Department of Statistics,
University of California, Riverside, 1998.

[Senecal, 2000] P. Senecal, S.Amblard. MCMC methods for discrete source separation. In Bayesian Inference
and Mazximum Entropy Methods, pages 350—-360, Gif-sur-Yvette, juillet 2000. Proc. of MaxEnt, Amer. Inst.
Physics.

[Senecal, 2002] S. Senecal. Méthodes de simulation Monte-Carlo par chaines de Markov pour l’estimation
de modeles. Applications en séparation de sources et en égalisation. theése de doctorat, INPG (Grenoble),
2002.

[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001] H. Snoussi et A. Mohammad-Djafari. Penalized maximum likelihood
for multivariate gaussian mixture. In R. L. Fry, éditeur, Bayesian Inference and Maximum Entropy Methods,
pages 36—46. MaxEnt Workshops, Amer. Inst. Physics, aott 2001.

[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002a] H. Snoussi et A. Mohammad-Djafari. Bayesian unsupervised learning
for source separation with mixture of gaussians prior. To appear in Int. Journal of VLSI Signal Processing
Systems, 2002.

[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002b] H. Snoussi et A. Mohammad-Djafari. Information Geometry and
Prior Selection. In C. Williams, éditeur, Bayesian Inference and Mazximum Entropy Methods, pages 307-327.
MaxEnt Workshops, Amer. Inst. Physics, aotut 2002.

16



BIBLIOGRAPHIE 17

[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002c] H. Snoussi et A. Mohammad-Djafari. MCMC Joint Separation and
Segmentation of Hidden Markov Fields. In Neural Networks for Signal Processing XII, pages 485-494. IEEE
workshop, septembre 2002.

[Snoussi et al., 2001] H. Snoussi, G. Patanchon, J. Mac{as-Pérez, A. Mohammad-Djafari et J. Delabrouille.
Bayesian blind component separation for cosmic microwave background observations. In R. L. Fry, édi-
teur, Bayesian Inference and Maximum Entropy Methods, pages 125—-140. MaxEnt Workshops, Amer. Inst.
Physics, aotlit 2001.

[Souloumiac, 1995] A. Souloumiac. Blind source detection and separation using second order nonstationarity.
In Proc. ICASSP, pages 1912-1915, 1995.

[Tikhonov et Arsenin, 1977] A. Tikhonov et V. Arsenin. Solutions of Ill-Posed Problems. Winston, Wa-
shington, DC, USA, 1977.

[Zhu et Rohwer, 1995] H. Zhu et R. Rohwer. Bayesian invariant measurements of generalisation. In Neural
Proc. Lett., volume 2 (6), pages 28-31, 1995.

17



18

BIBLIOGRAPHIE

18



19

CHAPITRE 11

APPROCHE BAYESIENNE EN SEPARATION DE SOURCES

Thomas Bayes 1702 — 1761

II.1  Inférence logique
II.2  Regle de Bayes
II.3  Choix de la loi a priori ou choix des probabilités ?
II.4  Structure hiérarchique
I1.5 Quelques techniques de calcul
1I.5.1 Algorithme EM
I1.5.2  Techniques du calcul bayésien
I1.6 Application en séparation de sources
I1.7 Conclusion

ans ce chapitre, on introduit la méthode bayésienne comme une alternative
a 'approche classique fréquentiste en statistiques. Les probabilités sont pré-
; sentées comme une extension de la logique des propositions prouvant ainsi
4, leur auto-consistance. La regle de Bayes n’est qu’'une simple conséquence
des regles que vérifient le calcul des probabilités.

On évoque le probleme du choix des lois de probabilités qui a donné lieu a deux points
de vue : les probabilités subjectives et les probabilités logiques.

On traite aussi les techniques de calcul qui permettent la mise en oeuvre de la mé-
thodologie bayésienne. Parmi ces techniques, on décrit I’algorithme EM ( Expectation-
Mazimization) et les méthodes MCMC (Monte Carlo par Chaines de Markov).

On illustre I’application de la théorie bayésienne sur le plan méthodologique et tech-
nique en considérant le probléeme de séparation de sources.
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20 Approche bayésienne en séparation de sources

I1.1 Inférence logique

Supposons qu’a l'issue d’une expérience &, on récupere T données x1 . La démarche scientifique consiste
a affirmer lexistence d'un processus (physique) générant ces données. Si on répete l'expérience £, dans
strictement les mémes conditions, on obtient les mémes données x1. 7. De plus, nous supposons, dans ce
travail, que ce processus est une composition de transformations de signaux d’origine s;. 1 et qu’il peut étre
modélisé mathématiquement par une relation (fonction F) de cause (signaux d’origine) & effet (observations).
Autrement dit, les données observées @1 1 et les signaux d’origine s;_ 7 sont respectivement les sorties et les
entrées d'un systeme modélisé par la relation F :

.7 = F(Sl..T)-

La distinction entre les entrées et les sorties d’un systeme est parfois ambigué. Cette ambiguité est en
général soulevée en considérant le sens entrées-sorties le sens dans lequel on perd de I'information. Le systeme
n’est alors autre qu’un opérateur de projection. En outre, cette classification des variables en entrées et sorties
n’est pas pertinente. Nous préférons la répartition des variables du probléme en trois classes :

1. les observations x .,
2. les grandeurs recherchées 6,

3. et toutes les informations I qu’on a a priori sur le probleme.

L’information recherchée 8 peut représenter les sources d’origine s1_ 1 qu’on veut reconstruire et/ou un
parametre d’une famille de transformations fg liant les entrées et les sorties du systéeme F. Nous ne faisons pas
de distinction entre des parametres d’intérét et des parametres de nuisance. Tous les parametres considérés
sont des parametres d’intérét. L’'introduction des parametres de nuisance est un artifice pour faciliter des
traitements d’inférence ou de prédiction. Un traitement optimal profite de la présence de tels parameétres en
assurant que le résultat final n’en dépend pas.

I représente toutes les informations a priori qu’on possede sur le probleme. On distingue I des données
x1. 7. En effet, I inclut des données de nature différente de celle des données observées x1 7. Elle représente
par exemple des données qualitatives et quantitatives sur le systeme F comme la nature de la famille
paramétrique fo (modélisant F), la présence d’un bruit additif...

On peut définir I'inférence comme la recherche de 'information @ a partir de la connaissance de x 1 1 et
de I. On peut distinguer trois sortes d’inférence.

1. Si 0 représente les signaux d’entrée alors l'inférence est une reconstruction.
2. Si 0 représente les parametres du systeme F alors I'inférence est une identification.

3. Si on cherche a prédire le vecteur 41 a partir des données observées a1, 'inférence est une pré-
diction. La prédiction se distingue de I'identification dans le sens ol son objectif n’est pas I’estimation
de 0 mais plutdt Destimation de la densité de probabilité p(@ry1 | 1. 7). Cette densité peut ne pas

appartenir & la famille {fg} et la prédiction ne fournit pas ainsi un point 8. Cependant, la famille {fg}
détermine completement la géométrie du probleme.

L’inférence peut prendre un caractere logique en considerant les variables du probleme étudié comme des
propositions :

— x1. 7 est la proposition : << les données observées sont &, 7! >>

— 0 est la proposition : << les parametres recherchés sont 8! >>

— I est la proposition : << l'information a prior: est I'! >>

Dans le cas parfait, la valeur de la proposition Z = (z1. A — 0) peut étre construite avec les regles de
la logique® et vaudra 0 ou 1. Si 1.7, I et @ varient dans leurs espaces respectifs X', H et ©, il y aura autant
de propositions que d’éléments dans X UH U ©. En fixant les valeurs de 1. 7 et I, la solution du probleme

11 ’information et les lois de la physique sont contenues dans la proposition I.
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11.2 Regle de Bayes 21

d’inférence est la valeur @ telle que la proposition Z = (& A I — 6) soit vraie (vaut 1). Malheureusement,
la proposition Z = (x1. 7 A I — 0) ne peut pas étre évaluée avec exactitude (on ne peut pas affirmer si elle
est vraie ou fausse). Ceci est di &, au moins, trois raisons.

1. L’information a priori I ne renseigne pas suffisamment sur la physique du probleme.

2. Les données x1. 7 ne contiennent pas suffisamment d’informations sur le parametre 6. Le probleme est
sous-déterminé.

3. La physique du probléme est trés compliquée. L’évaluation des propositions Z = (x A I — 0) est tres
complexe.

Cependant, on veut parfois exprimer une certaine incertitude sur la proposition Z. Les probabilités re-
présentent une mesure de cette incertitude consistante avec les régles de la logique (voir les travaux de Cox
pour la dérivation des relations que doivent vérifier les probabilités [Cox, 1946, 1961, 1979]). Le probléme
d’inférence (ou de prédiction) est alors completement décrit par la fonction Pr(xz A I — ). Autrement
dit, la quantité Pr(x A I — 0) contient toute I'information disponible pour une inférence sur 8. Nous
notons que la manipulation des probabilités sur les propositions ne fait pas la distinction entre tout ce qui
est connu de tout ce qui n’est pas connu. x| 7, I et @ représentent trois propositions et on veut mesurer le
degré d’implication entre les différentes combinaisons de ces propositions en respectant les regles de calcul
des probabilités.

Remarque 4 La définition des probabilités comme une mesure d’implication entre deuzx propositions montre
que la notion de la probabilité d’une proposition Pr(A) n’existe pas. Cette notion existe au sens de la théorie
fréquentiste ot A n’est pas une proposition mais plutét un événement et Pr(A) est la fréquence de cet
événement dans une infinité de réalisations. Cependant, parfois dans la littérature de linférence logique, on
trouve la notation Pr(A) mais rigoureusement ceci représente Pr(I — A) ou I est toute linformation a
priori qu’on posséde.

I1.2 Regle de Bayes

La regle de Bayes est une conséquence de la consistance des probabilités avec 1'algebre booléenne. En
effet, en appliquant la régle de produit (conséquence de 1’associativité) :

P’I"(I — 0 A £L‘1”T) = P’I“(S[ilnT AN — 9) PT(I — iL‘l”T),

avec la regle de la commutativité entre @ et @, 7, on obtient le théoreme de Bayes :

Pr(06 NI — xy. 7)Pr(I — 0)

Pr(xi. 7 ANT — 0) = Pr(I — x1.7)

. (IL1)

L’incertitude sur la proposition de Uinférence Z =: (x1.7 A I — 0) est ainsi exprimée d’une maniére
simple en fonction des incertitudes d’autres propositions qui sont mieux abordables par le physicien.

Dans le cas ou les grandeurs manipulées sont continues, la proposition (B — A) est transformée en
B — A € V(A) ou V(A) est un voisinage de la variable continue A et l'incertitude est mesurée par
dP(B — A) = Pr(B — A € V(A)). En changeant les notations dP(B — A) par dP(A | B) et la
conjonction (A A B) par (A, B), le théoréme de Bayes (II.1) s’écrit :

AP(6 1..1) = L ODAHO LD,

Si chaque distribution de probabilité possede une densité p par rapport & une mesure p de ’espace
correspondant, on peut ré-écrire (I1.2) :

(11.2)

p(z1.r|6,1)p(@ | I)
p(zi.r|I) '

p@|z1.1,I)= (I11.3)

p(@ | I) est la densité a priori de 8 et p(x1.7 | 0,1) est la vraisemblance de 6. La régle de Bayes peut
étre interprétée comme la combinaison logique de ces deux sources d’informations pour donner I'information
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22 Approche bayésienne en séparation de sources

a posteriori (la densité a posteriori). C’est 'une des raisons principales de l'intérét qu’a suscité ’approche
bayésienne pour résoudre les problemes d’inférence. On arrive & injecter de I'information a priori dans un
cadre probabiliste consistant avec le raisonnement logique. Le terme p(x1. 7 | I) est I’évidence des données.
Il peut étre interprété comme un coefficient de normalisation en imposant que [p(0 | z1.7,I1)d6 =1 2,

La méthode bayésienne se distingue de ’approche classique fréquentiste d’'un point de vue fondamental
et méthodologique :

1. Au niveau fondamental :
Dans ’approche fréquentiste, 1. 7 sont des variables aléatoires et les observations acquises représentent
une réalisation particuliere de ce phénomene aléatoire. Les probabilités prennent alors le sens d’une
fréquence d’'un événement dans une infinité de réalisations. Quant a @, il est considéré comme un pa-
rametre fixe mais inconnu et on ne peut pas parler de probabilité de 8. Par contre, dans I'approche
bayésienne, les données @, 1 et le parametre € sont manipulés de la méme facon en tant que pro-
positions. Le fait de parler d’événement parmi beaucoup de réalisations souvent n’a pas de sens. Les
probabilités représentent alors le degré d’incertitude des implications entre les différentes propositions.
Le vrai mérite de 'approche bayésienne est de s’opposer a ’approche fréquentiste en évitant des ar-
guments métaphysiques. En effet, quand les fréquentistes manipulent & comme un parametre fixe, les
bayésiens ne s’y opposent pas en prétendant que 8 est de nature aléatoire ® mais ils approchent le
probléme d’une fagon constructive basée sur le raisonnement logique. L’introduction des probabilités
reflete notre ignorance et la limitation de nos capacités a comprendre tout ce qui passe dans ce monde.
Par abus de langage, on qualifie 8 de variable aléatoire mais ceci ne présente aucun jugement sur sa
nature aléatoire ou non!

2. Au niveau méthodologique :*

La différence au niveau des fondements des deux approches classique et bayésienne a une conséquence
directe sur la méthodologie de 'estimation de @ & partir des observations x1_ 7. Dans I'approche clas-
sique, on cherche a construire des estimateurs 9(331“T) et & comparer leurs performances (biais et
variance) en les considérant comme des variables aléatoires (puisque @1 7 le sont). Par contre, dans
I’approche bayésienne, on considere que toute 'information est contenue dans la distribution a poste-
riori p(0 | 1. 1,I) et que toute inférence doit étre basée sur cette distribution. Une fois observées,
les données ;1 cessent d’étre aléatoires et la seule variable est le parametre 8. Selon le contexte du
probléme qu’on traite, on choisit un cotit C(@,0*) et I'estimateur 6 est le minimiseur de I’espérance a
posteriori de ce colt :

0 = argmin/C(O,B*)p(O* | z1 7, 1)dO",

ce qui revient a considérer une caractéristique particuliere de la distribution a posteriori comme la
moyenne, la médiane, le mode,...

II.3 Choix de la loi a prior: ou choix des probabilités ?

L’une des reproches a la théorie bayésienne est le choix de la densité a priori p(@ | I). Autrement dit,
ayant I'information a priori I, quelle est le degré de plausibilité de la proposition I — 6 7. Nous notons que
cette question fait partie d’un probleme plus général lors de I'introduction des probabilités dans la section
précédente et qu’elle n’est pas spécifique & la densité a priori ou a Uapplication de la régle de Bayes (IL.3).
On doit aussi se poser cette méme question a propos de la vraisemblance p(xq. 7 | 6,1).

En remontant & I'introduction de la notion de probabilité, on I’a définie comme une mesure de 'incertitude
d’une implication entre deux propositions. Ainsi Pr(A | B) est lincertitude de la proposition B — A et la
question qui se pose est quelle est la valeur de cette incertitude ?

2Le fait que la somme totale | p soit égale a 1 est une conséquence de la consistance logique des probabilités

3ce qui va aboutir & une discussion sur la nature de ce monde.

4L’objectif de ce paragraphe n’est pas de montrer ’avantage de la méthode bayésienne sur ’approche classique mais d’ex-
pliquer leur divergence au niveau méthodologique.
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II.4 Structure hiérarchique 23

Cette question a partagé les scientifiques entre deux théories : les probabilités subjectives et les probabilités
logiques :

1. Probabilités subjectives :
Le choix de la valeur de Pr(A | B) est propre a l'utilisateur. A travers ce choix, ce dernier exprime sa
propre incertitude qui reflete sa connaissance du probleme. Les probabilités prennent ainsi un caractere
subjectif ou personnel. Deux personnes différentes ayant les mémes informations B peuvent attribuer
des probabilités différentes. Cependant, cette théorie n’est pas déconnectée de la démarche scientifique.
L’utilisateur doit respecter la consistance du calcul des probabilités. Par exemple, si Pr(A | B) est fixée
alors Pr(A | B) ne peut pas étre fixée librement et doit étre égale 4 1 — Pr(A | B).

2. Probabilités logiques :
D’apres cette théorie, les probabilités représentent une extension de la logique. Deux personnes ayant
les mémes connaissances doivent attribuer les mémes probabilités aux quantités manipulées dans le
probleme étudié. Ce qui suppose qu'il existe des regles universelles de choix de lois de probabilités.

L’approche logique du choix des probabilités est théoriquement bien fondée quoique difficile & mettre en
oeuvre et reste ainsi a un stade idéal. L’approche subjective est par contre souvent adoptée dans les situations
pratiques.

En revenant & notre probleme d’inférence, il s’agit de choisir les probabilités p(x1.7 | 8,I) et p(@ | I).
On note que dans les deux cas, on traite le méme type de probléeme. La vraisemblance modélise le processus
qui a généré les observations 1 7 et 1'a priori modélise le processus (éventuellement virtuel) qui a généré
le parametre 6. En pratique, Le choix est fait par des considérations subjectives (le modele gaussien pour
le bruit en est un exemple). Cependant, si on ne posséde pas d’informations a priori sur le parametre 6,
I’approche logique des probabilités peut étre abordée. En effet, on se trouve dans un cas commun a beaucoup
de problemes qu’on qualifie d’ignorance. On peut alors essayer de trouver des regles de calcul de probabilités
pour exprimer cette ignorance [Kass et Wasserman, 1994; Rodriguez, 1991; Snoussi et Mohammad-Djafari,
2002].

I1.4 Structure hiérarchique

Dans certains cas, notre objectif n’est pas I'inférence de tout le vecteur 8 mais seulement d’un sous-vecteur
0;. La distribution a posteriori de @ est obtenue avec la regle de Bayes :

p(xi.7 |07, I)p(0r | I)

O; |z 7, 1) =
p(6: | 1.1, D) p(xi.r | I)

(IL4)

Le probleme (0 AT — @ 1) est en général plus difficile (et aussi différent) que (0 AT — 1 1)
(puisqu’on possede moins d’informations). Redéfinir la vraisemblance posera sans doute des problémes de
cohérence. Cependant, on peut obtenir l'expression de p(8; | 1.7, I) par marginalisation de la distribution
a posteriori de @ qui est plus simple a obtenir :

p0r | z1.1,I) = ‘]‘971 p(@ | z1.7,I)dO_;
0= (0:,0_))

L’opération inverse de la marginalisation est 'augmentation de parametres. On introduit d’autres va-
riables ¢ d’une maniére naturelle ou artificielle de telle fagon que U'inférence (€1 7 — 6 A¢) soit plus simple
a modéliser. D’un point de vue logique, ceci revient a intercaler une proposition ¢ entre I'information a prior:
I et le parametre 0 pour faciliter le raisonnement logique ou a compléter I'information dans 6 pour expliquer
les données x1. T :

I—80)~(I—c—80)
et / ou
(0 ANT —> wl..T) ~ (9 AN Ne— 331..T)
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24 Approche bayésienne en séparation de sources

D’un point de vue probabiliste, cette procédure consiste a introduire dans un premier temps des variables
cachées ¢ d’'une maniére a limiter les choix subjectifs des probabilités intervenant dans le probleme d’inférence.
Dans un deuxiéme temps, on marginalise par rapport a ces variables pour ne garder que le parametre d’intérét

0 :
p(@0|xzi7,I) x [ p@,c|xp,I)de

J.p(@1.7]6,c,T)p(0|c,I)p(c|I)de
p(z1.r | 1)

(IL5)

X

On note ici la consistance de la théorie des probabilités avec la logique. L’introduction des variables
cachées possede un sens logique et elle est naturellement interprétée en probabilités. Cette procédure peut
étre infiniment ré-itérée en introduisant d’autres couches de variables cachées :

I—0)~~»I—cy—0)~~I—..—c1 —cy—0)

Cette structure hiérarchique facilite le choix des probabilités intervenant dans le calcul de la distribu-
tion a posteriori. Ainsi, au lieu de choisir la vraisemblance p(zy 1 | 8,I), on construit plutét la fonction
p(x1.7 | 0,¢,I) en profitant de 'augmentation de I'information. Le choix de 1'a priori est aussi facilité par
la décomposition logique de (I — ) en (I — ¢ — 0). On obtient ainsi expression de la distribution a
posteriori (I1.5) sous forme intégrale. La question qui se pose est comment mener 'inférence sur le parametre
0 a l'aide de cette expression. Méme si on réussit parfois a obtenir une forme analytique de la distribution
a posteriori, le calcul de ses caractéristiques (comme le mode, la moyenne, la médiane...) est en général tres
difficile. Nous allons voir dans la section suivante des méthodes adaptées pour la structure a variables cachées.
La premiere méthode est I'algorithme EM qui permet de calculer le maximum a posteriori et la deuxieme
est ’échantillonnage bayésien qui est une technique plus générale (non réservée aux problémes & variables
cachées) permettant d’approcher numériquement toutes les caractéristiques de la distribution a posteriori.

II.5 Quelques techniques de calcul
I1.5.1 AvcoriTHME EM

En prenant le cotit d’estimation C'(6,0) suivant :
C(0,0") =1~ 09_6+)

ol § est la distribution de dirac et 8* est la vraie valeur du parametre recherché 6. L’estimé de @ est alors
le minimiseur de la moyenne a posteriori du coiit C(6,0%) :

6 = argmin [ C(0,0")p(0" |z o, 1)d6"
0 0+

= argmaxp(@ |z 7,1I)
6

L’estimation de 6 revient alors & résumer la distribution a posteriori par son maximum (MAP). Comme le
logarithme est une fonction strictement croissante, la solution MAP est aussi le maximiseur du logarithme
de la distribution a posteriori ° :

6 = argmax log/p(@,c | 1.7, I)de
0
(IL.6)
= argmax log/p(:cluT,c |6, I)dc+logp(@|I)
0

ou p(x1.1,c|0,I) est appelée dans la littérature la vraisemblance complétée.

5V introduction du logarithme est justifiée par le fait que souvent on manipule des familles exponentielles
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11.5 Quelques techniques de calcul 25

Le calcul et 'optimisation de la vraisemblance p(x1. 7 | 0,I) sont en général compliqués du fait de la
présence de l'intégration. L’algorithme EM [Dempster et al., 1977] est un algorithme itératif qui permet
d’approcher numériquement la solution de (II1.6). Le principe de I’'EM est la construction d’'une suite déter-
ministe (G(k))kem qui converge vers le MAP. En partant d’une valeur initiale 0©), cette suite est définie par

une transformation M :
oF+1) _ M(O(k))

La transformation M consiste en deux étapes :

1. Etape E (Expectation) :
Dans cette étape, on calcule une fonction auxiliaire Q(6, B(k)) espérance a posteriori du logarithme de
la distribution a posteriori jointe de (0, c) :

Q(0,6%) = Ellogp®,c|zi r,I)|z1.1,0%]
(11.7)
= Ellogp(zi.r,c|0,I) |z 7,0%] +logp(@ | I)+ K

ou K est une constante indépendante de 6 et ’espérance est calculée par rapport a la variable cachée
¢ conditionnellement aux données @1 7 et au parametre de l'itération précédente o) .

E[f(c) | z1.7,0%)] = / (e | @1, 0%)de.

2. Etape M (Maximization) :

Dans cette étape, on maximise la fonctionnelle Q(8, H(k)) calculée dans ’étape E par rapport & € pour
calculer le terme suivant de la suite numérique :

0+ = M(OW)) = argmax Q(6,0).
0

La propriété clé de I'algorithme EM est que la distribution a posteriori marginalisée p(0 | 1. 1, I) croit
a chaque itération (monotonie) :

P(e(kH) |z 7, I) > P(B(k) | 1.7, 1)

Cette propriété est due essentiellement a 1'inégalité de Jensen pour les fonctions concaves. En effet,

QO™ ™)y — 9™, ™) = E[logp(@*™, c|z1 7)) —Ellogp(0™,c |z 1)]

_ ple| = 7,0%t1) (k) p(zi 7 | 0¥ T)pet*tY)
= [log el m:T,e(’cJ) p(c|x1. 7,0 )dec+log p(miT 8067

0(’€+1))

cl|lx z1 (k+1) (k+1)
log [ Blel2s0 0 b e | 2y p, 0F))d e + log El2tr 0T (0 D)

p(z1..r | 60))p(6F))

IN

(z1..7 | g(k+1))p(g(k+l))

< log(1) + log Bt =y S gy

(IL.8)

ou l'inégalité est due & la concavité de la fonction logarithme. D’apres I'inégalité (I1.8), la croissance de la
distribution a posteriori est supérieure ou égale & la croissance de la fonctionnelle Q 6.

La convergence de l'algorithme EM est liée a la contraction de la transformation M. Dans ce cas, la suite
(G(k))k@N converge vers 0 tel que :

0 = M(6) (I1.9)

60n note qu’on peut se contenter & chaque itération d’une valeur de 0k+1) telle que Q(O(k+1), 9(k>) > Q(G(k), Q(k)) et on
obtient ainsi l'algorithme GEM (Generalized EM).
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26 Approche bayésienne en séparation de sources

Dans le cas du maximum de vraisemblance (p(0) o cte), des conditions de continuité [Dempster et al.,
1977] de la fonctionnelle Q garantissent la contraction de la transformation M dans le voisinage du maximum
de vraisemblance 6 et que 6 est solution de I'équation (I1.9). On peut consulter [Wu, 1983; Boyles, 1983;
McLachlan et Krishnan, 1997] pour plus de détails sur la convergence de I’'EM dans le cas du maximum de
vraisemblance.

Ces résultats de convergence ont été étendus pour le cas du maximum a posteriori (avec la fonctionnelle
Q définie dans (I1.7)) [Hero et Fessler, 1993; Green, 1990].

I1.5.2 TECHNIQUES DU CALCUL BAYESIEN

La méthode bayésienne ne se limite pas & résumer la densité a posteriori p(0 | 1., h) par son maximum.
D’autres caractéristiques de cette densité sont utiles selon le contexte du probleme étudié. En général, on
sera amené & calculer I'espérance a posteriori d’'une fonction h(8) :

E[h(0)] = / h(O)p(0 | @1 1, h)dO (I1.10)

En pratique, étant données la vraisemblance p(x1.1 | 8, h) et la densité a priori p(@ | k), on obtient la
densité a posteriori a une constante pres en appliquant la regle de Bayes :

f(0) = p(xi7|60,h)p(0|h)
x p(@|xiT,h)

Le calcul de l'espérance de h(0) nécessite alors deux intégrations :

h(0)f(0)do
i - i

En général, ce calcul est difficile & mener pour les raisons suivantes.

(IL11)

— La forme de la fonction h est compliquée.
— La forme de la fonction f est compliquée.

— On ne possede pas une forme analytique de f comme c’est le cas dans les problemes a variables cachées
ou f est donnée sous forme intégrale (II.5).

On peut alors essayer d’approcher la densité a posteriori par des fonctions simples. L’approximation
normale est la plus naturelle du fait de sa validité asymptotique [Lindley, 1980; Tierney et Kadane, 1986].
Pour tenir compte de 'asymétrie de f, on peut pousser le développement limité de log f(€) a l'ordre 3. On
peut aussi envisager des approximations directement sur les quantités a intégrer (h(0)f(0)) [Lindley, 1980;
Kass et al., 1988; Tierney et al., 1986]. Cependant, ces approximations ne peuvent pas s’adapter & toutes
les formes possibles de la fonctions f. Avec le développement des moyens de calcul, les méthodes de Monte
Carlo présentent une alternative efficace.

~(1) (M

Etant donnés M échantillons (6", ...,0 )) générés selon la distribution a posteriori de 0 :

0" ~p(0 |z, k), m=1,..M

la moyenne empirique de h(8) :

) 1k om)
Eyr [h(e)] = M Z h(@"")
m=1

est une variable aléatoire qui converge presque sirement, selon la loi forte des grands nombres, vers la
moyenne théorique (I1.10) quand M tend vers 'infini. La variance de la moyenne empirique peut étre calculée
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11.5 Quelques techniques de calcul 27

A condition que la fonction h?(0) f(6) soit intégrable :
var (B}, [h(8)]) = % { / 12(0) £(0)d6 — (E; [1(6)])?

L’échantillonnage exacte de la distribution a posteriori n’est pas toujours possible”. L’expression (I1.10)

~(1)  =(M
peut étre approximée par une moyenne empirique basée sur un jeu d’échantillons (0( ), ...9( )

une autre distribution g :
M 7(m) M .z
~ (7] (7]
Zh(0<m>)7f(~(m)) / Zif(~(m)) (IL.12)
1 9(0"") g0 ")
C’est ce qu’on appelle échantillonnage pondéré. Quand M tend vers l'infini, 'expression (I1.12) converge
vers la moyenne théorique :

Zh <m>f0 /Zf = [0/ 19, da//fz

HE By [n(0)]

) générés selon

(m)

Comme dans le cas de I’échantillonnage direct, l'estimateur (I1.12) posseéde une variance finie si la quan-

tité : )
/(0) 20914 (0)
E,[h?(0) {— =E;[n?*(0) ==~
O gy | 1 =@ )
est finie. Cette condition limite le choix de la distribution instrumentale g. D’une maniere qualitative, on
doit choisir une distribution g & queues plus épaisses que celles de f. On trouve dans [Geweke, 1989] des
conditions suffisantes sur g pour garantir une variance finie de I’estimateur de ’échantillonnage pondéré.

Les performances de ’échantillonnage pondéré sont directement liées a la similarité entre la distribution
instrumentale g et la distribution a posteriori p(0 | 1. 7, h). Autrement dit, 'approximation de la moyenne
théorique par une moyenne empirique est optimale quand on échantillonne selon la loi a posteriori 8. Les
techniques MCMC (Monte Carlo par Chaines de Markov) permettent de générer des échantillons suivant
la distribution a posteriori (simulation par chaines de Markov) et de garantir I'application des méthodes
de Monte Carlo sur les échantillons obtenus. On évite ainsi le recours a 1’échantillonnage pondéré. Afin
d’introduire les méthodes MCMC, on rappelle d’abord la théorie générale des chaines de Markov [Feller,
1968].

[A] CHAINES DE MARKOV

Soit (Y, )nen une suite de variables aléatoires discrétes ou continues & valeur dans un espace E. Dans
la suite, on suppose que £ est un borélien sur E. Si I'information induite par la connaissance de toutes les
variables antérieures a l'instant n est restreinte a celle contenue dans les k instants précédents n :

P(Yn | Yn—la 7Y1) = P(Yn | Yn—17~-aYn—k)7

alors on dit que la suite (Y},)nen est une chaine de Markov d’ordre k. Dans la suite, on ne considére que les
chaines de Markov d’ordre 1 :
PY.|Y.-1,.. Y1) =P(Y, | Y._1)

7Si on sait parfaitement échantillonner la densité p(@ | 1. 1, k) le recours aux techniques de Monte-Carlo pour des fonctions
h simples n’est pas justifié.

8Pour une fonction h précise, 'optimalité est obtenue pour g(6) = fll:((ee))l% [Rubinstein, 1981].
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28 Approche bayésienne en séparation de sources

P(Y, | Y,_1) est appelée le noyau de transition ICp(. | .) de la chaine. La chaine de markov est dite
homogene si le noyau de transition ne varie pas avec l'indice n, on le note K(. | .). Le noyau IC(. | .) peut étre
considéré comme un opérateur qui transforme la densité de probabilité =, de Y,, en 7,11 la d.d.p de Y41 :

mun(®) = [ K | v)m @)y
On note aussi K£™(. | .) la probabilité de transition entre ’état initial et 'état & instant n :
K*(Aly)=P(Y, €AYy =y)

La chaine de Markov (Y}, ),en est ainsi définie par une distribution initiale 7o et par un noyau de transition

Une réalisation de la chaine est obtenue par I'algorithme itératif suivant :

Réalisation d’une chaine de Markov

1=y0~mo (IL.13)

2= Yns1 ~ K(Yny1 | Yn)

L’étude de la convergence des chaines de Markov est bien établie dans la littérature [Meyn et Tweedie,
1993]. Le chapitre 3 de l'ouvrage [Robert, 1996] et [Tierney, 1994] représentent une bonne syntheése de
ce domaine. L’annexe B de [Senecal, 2002] résume les notions et théorémes nécessaires pour I’étude des
algorithmes MCMC. On rappelle brievement quelques définitions nécessaires pour établir deux théoremes
importants concernant la convergence d’une chaine de Markov.

Invariance : Une distribution ¢ est invariante par le noyau de transition (. | .) si ¢ = K¢. Une transition
donnée K peut avoir une seule, plusieurs ou ne pas avoir de distributions invariantes.

Irréductibilité : Un noyau de transition K(. | .) est dit ¢-irréductible si pour tout yo € E et tout ensemble
A € £ de mesure non nulle par rapport & ¢ (¢(A) > 0), il existe un entier n > 1 tel que K™ (A | yo) > 0. Cette
propriété signifie que la chaine de Markov visite tous les ensembles de mesure ¢ non nulle et donc qu’elle ne
reste pas bloquée dans une région de ’espace E. La notion de ¢-irréductibilité est liée a la connectivité de
l’espace E sous la transition .

L’irréductibilité garantit la visite de tout I’espace mais ne renseigne pas sur la fréquence de cette visite.
On introduit alors la propriété de récurrence d’une chaine ¢-irréductible qui signifie que tout ensemble A
de mesure ¢(A) > 0 est visité une infinité de fois avec une probabilité non nulle & partir de tout point yg € E
et avec une probabilité 1 pour ¢-presque tout point yq :

Définition 1 Un noyau de transition K(. | .) ¢-irréductible est récurrent si et seulement si

Vyg € E et A € & tel que ¢(A) >0
P(Y,, € A infiniment souvent | yo) >0

Pour ¢-presque tout point yg € E et A € € tel que ¢p(A) > 0

P(Y,, € A infiniment souvent | yo) =1

Une chaine est dite récurrente au sens de Harris si A est visité une infinité de fois avec une probabilité
1 pour tout yo € E (en autorisant les ensembles de yo de mesure nulle).
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11.5 Quelques techniques de calcul 29

Lorsque K admet m comme densité invariante, il est naturel de considérer la w-irréductibilité. On a le
résultat suivant [Tierney, 1994] qui assure, pour une chaine irréductible, 'unicité de la distribution invariante :

Proposition 1 Si une chaine de Markov est irréductible et admet une distribution invariante w, alors la

chaine est m-irréductible, m est l'unique distribution invariante de la chaine et la chaine est récurrente
o9

positive”.

Apériodicité : Une chaine de Markov est dite apériodique si elle n’a pas un comportement périodique
lors de ses transitions. La période m d’un noyau de transition peut étre définie comme le cardinal minimum
d’une partition (C4, ..., Cy,) de E vérifiant :

Wy € Ciy K(Ciyap | y) = 1
Une chaine est apériodique si la période m est égale a 1.

Ergodicité : Une chaine est ergodique si elle est irréductible, apériodique, admet une distribution inva-
riante et récurrente au sens de Harris.

Avec ces définitions, on peut énoncer quelques résultats sur le comportement asymptotique des échan-
M

tillons générés par l'algorithme (I1.13) et sur la convergence des sommes empiriques 17 Z h(Ym)-

Théoréme 2 Soit une chaine de Markov de noyau de transition K(. | .) irréductible et m-invariante. En
construisant la mesure KM (. | yo) sur € par :

E

VA€ E,KM(A ] yo) = — Z " (A yo)

Alors, pour w-presque tout point de départ yo,
Jim KV yo) = i (lvr =0
— 00
et pour toute fonction h w-intégrable :
M
.S.
m=1
ou ||u1 — pe|lvr est la norme de la variation totale entre deux mesures définie par :

1 — pollvr = Sup 11 (A) — p2(A)

Le théoreme (2) assure la convergence de la moyenne des distributions K™ vers la distribution invariante
7 et celle des sommes empiriques vers les espérances théoriques, pour m-presque tout point de départ yq.
En ajoutant la propriété de I'apériodicité de la chaine, on assure en plus la convergence en loi vers 7 de la
distribution K™ (. | yo) :

Théoréme 3 Soit une chaine de Markov de noyau de transition K(. | .) irréductible, m-invariante et apé-
riodique. Alors, pour w-presque tout point de départ yo,

dim KV yo) — e ()lvr =0 (IL.14)

Si la chaine de Markov est en plus ergodique (en ajoutant la propriété de la récurrence au sens de Harris),
les convergences dans les deux théoremes précédents sont assurées pour tout point de départ yo € E en
autorisant ainsi les ensembles de mesure nulle par rapport a .

9Une chaine est récurrente positive si elle est irréductible, récurrente et admet une distribution invariante.
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30 Approche bayésienne en séparation de sources

[B] ALGORITHMES MCMC

Etant donnée une densité n* difficile & échantillonner, le but des algorithmes MCMC est double :

1. Construire une chaine de Markov (Y, )nen selon (I1.13) qui converge en loi vers la densité d’intérét 7*
(probléme inverse de 1’étude de convergence d’un noyau K).

k+M
2. Approcher asymptotiquement les espérances E, [h} par des moyennes empiriques ﬁ Z h(Ym), k
m=k+1
est le temps supposé nécessaire pour la convergence'® de la chaine ("temps de chauffe”).

Si on exige que la convergence en loi soit au sens de (I1.14) pour tout point de départ yo, la chaine de
Markov doit étre alors ergodigue m*-invariante. Parmi les algorithmes MCMC, I’échantillonnage de Gibbs
et I'algorithme de Metropolis-Hastings sont les plus connus, étudiés et utilisés en pratique.

Echantillonnage de Gibbs : Soit 7*(y) la distribution d’intérét a échantillonner. On note

(Y | y—5) = 77 (Yj | Y1, Yj-1,Yj+1, -, Yp) la distribution conditionnelle de la composante j du vecteur y
connaissant toutes les autres composantes y_;. L’échantillonnage de Gibbs consiste & simuler le vecteur des
composantes de y d’une maniere cyclique. En partant d’un point initial y° = (39, ..., yg), on génere la suite
yl y2 y3,..., avec y™ 1! obtenue a partir de y™ de la facon suivante :

Algorithme de Gibbs
Yyt est échantillonné selon 75 (y1 | ¥, y5*, ..., yp')
yo ™t est échantillonné selon 73 (yo | v, v5, vl ..., yp') (TL.15)
y;,"“ est échantillonné selon 77 (y, | Yty y;’frll)
La suite (y™),en est bien une chaine de Markov d’ordre 1. En effet, I’échantillonnage de y™*! ne dépend

que de y™. Le noyau de transition Kg(. | .) est défini par :

Kay™ ™ [y™) =ai@l ™ L ys, v, o ym) ms (s [yt us v, oy
. 7.(-; (y;nJrl | yvl”nJrl7 ygwrl’ . y;n7+11)

On montre facilement que la distribution 7* est invariante par le noyau Kg. L’irréductibilité (et donc
Punicité de la distribution invariante d’apres la proposition (1)) et Papériodicité ne sont pas automatiquement
vérifiées par le noyau Kq. Elles dépendent de la distribution 7*.

On note que I’échantillonnage de Gibbs ne suppose pas la connaissance de la distribution 7*. Seule la
connaissance des lois conditionnelles est nécessaire pour la construction de la chaine. C’est souvent le cas
dans les problemes & variables cachées traités dans la section (I1.4). En effet, la distribution a posteriori
p(@ | ©1. 1, h) d’'un parametre d’intérét 6 se met sous la forme d’une intégrale, en général, difficile & calculer
analytiquement ou a échantillonner :

p(@ | x1.7,h) = /p(@,c | 1. 7)dc.

10¢cette convergence n’est qu’asymptotique mais en pratique on ne dispose que d’un nombre fini d’échantillons et on essaie
d’éliminer les premiers échantillons qui peuvent altérer le calcul empirique des espérances.
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11.5 Quelques techniques de calcul 31

Cependant, les lois conditionnelles pyp(0 | ¢, 1. 7) et pe(c | @, x1. 1) sont simulables. L’implémentation
de ’échantillonnage de Gibbs est trés utile dans ce cas. On part des points initiaux 8° et ¢® quelconques et
on itere le cycle suivant :

0™t est échantillonné selon (0] ™ x1T)
(IL.16)

™t est échantillonné selon  7*(c | 0™, &y 1)

M
La somme empirique ﬁ E h(@™) converge presque sirement vers lespérance a posteriori Eqpost [h] =
m=1

Jh(0)p(8 |z 7,h)d6.

L’échantillonnage a partir des lois conditionnelles est parfois impossible. Si on peut évaluer la distribution
7* & une constante pres, alors I’algorithme de Metropolis-Hastings [Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970]
est une bonne alternative.

Algorithme de Metropolis-Hastings : La transition entre deux valeurs successives ¥, et yYm,+1 se
passe de la maniere suivante : a partir de y,,, on échantillonne un candidat z selon une distribution choisie
(quelconque) g(z | ym) qu’on appelle la distribution instrumentale. On accepte z (ie, Y41 = 2) ou on le

T (2)9(Ym | 2) 1).

rejette en gardant la valeur y,, (ie, Ym+1 = Ym) avec une probabilité p(z,y.,,) = min(ﬂ*(y TICARTSL

Algorithme de Metropolis-Hastings
1. initialiser yo ~ 7o (y),
2. a l'itération m + 1 :
- proposer un candidat z ~ g(z | ym)
- accepter z avec la probabilité p(z, y.,) :
simuler u ~ Ujg 1

- Siu < p(z,ym) alors Y,r1 = 2 sinon Ypy1 = Ym
3. m«— m+ 1 et retourner a (2)

La probabilité d’acceptation étant :

T (2)g(Ym | z)) , 1)

P(Z» ym) = min(ﬂ-*(ym)g(z [ Ym

Le noyau de transition Kz (. | .) qui est par définition la distribution (résultante) de y,,,+1 connaissant
Ym S’écrit :
Kyter(Ym+1 | Ym) = 9(Ymar [ Ym) p(Yms1,Ym),
s1 Ym+1 7é Ym avec,

P(Ymi1 =Ym | Ym) =1~ /g(y | Ym) P(Y, Ym)d Y.
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32 Approche bayésienne en séparation de sources

Kau(.].) peut se mettre sous la forme compacte suivante :

Kara (Ym+1 | Ym) = 9 Ym+1 | Ym) P(Ymt1, Ym) + (1 - /g(y ‘ Ym) p(y,ym)dy) Oy, (Ym+1)-

On montre que 7* est une distribution invariante par la transition Ky gy [Robert, 1996]. L’irréductibilité
et Papériodicité sont & étudier selon le contexte (la distribution 7* et la distribution instrumentale g(. | .))
[Robert, 1996].

Version hybride : L’échantillonnage de Gibbs présente des avantages et des inconvénients par rapport a
I’algorithme de Metropolis-Hastings. Son principal avantage est que le noyau de transition g est construit
uniquement & partir des lois conditionnelles de 7* et ne fait pas appel & une distribution arbitraire g(.|.). L’al-
gorithme de Gibbs exploite ainsi la structure de la distribution d’intérét 7*. Cependant, il n’est pas toujours
possible d’échantillonner selon les lois conditionnelles tandis qu’avec ’échantillonnage de Metropolis-Hastings
on ne rencontre pas ce type de probleme. L’autre inconvénient est le risque de blocage de ’échantillonneur de
Gibbs causé par une forte corrélation entre les échantillons successifs de la chaine des y,,. Cette corrélation
entre les échantillons y,, est due essentiellement & la corrélation!! entre les différentes composantes ¢y’ du
vecteur y.

Des versions hybrides de l’échantillonneur de Gibbs combinant l'algorithme de Gibbs et 1’algorithme
de Métropolis-Hastings peuvent étre proposées. Un schéma proposé dans [Miiller, 1991, 1992] consiste a
reprendre l'algorithme de Gibbs mais en appliquant une itération de Métropolis-Hastings & chaque loi condi-
tionnelle. On remplace la simulation de la loi conditionnelle 77 (y; | y—;) dans (IV.3) par une simulation selon
une loi instrumentale g, (y; | y—;)-

Version hybride de Gibbs

- a l'itération m et a la composante j :

. . . . m—+1 m+1 m m
L. Simuler z; ~ g;(2z; | vy 5oy U3 Y Up')
2. Prendre
L = zj  avec probabilité p
J yj* avec probabilité 1—p
avec
— in (1. TG Yty )
p =min 9 i j m+1 m+1 _m m
95 (=5 Lyl ey )

m+1 m+1

+1 +1
/ Ly Ty YY)
i U Ly Ty )

L’introduction de la loi instrumentale est motivée par deux raisons.

1. Les lois conditionnelles 7% (y; | y—;) ne sont pas simulables. On greffe alors une procédure de Métropolis-
Hastings avec une seule itération.

2. Les composantes du vecteur y sont tres corrélées. Simuler selon une autre distribution arbitraire peut
débloquer 1’échantillonneur de Gibbs.

110n peut parfois corriger cet inconvénient par une reparamétrisation ou un repartitionnement du vecteur y.
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11.6 Application en séparation de sources 33

I1.6 Application en séparation de sources

Dans l'approche classique des statistiques, on peut apporter plusieurs solutions a un méme probleme
donné. On commence par construire des estimateurs qu’on évalue a posteriori par leur biais et leur variance.
Cet aspect est qualifié dans [De Finetti, 1974] par la "adhockery”. L’avantage de 1’approche bayésienne est
qu’elle applique la méme méthodologie et ne s’appuie pas sur des estimateurs ad hoc ou des schémas pré-
définis. L’information sur le probleme direct est codée dans la vraisemblance et I'information a priori est
codée dans la distribution a priori. Avec la régle de Bayes, on combine ces deux sources d’informations pour
obtenir la distribution a posteriori. En minimisant une fonction colt choisie par le décideur, on obtient un
estimateur qui reflete I'une des caractéristiques de la distribution a posteriori. Le probleme de la séparation
de sources constitue un bon exemple pour illustrer la méthodologie bayésienne.

On suppose dans la suite de ce paragraphe que les données x1 7 sont un mélange linéaire instantané
bruité des sources :

Ty = ASt + €y, t=1.T (1117)

ol x; est le vecteur (m x 1) des observations & l'instant ¢, s; est le vecteur (n x 1) des sources et €; est le

vecteur (m x 1) du bruit. A est la matrice de mélange (m x n).

Remarque 5 ¢ est un indice générique, il désigne le temps dans le chapitre (I1I), le pizel d’une image dans
le chapitre (IV), la fréquence dans le chapitre (V) ou Uindice temps-fréquence.

Seules les observations @y 7 sont connues. Le probleme de séparation de sources admet plusieurs sous-
problémes selon la spécification du parametre d’intérét €. Dans tous ces sous-problemes, on va suivre la
méme méthodologie : (i) définition du probleme d’inférence, (i) construction de la distribution a posteriori
avec la régle de Bayes, (iii) choix des probabilités (vraisemblance et a priori), (iv) choix du critére (v) et
finalement choix de l'algorithme d’optimisation.

Estimation de A : Le probléme d’inférence considéré est Z := (I A x;. 7 — A) ou I représente toute
I'information a priori qu’on possede sur le probleme comme la nature du mélange, la loi du bruit €, le nombre
des sources et des observations...

En appliquant la regle de Bayes, la distribution a posteriori s’écrit :
p(A |z 1, I)ocp(xi.r | A I)p(A|I) (11.18)

Pour déterminer I'expression de la vraisemblance, on utilise la structure & variables cachées naturelle
au probleme inférentiel de séparation de sources :

p(A |z 7,I) o |:/p($1..T731‘.T \ AaI)dsl..T:| p(A [ I)
x [/p(mL.T | s1.7, A, I)p(s1. | I)dsl..T} p(A|I)

Dans la suite, afin d’alléger les notations, on élimine la proposition I des différentes expressions et la
probabilité p est indexée par la variable & laquelle elle se rapporte. Par exemple, ps désigne p(I — s1..7).

Connaissant la matrice de mélange et les sources, l'incertitude sur les observations est due entierement
au bruit. Par changement de variables entre &1 1 et €1 7 (le jacobien valant 1 puisque le bruit est additif) :

P(ﬂ?L.T | , $1..T, A) = Pe(€1..T) = pe(l‘L.T - ASl..T)~

La distribution a posteriori de A s’écrit alors :

p(A [ @1.7) o [/ Pe(T1.7 — As1.7)ps(81.7)d81.7| Pa(A) (I1.19)
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34 Approche bayésienne en séparation de sources

Pour exploiter 'expression (II.19), on doit choisir les probabilités p., ps et p4. Bien qu’en pratique, on
adopte le point de vue subjectif (paragraphe I1.3) pour effectuer le choix des probabilités, ce choix n’est
pas arbitraire et doit étre basé sur notre connaissance physique du probléeme de mélange. Dans certains
cas, un changement de base (passage dans le domaine de Fourrier, des ondelettes, temps-fréquence) peut
faciliter considérablement le choix des probabilités. On est aussi guidé par des considérations pratiques
d’implémentation et par l'interprétation finale du critere d’estimation (le choix des lois gaussiennes signifie
qu’on veut se limiter aux statistiques d’ordre deux).

Une fois lestimateur fixé (une caractéristique particuliere de la distribution a posteriori de A) par le
choix d’une fonction coiut C(A, A*), on se trouve face & un probléme technique d’optimisation. Souvent le
calcul explicite des caractéristiques de la distribution a posteriori (I1.19) (comme le Maximum a posteriori
MAP, espérance a posteriori EAP, MAP marginal, EAP marginal...) n’est pas possible. On profite alors de
la structure a variables cachées pour implémenter ’algorithme EM ou I’échantillonnage de Gibbs.

Remarque 6

Relation avec I’ACI : L’estimateur particulier MAP peut étre interprété comme une régularisation de
Uestimateur du mazimum de vraisemblance en analyse en composantes indépendantes'?. En effet, avec le
modéle non bruité x, = Asy, la distribution a posteriori (II.19) s’écrit :

p(A |21 7)o A7 ps(A™ @1 1) pa(A).

En faisant le changement de variables entre la matrice A et son inverse B = A~ et en supposant que les

sources 811 sont i.i.d. :
T

p(B |21 1) x [[|B|ps(Ba:) pp(B) (I1.20)

t=1
avec pg(B) la loi a priori de la matrice B obtenue a partir de celle de A '3 :
OB~! |
oB

L’incrément AB d’un algorithme de gradient mazximisant le logarithme de la distribution a posteriori de
B s’écrit :

ps(B) =pa(B™)|

T

0
AB = F+0B " —1lo B
;(%(%)yt +1) T 3B gps(B)
Terme de régularisation
Incrément de I”ACI
ol s = BL est la fonction score et y, = Bxy. Le terme logpp(B) peut étre ainsi considéré comme un terme

Ps

de régularisation 4.

Estimation de s;_ 7 : Dans ce cas le probleme d’inférence est défini par Z := (x1. 7, I — s1.7). Connais-
sant les données @17 et U'information a priori I (incluant le fait que les données @17 suivent le modele de
mélange linéaire instantané bruité (I1.17)), Pobjectif est de reconstruire les sources sy 7.

En appliquant la régle de Bayes, la distribution a posteriori des sources est :

p(sir|zi7,I) xp(xir| s, I)p(sir|I)

Le modele direct (s;. 7 A I — x1. 7) nest pas un modele de mélange linéaire. En supposant, dans
une approche bayésienne, que la matrice A est une variable aléatoire et en l'intégrant hors du probléeme

12Dans I’approche classique, on ne trouve pas 1’équivalent d’autres estimateurs comme 'EAP ou PEAPM.

13En général, on posséde une information physique sur la matrice de mélange A et non sur son inverse B.

1413 propriété de ’équivariance [Cardoso et Labeld, 1996] peut étre conservée pour une certaine classe de lois a priori sur la
matrice B.
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11.6 Application en séparation de sources 35

la relation entre les données x; 7 et les sources s;. 7 n’est plus linéaire. La vraisemblance, modélisant le
probléme direct, s’écrit sous forme intégrale :

p(@r | 81 I) — / p@rr | 1.0 A D) p(A | I)d A.

En faisant un changement de variables entre le vecteur des observations xi 7 et le bruit €;. r et en
introduisant les probabilités indexées pe, ps et p4 du bruit, des sources et de la matrice de mélange, la
distribution a posteriori des sources s’écrit :

p(si.7|®i.17) x [/ Pe(x1.7 — As1.7)pa(A)dA| ps(si.7). (IT.21)

On obtient ainsi une expression symétrique de la distribution a posteriori de la matrice A (I1.19). La
discussion sur le choix des probabilités p., ps et pa et sur 'aspect algorithmique est la méme que celle dans
le paragraphe précédent (estimation de A). En général, on n’a pas une forme explicite de la distribution
a posteriori (I1.21) ou le calcul des caractéristiques de cette distribution comme D'estimateur MAP ou
Pestimateur EAP est difficile & mener. On profite alors de la structure & variables cachées (A étant la
variable cachée) en implémentant 1’algorithme EM (pour le calcul du MAP) ou les techniques bayésiennes
MCMC (pour le calcul des estimateurs du type E[h(s1.7)]).

Remarque 7 Le fait d’estimer dans un premier temps la matrice de mélange A= argmaxp(A | x1 7,1I)
et de reconstruire dans un deuxiéeme temps les sources §1 7 = argmaxp(sy.r | 1.1, A,I) ne s’inscrit pas
dans une méthodologie bayésienne rigoureuse et constitue plutét une méthode approrimée.

Estimation conjointe : Le probleme d’inférence est défini par Z := (x1. 7 A I — s1.7 A A). Connaissant
les données ;. 1, on veut estimer conjointement la matrice de mélange et les sources. La distribution a
posteriori s’écrit :

p(si.7 Al z1.1) X pe(T1.7 — Asi.17)palA)ps(s1.7). (11.22)

La forme analytique de la distribution a posteriori est explicite en fonction de la matrice de mélange et des
sources. Fn effet, cette expression ne fait pas intervenir des intégrales comme c’est le cas avec les expressions
(I1.19) et (I1.21). Cependant, le calcul exact des caractéristiques (MAP, EAP,...) de cette distribution n’est
pas en général abordable et on fait appel aux techniques numériques itératives. Pour le calcul du MAP,
on pourrait étre tenté par utiliser la technique de relaxation en profitant de la décomposition naturelle du
parametre d’'intérét @ = (A, s1. ) en sous vecteurs 81 = A et 03 = s1 7, mais cette technique n’évite pas
les maxima locaux. Avec cette méme décomposition du vecteur 6, ’échantillonneur de Gibbs ou sa version
hybride sont mieux adaptés. Le schéma de ’échantillonneur de Gibbs est le suivant :

Echantillonneur de Gibbs
1. simuler (A©, 5% ) ~ mo(A, s1.7)
2. a litération m :

(m)

8\~ ws(sir |1, AMTD)

AM o 7TA(A | xl..TﬂggTr.LT)“)

3. m «— m+1 et retour a (2)
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36 Approche bayésienne en séparation de sources

Les conditions de convergence de la chaine de Markov sont liées aux probabilités p., ps et pa a travers
les lois conditionnelles ms(s1.17 | 1.7, A) et ma(A | x1.7,81.7). On approche alors les espérances du
type E[h(A, sl_.T)] par des sommes empiriques en se basant sur les échantillons (A(™), s(lm%) obtenus par
I’échantillonneur de Gibbs.

Remarque 8 L’un des avantages de l’algorithme MCMC est qu’il donne aussi la possibilité de calculer
numériquement les caractéristiques marginales de la distribution a posteriori (I1.22). Ainsi, les espérances
marginales E 4 | [hl(A)] et B, 1| _[hg(SlnTﬂ sont approximées par :

Q

Ea|.[h(A)]

Es, o [h2(s1.7)]

Q

Introduction des variables cachées : Le principal reproche a la méthode du maximum de vraisem-
blance qu’on trouve dans la littérature de la séparation de sources'® est le choix de la densité a priori des
sources ps(s1..7 | I). Ce choix doit tenir compte de trois impératifs :

1. La forme de la densité des sources doit étre assez générale pour s’adapter a plusieurs types de sources.

2. L’expression de cette densité ne doit pas étre compliquée pour permettre une implémentation efficace
des algorithmes de séparation.

3. Il faut garantir l'identifiabilité du modele (entre autres celle de la matrice de mélange). Par exemple,
choisir une densité gaussienne i.i.d. pour les sources rend la matrice de mélange non identifiable.

L’introduction d’un modele hiérarchique rentre bien dans I’approche bayésienne et apporte une solution
flexible au choix de la densité des sources. Un modele hiérarchique d’ordre 1 consiste a introduire une couche
de variables cachées z; 7 (discrétes ou continues) expliquant la génération a priori des sources :

(I — 51..T) ~ (I — Z1. T —— 81”T).

La distribution des sources s’écrit alors sous une forme intégrale :

py(sra | T) = / p(sir | 20 Dplzir | 2z, (11.23)

ou la densité conditionnelle p(s1. 7 | 2z1.7,I) appartient & une famille paramétrique de dimension & :
{¢(. | m),m € RF}. On choisit la forme de la fonction ¢ de maniere & avoir des expressions simples &
manipuler lors de I'implémentation des algorithmes de séparation.

Exemple 1 Le mélange de gaussiennes est un exemple de modéle hiérarchique utilisé avec succés dans les
problémes de séparation de sources i.i.d. [Bermond, 2000; Attias, 1999; Snoussi et Mohammad-Djafari, 2000].
Dans ce modéle, les variables cachées z1 T sont discrétes i.i.d. et les densités conditionnelles paramétriques
o(. | n) sont des gaussiennes.

Outre son importance au niveau de la modélisation des sources, le modele hiérarchique (I1.23) est bien
adapté au probleme de séparation de sources. En effet,

150n retrouve aussi dans les méthodes d’analyse en composantes indépendantes le probleme du choix de la distribution des
sources. Le mérite de I’approche bayésienne est qu’elle rend explicite ce probléeme.
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11.6 Application en séparation de sources 37

1. concernant 'estimation de la matrice de mélange A, les sources 81,7 forment une premiere couche de
variables cachées. La méthode de séparation se basant sur cette structure cachée (EM, MCMC) est
alors flexible a 'introduction d’autres couches de variables cachées comme les z; 1 qui forment une
deuxieme couche de variables cachées pour 'estimation des parametres 17 de la densité des sources.

2. Les variables cachées peuvent donner a la distribution a posteriori une interprétation facilitant la
discussion sur l'identifiabilité de la matrice de mélange A. Comme nous allons le voir dans les chapitres
suivants, en prenant des variables z; 7 discrétes, des distributions conditionnelles p(s1.7 | z1..7, 1)
gaussiennes et un bruit blanc gaussien, la séparation va se baser sur des statistiques d’ordre deux en
exploitant la non stationnarité des sources.

Prédiction : Le probleme d’inférence est défini par Z := (x1, 7 A I — p(x¢4+1)). Connaissant les données
@17, notre objectif est de prédire la densité de 'observation x;y; & Uinstant (¢ + 1). A titre illustratif,
on suppose que les x; sont i.i.d. de densité commune p. La variable & manipuler est donc une densité de
probabilité. La méthodologie bayésienne se généralise facilement a 'espace P = {p, [ p = 1} des distributions
de probabilités. En effet, on peut écrire la densité a posteriori de p avec la regle de Bayes :

P.(p|zi.7) < Pr(z1.7 [ P) Pr (D),
T
ouP.(x1.7|p) = H p(z:) est la vraisemblance de la d.d.p p. P,.(p) représente I'information a priori sur p.
t=1
Le coiit d’estimation C(p,q) peut étre défini comme une mesure de divergence d 16 entre la vraie distribution
inconnue p et une distribution q [Zhu et Rohwer, 1995]. Le critére d’estimation (espérance a posteriori du
coiit C(p,q)) s'écrit :

J(a) = /d(p, Q)P (p | z1.7). (11.24)

En considérant la famille Dy des d-divergences [Amari, 1985],

Ds(p,q) = ﬁ (1 — /p‘g qH) ,

le minimiseur § du critére (I1.24) vérifie la relation suivante :
Q@ =<p’ >= /p‘SPT(p | x1.7). (I1.25)
p

Dans le cas ou la distribution p appartient & une famille paramétrique Q :
Q={p(.|6),0 e R*}
on peut avoir une expression analytique de lestimateur ¢ (I1.25) :
61(:1:t+1 | :Bl._T)(S = /p($t+1 | 0)51)(9 | :BlT)dO (1126)
0
Exemple 2 Si§ =1 (D; est la divergence de Kullback-Leibler), § est lestimateur EAP de la distribution

p:
a=Eq |z, r[p(@it1]0)]

Dans le probleme de séparation de sources, on se trouve dans le cas paramétrique avec @ représentant
soit :

16Ceci nécessite la manipulation des outils de la géométrie différentielle. Une grande partie du chapitre (VII) est consacrée &
ces notions.
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1. la matrice de mélange A : la famille paramétrique Q est {p(x | A), A € R™*"},

2. les sources s;._7 : la famille paramétrique Q est {p(x | s),s € R"},

3. la matrice de mélange et les sources : la famille paramétrique Q est {p(x | A,s),(A,s1. 1) € R™*" x
R"™}.

On note que ’ensemble Q change selon le choix du parametre 6.

I1.7 Conclusion

Nous avons essayé dans ce chapitre de décrire les fondements de la méthode bayésienne au niveau fonda-
mental et au niveau applicatif. D’un point de vue théorique, I’approche bayésienne se distingue de ’approche
classique fréquentiste en considérant les probabilités comme une extension du raisonnement logique. Les pro-
babilités représentent une mesure de l'incertitude de I'implication entre deux propositions et non la fréquence
d’un événement dans une infinité de réalisations. Cet aspect de ’approche bayésienne lui donne une consis-
tance avec le raisonnement logique qui a une conséquence directe sur sa mise en ceuvre dans les problemes
d’inférence. En effet, la méthode bayésienne ne donne pas des solutions ad hoc mais offre une méthodologie
unique. Cette méthodologie se résume ainsi,

1. définir le probleme d’inférence logique,

2. construire la distribution a posteriori (avec les reégles de calcul de probabilités comme la régle de
Bayes...) contenant toute 'information sur le parametre & estimer,

3. choisir les distributions de probabilité intervenant dans l’expression de la densité a posteriort,
4. résumer I'information a posteriori par une des caractéristiques de la distribution a posteriori.

Des techniques de calcul comme ’algorithme EM ou les méthodes MCMC assurent I'implémentation
efficace de la méthode bayésienne lorsque ’étape 4 est difficile, voire impossible & mener.

Nous avons essayé d’illustrer la méthodologie bayésienne dans le probleme de séparation de sources dans
sa généralité. Les problemes d’inférence pratiques dans les chapitres suivants illustrent mieux la faisabilité
et le mérite de cette approche. En particulier, I'introduction des variables cachées, naturellement incorpo-
rée par 'approche bayésienne au niveau pratique et technique, va jouer un role important pour simplifier
I'implémentation des algorithmes de séparation et pour garantir I'identifiabilité du mélange.
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CHAPITRE 111

SEPARATION DE SOURCES MONO-VARIEES : NON

STATIONNARITE TEMPORELLE

IT1.1 Introduction
III.2 Meéthodologie bayésienne

I11.2.1

111.2.2

I11.2.3

Distribution A POSTERIORI
Choix des lois de probabilité
Cott d’estimation et interprétation du critere

II1.3 Algorithmes de restauration-maximisation

II1.3.1
I11.3.2
I11.3.3
I11.3.4

Algorithme EM exact
Algorithme Viterbi-EM
Algorithme Gibbs-EM
Versions accélérées

II1.4 Simulations numériques
IT1.5 Conclusion

ans ce chapitre, on considére le probleme de séparation de sources dans le cas
-ﬂb d’un mélange bruité instantané. La méthode du maximum de vraisemblance a
p‘ﬁ-\)}ﬁj 5 6té considérée dans [Attias, 1999; Bermond, 2000] en modélisant les sources
6"‘&@» par un mélange de gaussiennes. Nous allons étendre ces travauz a plusieurs
Nniveaur.

1. En interprétant le mélange de gaussiennes comme étant un modele hiérarchique,
on peut donner aux étiquettes du mélange une structure markovienne afin de
tenir compte de la corrélation temporelle des sources. L’effet de ce modele mar-
kovien, au niveau de l’estimation, peut étre considéré comme une régularisation
pour la classification des sources.

2. Dans une approche bayésienne, on peut incorporer des informations a priori sur
la matrice de mélange et les autres paramétres intervenant dans la modélisation
des sources et du bruit. L’introduction des distributions a priori présente aussi
d’autres avantages comme ’élimination de la dégénérescence de la vraisemblance
et de la non-identifiabilité du probléme de séparation.

3. Au niveau algorithmique, nous allons décrire l'implémentation de [’algorithme
EM en utilisant la procédure de Baum-Welsh [Rabiner et Juang, 1986]. Nous
présentons aussi des versions de I’EM sous optimales mais moins cotteuses en
temps et en mémoire : Viterbi-EM et Gibbs-EM.
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42 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

I11.1 Introduction

On considere le mélange linéaire instantané bruité :

z(t)=As(t) +e€t), t=1.T (I11.1)

ot x(t) est le vecteur (m x 1) des observations, s(t) est le vecteur (n x 1) des sources, €(t) est un bruit additif
blanc gaussien de matrice de covariance R, et A est la matrice (m x n) de mélange.

Seules les observations x1 1 sont connues. La présence du bruit fait que le probleme de séparation de
sources est composé de deux sous-problémes : reconstruction des sources et identification de la matrice de
mélange.

COMPOSITION DU CHAPITRE

Ce chapitre est organisé en deux parties :

1. Dans la premiere partie, on définit le probleme d’inférence et on décrit la méthodologie bayésienne
pour le résoudre. On présente les lois a priori des sources, de la matrice de mélange et des parametres
de ces mémes lois. Les sources suivent un modele de Markov caché (HMM). Les variables cachées
représentent les étiquettes des sources et forment une chaine de Markov. Conditionnellement & ces éti-
quettes, les sources sont gaussiennes indépendantes. Cette modélisation est convenable dans la mesure
ou elle constitue une alternative intéressante a la modélisation non paramétrique et prend en compte
une éventuelle corrélation temporelle. Le cas du mélange de gaussiennes (étiquettes i.i.d.) a été étudié
dans [Attias, 1999; Bermond, 2000; Snoussi et Mohammad-Djafari, 2000] et représente un cas particu-
lier de la modélisation HMM. L’estimation des variances d’un mélange de gaussiennes par la méthode
du maximum de vraisemblance, en observant directement les sources, souffre d’un probléeme de dégé-
nérescence. En effet, la vraisemblance n’est pas bornée et tend vers I'infini quand les variances tendent
vers zero. Une solution proposée dans [Hathaway, 1986] est de contraindre les variances & appartenir
a un intervalle strictement positif. Cette contrainte complique la mise en ceuvre de l'estimation des
variances. Récemment, une solution se basant sur approche bayésienne a été proposée dans [Ridolfi
et Idier, 1999] afin d’éliminer la dégénérescence de la vraisemblance dans le cas o les sources sont
directement observées. Elle consiste a pénaliser la vraisemblance avec un a priori inverse gamma. Dans
[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001], on montre que cette dégénérescence se produit aussi dans le cas
de la séparation de sources et qu’elle peut étre éliminée en choisissant un a priori inverse gamma pour
les variances!. Le chapitre (VI) est entierement consacré a 'étude de ces dégénérescences dans le cas
des sources multivariables directement observées (non mélangées) et dans le cas ou les sources sont
mélangées.

Les coefficients de la matrice de mélange suivent des lois gaussiennes.

Concernant I'aspect algorithmique, la structure a variables cachées suggere 'utilisation des algorithmes
de restauration-maximisation.

2. La deuxieme partie est consacrée a 'implémentation des algorithmes de restauration-maximisation.
Nous commengons par établir les équations de ré-estimation de 'algorithme EM en utilisant la pro-
cédure de Baum-Welsh et discuter le coiit de son implémentation. Ensuite, nous présentons d’autres
types d’algorithmes de restauration-maximisation en modifiant I’étape E ( Ezpectation) de lalgorithme
EM.

e Les algorithmes V-EM (Viterbi-EM) et G-EM (Gibbs-EM) : 'étape E est remplacée respective-
ment par une maximisation et par un échantillonnage. Ces modifications visent a réduire le cotit de
IPEM du a la structure temporelle de la chaine de Markov.

1Cette dégénérescence se produit aussi dans le cas ot les étiquettes forment une chaine de Markov.
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II1.2 Méthodologie bayésienne 43

o Les algorithmes F-V-EM (Fast-Viterbi-EM) et F-G-EM  (Fast-Gibbs-EM) : en reprenant les
algorithmes V-EM et G-EM , on introduit une étape de relaxation afin de réduire le coiit de calcul
di a la structure spatiale qui provient du mélange.

3. Dans la troisieme partie, on étudie les performances numériques des algorithmes proposés.

PLACEMENT DU TRAVAIL

L’algorithme EM a été utilisé dans [Attias, 1999; Bermond, 2000] pour séparer des sources modélisées
par des mélanges de gaussiennes. Dans ces travaux, on peut montrer que :

e l'algorithme EM n’arrive pas a estimer conjointement les variances des sources et la variance du bruit
du fait de la dégénérescence de la vraisemblance.

e Le cotiit de 'implémentation de 'EM est tres important.

e L’algorithme est sensible aux conditions initiales.

e On ne tient pas compte des connaissances a priori qu’on peut avoir sur la matrice de mélange et sur
les divers parametres intervenant dans le probleme de séparation.

Par rapport a ces travaux, nous avons apporté les contributions suivantes :

e introduire des a priori sur les variances afin d’éliminer la dégénérescence mentionnée plus haut,

e introduire un a priori sur A afin d’exprimer d’éventuelles connaissances sur les coefficients du mélange,
e donner une structure markovienne aux étiquettes du mélange (régulariser la classification des sources),
e proposer des algorithmes de séparation moins optimaux mais plus rapides.

I1I.2 Meéthodologie bayésienne

I11.2.1 DISTRIBUTION A POSTERIORI

Dans ce chapitre, le probleme d’inférence est Z := (x1. 7 A I — A). Autrement dit, notre objectif est
Iinférence sur la matrice de mélange A connaissant les données a1 1 observées et toute l'information a
priori I qu’on possede sur le probleme. L’'information a priori I indique par exemple que les données x 1. 7
sont liées & la matrice A par le modele (II1.1) ainsi que les formes des lois choisies pour toutes les variables
qui vont intervenir dans le probleme d’inférence.

La distribution a posteriori de la matrice A (degré d’incertitude de la proposition 7) s’écrit, selon la regle
de Bayes,
P(A |z, I) xp(xir| A I)p(A[I)

ou p(A | I) est la distribution a priori de la matrice de mélange. p(x1. 1 | A, I) est la vraisemblance de
A. Selon le modele de mélange (I11.1), la vraisemblance peut se mettre sous une forme marginale qui fait
apparaitre les lois a priori du bruit € 1 et des sources s;. 7 :

plxrr | AT) = /p(wl..Tysl..T | A, I)dsy. 1

/P(wL.T | si.7, A, I)p(s1.7 | A, I)dsi.7

/P(CBL.T | si.7, A D) p(sir|I) dsirp

loi du bruit €1, 7 loi des sources s1.. 7

Le fait d’estimer la matrice de mélange A et non son inverse présente au moins deux avantages : (i) A
n’est pas forcément carrée (n # m), (ii) naturellement, on posseéde une information a priori sur A et non
sur son inverse (qui peut ne pas exister!).
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44 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

On choisit les lois de probabilités appartenant a des familles paramétriques :
bruit €. 7 — pe(-Ime)
sources 817 —  Ds(- | 1)

matrice A — pal-|ng)

Le parametre n = (n,.,n,,mn,) n'est pas en général connu. La distribution a posteriori de la matrice de
mélange s’écrit (on a omis 'information a priori I pour alléger I’expression) :

p(A o) [

. { {/31 i pe(x1i.7— Asir | n)ps(s1i.7 | M) dsl__T} pa(A ] na)} p(n)dn (I11.2)

ot p(n) est la loi a priori des parametres des distributions a priori. On doit aussi choisir cette distribution.

On note que l'expression (I11.2) nécessite deux intégrations. Une intégration pour marginaliser par rapport
aux sources et une intégration pour marginaliser par rapport au parametre 1. Dans la suite, on modifie le
probléme d’inférence en incluant le parametre 7 parmi les parametres d’intérét a identifier :

7 := (.’.UlT/\I—>A) ~ T = ($1T/\I—>A/\77)

La distribution a posteriori du parametre (A, n) ne contient plus qu’une seule intégration par rapport
aux sources :

p(A,n | z1.1) X [/ Pe(x1.7 — Asi.7[n)ps(s1.7 | ns)dsi.7|pa(A|n,)p(n) (I11.3)

1..T

I11.2.2 CHOIX DES LOIS DE PROBABILITE

[A] DISTRIBUTION DES SOURCES

Chaque composante source s/ suit un modele de Markov caché. Ce modele peut étre interprété comme
un processus doublement stochastique :

1. un processus stochastique continu (s?,s?, ..., s2.) & valeurs dans R
1592 ) 2T ’

2. un processus stochastique discret caché (z{, zg, e zJT) a valeurs dans {1..K;}.
La suite (zi )t=1..7 forme une chaine de Markov homogene de distribution initiale [pl = P(z{ = l)}

et de matrice de transition Py, = | P (2] =k 2 = Z)L o Conditionnellement & cette chaine, la source
k=1..Kj;

s’ est temporellement blanche :

T
p(st 12 0) =[] pst|2) (I11.4)

t=1

avec une distribution gaussienne p(s] |z =1) = N (mj;, ).
Cette modélisation présente plusieurs avantages. Parmi lesquels, on peut citer :

e Elle appartient a une famille paramétrique. Par conséquent, la possibilité d’estimer ses parametres la
rend flexible et applicable dans les situations réelles. Sa structure cachée, similaire a la structure cachée
du probleme de séparation de sources, facilite 'intégration de 'identification de ses parametres dans
les algorithmes de séparation.
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II1.2 Méthodologie bayésienne 45

e Elle présente une bonne alternative & la modélisation non paramétrique. En effet, en augmentant le
nombre d’états K; de la chaine de Markov cachée, on peut atteindre n’importe quelle distribution de
probabilité.

e Elle garantit I'identifiabilité (ou facilite son étude) de la matrice de mélange.

Des modeles de HMM plus élaborés peuvent étre trouvés dans [Ghahramani et Jordan, 1997].

-eme

La loi a priori de la j source s’écrit alors :

t=T
ps(sjl..T | n;) = Z PT(Z{..T | np Hp St | Ztvng
j t=1

J
1.1

olt on a décomposé le parametre nl = (nf,, 7]{}) avec ng; contenant la probabilité initiale et la matrice de

transition de la chalne zJ .. et 17 contenant les moyennes et variances des gaussiennes.
1..T g

[B] MODELISATION DE LA MATRICE DE MELANGE

Pour la matrice de mélange, on choisit une distribution gaussienne :

p(Al]) = N(Mlj’ Ua 7,]) (1115)

Ce choix est motivé par les raisons suivantes :

e On peut interpréter facilement cette loi : on connait la valeur M;; du coeflicient A4;; de la matrice de
mélange avec une incertitude o2 g

e La distribution gaussienne est un a priori conjugué de la vraisemblance compléte p(z1. 1,817 | A)
dans le cas d’un bruit gaussien (ce qui va étre supposé dans la suite de ce chapitre). L’a priori conjugué
garantit (par sa définition) que la distribution a posteriori reste dans la méme famille que la distribution
a priori.

e L’a priori conjugué trouve une justification basée sur la géométrie de l'information. Le chapitre (VII)
est entierement consacré au choix de I’a priori avec les outils de la géométrie de I'information.

Exemple 3 Dans certaines applications [Snoussi et al., 2001], on connail a priori certains éléments de la

matrice de mélange. Au lieu de fixer ces éléments, on peut leur attribuer des distributions gaussiennes avec
des moyennes M;; égales aux valeurs connues et des variances o2 .. tres faibles.

- \ 2 . \

Cependant, en prenant M;; = 0 el des valeurs trés grandes pour oy ;;, on s’approche du cas classique ot

on ne posséde pas d’information a priori sur la valeur du coefficient A;j.

a,ij

[C] DISTRIBUTION a priori DES VARIANCES

On attribue un @ priori gamma inverse ZG(a,b) (a > 0 and b > 1) pour les variances du bruit et des
composantes gaussiennes de I’a priori des sources. On montre dans [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001] que
cette a priori est nécessaire pour éliminer la dégénérescence de la vraisemblance quand 'une des variances
tend vers zero (ou 'une des matrices de covariance tend vers une matrice singuliere). Le chapitre (VI) est
entierement consacré a I’étude de cette dégénérescence et a la maniere de I’éliminer.

I111.2.3 CoUT D’ESTIMATION ET INTERPRETATION DU CRITERE

En prenant la distance d(0*,0) = 1 —§g(6"), la minimisation du coiit moyen d’estimation donne le MAP
comme estimateur :

6 = argmaxp(0 | z1.1)
0

avec 0 = (A, n).
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46 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

L’introduction des variables cachées z; 1 rend le probleme doublement caché nécessitant ainsi deux
intégrations dans ’expression de la distribution a posteriori de 0 : une intégration par rapport a s1_.7 et une
intégration (sommation) par rapport a z1 . :

p(e ‘ iUl,_T) X [Z {/p(mluT,sl“T ‘ Z1_4T,0) dSluT} PT(Zl,,T)] p(@) (1116)

Z1..T

D’apres les modeles choisis pour les sources et pour le bruit, on peut intégrer analytiquement par rapport
aux sources connaissant les étiquettes z1 7 :

p(’lfl‘.T | zL.T;O) = /p(mluT)Sl..T | ZL.T,O)dSL.T

T
H/p(af;t,st | z¢,0)ds;
t=1

T
= H./\/'(.’Et ; Amk, A]__‘kA* —|—R€)
t=1

(I1.7)

k=z;

ou my et 'y contiennent les moyennes et les variances a priori et k est I’étiquette vectorielle :
_ 2

]{51 /{21 = 1..K1 mi, Ukl

: 5 Fk: =

kn kn == 1Kn mk 0']%

n

k= ) : , My =

n

Le processus z;_r peut étre interprété comme un processus de classification. La vraisemblance (I11.7)
de 6 connaissant une classification particuliére z; 7 peut étre ré-écrite en réarrangeant les termes selon les
classes auxquels ils appartiennent et en définissant les ensembles T, = {t | z; = k} :

K

T,
p(xi7|z1.7,0) = H |2HRk|77k exp
k=1

—%Tr <R;1 > (i — Amy) (w — Amk)*ﬂ (IT1.8)

teTy

ou Ty = |7x| est le cardinal de la classe Ty, et Ry = AT A* + R, la matrice de covariance de @ condition-
nellement a la classe k.

Afin de faciliter I'interprétation du critere, on suppose dans ce paragraphe que les moyennes m; sont
nulles. L’opposé du logarithme de la vraisemblance (II1.8) normalisé se met, & une constante additive pres,
sous la forme d’une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les matrices de covariance
théoriques Ry, et les matrices de covariance empiriques Ry = Z xrx; [Tk,

Ty
—logp(z1.7 | 21.7,0)
T

—Lr(@ | z1.1,1.7) =

K

1 1 1 1 m

= 7210% (5log|Rk Ry| — §Tr (Rk Rk) + 5) + cte
K

= ZakDKL(Rka-Rk) + cte
k=1

ol les ay, représentent les proportions des classes.
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I11.3 Algorithmes de restauration-maximisation 47

L’opposé du logarithme normalisé de la distribution a posteriori de @ connaissant z; p est alors une
forme régularisée du critere d’ajustement des matrices de covariance (statistiques d’ordre deux) :

—log P(9 \ 1.7, 21..T
T

K
) = ZakDKL(Rk,Rk) - Ing(a)/T

=1 Terme de régularisation

Ajustement des covariances

Le critére se met sous la forme d’un ajustement de matrices de covariance connaissant la classification.
La distribution a posterior: p(0 | 1. 1) est par conséquent interprétée comme un moyennage d’ajustements
de statistiques d’ordre deux relatifs a toutes les classifications possibles. On peut aussi changer le probleme
d’inférence en 7 := (1. 7 AT — A AN A 21 7). Autrement dit, on effectue conjointement la classification
et 'ajustement des statistiques d’ordre deux. Le modele markovien sur la chaine z; r est une régularisation
de l'opération de classification.

II1.3 Algorithmes de restauration-maximisation

Les sources (S¢)i=1.7, n'étant pas directement observées, forment une deuxieme couche de variables
cachées. La premiére couche est formée par les étiquettes (27)s=1. 7 des mélanges de densités. Le probléme
de séparation de sources contient donc deux opérations de mélange : (i) un mélange de densités qui est une
représentation mathématique de la distribution a priori avec des parameétres inconnus 77,, (ii) un mélange
réel physique de sources avec une matrice inconnue A.

z — ‘ Mélange de densités ‘ - 5§ — ‘ Mélange de sources ‘ - O -z
i 1 7
Ns ? €

Nous avons un probleme a données incompletes. Les observations x1_ 7 sont les données incomplétes. Les
sources 817 et les étiquettes z; 1 sont les données manquantes. Les parameétres & estimer sont 0 = (A, n)
avec 1) contenant les parametres inconnus des lois de probabilité intervenant dans le probleme de séparation.

La structure a variables cachées suggere 'utilisation des algorithmes de restauration-maximisation dont le
. . . ..., a0 . .. N ~(k ~(k+1
principe est le suivant : partant d’un point initial 0( ), la mise a jour, a l'itération k, de 0( ) en 0( )

s’effectue en deux étapes :

~ (k-1
1. Restauration : dans cette étape, connaissant la valeur de 8’ ), on attribue & toute fonction f(s, 2)

des variables manquantes intervenant dans ’expression du logarithme de la vraisemblance complete
une valeur f*.

0k+1

2. Maximisation : est alors la valeur qui maximise la vraisemblance compléte pénalisée log p(x, s, z | 0)+

log p(6).

Il existe plusieurs stratégies de restauration :

1. f* est I'espérance de f(s,z) conditionnellement & la valeur courante 01 estimée a litération pré-

cédente :

f’“z/ f(s.2)p(s,z|z,0" V) dsdz. (I11.9)

C’est exactement le principe de 1'algorithme EM [Dempster et al., 1977]. La propriété fondamentale
de cet algorithme est qu’il assure la croissance monotone de la distribution a posteriori incomplete.
Toute valeur 0 faisant croitre 1’espérance du logarithme de la distribution a posteriori complete, fait
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48 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

aussi croitre le logarithme de la distribution a posterior: incomplete. En plus, un point critique de la
distribution a posterior: incompléte est un point fixe de la transformation associée & ’algorithme EM.
Plus de détails sur les propriétés de 1’algorithme EM sont donnés dans le chapitre (II) ou [McLachlan
et Krishnan, 1997].

2. Les variables cachées sont remplacées par leur maximum a posteriori. La distribution a posteriori est
construite connaissant le parametre 0"~ ot les données x1. 7. D’apres les modélisations choisies dans
la section précédente, la distribution a posteriori des sources est une gaussienne dont on sait calculer
analytiquement la moyenne et la covariance. On envisage alors d’estimer d’abord les étiquettes z1_r (la
classification) et puis, comme dans l’algorithme EM, remplacer toute fonction de s par son espérance
a posteriori.

3. On suit le méme schéma que la stratégie précédente mais, au lieu de résumer la distribution a poste-
riori des étiquettes par son maximum, on l’échantillonne. Cet algorithme est une version hybride de
lalgorithme EM et de l'algorithme SEM (Stochastic EM [Celeux et Diebolt, 1985]). En effet, c’est
un algorithme EM (vis-a-vis des sources s1_7) et un algorithme SEM (vis-a-vis des étiquettes z1 7).

Dans la suite, nous allons détailler ces trois stratégies.

I11.3.1 ALGORITHME EM EXACT
La fonctionnelle Q(6 | Hk) =E [1ogp(:1:, s,z|0)+1logp(0)|x, 0’“}, calculée dans la premiere étape de

I’algorithme EM, est séparable en trois fonctionnelles Q,,, Q,,g et Qy,,
Q= Qa+ Q'qg + Q'r]p~

— La premiere fonctionnelle Q, dépend de A et R..

— La deuxiéme fonctionnelle Qng dépend de Ny, = (Mg, 01k )1=1..n,k=1..k, : Moyennes et variances des
mélanges de densités.

— La troisieme fonctionnelle Q, ~dépend de 1, = (pi, P)i=1.., : probabilités initiales et matrices de
transitions des chalnes de Markov.

Maximisation de Q, : La fonctionnelle & maximiser a chaque itération est :

Q(A, R.|6°) = —Llog|2rR| — LT (R (Rye — AR, — RI, A" + AR, A%))
(I11.10)
+ logp(A) + log p(R.)
ou (x) désigne la transposé d’une matrice.
En définissant les statistiques suivantes :
T *
R, = % Do Xy
Ro =7 Y Else|z.7. 0] (IIL.11)
R, = % Zthl Elsisilxi.1, 00]
la mise a jour de A et R, devient :
~ -1 ~
Vec(AF+D) = [TR:S @ R+ diag(Vec(I‘))} VecoTR'R,s + T © M)
(I11.12)

ngﬂ) =Ry, — AFTOR,, — Ry (ARTD)* 4 AGTD R (AR+1D))*

oll ® est le produit de Kronecker [Brewer, 1978|, ® est le produit terme & terme de deux matrices, Vec(.)

est la présentation vectorielle d’'une matrice et T est la matrice (1/02 ;).
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I11.3 Algorithmes de restauration-maximisation 49

On doit alors calculer les espérances conditionnelles E[s{|x1. 7, 00] et E[sisf|x1. 1, 00]. En général,

E[f(s)|@1.7,0"] = ZE[f(st)|w1.,T, 0", z, = i] p(z; = i|x1. 7, 8°) (IT1.13)

(3

Le vecteur ¢ = [i1, ..., 1, ] appartient & Z; X Z3 X ... Z,, avec Z; = {1..K;}. K; est le nombre de gaussiennes
de la distribution de la [°™° source. On a donc K = [];_, K; éléments dans la somme (IIL.13).

Connaissant la variable z; = ¢, les espérances a posteriori sont facilement calculées :

E[St‘mt, 90, Zt = 'L] = [A*Re_lA + I‘;l]_l[A*Rg_lmt + I‘;lml] = Mt'i~
(I1.14)
Els;sf|®;,0°, 2z, =i = [A*RZTA + T~ 4+ My M.

Cependant, le cotit de calcul des probabilités p(z: =i | 1. 1, 00) en tant que probabilités marginales de
p(z1.7|®1.T) 00) est tres élevé. La procédure de Baum-Welsh [Rabiner et Juang, 1986] peut étre étendue au
cas ol les sources ne sont pas directement observées. On définit les variables F;(2) (Forward) et les variables
B:(¢) (Backward) par :

ft(’b) = P(Zt = ’L | 1. ¢, 9)
. 1.1
. . p($t+14.T | Zt =1, 9) ( 5)
Bi(i) =
p(xiy1.7[T1 4, 0)
Le calcul de ces variables est réalisé par les formules de récurrrence suivantes :
F1(3) = M1 pi N(am, AT, a+R.) [%1]
(IT1.16)

Fe(i) = My 35 Fi-1(3) Pji N(am, ar, a-+R,) %]
Br(i) = 1

Bi(i) = Myy1 35 Bi1(3) PijN(am, AR, A+ R.) [®141]

ou M; est une constante de normalisation :

1
M, = I:Z’L piA/(AmmAFiA*-‘rRe) [2121}]

-1
My = [0 Y5 it ()Pl (am, ar,a- r) 2]

et
oj 0 ... 0
mg, )
0 o5, .- 0
m; = y Fi =
mi, o2

Les quantités p(z; = |1, 1, 00) sont alors simplement obtenues par :
p(ze = i|z1.7,0°) = Fi(4)B(3)

L’indépendance spatiale des sources ou plus précisément celle des étiquettes implique :
pi = =1 Piy = piy X Diy - Pi,

T l
PZJ - Hl:l Pizjz

oil p;, est la probabilité initiale de la chaine de Markov de la source [ et P! est sa matrice de transition.
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La complexité de la procédure Forward-Backward est de l’ordre de K2 T avec K = H?Zl K le nombre
des étiquettes vectorielles. Si on choisit le méme nombre K; = k de gaussiennes pour toutes les sources, la
complexité k2*™ T croit exponentiellement avec le nombre de sources.

Maximisation de Qng : Afin d’établir la connection avec ’estimation des parametres d’'un modele de
Markov caché quand les sources sont directement observées et afin d’élucider le cout de calcul important de
la ré-estimation des hyperparametres, on commence par établir les formules pour le cas vectoriel suivi du cas
scalaire qui nous intéresse.

Le vecteur ¢ désigne I’étiquette vectorielle (i1, s...1,, ). Le vecteur m; désigne (m;,, m;,...m;, )*. I'; désigne
la matrice diagonale diag (01-21 N A fn)
La ré-estimation des moyennes vectorielles et des covariances donne :

_ ST | E[st|z:,z:=1,0°] P(z¢=i|z1..7,0°)
ST P(zi=ilz1..7,0°)

m;
(IIL17)
I, = Sy [B(ses])—Mymi—m; M +mimy] P(zi=i|z1..1,0°)+2b 1
‘ Y i1 P(ze=ilz1.7,0°)+2 (a—1)

ou Mti = E[st\wt,zt = 7:7 00]
La ré-estimation des moyennes scalaires et des variances est obtenue par une marginalisation spatiale sur
les étiquettes vectorielles des expressions (II1.17) :

tT:1 Z(i|i(l):k) [E(st|xt, 21 = i,eo)]l P(z = i|581..T,90)

Mk = T .
Yot Lafi—ry Plze = ilwrr, 6%
52 St Y ai—r) ([E(sesi @, ze = )iy — mE(s |2y, 20 = 8] + m) P(ze = il1.7,0°) + 2b
ik =

et S iy=ky Pz = ilz1.7,6°) +2(a—1)
(IIL.18)

Dans la deuxiéme expression de (III1.18), on note que la pénalisation de la vraisemblance par un inverse
gamma de parametres (a,b) n’a pas changé la forme des équations de ré-estimation et qu’il a suffit de rajouter
les termes 2b et 2 (a — 1) respectivement dans le numérateur et dans le dénominateur.

On constate qu’en plus de la marginalisation sur le temps pour calculer les probabilités P(z; = é|x1. T, 00)7
il a fallu effectuer une autre marginalisation au niveau spatial.

Maximisation de an : La ré-estimation des probabilités initiales et des matrices stochastiques pour le
cas vectoriel donne :
p(i) = P(z1 = 7:|331..T700)

YT, Pz =i, 2 =l o, 6°) (ITT.19)

P(ij) =
Zthz P(z = i|z; 7,0

De la méme maniere, les probabilités relatives aux étiquettes scalaires sont obtenues par une marginali-
sation spatiale :

p(i(l) = k) = Z(i\i(l):k) P(z =i|z1.7,6°)

. ZZ:Q Z(i,j\i(l):,-,j(l):s) P(Zt—l =1, 2t = j|‘171..Ta90) (HIQO)

T ;
Doi=2 2o (liy=r) F(Ze-1 = ilz1.7,0°)

Les expressions de P(z;—1 = %, z; = j|x1.1, 00) sont obtenues directement & partir des variables Forward
et Backward (I11.15) :

P(i(l) =r, j() = s)
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Plzio1 =1, 2 = j|w1..T300) = 7:971('5) Po(iaj)A/(Amj,AI‘jA*+R6)[wt] Bto(j) M;.

I11.3.2 ALGORITHME VITERBI-EM

Quand le nombre total des étiquettes K = Hle K croit, le colt de calcul des probabilités marginales
Pz = i\mlnT,OO) et des marginalisations spatiales nécessaires pour la ré-estimation des parametres des
sources devient assez important. Afin de réduire ce colt, on va modifier la stratégie de restauration. Les
étiquettes sont remplacées par leur maximum a posteriori. Ce qui revient a faire une classification. Ceci est
réalisé avec une procédure de relaxation visant a rompre la dépendance temporelle de la chaine de Markov :
a litération k, 2 maximise p(z; | 1.7, 25y, 2i2,'), ce qui donne pour ¢ = 1.7 :

2F = argmax Tir  ;¢(x |01, Ak)T[

k—1
1=1..K bziga]

et

¥ = argmax ¢(x; | 0, Ak)T[l k1)
I=1.K 2

2k = argmaxTpx  é(xr |6y, AP
=1.K

ot T est la matrice de transition multidimensionnelle et ¢(x | 8;, A*) est la distribution marginale (on integre
par rapport & s) de x conditionnellement & z =1 :

d(x|0;, AF) = /p(a:,s|z:l,01)ds

= N(z; Am;, AT|A* + R,)

Ensuite, toutes les espérances intervenant dans ’EM sont simplement remplacées par une seule espérance
conditionnelle :

E[f(st”ml..Ta 90] Zz E[f(st)|331..T7 ao»zt = l] P(zt = 7:|‘171..Ta 90)

~ Blf(st)lerr,0° 2.

I111.3.3 ALGORITHME GIBBS-EM

Dans cet algorithme, on simule les variables cachées z; selon leurs distributions a posteriori. L’avantage
de cette procédure est double : réduction du cotit de calcul et la possibilité d’éviter les maxima locaux. Les
étiquettes sont simulées avec la procédure de Gibbs : & l'itération k, 2F ~ p(z¢|x1. 7, 3{“@7 Ef;tl), ce qui
donne pour t = 1.7 :

2~ Ty gz (2 |027Ak)Ttht+l
et
21~ ¢($1 |0szk)T2122

Zr ~ TZT,1ZT¢(wT|0z7Ak)

On se contente d’un seul cycle de I’échantillonneur de Gibbs. En effet, le parametre d’intérét @ varie au
cours des itérations de ’algorithme et on n’a pas ainsi besoin d’avoir un échantillon exact de p(z; | 1.1, 8).
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52 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

Le cott de calcul d’une itération de cette version de l'algorithme est approximativement le méme que
celui de lalgorithme Viterbi-EM puisqu’a chaque instant ¢ on a besoin de calculer tout le vecteur
[p(zt =1 | T1.T, Zs;ﬁt)]izan-

Le but des versions Viterbi et Gibbs de l'algorithme EM est de réduire la partie du cotit de calcul due a
la structure temporelle des chaines de Markov discretes (z])/=) . La complexité K2T (K = [[;_, K;) de
la procédure Forward-Backward est réduite & K T (réduction par un facteur K). Cependant, il existe une
autre source qui ralentit I’algorithme : le nombre de toutes les étiquettes vectorielles K = |21 X 25 X ... Z,|.
Son impact apparait a deux niveaux :

— au niveau du calcul des K quantités P(z; = i|®1. 7,0) dans les trois algorithmes EM, Viterbi-EM et
Gibbs-EM, nécessaire pour respectivement calculer les espérances (I11.13), estimer les variables cachées
z1..7 et les simuler selon leur distribution a posteriori.

— au niveau de la marginalisation spatiale dans la ré-estimation des parametres n, et n,, dans les expres-
sions (ITL.18) et (I11.20).

Nous introduisons dans le paragraphe suivant une procédure de relaxation afin de réduire le cout du au
nombre exponentiel des étiquettes vectorielles.

I11.3.4 VERSIONS ACCELEREES

[A]  ALGORITHME FAST-VITERBI-EM

La distribution a posteriori du vecteur z s’écrit :

p(zlx,0) = /p(z,s|a:,0)ds

S

(IT1.21)
x plz) / p(@|5,0)p(s | 2 6) ds.

On note, d’apres la deuxieme ligne de I’équation plus haut que c’est la distribution p(x | s, 8) qui donne
aux composantes z7 du vecteur z une dépendance spatiale a posteriori ce qui n’était pas le cas a priori
(p(2) = [Ip(z7)). Par conséquent, afin d’estimer ou de simuler les étiquettes 27, on a besoin de manipuler
tout le vecteur z. C’est le cas, par exemple, quand on veut calculer les probabilités marginales des composantes

27 qui nécessite une sommation sur toutes les étiquettes vectorielles ayant z/ comme j°™° composante :

p(zi(t) |2, 0)= Y plz(t)|x(1),0). (IM1.22)

2€2]2(4)=2;(t)

Afin de réduire le cott du a cette dépendance spatiale, on propose d’introduire une relaxation sur les
composantes du vecteur des sources. L’expression (II1.22) est remplacée par :

p(zi(t) |z, 0',51%))

qui est obtenue en intégrant seulement par rapport & s;. Les autres composantes s; (I # j) sont fixées &
leurs estimées MAP ou simulées selon leurs distributions a posteriori. Fixer les composantes s;»; évite la
structure vectorielle du mélange et réduit ainsi considérablement le cotit de calcul. Au lieu de calculer, &
chaque instant ¢, k™ (k = Ky = --- = K,,) probabilités p(z; |z, 0) dans la version Viterbi ou Gibbs, nous
avons, avec la stratégie de relaxation, seulement n x k probabilités (p(zj ()|, 0’,3\1#))121'_:2 a calculer.
En plus, en fixant les composantes s;+;, la distribution a posteriori de la composante s; est un mélange de
K gaussiennes mono-variées et donc son estimation ou son échantillonnage est plus facile que dans le cas

vectoriel olt s suit une distribution a posteriori mélange de [[;—, K; gaussiennes multivariables.

La version Fast- Viterbi-EM contient donc une relaxation spatiale (en fixant s;»;) en plus de la relaxation
temporelle (en fixant z;4) :
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III.4 Simulations numériques 53

Algorithme Fast-Viterbi-EM

1. zj(t)k = argmax T« J](;S(act | sl#,BZ,Ak)T[l .
I=1..K; g1 21

2. 55 ~ p(s;| @, 2 ()%, 0)

j=1mn, t=1.T
(I11.23)
et

7 (1) = axgmax (1 |siz, 01, ATy iy
)

(D) = argmaxTpp  né(@r | sizy, 01, A%)

J

ou T est la matrice de transition de la composante j. On note qu’apres chaque estimation de 1’étiquette
z;(t)¥, on remet a jour la source s;.

[B] ALGORITHME FAST-GIBBS-EM

Dans cet algorithme, I'étiquette z;(t) est simulée selon sa distribution a posteriori :

Algorithme Fast-Gibbs-EM
Lozj(t) ~ Tepyo Ot | 5125, 02, ARz,
2. sj ~ p(sj| @, 2 (1), 0)
j=1mn, t=2.T-1

(IT1.24)
et

zj(1) ~ ¢(x1|s12,0:, AT, .,

Zj (T) ~ ZT—12T¢(wT | Si#£j, Bz, Ak)

ou T est la matrice de transition de la composante j.

La complexité du calcul concernant la remise a jour des probabilités discretes est ainsi réduite d’un facteur

n
K. , .

%. Si le nombre des composantes des mélanges est le méme pour toutes les sources (k = Ky = --- =
1=1 11

K)), la complexité est réduite de k™ a n x k.

I1I.4 Simulations numériques

Afin de montrer les performances des algorithmes proposés, on considére un mélange de deux sources :
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54 Séparation de sources mono-variées : Non stationnarité temporelle

— Source 1 : La distribution a priori est un mélange de 4 gaussiennes
(m, 02) € {(-3,0.1),(—1,0.1),(1,0.1),(3,0.1)} avec une matrice de transition T} :

0.9 0.056 0.03 0.02
0.8 0.1 0.05 0.05
0.7 0.02 0.08 0.2
05 02 02 0.1

T, =

— Source 2 : La distribution a priori est un mélange de 4 gaussiennes
(m, 0?) € {(-3,0.1),(=1,0.1),(1,0.1),(3,0.1)} avec une matrice de transition T :

0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25

T, =

La premiere colonne de T; est dominante. Ce qui signifie que les étiquettes z; ont une grande probabilité
de rester dans 1’état 1. Cependant, la matrice T, possede la méme ligne. Ce qui signifie que le mélange est
ii.d.. La figure (III.1) montre des simulations de ces signaux.

Les deux sources sont mélangées avec la matrice A = ( 17 05 (1)'6 ) Un bruit gaussien de covariance
R, = (1) (1) (SNR= 8dB) est ajouté au mélange. Le nombre d’échantillons est T = 1000. La figure

(I11.2) illustre les graphes des sources mélangées (z1(t))i=1.7 et (z2(t))i=1. 7.
Afin d’évaluer les performances de 'identification de la matrice de mélange, on utilise I'indice suivant
[Moreau et Macchi, 1996] :

T I S 1? S ?
an(s =4 A) B 2 ; Z max; |Sil‘2 1 + ; (; max; |Slj|2 1)

La figure (II1.3) illustre I’évolution, au cours des itérations, des estimées par I’algorithme EM exact des
coefficients de la matrice de mélange. La ligne horizontale indique la vraie valeur du coefficient. On note la
convergence de 'algorithme vers la bonne valeur apres 20 itérations. Dans ces simulations, on fixe les valeurs
des hyperparametres et on se concentre sur ’estimation de la matrice de mélange pour pouvoir comparer
plus facilement les performances des algorithmes proposées. En effet, 'estimation des hyperparametres avec
lalgorithme EM exact est trés cotiteuse. Tandis qu’avec les versions Viterbi/Gibbs, lestimation des hyper-
parametres est simple a réaliser et ne ralentit pas d’'une maniere significative la convergence de ’algorithme
(convergence aprées 100 itérations au lieu de 20 itérations comme 'illustre la figure (II1.7)). La figure (b) de
(I11.3) illustre la convergence de l'indice de performance de 'algorithme EM vers une valeur satisfaisante de
—31 dB. La figure (IT1.4) montre les résultats de la reconstruction des sources en tragant sur le méme graphe
les sources originales et les sources reconstruites. On note la bonne qualité de la reconstruction.

Les figures (III.5) et (II1.6) montre les résultats de l'algorithme Viterbi-EM sur le méme exemple de
simulation. On note un petit biais concernant I’estimation de la matrice de mélange. On peut expliquer ce
biais par le fait qu’on estime conjointement les variables cachées z; au lieu de les intégrer hors probleme.
L’estimé est donc biaisé par rapport au maximum de vraisemblance. On note cependant que la consistance et
Pefficacité de la méthode du maximum de vraisemblance ne sont garanties que dans le régime asymptotique.
Avec un nombre modéré d’échantillons, on perd ces propriétés. Par conséquent, une estimation conjointe des
variables cachées n’est pas nécessairement plus mauvaise que la maximisation de la vraisemblance incomplete
(voir le biais de l'estimée par l'algorithme EM sur la figure gauche de (III.3)). On note la convergence de
I'indice de performance vers la valeur de —24 dB. Le cott de calcul est réduit d’un facteur de K = 16 par
rapport a 'algorithme EM.

Les figures (IIL1.7) et (II1.8) illustrent les résultats de l'algorithme Gibbs-EM. On note les fluctuations
dues a 'aspect stochastique de I’algorithme. On peut rajouter une procédure de recuit simulé qui fait trans-
former Dalgorithme vers 'EM au cours des itérations [Celeux et Diebolt, 1990]. L’extension naturelle de
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I’algorithme Gibbs-EM est 1’échantillonnage de Gibbs ol on échantillonne aussi le parametre 6 selon sa dis-
tribution a posteriori compléete. On obtient ainsi une chaine de Markov (z*, Ok). Les échantillons 8% suivent
asymptotiquement la distribution a posteriori p(0 | 1 r).

Les figures (I11.9) et (II1.10) illustrent les résultats de 1’algorithme Fast- Viterbi-EM. Les figures (IT11.11) et
(I11.12) illustrent les résultats de 'algorithme Fast-Gibbs-EM. On note que les versions rapides ont presque les
mémes performances que les algorithmes Viterbi/Gibbs mais avec une durée moins importante par itération.

I11.5 Conclusion

L’estimation des parametres d’un modele de Markov caché est un probleme a données incompletes. Les
données manquantes sont les étiquettes du mélange. En généralisant ce probleme a la séparation aveugle de
sources modélisées par des modeles de Markov cachés, on fait apparaitre une deuxiéme couche de variables
manquantes formée par les sources. Les algorithmes de restauration-maximisation représentent un outil
efficace et naturel pour l'estimation conjointe de la matrice de mélange et des parametres des HMM. On
propose trois stratégies différentes pour ’étape de restauration, qui se distinguent par leurs complexités et
leurs propriétés de convergence :

— L’algorithme EM exact : la fonctionnelle est séparable en trois quantités qui correspondent a trois

ensembles de parametres : les parametres de p(x | s, z), ceux de p(s|z) et ceux de p(z).

— L’algorithme Viterbi-EM : les étiquettes sont remplacées par leur maximum a posteriori MAP.

— L’algorithme Gibbs-EM : les étiquettes sont échantillonnées selon leur distribution a posteriorsi.

Une relaxation spatiale est proposée afin d’accélérer les algorithmes ci-dessus. Cette modification vise a
réduire la partie du colt de calcul due a I'aspect vectoriel du mélange qui varie exponentiellement avec le
nombre des sources et le nombre des densités constituants le mélange.
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Fia. II1.10: Résultats de reconstruction des deux sources avec l'algorithme Fuast- Viterbi-EM.
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II1.12: Résultats de reconstruction des deux sources avec 'algorithme Fast-Gibbs-EM.
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64 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

IV.1 Introduction

Les observations sont représentées par m images (X ?);—1. . Chaque image X est définie sur un ensemble
de sites S correspondants aux pixels de I'image! : X' = (21),cs. On suppose que les observations sont
le résultat d’un mélange linéaire instantané bruité de n images (sources) (S7);—1., définies sur le méme
ensemble de sites S : .

zi:Zaijsi+ni, reS,i=1,...,m
j=1
ot A = (a;;) est la matrice de mélange et N* = (n'),cs est I'image modélisant le bruit additif sur le i*m®
capteur (voir figure (IV.1)).
A chaque pixel r € S, la notation matricielle est :

., =As,+n,. (IV.1)

Sl

52

;‘ = aﬂSﬁ + aiQSE + aigs;? + Nf,

SS

<

Fi1c. IV.1: Mélange de sources : I'image observée sur le capteur ¢ est une combinaison linéaire bruitée des
images sources. Les ccefficients de la combinaison forment la i*™° ligne de la matrice de mélange A.

Xi

[A] MODELISATION DES SOURCES ET DU BRUIT

Le bruit est supposé statistiquement indépendant des sources, gaussien, de moyenne nulle et temporelle-
ment indépendant de covariance R, :

E[n,nl] =6(r —s) R,

ou * désigne le transposé d’un vecteur.

La matrice R. n’est pas forcément diagonale et on peut ainsi tenir compte d’une éventuelle corrélation
entre les bruits des différents capteurs.

La modélisation des sources par des mélanges de gaussiennes dans le probléme de séparation de sources
a été motivée par les raisons suivantes.

1Le pixel est I’équivalent de indice temporel et la notation X est équivalente & la notation @i r définie dans le cas
monodimensionnel (voir chapitre (IIT))

64



IV.1 Introduction 65

— Le mélange de gaussiennes donne une classe de distributions tres riche pouvant atteindre toute distri-
bution de probabilité en jouant sur le nombre de composantes constituant le mélange.

— On peut assurer l'identifiabilité de la matrice de mélange A en garantissant les conditions du théoreme
de Darmois ([Darmois, 1953; Comon, 1994], chapitre (I)). En effet, sous cette modélisation, les sources
ne sont pas gaussiennes.

— On obtient des expressions analytiques explicites lors de 'implémentation de 'algorithme EM.

En plus de ces avantages, la modélisation par des modeles de Markov cachés nous permet de :

— tenir compte d’une structure spatiale,

— mettre I'accent sur la structure cachée de ce modele qui fait apparaitre une étape de classification.
En effet, la modélisation des étiquettes par un champ de Markov (dans le cas 2-D) est un moyen de
régulariser la classification et de la rendre robuste vis-a-vis du bruit.

Ce modele est bien approprié en traitement d’images. En effet, les images naturelles sont souvent homo-
genes par morceaux. Cette homogénéité locale peut étre modélisée par un champ d’étiquettes discrétes Z
possédant la propriété de Markov. Avant de donner I’expression d’un champ de Markov, on rappelle quelques
définitions concernant la notion de voisinage [Winkler, 1995].

Définition 2 Une collection 0 = {0(r), r € S} de sous-ensembles de S est appelée un systéme de voisinage,
si (i) r ¢ O(r) et (ii) r € O(t) si et seulement si t € O(r). Les sites r € O(t) sont appelés les voisins de t. Un
sous ensemble C' de S est appelé une clique si deux éléments distincts de C sont voisins. L’ensemble des
cliques est noté C. On note r ~t pour r et t voisins.

Exemple 4 On suppose que S est un sous-graphe de Z. X 7.,
S={(i,j) €TLXT| —m <i,j <m},
et le systéme de voisinage est défini par :
0, j) = {(k,1) | 0 < (k =4)* + (1 = j)* < e},

ol ¢ est une constante qui mesure [’étendu du voisinage. Pour ¢ = 1, chaque site x posséde 4 voisins o
(voisinage d’ordre 1) :

O
o * O
O
Les cliques correspondants sont :
*
0 * *——— %
ES
Pour ¢ = 2, chaque site x posséde 8 voisins o :
o O O
O * O
o O O
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Les cliques correspondants sont :
% x ok
0 L * 5| / ) \ )
x X *

Pour un systéme de voisinage 9, on peut définir un champ de Markov :

* *
X — -

/X

* * *

Définition 3 Un champ aléatoire Py; est un champ de Markov pour le systéme de voisinage 0, si pour
tout Z,

PM(ZT | ZS\{T}) = PM(ZT | Z@(r))a (IVZ)

ot la notation Z 4 désigne le champ restreint a ’ensemble A C S.

On note que cette propriété est plus difficile a caractériser que dans le cas unidimensionnel ou la chaine
de Markov est simplement définie par sa probabilité initiale et sa matrice de transition. La regle séquentielle
de Bayes :

P’I“(ZlnT) = PT(ZT | ZT—I) PT’(ZT_l | ZT_Q) o .P’I"(Zg | Zl)P’I"(Zl)

qui permet le calcul de la probabilité conjointe de tout le vecteur z; 1, n’a pas d’équivalent simple dans le
cas 2-D. Cependant, d’apres le théoréme de Hammersley-Clifford [Hammersley et Clifford, 1968|, on possede
une meilleure caractérisation d’'un champ de Markov. En effet, un champ aléatoire P,; est un champ de
Markov si et seulement si Py est un champ de Gibbs dont ’expression est la suivante :

exp — (Z UC(Z)>

ceC

i zy:exp— <Z UC(Y)>

cec

Pe(Z) (IV.3)

ou C est 'ensemble des cliques correspondant au voisinage 0 et Uc(Z) est la fonction Potentielle vérifiant
la propriété suivante :
(1) Up=0,

(i) Ua(Z) = Un(Z'), si Zs = 2,
Dans ce chapitre, on prend, comme exemple, les champs de Potts :
Py(Z) = [W(a)] " exp{a Z I.—..},

ou r ~ s est défini par le systéeme de voisinage choisi, I est la fonction caractéristique et « est un ceefficient
qui reflete la dépendance spatiale du champ de Gibbs. « est appelé parametre de champ et il est supposé
connu dans la suite. Un champ de Ising est un champ de Potts a deux couleurs.

Chaque source S7 est ainsi modélisée par un champ de Markov caché (HMF) : conditionnellement & un
champ de Markov (IV.2) Z7 (équivalent & un champ de Gibbs (IV.3)), la source S? est un champ & valeurs
continues dont les éléments S7,r € S sont statistiquement indépendants :

p(87 27, 07) = [[ pr(st | 2, m7)
res

ot Y € RY est le vecteur des parametres des lois conditionnelles p,.(. | z,). Dans la suite, on suppose que

‘eme

pr(. | 2r) est une gaussienne. Dans ce cas, si K; est le nombre d’étiquettes de la j source, le parametre
i ] 2 ) . .
= (Ljk, ajk) k=1..x, forme les K; moyennes et variances de ces gaussiennes.
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On note que chaque source possede sa propre classification Z avec son propre parametre de champ «
reflétant I’homogénéité de cette classification et ses propres moyennes et variances (Mk,ai) correspondant
aux gaussiennes conditionnelles. Les sources se distinguent ainsi statistiquement les unes des autres :

e soit par leurs classifications,

e soit par leurs moyennes et variances,

e soit par les deux simultanément.

[B]  OBJECTIF

Connaissant les observations X*(: = 1..m), on se propose de reconstruire et de segmenter les sources
S7(j = 1..n). Nous avons ainsi un probléme inverse & deux niveaux.

1. La reconstruction des sources a partir des observations ne connaissant pas la matrice de mélange est
le probleme de séparation de sources.

2. La classification des sources (estimation des étiquettes Z7(j = 1..n)) ne connaissant pas les parametres
77 est un probléme de segmentation non supervisée.

La figure (IV.2) illustre ces deux opérations qui ont en commun l'aspect de séparation. En effet, la
reconstruction des sources est une séparation le long de la dimension des capteurs et la segmentation est une
séparation le long de la dimension spatiale. Un traitement optimal ne consiste pas a effectuer une séparation
suivie d'une segmentation mais plutot & mener simultanément ces deux opérations. Le formalisme bayésien
donne un cadre judicieux a cette séparation conjointe et les algorithmes MCMC offre un outil efficace pour
son implémentation.

Mélange > I S
Hg 5
Ségmentation
Séparation O

W
=
]

= 7 l
A

=

F1a. IV.2: On distingue deux types de séparation : (i) une séparation transversale le long des capteurs, (ii)
une séparation spatiale le long des pixels

[C] PLACEMENT DU TRAVAIL

e Par rapport au chapitre (III), ce travail représente une généralisation de la modélisation des sources par
des modeles de Markov cachés au cas 2-D. La propriété de Markov dans le cas 2-D est mieux traduite
par une distribution de Gibbs (IV.3). Le traitement conjoint de la séparation et de la segmentation est
une généralisation & deux sens.
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68 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

1. Vis-a-vis du probleme de séparation de sources, la segmentation peut étre considérée comme une
étape intermédiaire facilitant la modélisation des sources et ’exploitation de la non stationnarité
spatiale pour la séparation.

2. Vis-a-vis de la segmentation, ce travail est une extension de la segmentation non supervisée au
cas plus difficile ou les images a segmenter ont subi une opération de mélange bruité et ne sont
pas ainsi directement accessibles.

e Dans ce chapitre, on applique le critére de sélection d’a priori développé dans [Snoussi et Mohammad-
Djafari, 2002]. On donne les expressions des distributions d-a priori ainsi que les expressions des
distributions a posteriori de la matrice de mélange, de la covariance du bruit et des moyennes et
variances des gaussiennes constituant 1’a priori des sources.

e L’échantillonneur de Gibbs présente un outil efficace permettant d’estimer conjointement les sources
et leurs classifications. Une répartition particuliere du vecteur des parametres et une implémentation
parallele de I’échantillonnage du champ de Gibbs accélerent la convergence de ’algorithme de sépara-
tion.

e Des simulations sur des données synthétiques et réelles illustrent les performances de 'algorithme
proposé.

IV.2 Formulation bayésienne

IV.2.1 DISTRIBUTION A POSTERIORI

L’objectif de départ est I'identification? des parametres intervenant dans le probleme décrit plus haut, &
savoir la matrice de mélange A, la covariance du bruit R, et les moyennes et variances (u;x, a?k) j=l.nk=1..K
des gaussiennes conditionnelles modélisant 1’a priori des sources. Le probleme d’inférence associé est Z :=
(X AT — 0) ot X = (X1,...,X™) est 'ensemble d’images observées, I est toute I'information a priori
qu’on possede sur le probleme étudié et 8 = (A, R., ,Lij,O'JZ-k> représente les parametres & identifier. La
distribution a posteriori de 8, contenant toute I'information qu’on peut extraire des données, s’écrit :

p(6]X) oc p(X [0)p(6).

Dans le paragraphe suivant, on discute ’attribution des lois a priori. Concernant la vraisemblance, elle
possede la forme suivante :

p(X|0) = ;/Smx,s,zwms
(IV.4)
= Z {HN(.’I%, Atu*zrvARz,\A* + Re)} Py (Z)

zZ res

ot AV est la distribution gaussienne, x,. est le vecteur (m x 1) des observations au pixel r, 2z, est le vecteur des

étiquettes, p, = [f112,, .-, finz,) €6 Rz est la matrice diagonale diaglo?, ,...,07, ]. On note que I'expression

y Y nzy,
(IV.4) n’a pas une expression explicite en fonction de 8 a cause de la double intégration par rapport & S et
Z. Cependant, on peut bénéficier de 'augmentation naturelle des données. Les images X sont les données

incompletes et ’ensemble des sources S et des étiquettes Z représente les données manquantes.

Comme dans le cas mono-dimensionnel, expression (IV.4) peut étre interprétée comme une moyenne
d’un critere d’ajustement de matrices de covariance d’un processus non stationnaire. Le champ d’étiquettes
Z est une classification vectorielle des images observées. Sachant cette classification en régions homogenes,
Popposé du logarithme de la vraisemblance complétée logp(X | Z,0) est, & une constante additive pres,

2La raison pour laquelle on commence par s’intéresser & I’estimation d’un paramétre de dimension finie et fixe est qu’on
espere ainsi garantir la consistance et efficacité asymptotique quand le nombre de données augmente a ’infini.
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IV.2 Formulation bayésienne 69

une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les covariances empiriques et les covariances
théoriques de chaque région :

K

~logp(X | Z,6) A
= apDgr (T, Ty) + cte,
S| Z kD (Tk, T'r)
k=1
ol ai = % est la proportion de la région S appartenant a la classe k. T'j, = Z xixy /|Sk| est la covariance

Sk
empirique et I'y = AR, A* + R, est la covariance théorique de la région k.

La diversité des sources permettant I'identification de la matrice de mélange est assurée par deux confi-
gurations.

1. Les sources ont la méme classification Z = Z! = ... = Z". La classification des observations est alors
égale a Z. Le nombre total des étiquettes K est égale au nombre des étiquettes du champ Z commun
a toutes les sources (voir figure (IV.3)). Dans ce cas, la diversité des sources est assurée par la diversité
des moyennes et variances des gaussiennes conditionnelles. Autrement dit, les sources ont des profils
[S (k) = (tjs a?k) distincts. C’est le principe de I'exploitation de la non stationnarité dans le

k=1..K

cas mono-dimensionnel dans [Pham et Cardoso, 2001], sauf que nous supposons que la classification
n’est pas connue.

2. Les sources n’ont pas la méme classification. La classification Z des observations est alors une classifi-
cation vectorielle Z = [Z1!,..., Z"] et le nombre total des étiquettes est égale au produit des nombres
des étiquettes de toutes les classifications : K = H?Zl K;. Le fait d’avoir des classifications distinctes
assure la diversité des sources. Les moyennes et les variances peuvent étre les mémes pour toutes les
sources sans altérer les perfomances de la séparation.

P u eV =
L

G Peariy

(a) (b)

Fia. IV.3: (a)- Méme classification : le nombre des étiquettes des observations est égale au nombre des
étiquettes communes des sources K = K7 = Ky = 3, (b)- Classifications différentes : K = K7 x Ko =6

IV.2.2 SELECTION D’a priori

Le parametre d’intérét est décomposé de la maniere suivante : @ = (A, R.,m). A est la matrice de
mélange, R, est la covariance du bruit et 1 contient tous les parametres de la distribution des sources :

i (i
n (’rlk)k:ZI.AKj

n = (ul vl = (])?)

ou l'indice j est le numéro de la source et k est le numéro de la gaussienne dans le mélange modélisant la
distribution de la j°™¢ source.
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70 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

Le choix de la distribution a priori est fait selon un criteére développé dans [Snoussi et Mohammad-Djafari,
2002]. La construction de ce critere est inspirée de la théorie de I'information et fait I'objet du chapitre (VII).
On obtient une classe particuliere de distributions a priori :

() o e 3 P20 /g (0)] (IV.5)

ou py est la vraisemblance de @ et pg est une distribution de référence appartenant a ’espace entier des

densités de probabilités P = {p | [p = 1}. 3—2 mesure le compromis entre le degré de confiance v, qu’on

possede sur la distribution de référence pg et le degré d’uniformité +,. g(0) est la matrice d’information de
Fisher et Ds est la d-divergence [Amari et Nagaoka, 2000] :

fp +M_fp6q1_5_

Dslp,a) =75+ 55 ~ 50—

Dans la suite, 'appellation d-a priori désigne la distribution (IV.5).

On suppose que la distribution de référence pg appartient & la famille paramétrique {py} et elle est donc
représentée par un paramétre de référence 8° = (A°, R%, n°). La mesure de divergence entre les points de {pg}
et le calcul de la matrice de Fisher sont inextricables a cause de la structure incomplete de la vraisemblance
qui fait intervenir deux intégrations. Par conséquent, nous allons approcher 1'expression (IV.5) en travaillant
directement sur les vraisemblances complétées p(X, S, Z | 0).

On commence par le calcul de la matrice d’information de Fisher.

[A] MATRICE D’INFORMATION DE FISHER

La matrice de Fisher g(@) est définie par :

2
9ij(0) = — E —logp(x1.7,81..7,21..7|0)

@1 7,817,217 | 0;0;
La factorisation de la distribution jointe p(x1.7,s1.1,21.7|0) :
p(x1.7,81.7,21.710) = p(T1. 7| 817, 21..7,0) p(81..7 | 21,7, 0) P(21..7 | O)
et celle des espérances :

E [J=E[] E |] E

Z1..7,81..7:21..T zZi.T "si.r|zi.T ®1.T|S1.T,.21.T

et en tenant compte des indépendances conditionnelles ((z1.7|81..7, 21..7) & (x1.7|81.7) et (s1.7 | 21.7) &
[Is] +12] 1), on arrive & une structure bloc-diagonale de la matrice d’information de Fisher :

g(A R, ... [0]

[A].1 Bloc (A, R,)

La matrice d’information de Fisher relative a (A, R.),

82

9ij(A,R.)=—-E E

sxls | 0;0; logp(x1.7]|81.1, A, R,)
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est tres similaire & la matrice de Fisher de la moyenne et de la covariance d’une gaussienne multivariable.
On obtient 'expression suivante :

( E RSS) @R [0]

S1..T

9(A, R.) =
(0]

ou R, = % > 887 et ® est le produit de Kronecker.

On note la bloc-diagonalité de g(A, R.). Le terme correspondant & la matrice de mélange A (quantité
d’information sur A) est le rapport signal & bruit. Le volume induit de (A, R.) est alors :

|ER,,|™/?
9(A,R.)|"*dAdR, = " —d AdR, (IV.6)

R >
€

[A].2 Bloc (7%)

Chaque bloc g(n?) est I'information de Fisher d'une gaussienne scalaire :
lg()[ " dw’ =[] 5mdn’
k=1 Yk

(regarder [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002] pour plus de détails).

[A].3 é-Divergence (6 =0)

Dans ce chapitre, on fixe la valeur de § & 0. La 0-divergence entre deux parametres 8 = (A, R.,n) et
0° = (A°, R% 1) relativement & la vraisemblance complete p(x1. .7, 81,7, 21.7 | 0) est :

.0\ _ p(x1.7,81..1,21..7]6°%)
DO(O :0 ) - $787EZ“90 log p(x1..7,81..7,21..7 | 0)

Des développements similaires a ceux menés pour le calcul de la matrice de Fisher, en se basant sur les
indépendances conditionnelles, font apparaitre une forme affine de la divergence qui se met sous la forme
d’une somme de la divergence moyennée entre les parametres (A, R.) et de la divergence entre les parametres
des sources 1 :

D(](a : 00) = Fo ?O(A’RS : AO,RS) + D()(T] : ’I’]O)
sIN° s
ol ?0 désigne la divergence entre les distributions p(x1. 7| A, R, s1..7) et p(x1.7| A, R?, 81 1) en gardant
S
les sources s 7 fixées.

Compte tenu de I'indépendance des sources, la 0-divergence entre 7 et n° est la somme des O-divergences

entre les parametres 77 et 1. Dans la suite, on omet I'indice j afin d’alléger les notations.

La divergence entre n et n° est obtenue comme un cas particulier (n = 1) de celle calculée dans le cas
général d’une gaussienne multivariable [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002]. On obtient ainsi un a priori
normal gamma inverse pour 1) :

Ho(m) =TI Holm) = THS AN (s % %) 6 (v 5 500) (Iv.7)
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72 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

avec ¥ = aw?, a = 2=
2

2e "w? est la probabilité marginale de référence de I'étiquette k et G(.) est la distribution
gamma :

G(z|d,pB) x 291 exp [—Bz].

La divergence moyennée entre (A, R.) et (A%, R?) s’écrit :

E Dy(AR.: A% R) = § (log|ReRY™! | + T (R 'R.")

s|n® s

+Tr (Rzl(A — A% E [R,.](A - AO)*>) _ (IV.8)

s|n°

En combinant (IV.8) avec (IV.6), on obtient 'expression de la distribution 0-a priori de (A, R) :
Ho(A, R =N (4; A% 1R0, ™ @ RO W, (R7'5 0, RO | BR.)I% (1V.9)
s|n
ot RY, = |EoRSS et W, est la distribution wishart d’une matrice (n x n) :
sln

v—(n+1)

Wh(R; v,2) x |R|” 2 exp [—%Tr (REil)}

La distribution O-prior est normale inverse wishart (a priori conjugué). On note que la matrice de
mélange et la covariance du bruit ne sont pas a priori indépendants. En effet, d’apres 'expression de I, la
covariance de A est le rapport signal sur bruit éRgs_l ® R.. La précision résultante a«R?, ® R7! autour de
la, matrice de référence A est le produit du degré de confiance a qu’on possede a priori et le rapport signal
sur bruit. On note aussi le terme multiplicatif, dans I’expression de Iy, qui est une puissance du déterminant

de 'espérance a priori de la matrice de covariance des sources l‘?[Rss}. Ce terme peut étre injecté dans la
s|n
distribution a priori p(n) et les deux ensembles de parametres (A, R.) et n sont, par conséquent, a priori

indépendants.

IV.3 Algorithmes stochastiques

Dans le chapitre (IIT), nous avons considéré la méme structure du probléme dans le cas 1— D en implémen-
tant lalgorithme EM. Cependant, dans le cas 2-D, on n’a pas 1’équivalent de la procédure de Baum-Welsh
et donc la premiere étape (Ezpectation) de I'algorithme EM n’est pas implémentable3. On s’oriente alors
vers les techniques d’échantillonnage en considérant deux types d’algorithmes : des algorithmes de type EM
et des algorithmes de type MCMC.

IV.3.1 APPROXIMATIONS STOCHASTIQUES DE L’EM

A chaque itération k, on considere trois étapes :
~(k
1. On simule M échantillons Z™) (M images Z) selon la distribution a posteriori p(Z | X, 6' ))

2. On construit la fonctionnelle suivante :

5 (k)

6(016") = E [log p(X,5, 20" | 6)] +logp(6) (1V.10)

On a donc une somme empirique sur les Z et une intégration exacte par rapport a S.

3. On maximise la fonctionnelle pour remettre a jour le parametre 6 :

- (k+1) o)

0 = argmax O(6 |
0

3C’est 'intégration par rapport au champ d’étiquettes Z qui complique le calcul
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On distingue deux cas selon la valeur de M :

1. M — o0 : on obtient un algorithme de type MCEM (Monte Carlo EM) qui converge vers un
algorithme EM exact.

2. M < oo : on obtient un algorithme de type RB-EM (Rao-Blackwellised EM). Seuls des résultats
asymptotiques (lorsque le nombre d’échantillons tend vers 'infini) peuvent étre dérivés dans ce cas.
Ces propriétés garantissent la consistance et la normalité asymptotiques (avec une variance supérieure
a l'inverse de l'information de Fisher).

On constate que dans les deux configurations précédentes, on peut dériver des résultats de convergence
mais seulement asymptotiquement. Dans le cas du MCEM, la limite infinie concerne le nombre de simulations
M. Dans le cas du RB-EM, la limite infinie concerne plutét le nombre total d’échantillons.

Avec les algorithmes du type EM, le seul estimateur 0 possible & obtenir est 'estimateur MAP du
parametre 6. L’estimation des sources et de leurs étiquettes sont alors effectuées indépendemment apres la
convergence vers ’estimée 6. Ce schéma n’est pas optimal et ne rentre pas dans une méthodologie bayésienne
correcte (voir chapitre (II)). L’échantillonneur de Gibbs est par contre bien adapté & ce probleme & données
manquantes et permet ’estimation conjointe des sources et de leurs classifications.

1V.3.2 ECHANTILLONNEUR DE (GIBBS

On partitionne le vecteur des inconnus en deux sous-vecteurs : les variables cachées (Z, S) et le parametre
6. Chaque cycle de I’échantillonnage de Gibbs est composé de deux simulations conditionnelles :

Echantillonneur de Gibbs

répéter jusqu’a convergence,

(h—1) (IV.11)

L.simule (Z™,8M)~p(Z, S|X,0 )

5(h)

2.simule @ ~p(@|X,ZM, SM)

Sous des conditions faibles, liées principalement a la connectivité du support de la loi jointe, I’algorithme

~(h
(IV.11) produit une chaine de Markov (0( )) ergodique de distribution stationnaire p(@ | X). D’apres le
~(h
théoréme (2) du chapitre (II), les sommes empiriques Z,Ile f (0( )) / H tendent vers les espérances a

posteriori E[ f(O)| X } quand H tend vers 'infini. Cependant, en pratique, on ne peut pas considérer une

. s N iz . . . ~(ho+h
infinité de termes. Apres hg itérations (temps de chauffe), on suppose que les échantilllons (0( ’

approximativement la loi a posteriori p(6 | X) et on approche les espérances a posteriori par :

)) suivent

H
E[f(8)| X] ~ % DN CAR) (IV.12)
h=1

Echantillonnage de (Z,S) : D’apres la régle séquentielle de Bayes,
p(Z,8]X,0)=p(S|Z,X,0)p(Z]X,0),

I’échantillonnage exact de la distribution a posteriori jointe est obtenu par un échantillonnage de la loi
marginale p(Z | X, 0) suivi par un échantillonnage de la distribution conditionnelle p(S|Z, X, 0).

1. On simule Z selon sa distribution a posteriori marginale (en intégrant par rapport aux sources),

(Z|X.,0) x p(X | Z,0) Py(2). (IV.13)
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Dans l'expression (IV.13), on note que le champ Z des étiquettes vectorielles possede a posteriori deux

sortes de dépendances induites, d'une maniere complémentaire, par la vraisemblance et ’a priori.

e Une dépendance le long des pixels est induite par la distribution a priori. En effet, p(Z) = H?:l p(Z7)
et donc les étiquettes vectorielles Z ont une structure markovienne dont le systéme de voisinage est
I'union des systemes de voisinage des champs Z7.

e Une dépendance le long des capteurs est induite par la vraisemblance. En effet, conditionnellement
a Z, le champ observé X est indépendant le long des pixels p(X[Z,0) =[],csp(x | 2-,0) mais, &
chaque pixel r, ses composantes .. sont dépendantes le long des capteurs a cause de 'opération de
mélange,

(|2, 0) = N(wr ; Aﬂzw AR, A"+ R.)

ol z, est le vecteur des étiquettes sur le site r, g, = [t12,, ..., finz,] €t R est la matrice diagonale
diaglo, ,...,02. ].

? NZn

2. Sachant Z, on simule S selon sa loi a posteriori conditionnelle :

p(S|X7Za0) = HN(ST; m;lPOSt,‘/Tapost)
res

ol les moyennes et les covariances a posteriori sont simples & calculer [Snoussi et Mohammad-Djafari,
2000,

‘/Tapost — [A*Re_lA + R;yl] —1
(IV.14)
m?post — ‘/Tapost (A*RE_ICL‘T + Rz_,l p’zr)

Echantillonnage de 0 : Connaissant les observations X, les sources S et les classifications Z (simulées
dans la premiere étape), ’échantillonnage du parametre 0 est simple & effectuer (c’est la raison pour laquelle
on a introduit les variables cachées S et Z). La distribution conditionnelle p(8 | X, Z, S) se factorise en deux
termes,

p@|X,Z,8) xp(A,R | X,S)p(p,o|S,Z),

conduisant & un découplage entre I’échantillonnage de (A, R.) et (u, o). En choisissant les 0-a priori déve-
loppés dans la section précédente, la distribution a posteriori de @ possede la forme suivante :

e inverse wishart pour la covariance du bruit et inverse gamma pour les variances des sources,

e gaussienne pour la matrice de mélange et pour les moyennes des sources.

Les expressions de ces distributions sont développées dans ’annexe 1 page 81. On note que la forme
inverse wishart des lois des matrices de covariance élimine le risque de dégénérescence mentionné dans le
chapitre précédent (III) et repris en détail dans le chapitre (VI). On donne, ci-apres, les expressions des
distributions a posteriori correspondantes aux parametres (A, R.) dans le cas particulier d'un a priori de
Jeffreys :

R~ Wi (v, Bp), v, =82 s = 8((R,, — R,,R;R,)
(IV.15)
p(A|R.) ~N(A,Ty), Ay =R R T)= R, ®R.
ou on a défini les sommes empiriques R,, = ﬁ Yooxexy, Ry = Fll o xpsy et Ryy = ﬁ > 8rsy (les

sources S sont générées dans la premiere étape de I’échantillonneur de Gibbs). On note que la matrice de
covariance de la matrice de mélange est proportionnelle & l'inverse du rapport signal a bruit. Ceci peut
expliquer une lenteur de convergence dans les conditions d’un fort rapport signal sur bruit.

Remarque 9 La distribution a posteriori p(Z | X, 0) est un champ de Gibbs avec le méme voisinage O que
celui du champ de Gibbs a priori Po(Z) (puisque la vraisemblance n'introduit pas de dépendance spatiale).

74



1V.3 Algorithmes stochastiques 75

Par conséquent, I’échantillonnage exact de cette loi (dans la premiére étape des algorithmes stochastiques ou
la premiére étape de l’échantillonneur de Gibbs) n’est pas possible. On peut alors implémenter un échantillon-
neur de Gibbs (ou un autre algorithme de type MCMC) a chaque itération des algorithmes décrits plus haut
pour obtenir un échantillon de p(Z | X,0). Cependant, cette procédure est trés cotteuse puisque l’obtention
d’un échantillon exact n’est garantie qu’asymptotiquement. La solution retenue consiste a se contenter d’un
seul cycle de ’échantillonneur de Gibbs a chaque itération. A l'itération k de chacun des algorithmes proposés

plus haut, l’échantillonnage :
A(k—1)

Z~p(Z|X,0° )

est remplacé par :
pour tout r € S,

IV.16
. (IV.16)

Ly o~ p(Zr | ZS\T‘X70 )

Les points suivants résument ’impact de cette modification sur chacun des algorithmes proposés :

1. MCEM : lalgorithme MCEM (Monte Carlo EM) n’est pas affecté par cette limitation. En effet, la
premiére étape de cet algorithme repose sur la simulation d’une infinité de réalisations de Z (M — o)
et d’approcher la fonctionnelle @ de I’EM par une moyenne empirique. Un algorithme MCMC garantit
les mémes performances en approchant la fonctionnelle de 'EM par une moyenne empirique sur une
chaine de Markov (voir le théoréme (2) du chapitre (II)).

2. RB-EM : remplacer [’échantillonnage exact dans la premiére étape de l'algorithme RB-EM par un seul
cycle (IV.16) de léchantillonneur de Gibbs modifie 'algorithme. Cependant, en pratique, cette version
modifiée garde de bonnes performances. Ce qui peut se comprendre intuitivement. En effet, puisque le

, a(k) , L, , ) L .
parametre @ ° change d’une itération a l'autre, on n’a pas vraiment besoin d’un échantillonnage exact

~(k
de p(Z | X,O( )). En plus, bien qu’on n’arrive pas encore a prouver la consistance asymptotique de
cette modification, on ne peut pas affirmer sa sous-optimalité par rapport a la version exacte.

3. Echantillonneur de Gibbs : théoriquement, cette modification rentre dans le principe de l’échantillon-
neur de Gibbs. En effet, exécuter un seul cycle (IV.16) revient d repartitionner le vecteur des para-
métres. Avant, la partition était en deux sous-vecteurs : Vi = (Z) et Vo = (S,0). Avec un seul cycle
(IV.16), la partition est en |S| + 1 sous-vecteurs : V,. = (Z,),r € S et Vis|41 = (S,80). Concernant les
performances, cette modification risque de ralentir l’algorithme de séparation. En plus, on n’a plus la
propriété de dualité [Robert, 1996].

Remarque 10 Dans le cas d’un voisinage 0 d’ordre 1, ’échantillonnage du champ de Gibbs p(Z | X, 0) peut
étre implémenté en paralléle [Winkler, 1995]. L’ensemble des sites S est partionné en deux sous-ensembles
les noirs et les blancs (en échiquier, voir la figure (IV.4)). En fixant les noirs (ou les blancs), les blancs (ou
les noirs) sont indépendants et peuvent étre échantillonnés en paralléle. Le cycle (IV.16) contient désormais
uniquement deux étapes. L’algorithme de séparation est le suivant.
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76 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

Echantillonneur parallele de Gibbs

a l'itération h

1. simule Z](\?) ~p(Zy | Zgl_l),X,O(h_l))
simule ZM ~p(Zp | 2, X,001) (IV.17)

simule S ~ p(S| Z(h),Xﬁ(h—l))

2. simule 8 ~ p(0| X, S(h)7 Z(h))

Les noirs

Les blancs

FiG. IV.4: Implémentation paralléle en échiquier

IV.3.3 CONTROLE DE CONVERGENCE

Le controle de convergence d’une chaine de Markov est une question délicate [Brooks et Roberts, 1995].
Beaucoup d’outils de controle ont été développés dans la litérature des méthodes MCMC. Cependant, aucune
méthode n’est préconisée [Robert, 1996]. En effet, avec ces méthodes, on peut détecter la non convergence
de la chaine de Markov mais on ne peut pas affirmer sa convergence. La validité d’'une méthode dépend
fortement du probleme traité. On se contente, dans la suite, de rappeler quelques outils simples de controle.

[A] VISUALISATION DE LA CHAINE
~(h
C’est la méthode la plus simple qui consiste a tracer la série 0( ) en fonction de h. On essaie de détecter
a l'ceil si la série tend vers un comportement stationnaire. On constate qu’avec cette méthode on ne peut pas

affirmer objectivement la convergence de la chaine mais on peut détecter un comportement non stationnaire
reflétant la non convergence.

[B] SOMMES EMPIRIQUES

On peut aussi tracer les sommes empiriques d’une quantité d’intérét f(0) :
1 &, a0
Sy = T }; (o)

en fonction de H. La série des sommes cumulées (Sg)men doit converger vers Ey[f(0)] quand H — oo

~(h
avec ¢ la loi stationnaire de la chaine de Markov (0( )).
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[C] RAO-BLACKWELLISATION

h
Si la chaine d’intérét (0( )) est obtenue & partir d’une autre chaine n{*) (comme c’est le cas dans les
échantillonneurs de Gibbs), la quantité E, [ f (0)] peut étre approchée par la somme cumulée suivante :

H
sip =+ S F [10) )]
h=1

qui est une sorte de conditionnement appelée Rao-Blackwellisation par référence au théoreme de Rao-
Blackwell [Lehmann et Casella, 1996].

Dans le cas de 'augmentation de données :

1. simule 8" ~ p(@ | nth—1)

~(h
2. simule ) ~ p(n | 9 ))
on montre dans [Liu et Pierce, 1994] que l'estimateur S5’ domine Sy en terme de variance :

var(S5?) < var(Sy)

Dans le cas de la séparation de sources, on peut calculer la somme cumulée Rao-Blackwellisée de A et de
S. En effet, S est un champ gaussien (a posteriori connaissant (X, A, Z)) de moyenne (m@°st),.cs (IV.14).
La somme Rao-Blackwellisée ST? s’écrit, & chaque pixel r,

B [s(r) | X, z® "

M=

SHO) = 4

>
Il
—

apost

|
|-
M=
3

=
Il
—_

— LN [A*R'A+R;Y T (AR '@, + R, )

M=

h

Il
_

5 (h)

ou les parametres 6~ = (A, R., Ry, p;,) et le champ (2, )rcs évoluent & chaque itération h.

Concernant la matrice A, en choisissant I’a priori I (voir I'expression (IV.9)), sa distribution a posteriori
est gaussienne ((IV.18) de 'annexe 1 page (81)). Afin d’alléger les notations, on choisit le cas particulier de
a =0 (a priori de Jeffreys). La somme cumulée Rao-Blackwellisée de la matrice de mélange s’écrit,

H
sp o= 4y E[A]X,2M, 5"
h=1
H
-1
- %ZR:ESRSS
h=1

~(h
Remarque 11 Dans le cas de limplémentation paralléle (IV.17), la chaine 0( ) n’est pas obtenue par un
algorithme d’augmentation de données. En effet, I’échantillonnage de Z n’est pas exact. Par conséquent,
Uestimateur S5° ne domine pas forcément Sy . Cependant, St? constitue un autre outil de contréle de conver-
gence.
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78 Séparation de sources multivariées : non stationnarité spatiale

[D] CUSUM Prot

Pour une statistique scalaire T'(0), on considére la série suivante :

H H
Su=3 [1@0")-p], a=wm -0yt Y 16"
h=ho+1 h=ho+1

ol on commence a partir de hg ("temps de chauffe”) afin d’éliminer le biais initial. On peut estimer grossie-

~(h
rement hg en visualisant directement la série {T(O( ))}

Le graphe CUSUM suggérée par [Yu et Mykland, 1994] consiste a tracer la série {S’ } en fonction de
H et de connecter les points successifs par des segments. La vitesse de convergence de la chaine de Markov

~(h
{T(O( ))} est liée a la douceur du graphe CUSUM. Plus les variations du graphe sont rapides plus la chaine
converge rapidement et plus les variations sont lentes plus la chaine converge lentement.

IV.4 Résultats de simulation

On commence par illustrer les performances de 1’échantillonneur de Gibbs sur des simulations synthé-
tiques. On génere deux champs 64 x 64 d’étiquettes suivant le modele de Potts :

Py (Z7) = [W ()] exp{oy Y L, }o5 =2,
T~S

ot le voisinage d'un pixel est formé par les 4 pixels les plus proches. La valeur de a; = 2, supposée connue,
implique une structure homogene (voir premiere ligne de la figure (IV.5)). La premieére source possede 3
couleurs (3 gaussiennes) tandis que la deuxiéme source possede deux couleurs (modele de Ising).

Conditionnellement & Z, les sources a valeurs dans IR suivent des lois gaussiennnes de moyennes i =
[ =3 0 3 ]etvariancesoy = 1 0.3 0.5 | pour la premitre sourceet up = [ =3 3 |00 =[ 0.1 2 |
pour la deuxieme source.
0.85 0.44

0.50 0.89 } . Un bruit gaussien de covariance

Les sources sont ensuite mélangées avec la matrice A = [

:1)) 51) } est ajouté au mélange linéaire (RSB= 1 & 3 dB). La figure (IV.5) montre les étiquettes

discretes, les sources originales et les sources mélangées observées sur les détecteurs.

R, =

On applique Péchantillonneur de Gibbs décrit dans la section (IV.3.2) pour obtenir la chaine de Markov
(A(h), Rgh), N;Z)v a?k(h)). La figure (IV.6) illustre les histogrammes représentant approximativement les dis-
tributions marginales concentrées autour de la vraie valeur de la matrice de mélange. Sur le méme graphe, on
note la convergence des moyennes empiriques apres 2000 itérations de l'algorithme. Les figures (IV.7), (IV.8)
et (IV.9) montrent la convergence des moyennes empiriques des parametres des sources et de la covariance
du bruit. On peut noter que la convergence des variances est plus lente que celle des coefficients du mélange
ou des moyennes des sources. Dans la figure (IV.10), on a montré un échantillon de la distribution a poste-
riori des sources et des étiquettes. En les comparant aux valeurs originales, on note le succes de I’algorithme
proposé a reconstruire les sources ainsi que leurs classifications.

Nous avons testé ’algorithme proposé sur des images réelles en simulant le mélange. La premiere source
représente une portion de la terre observée par satellite et la deuxieéme source représente des nuages. La
figure (IV.11)) contient :

— les vraies sources sur la premiere ligne,

— les sources mélangées et bruitées sur la deuxieme ligne,
— les sources reconstruites sur la troisieme ligne,

— les résultats de la segmentation sur la derniere ligne.

On note la bonne qualité de la séparation des sources. Les résultats de la segmentation sont presque les
mémes que si on segmente directement les sources non mélangées.

78



IV.5 Conclusion 79

IV.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré le probleme de séparation d’images. Le mélange est linéaire,
instantané et bruité. Le point de départ de ce travail est la modélisation des sources par des champs de
Markov cachés. Les avantages de cette modélisation sont multiples.

PERFORMANCES DE SEPARATION

Concernant les performances de séparation, 'introduction des champs de variables discretes (Z j) j=l.n
permet :
1. de tenir compte de la corrélation spatiale des sources via la structure markovienne des champs des
étiquettes,
2. d’exploiter la non stationnarité des sources via l'interprétation des champs des étiquettes comme un
processus de classification (une classification commune ou plusieurs classifications indépendantes).

SEPARATION ET SEGMENTATION SIMULTANEES

La non connaissance des champs (Z7);—; ,, (deuxiéme attribut des sources) a introduit une deuxieme
couche de variables cachées (la premiére est celle des sources recherchées). Par conséquent, le probleme
d’inférence de départ (Z := (X A I — S)) inclut désormais le probléme de segmentation des sources
(T:=(XANI— SAZ)).On adonc deux problemes de séparation :

e une séparation spatiale de chaque image, le long des pixels, qui s’appuie sur la diversité des statistiques

d’ordre deux (les moyennes et les variances des gaussiennes sont distinctes),

e une séparation le long des capteurs (séparation de sources) qui s’appuie sur la diversité des statistiques

multivariables d’ordre deux (éventuellement induite par des classifications distinctes).

La segmentation peut étre interprétée comme un artifice pour améliorer la séparation des images (comme
on l’a mentionné plus haut). Réciproquement, ce travail peut étre considéré comme une généralisation du
probléme de la segmentation au cas plus difficile ou les images a segmenter ne sont pas directement accessibles
et ont subi un mélange linéaire bruité.

La formulation bayésienne offre un cadre naturel a la séparation et la segmentation simultanées des
sources. En effet, I'introduction des champs cachés d’étiquettes est interprétée comme une représentation
hiérarchique (voir chapitre (II)) visant a expliquer logiquement le processus de génération des sources.

ASPECT ALGORITHMIQUE

La classification bayésienne des images et 'identification des moyennes et des variances des gaussiennes
conditionnelles constituent un probleme & variables cachées de méme nature que celui de la séparation de
sources. Par conséquent, I'aspect algorithmique d’une séparation et d’une segmentation simulanées n’est pas
plus compliqué que celui d’une séparation avec une classification connue ou une segmentation directe des
sources. A titre d’exemple, I’échantillonneur de Gibbs paralléle (IV.17) peut étre utilisé exclusivement pour
la segmentation d’images (en fixant la matrice de mélange lors de ’échantillonnage de €) ou exclusivement
pour la séparation d’images (en fixant la classification Z).

On note que 'algorithme de séparation proposé inclut implicitement le débruitage des images en estimant
aussi la matrice de covariance du bruit.
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Annexe 1 : Distributions a posterior:

(A, R.)

Selon la regle de Bayes, la distribution a posteriori des parametres (A, R.) s'écrit :
p(A R | X,S,Z) x p(X,S,Z|A R)H(A,R,)

X p(X ‘ S»Av RG)HO(Av Re)

La distribution a priori IIy présente les mémes avantages qu'un a priori conjugué. Autrement dit, la
distribution a posteriori appartient a la méme famille que celle de la distribution a priori. Dans notre cas,
c’est la famille normale inverse wishart :

p(A,R.|X,8,Z)=N(A; A, T)OW, (R 5 v, 5)) (IV.18)
dont les parametres sont mis a jour selon les équations suivantes :

v,=K+a, (K=|S],a=12)

Yu
Vee(A,) = [Ry1 + R;Y ' [Ry Vee(A,) + Ry Vee(Ag)]
r,'=R,'+R;’

R, =K 'R!® R,
R,=o'R’,' @R,

Av = st R;51
=, = e [FR + aRo+ (Ao - A)(K R + a7 RY, ) 71 (Ag - AT

Re == er - R'I‘? R;gl Rsr

Les statistiques R, et R, sont calculées a partir des sources simulées dans la premiere étape de I’échan-
tillonneur de Gibbs . RY, est I'espérance a priori de la matrice Ry :

R’ = E [R,,].
s|n°

_ L2
(luka v = O-k-)
Des calculs similaires a ceux menés dans le paragraphe précédent conduisent a une forme normale
gamma inverse de la loi a posteriori des moyennes et variances :

Pk, vy | X, 8, Z) = N (ks fipyvp) G(op ' mps Bp)

dont les parametres sont mis a jour, a chaque itération, selon les équations suivantes :

_ Nistaw]puo
Hp = Ny +aw?

Uy = ok
p Nk—‘rOé’LUO

_ Nk-l-awi
Mlp 2 .

_ aw,;vg ﬁ 1 Nyow; - 2
ﬁp— 2 +2+2Nk+aw?(s /”LO)
T s, ()

527 N 2 2
5 =2 res, S(r)7 — Ni5

ou Sy est la région de I'image j appartenant a la classe k :

{ Sp,={resS|Z(r) =k}
Nj, = |Sk]
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k.

v

Fic. IV.5: (a) Classification Z; de la source 1, (b) Classification Z, de la source 2, (c) Source originale S,
(d) Source originale S?, (e) Image observée X!, (f) Image observée X2
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F1a. IV.10: (a)- Estimation de la classification de la source 1, (b)- Estimation de la classification de la source
2, (¢)- Reconstruction de la source 1, (d)- Reconstruction de la source 2.
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Fi1G. IV.11: Du haut vers le bas : sources originales, sources mélangées, sources estimées et sources segmentées.
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CHAPITRE V

NON STATIONNARITE SPECTRALE :
APPLICATION EN COSMOLOGIE OBSERVATIONNELLE

V.1 Introduction
V.2  Modélisation des observations du CMB
V.3 Méthodologie bayésienne

V.3.1 Domaine spectral

V.3.2  Domaine des harmoniques sphériques
V.4  Résultats de simulation

basée sur l'algorithme EM pénalisé en modélisant les sources par des
processus gaussiens stationnaires et en profitant de 'approximation circulante
des matrices de covariance. Le probleme de la séparation des composantes as-
trophysiques et de I'extraction du spectre des fluctuations de la température du
rayonnement micro-ondes CMB (cosmic microwave background) confirme la
consistance de la méthodologie bayésienne et le fait qu’elle offre un cadre naturel
a l'exploitation de toutes les informations a priori émanant des connaissances
du physicien.
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V.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter I’approche bayésienne exploitant la non stationnarité dans le
domaine spectral et dans le domaine des harmoniques sphériques pour séparer des sources dans un mé-
lange convolutif bruité. Nous allons décrire la méthode de séparation en se basant sur une application en
astrophysique. L’objectif de cette application est I’estimation du spectre des fluctuations de température du
fond cosmique. En effet, ’observation de ces fluctuations subit des déformations causées par la superposition
d’autres émissions astrophysiques d’origines diverses. Les proportions de ce mélange ne sont pas parfaitement
connues. Par conséquent, ’emploi des techniques de séparation de sources devient incontournable si on veut
mesurer le rayonnement du fond cosmique avec une bonne précision.

Nous avons opté pour une présentation conjointe de la méthode de séparation et du probleme physique
traité pour les raisons suivantes.

1. La superposition linéaire bruitée des émissions astrophysiques est un phénomeéne physique assurant
ainsi la validité du modele de mélange linéaire en séparation de sources.

2. Le développement de la méthode de séparation (bien que générale) a été guidé par cette application
physique.

3. La cartographie du rayonnement du fond cosmique est un champ de recherche a part entiere. Elle n’est
pas une simple application d’une méthode de séparation de sources et mérite donc le développement
de méthodes de traitement du signal et de I'image qui lui sont dédiées.

On va commencer par décrire le contexte et les enjeux de la séparation des émissions astrophysiques et
placer notre contribution par rapport a d’autres travaux relatifs a ce sujet.

RAYONNEMENT DU FOND COSMIQUE : DE L’OBSERVATION A L’'INTERPRE-
TATION

La cartographie des anisotropies du fond diffus cosmique (CMB) et la mesure exacte de son spectre de
puissance constituent un des objectifs de la cosmologie observationnelle moderne. L’annonce de ces objectifs
scientifiques est rendue possible récemment grace, en grande partie, au développement des instruments de
mesure et a I’élaboration de missions dédiées a la mesure de ces émissions. La mesure des fluctuations de
la température primordiale et/ou de la polarisation du rayonnement micro-ondes du fond cosmique (CMB)
suscite un intérét qui ne cesse de croitre. En effet, ce rayonnement, émis il y a environ 12 a 15 milliards
d’années, contient des informations précieuses sur la physique de notre univers. L’importance de la mesure
des anisotropies du rayonnement du fond cosmique (CMB) pour contraindre les modeles cosmologiques est
actuellement bien établie. Dans les dix dernieres années, beaucoup d’études théoriques ont montré que la
mesure des propriétés de ces anisotropies est un outil efficace pour déterminer les parametres cosmologiques
décrivant le contenu de la matiere, la géométrie et Iévolution de notre univers [Hu et Sugiyama, 1996;
Jungman et al., 1996]. Récemment, des missions comme Boomerang [De Bernardis et al, 2000], MAXIMA
[Hanany et al, 2000], Archéops [Benoit et al, 2003], ACBAR [Kuo et al, 2002], CBI [Pearson et al, 2003] et
VSA [Grainge et al, 2003] ont fourni des mesures des anisotropies du CMB sur de petites portions du ciel
avec une grande résolution angulaire en mettant une forte contrainte sur la quasi-platitude de 'univers.

Des missions satellitaires ont été mises en place pour fournir des mesures des émissions micro-ondes
et infra-rouges du ciel a plusieurs fréquences. L’objectif principal de ces missions est la cartographie des
fluctuations du CMB sur ’ensemble du ciel avec une grande résolution angulaire et un bon rapport signal
a bruit jamais atteint auparavant. Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [Bennet et al, 2003],
I'une de ces missions lancée par la NASA en juin 2001, a déja fourni des cartes de 1’ensemble du ciel avec
une bonne résolution de I'ordre de 15 & 30 minutes d’arc avec un grand rapport signal a bruit & chaque pixel.
La mission Planck, qui va étre lancée par I’agence spatiale européenne ESA en 2007, va fournir des cartes de
I’ensemble du ciel avec une résolution angulaire de ’ordre de 5 a 30 minutes d’arc sur 9 fréquences comprises
entre 30 et 850 GHz.

L’accomplissement des objectifs théoriques consistant essentiellement & I’étude des modeéles cosmologiques
et ’évaluation des parametres cosmologiques exige un niveau assez élevé de précision dans la mesure du CMB
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et une erreur de reconstruction beaucoup plus inférieure au niveau des contaminations des autres émissions
astrophysiques. En effet, on s’attend & la contribution d’au moins six émissions d’origine diverses dans les
observations mesurées par Planck. Par conséquent, le succés des futures missions est étroitement lié a la
performance de la séparation du CMB des autres émissions astrophysiques. Les techniques de séparation de
sources se trouvent ainsi au coeur du traitement et d’analyse des futures données CMB.

PLACEMENT DU TRAVAIL

Deux types d’algorithmes ont été proposés pour séparer le CMB des autres émissions astrophysiques.

1. Filtrage de Wiener et MEM (Maximum Entropy Method) [Bouchet et Gispert, 1999; Tegmark et
Estathiou, 1996; Hobson et al., 1998] : on suppose dans ces méthodes que les spectres électromagnétiques
des sources (les colonnes de la matrice de mélange) sont connues.

2. ICA (analyse en composantes indépendantes) [Baccigalupi et al., 2000] : aucun a priori n’est supposé
sur les spectres électromagnétiques.

La premiere classe d’algorithmes donne des résultats de reconstruction satisfaisantes mais elle est sévere-
ment limitée par les incertitudes sur les spectres électromagnétiques. En effet, en pratique les spectres élec-
tromagnétiques de certaines composantes ne sont pas connues avec une précision satisfaisante. La deuxieme
classe (ICA) donne de bons résultats dans des cas simples ol le mélange n’est ni bruité ni convolutif.

Nous proposons une solution bayésienne pour séparer les sources en se basant sur la diversité spectrale
des sources. La méthode proposée exploite la non stationnarité des ccefficients de Fourier pour le traitement
des petites portions du ciel (données sous forme de cartes) ou la non stationnarité des ceefficients de la base
d’harmoniques sphériques lorsqu’on traite les données sur ’ensemble du ciel. On estime conjointement les
spectres électromagnétiques (la matrice de mélange), les spectres de puissance spatiaux des sources et le
niveau du bruit sur chaque capteur. La maximisation de la distribution a posteriori de tous ces parametres
est implémentée avec l'algorithme EM en profitant de la structure & variables cachées du probleme (les
sources sont les variables manquantes). Le critére & maximiser peut étre ré-interprété comme un ajustement
de matrices de covariance (statistiques d’ordre deux) dans la métrique de Kullback-Leibler et le découpage
du domaine spectral en anneaux a spectres constants accélere la mise en ceuvre de la méthode proposée.
L’approche bayésienne offre un cadre naturel pour incorporer des informations a prior: sur les spectres
électromagnétiques et les spectres spatiaux.

V.2 Modélisation des observations du CMB

Nous classifions les principales composantes astrophysiques, dans le domaine millimétrique, en trois
classes. Le CMB, d’origine cosmologique, a été émis avant la formation des objets astrophysiques comme les
amas et les galaxies lorsque 'univers a quitté sa forme entierement ionisée. Les émissions extra-galactiques,
plus jeunes que le CMB, sont les émissions provenant de l'extérieur de notre galaxie. Finalement, les compo-
santes galactiques proviennent de notre galaxie et sont tres orientées vers le plan galactique. La liste suivante
est un exemple d’émissions dans le domaine millimétrique.

1. Les anisotropies du CMB.

2. Les émissions extra-galactiques
— sources ponctuelles (radio-galaxies, galaxies infra-rouge, quasars).
— émissions Sunyaev-Zeldovich (SZ) des amas de galaxies.

3. Les émissions galactiques
— Poussiere : émission thermique des graines de poussiere froide intragalactique.
— Synchrotron : radiation émise par l'intéraction des électrons ultra-relativistes avec les champs ma-
gnétiques de la Galaxie.
— Free-Free (Bremsstrahlung) : rayonnement de freinage des électrons galactiques.
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Ces composantes ont des lois d’émission spectrale (en fonction de la fréquence d’observation v) différentes.
La séparation de ces émissions est alors possible a partir des observations prises & différentes longueurs
d’onde (différentes fréquences) en se basant sur la diversité des spectres électromagnétiques. Les spectres
électromagnétiques du CMB et de l'effet SZ sont connus avec une bonne précision et peuvent étre inclus
dans les méthodes de séparation [Hobson et al., 1998]. Cependant, pour le reste des sources, on ne dispose,
dans les meilleurs des cas, que des spectres extrapolés des fréquences loins de la bande d’observation [De
Zotti et al., 1999].

Avant de présenter la technique de séparation, nous allons présenter le modele décrivant les émissions
observées sur le ciel z, () a la position r et & la fréquence v. Pour les longueurs d’onde de I'ordre du millimetre
et du centimetre, z,(r) peut étre considéré comme une superposition linéaire du CMB (Scnp(v, 7)) et
des autres émissions galactiques et extra-galactiques (57(v,r)). Cette somme est convoluée avec un noyau
d’observation b, (r) qui ne dépend que du détecteur. Un bruit additif €, (r) est présent sur chaque détecteur.
Le signal z,(r) observé se met alors sous la forme :

2, (r) = $cmp(v,r) )+ Zsf v, 1) % by (1) + €,(r) (V.1)

ou Ny représente le nombre des émissions galactiques et extra-galactiques considérées, * définit 'opérateur
de convolution et €,(r) est le bruit instrumental du détecteur a la fréquence v.
Concernant le rayonnement du CMB, les réponses spatiale et électromagnétique sont séparables,

ScmB(v,7) = gemB(V) X scmp(T)

ol gomp(v) représente le spectre électromagnétique du CMB ne dépendant pas de la position 7 sur le ciel
et sopp(r) représente sa distribution spatiale. Pour le reste des émissions, on peut aussi, dans une premiere
approximation, supposer la forme factorisée des réponses fréquentielles et spatiales et I'indépendance du
spectre électromagnétique de la position spatiale [Bouchet et Gispert, 1999; Hobson et al., 1998]. L’équation
(V.1) s’écrit alors,

z,(r) = gomp (V) scup(r )+ ng ) # by (r) + €,(r)

ou gy représente la moyenne du spectre électromagnétique de la composante f. La figure (V.1) montre des
distributions spatiales typiques pour le CMB, la poussiere galactique (dust) et Deffet SZ. Ces simulations
représentent des petites portions du ciel sur des cartes de 300 x 300 pixels de dimension 2.5 minutes d’arc
[Delabrouille et al., 2001]. La figure (V.2) montre les spectres électromagnétiques de ces sources. A titre
illustratif, nous avons simulé le mélange sur 6 fréquences entre 100 et 850 G H z correspondant aux 6 détecteurs
de l'instrument HFI du satellite Planck (figure (V.3)).

De point de vue modélisation, la composante du CMB subit les mémes transformations que les autres
émissions galactiques et extragalactiques et donc on peut écrire le mélange sous la forme suivante,

Zgz r) % by (r) + 6 (r)

ou N, = Ny + 1 est le nombre total des composantes du mélange. Donc, pour un nombre fini de détecteurs
d=1,.., Ng opérant aux fréquences électromagnétiques vy,

ZAdz 5i(1) * ba(r) + eq(r) (V.2)

ol Ag; = gi(vq) est une matrice Ny x N, qu’on appelle la matrice de mélange.
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*

A

CMB Dust

Fia. V.1: Distributions spatiales typiques du CMB, dust et SZ utilisées dans les simulations de ce chapitre.
La distribution du SZ est présentée en échelle logarithmique.
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F1a. V.2: Les spectres électromagnétiques relatifs au CMB, a la poussiere galactique (dust) et a effet SZ.
Ces spectres définissent les coefficients du mélange de ces composantes (la matrice de mélange A) quand on
néglige l'effet de la convolution.

V.3 Meéthodologie bayésienne

Le probleme d’inférence initial Z := X — A consiste & identifier la matrice de mélange A (les spectres

électromagnétiques des sources) a partir des observations X = {xd(f')}ggé' N Ny est le nombre de capteurs

(nombre de fréquences d’observations) et D est le domaine d’observation (une portion du ciel ou tout le ciel).
La méthodologie bayésienne, exposée en détail dans le chapitre (II), consiste & :

1. former la distribution a posteriori comme étant la degré d’incertitude de la proposition Z,
2. choisir les probabilités intervenant dans I'expression de la distribution a posteriori,

3. choisir une fonction coft,

4. implémenter ’algorithme d’optimisation adapté a la structure du probleme.

La distribution a posteriori de A sachant les observations X s’écrit, selon la regle de Bayes,
P(A| X, I)xp(X | A I)p(A|I) (V.3)

ou I représente toute l'information a priori qu'on possede sur le probleme comme le modele de mélange
linéaire, les connaissances a priori de certains spectres électromagnétiques...

La vraisemblance p(X | A, I) est la modélisation probabiliste du probléme direct expliquant I’obtention
des observations X a partir de la matrice A. En supposant I'invariance par rotation du noyau de convolution,
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F1G. V.3: Simulation des observations au niveau des six détecteurs de 'instrument HFI de Planck.

le signal sur le détecteur d s’écrit,

Ne
o) = ZAdC,/bd(|F— #))-50(F)d 7 + ealF). (V.4)

7 est la direction d’observation dans le ciel, s. est I’émission de la source ¢, €4 est le bruit sur le capteur d et
ba(|7— 7|) repésente le noyau de convolution et ne dépend que de |7 —#'|. Chaque élément Ag4. de la matrice
de mélange est le résultat de I'intégration de la loi d’émission de la source ¢ sur la bande de fréquence du
détecteur d.

Le modele direct fait apparaitre naturellement une structure a variables cachées. Les sources représentent
les variables manquantes et les observations représentent les données incompletes. La vraisemblance prend
ainsi une forme intégrale,

pH{z(M}rep | A T) = /P({w(ﬂ}ﬁeb | {s(")}rep A, I) p({8(7) }rep | I)d{s(7)}iep

La corrélation spatiale des sources et la présence de la convolution rendent la manipulation de cette
expression, méme en faisant appel aux techniques de restauration-maximisation, tres délicate. L'un des
points clé de notre contribution est le changement de base. Nous avons considéré deux bases différentes
selon le domaine d’observation D :

1. Si D est une petite portion du ciel et si elle est quasi plate alors on effectue une transformée de Fourier
des observations et on implémente la méthode de séparation dans le domaine spectral.

2. Si D représente 'ensemble du ciel alors le domaine des harmoniques sphériques représente une base
naturelle pour I'implémentation de la méthode de séparation.
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V.3.1 DOMAINE SPECTRAL

En passant dans le domaine de Fourier, la convolution dans I’expression (V.4) devient une simple multi-
plication. A chaque fréquence k du domaine spectral, le mélange s’écrit,

Ne
za(k) =ba(k) > Agesc(k) + ea(k).

On peut écrire cette expression sous une forme matricielle plus compacte,
x(k) = B(k)As(k) + €(k)

ou x(k) est le vecteur Ny x 1 des observations, s(k) est le vecteur N, x 1 des sources, A est la matrice de
mélange, B(k) est la matrice diagonale contenant les noyaux de convolution : Bgg(k) = bg(k) et €(k) est le
vecteur contenant les bruits des capteurs. Dans la suite, on désigne 1 g et s1. x ’ensemble des observations
et des sources.

Remarque 12 Nous allons tenir compte du noyau de convolution quand on va exposer le pseudo code de
Ualgorithme de séparation mais nous allons 'omettre dans la suite afin d’alléger les expressions.

[A] MODELISATION DES SOURCES ET DU BRUIT

Les sources sont modélisées par un processus gaussien blanc (partie réelle indépendante de la partie
imaginaire) non stationnaire [Hobson et al., 1998; Snoussi et al., 2001]. A chaque fréquence k, les sources sy,
suivent une distribution gaussienne centrée de covariance diagonale Py, = E [s;, s}] (la diagonalité est due a
l'indépendance des sources),

S ~ N(O, Pk)

Les éléments diagonaux [02(k) = Pu.(k),k = 1..K] des matrices Py sont les spectres de puissance spa-

tiaux des sources. Nous supposons que les sources sont isotropes et donc que les covariances spectrales sont
circulaires. Autrement dit, les spectres P(k) ne varient qu’en fonction de la norme ||k| de la fréquence
spatiale.

Le bruit est supposé centré blanc gaussien de spectre constant R, = E [e;€;]. On suppose que la matrice
R, est diagonale! et les éléments diagonaux peuvent avoir des valeurs différentes afin de tenir compte des
niveaux de bruit différents sur les capteurs (c’est le cas pour la mission Planck).

Remarque 13 En pratique, on ne connait pas les spectres des sources et du bruit. Par conséquent, on change
le probleme d’inférence pour inclure ces spectres dans 'ensemble des paramétres @ = { A, Py, R.} d estimer :

IT:=(x1.x — A) ~T:=(x1.xk — A, P;,R,)

La gaussianité et I'indépendance spectrale des sources et du bruit conduisent a une expression explicite
de la vraisemblance :

p(zi.x | 0) /P(wL.K | s1.x,A, R)p(s1.kx | Pi.k)dsi. k

I1 [ plan 5. A Rp(s | Pdsy (v5)

H |27 Ri| ™" exp [—Tr (R,:1 mka)] i R, =AP,A" + R,.
k

ou Ry est la matrice de covariance spectrale des observations x; a la fréquence k.

1L’hypothése de la diagonalité n’est pas nécessaire dans la méthode proposée.
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[B] INTERPRETATION DU CRITERE

La circularité des spectres de puissances Py implique la circularité des covariances spectrales Ry,

R, = R, = AP A™ + R, Vk telle que ||k|| = .

Par conséquent, dans 'expression (V.5), on peut re-partitionner le produit sur tous les modes k en un
produit sur les cercles concentriques D; (voir figure (V.4)),

p(z1.x]0)= H 27 Ry|~*" exp
=kl

—Tr (Rll Z wka:Z)] (V.6)

keD;

ot w; = |Dy| est le nombre de fréquences appartenant au cercle D;.

En introduisant les covariances empiriques des observations R, = Z Tpx) / wy, le logarithme de la
keD,
vraisemblance (V.4) s’écrit, & une constante additive prés, comme une somme pondérée des divergences de
Kullback-Leibler entre les matrices de covariances spectrales théoriques et les covariances empiriques des
domaines Dy :

logp(x1.x10) = —Zwl (— In|R; 'Ry| + Tr (Rl_lf%l> - Nd) + cste
I=1

L
— Z wlDKL(Rl, Rl) + cste.
=1

p
Domaine de Fourier =k

Spectre invariant par rotation

Basse fréquence

\Haute fréquence

Fi1G. V.4: Les spectres des sources sont circulaires. Le critere du maximum de vraisemblance est un ajustement
des matrices de covariance spectrales sur les cercles concentriques du domaine de Fourier.

Le critéere du maximum a posterior: peut s’interpréter comme une version régularisée de 1’ajustement des
matrices de covariances :

L
logp(6 | 1. k) = —> wDk(Ri, R) +  logp(0|1)
N———

=1 Régularisation du critére

Ajustement de matrices de covariance spectrale
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La méthode de séparation se base ainsi sur ’exploitation de la non stationnarité spectrale pour identifier
la matrice de mélange. Elle est similaire & Papproche adoptée dans [Pham et Cardoso, 2001] ol on exploite
la non stationnarité dans le domaine fréquentiel 1-D pour la séparation d’un mélange non bruité. Notre
méthode peut étre considérée comme une extension de [Pham et Cardoso, 2001] au cas 2-D bruité exploitant
la structure cachée pour implémenter la solution avec 'algorithme EM.

Remarque 14 On peut accélérer la méthode de séparation en supposant que les spectres de puissance des
sources P; sont constants par anneauz [Cardoso et al., 2002]. Autrement dit, nous allons élargir les cercles
en les transformant en anneauzx (voir figure (V.5)). Le critére posséde la méme forme que lexpression (V.7)
en prenant les domaines Dy = {k | kmin(l) < ||k]| < kmaz(1)}-

Domaine de Fourier

L=k

Spectre constant par anneaux

/ Basse fréque

\Haute fréquence )

Fi1G. V.5: Les spectres des sources sont constants par anneaux. Le critéere du maximum de vraisemblance est
un ajustement des matrices de covariance spectrales sur les anneaux concentriques du domaine de Fourier.

[C] EM SPECTRAL

Malgré sa forme explicite, le critére (V.7) est difficile & optimiser. Cependant, on peut profiter de la
structure & variables cachées du probleme (les sources étant les variables manquantes) pour implémenter
lalgorithme EM [Dempster et al., 1977]. Les détails de la dérivation des équations de ré-estimation de
lalgorithme EM pour la séparation des composantes astrophysiques dans le domaine spectral sont dans
[Snoussi et al., 2001]. L’étape ” Ezpectation” de I'algorithme EM nécessite le calcul des statistiques suivantes :

Ry,(l) = L
keD;

R () = £ apB[si|a, 0] (V.8)
keD;

R.() = w% Z E|[sis) | zi, 0]
keD;

Le calcul des espérances a posteriori conditionnelles E [s | ¢, 0] et E [ss* | , 0], dans le cas gaussien, &
chaque fréquence k, donne :
E[Sk | w,@] = Wk I
Elsis; |x,0] = Wiz, W) +V,
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ou les matrices Wy, (de Wiener) et Vj, (covariance a posteriori) sont données par,

Vi (A*R7'A+ P

Wi (A*R'A+ P AR

L’hypothese des spectres constants par domaines D; accélere le calcul des statistiques (V.8). En effet, les
matrices Vi, = V; et Wi, = W, sont constantes dans le domaine D; et les statistiques s’écrivent,

R,.() = w% Z xpxy — calculée hors ligne
keD,;

Nous commencons par donner le pseudo code de l'algorithme EM dans le cas ou on néglige les lobes de
convolution des instruments.

EM spectral
1: Initialisation :
2: calcul hors ligne des covariances empiriques R..(l)
3: fixer des valeurs initiales pour A, R. et P
4: répéter jusqu’ad convergence,
5:  //--- étape-E ---//
6: calculer les statistiques pour 1=1 & L,
7 Vi=(AR'A* + P71}
8: R..(l) = Re:()R:TAV,
9: Rys(l) = VIA"R:'Ruc ()R AV + V (V.10)
10 : fin de la boucle sur [,
11: Rus =% > wi Raus(l)
12 R = %Y wiR(l)
13: //--- étape-M--—-//
14 : A=R..R;}
15: R. = diag(Rm — stR;is;S)
16 : P, = diag(Rss(l)),pour 1=1 a L
17: Renormaliser A et P,
18 : fin de répéter

En tenant compte de la convolution et en supposant que le noyau B; est constant sur le domaine Dy,
les équations de ré-estimation de la matrice A et de la covariance R, sont modifiées et la ré-estimation des
spectres demeure inchangée.
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EM spectral convolutif
1 Initialisation :
2 calcul hors ligne des covariances empiriques R.;(l)
3 fixer des valeurs initiales pour A, R., P,
4 répéter jusqu’a convergence,
5 //--- étape-E ---//
6: calculer les statistiques pour 1=1 & L,
7 Vi=(AR'A* + P77
8: R..(l) = R..()R:-'AV,
9: R () =VIA*R'R..()R;'AV, + V;

10 : R (1) = diag(Rzz(l) + BIAR:s()A*"B; — BiIAR,(l) — Ras(1)A™By) (V.11)
11: fin de la boucle sur [,
12: //--- étape-M --—-//
L -1 L

13: Vec(A) = [Z w R (1) ® B} Vec (Z wlBleS(l)>

L =1 =1
14 : R.= %> wR()

=1
15 : P, = diag(Rss(l)),pour 1=1 a L
16 : Renormaliser A et P,

17: fin de répéter

Les modifications dues a la convolution sont :
1. T'ajout de la ligne 10,
2. la modification des lignes 14 et 15 de 'EM spectral.

V.3.2 DOMAINE DES HARMONIQUES SPHERIQUES

Lorsqu’on traite des données sur I’ensemble du ciel, la base naturelle est celle des harmoniques sphériques.
Un signal z(7) se décompose sous la forme :

oo l
o) =30 3 wlm)y ().

=0 m=—1

ol Y™ est la base des harmoniques sphériques. Les coefficients x (I, m) sont définis par :

o(l,m) = A H(FY(F)d Q. (V.12)

La transformation en harmoniques sphériques des observations {@(7)}rep (D est 'ensemble du ciel)
conserve la linéarité du mélange (V.4) et la convolution devient une multiplication. La relation entre les
observations et les sources s’écrit donc,

z(l,m) = B(l)As(l,m) + €(l,m)

ou B(l) = diag(by(l)) est la transformée du noyau de convolution qui ne dépend que de I & cause de sa
symétrie. Pour un noyau gaussien, by(l) ~ exp [—Ugl(l + 1)/2] et 04 = ©4/v8In2; ot B4 est la largeur a
mi-hauteur de la gaussienne.

La suite du développement est similaire au cas de la transformée en Fourier. Les sources s(I,m) sont
supposées blanches gaussiennes non stationnaires. Les spectres de puissances des sources {07 } contenus
dans les termes diagonaux des matrices P, = E[slms?‘m] ne dépendent pas de l'indice m a cause de
I’hypothese de I'isotropie. Les termes dans le produit constituant la vraisemblance peuvent étre partitionnés
de telle maniére qu’on tienne compte de la symétrie des spectres de puissance :

1
—Tr <Rl1 Z wlm:cfm>1 (V.13)

m=—I

L
p({@im} | 0) = [[ 127 Ru| " exp
=1
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ou w; = |D;| = (21 + 1) est le nombre de ceefficients appartenant & la bande D; = {m | —1 <m </I}.

On peut élargir les bandes D; en partitionnant L en () intervalles. Chaque bande D, pour ¢ = 1..Q) est
définie par (voir figure (V.6)) :

Dq = {lvm | lmzn(q) < l < lmam(q) et —1 <m < l}
On suppose que les spectres de puissance sont constants & l’intérieur de chaque bande D, qui contient
lmaz(q)

Wy = Z (21 4+ 1) modes.

I=lmin(q)

Spectre constant par bandes

=

— ~lmaz(q)
N W

—ly v+

F1a. V.6: Les spectres des sources sont constants par bandes. Le critere du maximum de vraisemblance est
un ajustement des matrices de covariance.

Le logarithme de la vraisemblance est donc, a une constante additive pres, une somme pondérée des diver-
gences de Kullback-Leibler entre les covariances théoriques R, = AP; A" + R, et les covariances empiriques

» 2 § : *
Rq - Lim L, / wlb

(I,m)€eDy
Q A A
logp({xim} |0) = -— qu (— ln|R;1Rq\ + Tr (R;qu) - Nd> + cste
qg=1
(V.14)
Q A
= — quDKL(Rq, R,) + cste.
qg=1

L’algorithme EM possede la méme structure que 'algorithme EM spectral (V.10) (ou (V.11) quand on
tient compte de la convolution). Au lieu de travailler sur les anneaux concentriques D; (figure (V.5)), on
travaille sur les bandes D, (figure (V.6)).

V.4 Reésultats de simulation

Nous avons appliqué la méthode de séparation proposée sur des simulations d’observation de la mission
Planck sur I'ensemble du ciel.

SIMULATIONS D’OBSERVATIONS

Les composantes (sources) sont : le CMB, I’émission thermique de la poussiere, effet synchrotron et les
effets SZ thermiques et cinétiques des amas de galaxies (voir figure (V.8)). Elles sont obtenues de la fagon
suivante.
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Les modes s(1,m) du CMB sont générés suivant une statistique gaussienne de variances C(l), prédites par
CMBFast [Seljak et Zaldarriaga, 2000], en utilisant des parametres cosmologiques standards. Les composantes
galactiques ont été obtenues & partir des cartes observées par d’autres expériences a des fréquences tres
différentes. L’émission de la poussiere galactique est modélisée en utilisant les cartes a 300 GHz de ’analyse
des données DIRBE-IRAS. L’émission synchrotron est simulée & partir des cartes & 408 MHz auxquelles ont
été ajoutées des structures aux petites échelles [Stolyarov et al., 2002]. Les effets SZ thermiques et cinétiques
ont été entierement simulés [Eke et al., 1998]. Notons que Ueffet SZ cinétique et le CMB ont des lois d’émission
proportionnelles. Les simulations ont été réalisées jusqu’a la résolution de 3.5 minutes d’arc.

Ces cinqg composantes ainsi que du bruit blanc aux niveaux nominaux des instruments de Planck ont
été mélangés suivant le modele (V.4) a toutes les fréquences des instruments de Planck (30,44, 70, 100 GHz
pour linstrument de basse fréquence et 100,143,217, 353, 545,857 GHz pour linstrument haute fréquence).
La figure (V.9) montre les 10 cartes d’observation. Les résolutions angulaires des observations sont par ordre
croissant de fréquence : 33,23, 14,10, 10.6,7.4,4.9,4.5,4.5,4.5 minutes d’arc.

RESULTATS

Les éléments de la matrice de mélange (les spectres électromagnétiques) sont estimés avec une bonne
précision. Le tableau (V.7) donne le rapport entre les éléments de la matrice de mélange estimés et les
parametres vrais relatifs au CMB. Les éléments de la matrice de mélange relatifs a l'effet SZ thermique
sont estimés avec une bonne précision. La loi d’émission de l'effet synchrotron est trés bien contrainte aux
basses fréquences, ainsi que la loi d’émission de la poussiere aux plus hautes fréquences. Par ailleurs, notre
méthode permet de contraindre les composantes galactiques a des fréquences tres éloignées de leur maximum
d’émission.

Fréquence 30 44 70 100 (LFTI)
CMB 0.999984 1.000254 0.999780 1.000081

Fréquence 100 (HFT) 143 217 353 545
CMB 1 0.999993 0.999836 0.998972 0.990155

Fi1G. V.7: Rapport entre les valeurs estimées et les vraies valeurs du spectre électromagnétique.

La figure (V.10) montre l'estimation du spectre de puissance du CMB. On note que la méthode proposée
permet d’estimer précisément le spectre de puissance jusqu’au multipole [ = 2500. Aux plus petites échelles,
la dispersion commence a étre significative. Ce résultat n’est pas surprenant puisque le bruit et ’effet du lobe
sont importants a ces échelles angulaires pour tous les détecteurs. Par ailleurs, les spectres de puissance esti-
més ne semblent pas étre contaminés par leffet SZ cinétique. Afin d’illustrer les performances de 1’estimation
du spectre en aveugle (ne connaissant pas la matrice de mélange A), nous avons tracé sur la figure (V.11)
les erreurs relatives |C(q) — C(q)| / C(q) (C(q) est le vrai spectre) commises sur l'estimation du spectre en
aveugle et en semi-aveugle (en fixant les éléments de A & leurs vraies valeurs). On note ’équivalence des deux
cas et donc que 'estimation conjointe de la matrice de mélange n’affecte pas la précision de I'estimation du
spectre du CMB.

La figure (V.12) illustre les cartes reconstruites par filtrage de Wiener aprés la convergence de algo-
rithme de séparation. Nous avons choisi de déterminer quatre composantes. Une des composantes dans les
simulations, effet SZ cinétique, est négligeable a toutes les fréquences. En plus, elle ne peut pas étre séparé
du CMB par notre approche puisque ces deux composantes ont des lois d’émission proportionnelles (CMB
et SZ cinétique forment une seule composante). On note la bonne qualité de la reconstruction des cartes en
les comparant aux vraies cartes de la figure (V.8).
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Fi1G. V.8: Les cartes sur ’ensemble du ciel représentant les composantes sources utilisées pour tester la
méthode de séparation
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Fia. V.11: Erreurs relatives de ’estimation du spectre du CMB dans le cas aveugle et semi-aveugle.
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Fi1a. V.12: Les cartes des composantes reconstruites en aveugle.
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CHAPITRE VI

DEGENERESCENCE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
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VI.1 Introduction
VI.2 Dégénérescence du maximum de vraisemblance
VI.3 Solution bayésienne
VI.3.1 Existence de la solution
VI.4 Estimation des matrices de covariance structurées
VI.4.1 Cas sans contraintes de structure
VI1.4.2 Cas avec contraintes de structure
VI.5 Sources mélangées
VI.6 Elimination de la dégénérescence dans le cas du mélange
V1.7 Conclusion

ans ce chapitre, nous décrivons le probleme de la dégénérescence du
(. . : . .
ve‘)’.}ﬂ maximum de vraisemblance dans le cas d’'un mélange de gaussiennes

) . . . z

)2)s multivariables. Nous montrons que la vraisemblance n’est pas bornée

N '«f/é.\) = s . . s T

4, et nous caractérisons I'ensemble des points de singularité. La pénali-
sation de la vraisemblance par un a priori inverse wishart sur les matrices
de covariance élimine cette dégénérescence sans compliquer les équations de
ré-estimation de ’algorithme EM. Nous apportons également d’autres modifi-
cations a ’algorithme EM afin de tenir compte de certaines contraintes sur la
structure des matrices de covariance. Nous montrons que le risque de dégénéres-
cence existe aussi dans le cas de la séparation de sources et que la pénalisation
par un a priori conjugué inverse wishart élimine cette dégénérescence.
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VI.1 Introduction

On consideére un processus doublement stochastique :

1. une premiere couche de variables discrétes (z¢)¢=1.7 ou chaque variable z; prend ses valeurs dans un
ensemble discret Z = {1..K },

2. et une deuxiéme couche de variables continues (s;);—1.7 ol chaque vecteur s; prend ses valeurs dans
R".
Conditionnellement & la premiére couche z1 7, les variables (8;);—1. 7 sont temporellement blanches :
T
p(si.r | z1.1) = Hp(st | 2¢). On suppose que les lois p(s | z) sont paramétriques ayant la méme forme

t=1
f(s ] ¢.) mais se distinguent par la valeur du parametre ¢, qui dépend de la variable z € {1..K}. Dans la
suite, on suppose que cette loi est gaussienne et donc que le vecteur des parametres (, contient la moyenne
w1, et la covariance R, relatives a z.

La premiere couche z;_ 7 peut étre considérée comme un processus de classification. Chaque observation
s appartient & un groupe z modélisé statistiquement par une gaussienne N (. | p,, R.).

Dans ce travail, on suppose que les étiquettes z1 1 suivent une loi générale paramétrique p(z; 7 | 7). La
forme de cette loi n’intervient pas d’une maniere significative dans les développements qui vont suivre. On
rappelle toutefois quelques cas particuliers souvent traités dans la littérature relative a ce sujet.

— Les étiquettes 21, sont i.i.d. : le vecteur des parametres 7 est alors formé par les K probabilités

discretes : {mp = p(z = k) }x=1.. k. Les sources sont marginalement blanches :

T

K
p(si.1) = HP(St) = H ZP(Zt =k)p(st |z = k) (VL)

t=1 t=1k=1

Ce cas est le plus connu dans la littérature sous le nom de “modele de mélange de gaussiennes” (du fait
de la somme dans 'expression (VI.1)).

— Les étiquettes z1. 7 forment une chaine de Markov : la propriété de Markov modélise la dépendance
temporelle des étiquettes et par conséquent la dépendance temporelle des sources. Le vecteur des
parametres 7 est formé dans ce cas par le vecteur des probabilités initiales w0 et par la matrice de
transition IP. La probabilité d’une chaine d’étiquettes z1 7 s’écrit :

p(zr7r | ™) =7%(20)Poyey o . Pay zy oo P o

L’avantage de cette modélisation est de tenir compte de la dépendance des observations s p via la
couche cachée z1 7. Ce modele est désigné dans la littérature par le modele de Markov caché (HMM
en anglais).

— Les étiquettes sont définies sur une image (21,7 = Z) et forment un champ de Markov. En définissant
un systéme de voisinage 9 (voir chapitre (IV) pour plus de détails), la propriété de Markov s’exprime
par :

Pr(Z, | Zs\,) = Pr(Z, | Zaqy)- (VL.2)

Le vecteur 7 contient ainsi les probabilités conditionnelles! (VI.2). On désigne ce modele par un modele
de champ de Markov caché (HMF en anglais).

Ce modele suscite un grand intérét dans la communauté du traitement du signal et de I'image. Parmi ses
avantages, on peut mentionner les points suivants.
— Le modele de mélange représente une alternative intéressante a la modélisation non paramétrique. En
augmentant le nombre d’étiquettes K, on peut atteindre toute loi de probabilité (regarder [Roeder et
Wasserman, 1997] pour 'utilisation des mélanges de gaussiennes pour Pestimation des densités).

1Dans le cas 2-D, on utilise plutét la forme de Gibbs équivalente & un champ de Markov. Le vecteur 7 contient donc les
parametres des potentiels U, de la distribution de Gibbs.
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— Les signaux réels s’apprétent bien a cette modélisation. A titre d’exemple, le traitement des signaux
de parole est un bon domaine d’application pour les chaines de Markov cachées [Rabiner, 1989]. Dans
[Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002a] et [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002b], ce modele a été
utilisé dans les problemes de séparation de sources.

— Cette modélisation représente un outil statistique efficace pour les problemes de classification [McLa-~
chlan et Basford, 1987] et de ségmentation 2-D [Descombes, 1993].

— L’identification des parameétres du mélange repose sur l'algorithme EM [Dempster et al., 1977] qui
peut étre implémenté d’une maniere efficace et rapide.

MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Quelque soit le modele pris pour les étiquettes, la loi marginale des sources s’écrit :

T
p(si.r]0)= Z zir|m H./V St; My, Re) (VL3)
t=1

Z1..T

ou 6 représente les parametres (m, u,, R.).

Ayant observé les données s 7, notre objectif est I'identification de 6. Parmi les différentes approches
possibles (rappelées dans [McLachlan et Peel, 2000]), le maximum de vraisemblance est la méthode la plus
utilisée. Ceci est du aux propriétés asymptotiques de consistance et d’efficacité de 'estimateur du maximum
de vraisemblance (sous certaines conditions de régularité) et la possibilité d’implémenter 1’algorithme EM
[Dempster et al., 1977] (Ezpectation-Mazimization) qui représente un outil efficace dans les situations ot on
a des problemes a variables cachées.

On note © ’ensemble des parametres :

o= {a = (mup Ri) | Y pir | 7)) =1, py € R, Ry €C, k= 1..K}

Z1..T

ou C est un sous espace fermé de I’ensemble des matrices symétriques positives. On donnera des exemples
de tels sous espaces dans la section (VI.4) (voir aussi [Burg, 1982]).

Remarque 15 On n’impose pas aux matrices de covariance d’appartenir strictement a l’ensemble des ma-
trices symétriques définies positives (réguliéres). En effet, cet ensemble topologique est ouvert. Sa frontiére
est formée par les matrices symétriques positives singulieres. On préfére travailler plutot avec son adhérence
(ensemble fermé) qui coincide avec l’ensemble de toutes les matrices symétriques positives. Nous donnerons
plus loin les raisons de ce choix.

L’estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :

~

0 = argmaxp(s;. | 0). (VL4)
6c®

PLACEMENT DU TRAVAIL

Les points suivants résument les contributions de ce travail.

Caractérisation de la dégénérescence : la dégénérescence du maximum de vraisemblance due au fait
que la vraisemblance (V1.3) n’est pas bornée est bien connue dans la littérature [Kiefer et Wolfowitz, 1956;
Day, 1969; McLachlan et Peel, 2000; Ridolfi et Idier, 1999]. Dans ce travail, nous donnons une caractérisation
mathématique rigoureuse de ’ensemble des points de singularité. Cette caractérisation généralise celle étudiée
dans le cas scalaire [Ridolfi et Idier, 1999] au cas plus général des données vectorielles. Cette caractérisation
explique la croissance du risque de dégénérescence avec la dimension n des données.
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110 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

Elimination de la dégénérescence : la pénalisation de la vraisemblance avec un a priori conjugué (inverse
wishart) élimine cette dégénérescence [Ormoneit et Tresp, 1998]. Cette solution est beaucoup plus efficace
que Poptimisation sous contrainte [Hathaway, 1986]. Notre contribution consiste & construire, d’'une maniére
générale, en se basant sur la caractérisation des points de singularité, une classe d’a priori garantissant
I’élimination de la dégénérescence. L.’ a priori inverse wishart fait partie de cette classe et présente 'avantage
de garder explicites les équations de ré-estimation de I’algorithme EM.

Existence de la solution : nous montrons, en se basant sur les propriétés topologiques de 'espace des
parametres @, I'existence d’au moins un maximiseur de la vraisemblance pénalisée.

Estimation des matrices structurées : Grace a la pénalisation, nous avons pu tenir compte de la
contrainte de régularité des matrices de covariance. La difficulté de cette contrainte (régularité des ma-
trices) est que 'espace correspondant est ouvert. Par contre, dans le cas ol on contraint les matrices & varier
dans des espaces fermés, nous montrons comment modifier d’'une maniere simple I’algorithme EM afin de
tenir compte de cette contrainte.

Dégénérescence en séparation de sources : nous montrons aussi, dans le cas ou les données s1_ 1 ne sont
pas directement observées mais plutot mélangées et bruitées, que le risque de dégénérescence existe. Nous
donnons une caractérisation des points de singularité (qui est plus compliquée que dans le cas précédent) et
nous montrons que la pénalisation par un inverse wishart sur la matrice de covariance du bruit élimine ce
risque de dégénérescence.

V1.2 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

Proposition 2 (La vraisemblance n’est pas bornée) V s; 1 € (R")7, il existe des points de singula-
rité " € O tels que : glij%* p(s1.7|0) = 0. Ces points de singularité 0* = (7*, pk, RE).cz sont tels que au
moins une des matrices R} est positive singuliére et la moyenne p, correspondante appartient a l’intersection
de [n — rang(R,)] hyperplans de R™.

Preuve : Dans la suite, toutes les matrices sont symétriques. On rappelle que toutes les matrices de
covariance sont supposées appartenir a C sous espace fermé de ’espace Sy des matrices positives. La raison
pour laquelle on préfére travailler avec des espaces fermés est que toute suite convergente a valeurs dans un
espace fermé F converge vers un point appartenant a F. S1 est lui méme fermé et connexe. L’ensemble des
matrices positives définies R est un sous espace ouvert de S;. Sa frontiere avec I'ensemble de toutes les
matrices est formée par les matrices positives singulieres. L’adhérence de R, est égale a S.

On considere un point 8 de © vérifiant la propriété suivante :
Propriété 1 3k € Z tel que R} est une matrice positive singuliére de rang py < n.

On partitionne l'ensemble Z = Z, U Z,. de telle fagon que Vk € Z,, R} est singuliere et Yk € Z,, R;
est régulitre (Z, # (). Vk € Z, la matrice R} est diagonalisable dans le groupe orthogonal : il existe une
matrice unitaire Uy, telle que U, Ul = I et

R; = UTALU, Ay =

ou les valeurs propres O‘?)iﬁ—pk 11 sont toutes strictement positives.
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VI.2 Dégénérescence du maximum de vraisemblance 111

Afin de montrer la proposition (2), il suffit de construire une suite de points (a(q))qu telle que :

lim 9 = 0" — hm p(s1.7 | 09) = 0.

q—0o0

Tout d’abord, fixons kg € Z; (il existe puisque Z; # @) et supposons que 8™ vérifie en plus la propriété
suivante :

Propriété 2 La moyenne pj,  est telle que [Uk0 (s; — u;:?o)]j =0, j=1..(n—pr,) pour un instant i donné.

Autrement dit, la moyenne py ~appartient a I'intersection de (n — pg,) hyperplans de R™. Lorsque pg, = 0,
c’est-a-dire que la matrice R}~ est nulle, la moyenne pj, =~ coincide avec I'observation s;.

Considérons la suite 89 suivante :

(q)
= Hy,
k € ZT { R(‘Z) R*
k k

(VL5)
(@) _ %
ke Z, { Hi = Hi

avec les matrices diagonales Aéq) définies par :

)\glI)

(a)
A;Cq) = ’\nq Dk

(q)

ou toutes les suites numériques A; (2)

sont strictement positives (assurant que les R,

tendent vers 0. Ceci implique que les matrices A,(cq)

tend vers le point singulier 6*.

restent dans Ry ) et

tendent vers les matrices Aj, et donc que la suite 6@

Remarque 16 Concernant le paramétre w*, on suppose qu’il garantit la positivité de Pr(z1 v | 7*) Vz1.1 €
ZT et donc que min Pr(z1. 7 | ®*) > ¢ > 0. Cette hypothése n’est pas nécessaire mais facilite la démonstra-
Z1..T

tion de la proposition. On reviendra sur ce point plus loin.

Dans la suite, on va montrer qu’en controlant les vitesses de convergence des suites A§q), de chaque

composante k € Z,, la vraisemblance p(s1.r | 0((1)) tend vers 'infini.

La vraisemblance s’écrit,

T
p(sr [09) =" plarr |7 D) [[N(se; nl?, RY) (VL6)
t=1

Z1..T

Parmi les termes de la somme dans (V1.6), on choisit la configuration z; 1 telle que, a instant 7, z; = ko
et Vit #£14, z; =l # ko. La vraisemblance (VI.6) vérifie I'inégalité suivante :

p(s1.1]09) > ¢ 2n R exp [-3Tr (R (si — puf?)) (s — ?)" )|

(VLT)
—1
27 RV |5 exp [—3Te | BY D (se = i) (s — )"
t#i
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112 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

En revenant aux formes décomposées de R,(;i) et RZ(Q) dans leurs bases orthogonales :

RY = UT diag [A@, oA@ An} Us,

N—pPky? "'N—pry+1r°

R\ = UT diag [A&q),... AD ...,A;} U,

» n—pp n—pi+1s

et en tenant compte de la propriété (2) de la moyenne p,, , 'inégalité (VI.7) se transforme en :

2
. n U S; — (9) i
p(si.r |0(f1)) ZC|27TR,(€Z)|_§exp _% Z Uk, ( /\*/J’ko )l
Jj=n—pk,+1 J
2
Y Ui - 1) (V18)
|27TRl(q)|_T51 exp |—1 il
2 (9)
j=1 7

Le point clé de la démonstration est le fait que les suites des valeurs propres [qu)}?;lp *o qui tendent vers

0 ont disparu de I'argument de la fonction exponentielle a cause de la propriété vérifiée par la moyenne g,

. . . . s . . _1
mais restent dans le dénominateur du minorant dans (VI.8) a travers le déterminant |Rgé)| z. Pour conclure
a la divergence du minorant, on doit envisager deux cas :

1. [ € Z,. : dans ce cas toutes les valeurs propres [*y](»q)]?zl tendent vers des valeurs strictement positives.
Par conséquent, lorsque les suites [A§Q)]?;f "0 tendent vers 0 (0(‘1) — 0%), le minorant diverge vers

(q)

I'infini. Ceci quelque soit la vitesse de convergence des A

2. 1 € Z, : les valeurs propres [7j<q)]?;f ' tendent aussi vers 0 et sont présentes dans 'argument de 1’ex-

ponentielle. Dans ce cas, on doit controler les vitesses de convergence relatives des suites A; et «;. Par

(@) (@)
J

exemple, si A, = e % et 7,7 = 1/logg, le minorant dans (VL.8) diverge vers I'infini quand ¢ — oo.

Nous avons ainsi prouvé que chaque point 8* vérifiant les deux propriétés (1) et (2) est un point de

singularité. Autrement dit, on peut trouver une suite de points 6@ convergeant vers le point 8* telle que la
vraisemblance de (% diverge vers l'infini.

Remarque 17 On note que, dans la démonstration, Uhypothése de positivité de Pr(z1 v | ®*) n’est pas
nécessaire. En effet, dans le cas ot Pr(z1 1 | 71'(‘1)) tend vers 0, on peut toujours contréler la convergence de
telle facon que le minorant de expression (VI.8) diverge.

Remarque 18 En fizant n = 1, on retrouve le cas scalaire étudié dans [Ridolfi et Idier, 1999]. Dans ce cas,
la propriété (1) implique que l'une des variances oy, tend vers 0 et la propriété (2) implique que la moyenne
pr de la méme composante k coincide avec une observation s;.

Remarque 19 On aurait pu caractériser un ensemble de singularité plus restreint qui est similaire au cas
scalaire. Ceci en considérant les 0" tel que l'une des matrices Ry, est nulle et la moyenne p,;, coincide avec un
vecteur d’observation s;. Nous avons voulu caractériser d’une maniére générale ’ensemble des singularités
(propriétés (1) et (2)) afin de montrer que le risque de dégénérescence augmente avec la dimension n (le
nombre de points de singularité est infini dans le cas n > 1).

La figure (VI.1) illustre cette dégénérescence. Dans cet exemple de simulation, on a pris une distribution
originale (graphe & gauche de la figure (VI.1)) d’un vecteur aléatoire 2-D qui consiste en un mélange de
10 gaussiennes. Les gaussiennes ont la méme covariance et des moyennes situées sur un cercle. Le graphe
a droite de la figure (VI.1) montre la distribution estimée avec le maximum de vraisemblance. On note la
dégénérescence du maximum de vraisemblance qui diverge vers des gaussiennes tres piquées.
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Distribution originale Distribution estimée avec maximum de vraisemblance
a partir de 100 échantillons

Fi1G. VI.1: Echec de I'estimation des parametres d’une distribution mélange de 10 gaussiennes avec la méthode
du maximum de vraisemblance.

VI.3 Solution bayésienne

La dégénérescence a été mentionnée par plusieurs auteurs [Kiefer et Wolfowitz, 1956; Day, 1969]. On
trouve dans [Hathaway, 1986] une solution & ce probléme de dégénérescence dans le cas scalaire. Cette solution
consiste a implémenter I’algorithme EM en imposant la contrainte que les variances soient strictement
positives 0, > ¢ > 0, z = 1..K. Le choix du parametre c et la contrainte de positivité rendent cette solution
complexe. Le cas vectoriel va nécessairement accroitre cette complexité puisqu’on doit imposer, dans ce cas,
la régularité des matrices de covariance. Dans le cas scalaire, une solution bayésienne a été considérée dans
[Ridolfi et Idier, 1999]. Elle consiste & pénaliser la vraisemblance avec un a priori inverse gamma. Dans le
cas vectoriel [Ormoneit et Tresp, 1998], 'utilisation d’un a priori conjugué (inverse wishart pour les matrices
de covariance R,) élimine également cette dégénérescence. Nous allons formuler une solution générale au
probleme de dégénérescence en se basant sur la caractérisation des points de singularité étudiée dans la
section précédente.

Intuitivement, la dégénérescence de la vraisemblance se produit quand I'une des matrices de covariance
R, se rapproche de la frontiére de singularité Fr(S,). L’approche bayésienne consiste & multiplier la vrai-

K
semblance? par la distribution a priori p(@) = Hp(Rz). On peut donc essayer, tout en restant dans
z=1
Pespace O, de jouer sur la forme de p(R,) afin d’éliminer la dégénérescence de la distribution a posteriori

K
P(SL.T | 9) H P(Rz)~
z=1

En étudiant le terme dans l'expression (VI.8) responsable de la dégénérescence, la loi a priori p(R.) doit
vérifier les deux conditions suivantes :

R.—Fr
frontiere de singularité.

(C.1) lim(s )|Rz|_N p(R.) = 0, quelque soit la maniére avec laquelle la matrice R, tend vers la
+

(C.2) Laloi a priori p(R.) soit bornée.

La premiere condition (C.1) assure que la vraisemblance pénalisée tend vers 0 quand on se rapproche de
la frontiere de singularité. La deuxiéme condition (C'.2) assure que la loi a priori ne cause pas a son tour
des dégénérescences et que la vraisemblance pénalisée reste bornée sur tout ’espace ©.

2En tant que fonction des moyennnes 1., la vraisemblance est bornée. C’est pourquoi , il suffit de considérer un a priori sur
les matrices de covariance.
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114 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

Parmi les lois a priori vérifiant les deux conditions (C'.1) et (C.2), on propose la distribution inverse
wishart (wishart pour les matrices R;!) :

1 vet(ntl)

R, ~IW,(v,,%,) x |R; exp |:%I/ZTI‘ (R;lzgl)

ou v, est le degré de liberté de la distribution wishart et X, est une matrice définie positive.

Proposition 3 Vs, 7 € (R™)7, la vraisemblance p(s1.7 | @) pénalisée par I’a priori inverse wishart :

HIW R.;v.,%.)

est bornée sur ©. En plus, elle tend vers 0 quand l'une des matrices de covariance se rapproche de la frontiere
de singularité.

Remarque 20 Le fait que la distribution a posteriori tend vers 0 garantit que les estimateurs MAP des
matrices de covariance n’appartiennent pas a la frontiére de singularité.

Preuve : la vraisemblance pénalisée s’écrit :

K T
p(0 | s1.7) HP(Rz) Z 2| ™ HN St M, Rz,) (VL9)
z=1 t=1

Z1..T

Pour chaque configuration z;_ 7 (terme de la somme finie dans (V1.9)), on a les inégalités suivantes :
p(zr.7r 7)) <1
N(St;p‘ztath) < ‘27—r1‘22t|7E

on a donc,

K . T g
p(0|s1.1) < <Z|th|f> IR
z=1 z=1

K
< |Rk,..|7% []p(R.) (VL.10)
z=1
K +(nt1) 1
_T — 1 erinTo) 1w —1
< | Kminl 2 1:[|Rz | 2 exp [§V2Tr (Rz Ez )

ou la classe kpyn est telle que |Ry, . | < |Ry| pour tout k € {1..K'}.

Finalement, en utilisant I'inégalité suivante, valable pour toute matrice M symétrique positive ([Gostiaux,
1993b] page 261) :

(det A)V/" < %Tr (4),

on arrive a I'inégalité qui va nous permettre de conclure la démonstration :

p(0 | si.7) <|Ry,,,

K -11/n
_r RS o nv|X|
2 lell IR, ™ 2 exp [ IR R/ (VL.11)

On voit clairement que si l'une des matrices R, approche la frontiere Fr(S,), alors le déterminant | Ry,
tend vers 0 et par conséquent, le majorant dans (VI.11) de la distribution a posteriori tend vers 0, ce qui
acheve la démonstration.
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VI.3 Solution bayésienne 115

Remarque 21 En plus du fait qu’elle remplit les conditions (C.1) et (C.2), la distribution a priori inverse
wishart présente l’avantage de garder la méme structure des équations de ré-estimation de l’algorithme EM.
Le seul changement concerne la ré-estimation des covariances R,. Ainsi, a l'itération m de 'EM :

S (st - ) (s~ 1) bl | 50, 000)
Sans pénalisation — R™ — _t
> p(z]5,0Y)

t

> (s — i) (se — ™) plz | 80,0 Y) + 1.3

Avec pénalisation — R™ — ¢

Zp(z | stﬂa(m_l)) + (@ +n+1)
t

\ . . . N . -1 .
ot on remarque que la seule modification consiste a rajouter les termes v,3, " et (v, +n+ 1) respectivement
dans le numérateur et dans le dénominateur.

VI.3.1 EXISTENCE DE LA SOLUTION

Afin de simplifier les notations, nous allons noter f(€) la vraisemblance pénalisée. La proposition (2)
garantit que la fonction f(0) est continue (par prolongement) sur l'espace ® et qu’elle tend vers 0 quand
I'une des matrices R, approche la frontiere de singularité. Supposons que ’ensemble C des matrices de
covariance contient au moins une matrice Ry définie positive. La valeur f(0) est strictement positive.
En supposant que 'espace C est connexe (donc bien enchainé), ceci assure qu’une recherche continue du
maximum de la fonction f ne va pas traverser la frontiere de singularité et que le maximum (s'il existe)
n’appartient pas a cette frontiere.

Afin de prouver l'existence d’au moins un maximum, le fait que f soit bornée sur la frontiere n’est
pas suffisant. Nous allons d’abord munir I’espace des matrices de covariance (n x n) d’une métrique en le
considérant comme un espace vectoriel normé de dimension n?. Le produit scalaire entre deux matrices M
et IN est défini par :

<M,N>=Tr(M"N),

et donc la norme est définie par :
1M]> =D M
4,J

L’espace C est un sous-espace fermé de S; mais il n’est pas nécessairement borné et donc il n’est pas
compact. On ne peut pas alors appliquer le théoréeme qui précise qu'une fonction continue sur un compact
est bornée et atteint ses bornes. Cependant, nous allons montrer dans la suite que la fonction f est bornée
et atteint son maximum sur ©.

Supposons qu'il existe au moins K matrices R? € C définies positives, f(8o) a une valeur finie strictement
positive. Soit b un réel strictement positif tel que :

vz € Z,||RY)? <b.

On définit ’ensemble B; des matrices de norme inférieure ou égale a b. By est fermé borné. Les matrices
RY appartiennent alors & C N By. L’espace C N By, est aussi fermé borné donc compact. La fonction f atteint
sur ce compact son maximum. Nous allons montrer maintenant que lorsque b tend vers l'infini, la fonction
f(0) tend vers 0 pour les 0 tels que ||R,|[* > b (R, a l'extérieur de la boule By).

En reprenant 'inégalité (VI.10), on montre que :

p(O|s1.7) <> Q. ., (VL12)

Z1..T
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116 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

ol le terme Q,, , est défini pour chaque configuration z; 7 par :

X 1 1
— - exp {2I/ZTI“ (R'=]T) (V1.13)

21.T vzt (et D)+ 7,
2

z=1 ‘Rz

T. = {t| z: = z} étant la répartition des indices temporels selon la configuration z1_ 7.

En utilisant le fait que la norme d’une matrice positive est égale a la somme des carrés de ses valeurs
propres (voir [Gostiaux, 1993b] page 261) :

n
2 2
1M =",
j=1
on aboutit aux inégalités suivantes :

n
b < HRZH2 = ZAgj < nAz,max
j=1
Ainsi, lorsque b tend vers 'infini, les valeurs propres maximales des matrices R, tendent vers l'infini. Par
conséquent, en utilisant la majoration (VI.12) et I'expression (VI.13), il est facile de prouver que :

blim f(8) =0, pour 6 tel que ||R.||* > b.

Cette limite veut dire que Ve > 0, il existe un rayon b. tel que si 'une des matrices R, se trouve a
lextérieur de la boule By, alors la vraisemblance pénalisée est inférieure & e. En prenant 0 < e < f(0g), on
aura f(0) < f(8y) pour tous les points € a Uextérieur de C N By, . L’ensemble C N By, est compact, donc f
atteint son maximum au point @ € C N By,. En particulier f(0) > f(8o), et donc supérieure & tous les points
a extérieur de CN By, . On a ainsi prouvé 'existence d’un maximum global pour la vraisemblance pénalisée.
La figure (VI.2) illustre cette démonstration.

Frontiere de singularité

By, "R est un compact

Fia. VI.2: Mllustration de la preuve d’existence d’un maximum globale pour la vraisembance pénalisée.

La figure (V1.3) illustre leffet de la régularisation apporté par la pénalisation de la vraisemblance. Nous
avons utilisé les mémes conditions de simulation que dans 'exemple de la figure (VI.1). Avec la pénalisation,
le risque de dégénérescence est nul. Ce que nous avons noté dans les simulations.
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I’algorithme EM pénalisé.

FiG. VI.3: Effet de la régularisation apporté par la pénalisation de la vraisemblance.

V1.4 Estimation des matrices de covariance structurées

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut tenir compte de certaines contraintes sur la
structure des matrices de covariance R,. Autrement dit, ’espace C auquel doit appartenir les matrices R,
n’est pas tout l'espace S; des matrices positives mais il y est strictement inclu : C = S UV C S4, ou V
caractérise la structure imposée aux matrices de covariance. Dans le cas ou la structure imposée vérifie la
propriété suivante :

Propriété 3 Si R C alors SR €V

Autrement dit, la variation de la matrice R définie par :

SR(1,1) 6R(1,2) - 6R(1,n—1) &R(1,n)
sp_ | @D GRE2) . 6R@n-1) SR2m)
SR(n,1) 6R(n,2) . O0R(n,n—1) J6R(n,n)

garde la méme structure que la matrice R € C. On donne deux exemples de telles matrices :

Exemple 5 Si on suppose que le vecteur s; représente une série stationnaire alors les matrices de cova-
riances sont Toeplitz et vérifient la propriété (3).

Exemple 6 Dans certaines applications, on connait les structures des matrices R, mais a des ceefficients
multiplicatifs prés :
R. =03, 2=1.K,

ot les matrices X, (par exemple les spectres de processus stationnaires) sont connues mais les ceefficients o,
(les puissances des spectres) ne sont pas connus. Ces matrices R, vérifient la propriété (3).

Exemple 7 Les variétés linéaires :
L
C={R=) uQ |zcR"}
=1

ot {Q}, est la base de C, est un espace fermé vérifiant la propriété (3). D’ailleurs, les deux ezemples
précédents en sont des cas particuliers.
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118 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

Remarque 22 On note que ce type de contrainte de structure n’est pas de méme nature que la contrainte de
régqularité étudiée dans la section précédente. Contraindre algorithmiquement les matrices a étre réguliéres
n’est pas facile. On a vu que la pénalisation est une solution efficace qui nous permet d’éviter cette difficulté.

Dans la suite, nous allons généraliser le travail de [Burg, 1982] 3 (o1 les auteurs estiment une matrice de
covariance structurée d’un processus gaussien) au cas de mélange de gaussiennes multivariables en proposant
un algorithme EM "renversé”.

Commencons par rappeler 'algorithme EM standard pour l’estimation des parametres d’un mélange de
gaussiennes. C’est un algorithme itératif qui, partant d’un point initial 0(0), transforme %) en 61 selon
les deux étapes suivantes :

Etape-E : En considérant les observations s; 7 comme des données incompletes et les étiquettes z1. 1
comme les données manquantes, on calcule la fonctionnelle Q(6 | §*)) :

Q(6 | O(k)) = E[logp(sluT,zluT |0) +logp(0) | sluT,O(k)].

k+1)

Etape-M : Remettre & jour 6 en maximisant la fonctionnelle (6 | 6%)) -

6+ = argmax Q(6 | 60
0

Les expressions des p (k+ ) et de w*+D sont simples a dériver. On s’intéresse plus particulierement a la
maximisation de la fonctlonnelle Q(0 | B(k)) par rapport aux matrices de covariance R, sous la contrainte
qu’elles appartiennent a I’ensemble C. Nous avons alors le probleme suivant :

mazimisation de Q,(. | 8™) Zg R..S.) sc. {R.€C,z=1.K}.

L’optimisation par rapport aux matrices R, est alors découplée. Les fonctions g(R,, S,) sont définies

par :
z 1 — z —
g(R..8.) = — (1 + %) log |R.| — Tr (Rz L (sz n X,—zz 1)) ,

ou S, est la matrice de covariance empirique moyennée et N, est le nombre moyen des étiquettes de classe
z:

(¢ — V) (s — pFHNT p(z ] 50, )

T
S (=50 6P)
t=1

M’ﬂ

Sz — t=1

T
N. =Y plz]si, 6%)
t=1

Les matrices R, doivent vérifier les conditions de gradient suivantes :

69(R., S.) = Tr ({ RIS + % Z7)R — (14 =51 R;T R, =0, i
VI1.14

z=1.K.

Les contraintes de structure sont exprimées a travers le terme dR,. Tous les déplacements ne sont pas
autorisés et doivent étre conformes aux contraintes de structure.

3Dans [Burg, 1982], on trouve d’autres exemples de contraintes de structure.
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VI.4 Estimation des matrices de covariance structurées 119

VI.4.1 (CAS SANS CONTRAINTES DE STRUCTURE

Les variations des matrices R, sont quelconques et donc les gradients % sont identiquement nuls :

1% 71
d9(R., S.) S:+ 7
#92) _ RG+Y) — 72 N2 VI.15
OR. = R v

On retrouve ainsi les équations de ré-estimation standards de ’algorithme EM. On note que la pénalisation
de la vraisemblance par ’a priori inverse wishart garantit que I'estimée de R, est définie positive gréace a la

présence du terme ;(,—12;1 dans le numérateur de lexpression de R (VL15).

VI1.4.2 (CAS AVEC CONTRAINTES DE STRUCTURE

La résolution des équations de gradient (VI.14) en imposant des contraintes de structure est compliquée
a cause de la présence des termes en R_'. Nous allons proposer un algorithme EM renversé en généralisant
Palgorithme "Inverse Iteration Algorithm” de [Burg, 1982] au cas de mélange gaussiennes. L’idée principale
consiste a résoudre les équations du gradient dg(R,, S, — D.) en D, et non plus en R, . En effet si on regarde
Pexpression (VI.14) de dg(R., S.), on s’apercoit qu’elle est non linéaire en fonction de R, mais qu’elle est
linéaire en fonction de S,. Il est alors plus facile d’imposer la contrainte de structure sur la matrice S,. A
chaque itération k de I’algorithme EM, les matrices de covariance sont calculées de la maniere suivante :

1. Trouver D, € C telle que g(ng)7SZ -D,)
satisfait les conditions du gradient :

sg(RM, S, — D,) = 0.

2. RY — RW™ 1 D,

Remarque 23 Nous avons attribué Uadjectif "renversé” en suivant les arguments de [Burg, 1982]. En effet,
la recherche de Uincrément D, de telle facon que la fonction g(R.,S, — D,) satisfait les conditions du
gradient, peut s’interpréter comme une modification virtuelle de la matrice empirique S, en fizant la matrice
R, . Ensuite, la matrice R, subit le déplacement inverse, d’ou l'adjectif "renversé”.

Nous allons montrer dans la suite que cette modification de I’algorithme EM n’affecte pas sa monotonie
et que le calcul de D, consiste a résoudre un systéme linéaire.

[A] MONOTONIE DE L'EM RENVERSE

On veut prouver que D, est une direction qui garantit la croissance de la vraisemblance pénalisée. Pour
ceci, il suffit de montrer que le produit scalaire du gradient de la fonctionnelle Q(0 | 8%%)) et de la direction

D, (solution de 5g(R,(zk), S, — D,) =0) est positif :

2 — 2 1, -
Tr ({R;l(sz + ;—zz DRI - (1+ %)Rz 1} Dz> > 0. (VL16)
Le terme a gauche peut se décomposer en :
v,+n—+1

Tr <{R;1(sz D+ e HRI -1+

N )R;l} DZ> +Tr (R;'D.R.'D.),

N
ol le premier terme est nul par construction de D,. Le deuxieéme terme s’écrit, en considérant la décompo-
sition de Cholesky de la matrice R;! = GGT,

Tr (R;'D.R;'D.) = Tr(GG'D.GG'D.,
= Tr(GT"D.GG"D.G
= ||G"D.G|>.
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120 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

Si la matrice D, est non nulle, ce terme est strictement positive, ce qui achéve la démonstration de
I'inégalité (VI.16).

D’apres les propriétés de I’algorithme EM (rappelées dans le chapitre (1)), la croissance de la fonctionnelle
o(. ] G(k)) implique la croissance de la vraisemblance pénalisée incompléte p(s1..1 | 0)p(0) :

Q6" [6™) > (™ | 6%) = p(sr.r [ 6 )p(0“FY) > p(s1.x | 0W)p(6)

La matrice D, est alors une direction assurant la croissance de la vraisemblance pénalisée.

[B] CaALcuL DE D,

A Titération k de 'EM renversé, l'incrément D, doit vérifier 'équation de gradient suivante :

—1 1 1
T ({RO7(5. - .+ 3RO - (14 RO Q) =,
(VL17)

vQ € C.

Au lieu de chercher D, on peut chercher directement la matrice R/Z = ng) + D, . I’équation précédente
devient :

-1 -1 -1, -1
T ({RO7 (5 + 2 )RY T - (14 2RO RIRY Q) <o,
(VL.18)

vQ € C.

En prenant une base {Ql}lel de 'espace C, ceci revient a trouver le vecteur x tel que la matrice R; =
Z x;Qy vérifie 'équation (VI.18) pour les L matrices Q;. Nous avons alors un systeme linéaire & L équations
et L inconnues :

L
(14 =fptl) ZmlTr (Rgm—lQlek)—le) —Tr <ng)—1(sz + 22

_ —1

¥ > HRW Qj>
=1 z

j=1.L.

On peut mettre ce systéme sous forme matricielle :

Mz =b, (VL.19)
en définissant la matrice M par :
My =Tr (RO QR Q;) . (VL.20)
et le vecteur b par :
N, -1 v -1
b = z T (k) + 23 "HRF ).
P Nt v tnt1 I<RZ A

Maintenant, il faut vérifier que la matrice M est définie positive* pour que 1’équation linéaire (VI.19) ait
une solution. Autrement dit, il faut vérifier que :

Vo 7£ O,Z’L}ijlvl > 0.
7,0

4En fait, il faut vérifier que la matrice M est réguliére mais comme elle est symétrique, il suffit de vérifier qu’elle est définie.
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En utilisant les expressions (VI.20) des éléments de la matrice M,

~1 ~1
Zvajlvl = ZTr(Rik) v,QR™ vaj)
5.l

7,0
—1 -1
- Tr(ng> BRY B), B=> v,Q;,
j

-1

- Tr(G"TBGG'BG), (RY  =GG")
= [|GTBG|>.

Puisque la matrice B est non nulle (v # 0), la norme au carré ||GTBG||? est strictement positive. Ce
qui prouve que la matrice M est définie positive et donc que I’équation (VI.17) admet une solution unique

ﬁz = Zﬁlel avec & = M~ !b.
l

VI.5 Sources mélangées

Dans cette section, on considere le cas ou les sources s1._7 ne sont pas directement observées. On suppose
qu’elles ont subi une transformation linéaire (avec une matrice inconnue A) en plus d’un bruit blanc additif
gaussien de covariance inconnue R.. Les observations effectives sont représentées par les signaux vectoriels
x1. 7. A chaque instant ¢, cette transformation est modélisée par la relation matricielle suivante :

ry = ASt + €, t= 1T,

ou x; est le vecteur (m x 1) des observations, s; le vecteur (n x 1) des sources, A est la matrice de mélange
(m X n) et € est le bruit blanc de covariance R..

Si les sources sont modélisées par des mélanges de gaussiennes, le vecteur total v des parametres inconnus
a identifier contient désormais la matrice de mélange, la covariance du bruit et les moyennes et covariances
a priori des sources. L’ensemble I des parametres devient :

r={AeMpn,,RecSy,u, cR" R, €S54, z=1.K}.

Nous allons montrer que l'identification du parametre < a partir des observations x1. 7 par la méthode
du maximum de vraisemblance souffre des mémes probléemes de dégénérescence étudiés dans les sections
précédentes. En effet, la vraisemblance de -+ s’écrit :

p(@1.r | 7) / D@11 | $110 A R p(s1 7 | (o R2Y=F)d sy 7

rT
Z p(z1.7) H/s p(x: | 81, A, Re) p(se | szRz)dstl (VI.21)

zZ1..T
rr
= Y plarr) |[[[N(@e; Ap,, AR.A" + R,)
Z1..T Lt=1

On note, sous cette forme, que la distribution des observations x; 7 est un mélange de gaussiennes
multivariables. La loi des étiquettes 21, 1 de ce mélange est la méme que celle des étiquettes des sources s1. 7.
Les observations appartenant a la classe z suivent une gaussienne de moyenne m, = Ap, et de covariance
P. = AR_AT + R.. Les moyennes et les covariances (m, P,) possédent ainsi une structure particuliere et ne
varient pas d’une fagon indépendante comme c’était le cas pour les moyennes et les covariances (., R.) des
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122 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

sources. La multiplication par la matrice A et ’ajout du bruit sont a ’origine de cette dépendance algébrique.
Cependant, malgré cette dépendance, nous allons prouver que les mémes risques de dégénérescence existent
dans ce cas. Intuitivement, en suivant les arguments avancés dans le cas sans mélange, ceci revient a justifier
que bien que les matrices P, soient liées, on peut soit les partager en matrices régulieres et matrices singuliéres
soit controler les vitesses relatives de leurs convergences vers la frontiere de singularité. Ces situations ne se
produisent qu’a cause de la diversité des matrices R,. En effet, si la singularité provient uniquement de la
covariance R, ou de la matrice A, elle aura un effet commun sur toutes les matrices P, et la dégénérescence
ne se produit pas.

On rappelle que les matrices de covariance R, et R, appartiennent a l'espace fermé S; des matrices
symétriques positives et les contraindre a étre définies complique la mise en ceuvre de l'identification. Cette
difficulté est due au fait que ’ensemble des matrices définies positives est un ouvert. Pour la méme raison,
on n’'impose pas que la matrice A soit de rang plein.

On commence par s’assurer que parmi les matrices P, = AR, AT + R,, il peut y exister au moins une
matrice singuliere et au moins une matrice réguliere.

Proposition 4 ¥ A non nulle, il existe des matrices {P, = AR, AT + R,z = 1..K} telles que
{z | P, est singulie¢re } # 0 et {z | P, est réguliére } # 0.
R, est nécessairement une matrice positive singuliére et au moins une des matrices R, est singuliére.

Preuve : Sans affecter la généralité de la démonstration, on va construire les matrices P, de telle facon que
la matrice P; soit singuliere et que les autres matrices { P, }X_, soient régulieres.

On note Ker(M) = {v | Mv = 0} le noyau d'une matrice M et C(M) = {v | vI Mwv = 0} son cone
d’isotropie. Nous allons utiliser une propriété importante des matrices réelles symétriques ([Gostiaux, 1993a],
pp 418) :

Propriété 4 Si M est symétrique positive alors son noyau est égal a son cone d’isotropie.

En utilisant cette propriété, les noyaux des matrices P, vérifient la relation suivante :
Ker(P,) = Ker(AR.AT) N Ker(R.)

Pour que la matrice P; soit singuliere et que les autres P, soient régulieres, les parametres ~ doivent
vérifier les relations suivantes :

Ker(AR AT) N Ker(R.) # {0}
(V1.22)
Ker(AR,AT)NKer(R.) = {0}, z=2.K

Avant de construire les matrices R, et R, vérifiant la condition (VI.22), on note que :

1. Si la matrice R, est réguliere alors toutes les matrices P, sont régulieres. En effet, selon le principe
mini-max de la caractérisation des valeurs propres de la somme de deux matrices hermitiennes, les
valeurs propres des matrices P, sont supérieures a celles de R, et par conséquent strictement positives.

2. Si toutes les matrices R, sont régulieres, alors les matrices P, sont soit toutes réguliéres soit toutes
singulieres. En effet, en général, nous avons :

Ker(AT) C Ker(AR.AT), z = 1..K. (V1.23)

Dans le cas particulier ol toutes les matrices R, sont régulieres, cette inclusion devient une égalité.
Toutes les matrices P, ont donc le méme noyau Ker(AT) N Ker(R,) et sont ainsi soit toutes régulieres
soit toutes singulieres.
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Supposons maintenant que toutes les matrices R, sont régulieres sauf la premiere matrice R;. Nous
allons essayer de construire les matrices Ry et R, vérifiant la condition (VI.22). Soit & un vecteur non nul
appartenant & [Ker(AT)]4. Soit (z;)jes une famille de vecteurs appartenant & Ker(A7T) telle que {z} U
(x;);jes soit une base orthonormale (ceci est assuré par le principe de la base incomplete). Les matrices
R, = Z o ccja:jT (j >0) et R, = Zﬂj ccja:jT (B; > 0) vérifie les relations suivantes :

jed jed

x, € Ker(AR,AT) N Ker(R,)
Ker(AR,AT) N Ker(R.) = {0}

Par conséquent les matrices Ry et R, vérifient la condition (VI.22) ce qui acheéve la preuve de la propo-
sition (4).

Remarque 24 On note dans la proposition (4) que l’ensemble des classes z telles que les matrices R, soient
singulieres contient celui des classes z telles que les matrices P, soient singulieres. En effet, la matrice R,
peut bien étre singuliére sans que la matrice P, le soit.

L’existence de certains points de singularité® pour la vraisemblance p(z1. 7 | ) est alors simple & prouver.

Proposition 5 V ;. 7 € (R™)7T, il existe des points de singularité v* € T' ot la vraisemblance, définie par
(VI.21), diverge :

lim p(zy.7 |7) = oc.

Y=y

Nécessairement, la covariance du bruit R, est singuliére et l'une au moins des covariances R, est singuliere.

La preuve de cette proposition repose sur les mémes arguments que ceux du cas sans mélange étudié dans
la section (VI.2), grace a la proposition (4).

VI.6 Elimination de la dégénérescence dans le cas du mélange

En s’inspirant du cas sans mélange traité dans les sections précédentes, on va étudier la solution bayésienne
qui consiste a choisir un a priori inverse wishart pour les matrices de covariance. En fait, nous savons que
la dégénérescence se produit, méme dans le cas du mélange, quand les matrices de covariance R, et R,
approchent la frontiere de singularité Fr(Sy) des matrices positives. En choisissant un a priori de telle
maniere que la distribution a posteriori tend vers 0 quand I'une des matrices approchent la frontiere de
singularité, on élimine le risque de dégénérescence et on garantit en plus que les covariances estimées sont
définies positives.

Nous allons montrer qu’il suffit de mettre un a priori inverse wishart sur la covariance du bruit R, pour
éliminer la dégénérescence.

Proposition 6 V z, 7 € (R™)T, la distribution a posteriori :

p('y | wl..T) X p(wl‘.T ‘ ’7) IWm(Re y Ve, 25)

ot la vraisemblance p(x1.7 | 7v) est définie par (VI.21), est bornée et tend vers 0 quand ~ se rapproche de
l'un des points de singularité ~*.

Preuve : L’expression (VI.21) de la vraisemblance p(z1.r | 7v) a la méme forme que la vraisemblance
dans le cas sans mélange sauf que 1’a priori est porté sur la matrice R, et non sur les matrices P,. On peut

5A la différence du cas sans mélange, vu la complexité de ’ensemble des parametres, on ne cherche pas & caractériser tout
I’ensemble des points de singularité.
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124 Dégénérescence du maximum de vraisemblance

donc se baser sur les mémes calculs menés dans la preuve de la proposition (3) :

K T
p(v[z17) < PR <Z|PZ|%>

z=1

(VL1.24)

vet+(m+1)
2

2

< |R!

exp [—%VETI" (R;lEE_l)] | Py

min

ou la classe ky,p est telle que | Py

< |Py| pour tout k € {1..K}.

Comme on a les deux inégalités suivantes :

min

RISV < AT (RIYETY)

|R| < | Py

min |

on obtient
e |z 7t Ym

p(y | z1.1) < Wwexp 2 |RJYm

ol le terme a droite tend vers 0 quand R, approche la singularité. Ce qui prouve que la densité a posteriori
p(v | z1..7) tend vers 0 quand I'une des conditions nécessaires de la dégénérescence (R, est singuliere) est
vérifiée.

V1.7 Conclusion

Nous avons montré que le critere du maximum de vraisemblance, dans le cas de I’estimation des para-
metres d'un mélange de gaussiennes multivariables, souffre d’un probléeme de dégénérescence. La vraisem-
blance diverge vers l'infini quand le parametre se rapproche de I'un des points de singularité. Ces points de
singularité sont caractérisés par la propriété suivante :

Propriété 5 Au moins l'une des matrices de covariance R, est positive singuliére et la moyenne correspon-
dante p, appartient & Uintersection de n — rang(R.) hyperplans de R™.

Cette caractérisation montre que le risque de dégénérescence est plus important dans le cas vectoriel que
dans le cas scalaire ol les points de singularité sont tels qu'une des variances o2 est nulle et la moyenne
correspondante . coincide avec une observation.

Une des conditions nécessaires de cette dégénérescence est que I'une des matrices de covariance approche la
frontiere de singularité. Contraindre les matrices R, a étre régulieres complique le probleme d’identification.
Pour se rendre compte de cette complexité, il suffit de considérer le cas scalaire o la contrainte (o,/0, >
c > 0, 2,2/ € Z) (solution envisagée par [Hathaway, 1986]) complique la mise en ceuvre de I’algorithme
EM.

Le contexte bayésien offre une solution efficace pour éliminer le risque de dégénérescence sans contraindre
algorithmiquement les matrices a étre régulieres. Cette solution consiste a choisir une densité a priori de telle
fagon que la densité a posteriori soit bornée et qu’elle tend vers 0 quand 1'une des matrices de covariance
approche la frontiere de singularité. En se basant sur les propriétés topologiques de ’espace des parametres,
nous avons montré l'existence d’un maximiseur de la densité a posteriori et que les covariances correspon-
dantes sont nécessairement régulieres. L’a priori inverse wishart remplit cette condition et présente en plus
I'avantage que ’algorithme EM garde une forme simple et efficace a implémenter.

Nous avons traité en plus d’autres types de contraintes qui consistent a imposer une structure particuliere
aux matrices de covariance. Dans le cas ou l'espace de contrainte est stable par variations continues des
éléments de la matrice de covariance, nous avons généralisé la procédure de [Burg, 1982] pour proposer un
algorithme EM renversé capable d’identifier les parameétres du mélange en préservant la structure imposée
aux covariances.
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Finalement, nous avons étudié ces risques de dégénérescence dans le cas ou les sources ne sont plus
directement accessibles mais plutot mélangées et bruitées. La singularité de la covariance du bruit et d’au
moins une des covariances de I’a priori des sources est une condition nécessaire de cette dégénérescence. En
s’inspirant du cas sans mélange et en choisissant un a prior: inverse wishart sur la covariance du bruit, nous
avons montré que la distribution a posteriori du parametre global (qui est constitué de la matrice de mélange,
de la covariance du bruit et des moyennes et variances de la distribution a priori des sources) est bornée et
tend vers 0 quand on se rapproche d’un point singulier provoquant la dégénérescence de la vraisemblance.
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CHAPITRE VII

SELECTION D’a priori ET GEOMETRIE DE
L’INFORMATION

(p1,7m)

(p2,72)

(p3,73) 1 — 0 projection

VII.1 Introduction
VII.2 Statistical geometric learning
VIIL.2.1 Mass and Geometry
VII.2.2 Bayesian learning
VIL.2.3 Restricted Model
VII.3 Prior selection
VII.4 {-flat families
VIL.5 Mixture of §-flat families and singularities
VII.6 Examples
VIL.6.1 Multivariate Gaussian mixture
VIL.6.2 Source separation
VIIL.7 Conclusion and discussion

e chapitre est consacré au probleme de la sélection de la loi a priori dans
> 0 contexte bayésien. Nous présentons une approche originale [Snoussi et
. {))l”)) Mohammad-Djafari, 2002a] basée sur la théorie de la prédiction bayésienne
‘ @ [Zhu et Rohwer, 1995a] en utilisant les outils de la géométrie de I'information
[Amari et Nagaoka, 2000]. On montre I'importance du choix de la géométrie dans
I’espace des distributions de probabilité. La regle de Bayes permet de définir la masse
par la loi a posteriori. Une fois la géométrie et la masse fixées, on construit un critere
variationnel dont la minimisation donne la loi a priori qu’on a notée d-a priori. Avec
les outils de la géométrie différentielle, on introduit la notion d’a priori projeté pour
les familles paramétriques. Ce travail est appliqué au mélange de familles J-plates
comme le mélange de familles exponentielles (0-plates) et en séparation de sources.
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Abstract

In this contribution, we study the problem of prior selection arising in Bayesian inference. There is an
extensive literature on the construction of non informative priors and the subject seems far from a definite
solution [Kass et Wasserman, 1994]. Here we revisit this subject with differential geometry tools and propose
to construct the prior in a Bayesian decision theoretic framework. We show how the construction of a prior by
projection is the best way to take into account the restriction to a particular family of parametric models. For
instance, we apply this procedure to the curved parametric families where the ignorance is directly expressed
by the relative geometry of the restricted model in the wider model containing it.

VII.1 Introduction

Experimental science can be modeled as a learning machine mapping the inputs « to the outputs y (see
figure (VIIL.1)). The complexity of the physical mechanism underlying the mapping inputs/outputs or the
lack of information make the prediction of the outputs given the inputs (forward model) or the estimation of
the inputs given the outputs (inverse problem) a difficult task. When a parametric forward model p(y | z, 0)
is assumed to be available from the knowledge of the system, one can use the classical ML or when a prior
model p(x,0) = p(x|6)p(0) is assumed to be available too, the classical Bayesian methods can be used
to obtain the joint a posteriori p(x,0|y) and then both p(x|y) and p(@|y) from which we can make
any inference about x and 6. But in many practical situations the question of modeling p(y | ) and p(x)
is still open and to validate a model, one uses what is called the training data z = (z;,y;)i=1..n. Then
the role of statistical learning become trying to find a joint distribution p(z) belonging in general to the
whole set of probability distributions and to exploit the maximum of relevant information to provide some
desired predictions. In this paper, we suppose that we are given some training data x; n and y;. n and
some information about the mapping which consists in a model @ = {P(z)} of probability distributions,
parametric (Q = {P(z]0)}) or non parametric. Our objective is to construct a learning rule 7 mapping the
set Z of training data z = (21, n,y1..n) to a probability distribution p € Q or to a probability distribution
in the whole set of probabilities p € P :
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z — 0

inputs outputs

FiG. VII.1: Learning machine model of experimental science

The Bayesian statistical learning leads to a solution depending on the prior distribution of the unknown
distribution p. In the parametric case, this is equivalent to the prior II(#) on the parameter 8. Finding a
general expression for I1(0) and how this expression reflects the relationship between a restricted model and
the closer set of ignorance containing it are the main objectives of this paper. We show the prior expression
depends on the chosen geometry (subjective choice) of the set of probability measures. We show that the
entropic prior [Rodriguez, 1991] and the conjugate prior of exponential families are special cases related to
special geometries.

In section I, we review briefly some concepts of Bayesian geometrical statistical learning and the role of
differential geometry. In section II, we develop the basics of prior selection in a Bayesian decision perspective
and we discuss the effect of model restriction both from non parametric to parametric modelization and
from parametric family to a curved family. In section III, we study the particular case of §-flat families where
previous results have explicit formula. In section IV, we come across the case of §-flat families mixture. In
section V, we apply these results to a couple of learning examples, the mixture of multivariate Gaussian
classification and blind source separation. We end with a conclusion and indicate some future scopes.

VII.2 Statistical geometric learning

VII.2.1 MASS AND GEOMETRY

The statistical learning consists in constructing a learning rule 7 which maps the training measured data
z to a probability distribution ¢ = 7(2) € @ C P ={p| [ p = 1} (the predictive distribution). The subset Q
is in general a parametric model and it is called the computational model. Therefore, our target space is the
space of distributions and it is fundamental to provide this space with, at least in this work, two attributes
which are the mass (a scalar field) and a geometry. The mass is defined by an a priori distribution II(p) on
the space P before collecting the data z and modified according to Bayesian rule after observing the data
to give the a posteriori distribution (see figure (VIL.2)) :

P(p|z) < P(z|p)(p)

where P(z | p) is p(z) the likelihood of the probability p to generate the data z.

The geometry can be defined by the d-divergence Dy :

Jp  Ja [P
Dé(PaQ)—m‘FT—m

which is an invariant measure under reparametrization of the restricted parametric model Q. It is shown
[Amari 1985, Amari85] that, in the parametric manifold Q, the §-divergence induces a dualistic structure

129



130 Sélection d’a priori et géométrie de I'information

FiG. VIL.2: a posteriori mass proportional to the product of the a priori mass and the likelihood function

(g, V2, V179 where g is the Fisher metric, V? the § connection with Christoffel symbols I‘fj’k and V* = V179
its dual connection :

Gij = Eg[ail(O)ajl(H)]
I, = FEol(0:0,1(0) + 30:1(6)9;1(6)) 3,,1(0)]

The parametric manifold Q is d-flat if and only if there exists a parameterization [#;] such that the Christoffel
symbols vanish : Ffi (@) = 0. The coordinates [f;] are called the affine coordinates. If for a different coordinate
system [6;], the connection coefficients are null then the two coordinate systems [f;] and [f;] are related by
an affine transformation, i.e there exists a (n x n) matrix A and a vector b such that 6 = A6 +b.

All the above definitions can be extended to non parametric families by replacing the partial derivatives
with the Fréchet derivatives. Embedding the model Q in the whole space of finite measures P [Zhu et Rohwer,
1995a,b] not only the space of probability distributions P, many results can be proven easily for the main
reason that P is d-flat and d-convex ¥ § in [0, 1]. However, P is d-flat for only § = {0, 1} and d-convex for

§

§ = 1. For notation convenience, we use the d-coordinates [ of a point p € P defined as :

?(p) =p°/s

A curve linking 2 points a and b is a function v : [0, 1] — P, such that v(0) = a and v(1) = b. A curve is
a d-geodesic in the §-geometry if it is a straight line in the §-coordinates.

VII.2.2 BAYESIAN LEARNING

The loss quantity of a decision rule 7 with a fixed J-geometry can be measured by the d-divergence
Ds(p,7(z)) between the true probability p and the decision 7(z). This divergence is first averaged with
respect to all possible measured data z and then with respect to the unknown true probability p which gives
the generalization error E(7) :

£s(r) = | Po) [ PGz 1905t 7(2)
Therefore, the optimal rule 75 is the minimizer of the generalization error :
75 = argmin {Es(7)}
The coherence of Bayesian learning is shown in [Zhu et Rohwer, 1995a,b] and means that the optimal

estimator 75 can be computed pointwise as a function of z and we don’t need a general expression of the
optimal estimator 75 :

p(z) =1s(2) = argqmin/P(p | 2)Ds(p, q) (VIL1)
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By variational calculation, the solution of (VII.1) is straightforward and gives :
i = [FPwl)

The above solution is exactly the gravity center of the set P with mass P(p| z), the a posteriori distribution
of p and the d-geometry induced by the J-divergence Ds. Here we have the analogy with the static mechanics
and the importance of the geometry defined on the space of distributions. The whole space of finite measures
P is d-convex and thus, independently on the a posteriori distribution P(p|z) the solution p belongs to P
Voelo,1].

VII.2.3 RESTRICTED MODEL

In practical situations, we restrict the space of decisions to a subset Q € P. Qisin general a parametric
manifold that we suppose to be a differentiable manifold. Thus Q is parametrized with a coordinate system
[0:]"_; where n is the dimension of the manifold. Q is also called the computational model and we prefer this
appellation because the main reason of the restriction is to design and manipulate the points p with their
coordinates which belong to an open subset of R™. However, the computational model Q is not disconnected
from non parametric manipulations and we will show that both a priori and final decisions can be located
outside the model Q.

Let’s compare now the non parametric learning with the parametric learning when we are constrained to
a parametric model Q :

1. Non parametric modeling : The optimal estimate is the minimizer of the generalization error where
the true unknown point p is allowed to belong to the whole space P and the minimizer ¢ is constrained

to 9 :

ﬂa:ma:mmm/~PM@mwm (VIL2)
qgeQ pEP

Thus the solution is the d-projection of the barycentre p of (P, P(p|z), Ds) onto the model Q (see
figure (VIL.3)).

d-projection

T~

F1a. VIL.3: Projection of the non parametric solution onto the computational model

2. Parametric modeling : The optimal estimate is the minimizer of the same cost function as in the
non parametric case but the true unknown point p is also constrained to be in Q :

4(z) = 1s(z) = argmin P(p|z)Ds(p,q) = arg min/ P(0|z)Ds(pg,q)d O (VIL3)
€Q Jpeo e Jo

The solution is the d-projection of the barycentre p of (Q, P(€]z), Ds) onto the model Q (see figure
(VIL4)).
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F1a. VII.4: Projection of the barycentre solution onto the parametric model

The interpretation of the parametric modeling as a non parametric one and the effect of such restriction
can be done in two ways :

1. The cost function to be minimized in equation (VII.3) is the same as the cost function in (VII.2) when
p is allowed to belong to the whole set P and the a posteriori P(p|z) is zero outside the model Q.
This is the case when the prior P(p) has Q as its support. However this interpretation implies that the
best solution p which is the barycentre of @ can be located outside the model Q and thus has a priori
a zero probability !

2. The second interpretation is to say that the cost function to be minimized in equation (VIIL.3) is the
same as the cost function in (VIL.2) when the a posteriori P(@|z) is the projected mass of the a
posteriori P(p|z) onto the model Q. We note here the role of the geometry defined on the space P
and the relative geometric shape of the manifold. For instance, the ignorance is directly related to the
geometry of the model Q. The projected a posteriori or a priori can be computed by :

1 X
- (9) / I

q

where f(p) designs the a priori or the a posteriori distribution and S, = {p € P | p* = q} the set of
points p whose the §-projection is the ¢ in Q.

The manipulation of these concepts in the general case is very abstract. However, in section IV, we
present the explicit computations in the case of restricted autoparallel parametric submanifold Q; € Q
of é-flat families.

VII.3 Prior selection

The present section is the main contribution of this paper. We address here the problem of prior selection
in a Bayesian decision framework. By prior selection, we mean how to construct a prior P(p) respecting
the following rule : Exploit the prior knowledge without adding irrelevant information. We note that this
represents a trade off between some desirable behaviour and uniformity of the prior. We want to insist here,
that the prior selection must be performed before collecting the data z, otherwise the coherence of the
Bayesian rule is broken down.

In a decision framework, the desirable behaviour can be stated as follows : Before collecting the training
data, provide a reference distribution pg as a decision. The reference distribution can be provided by an
expert or by our previous experience. Now, we have the inverse problem of the statistical learning. Before,
the a posteriori distribution (mass) is fixed and we have to find the optimal decision (barycentre). Now, the
optimal decision py (barycentre) is fixed and we have to find the optimal repartition II(p) according to the
uniformity constraint. In order to have the usual notions of integration and derivation, we assume that our
objective is to find the prior on the parametric model @ = {qy | @ € © C R"}.

The cost function can be constructed as a weighted sum of the generalization error of the reference prior
and the divergence of the prior from the Jeffreys prior (The square root of the determinant of the Fisher
information [Box et Tiao, 1972]) representing the uniformity. It is worth noting that we are considering two
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different spaces : the space P of finite measures and the space of prior distributions on the finite measures.
Since we have two distinct spaces, we can choose two different geometries on each space. For example, if we
consider the §-geometry on the space P and the 1-geometry on the space of priors, we have the following
cost function :

J(I) = e / I1(8) D5 (o, po)d 0 + / 11(6) logI1(0)//g(6)d 6 (VIL4)

where . is the confidence degree in the reference distribution py and +, the uniformity degree. Considered
independently, these two coefficients are not significant. However, their ratio is relevant in the following. The
cost (VIL.4) can be rewritten as :

J(I) = 7eE(70) + yu [ TL(0) log I1(6) //(6)d 6

dto _

G2 =0
where E(7) is the generalisation error of a fixed learning rule 7o. By variational calculation, we obtain the
solution of the minimization of the function (VIL.4) :

T1(8) o e 7a Ps(Pesro) | /() (VIL5)

We note that if 6 = 1 then the cost function (VII.4) is the kullback-Leibler divergence between the joint
distributions of data and parameters as considered in [Rodriguez, 1991] and if § = 0 we obtain the conjugate
prior for exponential families (see examples in section VI). When the value of the ratio 7./v, goes to 0, we
obtain the Jeffreys prior and when this ratio goes to co we obtain the Dirac concentrated on py.

The model restriction to the parametric manifold Q is essentially for computational reasons. However,
the reference distribution is a prior decision and does not depend on a post processing after collecting the
data. Therefore, the reference distribution pg can be located in the whole space of probability measures. We
can also have either a discrete set of N reference distributions (p§)Y_; weighted by (72)¥, or a continuous set
of reference distributions (a region or the whole set of probability distributions) with a probability measure
P(pg) corresponding to the weights (7)Y, in the discrete case. We show in the following that the prior
solution IT has the same form as (VIL.5).

1. po ¢ Q: When the reference distribution py is located outside the model Q, the d-divergence Ds(pg , po)
in the expression (VII.4) can be decomposed according to the generalized Pythagore relation [Amari
et Nagaoka, 2000] :

Djs(po , po) = Ds(po , pg’) + Ds(pg » po)
where pg- is the 1 — §-projection of py onto Q (see figure (VIL5)).

Po

1 — § projection

Fia. VIL5: The equivalent of the non parametric reference distribution is its 1 — § projection onto the
parametric model Q.

Giving the prior solution :

T1(6) o ¢~ 7 Ps o) | /4(6)
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2. When we have N reference distributions {(p1,71), ..., (pn,7¥n) ]}, the cost function (VII.4) becomes :

Z%/ 0)Dj pg,p,)d9—|—’yu/ 0)logI1(8)//9(6)d 6 (VIL6)

If we define the 1 — d§-barycentre pg of the system {(p1,71), ..., (PN, TN)]} as

N 1§ N
G) = Z%‘ l (pi)/Z%

and the pg the 1 — & projection of pg onto Q, the solution IT of the minimization of (VIL6) is

L2 Dy (po,ps) 9(0)

I1(0) x e~

(p1,7)

(p2,72)

(p3,73) 1 — 6 projection

Fia. VIL.6: The equivalent reference distribution is the 1 — § projection of the 1 — § barycentre of the N
references distributions.

3. When we have a continuous set P, C P of reference distributions with a mass distribution P,(pg), the
cost function is transformed to :

Je(IT) :/ o Pr(Po)/H(G)Ds(pmpo)deJr%/ 0)log11(0)/+/g(6)d 6 (VIL7)

In the same way, we define the 1 — § barycentre pg of (P, P,) as

T e = /P P(po) 1 (o)) /P P, (po)

and the pg the 1 — § projection of pg onto Q, the solution IT of the minimization of (VIL7) is

11(8) o e~ "™ Ds 00 28) | /g0

The above results show that whatever the choice of the reference distribution is, the resulting prior has
the same form with a certain (non arbitrary) reference prior belonging to the model Q. The existence of
many reference distributions (or even a continuous set) indicates implicitly the existence of hyperparameter
and the resulting solution shows that this hyperparameter is integrated and at the same time optimized if
the a priori average (the barycentre) is considered as an optimization operation.
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pa is the mass centre
of P(po)

Fia. VIL.7: The equivalent reference distribution of a continum reference region is the 1 — § projection of the
1 — § expectation reference.

VII.4 J)-flat families

In this section we study the particular case of d-flat families. @ is a ¢ flat manifold if and only if there
exists a coordinate system [f;] such that the connection coefficients I'5(0) are null. We call [#;] an affine
coordinate system. It is known that J-flatness is equivalent to 1 — § flatness. Therefore, there exist dual
affine coordinates [1;] such that T'y_s(n) = 0. One of the many properties of d-flat families is that we can
express, in a simple way, the d-divergence Dy as a function of the coordinates @ and 1 and thus any decision
can be computed while manipulating the real coordinates. It is shown in [Amari, 1985] that the dual affine
coordinates [;] and [n;] are related by Legendre transformations and the canonical divergence is :

Ds(p,q) =¥ (p) + é(q) — 0i(p)ni(q)

where 1 and ¢ are the dual potentials such that :

om; _ .. 90i _ ,—1
a0; — 9ii  an; = i

31'7/) =1 3i¢ =0;

For example, the exponential families are 1-flat with the canonical parameters as 1-affine coordinates,

the mixture family is 0-flat with the mixture coefficients as O-affine coordinates, P = {p, [p < oo} is § flat
for all 6 € [0, 1].

[A] 0 OPTIMAL ESTIMATES IN 0 FLAT FAMILIES

As indicated in section II, the § optimal estimate is the § projection of |, 0 p°P(0 | z) which is the minimizer
of the functional [, P(6|z)Ds(pg,q). We see that, in general, the divergence as a function of the parameters
[0;] has not a simple expression. However, with d-flat manifolds, we obtain an explicit solution. Noting that :

0:Ds(po,q) = Ds(po, (0i)q) = 0:(q) — 0:(p)

the solution is :

i=a(0). é=/eP<e|z>do=Emzw}

This means that the § optimal estimate is the a posteriori expectation of the § affine coordinates. Since the
only degree of freedom of the affine coordinates is the affine transformation, this estimate is invariant under
affine reparameterization.

Noting also that :

0iD1-5(p,q) = D1-s(p, (0:)q) = ni(q) — ni(p)

Then the a posteriori expectation of the 1 — § affine coordinates is the 1 — § optimal estimate.
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[B] PRIOR SELECTION WITH § FLAT FAMILIES

The § prior I has the following general expression :
11(8) oc e~ >u Popo-ro) | /4 (g)

where py € Q is the equivalent reference distribution in the manifold Q. When we assume that Q is § flat
with affine coordinates [#;] and dual affine coordinates [n;], the expression of the prior becomes :

11(9) o e~ 35 (V@ -0:nl) | /o)

where [09] and [{] are the affine coordinates of py.

Therefore, we have an explicit analytic expression of the prior.

In the Euclidean case, that is when the connection V is equal to its dual connection V*, which is equivalent
to equality of the affine coordinates [0;] = [n;], the ¢ prior distribution is Gaussian with mean 8¢ and precision
2 j{—i :

11(6) P a1

We detail here the notion of prior projection in the particular case of V*-autoparallel submanifolds
Q. C Q. Q, is (1 —d)-autoparallel in Q if and only if, at every point p € Q,, the covariant derivative V3 0,
remains in the tangent space 7, of the submanifold Q, at the point p. A simple characterization in flat
manifolds is that the (1 — ¢)-affine coordinates [u;] of Q, form an affine subspace of the coordinates [n;]. We
can show that by a suitable affine reparametrization of Q, the submanifold Q, is defined as :

Qaz{pne Q\mzn?isﬁxed}
Ic{l.n}

where n — |I| is the dimension of Q,. If we consider the space Qf such the complementary dual affine
coordinates @77 = 09, are fixed (IT = {1..n} — I), then the tangent spaces 7, and T, at the point p(n?, 6%,)
are orthogonal. Consequently, the projected prior from Q onto Q, is simply :

Hl(p) — /qug H(q) = / H(@[, 0[[)d9[

0r

Hence, we see that the projected prior onto a V*-autoparallel manifold is the marginalization in the § affine
coordinates and not in with respect to the n; coordinates as it seems intuitive at a first look. This is essential
due to the dual affine structure of the space P.

VILI.5 Mixture of /-flat families and singularities

The mixture of distributions has attracted a great attention in that it gives a wider exploration of the
probability distributions space based on a simple parametric manifold. For instance, by the mixture of
Gaussians (which belongs to a 0-flat family) we can approach any probability distribution in total variation
norm. In this section, we study the general case of the mixture of § flat families. The space can be defined
as :

Q= {ps|po =35, wip;(.;67)}

pj € Q;, Qjis o flat

where the manifolds Q; are either distinct or not.

The mixture distribution can be viewed as an incomplete model where the weighted sum is considered as a
marginalization over the hidden variable z representing the label of the mixture. Thus pg = >, p(2)p(z | 2,6-)
and the weights p(z) are the parameters of a mixture family. We consider now the statistical learning problem
within the mixture family. A mixture of § flat families is not, in general, ¢ flat. Therefore the § optimal
estimates have no more a simple expression. However, with data augmentation procedure we can construct
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iterative algorithms computing the solution. Here, we focus on the computation of the § prior of the mixture
density.
The § prior has the following expression :

I1(8) o e 7a Ds(Pospo) | /() (VILS)

The mixture (marginalization) form of the distribution pg leads to a complex expression of the § divergence
and the determinant of the Fisher information. However, the computation of these expressions in the complete
data distribution space [Rodriguez, 2001] is feasible and gives explicit formula. By complete data y, we mean
the union of the observed data x and the hidden data z. Therefore, the divergence will be considered between
complete data distributions :

o [0 wH)"

D c C) —
6(p 7p0) 1-6 5 5(1 —(5)

where p© is the complete likelihood p(z, z|0) and € includes the parameters of the conditionals p(x|z,6.)
and the discrete probabilities p(z).
The additivity property of the d-divergence is not conserved unless ¢ is equal to 0 or 1 [Amari, 1985] :

Ds(pip2, q192) = Ds(p1, 1) + Ds(p2,q2)—

4 (1 - 5)D6(p17 Q1)D5(p2, q2)

Consequently, in the special case of § € {0, 1}, we have the following simple formula :
w?
Do(p,po) = Y5y w? [Do(pj,p‘}) + log w—,]
Di(p.po) = Y5y w; {Dl(pj,p?) + log Zj—g)}

[A] SINGULARITIES WITH MIXTURE FAMILIES

It is known that in learning the parameters of Gaussian mixture densities [Snoussi 2001] the maximum
likelihood fails because of the degeneracy of the likelihood function to infinity when certain variances go to
zero or certain covariance matrices approach the boundary of singularity. In [Snoussi et Mohammad-Djafari,
2001], there is an analysis of the occurrence of this situation in the multivariate Gaussian mixture case. In
this section, we give a general condition leading to this problem of degeneracy occurring in the learning
within the mixture of ¢ flat families.

Let Q a ¢ flat manifold and [f;] the natural affine coordinates and [r);] the dual affine coordinates. The
two coordinate systems are related by Legendre transformation [Amari, 1985] :

onj _ ., 06 _ —1
a0, — Y5 ay; = Yij

Opp=m;  0;p=10;
where (glj)f;ls is the Fisher matrix and 1 and ¢ are the dual potentials.

It is clear from the expression of the variable transformation between the two affine coordinates that a
singularity of the Fisher information matrix g leads to non differentiability in the transformation between 6
and 1. A singularity of ¢ means that the determinant of this matrix is zero. Therefore, it is interesting to
study the behaviour of the dual divergence at the boundary of singularity and we will show in an example
that the dual divergences may have different behaviour as the distribution p approaches the boundary of
singularity.

To illustrate such behaviour, we take a Gaussian family {N(u, 0%)|u € R, 0 € Ry} which is a 2-
dimensional statistical manifold O-flat. The O-affine coordinates are € and the 1-affine coordinates are n
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given by the following expressions :

0r="25, 0y=5%
(VIL9)
m=p, n2=p*+o’
The corresponding Fisher information are :
9(0)] < o®, |g(n)| o< 1/0° (VIL10)
The canonical divergence has the following expression :
Ds(p1,p2) = Di—s(p2,p1) = ¥(p1) + d(p2) — 0i(p1) 1:(p2) (VIL11)
where ¢ and ¢ are the potentials given by :
P = % +log V270, ¢ = _71 —log V270 (VIL12)

We see that the degeneracy occurs when the variance o goes to zero. A detailed study of how this degeneracy
occurs in the Gaussian mixture case is in [Snoussi et Mohammad-Djafari, 2001] and is reviewed in the
example of the next section. Here we focus on the difference of behaviour of the two canonical divergences
DO and Dl-
The expression of the § prior is :
s e—Ds(po:po) q(0)

Following the complete data procedure :

1Ty o e_% > in{DO(?é’?6)+10g or g(0,w)
e . i i)y Wi

II; xe wi{D1(pg,po)+ 375} g9(0,w)
The resulting prior is factorized and separated into independent priors on the components of the Gaussian

mixture. Combining expressions of (VIL.9), (VII.10), (VIL.11) and ( VII.12) we note the following comparison
of the 0 and 1 priors through their dependences on the variance o; :

0=0 =1
| l
p—0Q p—0Q
w1
I is O(a;*e_ko/"?) I is O(Uj- T
| l
Exponential Polynomial

where «, kg are constant.
We note that :

— For § = 0, the prior decreases to 0 when p approaches the boundary of singularity 0 Q with an
exponential term leading to an inverse Gamma prior for the variance.

— For § = 1, the prior decreases to 0 when p approaches the boundary of singularity 9 Q with a poly-
nomial term leading to a Gamma prior for the variance. We note the presence of the parameter w; in

the power term.

This kind of behaviour pushes us to use the 0 prior in that it is able to eliminate the degeneracy of the

likelihood function.

VII.6 Examples

In this section we develop the § prior in 2 learning problems : Multivariate Gaussian mixture and blind

source separation and segmentation.
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VIIL.6.1 MULTIVARIATE (GAUSSIAN MIXTURE

The multivariate Gaussian mixture distribution of x € R" is :

K
p(xi) = Zwk N(z;; my, Ry) (VIL13)
k=1

where wy, my and Ry are the weight, mean and covariance of the cluster k. This can be interpreted as
an incomplete data problem where the missing data are the labels (z;);=1. 7 of the clusters. Therefore, the
mixture (VII.13) is considered as a marginalization over z :

p(@:) =Y plz) N(xi|2,0)

where @ is the set of the unknown means and covariances. Our objective is the prediction of the future
observations given the trained data x;, ¢ = 1..T. The whole parameter characterizing the statistical model
is m = (0, w). We consider now the derivation of the ¢ prior for 6 € {0, 1} and compare the two resulting
priors.

The § prior has the following form :

IIs5(n) o< e~ 7= Ds(Pn,po) 9(n)

Therefore, we have to compute the Dy divergence and the Fisher information matrix. As noted in the previous
section and following [Rodriguez, 2001], the computation is considered in the complete data space (X x Z)T
of observations x; and labels z;, T is the number of observations. In fact, we mean the number of virtual
observations as the construction of the prior precedes the real observations. We have :

DO("] . ,’70) _ E |:10g p(x1.7,21..T |770):|

T1.7,21..7 | N9 pl@L.r21.7 M)

Di(n:n°) = E [log w}

x1.T,21..7 | M p(@1.r,z1.7[N0)

2
gijm)=-E [3‘9—3 logp(z1.7, 217 | n)]

T1.T,21..7 | M

By classifying the labels z; 7 and using the sequential Bayes rule between «1 7 and 2z, the § diver-
gences become :

Do(n:n®) =T 1, w? (Do(M : NP) + log %O)

0
w;

Di(m:n°) =T 1 wi (Dl(/\/i : NY) + log wi)
where Do(N; : N?) = D1 (NP : ;) is the 0 divergence between two multivariate Gaussians :
Do(N; | VD) = 5 (log |Ri Rt | + Tr (Rio R ) — n+ (b — pig) " Ry (1 — pyg))
Di(N; | N?) = Do(N? || V)

The Fisher matrix is block diagonal with K diagonal blocks corresponding to the components of the
mixture. Each block g; with size (n +mn?+ 1) has also a diagonal form (n is the dimension of the vector x;) :

[91] w; g (mi, R;) (0]

9] 0] 1/w;
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where gy is the Fisher matrix of the multivariate Gaussian and has the following expression :

R [0]
gv(m, R) = )
0] —3%%

whose determinant is :

lgn(m, R)| = |R|~""*?)
Thus, the determinant of the block g; is :

2
1 " 712 n— —(n
|gi(wi, mi, Ry)| = (§> wi" T Ry (VIL14)

The additional form of the {0, 1} divergences (implying the multiplicative form of their exponentials)
and the multiplicative form of the determinant of the Fisher matrix (due to its block diagonal form) lead
to an independent priors of the components n, = (w;, m;, R;) : II(n) = Hszl II(n;). The two values of
§ ={0, 1} lead to two different priors Il; :

-6=0:
11/(-)
o(m;) o exp [—3—; (w?Do(M t NP) + w) log w—)} |9 (n;)]
(VIL15)
o N(mi; mo,%) W, (R v, RyY) wfo
with, )
(X:;/—Z’ l/o:Od’LU,?7 ﬁozaw?—&-—” +2nil

W,, is the wishart distribution of an n x n matrix :

v—(n+1)

Wh(R; 1,X) x |[R|” 2 exp [—gTr (REil)]

The O-prior is Normal Inverse Wishart for the mean and covariance (m;, R;) and Dirichlet for the
weight w;, that is the conjugate prior.
-6=1:

IMi(n;) o exp [7%2 (w¢D1(N’¢ : NP) + w; log :UU(J)] l9:(n;)]

o< N(mi; mg, B )wn (RZ«; aw; — 1, %RO) (VIL16)

aw;

w:uf"*lf(lJr%)awi (w?)awi Fn( (11“5_1)

where T'), is the generalized Gamma function of dimension n ([Box et Tiao, 1972] page 427) :

The 1-prior II; (VIL.16) is the generalized entropic prior [Rodriguez, 2001] to the multivariate case. We
see that the prior II; is a Wishart function of the covariance matrices R; and the prior Ilj is an inverse
Wishart function of the covariances. This leads to a difference of the behaviour of these functions on the
boundary of singularity (the set of singular matrices).

VII.6.2 SOURCE SEPARATION

The second example deals with the source separation problem. The observations @1 1 are T samples of
m-vectors. At each time ¢, the vector data x; is supposed to be a noisy instantaneous mixture of an observed
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n-vector source s; with unknown mixing coefficients forming the mixing matrix A. This is simply modeled
by the following equation :
Ly = ASt + Ty, t=1.T

where given the data x1 7, our objective is the recovering of the original sources s p and the unknown
matrix A. The Bayesian approach taken to solve this inverse problem [Knuth, 1999; Mohammad-Djafari,
1999; Snoussi et Mohammad-Djafari, 2002b] needs also the estimation of the noise covariance matrix R,, and
the learning of the statistical parameters of the original sources s1 . In the following, we suppose that the
sources are statistically independent and that each source is modeled by a mixture of univariate Gaussians,
so that we have to learn each set of source j parameters 7 which contains the weights, means and variances

composing the mixture j :
i — (o )
" (m i=1.K;

J

77? = (wfamfvaf)

The index j indicates the source j and ¢ indicates the Gaussian component 4 of the distribution of the source
j. Therefore we don’t have a multidimensional Gaussian mixture but instead independent unidimensional
Gaussian mixtures.

In the following, our parameter of interest is @ = (A, R,,n) : the mixing matrix A, the noise covariance
R, and n contains all the parameters of the sources model. Our objective is the computation of the § priors
for 6 € {0, 1}. We have an incomplete data problem with two hierarchies of hidden variables, the sources
s1.. 7 and the labels z1 7 so that the complete data are (1. 7,817, 21.7). We begin by the computation of
the Fisher information matrix which is common to the both geometries.

a/ Fisher information matrix

The Fisher matrix F () is defined as :

82
Fij(0) = — E log p(x1.7,81.7,21..7|0)

L1..7,81..T,21..T alaj

The factorization of the joint distribution p(x1 1,81, 7,21.7]60) as :

p(x1.7,81.7,21.710) =p(x1. 7| 817, 21.7,0) p(81..7 | 21..7, 0) P(21..7 | 0)
and the corresponding expectations as

E [J=E[] E [ E

x1..7,81..T,21..T zZi.T "si.rl|zi.T ®1i.T|S1.T.Z21.T

and taking into account the conditional independencies ((z1..7|s1..7,21..7) © (1.7 |s1.7) and (s1.7 | z1.7) &
[Is] +12] 1), the Fisher information matrix will have a block diagonal structure as follows :

g(A R,) ... [0]

a.l/ (A, R,)-block
The Fisher information matrix of (A, R,) is :
2

0
Fij(A,R,) = —g 1‘7 90 logp(x1.7|s1.17, A, Ry)
x|s | 0;0;
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which is very similar to the Fisher information matrix of the mean and covariance of a multivariate Gaussian
distribution. The obtained expression is

(E Rss) ©R; (0]

S1..T

9(A,R,) =

[0] —3

where R, = % > 8187 and ® is the Kronecker product.

We note the block diagonality of the (A, R,,)-Fisher matrix. The term corresponding to the mixing matrix
A is the signal to noise ratio as can be expected. Thus, the amount of information about the mixing matrix
is proportional to the signal to noise ratio. The induced volume of (A, R,) is then :

|ER,,|™/?
l9(A,R,)|"*dAdR,, = |” —

2
n

dAdR,

a.2/ (n’)-block

Each g(n?) is the Fisher information of a one-dimensional Gaussian distribution. Therefore, it is obtained
by setting n = 1 in the expression (VII.14) of the previous section :

| (%)
lo")|'* dn? = {T] g ¢ d’

i=1Y;

b/ §-Divergence (6 =0, 1)

The J-divergence between two parameters 8 = (A, R,,,n) and 8° = (A%, R, °) for the complete data
erlihOOd p(iL‘L,T, S1.7,21..T | 6) 1S :

Do(0 : 00) - E lo pl@1.7,81.7,21..7]6°)

z,8,2]0° & p(x1..7,81..7,21..7 | B)

Dy(0 : 00) = E log p(x1.7,81.7,21..7]6)

©,5,2|0 p(x1.1,81.7,21..7 | 0°)

Similar developments of the above equation as in the computation of the Fisher matrix based on the condi-
tional independencies, lead to an affine form of the divergence, which is a sum of the expected divergence
between the (A, R,,) parameters and the divergence between the sources parameters 7 :

Do(0:6°) = E Dy(A, R, : A°, R%) + Dy(n : n°)

s|n® |s

D1(6:0° = E D (AR, : A°>, R%) + Di(n : n°)

sln s

where Ds means the divergence between the distributions p(x1. 7| A, R,,s1. 1) and p(xz1 | A°, R?, 81 1)
|s

keeping the sources s1. 7 fixed.

The é-divergence between i and 7, is the sum of the J-divergences between each source parameter'nj
and 7, due to the a priori independence between the sources. Then, the divergence between n/ and 7} is
obtained as a particular case (n = 1) of the general expression derived in the multivariate case. Therefore
we have the same form of the prior as in equations (VII.15) and (VII.16).
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The expressions of the averaged divergences between the (A, R,,) parameters are :

E Do(A, R, : Ao, Rno) = 3 (log|R.R, |+ Tr (R, Ryo)

s|n® |s

+Tr <Rn1(A — Ag) E [R](A - AO)*>)

s|n°

EDi(A,R, : Ag,Ry0) = 3 (log|R. R, +Tr (R, R,)

sln s

+Tr (R;&(A ~ A0 E[R.|(A - AO)*>)

leading to the following § priors on (A, R,,) :

1

Mo(A,R;Y) o N (A; Ao, LR @ Ry) Wi (R7Ys 0 RS | BIR.|%

IL,(A,R,) o< N (A; Ay, iL‘C[RSS]*l ® R9L> Wim (Rn; a—n, %Rﬂ)
sn

Therefore, the 0-prior is a normal inverse Wishart prior (conjugate prior). The mixing matrix and the

noise covariance are not a priori independent. In fact, the covariance matrix of A is the noise to signal ratio

%Rgs_l ® R,,. We note a multiplicative term which is a power of the determinant of the a priori expectation

of the source covariance ? [Rss]. This term can be injected in the prior p(n) and thus the (A, R,) parameters
sln
and the m parameters are a priori independent.

The 1-prior (entropic prior) is normal Wishart. The mixing matrix and the noise covariance are a priori

independent since the noise to signal ratio i |E [RSSr1 ®@RY depend on the reference parameter R. However,
sn

we have in counterpart the dependence of A and 7 through the term E"[Rssrl present in the covariance
sn
matrix of A. In practice, we prefer to replace the expected covariance El' [Rss], in the two priors, by its
sn

reference value RY,.
We note that the precision matrix for the mixing matrix A (a«R%, ® R;;! for Iy and aLIU [Rss] ® R?L_l
sln

for TIy) is the product of the confidence term o = lz in the reference parameters and the signal to noise
ratio. Therefore, the resulting precision of the reference matrix Ag is not only our a priori coefficient v, but
the product of this coefficient and the signal to noise ratio.

VII.7 Conclusion and discussion

In this paper, we have shown the importance of providing a geometry (a measure of distinguishibility) to
the space of distributions. A different geometry will give a different learning rule mapping the training data
to the space of predictive distributions. The prior selection procedure established in a statistical decision
framework needs to be taken in a specified geometry. We have tried to elucidate the interaction between the
parametric and non parametric modeling. The notion of "projected mass” gives to the restricted parametric
modelization a non parametric sense and shows the role of the relative geometry of the parametric model
in the whole space of distributions. The same investigations are considered in the interaction between a
curved family and the whole parametric model containing it. Exact expressions are shown in a simple case
of auto-parallel families and we are working on the more abstract space of distributions.
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CHAPITRE VIII

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

VIII.1 Sur la séparation et la ségmentation conjointes
VIII.1.1 Approche bayésienne
VIII.1.2 Approche InfoMAx
VIII.2 Vers la logique des questions...
VIIL.2.1 Quelques définitions
VIII.2.2 Interprétation de 'InfoMAx

‘un des points traités dans ce mémoire est 1'utilisation de la non
stationnarité pour séparer les sources. Dans le cas des images, ceci
consiste a effectuer la ségmentation conjointement avec la séparation.
> Nous avons vu que ’approche bayésienne offre un cadre naturel a I’in-
corporation de I’étape de la ségmentation. Nous allons maintenant proposer une
solution basée sur la maximisation de I'information mutuelle afin d’incorporer
la ségmentation dans une approche informationnelle. La comparaison de 1’ap-
proche entropique avec I’approche bayésienne peut étre appréhendée grace a la
notion de dualité entre la logique des propositions et la logique des questions.

145



146 Conclusion et perspectives

VIII.1 Sur la séparation et la ségmentation conjointes

Nous avons vu dans le chapitre (IV) que l'exploitation de la non stationnarité est un outil efficace pour
la séparation d’images. On peut expliquer cette efficacité par les faits suivants.

1. La non stationnarité est bien adaptée a la modélisation des images réelles. Elle permet de modéliser
I’homogénéité par régions. Chaque région est caractérisée statistiquement par sa propre densité de
probabilité. Notons que la classification des pixels d’une image (ségmentation) présente un intérét en
soi comme c’est le cas en imagerie satellitaire (pour Paide & la décision), en imagerie médicale (pour
laide au diagnostic), en compression et transmission des images...

2. En tenant compte de la non stationnarité, on peut garantir l’identifiabilité de la matrice de mélange
méme lorsque les sources sont modélisées par des gaussiennes. Par ailleurs, la gaussiannité des sources
nous permet d’avoir des expressions explicites et souvent linéaires offrant ainsi une bonne efficacité
algorithmique.

3. L’exploitation de la non stationnarité est optimale lorsqu’on associe au probleme de séparation la ség-
mentation automatique des images sources. Autrement dit, on ne fixe pas a priori la partition des
pixels des images sources mais on essaie d’estimer cette partition conjointement avec la séparation des
images. Heureusement, le probleme de la ségmentation est de méme nature que le probleme de sépara-
tion : on sépare les régions en exploitant leur diversité statistique (voir figure (VIII.1)). Cette similarité
facilite considérablement le traitement conjoint (conceptuel et algorithmique) des deux problémes en
les considérant tous les deux comme des probléemes a variables cachées. Les sources sont les variables
cachées pour l'identification de la matrice de mélange et les étiquettes sont les variables cachées pour
la modélisation des sources.

Mélange > I S
Hg 5
Ségmentation
Séparation O

LI

T

P
Hg 5

ﬂ”'

=

F1a. VIIL.1: On distingue deux types de séparation : (i) une séparation transversale le long des capteurs, (ii)
une séparation spatiale le long des pixels

VIII.1.1 APPROCHE BAYESIENNE

On introduit les variables Z représentant les étiquettes des pixels. D’un point de vue logique, ceci revient
a expliquer virtuellement le processus qui a généré les sources S. En notant I toute 'information a priori
disponible, la proposition initiale (I — S) se transforme en (I — Z — S limitant ainsi le choix des
probabilités subjectives des sources. Le probleme direct d’obtention des observations X est décrit logiquement
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par les propositions suivantes :

I—Z— S puis SNA — X,

ol A est la matrice de mélange (ou en général le processus de mélange).

Connaissant les données X, on peut définir plusieurs problemes d’inférence : (Z = X — A), (T =
X —8), (Z=X — Z),... Nous allons considérer le probleme global :

I=X—ANSNZ.

Le degré d’incertitude de la proposition Z est la distribution a posteriori :

p(S,Z,A| X) x p(X [S,A4) x p(S]2) x p(Z) x p(A)

Probleme direct du mélange Régularisation de la classificatign

a priori sur les coefficients du mélange

)

Caractérisation statistique des régions

Nous avons considéré les deux points de vue pour le choix des probabilités.

1. Point de vue subjectif : ceci concerne la modélisation markovienne des étiquettes Z et la modélisation
gaussienne des sources S connaissant les étiquettes. Ces choix sont basés sur des considérations pra-
tiques. En effet, dans un cadre non stationnaire, 'identification de la matrice de mélange est souvent
possible a partir des statistiques d’ordre deux. Concernant les étiquettes, 1’a priori markovien est un
moyen de régulariser la ségmentation et d’assurer sa robustesse dans un environnement aveugle et
bruité.

2. Point de vue logique : nous avons essayé dans le dernier chapitre (VII) de construire des a priori en
imposant des regles basées sur la théorie géométrique de la prédiction et sur la notion de l'ignorance.

Les techniques bayésiennes d’échantillonnage permettent la mise en ceuvre de la séparation et de la ség-
mentation conjointe. En particulier, I’échantillonnage de Gibbs consiste a échantillonner alternativement les
sources, les étiquettes et la matrice de mélange, fournissant, a la convergence, les échantillons des marginales
p(S| X) et p(Z | X) et toute inférence peut étre menée & partir de ces échantillons.

L’approche bayésienne représente ainsi un cadre naturel & 1’incorporation
du probléme de la ségmentation. En plus, elle offre les outils techniques
nécessaires pour 1’implémentation conjointe de la séparation et de la ség-
mentation.

VIII.1.2 APPROCHE INFOMAX

Nous allons essayer dans cette section de formuler le probléme de la séparation et de la ségmentation
simultanées a l'aide de la théorie de I'information. On suppose que le mélange est linéaire non bruité. On

note X = (X%)!= I'ensemble des images observées, B la matrice séparatrice, Y = (Y7 );ZL les images
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& reconstruire et Z la classification des images'. Afin de simplifier les développements qui vont suivre, on
va classifier les pixels seulement en deux régions Rq et Ro = Ry (voir figure (VIIL2)). Autrement dit, les
étiquettes Z, ne prennent que deux valeurs possibles 1 et 2.
A chaque pixel r € S :
Yr = er-

Contour C
Ro

&

Fia. VIIL.2: On suppose une méme classification pour toutes les images en deux régions R et Ro. Sir € Ry
alors Y,/ suit la loi p; et si r € Ro alors Y7 suit la loi ps. Les deux régions sont délimitées par un contour C'.

[A] SEPARATION

La séparation de sources peut étre interprétée comme une analyse en composantes indépendantes. L’es-
timation de la matrice séparatrice B se base sur la minimisation de 'information mutuelle (conditionnelle &
Z) entre les composantes Y.

B = argmin {1(Y',..,Y" | 2)}
B
(VIIL1)
= argmin{Pr(Z=10IY",..Y" | Z=1)+Pr(Z=2)IY',...Y" | Z=2)}
B

Le calcul de l'information mutuelle est approché par une somme empirique conditionnellement a la
connaissance de la classification Z. La résolution du probleéme d’optimisation (VIIL.1) est similaire & celle
dans [Pham et Cardoso, 2001; Pham, 2002]. Les densités p; et pa peuvent étre choisies gaussiennes ou non
gaussiennes.

D’une maniere équivalente, on peut estimer B en maximisant le flux d’information entre X et une
transformation non linéaire V de Y : V = ®(BX) (® s’applique terme & terme), [Bell et Sejnowski, 1995].

[B] SEGMENTATION

Le point intéressant est que le probleme de la ségmentation peut aussi se résoudre avec une approche
informationnelle [Unal et al., 2002; Kim et al., 2002]. En effet, I'information mutuelle I(Y (1), Z(r)) entre
I'intensité Y (r) (on considére I'image multidimensionnelle) et 1’étiquette Z(r) du pixel  est maximale quand
le champ Z reflete la vraie classification. Dans ce cas, la seule connaissance de la valeur de I’étiquette est
suffisante & la détermination de la densité de l'intensité Y (r) (si elle est p; ou ps) et la localisation r du
pixel n’apporte pas d’information supplémentaire. La recherche de la bonne classification est ainsi obtenue
en maximisation le flux d’information entre les champs d’intensité Y et la classification Z.

L’information mutuelle s’écrit,

(Y, Z) HY)-H(Y | 2)

(VIIL2)
= HY)=Pr(Z=DH(Y |Z=1) —Pr(Z=2H(Y | Z=2)

Lon suppose une classification commune & toutes les images afin de simplifier les notations. La considération de plusieurs

classifications indépendantes ne complique pas la solution finale et améliore les performances de la séparation.
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ot H(pe) désigne l'entropie de pe :
1) =~ [ p()log p(e)a.

Le terme H(Y") ne dépend pas de la classification. On va donc essayer d’approcher lexpression H(Y | Z)
en se basant sur les données Y et Z. On considére approximation suivante de 1’entropie (proposée par
[Hyvérinen, 1997]) :

L
1
Hp) = Hw) — 5 el
=1

ol H(v) est I'entropie d’une gaussienne normalisée N'(0,1) et les quantités e; représentent des moments de
p correspondants a des fonctions Gj :

e — / p(ECI(E)dE.

€
La quantité H(Y | Z) est donc approchée par :

L
HY12) =~ (H(w - %Zef) - (Hw -3 Zfﬂ)
- - (VIIL3)
Gi(Y(r))dr Gi(Y(r))dr
J— Rl — RQ
a= T s T R —

Remarque 25 On peut montrer ’équivalence de l’approche informationnelle avec le mazimum de vraisem-
blance. En effet, la vraisemblance normalisée s’écrit :

/ log py (Y (r))dr / log pa (Y (r))dr
logp(Y | 2Z2) . IRJR, + R2| /R
[S] ~ [S] [R1| [S] [Ra|

Sy 1 Z2=1) - [§HY | 2=2)

Q

~ —-HY |2)

La mazximisation de la vraisemblance est ainsi équivalente a la mazximization du flux d’information entre

Y et Z.

Remarque 26 On note la similarité des deux problémes de séparation et de ségmentation au niveau de
Uapproximation des entropies et des moyennages empiriques. En effet, les mémes expressions entropiques
apparaissent dans les deuzr cas. Cependant, rien ne nous contraint a choisir les mémes approximations de
Uentropie (les mémes fonctions G ).

[B].1 Approche par contour

On peut paramétriser la classification par une courbe plane C qu’on appelle contour (voir figure (VIIL2)).
Le contour C partage I'image en deux régions : les pixels a 'intérieur de c appartiennent a R et les pixels a
lextérieur de C appartiennent a Ro. Par conséquent, au lieu d’estimer tout le champ d’étiquettes Z (comme
¢’était le cas dans I'approche bayésienne), on estime juste le contour C minimizant une énergie £ (C_”) définie
par :

E(C) = —-I(Y,2) + « fqu
c

ol on a rajouté le terme « f(j d s pénalisant la longueur du contour C. Ce terme est donc I’équivalent de la
régularisation markovienne dans l’approche bayésienne.
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La minimization de 1’énergie est effectuée avec les techniques d’évolution de contour. On fait évoluer C'

dans la direction opposée du gradient [Zhu et Yuille, 1996]. On montre que le gradient de I’énergie E(C'), en
considérant les approximations (VIIL.3), possede I'expression suivante :

ac o .
e { lz (er = f) (GI(Y) —er) + (Gu(Y) — fl))] - Oéf%} N
=1

vitesse d’évolution du contour

ol k est la courbure de C et N est le vecteur unitaire normal & la courbe C.
L’évolution dynamique du contour est implémentée avec les méthodes d’ensembles de niveau [Osher et
Sethian, 1988].

La figure (VIIL.3) illustre le schéma de la séparation et de la ségmentation. La machine proposée consiste
en deux blocs maximisant des flux d’information. Le premier bloc "Bloc-Sep” fait évoluer la matrice de
séparation B pour maximiser le transfert d’information entre les observations X et les images séparées V'
connaissant la classification Z. Le deuxieme bloc "Bloc-Seg” fait évoluer le contour c pour maximiser le flux
d’information entre les images Y et leur classification Z.

I(X,V)
X ( 7

5/ v Ll
Z

¢/

1Y, Z)

FiG. VIIL.3: La machine d’apprentissage est constituée de deux blocs maximisant les flux d’informations.

La séparation et la ségmentation peuvent &tre menées, d’une maniére dis-
jointe, sur des bases informationnelles. Cependant, on n’arrive pas encore a
modéliser le probléme joint avec cette approche informationnelle. Ceci était
possible dans le cadre bayésien grdce a la consistance logique des probabi-
lités. En effet, la séparation connaissant la classification est décrite par
la proposition (X A Z — S), la ségmentation est décrite par (S — Z) et
le probléme joint est décrit par (X — Z A S). L’objectif de la section
suivante est d’essayer de trouver 1’équivalent de la démarche probabiliste,
et tout particuliérement sa consistance logique, dans 1’approche informa-
tionnelle.

VIIIL.2 Vers la logique des questions...

Nous pensons que la théorie de la logique des questions proposée par R.T. Cox [Cox, 1979] et récemment
reprise par R. Fry [Fry, 2000, 2001] et K. Knuth [Knuth, 2000, 2001, 2002] peut offrir un cadre logique &
I’approche informationnelle.
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VIII.2.1 (QUELQUES DEFINITIONS

On définit une question comme l’ensemble des propositions qui représentent des réponses possibles a
cette question [Cox, 1979]. Par exemple, la question P = "Dans quelle ville tu préferes vivre ?” est définie
par 'ensemble {a;} de toutes les villes du monde. La question F' = "Dans quelle ville en France tu préferes
vivre ?” est définie par 'ensemble {f;} des villes de France.

On définit la conjonction A A B de deux questions A et B comme étant la question posée conjointement
par A et B. Son systéme de propositions est définie par la conjonction des deux systémes {a;} et {b;} :

A/\B:{ai/\bj}

On définit aussi la disjonction A V B dont le systeme de propositions est I'union des deux systeémes de
propositions correspondants & A et B :
AV B = {ai, bJ}

On peut munir ’ensemble des questions d’une relation d’ordre telle que A — B siginifie AA B = A et
AV B = B. Dans l'exemple défini plus haut, on a P — F'. En effet, la question posée conjointement est
P A F = "Dans quelle ville tu préferes vivre ?” et la question commune posée est PV F' = "Dans quelle ville
en France tu préferes vivre ?7”. La question P inclut la question F'.

La proposition A — B ne prend que deux valeurs possibles 0 (Faux) ou 1 (Vraie). On introduit alors
une mesure d’incertitude b(A — B) = b(A | B). On peut interpréter b(.) comme la pertinence de la
question A par rapport a la question B. Cette mesure représente 1’équivalent de la probabilité mesurant le
degré d’implication entre deux propositions. Les regles de produit et de somme pour la mesure b(.) sont :

b(AVB|C)=bA|BVC)HB|C)
b(A|B)+b(~A|B)=1
En utilisant la commutativité de la disjonction, on arrive a I’équivalent de la regle de Bayes :

b(A| BV C)bB|C)
b(A|C)

b(B|AVC) =

La conjecture proposée dans [Cox, 1979] est que l'entropie convient comme une mesure b(.) de la perti-
nence. En effet, les relations vérifiées par le calcul de ’entropie coincident avec celles vérifiées par 1’algebre
des questions. A titre illustratif, on consideére deux questions B et C' et une question H représentant toutes
les questions possibles. La relation suivante :

bBV~C|H)=bCV~B|H)+bB|H)-bC|H)
coincide avec la relation vérifiée par I'entropie :

H(b | c) =H(c|b)+H(b) — Hc).

En particulier I'information mutuelle I(b,c) entre deux variables b et ¢ représente la pertinence de la
question BV C sur la question a priori H :

I(b,c) = b(BV C | H).

VII1.2.2 INTERPRETATION DE L’ INFOMAX

En revenant au probléeme de la séparation de sources, on va essayer de donner une formulation basée sur
la logique des questions expliquant le fonctionnement de la machine d’apprentissage (VIIL.3) proposée plus
haut.
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On définit les questions suivantes :
Y, ="Quelle est I'intensité y des images sources ?”
Z4 ="Quelle est la classification z des images sources 7"
X4 ="Quelle est I'intensité x des images observées ?7”
Le probleme de la séparation et de la ségmentation consiste a maximiser la pertinence de la question
X,V (Y, A Z,) sur la question d'intérét Y, A Z,. La matrice séparatrice B et le contour C sont alors
solutions du probleme d’optimisation suivant :

(B,C) = argmax {b(X,V (Y, A Z,) | Yy A Z,)} (VIIL4)

Le diagramme suivant (VIII.4) donne un apergu sur la dynamique de ’évolution des quantités informa-
tionnelles lors de I’évolution de la matrice B et du contour C.

Mesure de 'information X. Maximisation de la projection de I'information
XsurY AZ.

YVZ
Maximisation de la projection de I'information Maximisation de la projection de I'information
Y sur Z : Ségmentation. X sur YA ~ Z : Séparation de sources.

Fig. VIII.4: Diagramme expliquant les maximisations des flux d’information sur la base de la théorie de la
logique des questions.

Nous avons donné ainsi un cadre logique a I'opération conjointe de la séparation et de la ségmentation.
Cependant, notre pratique avec la logique des questions reste a un stade prématuré. Ainsi, le calcul et

Iinterprétation de certains des termes issus de la décomposition de l'expression (VIIL.4) ne sont pas encore
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claires. Une bonne maitrise (parfois difficile & cause des "contre-intuitions”) de ce domaine va certes ouvrir
un champ de recherche et d’applications tres important.
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Titre : Approche bayésienne en séparation de sources. Applications en imagerie.
Title : Bayesian approach to source separation. Applications in imagery.

Résumé :
Mon travail de these consiste & développer I’approche bayésienne en séparation de sources. Mes contributions
sont a la fois méthodologiques et algorithmiques illustrées par des applications en imagerie satellitaire et en
cosmologie observationnelle.
— Au niveau méthodologique :
e nous avons proposé une modélisation pertinente des sources. L’aspect hiérarchique de ce modele est
bien adapté a la structure cachée naturelle du probleme de séparation de sources.
e Nous avons étudié le probleme de dégénérescence du maximum de vraisemblance dans le cas vectoriel
et dans le contexte de séparation de sources.
e Nous avons proposé une approche originale pour la sélection d’a priori avec les outils de la géométrie
différentielle.
— Au niveau Algorithmique :
e Nous avons proposé des algorithmes de séparation et de ségmentation dont le principe est 1’exploi-
tation de la non stationnarité dans le domaine temporel, spatial, spectral, temps-fréquence...
e Nous avons mis en ceuvre la solution bayésienne avec une impémentation parallele de I’échantillonneur
de Gibbs ainsi que d’autres approximations stochastiques de 'EM.
e Ces algorithmes sont illustrés par une application en imagerie satellitaire et une application en
cosmologie observationnelle.
Enfin, j’ouvre des perspectives théoriques sur la dualité de ’approche bayésienne et de I'approche infor-
mationnelle dans le cadre de la séparation et de la ségmentation conjointes des sources.

Abstract :
My thesis consists in applying the Bayesian approach to the source separation problem. My contributions
have both theoretic and algorithmic aspects that are illustrated by applications in satellite imaging and in
astrophysics.

— Theoretic contributions :

e We have proposed a pertinent source model. The hierarchical aspect of this model is well adapted
to the natural hidden structure of the source separation problem.

e We have characterized the degeneracy of the maximum likelihood in the multivariate and the source
separation context.

e We have proposed an original contribution for a priori selection with the differential geometry tools.

— Algorithmic contributions :

e We have proposed algorithms for the simultaneous separation and segmentation of sources. The
common principle of this algorithms is the exploitation of the non stationarity in the temporal,
spatial, spectral or time-frequency domains.

e We have implemented a parallel Gibbs sampling and other stochastic approximations of the EM
algorithm.

e The performances of our method is illustrated with applications in satellite imaging and in astro-
physics for the estimation of the CMB (Cosmic Microwave Background).

Finally, I open some theoretic perspectives on the duality between the Bayesian approach and the infor-
mation theoretic approach in the context of the simultaneous separation and segmentation of sources.

Mots clés : Séparation de sources, Approche bayésienne, Géométrie de 'information, Cosmologie observa-
tionnelle, MCMC.

Keywords : Source separation, Bayesian approach, Information geometry, Astrophysics, MCMC.



