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Avant propos

Cet exposé relate les résultats des travaux de recherche
auquels j’ai participé durant mon D.E.A et mon doctorat
au sein du laboratoire PhLAM de 'université de Lille entre
septembre 2000 et septembre 2004. La premiére partie est
un exposé complet en quatre chapitres présentant les résul-
tats de recherche sur

— la dynamique quantique d’une particule dans un réseau

incliné modulé

— la dynamique d’un condensat de Bose Einstein dans

un réseau incliné

— la mesure de la fonction d’onde dans un réseau para-

bolique,

le premier chapitre rassemblant les prérequis. L’accent a été
mis sur une présentation claire plutot qu’exhaustive afin de
mettre en évidence les phénomeénes essentiels. C’est pour-
quoi les points plus techniques ainsi que les détails de cal-
culs ont été écrits sous forme de compléments indépendants
et rassemblés dans une partie séparée afin de ne pas hacher
la lecture de ’exposé.

Introduction

La mécanique quantique est une mécanique ondula-
toire. Elle décrit ’évolution dynamique des corps matériels
par I’évolution spatio-temporelle d’une fonction d’onde qui
correspond & une amplitude de probabilité de présence.
L’équation d’évolution de la fonction d’onde — I’équation
de Schrodinger — est linéaire, elle est donc soumise au
principe de superposition. Cependant, les grandeurs phy-
siques observables — comme la probabilité de présence —
dépendent du module carré de la fonction d’onde. Consi-
dérons par exemple une observable physique A, si le sys-
téme est dans I’état |1), une mesure de I’observable A donne
A; = (1|AJ1) alors que si le systéme est dans I’état |2) on
obtient A = (2|A|2); si maintenant le systéme est dans
une superposition d’état :

1) + €*|2)

oy =

la mesure de 'observable A est

A+ A
N 2

A+ Ay

Ag 2

+ (1|A4|2) cos(8) #
le terme en cos(f) traduit linterférence entre les mesures
dans l'état |1) et |2). Nous voyons ainsi que les mesures
des observables physiques ne sont pas soumises au prin-
cipe de superposition. Les phénoménes d’interférences sont
conceptuellement similaires & ceux de 'optique ondulatoire
ol le champ électromagnétique est soumis au principe de
superposition mais pas l’'intensité lumineuse.

Comme ’équation de Schrodinger est linéaire, une mé-
thode d’analyse incontournable est la recherche des modes
propres du systéme. Cette méthode est souvent utilisée
en mécanique classique pour étudier la dynamique d’une
chaine d’oscillateurs linéaires couplés. En mécanique quan-
tique, les modes propres sont les fonctions d’onde, solutions
de I’équation de Schrédinger, évoluant en chaque point de
I’espace avec la méme fréquence. Ces modes propres corres-
pondent alors aux états propres d’un opérateur — le hamil-
tonien — traduisant ’énergie du systéme, les valeurs propres
associées correspondent donc aux énergies des différents
modes propres. L’ensemble des valeurs propres du hamil-
tonien forme le spectre d’énergie. Une fois les états propres
connus, la dynamique est entiérement décrite par le prin-
cipe de superposition puisque toutes les fonctions d’onde
peuvent étre décomposées sur la base des modes propres
dont la dynamique est parfaitement connue.

Dans de nombreux cas, le spectre d’énergie est discret.
Cet aspect essentiel est historiquement & l'origine de I’éla-
boration de la mécanique quantique pour expliquer les raies
fines des spectres optiques d’émission et d’absorption des
atomes — le modéle de ’atome de Bohr. En effet, une per-
turbation extérieure peut permettre des transitions entre
deux modes propres d’énergie E,, et E; sila fréquence v de
Pexcitation est telle que

El —En ~ hv.

L’absorption et ’émission d’énergie se produissent ainsi au-
tour de séries discrétes de fréquences appelées fréquences de
Bohr.

Si la présentation de la nature ondulatoire de la méca-
nique quantique et des phénoménes d’interférences associés
existe dans tous les manuels de mécanique quantique, elle
est malheureusement trop souvent cantonnée aux chapitres
introductifs, le reste de 'ouvrage étant consacré — ce qui
constitue déja un bien vaste programme — & la recherche et
al’étude du spectre d’énergie ainsi que des transitions entre
les états. L'origine de cette forme de présentation vient de
la difficulté de mettre en oeuvre expérimentalement les phé-
noménes d’interférences alors qu’une lampe & vapeur de so-
dium et un prisme suffisent & mettre en évidence le spectre
d’énergie discret. Aux échelles macro et mésoscopique, les
phénomeénes d’interférences quantiques sont en effet quasi-
inexistants.

Depuis 'avénement des techniques de refroidissement
d’atomes par lasers, il est possible d’obtenir des gaz de trés
faible densité & des températures de l'ordre de quelques
micro-kelvin. Les atomes interagissent alors si peu entre
eux que nous pouvons les considérer comme indépendants.
Pour un gaz parfait, la température est directement reliée a



I'impulsion quadratique moyenne Ap = v/3mkgT ou m est
la masse atomique. Les trés basses températures — de ’ordre
du pK — impliquent alors une trés faible dispersion des im-
pulsions. La relation d’incertitude espace-impulsion de Hei-
senberg nous indique alors que la fonction d’onde atomique
est localisée sur une distance Az ~ \/#W qui compte
tenu des faibles températures sont de l'ordre du pm. La
faible dispersion des impulsions atomiques, implique aussi
une faible dispersion de phase des fonctions d’onde ato-
miques dans l'espace réel, ce qui permet la manifestation
des interférences quantiques.

La réalisation expérimentale de la condensation de Bose
Einstein d’un gaz atomique ultra-froid a ouvert de nouvelles
perspectives pour ’étude de la dynamique quantique. Le
gaz atomique condensé est en effet correctement décrit &
des températures suffisamment basses par une méthode de
champ moyen, ce qui permet d’établir une équation d’évo-
lution pour la fonction d’onde du condensat. Un des aspects
fondamentalement nouveaux est que cette équation est non-
linéaire. Nous ne pouvons donc plus déterminer de modes
propres du systéme dynamique et la fonction d’onde du
condensat ne se soumet plus au principe de superposition.
L’étude de I’influence de la non-linéarité sur la dynamique
quantique nécessite donc la mise en place de nouveaux ou-
tils théoriques.

Le travail présenté dans ce manuscrit utilise les propriétés
des systémes d’atomes refroidis par lasers pour mettre en
évidence les phénoménes dynamiques liés aux interférences
quantiques dans 1’espace réel. Pour cela, nous nous intéres-
sons a I’étude de la dynamique quantique d’une particule en
présence d’un potentiel périodique et soumise & une force
constante. Le choix de ce type de potentiel — appelé réseau
incliné — peut paraitre bien compliqué au premier abord,
mais nous verrons qu’il est réalisable expérimentalement et
permet de décrire la dynamique du centre de masse ato-
mique par un systéme de niveaux d’énergie équidistants
dont les fonctions d’ondes sont identiques & une translation
prés. Les symétries des fonctions d’onde nous permettent
alors de simplifier I’étude. D’autre part ce systéme revét un
intérét historique puisqu’il constitue, comme nous le ver-
rons un modéle naif de la conduction électrique dans les
solides cristallins.

Le premier chapitre introduit trés briévement la physique
du refroidissement atomique par lasers et montre comment
il est expérimentalement possible de “synthétiser” des po-
tentiels & ’aide de champs lasers. Nous présentons ensuite
en détail la base des états de Wannier Stark qui va nous
servir dans tout ce travail pour modéliser la dynamique
quantique dans un réseau incliné. Le cas de la dynamique
quantique d’une particule en présence d’un réseau incliné
statique est ensuite revisité & ’aide de la base des états
de Wannier Stark et met en évidence un phénoméne bien
connu de la physique des solides : les oscillations de Bloch.

Le chapitre suivant envisage ’effet d’'une modulation har-
monique de linclinaison du réseau. Cette modulation met
en évidence des phénoménes de résonances entre la fré-
quence de modulation et les différentes fréquences de Bohr
qui se traduisent par des couplages entre états d’énergie.
Nous pouvons alors montrer l'effet fondamental des cohé-
rences quantiques sur la dynamique et visualiser des phé-
nomeénes de transport cohérent atomique dans le réseau.

Le troisiéme chapitre se propose de revenir sur la dyna-
mique dans un réseau incliné statique, mais cette fois nous
utilisons, non pas des atomes indépendants mais un conden-
sat de Bose Finstein. Aprés avoir briévement introduit la
physique des condensats de Bose Einstein et en particulier
la théorie de champ moyen qui permet de les décrire simple-
ment, nous montrons que cette dynamique est analysable
& laide des outils de la physique non-linéaire en établis-
sant un lien étroit entre la dynamique d’un condensat de
Bose Einstein et celle d’une chaine classique d’oscillateurs
non-linéaires couplés. En effet, les collisions entre particules
traitées par une théorie de champ moyen conduisent & une
équation d’évolution non-linéaire. Ce rapprochement per-
met d’identifier des états initiaux correspondant & des dyna-
miques chaotiques au sens classique d’un objet quantique!
Nous verrons alors que les cohérences quantiques ont aussi
un role fondamental sur la dynamique.

Le dernier chapitre enfin, constitue une application des
oscillations de Bloch. Nous montrons en effet qu’elles per-
mettent par une simple mesure de la population d’une
classe de vitesse de déterminer complétement la fonction
d’onde atomique. Cette méthode est aussi appliquée au cas
d’un condensat de Bose Einstein et permet de déterminer
outre la fonction d’onde du condensat, le paramétre non-
linéaire traduisant les collisions entre particules dans I’ap-
proche de champ moyen.



1 Dynamique quantique d’un atome
froid dans un réseau incliné
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L’étude de la dynamique quantique d’une particule sou-
mise & un potentiel périodique est un sujet ancien. Initiée
dés la genése de la mécanique quantique, elle ambitionne de
décrire le mouvement des électrons de conduction d’un cris-
tal. Les travaux pionniers de Bloch [1], qui introduisirent en
1928 les états propres du potentiel périodique, sont aujour-
d’hui encore & la base de la théorie électronique des solides
et permettent en particulier d’expliquer le caractére isolant
ou conducteur de I’électricité des solides cristallisés. Rapi-
dement, on s’intéressa & 'influence d’une force constante
sur la dynamique quantique dans un potentiel périodique
pour décrire la conduction électrique. Les travaux de Zener
[2] mirent alors en évidence un mouvement d’oscillation de
la particule nommé oscillation de Bloch. Cette dynamique
contre-intuitive devint elle-méme le sujet d’une vaste litté-
rature, bien que son observation dans les solides cristallisés
usuels soit impossible car la période d’oscillation est bien
plus grande que le temps de libre parcours moyen des élec-
trons.

La maitrise du refroidissement d’atomes par lasers et des
potentiels optiques ouvrit de nouvelles perspectives d’étude
de la dynamique quantique dans un potentiel périodique.
Ces techniques offrent, en effet, un outil expérimental de
choix car elles permettent de faire varier sur large gamme
les paramétres expérimentaux en maftrisant la dissipation,
elles permettent de plus des mesures trés précises. C’est
ainsi que les oscillations de Bloch furent observées en 1996
avec des atomes de Césium dans un potentiel optique [3].

Dans ce premier chapitre, nous commencons par intro-
duire briévement la physique du refroidissement d’atomes
par lasers qui constituera durant tout ce travail notre sys-
téme expérimental de référence pour l'observation de la
dynamique quantique dans un réseau. Nous montrons en
particulier comment ’utilisation de sources lasers permet
de générer expérimentalement de maniére souple et variée,
des potentiels variés agissant sur le centre de masse des
atomes froids. Bien que 'approche standard des oscilla-
tions de Bloch utilise les états propres du potentiel pé-
riodique, nous montrons que leurs descriptions sont gran-
dement simplifiées par l'utilisation de la base des états de
Wannier Stark que nous présentons au préalable de maniére
détaillée. Nous montrons en particulier que les oscillations
de Bloch sont une conséquence naturelle des propriétés des
états de Wannier Stark qui permettent de les interpréter
comme le fait d’une interférence quantique. Nous montre-
rons ainsi que ’étude de la dynamique dans un réseau in-
cliné utilisant la base de Wannier Stark permet de mettre
simplement en évidence 'impact des cohérences quantiques
sur la dynamique.

1.1 Le refroidissement d’atomes par lasers
et les potentiels lumineux

Les récents développements des techniques de refroidisse-
ment d’atomes par lasers rendent expérimentalement pos-
sible 'observation de dynamiques quantiques jusqu’alors
difficilement accessibles. Ces systémes expérimentaux pré-
sentent les avantages suivants :

— Les atomes refroidis peuvent étre placés dans des po-
tentiels mécaniques générés de maniére souple et variée
par des champs lasers, permettant ainsi I’étude d’une
grande variété de dynamique quantique.

— La forte dilution du gaz d’atome refroidis
(10'? atomes/m3) permet de négliger les interac-
tions entre atomes.

— La vitesse des atomes peut étre mesurée de maniére
trés précise & ’aide des techniques spectroscopiques.

— La dissipation peut étre maitrisée et considérée comme
nulle sur des temps de 'ordre de la milli-seconde.

Nous commengons par présenter de maniére trés générale
le refroidissement d’atomes par laser. Les potentiels op-
tiques sont ensuite introduits de maniére détaillée, enfin
nous montrons comment ce systéme expérimental permet
d’étudier la dynamique quantique et introduisons les unités
réduites que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

1.1.1 Le refroidissement d’atomes par lasers

De maniére générale, refroidir une assemblée d’atomes
consiste & ralentir les atomes rapides sans accélérer les
atomes lents. Le but est donc d’introduire une force dissi-
pative Fb agissant sur le centre de masse atomique, de type
“frottement visqueux” c’est & dire de la forme Fp = —ai@ ot
¥ est la vitesse de I’atome et « est un coefficient d’amortisse-
ment positif. Les méthodes de refroidissement lasers créent
cette force en couplant les niveaux électroniques internes
de Vatome par un champ électromagnétique. Dans I’étude
du refroidissement atomique par lasers, il faut donc traiter
séparément les dynamiques atomiques interne et externe.
Par simplicité, nous ne présentons ici que le refroidissement
Doppler d’un atome & deux niveaux. Nous commencons par
décrire la dynamique interne de ’atome, puis la méthode
de refroidissement.

Atome i deux niveaux dans un champ laser Nous
modélisons la dynamique interne de ’atome par un sys-
téme & deux niveaux que nous notons |a) et |b) dont une
représentation schématique est donnée sur la figure 1. Nous
supposons que 1’état excité a une durée de vie finie, le taux
d’émission spontanée de ce niveau est alors caractérisé par
sa largeur naturelle I'y. L’atome est “plongé” dans un champ
laser de fréquence wy,, quasi-résonnant avec la fréquence de
transition atomique wqp et nous introduisons alors le désac-
cord en fréquence

0L = wr — Wab,
avec |0r| < |wir|,|waes|- Nous assimilons enfin le champ

électrique de ’onde laser & une onde plane d’intensité I se
propageant suivant un axe noté x

E= é’@ [ei(th_k”) + c.c.



ou & est le vecteur unitaire de polarisation, ki, = wr/c =
2n /A1, est le nombre d’onde et Az, la longueur d’onde du
laser.

1b)

|a)

Fic. 1: Atome a deux niveaux dans un champ laser quasi-
résonant avec une transition atomique

L’interaction atome-laser est décrite ici dans ’approxi-
mation dipolaire électrique! et ’on note d le moment dipo-
laire atomique. Si ’on note H; le hamiltonien d’interaction
alors le couplage entre les états atomiques est

(a| Hr |b) = hQy /2,

ou

2 (al Z.é‘|b) Vi "

est la fréquence de Rabi [4]. Ce couplage est proportionnel
au produit scalaire entre 1’élément de matrice du dipdle
atomique entre les états |a) et |b) et le champ électrique
incident.

Si la fréquence de Rabi est faible comparée a la largeur
du niveau excité |b) (|Q1] < T'p), les états couplés — que
nous noterons |1) et |2) — sont peu différents des états non
couplés et l’on a [5]

0 =

0
_
+ 36, —,
971
T 25, —iT, |a} -

) =~ |

2) =~ |b)
L’effet du couplage sur le niveau atomique fondamental |a),

que l'on peut assimiler & |1), est de :
— Le déplacer en énergie d’une quantité

o Q32
SRR R @
— Lui donner une largeur
r, Q%/2
— 1/ (3)

T 28 +T3/4

La largeur T' du niveau, donnée par (3), correspond &
la probabilité pour un atome initialement dans I’état |a)
d’effectuer une absorption stimulée d’un photon laser suivie
d’une émission spontanée le ramenant dans le méme état
|a). Pour un atome au repos, cette probabilité varie avec le
désaccord 67, comme une Lorentzienne centrée en ér, = 0.
Elle est donc maximale quand la fréquence du champ laser
est résonnante avec la fréquence de transition atomique.

1Le terme dipolaire électrique apparait comme le terme dominant
dans ’approximation des grandes longueurs d’onde qui suppose le
champ homogéne & I’échelle de ’atome.

Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment
cette déstabilisation de 1’état fondamental permet de refroi-
dir un nuage atomique en prenant l’exemple du refroidis-
sement Doppler. Nous verrons ensuite au paragraphe 1.1.2
que le déplacement A permet de générer des potentiels mé-
caniques & ’aide de champs lasers.

Refroidissement Doppler Lorsqu’un atome au repos
de masse m, absorbe un photon de vecteur d’onde kp,
il subit un effet de recul provenant de la conservation
de T'impulsion. Sa vitesse est alors modifiée d’une quan-
tité vyee = hkr/m appelée . Les atomes dans une onde
laser absorbent toujours les photons dans une direction
déterminée et les émettent par un processus d’émission
spontanée. Lorsque ’on moyenne sur un grand nombre de
cycles d’absorption-émission, les contributions des émis-
sions spontanées au transfert d’impulsion s’annulent tan-
dis que celles des absorptions stimulées s’additionnent. Un
cycle transmet alors, en moyenne, au ce_n)tre de masse de
I’atome, une quantité de mouvement hkr. L’atome subit
donc une force moyenne dans la direction de 'onde laser,
appelée force de pression de radiation. Les méthodes de
refroidissement par lasers utilisent en grande partie cette
pression de radiation pour ralentir les atomes.

kr, —kg,
Wap + 01, Wap + 01,
Référentiel du laboratoire

m O I

wab+(5[, —kL’U wab+5[1+km)
Référentiel atomique

Fi1g. 2: Effet Doppler

Pour la simplicité de ’exposé, nous nous plagons dans le
cadre d’une description & une dimension spatiale noté x. La
premiére méthode historiquement envisagée, qui consiste
& utiliser V’effet Doppler, a été proposée en 1975 pour
les atomes neutres [6]. L’idée est de placer les atomes
dans le rayonnement formé par deux ondes lasers contra-
propageantes de vecteurs d’onde respectifs kr et —kr, de
méme fréquence et désaccordées vers le rouge par rapport
a la transition atomique (07 < 0). Un atome se déplacant
avec une vitesse v voit, dans son référentiel, deux fréquences
lasers effectives wqp — |01 & kv décalées par effet Doppler
— cette situation est représentée schématiquement sur la
figure 2. Dans le référentiel atomique, les photons se dépla-
cant dans une direction opposée 4 celle de I’atome ont donc
une fréquence plus proche de la fréquence atomique que
dans le référentiel du laboratoire et les photons se dépla-
cant dans la méme direction, une fréquence plus éloignée.
La probabilité d’absorption étant fonction du désaccord de
fréquence — |0r| + krv, 'atome absorbe plus de photons
dans la direction opposée & sa vitesse. Il subit donc une



force opposée & sa vitesse : il est ralenti.

Le traitement qui précéde, se généralise sans difficulté
4 deux et trois dimensions. Cette méthode de refroidisse-
ment Doppler est & la base de trés nombreuses expériences
comme premiére phase de refroidissement d’une assemblée
d’atomes. Dans le champ laser, le temps caractéristique
d’amortissement de la vitesse atomique est trés court (ty-
piquement 100 us pour des atomes de rubidium), atome
est comme englué dans un bain visqueux de photons, que
I’on appelle une mélasse optique. La premiére mélasse op-
tique tridimensionnelle a été observée en 1985 [7] avec une
température de 240 pK.

Dans la pluspart des expériences actuelles de refroidisse-
ment d’atomes par lasers, la mélasse optique issue du refroi-
dissement Doppler est simultanément piégée par un piége
magnéto-optique — combinant pression de radiation et effet
Zeeman — qui permet de confiner spatialement les atomes.
Nous donnons ici quelques valeurs caractéristiques typiques
pour un nuage d’atomes de Rubidium refroidis par laser a la
sortie d’un piége magnéto-optique. Le nuage d’atomes a un
volume de 0,1 mm? pour environ 10® atomes soit une den-
sité de 1012 atomes/m3. La vitesse moyenne des atomes est
de l'ordre de 10 mm/s pour une énergie typique de 0.1 neV
soit une température de I’ordre du uK. A cette tempéra-
ture, les atomes ont une longueur d’onde de De Broglie de
lordre du pm.

1.1.2 Les potentiels optiques

Nous avons vu que l'interaction d’un atome & deux ni-
veaux avec un champ laser quasi résonnant induit un dépla-
cement des niveaux atomiques (2) qui est proportionnel au
carré de la fréquence de Rabi. Compte-tenu de l'expression
(1), nous voyons que le déplacement du niveaux fondamen-
tal (2) est proportionnel & lintensité lumineuse Iy. Si le
désaccord de fréquence 1 est beaucoup plus grand que la
largeur I'y du niveau excité — |d.| > I’y — ce déplacement
est approximativement

[
467
N 2
‘(a| d.g|b)|
hoL

A

Iy

Q

Si le désaccord de fréquence &y, est aussi beaucoup plus
grand que la fréquence de Rabi Q; — |65 > |Q4] — alors
létat couplé |1) est presque identique & I’état fondamen-
tal |a) : nous pouvons considérer que l’atome est & chaque
instant dans son état fondamental. Si I'intensité du champ
électrique varie spatialement, alors le déplacement du ni-
veau fondamental dépend de la position de atome. Ceci
étant, la variation spatiale du niveau fondamental peut étre
interprétée comme le fait d’un potentiel mécanique ressenti
par le centre de masse atomique. Les potentiels générés a
I’aide de champs lasers sont appelés potentiels optiques ou
potentiels lumineuz.

Un cas simple qui nous servira abondamment dans la
suite de ce travail est le cas du réseau optique : la super-
position de deux ondes contra-propageantes de méme fré-
quence wy, et de méme intensité Iy, crée une onde lumineuse
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F1g. 3: Réalisation d’un réseau optique

stationnaire d’intensité
I(z) =4Iy cos® (k).

Un atome plongé dans ce champ laser subit un déplacement
d’énergie de son niveau fondamental qui varie avec sa posi-
tion dans 'onde stationnaire. Son centre de masse ressent
alors un potentiel a l'image de I’intensité laser, c’est-a-dire
un potentiel sinusoidal :

V (z) = Vo [1 + cos (2kLx)]

AL

. . N _ _; [aldeamn?
de période spatiale et d’amplitude Vo = —IOT

— cette situation est représentée schématiquement sur la fi-
gure 3. Il est ainsi possible de générer de maniére optique
un potentiel mécanique parfaitement périodique. Remar-
quons que le signe de Vp dépend du signe de é. Ainsi si
0r, > 0 (désaccord vers le bleu), I’atome est attiré vers les
zones ou l'intensité laser est minimale (zones sombres), tan-
dis que pour 61, < 0 (désaccord vers le rouge), ’atome est
attiré vers les zones ot l'intensité laser est maximale (zones
brillantes).

Les techniques d’ingénierie laser permettent de créer, de
facon extrémement souple, une grande variété de potentiels
optiques. Par exemple, il est possible d’introduire un dépha-
sage dépendant du temps kr (t) entre les deux ondes la-
sers contra-propageantes. L’intensité lumineuse résultante
est alors

eikL:c + e—z'kL (z+¢(t))

o))

L’effet du déphasage ¢ (t) est donc d’induire une transla-
tion dépendante du temps de ’onde stationnaire. Si nous
nous plagons dans le référentiel dans lequel ’onde station-
naire est immobile, le déphasage agit alors comme une force
d’inertie

I (z,1)

2
To |

1
4], cos® [QkL (:c + igo

_md’p(t)
T2 arr
ol m est la masse de ’atome.
Prenons le cas simple ¢ (t) = at? : 'onde stationnaire
est uniformément accélérée. Dans le référentiel au repos



Référentiel de I’onde stationnaire

Référentiel du laboratoire

F=ma

Energie
Energie

Position
F(t) = Fy + Fysin(wt) /.

Position

¢(t) = at*> — bsin(wt)

Energie
Energie

Position
Fi1c. 4: Potentiel optique induit par déphasage

de Tonde, ’atome subit une force constante F' = ma. Si
maintenant ¢ (t) = at? — bsin (wt), dans le référentiel au
repos 'atome subit une force oscillante dans le temps et de
moyenne non nulle : F (t) = Fy + Fj sin (wt) avec Fy = ma
et I = %mbwz. Ces situations simples sont représentées sur
la figure 4. Nous voyons ainsi que le déplacement de niveau
nous permet de générer expérimentalement des potentiels
mécaniques variés.

1.1.3 Dynamique quantique

Dans la suite, nous nous intéressons a la dynamique du
centre de masse d’un atome sous l'effet de potentiels op-
tiques variés. Si ’atome est suffisamment refroidi, sa lon-
gueur d’onde de De Broglie est de 'ordre de la longueur
caractéristique de variation du potentiel et sa dynamique
doit étre décrite dans le cadre de la mécanique quantique.
La dynamique du centre de masse atomique est décrite par
une fonction d’onde, notée ¥, dont le module au carré |¥|*
exprime la densité de probabilité de présence et dont évo-
lution est déterminée par 1’équation de Schrodinger :

m% = HU(f1) )
= (f—m+V(m)> wEE (5)

ot H est le hamiltonien du systéme, m est la masse de
I’atome, 7 est le vecteur position, ¢ le temps et la fonction
V représente le potentiel ressenti par la particule.

Dans la suite de ce travail, nous développerons l’étude
de la dynamique a une dimension. Expérimentalement, les
faisceaux lasers ne sont pas des ondes planes mais ont une
extension transverse limitée. Néanmoins, si le faisceau est
beaucoup plus large que la longueur d’onde de De Broglie
de ’atome, nous pouvons négliger la variation transverse
du faisceau et nous approcher expérimentalement du cas &
une dimension.

Unités réduites Les unités du systéme international ont
des étalons qui sont adaptés & la description quotidienne
que nous avons de la nature et qui sont sans commune
mesure avec les échelles d’énergie, de longueur et de temps
d’un systéme d’atomes refroidis. Pour éviter d’avoir en per-
manence des facteurs d’échelle liés au choix des étalons de
mesure, il est trés utile d’utiliser des unités réduites bien
adaptées & notre systéme atomique.

Toutes les situations envisagées dans la suite de ce ma-
nuscrit comportent un potentiel périodique. Celui-ci déter-
mine une longueur caractéristique par sa période spatiale
d = Ar/2 = 7 /kr. Nous introduisons une longueur réduite
Z = z/d . Nous imposons i = 1 de sorte qu’il y ait équi-
valence entre fréquence et énergie réduites. Cela implique
lintroduction un temps réduit ¢ = % et une énergie réduite
E = E% Nous définissons enfin 'impulsion réduite p = 2
et la vitesse réduite v = % L’ensemble des paramétres
caractéristiques est rassemblé dans le tableau 1.
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TaB. 1: Unités réduites

Pour laisance de la lecture, nous nous notons dans la
suite x, t et E les unités réduites. Finalement ’équation de
Schrodinger unidimensionnelle devient dans ces nouvelles
unités :

d¥(z,t p2
'Lg = —U(z,t) + V(z,t)¥(x,t)
dt 2
L’opérateur impulsion a alors pour expression en représen-
tation z : P = —i 2.

Nous donnons ici les valeurs numériques des unités ca-
ractéristiques pour une expérience utilisant des atomes de
137C's avec A\, = 852nm

Ey 1,25 peV
to 52,6 us
d 0,426 pm

vo 0,12 mm/s

1.2 La base de Wannier Stark

Lorsque I’on adjoint au potentiel périodique, un potentiel
linéaire, nous obtenons ce que nous appelons un “réseau
incling” (ce potentiel est aussi dit de type “washboard” en
anglais, car cette forme rappelle les anciennes planches &
laver). Nous avons vu qu’un tel potentiel est facilement
réalisable en utilisant des potentiels lumineux. Nous verrons
au fil de ce travail que la dynamique dans un réseau incliné
met trés simplement en évidence ’'influence des cohérences
quantiques sur la dynamique.

Nous introduisons ici, de maniére détaillée, la base des
états de Wannier Stark — initialement décrite par Wan-
nier [8]. Nous montrons en particulier que sous certaines
approximations les états de Wannier Stark peuvent étre
considéré comme les états propres du réseau incliné. La
suite de ce travail repose entiérement sur une modélisation
de la dynamique quantique & partir des états de Wannier
Stark?.

2Une description détaillée de cette base d’états états peut aussi
étre trouvé dans [9] et dans [10].




1.2.1 Les états de Wannier Stark

La dynamique atomique dans un réseau incliné est dé-
crite par le hamiltonien suivant®
2

P
Hp = -5 + Vo cos(2nz) + F. (6)

Le potentiel incliné est consititué d’une infinité de puits de
potentiel, nous montrons ici qu’il admet des états propres
localisés dans les puits de potentiel, rappelant ceux de ’os-
cillateur harmonique. Ces états localisés sont appelés états
de Wannier Stark.

Pour un systéme d’extension spatiale infini, le potentiel
linéaire Fx diverge, le spectre d’énergie de Hp est alors
continu [11]. Cela implique, en toute rigeur, que le hamil-
tonien Hyp n’a pas d’états propres : un état initial localisé
dans un puits de potentiel se dépeuple alors exponentielle-
ment vers le continuum d’états.

Afin de contourner cette difficulté, nous pouvons considé-
rer le systéme dans une “boite” de taille finie. Cela suppose
que nous rajoutions au hamiltonien Hr un potentiel de
confinement

B(z) =0 si

B(z) =00 si

|z] < L
|z| > L

avec L > 1 afin que la boite contienne de nombreuses
mailles du réseau. Le spectre d’énergie est alors discret et
le potentiel admet des états propres.

Les états propres correspondant & des distributions de
probabilité de présence éloignées des bords de la “boite”,
sont alors trés peu affectés par le potentiel de confinement.
Dans la suite nous nous placerons toujours dans des cas ol
la dynamique n’est pas affectée par la taille de boite choisie.

Etats localisés Le réseau incliné est composé d’une série
de puits de potentiel périodiquement espacés. Si ces puits
de potentiel sont suffisamment profonds (nous donnerons le
critére quantitatif ultérieurement), ils peuvent accueillir des
états propres localisés & l'intérieur des puits appelés états
de Wannier Stark. Pour repérer un état localisé, il nous faut
donc un indice pour repérer le numéro de I’état dans le puits
et un indice pour repérer le puits de potentiel autour duquel
il est centré. Nous notons |g0£1> le I-iéme état centré autour
du puits n, E!, son énergie et ¢!, () la fonction d’onde de
cet état. Nous avons alors

Hpl, (z) = EL¢h, (x) -

Les fonctions !, (z) étant les états propres du hamiltonien
Hp elles sont ortho-normées entre elles, c’est & dire que

| @) @ dr=dniin (@

Notons que les états de Wannier Stark ne forment pas une
base compléte, car le réseau incliné dans une boite admet
aussi des états propres délocalisés dépendant de la taille
de la boite. Dans la suite, nous travaillerons exclusivement
avec les états localisés, ce qui se justifie par la faible tem-
pérature des atomes.

3Nous choisissons directement le potentiel périodique de forme si-
nusoidal car cela correspond au cas d’une réalisation expérimentale
avec des atomes refroidis par laser et a un potentiel optique formé par
une onde stationnaire accélérée.
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Fic. 5: Quelques états propres du réseau incliné : Représen-
tation de la probabilité de présence de différents états propres pour
Vo = 25 et F = 2 mis en regard avec le potentiel (partie inférieure de

la figure) : (a) état de la premiére échelle (I = 0) |cp8(m)|2 , (b) état
de la deuxiéme échelle (I = 1) |<p(1](1:)|2 et (c) un état délocalisé.

Potentiel harmonique

Energie

Réseau incliné

Position B

Fic. 6: Approximation harmonique des puits de potentiels

La figure 5 représente les probabilités de présence de
quelques états propres du réseau incliné calculées numé-
riquement pour V5 = 25 et F' = 2. Nous y mettons en
évidence deux états localisés 5-a et 5-b dans les puits de
potentiel, ’état 5-c correspond quant & lui & un état délo-
calisé.

Lorsque Pon fait varier la taille de la boite (non repré-
sentée ici), les états localisés 5-a et 5-b restent invariants
tandis que I’état 5-c se déforme. Lorsque la taille de boite
augmente, la densité d’énergie associée aux états délocalisés
augmente, ceux-ci tendant a former un continuum d’états
lorsque L — oo. Dans la suite de ce travail nous ne tien-
drons pas compte de ces états et travaillerons exclusive-
ment avec les états propres localisés en nous intéressant
principalement aux états fondamentaux de chaque puits de
potentiel.

La dynamique décrite par les états localisés 5-a et 5-b
est indépendante de la taille de la boite et nous pouvons
les assimiler aux états propres du systéme infini.

Si, comme le suggére la figure 6 nous assimilons le fond
des puits de potentiel & des puits harmoniques, le théo-
réme Virial nous dit qu’il y a équipartition entre 1’énergie
cinétique (T') et I'énergie potentiel (V) : (T) ~ (V) ~ £
(ou E est ’énergie de I’état mesurée par rapport au fond

du puits). Or, la fonction d’onde de ’état fondamental du
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Fic. 7: Représentation symbolique des états localisés : Les
états localisés sont représentés symboliquement par des traits dont la
position refléte I’énergie de chaque état et le puits de potentiel autour
duquel il est localisé. La figure a été réalisée par un calcul numérique
des états du réseau incliné pour Vy = 25 et F' = 2. Pour les parameétres
choisis, deux échelles d’états localisés, notées (a) et (b), existent et
sont reportées a droite de la figure. L’échelle (a) correspond aux états
de plus basse énergie de chaque puits de potentiel, tandis que 1’échelle
(b) correspond aux premier états excités.

puits varie spatialement avec une période double de celle
du potentiel, elle correspond donc & une impulsion quadra-
tique moyenne de (p)® ~ 72 et donc & une énergie E ~ 72.
Cet état est localisé dans le réseau incliné si son énergie est

inférieure & la hauteur du puits de potentiel c’est & dire si
F
2% - 5 Z 7['2.

Ceci montre, comme on peut s’y attendre, que ’existence
des états localisés suppose que Vp doit étre grand et F
suffisamment faible.

De maniére générale, il peut exister plusieurs états lo-
calisés d’énergie différentes dans un méme puits de poten-
tiel. Nous pouvons alors généraliser ’approche précédente
et montrer que le réseau incliné posséde n états localisés si

2V — F/2 > (nm)*.

Le nombre d’états localisés dans un puits de potentiel aug-
mente donc avec la profondeur du réseau et diminue avec
la force.

Echelles d’énergie Le réseau incliné, loin des bords de
la boite, posséde une propriété de symétrie particuliére : il
est invariant par une translation conjointe espace-énergie
correspondant & une translation d’un pas du réseau et &
une translation d’énergie égale & F'. Cette symétrie doit se
retrouver dans les états propres. Cela implique directement
que l'état ¢!, (z) localisé dans le puits n et d’énergie E!,
si il existe, est directement relié¢ & I'état ¢, | (z) par une
translation espace-énergie, c’est & dire que

El, =E.+F (8)

et

Prt1 () = pn (2 —-1). (9)

Ainsi, de proche en proche, les états localisés ¢!, () se ré-
partissent sur une échelle linéaire d’énergie, de pas F'. Ces
échelles d’énergie sont appelées échelles de Wannier Stark.
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Fic. 8: Etats de Wannier Stark : Les probabilités de présence

de deux états de ’échelle fondamentale (a) et (b) sont représentées,

positionnées en énergie, dans le réseau incliné. A titre de comparaison,

nous avons aussi représenté celle d’un état délocalisé (c). La figure
correspond & Vo =10 et F = 1.

Elles sont caractérisées par un pas donné par la pente du
potentiel F'.

Les deux relations (8) et (9) de symétrie sont fondamen-
tales et ont des conséquences trés importantes sur la dyna-
mique que nous verrons apparaitre au fil de cette étude.

La figure 7 représente de maniére symbolique ’ensemble
des états localisés d’un réseau incliné calculés numérique-
ment. La répartition en échelles d’énergie apparait alors
clairement. Pour les paramétres choisi (Vo = 25 et F = 2)
deux échelles de Wannier Stark notées (a) et (b) existent et
sont reportées a droite de la figure.

La figure 8 synthétise ces différents résultats en représen-
tant les probabilités de présence de deux états de Wannier
Stark de I’échelle fondamentale (a) et (b) et d’un état dé-
localisé (c) dans le réseau incliné, positionnées par rapport
a D’énergie de I’état. Les autres états localisés sont repré-
sentés symboliquement par des traits. Pour les paramétres
de réseau choisis (Vo = 10 et F' = 1), il n’y a qu’une seule
échelle d’états localisés. Les deux probabilités de présence
(a) et (b) représentées mettent en évidence la symétrie (9)
entre les états localisés d’une méme échelle.

Si 'on restreint la description de la dynamique quantique
dans un réseau incliné aux seuls états localisés, la dyna-
mique est alors celle d’un systéme quantique d’états d’éner-
gie équidistants (comme ceux de oscillateur harmonique)
ayant tous une fonction d’onde identique & une transla-
tion prés. Nous verrons que ce systéme trés simple permet
de mettre en évidence des phénoménes dynamiques remar-
quables dis aux cohérences quantiques.

1.2.2 Reésonances

L’existence des échelles d’états de Wannier Stark a long-
temps été remise en cause* car I’existence d’un état localisé
pour un systéme d’extension spatial infinie est un probléme
mathématiquement ouvert. Dans ce cas en effet, le spectre
continu de Hr implique que les états propres ne sont pas
de carré sommable® donc & priori non localisés. Cependant

4Un historique de la controverse lié 4 'existence des états de Wan-
nier Stark ainsi qu’une importante bibliographie, peut étre trouvé
dans [10]

5Cela provient de la condition d’orthonormalisation, supposons
une base continue {|f:)}, cette condition s’écrit (f.| for) = d(¢ — €’)
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Fi1Gg. 9: Influence du potentiel linéaire : le cas du puits carré

I’observation expérimentale des échelles de Wannier Stark
dans les réseaux de semi-conducteurs [12, 13] d’abord puis
dans les systémes d’atomes refroidis par lasers [14] a levé le
doute sur leurs existences. Nous expliquons ici, le consen-
sus prévalant actuellement autour de cette ambiguité. Nous
étudions donc ici le cas d’un systéme de taille infinie, c’est
a dire sans le potentiel de confinement B(z).

Comme nous 'avons déji signalé, la difficulté majeure
vient du terme linéaire F'z. En effet, méme si F' est petit,
Fzx — 4oo pour z = £oo. Cela implique qu’il ne peut y
avoir d’états propres dans un tel potentiel : il y aura donc
toujours un courant de fuite par effet tunnel.

Une illustration de ce phénoméne est présentée sur la
figure 9 pour un puits de potentiel de forme carré. La fi-
gure 9-a représente un puits de potentiel carré ainsi que
la probabilité de présence associée & un état propre loca-
lisé. La probabilité de présence de cet état localisé décroit
rapidement en dehors du puits de potentiel traduisant la
localisation de ’état propre. Sur la figure 9-b, nous avons
adjoint au potentiel carré un potentiel linéaire. Un courant
de fuite apparait et 1’état se dépeuple exponentiellement.
Il ne s’agit plus alors d’un état propre du potentiel. Bien
entendu, la valeur du courant de fuite dépend de la largeur
de la barriére de potentiel & franchir et donc de la force
appliquée. Si ce courant de fuite est trés faible, nous pou-
vons assimiler I’état propre du potentiel de la figure 9-a —
qui est localisé et de carré sommable — & un état propre
du potentiel de la figure 9-a et traiter la décroissance expo-
nentielle de maniére phénoménologique en introduisant une
partie complexe & I’énergie traduisant le courant de fuite.
Ainsi bien que le spectre du potentiel de la figure 9-b soit
continu, il est possible d’identifier des états discrets, locali-
sés et de carré sommable mais avec une durée de vie finie.
Un tel état est appelé résonance.

De la méme maniére, dans le cas qui nous intéresse, un
état initialement localisé dans un des puits du potentiel pé-
riodique se dépeuple exponentiellement au cours du temps
du fait de la largeur finie de la barriére de potentiel. Un
calcul détaillé du courant de fuite peut étre trouvé dans
[15].

Cependant, si le temps caractéristique de ce processus
est extrémement long (au moins un ordre de grandeur su-
périeur) comparé 3 la durée d’une expérience, alors pour le
temps de cette expérience, cet état pourra étre considéré

donc en particulier :(fe| fe) = 0o
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comme un état localisé. Bien entendu ces états auront une
durée de vie finie, mais pourvu qu’elle soit bien supérieure
a la durée de ’expérience envisagée, nous pouvons les trai-
ter comme de vrais états propres. Du fait de la durée de vie
finie, les énergies propres, notées alors !, seront complexes
et ’on notera :

el = B, —iT".

La partie imaginaire traduisant la décroissance exponen-
tielle de I’état ne dépend bien entendu que de 1’échelle
considérée. Dans la suite de ce travail, nous ne tiendrons
pas compte de la durée de vie finie des états de Wannier
Stark, ce qui est équivalent & considérer le systéme dans
une boite.

1.3 Les Oscillations de Bloch

Dans ses travaux relatif & la théorie quantique de la
conduction électrique en 1934, Clarence Zener [2] suppose
les électrons d’un cristal aux bornes duquel une différence
de potentiel est appliquée, soumis & un potentiel périodique
incliné. Utilisant les états propres introduits quelques an-
nées auparavant par Felix Bloch [1], il démontre que dans le
cas de faible différence de potentiel, les électrons effectuent
un mouvement d’oscillation nommé depuis oscillation de
Bloch.

Cette dynamique est longtemps restée un concept théo-
rique, et ce n’est que trés récemment, en 1993, que 'utilisa-
tion de super-réseaux de semi-conducteurs permit enfin une
mise en évidence expérimentale des oscillations de Bloch®
[17]. Trois ans plus tard elles furent observées avec des
atomes refroidis par lasers dans un réseau optique [3]. Plus
récemment, des oscillations de Bloch optiques ont aussi été
mises en évidence dans un réseau de guide d’ondes [18] :
en effet, la similarité entre I’équation de propagation d’un
champ électromagnétique (dans ’approximation paraxiale)
et ’équation de Schrodinger permet de transposer les ré-
sultats de la dynamique quantique & I’évolution du champ
électromagnétique transverse le long de 1’axe de propaga-
tion, l’analogue du potentiel mécanique est alors créé par
la variation transverse de l'indice de réfraction du milieu.

Nous montrons ici que les états de Wannier Stark in-
troduits a la section 1.2, grace & leurs propriétés de symé-
trie, permettent de décrire trés simplement les oscillations
de Bloch en terme d’interférences quantiques. L’approche
“standard” des oscillations Bloch n’est cependant pas effec-
tuée & l'aide de ces états mais avec les états propres du
réseau périodique. A titre de comparaison, nous présentons
cette approche dans le complément D.

1.3.1 Un mouvement d’oscillation

Nous considérons ici, pour simplifier, un état atomique
initial formé par une superposition d’états localisés fonda-
mentaux de chaque puits. Nous notons alors pour alléger les
écritures ¢, () = L= (z) les fonctions de Wannier Stark
centrées autour du puits n de la premiére échelle. L’état
initial s’écrit alors :

SPour une description théorique exhaustive et illustrée des oscilla-
tions de Bloch dans un super-réseau de semi-conducteurs, nous ren-
voyons le lecteur a [16].



Y(z,t=0) = Z Cntpn () (10)
n
ot les coefficients ¢,, sont les amplitudes des états. Au cours
du temps, chaque état évolue avec son énergie propre de
sorte que & ’instant ¢ nous avons :
Y(z,t) = z cn‘Pn(m)e_iEnt' (11)
n
Les états de Wannier Stark étant les états propres du réseau

incliné, nous obtenons trés simplement 1’évolution tempo-
relle de la fonction d’onde.

Bien que contenant toute ’information sur la dynamique,
Pexpression (11) ne fait pas apparaitre clairement 1’évolu-
tion temporelle. Par contre elle nous permet de calculer
analytiquement les grandeurs caractéristiques du paquet
d’ondes & chaque instant.

Regardons par exemple I’évolution temporelle de la po-
sition moyenne de ’atome en étudiant la quantité :

(X) (1) = / (. )| ad. (12)

En introduisant Uexpression (11) et en utilisant la structure
d’échelle des états de Wannier Stark (8), nous obtenons :

(X) () = le,mc}"cmei(m_l)”.

l,m

(13)

Cette expression fait apparaitre ’ensemble des fréquences
de Bohr

E, —E,
(I—m)Ft

Wi,m

de P’échelle des états fondamentaux de chaque puits de po-
tentiel.

Dans l'expression (13) nous avons introduit les éléments
de matrice de ’opérateur position X, définis comme :

Xt = [ oi@)zion (z)ds. (14)
Ils correspondent & un recouvrement entre deux fonctions
de Wannier Stark et 'opérateur X et caractérisent la loca-
lisation des états de Wannier Stark”.

En utilisant la propriété de symétrie (9) des fonctions de
Wannier Stark, nous pouvons remarquer que

xtiy = [e@-Dopuo-Dds  (15)

ce qui permet d’obtenir en posant le changement de variable
' = 2 —1 et en utilisant la propriété d’ortho-normalisation
(7) d’établir une relation entre les coefficients x;,m, :

Xt,i+p = Xp +16p0 (16)

ot nous notons par souci de simplicité : x, = xo,p-

"Les fonctions de Wannier Stark étant considérées comme des états
propres, elles sont définies a une phase global prés, nous les choisissons
ici réelles, il est donc logique qu’il n’y ai pas de symbole de conjugaison
complexe dans la définition des grandeurs x; ,, qui de ce fait sont elles
aussi réelles et ’on a de plus X;,m = Xm,i-
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Les fonctions de Wannier Stark étant fortement locali-
sées, les intégrales de recouvrement x, décroissent rapide-
ment avec 'indice p. Cela implique que I'intégrale de recou-
vrement entre états de Wannier Stark premiers voisins x1
domine les autres termes i.e. x1 3> Xp>1 — Oll Xp>1 désigne
I’ensemble des x;, avec p > 1.

La valeur de xo dépend du choix de ’origine des coordon-
nées, ce terme ne caractérise donc pas un effet physique et
peut &tre omis® pour simplifier les expressions analytiques.
Pour le choix fait ici, ce terme qui représente la dissymétrie
de parité de la probabilité de présence |pg () |2 est de toute
facon trés faible (i.e. x1 > Xo)- Une étude numérique dé-
taillée de ces intégrales de recouvrement est présentée dans
le complément B.

Nous pouvons donc en premiére approximation ne garder
dans (13) que les termes proportionnels & x;1— cette restric-
tion est appelée lapprorimation du couplage auz premiers
voisins. En posant le changement d’indice m = [ + p, nous
obtenons alors :

(X)) = Zl |cl|2 + X1 {Z cepre 4 c.c.} . (1
1 1

Seul le terme en yx; de (17) caractérise l’évolution dyna-
mique de la position moyenne, et indique un mouvement
d’oscillation de fréquence égale a la force

wBEF.

Cette oscillation est appelée oscillation de Bloch, la fré-
quence wg est la fréquence de Bloch et la période associée
T %’r est bien sir la période de Bloch®. Le caractére
mono-fréquentiel du mouvement d’oscillation est da & la dé-
générescence des fréquences de Bohr entre états voisins qui
permet la factorisation de I’exponentielle imaginaire dans
(17). Nous voyons ainsi que les oscillations de Bloch sont
une conséquence directe de la structure d’échelle des états
de Wannier Stark.

Remarquons que ’amplitude des oscillations est pro-
portionnelle & un terme traduisant la cohérence initiale
moyenne entre les états voisins

— *
o1 = E Cr Cl41-
!

Cette quantité rassemble toute l'influence de ’état initial
sur la dynamique. En particulier, la phase initiale de 1’os-
cillation dépend de la phase de la cohérence moyenne o4, ce
que nous pouvons mettre en évidence en notant o1 = pew
dans Pexpression (17) :

(X)(t) =Y leal® + 2pxacos (0 —wpt).  (18)
l

Le terme proportionnel & x; dans (18) traduit un phéno-

méne d’interférence quantique entre les états de Wannier

Stark da & limparfaite localisation des fonctions d’onde

dans le puits de potentiel. Si celles-ci étaient parfaitement

8 Attention, négliger xo ne veut pas dire négliger X1,1 ! Cela revient
en fait & poser x;; =1

9Notons que 1’égalité entre force et fréquence de Bloch est die au
choix particulier de nos unités réduites ; dans les unités standards on
awp = % et Tp = Fid ou d est le pas du réseau.
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Fi1g. 10: Oscillations de Bloch : La dynamique spatio-temporelle

de la probabilité de présence est représentée dans la partie supérieure

(b) sur trois périodes de Bloch, le mouvement d’oscillation est clai-

rement visible. La partie inférieure (a) représente la probabilité de
présence de I’état initial et le réseau incliné.

localisées, alors l'opérateur position serait diagonal dans
la base des fonctions de Wannier Stark (i.e x; = 0) et la
position moyenne du paquet d’ondes serait constante.
Nous voyons donc que l'amplitude des oscillations de
Bloch dépend :
— de la localisation des états de Wannier Stark, & travers
I'intégrale de recouvrement xi,
— de l’état initial & travers la cohérence quantique
moyenne o initiale entre les états voisins.
La fréquence des oscillations dépend quant a elle unique-
ment de la force F' appliquée. Dans le complément B nous
montrons que ’évolution de 'intégrale de recouvrement x;
en fonction des paramétres du potentiel est de la forme

Vo

ﬂ R

X1= e (19)

ou les paramétres numériques positifs a; et b; sont donnés
dans le tableau 4. L’amplitude des oscillations décroit donc
quand la force ou 'amplitude du réseau augmente.

La figure 10-b représente ’évolution spatio-temporelle de
la probabilité de présence de la particule. Elle a été calculée
par une intégration numérique de I’équation de Schrédinger
pour Vo = 10 et F' = 1 avec comme état initial une superpo-
sition d’états de Wannier Stark formant un état délocalisé
sur dix puits de potentiel dont la probabilité de présence
est représentée sur la figure 10-a.

Une vision alternative des oscillations de Bloch peut
étre obtenue en regardant ’évolution temporelle de la co-
hérence quantique moyenne entre états voisins o (t)
>oi¢ () ciqa (t). Elle se calcule trés simplement en intro-
duisant les amplitudes des états de Wannier Stark & l'ins-
tant t : ¢; (t) = ¢; (0) e *Eit nous obtenons alors

o1 (t) = 01 (0) e~

le phénomeéne d’oscillation de Bloch correspond alors & une
rotation de phase de la cohérence quantique moyenne ins-
tantanée entre états voisins.

Nous pouvons maintenant regarder l'effet des intégrales
de recouvrement d’ordres supérieurs xp>1; leurs prise en
compte fait apparaitre dans ’expression de la position
moyenne les harmoniques de la fréquence de Bloch
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pr {opest 4 c.c.}.

p>0

(X)) =D Ul +
i

L’amplitude de la p-iéme harmonique est alors proportion-
nelle & la cohérence moyenne initiale entre puits distant de

p site :
op = Zc}"clﬂ,.
1
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F1G. 11: Spectre de la position moyenne : Le spectre de puissance

de la position moyenne, calculé a partir de I’intégration numérique de

I’équation de Schrédinger pour Vp = 10 et F' = 1, est représenté en

échelle logarithmique. La décroissance exponentielle des harmoniques

de la fréquence de Bloch justifie ici ’approximation du couplage aux

premiers voisins. L’encart représente la probabilité de présence de
I’état initial et le potentiel.

La figure 11 représente le spectre de puissance de la po-
sition moyenne d’un atome effectuant une oscillation de
Bloch. La faible importance des harmoniques est ici mise
en évidence, justifiant 'approximation du couplage aux pre-
miers voisins.

Une fois la position moyenne (18) obtenue, il n’est pas
difficile d’en déduire, par dérivation par rapport au temps,
Pexpression de la vitesse moyenne du paquet d’ondes. Dans
le cadre de 'approximation du couplage aux premiers voi-
sins, nous obtenons ainsi :

(v) (t) = 2wpx1psin (0 — wpt) . (20)

Cette expression traduit bien évidemment une oscillation
de la vitesse moyenne du paquet d’ondes et permet de relier
simplement la phase 8 de la cohérence moyenne & la vitesse
moyenne du paquet d’ondes.

En remplacant x; & l’aide de la forme approchée (19),
nous voyons que les bornes supérieure et inférieure de la
vitesse moyenne ne dépendent pas de la force F' et ’on a

[(v) (t)] < 2are~ "o/t (21)
En conséquence, nous pouvons dire que la décomposition
(10) qui est & la base des résultats présentés est correcte
pour les atomes ayant une vitesse moyenne initiale vérifiant
Pinégalité (21). Pour V5 = 10 nous obtenons une vitesse
maximale de 0,86 vo soit, en unités standards 0,1 mm/s.

1.3.2 Un paradoxe pour la conductivité élec-
trique ?

Dans ces premiers travaux relatifs & la théorie quantique
de la conduction électrique, Zener [2] en 1934 étudie la dy-
namique quantique d’une particule dans un potentiel pério-
dique soumise & l’action d’une force constante. En effet on



peut supposer en premiére approximation que chaque élec-
tron de valence d’un cristal soumis & ’action d’un champ
électrique E subi une force constante égale 4 eE ot e est la
charge de ’électron (les interactions entre particules sont
ici négligées). L’interaction électrostatique avec I’ensemble
des noyaux et des électrons de coeur produit sur les élec-
trons de conduction un potentiel périodique. Ainsi la dyna-
mique dans un réseau incliné décrit (en ’absence d’inter-
action entre les électrons) la dynamique d’un électron de
valence d’un cristal de longueur | aux bornes duquel une
différence de potentiel [E est appliquée.

L’expérience de la conductivité électrique nous montre
que la dynamique électronique correspond & un transport
d’électron vers les zones de faible potentiel créant ainsi un
courant continu, or cela est en contradiction avec la dy-
namique dans un réseau incliné qui correspond & une os-
cillation donc & un courant alternatif. Pour lever ce para-
doxe, observons les ordres de grandeurs. Un électron dans
un champ de 1Vm ™" subit une force de F' = 1eVm ™!, le pas
d’un réseau cristallin étant de ’ordre de ’angstroem, nous
en déduisons ’ordre de grandeur de la période de Bloch :
Tp ~ 40us. Or le temps de décohérence 7., qui correspond
4 lintervalle de temps séparant deux collisions successives
entre électrons est de lordre de 10 fs [19] soit 9 ordres de
grandeur inférieur !

—

s

~—

a

(v)

| <

Fic. 12: Vitesse moyenne d’un électron de conduction

En fait, le gaz des électrons de conduction peut étre dé-
crit de maniére statistique, par une fonction de réparti-
tion de leurs vitesses moyennes. La relation entre la vitesse
moyenne et la phase de la cohérence moyenne o7 de chaque
électron (20) permet alors de les décrire par une fonction
de distribution de phase!® P (#) de la cohérence moyenne
o1. Comme les électrons de conduction ont, en moyenne et
en 'absence de force, une vitesse nulle, cette fonction est
initialement centrée sur § = 0. La force introduit alors un
glissement de la phase 6 (t) = 6(0) + F't de la cohérence
moyenne o7 et donc une translation de la fonction de dis-
tribution P (#). Au bout d’un temps équivalent & 7, les
collisions entre électrons modifient la fonction de distribu-
tion de phase et la recentrent sur § = 0. La distribution

10T ,es électrons étant des fermions, la fonction de distribution de
phase doit tenir compte du principe d’exclusion de Pauli.
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glisse de nouveau avant d’étre recentrée par collisions et
ainsi de suite. Les électrons ont donc une vitesse moyenne
non nulle qui se traduit par un courant continu : c’est la
conduction électrique.

Dans les réseaux de semi-conducteurs, il a été montré
théoriquement [20] et expérimentalement [21], qu’en jouant
sur le rapport entre 7. et Tg il est possible d’obtenir une
conductivité négative.

A titre indicatif, nous pouvons comparer sur le ta-
bleau 2 les ordres de grandeurs relatifs aux oscillations de
Bloch, dans les cristaux, dans les super-réseaux de semi-
conducteurs et dans les atomes refroidis par lasers.

Il est fascinant de voir qu’un méme phénomeéne puisse se
manifester sur des échelles de temps aussi diverses.

1.3.3 Les oscillations de Bloch avec les atomes
froids

Nous souhaitons discuter ici des difficultés expérimen-
tales liées & 'observation des oscillations de Bloch avec des
atomes refroidis par lasers. Une description détaillée du dis-
positif expérimental typique peut étre trouvée dans [22].
Nous avons déja indiqué le moyen de réaliser un potentiel
équivalent & un réseau incliné au paragraphe 1.1.2. Dans ce
paragraphe, nous n’utilisons pas, par convenance, les unités
réduites.

Le nuage d’atomes refroidis produit dans un piége
magnéto-optique ! a typiquement une distribution d’im-
pulsion gaussienne de mi-largeur & mi hauteur 4hk;, (soit
une température approximative de 3uK). Cette distribution
est beaucoup plus large que la distribution d’impulsion des
états de Wannier Stark de ’échelle fondamentale puisque
les états de Wannier Stark — étant localisés dans un puits
de potentiel — ont une distribution d’impulsion de ’ordre de
hkr. Un nuage atomique 4 la sortie d’un piége magnéto op-
tique se projette donc inévitablement sur plusieurs échelles
de Wannier Stark.

Réaliser un paquet d’ondes formé exclusivement d’états
de 1’échelle fondamentale implique donc de savoir refroi-
dir encore plus le nuage atomique afin que la largeur de
la distribution d’impulsion soit inférieure & hky. Les deux
techniques standards pour la phase de refroidissement sup-
plémentaire sont le refroidissement Raman [24] et le refroi-
dissement par bande latérale [25] (side band cooling), nous
ne les détaillons pas ici et renvoyons le lecteur intéressé
aux références citées. Ces méthodes permettent d’obtenir
des nuages atomiques dont la distribution & une mi-largeur
a mi-hauteur de l’ordre de fikr, /20. En sélectionnant le vec-
teur d’onde central de la distribution, il est alors possible
de sélectionner la vitesse moyenne du gaz atomique et donc
la phase moyenne de cohérence moyenne ¢;. Une solution
alternative consiste & employer un condensat de Bose Ein-
tein. Nous étudirons plus en détail ce cas au chapitre 3.

La principale source de décohérence dans les expériences
d’atomes refroidis par lasers est ’émission spontanée. Or,
si le désaccord en fréquence des lasers par rapport a la
fréquence de transition atomique est grand devant la lar-
geur du niveau excité (i.e. [0r| > I'), le taux d’émission
spontanée I' varie comme é tandis que le déplacement de

Hyoir [23] pour les détails techniques relatifs au piégeage et au
refroidissement d’atomes par lasers



TaB. 2: Ordres de grandeurs relatifs aux oscillations de Bloch

Ordres de grandeurs  cristaux

super-réseau

atomes froids

Pas de réseau 0.1 nm 10 nm 0.5 nm
Champ électrique 100 V/em 10 kV/cm -

Accélération - - 10 m.s2
Force 210719 N 10 N 107%° N

Période de Bloch 40 us 1 ps 1 ms

Fréquence de Bloch 25 kHz 1 THz 1 kHz

Temps de relaxation 10 fs 0.1 ps 10 ms

niveaux A varie comme é ou I est l'intensité du champ

laser incident. Le taux d’émission spontanée peut donc étre
arbitrairement réduit en désaccordant la fréquence du la-
ser par rapport 3 la fréquence de transition atomique sans
diminuer 'amplitude du potentiel optique (& condition de
pouvoir augmenter I'intensité laser incidente).

Le temps d’expérimentation accessible ne dépend donc
pas de ’émission spontanée. Il dépend de la configuration
expérimentale. En effet, & la fin de la phase de refroidis-
sement, le piége est coupé et les atomes tombent du fait
de la gravité. Le nuage transverse alors le faisceau laser
disposé horizontalement et subit le potentiel optique. La
durée de l'expérience est donc limitée par le temps de tra-
versé du faisceau laser. Certains auteurs s’affranchissent de
cette contrainte en placant les faisceaux laser verticalement,
mais la force die 4 la gravité est alors imposée.

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons posé les bases né-
cessaires & la compréhension des résultats exposés dans la
suite de ce travail. Nous avons donc briévement introduit
les idées physiques liées au refroidissement d’atomes par
lasers et montré comment ceux-ci permettent d’étudier ex-
périmentalement la dynamique quantique dans un réseau
incliné. Les états de Wannier Stark ont ensuite été intro-
duits de maniére détaillée. Nous avons alors montré que
les états de Wannier Stark permettent une interprétation
trés simple des oscillations de Bloch comme une interfé-
rence quantique et mettent en exergue le role fondamental
de la cohérence moyenne entre puits voisins. Nous avons
aussi discuté des contraintes expérimentales liées & ’obser-
vation des oscillations de Bloch avec des atomes refroidis
par lasers.

14



2 Modulation harmonique du ré-

seau incliné

Contents
2.1 Dynamique a faible énergie 15
2.2 Dynamique d’un “paquet
doux”. ............. 17
2.3 Solution exacte au voisi-
nage de la résonance 20
2.4 Conclusion .......... 25

Dans le chapitre 1, nous avons montré qu’une particule
dans un réseau incliné effectue un mouvement d’oscillation
nommé oscillation de Bloch. Cette dynamique purement
quantique traduit 'existence d’une fréquence naturelle dans
le réseau incliné, notée wp et dépendant de pente du ré-
seau — de la force appliqué a la particule. Nous étudions
dans ce chapitre la dynamique quantique de la particule
dans le réseau incliné lorsque qu’une modulation harmo-
nique de la pente du réseau est appliquée. Nous nous in-
téressons en particulier au cas ou la fréquence de modula-
tion, notée w, est proche de la fréquence naturelle du ré-
seau incliné (w ~ wg) ; nous montrons alors qu’il existe un
phénomeéne de résonance entre la fréquence de modulation
et la fréquence naturelle induisant un transport cohérent
de la particule dans le réseau incliné. Pour décrire la dy-
namique, nous développons une modélisation utilisant la
base de Wannier Stark précédemment introduite qui per-
met d’interpréter simplement la dynamique, en terme d’in-
terférences quantiques.

Dans un premier temps, nous dérivons les équations
d’évolution de la modélisation en introduisant de maniére
détaillée les différentes approximations. Puis nous mettons
en évidence, et de maniére trés simple, les comportements
dynamiques généraux en utilisant une classe particuliére
d’états initiaux correspondant & des paquets d’ondes trés
délocalisés dans le réseau et ayant une enveloppe lente-
ment variable (forme dite de “paquet doux”). Enfin nous
montrons, dans un cadre plus mathématique, 'existence
d’une expression analytique générale et exacte pour ’évo-
lution de la fonction d’onde, qui nous permet d’interpré-
ter la richesse dynamique en terme d’interférences quan-
tiques ; celle-ci nous permet de plus, de calculer 1’évolution
des grandeurs caractéristiques de la dynamique pour un
paquet d’ondes de forme quelconque.

2.1 Dynamique a faible énergie

Si I’atome — la particule — est décrit par la fonction d’onde
U(z,t), alors sa dynamique est gouvernée par I’équation de
Schroédinger suivante

P2
— + Vp cos

0U(z, 1)
¢ 2

ot

(2rz) + Fox

+Fizsin(wt)] U(z,t) (22)
dans laquelle nous avons utilisé les unités réduites rassem-
blées dans le tableau 1 et ou V caractérise la profondeur du
réseau, Fy la valeur moyenne de la pente et F; ’amplitude
de la modulation.
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Pour décrire la dynamique, nous allons utiliser la base
des états de Wannier Stark — voir section 1.2 — du potentiel
moyen, que nous considérerons comme les états propres du
Hamiltonien

2

P
:7+Vocos

Les atomes froids ayant une faible énergie, ils peuplent prin-
cipalement la premiére échelle contenant les états de plus
faible énergie de chaque puits de potentiel. Pour simplifier
I’étude, nous restreignons notre description & cette échelle
et notons ¢, (z) = ¢!=% (z) I'état de Wannier Stark centré
autour du puits n et d’énergie E,, = Ey + nFy. Nous avons
alors

Hrp,

0

(2rz) + Fox.

HFOQOn (.73) = Enpn (:L‘) .

2.1.1 Description a 1’aide de I’échelle des états fon-
damentaux de Wannier Stark

La restriction de la description & 1’échelle des états fon-
damentaux de chaque puits de potentiel impose
— que la modulation soit suffisamment faible pour que
lon puisse négliger les transitions entre les différentes
échelles 12
— que l’état initial puisse étre entiérement décrit par
cette échelle 13
Si ces conditions sont satisfaites, alors nous pouvons poser :
U(z,t) =) cnlt)pn(®). (23)
n
les coefficients ¢, sont les amplitudes associées & ces états.
L’introduction de I’hypothése (23) dans I’équation (22)
permet en projetant sur chaque état et en utilisant la
propriété d’ortho-normalisation (7) des états de Wannier
Stark, d’obtenir un systéme d’équations différentielles por-
tant sur les coefficients ¢y, (t) :

dey (1)
ZT = Emcm (t)

oo
+ Fi sin(wt) Z Xm,m+pCm+p (t)  (24)

p=—o0

ou les coefficients xp, 4, définis par (14), correspondent aux
éléments de matrice de I'opérateur X dans la base des états
Wannier Stark. Ceux-ci traduisent donc le couplage des dif-
férents états de 1’échelle de Wannier Stark par la modula-
tion du potentiel linéaire.

Si nous négligeons temporairement, dans les équations
(24), les termes de couplage entre les différents états de
Wannier Stark, elles se découplent les unes des autres et
I’évolution des amplitudes se traduit par une dépendance
temporelle de la phase :

en(t) = Cn(g)e—i(cﬁn (£)—9=(0)) (25)
ol nous avons posé
bn(t) = Ent — Fiymn 20 (26)

12Nous verrons cependant que cela n’impose pas forcement Fy <
Fp.

13Cela est expérimentalement réalisable comme nous ’avons expli-
qué au paragraphe 1.3.3



Lorsque nous tenons compte de l’ensemble des couplages
du systéme complet (24), il est alors utile d’introduire de
nouvelles variables prenant en compte la contribution des
termes dominants en intégrant le changement de phase
(25). Nous posons donc!? :

cn(t) = dp(t)e O

et le systéme d’équations différentielles (24) devient alors
15 .

d, = —iFysin (W8) Y Xm.m-+pm-+p
p7#0
eI @mip()=0m(®)  (27)

Les propriétés de translation (16) des coefficients x,,q,
nous permettent alors d’établir que :

¢m+P(t) - Om (t) = p(ﬁ(t)

avec 7
o(t) = wpt — Ul cos (wt).

Les équations (27) deviennent alors :

2
p#0

dm — ei(wfpwg)teip% cos(wt)

Xpdm-‘rp [
—emilorpan)tein S coslt)] - (29)

Nous pouvons enfin développer les exponentielles en utili-
sant les fonctions de Bessel'® pour obtenir finalement :

F
dm = ——-

. F;
Xpmip Y _(0)' ) (p:l)
p#0 l

{ez’[(l—i-l)w—pr]t _ ei[(l—l)w—pr]t} . (30)

qui est ’expression la plus générale traduisant le cou-
plage dynamique entre états de Wannier Stark d’une méme
échelle d’énergie. Remarquons que la seule approrimation
effectuée jusque ici est de supposer la dynamique entié-
rement contenue dans une échelle de Wannier Stark. Les
transitions inter-échelles dues & la modulation sont donc
négligées.

Les ordres de grandeurs des problémes physiques qui
nous concernent ici permettent d’introduire deux approxi-
mations simplificatrices :

N

L’approximation des termes séculaires consiste 3 ne
prendre en compte que les termes séculaires ou “lentement
variables” dans (30), c’est & dire 'ensemble des termes
de couplage variant lentement par rapport un temps ca-
ractéristique de la dynamique du systéme (ici la période

1411 est important de garder en téte pour la suite que ce changement
de variable introduit un déphasage de I’état initial ¢, (0) # dn (0).
15En notant é, = d;—;‘.
16Nous utilisons pour cela la relation bien connue [26]

=)
. ] —
etz cos(wt) _ 2 : Jn(z)eznwtezn 5

n=oQ
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de Bloch)!7. De tels couplages apparaissent lorsque la fré-
quence de modulation est proche d’un rapport rationnel
avec la fréquence de Bloch, qw ~ pwp, ou p et ¢ sont des
entiers premiers entre eux.

L’approzimation du couplage auz premiers voisins'® pro-
vient de la forte localisation des fonctions de Wannier Stark.
Les coefficients x, décroissant rapidement avec I'indice p,
celle-ci consiste & ne tenir compte que des termes de plus
faible indice p.

2.1.2 Voisinage de la résonance

1l ressort de la discussion précédente que les effets les
plus importants sont attendus lorsque les états premiers
voisins seront couplés de maniére résonante i.e. lorsque w ~
wp. Dans la suite de ce chapitre, nous nous focalisons sur
I’étude de la dynamique au voisinage de la résonance. Nous
introduisons donc le désaccord en fréquence ¢ défini par

d=w-—wn (31)

dans les équations (30)

. F1 ) Fl
dn = =5 Y Xpmrp () H(p—)
p7#0 !
{ez’[(l+1—p)wsf(l+1)6]t _ ei[(l*“p)“’Bf(lil)é]t} . (32)

Comme nous nous intéressons au proche voisinage, nous
posons |0 K |ws|, |w]|.

Les couplages oscillants avec une fréquence petite devant
la fréquence de Bloch apparaissent lorsque [ £ 1 = p. En
pratiquant ’approximation des termes séculaires nous ne
gardons que ces couplages, nous obtenons donc

. F; D
dm = _?1 (@) ! XpGm-+p
p#0
F F .
[0 + B e )

Enfin, 'approximation du couplage aux premiers voisins
implique de ne garder que les termes proportionnels & xi
soit finalement :

dm =0 (dm_le_iét - dm+16i6t) (34)
ol nous avons introduit le coefficient
F1X1 Fl Fl
Q = —= —
(%)= (7))
F
= F()lel (FO) . (35)

Nous verrons dans la suite que ces équations décrivent par-
faitement la dynamique du paquet d’ondes. '°

171es termes de couplage variant rapidement auront un effet moyen
nul.

18Notons au passage que 1’approximation du couplage aux premiers
voisins n’est pas indispensable mais permet d’alléger considérable-
ment la résolution tout en gardant I’essentiel des résultats.

19Notons que dans les équations (34), le paramétre Q qui traduit le
couplage entre états voisins peut &étre intégré dans une redéfinition de
I’échelle temporelle en introduisant le temps réduit 7 = Q¢. Lors d’une
telle redéfinition, le seul paramétre caractéristique du systéme est le
désaccord réduit §' = %. Nous n’utilisons pas le temps réduit 7 mais
verrons qu’il apparait explicitement dans les expressions analytiques
exactes dérivées a la section 2.3.



A la résonance, w = wp et donc § = 0, le systéme d’équa-
tions (30) se réduit a la forme autonome :

dm = Q (dm—1 — dmy1) - (36)

Les équations (36) nous indiquent que la modulation ré-
sonante couple les états de Wannier Stark par un terme de
type “couplage dipolaire électrique”. Nous pouvons en effet
faire I’analogie avec un atome dont les niveaux sont équi-
distants, plongé dans un champ électromagnétique résonant
avec la fréquence de transition atomique. Dans cette ana-
logie, les amplitudes d,(t) correspondraient & Pamplitude
du n'*™e niveau et Q & la fréquence de Rabi.

Nous allons voir dans la suite que les couplages résonants
— 0 = 0 — entre états de Wannier Stark générent des dyna-
miques de grande amplitude. L’état initial étant de maniére
générale délocalisé plusieurs états de Wannier Stark, nous
verrons que, comme dans le cas des oscillations de Bloch
vues au paragraphe (1.3.1, les cohérences quantiques ini-
tiales jouent un role déterminant dans la dynamique du
paquet d’ondes.

2.2 Dynamique d’un “paquet doux”

Nous pouvons, & partir de I’équation d’évolution (34),
obtenir rapidement les comportements dynamiques du pa-
quet d’ondes en considérant le cas particulier d’un état ini-
tial constitué d’une superposition d’état de Wannier Stark
avec une enveloppe variant lentement par rapport au pas
du réseau et un rapport de phase constant entre états voi-
sins. Dans ce cas, la dynamique peut étre aisément décrite
en utilisant les concepts de la physique des ondes. Nous
commengcons par étudier la résonance exacte puis le proche
voisinage.

2.2.1 Le cas résonant : 6 =0

Commencons par considérer le cas d’un état initial com-
plétement délocalisé dans le réseau. Nous cherchons donc
des solutions de la forme d’ondes planes progressives :

dn(t) = Agilkn=a1) (37)
ou A est un facteur de normalisation dépendant de la taille
du réseau. Le paramétre k traduit la différence de phase
entre puits voisins tandis que @ est la fréquence de I'onde.
Cette solution se déplace & une vitesse V = &/k.

En insérant la solution d’onde plane (37) dans (36) nous
obtenons une relation de dispersion entre la fréquence @ et
le déphasage k entre puits voisins

@ = 2Qsin(k) (38)
qui assujettit la vitesse de propagation de 'onde au dépha-
sage relatif entre puits voisins.

La solution d’onde plane (37) ne correspond pas & une
situation physique réaliste. Cependant, les équations (36)
étant linéaires, tout état initial peut étre décomposé sur
une base d’ondes planes. La vitesse du paquet d’ondes est
alors déterminée en utilisant la notion de vitesse de groupe
— voir [27] pour une présentation générale de cette notion —
qui est la vitesse de propagation de I’enveloppe du paquet
d’ondes planes.
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Si nous supposons que la décomposition de I’état initial
sur la base des ondes planes corresponde & une distribution
étroite?® centrée autour de la valeur kg, la vitesse de groupe
vy du paquet d’ondes est alors

e

Tk k=ko

soit
vg = 2Q cos(ko). (39)

Ce résultat important indique que la vitesse du paquet
d’ondes ne dépend que de la phase relative entre états voi-
sins. Ainsi, lorsque les états initiaux voisins sont en qua-
drature deux & deux, kg = £7/2 et donc v, =0 :iln’y a
pas de mouvement global du paquet d’ondes. Lorsque par
contre tous les états sont initialement en phase kg = 0,
vy = 201 : 'atome se déplace vers les régions de potentiel
plus important (pour Q > 0), il grimpe le potentiel avec
une vitesse constante ; on observe un transfert d’énergie de
la modulation vers ’atome. A contrario, lorsque les états
initiaux voisins sont deux & deux en opposition de phase
ko = et vy = =20 : 'atome se déplace vers les zones de
potentiel plus faible, il dévale le potentiel. Il est surprenant
de constater que la valeur absolue de la vitesse ne dépend
pas du sens de déplacement, ’atome grimpe et dévale le
potentiel & la méme vitesse.

Supposons maintenant que ’état initial corresponde &
une superposition d’ondes planes progressives variant len-
tement & I’échelle d’un puits de potentiel. Nous pouvons
alors déterminer 1’équation dévolution de ’enveloppe. Po-
sons donc

dn(t) = fn(t)eikon=ob (40)

ou les coefficients f, sont des amplitudes complexes que
nous supposons varier lentement dans le temps, en compa-
raison & la période de Bloch, et dans 'espace, au pas du
réseau. En introduisant cette hypothése dans les équations
(36), nous obtenons en utilisant la relation de dispersion
(38) ’équation d’évolution de ’enveloppe f,

fn =Q [COS(ko) (fn—l - fn+1) +
iSin(kO) (fn+1 + fnfl - 2fn)] .

Nous pouvons tout d’abord remarquer que, comme généra-
lement Q) < wpg, la variation lente de ’enveloppe dans l'es-
pace implique directement la variation lente dans le temps;
nous pouvons donc finalement ne retenir que la condition
spatiale pour la validité du développement.

Comme f,(t) varie lentement dans ’espace, nous pou-
vons passer a la limite continue f,(t) = f(x = n,t) et faire
les approximations suivantes

(41)

frp1 (8) = fo1 () = 2%
et 62f( )
o1+ fopr — 2fn = Ta;’

207] est indispensable pour pouvoir utiliser le concept de vitesse de
groupe que la largeur de la distribution en onde plane Ak soit beau-
coup plus petite que la longueur de ’espace k relevant (ici 27). La
condition Ak < 27 impose une restriction sur ’ensemble des états
initiaux. Cela correspond en effet i des états délocalisés sur de nom-
breux puits (An >> 1) ayant de plus un rapport de phase bien défini
entre les états.
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Fic. 13: Pilotage de la dynamique par la phase initiale : Les enveloppes du paquet d’ondes initial sont des gaussiennes délocalisées sur

4 puits environ : f,,(0) x e=~n?/4_ Selon la différence de phase entre puits voisins kg, nous obtenons des régimes dynamiques trés différents :

des translations (a) ko = 0 et (b) ko = 7, de la diffusion (c) ko = m/2, ou encore un mélange de translation et de diffusion (d) ko = 7/4. Les

figures ont été réalisées par une intégration numérique de I’équation de Schrédinger (22) sur 507 avec un pas de Tg pour les paramétres
suivants Vo = 12, Fy = 2 et F; =0,2.
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ce qui conduit & ’équation suivante pour I’enveloppe

Of(z,t) _ _ 0f(z,1)
o 2Q cos(ko) oo
Trar:s'port
o 0 f(x,t
- fQ sm(ko)J(;(Ta;)l. (42)
Diffusion

L’équation (42) est une équation classique de la physique
des ondes qui traduit ’existence de deux phénoménes dy-
namiques différents :

N

a

— Un transport de l’enveloppe

2Q cos(ko)

— Un étalement de I'enveloppe avec une “constante de

diffusion” D = Qsin(ko)

Nous pouvons donc dire que le déphasage initial entre
puits voisins ko “pilote” la dynamique dans le sens ot il im-
pose une dynamique soit diffusive, soit de transport, soit
encore un mélange des deux. Il est remarquable de consta-
ter que lorsque la vitesse est maximale (kg = 0,7) la dif-
fusion est nulle et que ’on a juste un phénoméne de trans-
port, alors qu’il n’y pas de transport lorsque la diffusion
est maximale (kg = £m/2). Tout aussi remarquable est la
symétrie des vitesses de transport, l’atome ne semble ainsi
nullement affecté par la pente du potentiel qu’il remonte
(ko = 0) ou dévale (ko = m) avec la méme vitesse.

Nous voyons ainsi que la modulation harmonique de
la pente du réseau incliné résonante avec la fréquence de
Bloch, permet de “manipuler” le paquet d’ondes atomique
soit en le déplacant soit en I’étalant.

La figure 13 illustre ces différents comportements en
présentant quatre simulations numériques correspondant &
quatre rapports de phase ko différents et confirme parfaite-
ment les prédictions du modéle. Les valeurs des vitesses
de groupe obtenues analytiquement sont en bon accord
avec les vitesses observées numériquement, une comparai-
son entre ces deux valeurs est représentée sur la figure 19
page 24.

la vitesse wv,

2.2.2 Modulation quasi-résonante

Dans le méme état d’esprit, nous regardons ici 'influence
d’un faible désaccord entre la fréquence de modulation et
la fréquence de Bloch. Le couplage entre puits voisins dé-
pend maintenant du temps et nous rappelons les équations
d’évolution du systéme :

dm =0 (dm_le_iét - dm+16i6t) .

Nous introduisons alors de nouveau une solution délocalisée

de la forme
dn(t) = Aeilhkn=2(1)

qui conduit & D’expression de la fréquence instantanée de
l'onde :

d(t) = 2Qsin (k + 6t) .
Si nous supposons 1’état initial décrit par un paquet d’ondes
planes centré autour de la valeur kg, la vitesse du paquet
d’ondes est assimilable & la vitesse de groupe

_ db

ve(t) = p

k=ko

19

soit

vy (t) = 2Q cos (ko + dt) . (43)
Nous voyons ici une différence fondamentale avec le cas
résonant, le paquet d’ondes ne se déplace plus & vitesse
constante mais oscille dans le temps avec une fréquence

égale au désaccord de fréquence 9.

Nous pouvons alors de nouveau définir I’équation d’évo-
lution de ’enveloppe du paquet d’ondes en posant

dy(t) = fn (t) €Fon=o1) (44)

ol f, est une fonction, lentement variable dans le temps
comparée 3 la fréquence de Bloch, et dans ’espace, au pas
du réseau. L’introduction de ’hypothése (44) dans les équa-
tions (34) conduit aux équations différentielles portant sur
I’enveloppe f, :

fn=20 (fn—l - fn+1) cos (k‘o + 6t)
—iQ (fn—1 + far1 — 2fn) sin (ko + 6t) .

La fonction f,, étant supposée lentement variable, nous pou-
vons passer 3 la limite continue, nous obtenons alors

(45)

Lféf’ ) = —2Q cos (ko + 0t) Lf(,gz’ )
— iQsin (ko + dt) % (46)

Cette équation traduit un mouvement d’oscillation de fré-
quence 6 de Uenveloppe du paquet d’ondes. Ce mouvement
est caractérisé par un déplacement périodique de la po-
sition moyenne ainsi qu’un étalement périodique du pa-
quet d’ondes. Lorsque le désaccord de fréquence tend vers
zéro, nous retrouvons les comportements de la section pré-
cédente.

(b)
2+
4 /\/\/\/\
1 =
4
Eol
© L
25 50 75
Position Temps (Tg)

Fic. 14: Dynamique hors résonance : La figure (a) représente

la dynamique spatio-temporelle pour un désaccord § = 0,02wpg, les

figures (b) et (c) représentent respectivement la position moyenne

et I’écart quadratique moyen du paquet d’ondes. Ces figures ont été

obtenues par une intégration numérique de ’équation de Schrédinger
pour Vo =12, Fp =2, F1 = 1.

La figure 14 présente le résultat d’une simulation numé-
rique de ’équation de Schrodinger (22) pour § = 0.02wp, la
dynamique spatio-temporelle de la probabilité de présence
14-a mets clairement en évidence le mouvement d’oscilla-
tion du paquet d’ondes ; la position moyenne et ’étalement
du paquet d’ondes, représentés sur les figures 14-b et 14-c,
oscillent avec une fréquence correspondant parfaitement &
d.

Cette approche analytique simple nous a permis de
mettre aisément en évidence les comportements dyna-
miques induits par une modulation harmonique de la pente



du potentiel quasi résonante avec la fréquence de Bloch.
Néanmoins, elle n’est valable que pour une classe particu-
liére d’états initiaux correspondant & un paquet d’ondes
délocalisé sur plusieurs puits de potentiel de forme “douce”
et ayant un rapport de phase constant entre puits voisins.
Notons tout de méme que de tels états sont expérimenta-
lement accessibles avec des atomes ultra-froids.

2.3 Solution exacte au voisinage de la ré-
sonance

Dans ce paragraphe, nous reprenons ’étude de I’équation
(34) décrivant la dynamique au voisinage de la résonance
et montrons que ’on peut en donner une solution analy-
tique exacte. A partir de celle-ci, nous pouvons interpréter
et caractériser les différents comportements dynamiques en
termes d’interférences quantiques. Nous pouvons, de plus,
calculer I’évolution temporelle de la position moyenne et
de la largeur du paquet d’ondes permettant de caractéri-
ser quantitativement ’évolution atomique. Cette étude gé-
néralise les résultats de la section (2.2) & un état initial
quelconque.

2.3.1 Solution analytique

La dynamique est décrite, dans le cadre de ’approxima-
tion aux premiers voisins, par le systéme d’équations diffé-

rentielles couplées (34) que nous rappelons ici :
dm = Q (dm-1e” " — dppy1€") .

Nous démontrons dans le complément (H) que la solution
générale du systéme d’équations (34) se met sous la forme

Z dn+q (0) Jq

g=—o0

(@Q (1)) e/ (47)

ot J, est la fonction de Bessel entiére d’ordre g et ot I’on
a posé

4Q ot
A la résonance, § = 0, Q(t) = —20t et la solution analy-
tique (47) se simplifie?!

Z dn+q

g=—00

(48)

(—201). (49)

Remarquons que la solution (47) peut s’écrire de maniére
équivalente en posant m = n + ¢ comme

o

= D Un-a®)du(0) (50)
ol nous avons posé
Uy (t) = J, (Q (1)) e/

L’expression (50) nous indique que les phénomeénes d’inter-
férence sont a la base de la dynamique. L’amplitude d’un
état & l'instant ¢ est en effet calculée par une sommation
pondérée des amplitudes & l'instant initial. Le facteur de
pondération Uy,_,, (t) traduit ’évolution de la phase et de

21Nous voyons directement apparaitre le temps réduit 7 = Qt.
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Pamplitude de la contribution de amplitude initiale d,, (0)
a lamplitude de ’état n & l’instant ¢. Les contributions
des amplitudes initiales peuvent alors selon les facteurs de
pondération soit s’additionner, nous parlerons alors d’in-
terférences constructives soit s’annuler et nous parlerons
d’interférence destructives.

Lorsque le désaccord 0 n’est pas nul, la fonction Q(t)
oscille dans le temps avec une fréquence §/2. Il n’est pas
difficile de montrer alors que la dynamique est périodique
de période T = 27 /6. En effet

Z dn—i-q

—Q(t) et 'on sait que les fonctions de Bes-

z)

1)9J,(x)). Nous avons donc directement d’aprés (51) :

W+ T) Qi+T)) ia0t/2 giam (51)

or Qt+T) =
sel sont de méme parité que leurs indices (i.e. J,(—

(_

27
t -
5

ce qui démontre bien la périodicité de la dynamique et cor-
respond au résultat de la section (2.2.2.

dn( ) = du(t)

Nous pouvons illustrer cette solution analytique en consi-
dérant le cas simple ol un seul état est initialement peuplé :

dp(t =0) = dpn 0.

L’amplitude de 1’état n a

22
I (

40

5 (10

0

I'instant ¢ est alors simplement

dn (1)

——=—8ln

1)
sm(%)) e*in6t/2

40 . (%)> o—indt/?

et la dynamique est caractérisée par une alternance d’élar-
gissements et de regroupements du paquet d’ondes, sem-
blable & un mouvement de respiration. La figure 15-a re-
présente la dynamique spatio-temporelle de la probabilité
de présence pour une modulation non résonante, le mouve-
ment de respiration est alors clairement visible.

Comme la fonction de Bessel J,, (z) d’ordre n est trés pe-
tite lorsque £ < n et qu’elle atteint son premier maximum
pour z ~ n, l’état n se trouve significativement peuplé si
% > n. L’amplitude du mouvement de respiration est donc
inversement proportionnelle au désaccord de fréquence §.

A la résonance (6 = 0) :

dn(t) =

la dynamique est une diffusion uniforme dans tout le ré-
seau comme le montre la figure 15-b. Au cours du temps, le
nombre de puits peuplés augmente indéfiniment, ce qui tra-
duit le fait que la modulation résonante couple ’ensemble
des états de Wannier Stark entre eux. Nous voyons qu’il n’y

In (202¢) (52)

22Nous utilisons les relations de symétrie entre fonctions de Bes-
el : J_p (z) = (—1)" Jn () et Jn (—x) = (—1)" Jn (x), soit en les
combinant :

J_pn(—z)=Jn(z).
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Fic. 15: Dynamique spatio-temporelle d’un état de Wannier
Stark : L’état initial correspond & un état de Wannier Stark. Hors
résonance (a) — d = 0,04wp — la dynamique est périodique et corres-
pond & une succession d’élargissements et de regroupements du paquet
d’ondes. A la résonance (b) — § = 0 — la dynamique correspond & une
diffusion uniforme. La figure est réalisée par intégration numérique
de I’équation de Schrodinger (22) sur un intervalle de temps de 50Tg
avec un échantillonage de T pour les paramétres suivants Vo = 12,
Fo=2,F =1.

a pas dans ce cas simple — non décrit par ’approche pré-
cédente — de transport du paquet d’ondes, ce qui montre
bien que le phénoméne de transport est dd a l'interférence
des dynamiques diffusives de chaque état initialement peu-
plé et donc de nature essentiellement cohérente et quan-
tique. Dans le paragraphe suivant, nous approfondissons
cette idée.

1 E
d
?'J—L——ée%m’m:s
1
 E———————
< Fo
?'L;——%N'Qtzl
1
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-1 1 1 1
-10 -5 0 5 10

Fic. 16: Interférences entre deux puits initialement peuplés a
divers instants : Le trait gras correspond aux amplitudes des états
de Wannier Stark (53) pour 6o 0, somme des deux amplitudes
individuelles dn(t) = Jn (2Qt) et dn(t) = Jn—1(2Qt) représentées
en traits fins. L’interférence des deux dynamiques individuelles de
diffusion forme une dynamique de translation. Les différentes figures
correspondent A divers instants de la dynamique : (a) ¢t = 0, (b)
Qt=1,(c) @t =2,(d) Qt=3.

2.3.2 Dynamique et interférences quantiques : le
cas résonant

Comme nous ’avons déja mentionné, la dynamique est le
fruit d’interférences quantiques. Nous essayons dans ce pa-
ragraphe d’illustrer ce propos dans le cas résonant. Prenons
un cas concret et supposons que ’état initial corresponde
4 deux états de Wannier Stark voisins, également peuplés :

1
V2
Chacun de ces états diffuse uniformément dans le réseau sur
la figure 15-b, la dynamique du paquet d’ondes est le ré-

sultat de l'interférence des deux dynamiques individuelles.
L’amplitude des états a l'instant ¢ est simplement

d,,(0) [6n0 + On1e'] .

dn(t) [Jn (298) + Jno1 (2Qt) €] . (53)
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1
V2

Nous pouvons calculer la population de I’état n & 'instant
t:

\d, ()° = = [J2 (298) + J2_, (201) +

N | =

2J,, (2Qt) Jp—1 (2Q) cos (6o)

~-
terme d’interférence

(54)

Les deux premiers termes de expression (54) sont les po-
pulations de 1’état n pour un état initialement peuplé et le
troisiéme terme traduit Pinterférence entre les deux états
initialement peuplés. La figure 16 illustre ce phénoméne en
représentant & différents instants les deux dynamiques in-
dividuelles et leurs interférences pour 6§, = 0. La relation
de phase initiale conduit & un état de translation car pour
n > 0 les dynamiques individuelles s’additionnent tandis
que pour n < 0, elles s’opposent.

Lorsque le nombre d’états initialement peuplés aug-
mente, la figure d’interférence devient plus complexe et par
14 méme, plus ardue & cerner. Néanmoins, nous pouvons
mieux comprendre la dynamique en utilisant une approxi-
mation sur les fonctions de Bessel [26] :

Tyim(2) ()m
— "~ = pourg > |m| > 0.
LE S\ i

Nous pouvons alors en utilisant (55) faire les approxima-
tions suivantes (pour ¢ > 0)

(55)

4

2Qt) Too(=201)

a,(t) = | dm(0) (

201

q) J,(=2901). (56)

d-af0)= | 2 (1) ) (

m

En considérant Q > 0, 2Tﬂt > 0 on déduit que :

— Si les puits sont initialement en phase : amplitude
dq(t) sera une interférence constructive — les ampli-
tudes s’additionnent — tandis que ’amplitude d_,(¢)
présentera une interférence destructive — les ampli-
tudes s’opposent deux a deux; le puits ¢ aura alors
une population supérieure au puits —g traduisant un
état de translation vers les puits positifs.

Si les puits voisins sont initialement en opposition de
phase : la situation inverse se produit.

Si les puits voisins sont initialement en quadrature : les
puits g et —g auront sensiblement la méme population
ce qui traduit une diffusion dans le réseau.

Nous retrouvons ainsi qualitativement les résultats du para-
graphe 2.2 par un jeu d’interférences constructives ou des-
tructives entre les amplitudes de 1’état initial.

Les figures 17 et 18 représentent la dynamique spatio-
temporelle du paquet d’ondes mis en regard avec la popu-
lation de l’état 10 () pour des états initiaux de plus en
plus large. Nous voyons nettement la figure d’interférence
se lisser au fur et & mesure que le nombre d’états initiale-
ment peuplés augmente. Lorsque les puits sont initialement
en phase — figure 17 — le mouvement de translation appa-
rait de plus en plus nettement tandis que 1’état initial de-
vient plus large, la diffusion disparaissant progressivement.
Lorsque les puits voisins sont initialement en quadrature de



Position Position
(b) (©
0.4
==0.2
5 / \
— 0
| | | | | | | | |
0O 50 100150 O 50 100150
Temps Temps

0O 50 100150
Temps

Fi1¢. 17: Dynamique spatio-temporelle et évolution de la population \dlo(t)\2 : Les états initiaux sont des distributions gaussiennes

de largeurs différentes dn(0) = ov/mei™*0 exp (—(n — 0.5)2/0?) avec (a) ¢ = 1, (b) 0 = 2, (c) 0 = 3. Les états sont initialement en phase
(ko = 0). L’intégration numérique de I’équation de Schrédinger (22) est effectuée pour Vo = 12, Fyp = 2 et Fy; =0, 2.

(
(0
(e

(((
(gfg!

0

(W
Jﬂm

@

&
4o
((flg,!ll

(«

Position
(©

Position
(b)

Position
(@)
0.2
> M
T~ ]
] ] ] ] ] ] ]
0 50 100150 O 50 100150
Temps Temps

O ]
0O 50 100150
Temps

Fic. 18: Dynamique spatio-temporelle et évolution de la population |dio(t)|? : Les états initiaux sont des distributions gaussiennes
différentes dn(0) = oy/me?™*0 exp (—(n — 0.5)2/02) avec (a) ¢ = 1, (b) 0 = 2, (c) o = 3. Les états voisins sont initialement en quadrature
(ko = 7/2). L’intégration numérique de I’équation de Schridinger (22) est effectuée pour Vo = 12, Fy = 2 et F1 = 0,2.

|dio|?

22



phase — figure 18 — la diffusion est d’autant plus lente que
le paquet d’ondes initial est large. Ces figures permettent
d’illustrer l'interprétation interférentielle de la dynamique.

2.3.3 Calcul des moments pour une modulation
résonante

Nous avons vu que I’évolution temporelle du systéme dé-
pend & la fois de la différence de phase entre puits voisins et
de la distribution initiale des états de Wannier Stark. Pour
caractériser cette dépendance, nous déterminons 1’évolution
temporelle de la position moyenne et de ’écart quadratique
moyen du paquet d’ondes.

Position moyenne La position moyenne du paquet
d’ondes se calcule en évaluant ’expression

(z) (1) = (L) X |T(2)) -

Développée sur la base de Wannier Stark, nous obtenons
dans 'approximation aux premiers voisins :

=" Xnnlen(®)”
1 Y (dn(®di (8

Comme nous nous intéressons 4 la dynamique 4 long terme,
nous moyennons ’expression (57) sur une période de vibra-

)elt® 4 c.c.) . (57

tion de la force Ty = 2&
_ 1 t+Tv /2
@O=7 [ @
V Jt—Ty /2

En remplacant les amplitudes d,(t) par leurs expressions
exactes (47) et aprés quelques manipulations algébriques
reportées dans le complément I, nous obtenons

@@=ZM%®M{L%9+%]
Zd dy (0 e i +c.c}. (58)

L’expression (58) de la position fait, comme pour les oscil-
lations de Bloch, apparaitre la cohérence moyenne initiale
entre puits voisins :

Zd

n+1 (59)

Si ’on pose
i0
o1 = p1€ :
lexpression de I’évolution la position moyenne au temps

longs (58) peut se mettre, en remplagant ()(¢) par son ex-
pression (48), sous la forme

(z)(t) = (5:)0 + 2[29 (sin(6t — 61) + sin(61))
_ 25;” i (01 + 5;) (60)
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ou l'on a posé :

<i>0 = Z” |dn(0)|2 .

n
L’évolution temporelle (58) traduit un mouvement global
d’oscillation & la fréquence §. Comme 6 K wpg, le mouve-
ment d’oscillation de fréquence /2 a une amplitude beau-
coup plus faible que celui de fréquence 4.

A la résonance, en posant § = 0 dans lexpression (60)
nous trouvons simplement :

(@)(t) = (2) (0) + vyt (61)
translation
ot l'on a posé :
vy = 2Qpq cos(1) (62)
et 95 Q)
(@) (0) = (@) = =~ sin (61).

L’expression (61) traduit un mouvement de translation du
paquet d’ondes & la vitesse v,. Nous voyons ici que la vitesse
de translation ne dépend pas uniquement de la phase 6; de
la cohérence moyenne o7 mais aussi de son amplitude p;.
Le résultat (62) constitue une généralisation de l’expression
(39) a une forme quelconque de paquet d’ondes. Soulignons
une nouvelle fois que la translation peut s’effectuer dans
les deux sens avec la méme vitesse. Le couplage dynamique
entre les états permet a 1’état initial de “remonter” la pente
ou de la “dévaler” sans ressentir de direction privilégiée.
Dans le cas d’une distribution initiale douce ayant un

rapport de phase constant entre puits voisins : d, =
f(n)etko™ (avec ‘% < |f]), nous avons simplement??

o1 ~ etk soit p1 ~ 1 et 6 = ko. L’expression approchée
(39) est alors bien identique & ’expression générale (62).

Pour conclure ce paragraphe, regardons l'influence de
I’amplitude de la modulation sur la vitesse de translation
du paquet d’ondes. En remplacant Q par son expression
(35) ’expression (62) devient :

Vg = 2FOX1J1 (%) P1 COS(91). (63)
0
Nous pouvons remarquer qu’elle ne varie pas linéairement
avec 'amplitude de la modulation Fj, mais & travers une
fonction de Bessel entiére d’ordre 1. Il existe donc des
maxima de 'amplitude de modulation correspondant aux
maxima de la fonction de Bessel, le premier d’entre eux
étant atteint pour Fy ~ 1.8F; [26]. Il existe de méme des
valeurs de modulation qui annulent cette fonction de Bes-
sel, gelant ainsi la dynamique. 24
La figure 19 représente ’évolution de la vitesse de trans—
lation du paquet d’ondes en fonction du rapport . Les
croix représentent le résultat du calcul numérique obtenu

230n déduit facilement o1 = [}, f(n)f(n +1)] e**0, le calcul de
>, f(n)f(n+1) peut se faire en développant f(n+ 1) en série de Tay-

lor : f(n)f(n+1) = F2(n)+ & (72() + & (72m) = (& Fm)”

on obtient alors ), f(n)f(n +1)=1-3, (%f(n)) ~ 1 du fait

de la condition f(z) >>
24Bijen entendu les termes de couplage suivants vont permettre un
évolution du paquet d’ondes mais celle ci sera trés faible.



en intégrant 1’équation de Schrodinger (22), le trait plein
correspond & lexpression (62) calculée a partir de la so-
lution exacte et le trait tiré correspond & l’expression ap-
prochée (39) obtenue en utilisant la notion de vitesse de
groupe. Nous pouvons observer un excellent accord quan-
titatif entre le calcul numérique et la solution analytique
exacte (62) . La vitesse calculée a ’aide de I’expression ap-
prochée (39) surestime la vitesse de translation réelle mais
est qualitativement correcte. La projection de la fonction
d’onde sur ’échelle de Wannier Stark " |dn|” est repré-
sentée sur la partie supérieure de la figure 19. Il est re-
marquable de constater que méme pour des amplitudes de
modulation fortes (jusqu’a six fois la pente initiale pour les
paramétres ici choisis), la dynamique reste correctement
décrite par notre approche (approximation & une échelle de
Wannier Stark) puisque & peine 2% de la fonction a quitté
I’échelle initiale au bout d’une période de Bloch. La mo-
dulation résonante ne semble pas coupler efficacement les
différentes échelles d’états de Wannier Stark.

‘E T
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F1G. 19: Variation de la vitesse maximale avec I’amplitude de
la modulation : La vitesse de translation en fonction de ’amplitude
de modulation (Vo = 16, Fo = 2 et F; = 1) est représentée dans la
partie inférieure de la figure. Le trait plein correspond au calcul exact
(63) avec x1 ~ 0.11 et p1 ~ 0.82, le trait tiré au calcul approché (39)
et les croix au calcul numérique. L’état initial est une distribution
gaussienne dy (0) x e_"2/4, le module de la fonction d’onde initiale
est représenté en encart. La partie supérieure correspond a la proba-
bilité de présence dans ’ensemble des états de 1’échelle fondamentale
au bout d’une période de Bloch.

Ecart quadratique moyen Aprés avoir étudié I’évolu-
tion de la position moyenne du paquet d’ondes, il est inté-
ressant d’observer ’évolution de 1’écart quadratique moyen
A%(t) = (2?) () — (z)* (t) nous renseignant ainsi sur l'éta-
lement du paquet d’ondes.

Le calcul, bien que long, est sans difficulté, il est reporté
au complément I. Nous y montrons que l’écart quadratique
peut se mettre sous la forme d’un polynéme de degrés deux
en Q(t). Par souci de simplicité, nous ne considérons ici que
le cas de la résonance. Le terme quadratique en Q(t) est
alors dominant et permet de rendre compte de I’étalement
du paquet d’ondes. Nous obtenons :

A%(t) — A%(0) ~ D*#?

avec le facteur de diffusion D? :

D2=02|2- [Z dp(0)d,1(0) + c.c.

p

+

> dy(0)dy,5(0) + coc.

) . (64)

L’étalement est asymptotiquement linéaire en temps, il
est entiérement caractérisé par le facteur de diffusion D.
Comme dans I’étude de la position moyenne, nous intro-
duisons les cohérences entre premiers voisins (59) et entre
seconds voisins

02 = Z dn (0)d2+2 (0)

et posons o1 = p1e?t et oy = pyei??.
Le facteur de diffusion s’écrit alors plus simplement

D? =207 [1 — 2p3 cos® (61) +

p2cos (B2)].  (65)
La diffusion du paquet d’ondes ne dépend donc pas uni-
quement de la cohérence moyenne entre proches voisins o
mais aussi de la cohérence moyenne entre seconds voisins
o9. Pour comprendre le role des cohérences, prenons deux
exemples.

Forme carrée Supposons que la distribution initiale
d’états soit sous forme d’une fonction porte avec un dépha-
sage constant entre états voisins

d,(0) = ﬁe*i”ko si 0<n<N (66)
d,(0) =0 sinon
Les cohérences se calculent simplement o1 = %eiko et

oy = NZ2ei2ko Le facteur de diffusion est alors donné par :
. 5 [2N —1 1
D? = 20? Nz Tz o (2ko)

Asymptotiquement, ’étalement est linéaire de constante

D= % N = cos(ko)?. (67)

Lorsque le nombre N d’états initialement peuplés aug-
mente, la diffusion diminue et devient moins sensible & la
phase initiale. Nous avons déja illustré ce fait sur la figure
18. La figure 20-a représente ’évolution du coefficient de
diffusion D, en fonction du nombre d’états initialement
peuplés, calculée numériquement par une intégration de
I’équation de Schrédinger, & I’aide des expressions (65) et
(67). On observe un parfait accord entre résultats analy-
tiques et simulation numérique.

Le cas N = 1 correspond & un seul état de Wannier
Stark initialement peuplé. Dans ce cas, 01 = 02 = 0 et
I’on a simplement AZ(t) — A2 ~ 2(Qt)” : nous retrouvons
le mouvement de diffusion déja décrit et représenté sur la
figure 14.
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Forme douce Supposons maintenant que la distribu-
tion initiale d’états soit une forme douce avec un déphasage
constant entre états voisins

dn(0) = f(n)e~"",

la forme douce implique qu’il y ait une faible variation de

puits en puitsi.e. f(n) > %. Les cohérences se calculent
alors simplement 25 en posant

e

(68)

4
dn

et nous obtenons

(1 — 2e?) e?ko, soit

o1

D? = 40%e? sin (ko)” .

Asymptotiquement, Détalement est linéaire en temps
A(t) = Dt de constante

D =|29Qe sin (ko) - (69)
L’étalement est alors maximal pour kg = £7/2 et nul pour
ko = 0,7. Le paramétre ¢ caractérise ici ’aspect doux et
lisse de 1’état initial. Contrairement au cas précédent, la
diffusion peut étre gelée par un choix judicieux du rapport
de phase initiale entre états voisins.

La figure 20-b montre I’évolution du coefficient de diffu-
sion D pour une distribution initiale gaussienne : f(n)
1

o\/7/2
aussi trés bon. Il n’est pas difficile de montrer que pour
une telle distribution, e = 1; le trait tiré correspond au
coeflicient de diffusion calculé avec l’expression (69).

n2
e 2 en fonction de o. L’accord quantitatif est ici

g

Dans ces deux cas, nous remarquons que le coefficient de
diffusion, contrairement 3 la vitesse de translation, dépend

250n déduit facilement o1 = [}, f(n)f(n + 1)] e**0 le calcul de
> n f(n)f(n+1) peut se faire en développant f(n+1) en série de Tay-

lor s f(m)f(n+1) = [2(n)+ 4 (F2(0) +4 2 (12(m) 4 (e f ()

2
on obtient alors >, f(n)f(n + 1) = 1 — %Zn (%f(n)) ~ 1
du fait de la condition f(z) > (‘1—%. On obtient de méme oy =

(1 -2y, (%f(n))z) ei%ko v ¢i2ko.

0.1 @) 0.1 ®)

Fi1G. 20: Coefficient de diffusion en fonction de la largeur de

la distribution initiale : Le coefficient de diffusion est représenté

pour ko = 7/2, sur (a) pour une distribution initiale carrée (66) en

fonction du nombre de puits N, sur (b) pour distribution initiale
2

gaussienne f(n) < e <2 en fonction de la largeur o de la distribution.

Le trait plein correspond & la solution analytique (65) et les étoiles

correspondent au calcul numeérique (Vo = 12, Fp = 2 et F} = 1).

Le trait tiré correspond a (a) a (67) et (b) ’approximation de forme
douce (69) .
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de D’étalement initial du paquet d’ondes : plus I’état ini-
tial est large, plus la diffusion est lente. De plus, si ’état
initial présente une variation brutale de population — cas
de la forme carrée — alors la dynamique sera toujours diffu-
sive, par contre si la variation de population est douce alors
un choix judicieux du rapport de phase entre états voisins
permet d’augmenter ou au contraire d’annuler la diffusion.

Le calcul de la position moyenne et du coefficient de dif-
fusion nous a ainsi permis de caractériser parfaitement la
dynamique du paquet d’ondes.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié de maniére analy-
tique la dynamique d’un paquet d’ondes dans un réseau
incliné soumis & une modulation harmonique de la pente
du réseau. Cette étude a été menée en utilisant la base
des états de Wannier Stark présentée au chapitre 1 et qui
est bien adaptée & la description de I’état d’'un atome re-
froidi par laser. Nous avons pu ainsi mettre en évidence
des dynamiques cohérentes variées selon la fréquence de la
modulation et la préparation initiale du paquet d’ondes.

L’étude de la dynamique dans le cas particulier, mais
néanmoins réaliste, d’un état initial “doux” en utilisant les
outils standards de la physique des ondes, nous a révélé la
richesse dynamique de la modulation résonnante. Des phé-
nomeénes de translation et de diffusion du paquet d’ondes
dans le réseau incliné ont ainsi pu étre mis en exergue, le
paquet d’ondes peut, par exemple, grimper et dévaler le
potentiel avec la méme vitesse.

La solution analytique du systéme nous a permis, au prix
d’un développement plus mathématique, de généraliser ces
résultats & un état initial de forme arbitraire et de mettre
clairement en évidence 'influence fondamentale des cohé-
rences quantiques initiales sur la dynamique. Une inter-
prétation simple de la dynamique en terme d’interférences
quantiques a alors été dégagée. La dynamique dans un ré-
seau incliné modulé constitue ainsi une illustration simple
des phénoménes d’interférence quantiques conduisant ici au
transport ou a la diffusion atomique.

Notons pour conclure que certains éléments du cadre
d’étude ne sont pas restrictifs. En particulier, les résultats
ne dépendent pas qualitativement, de la forme du puits de
potentiel, tant que celui-ci accueille au moins un état loca-
lisé et le choix d’un réseau de forme sinusoidale n’a été fait
que par simplicité. De méme, les résultats ne dépendent pas
de ’échelle des états de Wannier Stark utilisée et sont gé-
néralisables tant que 1’état initial est décrit par une seulle
échelle d’états. Le cas d’un état initial décrit par plusieurs
échelles d’états peut néanmoins étre interprété a la lumiére
des précédents résultats & condition que des résonances ac-
cidentelles ne conduisent pas & des couplages entre états
de différentes échelles. Enfin, moduler la pente du réseau
n’est pas 'unique moyen pour obtenir des résonances, dans
le complément G nous envisageons la modulation d’autre
paramétre du réseau incliné.
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La condensation de Bose Einstein est l’accumulation ma-
croscopique de particules bosoniques — de spin entier — dans
I’état fondamental d’un puits de potentiel. Cet effet, pré-
dit en 1924 par Albert Einstein pour un gaz parfait, a été
observé en 1995 dans une série d’expériences utilisant des
vapeurs de Rubidium [28] et de sodium [29] confinées dans
un piége magnétique et refroidis & trés basse température,
de Pordre d’une fraction de micro-kelvin.

Le comportement non classique de hélium liquide en des-
sous de 2,2K démontré expérimentalement par J.F. Allen
et A.D. Misener en 1938 [30] a rapidement été interprété
par F. London [31] comme une conséquence de la conden-
sation de Bose Einstein. Bien que ’hélium liquide soit trés
loin du gaz parfait de bosons dans la mesure ou les in-
teractions entre atomes sont extrémement importantes, la
superfluidité de ’hélium fut durant plusieurs décennies la
manifestation expérimentale de référence de la condensa-
tion de Bose-Einstein, présentée dans tous les manuels de
physique statistique.

Depuis 1995, de trés nombreuses études, tant théoriques
qu’expérimentales, portant sur les condensats de Bose Ein-
stein atomiques, ont été publiées. Un tel engouement tra-
duit I'immense attrait des gaz atomiques condensés di au
fait qu’ils possédent une cohérence quantique macrosco-
pique. Or, comme nous ’avons illustré dans les chapitres
précédents, ce sont les cohérences quantiques qui induisent
les interférences et générent en grande partie la richesse de
la dynamique quantique. Les condensats atomiques ayant
une dimension de ’ordre de quelques pm, ils permettent
ainsi d’étudier expérimentalement des dynamiques quan-
tiques avec un objet 10000 fois plus gros qu’un atome.

Comme le gaz atomique est dilué, la dynamique du gaz
condensée est correctement décrite & trés basse température
par une approche de champ moyen. Cette approche, qui
prend en compte les collisions entre bosons, décrit le gaz
condensé par une fonction d’onde unique. Son évolution
est décrite par une équation de Schrédinger & laquelle un
terme non-linéaire est adjoint. La présence de ce terme est
hautement intéressante car elle place le domaine d’étude
au carrefour de la mécanique quantique et de la physique
non-linéaire. Ainsi par exemple, 'existence de solitons —
phénoméne purement non linéaire — a-t-elle pu étre mise
en évidence expérimentalement et théoriquement dans des
condensats de Bose Einstein [32].
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Dans ce chapitre, aprés avoir briévement introduit la
théorie de champ moyen, nous l'utilisons pour étudier en
détail la dynamique d’un condensat de Bose Einstein dans
un réseau incliné. Récemment, 'utilisation des potentiels
lumineux a permis la mise en évidence d’oscillations de
Bloch avec une vapeur de Rubidium condensé [33]. Nous
avons en effet vu au chapitre 1 que la dynamique dans ce
potentiel, décrit dans la base des états de Wannier-Stark,
illustre parfaitement l'impact des cohérences quantiques.
Nous nous proposons donc ici d’étudier dans ce systéme
simple l'influence du terme non linéaire sur la dynamique
cohérente. Nous montrons que 1’étude de la dynamique
quantique de ce systéme peut étre ramenée a ’étude d’un
systeme dynamique hamiltonien classique. Cette conclusion
originale nous permet de disposer alors de toute la pano-
plie des outils standards de la mécanique hamiltonienne
classique pour caractériser la dynamique quantique.

Nous montrons en particulier 'existence d’une dyna-
mique quantique chaotique au sens classique caractérisée
par une évolution chaotique des amplitudes des états de
Wannier Stark. Ce résultat est interprété & 'aide d’une
image physique trés simple qui considére que les niveaux
d’énergie des états sont déplacés proportionnellement & la
population de 1’état.

3.1 La condensation de Bose Einstein

Ce paragraphe n’a comme ambition que de donner un
apercu rapide de la condensation d’un gaz de bosons pour
les besoins des paragraphes suivants. Pour un exposé plus
complet nous invitons le lecteur & consulter les références
[34, 35, 36] dont ce paragraphe s’inspire largement.

3.1.1 De la prédiction d’Einstein aux condensats

atomiques gazeux

L’étude d’un gaz parfait?® de N bosons dans une boite
cubique de volume L? avec des conditions aux limites pé-
riodiques, révéle I'existence d’une transition de phase i la
limite thermodynamique [36] (L, N — oo avec p = N/L3
constant). Cette transition de phase se produit & une tem-
pérature T, définie par

pAip(Te) ~ 2,612 (70)

ot lon a défini la longueur de de Broglie thermique

Aap(T) = \/ ol
prétation géométrique simple, p est en effet lié 4 la distance
moyenne (d) entre particules : p = (d) ° ; ce critére traduit
donc le recouvrement des fonctions d’onde atomiques.

Le paramétre d’ordre de cette transition est la fraction
No/N de particules dans I’état fondamental. Pour des tem-
pératures inférieures & T, cette fraction reste finie a la li-
mite thermodynamique alors qu’elle tend vers zéro pour les
températures supérieures. Pour T' < T, le nombre de parti-
cules dans I’état fondamental est macroscopique. L’accumu-
lation macroscopique de particules dans I’état fondamental
est ce que ’on appelle une condensation de Bose-Einstein.
La principale difficulté pour démontrer expérimentalement
la prédiction d’Einstein est qu’aux conditions de densité et

. Le critére de transition (70) a une inter-
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de température requises, la pluspart des éléments sont dans
une phase solide.

Pour maintenir un état gazeux & basse température, il
faut travailler avec une densité extrémement faible; le prix
a payer se lit alors directement sur le critére (70), la tempé-
rature critique 7T, est trés basse. Il faut donc pour réaliser
la condensation, obtenir un gaz & trés faible température.
Les valeurs typiques pour les condensats atomiques sont

p < 10" atomes /cm®

et
T < 1pK.

Pour atteindre des températures aussi faibles on utilise
un refroidissement évaporatif d’'un gaz préalablement re-
froidi par lasers. Le refroidissement évaporatif consiste 3
évacuer du piége les atomes de vitesse élevée et 3 laisser se
re-thermaliser le gaz puis & recommencer jusqu’a obtenir la
température désirée [37]. Cette méthode conceptuellement
simple induit malheureusement, une perte considérable du
nombre d’atomes piégés.

Trés rapidement aprés la condensation du Rubidium,
Wolfgang Ketterle obtient un gaz de sodium condensé [29]
puis Randy Hulet réussit & réaliser un condensat d’atomes
de lithium [38]. Depuis, des condensats d’atomes d’hy-
drogéne ont été obtenues par Daniel Kleppner [39] et
de césium par Rudolf Grimm [40]. Aujourd’hui, de nom-
breuses équipes de par le monde maitrisent les techniques
de condensation d’un gaz atomique.

3.1.2 Description dans le cadre d’une théorie de
champ moyen

L’étude d’un gaz de boson réel implique nécessairement
la prise en compte des interactions entre particules. La dy-
namique du gaz est donc de maniére générale un probléme &
N corps insoluble. Or comme le milieu est dilué, les atomes
interagissent faiblement entre eux. Une approche de champ
moyen est donc possible et permet de dériver des équa-
tions simples permettant décrire en grande partie la dyna-
mique des condensats de Bose Einstein. Nous décrivons ici
les fondements de la théorie de champ moyen, un exposé
plus complet peut étre trouvé dans [36].

Pour décrire le gaz de bosons, il est plus simple d’utili-
ser le formalisme de la seconde quantification. Nous devons
alors introduire les opérateurs de champs bosonique W (7)
et Ut (7) qui respectivement, annihile et crée une particule
au point 7 [41]. Cet opérateur permet d’écrire le hamilto-
nien du systéme de N bosons

Y

_ﬁz/@um<—;m2+vm)¢wmf

+g [ O () Vi (7 - )

ﬂ@@mwﬁ(m

-

r—

ot m est la masse d’un atome, V (7) est le potentiel ex-
térieur et Viin (

Le premier terme de (71) correspond & I’énergie de chaque

r— 7 D le potentiel d’interaction binaire.
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particule séparément dans le potentiel extérieur V (7); le
second est ’énergie de collision entre deux particules.

L’étude de I’évolution de 1’état d’un systéme & N par-
ticules est extrémement compliquée et nécessite des mé-
thodes d’approximations. La plus simple mais néanmoins
fructueuse est la théorie de champ moyen. Celle-ci consiste
ici & étudier non pas ’évolution de 'état du systéme mais
de la valeur moyenne @ (7,t) de 'opérateur champ ¥ (7)
définie par

(¥®)
= (¥[¥ (M) |¥),
ou |P) est I’état du gaz a linstant ¢. La fonction @ (7,t),
qui décrit la distribution de probabilité de population des
états d’énergie du potentiel, est souvent appelée “la fonction
d’onde du condensat” . Le module au carré de la fonction
® (7,t) est alors la densité locale du gaz de bosons.
L’étude de la fonction d’onde ® (7, t) décrit les particules
dans la phase condensée du gaz, elle n’a donc de sens que
lorsque la grande majorité des atomes est dans la phase
condensée, c’est & dire lorsque la température du gaz ato-
mique et bien en decd de la température critique — i.e.
lorsque T' <« T.. Elle permet néanmoins de décrire correc-
tement les comportements dynamiques reproduits expéri-
mentalement.

La description des interactions entre particules n’est pas
chose aisée dans la mesure ot I’on ne connait pas avec pré-
cision le potentiel d’interaction. Le probléme peut néan-
moins étre simplifié en prenant en considération les condi-
tions particuliéres de ces interactions [36] :

— Premiérement le gaz de bosons est peu dense
(108 atomes/cm®), les collisions & trois particules sont
donc peu probables et on peut se limiter aux collisions
binaires.

— Les collisions sont élastiques.

— Enfin, les collisions ayant lieu & trés basse énergie, les
amplitudes de diffusion sont dominantes dans 'onde s
[4].

Pour des collisions dans I'onde s, un seul paramétre suffit

& décrire la collision : la longueur de diffusion a. Cependant
une faible erreur sur le potentiel d’interaction peut donner
des erreurs importantes sur ce paramétre essentiel. La dé-
marche usuelle est donc d’utiliser un potentiel d’interaction
ad hoc dont les paramétres sont ajustés pour reproduire la
longueur de diffusion mesurée expérimentalement. Le po-
tentiel effectif le plus simple est un potentiel de forme delta :

o (=) =45(7-7)

qui modélise les collisions binaires comme des collisions de
sphéres dures. Il n’y a alors qu’un unique paramétre & ajus-
ter k. Pour obtenir la longueur de diffusion voulue, il faut
poser :

(72)

4 h?
a
m

k= (73)
La longueur de diffusion a est directement reliée & la section
totale de collision o = 4ma?.

La longueur de collision dépend de ’atome et de son
état interne. Nous donnons dans le tableau 3 des valeurs de
longueur de diffusion pour les atomes les plus fréquemment



Tag. 3: Longueur de diffusion atomique

"Li BNa 8TRb
-1,35nm  2,65nm 5,4nm

H

a 0,06 nm

condensés. Nous voyons en particulier que la longueur de
diffusion peut étre négative comme positive ; conduisant &
un potentiel (72) attractif ou répulsif.

Nous allons maintenant déterminer 1’équation d’évolu-
tion de la fonction d’onde du condensat. En substituant au
potentiel d’interaction, le potentiel effectif (72), dans I’ex-
pression du hamiltonien (71), nous avons :

ﬁ:/\iﬁ(r)(—

+%k/¢,’r Y UG TG TGY A

R*V?

2m

+V(f-’)>\il(f')df’

L’évolution temporelle de la fonction d’onde du condensat
s’obtient comme I’évolution de la valeur moyenne d’un opé-
L0
zh—t@ (7,t) =

rateur [4] :
9 ([7 ¥ ])-
En utilisant les relations de commutation de I'opérateur
champ [w GR% (ﬁ)] = §(7, ), [w GR (ﬁ)] =0 et
[\iﬁ (), ot (r_;)] = 0, nous obtenons :
0

,h—
m@t

N h2V?2
w0 = |-

+ k<¢:f(m¢;(m¢;(m>.

Cette équation n’est pas auto-cohérente dans la mesure ol

+Vﬁﬂ¢mﬂ

(75)

Pévolution de la valeur moyenne <\il" (™ U (7) & (7")> n’est
pas déterminée. L’idée est donc de rendre 1’équation (75)
auto-cohérente en pratiquant ’approximation simplifica-
trice "standard" :

(#t @& @) = (8 @) (¥) (¥ @)
~ |¢(7, 1) B (7, 1)

L’approximation (76) se justifie ici car le gaz atomique est
dilué, c’est & dire que la distance moyenne entre particule
(d) est bien supérieure a la longueur de diffusion a i.e.
nea® < 1.

Pour comprendre cette approximation, il faut revenir sur
la théorie des collisions. Pour simplifier, nous supposons que
le potentiel extérieur est nul — V () = 0 — c’est & dire que
nous traitons le cas des particules libres — et nous travaillons
4 une dimension spatiale notée x. Supposons alors qu’une
particule 1 assimilable & une onde plane de nombre d’onde
k entre en collision avec une particule 2 décrite par une
onde plane de nombre d’onde k' en z = 0. Le résultat de
la collision est un déphasage de la fonction d’onde de la
particule 1 de (k — k') a o a est la longueur de diffusion.
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La prochaine collision de la particule 1 aura lieu autour de
z ~ (d), mais comme {d) > a, lors de cette collision, le
déphasage da a la collision précédente sera extrémement
faible comparé au déphasage da & l’évolution libre kx. Et
comme il y a une incertitude sur la position z de la collision,
aucune distinction ne pourra étre faite entre les nombres
d’onde k'. Lors de la collision suivante, I’atome aura perdu
“la mémoire” de la collision précédente. Le systéme posséde
donc une faible corrélation entre particules ce qui justifie
lapproximation (76).

Utilisant I’approximation (76), nous obtenons une équa-
tion auto-cohérente pour 1’évolution de la fonction d’onde
du condensat :

(

Cette équation est appelée équation de Gross-Pitaevskii.
Nous pouvons immédiatement remarquer que les termes li-
néaires en ¢ correspondent & ’équation de Schrddinger;
le terme non-linéaire décrit les collisions binaires comme
un potentiel, répulsif ou attractif selon le signe de la lon-
gueur de diffusion, proportionnel & la densité de présence

|6(7, t)[.

Dans le formalisme de la seconde quantification, ’'opéra-
teur nombre de particules N s’écrit en fonction du champ
quantique

A% _

VL
ot T\~

2m

+V®>Mﬁﬂ

+ ko7 ) p(7,t).  (76)

o
N:/ Ut (7) @ (7) dF (77)
—0o0
la valeur moyenne de I’opérateur nombre est alors le nombre
de particules N :
(I|N |¥)=N.

En utilisant I’hypothése de faible corrélation entre parti-
cules, nous voyons immeédiatement que

La fonction d’onde du condensat n’est donc pas normée &
I’unité comme une fonction d’onde atomique usuelle. Pour
se ramener & cette situation habituelle, nous introduisons
une nouvelle fonction d’onde du condensat ¢, définie par

¢ = /noo

ol ng est la densité atomique moyenne. Dans la suite, nous
omettons cette distinction et noterons ¢ la fonction d’onde
du condensat normée & 'unité. Son évolution est alors don-

née par

Nous voyons alors que le terme non-linéaire dépend de la
longueur de diffusion et de la densité atomique moyenne.
Cette équation est semblable & I’équation de propagation
d’un champ électrique dans un milieu Kerr.

op

ot

RV
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¢ 2m

+V®)Mﬁﬂ

+nok [¢(7, 6| ¢(7,t).  (78)



3.1.3 Condensat de Bose Einstein dans un réseau
incliné

Dans la suite, nous nous intéressons 4 la dynamique d’un
condensat dans un réseau incliné unidimensionnel. Expéri-
mentalement, il est possible de se rapprocher de ce cas théo-
rique en introduisant un potentiel de confinement dans la
direction transverse & celle du réseau incliné. Le potentiel
mécanique de ’équation de Gross Pitaevskii (78) est alors
de la forme

2

J_TQ

+ Fx + 1mw
2

ol nous avons noté z la direction du réseau incliné et r

la direction transverse; le potentiel de confinement a été

choisi de forme parabolique conformément aux expériences

standards. Le condensat est ainsi confiné dans la direction

transverse par rapport & son étalement longitudinal, il est

alors dans une configuration dite en “forme de cigare”.

Si le potentiel transverse est “raide” :

V(r, z) = Vo cos(2kpx)

1
hw, > §n0k, (79)
la différence d’énergie entre les états transverses est trés
supérieure & l’énergie d’interaction entre particules. Nous
pouvons alors supposer que le couplage par collisions des
états transverses est négligeable, et que ’état transverse
correspond & chaque instant & ’état fondamental du po-
tentiel de confinement
)2

NG

Bu(r)
ol nous avons introduit la longueur caractéristique de va-
riation du potentiel transverse :

r

ho

1 e (s

~1/3
L)

h
mwi

Qho =

Nous posons donc

¢(T7 T, t) = lIl(x7 t)BJ-(T)

L’évolution de la fonction d’onde du condensat se réduit
ainsi & une évolution unidimensionnelle

am:<

o
T nok ( / |/3<r)|4rdr) 12z, 1) T(a, 1)
+ EJ_lIJ(ZJ t)

p2

ih o + Vo cos(2kpx) + Fa:) U(z,t)

on B, = %hw 1 est I'énergie de 1’état transverse qui est éli-
minée dans la suite en introduisant 12}12 transformation uni-
taire suivante : ¥ (2,t) « ¥ (z,¢) e~ 7L,

En introduisant les unités réduites définies au tableau 1
nous obtenons alors ’équation d’évolution adimensionnée

0T <p2

v 5t Vo cos(2mx) + Fa:) U(z,t)
+9|¥(x,1)* U(z,1)

ol nous avons posé
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En remplacant Ey par I’expression du tableau 1, et k par
I'expression (73) nous obtenons alors

1 s AL

a7 0 ai, (80)

g =
ol a est la longueur de diffusion atomique dans 1’état consi-
déré. Le paramétre (80) caractérise I'importance des col-
lisions entre particules traitées par la théorie de champ
moyen, il est trés important, car il va provoquer les phéno-
ménes dynamiques nouveaux. D’un point de vue mathéma-
tique, il traduit la non-linéarité du systéme. En effet, pour
g = 0, nous retrouvons exactement 1’équation de Schro-
dinger. Le parameétre non-linéaire peut ainsi étre modifié
en faisant varier la raideur du potentiel transverse. Nous
pouvons de plus remarquer que, étant donnée la condition
(79) sur la raideur du potentiel, notre description est va-

lable pour g > ng/ %2, les densités atomiques étant de
I'ordre de 10%! atomes/m?® et les longueurs d’onde des la-
sers de ’ordre du pm, nous avons g 3> 10~2. Nous voyons
ainsi que notre description correspond 3 des paramétres
non-linéaires pas trop faibles.

3.2 Modélisation d’un condensat dans un
réseau incliné

Nous avons vu au chapitre 1 que la dynamique quantique
dans un réseau incliné, s’interprétait trés facilement en in-
troduisant la base des états de Wannier Stark. Ces états
étant les états propres du réseau incliné, 1’évolution tempo-
relle de la fonction d’onde est alors immédiate dés que ’on
connait les amplitudes initiales de chaque état. La descrip-
tion des oscillations de Bloch nous avait permis de mettre
clairement en évidence I'importance des cohérences quan-
tiques entre états voisins. L’étude de la dynamique d’un
condensat dans un réseau incliné permet donc de caracté-
riser I’apport du terme non-linéaire, di aux collisions entre
particules, a la dynamique cohérente. Dans ce paragraphe,
nous introduisions une modélisation de la dynamique d’un
condensat dans un réseau incliné 3 ’aide des états de Wan-
nier Stark.

Nous supposons pour commencer, que la dynamique du
condensat est correctement décrite par I’équation de Gross
Pitaevskii unidimensionnelle (80). Nous supposons de plus
que la dynamique puisse étre décrite par ’échelle des états
de Wannier Stark fondamentaux de chaque puits de poten-
tiel ¢, — cela se justifie ici car ’énergie du condensat est
trés basse — qui sont considérés comme les états propres du
réseau incliné pour g = 0. Nous négligeons de fait les tran-
sitions dies aux collisions binaires entre particules vers les
autres échelles d’états de Wannier Stark. Ces approxima-
tions nous amenent & poser :

VU (z,t) = Z cn (t) n (T) (81)

ou les coefficients ¢, (t) sont les amplitudes instantanées de
chaque état de Wannier Stark. Dans le méme état d’esprit
que dans le chapitre 2, nous allons décrire 1’évolution de la
dynamique quantique par un systéme dynamique portant
sur les amplitudes ¢,. Dans le chapitre 2, des couplages li-
néaires entre états apparaissaient du fait de la modulation



de la pente du réseau; nous verrons ici que les couplages
entre états sont le fait du potentiel attractif ou répulsif
généré par les collisions entre particules, la nouveauté in-
troduite étant que ces couplages sont ici non-linéaires.
Nous introduisons donc (81) dans 1’équation (80) :

i eppp (@) =Y Epcppp (z) +

9D cocheqpo (2) @y (2) g () . (82)

2,P>4

L’équation d’évolution de chaque amplitude est obtenue
en projetant sur ’ensemble des états de Wannier-Stark et
en utilisant la propriété ortho-normalisation (7) des états.
Nous obtenons alors un systéme d’équations différentielles
non-linéaires couplées portant sur les amplitudes ¢, () :

ién = Epen +g E CoCpCq
07p7q

/_oo Pn (2) @o (€) p (2) @q () dz. (83)

Les termes non-linéaires dépendent d’une intégrale de re-
couvrement entre quatre fonctions d’onde de Wannier
Stark.

La compréhension des effets non-linéaires implique
I’étude de ces intégrales de recouvrement. Ce paragraphe
démontre quelques propriétés simples de ces intégrales tan-
dis qu’une étude plus détaillée est présentée dans le complé-
ment J. Dans la suite, nous utilisons la notation suivante :

(84)

X520 [ on @) 00 @) 90 (@) 0y (o)

En comparant ’expression (84) avec (71) et en prenant en
compte les approximations effectuées — potentiel de forme
delta, théorie de champ moyen et décomposition dans la
base de Wannier Stark — il est clair que 'intégrale X%
traduit I’amplitude de probabilité que deux atomes initia-
lement dans les états ¢, et ¢, transitent vers les états ¢,
et ¢, sous leffet d’une collision binaire.

Les intégrales de recouvrement (84) sont invariantes par
permutation d’indice i.e.

xap=g [ " o (@) 00 (&) ¢y (2) 0y (2) do

=Xrr=Xprg (85)
Nous avons vu précédemment que les propriétés de symétrie
des états de Wannier Stark (9) permettent de fortement
simplifier ’étude de la dynamique, c’est encore valable ici
puisque en introduisant ( 9) dans (84), nous trouvons :

0,q __ o—n,qg—n
Xn,p - XO,p—n

par collision d’un état vers son 11*™¢ voisin, quel que soit

son état d’origine. Nous pouvons alors réécrire (83) comme
.. I,m *
icn = Epcn + E X0 CntiCnpkCntm- (87)
k,l,m

D’autre part, les fonctions d’onde des états de Wannier
Stark étant fortement localisées dans le réseau incliné, il est
évident que les intégrales de recouvrement (84) impliquant
des fonctions d’onde localisées dans des puits éloignés se-
ront faibles comparées & celles impliquant quatre fonctions
d’onde localisées dans le méme puits X7, Or, en utili-
sant la propriété de symétrie (86), nous avons directement
Xom = Xg,’g . Nous pouvons alors formaliser cette évidence
en notant que

Xoig > Xgravec k| + [1] + [m]| > 0, (88)
ce qui revient & dire que les collisions binaires entre parti-
cules dans le méme état de Wannier Stark sont dominantes.

Ayant mis en évidence la hiérarchie des intégrales de re-
couvrement (88), il est naturel de chercher a caractériser
en premier lieu, l'effet des collisions entre particules dans
un méme état. Nous considérons donc temporairement que
ces collisions, ce qui revient & poser

I,m _ +0,0
Xok = Xo,0 00,k0%,101,m-

Le systéme dynamique (87) devient alors trés simple
puisque les équations se découplent les unes des autres :

ién = Bnen + Xo|n|” n (89)

ol nous avons noté pour alléger I’écriture :
— 0,0
Xo=Xp)-

Le systéme (89) se résout alors sans peine et les solutions
sont de la forme

n(t) = cp(0)e ™nt

avec

wn = By + Xo |en(0)]” (90)

Nous pouvons remarquer que comme dans le cas de la dyna-
mique atomique, la population de chaque état est constante
au cours du temps. Le terme non-linéaire n’agit donc pas
sur les populations des états mais sur leurs phases. Dans
le cas de la dynamique atomique, la phase évolue linéai-
rement dans le temps, proportionnellement & ’énergie de
I’état. Nous remarquons ici que ’évolution de la phase est
toujours linéaire mais que le coefficient de proportionnalité
(90) est corrigé d’un terme traduisant l’effet des collisions
entre particules du méme état. Nous pouvons ainsi caracté-
riser Veffet du terme dominant comme un déplacement du
niveau d’énergie, proportionnel & la population de 1’état,
par rapport & I’énergie propre E,,.

La caractéristique nouvelle est que, le déplacement de

=9 /_Oo 0 (z = 1) Pon (T =1) ¢p—n (& — ) Pg—n (¢ —n) d%iveau dépend de la population de l’état. Cet effet nouveau

ce qui traduit I'invariance par translation de ces amplitudes
de probabilité : un atome a la méme probabilité de transiter

gyient de la non-linéarité du terme de collision, il est si-
milaire 3 Peffet Kerr optique qui modifie ’indice de réfrac-
tion du milieu proportionnellement & l'intensité lumineuse.
Nous verrons dans la suite que cette image des niveaux
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@)
Couplage fort

(b)
Couplage faible

FiG. 21: Exemples de niveaux déplacés : les fréquences déplacées
(en traits pleins) par rapport aux états propres (en traits tirets) sont
représentées pour deux distributions de population. Dans le premier
cas (a), deux fréquences déplacées sont quasi-dégénérées w_1 ™~ wp :
les termes de collisions entre les états ¢ 1 et po comme Xg:é vont
fortement coupler ces deux états. Dans le second cas (b), les fréquences
déplacées sont éloignées les unes des autres, le couplage entre les états
sera de faible importance.

d’énergie ou des fréquences déplacées (90) va souvent in-
tervenir comme une interprétation physique essentielle de
la, dynamique. Pour une dynamique atomique, les énergies
des états propres du potentiel caractérisent entiérement le
spectre des fréquences de Bohr, et I’état initial influe par
le biais des cohérences quantiques sur la dynamique. Ici,
I’état initial, en plus d’influer par le biais de ses cohérences
quantiques, modifie les niveaux d’énergie en fonction de ses
populations, il modifie donc le spectre des fréquences de
Bohr.

Or, il faut se rappeler que nous ne considérons ici que
leffet du terme dominant caractérisant les collisions entre
particules d’'un méme état. Une description correcte doit
en plus intégrer les collisions entre particules de différents
états. Nous pouvons ici entre-apercevoir la richesse dyna-
mique potentielle en nous remémorant la théorie des per-
turbations indépendantes du temps utilisée en dynamique
atomique [4]. Celle-ci nous montre que des petits couplages
linéaires ont un effet majeur lorsque deux états ont des
énergies proches, de 'ordre du terme de couplage. Or ici,
non seulement les termes de couplage sont non-linéaires,
mais les énergies des états dépendent des populations ini-
tiales des états. En clair, selon les populations initiales, les
termes de collision suivants auront plus ou moins d’impor-
tance.

La figure 21 envisage schématiquement deux cas de fi-
gure : sur la figure 21-a deux fréquences déplacées d’états
voisins sont quasi dégénérées

wo = w1 = F+ Xo[leo (O)f ~lex (O] <1,

il semble alors clair que les termes de (87) traduisant les
collisions entre particules dans les états g et ¢_; — soit
Xg,’f ) Xg,’ll ou encore Xé,’ll — vont fortement coupler ces
deux états induisant un transfert de population entre eux.
Par contre, sur la figure 21-b, les populations des états sont
sensiblement identiques et les fréquences déplacées sont dis-
tinctement séparées, il semble fort probable que les termes
supplémentaires de (87) vont alors avoir une faible impor-
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tance, les populations des états seront dans ce cas sensible-
ment constantes.

Qualitativement, nous pouvons dés lors distinguer deux
régimes différents, celui d’une distribution de population
initiale des états de Wannier Stark “douce” et celui d’une
distribution “accidentée”.

— Si la distribution initiale est douce, la répartition des

niveaux d’énergie en échelle sera faiblement défor-
mée puisque les niveaux voisins auront sensiblement
la méme population et donc le méme décalage d’éner-
gie. Les niveaux d’énergie resteront bien séparés si bien
que l'influence des termes de perturbation sera & priori
faible.
Si par contre la distribution initiale est “accidentée”,
cela implique de fortes disparités de population entre
états voisins, il peut alors arriver que deux fréquences
déplacées w,, soient accidentellement dégénérées. Dans
un tel cas, les termes de perturbation vont fortement
contribuer en couplant les niveaux dégénérés.

Pour aller plus loin, nous voyons qu’il faut prendre en
compte dans notre description les termes de collision entre
particules dans des états de Wannier Stark différents. Ce-
pendant, les fonctions de Wannier Stark étant bien locali-
sées autour d’un puits de potentiel, les intégrales de recou-
vrement Xg”f et ngl, comme le montre le complément J,
dominent le plus souvent les autres termes. Ces intégrales
traduisent la probabilité qu’un atome transite sous ’effet
d’une collision vers I’état voisin et induit donc des cou-
plages entre états voisins. Nous pouvons donc en premiére
approximation n’ajouter que ces termes principaux au mo-
déle (89), nous obtenons alors notre systéme modéle?7 :

iCn = Epcn + Xo |cn|2 Cn
+rX_ [|Cn+1|2 Cn+1 + Ciczq +2 |Cn|2 Cnfl]

+ 5 Xy [len-1f” eno1 + iy +2 el enra ], (91)

ou l'on a posé

Xo = Xgp
kX_ = X{};S
KX, = Xoy (92)

pour alléger les notations et mettre en évidence un “petit

paramétre” x définit par
0,0 0,0

‘XO,]. ‘ + |X0’7 ‘ << 1

K= .

2 |X3;g

Les deuxiéme et troisiéme lignes de I’expression (91) sont
alors constituées de termes de perturbation par rapport aux
termes de la premiére ligne qui correspondent au systéme
(89). Il est important de remarquer que le caractére per-
turbatif ne dépend pas du paramétre non-linéaire g mais
uniquement des parameétres du réseau incliné a travers le
rapport des intégrales de recouvrement.

2"Nous avons utilisé les propriétés de translation des intégrales de
recouvrements (86) : Xll’f = Xg’(;l et X:%’gl = Xg’é.



Dans la suite de ce chapitre, nous étudions la dynamique
d’un condensat de Bose Einstein dans un réseau incliné
dans le cadre du modele (91). L’adéquation de ce modéle
a la dynamique de I’équation de Gross Pitaevskii (80) est
excellente comme nous le montrerons dans la suite par une
comparaison directe des résultats numériques.

Nous avons vu en utilisant le modéle (89) que, si ’on né-
glige les termes de perturbation dans (91), le systéme est
intégrable et les populations des états sont constantes. Il
est donc intéressant d’introduire un changement de variable
faisant apparaitre explicitement ces populations, nous po-
sons donc

en(t) = VI (t)e®, (93)

les variables I, et 6, représentant alors la population et
la phase de I’état @, (z). Les équations d’évolution de ces
nouvelles variables se dérivent sans peine :

I, 267/ TnTpir (Xodp + X_Ioy1)sin (0ny1 —6,) +
26/ T Ty (X1 Iy + X_I,)sin (8,1 — 6,,)
-E, - %XOI,L
In+1
I,
In1

n

(BX I, + X Tn41)cos (Ont1 —6n)

(BX4Ip—1+X_I,)cos (0p—1—6,)-

Nous retrouvons bien le fait que I’évolution des intensités
est du premier ordre en k. Nous pouvons remarquer faci-
lement dans le systéme (94) que la population totale des
états ) I,(t) est constante.

3.3 Un seul état initialement peuplé

Nous avons vu, dans la section précédente, que la distri-
bution initiale de population des états de Wannier Stark
influe considérablement sur la dynamique du systéme en
modifiant le spectre des fréquences de Bohr. Pour carac-
tériser cette influence, et mettre en évidence les couplages
entre états dis aux collisions entre particules peuplant des
états voisins, nous considérons ici le cas trés simple ot ’état
initial correspond & un unique état de Wannier Stark. Cet
état initial particulier nous permet d’étudier 'influence des
populations des états en excluant celles des phases. Nous
verrons alors que la dynamique peut s’interpréter simple-
ment en utilisant un modéle & deux états.

Considérons donc le cas simple o1, & I'instant initial, un
seul état de Wannier Stark est peuplé :
I, (¢

0) = Jn.0- (94)

Les termes de perturbation du systéme (94) couplent entre
eux les différents états de Wannier Stark et, de maniére gé-
nérale, les populations des états ne sont plus des constantes,
mais oscillent dans le temps. Les effets les plus importants

sont attendus lorsque les fréquences déplacées w, voisines
sont quasiment dégénérées. Compte tenu de la distribution
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Fic. 22: Evolution des intensités : La partie (a) représente 1’évo-
lution temporelle des intensités de trois états voisins I_1(t), Io(t) et
I (t) avec pour condition initiale I, (¢t = 0) = dp,0. Les parties (b)
et (c) représentent le spectre des amplitudes de ces deux états cou-
plés respectivement co et c¢1, les traits en pointillé représentent les
fréquences déplacées. La figure a été réalisée par une intégration nu-
mérique de ’équation de Gross-Pitaevskii (80) pour les paramétres
suivant Vo = 25, F = 1,25 et g = 0,68 — Xg'g = 2,004 — soit
Xo = 1,35.

initiale (94), nous avons simplement :

w_1 = —F
Wy = XO
wp; = F

Selon le signe de g il y a deux possibilités de dégénérescence
entre fréquences déplacées voisines :

g>0
g<0 W =~ w_1

Xo’:—F
X(]ZF.

Wy =~ wq

En faisant varier Xy, on déplace la fréquence wg. Nous pou-
vons alors controler la dynamique en faisant varier ce pa-
rametre.

La figure 22-a représente I’évolution temporelle des inten-
sités pour F' = 1,25 et Xg = 1,35, les fréquences déplacés
wo et wy sont alors quasi dégénérées ( wo — wi = 0,08wp )
tandis que wp et w_1 sont bien séparées (wog—w_1 = 2,08wy
). Nous voyons d’une part, une importante oscillation de
population entre Io(t) et I1(t) ce qui démontre indubitable-
ment que les états g et g1 sont fortement couplés entre eux
et d’autre part que la population I_; (t) est quasi constante,
il y a donc trés peu de couplage entre les états g et p_j.

Il est alors trés intéressant de comparer les spectres de
Fourier des amplitudes des états couplés co(t) et ¢ (t) re-
présentés sur les figures 22-b et 22-c. En I’absence de termes
de perturbation — Kk = 0 — ceux-ci correspondraient & des
distributions trés “piquées” chacune autour de la fréquence
déplacée indiquée par un trait en pointillé sur les figures.
Deux constatations s’imposent, d’une part, les spectres sont
plus riches que dans le cas non perturbé et les fréquences
d’évolution ne correspondent pas aux fréquences dépla-
cées. D’autre part, ces spectres comportent les mémes fré-
quences, il y a donc un accrochage de fréguence entre les
deux états couplés : en 'absence de couplage, les deux états



ont des fréquences d’évolution différentes, le couplage syn-
chronise 1’évolution des deux états. Nous reviendrons sur
cette notion importante plus loin mais écartons tout de
suite une fausse interprétation, il ne s’agit pas d’un phé-
noméne de battement entre les fréquences déplacées mais
bien d’une modification du spectre diie & un accrochage de
fréquence entre les deux états, la fréquence d’évolution des
populations n’est donc pas la fréquence de battement entre
fréquences déplacées.

Les phénoménes de transfert de population et d’accro-
chage de fréquence dépendent du parameétre Xy. Une ma-
niére commode de représenter les différentes évolutions dy-
namiques en fonction d’un parameétre est de tracer un dia-
gramme de bifurcation qui représente les maxima ou les mi-
nima locaux de la population de chaque état. La figure 23
représente pour diverses valeurs valeurs de X, les maxima,
locaux des populations des états voisins initialement non
peuplés et les minima locaux de la population de 1’état ini-
tialement peuplé Iy(t). Pour faire varier Xg, nous avons
choisi de faire varier g, ce qui ne modifie pas le paramétre
de perturbation .

Pour le moment, nous nous intéressons aux figures tra-
cées en intégrant numériquement le modéle (91). Nous
voyons d’abord que le sens du couplage dépend du signe
de g : lorsque g est positif, I’état initialement peuplé ¢q ()
est fortement couplé avec ’état suivant o1 () alors pour g
négatif, il est couplé avec l’état précédent p_; (x). Nous re-
marquons ainsi qu’il existe une symétrie g = —g, n = —n,
ce qui se comprend trés bien a 1’aide des niveaux déplacés.
Nous voyons de plus que I'amplitude maximale de 1’oscilla-
tion de population n’est pas obtenue a la résonance entre
fréquences déplacées. L’évolution de I’amplitude des oscil-
lations présente une discontinuité autour de | Xo/F| ~ 1, 8.

La figure 23 permet de juger de la pertinence de la mo-
délisation (91) en comparant les diagrammes de bifurcation
obtenus en intégrant numériquement le systéme d’équations
discret (91) et ceux obtenus par une intégration numérique
de l’équation de Gross Pitaevskii (80). 28

Modéle a deux états Comme le couplage & lieu princi-
palement entre deux états, nous pouvons essayer de carac-
tériser la dynamique en réduisant le systéme (94) & deux
états en posant

I, (t) =0sin #0,1;

nous considérons alors le cas g > 0. La population totale
des états
J = I() + Il =1

est constante : nous introduisons la variable différence de
population
A(t)=Io(t) = I (8).

2811 faut tout de méme noter le léger écart de comportement au-
tour de |Xo/F| = 2,2 : les diagrammes de bifurcation calculés avec
I’équation de Gross Pitaevskii (80) montre une oscillation de popula-
tion de I’état po(z) n’apparaissant pas dans la modélisation. Il n’est
pas difficile de se convaincre que cette oscillation provient d’un cou-
plage entre les états seconds voisins dii aux termes de collisions du
type Xg:g qui se manifeste lorsque les fréquences déplacées wo et wa
ou w—_2 sont quasi-dégénérées. Ces termes n’apparaissant pas dans la
modélisation, ces couplages y sont absent. Notons tous de méme que
I’importance relative de ce couplage est extrémement faible, ce qui
justifie sa non prise en compte.

33

Modele Gross Pitaevskii

_ 04| ., 0.4 .
7 » | » L
Sozf ® o2t G
SR S U i
| I U T S| | I (T IR S|
1k —~ 1L —
i [ Y ! [ 2l
fosf P ® 0.8 | A
0.6 |- b 0.6
| I U T S| | I (T IR S|
04} 0.4 /
S ; '
502 | . © 0.2 F i
g ol “ ok —
| I U T S| | I (T IR S|
-4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
Xo/F Xo/F

Fic. 23: Extréma locaux des populations : Les extréma locaux
des populations des états sont représentés en fonction du paramétre
Xo/F. Les figures comparent deux a deux les résultats des intégrations
numeériques de I’équation de Gross Pitaevskii (80) et du modéle (94)
pour Vo =25, F = 1,25 et —4 < g < 4 (k = 0,074). L’adéquation du
modéle au systéme complet est excellente. Les figures (a) et (c) repré-
sentent les minima locaux de la population de ’état ¢_1 () et @1 (x)
respectivement. La figure (b) représente les maxima locaux de la po-
pulation de I’état initialement peuplé ¢g (z). Ces figures montrent
un couplage prédominant entre deux puits voisins qui peut devenir
important lorsque | Xo/F| ~ 1, c’est a dire lorsque les fréquences dé-
placées sont quasiment dégénérées.

La phase globale des états n’ayant pas de signification phy-
sique, nous introduisons également la différence de phase
entre les deux états

o (t)

bo (t) — 61 (t) -

La dynamique du systéme se réduit alors & 1’évolution de la
différence de population A(t) et de la différence de phase
O(t). L’état du systéme & deux états est donc décrit par
un point dans le plan (A, ©) appelé espace de phase. L’en-
semble des trajectoires dans le plan (A, ©) représentant la
dynamique du systéme & deux états est appelé, le portrait
de phase du systéme.

Il n’est pas difficile d’obtenir le systéme d’équations diffé-
rentielles régissant les évolutions temporelles de A(t) et de
O(t) c’est un systéme non-linéaire sur lequel nous pouvons
appliquer les méthodes standards d’analyse des systémes
d’équations différentielles couplées, notamment la recherche
des points fixes?® et I’analyse de leur stabilité.?? Cette étude
— présentée dans le complément K — montre que le point

_ [ A~ F/XO |
C: = | e=0 |
est un point centre du systéme & deux états, et le point
_ [ A~ F/X() |
G2 = O=x

un point col. La position A ~ F/X, de ces points fixes
correspond exactement & la condition de dégénérescence
entre fréquences déplacées.

29 es points fixes correspondent aux points du plan de phase restant
invariants au cours de ’évolution temporelle.

30T, analyse de stabilité détermine 1’évolution des trajectoires au
voisinage des points fixes.
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Fic. 24: Portraits de phases du modéle a deux états : La fi-
gure représente le portrait de phase du systéme & deux états pour
différentes valeurs de g : (a) g = 0, (b) ¢ = 0,3, (c) g = 0,6, (d)
9=209,() 9g=12()g=15(g) 9 =18, (h) g =21 Les
trajectoires en gras correspondent a celles du diagramme de bifurca-
tion 23 et permettent d’expliquer I’abrupte transition de ’amplitude
des oscillations de population observée dans cette figure comme la
transition entre entre trajectoire de résonance et trajectoire passante.

La figure 24 représente plusieurs portraits de phase du
présent systéme pour différentes valeurs du paramétre g.
Lorsque g = 0 — figure 24-a — les trajectoires dans le plan
de phase sont des droites qui traduisent une différence de
population A entre les états constante.

Lorsque g augmente — de 24-b & 24-h — les populations os-
cillent et les trajectoires de l’espace des phases s’incurvent.
Lorsque g est suffisamment grand — quand F' < J Xy — des
trajectoires fermées entourant le points centre apparaissent.
Ces trajectoires fermées correspondent & une différence de
phase © entre les états qui oscille en étant bornée, elles ca-
ractérisent donc un accrochage de la phase des deux états
da aux collisions binaires de particules entre les états cou-
plés. Les régions du plan de phase composées de trajectoires
fermées sont appelées des ilots de résonance. En dehors des
ilots de résonance, la différence de phase © est non-bornée
et I’on parle de trajectoires passantes.

Remarquons que, comme nous l'avons déja suggéré par
I’étude des niveaux déplacés, lorsque les deux états ont sen-
siblement la méme population, c’est & dire lorsque |A| est
petit, 'oscillation de population est trés faible.

Les portraits de phase du modéle & deux états nous per-
met de comprendre la brusque transition de 'amplitude
de Poscillation de population vu sur la figure 23. Sur les
portraits de phase 24, la trajectoire correspondant & ’état
initial de la figure 23 (A(0) = 1 et ©(0) = 0) est repré-
sentée en gras. Nous pouvons alors clairement identifier la
brusque transition de 'amplitude de ’oscillation de popu-
lation observée sur la figure 23 comme le fait du passage
d’une trajectoire de la résonance & une trajectoire passante
— entre 24-d et 24-e. Cette bifurcation est analogue & la bi-
furcation du pendule en mécanique classique qui passe d’'un
état de rotation o I’angle du pendule avec la verticale — la
phase de Poscillateur — augmente ol diminue indéfiniment,
4 un état d’oscillation ou I’angle du pendule oscille.

La dynamique particuliére de la figure 22 s’explique sim-
plement & ’aide du modéle & deux états. L’idée est d’ap-
pliquer le modeéle successivement aux couples d’états g
et ¢_1 puis aux états ¢y et 1. Dans le premier cas,
A(0) = —1 et ©®(0) = 0, nous voyons que la trajectoire
dans P’espace des phases correspond & une trajectoire pas-
sante, la fréquence d’évolution de la différence de phase ©
est donc proche de wy —w_1 ~ 2,6. Dans le second cas,
A (0) =1 et ©(0) =0, la trajectoire appartient a l'ilot de
résonance, nous pouvons alors déterminer la fréquence w
d’évolution de la différence de phase en utilisant I’analyse
de stabilité linéaire du point centre : w ~ 0,44. La figure 25
représente les spectres de Fourier des phases relatives entre
états voisins, nous remarquons que les fréquences d’évo-
lution principales correspondent parfaitement & celles éta-
blies dans le cadre du modéle & deux états, les fréquences
secondaires correspondent & des combinaisons linéaires des
fréquences principales. Nous voyons ainsi que le modéle a
deux états permet non seulement une bonne compréhension
qualitative de la dynamique mais aussi une caractérisation
quantitative.

Le modéle & deux états permet enfin d’avoir un apercu
de l'influence de la phase sur la dynamique. Nous avons vu
effectivement que lorsque les fréquences déplacées des deux
états sont quasi-dégénérées — ce qui dépend des populations
des états — un phénoméne d’accrochage de fréquences 4 lieu
et la trajectoire dans le plan de phase appartient & I’illot de
résonance. Cependant, comme nous pouvons le voir sur les
figures 24, I’ilot de résonance est bien plus large lorsque les
états sont en phase (O = 0) que lorsqu’ils sont en opposition
de phase (© = 7). Par conséquent pour réaliser un accro-
chage de phases, une plus grande liberté sur les populations
initiales des états est permise si les états sont initialement
en phase. La phase initiale relative entre les états favorise
ou au contraire empéche ’accrochage de fréquences. Nous
voyons donc que les dynamiques non-linéaires — tel que ’ac-
crochage de phases — sont elles aussi fortement sensible aux
cohérences initiales du paquet d’ondes.

TF{fo(t) — 01(t)} *

Fi1c. 25: Spectre de fréquence des phases relative : Les figures
représentent les spectres Fourier des phases relatives 6y — 61 (a) et
0o — 6_1 (b) pour la dynamique représentée sur la figure 22. Les
fréquences principales (indiquées par des fléches) correspondent aux
fréquences d’évolution prédites en appliquant le modéle & deux états
successivement aux états ¢o et p1 :w ~ 0,44 et aux états o et p_1 :
w ~ 2,4. Les fréquences secondaires correspondent aux combinaisons
linéaires des fréquences principales.

Ce paragraphe, nous a montré sur un exemple simple
que les fréquences déplacées (90) jouent un role majeur
dans la dynamique du systéme : 'image des niveaux dé-
placés constitue donc une bonne représentation physique
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pour étudier la dynamique du systéme. Le modéle & deux
états permet de compléter cette interprétation en incluant
I'effet de la phase relative entre les états sur la dynamique
ainsi que des prédictions quantitatives sur les évolutions
dynamique. Il permet de plus, par la représentation dans le
plan de phase, une visualisation globale de la dynamique.
Nous avons ainsi pu, grace & notre modélisation en termes
d’états de Wannier Stark, étudier une dynamique quantique
— celle d’un condensat de Bose Einstein dans un réseau
incliné — par le biais d’outils de la dynamique non-linéaire
classique comme les points fixes et les portraits de phases.

3.4 Une dynamique hamiltonienne clas-
sique ?

Dans ce paragraphe, nous montrons que la dynamique
du condensat dans un réseau incliné peut étre décrite, dans
le cadre d’une théorie de champ moyen, par un systéme ha-
miltonien classique. Qui plus est, le hamiltonien décrivant
le systéme correspond & la forme standard, pour s petit,
des systémes dits quasi-intégrables ; nous pouvons alors in-
terpréter la dynamique dans le cas général & la lumiére
du fameux théoréme Kolmogorov-Arnold-Moser de la dy-
namique classique. Cette démarche originale constitue un
exemple de la passionnante physique des gaz quantiques
condensés, entre mécanique quantique et dynamique non-
linéaire.

3.4.1 Formulation hamiltonienne et théoréme Kol-
mogorov Arnold Moser

Le principal intérét du changement de variables (93) va
maintenant apparaitre. En effet, ’ensemble des populations
I,, et des phases #,, forme un espace des phases classique,
c’est & dire un espace dans lequel le systéme est représenté
4 tout instant par un point unique, qui décrit des trajec-
toires au fur et & mesure de ’évolution temporelle. La dyna-
mique dans cet espace des phases est décrite par le systéme
d’équations différentielles couplées (94). Il n’est pas diffi-
cile de montrer que le systéme (94) peut se mettre sous une

forme canonique?! :
a, _ di
ad do,
@, _ _di
a —  dl,

ou 'on a introduit le hamiltonien

H(Inaan) = Z (Enln + XOIT2L)

n
+ KZZ RV4 InIn+1 (X_In + X+In+1) COSs (9n — 9n+1) .

Dans cette formulation les populations et les phases
forment un ensemble canonique de variables conjuguées.
Ainsi, I’introduction d’une base d’états adaptées, permet
d’étudier la dynamique quantique dans un cadre identique
4 celui d’un systéme hamiltonien classique. Il existe ainsi

31Pour une référence générale sur la dynamique des systémes ha-
miltoniens nous renvoyons le lecteur & [42] et & [43] pour un exposé
plus “mathématique”.
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une analogie possible entre la dynamique quantique d’un
condensat de Bose Einstein dans un réseau incliné et la dy-
namique classique d’une chaine d’oscillateurs non-linéaires
couplés.

Si ’on note I le vecteur colonne des populations I, et 6
le vecteur colonne des phases 6,,, nous remarquons que ’on
peut écrire (??) sous la forme

H(1,0) = Ho(I) + kV(L,6) (95)

avec
Ho(I) = Z (BnIn + XoI2)

n

(96)

t
) V(Ia 0) = Z fn (I) COoS (en - 9n+1)

ou l'on a posé

fn (I) = \/ InIn+1 (X_In + X+In+1) .

Les paramétres Xy, X4 et X_ sont donnés par les relations
(92).

Le hamiltonien Hy (I) ne dépend que des populations et
correspond au hamiltonien du systéme global lorsque k = 0.
Il décrit donc I’évolution du systéme sous l'influence exclu-
sive des termes de collisions entre particules d’'un méme
état et conduit aux expressions des fréquences déplacées
(90) par les relations :

_ 0H,
- oL,

wn (97)

Le systéme dynamique décrit par Hy (I) admet pour solu-
tion
I,
0

(t)
()

Les populations sont constantes car Hy ne dépend pas des
phases des états; on dit alors que Hy est intégrable et que
les populations I,, sont des intégrales premiéres du mouve-
ment. Le paramétre s traduit le caractére perturbatif du
second terme du hamiltonien (95). Lorsque & est petit le
systéme est donc proche d’un systéme intégrable, il est alors
qualifié de quasi-intégrable.

Une intense activité de recherche théorique a été menée
par des physiciens et des mathématiciens, sur les systémes
quasi-intégrables depuis les travaux pionniers de Poincaré.
Une des préoccupations principales des scientifiques est
lexistence de trajectoires réguliéres et stables. En effet,
le premier exemple de systéme quasi-intégrable est apparu
en mécanique céleste lors de I’étude du mouvement Terre-
Lune-Soleil, de P’existence de trajectoires stables dépend
donc la stabilité du systéme solaire.

Ces recherches ont conduit & un théoréme fondamental de
la dynamique hamiltonienne appelé théoréme Kolmogorov
Arnold Moser (souvent désigné par 'acronyme KAM) pré-
senté plus en détail dans le complément L32. Ce théoréme
démontre ’existence dans un systéme hamiltonien du type

I, (0)
O (0) — wnly (0).

n

32Le lecteur plus exigeant est invité & consulter larticle original
d’Arnold [44] reproduit dans [45]. Une introduction aux travaux de
Kolmogorov, incluant le théoréme KAM, pourra elle étre trouvée dans
[46].



(95) de trajectoires stables et réguliéres identifiables aux
trajectoires faiblement déformées du systéme intégrable dé-
crit par Hy. La condition d’existence de ces trajectoires
dépend d’un critére de non dégénérescence entre les fré-
quences (97) du systéme intégrable Hy.

Le théoréme KAM est basé sur un développement en
série de perturbation — dont une ébauche est présentée dans
le complément L. Il démontre la convergence de la série de
perturbation lorsque

Z l,-w,-

c

S (98)

ou les coefficients I; sont des entiers et les coefficients C'
et 7 des réels positifs dépendant du systéme. L’intérét du
théoréme KAM réside en partie dans le fait que pour & “suf-
fisamment petit”, la grande majorité des conditions initiales
remplit la condition (98).

Dans notre systéme, les fréquences w,, sont les fréquences
déplacées par les collisions et la condition (98) correspond
4 la généralisation du critére de non-dégénérescence entre
fréquences déplacées. La convergence de la série de per-
turbation signifie que les trajectoires sont voisines des tra-
jectoires du systéme décrit par Hy, c’est & dire des trajec-
toires passantes ou la différence de phase entre états voisins
est non-bornée. Nous retrouvons ainsi le fait déja plusieurs
fois exposé ici que lorsque les fréquences déplacés sont non-
dégénérées, les termes de perturbations ont une faible in-
fluence. Notons tout de méme que la condition (98) est plus
restrictive que la condition de non-dégénérescence entre fré-
quences déplacées car elle fait apparaitre ’ensemble des
combinaisons linéaires entre fréquences déplacées et non
juste les différences entre fréquences déplacées voisines.
Néanmoins (98) indique que plus les combinaisons linéaires
font intervenir des coefficients élevés, plus le domaine de
non-convergence est petit. Ainsi, les plus vastes domaines
de l'espace des phases ne remplissant pas la condition (98)
correspondent & ceux ot les fréquences déplacées sont quasi-
dégénérées.

3.4.2 Oscillations de Bloch

Regardons maintenant la dynamique correspondant &
une trajectoire passante de ’espace des phases ; nous suppo-
sons donc la condition (98) remplie. Dans ce cas, ’évolution
dans ’espace des phases est voisine de celle du systéme non
perturbé Hy et nous pouvons, en premiére approximation,
traiter effet des collisions binaires entre atomes 3 ’aide des
niveaux déplacés (90). Cette approximation suppose que les
populations des états restent constantes.

Dans le cadre du modéle & deux états, nous avons vu
que les termes de perturbation influent peu sur les popula-
tions des états lorsque ceux-ci sont également peuplés. Nous
pouvons donc en déduire que, dans le cas d’un état initial
étalé sur plusieurs états de Wannier Stark avec une distri-
bution douce, les populations de chaque état sont presque
constantes. Nous montrons alors qu’il est possible d’obser-
ver des oscillations de Bloch sur un temps fini car elles
décroissent au temps long du fait de la dispersion des fré-
quences de Bohr du systéme.
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Fic. 26: Déplacement de niveaux : La figure (b) représente sché-

matiquement les niveaux d’énergie déplacés (en trait plein) par rap-

port aux états propres d’énergie (en trait tiré) pour un état initial

ayant une variation de population douce (a). Les fréquences de Bohr
du systéme (c) présente alors une dispersion typique de Aw.

Dans ce cadre, I’état du gaz est & tout instant :
U(a,t) = Y VIpere (Pt X0l Dl (2) £0 () (99)
n

L’évolution n’est plus mono-fréquentielle comme dans le
cas d’une dynamique atomique, car les fréquences de Bohr
entre puits voisins ne sont plus dégénérées. Nous pouvons
en effet calculer la position moyenne du condensat dans
I’approximation du couplage aux premiers voisins :

(2) (1) = 3 nI2+

X1 {e_iFtZmei(9"+l_0")€_ixo(1"+l_I")t+C.C.}
n

+0(r). (100)

Le déplacement de fréquence, di aux collisions entre par-
ticules dans un méme état, induit une dispersion des fré-
quences de Bohr entre états voisins autour de la fréquence
de Bloch. Cela implique qu’il n’existe pas en toute rigueur
d’oscillations de Bloch d’un condensat de Bose-Einstein.
Cependant, si le temps de mesure est petit comparé a
I'inverse de la dispersion Aw des fréquences de Bohr entre

puits voisins,
27
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le caractére multi-fréquentiel n’est pas clairement visible et
la dynamique semble étre une oscillation mono-fréquentielle
du type oscillation de Bloch. A long terme, ces oscillations
décroissent. Un tel comportement a déji été observé nu-
mériquement [47] mais n’a jamais & notre connaissance été
expliqué. De telles oscillations ont été mises en évidence
expérimentalement en chargeant un réseau incliné avec un
condensat de Bose Einstein [33].

La dispersion des fréquences de Bohr Aw entre états voi-
sins dépend de la répartition initiale des atomes sur les
différents états de Wannier Stark et est schématiquement
représentée sur la figure 26. Elle est proportionnelle au plus
grand écart de population entre états voisins. Si nous sup-
posons la fonction d’onde initialement étalée sur N états
de Wannier Stark, alors nous pouvons supposer que la dis-
persion des fréquences est de 'ordre de
Xo

A .
Y=TN
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Fi1c. 27: Position moyenne du paquet d’ondes : La position
moyenne est représentée en fonction du temps pour une distribution

initiale gaussienne I, ef(%)zpour Vo = 12 et F = 2 avec (a)

g =0,25 (X =0,42) et (b) g =0,5 (Xo = 0, 84). Le trait plein cor-

respond au calcul numérique et le trait tiré au calcul approché (100).

La fléeche indique le temps critique qui est en bon accord avec les résul-

tats numériques. L’encart correspond a la distribution de probabilité
de présence de 1’état initial.

Ainsi, plus ’état initial est étalé, moins les variations de
population entre états voisins sont importantes et plus les
fréquences de Bohr entre états voisins sont proches de la
fréquence de Bloch. L’oscillation de la position moyenne
(100) ressemble alors & une oscillation de Bloch amortie
jusqu’a un temps critique défini par

127
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La figure 27 représente ’évolution temporelle de la position
moyenne pour deux valeurs du paramétre g. Les oscillations
sont clairement visibles et le temps caractéristique de dé-
croissance est en bon accord avec le temps critique 7.. Cette
description de la dynamique a ’aide des fréquences dépla-
cées reproduit fidélement le comportement numériquement
observé jusqu’a un temps de Pordre de -2Z qui est ici su-

. X()N
perieur a 7.

3.5 Reésonances et chaos

Au paragraphe précédent, nous avons montré & 'aide du
théoréme KAM, que 'espace des phases du systéme (91)
se compose de trajectoires passantes lorsque les fréquences
déplacées (90) sont linéairement indépendantes. Nous re-
gardons maintenant le cas des trajectoires de I’espace des
phases qui ne remplissent pas la condition (98), nous par-
lons alors de trajectoires résonantes. Nous allons voir que,
outre les phénoménes d’accrochage de phases déja présents
dans le modéle & deux états, il apparait ici de nouveaux
comportements dynamiques qui correspondent & des dyna-
miques quasi-périodiques ou méme chaotiques. Nous pou-
vons ainsi mettre en évidence du chaos au sens classique
dans la dynamique d’un objet quantique !

Concrétement, les trajectoires résonantes apparaissent
lorsque les fréquences déplacées — qui correspondent aux
fréquences d’évolution du systéme intégrable Hy — sont

)
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Fi1c. 28: Section de Poincaré : La figure représente les intersec-

tions des trajectoires de l’espace des phase avec le plan défini par

I_1=0,1,00—0_-1 =0et I|,j51 = 0. La figure a été réalisée par une

intégration numérique du systéme modéle (91) pour les paramétres de

potentiel suivants Vo = 25, F = 1,25 et g = 0,75; soit Xo = 1,503,
k=10,074, X4 = —1,563 et X_ = 1,430.

presque linéairement dépendantes c’est & dire lorsque
Z liwi ~0
i

ou les coefficients I; sont des entiers. Remarquons que le
théoréme KAM ne contient aucune conclusion sur la dyna-
mique de telles trajectoires. Nous pouvons cependant utili-
ser en partie le modéle & deux états pour guider notre étude.
Dans ce paragraphe, nous considérons exclusivement g > 0.

3.5.1 Tflots de résonance

Lorsque le nombre d’états est grand, il n’est pas possible
de représenter la trajectoire dans ’espace des phases, ce-
pendant nous pouvons obtenir une représentation de la dy-
namique en observant les intersections de cette trajectoire
avec un plan défini, réalisant ainsi une section de Poin-
caré. La représentation de la section de Poincaré permet
de visualiser les comportements dynamiques du systéme en
fonction de I’état initial de la méme maniére que le plan de
phase nous permettait de visualiser globalement la dyna-
mique dans le cadre du modéle & deux états. Un exemple
de section de Poincaré est représenté sur la figure 28, elle
a été établie pour Vo = 25, F = 1,25 et ¢ = 0,75 en
considérant les intersections des trajectoires de l’espace des
phases avec le plan défini par I_; = 0,1, 6y — 0_; = 0,
In+ 15 =0,9et I,>1 = 0, ce qui correspond au cas de
trois états voisins initialement peuplés. Ce plan d’intersec-
tion nous permet d’étudier les comportements dynamiques
lorsque la différence de populations Iy — I; ainsi que la
phase relative 6y — €1 varient tandis que les populations et
les phases des autres états sont fixées. Nous pouvons alors
faire le paralléle avec I’étude de la dynamique dans le plan
de phase du modéle & deux états en tenant compte du fait
que ici J =0,9.

Nous pouvons remarquer sur la section de Poincaré 28
que la plupart des points d’intersections se répartissent sur
des courbes réguliéres, identifiables aux trajectoires pas-
santes et résonantes du systéme & deux états. Nous retrou-
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vons en particulier 'ilot de résonance — repéré par 1’éti-
quette (a) sur la figure 28 — correspondant a la dégénéres-
cence entre les fréquences déplacées

wl—UJ()=0

soit pour
F

Xo’
Mais nous découvrons aussi de nouveaux ilots de résonance
(b), (c) et (d), plus étroits que (a), qui correspondent & des
combinaisons linéaires plus complexes entre les fréquences
déplacées :
pour (b) il s’agit de (wo —w—1) + 3 (wg —w1) =0
pour (c) il S’agit de w_1 —wp + w1 =0
— pour (d) il s’agit de (wo — w—1) + (wo — w1) = 0.
Ces ilots ne sont pas décrits par le modéle & deux états
puisqu’ils caractérisent des couplages entre trois états33.
L’ensemble des ilots de résonance caractérise les zones de
Iespace des phases correspondant & un accrochage de fré-
quence des amplitudes des états de Wannier Stark. Dans
ce cas les populations et les phases des états couplés oscil-
lent de maniére synchrone. Lorsque ces ilots correspondent
4 une dégénérescence entre fréquences déplacées, nous pou-
vons utiliser le modéle & deux états comme nous ’avons
fait dans le paragraphe précédent pour déterminer les fré-
quences d’évolution.

I—IL =

3.5.2 Trajectoires chaotiques

Mise & part ’apparition de nouveaux ilots de résonance,
la principale et fondamentale différence entre la section de
Poincaré 28 présentée et les portraits de phase du mo-
déle & deux états réside dans l'apparition sur la section
de Poincaré 28 de nuées de points irréguliérement répartis
— comme par exemple celle indiquée par ’étiquette (s2). La
dispersion des points d’intersection n’est pas le fait d’une
imprécision numérique mais traduit une dynamique quasi-
périodique — voir le complément M.

Lorsque la force F' diminue, I’ilot de résonance princi-
pale rentre plus dans le plan de la section et les nuées de
points s’enroulent autour de la résonance. Parallélement,
I'influence des termes de perturbation augmente, couplant
de maniére plus forte les ilots de résonance secondaires, le
nombre et la taille des nuées de points croit jusqu’a se re-
joindre et former une vaste “mer” de points d’intersection
comme le représente la figure 29 qui correspond a la méme
section de Poincaré que 28 mais pour F' = 0,75. Nous pou-
vons alors représenter sur la figure 30 ’évolution temporelle
de Iy(t) ainsi que le spectre de Fourier de amplitude co(t)
correspondant & une trajectoire de la “mer” de points. Ces
courbes mettent clairement en évidence le caractére chao-
tique des trajectoires issues de la mer de points par I’évolu-
tion aléatoire de la population Ip(t) et le spectre de Fourier
continue de amplitude co(t).

Le caractére chaotique de la dynamique est le fait d’une
“hésitation” du systéme entre deux trajectoires possibles :
passante, contournant la résonance et résonante, entou-
rant la résonance. Ces trajectoires chaotiques apparaissent
donc & linterface entre ilots de résonance et trajectoires

33Une description générale de la formation des ilots de résonance
est présenté dans [48]
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Fig. 29: Section de Poincaré : Intersections des trajectoires de

I’espace des phases avec le plan défini par I_; = 0,1, 8¢9 —6_1 =0

et Ijp>1 = 0. La figure a été réalisée par une intégration numérique

du systéme modéle (91) pour les paramétres de potentiel suivants

Vo = 25, F = 0,78 et ¢ = 0,75; soit Xo = 1,453, k = 0,117,
X, =—1,495et X_ = 1,411.

passantes. L’alternance aléatoire entre ces deux compor-
tements génére la dynamique chaotique. L’évolution tem-
porelle des populations pour une trajectoire chaotique est
donc une succession aléatoire de grandes et de petites os-
cillations, les grandes oscillations correspondent & I’enrou-
lement autour de la résonance et les petites, au contourne-
ment de la résonance.

Sur la figure 30 nous pouvons une nouvelle fois remarquer
la parfaite adéquation de la modélisation (91) & la dyna-
mique de ’équation de Gross Pitaevskii (80) en comparant
I’évolution temporelle calculée numériquement & ’aide du
modéle (91) a celle calculées a I’aide de I’équation de Gross
Pitaevskii.

1l est intéressant de remarquer en conclusion que la mise
en évidence d’évolutions chaotiques des amplitudes des
états quantiques du condensat est un phénoméne nouveau,
preuve de la passerelle lancée entre mécanique quantique et
physique non-linéaire par 1’étude des gaz atomiques quan-
tiques.

3.6 Conclusion

En conclusion, nous avons montré dans ce chapitre que
I’étude de la dynamique d’un condensat dans un réseau
incliné permet de comprendre I’influence des termes non-
linéaires de I’équation de Gross-Pitaevskii sur la dynamique
quantique. La modélisation en termes d’états de Wannier
Stark nous & permis de réduire I’étude de la dynamique
quantique 3 celle d’un systéme de N états d’énergie équidis-
tants. Nous avons pu alors montrer que, au premier ordre,
les termes non-linéaires déplacent les niveaux d’énergie pro-
portionnellement & leurs populations en introduisant la re-
présentation dites des fréquences déplacées.

En prenant en compte les termes de couplage non-linéaire
& Dordre suivant, nous avons montré ’analogie formelle
entre la dynamique quantique du condensat dans un ré-
seau incliné et la dynamique d’une chaine d’oscillateurs
non-linéaires classiques couplés. Ce rapprochement, qui est
le point clef de notre description, nous & permis d’étudier
la dynamique du condensat en utilisant les outils standards
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Fic. 30: Evolution chaotique de I’intensité : Les figures (a) et (c)
représentent ’évolution temporelle de I (t) calculée respectivement
par une intégration numérique du modéle (91) et de I’équation de
Gross Pitaevskii. Les figures (b) et (d) représentent les spectres de
puissance de I’amplitude cg (¢). L’évolution chaotique de l'intensité se
traduit par un spectre de fréquence continu. Les figures sont réalisées
pour les paramétres suivants : Vo = 25, F = 0,78 et ¢ = 0,75 avec
comme condition initiale : c_1 (0) = /0, 1, co (0) = 1/0,665, ¢1 (0) =
/0,235, ¢/p>1 (0) = 0.

de la dynamique hamiltonienne classique. Dans le cadre de
cette démarche originale, nous avons pu mettre en évidence
des phénomeénes purement non-linéaires de la dynamique
quantique tels que ’accrochage de phase entre états voisins
ou l’évolution chaotique au sens classique des populations
des états. Ces dynamiques ont alors pu étre en partie in-
terprétées & ’aide de la représentation simple des niveaux
déplacés et du modéle & deux états.

L’observation de dynamique chaotique classique avec un
condensat de Bose Einstein n’est sirement pas particuliére
au réseau incliné, I'image des fréquences déplacées doit per-
mettre d’identifier de tels comportements dynamiques dans
bien d’autres configurations de potentiel. Il n’est pas dif-
ficile d’imaginer par exemple des dynamiques chaotiques
dies aux couplages entre les états du potentiel harmonique
transverse de confinement.
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la mesure de la fonction d’onde

Nous montrons dans ce chapitre comment utiliser les os-
cillations de Bloch pour déterminer la fonction d’onde ato-
mique. Si le principe d’indétermination de Heisenberg nous
interdit de définir conjointement position et vitesse de ma-
niére exacte il n’y a, en effet, aucune limite & la connais-
sance de la fonction d’onde. L’expression de la fonction
d’onde dans ’espace réel joue un role prépondérant dans
notre compréhension de la mécanique quantique, et la mise
en oeuvre d’une technique expérimentale permettant de la
reconstruire est d’un grand intérét. Mais, alors que la dis-
tribution de probabilité spatiale est souvent facilement me-
surable, la mesure de la phase nécessite généralement ’em-
ploi d’une méthode annexe et souvent incompatible, car la
mesure de la position d’un systéme quantique efface géné-
ralement 'information sur la phase.

Néanmoins, certaine méthodes permettent d’obtenir une
information compléte sur ’état d’un systéme quantique.
Par exemple, une reconstruction “tomographique” de sa
fonction de Wigner & partir de transformation intégrale in-
verse du type transformation de Radon [49]. L’application
de cette méthode aux systémes atomiques et moléculaires a
été proposée récemment [50, 51] et démontrée expérimen-
talement [52, 53]. Cependant, les méthodes de tomogra-
phie nécessitent un grand nombre de mesures ainsi qu’un
algorithme complexe. Parallélement, d’autres auteurs [54]
proposent d’utiliser des mesures d’interférométrie atomique
pour déterminer I’état atomique. Cette méthode a I’avan-
tage de ne pas nécessiter ’utilisation de transformations
compliquées mais nécessite deux mesures différentes pour
la phase et ’amplitude.

Nous proposons ici une nouvelle méthode pour recons-
truire la fonction d’onde du centre de masse de ’atome qui
permet de déterminer simultanément phase et amplitude
de la fonction d’onde du centre de masse atomique, & par-
tir d’une série de mesure de la population d’une classe de
vitesse.

Dans le chapitre 1, nous avons vu que la dynamique d’un
atome dans un réseau incliné correspond & un mouvement
d’oscillation, appelé oscillation de Bloch, dont la fréquence
dépend de la force appliquée et du pas du réseau; nous
avons vu de plus que 'amplitude de l'oscillation de la vi-
tesse moyenne est indépendante de cette force. Dans 'es-
pace des impulsions, seule la fréquence caractérise les oscil-
lations de Bloch; c’est & dire la force F' si nous considérons
le pas du réseau fixé.



Si maintenant la force varie spatialement (F' = F (z)),
le potentiel n’est plus un réseau incliné et la fréquence de
Bloch est différente dans chaque puits du réseau, récipro-
quement & chaque puits est associé une fréquence de Bloch
locale wp (). La vitesse moyenne d’un paquet d’ondes dé-
localisé sur plusieurs puits a alors une évolution temporelle
caractérisée par I’ensemble des fréquences de Bloch locales.
La transformée de Fourier d’une mesure de la population
d’une classe de vitesse révéle ce caractére multi-fréquentiel
et le spectre de fréquence est composé d’une série de raies
localisées autour des fréquences de Bloch locales et dont
I’intensité est proportionnelle & la population du puits cor-
respondant. Nous montrons ici que I’on peut, en utilisant
le spectre de Fourier d’une mesure de la population d’une
classe de vitesse, accéder expérimentalement en une unique
série de mesures & la population et & la phase de chaque
état de Wannier Stark, ce qui permet de reconstruire la
fonction d’onde de ’état initial.

4.1 Les états propres, échelle parabolique

d’énergie

L’idée la plus simple expérimentalement pour faire varier
localement la fréquence de Bloch est d’employer un poten-
tiel parabolique. Nous supposons donc que le potentiel est
formé de ’addition d’un réseau et d’une parabole soit :

1
V(z) = Vosin(2mz) + anmz

et nous allons chercher les états propres |a) du hamiltonien
2
H,= —P2 +V(z) :

Hyla)=¢|a).

Encore une fois, nous nous intéressons aux états locali-
sés. Pour qu’ils existent, le potentiel parabolique doit va-
rier lentement sur la période du potentiel périodique et
le réseau doit étre profond 3* , c’est & dire qu’il faut que
2V — %aom > 72, Cette condition n’est valable que dans
une région limitée de l’espace. Nous considérons dans la
suite cette condition remplie dans un intervalle [—-L, L] avec
L > 1 et appelons le puits numéro n le puits centré en
z=(n+1).

Les états fondamentaux localisés dans chaque puits de
potentiel se répartissent sur une distribution d’énergie pa-
rabolique. Nous notons alors a, () I’état propre fondamen-
tal dans le n-iéme puits de potentiel. Cet état est associé a
I’énergie propre

1 1\2
En=60—|—§a0 n—}—z .

Le choix particulier de la position du minimum du potentiel
parabolique par rapport au réseau permet ici d’éviter une
dégénérescence d’énergie entre les états a, (z) et a_, (z).

De maniére générale, plusieurs états localisés peuvent
exister dans un méme puits, cependant nous ne considé-
rerons ici, dans un souci de simplicité, que les états fon-
damentaux de chaque puits. Outre les états localisés dans
les puits de potentiel, le réseau parabolique posséde aussi

34Cette condition s’obtient par le méme raisonnement que pour les
états de Wannier Stark (cf section 1.2)
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des états propres délocalisés, & ’échelle de la largeur d’un
puits de potentiel, rappelant les états propres du potentiel
parabolique. Nous ne tenons pas compte dans cette étude
de ces états délocalisés.
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Fic. 31: Etats propres du réseau parabolique : La figure repré-

sente quelques états propres du réseau parabolique calculés numéri-

quement pour Vo = 20 et ag = 0,2. Les niveaux d’énergie correspon-

dant aux états fondamentaux de chaque puits de potentiel sont sché-

matiquement représentés dans le potentiel et sont reportés a droite
mettant en évidence la distribution parabolique.

La figure 31 représente schématiquement les états
propres du réseau parabolique calculés numériquement. Les
états localisés apparaissent distinctement et 1’échelle para-
bolique d’énergie associée a été représentée & droite de la fi-
gure. Les probabilités de présence de quelques états propres
ont aussi été représentées, positionnées dans le potentiel en
fonction de I’énergie de ’état. Nous pouvons alors distin-
guer nettement les états localisés (a), (b), (¢) et (d) des
états délocalisés (e) et (f). Nous voyons en particulier que
la forme des fonctions d’onde des états localisés varient trés
peu avec l'indice du puits.

4.2 Reconstruction de la fonction d’onde
du centre de masse atomique

Nous envisageons ici la reconstruction de la fonction
d’onde du centre de masse atomique & partir d’une série
de mesures de la population d’une classe de vitesse. Si le
réseau parabolique est “branché” de maniére adiabatique,
les atomes ayant une faible vitesse se projettent entiére-
ment sur les états localisés fondamentaux de chaque puits
de potentiel. La mesure de la population d’une classe de vi-
tesse peut alors étre réalisée par une mesure de sélection de
vitesse Raman [55] — pour les atomes de césium la précision
de mesure d’impulsion est de hkr /5 [56].

Considérons un paquet d’ondes initial formé & partir des
états localisés oy, :

Yt =0)= chan
n
son évolution est alors simplement donnée par :

U(z,t) = Z Cnope Ent,
n



Nous admettrons dans la suite que nous nous placons dans
une région du potentiel ou les états localisés a,, sont tous
quasiment identiques & une translation prés. La distribution
de probabilité d’impulsion P(p,t) est donnée par,

P(p,t) = [T(p, )" = 3" aiciau(p)an(p)e i E -,
l,n

Comme la forme des fonctions d’onde «,, varie trés peu de
puits en puits, nous avons :

o (p) = an(p)ei(l_”)p.

Nous obtenons alors ’expression suivante pour la distribu-
tion de vitesse :

P(pa t) = |a"0 (p)|2 Z C"+mc;eimpe—iam(n+%)t‘

m,n

Le terme correspondant & m = 0 ne donnant aucune évo-
lution temporelle, nous ’extrayons de la somme

P(pa t) = |an0 (p)|2 1+ Z e'mp Zam,ne_iwm’nt
m#0 n

(101)
Pour simplifier I’etude, nous posons pour le reste de ce cha-
pitre p = 0, ce qui suppose que l’on mesure la population
de la classe de vitesse correspondant & une vitesse nulle
dite la probabilité de vitesse nulle. I’évolution de la distri-
bution de probabilité (101) a un caractére multi-fréquentiel
et le spectre de fréquence comporte toutes les fréquences de

Bohr des états a,

Il

Em+n —&n
2m+1

Wm,n

apm(n + ))

wm,n est la fréquence de transition entre ’état ouynm, et
I’état a,,. L’amplitude de chaque fréquence est proportion-
nelle pour p = 0 & la cohérence

— *
Om,n = Cn4mCp

entre entre 'état a, 4., et I'état a,. Ainsi, le spectre de
puissance d’une série de mesures de la probabilité de vitesse
nulle permet de déterminer ’ensemble des cohérences oy, ,,
et donc de déterminer les amplitudes ¢, qui caractérisent
totalement la fonction d’onde.

Lorsque ’on fixe m, la répartition des fréquences de Bohr
Wm,n est une distribution linéaire de pas am. Nous no-
tons 2, ’ensemble des fréquences de Bohr avec m fixé :
Qe = {Wm,1,Wm,2, - }. La contribution d’une fréquence de
lensemble Qy, a la distribution de probabilité d’impulsion
est alors proportionnelle aux cohérences oy, n, entre un état
et son m*™e yoisin.

Nous pouvons alors introduire la distribution de fré-
quence P(w) définie par

1 [T .
Plw) = 7 / P(0, ettt
0
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ou T est le temps de mesure expérimentale. En remplacant
P(0,t) par l'expression (101), nous obtenons

PW) = |ang (0)] < 6r(w) + Y 01,007 (w — win) +

v

~~

1951

D oanbr (W —wan)+-- o (102)

~ >

~~

Qa
oll nous avons introduit la fonction

sin (wT')
or (w) T
La distribution de fréquence est donc composée d’une infi-
nité de raies centrées autour des fréquences de Bohr wy, .
La fonction 7 (w) qui décrit la forme des raies, dépend
du temps de mesure T et tend asymptotiquement, aux
temps longs, vers la distribution de Dirac. Si le temps T
est suffisamment long, les différentes fonctions dr interve-
nant dans la somme (102) sont suffisamment étroites pour
avoir un recouvrement négligeable ; les raies les plus proches
étant celles de ’ensemble 2, le critére de non recouvrement
impose que

7> .
%]

Chaque ensemble 2, forme un peigne de fréquences dans
la distribution P (w). Comme nous verrons plus loin, la re-
construction utilise les deux premiers peignes de fréquence
Q; et Q5. 1l est donc important de s’affranchir d’un chevau-
chement accidentel entre les deux peignes. Ceci peut étre
réalisé en les séparant distinctement : si I’on connait & priori
I’extension spatiale de la fonction d’onde atomique, il suffit
en effet que la plus grande fréquence contribuant signifi-
cativement de la premiére échelle soit inférieure a la plus
petite de la deuxiéme échelle. Par exemple, si ’atome est
centré autour du puits ng avec une extension spatiale An,
cette condition s’exprime wy no4An/2 < W2,no—An/2 SOit

3

Si, donc, le paquet d’onde est suffisamment “haut” dans
la branche de parabole, les deux premiers peignes seront
découplés.

La figure 32 représente le module de la transformée de
Fourier d’'une mesure de la probabilité de vitesse nulle,
I’état initial est représenté ainsi que le potentiel en encart.
Sur cette figure, les différents peignes (2,, apparaissent sé-
parément. En utilisant le spectre représenté sur la figure 32
nous pouvons reconstruire la fonction d’onde atomique. La
population |cn|2 de I’état a,, peut se calculer en remarquant
que :

* *
Cp—1CnCpCnil
. =
C, 1Cn+1
Si les raies des deux premiers peignes ont un chevauchement
négligeable, nous avons alors simplement

P(wn-1,n) P(Wn,nt1)
P (wnfl,n+1) '

On—1,10n,1

|Cn|2 =
On—1,2

|n|2:
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Fic. 32: Spectre de puissance d’une mesure de la probabilité

de vitesse nulle : La figure représente le spectre de puissance d’une

mesure de la probabilité de vitesse nulle calculé numériquement pour

Vo = 20 et ag = 0, 2. Les différentes échelles linéaires 2,, de fréquence

de Bohr sont distinctement visibles. L’amplitude de chaque raie wm,n
est proportionelle & la cohérence om,n.

Comme 'amplitude de P(wy nt1) est proportionnelle a la
cohérence oy, 411, la phase de P(wy,nt1) est simplement
la différence de phase initiale entre les états a, et ayy1.
Nous pouvons donc de proche en proche, en fixant arbitrai-
rement une des phases, les obtenir toutes. Un exemple de
reconstruction est présenté sur la figure 33. Nous pouvons
remarquer que les populations |c,|? et les phases relatives
0p+1 — 6, reconstruites & partir de la transformée de Four-
rier d’une mesure de la probabilité de vitesse nulle dont
le module est représenté sur la figure 32 sont en trés bon
accord avec les valeurs initiales.

Expérimentalement, nous avons rarement accés a la me-
sure de vitesse d'un atome individuel mais 4 celle d’une col-
lection d’atomes. Il est alors clair que la méthode évoquée
ne peut fonctionner que si tous les atomes, ou au moins une
trés large majorité, sont dans le méme état. Cependant, si
ce n’est pas le cas mais que les atomes peuvent étre consi-
dérés comme des particules indépendantes alors ’applica-
tion de cette méthode permet de mesurer les cohérences
moyennes de la matrice densité du gaz atomique mais elle
ne permet pas de déterminer les populations moyennes des
états. Remarquons enfin, que si les atomes ont tous le méme
rapport de phase entre états voisins, alors cette méthode
permet de déterminer et les cohérences et les populations
de lopérateur densité.

4.3 Reconstruction de la fonction d’onde
d’un condensat de Bose Einstein

Apreés avoir développé la méthode de reconstruction de
la fonction d’onde atomique, nous montrons ici qu’elle peut
aussi étre appliquée & la fonction d’onde d’un condensat de
Bose Einstein. Nous supposons ici que la dynamique du
condensat est correctement décrite par I’équation de Gross
Pitaevskii (78). De la méme fagon qu’au chapitre précédent,
nous pouvons nous ramener 3 l’étude d’un probléme uni-
dimensionnel en introduisant un potentiel de confinement
transverse. Nous avons alors vu que l’effet des collisions
peut étre décrit & 'ordre zéro comme un déplacement de

@

20

F1c. 33: Reconstruction de la fonction d’onde : La figure repré-

sente les phases relatives 0,41 — 0, (a) et les populations |c,|? (b). Le

trait plein correspond aux valeurs initiales et les étoiles aux valeurs

reconstruites & partir de la transformée de Fourrier de la probabilité
de vitesse nulle dont le module est représenté sur la figure 32.

L

5

Fréquence

F1G. 34: Spectre de puissance d’une mesure de probabilité de

vitesse nulle :La figure représente le spectre de fréquence, calculé

numériquement pour Vo = 20, ap = 0,2 et g = 0,7 - Xo = 1,95.

Les différentes échelles linéaires 2, de fréquences de Bohr s’identifient
trés bien.
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niveaux proportionnel & leurs populations et que des dy-
namiques complexes, impliquant des couplages importants
entre états voisins, apparaissent lorsque deux niveaux dé-
placés voisins sont dégénérés. Dans le cas ou ’écart d’éner-
gie entre les états propres localisés dans des puits voising
est suffisamment grand pour éviter toute dégénérescence,
la dynamique est réguliére. La description au premier ordre
est alors satisfaisante.

Dans ce cadre, il est alors possible d’envisager la recons-
truction de ’état superfluide du gaz. La technique est alors
en tous points identique si ce n’est que les raies de la dis-
tribution de fréquence seront déplacées par rapport aux
fréquences de Bohr du potentiel parabolique.

Si la fonction d’onde initiale du gaz superfluide est une
superposition d’états o, :

¥(z,0) = Z CnQlp

son évolution temporelle est simplement au premier ordre

U(z,t) = chane_i(s"‘*'x"‘c"mt (103)
n

. . 4 .
ot 'on a posé X,, = g [ |an| . Comme le profil spatial des
états propres varie peu avec I'indice du puits, nous pouvons
en premiére approximation considérer X,, & Xj.

Pour éviter les dégénérescences entre états voisins, il faut
que 3

Q
lenal® = lenl’| < - (0 +1).

Une maniére certaine de satisfaire cette condition est de
placer le condensat suffisamment haut dans la parabole
pour avoir

ap

—(n+1)>1

X(]( + ) 7
c’est & dire aprés le puits Xo/ag. Cependant, si le conden-
sat est étalé sur un grand nombre de puits, il est trés peu
probable qu’il y ait de grandes disparités de populations
entre puits voisins, I’écart de population caractéristique est
de ordre de AI ~ % ol N est le nombre d’états peuplés.
Il suffit dans ce cas de placer le condensat aprés le puits
Nimin = ]\?)%0 .

Nous pouvons alors, en utilisant (103), calculer la proba-

bilité de vitesse nulle :

P(Oat) = |ano(0)|2 1+ Z Zo—m,neii(wm’n+Awm’")t
m#0 n
(104)
ou ’on a posé

AWm,n = XO (lcn+m|2 - |Cn|2)

qui représente le déplacement par rapport aux fréquences
de Bohr di aux collisions binaires entre particules peuplant
le méme état. La figure 34 représente le spectre de Fourier
de (104), les différentes fréquences wiy,,, + Awy, 5, sont aisé-
ment identifiables. La reconstruction peut donc étre effec-
tuée de maniére identique & celle présentée dans la section

35 Attention ag est la raideur du potentiel parabolique & ne pas
confondre avec la longueur de diffusion a

Fia. 35: Reconstruction de la fonction d’onde :La figure re-

présente les phases relatives 6,41 — 0, entre états voisins (a) et les

populations I, (b). Le trait plein correspond aux valeurs initiales et

les étoiles aux valeurs reconstruites & partir du spectre de vitesse dont
le module est représenté sur la figure 34.

4.2, et le résultat est présenté sur la figure 35. La méthode
est moins précise que pour la fonction d’onde du centre
de masse atomique mais reste tout de méme correcte. La
détermination des différences de phases entre les états fai-
blement peuplés est en particulier peu fiable, cela est di a
notre approche qui néglige les couplages par collision entre
les états.

Si nous regardons les différents peignes avec plus de dé-
tail, nous voyons que les fréquences sont effectivement dé-
placées par rapport aux fréquences de Bohr du réseau pa-
rabolique. Le déplacement de la fréquence est proportion-
nel & la différence de population entre les états voisins. Or
cette différence de population est connue par la méthode de
reconstruction, nous pouvons donc utiliser ce déplacement
pour mesurer la probabilité de collision entre particule dans
un méme état, et donc indirectement, la section efficace de
collision.

4.4 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, décrit une méthode concep-
tuellement simple, pour reconstruire 1’état d’un atome re-
froidi par lasers. Cette méthode s’applique aux atomes in-
dividuels ou elle permet de déterminer la fonction d’onde
du centre de masse, aux gaz atomiques oul elle permet de
déterminer les cohérences de 'opérateur densité et enfin et
surtout aux condensats de Bose Einstein ol elle permet de
déterminer la fonction d’onde du condensat.

Contrairement aux autres méthodes envisagées, elle ne
nécessite pas de nombreuses mesures ni d’algorithme de
reconstruction compliqué puisqu’une mesure de la popula-
tion d’une classe de vitesse et une transformation de Fou-
rier suffisent pour déterminer les amplitudes et les phases
simultanément.
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Fic. 36: Déplacement des fréquences : La figure représente un

zoom sur les échelles ;1 et Q2. Les traits tirés représentent les po-

sitions des fréquences de Bohr wi,, et wa,. L’écart par rapport a

ces fréquences dépend du déplacement collisionnel Aw; , et Aws p.

Comme nous connaissons du fait de la reconstruction les populations

des différents états, nous pouvons en mesurant le déplacement déter-
miner le paramétre g connaissant Xg.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques résultats
théoriques relatifs 4 la dynamique quantique dans un réseau
optique incliné. Nous avons montré au chapitre 1 que les
états propres fondamentaux de chaque puits de potentiel —
appelés états de Wannier Stark — ont des niveaux d’énergie
qui se répartissent sur une échelle linéaire et des fonctions
d’onde localisées dans ’espace réel, a I’échelle d’un puits de
potentiel. Ce potentiel particulier introduit pour les parti-
cules de faible impulsion une discrétisation de l’espace réel
et des niveaux d’énergie. Cette double discrétisation a une
conséquence directe sur la dynamique, elle est & la ’origine
du phénoméne d’oscillation de Bloch. Ce chapitre nous a
permis d’illustrer 'intérét de I’étude de la dynamique quan-
tique dans un réseau incliné & ’aide de la base des états
de Wannier Stark pour mettre en évidence les phénoménes
d’interférences quantiques.

Nous avons alors montré que l'introduction d’une modu-
lation harmonique de la pente du réseau incliné permettait
de coupler entre eux les états de Wannier Stark. L’étude
de la dynamique, présentée au chapitre 2, a mis en évi-
dence des phénomeénes de résonances entre la fréquence de
modulation et la fréquence des oscillations de Bloch. En
particulier, & la résonance, des dynamiques de transport
et de diffusion du paquet d’ondes ont été analytiquement
démontrées et numériquement observées. La sélection entre
les différentes dynamiques dépend des cohérences moyennes
de I’état initial mettant ainsi en évidence le caractére quan-
tique de la dynamique.

Dans la continuité de cette étude, nous avons étudié ’im-
pact d’une modulation de grande amplitude, couplant alors
les états localisés aux états du continuum. Un résultat pré-
liminaire intéressant est que la durée de vie des états de
Wannier Stark dépend de la fréquence de modulation et
présente des phénomeénes de résonance avec la fréquence de
Bloch. La cohérence quantique moyenne initiale entre états
premiers voisins joue de nouveau ici un role déterminant sur
la durée de vie des états. Cette étude n’ayant pas totale-
ment abouti, nous ne I’avons pas reportée dans ce mémoire.
Un des objectifs du futur proche sera donc de la terminer.

Dans le cas ou l’état initial est un condensat de Bose
Eintein que l’on peut décrire par une approche de champ
moyen, la dynamique quantique dans un réseau incliné sta-
tique présente des caractéristiques nouvelles dtes & la non-
linéarité de 1’équation d’évolution de la fonction d’onde du
condensat. Dans le chapitre 3, nous avons étudié cette dyna-
mique en utilisant une décomposition de la fonction d’onde
dans la base des états de Wannier Stark. L’étude de 1’évo-
lution temporelle des amplitudes des états a alors pu étre
décrite comme 1’évolution d’un systéme d’oscillateurs clas-
sique non-linéaires couplés. En particulier, nous avons dé-
gagé une formulation hamiltonienne des équations d’évo-
lution décrivant un systéme quasi-intégrable. L’utilisation
des théorémes généraux de la dynamique classique nous a
alors permis de déterminer des conditions sur 1’état ini-
tial du condensat conduisant & des dynamiques réguliéres
permettant ’observation des oscillations de Bloch sur un
temps fini. Par ailleurs, nous avons montré, i 'aide des
outils standards de la dynamique non-linéaire, ’existence
de dynamiques d’accrochage de phase entre les amplitudes
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des états de Wannier Stark. Enfin et surtout, nous avons pu
mettre en évidence des dynamiques chaotiques dans I’évolu-
tion temporelle des amplitudes des états. Cette étude nous
a permis d’étudier I'influence de la non-linéarité sur la dy-
namique quantique.

Dans un futur proche, deux pistes de recherche nous
semblent dés lors intéressantes & explorer. La premiére est
d’étudier la possibilité de coupler les états entre eux & ’aide
d’une modulation harmonique de la pente du réseau afin de
générer des dynamiques de transport cohérent. Nous de-
vrons alors déterminer I'influence de la non-linéarité sur la
dynamique cohérente. La seconde est d’étudier 'influence
de la décohérence sur les dynamiques particuliéres obser-
vées notamment les dynamiques chaotiques.

Dans le dernier chapitre, nous avons vu comment 1’utili-
sation des oscillations de Bloch pouvait permettre d’élabo-
rer une méthode de mesure de la fonction d’onde a aide
d’une mesure de la population d’une classe de vitesse. Cette
méthode a été appliquée successivement & une fonction
d’onde atomique et & un condensat de Bose Einstein. Nous
avons montré qu’elle permettait obtenir des résultats trés
satisfaisants compte tenue de la simplicité conceptuelle de
la méthode. 11 semble aujourd’hui peu probable que cette
thématique de recherche conduise & de futurs développe-
ments théoriques.
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A Etalement du paquet d’ondes lors d’une
oscillation de Bloch

L’expression analytique de I’étalement du paquet d’ondes
durant une oscillation de Bloch est ici obtenue dans le
cadre du couplage aux premiers voisins. Nous supposons
que l'atome est initialement décrit par une superposition
d’états de Wannier Stark de la premiére échelle. L’évolu-
tion de la fonction d’onde atomique est donc de la forme
(11). L’étalement A(t) du paquet d’ondes, qui implique les
deux premiers moments de 'opérateur position X, a pour
expression :

A%(t) = (X?) (1) = (X)* (1)
Le premier moment (X) a déja été calculé (17) et 'on

obtient en ne gardant que les termes dominant en x; (nous
supposons ici x1 < 1 et donc x1 > x})

(X)) = (Z”lcn|2> +
2x1 (Zn|cn|2) (Z cleppre” Bt +c.c.) . (105)

Le calcul du second moment (X?) (t) se fait dans le méme
esprit

(xX*) (1)

/ |® (z,1)|* 22dz

2 i(l—
S A cteneit-men
Im

(106)

ol nous avons noté x> = (#1 | X?| ¢m ). Les intégrales de

Im
(2)
recouvrement x; -

translation :

possédent elles aussi des propriétés de

Xidp = X2 + 20y + P80 (107)

qui se démontrent sans difficulté & partir des propriétés de
translation (9) et d’ortho-normalisation (7) des états de

Temps (Tp)

Fia. 37: Position moyenne et étalement : Les évolutions tem-

porelles (calculées numériquement) de la position moyenne (a) et de

I’étalement (b) sont représentées pour une distribution initiale carrée

avec N = 6 et kg = 0. Le trait plein correspond a un calcul numérique

a partir de ’équation de Schrodinger alors que le trait tiré correspond
aux formules analytiques.

Wannier Stark. Dans Pexpression (107) nous avons utilisé
la notation contractée (2 — ()

Xp _XO,p‘
En introduisant (107) dans (106) et en ne gardant que

les termes dominants en x; et ng)

) () =37 (X + ) feal®

n

+ 2x1 <Z ncheppe @Bt 4 c.c.)

, nous obtenons :

n
+ X?) <Z chepre” @Bt 4 c.c.) (108)
n

et donc pour I’étalement :

A%(t) =

> (7 +n?) leal - (Zn |cn|2)2

n

+2x1 <Z nc’;banrle_"“’Bt + c.c.)

n

—2x1 <Z n |cn|2> (Z ceppre” Bt 4 c.c.)
n n

+x§2) <Z chenyre” @Bt 4 c.c.) .
n

Cette expression traduit un étalement périodique du paquet
d’ondes de fréquence wp qui est parfois appelé mouvement
de respiration. Une étude détaillée et largement illustrée de
ce mouvement de respiration peut étre trouvée dans [16].

(109)

Pour donner un sens & cette expression, nous prenons le
cas d’une distribution initiale de forme carrée de N puits
également peuplés avec un déphasage constant entre les
puits voisins 1i.e.

1 .
cn(0) = \/—Nemko si 1<n<N
¢, (0) =0 sinon

L’expression (109) prend alors la forme simple si N > 2

NZ -1
+2

A2 = @

N-1
(xf” - xl) cos (ko — wpt)
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Fic. 38: Premiers éléments non diagonaux de ’opérateur X
dans la base de Wannier Stark : Les croix correspondent aux
intégrales de recouvrement x1 , X2 , X3 €t x4 calculées numériquement
et les traits pleins, aux expressions approchées (110) pour (a) Vp = 15

et (b) F =2.
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Fig. 39: Premiers élément de I’opérateur X2 dans la base de

Wannier Stark : Les intégrales de recouvrement X(z)

0
xgz) en trait interrompu et ng) en trait mixte et ng) en pointillé

sont calculées numériquement pour (a) Vo = 15 et (b) F = 2.

en trait plein,

qui traduit un étalement périodique de fréquence wp. La
figure 37 met en évidence cette l'oscillation de 1’étalement.
Les résultats analytiques y sont comparés au calcul numé-
rique et montrent un bon accord.

B Etude numérique des intégrales de re-
(2)

couvrement Yy, et x,

Nous présentons ici quelques résultats numériques relatif
aux intégrales de recouvrement y, et xg) de ’échelle de
Wannier Stark fondamentale, dont nous rappelons ici les

définitions :

Xn

= [w@spn(o)is

et
@ = [ pola)ton(o)ds.

B.1 Intégrales de recouvrement x,

Eléments non-diagonaux n # 0 Nous pouvons mon-
trer, par une régression linéaire, que la relation entre les
intégrales de recouvrement et les paramétres du potentiel
(amplitude du réseau Vj et force F') pour les états de Wan-
nier Stark fondamentaux de chaque puits de potentiel, est
approximativement de la forme :

= Vo/bn
F

an

Yo (110)
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ou les parameétres a, et b, sont donnés dans le tableau
4. Ces relations ne sont bien vérifiées que pour les faibles
amplitudes du réseau (Vo < 30), ce qui correspond au cas
que nous considérons dans ce manuscrit. En effet, dans le
cas d’un réseau trés profond (Vo > 30), Vamplitude spa-
tiale des oscillations de Bloch ne devient conséquente que
pour des forces trés faibles (F' < 0,05), ce qui induit un
temps d’observation expérimentale long (pour une expé-
rience typique avec des atomes de Césium, F' = 0,05 im-
plique T =~ 6,6 ms), de l'ordre du temps de relaxation,
celles-ci sont donc difficilement observables avec des atomes
refroidis par laser. La figure 38 compare pour les premiéres
intégrales de recouvrement x,, les valeurs calculées numé-
riquement aux formes approchées (110).

TaB. 4: Paramétres numériques pour le calcul de la forme appro-
chée (110) des intégrales de recouvrement

n 1 2 3 4
a, 117 033 0,17 0,11
b, 10 42 24 19

Eléments diagonaux n = 0 Il n’est pas difficile de
constater que l'intégrale de recouvrement yo dépend du
choix de l'origine des coordonnées. Ce terme ne traduit
donc aucun comportement physique et peut sans restriction
étre éliminé afin de simplifier les expressions analytiques.
Qui plus est, dans le cas présent celui-ci correspond 4 la
positon moyenne de ’état fondamental localisé autour de
Vorigine ¢q(z), il caractérise donc la dissymétrie de parité
de la distribution de probabilité de cet état. Or, comme
nous pouvons le voir sur la figure 8, cette dissymétrie est
trés faible et donc ici xo < x1-

(2)

B.2 Intégrales de recouvrement Yy,

La figure 39 représente 1’évolution des premiéres inté-
grales de recouvrement XS) en fonction de la force F et de
I’amplitude du réseau Vj. Le trait plein correspond & X(()Q),
qui caractérise la dynamique de I’étalement de la fonction
d’onde de I’état de Wannier Stark. Celui-ci décroit avec
la force et Pamplitude du réseau ; la saturation correspond
4 un état fortement localisé dans un puits de potentiel.
Lorsque I’état de Wannier Stark est bien localisé dans un
puits de potentiel — x((f) (2

i ) domine les
termes d’ordre supérieur x

< 1 - le terme x
(2)

p>1-
Nous pouvons aussi par une régression linéaire obtenir
une forme approchée de ces intégrales de recouvrement

C
v = et
X§2) = C—le_vo/d1
2 C2 _
= e

ol les paramétres numériques sont donnés dans le tableau
suivant :



n__ 0 1 2
cn 33 15 349
d, 10 89 85
en 0,018

Nous voyons ainsi en particulier que les intégrales de re-
couvrement X§2) et x1 dépendent des paramétres du poten-
tiel de maniére similaire, avec des coefficients numériques
trés proches. Ces deux quantités sont donc peu différentes

I'une de l'autre.

C Influence de la durée de vie des états
de Wannier Stark sur les Oscillations de
Bloch

Dans ce complément, nous étudions temporairement, le
cas d’un systéme infini — sans boite — en nous intéressant
tout particuliérement au cas ou les états de Wannier Stark
fondamentaux de chaque puits de potentiel ont une durée
de vie de 'ordre de la période de I'oscillation de Bloch.
Les atomes soumis & un potentiel linéaire (c’est & dire
soumis & une force constante) sont uniformément accélérés.
Or, nous venons de voir que lorsqu’un réseau est ajouté, ils
oscillent dans I’espace réel. Ce changement de dynamique
n’est pas soudain, mais se fait de maniére continue. Pour
le décrire, il faut tenir compte de la durée de vie finie des
états de Wannier Stark.
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Fic. 40: Oscillations de Bloch avec couplage vers le conti-

nuum : La partie gauche de la figure représente l’évolution spatio-

temporelle de la probabilité de présence codé en niveaux de gris (Les

zones sombres traduisent une forte probabilité de présence) tandis que

la partie droite représente 1’évolution temporelle de le probabilité de

présence dans ’échelle de Wannier Stark fondamentale. La figure a
été réalisée pour Vo = 12 et F' = 15.

Lorsque la profondeur des puits de potentiel diminue,
le courant de fuite augmente, et la durée de vie des états
de Wannier Stark diminue. La figure 40 représente I’évolu-
tion spatio-temporelle dans le cas d’'un important courant
de fuite. Les oscillations de Bloch sont toujours visibles,
mais le courant de fuite couple les états de Wannier Stark
au continuum d’états délocalisés. Ce couplage se traduit
par ’émission périodique de petits paquets d’ondes dont
les trajectoires paraboliques (caractéristique d’une accélé-
ration uniforme) indiquent qu’ils sont principalement sen-
sibles au potentiel linéaire et donc qu’ils appartiennent aux
continuum d’états.

Le fait que I’émission soit discréte et non continue peut
paraitre surprenant de prime abord mais s’explique en fait
trés simplement. Chaque état de Wannier Stark se dépeuple
exponentiellement vers le continuum et peut donc étre vu

comme une source continue d’onde de matiére. Comme les
énergies de ces états se répartissant sur une échelle linéaire,
les fréquences des différentes sources de matiére varient
aussi linéairement avec I'indice du puits. L’interférence des
ondes de matiére forme alors des paquets d’ondes localisés
répartis avec une période spatiale de 27/ F.

Cet effet a été expérimentalement mis en évidence a ’aide
d’un condensat de Bose Einstein [57] et permet de réaliser
un “laser & atomes”.

D Les ondes de Bloch

Historiquement, les oscillations de Bloch n’ont pas été
étudiées a 'aide des états de Wannier Stark. Dans son ar-
ticle de 1934 [2], Zener utilise les états propres du potentiel
périodique. De tels états sont appelés états de Bloch. Bien
que dans la suite de ce travail nous n’utiliserons pas cette
approche, nous rappelons ici la description des oscillations
de Bloch dans le formalisme “standard” utilisant les ondes
de Bloch [19].

D.1 Les états de Bloch

Cherchant & définir les états propres d’un potentiel pério-
dique, Félix Bloch montre que les états d’énergie se struc-
turent en bandes distinctes, séparées par des “bandes in-
terdites” [1]. Il existe donc des états d’énergie ne corres-
pondant & aucun état propre. Ce résultat essentiel permet
P’explication de nombreuses propriétés électroniques des so-
lides comme le caractére isolant ou conducteur d’électricité,
le spectre d’absorption optique, les phénoménes de trans-
port électronique [58]. Un résultat important des travaux
de Bloch concerne les fonctions d’onde associées a ces états
propres ; on peut effectivement montrer que celles-ci sont
délocalisées sur ’ensemble du cristal.

Théoréme de Bloch Pour caractériser les états de
Bloch, il nous faut deux indices, un indice discret n qui re-
pére le “numéro” de la bande d’énergie & laquelle appartient
I’état et un indice continu % qui repéré I’état & l'intérieur
de la bande d’énergie. Ces états sont donc notés ¢n  (z) et
sont associés & une énergie E, (k). Nous avons alors pour
un potentiel sinusoidal :

2
— + Vi cos

(5 (2r)) b (0) = BaBna (). (11)

Dans son article de 1928, Bloch démontre que ces états
peuvent peuvent se mettre sous la forme particuliére :
ikx

Gn ki (T) = up(T)e (112)

ot les fonctions uy, x (z) ont la méme périodicité que le ré-
seau, c’est & dire

Un, k(T + 1) = up k()

L’ensemble de ces résultats constitue le théoréme de Bloch.
Remarquons que lorsque Vo = 0, les états propres sont des
particules libres représentées par des ondes planes e**? qui
satisfont bien au théoréme de Bloch. Il y a dans ce cas une
seule bande continue d’énergie : la parabole des particules
libres E(k) = k2. C’est pourquoi l'indice continu k est

-2
48



appelé par analogie avec le cas des particules libres, le quasi-
moment.

100 ;

o

—3](73 —2]173 —kB 0 kB
Quasi-moment

Energie

2]65

Fic. 41: Repli des bande d’énergie dans la zone de Brillouin

En introduisant la forme (112) dans ’équation aux va-
leurs propres (111) nous obtenons une équation aux valeurs
propres pour les fonctions uy j () :

((P+lc)2

5 +V cos(27ra:)> Unk () = Ep(k)unk (7).

(113)

Nous pouvons montrer de plus que, du fait de la pério-
dicité du potentiel, les bandes d’énergie sont des fonctions
périodiques de k toutes de méme période 2kg = 27. Cest
4 dire que

et
Gtk (T) = ke (2) -

La connaissance des états de Bloch sur un intervalle [—, 7]
de lespace des quasi-moment k est donc suffisante et
contient toute I’information sur la dynamique de la parti-
cule. Ce domaine particulier est connu sous le nom de zone
de Brillouin et ’on note kg = 7. La figure 41 représente les
bandes d’énergie calculées numériquement pour un poten-
tiel sinusoidal d’amplitude Vy = 8, les zones redondantes
sont hachurées mettant en évidence la zone de Brillouin. Le
trait tiré représente la parabole des électrons libres V = 0.
La largeur des bandes interdites diminue lorsque ’éner-
gie augmente ; les bandes d’énergie élevée sont quasiment
connectées et forment un continuum alors que les bandes de
basse énergie (notamment celles dont ’énergie est inférieure
a la profondeur du réseau) sont distinctement séparées.
Les fonctions u, ; ayant la périodicité du réseau, cela
implique que les fonctions d’onde ¢, sont délocalisées
sur ’ensemble du réseau, c’est pourquoi on parle souvent
d’onde de Bloch. Cependant, il est bien évident qu’une par-
ticule n’est généralement pas dans un unique état de Bloch,
ce qui imposerait qu’elle soit totalement délocalisée dans le
réseau, mais dans une superposition d’états de maniére 3
former un “paquet” d’ondes (de Bloch) localisé en position.
La partie droite de la figure 42 représente des états de
Bloch de différentes bandes d’énergie calculées numérique-
ment pour Vp = 8 tandis que la structure de bande est re-
portée & gauche de la figure. Nous pouvons remarquer que
I’état de la bande fondamentale présente un maximum de
probabilité de présence au centre du puits et aucun “nceu-
d” et que les états de bandes supérieures ont un nombre
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Fic. 42: Bandes d’énergie et fonctions de Bloch : La figure (a)
représente les premiéres bandes d’énergie pour Vo = 8 en trait plein
et pour Vp = 0 (particule libre) en pointillé. La figure (b) représente
le potentiel périodique avec en regard la probabilité de présence de
particule dans des états de Bloch de différentes bandes ((c), (d), (e)

respectivement |¢n:1,k:0|2a |¢n:2,k:0|2a |¢n:3,k:0|2)-

de noeuds croissant rappelant ainsi les fonctions propres de
Ioscillateur harmonique.

D.2 Les états de Wannier

Les états de Bloch sont délocalisés sur ’ensemble du ré-
seau et sont mal adaptés & la description de phénoménes
locaux. Nous pouvons néanmoins définir & ’aide des états
de Bloch, une base d’états localisés nommés états de Wan-
nier et définis par

uf @)= [ dni (o) M,

Ces fonctions sont alors exponentiellement localisées autour
du puits [ et possédent la propriété de translation suivante

wi' () =wy (x—1).

Chaque bande d’énergie est donc caractérisée par une
unique fonction de Wannier. Par contre, les fonctions de
Wannier ne sont pas des états propres du potentiel pério-
dique.

Si ’on suppose que le potentiel linéaire ne couple pas
les différentes bandes d’énergie et que ’on s’intéresse & une
bande profonde dans le potentiel, nous pouvons montrer
[59] qu’il existe une relation simple entre les états de Wan-
nier et les états de Wannier Stark :

0= It (g ) un@. (1)

Cette relation permet en particulier d’obtenir une rela-
tion entre la largeur de la bande d’énergie fondamentale W}
et 'intégrale de recouvrement ;. En replagant les fonctions
de Wannier Stark par l’expression (114) dans la définition
de x1, nous obtenons :

X1 = Z To (%) Jp—1 (%) / w) (z) w) (z) zdz.
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Fic. 43: Largeur de la bande fondamentale : L’évolution de la
largeur de la premiére bande d’énergie est représentée en fonction de
Pamplitude du réseau. Le trait plein correspond au calcul numérique
et le trait tiré & la forme approchée 4a1e~Vo/b1, L’adéquation est
bonne pour les réseaux pas trop profond, typiquement pour Vp < 30

Comme les fonctions de Wannier sont exponentiellement
localisées, nous pouvons considérer que 'opérateur posi-
tion est diagonal dans la base de Wannier, c’est & dire que

Jwg (2) w), (x) zdz = pé, p, soit
W
X1 = ijp (2_}711> prl ( )
P

ce qui se simplifie en utilisant la relation de récurrence entre
les fonction de Bessel pJ,(2) = 5 [Jp—1(2) + Jp41(2)] et le
théoréeme d’addition J, (u —v) = Y, Jutk (u) Ji (v) [26]

soit

X1 = AF"
Nous en déduisons donc que la variation de la largeur de
bande avec amplitude Vy du réseau est de la forme W,
4aye~ "o/ | La figure 43 compare cette expression au calcul
numérique de la largeur de la bande fondamentale et montre
un bon accord pour les petites valeurs de "amplitude du
réseau (Vo < 30).

De la méme fagon, nous pouvons calculer simplement

X675 X,

W
2F

(115)

I’expression des intégrales de recouvrement xo,
Nous donnons ici directement les résultats®® :

xo = 0
2 = 200)+ / lwd (2)| 2 dz
X§2) = Xi-

Nous retrouvons ainsi les résultats exposés dans le complé-
ment B.

D.3 Les oscillations de Bloch

Nous pouvons maintenant présenter la description stan-
dard des oscillations de Bloch & I’aide des ondes de Bloch.

36Nous avons pour le calcul utilisé la relation

o o]

A

qui découle directement des propriétés de translation des fonctions de
Wannier.

oo
wh (z) wh (a) a%ds = plo + [ | (@) a%do
—oo

(o]
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Nous supposons donc la fonction d’onde ¥(z,t) constituée
d’une superposition d’ondes de Bloch, son évolution est
donnée par ’équation de Schrédinger :

(

L’idée maitresse de la description est de procéder par une
analogie avec la mécanique classique. En mécanique clas-
sique, une force constante F' induit une accélération uni-
forme a = % et donc une impulsion variant linéairement
avec le temps p(t) = Ft + p(0). L’idée est alors dans notre
probléme quantique de traiter la force dans (116) comme
une variation d’impulsion. Nous pouvons pour cela effec-
tuer une transformation unitaire, qui revient & poser dans
l’équation (116) :

P2
> + Vo cos

id‘I’(Z’,t)

g (2rz) + Fx) U(z,t). (116)

U(z,t) = (z,t)el?HFO?

La fonction ® vérifie alors I’équation suivante :

.

correspondant & une équation de Schrédinger ot ’opéra-
teur P est remplacé par 'opérateur P + q + F't. Or d’aprés
(113), les états propres d’une telle équation sont les fonc-
tions un, k() de quasi-moment k = ¢ + F't.

L’effet de la force s’exprime donc par une variation tem-
porelle du quasi-moment k. En remarquant que le quasi-
moment est relié directement & 'impulsion, nous pouvons
formuler cet effet comme :

(P +q+ Ft)?

id@(x, t)
2

dt

+W cos(27r:1:)> d(x,t)

dk
> _F
dt
La force induit donc une évolution temporelle du quasi-
moment semblable & celle de 'impulsion du probléme clas-
sique. Ce résultat porte le nom de théoréeme quasi-classique.

Le mouvement d’oscillation apparait alors en premier lieu
dans ’espace réciproque, c’est & dire dans la bande d’éner-
gie.

Pour commencer étudions le cas d’un réseau de profon-
deur nulle, les bandes d’énergie sont alors des morceaux
de parabole connectés entre eux. Lorsque ’on branche la
force F', un état d’impulsion k voit son impulsion croitre
linéairement avec le temps en passant de bande en bande
de maniére 3 explorer une moitié de la parabole.

Par contre, lorsque le réseau & une profondeur non nulle,
des bandes interdites sont ouvertes et 1’état se retrouve
piégé A lintérieur de sa bande d’énergie, contraint & la
parcourir indéfiniment. Du fait de la périodicité en k des
états de Bloch, la particule parcours périodiquement les
mémes états de Bloch ce qui donne naissance & un mouve-
ment d’oscillation. La période d’oscillation se déduit sim-
plement comme le temps nécessaire pour parcourir la zone
de Brillouin i.e. Tg = 2%. Le phénoméne d’oscillation de
Bloch est ainsi une conséquence directe de la structure
de bande. La figure 44 représente ’évolution d’un état de
Bloch dans la bande d’énergie et permet d’illustrer le théo-
réme quasi classique. La condition de validité du théoréme



A -
t=Tp | ——
| —
— Ik ;“ ]
E== =
| |
| -
-
t=0 A
2
S —1
acj M
g —2 1 1
—kp 0 ks

Quasi-moment

Fig. 44: Oscillations de Bloch dans la zone de Brillouin :

Sous l’effet de la force, un état de Bloch de la bande fondamentale

(b) parcourt périodiquement la bande d’énergie (a). La figure a été

obtenue par une intégration numérique de I’équation de Schrédinger
pour Vo =10 et F = 1.

est que la force soit suffisamment faible pour ne pas intro-
duire de transitions entre les différentes bandes d’énergie.
Pour un critére quantitatif rudimentaire nous pouvons com-
parer le gain d’énergie par puits de potentiel di au potentiel
linéaire F'd — d = 1 est le pas du réseau — & la largeur de la
bande interdite Eg ; les transitions entre bandes d’énergie
sont négligeables alors si Fd < Eg.

Nous pouvons alors interpréter la dynamique dans 1’es-
pace réel en remarquant que les fonctions de Bloch étant
délocalisées sur ’ensemble du réseau, elles ne correspondent
pas & un paquet d’ondes réaliste. Pour créer un paquet
d’ondes localisé en position, il faut constituer une superpo-
sition d’ondes de Bloch. La dynamique dans ’espace réel
peut étre appréhendé graice a la notion de vitesse de groupe
[27] du paquet d’ondes. Si ’état initial est constitué d’états
de Bloch de la méme bande d’énergie ng et si la distribu-
tion initiale d’états est trés “piquée”’ autour d’une valeur
ko®7, alors la vitesse du paquet d’ondes est assimilable & la
vitesse de groupe :

dE,,
dk

vy (t) = [ ] .
k=ko+Ft

La bande d’énergie étant périodique en k sa dérivée lest
aussi; la vitesse de groupe est donc périodique en temps,
ce qui traduit de maniére évidente un mouvement d’oscil-
lation.

Lorsque les bandes d’énergie sont bien isolées les unes
des autres, il est possible d’introduire une forme approchée
de la bande d’énergie

~

n
— COS

Ba (k) = =

(k) (117)

nous obtenons alors simplement ’expression de la vitesse :

no

vy(t) = sin(ko + F't)

et nous pouvons aisément, en déduire l’expression de la
position moyenne du paquet d’ondes

370n exige en particulier que sa largeur soit petite devant la lon-
gueur de la zone de Brillouin.
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no
(o) () = 5
Nous retrouvons donc bien loscillation de la position
moyenne du paquet d’ondes mise en évidence a I’aide de la
base de Wannier Stark. Cette expression montre que dans
le formalisme des ondes de Bloch, I’amplitude des oscilla-
tions dépend non pas d’une intégrale de recouvrement mais
de la largeur de la bande d’énergie W,,,. Nous retrouvons
aussi le fait que les bornes de la vitesse ne dépendent pas
de Pamplitude de la force.

(cos(ko + F't) — cos(ko)) - (118)

Nous pouvons enfin montrer que cette approche donne
bien les mémes résultats que celle développée au paragraphe
1.3.1. L'utilisation de la vitesse de groupe suppose que ’état
initial est délocalisé sur plusieurs puits de potentiel avec une
enveloppe lentement variable et un déphasage k¢ constant
en puits voisins. Dans ’approche Wannier Stark un tel état
correspond & une cohérence entre premier voisin de module
unité et de phase kg : 01 = e**°. Si nous introduisons cette
valeur dans l’expression (13) et que nous remplagons 1'in-
tégrale de recouvrement x; & l'aide de lexpression (115)
alors nous retrouvons exactement (118), ce qui traduit la
compatibilité des deux approches.

Nous pouvons néanmoins remarquer que la description
en terme d’états de Bloch est plus complexe que celle uti-
lisant les états de Wannier Stark, la fréquence d’oscillation
apparait en effet indirectement et la dynamique dans I’es-
pace réel est décrite en effectuant des approximations sur la
forme du paquet d’ondes. Enfin cette description ne met en
pas clairement en évidence les phénoménes d’interférences
quantique et borne le role de la cohérence initiale o; en ne
prenant en compte que sa phase.

E Les super-réseaux de semi-conducteurs

Nous terminons les compléments de ce premier chapitre
par un apercu de la physique des super-réseaux de semi-
conducteurs. Il s’agit en fait du premier “dispositif” expé-
rimental qui permis la mise en évidence des oscillations de
Bloch.
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Fic. 45: Super-réseau de semi-conducteurs

Un super-réseau est constitué d’une alternance de couche
de semi-conducteurs alternativement dopés positivement



(P) et dopés négativement (N). Un dopant N apporte
un électron supplémentaire dans la maille cristalline alors
qu'un dopant P apporte un déficit en électron. Les niveaux
d’énergie das aux impuretés sont situés entre la bande de
valence et la bande de conduction mais & des positions
différentes selon qu’il s’agisse d’un dopant P ou d’un do-
pant N. Les niveaux P vont se placer juste au dessus de la
bande de valence et les niveaux N juste en dessous de la
bande de conduction. Or dans un semi-conducteur, le ni-
veau de Fermi, traduisant le remplissage des couches élec-
troniques, se situe entre la bande de conduction et de va-
lence, la présence d’impuretés modifie le niveau de Fermi :
les impuretés P “absorbent” des électrons de la bande de
conduction : elles le diminuent ; par contre les impuretés
N augmentent la population de la bande de conduction :
elles 'augmentent. Lorsque I’on accole deux morceaux d’un
méme semi-conducteur dopé différemment, les niveaux de
Fermi s’équilibrent, pour cela le morceau dopé N se dé-
peuple en électrons vers le morceau P créant alors un po-
tentiel de P vers N qui déplace les bandes d’énergie. La
figure 46 représente schématiquement le déplacement des
bandes d’énergie.
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Fi1g. 46: Dopage des semi-conducteurs : La figure représente

schématiquement les bandes de valence (BV) et de conduction (BC)

de semi-conducteurs dopés P et N. Les niveaux dopant Ep et En sont

placés par rapport au niveau de Fermi (Ef). Lorsque ’on accole deux

morceau dopés difféeremment, les niveaux de Fermi s’équilibrent et les
bandes d’énergie sont déplacées.

Les électrons de conduction subissent un potentiel dif-
férent lorsqu’ils changent de couche et la succession de
couches créé alors un potentiel périodique modélisable par
un potentiel de forme rectangulaire. La force constante est
alors le fait d’un champ électrique appliqué. Ainsi, en étu-
diant la dynamique des électrons appartenant & la bande
de conduction, on peut reproduire la situation de conduc-
tivité électrique et observer les états de Wannier Stark par
spectroscopie [13] par exemple, ou encore les oscillations
de Bloch [17]. Notons que les paramétres du potentiel dé-
pendent dans ce cas du champ électrique appliqué et de la
densité de dopant des semi-conducteurs pour la profondeur
du réseau. Si la force peut étre modifié facilement, changer
I’amplitude de réseau nécessite de changer de super-réseau.

L’interét de [D'utilisation des super-réseaux de semi-
conducteurs pour ’observation des oscillations de Bloch est
que la période spatiale du réseau périodique obtenue est en-
viron 100 fois plus grande que celle d’un réseau cristalin. Or,
comme la période de Bloch est inversement proportionnelle
au pas du réseau, il est ainsi possible d’obtenir des périodes
de Bloch qui soient inférieures au temps de relaxation.
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F Modulation du réseau incliné réso-

nances secondaires

Les possibilités de modulation résonante ne se limitent
pas & la résonance fondamentale. Le phénoméne de réso-
nance apparait dés lors que la fréquence de modulation
est en rapport rationnel avec la fréquence de Bloch i.e.
qw = pwp ou p et q sont deux entiers premiers entre eux.
Une telle résonance est appelée résonance p : ¢. Nous mon-
trons dans ce complément, comment l'on peut interpréter
la dynamique lors d’une résonance secondaire & partir des
résultats de la résonance fondamentale développés dans le
chapitre 2. Dans un souci de simplicité, nous ne considérons
ici que les cas parfaitement résonants.

Si ’on applique de nouveau 'approximation séculaire et
que 'on ne garde que les termes de couplage entre pre-
miers voisins, le systéme d’équations couplées (30), devient
simplement :

dn = (_i)qilﬂp,q (dn+p - dnfp) (119)
ou l'on a posé
Fl)
Q. = Foxypd, — .
P.q 0XpJq (qFo

Ainsi une résonance p : q couple les états de Wannier Stark
distants de p sites. Il n’est pas difficile de trouver une so-
lution analytique en notant 1’analogie de (119) avec (36).
Comme la modulation ne couple que les états distants de p
sites, le systéme comporte p sous-ensemble d’états dynami-
quement indépendants. Le déplacement du paquet d’ondes
fait apparaitre les cohérences moyennes entre puits distants
de p sites

o, = Z cpnr (0) Cp(ny1)4r (0)

de chaque sous-ensemble d’indice r avec 0 < r < p. La
position moyenne va notamment dépendre de la phase de
cette cohérence, permettant la remontée ou la descente du
potentiel. Chaque sous-ensemble dynamique r se déplace
alors indépendamment avec la vitesse

F
v;(p 1 q) = 2FoxpJdy (qﬁ)) Re (a;)

ot Re (07) désigne la partie réelle de la cohérence o7.

Les résonances secondaires permettent de générer des pa-
quets d’ondes de forme trés particuliére ; supposons une mo-
dulation 2 : li.e. w = 2wp, elle définit deux sous-ensembles
dynamiquement distincts, le sous-ensemble des états d’in-
dice impair et le sous-ensemble des états d’indice pair.

Prenons 'exemple d’un état initial constitué d’un seul
état de Wannier Stark. La modulation couple alors cet état
4 tous ceux du méme sous-ensemble et le paquet d’ondes
se diffuse dans les états de ce sous-ensemble. La figure 47-a
représente une telle diffusion, la diffusion ne peuple qu’un
puits sur deux.

Imaginons maintenant, que le sous-ensemble pair ait une
cohérence moyenne qui correspondent & une vitesse de
groupe positive, et le sous ensemble impair, une cohérence
qui correspondent & une vitesse négative. Une partie du
paquet d’ondes grimpe le potentiel tandis que 'autre le dé-
vale : on obtient une séparation du paquet d’ondes. Cette
situation est représentée sur la figure 47-b.
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Fia. 47: Résonance 2 : 1 : Dynamique spatio-temporelle pour une résonance 2 : 1 (Vo = 20, Fyp = 3 et F; = 6) : (a) diffusion d’un état
initial peuplant un puits sur deux (b) séparation du paquet d’ondes, les états pairs remontent le potentiel tandis que les états impairs le
dévalent. L’intégration est effectuée sur 1007s avec un échantillonage de 275.

Nous pouvons ainsi préparer des paquets d’ondes aty-
piques peuplant un puits sur p ou scindé en des parties
éloignées 'une de 'autre.

Remarquons enfin que la résonance 1: 2 (i.e. 2w = wpg)
couple les états premiers voisins et donne des développe-
ments en tous points similaires & la résonance 1 : 1 4 condi-

tion de remplacer le coefficient  par Q' = Fyx1Jo (25—;)

G Modulation de la phase ou de I’ampli-
tude du réseau

Nous avons établi tous les résultats du chapitre 2 en
considérant une modulation de la pente du réseau incliné.
Ce paragraphe présente rapidement les différences intro-
duites lorsque ’on module la phase ou "amplitude du ré-
seau.

G.1 La modulation de phase

Moduler la phase du réseau revient a4 donner un mouve-
ment harmonique aux noeuds de ’onde stationnaire. Nous
montrons ici que cela est strictement équivalent & moduler
I’amplitude de la force a condition d’effectuer un change-
ment de repére. La dynamique, lors d’une modulation de
phase du réseau, est décrite par l’équation de Schrédinger
suivante :

2
z% = % + Vo cos (27 [z + z0(t)]) + Fox | ¥(z,t)

avec
xo(t) = zg sin(wt).

Ce systéme est en fait strictement équivalent au cas de la
pente modulée si 'on effectue un changement de repére
pour se transporter dans le repére solidaire du potentiel
périodique. Pour réaliser ce changement de repére, la trans-
formation unitaire :

U = i®o()P g—i2i0(t)X i ()

qui a pour effet de translater les positions d’une grandeur
Zo(t) et les impulsions de 2z (t) est utilisée. Nous obtenons
alors, en posant

".)/ = Folbo(t) + I'L"()(t)ib'() (t) + %.’Eo (t)z,

I’équation de Schrédinger suivante pour la fonction d’onde
=0T

P2

;0%(@,t) _ -+ Vocos (2mz) + Foz+

ot
Fow?zo sin(wt)z] ®(z,t) (120)

ce qui correspond bien au cas de la pente modulée avec une
amplitude
F1 = F0w2.’1!0.

G.2 La modulation d’amplitude

La modulation d’amplitude est, quant & elle, légérement
différente. La dynamique est alors décrite par I’équation de
Schrédinger suivante

P2

zM =5 T (Vo + Vi sin(wt)) cos(2mz)

ot

+Fox]) ¥ (z,t) (121)

Si 'on suppose que la dynamique peut, comme dans le cas
de la modulation d’amplitude, étre restreinte & une seule
échelle d’énergie, la décomposition de la fonction d’onde ¥
sur une échelle de Wannier Stark

U(z,t) = zcn(t)Spn(x)
induit le systéme dynamique suivant

o0
i¢m = Emem + Vi sin(wt) Z R m+pCm+ps
p=—00
oll I'on a défini les coefficients

Rm,m+p = <§0m| 005(277:1:) |§0m+p)

Il n’est pas difficile de voir que ces coefficients vérifient la
relation simple :

Rmmip=Rop =R,

On peut alors de la méme fagon introduire un changement
de variable permettant de tenir compte des termes en Ry,
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on pose donc 32

ViRg
@

cos(wt)

A (t) = ¢ (t)eimeBt

Le systéme d’équations différentielles devient alors :

dp = —iV4 sin(wt) Z RpdpypePBt.
p#0

Soit encore :

— _ = ifpwp+twlt _ i[pwp—w]t
dm = —3Vi %éo: Rydmip (e p eilp ) (122)
D

Ce systéme conduit donc & des résonances pour w = pwp
de maniére similaire a (30). Remarquons qu’il existe moins
de résonances que dans le cas d’une modulation de la pente.
Voyons cependant le cas de la résonance fondamentale p =
1.

Au voisinage de la résonance w = wp (on pose de nou-

veau w = wp +4 avec |§] K 1), les méme équations que (34)
sont obtenues, & condition de remplacer le coefficient Q par
Q= %, le couplage dépend linéairement de ’amplitude
de modulation, il n’y donc plus d’optimum de couplage ni
de gel de la dynamique.

H Modulation du réseau incliné : solution
analytique

Dans ce complément, nous présentons le calcul de la so-
lution analytique de 1’évolution des amplitudes des états de
Wannier Stark pour une modulation de la pente du réseau
de fréquence quasi-résonante avec la fréquence de Bloch.
Nous rappelons les équations d’évolution (34) obtenues au
paragraphe 2.1.2 :

dm =0 (dm_le_idt - dm+1€i6t) .

Pour chercher la solution analytique générale donnant
Pévolution des amplitudes d,(t), nous utilisons les séries de
Fourier formées & partir des amplitudes d, (t) :

F(t) = i dn(t)e*m.

n=-—oo

(123)

Inversement, les amplitudes d,(t) peuvent étre obtenues a
partir des états F(t) par la relation :

27

1

— —ikn
=55 | Fed)e *"dk.

dn(t) (124)

En dérivant l’expression (123) et en remplacant la dérivée
des amplitudes a Iaide de 1’équation (34), nous obtenons
Pévolution temporelle des états Fy(t) :

F, = -2iQ Sin((st — k)Fk

dont la solution s’obtient immédiatement

38Remarquons que ce changement de variable n’introduit pas de
translation de phase des cohérences de 1’état initial, on a en effet
Yonen(0)e; 1, (0) = 32, dn(0)dy . ,(0)
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Fy(t) = Fj(0) exp {—?[1 — cos(dt)] cos(k)}
X exp {—? sin(dt) sin(—k)} . (125)

Une fois ’évolution de F}, obtenu, il faut faire le lien avec
I’évolution des amplitudes d,(t). Pour cela, on développe
Pexpression de Fy(t) a aide des fonctions de Bessel

B0 = R0 gy (-5 - costin)]
p,l

XJl<

ce qui se simplifie en utilisant le théoréme d’addition des
fonctions de Bessel 3°

2Q .
——sin

5 (5t)) eP3Hil=Dk  (196)

Fy (t) = Fi(0) Z Jq(Q)e—iqkeiq§t/2
q

ou l'on a posé

40 ot
Q(t) = ——sin(—). (127)
é 2
On revient alors simplement aux amplitudes d,, ° en utili-

sant (124) :

dn(t) = D dniq(0)Jy(Q)e ™/

> A (0) T (@)™ 2 (128)

I Calcul des moments : déplacement et
étalement du paquet d’ondes

Nous reportons ici les détails du calcul de la position

position moyenne et de I’étalement du paquet d’ondes lors

d’une modulation de la pente du réseau incliné. Ces calcul
sont effectués & partir de la solution analytique (47).

1.1 Position moyenne

Le calcul de la position moyenne s’effectue en décompo-
sant sur la base de Wannier Stark

(z) (1) (WD) X [2(2))

Z Xm,nCp, (t)en (t)

39Nous rappelons ici le théoréme d’addition

3 (r0) €™ g (r1) TP = g (Q) 19O
P
avec
Qei@ =retft — roeieo.

Soit ici ro = 7?[1 —cos(0t)], 6o =n/2, r1 = 7? sin(dt) et 81 = 0.

40Remarquons que les amplitudes recherché sont en toute rigueur
les amplitudes des fonction des Wannier Stark ¢, (t) mais celle-ci sont
simplement reliées aux amplitudes dn (t) par une translation de phase
on peut trés bien raisonner sur les amplitudes dy,



ou les coefficient xm,» sont définit par (15). La relation (16)
nous permet d’obtenir alors

(W) X |¥(t) = Z len(t |+Xlz cn(t

En utilisant les expressions (47), le premier terme devient :

Z len(t) Zn|d

n

n+1 —|—cc).

sk — mﬂ
= andn+m(0)‘] ) !
XD dun(0)1(Q)"F  (129)
l
qui se transforme par le changement d’indice ¢ = m — [
etp=n+len:
—z’q%‘

Zn len(t) = 1) Ji(Q)Ji+4(Q)e
n

Nous pouvons alors nous débarrasser de la sommation sur

Iindice ! en utilisant conjointement le théoréme d’addition

des fonctions de Bessel et la relation de récurrence [26], on

trouve en effet que

Z p+q

P.a,l

Z J(@Q)J144(Q) = g0
_Q
Z V(@) Ji44(Q) = 5 (dg+1,0 +dg-1,0)

soit finalement :
> nlen®)’ = Zp|dp(0) =
_ist
Zd dpi1(0 2 4 ccp.

De maniére analogue, nous obtenons :

ch(t)c;+1(t) = Z d:z+1+m(0)

n,l,m

dn+l (0)

i(l—m+1)®(t)

Tn(Q)J(Q)ei-m"D ¥ e

et avec les méme changement d’indices :

z cn(t)cpia (t) Z p+1+4(0)dp(0)

P,q,l
—i(g—-1)&

Ji4q(Q)Ji(Q)e

eila—1)2()
soit finalement :
> enl)enn(®) Z (0
n
L’expression de la position moyenne est donc

(W (1) X [T (1)) Zp|dp(0)2
{Zd o1 (0 _i% +c.c.}
w{ S

e 2 ez':}(t)

0)e Ze@(t)—i—cc}
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soit encore

(W) X |2(t)

Zp\d

z(wBt =L cos(wt)):|

X de(O) o1 (0) + c.c.} .

P

Le terme en x; oscille rapidement comparé au terme en
Q (t). 1l est alors utile d’introduire la grandeur moyennée
une période de vibration de la force T' = =&

t+T/2
A

Comme |§| < |w|, |wg| ,nous obtenons

t)=2 pldy(0)°

soit en utilisant la relation (35)

= pldy(0)’

1
(z
T/2

Y (7) dr.

Fy

2

Q)
2

e_i% —ix1d1 (— _i%] de(()) ;+1(0)

P

+c.c.} (130)
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J Intégrales de recouvrement X7
2.

Nous nous intéressons ici aux intégrales de recouvrement
entre quatre fonctions de Wannier-Stark :

9/_00

. En utilisant la relation entre les fonctions de Wannier
Stark et les fonctions de Wannier (114), nous pouvons éta-
blir un calcul approché des intégrales de recouvrement,
nous avons en effet

X049 =

nip -

On (2) Yo () pp () @q (z) dz. (136)

o

X n8na —
ni,n2

g Z Jllfm lefnz J13,n3 Jl4*n4

l1,l2,l3,l4

x/wllwlzwl3wl4 (137)

ou l'on a noté J, = J, (%) la fonction de Bessel entiére
d’ordre ¢, w, (z) = w), (z) la fonction de Wannier de la
bande fondamentale et W; la largeur de la bande d’éner-
gie. L’intérét d’un tel développement est que les fonctions
de Wannier ne dépendent que de I"amplitude de potentiel
périodique, nous pouvons ainsi aisément étudier 'influence
de la force F' sur les intégrales de recouvrement.

Si nous considérons le cas de fonctions de Wannier Stark
fortement localisées autour d’un puits de potentiel alors
cela implique que Jy > J1 > Ja ... soit en fait W; < 2F.
Les fonctions de Wannier étant exponentiellement localisées
autour d’un puits de potentiel, nous pouvons ne garder, en
premiére approximation dans la somme (137) que les inté-
grales portant sur quatre fonctions de Wannier identiques

KE/(wi(m))Aidx.

En combinant ces deux approximations, nous obtenons sim-
plement les formes approchées suivante :

Xg,’g ~ gK (J)!

Xg,’é ~ gk (Jo)’ J-1

Xoo =~ 9K (Jo)*(J 1) (138)
X0 ~ gK (&)

Nous pouvons ainsi mettre en évidence une hiérarchie entre

les intégrales de recouvrement en utilisant un développe-

ment limité au premier ordre pour les fonctions de Bes-
42

sel** :

0,
07
0,1

X0

0,1
Xo,o

0,0
Xo)0

1,1
Xo,o

0,1
Xo.0

Wi

~2 R
4F

< 1L

La figure 48 représente, en fonction de la force, ’évolution
de quelques intégrales de recouvrement, la hiérarchie est
alors clairement visible.

Dans le cadre des approximations (138), nous voyons
qu’il y a une symeétrie entre les intégrales de recouvrement :
Xg:é = _Xg,’o_ '. Or le calcul numérique montre un léger

écart — pour Vo = 25, F = 1,5 et g = 1 Xg ' ~ 0,141

1

42Jn(2) & 4 (%)" quand z — 0.
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10 3 \\_ ~d
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-5 F . N
[ S D
0.1 1 10
F

F1a. 48: Intégrales de recouvrement : L’évolution de quelques
intégrales de recouvrement est représentée en fonction de la force pour
Vo=25et g=1.

et Xg,’é ~ —(,154. Nous pouvons rendre compte aisément,

de cette dissymétrie en prenant en compte dans (137) les
intégrales de recouvrement du type

Klz/(w

(le calcul numérique indique K3 < 0), nous obtenons alors

1
n

1

Wy (2)dx

(@)’

X = g(10) [Kido+ K Ji]

dias

Kl + EK
ce qui la met en évidence.

Avec les approximations (138), nous pouvons exprimer
simplement le paramétre de perturbation lorsque les fonc-
tions de Wannier Stark sont bien localisées — i.e. pour
F>»W;:

1R

LW

1k
0.1 E
© c
0.01 |
: 1 ||l|||||| 1 11 1 1 111
0.1 5Wip 1 10
F

Fic. 49: Parameétre de perturbation : Le paramétre de perturba-

tion k calculé numériquement est représenté en trait plein en fonction

de la force F pour Vp = 25. Le trait tiré correspond & I’expression ap-

prochée (139), celle-ci est en bon accord quantitatif lorsque F > 5W1

ce qui correspond a des fonctions de Wannier Stark fortement locali-
sées.

La figure 49 représente ’évolution du paramétre de per-
turbation k en fonction de la force calculé numériquement
(en trait plein). Nous pouvons vérifier le bon accord avec
la forme approchée (139) (en trait tiré).

K Points fixes du modéle a deux états.

Nous présentons ici le calcul détaillé de la recherche de
quelques points fixes et de leurs stabilités pour le modéle &
deux états. Les équations d’évolution pour la différence de



population entre les états A et pour la différence de phase
0O, sont obtenues & partir des équations générales 94 :

dA

E = g (Aa @)
do
' = h(A,0) (140)

avec
9(A,0) = -2/ J? — A2%x
((X+ +X_) % + Xy —X) %) sin (@) (141)

et

A
h(A,@)EF-XGA—FKJﬂX

((3X+ +X_) g +BXL—-X) %) cos(©). (142)

J est la population totale des états.
Les points fixes du systéme & deux états (140) corres-
pondent aux couples (A*, ©*) tels que

g(A*,0%) = 0
h(A*,0%) = 0.

Lorsque le systéme est sur un point fixe, il n’évolue plus.
On peut alors étudier la stabilité du point fixe en étudiant
la dynamique & son voisinage. Pour cela, on pose

A=A*+5Aet® = 0" + 50 (143)

ot les quantités A et §O sont de petits écarts par rapport
a la position du point fixe. En introduisant les expressions
(143) dans le systéme (140) et en linéarisant les fonctions g
et h autour du point fixe, nous obtenons un systéme linéaire
qui peut se mettre sous forme matricielle

0A

o )

a
dt

ou ’on a introduit la matrice des dérivées partielles

99
90
La stabilité du point fixe dépend alors des valeurs propres
de la matrice M. Si nous notons A1 (A, 0) et Az (A, O) les

valeurs propres de la matrice M (A, ©®), nous avons direc-
tement en utilisant l'invariance de la trace

s ) — M (A%, 0% (

By
M(A,@)E(%
8A

_O0g  Oh
TI‘ (M) = 8_A + %
et du déterminant
_0g O0h  Oh Og
Det (M) = 5336 ~ 95 90

deux relations les reliant :

Al(AJG))%')Q (A7®) = TI‘(M)
A(A,0) A5 (A,0) = Det(M).

Or, en remplacgant les fonctions h et g par leurs expressions,
nous obtenons aprés calcul

A (D,0) + X (A,0) =0

soit
A1 (A, 0)% = —Det (M).

Selon le signe du déterminant, les valeurs propres seront
soit complexes conjuguées, soit réelles et opposés. Si le dé-
terminant est positif, les valeurs propres sont complexes
conjuguées et la trajectoire de la dynamique est une oscil-
lation autour du points fixe : on dit que le point fixe est
alors un point centre. Si le déterminant est négatif, alors une
des valeurs propres est réelle positive et 'autre est réelle né-
gative, la dynamique est alors une contraction vers le point
fixe dans la direction du vecteur propre associé & la va-
leur propre négative et un éloignement dans la direction
du vecteur propre associé & la valeur propre positive : on
dit que le points fixe est alors un point col (ou selle). Si le
systéme est initialement au voisinage d’un point centre, la
dynamique sera une oscillation autour de la valeur du point
centre et la trajectoire dans ’espace des phases, une courbe
fermée entourant le point centre. Si par contre le systéme
est initialement au voisinage d’un point col, la trajectoire
va s’éloigner du point col.

Dans notre systéme & deux états, le calcul de la posi-
tion exacte des points fixes, n’est pas possible, par contre
nous pouvons effectuer un calcul approché en tirant parti
du fait que k < 1. Nous voyons en particulier qu’il existe
deux points fixes pour ©* = 0 et ©* = 7 autour de
A* = F/Xy + 0(k) — un calcul plus précis de A* peut étre
effectué sans difficulté par une méthode de perturbation
mais n’a ici aucun intérét.

Pour étudier la stabilité, nous devons étudier le signe du
déterminant de M. Nous obtenons alors

F |, F?
A]_ (E’O) =2KIXO JZ—X—gX

((X+ +X) T+ (X - X) X%) (144)

et

F \? 2
A —_ :—2 X 2 _
! (XO’”) & °\/J X2~

F
((X+ +X )J+ (X —-X) f) . (145)

0
Pour ¢ > 0, Xog > 0 et pour FF >0, (X4 —X_) <0, le
point (Xio, 0) est alors un point centre et le point Xio,w)
un point col. Pour ¢ < 0, la situation est inversée. Cette

méthode nous permet de plus de déterminer la fréquence
d’oscillation w au voisinage du point centre :

w=Im()\1),

ot Im (A1) est la partie imaginaire de la valeur propre com-
plexe.
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L Petits dénominateurs et théoréme Kol-
mogorov Arnold Moser

L’idée du développement de perturbation arrive naturel-
lement dés lors qu’il existe une hiérarchie des coefficients de
couplage dans le systéme d’équations (94). Nous allons ce-
pendant montrer que le développement de perturbation fait
apparaitre des termes divergents menagant la convergence
de la série de perturbation et donc son sens physique.

Systéme intégrable, variables action-angles Le ha-
miltonien Hy, qui ne dépend que des populations des états,
constitue un systéme intégrable. En effet, la population de
chaque état est une intégrale premiére indépendante des
autres*3, en méme temps qu’une constante du mouvement.
Dans la terminologie de la dynamique hamiltonienne, les
variables dynamiques qui correspondent aux intégrales pre-
miéres sont appelées variables d’action. Les populations de
chaque état sont donc les variables d’actions. Les variables
conjuguées, ici les phases de chaque états, sont quant a
elles appelées variables angles. L’intérét du changement de
variable (93) est donc de faire apparaitre directement les
variables action-angles du hamiltonien Hy.

Développement de perturbation La méthode la plus
générale pour effectuer un développement de perturbation
dans un systéme hamiltonien quasi-intégrable, est de re-
chercher par une succession de changements canoniques de
variables, les intégrales premiéres. Cette méthode porte le
non de théorie canonique des perturbations.

Un changement de variable canonique, se défini par une
fonction génératrice ® (I',0) qui dépend ici des nouvelles
actions I' et des anciennes phases §. Nous posons alors :

0P
I, = I'+r—0
" w0,
0P

Avec ce changement de variable, le hamiltonien (95) de-
vient :

8% dH,
i _ ! il i
H(I',0) = Ho (T') + & 56, oT" +V(I,0)]
0% OV 9% oV
z(ae oI, mfn 6_0n) (147)

et la fonction génératrice est choisie de facon a annuler le
terme linéaire en « i.e.

e(M,0=3 wn(ll)fi(j,l,lrl(l’) sin (6,

n

—bny1)  (148)

ol nous avons posé wy,(I') = %II{,O
nouvelles variables est maintenant du deuxiéme ordre en
K, il est donc encore plus proche que (95) du systéme inté-
grable définit par Hy (I'). Nous pouvons alors itérer indéfi-
niment le processus dans l'espoir de tendre asymptotique-

ment vers le systéme intégrable Hy (I°°) ou I*° représente le

. Le hamiltonien avec les

43Une intégrale premiére est une fonction F' dont le crochet de Pois-
son avec le hamiltonien H est nul i.e. {F,H} =0
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vecteur des intégrales premiéres. Cependant, lorsque deux
fréquences voisines wy,(I') et wyy1(I') sont dégénérées, la
fonction ® n’est plus définie et l'algorithme précédent ne
fonctionne plus. Remarquons que la condition de dégéné-
rescence porte sur les nouvelles actions qui ne sont en pra-
tique pas connues, il est donc & priori impossible de définir
des domaines de validité de la méthode. Cette difficulté,
qui porte le nom de “probléme des petits dénominateurs”
[44], est apparue dans les calculs de mécanique céleste du
systéme Terre-Lune-Soleil.

Théoréme Kolmogorov-Arnold-Moser Le théoréme
Kolmogorov-Arnold-Moser propose une solution partielle
au probléme des petits dénominateurs. Proposé par Kolmo-
gorov en 1954, démontré par Arnold sous certaines condi-
tions étendues par Moser, il fait jouer aux fréquences wy,
un role central. L’idée novatrice est de considérer les fré-
quences w, comme fixées, d’étudier la convergence de la
série de perturbation et d’en déduire la zone de validité
pour les actions.

Si I est le vecteur des populations initiales de chaque
état, wo le vecteur des fréquences wy(Io) associées et m un
vecteur d’entiers, alors le théoréme KAM assure la conver-
gence de la méthode de perturbation pourvu que le vecteur
wq satisfasse & la condition suivante :

|m.wo| > (149)

C
m]"
ou C et 7 sont des constantes positives. Il stipule de plus
que si k et suffisamment faible, le domaine de fréquence
deéfini par (149) est non nul. La condition (149) défini des
domaines dans ’espace des fréquences qui correspondent &
des résonances entre les fréquences wy, (Ig), dont la taille di-
minue avec l'ordre |m| de la résonance et dans lesquels nous
n’avons aucune certitude quant a4 la convergence de la série
de perturbation. L’intérét pratique du théoréme KAM est
que si la perturbation est suffisamment faible, la majorité
des conditions initiales remplie la condition (149). Notons
toutefois que la détermination analytique des constantes C'
et T n’est en général pas possible.

M Naissance d’une

périodique

trajectoire quasi-

L’apparition de trajectoires chaotique dans un systéme
quasi-intégrable est un sujet qui a déja été intensivement
étudié et qui est bien connu des familiers de la dyna-
mique hamiltonienne. Nous souhaitons ici illustrer quali-
tativement cette apparition. sujet

Sur la section de Poincaré 28, nous pouvons remarquer
les cinq petits ilots de résonance répartis réguliérement au-
tour (a) et repéré par ’étiquette (e), ces ilots ne corres-
pondent pas & une résonance entre fréquences déplacées.
Pour comprendre leurs origines il faut rapidement revenir
sur le développement en série de perturbation — voir le com-
plément L. Celui-ci permet au premier ordre de déterminer
les fréquences d’évolution des trajectoires des ilots de réso-
nance, ces fréquences peuvent alors jouer le méme role que
les fréquences déplacées, et lorsque deux de ces fréquences
sont dégénérées, des ilots de résonance secondaire appa-
raissent, c’est le cas des cinq ilots mentionnés plus haut. Le
processus d’apparition d’ilots de résonance peut ainsi étre



mis en abime et il est possible de faire apparaitre de nou-
veau ilots de résonance autour des ilots secondaires et ainsi
de suite. Bien entendu, étant donné le minuscule espace de
paramétre permettant d’atteindre ces ilots secondaires, ils
ont extrémement peu d’importance pratique. Cependant il
faut considérer que chaque ilot de résonance est entouré
d’un cortége d’ilots secondaire

O E(ss)
107° E
= ¢ K=
s107° E
Er: =
SEE = (51)
1070 F
- L | L | L

-2 0 2 4

Fréquence

Fic. 50: Spectre de Fourier des amplitudes : Les modules des
spectres de Fourier de ’amplitude de 1’état g, calculés numérique-
ment & partir du modéle discret (91), sont représentés pour des po-
pulations initiales voisines : (s1) Ip = 0,77 (s2) Io = 0,795 et (s3)
Ip=10,82,1_1=0,1,I},j>1 =0, 01 = 7 et 0,1 = 0. Les paramétres
sont les mémes que pour la section de Poincaré 28 ou les intersections
de ces trois trajectoires sont représentées et indiquées avec les mémes
étiquettes. La figure (s2) représente un spectre riche caractérisant
une dynamique quasi-périodique alors que les figures (s1) et (s3) cor-
respondent 4 des dynamiques périodiques associées aux trajectoires
passantes.

Sur la section de Poincaré 28, nous pouvons remarquer
que les étroites bandes constituées de nuées de points d’in-
tersection — comme par exemple (s3) — sont encadrées par
des trajectoires passantes — (s1) et (s3) dans ’exemple
précédent. Pour comprendre la différence de dynamique
entre trajectoires passantes et nuées de points, nous com-
parons sur la figure 50 les modules des spectres de Fou-
rier des amplitudes des trajectoires formant une nuée de
points d’intersections 50-so et des trajectoires passantes
lencadrant 50-s; et 50-s3. Les spectres des trajectoires
passantes traduisent indubitablement une dynamique pé-
riodique. Le spectre associé & la nuée de points, comporte
quant & lui un grand nombre de fréquences n’ayant aucun
rapport simple entre elles, il traduit une dynamique quasi-
périodique. Nous pouvons en particulier remarquer que le
spectre 50-so contient toutes les fréquences des spectres 50-
sy et 50—83.

11 est intéressant de remarquer que la position de la nuée
de points (s3) de la section de Poincaré 28 correspond
en fait 4 une dépendance linéaire des fréquences dépla-
cées : (wop —w—1) + 7(wo —wi) = 0 avec des coefficients
élevés et devrait donc étre normalement une série d’ilots
de résonance. En fait, ces ilots absents étant dans le voisi-
nage de l'ilot (a), il sont fortement perturbé ; ces perturba-
tions induisent des couplages entre les ilots absents et leurs
ilots secondaires qui mélangent les fréquences d’évolution,
detruisent la structure d’ilots de résonance et génére des
dynamiques quasi périodiques. 'apparition de dynamique
quasi-périodique est donc une conséquence du recouvre-
ment d’ilots de résonance. Dans ce cas, les ilots d’ordre
le plus élevé sont détruits. Les nuées de points sont donc
la manifestation de la présence d’ilots de résonance fan-
tomes. Nous pouvons d’ailleurs remarquer sur la section de
Poincaré 28 que les nuées de points se situent toujours au
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voisinage d’ilots de résonance important (a), (b) ou (c). Les
nuées de points entre (b) et (¢) sont ainsi dies a 'influence
conjointe des ilots important (b) et (c) sur les ilots pris entre
les deux comme 2 (wg — w—1) +5 (wo — w1)- Une étude plus
détaillée de la destruction des ilots de résonance dans un
systéme quasi-intégrable peut-étre trouvé dans [60].

Références

[1] F. Bloch. Uber die quantenmechanik der elektronen in
kristallgittern. Z. Phys. 52, 555 (1928).

C. Zener. A theory of electrical breakdown of solid
dielectrics. Proc. R. Soc. (London) A 145, 523 (1934).

M. Ben Dahan, E. Peik, J. Reichel, Y. Castin, and
C. Salomon. Bloch oscillations of atoms in an optical
potential. Phys. Rev. Lett. 76, 4508 (1996).

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloe. Mecanique
quantique. Hermann, 1998.

C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc, and G. Gryn-
berg. Processus d’interaction entre photons et atomes.
InterEditions, 1996.

T. W. Héansch and A. L. Schawlow. Cooling of gases
by laser radiation ¢ Opt. Commun. 13 (1975).

S. Chu, L. Hollberg, J. Bjorkholm, A. Cable, and
A. Ashkin. Observation of radiation-pressure trapping
of particles by alternating light beams. Phys. Rev. Lett.
55, 48 (1985).

G. H. Wannier. Wave Functions and Effective Hamil-

tonian for Bloch Electrons in an Electric Field. Phys.
Rev. 117(2), 432-439 (1960).

M. Gliick, A. R. Kolovsky, and H. J. Korsch. Wannier-
Stark resonances in optical and semiconductor super-
lattices. Phys. Rep. 366(3), 103-182 (2002).

G. Nenciu. Dynamics of band electrons in electric and
magnetic fields : rigorous justification of the effective
Hamiltonians. Rev. Mod. Phys. 63(1), 91-127 (1991).

J. E. Avron, J. Zak, A. Grossmann, and L. Gunther.
Instability of the continuous spectrum. the N-Band
Stak ladder. Math. Phys. 18, 918 (1977).

P. Voisin, J. Bleuse, C. Bouche, S. Gaillard, C. Alibert,
and A. Regreny. Observation of the Wannier-Stark
Quantization in o Semiconductor Superlattice. Phys.
Rev. Lett. 61(14), 1639-1642 (1988).

J. Bleuse, G. Bastard, and P. Voisin. FElectric-field-
induced localization and oscillatory electro-optical pro-
perties of semiconductor superlattices. Phys. Rev.
Lett. 60, 220 (1988).

S. R. Wilkinson, C. F. Bharucha, K. W. Madison,
Q. Niu, and M. G. Raizen. Observation of atomic

Wannier-Stark ladders in an accelerating optical po-
tential. Phys. Rev. Lett. 76, 4512 (1996).

M. C. Chang and Q. Niu. Local density of states and
level width for Wannier-Stark ladders. Phys. Rev. B
48(4), 2215 (1993).

A. M. Bouchard and M. Luban. Bloch oscillations and

other dynamical phenomena of electrons in semicon-
ductor superlattices. Phys. Rev. B 52(7), 5105 (1995).

2]
[3]

[4]
[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]



[17] C. Waschke, H. G. Roskos, R. Schwedler, K. Leo,
H. Kurz, and K. Kéhler. Coherent submillimeter-wave
emission from Bloch oscillations in a semiconductor
superlattice. Phys. Rev. Lett. 70(21), 3319 (1993).

[18] T. Persch, P. Dannbreg, W. Elflein, A. Brauer, and
F. Lederer. Optical bloch oscillation in temperature tu-
ned waveguiode arrays. Phys. Rev. Lett. 83(23), 4752
(1999).

[19] G. Epifanov and Y. Moma. Electronique des Solides.
Editions Mir Moscou, 1986.

[20] L. Esaki and R. Tsu. Superlattice and negative diffe-
rential conductivity in semiconductors. IBM J. Res.
Develop. 14, 432 (1970).

[21] H. T. Grahn, K. v. Klitzing, K. Ploog, and G. H. Ddler.
Electrical transport in narrow-miniband semiconductor
superlattices. Phys. Rev. B 43, 12094 (1991).

[22] E. Peik, M. Ben Dahan, I. Bouchoule, Y. Castin, and
C. Salomon. Bloch oscillation of atoms, adiabatic rapid
passage and monokinetic atomic beams. Phys. Rev. A
55, 2989 (1997).

[23] H. J. Metcalf and P. v. Straten. Laser cooling and
trapping. Springer-Verlag, new york, inc. edition, 1999.

[24] M. Kasevich and S. Chu. Laser cooling below a photon
recoil with three-level atoms. Phys. Rev. Lett. 69, 1741
(1992).

[25] S. E. Hamann, D. L. Haycock, G. Llose, P. H. Pax, I. H.
Deutsch, and P. S. Jessen. Resolved-sideband raman
cooling to the ground state of an optical lattice. Phys.
Rev. Lett. 80, 4149 (1998).

[26] M. Abramowitz and I. A. Stegun. Handbook of mathe-
matical functions. Dover Edition, 1972.

[27] F. S. Crawford. Cours de physique de Berkley, tome
3 : Ondes. Dunod, 1999.

[28] M. Anderson, J. Ensher, M. Matthews, C. Wieman,
and E. Cornell. Observation of Bose-Finstein conden-

sation in a dilute atomic vapor. Science 269, 198
(1995).

[29] K. Davis, M. O. Mewes, M. Andrew, N. J. van Druten,
D. Kurn, and W. Ketterle. Bose-Einstein condensation
in a gas of sodium atoms. Phys. Rev. Lett. 75, 3969
(1995).

[30] J. F. Allen. Flow of liquid heliwm II. Nature 141, 74
(1938).

[31] F. London. The lambda-phenomenon of liquid helium
and the Bose-Finstein degeneracy. Nature 141, 643
(1938).

[32] S. Burger, K. Bongs, S. Dettmer, W. Ertmer, K. Seng-
stock, A. anpera, G. V. Shlyapnikov, and M. Le-

wenstein. Dark solitons in Bose-FEinstein condensate.
Phys. Rev. Lett. 83, 5198 (1999).

[33] O. Morsch, J. H. Miiller, M. Cristiani, and E. Ari-
mondo. Bloch oscillations and mean-field effects of
Bose-Finstein condeensate in 1d optical lattices. Phys.
Rev. Lett. 87, 140402 (2001).

[34] C. J. Pethick and H. Smith. Bose-Einstein Condensa-
tion in dilute gases. Cambridge university press, 2002.

62

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]
[42]
[43]

[44]

[45]
[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

F. Dalfovo, S. Giorgini, L. P. Pitaevskii, and S. Strin-
gari. Theory of Bose-FEinstein condensation in trapped
gases. Rev. Mod. Phys. 71, 463 (1999).

Y. Castin. Bose-Einstein condensates in ato-
mic gases : simple theoritical results (2000).
www.phys.ens.fr/cours /notes-de-cours/.

H. F. Hess. Fvaporative cooling of magnetically trapped
and compressed spin-polarized hydrogen. Phys. Rev. B
34, 3476 (1986).

C. Bradley, C. Cackett, J. Tollett, and R. Hulet. Ewvi-
dence of Bose-Finstein condensation in an atomic gas
with attractive interactions. Phys. Rev. Lett. 75, 1687
(1995).

D. G. Fried, T. C. Killian, L. Willmann, D. Landhuis,
S. C. Moss, D. kleppner, and T. J. Greytak. Bose-
Einstein condensation of atomic hydrogen. Phys. Rev.
Lett. 81, 3811 (1998).

T. Weber, J. Herbig, M. Mark, H.-C. Nigerl, and
R. Grimm. Bose-Finstein condensation of cesium.
Science 0, 10796991-0 (2002).

L. Laundau and E. Lifchiftz. Physique Théorique tome
3 : Mécanique Quantique. MIR, 1964.

L. Laundau and E. Lifchiftz. Physique Théorique tome
1 : Mécanique. MIR, 1964.

V. L. Arnold. Méthodes Mathématiques de la Méca-
nique Classique. Editions de Moscou, 1974.

V. 1. Arnold. Small denominators and problems of
stability of motion in classical and celestial mechanics.
Rus. Math. Surv. 18, 85 (1963).

R. S. Mackay and J. D. Meiss. Hamiltonian Dynamical
Systems, A reprint selection. Adam Hilger, 1987.

R. Livi and A. Vulpiani, editors. L héritage de Kolmo-
gorov en physique. Belin, 2003.

M. Holthaus. Bloch oscillations and Zener breakdown
in an optical lattice. J. Opt. B : Quantum Semiclass.
Opt. 2, 589 (2000).

E. Ott. Chaos in Dynamical Systems. Cambridge Uni-
versity Presse, 1993.

T. J. Dunn, I. A. Walmsley, and S. Mukamel. Ezperi-
mental determination of the quantum-mechanical state
of a molecular vibrationnal mode using fluorescence to-
mography. Phys. Rev. Lett. 74, 884 (1995).

S. Wallentowitz and W. Vogel. Reconstruction of the
quantum mechanical state of a trapped ion. Phys. Rev.
Lett. 75, 2932 (1995).

A. Zucchetti, W. Vogel, D. G. Welsch, and I. A. Walm-
sley. Heterodyne measurement of vibrationnal wave pa-
ckets of diatomic molecules. Phys. Rev. A 60, 2716
(1999).

C. Kurtsiefer, T. Pfau, and J. Mlynek. Measurement
of the wigner function of an ensemble of helium atoms.
Nature 386, 150 (1997).

D. Leibfried, D. M. Meekhof, B. E. King, C. Monroe,
W. M. Itano, and D. J. Wineland. Experimental deter-
mination of the motional quantum state of a trapped
atom. Phys. Rev. Lett. 77, 4281 (1996).



[54] I. A. Walmsley and N. P. Bigelow. Measuring the quan-
tum state of cold atoms using momentum-shearing in-
terferometry. Phys. Rev. A 57, R713 (1998).

[55] M. Kasevich, D. S. Weiss, E. Riis, K. Moler, S. Kasapi,
and S. Chu. Atomic velocity selection using stimulated
Raman transitions. Phys. Rev. Lett. 66, 2297 (1991).

[56] J. Ringot, P. Szriftgiser, and J. C. Garreau. Subrecoil
Raman spectroscopy of cold cesium atoms. Phys. Rev.
A 65(1), 013403 (2002).

[57] B. P. Anderson and M. A. Kasevich. Macrosco-
pic quantum interference from atomic tunnel arrays.
science 282, 1686 (1998).

[58] C. Kittel. Physique de l’état solide. Dunod, Paris,
1998.

[539] H. Fukuyama, R. A. Bari, and H. C. Fogedby. Tighly
bound electrons in a uniform electric field. Phys. Rev.
B 8, 5579 (1973).

[60] B. V. Chirikov. A wuniversal instability of many-

dimensional oscillator systems. Phys. Rep. 52, 263—
379 (1979).

63



Résumé

La dynamique quantique dans un potentiel pEriodique a fait ’'objet de nombreuses études depuis les travaux de Bloch,
dans les annEes 30, portant sur la dynamique des électrons dans un solide cristalisé. Cette dynamique est expérimenta-
lement observable & ’aide d’atomes refroidis. L’utilisation de potentiels optiques permet de synthétiser, de fagon
trés souple, des formes variées de potentiels, périodique, stationnaire ou dépendant du temps. Outre la grande variété
de potentiels accessibles, ’atout majeur présenté par ces systémes est ’absence de dissipation et de processus de déco-
hérence. Le travail présenté s’inscrit dans cette perspective et propose une description théorique, simple et analytique,
de la dynamique quantique dans un potentiel périodique dépendant du temps.

Il est connu depuis les travaux de Zener (1934), que la dynamique quantique dans un potentiel périodique en escalier,
contrairement & l'intuition classique, est un mouvement d’oscillations nommé Oscillations de Bloch. Nous montrons
que lors d’'une modulation harmonique du potentiel des phénoménes de résonance apparaissent entre la fréquence de
modulation et la fréquence des oscillations de Bloch et engendrent un transport de la particule dans le réseau. Cette
dynamique est alors interprétée comme une interférence quantique mettant ainsi en exergue le role fondamental des
cohérences quantiques de I’état initial.

La réalisation expérimentale récente (1995) de la condensation de Bose Einstein d’un gaz atomique permet d’obtenir
un état quantique cohérent mésoscopique. Récemment, des oscillations de Bloch ont été observées & 1’aide de tels
Etats. Nous montrons que, outre ces oscillations, le condensat dans un potentiel périodique en escalier présente des
régimes dynamiques chaotiques. Notre description introduit une base d’états adaptée et nous pouvons alors décrire
la dynamique comme une évolution hamiltonienne classique portant sur les amplitudes et phases des états introduits.
Les couplages non-linEaires entre les différents états engendrent, pour certains états initiaux, des dynamiques chaotiques
au sens classique bien que le condensat de Bose Einstein soit un objet quantique.
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