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Avant-propos

L’objet de cette these est I'étude d’un algorithme, simple d’implémentation et récursif, per-
mettant de calculer 'intégrale d’une fonction par rapport & la probabilité invariante d’un
processus solution d’'une équation différentielle stochastique de dimension finie.

Dans la premiere partie, nous introduisons tout d’abord le sujet en rappelant les résultats
connus et en exposant brievement les résultats obtenus durant la thése. Puis dans le second
chapitre, nous présentons la méthode de démonstration, utilisée pour 1’étude du schéma
d’approximation, dans le cas continu (pour le processus de diffusion lui-méme).

Dans la seconde partie, nous nous concentrons sur le schéma d’Euler de pas décroissant étudié
par Lamberton et Pages. Nous étendons dans un premier temps les résultats de convergence
aux fonctions exponentielles et pour une classe de diffusion plus importante (tout le travail
est fait sous une condition de stabilité faible). Nous proposons aussi une alternative a la mé-
thode de martingales pour prouver la convergence dans le cas des diffusions (V, a/)—confluente.
Nous montrons dans le méme temps la convergence presque stre et dans LP du schéma vers
la diffusion. L’exposé se poursuit avec une étude précise des vitesses de convergence de 1’al-
gorithme, notamment en donnant un développement a tout ordre de I’erreur pour une classe
de fonctions tests. Nous finissons ’étude de ce schéma lorsqu’il y a présence de multiples me-
sures invariantes. Nous donnons le comportement de l’algorithme en dimension 1, et faisons
un lien entre classification de Feller et fonctions de Lyapounov.

Dans la troisieme partie, nous introduisons un nouvel algorithme adaptatif permettant de
considérer des problemes plus généraux tels que les sytemes Hamiltoniens ou les systemes
monotones. L’algorithme est explicite, récursif et de complexité faible. Il s’agit de considérer
les mesures empiriques d’un schéma d’Euler construit a partir d’une suite de pas aléatoires
adaptés dominée par une suite décroissant vers 0.
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Introduction

L’approximation du régime stationnaire d’une équation différentielle stochastique (EDS) est
nécessaire dans de nombreux problémes issus de mécanique aléatoire : étude des effets aléa-
toires du vent, de la houle ou des séismes sur les structures, vibrations d’éléments de transport
de fluides turbulents. . . Ces problemes se ramenent souvent & la résolution de systemes dyna-
miques vectoriels de dimension finie, non linéaires, du second ordre et a excitation aléatoire
externe, de la forme

d dQ dB(t
L2+ 1 (Qw), % ) g(Qw,%m) 52, >0,
. (syst. dyn.)

Q) =po € R?, et 92(0) =qo € R,
olt f et g sont des applications de R? x R? dans R?, et B est le processus de Wiener
normalisé & valeurs dans R?. En passant dans Pespace des phases, c’est & dire en introduisant
le processus z tel que Vi > 0, x; = <Q(t), %(t)), Péquation (syst. dyn.) se rameéne & une
EDS de la forme :

d.Z't = b(l’t)dt + O'(.Z't)dBt, t> O,
(eds)

z(0) = zg € R%,

ou b(xy) = (%(t), —f(xt)> et o(z¢) = (0, g(z¢)). Ainsi, le systeme Hamiltonien (syst. dyn.)
se ramene a une EDS non-linéaire dont le coefficient de diffusion est dégénéré. Le but de la
these est de fournir et d’étudier un algorithme efficace pour déterminer le régime stationnaire
de tels systemes, et d’EDS possédant les mémes caractéristiques : condition de stabilité
(existence d’une fonction de Lyapounov), non-linéarité, possiblement dégénérée.

Il est d’intérét pour le mécanicien de connaitre le comportement asymptotique des solutions
stationnaires de (eds). Dans son livre [S0i94], Christian Soize donne des expressions analy-
tiques exactes des densités stationnaires associées a certaines EDS, mais dans de nombreux
cas il semble impossible de résoudre explicitement ces problemes. Un article de synthese
sur les méthodes numériques utilisées dans les problemes issus de la mécanique aléatoire est
[BF94]. Les méthodes de simulation type Monte-Carlo se révelent tres colteuses numéri-
quement et les méthodes analytiques utilisant la résolution de I’équation de Fokker-Planck
associée sont tres difficilement implémentables en grande dimension (difficultés encore ac-
crues lorsque le coefficient de diffusion est dégénéré). D’autres méthodes numériques plus
spécifiques a un probléme donné sont satisfaisantes mais trop restreintes.

Denis Talay a étudié un algorithme (cf. [Tal90]) permettant un calcul approché de la réponse
stationnaire le long d’une fonction f pour une classe assez générale de diffusions. L’approxi-
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CHAPITRE I. INTRODUCTION

mation de [ fv, ot v désigne I'unique mesure invariante, se fait en utilisant 'ergodicité d'un
schéma d’approximation (X h) _ de (a:t) . Le cadre de cet article est le suivant : bet o
k)k=1,.,N >0
sont €°° de dérivées bornées, o est bornée, le générateur associé a (a:t) >0 ©st uniformément
=
elliptique et la condition de stabilité suivante est vérifiée

Ja>0,33>0, VeeRY (zbx) < —alz]®+ 2.

Sous ces conditions, Talay prouve l'ergodicité du schéma d’Euler ainsi que du schéma de
Milshtein et de tout schéma d’ordre 2. Plus précisément, pour un pas de discrétisation A > 0

suffisamment petit, la chaine de Markov (X ,?) est ergodique et possede une unique mesure

k>1
. . h
invariante " donc

N
1 s
Ve Liwh), N E f(X,?) L)/fdljh quand N — +o0.
k=1

Il prouve ensuite que pour toute fonction f € € (R%, R) a croissance polynoémiale & I'infini
ainsi que toutes ses dérivées, lerreur v"(f) — v(f) est de 'ordre de h lorsque le schéma est
d’Euler ou de Milshtein, et de 'ordre de h? lorsque le schéma est d’ordre 2. Plus récemment,
cette méthode a été prolongée au cas d’un systeme Hamiltonien similaire a (syst. dyn.) ou f
(donc b) n’est pas a dérivée bornée et g est constante (cf. [Tal02]). Le schéma d’approximation
considéré dans ce cas est un schéma d’Euler implicite afin de pallier 'instabilité du schéma
d’Euler explicite. D’autre part, dans [MSHO02] Mattingly, Stuart et Higham ont montré 1’er-
godicité de schémas d’approximation implicites dans certains exemples ou le drift n’est pas
localement Lipschitz, sans étudier la convergence vers la mesure stationnaire limite.

Une autre alternative pour le calcul de v(f) est donnée par Damien Lamberton et Gilles
Pages dans [LP02]. Il s’agit cette fois d’approcher la diffusion par un schéma dont le pas de
discrétisation tend vers 0 lorsque le nombre d’itérations (donc le temps) augmente. Ainsi,
plus on s’approche du régime stationnaire et plus le schéma est précis. Le schéma est une
chaine de Markov inhomogene, et ne possede donc pas de mesure stationnaire. L’approche
précédente ne peut donc pas s’appliquer avec un tel schéma. L’étude est faite lorsque le
schéma (X”)n>0
que Zn>1 Y = 400 et lim, v, =0 :

est un schéma d’Euler construit a partir d’une suite positive (%L)n>1 telle

Vn >0, Xpt1=Xn+ Ymeb(Xn) + VInr10(Xn)Ung1 et Xo = 0. (*)

Le bruit blanc (Un)n>1 a des moments polynomiaux et est normé. Notons qu’une telle ap-
proximation de la diffusion a déja été utilisée par Georg Pflug dans [LPW92]. Il montre, en

dimension 1, que (Xn) converge étroitement vers la mesure invariante v en supposant

>
le coefficient de diﬁ‘usioill/lo)orné et b a dérivée bornée. De méme, dans [BHW97]| les auteurs
prouvent cette convergence étroite dans un cadre multidimensionnel lorsque 2/ est unifor-
mément elliptique, mais aussi dans le cas des diffusion (V, a)-confluentes!. Notons aussi que
dans un cadre compact, Piccioni et Scarlatti étudient les mesures empiriques d’un tel schéma
et obtiennent des résultats de convergence dans L? (cf. [PS94]).

Dans [LP02], le point de vue est de considérer les mesures empiriques pondérées (v;)) n>1 =

Inotion définie dans le chapitre IV appelée “asymptotic flatness” par les auteurs
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(ﬁ > ory nk&xk*1>n>1 du schéma (X“)n>0 défini par (*); la suite (77n)n21 est une
suite de poids positive et terme général d’une série divergente. Ils supposent qu’il existe une
fonction de Lyapounov V sous-quadratique 2 telle que

Ja>0,36>0, VreRY V(z)<—aV(z)+p.

que b et o sont continues et sous-linéaires®, et montrent que

Ek - anf Xeor) 2% [ fa,

pour toute fonction f & croissance polynomiale (si v est 'unique mesure invariante). Ils ob-
tiennent ce résultat en utilisant des techniques de martingales et en identifiant la limite a
'aide du théoreme d’Echeverria-Weiss®. Il est important de noter que le générateur infinité-
simal & n’est pas nécessairement uniformément elliptique et qu’il peut exister plusieurs me-
sures invariantes. Dans ce cas, toute valeur d’adhérence des mesures empiriques de (X")n>0

est mesure invariante de (:Et) Dans un second papier [LP03], ils étendent leurs résultats a

>0
une classe de diffusion plus importante en affaiblissant la condition de rappel sur la fonction

de Lyapounov : ils supposent qu'il existe V' sous-quadratique et a €]0,1] tels que

Ja>0,38>0, VreRY V(z)<—-aVi(z)+s.

C’est cette seconde approche que nous allons étudier et étendre tout au long de la these.

Plan et résultats

Dans la premiére partie (chapitre Il), nous introduisons la notion de condition de stabilité
(forte et faible) et nous exposons la méthode de martingales pour ’étude des mesures em-
piriques du processus lui-méme, par opposition a l'approche ergodique (cf. Pages [Pag01]).

Toute ’étude se fait donc sur (ajt) et non sur le schéma de discrétisation. La condition de

stabilité faible, que nous proposonts},(]se rapproche de la condition introduite par Douc, Fort,
Moulines et Soulier dans le cadre des chaines de Markov (cf. [DFMS04]). Dans ce cadre tres
général et sans hypothese sur la croissance de b et de V' (fonction de Lyapounov apparaissant
dans la condition de stabilité) nous montrons, par la méthode de martingales, d’une part la

tension des mesures empiriques de (azt) et d’autre part que toute valeur d’adhérence est

>0
mesure invariante. Un autre résultat, moins classique, concerne le comportement presque sir
de la diffusion.

Dans la seconde partie (qui contient les chapitres Il & VI), nous nous concentrons sur le
schéma d’Euler de pas décroissant étudié par Lamberton et Pages.

Dans le chapitre lll, nous étendons leurs résultats a un cadre plus général en supposant que
la diffusion vérifie une condition de stabilité faible. De plus, les résultats de convergence sont

obtenus pour des fonctions a croissance exponentielle, plus précisément pour des fonctions

He. [VVI? = 0(V) et DV < +oo
3plus exactement |b|* + Tr(co*) = G(V)
4¢f. théoreme 11.2 page 18



CHAPITRE I. INTRODUCTION

négligeables devant exp(AV*®) ou A et ¢ sont des parameétres strictement positifs dépendant
de la croissance du drift et du coefficient de diffusion.

Dans le chapitre IV, nous proposons une alternative a la méthode de martingales pour prouver
la convergence de l'algorithme. Le cadre est plus restreint car nous nous intéressons unique-
ment aux diffusions (V, a)—confluentes (toutes les trajectoires convergent vers la trajectoire
stationnaire). Il nous est alors possible de montrer la convergence presque stire et dans L? du
schéma vers la diffusion. Cette convergence se faisant suffisamment vite, les mesures empi-
riques du schéma et celles de la diffusion convergent vers la méme cible, c’est a dire v(f) (par
le théoreme ergodique pour la diffusion). L’avantage de cette méthode de démonstration, qui
releve donc d’une approche de type ergodique, est d’obtenir la convergence pour une classe
de fonctions encore plus large que celle du chapitre précédent.

Dans le chapitre V, nous étudions précisément les vitesses de convergence de ’algorithme.
Nous donnons un développement & tout ordre de lerreur v, (f) — v(f) pour une classe de
fonctions tests f (fonctions admettant une solution réguliere a ’équation de Poisson). Nous
prouvons que pour des pas rapidement décroissants, 'erreur vérifie un théoreme de la limite
centrale (TLC) et que pour des pas lentement décroissants il y a convergence avec biais. Une
loi de logarithme itéré accompagne notre TLC. Cette étude permet notamment de déterminer
certains parametres nécessaires a la mise en ceuvre de 'algorithme. Pour une implémentation,
il est naturel de considérer une suite de pas (’Y")n>1 de la forme v, = yyn~" avec vy > 0 et
r €]0, 1], et une suite de poids (n")n>1 de la forme 1, = n™* avec s €] — oo, 1]. A Dissue de ce
chapitre, nous trouvons les parametres r et s optimaux et donnons la vitesse de convergence
associée (il s’agit d'un théoreme de la limite centrale avec biais). Un exemple numérique
illustre le choix des parametres. Nous finissons le chapitre, en montrant qu’une extrapolation
de type Richardson se préte tres bien a 'algorithme afin de gagner un ordre de convergence.
La détermination du parametre -y est un probleme délicat car il dépend du biais et de la
variance du TLC optimal, quantités pour lesquelles nous n’avons pas de formule explicite et
dont approximation numérique est relativement complexe.

Nous finissons I’étude de ce schéma en nous concentrant sur une situation particuliere : que
se passe-t-il pour les mesures empiriques pondérées du schéma lorsqu’il y a plusieurs mesures
invariantes 7 Cette question, & laquelle nous ne répondons pour l'instant qu’en dimension
un, nous a amenés a mettre en évidence une correspondance entre classification de Feller et
fonctions de Lyapounov.

Dans la troisiéme partie, nous exposons un nouvel algorithme a pas adapté qui permet de
nous affranchir des hypotheses trop restrictive sur b et V. Comme nous I’avons déja souligné,
les schémas d’Euler explicites a pas constant et a pas décroissant sont instables lorsque le drift
b n’est pas a dérivée bornée. Il s’agit pourtant d’une situation importante car trés fréquente
dans les problemes de mécanique aléatoire. Donnons plus de précisions sur les travaux, déja
mentionnés, ou des schémas implicites (& pas constant) sont considérés. Dans [Tal02], auteur
prouve la convergence de son algorithme (moyennisation le long d’une trajectoire & horizon
fini d’'un schéma implicite) dans le cas d’un systeme Hamiltonien & coefficient de diffusion
constant. La généralisation a un coefficient non constant apparait cependant tres complexe.
Dans [MSHO02], les auteurs prouvent uniquement I’ergodicité de leurs schémas implicites sans
étudier la convergence vers la mesure invariante. Leur travail se fait dans un cadre général et
ils considerent plusieurs exemples tels que les systemes Hamiltoniens et les systemes mono-
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tones. Dans d’autres travaux ([LMAO3] et [MS04]), Mattingly, Stuart et Lamba introduisent
un schéma explicite dont le pas de discrétisation est adapté en fonction de I'erreur faite entre
le schéma d’Euler et le schéma de Heun de 1’équation différentielle sous-jacente & = b(x). Ils
prouvent la stabilité de ce schéma explicite et la convergence vers la diffusion sans aborder
la question de 'approximation du régime stationnaire.

L’algorithme que nous proposons est un algorithme explicite, récursif et trés simple d’implé-
mentation. Il repose sur les moyennes empiriques pondérées d’'un schéma d’Euler explicite de
pas (:yn)n>1 ou 7, est une variable aléatoire adaptée bornée par , (la suite (’Y")n>1 tend vers
0). Plus précisément, le pas de discrétisation 4, est de la forme 7, = v, A Xp—1 OU Xpn—1 €st
une variable aléatoire de la tribu engendrée par (Xo,--- , X, —1). La variable aléatoire x,_1
sera convenablement choisie, a chaque itération, afin de jouer le role de force de rappel, ce qui
fera de ce schéma adaptatif un schéma stable. Intuitivement, il faut comprendre ce schéma de
la facon suivante : lorsque (X“)n>0 tend a exploser, le pas de discrétisation devient tres petit
afin de mieux approcher 'EDS et ainsi de garder ses propriétés qualitatives, notamment la
force de rappel (condition de stabilité). Le critére permettant de trouver une bonne variable

aléatoire y, repose sur le résultat concernant le comportement presque siur de la diffusion
1

_ _ ) [6(Xn))%v1"

De plus, nous montrons qu’a partir d’un temps aléatoire fini presque stirement, I’événement

obtenu dans le chapitre Il. Un choix naturel pour x,, est par exemple x,, =

{Xn-1 < Y} ne se produit plus, c’est-a-dire 5,, = 7,. Ainsi, nous obtenons des résultats
de convergence similaires a ceux du chapitre lll dans le cas de systemes Hamiltoniens tres
généraux (coefficient de diffusion non borné) ou encore dans le cas de systéemes monotones
(équation de Lorenz perturbée par exemple).

Nous terminons cette partie par un chapitre numérique dans lequel nous discutons des dif-
férents parametres liés a 'implémentation de ’algorithme. Nous testons aussi 'algorithme
couplé a 'extrapolation de Richardson pour cinq exemples variés.

Rappels et notations

Rappelons tout d’abord que I’équation différentielle stochastique

Yt >0, day=b(z)dt + o(x;)dB;, et z0€ RY,

admet une solution unique ° (xt) +>o0 C'est a dire un processus continu (fft) +~oadapté a
valeurs dans R?, si les coefficients b et o sont localement lipschitziens i.e.
Vig| <n, [y[<n, |o(z) —a()|V[b(z) —b(y)| < Ln|z —y| (0.1)

et qu'il existe une fonction de Lyapounov V positive, €2 qui tend vers I'infini & I'infini, telle
que

I\ >0, Ve e RY, (b(z), VV(2)) + %Tr(a*DQVU)(a:) <AV (2). (0.2)

Pour une preuve de ce résultat on pourra consulter [Has80] (théoreme 4.1 page 84). De plus,

la solution (z¢),. est un processus de Markov homogene de fonction de transition P;(y, A)

>0
qui est un semi-groupe de Feller défini par P;(y, A) = P, [x(t) € A] pour tout y € R et A

53 lindistinguabilité pres



CHAPITRE I. INTRODUCTION

ouvert de RY%. Le générateur infinitésimal associé au processus de diffusion (ajt) >0 €t a'EDS
est défini pour toute f € €%(R%, R) par

d d 2
Ve RY o f(5) = S b3+ 5 Y (00" (o) g (a).

i=1 ij=1

— b, V) () + %Tr(a*sza)(a:).

(0.3)

Tout processus solution d’une telle EDS sera appelé par la suite processus de diffusion (associé
au générateur o).

On appelle mesure invariante pour le processus (:Et) toute probabilité v sur R? vérifiant

>0

Vt>0, vP=vw.

Si zq est de loi v alors pour tout t > 0, x; est de loi v est on dit que le processus (a:t) t

>0 ©8
stationnaire.



Stabilité et méthodes de martingales |

Dans ce chapitre, on expose en détail la notion de stabilité d’'une EDS et la méthode de mar-
tingales permettant d’étudier le comportement asymptotique du processus solution (mt) >0°
On définit tout d’abord la notion de “condition de stabilité” puis on montre la tension des
mesures empiriques sous cette condition. On conclut en prouvant que toute valeur d’adhé-

rence des mesures empiriques est probabilité invariante de (:L't) en utilisant le théoreme

>0
d’Echeverria-Weiss.
. Stabilité
On considére I’équation différentielle stochastique suivante
dazy = b(xy)dt + o(z,)dB;, x0 € RY, (1.1)

onb:R?— Rlet 0: R — .#(d x q) (¢ < d) sont continues et localement lipschitziennes,

et (Bt)t>o
cette équation (1.1), défini pour toute f € ¥?(R%, R) par

est un mouvement brownien standard sur R?. On note & le générateur associé a

d d

0 RZ
Ve e R o/ () =Y bia) ol @)+ 5 Y (UU*)ivj(x)améf% (2),
i=1 g ij=1 !
ou encore 1
A f=(Vfb)+ 3 Tr(o*(DV)o). (1.2)

On suppose que I’équation (1.1) a une solution (:L't) qui est un processus continu, fortement

>0
markovien. Dans l'introduction, on a rappelé qu'une condition suffisante pour l'existence

d’une telle solution est I'existence d’une fonction V € ¢2(R%,RY) telle que | ‘lim V(z) =
T|—-+00

+oo et AV <L cV avec ¢ > 0.

Exemple. En dimension 1, si b(z) = —22 et o(x) = 2 alors 'EDS a une unique solution. En
effet, si on considere la fonction V(x) = 22 + 1 alors on a

AV (x) = —22* + 22 < V(z).
La solution n’explose pas et est définie sur Ry si zg € Ry, ou bien R_ si zp € R_. *

9



CHAPITRE Il. STABILITE ET METHODES DE MARTINGALES

La notion de stabilité introduite dans cette section est proche de la condition de Hajek pour
les chaines de Markov. La condition de Hajek est une condition assez forte qui implique
Pergodicité géométrique. Notre hypothése est plus faible et est similaire a la condition sur le
drift (dans le cadre chaine de Markov) introduite dans [DFMS04] qui implique 'ergodicité
sous-géométrique.

Définition I1.1 (Condition de stabilité). Une diffusion de générateur o satisfait une condi-
tion de stabilité s'il existe deux fonctions V € €2(R%, [1, +oo|) et ¢ € F([1, +oc[, Ry) telles
que

1. lim V(z)=4o0,

|| —+o0

2. ¢ vérifie : Va € [1,4+00], ¢(z) < x et liIJIrl o(x) = +o0,
3. Ja>0et 30> 0 tels que ZV < —a(po V) + g.
La condition de stabilité est dite forte si ¢(z) = x et faible sinon. &

Note: Par abus, on dira par la suite que le générateur </ vérifie une condition de stabilité
de type (V, ¢, «) si les hypothéses de la définition II.1 sont satisfaites avec les fonctions V
et ¢, et la constante «. Lorsque la connaissance du « n’est pas importante, on parlera de
condition de stabilité de type (V, ¢). Le fait que o > 0 est par contre primordial. *

Il est important de noter que si & vérifie une condition de stabilité, alors il existe une mesure
invariante associée a (1.1) (cf. [Has80] théoreme 5.1 page 90).

Contrairement & la condition introduite dans [DFMS04], la fonction ¢ n’est pas nécessaire-
ment concave. Cependant, il est classique de considérer la fonction ¢ de la forme ¢(x) = z
avec a €]0,1] ou bien ¢(z) = In(x). Pour un exposé des méthodes de stabilité lorsque
¢(z) = 2% avec a €]0,1], on pourra se reporter a [Pag01]. Ces méthodes sont généralisées
dans ce chapitre et légerement améliorées notamment par le théoréeme suivant.

Théoréeme 11.1:
On suppose qu’une diffusion (xt) de générateur infinitésimal @/ vérifie une condition de

stabilité de type (V,¢). Alors,

>0

+oo
~ si0 € €' (R4;RY) est décroissante telle que / 6(s)ds < +oo, on a
0

+00
E [/ 0(s)(¢o V)(xs)ds} < +oo et tligl 0(t)V(x) =0 p.s. (1.3)
0 el
— si la condition de stabilité est forte, sup E [V (x4)] < +oc0. *

>0

Ce théoreme permet d’avoir une bonne connaissance du comportement du processus (a:t) £>0
sous une unique hypothese : la condition de stabilité. La preuve repose sur le lemme suivant.
Lemme I1.1:

Soit V € €2 et V deux fonctions positives de R vérifiant /V < —aV + 3 pour o > 0 et

B>0.Si0€C (Ry;RY) est décroissante telle que f0+°° 0(s)ds < 400, alors

E [ /0 o H(S)V(:ns)ds] < to0, (1.4)

10



1. STABILITE

et lim 6(t)V(xy) =0 p.s. ¢

t——+o0

Preuve. Soit (St) la surmartingale positive définie par

>0
t t +oo
V>0, S = /0 0(s)AV (z4) + 0(0)V (o) + /O af(s)V(zs)ds + 3 /t 0(s)ds,  (1.5)

ou xq est définit en (1.1).

Montrons tout d’abord que le processus (St) est positif. Une intégration par parties donne

>0
V>0, /0 0(s)AV (22) + O(0)V (0) = B(1)V () — /0 0(s)V(z)ds >0,  (L6)

car 6 est décroissante positive et V est positive. Les fonctions V et 6 étant positives, on
déduit aisément de (1.5) et (1.6) que S; > 0, pour tout ¢ > 0.

D’autre part dV (z;) = &V (x¢)dt + (VV)*0) (x¢)d By, et en posant © = f0+oo f(s)ds on a

S = / 0(s)(V (25) + aV(zs) — B)ds + / 0(s)(VV)*0)(25)dB, + 8O + 0(0)V (x).
0 0

Comme &7V < —aV + 3, on en déduit que (St)t>0
plus Sy = SO + 0(0)V(zg) > 0 est déterministe donc par le lemme de Fatou conditionnel,

est une surmartingale locale positive. De
(St) > €st une surmartingale positive, et de ce fait converge presque siirement vers une
=

variable aléatoire Sy vérifiant E[Ss] < O + 0(0)V (zg) < +oo. En combinant (1.5) et
(1.6), on obtient alors

aE [/OJFOOH(S)V(a;s)ds} < E[So] < +00. (1.7)

De plus, on en déduit que f0+°O 0(s)dV (zs) < Soo < +00 p.s., et comme la fonction 6 décroit
vers 0, le lemme de Kronecker s’applique et donne

t—-+4o00 t——+00

lim 6(t) /t dV(zs) = lim 6(t) (V(z:) —V(x)) =0 p.s.,
0
d’ou le résultat. #

Preuve (théoréme I1.1).
Pour obtenir (1.3) et thT 0(t)V(ze) = 0 p.s., il suffit d’appliquer le lemme 1.1 avec les
fonctions Vet V = (¢ o V).

Dans le cas ou la condition de stabilité est forte (¢ = Id), on applique la formule d’It6 a
(ﬂit)t>0 avec la fonction g(t,x) = exp(at)V(x), qui donne

exp(at)V (z¢) = V(zo) —i—/o (exp(as) 'V (z5) + aexp(as)V (z;))ds

—l—/ exp(as) (VV)*o) (xs)dBs, (1.8)
0

11



CHAPITRE Il. STABILITE ET METHODES DE MARTINGALES

et on localise la martingale locale en considérant une suite croissante (Tn)n>0 de temps d’arrét
qui tend vers I'infini. En utilisant la condition de stabilité forte, on obtient pour tout ¢ > 0,

tATn
E[exp(a(t A 7))V (2ir, )] < V(o) + BE {/ exp(as)ds] .
0
Comme V est positive, le lemme de Fatou entraine
exp(ot)B[V (2] < V(xo) + 2 (explat) 1),

d’olt sup;» E [V(xy)] < g V V(zo). #

La condition de stabilité seule ne suffit pas a obtenir les résultats de tension souhaités. Il
faut lui ajouter une hypothése de domination du coefficient de diffusion et du gradient de la
fonction de Lyapounov dans la direction de o (cf. condition (1.9) ci-dessous)
Proposition 11.1:
Supposons que &/ vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, «). S’il existe ¢ € [0,1] et
Cv,, > 0 tels que

Tr (o*(VV)®?0) < Cyp(dpo V)V, (1.9)

alors o/ vérifie une condition de stabilité de type (¥ o V, ¢y ) ou

vP avecp€}1,1+c2,a [, si¢ =0,
Yo €)1, +oo], ¥(v) = o0 (1.10)
exp(Av®) avec A < , si¢€]0,1],
CCV,O'
¢pow! - L
et py(z) =x <?> (x) (ot W™+ est la réciproque de V). ¢

C’est un résultat tres important pour la suite. Le fait que la condition de stabilité peut
se “transmettre” a des fonctions plus grandes (polynémiales voir exponentielles) sous une
condition de domination sur le coefficient de diffusion est fondamentale. Par exemple, on sait
par le théoreme I1.1 que si & vérifie une condition de stabilité forte (¢(x) = x) avec V on a

V(zy)
im ———— =0 p.s.
t—=+oo tInt T () p

1
tinlte(t)
ou ¢ = 1), la proposition précédente permet d’affirmer que

pour tout € > 0, car f1+oo dt < 4+00. Or si le coefficient de diffusion est constant (cas

exp(AV (z
im SPOV@)
t—+oo  tIn'TE(¢)
Cela permet d’avoir une meilleure connaissance du comportement (ajt) >0 Mmais aussi des

mesures empiriques (I/t) />0 comme on le verra dans la section suivante.
=

Remarque: Le parameétre < sert de jauge au coefficient de diffusion : plus ¢ diminue, plus o
peut avoir une croissance importante. Si I'on a une condition de stabilité forte avec V(x) =
|z|> + 1 et ¢ = 0, I'hypothése (1.9) est impliquée par Tr(oo*)(z) < Cz|?. *

12



1. STABILITE

Exemple. En dimension 1, si b(z) = 5% In <:c++l) et o(x) = /In(2? + 1), alors &7 vérifie
une condition de stabilité faible de type (V, ¢, ) avec V(z) = 22+ 1, ¢ = In(x) et a < 1. De
plus, la condition (1.9) est satisfaite avec ¢ = 0 et Cy, = 4.

Dans cet exemple, le drift est tres petit a 'infini et la vitesse de convergence du semi-groupe
vers la mesure invariante est plus lente que dans le cas ou la condition de stabilité est forte
(cf. [GRS99] dans le cas o constant). *

Preuve (de la proposition 11.1). On montre tout d’abord, un résultat un peu plus général.

Montrons que si ¥ € ‘52([1,4—00[) et s’il existe yg > 1 tel que ¥ est croissante, bijective
oV

sur [vg, +o0o| et Vo € V! ([vg, +00f), Tr(a*(VV)®20) () < e(po V)(x)m(:n) pour un
€ < 2a, alors il existe & > 0 et @ > 0 tels que
Vz e RY, A (ToV)(z)< —a(pyo(¥oV))(z)+ 4B, (1.11)

avec ¢y = (U'¢) o U1 ot U~ est la réciproque de .

Il est clair que sur R?
A(WoV)=(VoV)AV + %(\I/” o V) Tr(a*(VV)¥?0),
et comme &7 vérifie une condition de stabilité avec V et ¢, on a
A(WoV)< —a(VoV)(poV)+p(¥ oV) + %(xy” o V) Tr(a*(VV)¥?0).

Comme V et U sont 62, la fonction &7 (¥ o V) est majorée par C' > 0 sur le compact
V_l([l,’l)o]).

Sur I’ensemble V1 ([vo, +oo[), on a d’apres la condition de croissance sur TI“(U*(VV)®2U)

A(WoV) < —a((Wo)oV) + (¥ o V) + 25 (We) o V),

vz € V7 ([vg, +00]), Z(VoV)(z) < —a((V'¢)oV)(z)+ R(V,d)(x). (1.12)

La fonction R(V, $) est continue et négative hors d’un compact de V=1 ([vg, +00[) car ¥ oV
est positive et lim (¢ o V)(z) = 400, donc R(V, ¢) est majorée par ( sur V! ([vo, +ocf).

|z|——+o0
On a ainsi montré (1.11). (Si ¢ n’est pas continue mais monotone, le résultat reste vrai en
considérant la réciproque généralisée.)
Dans le cas ¢ = 0, on considere la fonction W(v) = vP et vy = 1. Alors, pour tout v € [1, +o0],
on a ¥'(v) = pvP~1 et W' (v) = p(p — 1)vP~2, et d’apres (1.9),

Tr(a*(VV)a) < Cye(po V)V,
U'oV

=Cye(p—1)(¢o V)W-

13
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2
Comme p € } 1,1+ C_a [, onae=Cyq(p—1) €0,2a] donc d’apres (1.11)
Vo

36 >0,35>0, @V'<—d(duo(VoV))+h, (1.13)

;pl/P

par ¢y. De plus, on a pour tout = € [1, 400, ¢pg(z) < x et limy_, 4o ¢y (z) = +00 donc &7
vérifie une condition de stabilité de type (V?, ¢y ).

~ -1 1 ~ ~
oll gy = pxpTgb(g:Z). Or ¢y = 2@ %qb\y, donc (1.13) reste vrai en remplagant ¢y

Dans le cas ¢ €]0, 1], on considere la fonction ¥(v) = exp(Av®) et vg = (1/\—_;)1/< V 1. Alors
pour tout z € [V~ (vg), +oof, ¥'(z) = Aez* "1 W () et
0 < U"(z) = A(s — 1)z 72W(z) + A22226 D () < A22e2 VW (),
car ¢ < 1. Ainsi, d’apres (1.9), on a sur [V ~!(vp), +00|
Tr(c*(VV)o) < Cy (o V)vi=s,
VoV
< CV,O')\C(¢ o V)W-
20 o
Comme A < —— on déduit de (1.11) que
gOV,o
Ja >0, 36>0, o exp(A\VS) < —ady (exp(AV*)) + 4, (1.14)
- _ 1/
olt gu(x) = As (T-1(2))" " 2¢ (T~1(x)) et T—1(z) = (#) " Or
vz € [ (@) = A @)z (2D () > 1.15
ve ool dule) =@ (A ) (@) 2 aeonte), 1)

donc la relation (1.14) est encore vérifiée en remplacant la fonction (5\1; par ¢g. De plus, on
a pour tout x € [1, +ool, dw(z) < z et limy_,1 oo Py (x) = +00 donc &7 vérifie une condition
de stabilité de type (exp(AV*), dy). #

Remarque: Si .o/ vérifie une condition de stabilité du type (V, ¢) et que <;~5 est une fonction de
%€ ([1, 400, Ry ) vérifiant ¢(x) < x, limy_. o0 d() = +00 et ¢ = O(¢), alors o vérifie une
condition de stabilité de type (V, ). *

. Tension des mesures empiriques

La combinaison des conditions de stabilité et de domination sur Tr(cr*(VV)@’Qa) permet

d’établir la tension des mesures empiriques (I/t) définies par

>0

t
Vit >0, w(dz)= %/ 0z, (dx)ds. (2.1)
0
14
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En fait, la condition de stabilité seule suffit & prouver la tension de (14) >0 (cf. [EK86]) et donc
I'existence d’une mesure stationnaire (cf. Introduction). Mais sous la condition de domination

supplémentaire, on montre que toute valeur d’adhérence de (Vt) est une probabilité sous

>0
laquelle on peut intégrer des fonctions a croissance polynomiale, voir exponentielle. Plus

précisément, on montre le résultat suivant.

Proposition 11.2:
Si o/ vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, ), et s'il existe ¢ € [0,1] et Cy, > 0
tels que

Tr(o*(VV)®20) < Cyp(¢p o VIVITS, (2.2)
alors
1 — 1 [t . ,
Vp < = + ,  lim - (((b o V)VP ) (xs)ds < C p.s. sig=0,
2 C o t——+o00 t 0
VA < —o | lim 1/t ¢Ove (AVS) ) (z5)ds < C p.s. sig€]0,1] ’
§Cv707 S % Xp s X p-s. S y L]

Remarque: Notons que les conditions sur p et \ sont plus restrictives que celles de (1.10). II
est difficile de faire mieux en utilisant les méthodes de martingales, ce facteur 2 intervenant
dans l'utilisation du théoréme de convergence pour les martingales de crochet intégrable. x

Preuve. On va prouver uniquement le cas ¢ €]0, 1], le cas ¢ = 0 étant semblable.

1
3

((togte)/)* )

T
(log(z)/A) <

Pour tout A < gég‘ , on note Wy = exp(AV®) et ¢y (z) = x de sorte que

Dac(Wae) = ( ffv) W

Soit A\g < ﬁ D’apres la proposition Il.1, on sait que &7 vérifie une condition de stabilité

de type (Wy,.c; ®r9,c), donc il existe & > 0 et B> 0 tels que GWye < —a(drg,c 0 W) + 4.
Par le lemme d’It6, on a donc

t t
W (1) = Wge() + /O AWy o(w2)ds + /0 (VWhg)"0)(zs)d B,
t ~ t
< Wiy () — /O (630, © Waos)(@e)ds + ft + /O (VWho)"0)(2:)d B,

et on en déduit que

Wags(@e) 1 [ B Waelz) 1 [ .
2t oo M aas < 2+ 208 2 [ (v, o) ()dB,. (23)
e Prouvons que
t
Jim / (VWag.)*0)(@s)dBs =0 pas. (2.4)
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T (VW) 0) (@5)

On introduit la martingale locale (Mt) i1 = < / st> de crochet
= 1 t>1

ETr (0% (VW 0)%%0) (2s)
52

vVt > 1, (M}t:/ ds.
1

Comme W)y, . = exp(AoV*®), on déduit de (2.2) que

Tr(a*(VW)\O,g)@J) = Tr(a*(VV)®2J) ()\ong_l exp()\ng))2 ,
< )\g§2CV,U(¢ © V)Vg_l exp(2)\0V§),

< )\3§2év,g <¢OTV> exp(S\V<),

avec CN’V’(, > Cy, et \e }2/\0, gé%{ (intervalle non vide car A\g < <CC:/,U ). On a donc
(M) <C / Siz (g) () exp(AVS () ds. (2.5)
1

2a
gCV,U

stabilité de type (exp(j\Vg),qS;\ o). Le théoréme 1.1 appliqué avec la fonction 6(t) = t%, et
combiné avec (2.5) donne alors E [(M)
converge presque sirement. En appliquant le lemme de Kronecker, on obtient

De plus, A< donc d’apres la proposition I.1 on sait que & vérifie une condition de

) < +o0. Par suite, la martingale locale (Mt)t>1

lim %/{)((VWAO,g)*U)(a:S)stzo p.S. (2.6)

Ainsi, on déduit de (2.6) et (2.3) que

- W)\ , (flft) 1 t B
tlleroo < odct — + ; /0 (¢)\O,§ o WAOS) (:ES)dS < E, (2_7)
d’ou le résultat car Wy, = 0. #

Remarque: On pourrait sans difficulté remplacer la condition (1.9) par une condition du type
Tr(o*(VV)®%0) < Cy,s(¢ 0 V)Ve avec € : R —]0,1] tendant vers 0 a I'infini. Dans ce cas,

les mesures empiriques admettent des moments exponentiels. *

Pour 'utilisation de la martingale (Mt) dans la preuve de la tension des mesures empi-

riques, on pourra se reporter a [Duf96] e?g ses références. Classiquement, la convergence de
la martingale est obtenue comme conséquence de sup; o E [W) (2¢)] < 400 (cf. (2.5)) ce que
l’on sait en se placant sous une condition de stabilité forte. Dans le cas plus général d’une
condition de stabilité faible, on a pu montrer la convergence de la martingale en utilisant le
lemme 1.1 (c’est & dire le résultat (1.3) du théoreme II.1).

Une conséquence de la proposition 1.2 est le corollaire suivant qui permet d’affiner la connais-

sance que l'on a sur le comportement asymptotique de la diffusion.
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Corollaire 11.1:
Sous les hypothéses de la proposition 1.2, on a

— V(z — V(z
lim ) <Cps. sic=0, et lim (—tl) < Cp.s. sic €]0,1],
t=eo 1A =00 1 (4) s
avec q > Cic;‘j_‘;a .

Preuve. D’apres la proposition Il.1, o/ vérifie une condition de stabilité de type (¥ o V, ¢y)
ou W est définie en (1.10) et ¢g(z) =2 ((bqui;l) () et d’apres (2.7) on a

— (U

lim Wo V) <C p.s. (2.8)
t——+o00

Sic¢ =0, alors ¥(v) =P avec p € |1,4 + o [, donc par continuité de (z +— x1/P)

o) — Vi(xy)
, im
Cv, — t—too ti/p

1
Vp<§+ <Cr» p.s.

Si ¢ €]0,1], alors W(v) = exp(Av®) avec A < Z—. Ainsi, pour tout € > 0 il existe N > 2 tel

exp(AVS (x¢)
t

que pour tout n > N et tout t > n, < C + ¢ p.s., et par convexité de (z — wl/g)

on en déduit
—1oi-1 1 1
VRN, Vt>n, V()< 2 (log(C' te)s —|—10g(t)<> p.s., (2.9)

d’ou le résultat. #

. ldentification de la limite

Dans la section précédente, on a prouvé que les mesures empiriques de la diffusion solution
de (1.1) sont tendues, et admettent des moments polynémiaux voir exponentiels dés que le
coefficient de diffusion o est suffisamment petit. Il faut maintenant identifier la limite d’une
sous-suite de (I/t) >0°
Il est connu que toute valeur d’adhérence de (Vt)

(xt)t20 1.€.

+>o st une probabilité stationnaire v de
=

Vfe €, vt >0, /Ptfdu:/fdu. (3.1)

(cf. proposition II.4 en annexe). Cependant cette caractérisation de la mesure invariante
par le semi-groupe est difficilement utilisable lors de 1’étude des mesures empiriques du
schéma d’Euler a pas décroissant. On va donc utiliser un critére plus simple a vérifier que
la définition (3.1) lorsque l'on étudie l'ergodicité du schéma. Ce critére est donné par le
théoreme d’Echeverria-Weiss (voir [EK86] Theorem 9.17).

Soit E un espace métrique séparable et %,(F) l'ensemble des fonctions continues sur E
s’annulant & Uinfini. On rappelle quun opérateur 2 : 2(A) C 6o(E) — €o(F) vérifie le
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principe du maximum positif si
Vie 2(), f(xo)= meaé(f(w) = Af(z) <0. (3.2)

Théoreme 11.2 (Echeverria-Weiss):

Soit E un espace métrique séparable compact et A : Z(A) C €(E) — € (F) un opérateur
linéaire vérifiant le principe du maximum positif, ou 2(2) est une sous-algébre dense de
¢ (E) vérifiant 1 € Z2(2) et A1l = 0. Soit pu une probabilité sur E telle que Vf € 2(2),
Jpfdp = 0.

Alors il existe une solution stationnaire au probléme de martingale pour (2, ), ¢’est-a-dire un

processus (:L't)t>0 tel que pour toute f € Z (), <f(:nt) — fg Qlf(:ns)ds>t>0 est une martingale

=

par rapport a la filtration naturelle (9’&) o’ et de loi initiale p. *
(2

Le passage du cas compact au cas localement compact (qui est notre cadre car on considere

des équations de Rd) ne pose pas de probleme mis & part qu’il faut vérifier que la solution

(mt) n’explose pas, c’est a dire que
>0 ’

P|Vt>0, 2, e RY| = 1. (3.3)

On donne d’abord une proposition qui étend le théoreme d’Echeverria-Weiss au cas locale-
ment compact, puis on donnera une condition sur 2/ sous laquelle on peut appliquer cette
proposition (cf. corollaire 11.2).

Proposition 11.3 (Extension au cas localement compact):

Soit E est un espace métrique séparable localement compact, et A : () C 6o(E) — 6o(E)
un opérateur linéaire vérifiant le principe du maximum positif, o 2(2) est une sous-algébre
dense de 6o(F).

S’il existe une suite de fonctions strictement positives (Vn)n>0 telle que
- (Vn) o croit vers une fonction V' > 0 telle que lim inf V(y) = 400 pour toute
nz p—=+ooydL,
suite de compacts (Lp),, tendant vers E.

- Vn >0, 3K, compact de E tel que Yz € E\K,, V,(z) = Cy, et V,, — C, € Z(),
-~ Je¢>0,Yn >0, AV, — Cp) < cVj,

et 8il existe une probabilité p sur E telle que [pVdu < +oo et Vf € 2(A), [pAfdu =0,
alors il existe une solution stationnaire au probleme de martingale pour (2, ). ¢

La preuve de cette extension est donnée en annexe, section 5.

Corollaire 11.2:

Soit (:L't)t>0 une diffusion de générateur <of . S’il existe une fonction V. € €%(R%,[1, +o0[)
telle que ‘ ‘lim Vi(x) = +o0,
r|—+00
de>0, dV <V, et | |lim V(x) = +o0, (3.4)
x|—-+00
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4. CONCLUSION

et s’il existe une probabilité u telle que Vdu < 400 et pour toute f € %I%(Rd),
R4

& fdu = 0, alors p est une mesure invariante pour (wt)t>0. °
R4 =

Preuve. Il s’agit de vérifier les hypothéses de la proposition 1.3 en considérant ’opérateur o/
et le domaine ‘@%(Rd) des fonctions de classe €2 & support compact dans R%. L’opérateur
de diffusion &7 est linéaire et vérifie le principe du maximum positif (cf. [RY99]). De plus, la
sous-algebre €2 (RY) est dense dans %p(RY).

Soit (\I,n)nZI la suite de fonctions définie pour tout n > 1 par ¥,, € €2 telle que

x six e [l,n],
Up(z) =4z —(z—n)+3(x—n)t sizenn+1], (3.5)
n+i siz>n+1.

On vérifie que W, est concave (car ¥/ < 0) et que ¥/ (z) € [0,1] pour tout z > 1. On pose
V, = W, 0oV de sorte que la suite (Vn)
la formule d’It6 donne

n>1 €St croissante et converge vers V. Pour tout n > 1,
=

AV =W (V)AV + U (V) (VV)2 L V! (V) (3.6)

et comme 2V () < U, (z) pour tout z > 1, on obtient &'V, < cV,,.
De plus, la fonction V;, — (n+1) est bien 42 & support compact et o/ (V,, — (n+1)) = &V, <
cV,,. La proposition 1.3 peut alors s’appliquer. #

. Conclusion

L’étude par les méthodes de martingales du comportement ergodique de (:Et) +>o donne de

nombreuses informations sur le comportement asymptotique de (ajt) ainsi que sur les

>0

mesures empiriques (I/t) Ces techniques permettent de retrouver un théoreme ergodique

>0
sans utiliser le théoreme ergodique ponctuel (rappelé en introduction). De plus, on obtient
un résultat de convergence méme en présence de multiples mesures invariantes (situation qui

peut se produire si le coefficient de diffusion est dégénéré).

Théoreme 11.3:

Supposons que 7 vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, «) et qu'il existe ¢ € [0, 1]
et Cye > 0 tels que Tr(o*(VV)®20) < Cyy(¢ o V)V, Alors I'ensemble .# des mesures
invariantes de (1.1) est non vide, et

lim d.(v,.#) =0 p.s. (4.1)

t——+o0

ot d, est la distance de la convergence étroite. De plus, si (1.1) a une unique mesure invariante

v, alors pour toute fonction mesurable f telle que |f| = 0(qu :/V (\/E o V)> (ot ¥ est définie
en (1.10)) on a
1 [t s
i [ raas = [ g, *
t 0 Rd
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Preuve. Par la proposition I1.2, on a limsup, v, (@(\/@ o V)) < +00 p.s., d’ou la tension

de la suite (1) Le théoreme de Prohorov (cf. [Bil99]) donne alors la relative compacité de

>0

. s . .
(I/t) £>0° Soit vy une valeur d’adhérence de (I/t) et une sous-suite (Va(t)) 150 dui converge

0
étroitement vers vo.. Alors, pour toute fonction f € €%(R%) on a

1 [ o) = flx) 1 [o®
— A f(xg)ds = — / Vf)o)(xs)dBs. 4.2
ol AL (@) (4.2
, . f@a))—flx) _ gy : a(t) _1 *
Comme f est bornée, on a lim;_, | o = 0, et en considérant la martingale ( ] 0 (Vf*o)(xs)dBs o

=

on montre que

1 a(t)
A fdvge = lim — * s)dBs = 0. 4.
[t = tm = [TV o) @)aB, =0 @3)
D’apres le corollaire 11.2, la valeur d’adhérence v, est donc une mesure invariante de (1.1).

L’unicité de la mesure invariante implique alors la convergence étroite de (l/t) vers v. #

>0

Les méthodes introduites dans ce chapitre sont efficaces et ont ’avantage de s’appliquer a
un schéma de discrétisation tel que le schéma d’Euler de pas décroissant. C’est 1'objet du
chapitre Ill. Mais il n’est a prior: pas possible d’obtenir un théoreme ergodique classique,
c’est a dire valable pour toutes les fonctions intégrables par rapport & la mesure invariante v.
C’est 1a une des restrictions de ces méthodes.

Exemple. Si on considere le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (:Et) solution de 'EDS de

t=0
drift b(z) = —z et o(z) = 1, alors le générateur o/ associé vérifie une condition de stabilité
forte de type (V,1d, 1) avec V(x) = 2% + 1. De plus,
(V2(x)o?(z) = 42? < 4V (2) (4.4)

donc la condition de domination est satisfaite avec C'y, = 4 et ¢ = 1. Ainsi, pour toute
fonction f négligeable devant (x — exp (%2)), on a limy % fot flxg)ds = fR fdv p.s. ou v est
la mesure gaussienne centrée normalisée. *

. Annexe

Proposition 11.4:

Si les mesures empiriques (I/t) sont tendues, alors tout candidat limite est une

>0 de (:Et)tZO
mesure invariante pour (:Et)t>0. ¢
=

Preuve. Soit ¢ty > 0 fixé et ¥ la filtration définie pour tout k > 0 par 4, = o(zs, s < ktop).
Soit f € €x(R? R). Montrons dans un premier temps que

I 1 [t 5
—/ f(xs)ds——/ Py, f(zs)ds £ 0. (5.1)
t Jo t Jo
kto
Pour cela, on considere la variable aléatoire Z; = / f(xs)ds, 9—mesurable, de sorte
(k=1)to
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que
1 nto 1 n+1
— ds = — Zy.. 5.2
iy fo s = p 322 (52)

n

1
Par la convergence de la martingale <Z — (Zk —E|[Z \%_1])> et le lemme de Kro-
0

k=2
n

1
necker, on montre que lim e Z(Zk —E[Z; |%_1]) = 0 p.s.. De méme, en réitérant cet

n- MNio s
argument, on montre que
1 n+1
.S
— > (Zy —Egz, [%-2]) =5 0. (5.3)
nt() o
kto
Pour tout k& > 2, E[Z |%_o]| = / E|[f(zs) |%—2], et pour tout s € [(k — 1)tg, kto],
(k=1)to

Gr_o C Fs_y, donc

E[f(zs) |%—2] = E[E[f(zs) | Fsto] | Gh2l = B[ f(25-10) | Fr—2] -

Ainsi on a
kto (k—l)to
EZe|%2 =B | [ Pofecids |9a| =B| [ Pfle)ds |G
(k—l)to (k_2)t0
et on montre comme précédemment que
1 n+1 kto s
S (Pu(e)ds - BlZ %)) 20 (54)
k—o 7 (k—1)to
1 nto 1 nto
En combinant (5.2), (5.3) et (5.4), on obtient lim — f(zs)ds—— Py, f(xzs)ds =0
n 'I’Lt(] to nto to

p.s., d’ott 'on déduit aisément (5.1) (f étant continue & support compact donc bornée).

On conclut en prenant une suite extraite (I/a(t)) 30 de (I/t) >0 dui converge étroitement vers
. . 7. = =
une limite v, vérifiant alors

[ H@wadn) = [ P f(oa(da),

pour tout ty > 0. La mesure v, est donc invariante pour (xt) 50" #

Preuve (de la proposition 11.3). On note Ea = EU{A} le compactifié d’Alexandroff construit
en ajoutant le point A a E. La topologie de E est étendue & Fa en définissant les ouverts
contenant A comme les complémentaires des compacts de E. Cette topologie est métrisable
et fait de KA un compact.

e On définit Ax sur Z(™Aa) = {f € C€(EA), (f — f(A))|r € Z2(A)}, sous-algebre dense de
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% (EAa), par
@af)le =2A((f = f(A))E), Aaf(d)=0,

pour tout f € G(Ea) tel que (f — f(A))|r € Z(A), et on étend la mesure & Ea en posant
w({A}) = 0 de telle sorte que

Ve D(An), /E%fduzo.

On vérifie aisément que Z(Aa) est dense dans € (Ea), et que 1 € Z(Ax) et Aal = 0. Par le

théoreme 11.2, il existe un processus stationnaire (a:t) solution du probleme de martingale

>0
pour (U, 1) & valeurs dans Ea.

Pour conclure, il suffit de montrer que le processus (:Et) est en fait a valeurs dans F, c’est

>0
[¢]

a dire que P [3t > 0,2, = A] = 0. Soit (Ly),-, une suite de compacts tels que Ly CLp41 et

Ups1 Lp = E, et 7, = inf {t > 0;2¢ ¢ L,}. Montrons que

P [ lim 77, = oo} =1. (5.5)

p—-—+o0

Soit n = 0 et ¢, = V,, — Cp, € Z(A). On prolonge par continuité V,, sur Ea en posant
Vo(z) = Vi(x) si z € E et V,,(A) = Cp. Alors V, est une fonction de € (Ea) telle que
(Vn — VH(A))]E = ¢, donc V, € P(Aa), et le processus (Vn(xt) — f(f QlAVn(acs)ds)t>0 est

=

une (fftﬂ) £>0 martingale continue. Par définition de a, on a (AxV;,)|z = Ay, donc

() 50 = (Vo) — [ @an)(aa)as) 56)

>0

est une (.F{.)
tout t > 0,

+>p martingale continue a droite (cad). Ainsi, par la formule d’It6, on a pour

exp(—ct) Vi (xy) = Vi (o) + /Ot exp(—cs) (—cf/n(:ns) + (ngon)(ﬂrs))ds

t
+ / exp(—cs)d Mg,
0

ou (fg exp(—cs)dMs) martingale cad. Comme &7, < cV, et V,, < Vi,

on en déduit que <exp(—ct)‘~/n(:nt)> 0 est une surmartingale locale positive de valeur initiale
t

est une (FZ
et (F2)

=

intégrable car

E,. [f/n(:no)] :/E f/nd,uA :/EVnd,ug /EVd,u< ~+00.
A

Par le théoreme d’arrét appliqué au temps d’arrét borné ¢t A 71, on a pour tout n > 1 et
tout p > 1,

By [exp(—elt A72,))Valrinr,, )] < /E Vg, (5.7)
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et puisque t A1p, < tetV, < V,, on a E,. [Vn(lﬂmmp )} < exp(ct) fE Vdu. Le théoréeme
de Beppo Levi donne alors E,, , |:V(:L't/\7—Lp)] < exp(ct) [ Vdp. De plus, on a V(zine,) 2

l{TLpgt}V(xTLp) et :I:TLP ¢Lp, dOHC

exp(ct) [ Vdp - exp(ct) [ Vdp

. < - ’ (5.8)
lnfyézp V(y) lnfyin,1 V(y)

P [r, <t] <

car L,_1 C E}p. En faisant tendre p vers 'infini on obtient (5.5). #
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Deuxieme partie

Etude du schéma d’Euler de pas
décroissant
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Intégration de fonctions exponentielles 11

Dans ce chapitre, on montre qu’il est possible d’intégrer numériquement des fonctions ex-
ponentielles par rapport a la probabilité invariante d’un processus (wt) >0 solution d’une
équation différentielle stochastique. La probabilité invariante est limite des mesures empi-
riques pondérées d’'un schéma d’Euler de pas décroissant. Pour prouver la convergence, on
étudie donc les propriétés d’ergodicité du schéma de discrétisation, et cela se fait en utili-

sant principalement les mémes techniques que pour montrer ’ergodicité de (:Et) par des

>0
méthodes de martingales (méthodes introduites dans le chapitre II).

>0 est solution de 'EDS (de drift b et
de coefficient de diffusion o), et que le générateur o7 satisfait une condition de stabilité de type

Dans tout ce chapitre, on suppose que le processus (xt)

(V, ¢, ) (cf. définition 11.1). Les fonctions b et o sont continues et localement Lipschitziennes.
De plus, on suppose que la condition de domination Tr (0*(VV)®20) < Cyo(poV)VI~S est
vérifiée avec ¢ €]0,1], de sorte que toute mesure invariante v de EDS ait des moments
exponentiels (plus précisément, v(exp(AV®)) < 400 p.s. pour A < Ag). Le cas ¢ = 0 a été
traité dans [LP02] avec ¢(x) = x (condition de stabilité forte) et dans [LP03] avec ¢(z) = z°
(a €]0,1]).

. Schéma d’Euler de pas décroissant

On consideére une suite (’yn) appelée suite de pas, qui tend vers 0 et telle que Zn>1 Yn =

n>1’

+00. On note I, la somme partielle en n, i.e. Iy = > 1 7, et 7 = MaX Y. La suite
n/

(I‘n)n>1 permet de discrétiser le temps, et cette discrétisation est de plus en plus fine car la

suite (%)n>1 tend vers 0. Il n’est pas nécessaire de supposer que la suite est décroissante

pour I’étude du schéma (X”)n>0 construit de la fagon suivante :

Xot1 = X + Y 10(X0n) + V10 (Xn)Uns1, Xo =2 € RY, (1.1)
ou (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans RY, centrées

et de matrice de corrélation Id,. La suite (. /ynUn)n21 >0
entre deux instants I',, et I',11, donc on pourrait supposer la variable aléatoire U; de loi

sert & discrétiser le brownien (Bt)

gaussienne. Cependant, on va travailler sous une hypothese plus large qui nous permet de
considérer (par exemple) U; bornée. Dans toute la suite, on suppose que U; est une variable

27



CHAPITRE lll. INTEGRATION DE FONCTIONS EXPONENTIELLES

aléatoire sous-gaussienne (ou gaussienne généralisée, cf. [Sto74)), i.e.

02
Ik >0, V0 € RY, E[exp ((6,U1))] <exp <K|2| > . (1.2)

La suite (Un)n>1 sera appelée bruit blanc sous-gaussien.

On rappelle que Uy, en tant que variable aléatoire sous-gaussienne, admet un moment expo-
nentiel d’ordre 2 au voisinage de 0, i.e.

dr>0, E [eXp <7‘|U1|2)} < 400. (1.3)

La preuve est donnée en annexe (section 5), ainsi que la preuve du lemme suivant utilisé par
la suite.

Lemme IlI.1:
Il existe K > 0 tel que pour tout 0 € [0, 7] et tout h €]0,1],

h
Vo eRI, E [exp (\/E@, Uy) + heyU1\2>] < exp <mg’”’2 + Kh> . ¢

Avant d’étudier les propriétés de stabilité du schéma, commencons par donner un résultat

préliminaire sur le controle des accroissements de (X")n>0'
=

Lemme I11.2:
Si V est une fonction positive vérifiant [VV[*> < CyV et telle que |b]* < Cy(¢p o V) et
Tr(oco*) < Cy(¢p o V') ot ¢ est une fonction positive, alors

V1 |V(Xa) = V(X-t)l < CyAay/ (@0 VIV (Xnor) (14 0%) ¢

Preuve. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]0, 1] tel que pour tout n > 1,
V(Xn) - V(Xn—l) = <VV(§n), AXn>7 (1'4)

avec &, = tX, + (1 — ) X_1. Donc |[AV(X,)| < CvvVV (&)|AX,|. Comme [VV[* < CyV,
V'V est Lipschitz de coefficient L /v etona

|AV(Xn)| < CV\/V(Xn—l)|AXn| + CVL\/V|AX7L|2'

D’autre part, puisque [b]> < Cy(¢po V) et Tr(0o*) < Cy(po V) on a

‘AXH‘ < ’Yn‘b(Xn—l)’ + \/’Y_n‘U(Xn—l)Un‘a
< C\/%\/ (25 © V(Xn—l) (1 + ‘Un‘) .
La convergence vers 0 de (’Y")n>1 permet de conclure. #

Remarque: Dés ce lemme apparait une condition de domination sur le drift b qui n’était jamais
présente dans le chapitre Il. Le contréle des accroissements, et la gestion du reste d’ordre 2
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dans la formule de Taylor sont spécifiques au cas discret et nous obligent a travailler sous
des conditions plus restrictives sur b et o. Typiquement, la fonction de Lyapounov V est
quadratique i.e. V(z) = |z|*> + 1, et b et o sont sous-linéaires i.e. |b(z)| < Cp(|z|+1) et
lo(z)] < Cy (2] +1). *

. Stabilité

On étend tout d’abord la notion de stabilité définie pour la diffusion (xt) au schéma

>0

d’approximation (X n) n>0"

Définition 111.1. Un schéma d’approximation (Xn) construit a partir d’une suite de pas

n>0
(7”)n>1 vérifie une condition de stabilité de type (V,¢,ng) s'il existe une fonction V' €

€*(R%,[1,400[) et une fonction ¢ € €([1, +00[, Ry telles que
L limyy) 400 V() = +o00,
2. ¢ vérifie : Vx € [1,400], ¢(x) < z et lim, 4 ¢(z) = +00,
B[V (Xni1) | Ful = V(Xa)

Yn41
Comme pour la diffusion, on dira que la condition de stabilité est forte lorsque ¢ = Id.

3. Ja >0 et 338 > 0 tels que Vn > ng, < —a(poV)(X,) + 5.

Remarque: On rappelle que le générateur o/ de la diffusion (ajt) de semi-groupe de tran-

sition (Pt)t>0 vérifie
=

>0

Vf e C2RLR), o f(z) = FB%M 2.1)

Cela souligne I'analogie entre la condition de stabilité de la diffusion et celle du schéma, et
E[V(X In] — V(X
I'importance par la suite de la quantité V(Xn41) | ] ( ") *
Tn+1

Un schéma vérifiant une condition de stabilité peut s’étudier avec les mémes méthodes que
la diffusion. Commencons par montrer un équivalent au théoreme I1.1.

Théoreme I111.1:

vérifie une condition

On suppose que le schéma d’Euler construit a partir de la suite (’Y")n>1

de stabilité de type (V, ¢,ng). Alors,

— si (9")n>0 est une suite positive décroissante telle que Zn>1 Onyn < 400, on a

E| Y 0n(@oV)(Xnm1) | Ty | < +o0 pos.

n>ng+1
et lim 6,V(X,)=0p.s.
n—-+00
- si E[V(X,,)] < +o0 et que la condition de stabilité est forte supE [V (X,,)] < +oo.

n>0

On prouve ce théoréme a partir du lemme suivant.
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Lemme 111.3:
Soit V' et V deux fonctions positives de R® vérifiant : il existe ng > 0, o > 0 et 3 > 0 tels
que

vn Z Ny, E [V(Xn-i-l) ‘f}\n] - V(Xn) < _a’an(Xn) + 5’}%' (2'2)
Si (Hn)n>0 est une suite décroissante positive telle que Zn>1 Onyn < 400, alors
E| Y 0yV(Xn1) | Fny| <400 pas.
n>nog+1
et lim 60,V(X,)=0p.s. ¢
n—-+00

Preuve. On considere la suite (Sn) . définie pour tout n > ng par

nz=n

n
Sn=Znta > V(X)) +B Y Ok,
k=no+1 k>n+1
n
ot Zp = Ok (V(Xp) = V(Xpo1)) + OnpV(Xny).
k=nop+1

e Montrons tout d’abord que pour tout n > ng, S, = 0. Comme V est positive et que les suites

(Hn)n>0 et (7”)n>1 sont positives, il suffit de montrer que pour tout n > ng, Z, > 0. Par la

transformation d’Abel, on a

n

Zu= % (b1 = 00) V(Xiot) + 6,V (X,).
k=no+1

La décroissance de (9")n>0 et la positivité de V permettent de conclure.

e D’autre part, par la condition (2.2) on a pour tout n > ny,

E [Zn-i-l ‘ rgsn] < Zn - aen-ﬁ-l’}’n—i—lv(Xn) + ﬂen-i-l’}/n-i-h (23)

ce qui implique E [Sy,4+1 | #,] < Sp. Ainsi, (S")n>no est une surmartingale locale positive
qui converge alors presque stirement vers une variable aléatoire positive S, finie presque
sturement. De plus, pour tout n > ng, E[S, | %,,] < +00 p.s. La premiere partie du lemme
est donc prouvée.

e On déduit aussi de la convergence de (S”)n>n0 la convergence presque sure de (Z")n>n0'

Comme la suite (Hn) est décroissante et convergente vers 0, le lemme de Kronecker s’ap-

n>0
plique et donne la convergence presque stre de (QnV(Xn))n>0 vers 0. #

Preuve (du théoreme Il1.1).

e Le premier résultat s’obtient en appliquant le lemme précédent avec les fonctions V et V =
poV.

e Comme la condition de stabilité est forte (¢ = Id), il existe a > 0 et 5 > 0 tels que

vn = no, E[V(Xp1) [ Fn] < (1= avni) VIXn) + B,
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En prenant l'espérance, on obtient par récurrence

sup B[V(X,)] < 2 VE V(X)) ”

n>no (6%

La proposition suivante est primordiale car elle fait le lien entre la condition de stabilité de
la diffusion et celle du schéma. De plus, on voit en comparant ce résultat a la proposition I.1
qu’on peut obtenir une condition de stabilité pour le schéma avec la méme classe de fonction
que celle obtenue pour la diffusion.

Proposition I11.1:
Supposons que </ vérifie une condition de stabilité de type (V,¢,a). Si la fonction V' est
essentiellement quadratique, i.e.

Cy >0, [VV?<CyV et p= sup |DV| < +oo, (2.4)
z€R4

et si les coefficients b et o vérifient les conditions de domintation suivantes :

Vv
30, > 0, [p> < Cy(doV) et Tc€)0,1], IC, > 0, Tr(oo*) < cﬁ%, (2.5)
alors le schéma d’Euler de pas décroissant (7“)n>1 vérifie une condition de stabilité de type
1
(exp(AV®), pa¢) avec X < A et prc(r) = —. ¢
«CvCati 5P (log(x) /)<

Notons que les hypotheses (2.4) et (2.5) sont bien plus fortes que ’hypotheése de domination
Tr (6*(VV)®20) = 0((¢ o V)V'~) apparaissant dans la proposition II.1. La condition (2.4)
oblige le gradient de V' & étre Lipschitz, et la condition (2.5) implique que le drift doit étre
sous-linéaire. Cependant, de nombreuses diffusions vérifient ces hypotheses.

Remarque: Malgré la similarité de ce résultat avec la proposition Il.1, la preuve est relative-
ment différente. En effet, on ne peut pas remplacer la formule d’It6 appliqué a exp(AV*®) par
la formule de Taylor et obtenir le résultat en contrélant le reste d’ordre 2 : les hypothéses
sur Uy seralent trop restrictives et n’inclueraient pas le cas gaussien. On procéde donc diff-
féremment en appliquant la formule de Taylor & V' et en utilisant la concavité de (x — z°)
et la convexité de la fonction exponentielle. *

La condition A < gj&, est une condition technique qui n’est pas restrictive lorsque Uy est

borné car dans ce cas 7 = +o0.

Preuve. On rappelle que ¢ €]0, 1]. Par concavité de la fonction (z — z°) on a
VE (Xna1) = VE(Xn) SVTHX) (V(Xpa1) = V(X)) (2.6)

et la formule de Taylor appliquée a V entre X,, et X,,+1 donne

V(1) = V() + (VY (X0, AXir) + 5DV (i) - (AXp ),
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avec &1 = tXp41 + (1 — )Xy, t €]0,1[. Comme p = sup,cga [|D*V(z)|| < +00 on a
V(Xat) < V(X)) + (VV(X0), AXpir) + S AN (2.7)

Par définition du schéma (Xn) on a

n>0
A—X*n-‘,-l = ’Yn-i—lb(Xn) + v ’Yn—i—lO'(Xn)Un-i-ly
3
|AXn+1|2 = 7721+1|b(Xn)|2 + 2%3-4—1 (b(Xn),0(Xn)Uns1) + 7n+1|0'(Xn)Un+1|2,

donc d’apres (2.7) et (2.6) on a

Vg(Xn—i-l) < Vg(Xn) + §V§_1(Xn) <’Yn+1 (VV, b) (Xn) + \/’Yn—-i-l<vv(Xn)a U(Xn)Un+1>

p 3
+ 571%+1‘b(Xn)’2 + P'Yyi-i-l(b(Xn)a 0(Xn)Ung1)

+ gfynﬂ Tr(aa*)(Xn)]UnH\z) .

Comme &7 vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, «) on a

TtV 0)(X0) < —ami1(6 0 V)(Xa) + st — 33m11 Te(o" (DV)r) (Xo),

oV
< —aYnt1(9 o V)(Xn) + Byns1 + Cynna <¢?> (Xn),

d’apres (2.4) et (2.5). De plus, |b(z)]* < Cy(¢ o V)(z) donc en notant ¢y = ¢§}V, on a
(poVIVET =y Ve et

Vg(Xn-i-l) < Vg(Xn) - §a7n+1(1/}va)(Xn) + 6§’Yn+1vg_l(Xn) + C’Yn—i-le(Xn)

spC
L2 V) (X) + Ania (Ko, Unir), (28)

avec

An(2,9) = AV @)(VV () + prynb(2), 0 (2)y) + %%Vg_l(:v) Tr(00™)(2)|y|*.

Comme pour tout = € R?, Tr(oo™*)(z) < Cy(¢po V)(z)V5(x), on a

Vv
< VAV T @)(VV (@) + prnb(a), o (2)y) + Cratdy (2)|y|*. (2.9)

An(z,9) < VTV @) (VV (@) + prubla). o (@)y) + O (¢ ° V) @)yl
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27 /\

Soit A € ] e <CVC —

[. En combinant (2.9) et (2.8) on obtient pour tout n > 0,

B [exp(AV* (X,11))| 7] < exp(w<<xn>—Aca%+1<wvv<><xn>+o%+1wv<xn>

FAB V) + 2B V() ) LX) (210

avec Ly(z) = E {exp (Ag/’%V“%x)(VV(a:) + pynb(z), 0(x)Uy) + )\gpcg Vv (T )‘U1‘2>]-

Majorons maintenant L,(x). La suite (%L)n>1 converge vers 0 donc il existe ng = 0 tel

que VYn = ng, v, < 1. De plus, A < ggga donc on peut appliquer le lemme IIl.1 avec

v o= d}‘i‘g Voo Yz)o*(z) (VV () 4+ pymb(x)), h = yntby (z) (car 1y < 1) et § = % ce
qui donne Dexistence de K > 0 tel que pour tout n > 7g et tout z € R?

’Ynl/}\/(x) K, 2
m§|v| +K7n¢V($)> - (2.11)

Ln(z) < exp <

D’une part, on a
vy @)ol” <XV (@) Te(oo™) (@) (IVV (@) + 207 (VV; ) (@) + p2 b))

(%57 ) @l < XeCov=2(@)6 V@) (Cr V) + 200, + 723G 00 V)0),

V

et en posant C; = )\2g2C’U,02C'b et Cy = 2)\2§200pﬁ, on a

0] < A232C,Cp Ve (x) + Cry2 (Py Vo) (@) + Covn Vot (),

<A
SN POy Ve () + Cryp (P Vo) (@) + Coys (2.12)

car vy <1,V >=1et¢c< 1.
D’autre part, on a

o
- ’anv

’Ynl/}\/
1- ’Ynl/}\/

Par la décroissance de la suite (y,) -, et par (2.12), on déduit de (2.11) qu'il existe Cy > 0

= ’Ynl/}\/ +

et Cy > 0 tels que pour tout n > 7g et tout = € R?

2.2 .
L,(z) < exp <%%(¢Vv<)(m~) + C1Y2 (hy Vo) (z) + Cg’ynwv(x)> . (2.13)

En combinant (2.13) et (2.10), on montre aisément qu’il existe C1 > 0 et Co > 0 (nouvelles
constantes) telles que pour tout n = ng et tout = € R¢,

E|exp(AV*(Xn11) ‘Jn] €Xp (’\Vg(Xn) = A1 (Pv V) (Xn) + ABYns1V T (Xn)

\2¢2C, 0
LA VK

O Ay V) (Xo) 4 Cura (V) + O (X))
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A2C,Cyv i
2

Comme A < %, on pose @ = ¢ — > 0 et on a pour tout n = ny,

E [eXp(/\Vg(Xn+1))‘gn] < exp (Avg(Xn) - Ad'yn—l—l(wVVg)(Xn) + )‘gﬁ’7n+lvg_1(Xn)
# OO V() + Cornatv (X,) ).
Soit & €]0, &[. On rééerit alors cette inégalité de la fagon suivante
E |:exp()\V§(Xn+1))‘§n] < eXp((l - d’}’n-i-le(Xn)))‘vg(Xn)

+ 547n+1¢V(Xn)Rn+1(X”)> ,

Yv (@)
que Vn > nq, v, < @ . Alors, par convexité de la fonction exponentielle on pour tout

en posant R,(z) = % ()\ (a—a)Ve(x)+ /\gﬁvqil(x) + C1mVe(x) + 02). Soit ny > ng tel
nz ny,

E[expOV (Xo1))[ Fa] < (1= Gvns10v (X)) exp(AVE(X,))
+ @Yns1¥y (Xn) exp(Rost (X)), (2.14)

Il reste & montrer que pour n suffisament grand, la fonction R,, est majorée. Comme (%L)n>1

tend vers 0, et que & < @, il existe no > 0 et € > 0 tels que

A Vs C
b + 2

Vn = ng, Rp(r) < R(x)=—eV*(x)+ & o &

La fonction R est continue et négative hors d’un compact car ¢oV et V tendent vers l'inifini
A infini. Ainsi, R. est majorée par § sur R%. A partir de (2.14), on obtient le résultat annoncé
en prenant 3 = @exp(f) et n = ny Ans. #

Remarque: Le cas ¢ = 0 se démontre exactement de la méme fagon. Dans ce cas, le schéma
d’Euler (X”)n>0 construit a partir de la suite (%L)nZ1 vérifie une condition de stabilité de
type (VP,¢p,) avec p € ]1, 1+ % [ 1I est intéressant de remarquer que lorsque C, tend
vers 0 (c’est a dire que le coefficient de diffusion est négligeable devant /¢ o V'), alors p tend
vers 'infini. *

Contrairement au cas polynomial sous une condition de stabilité forte traité dans [LP02], il
n’est pas immédiat d’obtenir E [W(X,,)] < 400 ou W désigne exp(AV*) dans notre cadre et
VP dans le cadre polynomial. En effet, 'inégalité (2.14) n’est pas exploitable car elle est vraie
pour n = nj et on n’a a priori aucune information sur E [IW(X,,)]. Il est toutefois possible
d’obtenir la L'-bornitude des W (X,,) pour des W = exp(AV*) oll A est suffisamment petit.
C’est I'objet du corollaire suivant.

34



2. STABILITE

Corollaire 111.1:
On se place sous les hypothéses de la proposition Ill.1. Si la condition de stabilité est forte,

2 27
A E AVS (X, .
v Cor S0y S0 [exp(AV*(Xp))] < +o00 .

alors pour tout A <

2a A 2T
CyvCor <pCy’
Montrons tout d’abord que pour tout n > 0

Preuve. On note \ =

WA €]0, AL 3V €]\, A, E[exp(w<(xn+1))(%] < Cexp(NVE (X)) (2.15)

Soit n > 0. Par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction (x — exp(Ax)),
il existe Y,1+1 € (V(Xy), VS (Xnt1)) tel que

exp(AVS(Xp41)) — exp(AV*(Xy)) = Aexp(AYp11) (VS (Xnt1) — V(Xn))

Or, par le lemme 111.2, on sait que [AV (X,,)| < C /7 V(Xn-1) (1 + |Un|2> donc par concavité

de (x — z°) on obtient
exp(AV* (Xnt1)) — exp(AVE(Xn)) < ACy/ i1V (Xn) exp(AYpi1) (1 + ’Un+1\2> :

Par croissance et positivité de 'exponentielle, exp(AY,,+1) < exp(AV(X,,))+exp( AV (Xp41),
donc en injectant cette majoration dans l'inégalité précédente et en prenant ’espérance
sachant %, il existe C; > 0 et Cy > 0 tels que

E[exp(AV< (X11))[F] = exp(AVS(X,)) < CLVS(X,) exp(AVS(X,))

+ Ogvg(Xn)E[eXp(AW(XnH)) (1 + |Un+1|2> ‘%} (2.16)

Par I'inégalité de Young, on a pour tout € > 0,

_c
14¢

€

E[exp(\VS(Xp51)) (14 1Uni1?) [ 7] < I—LE[exp@(l + )V (Xns1))| T +

(14¢)/ _
avec K. = E [(1 + ‘U1’2> ) E]. Pour ¢ tel que A(1+¢) < A, on a par la proposition Ill.1

E [exp(A(1 + )V (Xn41)) | Znl < exp(A(1 +)V(X0)) + B 1.

Par ces deux inégalités combinées avec (2.16), on en déduit (2.15) (avec N €]JA(1 + €), A[).

En prenant l'espérance, et par une simple récurrence, on déduit de (2.15) que pour tout
A €]0, A[ et pour tout n > 0, E[AVS(X,)] < +oc. Le corollaire est obtenu en appliquant le
théoreme I11.1. #

Remarque: Ce résultat n’est pas forcément nécessaire pour I’étude des mesures empiriques

pondérées mais il est tout de méme important de noter que (V(X,)),>, & des moments
=

exponentiels. *
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. Mesures empiriques pondérées

On introduit maintenant les mesures empiriques pondérées du schéma (X")n>0' On se donne
une suite (nn) de réels positifs tels que lim H, = +oo ot Hy, = > ;_; Nk, et on définit
nzl n——+00 -

la suite (uﬁ)n>1 des mesures empiriques de (X”)n>0 pondérées par (nn)n>1 de la facon

suivante :

1 n
=1, vl(de) = o > b, (dz). (3.1)
" k=1

On appellera souvent (nn)n>1 la suite de poids associée au schéma (X")n>0'

Remarque: La suite (nn)n>1 n’est pas supposée convergente vers (. Un choix naturel est de
prendre n, = 1 pour tout n > 1, ou bien (nn)n>1 = (7“)n>1‘ Le fait d’étudier la convergence
de (Vﬁ)n>1 pour toute une classe de suite de poids est motivé par I’étude des vitesses de

convergence qui permet d’obtenir une suite de poids optimale. *

Pour s €]1,2], on introduit les conditions suivantes sur la suite de pas (7")n>1 et la suite de
poids (nn)nZ1 :

s ) (7))
— A=) <400 et < 400, (CI™)
ZH + nZZ:l Hy\/7n

n>1 in Tn

1 1 ’
< <AT7_"> > et <— ( fin > > sont décroissantes. (D27)
YnHp, Tn/ 4 n>1 Yn \ Hnr/n n>1

La condition (C7) est suffisante pour montrer la tension lorsque la condition de stabilité est

forte (¢ = Id). Dans le cas contraire, il faut lui ajouter la condition (DJ”) afin de pouvoir
appliquer le théoreme I11.1.

Ces conditions ne sont pas restrictives, et de nombreux choix sont possibles. Par exemple si
on considere des suites de la forme “puissance” i.e. v, = n~P avec p €]0,1] et n, = n~7 avec
q < 1, les conditions (CI7) et (DI7) sont vérifiées si et seulement si

(¢,p) € <0, @) x (—o0,1] U {(@1)}

3.1. Tension

La tension s’obtient en suivant le méme schéma que la diffusion. La proposition ci-dessous
est 'analogue de la proposition I1.2.

Proposition 111.2:

On suppose que &/ vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, ), et que les hypotheses
2c 2T

sCyvCyk A cpCy

de croissance (2.4) et (2.5) de la proposition .1 sont satisfaites. Soit A =
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et A < \/s. Si les suites (M), €t (mn),~, vérifient pour un s €]1,2],

(CI) si sup E [exp(AV*(X,,)] < +o0,
n>0 (3.2)
(CT7) et (DF7)  sinon,
alors
1 & poV .
— Xn_ .S.
ig:l) i kE:1 Mk < v exp (A\V )) (Xg—1) < +o0 p.s ¢

L’analogue de la martingale continue (Mt) utilisée dans la preuve de la proposition 1.2

>0
est la martingale discrete (M")n>0 nulle en 0 et définie pour tout n > 1 par

Pour les martingales discretes, le théoréeme de Chow (rappelé en annexe) permet d’obtenir
la convergence de la martingale sous une condition plus faible que la finitude du crochet
(critere que 'on a utilisé dans le cas continu). Pour cette raison, il est possible de prouver la
tension pour des fonctions plus grandes que dans le cas continu. Cela introduit par contre une
restriction sur les pas et les poids : c’est le role du parametre s introduit dans les hypotheses
(CI7) et (DF7). Une des difficultés de la preuve est la vérification de la condition du théoréme
de Chow.

Preuve. Pour tout A < A, on note Wy, = exp(AV®) et ¢y de sorte que ¢y (Wxc) =

1
boV - o(tog)/ )
Wy, c’est-a~dire r)=r—~.
< Vo) el = T
Par la proposition Ill.1, on sait que le schéma vérifie une condition de stabilité de type
(WAm ¢>\7§) pour tout A < \.

Soit Ao < /s, alors il existe ng =0, & > 0 et @ > 0 tels que

E |:W)\07<(Xn+l) ‘yn] = Wi (Xn)

Yn = ng, " < —d(@\o,g ° WA0,<) (Xn) + 3, (3.3)
donc
izn: W )X <~ SV (. (X — B[, (x| 7 p
T k:1?7k(¢,\0,< o Wip) (Xk—1) < A 2 % ( Aoys (Xk—1) [ oss k)‘r/k—l}) +5
Ainsi, il suffit de montrer que
sup = Zn: Tk (on,g(Xk_l) — E[on,g(Xk)‘ﬁk_l]) < 400 p.s. (3.4)

H
n>1 L1in =1 Vi

Pour cela, on introduit W), ¢(Xj) (le retranchant et 'ajoutant) dans la différence et on étudie
les deux sommes moyennisées obtenues.
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e D’une part, par la transformation d’Abel on a, en posant 79 = 0,

n

1 1 Mk n
D 2 (W (Xa) = W (X)) = 7 3 (A2) Wi (i) = 22003, X,

" k=1
<4 Zn: (A%> Wg.o(Xi_1). (3.5)
Hn =1 Vi + ’

1
Prouvons que Z I <An—"> Wi o(Xn-1) < +00 p.s..
+

a1 n Tn

- Si sup,, E [W)\()S(Xn)] < +00, alors

3 HL <A77_“>+E[W/\07<(Xn_1)] <Y Hin (An—">+ sup B [W, «(Xn)],

n>1 Tn n>1 Tn n>0

1 n .
et par (CI7) on a Z I <AZ—> E [Wy,.c(Xn-1)] < 4+00. On conclut par le théo-
n>1n n/ 4

reme de convergence monotone.

— Dans le cas général, on considere X €]\g, A[. La condition de stabilité de type (W ¢, dac)
et les hypotheses (CI7) et (D7) impliquent, par le théoreme Ill.1 appliqué avec

(en)n>1 - ('Yan” <A%)+>n>17

Z Hi (An_n> (¢>\7a © WA,c)(Xn—1) < 400 p.s.
+

n>11m n

On conclut aisément en remarquant que Wy, ¢ = o(¢xo 0 Wi o).

Le lemme de Kronecker appliqué avec la suite (H")n>1 donne alors

: 1< Mk
| — A=| W Xi_1) = .S.
n—1>r-‘11-loo H,, ; < 7k>+ )\O&( k 1) 0 ps

et d’apres (3.5),

— 1 ¢
fim % (Wi (K1) = Wiy (X)) <O p.s.
" k=1

n—-4oo

1 n
e Montrons maintenant que lim I Z [ (WAO’C(X;C)—E [on,g(Xkﬂffk_l]) = 0p.s.. Pour

n—+too My =1 Vi
cela, on considere la martingale (Mn)n>0 nulle en 0 et définie pour tout n > 1 par
~ 1
k
My =37 P (W o(Xk) = E[Wig o (X0)| Fr] ). (36)
=1 kVk

Par le théoreme de Chow (cf. théoreme 111.3), la martingale (M”)n converge presque sure-

>0
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ment si
M \° s
nE>1 <—Hn7n> E[(”Ao&(XH) - E[”Ao,((;(nﬂyn—l]) 9n—1:| <+oo p.s. (3.7)

11 suffit donc de prouver (3.7) et d’appliquer le lemme de Kronecker a (3.6) avec la suite
(H")n>0= pour obtenir le résultat souhaité.

Montrons (3.7). En notant AWy, ((X5,) = Wy, .o(Xn) — Wi,o(Xn—1), on a par convexité de
(x—2%) (s> 1)

+ ‘E [AW)\O,Q(Xn) ‘jn_l]

W 06) — B[ ()] Zc][ < 27 ([0

et par I'inégalité de Jensen

S

‘E[AW,\O,g(Xnﬂﬁn_l]

"<E HAWM(X”)

tg;n—l:| )

donc

s

B W) ~ E W ()] Fo1]

jn—1:| < 2°E HAW>\0,§(XH)

’ ‘ Fa|.  (38)

La formule de Taylor appliquée a la fonction (z — exp(Moz)) entre V°(X,,) et Vo(X,_1)
donne

|AWo6(Xn)| < Xo(exp(MoVE(Xn)) + exp(AoVE (Xn—1)) | AV (X5)]. (3.9)

Par le lemme 1112, on sait que |AV(X,)| < C\/Fn\/ (00 V)V (Xp_1) (1 + |Un|2) donc par
le théoreme des accroissements finis appliqué avec (x — x°), par V > 1 et par ¢(x) < z on a

AV(X)| < SCVARV (Xn-1) (14 U ?)
Ainsi, de (3.9) on obtient
B [| AW, o(Xa)[" | Fat] < O (V (Xnm1)E (W3, () (14 10aF) | ]
+ V(X )W, (X 1)E [(1 + \Un\Q)S \ ffn_l]). (3.10)

Soit A €]sAg, Al I est clair VW3 = O(exp(AV*)) donc

V(X ) W3, (X ) [ (14 \Un\Q)s ‘ Fna] < Coxp(AWV (X)), (3.11)

D’autre part, par 'inégalité de Young, on a pour tout € > 0

€
1+¢

B (W3, (%) (14 10P) | Zamt ] < =B [W3 (0)

>\ng

3?”_1] v+ K., (312

1+¢

s(1+e)/
avec K. = E [(1 + |U1|2) ) E]. On choisit € tel que A\gs(1 4+ ) < X de sorte que 'al-
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gorithme vérifie une condition de stabilité de type (W s(14¢)c) Pros(i42),c)- Or, il est clair
que

Ve <¢;V> exp(Aos(1 +e)Ve) < Cexp(AV?), (3.13)

donc en insérant (3.13), (3.12) et (3.11) dans (3.10), on obtient

E [|AWy, (5] | Fas] < O/ exp(WVS (X, 1)) + Conl2

Soit par le théoréme de convergence monotone combiné avec (CJ7), soit par le théoreme 1.1
combiné avec (CI7) et (DZ7), on en déduit que

Z (Hnn > E HAWAO,C(XH)‘S ‘jn_l] < 400,

n>1 nIn

c’est a dire (3.7). #

3.2. ldentification de la limite

Il reste a prouver que toute valeur d’adhérence de (Vﬁ) est probabilité invariante du pro-

n>1

cessus (ajt) Soit v4, une valeur d’adhérence de (l/g)n>1. D’apres le théoreme d’Echeverria-
=

>0
Weiss, exprimé en terme de fonction de Lyapounov dans le corollaire 1.2, il suffit de montrer
que pour toute fonction f € C%((Rd), fRd & fdrvs = 0. C’est I'objet de de la proposition

suivante.

Proposition 111.3:
Sous les hypothéses de la proposition 111.2, on a

n—-+o0o

R
Vf € CR(RY),  dm o e/ f(Xp-1) =0 pos. ¢
" k=1

On commence par prouver le lemme suivant.

Lemme I11.4:
Sous les hypothéses de la proposition /1.3, on a

J(Xk) | Fre—a] = f(Xi—1)
Yk

Vfe€:(RY), lim an <

n—-+4oo H

—fQ{f(Xk)> =0 p.S. ’

Preuve. Par la formule de Taylor appliquée a f entre X,,_1 et X,, on a

E[f(Xnﬂyn—l] — [(Xn-1) = e f(Xp1) + ’YnDQf( ~1)- b(Xn—l)®2
+ E [R2(Xn—17 Xn)|gn—l] )
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avec Ry(z,y) = f(y) — f(z) — (Vf(2),y — ) — $D*f(z) - (y — 2)®2. 1l faut donc montrer que

n—-+o0o

) 1 & E|Ry(Xp—1, Xk)|Fr-1
lim - > o m ('Vszf(Xk—l) b(Xp—1)®? 4 [ o | 1) — 0 ps.
" =1

Comme D?f est une fonction & support compact, on a

1 n
I > D (Xi1) - b9 (X )
" k=1

1 & s
< Hsz . b®2HooF an’}’k b3, 0, (3.14)
" k=1

car (7”)n>1 tend vers 0.

1 n
Il reste & montrer que lim — Z %E [Rg(Xk_l, Xk) ‘ﬁk_l] = 0 p.s. On introduit la fonction
n Hp, =1 Vi

continue ro définie sur R x R par ro(z,0) = sup |D?*f(z) — D*f(x)|. La fonction ro
2€R%,|z—x|<6
est croissante en § et bornée, et vérifie

1
V(I’,y) €R2d7 ‘RQ(x7y)‘ < §T2(‘T7‘y_x’)’y_w‘2

Comme | X}, — Xk_1]2 < CyV(Xk—1) (1 + \U1]2), il suffit de prouver que

e omV(Xm) [ ra(n,suw) (14 o) nldw) 20, (319
" k=1 Re

ott 0p(u) = Yb(Xp—1) + /YKo (Xp—1)u et ot p(du) est la loi de Uy. D'une part, pour A >0
fixé, la suite (6k(u)1{‘Xk71‘<A})k>1 converge presque surement vers 0, donc
lim T’Q(Xk_l, 5k(u))1{‘xk71‘<‘4} =0 p.S.

k—+4o00

De plus, 3 est bornée et U; admet un moment d’ordre 2, donc par le théoreme de convergence
dominée on en déduit que

lim TQ(Xk_l,5k(u))1{‘xk71‘<A} (1 + ]u!2) ,u(du) =0 p.s.
k—+o00 Ry

et par suite
1 s
A anV(Xk—l) /R r2(Xk—1, 0k (w)1{1x,_ <A} (1 + \U\2> p(du) == 0.
n k=1 q
D’autre part, il existe A > 0 tel que sup,, > vn (exp(AV)) < 400 p.s. donc
— 1 ¢
lim > oV (Xk1) /R r2(Xk—1, 0% (u) 1 x,_, >4} (1 + !u\z) p(du)
n k=1 q

T su & sup v, (ex
<l 0 (rgery) e OV))
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CHAPITRE lll. INTEGRATION DE FONCTIONS EXPONENTIELLES

On conclut en faisant tendre A tend vers 'infini. #

Preuve (proposition 111.3). D’apres le lemme II1.4, il suffit de prouver que

lim
n—-4o0o

" Z k F(Xk) | Fr—1] — f(Xp—1) —0 ps.

Vi

pour toute fonction f € €2 (Rd)

Tout d’abord montrons que hm — Z nk f(Xk) — f(Xk—1)) = 0 p.s. En posant ng = 0, on
'Vk
" k=1

obtient par la transformation d’ Abel

—Z"’“ FXn) — F(X) = = ( (82 soxn - 22 <Xn>>,
k

avec f = f 4 || f|lo- Alors f >0 et on a

n

7 2 ) - S0 < 5 3 (%) 7
+

o Vi

On conclut en utilisant la bornitude de f , (CI7) et le lemme de Kronecker (appliqué avec la
suite (H")n>0)'

On introduit la martingale (Mn) nulle en 0 et définie pour tout n > 1 par

n>0

M, =" T (B(f(Xp) | Proa] — F(XR)).

Cette martingale se gere de la méme facon que dans la preuve de la proposition [11.2. On
montre par convexité de (r — x°) et I'inégalité de Jensen que

S B[IAM, | Z] 4z< n%) [(F(Xa) = F(Xu1))* | 2]

n>1 n>1

Or, la fonction f est Lipschitz, et |AX,| < C\/Yn(¢ o V)(Xn-1) (1 + \Un‘2). Donc

ZEUAMnﬂffn 1 CZ< ) (poV)(Xpn_1) p.s.
n>1 n>1

On conclut comme dans 1.2 via le théoreme I11.1. #

Remarque: Faire intervenir la fonction f dans la premiére partie de la preuve nous permet

d’obtenir lidentification de la limite sous les mémes conditions sur les suites (%L) et

n>1
(nn)n>1 que celles nécessaires a la tension de (Vﬁ)n>0. Notamment, la condition (peu res-
1 n

otive) lim —
trictive) im - Z

" k=1

= 0 requise dans [LP02] et [LP03] n’est plus nécessaire. *

AT
Vi
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4. CONCLUSION

4. Conclusion

On vient de voir que la notion de stabilité et les méthodes de martingales introduites pour
I’étude de la diffusion se transposent tres bien a I’étude d’un schéma de discrétisation tel que
le schéma d’Euler de pas décroissant. La décroissance du pas de discrétisation vers 0 permet
d’approcher de facon directe le régime stationnaire de la diffusion. On obtient notamment le
théoreme ergodique suivant qui résume ’étude faite dans ce chapitre.

Théoreme 111.2:
Supposons que o vérifie une condition de stabilité de type (V, ¢, a) avec V essentiellement
quadratique (i.e. vérifiant (2.4)) et que les conditions suivantes sont vérifiées :

poV

3C, >0, 2 < Cy(¢poV) et Ts€]0,1], ICy4 > 0, Tr(oo*) < Cy e

Si les suites (%)n>1 et (nn)n>1 vérifient les conditions (CI") et (DI") pour un s €]1, 2], alors
toute valeur d’adhérence des mesures empiriques pondérées (Vﬁ)n>1 est mesure invariante
de I’EDS.

Si la mesure invariante v est unique, alors pour toute fonction mesurable f telle que f =

1 2« 2T
¢poV
0(T exp(/\Vg)) avec \ < B <§Cvc0/€ A ng(I), on a

1 n
— f(Xe) 25 | flo)v(da). *
Hﬂ;nk k—1 /Rd

On rappelle que la condition (D?”) n’est pas nécessaire si la condition de stabilité est forte
(cf. corollaire 111.1).

Ces techniques de martingales sont donc tres efficaces pour obtenir des approximations de
la mesure invariante. De plus, elles peuvent aussi étre utilisées lorsque 'EDS est dirigée par
un processus de Lévy a la place d’un brownien (voir les travaux de F. Panloup dans cette
direction).

A priori, il est impossible par ces méthodes de montrer un “vrai” théoreme ergodique, c’est a
dire de moyenniser toute fonction de L'(v). Cependant, on peut s’appocher d’un tel résultat
pour une classe de diffusion restreinte en prouvant que le schéma d’Euler converge presque
strement et suffisament vite vers la diffusion. C’est ’objet du chapitre suivant.

5. Annexe

Lemme 111.5 (de Kronecker):

Soient (an)n>0 et (b”)n>0 deux suites réelles. Si (bn) est une suite positive croissante

n>0

a 1 &
vers +oo telle que la série Z b—n converge, alors lim — Z ar = 0. ¢
k=0

n a
n>0 " n
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CHAPITRE lll. INTEGRATION DE FONCTIONS EXPONENTIELLES

Théoreme 111.3 (de Chow):

Soit (M")n>0 une (ffn)nmfmartingale. Alors
Vs €]1,2], M, £ M., sur 'événement ZEUAMN\SV}”_J < 400 p. *

n>1

Rappels sur une variable aléatoire sous-gaussienne

Montrons qu’une variable aléatoire sous-gaussienne U; de R? admet un moment exponentiel
d’ordre 2 au voisinage de 0, i.e.

ir >0, E [eXp <7‘|U1|2)} < 400. (5.1)
D’apres la définition (1.2), on a pour tout # € R? et pour tout 5 > 0
vt >0, P[0, U1)] > | = Plexp(81(6,U1)]) > exp (51)],

2|61
< exp —ﬁt+ﬁ67 .

En optimisant le terme de droite de I'inégalité précédent en (3, on obtient la majoration

t2
VO ERYL V>0, Pl0.U) >t <exp(———0 ). 5.2
0001 > 1] < esp (-1 52

Le nom de variable aléatoire sous-gaussienne provient de cette inégalité qui stipule que la
queue de distribution de U; se trouve sous celle de la distribution gaussienne.
D’autre part, I'inégalité Holder donne
) d I
E [eXp <7‘|U1| ﬂ < H (E [exp (dr(U?) )D (5.3)

1=1

avec Uli = (U, e;) ou e; est le i-eme vecteur de la base canonique orthonormée de R, Or,
pour tout i € {1,...,d}

E [exp (dr(U})?)] :/1+OOP[|Uf| > \/(dr)1 ln(t)] dt,

et d’apres (5.2) appliqué avec 6 = e;, on obtient

. +oo n
Vie{l,...,d}, E[exp(dr(U})?)] < /1 exp (— ;;2_) dt.

Pour tout 7 < ﬁ, 'intégrale majorante dans I'inégalité précédente est finie, et d’apres (5.3)
on a (5.1).

On prouve maintenant le lemme I1l.1 qui est une simple application de I'inégalité de Holder
et de l'existence d’'un moment d’ordre 2 au voisinage de 0 pour U;.
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5. ANNEXE

Preuve (lemme I11.1). Par I'inégalité de Holder, on a

exp <1\£Eh<v,U1>>

Comme Uj est une sous-gaussienne, alors
h :‘i‘ ’2
exp | ———=—=|v|* |,
S\ T2

exp< vh (v, U1>>

—h
et puisque U; satisfait (2.4) et 0 < 7, E [exp (9]U1]2>} < 400. Le lemme est obtenu en
posant K = log (E [exp ( |U | ) > #

Exemples.

) (e (03]

E [exp (\/ﬁ@, Ur) + h@]U1]2>} < (E

E

1. Une variable aléatoire gaussienne est sous-gaussienne avec x = 1.

2. Une variable aléatoire bornée est sous-gaussienne avec k = 400 (lemme de Hoeffding).*
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Approche ergodique pour une classe de

diffusion 1V

La classe de diffusion que nous condidérons dans ce chapitre a été introduite et étudiée par
Basak et Bhattacharya dans [BB92]. Ces diffusions (appelées par la suite (V, a)—confluentes)
ont la propriété d’oublier leur point de départ. Toutes les trajectoires convergent presque
sirement vers une unique trajectoire. Cette propriété implique I'unicité de la mesure inva-
riante (méme dans des situations ou le coefficient de diffusion est dégénéré). On rappelle que
par le théoreme ergodique (cf. [Has80])

erLl(V), %/Otf(xs)dsﬂ/fdl/,

ol (wt) +~o est une diffusion (V, a)-confluente et v son unique mesure invariante. L’idée est
=

de montrer que le schéma d’Euler de pas décroissant (X")n>0 vérifie
! En f(Xp—1) L flws)ds =0 (*)
— 1) — — zg)ds —
T, £ Vk k—1 T, 0 s

pour une classe de fonctions f, plus grande que celle considérée dans le théoreme 111.2 (la
restriction sur le A optimal dte a I'utilisation du théoreme de Chow est ici levée).

Dans [BHW97], les auteurs montrent que le schéma d’Euler de pas décroissant converge en
loi vers la mesure invariante. Nous allons montrer que si le bruit blanc est construit a partir
des accroissements du brownien dirigeant ’EDS, alors le schéma d’Euler converge dans LP
et presque sturement vers la diffusion. De plus, la convergence est suffisamment rapide pour
obtenir (*) et ainsi un théoreme ergodique pour les mesures empiriques du schéma d’Euler.

. Diffusion (V, av)—confluente
On considere I'équation différentielle stochastique suivante
dl’t = b(xt)dt + a(xt)dBt, (11)

ou (Bt) +>o ©st un brownien standard de R? et b et o sont des applications lipschitziennes
respectivement de R? dans R? et de R? dans . (d x q) 'ensemble des matrices de d lignes

et ¢ colonnes.
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CHAPITRE IV. APPROCHE ERGODIQUE POUR UNE CLASSE DE DIFFUSION

Définition IV.1 ((V, a)—confluente). La diffusion solution de I'EDS (1.1) de drift b et de
coefficient de diffusion o est dite (V, o) —confluente si

- V € €2(R% R,) est une fonction nulle uniquement en 0 vérifiant ‘ ‘lim V(z) = +o0,
r|——+00

— pour tout z € R% et tout y € R,
1 *
(bgy, VV(z —y)) + 5 Tr (ax’yDQV(ac — y)auny) < —aV(x —vy),
ol by y = b(x) — b(y) et 0,y = o(x) — 0o (y). )

On peut voir cette condition comme une condition de stabilité pour le processus (2§ — a¥),5,
=

ol (:L"f) >0 st une solution de (1.1) partant de x et ( ) une solution partant de y. Il

20
est tres important de noter que V est nulle uniquement en 0. Dans de nombreux cas, V

est quadratique de la forme V(z) = |z|? ou bien V(z) = (z,Sz) ol S est une matrice
définie positive. On prouve les résultats de convergence dans le cas plus général ou V est
sous-quadratique.

On introduit la notation

VEE Ffy) = ey Vi) + 5T (05, D @~ pory),  (12)

qui correspond au générateur infinitésimal de (zf — mi’)tZO.
Tout d’abord, montrons qu’une diffusion (V, a)—confluente vérifie une condition de stabilité
lorsque V est sous-quadratique.

Proposition 1V.1:
Si une diffusion est (V, a)—confluente avec V' sous-quadratique i.e.

IVV?<CyV et DV < +oo, (1.3)

et que Tr(co*) < CV, alors elle vérifie une condition de stabilité forte ! de type (V +K,1d, &)
aveca < a et K > 1. ¢

Preuve. Par définition de la (V, a)—confluence, on a pour tout z € R<,
(b(z) — b(0), VV(x)) + %Tr (O‘;ODQV(QL’)ULQ) < —aV(x),
avec 040 = o(x) — c(0). De plus, par linéarité de 'application Tr, on a
AV (x) = AV (x,0) + (b(0), VV (z)) 4+ Tr (6*(0)D*V (z)o(z)) — %Tr (c*(0)D*V (z)o(0))
donc d’apres (1.3)

AV (z) < — )+ [6(0)[\/CvVV () + CVV (z) + %d\|D2VHOO|a(O)|2.

Lef. définition 11.1
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1. DIFFUSION (V,a)-CONFLUENTE

Comme V tend vers 'infini a U'infini, on en déduit aisément que & vérifie une condition de
stabilité forte de type (V + K,Id, @) avec & < aw et K > 1. #

Dans ce cadre, on sait qu’il existe au moins une solution stationnaire & 'EDS (1.1) et par le
théoreme 11.1, on sait de plus que sup E [V (z¢)] < 400 et que , 1121 6(t)V(zy) = 0 p.s. pour
>0 —+oo

=

toute fonction § € €' (R4;RY) décroissante telle que f0+°° 0(s)ds < +o0.

Le fait que (ajt) soit une diffusion (V, a)—confluente est une condition bien plus forte,

0
et implique 'unicité de la probabilité invariante. En effet, on prouve que toute solution de
(1.1) partant d’un point quelconque de R? converge en moyenne vers la solution stationnaire
(d’ont I'appellation “asymptotic flatness of the stochastic flow” introduite dans [BB92]). Plus

précisément on montre que pour tout compact K de RY,

lim sup E[V(zf —2})] =0. (1.4)
t—-+00 z,yeK

Pour obtenir ce résultat, il suffit d’appliquer la formule d’Ito6 au processus (zf ’y) >0 =

(xf — 33%)@0 avec la fonction g(¢,x) = exp(at)V(x). Alors
E [exp(a(t A )V (252 )] < V(e —y), (1.5)

olt 7, = inf {t > 0, |2"Y| > n}, et on conclut par le lemme de Fatou.

Cela traduit la principale propriété d’une diffusion (V, a)—confluente : 0 est un point attrac-
tif asymptotiquement stable en moyenne pour tout processus de la forme (xf — :Ei/)tZO avec
z,y € R%. Cest cette propriété qui permet d’obtenir des résultats de convergence trajecto-
rielle du schéma d’Euler de pas décroissant vers la diffusion.

Remarque: La condition de (V, «)—atractivité implique 'unicité de la mesure invariante méme
lorsque le coefficient de diffusion peut s’annuler, ¢’est a dire dans le cas dégénéré. *

Exemple. Sib(z) = Az avec A une matrice attractive (i.e. toute les valeurs propres ont une
partie réelle strictement négative) et si o est constante (possiblement dégénérée), alors la
diffusion est (V, a)—confluente avec V(z) = (z, Sx) ou

+oo
S = / exp(sA*)exp(sA)ds, (1.6)
0
et a = % ou Ag est la plus grande valeur propre de S.
En effet, S est 'unique solution de 1’équation de Lyapounov SA+ A*S = —1dy (cf. [Duf96)).
De plus, S est symétrique donc 2(Sz, Az) = (z, (SA + A*S)z) = —|z* < —%V(aj). Ainsi
pour tous z et y, on a

(b(z) — bly), TV (& — 1)) < —3=V(z —y). (17)
S

Si o est lipschitzienne de constante de Lipschitz [o];, alors pour [o]; suffisamment petit la
diffusion est (V, &)—confluente avec & < «. *
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CHAPITRE IV. APPROCHE ERGODIQUE POUR UNE CLASSE DE DIFFUSION

. Convergence en moyenne du schéma d'Euler de pas décroissant

Soit (7“)n>1 une suite tendant vers 0 terme principal d’une série divergente. On note I'), =

> p—q vk (et To = 0), et on introduit le schéma construit & partir de la suite de pas (vn)n>1 :

Xr,, = X, + Yo10(Xr,) + o(Xr, ) Uny1, Xr, = 7,

ol (U")n>1 est la suite définie pour tout n > 1 par U, = Br, — Br,_,. Dans ce chapitre,
afin d’obtenir des résultats de convergence trajectorielle on considere que le bruit blanc est

construit a partir des accroissements du brownien (Bt) entre deux instants I'y, et I';41.

>
Il devrait étre possible de généraliser les résultats qui Sfl/igfent a un bruit blanc gaussien en
utilisant les techniques de plongements browniens de type Skorokhod.

La différence de notation “Xr,,” avec le schéma “X,,” introduit dans les chapitres précédents
est motivée par la construction d’un schéma d’Euler & temps continu. On construit le schéma
d’Euler continu en extrapolant le schéma discret (Xrn)nzo‘ Ainsi pour tout t € [['y, yqq]
on définit

X; = Xrn + b(Xpn)(t — Pn) + O'(Xrn) (Bt — Brn) .
En introduisant la notation t =T, si t € [I', T'yy1[, le schéma s’écrit

Vi>0, dX;= b(Xz)dt + O'(Xi)dBt.

En outre, on note : Ey = V(X; — X;) et & = V(zy — X¢). On rappelle que V s’annule en 0,
donc (Et) >0
continu, et (é‘}) >0 désigne l'erreur analogue entre le schéma continu et la diffusion (xt)
On obtient tout d’abord un controle de (Et) >0
vérifie une condition de stabilité forte sous une hypothese de croissance sur b et o (résultats

désigne lerreur (mesurée par V') entre le schéma d’Euler discret et le schéma

>0
en utilisant le fait que le schéma d’Euler

obtenus dans le chapitre précédent).

Proposition 1V.2:
Si la diffusion est (V,«)—confluente avec V' sous-quadratique et si les coefficients b et o
vérifient

b(z) —b(y)]> < CV(z—y) et Tr(o},0uy) < CoV(z—y), (2.1)

alors pour tout p € [1, 1+ 0\2/%0 [, on a sup;>o E [VP(XE)] < 400 et

Vn>0, E

s EP| = 0(x0,,) 22)

te[rn7Fn+1[

Preuve.

Tout d’abord, on montre que pour tout C, > Cj et tout Cy > C,, il existe K > 1 tels que
pour tout = € R%.

b(z)> < Cy (V(z) + K) et Tr(oo*)(z) < Cr (V(z)+ K). (2.3)
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2. CONVERGENCE EN MOYENNE DU SCHEMA D’EULER DE PAS DECROISSANT

En appliquant (2.1) avec x et y = 0 on obtient

[b(x) = b(0)|* = [b(x)[* + [b(0)* + 2(b(2), b(0)) < CyV ()

donc pour tout & > 0, |b(z)|* < CpV () — |b(0)]* + 2¢[b(z)|* + §|b(0)|2. Ainsi, pour tout € > 0
on a

(1 26)b(a)* < O <v<x> + 2 L) )

cest adire |b(z)]? < Cp (V(z) + K) avec Cy, = Tz et K =1+ (12/25 10 |b(0)[. La majoration
de Tr(oo™) s’obtient exactement de la méme fa(;on

D’autre part, comme V est sous-quadratique, on sait que la diffusion vérifie une condition
de stabilité forte de type (V + K,Id,@) pour tout & < «a (proposition IV.1). D’apres la
proposition Il.1 et la remarque qui suit, on sait que le schéma d’Euler (Xpn)n>0 vérifie alors
une condition de stabilité forte de type (VP,1Id) pour tout p € ]1, 1+ 0‘2/%0 [ avec a < «

et C, > C,. De plus, on prouve que (Xrn)n>0 a des moments polyndémiaux de tout ordre
en utilisant les techniques de [Fau92] développées pour le schéma d’Euler & pas constant
(lemme du controle de |X;|*” en utilisant It6, suivi du lemme de Gronwall). Ainsi, comme
V' est sous-quadratique, on a E [Vp(Xpno)] < 400, et d’apres le théoreme Il.1 on obtient
sup,,>o E[VP(Xr,)] < +oo.

Il reste & controler ’erreur ( ) >0°

On a V(z) < C|z|* donc

t p

sup EV<C (’ynJrl\b(Xpn)] +  sup / o(Xs)dBs > ,
tE[Fn,Fn+1[ tE[Fn,Fn+1[ n

donc d’apres l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (cf. [RY99]), il existe C; > 0 et Cy > 0
telles que pour tout n > 0

t P
E sup < Cl’}’iﬁ_lE |:’b(Xpn)‘2p} + CLE |:</ |O’(X§)|2d8> :| )
tG[Fn,Fn+1[ T
< OB (X, )] + Corf B [lo(Xr, )]
On conclut en utilisant (2.3) et sup,,>o E[V?(Xr,)] < +oo. #

Le controéle de I'erreur entre le schéma continu et le schéma d’Euler discret utilise uniquement

entre la diffusion et le

la condition de stabilité forte. En revanche, I’étude de Ierreur (6‘2) 50

schéma continu nécessite ’hypothese de (V, a)—confluence.

Théoreme 1V.1:
Si (xt)t>0 est (V,a)—confluente avec V' sous-quadratique et b et o tels que

b(z) —b(y)? < WV (x—y) et Tr (03 402y) < CoV(z —y), (2.4)
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CHAPITRE IV. APPROCHE ERGODIQUE POUR UNE CLASSE DE DIFFUSION

alors pour tout p € [1, 1+ % [, (éat) converge vers 0 dans LP. Plus précisément,

>0

vn>0, E sup &7

= ﬁ(’YﬁH) : (2.5)
tE[Fn,FnJrl[

On commence par prouver le lemme suivant.

Lemme IV.1:
Sous les hypothéses du théoreme IV.1, pour tout p € [1,1 + %[ et tout a € ]0,@ —
p%lC’VCU[ il existe C' > 0 tel que

t t t
Vs <t, &F < gf—&/ gfdu+c/ Egdu+/ H,dB,, (2.6)

avec H, = pé"f_l(VV(:Eu - Xu))*(o*(azu) —0(Xy)). ¢

Preuve. On rappelle que & = V(x; — X;). Par la formule d’It6, on a

A6} = p&! ™ (VV (w0 = X0), b)) = b(Xp)dt + S8 T (07, DV (2 — Xe)o.x, )

—1 _
#2262 (o (Vo = X0) )

+p&P N (VV (2 — X)) (o(z) — 0(Xp))dB;. (2.7)
Soit S une matrice symétrique. Alors pour tout (z,y,2) € R on a Oz, = Ogy + 0y, donc

Tr(cr;ZSo—x,z) = TI"(OZySO'Ly) + TI"(O';ZSO'%Z) +2 T‘r(027250m7y).

D’une part, comme (A — wTr(A*A)) est une norme sur ’espace des matrices, il existe
C > 0 tel que

Tr(aZ,ZSa%y) CHO’Z’ZSO'x,y|,

Cllay -8 llloayll

<
<

ou ||-|| est la norme d’application linéaire. La lettre C' désigne une constante changeant d’une
ligne a autre. Par équivalence des normes,

Tr(0},.502,) < Oy Tr(0.0y,2)y Te(0%,,02.y) v/ TH(S7S).
En utilisant I'inégalité 2ab < “6—2 + b%e vraie pour tout (a,b) € R? et € > 0, on obtient
2Tr(o,, ,S024) < C (5 Tr(oy youy) + %Tr(aazay,z)) Tr(S*S).
D’autre part, on a Tr(oy , S0y .) < CTr(oy ,0y..)/Tr(S*S), et en combinant ces différentes
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2. CONVERGENCE EN MOYENNE DU SCHEMA D’EULER DE PAS DECROISSANT

majorations, il existe C' > 0 et C; > 0 (changeant d’une ligne a l'autre) telles que
Tr(0y,.504,) < Tr(oy,,S04y) +€C Tr(0, 0 y)/ Tr(S*S) + C: Tr(oy, ,0y,.)\/Tr(S*S).
Comme pour tout (z,y) € R?, on a Tr(oy ,0uy) < CoV(z —y) alors

Tr(0y,.504,.) < Tr(0y,,S04y) +eCV(z —y)/Tr(S*S) + CV(y — 2)/ Tr(S*S).  (2.8)

— En prenant S = D*V (z; — X;) dans (2.8), on a /Tr(S*S) < Cp (ou p = | DV ) et

TI“(O';hX£D2V(.Z't — Xt)o':ct,XE) < TI'(O';t’XtDZV(I‘t — Xt)axt,Xt)
+ 80V(£L’t — Xt) + C€V(Xt — Xz)

~Si S = (VV)®2(2;,—X,), alors /Tr(5*S) < |[VV|?*(z,—X;) donc /Tr(5*S) < CyV (2,—X;)
et d’apres (2.8) on obtient

Tr(o%, x,(VV)®* (21 — Xi)ow, x,) < (1+ Ce)COvCoV (1 — X)
+ C€V(£Et — Xt)V(Xt — Xz)

On combine ces inégalités avec (2.7) et on rappelle que &; = V(z; — Xy) et By = V(X — Xy).
Alors il existe C' > 0 et C. > 0 telles que pour tout s < t,

t 1
EF < EP + / pé"f‘l <<VV(:L'U — Xu), bxm)@) + 3 Tr (U;WXuDzV(a:u — Xu)amu,Xu)> du

S

t t t
+ / g((p—l)C’vC’g+C’6)é"fdu+ / Ce6l ™ Bydu + / HydBy, (2.9)

avec H, = p&P* (VV (2 — Xu))*(a(:nu) —o(Xy)).
D’autre part, b vérifie |b(xz) — b(y)| < CyV (2 — y) donc pour tout € > 0 on a

(VV (e~ X0),b(X0) ~ (X)) < £V (e~ Xo)P 4 SPV(X, — X,

et [VV|2 < CyV done |[VV (2, — X)|> < Oy V(z — Xy) et

(VV (2 = Xp), () = b(Xp)) < (VV (2 — Xy), b(w1) — b(Xr)) + %CV@‘? + %Et-

D’apres (2.9), on en déduit que pour tout £ > 0 il existe C' > 0 et C. > 0 telles que pour
tout s <t

t

$<£+/

S

1
p@@f_l ((VV(JCU — Xu)s bzy x0) + 3 Tr (U;u,XuD2V(xu - Xu)Uxu,Xu)> du

t t t
+/ g((p—l)C’VC’U+C’6)é"£du+/ Ceéif‘lEudqu/ H,dB,, (2.10)

s
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et comme la diffusion est (V, a)—confluente, on a pour tout s < ¢,

t
éip<éi§’+/

S

t t
(—ap + g((p —1)CyC, + C’e)) EPdu + / C.EP ' Bydu + / H,dB,,

s

En posant & = o — p—gleC’U >0 (carp< 1+ %), on obtient

t t t
Vs<t, &F <£§+/ (—ap + Ce) (ngdu+/ C’eé‘;{’_lEudu—i—/ H,dB,.

De plus, si p > 1 I'inégalité de Young donne

p_

Ve >0, &PTIE, < 5

1 o 1
EPTEP 4 Pt (2.11)

Ainsi pour tout p > 1, en prenant ¢ et & suffisamment petits, il existe @ > 0 et C' > 0 tels
que

t t t
Vs < t, @@tpgé‘;ﬁ—&/ £5du+/ CEgdqu/ H,dB,,

d’ou le lemme. #

Preuve (du théoréme IV.1).

Soit M > 0. Pour le temps d’arrét 7y = inf {¢ > 0; |z¢| > M}, le processus (f(fATM Hsst)
t

est une martingale et d’apres le lemme IV.1 on a pour tout & €]0,af et t > 0

>0

tATN
Vs < t, 1{s<TM} <(§tI/J\TM + /0 54(5’5(2111)
8 AT AT
S o<y <@@sp +/ d@@updu—i—/ CElu)dU-i-/ HudBu> .
0 s s

Le lemme de Fatou conditionel implique alors que pour tout s < t,

¢
E [é‘;p—l-/ a&ldu
0

s tATM
3‘;] < &P +/ asPdu+ lim E [I{KTM}/ CEFdu
0 M—+o0 s

En utilisant 1,7y = 1 — 1gory eb limy oo 1o,y = 0ps, et 1oy < 1 onen
déduit que

t
E[57 | 7] < & +E U (—a&? + CEP) du

Soit g(t) = E[&7] et ¢(t) = E[EF], on a alors

<C
VA
N
Q
=
N

t t
g(s) — ~/ g(u)du+C’/ Y(u)du.
On en déduit que pour tout s < t, exp(at)g(t) —exp(as)g(s) < C fst exp(au)y(u)du, et donc
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3. CONVERGENCE P.S. ET VITESSES

pour tout n > 0

F7L+1
9(Tos1) < exp(—G7ns1)g(Tn) + Cexp(—alns1) / explau)b(u)du,

< exp(—aynt1)9(Tn) + (1 — exp(—aym41)) (C/a) Sup [w<u>.
uc|ln,l nt1

Comme (1 — exp(—d’yn))n>1 tend vers 0, on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que

Vn>0, E [@@P

Fn+1

}gc sup  E[EF]. (2.12)
uE[Fn,Fn+1[

D’autre part, on a

t
H,dw,

sup & <EF +Cypqp1 sup  Ef 4+ sup
T

te€[ln,Int1] te|ln,Inyi] te|lyn,Tnyi]

, (2.13)

avec H, = 2p&P~" (zu — Xu)" (0(zy) — 0(Xy)). Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

on a
t
H,dwW,
Tn

E sup

te [Fn ,Fn+1 [

Tpi1 5
< CE / | 2du | | (2.14)

Or [Hy* < 826" (|o(a) = o(X)I” + [o(X0) = o(X0)|*) < 89°C, (&7 + 627 By, et
par l'inégalité de Young il existe C1; > 0 et Co > 0 tels que

|Hy? < C1E7 + CLEP.

En injectant cette majoration dans (2.14) on obtient

t
H,dW,
I'n

E

sup \/Clé‘fp + CLE?
tE[Fn,FnJrl[

sup
te [Fn JLnt1 [

] < C\/ ’Yn-i—lE

Donc d’apres (2.13), il existe Cy > 0 et Cy > 0 tels que

E| sup & <E[&]+CypmaE| sup EY
t€[Tn,Cpg1] " te€[Tn,Cnt1]
+ C1v/ Y1 E sup  EY| + Coy/ B sup &7,
tE[Fn,FnJrl[ te[rnyrnJrl[
On conclut via la proposition IV.2. #

. Convergence p.s. et vitesses

Le théoreme IV.1 combiné au lemme de Borel-Cantelli permet d’obtenir la convergence p.s.
pour des schémas construits & partir de certaines suites de pas. En effet, si la suite de pas
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(7")n>1 a vérifie la condition

2
E vP < 400 avec pe]l,l—i— a [, (3.1)
CyCs
n>1
alors (‘D@t)t>o converge p.s. vers 0.

La condition (3.1) imposée sur les pas est tres restrictive, et il est difficile d’obtenir de cette
fagon des vitesses pour la convergence presque sure. Le théoréme suivant, qui repose sur le
lemme V.1, affaiblit la condition sur les pas et donne dans le méme temps des vitesses de
convergence.

Théoréme 1V.2:

Supposons que (xt) est (V,a)—confluente avec V' sous-quadratique et que b et o vérifient

>0
b(z) —b(y)]> < CyV(z—y) et Tr(oh,00,y) < CoV(x—y). (3.2)
Si la suite de pas (’Y")n>1 sur laquelle est construit le schéma (Xt) 50 satisfait
+1,, 20
Z p ) < 400, avec pe€ [1, 1+ [ (3.3)
CvC,
n>1
ot v est une fonction € (R, Ry ) strictement croissante vérifiant
Ja €]0,af, 3tg = 0, Vt > tg, o' (t) < aw(t), (3.4)
alors 1121 v(t)EF =0 p.s. *
Preuve. On rappelle que d’apres le lemme V.1, il existe K > 0 tel que
t t t
Vs <t, & <EP— d/ EPdu + K/ EPdu +/ H,dB,, (3.5)

avec Hy, = 2p&L " (2 — X)) (o(z) — 0(Xy)).

Montrons tout d’abord que f0+oo v(u)E [E}] du < +o00. Pour tout t € [[', [y, on a

[ ot Z /F 7 wE (B du

donc, par la proposition V.2 il existe C' > 0 tel que pour tout n > 0 et tout ¢ € [['y,, Tppq|

/Otv( E C’Z’ykﬂ/rkﬂv (u)du.

On conclut en utilisant la croissance de la fonction v et la condition (3.3).

Soit (St)t>0 le processus défini pour tout ¢ > 0 par S; = v(¢)éF + KE [ :OO v(u)Ehdu ‘ 9}].

C’est un processus positif (car v est positive), et on va montrer que (St) est une surmar-

>0
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3. CONVERGENCE P.S. ET VITESSES

tingale locale positive. Pour tout s < t, on a

E[S; | Zs]| = Ss +E[wt)EF —v(s)EP | Fs] + KE [/tv(u)Elu’du

et v(t)EF —v(s)EF = fst v (u) &L du + f;v(u)déif donc d’apres (3.5), on a

E[S; | %) < Ss+E [/: (v'(u) — av(u)) EPdu 9}] +E [/Stv(u)HudBu

La fonction v vérifie (3.4) pour ¢ty > 0, donc on en déduit que le processus (St) i1, €St

une surmartingale locale positive. On a donc convergence presque sire de (S;);>¢, et donc
convergence presque sire de (v(t)&/),5,- #

Application a des pas “puissance”
On suppose maintenant que la suite de pas (7”)n>1 est définie pour tout n > 1 par
Y ="n ", avec r€]0,1] et 9 >0. (3.6)

La condition (3.3) se traduit alors par une condition sur 7, et la fonction v dépend de r. Pour
une suite de pas du type 7, = 7o/n, on obtient une convergence exponentielle de &; vers 0
presque siirement.

Corollaire 1V.1:
Sous les hypotheses du théoreme 1V.2, le schéma (Xt) +>( converge presque surement vers la
diffusion (xt)t>0 des que r > 5o —- bn outre,
- CvCy
p.s
?}r(t)V(I’t — Xt) — O, (37)
ou
exp(at) avec & < aA 71() sir=1
= 1 1 .
vr(t) t? avec0 < q< L 5 ir € | ——s)1]. (3.8)
L=r 1+4+&% + oo, *

Preuve. Il s’agit de vérifier la condition (3.3) du théoréme précédent pour une bonne fonction
vitesse v.

Sir =1, alors v, = 79/n pour tout n > 1, et I';, ~ voIn(n). En posant v(t) = exp(at) avec
& < aAl,onaalors (pour p=1)

2 ot %
/anr(rn) ~ TL2 exp(ozyo ln(n)) = M7

donc Zn>1 72v(T,) converge car 2 — aryg > 1.
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. 1 - r 20
Sir e ]720‘,1[, alors pour tout ¢§ < | —— 1+ — 1 et pour tout p €
2+ o, 1—r CvC,
1-— 2 .
} (144q) T, 1+ c aC { (intervalle non vide d’apres les bornes sur r et §), on pose v, (t) = t4
r Via

et on obtient

,7p+1+¢i 1
PG (T) ~ | 22— _.
(1 — T‘)q nre+)+(r—1)q

Comme 7(p+1) + (r —1)¢ > 1, la série 3, ~EH15,(I,) converge. De plus, on vérifie que
pE [1, 1+ %[ et que ¢ > 0, donc d’apres le théoréme IV.2 on a

tigP 22, 0.

En posant ¢ = ¢/p, on prouve le corollaire. #

Remarque: La vitesse de convergence est d’autant plus grande que r est grand, c’est a dire
que la décroissance des pas (’Y")n>1 est rapide. De plus, on remarque que si C,, est aussi petit
que 'on veut (i.e. Tr(oy 407} ) négligeable devant V (x —y)) alors on a convergence pour tout
r €]0,1]. *

. Convergence des mesures empiriques

On va maintenant utiliser les résultats de convergence trajectorielle obtenus précédemment
pour montrer la convergence des mesures empiriques du schéma d’Euler. On les définit de la
fagon suivante :

1 n
vn(dz) = T E ’kaerkfl(dﬂ?)-
" k=1

Le but est d’étendre les résultats du chapitre précédent lorsque la diffusion est (V,a)—
confluente, plus précisément d’obtenir la convergence de v, (f) vers v(f) pour des fonctions
f aussi grande que possible (v étant I'unique mesure invariante).

Théoréme 1V.3:

Supposons que (:Et)t>0
positive, et que les coefficients b et o vérifient : 3C}, > 0, 3C, > 0 et I¢ €]0, 1] tels que

est (V, a)—confluente ou V(x) = (x, Sz) et S est une matrice définie

lb(z) —by)]? < CWV(x—y) et Tr (05 402y) < Co V= (x — ).

Si la suite de pas (%)n>1 sur laquelle est construit le schéma (Xr‘n)n>0 est définie par

o = Yon " avecyy > 0 et r €]0, 1], alors pour tout A < 2)\0‘SA§éU et toute fonction f mesurable

dominée par exp(A\V*) on a

1 & p.s
— > wfXr,_,) — f(x)v(da). *
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4. CONVERGENCE DES MESURES EMPIRIQUES

Preuve. Tout d’abord, il est clair que V vérifie (1.3) avec Cy = 4Ag et p = 2\g avec
As = max; {\;} ou \; est la i-éme valeur propre de S. D’autre part, on prouve de la méme
facon que dans la proposition V.2 qu’il existe Cp > Cj, Cy > Cyy et K > 1 tels que

b(@)]* < Cy (V(z) + K) et Tr(oo™)(x) < Co (V(z) + K)'7°, (4.1)
donc d’apres la proposition 1l.1, la diffusion (:Et) 20 vérifie une condition de stabilité forte de
type (exp(A(V + K)*),Id) avec K > 1 et A < =2 — e 2)\ . Ainsi on a

sup Viwe) <400 p.s. (4.2)

>0 In(t)/¢

Montrons maintenant que , ligl V(zy) = V(X)) =0p.s. On a
—+00

1
V(.Z't) — V(Xt) = <VV(.Z'¢),$t — Xt> + §S($t — Xt)®2,
donc il existe C; > 0 et Cy > 0 telles que

V() — V(X)) < CLV (@ )VV (@ — Xy) + CoV (2 — Xy),
V(xt)

"n(t)ls () VV (2 = Xi) + CaV (2, — Xy).

<C

D’apres (4.2) et d’apres les vitesses de convergence obtenues par le corollaire V.1 lorsque
Yn = yon ", on en déduit que |V (z;) — V(X;)| £ 0

Comme < €]0,1] on en déduit que |V<(z;) — V(Xy)| 5 0. Donc pour tout & > 0 il existe
to > 0 tel que Vt > to, |[V(z¢) — V(Xy)| < € et pour tout A > 0,

< H/O OeXp(/\Vg(xs)) — exp(AV*(X))ds

N /\s(eXp(tM) +1) /to exp(AVS(z))ds,

'%/0 exp(AV*(z,)) — exp(AVS(X,))ds

car pour tout = € R, |1 —exp(z)| < |z|(exp(z) + 1). On en conclut que

.8
s .
t——4o0

t t
YA>0, lim H/ exp(AV*(zs)ds — % / exp(A\V*(X,)ds
0 0

Par le théoréme ergodique (cf. [Has80]), on sait que pour tout A > 0 tel que exp(AV*<) € L(v)
1 t

ona lim L 3 / exp(AV*®)(zs)ds = / exp(AV*(x))r(dx), donc on en déduit que pour toute
0

t—+

fonction f mesurable, f = O(exp(AV*?)),

/ f(X)ds 25 f(z)v(dz).
R4
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e On conclut aisément en remarquant que pour tout n > 0,

1 Tp 1 n T 1 n
- /O Foxds = -3 /F s = o ()
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Vitesses de convergence V

Dans ce chapitre, nous étudions la vitesse de convergence des lois empiriques pondérées
(Vg)ngo du schéma d’Euler (X”)n>0 (
geant vers 0) vers I'unique probabilité invariante v de (xt) t>0°
a tout ordre de I'erreur entre v,)(f) et v(f) pour une fonction f admettant une solution &

construit a partir d’une suite de pas (%L) conver-

n>1
Nous donnons un développement

I’équation de Poisson suffisamment réguliere. Ce développement de Ierreur permet d’obtenir
soit un théoreme de la limite centrale (TLC), soit une convergence presque stre vers un biais.
Ces deux modes de convergence apparaissent en fonction du choix de la suite de pas (7")n>1
Pour les pas rapidement décroissants, le TLC obtenu est accompagné par une loi du loga-
rithme itéré (LLI), conséquence de la LLI pour les martingales.

Pour les pas lentement décroissants, la convergence est presque sire et une extrapolation de
Richardson (ou Romberg-Richardson) peut étre mise en ceuvre. Nous concluons le chapitre
en obtenant des vitesses de convergence lorsque l'algorithme est couplé a cette méthode

d’extrapolation.

. Introduction

Rappelons tout d’abord le résultat di & Bhattacharya [Bha82] sur le comportement asympto-
tique des mesures empiriques d’un processus de Markov stationnaire et ergodique. Il montre
le théoreme de la limite centrale fonctionnelle suivant.

Théoréme V.1:

Soit (:L't) >0
générateur infinitésimal 7. Si f = o p avec ¢ fonction €2 & support compact, alors

un processus de Markov, stationnaire et ergodique de mesure invariante v et de

1 nt (UK)
— flxs)ds —= s Wy,
\/ﬁ/o

ot sy = =2 [pa fedv (M désigne la convergence en loi fonctionnelle sur € (R4 ,R%)). %

La preuve de ce théoreme repose en partie sur le théoreme de la limite centrale fonctionnelle
pour les martingales de carré intégrable a accroissements stationnaires et ergodiques. L’idée
d’utiliser I’équation de Poisson pour ramener le probleme & un probléme de martingale est
dte & Gordin et Lifsic dans [GL78]. Il est clair que ce théoreme fonctionnel implique le TLC
suivant

%/0 flads Lo 4 (0,53). (1.1)
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n

Nous allons établir un TLC similaire pour les mesures empiriques pondérées (l/n)n>1 du
=

schéma d’Euler discrétisant la solution d’une EDS vérifiant une condition de stabilité forte.

On suppose que le processus (:Et) est solution de l'equation différentielle stochastique

>0
suivante

dz; = b(z;)dt + o(x;)dBy, x9 € R,

30 est un mouvement Brownien sur R™ et
=

les fonctions b et o sont supposées continues. De plus, on suppose que la diffusion (a;t)

de générateur infinitésimal o7. Le processus (Bt)
>0
vérifie une condition de stabilité forte de type (V,Id,«) avec V sous-quadratique, et qu’il

existe une unique mesure invariante v pour (mt) Les coefficients b et o vérifient de plus
b|? + Tr(co*) = O(V).

On discrétise la diffusion par un schéma d’Euler de pas décroissant construit a partir d’une

>0

suite (7”)n>1 (convergente vers 0 et terme général d’une série divergente) et d’un bruit blanc

(U”)n>1 normalisé. Ce schéma est noté (Xn) et d’apres ’étude faite au chapitre Ill, on

n>0’
sait qu'il vérifie une condition de stabilité forte de type (W,Id,ng) ou W est une fonction

dépendant de V' et des moments de U;. Plus précisément, il existe W telle que

E [W(Xn—i-l) ‘ f}n] — W(Xn)
Yn41

Ja >0, 38 > 0, dng € N, Vn > ng,

< —aW(X,) + 6,

V> 1, E[W(X,)] < +oo et E U\/W(Xn) - \/W(Xn_l)ﬂ — O(v). (1.3)

De plus, si U; est sous-gaussien et que Tr(co*) < C, V17, on sait que 'on peut choisir la
fonction W de la forme W = exp(AV*®) pour un A > 0. Si U; a un moment d’ordre 2(p + 1)
(p > 2) alors W = VP*! est le meilleur choix possible. La fonction W que I'on considere
dans la suite est la plus grande fonction possible qui satisfait les conditions (1.2) et (1.3).

On rappelle que, dans un tel cadre, le comportement de (Xn) est régi par la proposition

n>0
suivante (conséquence directe du théoreme I11.1).

Proposition V.1:

Soit (a“)n>1

a. supE [IW(X,)] < +oc.

une suite réelle positive. Si (7“)n>1 tend vers 0 alors

b. Si (a")n>l décroit et que la série Zn>1 anYn converge alors la suite (anI/V(Xn))n>1

converge presque siurement vers 0. ¢

Remarque: On utilisera souvent le résultat de la proposition V.la. couplé avec le théoréme
de convergence monotone. Ainsi, on aura convergence presque sire et dans L? de la série

Zn>1 an VW (X,—1) si Zn>1 ay < +00. *

Les mesures empiriques pondérées de ce schéma sont construites & partir d’une suite de réels

positifs (nn) et sont notées (VZ) . Ainsi, pour toute fonction mesurable f et pour tout
n>1 n>1

n>l1,

Vz(f Zk N anf Xk 1
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De plus, on introduit la notion de couple pas-poids moyennisant qui servira tout au long de
ce chapitre.

Définition V.1. Un couple pas-poids (v,7n) est dit moyennisant si les suites (7“)n>0 et

(nn)n>1 sont positives, termes général d’une série divergente et telles que

1 n n )
lima, =0, Y o (A"—) <too et Y. (H" ) < fo0, (1.4)
n + n

S AN et Tn

avec H,, = Zn:nk. &

k=1

Remarque: Un couple pas-poids (v,n) est moyennisant si les suites (%)n>1 et (nn)n>1 véri-
fient la condition (C}7) avec s = 2 (condition introduite dans le chapitre Ill). L’étude dans
le cas général s €]1,2] est similaire. *

On rappelle le théoréme de convergence obtenu dans le chapitre Il :

Théoréme V.2:

Si le couple (,7n) est moyennisant et que les conditions (1.2) et (1.3) sont vérifiées, alors
n

1
sup A Z NV W (Xg—1) < +00 presque sirement. De plus, pour toute fonction mesurable

f négligeable devant vW (a I'infini) on a

1 « ps
— D i f(Xpo) 25 [ fdv (1.5)
7, 2o S (e I 9

Nous allons étudier la vitesse de la convergence (1.5) afin de déterminer le couple pas-poids
(7v,m) optimisant cette vitesse. L’étude de la vitesse de convergence se fait, comme pour le
théoreme V.1, pour une fonction f définie sur R?, admettant une solution ¢ & I’équation de
Poisson

Le développement de lerreur vy (f) — v(f) & Pordre p > 2 est obtenu lorsque la fonction ¢

est suffisamment réguliere. Plus précisément, on définit ’ensemble EI‘;V par

EY = {cp e PR R), Vi€ {0,...,p}, Ve € RY,  |Dip(z)]? = 0<3§E?)> }

et on suppose que ¢ € EXV et que DPp est Lipschitz. En pratique, les résultats obtenus sur
la régularité de la solution de I’équation de Poisson sont de type Sobolev (cf. [PVO01]).
La régularité imposée ici sur la fonction ¢ permet de définir les fonctions D, (3 < ¢ < p) par
d Lo ®(q—i) ®(2j—a)
Ve e RY, Dy(z)= Z j,—!D%p(x) . ((b(x)) JE [(J(ac)Ul) ]) . (1.6)

32
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CHAPITRE V. VITESSES DE CONVERGENCE

Le développement de I'erreur d’ordre p pour p > 3 s’écrit a ’aide de ces fonctions D;. On
a maintenant tous les éléments en main pour énoncer le théoreme principal obtenu dans ce
chapitre.

Théoreme V.3:
Soit un entier p > 2 tel que Uy € L2P+) ot ¢ € EXV solution de I'équation de Poisson telle
que DPp est Lipschitz. On définit q* par

¢ = min {D;#0}A(p+1).
q€{3,....p}

Soit 0, = 12 /yn et O, = > 1_, 0. On suppose que les couples (v,n) et (v,0) sont moyenni-

n

L_
sants et que (7“)n>1 est décroissante. De plus, on pose T = Ul !
k=1
T*
Si la suite ( " > admet une limite £ dans Ry U {400}, alors
V@TL n>1
"n
- — A= < t - <
si Z ‘ +o00, e Z o, +o00, on a
n>l n>1
H. n <z 2 .
(yn(f)—y(f)) —>JV(0,Sf) si&=0, (1.7)

() =) > Ny ) si0<E<tooetg'<p,  (18)

E

1 n
fsiZF Aln < +00, etz 77" < +00, on a
n>1 " " n>1 T3
Hn P . *
Do) — ) 2oy sig=tooetq <p (L9

n

avec
My g :/ Dydv et s?:/ |o*V|dv.
Rd Rd

On

De plus, si In décroit et si Z < 400, alors la convergence dans (1.9) est

T3 ) w1 (15)?
z nzl1

presque stre. *

Remarque: Ce théoréme généralise les théorémes 9 et 10 de Lamberton et Pagés dans [LP02)].
Le cas (a) du théoréme 9 correspond a (1.7) avec p = 2, et le cas (b) correspond a (1.8) et
(1.9) avec ¢* = 3 et p = 4. Le théoréme 10 correspond au cas particulier D3 = 0 i.e. ¢* = 4.
Nos hypotheéses sur le bruit Uy sont plus fortes que dans [LP02] mais ce théoréme reste vrai
dans le cas ott U; € L. Cependant, dans un souci de clarté nous prouvons ce résultat a
la suite d’une étude dans L? du développement de Ierreur ol nous montrons que le reste
tend vers 0 (dans L?). En fait, la convergence du reste dans L' (et p.s.) suffit pour obtenir
le théoréme V.3 auquel cas les hypothéses sur le bruit deviendraient identique. *
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Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que la suite (%L) est décroissante et que

>1

nz
(v,m) et (y,0) sont des couples pas-poids moyennisants, avec ( ) la suite définie par

n>1
2
Vn>1, 6,= In
Tn
Remarque: Dans ce cadre, on a
1 1

—supny — 0 et —supby — 0. (1.10)
Hy p<n n k<n

n
En effet, supng < sup <%> 1 et en posant g = 0, on en déduit supn < 11 <A%>
k<n k<n \Vk k<n 1 Yk

Le lemme de Kronecker appliqué avec la suite (Hn) et combiné avec (1.4) donne le

n>0
résultat. *

11 existe une large classe de couples (7,~) entrant dans notre cadre de travail. Les hypotheses
faites jusqu’a présent ne sont pas tres restrictives. Des conditions nécessaires et suffisantes
pour les vérifier lorsque les pas et les poids sont des suites “puissances” sont données par la
proposition suivante (dont la preuve est donnée en annexe, section 7).

Proposition V.2:
Siyn = yon~" et n, = non~*° alors les couples (v, n) et (y,0) sont moyennisants si et seulement
si

1
<0<7‘<1 et s < —;—r) ou (r=s=1). ¢

S

Remarque: Lorsque les suites (yn) (nn)n>1 sont de la forme v, = v(m_’" et N, = non=%,

n>l
le TLC (1.7) a lieu lorsque 1 <r<lets< 1+’" , et la vitesse est en n 2 e

1—1r
3(707 T, S)Tl 2

W) —v(f) L H(0,53),

N 1— 28+T
oit (10,7 8) = o L.
D’un autre c6té, si 0 < r < q*_l et s < 1;” on a alors convergence presque sure

*

q

" LA |

oGm0 () () = () 22 e
. " 1_£ r i—l

ou Cp.s.(/y(]ara&q ):70 ’ 1_M

Plus de détails sont donnés dans la section 5. *

. Résultats préliminaires

Nous donnons tout d’abord un critere simple pour savoir si un couple est moyennisant. Ce
lemme est prouvé en annexe.
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Lemme V.1:
Si (v,7m) est moyennisant et que (7“)n>1 est décroissante, alors pour tout g > 0

Z M¥n! =4+o00 = (v,n7?) est moyennisant. ¢
n>1

Les deux lemmes suivant nous seront aussi tres utiles tout au long de ’étude de 'erreur.
Le premier est la clef pour établir I’analogue du théoreme V.1 pour les mesures empiriques
pondérées.

Lemme V.2:
Soit g € €(R% R™) telle que |g|* = o(W). Alors

> Vil 0 Lo (o, [lPar). 21)
" k=1

Preuve. Le lemme découle du théoréme de la limite centrale pour les martingales (voir [HH80]

ou [Duf97]). On considére la martingale (M) nulle en 0, définie par

n>0’

Yn>1, M,=Y \0lg(Xie1),Us).
k=1

Elle est de carré intégrable et son crochet est défini pour n > 1 par (M), = S0 Oilg(Xe_1)|*
Le couple (v, #) est moyennisant, et la fonction | g|2 est continue et négligeable devant W a
Iinfini, donc par le théoreme V.2 on a

(M), »ps / 9
o - lg|“dv.

n

Pour appliquer le TLC pour les martingales, il suffit de vérifier la condition de Lindeberg.
Soit € > 0. Il faut montrer que

1 — © P
€ ._ 2 n
L; = _@n kEZI Hk‘g(Xk_l)‘ K (Xk—hE A ) — 0,

avec

K(z,y) =E [\Ul\zl{\<g<w>,vl>|>y}] :

Il est clair que pour tout A > 0, limy—, 100 = supjy|<a K(2,y) = 0. Soit A > 0. Alors

1< /[On
L = o D Oklg(Xi-1)|PK (Xk—l,f-? a) Lix,11<4)
" k=1
1 < 9 O,
+ om0 Oklg(Xi-1) K | Xpoa,e 9, ) Hxal>ap
™ k=1

®n |g(gj)|2 0
gufl g2 sup K (xz,ey | —— | + sup v, (W).
(lg )|m|<A SUPk<n Ok ) jap>a \ W(z) (W)
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Par (1.10), on a lim, wp?ﬁ = 400, et comme (v,6) est moyennisant on a sup,, Vz(|g|2)
fini presque stiirement donc

2
. g(@)| 0
0 <limL: < sup ’7 supvy (W)  p.s.
X oy n\x>A<W(w) " Tl( )
Comme |g|> = o(W), on conclut en faisant tendre A vers l'infini. On a montré plus que la
condition de Lindeberg car on a convergence presque sture. #

Ce second lemme, qui est une conséquence directe du théoréeme de convergence pour les
martingales de carré intégrable et du lemme de Kronecker, sera souvent utilisé.

Lemme V.3:

Soit ¥ : RY x R™ — R vérifiant : il existe une fonction h € L?(Py;,) et une constante C > 0

telles que
V(z,u) e RTx R™, |U(z,u)* < CW(2)h%(u). (2.2)

Soit (an) une suite réelle positive et (bn)n>1 une suite réelle positive décroissant vers 0,

n>1
telles que la série ), -, (anbn)? converge. Alors
n n L2
b Y ar¥ (Xpo1,Uk) = bn > arB[¥ (2, U1)],—x, | 0, ¢

k=1 k=1

Preuve. On considere la martingale (M”)n>0’ nulle en 0, définie par

vz, My =3 by (¥ (Xe1,Uy) — E[9 (X1, U) [ Foa] )
k=1

Son crochet prévisible vérifie

<Y (bkar)* B[ (X1, Uy) | Fia],
k=1

(M)

n
et d’apres la condition (2.2) et ’hypothese sur la série de terme général a,b,,, il vient

E[(M)_] < C<Z (bnan)2> <sng[W(Xn)]> E [h3(Uh)] < +oo.

n>1

La martingale (Mn) converge donc presque stirement et dans L2. On conclut via le lemme

n>0
de Kronecker appliqué avec la suite décroissante vers 0 (b")n>1 que
=

b Y a (‘I’ (Xk—1, Ur) — E[¥ (Xp—1, Uk) |32k—1]> 0. (2.3)
k=1

D’autre part,

2

<02 apE [V (X1, Uk)]
) P

b > o (0 (X1, Uk) = B (Xe1,Up) | F 1))
k=1
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et comme lim,, b2 >"}'_; a7 = 0 (par Kronecker) alors la convergence (2.3) est vraie dans L2.#

. Développement de |'erreur

Le but de cette section est de prouver le théoreme V.3 qui est I’analogue du théoreme V.2

pour les mesures empiriques pondérées par (nn) On rappelle que tous nos résultats sur

n>1"
les vitesses de convergence de 'algorithme sont obtenus pour des fonctions tests f continues

qui admettent une solution ¢ suffisamment réguliere a 1’équation de Poisson

oo =—(f-u(). (3.1)
On établit tout d’abord un développement de I'erreur v, (f) — v(f) fondée sur la formule de
Taylor (cf. proposition V.3). Puis on étudiera 'erreur dans L? (cf. proposition V.4) afin de
montrer le théoréme annoncé et de préparer a I’étude de 'erreur lorsqu’une extrapolation de
Richardson est mise en ceuvre (cf. section 6).
On rappelle que la diffusion vérifie une condition de stabilité forte de type (V,Id, «) et que
b|? + Tr(co*) = O(V).

Proposition V.3:
Soit ¢ : R* — R une application de classe €7 (p > 2) solution de I’équation de Poisson (3.1)
et telle que D?p est Lipschitz. Alors

k=1
2p 1 n 4
+) <— Ve dgp( X 1,Uk)> + R
q=3 k=1
avec
o &la—9) ©(2—q)
Aol ) = 3 5= Dp(a) - (o) 7, (o)) *2 7). (32)
]>q/2 '
et
1
RY)| < an VE (X0 (14 0P, (3.3)
¢
Preuve. Soit k£ > 1. La formule de Taylor appliquée a ¢ entre Xj_1 et X donne
P g
P(Xk) = (K1) + ) FDJCP(Xk—l) (AX) ™+ (X1, Xi) (3.4)
=17
avec
. . |AX|P
|Tp(Xk_1,Xk)| < sup |DPo(Xp_1 + tAXg) — DP(Xk_1)| T (3.5)

t€]0,1]
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3. DEVELOPPEMENT DE L’ERREUR

Pour tout 2 € R%, D’p(z) est une application multilinéaire symétrique donc

Dip(x) - (AXk)" ZC Do) - (b (X)) ™, (VAR (X )Ux) V™)

et par homogénéité

1 LN o A -
D%(@) - (AX) ™ =303 =2 D) - ((6(Xe—1) ™, (oK) U) V).
j=1 j=11=0 7"

M=

%

Par interversion des deux signes sommes puis en utilisant le changement de variable ¢ = j+1

on obtient
p 1 rPL ®l ®(@-1)
Z J— - (AX)® ZZ 1{z<j} p(z) - ((b(Xk—l)) (0(Xp—1)Uy) ) ,
j=1 =0 j=1
2p qN\p —] ) .
) . ((b(Xk—l))®(q_])7 (O'(Xk_l)Uk)®(2j_q)> )
q= 1]>‘1/2

Avec la fonction d, , définie en (3.2) et d’apres (3.4) on a

2p
Ap Z’Yk a0(Xi—1, Uk) + 1p(Xi—1, Xi). (3.6)
q=1

On remarque que pour tout p > 2 on a

d1p(Xg—1,Ux) = (Vo(Xg-1), 0 (Xg—1)Uk),

do,p(Xk—1,Ug) = (Veo(Xg—1), b(Xp—1)) + %D290(Xk—1) (o (X)),

et comme la fonction ¢ est solution de I’équation —( f—v(f )) = &/ ¢ alors

Ap(Xy) = VIs(Ve(Xi-1), 0(Xp1)Ui) — (= f (Xi—1) — v(f))
+ %DQQD(Xk_l) . (O'(Xk—l)Uk)®2 — %Tr(chp(Xk_l)(O'*O')(Xk_l))

2p

+Z’Y/§d ap(Xi—1, Uk) + 1rp(Xp—1, X).
q=3
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Ainsi en réarrangeant les termes et en sommant on obtient

n

A=) =~ ”Z (060) + 7 30 T ATpXim) o X))
211{“2%( p(Xie) - (0(Xko)UR) ™ = Tr(D(Xi1)(0%0) (K1) )

g1,
+—ZZ77WI§ a0(Xi—1, X3) + RP),
" = 1q=3

avec RP) = Zmﬂk rp(Xk_1, Xp) et 7, vérifiant (3.5). Comme |b|* 4+ Tr(co*) = O(V),
k=1
il existe C > 0 tel que |AXy| < O/ VV (Xg—1)(1 + |Uy|) et D¥p est Lipschitz donc

(X1, Xp)| < Oy T V7 (Xpemn) (1+ [URPT).

On en déduit aisément la majoration (3.3) du reste Rﬁf’ ) et donc la proposition. #

La proposition qui suit est importante pour connaitre le comportement de I'erreur dans L2 et
presque stirement. Sous des conditions peu restrictives sur les suites (’Y")n>1 et (nn)n>1, cette
proposition permet de ramener ’étude de v, (f) — v(f) & la somme d’un terme martingale
et d’un reste.

On rappelle que V est la fonction de Lyapounov associée a ’EDS et que W est la plus grande
fonction possible qui permet de garder une structure de rappel pour le schéma (X")n>0' De
plus, s'il existe p > 2 tel que U € L2P*+Y alors VP = ¢ (W), et on introduit I’ensemble de

fonctions suivant

EV = {(,0 c ¥P(R%4R), Vj € {0,...,p}, Vo € RY,  |[Dip(a) = o@jg;) } .

Proposition V.4:

Soit p > 2 tel que U, € L2P+) | et ¢ une fonction de E;,‘,/V solution de I’équation de Poisson
(3.1) telle que Dy est Lipschitz. Si (vy,)
décroisse vers 0 et que

est une suite réelle positive telle que (vn/Hn)

n>1 n>1

2 n
Un Tin UnTn .. Un p-1
—|A—| < 400, < ) < 4oo et lim— V.2 =0, 3.7
TR RSP 2 P 0
alors la suite (vn (vil(f) —v(f)) — en) converge dans L2 vers 0, ot (en), 5, est définie

nz

pour tout n > 1 par

3

n p

Un Nk Un 1
W= NT T o(X ), 0 (X Sl 2
PRIV I)U’“Hq:g( "
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3. DEVELOPPEMENT DE L’ERREUR

avec
a9 ' .
®(q— ®(2j—
Dy(w) i= Bldgg(w, U1)] = > —2—Dlp(a) - ((b()) ", B [ (o()tn) "] )
32,
n'in ~ . /. n'in 2 1
De plus, si la suite <}3n—?zm)n>1 est décroissante vers 0 et la série 1; (UHZ ) ’Y_n est conver-
gente alors la convergence est presque stre. ¢

Preuve. On utilise la proposition V.3 pour obtenir un développement & l’ordre p de I'erreur

vn(f) — v(f) en n.

e Montrons tout d’abord que

Nk L2
(AQD(Xk)) - 0’ (38)
H Ve
k=1
et que cette convergence est presque stire lorsque I'on suppose la suite ( };’;7;; )n>1 décroissante

L finie. D’une part, la transformation d’Abel donne

7. 2
vers 0 et la série En>1 (”?1"7) Tn
n m

n

’Un UnMn Un Mk
Ao(X X,)— AT LX),
o k( 0(Xy)) = Hn%sﬁ( ) Hﬂ};( Vk)so( k_1)

est supposée convergente et |p|? = o(W) (car ¢ €

A2 p(Xn—1))]
converge presque stirement et dans L2. En appliquant le lemme de Kronecker avec la suite

9 In In
D’autre part, la série Zn>1 . A%

EIV)V ) donc d’apres la remarque suivant la proposition V.1, la série Zn>1 IZ’;

(vn / H”)n>1 décroissante vers 0, on obtient alors

Un - Nk L2
— A= Xi._1) — 0.
) ( ,Yk)eo< ) 2

Ainsi il reste uniquement le terme }’I”Z” ©(X,) & gérer. La convergence dans L? vers 0 de ce

terme est triviale du fait de la convergence de la suite (g’;’l{’;) . vers 0 et la L2-bornitude
de ¢(X,,). Pour la convergence p.s., il suffit d’appliquer la proposition V.1b. avec la suite

2
(Ge2)) .

e Montrons maintenant que

e (D) (0(Xkm1)Ux) * = T (D%p(Xim1)(070) (X)) ) 2 0. (3.9)

2
D’une part € E)V et Troo* = 0(V), donc <D2(,D(l‘) . (0(:13))®2> = o(W(x)). D’autre part,
on sait que E [U?] = Id donc la fonction ¥(z,u) = D*s(z) - (o(z)u) o2 Tr(D%*p(x)o*o(z))
satisfait (2.2) avec h(u) = u. De plus, la série ), -, (”}}77" )2 converge donc on peut appliquer
le lemme V.3 avec les suites (a )n>1 (nn)n>l et (b )51 = (vn/Hy), -, et on obtient (3.9).

e Toujours d’apres le développement de Taylor obtenu par la proposition V.3, on va montrer
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que
p n
1 Un 21 L2
Z Zmﬂk dgp(Xe-1,Uk) = > 7= D% Da(Xe—1) =0,
q=3 sy, k=1 P
ou Dy est définie en (1.6).
Soit g € {3,...,2p}. Comme ¢ € E} et b|* + Tr(00*) = O(V) alors
[dgp.w)]* = oW () (1 +ul)) . (3.10)

q_
On applique le lemme V.3 avec les suites (an)n>1 = (Un%% 1)n>1 et (b”)n>1 = (vn/H )n>1
et la fonction ¥(x,u) = dy,(x,u) et on obtient

L2

1.1
Dy p(Xp— 1) 0

TIk’Yk dgp(Xk—1,Ug) ——Zmﬂk
=1 " =1

-1

N

avec Dy p(z) = E[dqm(iE,Ul)]. En notant Dy, = Dy, et en remarquant que Dg,licpy =
Dyli<py on a

2p n P n
v 1 ) a_1 ~
= Ve Dap(Xp—1) = Z Fn Yy Dg(Xk—1) + Rﬁlp),
¢=3 """ k=1 ¢=3 """ k=1
avec
2p v n 4 4
RP = S 2SN nii Dyp(Xia)
g=p+1 " k=1
Pour conclure il faut donc montrer que (~$Lp ))n>1 converge presque siirement et dans L2

vers 0. D’apres (3.10), pour tout ¢ € {3,...,2p} on a |D,,/* = o(W) et comme la suite
a_ p—1
(Yn)n>1 tend vers 0 alors pour tout ¢ > p + 1, 77 1Dq,p(Xk_1) = 0<7k2 \/W(Xk_1)>.

Ainsi,

. r p—1
RO < 3 e VIV (Xeoa), (311)
H,
k=1
p—1
La convergence dans L? vers 0 est alors triviale car on a supposé lim,, ;’I—Z Yok kY,S =0

et que l'on a sup,, E [W(X,,)] < +oo (voir proposition V.la.). Pour la convergence presque

sure, on utilise ’alternative suivante :
p—1
— soit lasérie Y <, mpyn? converge, alors la proposition V.1a. et le théoréme de conver-
=

gence monotone donnent

p—1
Z"?n'ynz \% W(Xn—l) < +00 p.s.
n>1

— soit la série diverge, et par le lemme V.1 le couple (v, n’y%) est moyennisant ce qui

implique

- p;l
> et VIV (Xioa) (ank ) p-s.
k=1
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p—1
2

n
. . Up _
On conclut en utilisant hrlln I, ,;_1 MY, > =0.

)

Il reste & montrer la convergence p.s. et L? de vnR%p vers 0. On rappelle (3.3) i.e.

O\ R p+1
S o 2, Ve (Xpo) (1 + | Uk ) ,
" k=1

et d’apres le lemme V.3 appliqué avec la fonction ¥ (z,u) = V%(x) (1 + \u\pﬂ) il suffit de
montrer que

p—1
LS e VI (X) 0. (3.12)
n p.s
k=1
Or VPT! = (W) donc on est ramené & (3.11). #

D’apres la proposition précédent, seuls deux termes sont importants pour une étude dans L2

et presque siire de lerreur v, (f) — v(f). Il s’agit d’un terme martingale de la forme

My = — > ——(Vo(Xg_1),0(Xg1)Uy),

et d’un reste

En fonction des suites (’Y")n>1 et (nn) , utilisées pour discrétiser la diffusion et pondérer

n>
les mesures empiriques, on a soit une domination de M, soit une domination de S,,. Dans
le premier cas, le lemme V.2 implique que l'erreur vérifie un théoreme de la limite centrale.
Dans le second cas, on obtient une vitesse de convergence en probabilité ou presque sure.
Les conditions sur les pas et les poids sont données par le théoreme V.3, que nous montrons

apres ces quelques remarques.

Remarque: Lorsque (U")n>0 est une bruit blanc symétrique, alors pour tout ¢ > 1, Dog1q =
0. En effet, d’aprés (1.6) on a

2g+1 C?‘H‘l—j

Dag1(z) = Z L Dip(x) - ((b(w))®(2q+1—j)7E [(U(w)Ul)®(2j—2q—1)]> '

1l

j=r1
Notamment, D3 =0 si E [Uf@?’] = 0. L’indice générique de départ de la somme S,, est alors
4 (Pexception correspondant au cas ou ¢ est une fonction particuliére annulant Dy ). *

S’il existe un plus petit indice ¢ de {3,...,p} tel que D, soit non nulle alors on le note ¢*.
Sinon on note ¢* = p + 1.

* ﬁ_l
Preuve (théoréme V.3). On rappelle que ¢ est la limite de fé—in ot T = >y mky, et

n 77%
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Supposons = 0. Pour tout ¢ € {3,...,p}, Dy = o(x/ W) donc il est clair que

" -1 L2

Z Vi Dg(Xy—1) — 0.

k

Comme T} = 0(v/©y) et que ¢* < p+ 1, alors >, nk’y,:Tl = 0(v©y,). Ainsi, la suite
(U”)n>1 = (Hn/\/®_n)n21 vérifie (3.7) et la proposition V.4 peut s’appliquer. On obtient

Y

q=q*

alors
Hy,

VO, \/_;

On conclut par le lemme V.2 appliqué avec la fonction continue o*Vy négligeable devant W
(car p € E)).

Si € < +00, alors il est facile de vérifier que

(Vo(Xg-1),0(Xk-1)Us) o (3.13)

2(f) = v(f))

p n

. o

q=q*+1

\»Q

2
2 Dy(Xp1) =5 0.

Comme ¢* < p et que T} ~ £/0,, il est facile de vérifier que les conditions (3.7) sont

satisfaites avec la suite (vn) = (Hn / ‘/9")n>1' La proposition V.4 donne alors

n>1
S ) - 111)
; VSD Xp-1),0(Xp—1)Uk) — ank Dy (X)) 0. (3.14)

k= 1

On a supposé lim, ©,, = +oo (car (7,0) est moyennlsant) et & = lim, f— €]0, o0, donc

lim,, T = 400 et d’aprés le lemme V.1 le couple (v, 77T _1) est moyennisant. Ainsi,

l
—Zmﬂk +(Xp_1) LN Dgdv.
15 =1 R4

Le lemme V.2 permet de nouveau de conclure.

On suppose maintenant £ = +o00. Cela implique lim,, T} = 400, donc

1
T ,;W" ) 5 P

D’autre part, on a
VO, .
< sup H(O’ Vo) (X}@)H2 —0

X
9 T: k=0,...,n—1

1= LS V(T (Xe 1), (X 1)U

N =1

Ainsi, en appliquant la proposition V.4 avec la suite (U“)n>1 = (Hn/'f;';)n21 (¢* < p) on

obtient
H, 1
T (Va(f) — Zﬁmk «(Xp—1) —

"kl

o, (3.15)

74



4. LOI DU LOGARITHME ITERE

et la convergence en probabilité annoncée en (1.9) (en effet on a deux convergences de
natures différentes : convergence presque siire et convergence en moyenne quadratique, mais
elles impliquent toutes les deux la convergence en probabilité).

Il reste & établir la convergence presque sure dans (1.9). Pour cela on suppose la série
En>1 % convergente. On peut alors appliquer le lemme V.3 avec les suites (an)

(6")n>1 et (b )n>1 (T*) > bour obtenir

n>1 -

—ZWWX“ o(X-1)Uk) = 0

”kl

En combinant cette convergence presque sire et la proposition V.4 appliqué avec la suite
(U”)n>1 = (H”/T;)nzl on obtient

TD(Xp1) 22 0. (3.16)

Pour conclure, il suffit alors de montrer que pour tout ¢ > ¢* + 1,

n a4 s

—Zﬁk%f ¢(Xp-1) 250,
”k 1

) p.s

Cela se fait de la méme facon que pour prouver R(p 0 dans la démonstration de la

proposition précédente. #

. Loi du logarithme itéré

Dans cette section, on établit une loi du logarithme itéré (LLI) pour Uerreur (v, (f) — v(f)) n>1

lorsque les pas et les poids choisis impliquent le TLC (1.7). On suppose que f est une fonc-
tion continue et que ¢ est une solution de 1’équation de Poisson &/ = — (f —v(f)) telle
que ¢ € EI‘;V et DPp Lipschitz. Les pas (7")n>1 et poids (nn)n>1 vérifient

S uof - o(vE). ¥ plalt
k=1 "

n>1

2
< 400 et T 4 oo (4.1)
Oy,

n>1

N

ou ¢* = ming<y<p {Dg # 0} A (p + 1). Dans la décomposition de l'erreur (voir proposition
V.3), les termes importants pour obtenir une LLI sont les deux premiers. Notamment le
second qui est un terme martingale.

Rappelons la loi du logarithme itéré pour les martingales de carré intégrable (voir théo-
reme 4.7 dans [HH80]). On note ¢ la fonction définie pour tout = > e par

¢(x) = /2xloglog x,

et égale a 1 pour x € [0, €].
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CHAPITRE V. VITESSES DE CONVERGENCE

Théoréme V.4:

Soit ( ) ns0 UBe martingale nulle en 0 de carré intégrable, (Wn) une suite croissante

n>1
de variables aléatoires strictement positives et (Z")n>1 une suite de variables aléatoires
=

positives. Pour tout n > 1, on note Y,, = AM,, et on suppose que W,, et Z,, sont F,_1—
mesurable. Si

n

1 p.s
S0V ;(Ykl{mpzk} = E[Yk1{|Yk|>Zk} 9%—1]) -0, (4.2)
1 = 2\ ps
3 (E [Yk 1vii<zi} | Fh— 1] - E[Yk1{|Yk|<Zk} c%c—l] ) 251, (4.3)
k 1
Z W4E|:YT?1{|Yn‘<Zn} 9n_1:| < 400 p.s. (4.4)
et
Wn p.S
1 et W, — 400 4.5
Wn+1 ( )
alors
— M, . M,
hrrlnm =1 ps. et hngb(Wr%) =-1 ps. *

La loi du logarithme iétéré obtenue pour Uerreur (v, (f) — v(f)) est donnée par le théoreme

))n>1, mais des conditions supplémen-

/

(vn
suivant. Comme attendu, la vitesse est en (H,, /(0
taires sont nécessaires sur les suites (%L)n (nn) , (c f (4.6)).

Théoréeme V.5:
Soit un entier p > 2 et ¢ une fonction de EI‘;V solution de I'équation de Poisson telle que D¥p
est Lipschitz. On suppose qu’il existe 6 €]0,2[ tel que

0*Vo|* = G(W) et E [yUl\W] < 400,

et que les suites (’Y")n>1 et (nn)n>0 vérifient (4.1),

On s —5/2 On 1 décroi. 4.6
; (m) Tn < +oo, et <<m> 7_n>n>1 écroit. (4.6)

De plus, on suppose que v, = ﬁ((ln ln(@n))_2>. Alors, presque stirement on a

H, H,
hgnqs( )(V"(f)—y(f)):sjc, et h;nqs( o,

La preuve repose sur le lemme suivant qui est simplement ’application du théoreme V.4 au

wa(f) = v(f)) = —sy. *

terme martingale apparaissant dans le développement de l’erreur.
Lemme V.4:
Soit g € € (Rd; Rm). On suppose qu’il existe 6 €]0, 2] tel que

\g]2+6 =0W), et E [\Uﬂﬂé} < 400,
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4. LOI DU LOGARITHME ITERE

et que la suite (9”)n>1 vérifie

6, o _ 6,Inn(O,)

Alors, presque surement on a

— 1 .
1131@;\/%@()@—1)ka>:09 et lim

ot 0g =1/ Jga |g|dv. ¢

Preuve. Ce lemme est une conséquence du théoreme V.4 appliqué a la martingale (M")n>0

nulle en 0 définie pour tout n > 1 par

M, = Z \/%<9(Xk—1)7 Uk>7
k=1

avec les suites déterministes (Wn) et (Z")n>1 définies par

n>1
020,
W2=0.0, et Zy=|——r
n=%gon € " loglog ©,,’

olt o = V(\g]2).

Montrons tout d’abord (4.5). On rappelle que le couple (v, #) est moyennisant, donc lim,, ©,, =

+00. On en déduit avec la seconde condition de (4.7) que lim,, g_:i = 0. Or,

<Wn+1>2 _ @n—l—l _ ®n+1 _ 1
W, On  Onp1—Onp1 1 et
n+1

donc (4.5) est vérifiée.

On montre (4.4) i.e. la convergence presque sure de la série

62 )
2 <03@%>E[|<9(X"‘1)’ Un 1| ot 0] <2} | Pt

n>1

Cette série est majorée par

Z(%) (%)5 [9(X) 2B [0

n>1

et par définition de (Zn) la série converge presque stiirement si

n=0
gL+o/2 5
- 9(Xn-D)[* < o0 pas.
n%:l (@iﬁé/z log log!—%/2 ®n>

car E [\U1]2+5] < +00. On a supposé |g|*™ = (W) donc sup,, E [[g(Xn)\2+5] < +00 et on
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CHAPITRE V. VITESSES DE CONVERGENCE

oL +6/2
n
loglog'—%/2 @,

conclut aisément car 3, <®1+5/2 ) < +o0o (hypothese (4.7)).

e Passons a (4.3). En posant
2
b, y) = B {(2). U Lgoonion] + B [9(), U0 Ljg.omen]”

il faut montrer que

Z@kE[ (Xk—1),Uy) ‘Jk 1} —03167”;9;@}1 <Xk_1,5—9k_k> 2o,

Comme |g|*™® = ¢(W), la fonction (3: — E [(g(:p), U1>2] = |g(3:)|2> est négligeable devant

W et, le couple (,0) étant moyennisant, on a

2@

z%q.&lm 2| 7] 2 2 [ B[l 0] vian. @9

02@

Or o2 = v g|?) et Uy est centrée et normée (i.e. de matrice de covariance Id,,) donc la limite
dans (4.8) est égale a 1. Il faut donc montrer que

<Xk_1, j_g_k> 220, (4.9)

Comme E 03] =0, on a B [{g(«), Un)1{(g). 001 <] = —B [(9(2), Un)Li(g(0).00)150 ] et par
Cauchy-Schwartz on obtient

1
2
75O 1=

V(z,y) e R* x R™, h(z,y) < 2E [(g(x)a U1>21{|(g(x),U1)\>y}} .

Soit A > 0 fixé. On a alors

7 7y,
ZHkh <Xk e ) ZGIJL <Xk 1s \/9—> LE (D AP

Zy,
+ —Zekh <Xk 1 m) 1{‘Xk 1[>A}

< (IEBW@)F) ( Zek |2|u<11xE[|U1| i@ >ﬁ}]>

" k=1

su ’9(1’)’2 P
'”x3<wm>"mw

Comme lim,, \%L = +00, il est clair que

. 2 =
hyrln ilugqu“Ull 1{<g(x)7U1>|>5T%}] =0,

78



4. LOI DU LOGARITHME ITERE

et par Césaro on obtient alors

lg(2)|?
hm Zﬁkh <Xk 1, \/0_> < 2;‘1134 < W) > sgpuﬁ(W).

En faisant tendre A vers I'infini on obtient (4.9) car |g|*> = o(W).

Il reste & montrer (4.2). Pour cela on introduit la martingale (Nn) nulle en 0 définie par

n>1

Ny Zgb?@ 9(Xk-1), €k)

avec

ek = Ukl{| /g 00 |>2} E[Uk1{|\/%<g(xk71>,sz>|>zk} %—1}-

OnaE [[sk\2 ‘ffk_l] <E [‘Uk‘21{|\/%<g(Xk,1),Uk>|>Zk} ‘ffk_l} donc le crochet de (N")n>1
vérifie

244
Z&J% 9k )PE [0 101 o o) | ]
/2 —
[‘U ’2+6] Z ¢2 02@ X 1)‘2+66k/ Z °.

Comme ¢?(z) = 2zInlnz et que Zk_5 = (cr;@k)_‘;/2 In lng(Qk), on a

1+3
On ? 245
(N)oo B |[U7[**° (K1),
[ } n%:l 2(020,) 2 Inln'"3(6,,)
. 146/2
On a supposé Z —— < +00 et |g|*™ = O(W) donc (N) o < 400 p.s..
n>1 @nlnlnﬁj(@ )
Par le lemme de Kronecker, on obtient (4.2). ##

Preuve (théoréme V.5). La preuve est tres proche de celle de la proposition V.4. Toutefois,
on ne peut appliquer celle ci directement car on veut obtenir la convergence presque stire
vers 0 du premier terme H oy 15 di (A(p(Xk 1)) apparaissant dans la décomposition de la
proposition V.3. Les hypotheses sur les poids dans la proposition V.4 sont trop fortes et
peuveut ici étre relaxées car les hypotheses sur la domination de ¢ et les moments de Uj
sont plus fortes.

Montrons que

1 ¥ Nk p-s
) 2 %(A@(Xk)) 50, (4.10)

Par la transformation d’Abel, il suffit de montrer que W?ﬁgo(Xn) converge vers 0 presque

< 400 et comme ¢(0©,) > /O, alors par

strement. En effet, on a supposé 3, % ‘A”—”
Kronecker lim,, d> Zk 1 < > ©(Xk—1) =0 p.s.
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On remarque que

S N S N —— 411
5O \/ EICHEN \/ 26,016, 7, *.1)
240 .. . . 0 1+%
et comme |p|“"° = O(W), la proposition V.1b. appliquée avec la suite (Wb%)
n>1

donne 5

U |o(Xn) 7T 25 0. (4.12)

¢2(@n)’7n

Sous I'hypothese v, = O(In ln_z(@n)) il est aisé de voir que les conditions (4.6) impliquent
les conditions (4.7). Ainsi on peut appliquer le lemme V.4 qui donne

n

hmmkzﬂﬁ« Vo) (Xk-1),Uk) = sy p.s.

avec sy = 4/ fRd |J*V<,0|2dl/. De meme pour la limite inférieure qui est égale & sy presque

surement.

Tous les autres termes se gerent de la méme facon que dans la proposition V.4. Comme

#(0©n) = /Oy, les conditions (4.1) impliquent les conditions (3.7) prises avec v, = ¢(H@” 7 #

. Simulations numériques

Dans cette section on se propose de valider numériquement nos résultats sur les vitesses de
convergence des moyennes empiriques pondérées. On suppose dans cette section que le bruit

blanc (Un) est symétrique et admet des moments a tout ordre. Ainsi, pour tout p > 0

n>1
on a E [Ui8 2p +1] = 0 si bien que pour tout ¢ > 1, Dag41 = 0. On discrétise la diffusion en
utilisant une suite (7")n>1 de la forme v, = yon~" avec r €]0,1] et 79 > 0, et on pondeére les
mesures empiriques a l'aide d’une suite (nn)n>1 de la forme 7, = non~*% avec s €] — 00, 1] et
7o > 0. On suppose que les couples (y,7n) et (v, ) sont moyennisants, c’est a dire que

1
<O<T<1ets< —;—r) ou (r=s=1), (5.1)

(cf. proposition V.2).

Sous ces hypotheses, le théoréme V.3 s’énonce ainsi :

Proposition V.5:
Soit un entier p > 2 tel que Uy € L2P+) ot ¢ € EZV solution de I’équation de Poisson telle
que D?p est Lipschitz. On définit q* par

¢"= min {D;#0} A(p+1). (5.2)
qe{47"'7p}

Alors,
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5. SIMULATIONS NUMERIQUES

fsi0<7‘<q%letq*<p
r(5-1) (o i <
Cp.s. M (V(f) —v(f)) — myq sis < —r 5—1 ,
(*—1) n .S . q*
Cp.s (V(f) = v(f)) = my g sis>—r 5—1 ,
avec .
V1=2 _a -
cr = Vil et ey =1 2(1—7"(2 )> (53)
1-s l—s ¢

Remarque: La définition de ¢* en (5.2) est différente de celle utilisée dans le théoréme V.3

car le bruit blanc (Un) est maintenant supposé symétrique. *

n>1
Le cas 7 = s = 1 peut apparaitre comme anecdotique a la vue de cette proposition, mais c’est
en fait le cadre naturel du TLC presque stre pour des varables aléatoires i.i.d. (cf section
5. de [LP02]). Ainsi, la proposition ci-dessus fournit un TLC pour le TLC presque sire a la
vitesse /In(n).

Preuve. On montre cette proposition pour r < 1 (et donc s < 1), le cas r = s = 1 étant
similaire. En utilisant les équivalences suivantes

1—2s+4r " nl—s—r(%—l)

1—s
n q
et Y ~ oY’

e LM i
1—s "yl —2s547]

Hy ~mo

on en déduit que

T 1 1-2s+7r %_r<q*;1>
~ ’70 o n .
VO, 1—s—r(%—1)
Ainsi £ = lim,, 3%—: < toosir > q%l et £ =4oosir < q%l. Vérifions les hypotheses du
théoreme V.3.
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Dans le cas r > q*—l_l, on a
1 Tn 1 —s+r—1
E — A= | <4+ & E ——|r—s|n < 400
/O Yn 5(1=2s+7)
n>1 n n>1 n

& (r=s ou r<l),

et )
Z g—” <400 & Zn_zs_(l_%”) <400 & 7r>0,
n>1 n n>1
donc les conditions sont clairement vérifiées et on a le TLC annoncé a la vitesse Igl ~
n

1—7r

cyn 2 .

1
Supposons 7 < 71 On a

1 M n—s-‘,—r—l 2
E—A—<—|—oo & E—*<+oo s r<—,

T 1—s—r( L —1 q*
n>l " n n>ln ( 2 )

et 0 25+
N n—2stT 1

—— <40 & ——— <40 & r< ,

nZZ:l (T;kl)2 rLZ;:l n2—2s—r(g*-2) g-—1

donc les conditions du théoreme V.3 sont satisfaites et on a la convergence en probabilité

pour tout s < L.

Pour la convergence presque sure, il faut montrer la décroissance de la suite (TT; ) .
nin/n>1

Comme s > —r (% — 1) alors T = Y7 kP avec B3 = s+ r (% — 1) > 0. Ainsi en

utilisant une comparaison série-intégrale on a

1-8 _ 1-8
(n+1) 1<T*<n 7
1-p "T1-p

et par le théoreme des valeurs intermédiaires et la décroissance de (z — x~°) on obtient

Vn

WV

L

ni=~

_5’

Yn>1, (n+1)Pn< )<

*
n

—_

Donc, pour tout n > 1

*

T* 1 —ri-
n+1"Tn+17n > (1 + E> (1 o ﬁ) ‘

T;:’Ynnn-i-l
On en conclut que la suite (T’Z” > est décroissante & partir du rang ng = ———,
nm/n>1 L)iﬂz* 1
1—
et donc la convergence presque siire. #
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5.1. Choix des paramétres et commentaires

D’aprés la proposition V.5 on sait que lerreur (v(f) — v(f)),»; vérifie un TLC centré de

vitesse nl_gr lorsque r > q%l, et que cette erreur converge p.s. a la vitesse n" 5D vers
my g lorsque r < q%l. De plus, il est intéressant de remarquer que l'ordre de la vitesse ne
dépend que de 7 et qu’il est optimal pour r = q%l. Ce résultat est représenté par la figure
V.1 pour deux valeurs de ¢* : 4 et 6.

<% *
] q :6 ,,,,,,
5 2/5 <
> // \\\
= / S
g8 1/3 i >
) /
) /
% coté p.s. coté TLC
2 ;
% ///
) /
= /
o /
= /
o /
0 15  1/3 1/2 1

exposant r de la suite de pas (vn),,>0

Figure V.1 — Ordre de la vitesse de convergence en fonction du parametre r.

Les parametres vy et s interviennent uniquement dans les constantes c¢ et ¢, .. Il n’est pas
étonnant de voir que la constante ng n’intervient pas dans les vitesses car elle n’intervient
méme pas dans ’algorithme. Il disparait par homogénéité des mesures empiriques pondérées.

Remarque: Lorsque r est fixé, les constantes cy et ¢, s sont des fonctions de g et s définies
1+r

sur ]0, +oo[x | —oo, 1FL [ par

V1I-2s+r 1-9 r(L —1

cy(0,8) = \/70? et cps.(70,8) = Y% *(1- (1%3) . *

A la vue de ces résultats, une question naturelle est : Comment choisir vg et s lorsque I'on
se fixe r (c’est a dire l'ordre de la vitesse) 7

1
g —1

Casr =

q* -2
Dans le cas ou la vitesse est optimale, 'erreur vérifie un TLC décentré de vitesse n2(* -1,

Ainsi, pour n suffisamment grand on peut supposer que

* 2

ey Z o Mmia f

2(g*—-1) n _ ~ _Jod _J
n (Vn(f) V(f)) JV( o ) 7 (5.4)
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dans le sens ol, pour a fixé et n grand,

S_fG+ mf7q*
Cy Cp.s.

P [ 1() - vl < o] =P |

<a}

avec G de loi 47(0,1). On pose p € [0,1] et on cherche & minimiser en 7y et s la taille de
I'intervalle de confiance de niveau p dans lequel se trouve lerreur v, (f) — v(f). C’est-a-dire,
on cherche 7y et s minimisant a(v, s) lorsque a(vy, s) vérifie

d

Lorsque my 4« = 0 c’est la démarche classique pour optimiser les parametres en fonction de

cz(7,5) Cp.s. (7, 8)

<a(, 8)] =p.

la variance du TLC, mais lorsqu’on a un biais il est difficile de trouver par cette méthode les
parametres optimaux g et s.

Remarque: L’hypothése (5.4) est justifiée par le fait que le TLC que 'on obtient découle du
TLC pour les martingales et que les hypothéses de Berry-Essen pour les martingales sont
vérifiées. De plus, les autres termes apparaissant dans le développement de I'erreur sont de
Pordre de n et deviennent assez vite négligeable devant le biais. *

Raisonnons en norme L? pour déterminer les parametres vg et s. D’apres la proposition V.4
g -2
appliquée avec la suite v, = n2@ =D on sait que

g -2
W ()~ o))~ My S, — 0
2
U "o — 11
avec M,, = —n 2 VO (Vo(Xi—1),0(Xk—1)Ug) et S,, = g H_n ; MY Dg(Xk—1). Ainsi,

q* -2
n2 =0 |v1(f) — v(F)|l, = |Mn + Sull, +o(1) .

On a déja prouvé que

2
g S s Mf g
Mni/ 07Tf et S, 2, Do
Cy Cp.s.

*

. C 2
On rappelle que dans ce cadre optimal, on a > ;' 7xy,>  ~ Hy o S opey O ~ o Sion

Un v2
suppose ¢ a support compact, alors les fonctions Vg et D, pour ¢ = ¢*, ..., p sont a support
compact et par convergence dominée on en déduit que

L> 5S¢ L2 Mg

M, — —— et S, —
Cy Cp.s.
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Sn _ |mf»q*|

Cp.s.

Or || M, + San = HMn”g + HSan + 2E [M,,Sy] et 2E [M,S,] < HMn”z

‘ car

*—2
E [My] = 0. Ainsi, on a [v}(f) = v(f)[l, = n 200 /[T, + [Sall, + o(1) et

*_2 2 L\ 2
W)~ v, Nn(v (2} s (e’
Cy Cp.s.

Trouver les parametres g et s qui minimisent 1'erreur 4] (f) — v(f) en norme L? revient donc

a trouver les minimums de la fonction g(v, s) définie commme suit

1
g :]0; —|—oo[><]—oo, —;7‘ [ —RT
2 2
S m
f fa
(7,8) — + -
(1:8) (1.9
Le gradient de g, qui s’écrit
1 (1-5)? 1 ?
— S 2 * *—3 — S 2
- 5%+ —2)44 - ms .«
_ 721—28+7“f (g g 1—s—r(q——1) Fa
Vg(v,s) = . 2 ,
12(1—s)(r—s) , o2 (@ —2)(1—5s) 2
Ty (1 —2s+7)2 T 7 AR
(1=s—r(5 - 1)

s’annulle en un unique point (7, s*) de ]0; —i—oo[x] —00, 1%[ (cf. preuve en annexe),

s* =0,

2
Yo = <2 _ 1 Mg > T ) (55)
q sy

Et on vérifie que ce point (7o, s*) est un minimum global de g sur ]0, +oo[x] — oo, L. Ainsi
lorsque r = q%l il faut choisir s* et vy définis en (5.5) pour avoir une erreur minimale dans
L2. 11 est intéressant de remarquer que s* = 0, c’est & dire que la suite de poids optimale
a considérer est la suite constante égale a 1, n, = 1. D’autre part, notons que 7y dépend
de ¢" mais aussi de my 4« et sy. Ces deux quantités my« et sy sont a priori inconnues et
dépendent de la diffusion et de la fonction f a intégrer. De plus, il est difficile d’approcher
numériquement ces constantes. On reparlera de ce probleme dans le chapitre VIII.

—9/3
Remarque: Siq¢* =4 alorsr =1/3,s*=0et vy = (ﬁ@) .Sig*=6alorsr =1/5,

Sf
5| —-1/2
s*zOet’yo:<2 —M) . *
6 Sf

Dans le cas ou la vitesse est optimale en ordre (r =

q%l), Yo est le seul parametre a
déterminer pour minimiser l’erreur quadratique. De plus, d’apres le réle de ce parametre
dans le TLC, on sait que choisir vy grand réduit la variance mais décentre significativement

le TLC, et choisir vy petit augmente la variance.
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1
Casr>q*—_1

Dans ce cas, lerreur vérifie un TLC centré. On pourrait donc raisonner de la méme fagon

2
. . . . N N 7 . . S \ .
que ce qui suit (5.4). Cela nous conduirait a chercher a réduire la variance CTf c’est a dire
<z

a maximiser cg(7,s). Cependant si r est proche de q%l, le biais s’annulle trés lentement
et on ne peut pas considérer 'erreur comme une gaussienne centrée, méme pour 7n assez
grand. Dans cette situation il est difficile de déterminer des parametres v et s optimaux et

ne dépendant pas de n.

1
g -1
a minimiser la variance. On rappelle que

Si r est suffisamment grand devant le biais s’annule plus vite et on peut alors chercher

V1—2s+r
cr(r.8) = 7

1—s
Sur |0, +oo[><] 0, 1i27’ [, le supremum de c¢ (7, s) est atteint pozur s = r et lorsque v tend vers
* B . ~
1 lmee . Attention tout de méme de

+o00. Ainsi, on prendra s* = r et vy > <2 1— rEy

ne pas prendre 7y trop grand, car le biais mettra alors d’autant plus de temps a s’annuler.

1
Casr<q*—_1

~ N . m *
Dans ce cas, Oon a une convergence presque sure de l’erreur a la vitesse n” vers cfig/s)
p.s.\7»
14r

Minimiser Ierreur revient alors & maximiser ¢, s (7, s) défini sur |0, —i—oo[x] —00, 5~ [ par

Cp.s.(7,8) = ’yl‘% (1 - m) :

1—s

Le suprémum est atteint lorsque v tend vers 0 et s tend vers —oo. Cependant, de la méme
fagon que dans le cas r > q*—1—17 si 7 est proche de q%l la variance die au TLC est encore
présente. On ne peut pas considérer qu’elle est négligeable donc il faut choisir vg et s aussi
en fonction de cy (7, s).

Pour conclure, on donne une fagon de choisir s en fonction de r lorsque ¢* = 4 (cf. figure

V.2). Ce choix repose sur les commentaires précédents. On définit s de la fagon suivante

5:0,1] — ]—oo,l],

T SiT)%,
r—s(r)=<3r—1 517’6[%,%[,
—3—1T Sir<%.

5.2. Tests numériques

Le but de cette sous-section est de tester numériquement notre algorithme et de valider
nos résultats théoriques obtenus sur les vitesses de convergence. Pour cela, on considere un
oscillateur linéaire de dimension 2 soumis a une perturbation aléatoire externe. L’équation
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—_

1/2

)

s(r) ——
0 1/3 1/2 1

exposant r de la suite de pas ('Yn)n>0

exposant s de la suite de pas (17n),,>,

Figure V.2 — Choix de la suite de poids en fonction de la suite de pas dans le cas ¢* = 4.

d’un tel systeme s’écrit

d%q dg dB(t) )
My——(t) + Do—(t) + Koq(t) = S 0) € R*.
0 gz (1) + Do (8) + Koalt) = So—p = a(0)
ou (Bt) >p €st un R? mouvement brownien, M est la matrice de la masse du systeme et

K est la matrice de rigidité qui sont toutes deux des matrices réelles 2 x 2 constantes et
symétriques définies positive. Les matrices Dy et Sy sont des matrices réelles 2 x 2 constantes
et symétriques.

On considere le systeme d’ordre 1 equivalent & cette équation, c’est-a-dire le systeme sto-
chastique suivant

{dq(t) = My 'p(t)dt, (5.6)

dp(t) = —DoMy ' p(t)dt — Koq(t)dt + Sod By,

q(0) € R? et p(0) € R2. C’est un systéme Hamiltonien et ’Hamiltonien H s’écrit

1 _ 1
H(Q7p) = §<MO 1p7p> + §<K0q7q>

A laide de I’équation de Fokker-Planck, on vérifie aisément que la mesure & densité p définie
par
p(q,p) = caexp (—2H(q,p)) avec ¢y > 0 constante de normalisation, (5.7)

est une mesure invariante du systeme.
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Les valeurs numériques utilisées pour les simulations sont les suivantes

(8 ) <m0

On sait alors que le systéme a une unique mesure stationnaire (voir [Soi94] pages 208-209).
Cette mesure stationnaire est donc la mesure a densité p donnée en (5.7).

On considere une suite de pas (v,), o, = (Yon™"),,5; et le schéma de discrétisation (¢n, pn),>
défini par

=

I
D[ s Ot
— N

il = Yne1 Mg pn, = (0.50.5),
{q 1 ="Ynt1 M5 D g = ( ) (5.8)

Prt1 = —Yn+1 (DoMy ' pn + Koan) + Sov/Ant1Unt1, po = (0.5 0.5).

Le bruit blanc (Un)n>1

La suite (nn)n>1 utilisée pour la pondération des mesures empiriques est la suite (n7°), <,
= =

avec s < 7. La fonction ue l'on integre est la fonction carrée : — 1q|® + Ip|?.
: q g : q,p ql” + Ip

L’intégrale v(f) vaut 2.125 et ¢* = 4.

Sauf mention contraire, on considere dans les simulations qui suivent un échantillon de 500

trajectoires v, (f) indépendantes avec n variant jusqu’a 105. On calcule la moyenne empirique

my, et la variance empirique s2, et on compare pour différents parametres I'erreur en norme
L? définie par

est gaussien.

en(7,7,8) = \/(my, — 2.125)2 + 2.

Dans un premier temps, on représente I’erreur en norme L? en fonction de r (voir figure
V.3). Le minimum est atteint lorsque » = 1/3, ce qui confirme le fait que la vitesse optimale

1.4

™
|
\\": n=100 ——
1.2 H 4 n=>5105 --———
. i 7 6
\\ ) n =10 ——
\ S /
1 b !
| 7
— \ \\‘ a
|- J
=08 &
& * \ Y ,/ 7
m'\ v L //
\ L
~— 06 \\‘\ Pole 7
IS Y el //
Q A P ’
\ i // //
0.4 e
~ N e -7
AN N - -
AN AN g _-
0.2 Qe e e

ST

0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
exposant r de la suite de pas (vn),,>9

Figure V.3 — Erreur L? en fonction du parameétre r pour différentes valeurs de n (r = 1/3 et
Y =1/3).

est obtenue en prenant r = q%l. De plus, on voit que I'erreur augmente considérablement
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6. EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

lorsque 'on s’éloigne de cet optimum.

On va maintenant se placer dans le cas r = % et représenter 'erreur en fonction des deux
parametres restants : s et g. La figure V.4 montre I'influence de la suite de poids considérée
sur ’erreur obtenue.

0.3
n = 10> ---------
n=510° ------
0.25 A n=10% ——
"o
o5 0.2
e il ,
— /
~ /
= 0.15 g
= [
T e s
0.05
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

exposant s de la suite de poids (1,),,50

Figure V.4 — Erreur L? en fonction du parametre s pour différentes valeurs de n (r = 1/3 et
Y =1/3).

* _2/3
Dans le cas ¢ = 4, on sait qu’il faut prendre vy = (\/§|mf—fq> . Cependant il est

S
difficile de connaitre % et tres couteux numériquement d’avoir une bonne estimation de
cette quantité. On va donc représenter 1’évolution de ’erreur en fonction d’un parametre 0
remplacant ce rapport biais-variance inconnu. Le résultat est donné par la figure V.5. On
voit que le minimum de l'erreur est atteint pour # ~ 1.5 et que l'erreur varie trés peu pour
0 € [1,2]. De plus, cette variation diminue d’autant plus que n augmente. Ainsi, il n’est pas

) . X my g .
nécessaire de chercher a approcher % avec une bonne précision.

On finit cette partie numérique en repésentant sur la figure V.6 1’évolution de I'intervalle de
confiance empirique & 95% en fonction de n. Il s’agit donc de l'intervalle [m,, — 1.96s,,; m,, +
1.965s,,]. Ces résultats valident les vitesses données par la proposition V.5.

. Extrapolation de Richardson

On rappelle que le développement de l'erreur fait apparaitre un terme martingale et un reste
composé d’une somme de la forme

Z— nk’yg_ Dq(Xk_l). (61)
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0.3
n = 1OO 777777777
n = 5105 777777
SR U T D DU I
X 02
A R
S
2 0.15
T N et tees S A
S DS S
0.05

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

_ Impe]
S

Figure V.5 — Erreur L? en fonction du parametre 6 pour différentes valeurs de n (r = 1/3,
s=0cet vy = (v30)"2/3).

parametre 0

De plus, on a vu que la vitesse de convergence dépend du premier indice ¢* € {3,...,p} tel

-1 . .
que };7; py MYy Dg<(Xg—1) soit non nul. Plus ¢* est grand, plus I'ordre de la vitesse de
convergence de l'algorithme est élevé. L’idée est donc de mettre en oeuvre une extrapolation
de Richardson afin d’annuler le premier terme (non nul) de cette somme.

Nous commencons par un petit rappel sur cette technique d’extrapolation.

6.1. Rappel sur I'extrapolation de Richardson

L’extrapolation de Richardson est une technique souvent utilisée pour améliorer les méthodes
numériques. Supposons que 'on ait une approximation Q(h) (pour h > 0) d’une certaine
quantité ) de la forme suivante

Q(h) = Q + ARP + ﬁ(hpﬂ) avec A ne dépendant pas de h.

I’idée de I'extrapolation de Richardson est d’élimimer le terme AhP en prenant deux valeurs
différentes de h. Prenons h et % avec A > 0. On a

h h\” +1
Q(>)=q@+a() +omt,
A A
et pour éliminer le terme AhP, on pose

NP AN
Q0 = 5750 (§) - =g

Ainsi Q{‘(h) =Q+0 (hp+1). On a donc gagné un ordre de convergence.
Si QY = Q* vérifie Q = Q(h) + BhPH! + O (hP*?) alors par le méme mécanisme, on peut
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CHAPITRE V. VITESSES DE CONVERGENCE

gagner un ordre de convergence en considérant ’approximation Q%‘(h) définie par

)\p-}-l

A0 = 5730 (§) - e @0

O o s L < APHQ <Aﬁ> W A0 (%) ; Q(h)> |

Dans ce cas, on a Q3(h) = Q + O (hPT2).
Cette extrapolation peut étre réitérée afin d’obtenir un ordre de convergence ¢ souhaité.

g

Cependant la constante apparaissant devant le terme d’ordre ¢ et la complexité augmentent
a chaque itération.
6.2. Application de cette méthode a notre algorithme

Dans cette sous-section, on suppose que le bruit blanc (Un)n>1 est symétrique et admet des
moments & tout ordre. Ainsi pour tout p > 2, on a VP = ¢(W). Dans la suite, on note la
dépendance en ¢ de la fonction D, dans (1.6) i.e. on pose

q—J
Cj

Dy(p)(x) =

q/2 <I<q

(@) - (b)) B [(o(x)Un)* 0] ).

Remarque: Lorsque le bruit blanc est symétrique, pour toute fonction f (q fois dérivable) on
a Dy(f) =0 si q est impair. *

On va utiliser I'extrapolation de Richardson en considérant deux suites de pas différentes. On
se place sous les hypotheses sur (’Y")n>1 et (nn)n>l qui induisent une vitesse de convergence

e . L <
en probabilité (ou presque siire). Les pas et les poids vérifient donc v/0,, = o <ZZ:1 Yy )

ou ¢* est le plus petit ¢ indice de {4,...,p} n'annulant pas Dy(p). L’extrapolation de Ri-
chardson permet de pousser plus loin la vitesse de convergence en annulant le terme en D
Le prochain terme non nul apparaissant dans le développement de I’erreur est alors en Dg«yo.
On se donne un parametre A > 0 et on définit le schéma (Xfl‘)n% par

Xpo =X, + %b(Xé) + 4/ %U(XQ)UHM Xo =20 € R%

ol (U")n>1 est le méme bruit blanc que celui utilisé pour construire (X ) 0"
La suite des mesures empiriques pondérées par n = (nn) , de ce schéma est notée ( 77”\)”>1,
et on introduit la suite (zié)n>1 définie par
oA 1 1 A n
Vn=2l vp=——-—(A2" 1" —1]). (6.2)
Azl

Pour obtenir des réultats de convergence lorsqu’une telle extrapolation est mise en ceuvre,
il faut d’importantes hypotheses de régularité sur la fonction f et la fonction ¢ solution de
I'équation de Poisson &/ = — (f — v(f)). Comme dans le théoreme V.3, on suppose que
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6. EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

€ EII,/V, que Dy est Lipschitz et on note ¢* = min {D,(¢) # 0} A (p+1). On suppose
qe

PR

de plus que Dg+(¢) admet une solution v a l’équatlon de Poisson

@1 = —(Dg-() — v(Dg (¥))), (6.3)

et que 1 vérifie : dp > 4, Y € EW et D) Lipschitz.
D’autre part, pour obtenir le TLC dans le théoreme qui suit, on doit supposer que la diffusion

(yt)t>0 (yt » Ui ) 0 définie sur R?? par

b 1 2
dy! = (it)dt + J\(/Z%)dBt, 64
dyi = b(yt)dt + o(y7)dBy,

vérifie une condition de stabilité forte de type (V,\, Id) et qu’elle possede une unique mesure
invariante vy. De plus, on suppose que ]J*V(p[2 = 0<ﬁ>.

Sous ces hypotheses techniques, on obtient le résultat suivant.

Théoreme V.6: o ) &

On suppose que /O, = 0(22:1 My, ) et on pose Y5 = >0 my,2 . Si la suite

(\;f@in>n>1 admet une limite £ dans Ry U {+oo}, alors

A"“

TL

< +00, etz@—<+oo on a

n>1

(72 (F) —v(f) (0, 5 si§ =0, (6.5)

(2 () = v(f)) Lo N (Empgenn53) 510 < € < oo, (6.6)

< +o0, etz i < 400, on a

*SIZ

n>1 n>1 (T )
Hy . P . .
2 (020) — v()) 2 g si € = +o00, (6.7)
n
avec
s Al—1
Mfgen = " Dgiadv et 555 = | Jg(y',y")[ va(dy)
o1y R2
\ AELA 1 .
ot gr(y",y%) = ————(0"Ve)(y') — ————(0" V) (y).
PN | A2t
2
De plus, si la suite ( n ) décroit vers 0 et que Z % < 400, alors la convergence
T:ﬂ/n n>1 n>1 (T:L) Tn
dans (6.7) est presque stire. *

Preuve. La preuve se fait de la méme facon que celle du théoreme V.3. Dans le théoreme
V.3, soit le terme martingale domine le premier terme non nul (terme en ¢*) du reste du
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développement et on a un TLC, soit le terme en ¢* domine le terme martingale et on a une
convergence en probabilité. Ici, c’est exactement la méme situation sauf que la procédure de
Richardson “tue” le terme en ¢* et qu’il y a donc compétition entre le terme martingale et le
terme en ¢* + 2.

Montrons tout d’abord que la procédure de Richardson fonctionne bien sous nos hypotheses,
c’est & dire que le terme en ¢* s’annulle. La fonction Dy«(¢) a une solution ¢ a 1’équation
de Poisson (6.3) telle qu’il existe p > 4 vérifiant ¢ € Elgv et D”) bornée. Dans ce cas, Dy(v))

*

. &1 PR .y .
existe et comme /0,, = 0<ZZ:1 MYy ) alors le théoreme V.3 appliqué avec la suite de

@
poids 71 = (Un’}’nz 1) donne

n>1

n

1 < _q

P
=2 (Dg(9) = v (Dg=(9))) — mp_.(p)a- (6.8)
ZZ:1 77ka2 k=1

*

q

TV 2 >
Cette convergence est presque stre lorsque | ————o décroit et % < +00.
Thm n>1 (T5)*m

n>1
En écrivant

Dy (9)(Xi_1) = Dg+ (9)(Xp—1) = Dy (9)(Xii_1) — (D () +v(Dy- () = Dy (9)(Xpe—1),

on obtient

1 a_ 1 P
7o g (D () = Dy (X)) 0 (6.9)

a
n k=1 2 1—1

Comme la suite (7”)n>0 est décroissante, on remarque que les conditions donnant la conver-
gence p.s. de (6.7) dans I’énoncé du théoreme impliquent la convergence p.s. de (6.9).

L’extrapolation de Richardson fonctionne. Il faut maintenant montrer les différentes conver-
gences en fonction de £. La preuve reprend essentiellement celle du théoréeme V.3.

Supposons £ = 0. Alors la proposition V.4 appliquée avec la suite (U")n>1 = ( %) .
= n/n>

donne = 2
7o (B —vn) - (24 53) o, (6.10)
avec
A 1 - "k A~ - A * A o *
Mn B \/@_n el \/’% <)\q;—l 1<( V(‘D)(Xk—l)ka> )\%_ 1<(U V(P)(Xk—l)7Uk>> ’

Q
o
B
=
@
>
=
&
I
o)
/N

\/W) pour tout ¢ € {¢*+2,...,p} (Dg=41(p) = 0), et que Y} =
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6. EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

0(\/®n) alors on a

P n a*—q
1 g-1 A2 A 1 L2
MV ——Dy(0)(Xi—1) — ————Dg(p) (X == 0.
2 <@HZ 0 (A (PR ) = Dyl m))

q=q"+2

D’apres (6.9), on en déduit que (S,)L‘)n>0 converge en probabilité vers 0.

D’autre part, le couple (v,6) est moyennisant et |o""<,0|2 = 0(\/ TN/)\> donc le lemme V.2
s’applique et donne
M) L v (0,52,).

La convergence (6.5) est prouvé.

Supposons maintenant £ €]0,00[. La proposition V.4 appliquée avec la suite (vn)n =

( H, >n>1 donne (6.10). 51

VOn
2-1
Pour tout ¢ > ¢* +4, on a Y j_mf = o(vVOn) et Dy(p) = 0(\/ W) donc la somme

allant de ¢* + 4 & p présente dans S converge vers 0 dans L2. Puisque 'on a (6.9) et que le

couple (7, 777(17) est moyennisant, on obtient

P A1 -
Sn = E T | e = S
Ao

Le terme M, se gére comme dans le cas & = 0, et on obtient le TLC décentré (6.6).

Si & = +o0, i.e. VO, = 0(?2) alors la proposition V.4 appliquée avec la suite (”n)n =

>1
(&> donne
T3/ n>1

H, /. VO 2
=2 () —wn) - 2 (M + 8)) 0.
15 T3

La convergence en probabilité vers 0 du terme martingale découle de la majoration dans L?

suivante
A
[

LS s {|[evarxd)

e Ve

2}. (6.11)

Pour la convergence presque stre, on applique le lemme V.3 avec les suites (an)n>1 = (9”)n>1

et (b")n>1 = (TZ)H>1. D’autre part, on prouve comme précédemment que

S
vOn Spy T g g
15

et que 'on a convergence presque sure sous les conditions annoncées. #
L’extrapolation de Richardson permet donc d’augmenter la vitesse de convergence de H,, /T
a H,/Y}. Par exemple, si ¢ = 4 et si les suites de pas et de poids sont de la forme suivante

Yn>1, vy,=~n ' et n,=mnmn °, (6.12)
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alors le TLC optimal (biaisé) est réalisé pour r = % et la vitesse est en cens ou cy =
VYT 1 25” . Plus généralement, quand une extrapolation de Richardson est mise en ceuvre,
la pr0p051t10n V.5 est vraie en remplacant ¢* par ¢*+2, le biais m o« par my 4« \ et la variance
sfc par §3c - Ces nouveaux biais et variance sont en général assez complexe a calculer.

Les parametres g et A sont liés et difficile a déterminer. On s’intéresse a ce probleme d’un
point de vue numérique dans le chapitre VIII.

On pourrait envisager une réitération de I’extrapolation pour pousser plus loin la vitesse de
convergence (passer de ¢* a ¢* + 4 par exemple), mais 'augmentation de la complexité de
I’algorithme ainsi que de la variance ne laisse rien présager de bon.

7. Annexe

Preuve (lemme V.1). La suite (’Y")n>1 est décroissante et ¢ > 0 donc pour tout £k < n
i <A} et T'on a
i 1
nfyn q < n .
Dkt Ve Dk=1Mk

Ainsi

q 2 2
T Yn Tin
< < +00.
nEZ:l <(ZZ:1 nk’Y]g)\/’Yn> 7%:1 (Hn ’Yn>

D’autre part, on a

AUM?L _ nan _ 77n—1’YZ_1
Tn Tn Tn—1

= (A2 )5+ 2= (v,
Tn n—1

9

et comme Av <0,

A ) <A—> < +-o00. #
,;Zk 17mk< ;Zk 16\ Y/

Preuve (proposition V.2). Montrons que le couple (v, 7n) est moyennisant. Tout d’abord, il est
évident que

limvy, =0 <& r>Q0,
n

ImH, =400 <« s<1.
n

e Sis=1,alors on a H, ~In(n) et

Tin Mo -1 r—1 Mo r—2
A—=—(n""—-(n-1 ~ —(r—1)n""%,
Tn Yo ( ( ) ) ’YO( )
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7. ANNEXE

donc

1
—(An—"> <400 & Zl—(r—l)+n7’_2<+oo & r<l
Tn/ 4 n>1 nn

De plus, on a

2
"n 1
E —_— < & E — < = 1.
<Hn 7n> oo n?"Inn oo "

nz nzl1

N

Si s < 1, alors en utilisant les équivalences suivantes

H, ~non'~% et Alr 0 ((n + 1) — n_sJ”") ~ @(7‘ —s)n" 57
Tn Y0 Y0

on a

1 N nr—s—l
_ ian > L
ZH <Afyn>+<+oo & <<r/set Z e <+oo> ou (r<s)>

n>1

& r<l.

De méme, on a

2
In 1
E(Hn ><+oo < En2_r<—|—oo & r<l

n>1 Tn n>1

On déduit de toutes ces équivalences que le couple (v,7) est moyennisant si et seulement si

(rys) €]0,1[x] — o0, 1] U{(1,1)}.

2 2
On rappelle que 6,, = 2—2 = z—gn—@s—?‘)

est moyennisant si et seulement si

. Par similarité avec le couple (,7), on sait que (v, 6)

(r,2s —r) €]0,1[x] — o0, 1] U{(1,1)}

c’estédire(0<r<1ets<1%)our:8:l. #

Montrons que le gradient de g (fonction définie dans la section 5.1) s’annule uniquement en

_ _ 1 e T 14 . X
s=0et 2\/1- & 5 sur |0, +o0o[x] — 0o, =57 [. On résoud donc le systeme
suivant :

2
_i (1_8)2 S2+(*—2) q* -3 1-s m2 . =0
V21—-2s+71 7 1 U l—s—r(%—1) far =
12(1—s)(r—s) , g r(@*—2)A—s) 2
a2 e =0
v (1-s—r(% 1))
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CHAPITRE V. VITESSES DE CONVERGENCE

En multipliant la premiere égalité par % et sommant avec la seconde on obtient
le systeme équivalent
1 (1-5)? 1 ?
-8 2 * *—3 —S 2
- 5%+ —2)414 - m% .« =0,
o e ] (1_S_T(q7_1)> fa
1— — 1— -
-2 1=s)(r=3) . 5+ ( S) 7 | (@ —2)y7 _me”q* =0.
a a ’
(1-2s+7r)(1-s—r(% —1)) (1-s—r(%—-1))

Cette seconde équation est équivalente a

2 q* 12 * r
s —s(l—r<—2 —1>>——2r (q —1)+—2—O
147

Or, on est dans le cas r = q%l donc cette équation admet deux solutions s =0 et s = =*-.
La seule solution dans le domaine d’étude est s = (0. La premiere équation donne alors

2 1

* g*—1
* 2 :

=D +r) m,.

Yo =
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Etude en présence de mesures invariantes
multiples VI

L’objet de ce chapitre est d’étudier le comportement des mesures empiriques pondérées du
schéma d’Euler de pas décroissant lorsque la diffusion admet plusieurs mesures invariantes.
C’est une situation qui peut notamment se présenter lorsque le drift et le coefficient de
diffusion s’annulent simultanément.

Dans un premier temps, on se place en dimension 1 et on s’intéresse aux diffusions dont
le drift et le coefficient de diffusion s’annulent en un méme point A : ce point est alors un
point frontiere pour la diffusion qui peut admettre une mesure invariante a gauche v_ et a
droite v4 de ce point. De plus, il est clair que da est aussi une probabilité invariante pour la
diffusion, puisque la fonction constante égale & A est une solution de ’'EDS. La question qui
se pose est : “qu’en est-il pour le schéma d’Euler et ses mesures empiriques ?” Pour le schéma
d’approximation, A n’est pas un point frontiere. En effet, le schéma, n’étant pas continu,
peut “sauter” au-dessus de ce point. Les mesures empiriques pondérées convergent-elles vers
I'une des trois mesures invariantes extrémales de la diffusion (v_, da et v4 ), ou bien vers une
combinaison convexe de celles-ci?

Motivés par ces questions, nous rappelons partiellement ’outil essentiel pour I’'étude d’une
diffusion unidimensionnelle qu’est la classification de Feller. Nous introduisons en outre les
notions, naturelles dans notre cadre, de point attractif, répulsif et fortement répulsif. On
établit ainsi une classification en fonction de la nature des points frontieres pour le compor-
tement ergodique de la diffusion. Puis on donne des conditions nécessaires et suffisantes sur
la nature des points frontieres en terme de fonction de Lyapounov. Cela permet d’obtenir
une caractérisation plus simple a utiliser pour ’étude du schéma d’Euler. On prouve alors
que pour une large gamme de pas, le schéma se comporte comme la diffusion et reste a partir
d’un temps fini (presque stirement) d’un c6té du point A. De plus, dans ce cas, les mesures
empiriques pondérées du schéma ont le méme comportement que les mesures empiriques de

(xt)t>0'
Un exemple numérique en dimension supérieure clot le chapitre.
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CHAPITRE VI. ETUDE EN PRESENCE DE MESURES INVARIANTES MULTIPLES

. Diffusion unidimensionnelle

Soit I un invervalle ouvert (non vide) de R noté I =|I,r[, et ’équation différentielle stochas-
tique suivante
d.Z't = b(xt)dt + a(xt)dBt, (].].)

est un mouvement brownien standard

ou xg est une variable aléatoire sur I et (Bt) 30
=
sur R. On suppose que b et o sont continues sur I a valeurs dans R, et que o est non

dégénérée sur I i.e. Vo € I, o%(z) > 0. Il existe alors une unique solution (wt) adaptée

>0
a la filtration brownienne complétée, continue sur [0, ([ ou ¢ est le temps d’explosion de la

diffusion ¢( = inf{¢t > 0, 2; = ou a; = r}.

Définition VI.1. Un point frontiére pour ’équation (1.1) est un point A infini (A = —oco ou
A = +400) ou un point fini vérifiant b(A) = o(A) = 0. L)

Dans toute ce chapitre, on suppose que [ et r (les bornes de I') sont des points frontieres pour
I’EDS. Dans ce cadre, nous allons introduire la fonction d’échelle et la mesure de vitesse du
processus de diffusion (xt) >0 solution de (1.1). Les deux premiéres sections sont inspirées
par différents exposés de la classification de Feller trouvés dans [KT81], [KS91], [Bre92] et
[RY99].

1.1. Fonction d'échelle et mesure de vitesse

Définition V1.2 (Fonction d’échelle). Une fonction d’échelle de 'EDS (1.1) est définie, pour

un ¢, ¢ € I par
r Y 2b(z)
Ve el = — dz | dy.
zel, p(z) /cexp< /CJQ(z) z> Y &

C’est une fonction strictement croissante définie & une constante pres sur I. Deux fonctions

d’échelle se déduisent I'une de I'autre par une affinité strictement croissante. Par abus de
langage on parle de la fonction d’échelle de ’'EDS.

Par continuité de b et o, et non dégénérescence de o sur I, la fonction d’échelle est de classe
€2 sur I & valeurs dans R. C’est une solution de I’équation différentielle ordinaire

/ 1 2 /! .
Veel, blx)p(x)+ 3 (x)p"(x) =0 id.e p(xr)=0,

et cette propriété la caractérise. Ainsi la probabilité d’atteindre un point a de I avant un point
b de I partant de x dans I'intervalle de bornes a et b s’exprime grace a la fonction d’échelle p.
1> e ade Ty = inf{t >0, z; = a}
et on consideére un intervale non vide |a,b[C I (inclusion stricte). La fonction w(z) définie

Pour tout a € I on note T, le temps d’atteinte de (xt)
sur Ja, b par Vo €la,b], u(x) = Py [x1,A7;, = b] est solution du systeme

du=0 surla,b|
u(a) =0 et wu(b) =1,

donc pour tout x €]a, b],

(1.2)
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Cette caractérisation est souvent utilisée pour définir la fonction d’échelle dans un cadre plus
général i.e. pour des processus continus fortement markoviens et réguliers au sens de Dynkin
(Vx eI, Vyel, Py [T, < +oo] >0) (cf. [RW94] ou [RY99]).

Une autre caractérisation de la fonction d’échelle est donnée par la proposition suivante. On
rappelle que ( est le temps d’explosion de la diffusion (a:t) >0°

Proposition VI.1:

Le processus (p(x§ )) est une martingale locale si et seulement si p est la fonction d’échelle. 4

=

Preuve. Voir proposition (VI1.3.5) de [RY99] dans un cadre plus général.

Si (p(actc)) 150 est une martingale locale, alors pour tout a < x < b le processus (p(xtT“ATb))DO

est une martingale bornée et par le théoreme d’arrét on a

p(x) = p(a)Py [To < Tp| + p(b)P: [Ty < To],

d’ou (1.2).

Si p est la fonction d’échelle alors «/p = 0, et par la formule d’Itd appliquée a (xf ) >0 avec

p on en déduit que (p(a:f )) . est une martingale locale. #
t

=

La proposition précédente est tres utile car elle permet de ramener 1’étude de toute diffusion
unidimensionnelle a 1’étude d’une martingale locale.

D’autre part, le processus (yt) défini pour tout ¢t > 0 par y; = p(z;) est une solution de

>0
I’équation sans drift :

t
Yt = Yo +/0 g(ys)dB& (13)

ou yo = p(xg) € p(I) p.s. et g définie par

0 sinon.

o) = {((Up’) op~') (v) siyep(l),

Le processus (yt) apparait donc comme un brownien changé de temps. La mesure de

>0

vitesse du processus (yt) évalue la facon dont le changement de temps affecte le temps

>0

moyen de sortie d’un intervalle ouvert borné. Soit o le générateur associé a (yt) i>o €t v la
fonction définie sur J =]a, b[C p(I) par v(y) = E, [T& A TB} ou T, = inf {t >0, y; = z}. La

fonction v est solution du systeme

du(y)=-1, a<y<b,
vly)=-1, a<y< (1.4)
v(a) =v(b) =0,
et d’apres (1.3), on a Fv(y) = $9%(y)v" (y) pour tout y €]a, b[ donc
2
dz, 15
9%(2) (9

~ b
vy elabl, o) = / Gy3(4:7)
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3 (-
ol Gd’g(y,z) est la fonction de Green définie par G&j)(y, z) = M, pour tout

~ b—a
(y,2) €la,b[>.

Définition V1.3 (Mesure de vitesse). La mesure de vitesse du brownien changé de temps
(p(2t));>0 défini en (1.3) est la mesure M (dz) de densité m = 2g~2 par rapport & la mesure
de Lebesgue.

La mesure de vitesse du processus (:L't) est la mesure image de M par p~!. C’est la mesure

t>0
de densité m = ;2217 par rapport a Lebesgue. '

Comme la mesure de vitesse de (ajt)
par p~ !

est la mesure image de la mesure de vitesse de (yt)

>0 £>0

,on a d’apres (1.5)

Yy €la,b], v(y) =E, [Ta A TE} = / 7 G, 3y, p(2))m(z)dz.

p~'(a)

En notant a = p~(a) et b = p~1(b), alors pour tout z €]a, b]

b
op(e) = [ Gt (), P2}

D’autre part, p est bijective donc il est clair que E [Tp(a) A Tp(b)] = E, [Ty A T}). Ainsi,

en utilisant (1.2) on montre aisément que pour tout |a,b[C I et tout x €|a, b[

B, (7, AT = (1- P, [T, < T.) [ “ (o) — pla))m(y)dy

b
P, [T, < T, / ((b) — () m(y)dy. (1.6)

T

De plus, la fonction d’échelle et la mesure de vitesse permettent d’obtenir une expression
tres utile du générateur infinitésimal &7 associé a 'EDS (1.1). En effet, on vérifie que

W ETLR), () =0 @)+ 3o 0 = — (D)

1.2. Classification de Feller

L’étude des processus de diffusion unidimensionnels est diie en partie a Feller, notamment
par ses travaux [Fel52] et [Fel54]. Parallelement, 1’école russe a établi des résultats similaires,
mais les deux terminologies ne coincident pas toujours. Pour une comparaison et une synthese
de ces travaux, on pourra consulter [KT81].

Une premiere notion qui permet de rendre compte du comportement du processus (mt) 50
solution de (1.1) au voisinage d’un point frontiere de I =]l r[ est attractivité.

Définition V1.4 (Attractivité). Un point frontiecre A (A =1 ou A = r) est dit attractif si
lim |p(b)| < +o0.

lim [p(8)] < + *
bel

La fonction p est définie a une transformation affine strictement croissante pres, mais le fait
que la limite de p soit finie (ou inifinie) en A n’en dépend pas. De méme, pour tout (z,y),
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1. DIFFUSION UNIDIMENSIONNELLE

Ip(z) — p(y)| < +00 et p est strictement croissante donc

[ est attractif <« Vrel, %im(p(x) —p(b)) < +o0,

—1
rest attractif < Vo el, lim(p(b) —p(z)) < +oo.
—T
Ces équivalences sont parfois utilisées pour définir 'attractivité. Nous montrons maintenant
la proposition suivante qui justifie 'appellation de “point attractif”.

Proposition VI.2:
Si A est un point frontiére attractif alors pour tout a € I et tout point x de l'intervalle
ouvert d’extrémités a et A on a

Px [TA < Ta] > 07

ou Ta est défini par Th = bhHA Tp. ¢
bel
Preuve. On montre la proposition dans le cas ot a < = < A. Tout d’abord, comme (:Et) >0 st

continue, on a par le théoreme des valeurs intermédiaires la stricte croissance de la fonction
(b+— Tp) (pour b > x). Donc Ta est la limite strictement croissante de T}, lorsque b croit
vers A. Ainsi, on a

N YT < Tu} = {Ta < T},

belInQ
r<b<A

et P, [Ta < T,] = bh—{% P, [T, < T,]. Par (1.2) on en déduit que

. p(z) —pla)
P, [Tho <T,] = bh_{% o) —pla)”

Or A est attractif, donc blini(p(b) — p(a)) < 400, d’ou le résultat. #

Définition V1.5 (Répulsivité). Un point frontiere A est dit répulsif s’il n’est pas attractif,
i.e. lim |p(b)| = .
i [p(b)] = +o0 »
bel

Comme p est strictement croissante et que p est finie en tout point de I, il est clair que

lest répulsif & Vzel, })im(p(m) - p(b)) = 400,

— 1

rest répulsif & Vo el, lim(p(b) —p(z)) = +o0.

b—r
Ainsi, on vérifie d’apreés la proposition VI.2 que si A est répulsif, alors pour tout a € I et
tout point = de l'intervalle d’extrémités a et A, P, [Tao > T,] = 1.
Atteignabilité

Si A est un point frontiere attractif alors, avec une probabilité non nulle, une trajectoire
issue de x € I passe par A avant un autre point a € I. Mais cet événement se produit-il en
un temps fini? Oui, si le point A est atteignable.
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Définition V1.6 (Atteignabilité). Un point frontiere A est dit atteignable si pour tout a € I,
et pour tout z de I'intervalle ouvert d’extrémités a et A on a

lim E, [T, NTg] < .
g B [T A ] < o

On peut montrer qu’un point frontiere atteignable est attractif, et que si A est attractif,
alors A est atteignable si et seulement si P, [Ta < +00] > 0 (cf. lemme 6.2 dans [KT81]).
Un point non atteignable est dit inatteignable.

Ces deux notions,“attractivité” et “atteignabilité”, permettent de déterminer le comportement
de la diffusion au voisinage des points frontieres.

D’autres notions interviennent dans la classification de Feller que nous n’évoquerons pas ici :
point régulier (réflectif, absorbant, adhésif), point de sortie, point naturel, point d’entrée.

1.3. Comportement des mesures empiriques : le point de vue ergodique

Par la classification de Feller, on connait entiérement le comportement trajectoriel de la
diffusion, mais si I’on s’intéresse aux mesures empiriques et a la récurrence du processus la
notion de point frontiere répulsif n’est pas assez précise. En effet, plusieurs situations peuvent
se produire : les poins infinis sont répulsifs pour le mouvement brownien et le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, or le premier est récurrent nul (en dimension 1) et le second est
récurrent positif. On introduit alors une nouvelle notion : la forte répulsivité.

Définition VI.7. Un point frontiere répulsif A est dit fortement répulsif si pour tout ¢ €
on a Ui m(y)dy| < 400 L)

Un point fortement répulsif est donc un point répulsif qui a une mesure de vitesse finie au
voisinage de A. Il est important de définir cette notion a partir de la répulsivité car le fait
que la mesure de vitesse soit finie dans tout voisinage de A n’implique pas que la fonction
d’échelle soit infinie en A (cf. exemple suivant).

Exemples.

1. Soit I =]0,+o0[ et b et o continues sur I définies sur [0,1] par b(z) = 3/ et o(z) =

cz®/* avec ¢ €]1,v/2]. Alors

w"“

Ve €]0,1], p'(x) =exp (— %d@ =z 2,
1 Yy

1
et comme ¢ > 1, on a pour tout z €]0, 1], p(z) = ﬁxl_? - ﬁ donc lirr%)p(:p) =
Tr—

—m. Le point 0 est donc attractif. De plus, la mesure de vitesse est finie au
—1/c

voisinage de 0 car

/1m( )d —/1#01 _2_ 1 (1.8)
0 vy = 0 62y3/2y—1/02 y_c21/c2—1/27 '
et c €]1,v2].
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2. Dans le cas du processus d’Ornstein-Ulhenbeck défini sur R par
1
dz; = —§xtdt +dB;, zp=z€R, (1.9)

la mesure de vitesse m(x)dz est la probabilité gaussienne donc les points —oo et 400
sont fortement répulsifs. *

On rappelle tout d’abord le résultat principal obtenu sur le comportement ergodique d’une

solution (xt) de (1.1) en dimension 1. Un tel processus (xt) est dit récurrent si pour

>0 >0
tous point a et b dans I on a P, [T}, < +o0] = 1. De plus, on dit qu’il est récurrent positif si

E, [T}] < +o0 et Ey [T,] < +00, et récurrent nul sinon.

Théoreme VI.1:

On suppose que (xt)tZO (solution de (1.1) et de mesure de vitesse m) est récurrent sur I.
Soient f et g deux fonctions mesurables réelles positives telles que

/(f(x) + g(x)) m(dz) < 4o0, /g(x)m(dx) £ 0.
I I

Alors .
/0 feads | famidz)

/0 g(zs)ds /Ig(a:)m(da:)

Pour une preuve détaillée, on peut consulter [RW94] ou [IM74]. Dans la suite, on note (1)

. *

>0
les mesures empiriques de la diffusion, i.e.

1 t
Vi >0, w(dr)= Z/ 0z, (dx)ds
0

Muni de ce théoréme et de la notion de point fortement répulsif, on établit la classification
suivante du comportement ergodique de la diffusion.

Théoreme VI.2:

On suppose que (xt)t>0 vit dans un intervalle I tel que I = [I,7].

— si | est attractif et r est répulsif, alors :Ef LN [,

— sil et r sont attractifs, alors

P[ lim :vle]zl—PLnEq ;Cg:r} _ p(r7) —plxo).

t——+o00

— sil et r sont répulsifs, alors la diffusion est récurrente et n’explose pas (( = 400 p.s.).
Plus précisément,

* sil et r sont fortement répulsifs (i.e. la mesure de vitesse est finie), alors

la diffusion est récurrente positive et vy = v ou v est la mesure de vitesse

renormalisée. De plus,

VfeL'(v), %/0 f(xs)dsj/Rf(x)l/(dx).
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* sil est fortement répulsif et r simplement répulsif, alors la diffusion est récur-

rente nulle et si les mesures empiriques sont tendues on a

1 t
—/ 0z, ds = ;.
tJo

* sil et r ne sont pas fortement répulsifs, alors la diffusion est récurrente nulle
et si les mesures empiriques sont tendues alors toute valeur d’adhérence de

(% fg 5wsd8>t>o est une mesure de support {l,7}. *

Lemme VI.1:
Si les deux points frontiéres | et r sont répulsifs, alors la diffusion est récurrente positive si
et seulement si sa mesure de vitesse est finie. ¢

Preuve. Par définition, la diffusion est récurrente positive si et seulement si pour tous points
aetbdel, E,[Tp] < 400 et Ey [Ty] < 4+00. Soient | < a < b < r. Par symétrie, il suffit de
montrer que

E,[T}] < +o0 < /la m(y)dy < +oo. (1.10)

Tout d’abord, comme [ est un point répulsif et que 7} = lim,_,; T, on a E, [Tp] = E, [T, AT} =
lim,_; E, [T, A T,]. D’autre part, d’apres (1.6) on a

b
veellal, BTy AT, = Py [T) < T / (p(b) — p(y)) m(y)dy

P, [T, < Ty / (0(y) — p(x)) m(y)dy,

xT

et comme ff (p(b) — p(y)) m(y)dy est une quantité finie ne dépendant pas de x, E, [Ty A T,]
a une limite finie lorsque x tend vers [ si et seulement si

lim (Pa <3 [ o) —p<x>>m<y>dy> < too.

r—l

Or, P, [T, <Tp] = Mp(g; donc

p(b)—p(
PLIT < T [ (00) - pe)mu)dy = ) i) [ By

Ainsi, on en déduit que E, [Tp] < 400 si et seulement si lim [ Py [T, < T, m(y)dy < +oc.

z—l [,

Comme T, croit strictement vers T;, Py, [T}, < T}] croit vers P, [T}, < Tj] c’est a dire 1 car [
est répulsif. On conclut alors par convergence monotone que E, [T};] est finie si et seulement

si [“m(y)dy est finie. #

Preuve (Théoréme VI.2). Les deux premiers items sont prouvés dans [KS91] (proposition
5.22). On montre le premier item mais pas le second.
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e On suppose [ attractif et r répulsif. Par définition de la fonction d’échelle on a pour tout
I<a<z<b<r

p(b) — p(z)
p(b) —p(a)’

En faisant croitre b vers r, on obtient (du fait que r est répulsif)

. [0 Inf 1 a] z [xT AT, = a

Va €|l,r[, P, [ inf z; < a} =1.
0<t<C

La limite lorsque a décroit vers I donne alors

P, [ inf ;= l] =1 (1.11)
0<t<¢
D’autre part, on a
_p(z) —pla)
P, | sup z; =b| <P.lx =b| = lim ————=,
D b = U= 0 0 0) — pla)

et en prenant la limite lorsque b croit vers r on obtient que supyqc 2t < r p.s. Il reste

¢

a montrer que le processus (xf ) converge presque surement. On sait que (p(xt)> N est
t>0

>0
une martingale locale et que [ est attractif donc (p(a:c) — lim,_, p(a)) 0 est une martingale
t

=

locale continue positive et par Fatou une surmartingale continue positive. Elle converge alors
presque sturement. La fonction p a une réciproque continue donc la diffusion arrétée en (
converge presque surement vers [.

e Sil et r sont deux points répulsifs, alors de la méme fagon que 1'on obtient (1.11) on a

inf z; =1p.s. et sup zy=rp.s.
0<t<( 0<t<¢

La diffusion est donc récurrente sur I et n’explose pas i.e. { = +00 p.s. De plus, on sait par
le lemme VI.1 que la diffusion est récurrente positive si et seulement si la mesure de vitesse
est finie.

— Si les deux points frontieres sont fortement répulsifs alors la mesure de vitesse est finie, et
par le théoreme VI.1 on a

Vf e L'(v), %/Otf(a:s)dsi/Rfdy,

ou v est la mesure de vitesse renormalisée.

— Si [ est fortement répulsif et r simplement répulsif, alors la diffusion est récurrente nulle.
En considérant une suite croissante de fonctions continues a support compact (gn(gn))n21
telle que g, (z) — 1 et ¥n > 1, [g gn(xz)m(dz) # 0, on obtient par le théoreme VI.1

Vf e LY(m), %/t f(zs)ds 25 0. (1.12)
0
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D’autre part, on considere une sous-suite (l/a(t)) >0 de (I/t) +>p dui converge étroitement vers
une mesure v (les mesures empiriques sont tendues donc une telle suite existe). Soit f une
fonction continue a support compact telle que supp(f) C [I,7[. Comme Va(t)y = V, On &

1 a(t) p.s
@/0 f(a:s)ds—>/fdy.

Le point frontiere [ est fortement répulsif et supp(f) C [I,7[, donc f est intégrable par rapport
a m, et d’apres (1.12) on a alors [ fdv = 0. L’intervalle [[, 7 est le plus grand ouvert O de
I tel que

vf € 6.(I), supp(f) € O = v(f) =0,

donc le support de v est {r}. Comme v est normalisée, on en déduit que v = §,. On obtient

ainsi la convergence étroite des mesures empiriques vers 6.

— De la méme facon, si deux points frontiéres ne sont pas fortement répulsifs alors la mesure
limite d’une sous-suite des mesures empiriques a pour support {l,7}. #

1.4. Attractivité et fonctions de Lyapounov

Dans la littérature, les liens entre la notion d’attractivité (ou de répulsivité) et la notion de
stabilité (cf. définition I1.1) ont été peu étudiés. Cela semble naturel, car la classification de
Feller est un outil uniquement unidimensionnel, et les fonctions de Lyapounov ont surtout
un intérét en dimension grande. Cependant, afin d’étendre le concept d’attractivité aux
dimensions supérieures et d’étudier le comportement de notre schéma aux point frontieres,
il est utile de faire ce lien.

On rappelle que I est U'intervalle de référence dans lequel vit la diffusion (mt) t>0° Dans la
suite, on note Jo C I un voisinage épointé de A i.e. un intervalle ouvert non vide inclus
dans I et ayant le point A comme extrémité.

Proposition VI.3:
Soit A un point frontiére (fini ou infini, borne gauche ou droite) de l'intervalle I dans lequel

vit (a:t)t>0. On a les équivalences suivantes :

1. A est un point répulsif de I si et seulement s’il existe un voisinage Jo C I de A et une
fonction V € €*(Ja, Ry) strictement monotone tels que

lim V(z) =400 et VzeJa, AV(x)<O0,

z—A

2. A est un point fortement répulsif de I si et seulement s’il existe un voisinage Ja C I
de A et une fonction V € €%(Ja, R ) strictement monotone tels que

Je >0, Ve e Ja, HV(zx) < —¢

3. A est un point attractif de I si et seulement s’il existe un voisinage Jo C I de A et
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1. DIFFUSION UNIDIMENSIONNELLE

une fonction V€ ¢?(Ja, Ry ) strictement monotone tels que

sup V(z) =V(A) <400 et VeeJa, FV(x)=0, ¢

rEJA

Preuve. On prouve cette proposition lorsque A est un point frontiere & droite, 'autre cas
étant similaire. Ainsi le voisinage Ja est un intervalle de la forme Jc, A[, c € I.

— Supposons qu’il existe un voisinage Ja de A et une fonction V € €2(Ja,Ry) telle que
lim, A V(z) = 400 et &V < 0 sur Ja. Pour tout « € Ja, on a

AV = <%> <Y

donc V'/p" décroit sur Ja. Il existe alors C' > 0 tel que V'(z) < Cp/(x) pour tout x €]c, Al.
On en déduit aisément que lini p(z) — p(c) = +oo car V tend vers l'infini en A.
Tr—

— Pour la réciproque, il faut trouver la bonne fonction de Lyapounov V. Soit ¢ > 0 tel que
p(c) > 0 (c existe car A est répulsif donc lim, A p(x) = +00). Par stricte croissance de p,
on a pour tout = €]ec, Al, p(x) > p(c) > 0. On définit alors la fonction V' sur e, A] par

Vo €le, Al V(z) =p(z) — p(c).
Le point A est répulsif donc V croit vers l'infini lorsque = tend vers A. De plus, V €

(e, A, Ry) et ZV =0.
— Soit Ja, V € €%(Ja, R, ) infinie en A, et € > 0 tels que &V < —¢. Alors on a

AV (x)m(z)dr < —z—:/ m(x)dz, (1.13)

Ja Ja

1 V'(z)\’ :
et comme &V () = o) \ 7@ ) on a pour tout point ¢ € Ja,

Vi(z) _V'(e)

A
/ AV (x)m(z)de = lim

M P (1.14)

Donc d’apres (1.13), on a

p(e)  o—a p(z)

/A m(z)dr < ! (V/(C) lim Vl(x)) ;

€
V'(x
et comme lim L
z—A p'(z
c’est a dire la forte répulsivité de A.

> 0 (car V et p sont croissantes sur Ja ), on obtient fCA m(x)de < C

— On montre maintenant la réciproque et on suppose que le point A est fortement répulsif
i.e. pour tout ¢ € I, fCA m(z)dz < +o00. Soit ¢ € I et V la fonction définie sur |¢, A[ par

Vz €le, A, V(z)= /C:v <p'(y) /yA m(z)dz) dy.
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Il est clair que V € €2(Jc, A[,Ry) et que pour tout x €]e, A[, V/(z) = p'(z) fo m(z)dz. De
plus,
Ve €z, A, FV(z)=-1

On prouve 3. de la méme facon que 1. Le sens direct utilise 'expression du générateur

N
Af = % (%) , et pour la réciproque on considére la fonction V(z) = p(z) — p(c) sur Je, A]
avec ¢ tel que p(c) > 0. ¥

La proposition précédente permet d’obtenir un critere simple a vérifier pour déterminer la
nature d’un point frontiere. Ce critere est notamment plus facile & vérifier lorsque A est un
point fini. De plus, les conditions obtenues sont proches des conditions classiques utilisées
pour définir la nature d’un point critique d’une équation différentielle ordinaire.

Corollaire VI.1:
Soit A un point frontiére de I.

1. A est un point répulsif de I si et seulement s’il existe un voisinage Jo C I de A et une
fonction v € €?(Ja,Ry) strictement monotone, nulle en A, tels que

Ve € Jan, dv(x) > %02(3:) (U/($))2, (1.15)

2. A est un point fortement répulsif de I si et seulement s’il existe un voisinage Ja C I
de A et une fonction v € €*(Ja, Ry ) strictement monotone, minimale en A, tels que

de >0, Vezelda, Jv(r)> %O‘z(l’) (U;((i)))2 + ev(z), (1.16)

3. A est un point attractif de I si et seulement s’il existe un voisinage Ja C I de A et
une fonction v € €2(Ja, Ry) strictement monotone, minimale en A, tels que

Vo e Jan, v(z) < 302(95) (U;((i)))2 (1.17)

Preuve. Soit Ja un voisinage de A inclus (strictement) dans I. On prouve le corollaire dans
le cas ot A est le point frontiere droite de I, donc Ja =]c, A[ avec ¢ € I.
Soit L > 0 et ¢, la fonction définie par

or : [0,exp(L)[ — Ry,
x+— —In(z) + L.

Alors ¢, est une bijection strictement décroissante et de classe ¥°°. De plus, pour toute
fonction v de classe € & valeurs dans [0, exp(L)[ on a

of 1 N2
U+_ 2 (V)

o (¢ ov) = S Gl (1.18)
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e — Montrons le premier item. On suppose qu'il existe une fonction v € €2([c, A], R ) stricte-

ment monotone nulle en A et vérifiant (1.15). Alors, sur |¢, A on définit la fonction V par
Vz €le, Al, V(z) = (¢1 o v) (z) avec L = In(v(c)). C’est une fonction strictement monotone
qui tend vers l'infini lorsque z tend vers A, et d’apres (1.15) et (1.18) on a &V < 0 sur
Je, Al. Donce par la proposition (VI.3), le point A est répulsif.
— Réciproquement, si le point est répulsif alors il existe V € €2(Je, A[,R) strictement
monotone vers +oo lorsque x tend vers A. On pose alors v = qﬁzl oV sur Je, Al avec L =
inf 1., a[V (), et on la prolonge par continuité sur [c, A] en posant v(c) = 1 et v(A) = 0.
Par &7V < 0 et (1.18), on en déduit que v > %02% sur ]e, A[.

e — Soit v strictement monotone sur [¢, A] et nulle en A. Pour § > 0 et L = In(v(c) + 0) on
pose V(z) = (¢r9 0 v)(x) pour tout = €]c, Al. Alors V est strictement monotone sur Jc, A[
et admet une limite (finie ou inifinie) en A. Des relations (1.16) et (1.18), on en déduit que

Vo €le, A, AV(r) < —e.

— Pour la réciproque, on considére la fonction v = gbzl oV sur Je, Al avec L = inf ). AV (2),
prolongée par continuité par v(c) = 1 et v(A) = lim, A exp(—V(z)).

e Le dernier point se démontre de facon analogue aux deux autres.

Lien avec I'équation différentielle sous-jacente

Les rappels qui suivent sont contenus dans [HW99]. On se place en dimension 1 par ho-
mogénéité avec le début de la section, mais tout ce qui suit a un intérét principalement en
dimension supérieure.

Soit v’ = f(u) une équation différentielle réelle admettant un point critique A(i.e. f(A) = 0).
On rappelle qu'une fonction F & valeurs réelles, de classe ¢!, définie sur un voisinage Ua de
A est une fonction de Lyapounov sur Ua pour I'équation v/ = f(u) si

1. F possede un unique minimum en A,
2. pour tout u € Ua\ {A}, F'f(u) < 0.

La fonction F' est donc décroissante le long des trajectoires de v/ = f(u). On a le théoreme
suivant :

Théoreme VI1.3:

Si une équation différentielle admet une fonction de Lyapounov au voisinage d’un de ses
points critiques, alors ce point critique est un puits, c’est a dire qu’il existe un voisinage Ua
de A tel que si u(t) est une solution vérifiant u(tg) € Una, alors u(t) € Ua pour tout t > ty
et lim u(t) = A. *

t—+o0

Un puits est aussi appelé point critique asymptotiquement stable. De méme, on peut définir
une source comme un point critique A pour lequel il existe un voisinage Ua et A et une
fonction F' définie sur Ua, admettant un unique minimum en A et vérifiant : Yu € Ua,
F'f(u) > 0.

A la vue du corollaire V1.1, il existe donc un lien étroit entre la nature du point critique A
pour PEDO «’ = b(u) et la nature du point frontiere A pour 'EDS dz; = b(x¢)dt + o (x)d By.
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En effet, si A est un puits et que sa fonction de Lyapounov F associée est €2 au voisinage
de A et telle que F'/F soit strictement décroissante, et si o(A) = 0, alors A est un point
frontiere attractif pour la diffusion (on applique le corollaire VI.1 avec v = F'). Si A est une
source (ou point d’équilibre instable) plusieurs situations peuvent se produire : si 0(A) = 0,
A est un point frontiere qui peut étre répulsif, fortement répulsif et méme attractif (cf.
exemple ci-dessous).

Exemple. On considere la fonction V : R — R, définie par

1,3, 1 .
—152° + 5T si |z

2 . .

r — 3sgn(x si|x| = 3, —2(x — 3sgn(x si|x

V<w>={(1 Jm@)” sifl>3, b(@:{ (z —3sgn(z) silal

= (2% —9) si|z] <3 |

de sorte que b = —V'. L’équation différentielle v’ = b(u) a 3 points critiques : —3, 0 et 3. Les
points —3 et 3 sont des puits et le point 0 est une source.

2 Ve ] : A%y
1 0 -
-1 —
0 -2
5 -4-3-2-10123 45 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figure VI.1 — Fonction V' Figure VI.2 — Drift b = -V’

On pose o(z) = cx ou ¢ €]0,2] est un parametre permettant de régler la taille de o au
solution de 'EDS dx; = b(z;)dt+o(x;)dBy.
De plus, il est facile de vérifier

voisinage de 0, et on considere le processus (xt) £50

Il est clair que le point 0 est un point frontiere pour (:Et) 50"
que

AV (z) =~ (4—c®)2® +12sgn(x) si|z] > 3,

ce qui implique, d’apres la proposition VI.3, que les points —oo et +00 sont fortement répulsifs.
D’autre part, on utilise le corollaire VI.1 pour déterminer la nature du point 0 en fonction
de c. La situation étant symétrique pour | — oo, 0] et ]0,= oo[ on suppose que I =]0, +oo|.
Soit v la fonction nulle en 0 définie sur [0, +oo[ par v(z) = x2. Alors on a

vz €]0,3[, v(z)=(1+c*)z? - %af‘ et —o?(x) (/(2))" = 2c%2%. (1.19)

On en déduit que
— si ¢ < 1 le point 0 est fortement répulsif (pour |0, +o0o0[ mais aussi pour | — oo, 0] car
. . P s ey 1—c?
la situation est symétrique). En effet, la condition (1.16) est vérifiée pour € = -5%= et

Ja =]0,3y/ 52T
— si ¢ > 1 le point 0 est attractif.

— si ¢ = 1, on considere la fonction v(z) = xexp(z), et on vérifie que 0 est un point
répulsif.
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Ainsi, la nature du point frontiére 0 (qui est un point source pour I'EDO sous-jacente) change
en fonction de ¢ (la force du bruit mis sur les deux autres points critiques de 'EDO). Par le
théoreme VI.2, il est alors aisé de connaitre le comportement ergodique de (xt) >0 ¢

— si ¢ €]1,2], alors 250 (pour tout point de départ ),

— si ¢=1, alors %fot 0z, (dz) = do,

— si ¢ < 1, alors pour toute fonction f € L!(m)

Lo [ fdv_ stz €]0,+o0]
;/ f(xg)ds LN f(0) sizg=0
0 [ fdvy  sizg €] —o00,0]

ou v_ est la mesure invariante de (xt) 1o Portée sur |—oo, 0] et v la mesure invariante
=

sur ]0, +o00[ (les mesures v4 et v_ sont les mesures de vitesse renormalisées donc des

probabilités). *

2. Comportement de I'algorithme en dimension 1

On considere le schéma d’Euler (Xn)n>0 construit a partir de la suite de pas (7”)n>1’ suite
convergente vers 0 et terme général d’une série divergente. Dans toute la suite, le bruit blanc

(U”)n>1 utilisé pour construire (X”)n>0 est supposé sous-gaussien (cf. chapitre IlI).

On suppose que la diffusion (mt) vérifie une condition de stabilité forte de type (V,1Id, @)

>0
ou V est sous-quadratique i.e.

ACy > 0, ‘V/|2 <CyV, et sup|V'(z)| < +oo. (2.1)
zeR
D’apres la proposition V1.3, la condition de stabilité implique que les points —oco et +o00 sont
fortement répulsifs pour la diffusion. Toute I’étude pourrait se faire sous une hypothese de
stabilité faible mais on se contentera d’exposer le cas de stabilité forte.

On suppose que b et o sont continues sur R et vérifient les conditions de domination suivante
30, >0, [pP <GV, et 3C, >0, |o]><C,V, (2.2)

alors on sait que les mesures empiriques pondérées (zxg)n>1 du schéma d’Euler sont tendues,
=

et que toute valeur d’adhérence est une probabilité invariante pour la diffusion (a:t) >0+ L€

coefficient de diffusion o est supposé dégénéré en un point A qui annule aussi b. Ainsi comme
on I'a vu précédemment, le point A est un point frontiere pour la diffusion. Par contre le
schéma d’Euler peut a priori traverser ce point indéfiniment. Le théoreme d’identification de
la limite entraine alors la convergence des mesures empiriques vers une combinaison convexe

des mesures invariantes de (:Et) On va montrer que, sous certaines conditions sur la nature

>0

du point frontiere et sur (yn) cette situation ne se produit pas : le schéma reste —a partir

n>1’
d’un rang n1— d’un c6té I du point A et les mesures empiriques convergent étroitement vers

la mesure invariante portée par cet intervalle I.
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2.1. Schéma d'Euler

Avant d’étudier (I/g)n>1, on donne le résultat principal concernant le comportement du

schéma d’Fuler au voisinage d’un point frontiere.

Théoreme VI.4:

Soit A I'unique point de R vérifiant b(A) = o(A) = 0. Le coefficient o est non dégénéré sur
| — 00, A[U]A, +00[. On suppose qu'il existe Up de la forme Up =|A — e, A + €] avec ¢ > 0,
et une fonction v € €%(Ua, R) convexe, admettant un unique minimum v, en A, tels que

Vo elUpn, @b)(x) 20 et |(Wo)(x)] < colv(z)—vs). (2.3)

Si la suite de pas (’Y")n>1 vérifie : VC' > 0, Zn>1 exp (—%) < 400, alors le schéma d’Euler
traverse un nombre fini de fois le point frontiére A i.e.

P[Elno >0, Vn > ngy, X, €] — oo,A[] + P[Elno >0, Vn>ng, X, E]A,—l—oo[] =1 %

Preuve. Soit 4,11 'événement {A € [X,,, X;,+1]}. On va montrer que

> PlAn1 | F) < +00,

n>1

afin d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli conditionnel.

On se place tout d’abord sur F,, = {X,, € Ua}. Tout d’abord, par continuité de v

An+1 = {Ht S [0, 1], X, + t(Xn+1 — Xn)) = A},
C {3t € [0,1], 0(Xn +H(Xni1 — Xn)) = v(A)}, (2.4)

Soit t € [0,1] tel que A = X,, + t(X,41 — X,,). Comme v est de classe €2 sur Ua, la formule
de Taylor donne

"
V(Ko H X1~ X)) = 0(50) 4 VX H K — X) + 20,
avec &n11 € (Xp, Xny1), et la convexité de v entraine
V(X + H(Xnt1 — X)) 2 v(Xn) + t’Yn-‘rl(U/b)(Xn) +ty ’Yn-i-l(vla)(Xn)Un-i-l- (2.5)

De plus, on a v'b > 0 sur Ua donc d’apres (2.4) et (2.5)

Ap1NE, C {3t €[0,1], v(X,) + ty/ A1 (Vo) (Xn)Uns1 < v(A)} N E,,
C {3t € [0,1], t\/ Anr1| (W' 0)( Xn)Uns1| = v(Xy) —v(A)} N E,
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Ainsi on a pour tout n > 0,

P12 > A o | ]
P [{|Un+1| m}mEn fn] (2.6)

d’apres 'hypotheése de domination (2.3) sur v'o.

On se place maintenant sur I’événement complémentaire ES = {X,, ¢ Ua}. Alors on a

. _ A - X, b(Xn)
e = {3 01 Ut =5 2 — VT |
|A — Xn| . |b(Xn)|
“ {‘U"“‘ Z el Y e (X)) }

Le drift b est dominé par V'V donc

‘A—Xn‘ \/V(Xn)
Apt1 C {|Un+1| = (mW(Xn) N mm) m}’

et comme 'V est Lipschitz, on a sur LS

A =X A — X, N 1
VV(X,) T VV(A)+CIA - X, |~ oy V@)

Ainsi, il existe nq1 > 0 et C' > 0 tel que pour tout n > nq,

{|Un+1|> \/m |O'(Xn)| }OE

P[A, 1 NES | F] <P

C
Upt1] 2 ——=—=———= NE, | Z
{| +1| \/CJ\/’Yn—i-l}
car |o] < VONV.

En combinant (2.6) et (2.7), on obtient

C
3n1>0,EIC>0,Vn>n1, PAnlgn <P|:U12 :|,
(st | 7] <P |01 >

et comme U; est sous-gaussien, on a

S Pl |7 <2 Y e (-5 ).

2
n>=ni n>=ni Tn+1

Par la condition sur les pas et par le lemme de Borel-Cantelli conditionnel on en déduit que
I’événement A, ne se produit qu'un nombre fini de fois. #

Remarque: La condition sur la suite de pas (’yn)n n’est pas restricive car elle permet de

>1
considérer toute la gamme des pas puissances : v, = yon~ " avec 9 > 0 et r €]0,1]. On peut
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~Tavecr > 1. *

aussi considérer des pas de la forme -y, = log(n)
L’hypothese “v convexe” est une hypotheses technique mais peu restrictive en pratique. Il est
intéressant de remarquer qu’une des conditions nécessaires au théoréme précédent est v'b > 0
ce qui implique que le point A est un point source pour 'EDO ' = b(u). Mais comme on
I’a déja vu dans 'exemple cloturant la section précédente, le point A peut étre de différentes
natures pour I'EDS. Si le point A est attractif (mais point source pour «' = b(u)) alors le
schéma (X“)n>0
d’un temps fini presque stirement.

converge presque stirement vers A mais reste d’un seul coté de A & partir

Remarque: Il est immédiat d’étendre le théoréme précédent a une situation ot I'on a un
nombre fini | de points frontieres A; distincts. Si pour tout A;, il existe un voisinage U,
et une fonction v; € €*(Ua,,R) convexe, minimale en A, et vérifiants les conditions (2.3),
alors

P [HZ S {0, .. ,l}, dng = 0, Vn = ng, X, G]Ai,Ai—l-lH =1,

ot Ag = —o0 et Ajp1 = +00. *

2.2. Mesures empiriques

Les mesures empiriques pondérées, par une suite de poids (uﬁ)n>1 positive terme principal
=
d’une série divergente, du schéma d’Euler (X")n>0 sont définies par
=

V=1, vyl(dx)= anéxk L (2.8)
Zk 17k

Sous les hypotheses de cette section —la diffusion vérifie une condition de stabilité forte de
type (V,1d, ) avec V sous-quadratique et les coefficients b et o vérifient (2.2)—, on sait que
(Vﬁ)n>1 est tendue et que tout candidat limite d’une sous-suite est probabilité invariante de
(ajt) >0° On obtient alors, comme conséquence du théoreme V1.4, la proposition suivante qui
précise la convergence des mesures empiriques pondérées en fonction du comportement de b
et o au voisinage du point frontiere A.

Proposition VI.4:
Soit A T'unique point de R tel que b(A) = o(A) = 0. On suppose qu’au voisinage de A on
ab(z) =sgn(z — A)py(z) et o(z) = py(z) ot pp =0,
() ~ cplz — AP et o(z) ~ oz — A, (2.9)

avec (3, ¢, ¢y et ¢, réels et ¢ > 1. On suppose que le schéma d’Euler (X”)n>0 est construit a
partir de la suite positive (v,), -, vérifiant YC' > 0, > n>1€xp(—C/ym) < +o0. Alors

—sil+ 8 —2¢>0, A est attractif et v, = Oa,

~sil+ -2 =0 etc, >+ 2c, alors A est attractif et v, = 6a,

- sil4+4—-2¢=0, ¢, < 2¢ et f =1 (ce qui implique ¢ = 1) alors A est fortement

répulsif et v, = vy ou v, = v_,
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—sil+83—-2<0,c, <2 et 8€]0,1] alors A est fortement répulsif et v,] = v, ou
7
Un = U_,

ol v est la mesure invariante portée par |A,+oo[ et v_ la mesure invariante portée par

| — o0, Al ¢

Preuve. Par commodité on se place dans le cas ou A est le point 0.

On consideére un voisinage Ua de R et la fonction v(z) = 22. Alors pour tout z € U on a
v'b = 2z sgn(z)pp(z) = 0.

De plus, /o ~ ¢, |z|* ™ avec ¢ > 1 donc il existe C' > 0 tel que |v/o| < Cv. Le théoréme VI.4
s’applique, et on sait alors que le schéma reste aprés un temps fini dans | — oo, A[ ou dans
JA, o0l

Toujours en considérant la fonction v(z) = 22, on a

Ve elUn, Sv(z)=2lz|py(z) + o2(x) = 2¢)z) ™ + 2|a* + 0<\xl(1+5)v(2§)) . (2.10)

(v'(2))?

(@) = 202 (z) ~ 2¢2|x|*.

1
et —o?(x)

2
— Si 1+ 8 > 2¢ alors il existe un voisinage de 0 dans lequel @/v < %O‘#, donc par le

corollaire VI.1 le point 0 est attractif. Les mesures empiriques pondérées du schéma d’Euler
sont tendues sur [0, +o0[ et sur | — 0o, 0] donc par le théoréme d’identification de la limite,
toute sous-suite est mesure invariante. Or I'unique mesure invariante portée par [0, +oco[ ou

] — 00, 0] est dp. Ainsi, on a convergence étroite de (VZ) vers dg.

n=0
~Si1+4 8 = 2 alors @v(z) = (2¢ + )|z + 0<|ZE|2<>, donc si ¢, > /2¢p il existe un
voisinage de 0 dans lequel @/v < 202%(x) c’est & dire 0 est un point attractif. On conclut
comme précédemment.

D’autre part, d’apres le corollaire V1.1, le point 0 est fortement répulsif si @/v(z) > 20%(z) +
ex? pour un € > 0 et pour tout z dans un voisinage de 0. Si 3 = 1 alors ¢ = 1 et pour tout
dans un voisinage de 0, il existe ¢ > 0 tel que @v(x) = (2 + ¢2)z?* + o(2?) < 20%(z) + ez?
deés que ¢, < v/2¢p. Ainsi 0 est fortement répulsif et comme toute valeur d’adhérence de

(VQ)M) est portée par | — 0o, 0] ou bien ]0, +00[, on en déduit que 14 = v_ ou bien vy = vy
(on rappelle que les points infinis sont fortement répulsifs).
—Lecas 1+ (< 2, cc <+/2¢p et B €]0,1] se traite de la méme fagon. #

Pour illustrer ce résultat, reprenons ’exemple de la section précédente.

Exemple. Soit b et o les fonctions définies par

| , et o(r)=cxavec c €]0,2[.
—%x?’ + %x si |x]

b() = {—2(:17 —3sgn(x)) silz

On rappelle que la nature du point frontiere 0 pour la diffusion (:Et) 4> solution de 'EDS de
drift b et de coefficient de diffusion o change en fonction du parametre c. Si ¢ €]1, 2] le point

0 est attractif, si ¢ = 1 il est répulsif, et si ¢ €]0,1[ il est fortement répulsif.
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D’apres la proposition précédente, on sait que les mesures empiriques pondérées (Vﬁ)n>1
convergent étroitement vers dy lorsque ¢ €]1,2[ et vers v4 ou bien v_ lorsque ¢ €0, 1]. Le
choix de la convergence vers vy ou v_ ne dépend pas de la condition initiale et n’est pas
prévisible ; cela dépend de 'intervalle dans lequel reste le schéma (X")n>0 apres un temps

aléatoire fini presque siirement.

Pour illustrer ce résultat, on représente une approximation de la densité v approchée par
vy pour n = 10°. Plus précisément, on a discrétisé I'intervalle [—2, 8] en 200 intervalles I;
de longueur 0.05 et on a calculé v,1(1y,) pour tout intervalle I; et n = 10°. La suite de pas

(’Y")n>1 utilisée est la suite v, = n=/3

et la suite de poids (nn)n>1 est la suite constante
égale a 1. Les résultats de cette approximation de la densité stationnaire pour différentes

valeurs de ¢ sont donnés dans la figure VI.3.

0.2 0.04
0.16 /\ 0.03 / \
0.12
/\ 0.02
0.08
0.04 i 0.01
0 J \ 0 /
21012345678 21012345678
(a) e=0.1 (b) ¢=05
0.08 1
0.06 0.8
\ 0.6
0.04
0.4
0.02 - 0.9
0 ] 0
21012345678 21012345678
(c) ¢=0.75 (d)e=1

Figure V1.3 — Estimation de la densité stationnaire pour différentes valeurs de c.

On remarque que pour un bruit faible (¢ = 0.1), la mesure invariante se concentre autour
d’un puit de 'EDO : ici le point 3, et que plus le coefficient de diffusion augmente plus la
mesure invariante s’étale. Pour ¢ = 0.75 on voit que la mesure invariante a une branche
infinie en 0, et en ¢ = 1 elle semble étre la mesure de Dirac attendue. *

. Exemple numérique en dimension supérieure

On considere I’équation de Van der Pol déterminisite définie par

{x/ —Y (3.1)

y =(1-a2%)y -z
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Ce systéme non-linéaire de dimension 2 a le point (0,0) comme source (ou “foyer répulsif”) et
admet un cycle limite attractif. Ainsi, toute trajectoire tend vers une oscillation périodique.
En bruitant suffisamment tout le plan sans bruiter 'origine, on s’apercoit que le point (0, 0)
est un point attractif pour le systéme stochastique ainsi créé, et que la mesure invariante de
ce systéme est (g ).

On note b(x,y) = (1- xg)y B x) et o(z,y) = (cgn CZ), et on considere I’équation de

Van der Pol perturbée
dut = b(ut)dt + O'(ut)dBt

ou uy = (x4, yr) € R?. On discrétise la solution (a:t) par un schéma d’Euler (X")n>0

>0
de pas décroissant (7")n>1 défini par v, = 0.5n"1/3. Pour que ce schéma de discrétisation
soit stable, on casse la non-linéarité lorsque x est grand en remplacant la fonction b par la
Yy

fonction 5(33731) = (1— 2 A )y —x

). Le schéma considéré est donc défini par X = (1,1)

et pour tout n > 0

Xn+1 = Xn + ’an(Xn) + ’YnU(Xn)Un—i-la

ol les U, sont des gaussiennes centrées réduites bidimensionnelles.

On représente une approximation de la densité de v en utilisant un histogramme de v,
pour n = 10% et 1, = 1. L’histogramme est réalisé en découpant d’un pas h = 0.2 le plan
d’extrémités (—3,—3) et (3,3). Les résultats sont donnés dans la figure VI.4.

On remarque que lorsque le bruit est faible (¢ = 0.5), la mesure invariante ne semble pas char-
ger le point (0,0). Plus le bruit augmente, et plus la mesure invariante charge le point (0,0).
Le point source du systeme déterministe devient attractif. Pour des valeurs plus grandes de c,
la mesure invariante semble étre la Dirac en (0,0).
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0.03 ---------
0.02 - - - -
32 0.01 ——
025 | AN
0.02 L o\
A =,
005 ‘&‘\g\:\,\kgg (@) c=05
0 ‘.0’0;03‘:'
-3 -3
3
0.015 -
0.01 - -~
§§ C 0.005 ——
0.01
%% 2 - (b) ¢=0.7
-3 -3
3
0.03
0.02 - - - -
0.035 0.01 ——
0.03 +
0.025
0.02 |
il ¢
0.005 |- () c=0.8
0 L
-3

Figure V1.4 — Approximation de la densité de ’équation de Van der Pol perturbée pour
différentes valeurs de c.
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Troisieme partie
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Adaptive scheme VII

. Introduction

We consider the following stochastic differential equation
dxy = b(x)dt + o(xy)dBy, z(0) = o € RY, (1.1)

where b : R? — R? is a locally Lipschitz continuous vector field and o is locally Lipschitz
continuous on R?, with values in the set of d x m matrices and B is an m-dimensional Brow-
nian motion. Assume that (x¢)¢>0 has a Lyapounov function V' i.e. a positive regular function
decreasing along trajectories (precise conditions are given by Assumption 1 in Section 2), so
that there exists at least one invariant measure.

Until recently, the approximation of the stationary mode of the diffusion has been studied
under the assumption that V' is essentially quadratic i.e.

IVV|? = 0(V) and sué)d HDQVH < 400, (1.2)
Te

and |b|*> = (V) (which implies sublinear growth for b). When o is bounded and the diffusion
is uniformly strictly elliptic, the invariant measure v is unique and Talay proposed in [Tal90]
a method for the computation of v based on the constant step Euler scheme. He proved the
convergence of the invariant measure of the scheme to v. On the other hand, Lamberton and
Pages studied in [LP02] the ergodic properties of the weighted empirical measures (vy))n>1 of
a decreasing step Euler scheme. They proved the almost sure tightness of (v;]),>1 and that
any weak limit is a stationary distribution for the diffusion.

However, the conditions (1.2) and \b\2 = O(V) are too restrictive for studying systems used
in random mechanics (see Soize [S0i94]). Indeed, the drift vector field b is generally locally
Lipschitz and in many cases V' is not essentially quadratic. This framework has been recently
investigated by Talay in [Tal02] and by Mattingly et al. in [MSHO2]. In these papers, implicit
Euler schemes with constant steps are used for the approximation of the diffusion. In recent
work, Lamba, Mattingly and Stuart have introduced on finite time interval [0; '] an adaptive
explicit Euler scheme (see [LMAO03] and [MS04]). The step is adapted according to the error
between the Euler and Heun approximations of the ODE & = b(z). They prove strong
mean-quadratic convergence of the scheme on over finite time intervals and ergodicity when
the noise is non-degenerate. We propose a completely different explicit scheme based on a
stochastic step sequence and we obtain the almost sure convergence of its weighted empirical
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CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

measures to the invariant measure of (1.1).

The key to prove the almost sure tightness of the weighted empirical measures of the de-
creasing Euler scheme (X,,),>0 introduced in [LP02] is that the scheme satisfies a stability
condition i.e. there exist & > 0 and @ > 0 such that

Tn+1

where (7, )n>1 is the deterministic decreasing step sequence. Without assumptions (1.2) we
can no longer prove the stability condition (1.3) for this scheme. Our scheme is built in order
to satisfy (1.3). We proceed as follows. Firstly, we start from a deterministic Xg = z9 € R?

and set

Xn+1 = Xn + ’;’n—i-lb(Xn) + :Yn-i-lo'(Xn)Un—i-la n = O, (14)
where (U, )n>1 is a R™-white noise more precisely defined in Section 2 and 4,41 = Yn+1 A Xn
with (v,)n>1 a positive nonincreasing sequence and x,, a o(U, ..., U,)-measurable random
variable.

The basic main idea is to choose Y, small when the scheme starts to explode. In this case
the discretization is finer and the stability condition of the diffusion prevents the explosion.
Furthermore we prove that the scheme satisfies a similar condition with (1.3). A non-optimal

—although natural- choice for x,, may be x, = . For the two studied examples,

1
(X)) V1
optimal choices depend on the Lyapounov function (see (5.4) and (6.7)).

A crucial feature of our algorithm is the existence of an almost surely finite time n; such
that for every n > nq, 4, = v, i.e. the event {x,—1 < 7, } does not occur any more.

Numerically the algorithm is very simple to implement and the complexity is the same as
that of a regular Euler scheme. Another interest is that the scheme is explicit, which is a big
advantage on implicit schemes for high dimensional problems. Indeed a fixed point algorithm
is not needed is our case. Moreover, we will see that wrong convergence problem due to fixed
point algorithm may be avoided using our algorithm.

The paper is organized as follows. We introduce the framework and the algorithm in Section 2.
In Section 3 are presented some preliminary results about the approximation scheme of
(Xn)n>o defined in (1.4). In Section 4 we extend some results of [LP02] and give conditions
for the almost sure tightness of the empirical measure and for its weak convergence to an
invariant measure of (1.1). Section 5 is devoted to the study of monotone systems and
Section 6 of stochastic Hamiltonian dissipative systems. The numerical experiments are in
Section 7 including some comparaison with recently introduced implicit scheme. We confirm
the non-explosion and the convergence of the scheme.

. Framework and algorithm

We will denote by o7 the infinitesimal generator of (1.1). The following assumption will be
needed throughout the paper.

Assumption 1. Thereis a @2 function V on R¢ with values in [1, +-0o[ such that lim V(z) =

|z| =00
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400 and satisfying
Ja >0, 36>0, (VV,b) < —aV +p, (2.1)

ICy,, >0, Ja € (0,1], Tr(c*(VV)¥%0) < Cy, V271,

and 3C >0, sup Tr(c*D*Vo)(z) < C sup Tr(o*o)().
zeR4 zeR4 *

<
<

Remark: If V' is essentially quadratic (i.e. satisfies (1.2)) then (2.2) is satisfied as soon as
there exists C, > 0 and a € (0,1] such that Tr(c*0) < C, V172 *

Under this assumption, there exists a global solution to equation (1.1) and (at least) one

invariant measure. An important point to note here is that all invariant measures have

exponential moments. Indeed, an easy computation shows that for all A < ac?\‘/ we have

36> 0, 33> 0, o exp(A\V) < —Gexp(A\VY) + 3,

and this implies V(exp()\V“)) is finite for all invariant measures v.

For the approximation of the diffusion, we assume that (U, ),>1 is a sequence of i.i.d. random
variables defined on a probability space (2,2(, P), with values in R™, and such that U; is a
generalized Gaussian (see Stout [Sto74]) i.e.

2
Jk > 0, V0 € R, E[exp((@, U1>)] < exp(@), (2.3)

and that var(U;) = Id,,. We will call (U, )n>1 a R™-valued generalized Gaussian white noise.
The condition (2.3) implies that U; is centered and satisfies

Ir >0, E[exp(T\U1]2)] < +00. (2.4)

Moreover, the condition var(U;) = Id,, implies that x > 1. In the sequel, .%, denotes, for
n > 1, the o-field generated on 2 by the random variables Uy,...,U,, and %y the trivial
o-field.

Remark: The assumptions made on the white noise (U, )n>1 are not restrictive for numerical
implementation. Indeed, centered Gaussian and centered bounded random variables satisfy
(2.3). *

The stochastic step sequence 7 = (Y,)n>1 is defined by
Vn > 17 ﬁn = Yn N\ Xn—1, (25)
where (v,)n>1 is a deterministic nonincreasing sequence of positive numbers satisfying

lim~v, =0 and Z’yn = +00,
" n>1

and (xn)n>1 is an (%, )n>0—adapted sequence of positive random variables. It is important
to note that the step sequence ¥ is (%, )n>0—predictable.
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CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

Now we introduce the weighted empirical measures like Lamberton and Pages in [LP02].
Given a sequence 1 = (1), )n>1 of positive numbers satisfying Zn>1 N = 400, we denote by
v;! the random probability measure on R? defined by

n

1 : -
v = A anéXk—l7 with H, = an.
" k=1 k=1

Throughout the paper, |.| denotes the Euclidean norm and ||.|| denotes the natural matrix
norm induced by |.| i.e. for every square matrix A, ||A|| = supj, =y |Az[. The letter C' is used
to denote a positive constant, which may vary from line to line.

. Preliminary results

In this section, we prove results which are the keys to study the Euler scheme with predictable
random step defined in the introduction. Proposition VII.1 contains two results : the first
one (3.2) provides a substitute for the LP~boundedness of (V(X,,))n>0 used in [LP02]. The
second one (3.3) is a new consequence of the stability condition (3.1) and is used to prove
the fundamental proposition VII.2 which ensures the existence of an almost surely finite time
ny such that for every n > ny, ¥, = Yn.

Proposition VII.1:
Let W be a nonnegative function and (3, )n>1 be a (% )n>0-predictable sequence of positive
and finite random variables satisfying : there exist a > 0, 8 > 0, ng € N, such that

E[W(Xni1) | Fn] — W(Xa)

ﬁn—l—l

Vn = ng, < —aW(X,) + 6. (3.1)

Suppose (0y,)n>1 1is a positive nonincreasing sequence such that E [Zn}O H,ﬂn] is finite, then

E[ 3 enfan(Xn_l)y%O] < +oc. (3.2)
n>ng+1

If, in addition, lim,, 8,, = 0 then

lim0,W(X,)=0 a.s. (3.3)

The above proposition is related to Robbins-Siegmund’s theorem (see Theorem 1.3.12 in
[Duf97] and the references therein).

Proof. Let R,, = Zﬁlﬂk and R =lim R, € Ll(P).
k=0
We consider the sequence (Z,)n>n, defined by
Vn = no, Znt1 = Zn + Onpa (W (Xnt1) — W(X5)), Zno = OngW (X )-

We first prove that for every n > ng, Z, > 0. Indeed, an Abel transform yields for every
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7’L>7’L(],

n—1

Zn =Y Oka(W(Xps1) = W(Xi)) + O W (Xpso),
k=ng
n—1

= Z (9k — 9k+1)W(Xk) + HnW(Xn)

k=ng

The sequence (6,,),>0 is nonincreasing and the function W is nonnegative, then (Z,,),>n, is
positive.

Let (Sp)n>n, denote the process defined for every n > ng by

Sn="Zn+a Y 0HW(Xpo1)+ B(BE[Rw|Zn] — Rn).
k=ng+1

Since E[Roo | 3%] — R, > 0, the sequence (Sy,)n>n, is nonnegative. Moreover, as W satisfies
(3.1) we have

v =no, E[Zpi1| Fn] < Zn — abnp1ne1W(Xy) + B0ni1 V1.
Then it follows from this and from the .%,,—measurability of 4,1 that
VYn > ng, E[Sn+1 |9’n] <5,.
Thus (Sy,)n>0 converges a.s. to a nonnegative finite random variable S, and we have

E[ 3 en%W(Xn_m%O} < +oo.

n>no+1

From the almost sure convergence of (Sy,)n>n,, We also deduce the almost sure convergence
of the series

D 0 (W(Xn) = W (Xpo1)).

n>1
Since (05)n>0 is nonincreasing and converges to 0, Kronecker’s lemma implies the almost
sure convergence of (HnW(Xn))n>0 to 0. #

Remark: A substitute for the LP-boundedness of (V(X,))n>0 has been already found in
Lemma 4 of [LP03] but does not apply in our case. Indeed, we have no information on the
expectation of the random variable 7,,. *

The following Proposition is a fundamental consequence of (3.3) and says that for a “good
choice” of the process (X )n>0, we can choose a sequence (,)n>1 such that the random step
4 becomes deterministic after an almost surely finite time. The existence of this finite time
ny is a significant property of our scheme.

Proposition VII.2:

Let f : [1,+00) — (0,400) be a decreasing one-to-one continuous function with lil}_l flz)=
T— 100
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0 and lim1 f(z) = +o00, and W a positive function with values in [1,4o00) satisfying (3.1). If
r—
Xn 2 (f o W)(Xn),

and if (7, )n>1 is subject to the condition
Tn
Y < +oo
1 )
>l F=Hm)

where f~! is the inverse of f, then there is an almost surely finite random variable n; such
that 4, = ~y, for every n = n;. ¢

Proof. Let (6,,)n>1 the sequence defined by

1
Vn>1, 6,=-———. (3.4)
")
Since (Y5 )n>1 is nonincreasing and 1/ f ~1 is increasing on R, then (6r,)n>1 is nondecreasing
and we have > 0,9, < >, f,Yi?%) < +00. Moreover lim, 6, = 1/f71(0) = 0 so that, by
Proposition VII.1, we have
lim6, 1 W(X,-1) =0 a.s.
n
Hence there is an a.s. finite random variable n; such that
Vnzny, W(Xp-1) < fH(m-1) <7 Hom)  aus.
By the lower bound on Yy, and the monotony of f, we have
VnZzmni, Xn-1>7n G.S.
which completes the proof. #
. Convergence of empirical measures
In this section, we give conditions for the almost sure tightness of (uﬂ)n>1 and the weak

convergence to an invariant distribution of (1.1). To this end, we assume the existence of an
almost surely finite random variable ny such that for every n > ni, 4, = v,. In practice, this
means that 7, is defined by (2.5) with -, and x,, satisfying conditions of Proposition VII.2.
Under this assumption the proofs are very close to those in [LP02] and [LP03].

From now on we make the assumption :

Assumption 2. The deterministic sequences (v )n>1 and (17, )n>1 satisfy

L N A
lim — g ‘A—‘ =0,
n Hpy =1 Vi

1 1
< <An—n> > is nonincreasing and Z — (An—n) < 00, (4.1)
ndHn N/ + n>1 Ho X/
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and there exists s € (1,2] such that

1 n s . . . n S
( ( i ) > is nonincreasing and Z(Hn ) < +4o00. (4.2)

Tn H, Tn n>1 nv In «

Remark: In practice the above conditions on (Vn)n>1 and (n,)n>1 are not restrictive. Setting
Yo =n"P, 0<p<1andn, =n"9 q<1, Assumption 2 is satisfied if and only if

e (025 x om0 1))

S

4.1. A.s. tightness of empirical measures

We begin with proving the almost surely tightness of (Vﬁ)n , when we have a control on the

=
scheme (X},)n>0.

Theorem VII.1:

We assume that (v, )n>1 and (n,)n>1 satisfy Assumption 2 and that there exists an almost
surely finite random variable ny such that 7, = -, for every n > ny. Suppose that W is a
positive function satisfying (3.1) and

;(HZQH)SE“W(X@ —E[W(X,) | Z-1] ‘S |9n_1} < 400 a.s.,

for some s € (1,2]. Then,

supy, (W) < 400 a.s.
n>1

Proof. Since W satisfies (3.1), there exist & > 0, 8 > 0 and ny > 0 such that

W(Xn) = BW(Xni1) | 7] |

Vn = ng, W(X,) <

Yn41t a
Hence, for every n > ngVny + 1,
LY W< Y W) - BV | F]) + 2
. k k—1) S . e k—1 k k—1 o
k=noVni+1 k=ngVni+1

It suffices to prove that

n

1
sup —
n>1 41in

(W(Xk_l) — E[W(Xk) ’f}\k_l]) < +00 a.s.

R IF

k=1
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An Abel transform, setting ny = 0, yields

1 Nk Tin
W(Xpo1) — W(Xp)) = — <A—WX_ ~hwix,
HZ k-1) — W(Xk)) S ,Yk>(k1) —W(Xa)
1~ ATk
< — A—) W (X5 1),
Hn ( T/ + ( F 1)
k=1
and it follows from condition (4.1) and Proposition VII.1 applied with 6,, = e (A?/—n) n
that
1 Mn,
Z — (A—) W(Xp-1) < +00 a.s.
n>1 H, Tn’/ +
Applying Kronecker’s lemma, we get
. 1 Mk
1 — X Xi)) < .S.
1mnsupanZ_1’Yk(W( k—1) — W(Xy)) <0 as
It remains to prove that
1 Mk
sup — W(X E\W(Xy) | Zr_1|) < +oo  a.s.
We introduce the martingale (Mn)n>1 defined by
_ T —
Vn>1, M, = Z Hm( E[W(Xy) | Fya]), Mo =0.

By the Chow theorem (see [HHSO]), the a.s. convergence of (My,),>1 will follow from the
a.s. convergence of

;(HZ’;n)SEUWm CE[W(X) | 0] | Fa] < 400 s

and the Kronecker lemma completes the proof. #

4.2. |dentification of the limit

We now prove that any weak limit of (1)),>1 is an invariant distribution for the diffusion
(1.1). We use the same method as Lamberton and Pages. By the Echeverria-Weiss theorem
(see [EK86)) it suffices to prove that lim,, v, (.« f) = 0 for any twice continuously differentiable
function f with compact support. The existence of the Lyapounov function V implies the
regularity of the process (z;);>0 so that the Echeverria-Weiss applies —although b has not
sublinear growth—.

Proposition VII.3:

Suppose that there exists K > 0 such that

vn>1, Xy = Xp| < KyanVV(Xn1)(1+[Unl), (4.3)
and a function W satisfying (3.1), V' = o(W) and sup,,>; vi(W) < +oc. Then for every
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twice continuously differentiable function f with compact support,

limy(/f) =0 a.s.

The following Lemma is useful to prove this Proposition.

Lemma VII.1:

Under the assumptions of Proposition VII.3, for every bounded Lipschitz continuous function
f:R%— R we have

hm—ZUk F(Xe) | Fra1] — f(Xi—1)

=0 a.s
Yk
Proof. First, we prove that
1 «— E[f(Xp)| Zrn1]| - f(X
lim — un [f( RIEL: 1] I k):0 a.s. (4.4)
n Hpy Yk

k=1

To this end, we introduce the martingale (M, ), >0 defined by

Xp)| Fr-1] — f(Xg)) and My =0.
We have
(EB[f(Xe) | Fo1] — FXR)) = (B[f(Xx) = F(Xpo1) | Frcr] + F(Xn1) — £(XR),

and using (a + b)? < 2(a? + b?), Jensen’s inequality and f Lipschitz we get

(M) <43 (F2 ) B[(F(X0) — F(Xa 1)) | Za].

n>1 H, vy,

<X (g,

nvn)2V(Xn—1)- (4.5)

Since s < 2 and (7yy,)n, is nonincreasing, the sequence (6,,), = (,Yin ( Hnnh)2)n>1 is nonincrea-
=

sing and by (4.2) we have »_ -, 67, < +oo. Moreover W satisfies (3.1) and 4, = 7, for
every n > ni, then the Proposition VII.1 applied with ~, and 8,, yields

Z O W (Xp—1) < 400 a.s. (4.6)

n2>ngVni+1

By (4.5), V = o(W) and (4.6) we obtain the almost sure convergence of the increasing process
of (My,)n>0. Thus the martingale converges almost surely. The Kronecker lemma gives (4.4).

Finally we prove that
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— 0. #

using Abel’s transform, the boundedness of f and lim, H%L > by ‘AZ—’Z

Proof (Proposition VII.3). By Taylor’s formula applied to f between X,,_; and X,, we have

BF(X0) | Fat] = F(Xa1) = 30/ F(Xn1) + 57D (X 1) - (X 1)
+ E[Rg(Xn_l,Xn) | Fua], (47)

LD2f(2) - (y — 2)®2. On the one hand, by

with Ra(z,y) = f(y) — f(z) — (Vf(z),y —x) — 5
the above lemma

1 Z E (E [f(Xk) | ’gk—l] - f(Xk—l)) =0 a.s. (4.8)

and on the other hand we have, using that 7, < 7, and that D?f has compact support,
1< 1<
| A D (X)) | < [[D2F 62| = D mew
k=1 " =1

and since (vp)n>1 is decreasing to 0, we obtain

lim Hin énmmf()(k_l) (X 1) =0 a.s. (4.9)
From (4.7), (4.8) and (4.9), it follows that
tim (vl(e ) + Hin kf::l %E[Rg(Xk_l,Xk) | Fia]) =0 as (4.10)
We introduce the continuous bounded function
r(e0) =5 s D) - D).
zeR4 |z—z|<§
which is nondecreasing in § and satisfies
(z,y) € R, |Ra(,y)| < ra(, |y — 2y — ).
Thus, from (4.10) and (4.3) it suffices to prove that
(4.11)

lim
n

S V(X B (X1, G U) (L4 U | Fir] =0 s

" k=1

where 05 (u) = [kb(Xk-1) + VIR0 (Xp—1)ul.
Let u € R™ and A > 0. It is clear that the sequence (5k(u)1{\ka1\<A})k>1 converges almost

surely to 0 and thus
li]?lrg(Xk_l, 5k(u))1{‘xk71‘<A} =0 a.s.
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Since

1 n
I D oV (Xeo1)ra(Xe-1, 0 () (1 + [u*) 1 x, yj<ay < Krall (14 [ul?),
" k=1

we have by the dominated convergence theorem
L 2
lim — anV(Xk_l) Tg(Xk_1,5k(u))(1 + \u\ ),u(du)l{‘kalKA} =0 a.s. (4.12)

where p is the law of U;. On the other hand, we have

— 1
lim - ZUkV(Xk—l)E[Tz(Xk—l,5k(Uk))(1 + U | Pret] Ly x> 4)

" k=1
< (L+m)llrafl, P |V (2)/W ()| sup v (W),
z|>A n
and letting A — +o00 and combining with (4.12) we obtain (4.11). #

. Monotone and dissipative problems

We now apply our results to monotone problems. In this section we assume that V' is essen-
tially quadratic but the drift b need not be globally Lipschitz.

Assumption 3. The function V satisfies

JCy > 0, |VV|2 < CyV, and HDQVHOo = sup HDQVH < 4o00. (5.1)
zeR4

*

Under this condition and Assumption 1, Mattingly, Stuart and Higham proved the geometric
ergodicity of (1.1) when o is constant (see [MSHO2] for details). We assume that o satisfies

3C, >0, Ja € (0,1], Tr(oo*) < C, V17 (5.2)

so that condition (2.2) is checked.

We consider the Markov chain (X, ),>0 built by the recursive procedure (1.4) with the
random step sequence (¥,),>1 defined by

vn Z 17 ’;’n = gn(Xn—l) (53)

with g, : R4 — R defined by gn(x) = v, A x(x) where x is a function on R? with values in
R’

The main result of this section is the following Theorem.

Théoreme VII.1:
Let (Yn)n>1 and (nn)n>1 satisfy Assumption 2. Suppose that there exist [ > 1 and Cp > 1
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such that |b(z)]* < CyVi(x) and that y satisfies

_ 20 V(x)
Vz e R4, (V7P(z) < x(z) < , 5.4
V@) <X < (1) v 54)
ith ( < 20 > f isfi

with ( < m, p=l—1andd e (0,a). If (y,)n>1 satisfies
> mexp(=ACFm ") < +oo, (5.5)
n>1

2 2(a —
and \g = T A (a—9) then

aCy||D?V|| .  kaCyCy
— there exists an almost surely finite random variable ny such that ¥Yn > ni, ¥, = Yn,
— for every A < % (whith s as in (4.2)),

supy)! (exp(AV?)) < 400 a.s.

and any weak limit of (uﬁ)n is an invariant distribution for (1.1). *

>1

Remark: The condition (5.5) is not restrictive. For example, it is satisfied if y, < Xa( In~« (n)
and p > a, or v, < )\ggln_(“re) (n) for some e > 0 and p < a. *

To prove this Theorem, it suffices essentially to check that the function W = exp(A\V'*) satis-
fies condition (3.1) and the assumptions of Theorem VII.1. This is the aim of Lemmas VII.2
and VII.3 respectively, which will be proved later.

Lemma VII.2:
Assume that

20 V(x)
vz € RY, T) < ( > ,
x(@) ID2V|| ./ |b(z)]* v 1
where ¢ € (0,«). Let \g be as in Theorem VII.1. Then for every \ < \g there exists & > 0,
B > 0, and ng > 0 such that for every n > ny,

E[exp()\V“(XnJrl)) ’LO}"} — e (AWV(Xn)) < —aexp(AVY(X,)) + 3
S —aexp n .

in—l—l

Lemma VIIL.3:
Assume that there exists an almost sure finite random variable ni such that 7, = -, for

A
every n > ny. Let Ay be as in Theorem VII.1. Then for every A < 29 the series
s

§<HZ7;“)SE“€XP()\VG(X7L)) - E[eXp(/\V“(Xn)) |9n—1] |5 | g;n_l]

is almost surely finite. ¢
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Proof (Theorem VII.1). By Lemma VII.2 the function W = exp(AV?) satisfies condition (3.1).
We consider the function f defined on [1,400) by

Vo> 1, f(z)=(Aeln e ().

This is a decreasing one-to-one continuous function with lim1 f(x) = +ooand lirll flx) =
xr— T— 100

We check that f oW = (VP and by (5.4) we have x(X,) = (f o W)(X},). The inverse of f
is the function f~! defined by

vz €]0,4+o00], f N z)= exp()\C%a:_%), (5.6)

so that the condition (5.5) on 7y, is 3,5 7= ( 5 < too. The Proposition VII.2 applied with
f and W gives the existence of an almost surely finite random variable n; such that 4, = v,
for every n = ny.

By Lemma VII.2 the conditions of Theorem VII.1 are fulfilled and we have for every A < \g/s

sup )l (exp(AV?)) < +00  a.s.
n>1

It remains to prove that any weak limit of (v)),~1 is an invariant distribution for the diffusion.
By subsection 4.2 and Proposition VII.3, it suffices to check (4.3). On the one hand, the
definition of the algorithm yields

|X — X 1| 7n|b n—1 |+ V’7n|0

On the other hand, we have 7, = ¢,,(X,,—1) and
gn(2)|b(2)] < Vgn(@)VX(@)[b(2)] < V/ gn HDQVH eV (@), (5.7)

thus 3, [b(Xn-1)| < VAnr/20/[| D2V _VV(X,—1). Since Tr(co*) < C,V'7% a > 0 and

V > 1 then there ex1sts C > 0 such that
X, — Xno1| < VANV (X)) (14 |Un)),

and this, combined with 7, < v,, implies (4.3). #

Remark: The control of 4,|b(X,—1)| given by (5.7) is an important property of our scheme
and will be often used throughout the section. *

For the proof of Lemmas VII.2 and VII.3 we will need the following consquence of conditions
(2.3) and (2.4) on U;.

Lemma VIIl.4:

There exists K > 0 such that V8 € [0, 7], Vh € (0,1), Vv € RY,

E[exp(\/ﬁ(v, Uy) + hH\Ul\z)} < exp(%g]’ulz + Kh)
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Proof (Lemma VII.4). By Hoélder’s inequality, we have

Since the random variable U; is a generalized Gaussian, we have

0 00)] < oo )

—h
Since U, satisfies (2.4) and 6 < T, E[exp(@]U1]2)] < +00. By setting

E [exp< 1

K =1log <E [exp(T\Uﬂz)] >7

the formula is established.

h

E[exp(\/ﬁ(v,U1>+h0|U1|2)] < <E[exp<1\iﬁh<v,U1>>}>1_h<E[exp(9|U1|2)}> .

Proof (Lemma VII.2). We recall that a €]0, 1]. By concavity of the function (z — %) we have

VA Xnt1) = V(Xy) < ava_l(Xn)(V(Xn-i-l) - V(Xn))-
The Taylor formula applied to V between X,, and X, yields
1

V(Xni1) < V(Xn) +(VV(X0), AXnp1) + 5ol AXn [,

where p = HD2VHO<,'

(5.8)

(5.9)

From the stability condition (2.1) and AX,, 11 = Y4+10(Xp) + VAn+10(Xn)Unt1, there exist

a > 0 and 8 > 0 such that
(VV(X0), A1) € =031V (Xn) + BFns1 + AL (X, Unir),
with the notation

A (@) = V/gura (@) (VV (), o (2)u).

On the other hand we write
AL (@, 1) = 2(gnr1(2) Y (b(), 0 (2)u) + gns1 (2) Tr(o0™) (2)[uf?,

so that
~ 2
AKX, 1] < 3241 (X)) 12 + AP (X, Ung).

From (5.7) it follows that
9 20 (2)
|AXp41]” < ?’YnﬂV(Xn) + Api1 (X, Un).
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Combining (5.8), (5.9), (5.10) and (5.11) gives

VA Xpi1) < VUX) — ala = 8)Fn41VH(Xn) + afBYn11

+ aV* () (AL (X Unn) + EAZL (X i) (5.12)

Let A € (0, Ap). From (5.12) we deduce that for every n > 0
E [exp(AV“(XnH)) | %]
< exp (/\V“(Xn) (e — 8T VE(Xn) + Aaﬁ%ﬂ)ynﬂ (5.13)
where

Yarr = Blexp(AaV ™ (Xa) (AL, (Xa, Unia) + EAD 1 (X0, Uni0)) ) | 7.

We fix n such that v, < 1 which will ensure g,,(z) < 1 for every z € R%, and define ¢,,(z) by
On(x) = E[exp <)\aV“_1(ac)(A£Ll)(ac, Up) + gAf) (x, Ul)))],

so that Y41 = ¢n41(X,,). Setting v = AaV ! (z)o*(z) (VV (z) + pgn(2)b(z)) we obtain by
the definition of Ag) and Ag),

60(2) = Bexp (Vaala) (0,2} + 252V (2)gn () Te(oo) )10 )|

Since Tr(oo*) < C,V1™% and A < Ag < ag—gg, we are able to apply Lemma VII.4 with

0= % and h = g,(z) which yields the existence of K > 0 such that

on(z) < exp(%f?aj)g\v\2 + Kgn(x)> (5.14)

It remains to handle |v|*. From |VV|* < CyV and (VV,b) < B we obtain
[0 < A2a?V2072(2) Te(00™) () (Cv V () + 208gn (x) + p?g5 () [b(2)]?)
From (5.2), (5.7) and V' > 1 we have

> < N2a*C, Ve (2) (CyV (z) + Cgnla)V (),

with C' = 2p(d + ). In the following inequalities, the letter C' is used to denote a positive

constant. Since 2( ) 2( )
In\T In\T
——— < T)+——,

gn ()

T—gn(@) gn(x) +
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where ng = min{n;~, < 1}, it follows that

9n(7)
1—gn(z)

Combining (5.15) with (5.14) yields

0] < Na?Cy Clrga(@)V™ () + Cg2(a)V* (). (5.15)

n(2) < exp ()\ZaZCVCJggn(x)V“(a:) + Cg2(z)V(z) + Kgn(x)>, (5.16)
and this inequality is true for every n > nyg.
2CyC, 2(a—6
Let @ = a(a — §) — )\M. Since A < Ap < M, we have a > 0, and combining
2 lianCU

(5.16) with (5.13) we get for every n > ny,
E[exp(AV(Xn11)) | Fn] < exp(AV(X0) = AGTns1 V(o)
+ CFna V(Xn) + K’N}/n+1)7

where K = \af + K. Setting n{, = min{n;vy, < A\a/(2C)} and & = &/2 we have for every
n = ng Vng,

E [exp(Ava(XnH)) | %] < exp ()\V“(Xn) A1 V(X)) + K%H).

With the notation § = &exp(K/&) and nfj = min{n;~, < 1/&} we have by convexity of the
exponential function : for every n > ngy V n{, vV ng,

E[exp(A\V*(Xn1)) | | < (1= n41) exp(AVA(XR)) + Fnt, (5.17)
which is the desired conclusion. #

Proof (Lemma VII.3). Let W = exp(AV?) with A < Xg/s. As s > 1, we have by convexity

(W (X)) — E[W(X,) | Fnei] [’
<2 (W (Xn) = WX+ [BW(X0) = W (Xor) | Zaa][7).

and by Jensen’s inequality
E[W(X,) = W(Xno1) | Fna]|” S E[[W(Xn) = W(Xno1)|” | Fne].

Thus it suffices to prove

> () B[W(X) - W(Xa) | Zaca] < 400 as
n>1 i

Taylor’s formula applied to the convex function (z — exp(Az)) between V(X,,) and V*(X,,—1)
yields

[W/(X) = W (Xno1)] < Mexp(AV (X)) + exp(AV (X,m1))[AVA(X,), (5.18)
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where AV4(X,,) = V4X,,) — V*X,-1). As in the proof of Theorem VII.1, from (5.7) and
(5.2) we deduce that

1 X, — Xno1] < CyAnVV(Xpo1) (1 + |Uy)),
and by Lemma 2. (a) of [LP02] we get
VE(X0) = VO (Xno)| < Oy (VV (X)) (1 [0, (5.19)

To simplify notation, set A,_1 = (\/V(Xn_l))zaVI and B, = 1 + |U,|**!. Plugging (5.19)
into (5.18) we obtain

[W(X0) = W (X )| S ACVAR(W(X0) + W (X 1)) A1 B,
and

E[JAW (X,)[" | Z01] < N C/2 (W (Xo-1) A3y B[ B} | Fi]
+ 45 E[W(X,)By| Fua]). (5.20)
By Young’s inequality for any € > 0

€

E[W*(Xn)B; | Zn-1] < 2

E[Ws(l-l-a)(Xan;n_l] +

€

14+¢

with K, = E[BZ(H‘E)/E | ﬁn_l]. We choose ¢ such that As(1 +¢) < Ao and we get from
Lemma VII.2 that for every n > ng,

€
1+¢

(exp(As(1 + V(X)) + i + Koz,

B[V (X0) B3| Fat] € = Blexp(As(1 + )V (X)) | Faca] +

€

<
14¢

Combining this with (5.20) we obtain

E[JAW (X,)I* | Za] < N O/ (W (X01) A ELBI)

1
+ 1—_|_€WS(1+€)(Xn—1)AfL—1 + CeAZ—1>-

Keeping in mind that A, = (\/V(Xn_l))2a\/1 one checks that there exists A € (As(1 +
€),Xo) and K > 0 such that

E[[W(Xn) W (X)) yffn_l} < Ky exp(\W(X,_1)).

Consequently, it remains to prove that

Z(Hnn’y )sexp(S\V“(Xn_l)) < 400 a.s. (5.21)
n>1 n n
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We consider the nonincreasing sequence (6,,)p>1 = (%n( I )S)n>1. From (4.1) and 7, =

Ho/Am R
~n, for every n > nq, we can apply the Proposition VII.1 with ~,, 6, and W = exp(AV?)
which gives (5.21). ##

. Dissipative Hamiltonian systems

In this section, we consider a stochastic differential system of the type

dg; = 0, H dt
{ qt P (qt7pt) ) (61)

dpy = —0gH (g¢, pt)dt — F(qe, pe) OpH (qe, p)dt + c(qr, pe)dWr,

with ((0),p(0)) = (qo,po) € R?L. The process (W;);>0 is a d-dimensional brownian motion
and ¢ is continuous on R?? with values in the set of d x d matrices. The Hamiltonian H is
of class €2 on R?? with real values and the function F is of class €2 on R2?? with values in
the set of d x d matrices.

We write this system in the abstract form (1.1) where
_(a 2d _ OpH () _ (i)
v <p> €RY, b) = (—8qH(x) —F@)o,H()) ~ \ba(a))

and o(x) = (c(?n)) .

We recall that we work always under Assumption 1. The existence of a Lyapounov function
V' is a natural hypothesis for dissipative Hamiltonian systems, and in many cases we can
determine V' using the Hamiltonian H. For example, for the Langevin equation (equation
2
(6.1) with F(z) =~ > 0, ¢(x) = c invertible and H(q,p) = % +g(q) with g € ¥°(R%R) a
polynomial function growing at infinity like \q[zl, 1 > 1), the Lyapounov function is defined
2
for every « = (¢q,p) € R* by V(z) = H(z) + 3(p,q) + %|q|2 + 1 (see [MSHO02)).

In this section we assume that :
Assumption 4. The function V satisfies

3Cy >0, |8,V < CyV  and sup H@f,pV(q,p)H < +00. (6.2)
(¢:p)ER?? %

Typical Lyapounov function of Hamiltonian systems may have arbitrary polynomial growth
with respect to g but are essentially quadratic with respect to p. So in such a framework the
following assumption is natural

Tr(a*(VV)®2cr) = Tr(c*(apV)®2c) < CyV Tr(c%e),
and

sup Tr(c*D?*Vo)(z) = sup Tr(c*@ich)(x) < p sup Tr(c*e)(x),
reR2d reR2d zeR2d
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where p = sup(y ) cR2d ‘8§pV(q, p)‘ Thus condition (2.2) about o is satisfied as soon as

q,p

3C, >0, a €]0,1], Tr(ec*) = Tr(oo™) < C, V172 (6.3)

These assumptions are very weak and are satisfied by a large class of examples derived from
perturbed Hamiltonian systems. For a general model for the Hamiltonian and many examples
(essentially multidimensional oscillators) we refer to [Soi94] (page 10 for hypothesis on the
Hamiltonian).

Our scheme (X,)n>0 is built applying the recursive procedure (1.4) with the random step
sequence (Jy)n>1 defined by

Vn > 1, 9, = gn(Xn-1) (6.4)
with g, (2) = Vn A Xn(x) where y,, : R* — R’ . Throughout the section, we consider the
following function v, (z) : R?*¢ — R defined by

Ve e RY, () = sup HD2V(q_,p)H V1. (6.5)
7€(q,q+7nb1 (2))

We introduce the notation X,, = (@, P,) so that

{Qn—i—l = Qn + '7n+1b1 (Xn)’
Pn+1 = Pn + :Yn-i—lb2(Xn) + V :Yn—i-lc(Xn)Un-l—h

and (Qo, Po) = (qo, po). Remark that (Qy)n>0 is (%, )n>0predictable.
The principal result is the following Theorem.
Theorem VII.2:

Let (Yn)n>1 and (nn)n>1 satisfy Assumption 2. Suppose that there exist [ > 1 and Cp > 1
such that ¢, (z)|b(z)|* < C,V!(z) and that x satisfies

20V
vz € RY, CV7P(z) < xn(x) < (x)2 , (6.7)
Yn (@) ([b(2)]” Vv 1)
with ¢ < é—i, p=l—1andé € (0,a/4). If (7n)n>1 satisfies
> nexp(=ACryn ) < +oo, (6.8)
n>1
T 2(a — 49)

and Mg = then

A
TR " i,
— there exists an almost surely finite random variable ny such that ¥Yn = ni, ¥, = v,
— for every A < % (whith s as in (4.2)),

sup vl (exp(AV?)) < +00  a.s.

and any weak limit of (I/Q)n is an invariant distribution for (1.1).

>1

141



CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

The proof of this Theorem is essentially the same as the proof of Theorem VII.1. Lemma VII.5
gives condition on y so that W = exp(AV?) satisfy (3.1) and Lemma VII.6 allows to apply
Theorem VII.1.
Lemma VIIL.5:
Assume that

20V (x)
Un(2) (|b()|* v 1)’
where ¢ € (0,a/4). Let Ao be as in Theorem VII.2. Then for every A\ < X\ there exist & > 0,
B > 0, and ng > 0 such that for every n > ny,

Vz € R*, xu(z) <

B[exp(\V(X,00) | 2] — exp(2(X.)

in—l—l

< —aexp( AV (X,)) + B.

Lemma VII.6:
Assume that there exists an almost sure finite random variable ni such that 7, = -, for

A
every n > ny. Let \y be as in Theorem VII.2. Then for every A < 29 the series
S

g(ﬁ)sE[‘exp()\Vﬂ(Xn)) — E[exp(A\V*(X,)) | F1] |s | 971—1]

is almost surely finite. ¢

A first property of our scheme is given by the following Lemma.

Lemma VIIL.7:
If § < o and
20V (x)

Wn(@)(|b()* v 1)’

Vz € R*, xu(z) <

then for every x = (q,p) € R,

V(Q“‘Qn( )bl( (1+ \/250V\/gn ) +gn )ﬁ

Proof. By the Taylor’s formula we obtain

V(g + gn(2)bi(z),p) — V(z) < gn(2)(0,V (), b1(x))
+%H%W%m)!\!gn@c)bl(x)\?, (6.10)

where G, € (q,q + gn(x)b1(x)). Since g, (z) = v A xn(x) we have

@ @) < 0@ < o) 5 5 (6.11)
Moreover, H@ng((jn,p | < ||D*V(Gn,p)|| < ¥n(z) and by (6.10)
V(g + gn(@)b1(z),p) = V(2) < gn(2)(04V (), 01(2)) + gn(2)dV (). (6.12)
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Writing (9,V (x),b1(z)) = (VV,b)(x) — (0,V,b2)(x) and using the stability condition (2.1)
we get

V(g + gn(x)bi(x),p) — V(x) < gn(a:)(ﬂ —aV(z) — (0,V(2), b2((L’)>) + gn(2)0V (2).

Since § < « and |8;,,V|2 < CyV we have

V(g + gn(2)b1(x),p) — (@)V/CyVV () b2(2)] + ga(@)B,
and if |by(z)| < \/%W(a:) then
V(g + gn(z)bi(z),p <V gn(2)\/20CyV () + gn(x)0,

else V'V (x) < V\g/%x)|b2(3:)| and

V(g + ga(a)bi(z),p) - \/gn— !b2 )1 + gn(2)B,
\/— 2)[b2(2)* + gn(x)B.
From (6.9) we deduce that
V(g + gn(2)bi (2),p <V n (@) V250V V () + gn ()5,
and the Lemma is proved. #

Proof (Lemma VII.5). First, remark that by the concavity of the function (z — z%) we have
VA Xa1) = V(X <V (0X0) (V (X)) = V(X)) (6.13)
and that

V(Xn—i-l) - V(Xn) = V(Xn—l-l) (Qn—i—l, ) + V(Qn+1’ ) V(Xn)

In the proof of Lemma VII.7 we proved (6.12) i.e.

V(Qn+1, P) = V(Xy) < in+1<8qV(Xn)’ b1(Xn)) + In+10V (Xn). (6.14)
We now study V(X,+1) — V(Qn+1, Pn). We apply Taylor’s formula to V' which gives

V(Xn—i-l) - V(Qn—i—ly Pn) g <8pV(Qn+17 Pn)y APn—|-1>‘|‘

1
5 sup H Qn+1, |HAP7L+1‘2 (615)
pE(PnyPn+1
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CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

On the one hand, we have

(OpV (Qni1, Pn), APpt1) = nt1(0pV (Xn), b2 (X))
+ in+1<6pV(Qn+17 Pn) - apV(Xn)’ b2(Xn)>
+ :Yn-i-l <8PV(Q7H—17 Pn)7 C(Xn)Un+1>7

and using

’apV(Qn—i-la Pn) - apV(Xn)‘ H82 V H ’AQn-i-l’

<
< n+1HD2 n H|b1

where q € (Qy,, @n+1) We obtain

(OpV (Qn1, Pn), APpi1) < ’?n+1(3pV(Xn)=bz(X )
+ 32 11| D*V (g, Po) || 101 (X0 [1b2( X))
+ :Yn-i-1<8PV(Qn+17 n)7 (Xn)Un+l>

Since Y41 = Ynt1 A Xn+1(Xn) we have

26V (X)

sup HD2V(q,Pn)H (|b(Xn)|2 V1)
q€(Qn,Qn+1)

’;’n—i-l < Xn—i—l(Xn) < (616)

and from |by (X,)|[b2(Xn)| < 31b(X,)|* we obtain

(OpV (Qni1, Pn), APnt1) < An+1(0pV (Xn), b2(Xn)) + 410V (Xn)
+ in+1<8pV(Qn+1yPn)7C(Xn)Un+1>' (6'17)

On the other hand, setting p = sup,cR2d Hang(J})H and using (6.6) we have

sup |02,V (Qns1:D)|[| AP i1 |?

pE(PnyPn+1

< 2’77%“ sup HD2V(Qn+1,p)|Hb2(X )
PE(Pn,Prt1

+ 2%n41p Tr(cc®) (Xn)|Un+1 ’2-

By the definition of 7,11 it follows that

sup H V(Qn,p) H|APn+1| < 116V (Xn)
pe(Pny n+1
+ 290419 Te(cc®) (X0)|Una[*. (6.18)
Finally, combining (6.15) with (6.17) and (6.18) we obtain

V(Xn—i-l) - V(Qn-{-ly Pn) < :Yn-i-l <8pV(Xn)7 b2(Xn)> + 36’~Yn+1V(Xn) + Yn—i—la (619)
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6. DISSIPATIVE HAMILTONIAN SYSTEMS

where
Yn+1 =V :Yn-i-l (apV(Qn-i-la Pn)a C(Xn)Un+1> + p:}’n—i-l Tr(CC*)(Xn)’Un+1‘2'

From (6.14) and (6.19) we have
V(Xn—l-l) - V(Xn) < in—l-l(vva b> (Xn) + 45ﬁn+1V(Xn) + Yo,
and by the stability condition (2.1) there exists « > 0 such that

V(Xn—i-l) < V(Xn) - 04’~Yn+1V(Xn) + 45’~Yn+1V(Xn) + B:Yn—i-l + Yn+l7
=V (Xy) — (@ = 40)n11V(Xn) + Bns1 + Yoia.

By (6.13) and V > 1 we get (using that V=1 < 1)

Vi (Xnt1) < Va(Xn) - a(a - 45)’3’n+1va(Xn) + afBYn41 + ava_l(Xn)Yn-i-l-

Let A € (0, Ag). Denoting
Zo1 = Bexp(aAV* ™ (Xa) Vo) | .
we have

E [exp ()\V Xn+1) \ Fn

F
< exp(A\VUX,) — aX(a — 48)n41V*(Xn) + aXBYnt1) Znt1.  (6.20)
It remains to study Z,,. We define ¢, (z) by

6a(x) = Blexp(V/au@) (0,01} + Aapg ()" (@) Te(ee) @1 (6:2)

with v = AaV*Hx)c* ()0, V (¢ + gn(2)b1(2),p), s0 that Z,11 = ¢ny1(Xp). Using Tr(cc*) <
C, V172 we have

O (@) < B[exp(v/9u (@) (v, U1) + Aapga(2)Col 1) .

Let ng = min{n > 0;~, < 1}. Since A < Ay < > <>+ We are able to apply lemma VIl.4 with

0 = XapC, and h = g, () which gives the existence of K > 0 such that for every n > ny

gn(T) K
£+ ) o=

Moreover, it follows from |0,V | < CyV that

Ou(x) < exp(

[0 < Na®Co Ve (@)|0,V (g + gn(2)b1(2), p)

<A
< N2a2C,Cv Ve (2)V (g + gn(z)bi(z), p),
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CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

The Lemma VII.7 gives
0]? < N2a?CoCy V(@) + C/gn () V(@) + gn(2)B.

In the same manner as in the proof of Lemma VII.2 there exists C' > 0 and K > 0 such that
for every n > ng

O (@) < exp(GN0*CoOvga()V(x) + Ca*(@)V"(x) + Kgu () )

then from (6.20) we have

B |exp(A\V*(Xn1)) | 7| < exp(AV*(X,)
—aXo — 4 — §AaCJCV)’yn+1Va(X )
+ CNiflV“( Xn) + Kny1)-
~ K . 2(a — 49)
Let a = (I(Oé — 46 — §ACZCO—CV). Since A < )\(] < m
min{n; /7, < ada/(2C)} and & = (Aa@)/2 we have for every n > ng V ny

we have @ > 0. Setting nj =

E [eXP (/\Va(Xn+1)) | Jn] €xp (Ava( ) - d'?n—l-lva(Xn) + Cﬁn+1)a

which proves the lemma (by the convexity of the exponential). #

Proof (Lemma VII.6). Let W = exp(AV®) with A < Ag/s. We recall that @, is .#,_1 measu-
rable. Since s > 1, the convexity of (z — z*) implies that

E[\W(Xn) —B[W(X,)| Zud]|’] %_1] < 25E[]W(Xn) —W(Qn, Po_t)|* | yn_l].

First we prove that
|V0«(Xn) - VG(QTL)PTL—IN < C\/’V_nAn—an (623)

with

An—l = (\/V(an Pn—l)) (2a_1)+ (\/V(Xn—l)) (211\/1)’
B =1+ |U, V1.

Since AP, = Vb2 (Xn_1) + v/Anc(Xn_1)Up and Tr(cc*) < C, V7% we have

|AP,| < Anlba(Xn-1)| + VA Co (VV (Xn—1)) '~ |Unl.

s s SV (X .
Using 9, < xn(Xn—1) < W we obtain

AP < V/FaV20VV (Xie1) + /30 Co (VV (Xm1)) U,
< OV (Xno1) (1 + |Uy)). (6.24)
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6. DISSIPATIVE HAMILTONIAN SYSTEMS

From |3,V|* < CyV we deduce that |9,V < ay/Cy Vo3 so that the application (p —
V4(g,p)) is Lipschitz for every a < 3. Hence, if a < 1 we have (6.23) with A,—1 = V'V (X,-1)
and B, =1+ |Uy,|. If a > %, by Taylor’s formula we have

Va(Xn) - Va(Qm Pn—l) = <apva(Qn7ﬁn)7 APn>a
Cv (VV(Qu, )| AR,, (6.25)

with p, € (P,—-1, P,) and since 2a — 1 < 1

(VV(Qn, )" < (VV(Quy Paot) + C|AP,) >,

(VV(Qn, Par))** ™ + C|AR, > (6.26)

NN

Plugging (6.26) in (6.25) we get

‘Va(Xn) - Va(QmPn—l)‘
< CVAR(VV(Qny Pac1) ™ VV (X1) (14 U]
+ O (VV (X 1)) (1 + U [) >
Since V > 1 and 2a > 1, it is easy to check that (6.23) is satisfied with B, = 1 + |U,|** and
Ap1= (\/V(Qru Pn—l))2a_1 (\/V(Xn—l))za'

By (6.23) and Taylor’s formula applied to the convex function (2 — exp(Az)) between
V*(X,) and V*(Qy, P,—1) we have

|W(Xn) - W(Qm Pn—l))| < /\C\/V_H(W(Xn) + W(Qmpn—l))An—le
and then

E[|W(X0) = W(Qn, Pa1)|” | Fnr] S XC3/2A5 L E[W*(X,) By | Fpi]
+>\50373/2A3 W3(Qn, Po_1)E[BS]. (6.27)

As in the proof of Lemma VII.3 we prove that for every € > 0 there exists C: > 0 such that

B[W*(X,) B} | Fua] <

——exp(As(1+ V(X)) + C (6.28)

To complete the proof we apply Lemma VII.7 which gives
V(Qn, Pae1) < (14 v/20Cy /30) V(Xn1) + 73,
and the concavity of (x — x®) implies
VQn, Poe1) < (1+a/20Cy /30) V*(Xn—1) + Anaf.
There exists ng > 0 such that for every n > ng, As(1 + a\/m\/%) < X < Ao, and thus
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CHAPITRE VII. ADAPTIVE SCHEME

there exists K > 0 such that
WS(Qna Pn—l) < KeXp(S\V“(Xn_l)).

Plugging this and (6.28) in (6.27) and using the condition (4.2) and Lemma VII.1 we obtain
the result. #

. Numerical experiments

The aim of this section is to validate our scheme numerically. We consider two problems : the
Lorenz equations under external random excitation and a perturbed Hamiltonian system,
which illustrate results in Sections 4 and 5 respectively. In both cases, we compute v, (f)
for a given function f using our scheme and we compare it with E[f(X])] where (X]) is a
discretization scheme with constant step h (an Euler scheme or an implicit Euler scheme).
The approximation of E [ f (Xg)] is given by a Monte-Carlo procedure with 10000 paths. We
give a representation of the stochastic sequence (9,)n>1 in Fig. VII.2 and VIL5.

The programs are in C using BLAS/LAPACK (see http ://www.netlib.org) for linear
algebra routine and the GSL library (see http ://www.gnu.org). In particular, the ap-
proximation of the fixed point needed in the implicit Euler scheme is done by the function
gsl_multiroot_solver. The random generator is a Mersenne twister generator of period
219937 _ 1 taken from http ://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/ m-mat/MT/emt.html.
All simulations are achieved using a Gaussian white noise for (Up)n>1. The deterministic
part 7y, of the implemented step sequence is v, = yon /3 (with 9 > 0) and the weight

sequence used is (7p)n>1 = (Y )n>1-

7.1. Lorenz equations

It is a dissipative problem which is related to Section 4. The equations are
dﬂj‘t = 10(yt — ﬂi‘t)dt + thl,

dyt = (28(L't — Yt — tht)dt + thz,
dzy = (wys — (8/3)2)dt

and a Lyapounov function for this system is V(u) = |u|* + 1. The function x used for
simulations is defined for every u € R? by x(u) = w%ﬁ;@ -

The stochastic step sequence used for our scheme is thus

Vi1, Fu=(yon 3) A (|b2V(X”‘1) ). (7.1)

(Xn-1)|* V1
The weight sequence (1, )n>1 is equal to (Y, )n>1 and we compute for f(z) = |z|* and n < 107
1
= 7n _'l
D k=1 k

3
The result is given by the figure VII.1. The scheme seems to have a better behaviour when

STk f(Xp) (7.2)

k=1

va(f)
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Figure VII.1 — One path of (/(f)) for different value of .

1<n<107

~o is equals to 274 or 27°. For bigger values of 7, the rate of convergence is poor but the
Lorenz problem is a difficult numerical problem and the parameter vq is hard to fix. Other
numerical methods have the same problem. The important point to note here is that the
scheme does not explode (for any vy) and appears convergent to the same limit.

Figure VII.2 gives a representation of the stochastic step sequence (y)n>1 when 9 = 0.5.
We show that the bigger n is and the less the stochastic part x(X,,—1) is used. For this path,
after 20 000 iterations we have 7, = 7, (at least until n = 107). Moreover before the 20 000th
iteration the event {x(X,—1) < vn} occurs only 924 times (4.62% of time).

0.14
0.12 |
0.1}
0.08
0.06
0.04 §
0.02

0

\ \
0 5000 10000 15000 20000

Figure VII.2 — Stochastic step sequence (Y )n>1-

We compare our results with the approximation of E[f(X}')] where (X]) is a regular Euler
scheme (figure VI1.3(a)) or a implicit Euler scheme (figure VI1.3(b)). We represent the results
only for h < 279 because for bigger values the empirical expectation (based on 10000 paths)
explodes whith the regular Euler scheme. For the implicit scheme the expectation remains
bounded but the behaviour is very poor when i < 278, The parameters h, T and the number
of paths used for the Monte-Carlo procedure are hard to fix.

For the implicit Euler scheme (figure VII.3(b)), the jump between h = 278 and h = 279 is
due to the fact that the scheme remains trapped in the neighborhood of only one attractor
(Lorenz equation has two attractors). This behavior does not occur with the regular Euler
scheme and with our scheme.
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(b) Implicit Euler scheme : X[\, ,, = X[, + hb(X 1) + VhoUg i1

Figure VII.3 — Computation of E[f(Xg)] by a Monte-Carlo procedure on 10000 paths and

for T =5

7.2. Perturbed Hamiltonian system

The second example is a perturbed Hamiltonian system derived from a multidimensional

linear oscillator under external random excitation. It is a 3-DOF (degree of freedom) system
studied by Ibrahim and Li (see [IL89]) and Soize (see [S0i94] chap. XIII.6). We have thus
the following equation in RS

where H(q, pt)

1
DOZS(): 0
0

dg; = 0pH (qs, pe)dt,
dyt = —aqH(qt,pt)dt — foDoapH(qt,pt)dt + g(]Soth

= (M ()" 'p,p) + 3(Koq,q) and

0 0 1.3 0 0
0 0|, Ko=1| 0 0.154 0 , go=0.5, fo=0.9965,
0 0 0 0 0.196
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and
1.3 vo 4+ 0.3 V3
M(q) =]wvy+0.3 ’U% + 2v9 +0.314  wvovz + v3 +0.0375 | ,
V3 vy + v3 + 0.0375 v% + 0.1

with va(q) = —1.61(0.375¢2 +¢3) and v3(gq) = —1.61¢2. This numerical example is taken from
[S0i94] (page 257-264). This is the first damping model case with the external excitation
applied to DOF 1 and the system parameter equal to 0.7. In this case we have an analytic
expression of the density of the invariant measure and we can calculate the mean-square
response for the DOF 1. We consider the function f; : (¢,p) — ¢ and we have

fi(z)v(dr) =~ 0.0965.
R6
The stochastic sequence used in the following simulations is defined Vn > 1 by

~ _ 1
= ) ()

The results for different value of g are given in figure VIl.4. The convergence seems better
when g is big. Our scheme behaves very well and a representation of the stochastic step
sequence (Jy)n>1 is given in figure VIL5.

0.12
0.11 fu dyw =21
Yo =272 —----
0.1 p¥ ot pesnT] V0 = R
o e L S
0.09 - b o
0.08 |- _
!
0.07 [- _
0.06 | | | |
0 200000 400000 600000 800000 108

Figure VII.4 — One path of (yg(f)) for different value of ~q.

1<n<106

We do not represent the approximation of E [ f (X,:f)] where (Xg) is the explicit Euler scheme
because the empirical expectation (based on 10000 paths) explodes for h < 273.

Figure VI1.6 gives results using the approximation of E[f(X])] where (X]') is the implicit
Euler scheme.
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Figure VIL.5 — One representation of the stochastic step sequence (3 )n>1-
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Figure VII.6 — Corflputation of E[f(X;{)] by a Monte-Carlo procedure on 10000 paths and
for T' =5 where Xg is a implicit Euler scheme.
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Etude numérique, choix des parametres VIII

Ce chapitre vient en complément du chapitre V sur les vitesses de convergence de ’algorithme.
On adopte un point de vue plus numérique et plus pratique afin d’aider a I'implémentation
(au choix des parametres) de 1'algorithme. On rappelle que si la suite de pas (vn)n>1 est de
la forme 7, = yn™" pour n > 1 avec 79 > 0 et r €]0, 1], et que la suite de poids (nn)n>1
est de la forme n, = nen™° pour n > 1 avec 19 > 0 et s < 1% alors la meilleure vitesse
de convergence (en ordre) est obtenue en prenant r = % et s = 0 (dans le cas ou Uy est
symétrique et ¢* = 4 ). Pour ces parametres, on rappelle que le théoreme de la limite
centrale suivant est vérifié

20, L () = () Lo JV<\/§’Y03 e s;) ,

ou

mpa= [ (50%0@) - b) 4 5D - (00). B (o)) )

1

+ 5:D'(e) B [(o(2)00) ] )(a)

et s?c = / |0* V| 2dr avec ¢ solution de 'équation de Poisson /o = —(f — v(f)).
Rd

Lorsque mys4 = 9 ou qu’'une extrapolation de Richardson est mise en ceuvre, la vitesse
optimale est en n5 et est obtenue pour r = % et s = 0. Tout au long du chapitre, la suite de
poids considérée sera donc la suite constante égale a 1. De plus, pour davantage de clarté on
note la dépendance en 7y et en r pour le schéma de discrétisation et les mesures empiriques :

1 n
Vn>1, )07 = - Zang,;, (0.1)
k=1
ol (X;ZO’T)HN) est soit le schéma d’Euler de pas décroissant vgn ™", soit le schéma adaptatif

introduit dans le chapitre VII construit a partir de la suite 7,, = xp—1 A Yon ™ ".

Quand 7 et s sont fixés, on est réduit au choix d’un unique parametre : vy qui fixe la taille
des pas de discrétisation (la vitesse de décroissance est fixée par r). D’apres I’étude faite dans

Lef. théoreme V.3 pour la définition de g*. Le cas ¢* = 4 correspond au cas standard i.e. lorsque la solution
o de I’équation de Poisson n’annule pas Dy.
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le chapitre V, on sait qu’il faut le choisir la fagon suivante (si ¢* = 4)

vo=<¢§ﬁiﬂ>dﬁ, (0.2)

afin de minimiser Ierreur v,°(f) — v(f) dans L2 lorsque f et ¢ sont & support compact.
Cependant, le biais my4 et la variance 8% sont inconnus et difficilement calculables (cf.
section 3

Dans un premier temps, on fait une étude qualitative et quantitative de 'influence du para-
metre v9. On en profite pour tester numériquement efficacité de notre algorithme lorsqu’il
est couplé a l'extrapolation de Richardson (cf. section 6 du chapitre V). Ensuite, nous ré-
pondons brievement a deux questions naturelles concernant le bruit blanc (Un)n>1 utilisé
dans les simulations : Doit-on utiliser des gaussiennes ou des Bernoulli 7 Dans le cas d’une
extrapolation de Richardson, doit-on utiliser le méme bruit pour la trajectoire changé de
temps ou un bruit indépendant ? Puis nous utilisons des estimateurs consistants pour le biais
et la variance, basés sur I'extrapolation de Richardson et sur le TLC presque sur pour les
martingales, afin d’établir une procédure permettant de choisir efficacement . On poursuit
I’étude numérique en proposant une technique de réduction de variance utilisant les fonctions

ce/ g comme variables de controles (elles sont centrées sous v).

. Influence du parametre ~y, extrapolation de Richardson

Le paramete 7 fixe la taille des pas de discrétisation et intervient dans le TLC biaisé optimal
de deux fagons : lorsque g est proche de 0, le biais est petit mais la variance grande et

lorsque g croit la variance décroit mais le biais augmente. Ce comportement se révele aussi

tres bien si on ne regarde qu'une trajectoire v,°(f). La figure VIII.1 illustre ce phénomene

17
16.5 1

16 “miﬁn“
155%”, o S SN
15 W] N S i N e
14.5

14 |
13.5 -

13 | | | |
0 2.106 4.106 6.106 8.106 107

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
\\\\\\\\\\\\\

Figure VII.1 — Comparaison de trois trajectoires de v,°(z%) construites & partir du méme
bruit blanc (U”)n>1 pour différentes valeurs de g (n variant de 1 & 107, r = %)

(la diffusion considérée est un Ornstein-Uhlenbeck standard et la fonction f(z) = 2%, donc
v(f) = 15). Lorsque g est petit (cas 7o = 0.5) la trajectoire fluctue beaucoup : la variation
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1. INFLUENCE DU PARAMETRE 7y, EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

quadratique est grande; et lorsque 7 est grand (79 = 5) la trajectoire est plus stable mais
semble converger avec un biais plus grand que dans le cas 79 = 3. Le méme bruit blanc
(Un)n>1 a bien str été utilisé pour les trois simulations. Il est important de noter que le
comportement d'une trajectoire v,)° donne des informations qualitatives sur le type d’erreur
(biais élevé ou variance élevée) que l'on fait.

Comparons de la méme fagon, notre algorithme sans et avec extrapolation de Richardson de
parametre A > 1. 1l s’agit donc de comparer une trajectoire de v,*"" (f) & une trajectoire de
70" (f) définie pour tout n > 1 par

~7Y0,7,A 1 2T Yo,m
Vnﬂ(f):)\_l AV (f)_Vn’(f) :
On compare ces deux algorithmes pris dans leur situation optimale donc la vitesse de décrois-
sance du pas est fixée a r = % sans extrapolation de Richardson, et a r = % avec extrapolation
1 1
0,3 Y055
0 3, Xno 5

de Richardson. De plus le méme bruit blanc a été utilisé pour les trois schémas X,
Y0 1

et X, 5.

Le résultat lorsque la diffusion est un Ornstein-Uhlenbeck standard (unidimensionnel) et
que la fonction f est f(x) = 25, est donné par la figure VIII.2. La trajectoire construite avec
I’extrapolation de Richardson semble plus stable et converger plus rapidement.

17 \ \ \
| Sans extrapolation de Richardson
16.5 Avec extrapolation de Richardson, A =2 ------ 7
16 —
15.5 |- N

(NN

N N RN

15 ool NN I el e T T il
14.5
14
13.5
13

| | | |
0 2.106 4.108 6.106 8.106 107

1 1
. . . . 0,3 . . ~'707?72
Figure VI11.2 — Comparaison d'une trajectoire de v, (x%) avec une trajectoire de o, 5" (x%)

(n variant de 1 & 107 et 7 = 2)

Remarque: Le parameétre A peut étre choisit arbitrairement car il joue un réle similaire a 7.
Chercher )\ optimal revient a chercher le parameétre -y optimal lorsque ¢* = 6, que le biais
est My <\ et que la variance est 5%)\. Voir le théoréme V.6 et les remarques qui suivent pour
plus de détails. *

Procédons maintenant a une étude quantitative qui permettra de statuer sur 'efficacité de
I’extrapolation de Richardson et sur le choix d’une valeur de ~q.

Dans tous les exemples qui suivent, on cherche le moment d’ordre 2 de la mesure inva-
riante, i.e. on calcule [g, ]m]21/(da:). On compare 'algorithme sans extrapolation de Richard-
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son (Standard), a l'algorithme couplé & une extrapolation (R1) de parametre A = 2 et a
I'algorithme couplé a deux extrapolations (R2) de parametre A = 2. Tous les algorithmes

1 1
. N . . . , . '3 ~705%,2
sont comparés avec leur parametre r optimal, donc il s’agit d’étudier v, ® (f), ARE (f) et

1
77 (f) ot

1 1 1
V=1, v 3 (f) = - Zf(X]ZO_f), (Standard)
k=1
0,12 1 20, 2
w1 ) = 23 (et - ). (RY)
k=1

w1 0 = 23 (vt —areth s regth). R

Dans tous les tests qui suivent, on considere un bouquet de 500 trajectoires de (Uk)lgkgn
indépendantes, et on calcule pour chaque trajectoire une approximation de V(Hz) en utilisant
(Standard), (R1) et (R2) jusqu’a I'itération n = 5.10°. On calcule alors la moyenne empirique

m,, et la variance empirique s% sur ces 500 trajectoires. Puis on donne une estimation de

en = \/<mn — V(H2)>2 +s2

ou v(|.|7) est soit la vraie valeur lorsqu’une expression analytique de la densité est connue,

Perreur dans L2

soit une approximation donnée par I’algorithme (Standard) poussé jusqu’a I'itération n = 10°.
Ces trois algorithmes sont toujours comparés pour six valeurs de g, et tous les schémas X,°"

sont initialisés avec un vecteur dont toutes les composantes sont égales a 2.

Exemple 1 : Ornstein Uhlenbeck en dimension 1

On discrétise la solution de 'EDS de drift b et de coefficient de diffusion ¢ définis par
b(x)=—-z, o(z)=1, (Ex. 1)

en utilisant le schéma d’Euler de pas décroissant. Le résultat est donné dans le tableau VIII.1.
Dans le cas (Standard), I'erreur dans L? est faible et le 7o optimal semble proche de 2 ou
3. Notons que pour 79 = 1 ou vy = 4, 'erreur est plus importante d’environ 25%. Comme
attendu, on remarque aussi que le biais augmente avec g et que la variance diminue. Dans le
cas (R1), le 79 optimal semble situé entre 3 et 4 et le gain obtenu sur l’erreur est d’environ 36%
par rapport a (Standard). Dans le cas (R2), le 7 optimal est proche de 1 et l’erreur est plus
grande que (Standard). La vitesse est de l'ordre de n7 mais la variance est plus importante,
leffet sur I'erreur L? apparait donc plus tard. Pour un nombre d’itérations important, il peut
étre envisageable d’utiliser deux extrapolations.

D’apres cet exemple, il est clair que le choix de 7g est important pour Uefficacité de I'algo-
rithme et qu’une extrapolation de Richardson nécessite de choisir un nouveau parametre g
en fonction du nouveau biais et de la nouvelle variance.
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Y | 0.5 1 2 3 4 5

Erreur L2 | 0.0313  0.0217 0.0172  0.0184  0.0216  0.0259
(Standard)  Moyenne | 1.0004  1.0030  1.0084  1.0137  1.0188  1.0240
Variance | 0.0010  0.0005  0.0002  0.0002  0.0001  0.0001

Erreur L2 0.0257  0.0178  0.0128  0.0110 0.0108  0.0123
(R1) Moyenne | 0.9978  0.9985  0.9982  0.9968  0.9945  0.9910
Variance | 0.0007  0.0003  0.0002  0.0001  0.0001  0.0001

Erreur L2 0.0224 0.0180 0.0237  0.0346  0.0476  0.0627
(R2) Moyenne | 1.0033 1.0093  1.0210  1.0333 1.0469  1.0623
Variance | 0.0005  0.0002  0.0001  0.0001  0.0001  0.0001

1 1 1
Tableau VIII.1 — Comparaison des trois algorithmes w53 (].|?), 520’5’2(].\2) et 53077’2(\.]2)

lorsque b et o vérifient (Ex. 1) pour différentes valeurs de ~y.

Au niveau du temps de calcul, en 1 seconde on effectue environ 10 itérations avec 1’algorithme
(Standard), 660000 itérations avec lalgorithme (R1) et 525000 itérations avec I’algorithme
(R2).

Exemple 2 : Modele école en dimension 2

On considere maintenant une EDS fortement bruitée de drift b et de coefficient de diffusion o

définis par :
—x + arctan(z 1 (/1492 1
b(l’,y) = ( ) ) U(x7y) =3 Y 5] (EX 2)
—2y 2 1 Vi+z

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau (VIII.2).

Y | 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Erreur L2 | 0.0347  0.0285  0.0247  0.0223  0.0207 0.0197
(Standard) Moyenne | 1.0709  1.0719  1.0730  1.0741 1.0753  1.0766
Variance | 0.0012  0.0008  0.0006  0.0005  0.0004  0.0003

Erreur L2 0.0290  0.0234  0.0203 0.0182  0.0168 0.0162
(R1) Moyenne | 1.0681 1.0673  1.0667  1.0660 1.0652 1.0631
Variance | 0.0008  0.0005  0.0004  0.0003  0.0003  0.0002

Erreur L2 0.0256  0.0216 0.0203  0.0206  0.0222  0.0308
(R2) Moyenne | 1.0737  1.0761 1.0790  1.0823 1.0859  1.0951
Variance | 0.0006  0.0004  0.0003  0.0002  0.0002  0.0003

. . . Y003 112y ~Y0022, 12 _70,3,2 1 (2
Tableau VIII.2 — Comparaison des trois algorithmes v, "*(|.|7), on °7(].|%) et 7, 77 (].[)
lorsque b et o vérifient (Ex. 2) pour différentes valeurs de ~.

Comme dans I’exemple 1, 'algorithme (R1) a la plus petite erreur pour le parametre vy = 1.4.
Le gain est d’environ 17%. Le parameétre optimal pour (R2) est situé entre 0.6 et 0.8 mais
lerreur est légerement supérieure a (Standard).
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De plus, en 1 seconde on calcul 550000 itérations avec (Standard), 360000 itérations avec
(R1) et 260000 itérations avec (R2). L’algorithme (R2) demande donc deux fois plus de temps
de calcul que I’algorithme (Standard).

Exemple 3 : Oscillateur linéaire perturbé en dimension 4

On considére maintenant un oscillateur vérifiant une EDS de coefficients :

p1— %p2 0 0
1 5
—35p1+ 7p2 0 0
b(q,p) = 2 4 , olq,p) = Ex. 3
(@.) —p1+ P2 — @ (@.p) 1 0 ( )
—q2 0 0.2¢

Les résultats sont donnés dans le tableau VIII.3. L’erreur L? est nettement plus grande que
dans les exemples précédents. En particulier la variance est plus grande. L’algorithme (R1)
est logiquement moins performant que dans les exemples précédents car la nouvelle variance
est encore plus grande, et I'effet de la vitesse en ns nlest pas perceptible a l'itération 500 000.
Le parametre g semble aussi important a déterminer. En effet, en passant de vg = 0.4 a

Y% | 005 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6

Erreur L? | 0.2535  0.2003  0.1440  0.1279 0.1267  0.1533
(Standard)  Moyenne | 2.3376  2.3187  2.3334 23535 23698  2.4102
Variance | 0.0610  0.0386  0.0179  0.0109  0.0080  0.0066

Erreur L2 0.3103  0.2289  0.1656  0.1417 0.1262  0.1543
(R1) Moyenne | 2.3043  2.3110  2.2903  2.2687  2.2404  2.1681
Variance | 0.0957  0.0514  0.0273  0.0200 0.0144  0.0113

Erreur L2 0.2833 0.2150 0.1876  0.2030  0.2469  0.4319
(R2) Moyenne | 2.3387  2.3569  2.3941 24415  2.5013  2.7002
Variance | 0.0768  0.0403  0.0222  0.01561  0.0120  0.0099

. . . 05 12y 1052 (2 0,42, 12
Tableau VIII.3 — Comparaison des trois algorithmes vy, *(|.|7), 7 7 (|.|7) et 7, 77 (].]%)
lorsque b et o vérifient (Ex. 3) pour différentes valeurs de .

v = 0.6 Verreur augmente de 21%, et elle augmente de 58% lorsque ~yy varie de 0.4 a
0.1 (pour lalgorithme (Standard)). Pour obtenir une meilleure précision, il est nécessaire
d’augmenter le nombre d’itérations. L’algorithme (R1) semble étre le meilleur & considérer
bien qu’il nécessite un temps de calcul 50% plus long (environ).

En 1 seconde, on calcule 625000 itérations avec 1'algorithme (Standard), 415000 avec I’algo-
rithme (R1) et 312000 avec l'algorithme (R2).

Exemple 4 : Equation de Langevin

On considere ’équation de Langevin en dimension 2 dont b et ¢ vérifient

= p g = 0 X
)= <—<6<q>p+F'<q>>> oot <a<q>> | (e
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1. INFLUENCE DU PARAMETRE 7y, EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

1 4(5¢% + 1) 2(q) . . .
avec F(q) = =(1 — ¢*?, o = ———%¢etd = . Cette équation est discrétisée
(@) = 7 =a)7 olq) 5T D) 5 q
en utilisant notre schéma adaptatif défini dans le chapitre VII. La suite de pas stozchastique
considérée est définie pour tout n > 1 par 3, = v, A x(X)”]), ou x(z) = ‘IE);\IA. Les

résultats sont donnés dans le tableau VIII.4.

Y | 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Erreur L2 0.0534 0.0455  0.0426 0.0406  0.0415  0.0447
(Standard) Moyenne | 2.0511  2.0559  2.0610  2.0648  2.0698  2.0759
Variance | 0.0027  0.0018  0.0014  0.0010  0.0008  0.0007

Erreur L2 | 0.0532  0.0403  0.0365  0.0322  0.0302 0.0300
(R1) Moyenne | 2.0373  2.0378  2.0363  2.0352  2.0338  2.0314
Variance | 0.0028  0.0016  0.0013  0.0010  0.0009  0.0008

Erreur L2 0.0515 0.0496  0.0565  0.0679  0.0832  0.1001
(R2) Moyenne | 2.0611  2.0741  2.0864  2.1018  2.1190  2.1369
Variance | 0.0022  0.0013  0.0010  0.0008  0.0007  0.0006

. . . V003 2y 2052, (2 70,22, 12
Tableau VIIl.4 — Comparaison des trois algorithmes vy, *(|.[7), Zn °7(|.I7) et 7,77 (].]7)
lorsque b et o vérifient (Ex. 4) pour différentes valeurs de ~y.

L’extrapolation de Richardson semble aussi trés bien fonctionner lorsque la diffusion est
discrétisé avec le schéma adaptatif. De plus, notons qu’avec un pas de grande taille (7o > 0.5)
presque toute les trajectoires discrétisées par le schéma déterministe classique explose. Or,
ce sont pour ces grands pas que Uerreur L? est la plus petite.

Les temps de calculs sont les suivants : en 1 seconde, on effectue environ 525000 itérations
avec l'algorithme (Standard), 320 000 avec l’algorithme (R1) et 230 000 avec ’algorithme (R2).

Exemple 5 : Equation de Lorenz (dimension 3)

On considere maintenant I’équation de Lorenz perturbée. Les fonctions b et o sont définies

par
10(y — =) 10
b(x,y,2)=|28x —y—zz |, o(x,y,2)=10 1], (Ex. 5)
Ty — %z 0 0

et le schéma de discrétisation utilisé est le schéma adaptatif. La suite (:Y")n>0 est définie par

2
Fn = Y AX(X,7), ol x(u) = Ib(ﬂf\il' Les résultats sont donnés dans le tableau VIII.5. C’est

un exemple numérique tres compliqué, et le choix du parametre vy semble primordial pour
espérer obtenir de bons résultats. Sans extrapolation de Richardson, ’erreur minimale est de
7.22 pour 9 = 0.05 et avec extrapolation de Richardson, I’erreur minimale est de 1.88 pour
~vo = 0.1. Ce gain de 384% est du en particulier au biais qui semble bien plus petit. Il faut
relativiser ce résultat, car le nombre de trajectoires (500) n’est peut-étre pas suffisant, mais
surtout la vraie valeur n’est pas connue et a été calculée par notre algorithme 'algorithme
(Standard) jusqu’a litération 10'° en prenant o = 0.05.

En ce qui concerne les temps de calculs, en 1 seconde on effectue environ 500000 itérations
avec 'algorithme (Standard), 312500 itérations avec (R1), et 220000 itérations avec (R2).
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Y | 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.2

Erreur L2 68.56 13.91 7.73 7.22 12.88 25.43

(Standard)  Moyenne | 836.41  784.80  780.38  781.94  787.84  800.42
Variance | 929.81 97.50 30.92 3.96 1.23 0.45

Erreur L2 58.60 12.09 7.72 2.03 1.88 3.19

(R1) Moyenne | 817.86  781.79  778.97  774.80 776.48  778.10
Variance | 1597.10  100.02 43.90 4.08 1.34 0.53

Erreur L2 56.36 13.37 9.13 12.87 25.83 81.89

(R2) Moyenne | 816.38  783.71  781.87  787.75  800.81  856.88
Variance | 1464.53 103.01 36.24 3.03 1.05 0.44

: : : V055 12y 20052 2 70,7521 12
Tableau VIII.5 — Comparaison des trois algorithmes vy, " (|.|7), on 7 (|.|7) et 7, 77 (].]%)
lorsque b et o vérifient (Ex. 5) pour différentes valeurs de .

A propos du bruit blanc U,

On se propose de répondre numériquement a deux questions naturelles pour I'implémentation
de l'algorithme. Quel bruit blanc considérer 7 Dans le cas d’une extrapolation de Richardson,

"0
doit-on utiliser le méme bruit blanc pour les deux trajectoires X, et X, "9

2.1. Gaussienne ou Bernoulli ?

Dans le développement de ’erreur obtenu dans la proposition V.3, on remarque que le terme

n

1

2H,,
k=

Mk (D290(Xk—1) (0(Xp-1)Up)®* = T (DQSO(Xk—l)(U*U)(Xk—l))) ;
1

est nul lorsque U,, est un vecteur aléatoire dont chaque composante est de loi de Benoulli
prenant la valeur 1 avec probabilité 1/2 et la valeur —1 sinon. Plus généralement (par exemple
si U, ~ 4(0,1d,,)), on a montré que ce terme converge dans L2 et p.s. vers 0.

On compare P'algorithme (Standard) lorsque U; est une gaussienne centrée réduite et lorsque
U est un vecteur dont chaque composante est de loi de Bernoulli de parametre % a valeurs
dans {—1,1}. Le résultat, lorsque la diffusion est un Ornstein-Uhlenbeck et f(z) = 22, est

donné par le tableau VIII.6. On note aucune différence significative entre les deux schémas.

Y | 0.5 1 2 3 4 5

Erreur L2 | 0.0313  0.0217 0.0172  0.0184  0.0216  0.0259
gaussienne  Moyenne 1.0004 1.0030 1.0084 1.0137 1.0188 1.0240
Variance | 0.0010  0.0005  0.0002  0.0002  0.0001  0.0001

Erreur L2 | 0.0310  0.0222 0.0178  0.0187  0.0217  0.0258
Bernoulli Moyenne | 0.9998 1.0029 1.0084 1.0136 1.0187 1.0239
Variance | 0.0010  0.0005  0.0002  0.0002  0.0001  0.0001

Tableau VIII.6 — Comparaison entre ’algorithme (Standard) construit & partir d’un bruit blanc
Gaussien et a partir d’un bruit blanc de type Bernoulli.
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Une Bernoulli étant toujours plus rapide a simuler qu'une gaussienne, on recommande donc
I'usage de Bernoulli comme bruit blanc.

2.2. Extrapolation de Richardson : méme suite (U")n>1 ?

On compare maintenant ’extrapolation de Richardson lorsque les deux trajectoires utilisées
J0
X" et X, " sont construites a partir d’'une méme trajectoire (U")n>1 et losrqu’elles sont

contruites a partir de deux trajectoires (U”)n>1 et (ﬁn) indépendantes. Le résultat est

n>1
donné dans le tableau VIII.7. Il semble que le choix d’un bruit indépendant pour la trajectoire

Y | 0.5 1 2 3 4 5

Erreur L2 0.0257  0.0178  0.0128  0.0110 0.0108  0.0123
U, =U, Moyenne | 0.9978  0.9985  0.9982  0.9968  0.9945  0.9910
Variance | 0.0007  0.0003  0.0002  0.0001  0.0001  0.0001

Erreur L2 0.0396  0.0279  0.0199  0.0167 0.0156  0.0162
U,1U, Moyenne | 0.9936  0.9959  0.9967  0.9957  0.9935  0.9900
Variance | 0.0015  0.0008  0.0004  0.0003  0.0002  0.0002

Tableau VIII.7 — Comparaison entre deux algorithmes (R1) : 'un dont les deux trajectoires
sont corrélées, et I'autre dont les deux trajectoires sont indépendantes.

J0
changé de temps X,;* " he soit pas un bon choix.
Plus généralement, on a vu que la variance obtenue dans le TLC lorsqu’il y a extrapolation
de parametre A = 2 est de la forme (en dimension 1 pour simplifier les notations)

o =053 4V [ (0)n)(o0)(m)n(d)

si les deux bruits sont identiques, ou vy est 'unique mesure invariante du systeme

dy} = MWat 4 “Wap,,
dyf = b(y7)dt + o (y7)dB;.

De la méme facon il est aisé de montrer que si les deux bruits sont indépendants, la variance
est de la forme

o= 95— ava (| <a¢><y>u<dy>)2 .

Pour statuer sur cette question, il faut donc comparer les deux quantités

2

/RQ(090,)(y1)(090/)(2/2)l/>\(dy) ot </R (090,)(y)11(dy)>2.

. Estimation des quantités my .- et s7

L’estimation du biais my 4« et de la variance sfc est primordiale pour choisir le parametre
~o optimal. Un estimateur fortement consistant de la variance a été introduit dans [Bar05].
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Il repose sur un principe d’invariance logarithmique (cf. [Cha02] et [Maa0l]). De la méme
facon, en utilisant les résultats similaires pour les martingales a temps discret (cf. [CMO00]),

et le développement de ’erreur que ’on a obtenu dans le chapitre V on montre que, si ¢* = 4
1

et r=g3
§2 =1 47) 1 zn:lk‘l_’" (1/”’0’71(!)")—1/(f))2 P2 (avec r = 1),
" log(n) —k K ! 3
et
1—7r 1 =1 1 s 1
My, = k2 (V" (f)—v = m avec r = — ).
’YO log(n) — k ( k (f) (f)) f,4 ( 3)

Numériquement ces estimateurs ne sont a prior: pas trés convaincants car leur vitesse est
logarithmique.
Pour calculer le biais, il est possible d’utiliser un autre estimateur obtenu par une technique
similaire & I'extrapolation de Richardson. On se place dans le cas ¢* = 4. On sait que pour
tout r < %,
1—r
o

n" (O (f) = v(f)) == mya,
donc un estimateur fortement consistant du biais est donné, pour tout r < %, par

2(1 — 20 .
i, = %n <”Jf"‘<f> oyt ”(f>> 2 mpa.

Pour r = %, on vérifie que cet estimateur converge a la vitesse n15 et vérifie un TLC biaisé.

Ainsi, on obtient deux estimateurs pour le parametre 7, optimal, noté +* dans la suite
pour eviter la confusion avec le parametre g utilisé pour discrétiser la diffusion. Le premier
construit en utilisant m,, et le second en utilisant m;, :

2 2
.\ T3 ]
A= (x/im"> et 5T = (x/im">

Sn Sn

On teste ces estimateurs numériquement en considérant une diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck
unidimensionnelle et la fonction f(z) = 22, Les résultats sont donnés dans le tableau VIII.8.
La moyenne et la variance sont calculées sur 1000 trajectoires, et n = 10°. Comme attendu,

1 el

Estimateurs 2 M mah A Fn®
Erreur L2 7.67 0.467 0.164 2.664 8.227
Moyenne 10.32 0.425 0.258 3.053 5.254
Variance 52.58 0.043 0.019 7.017 61.524

Tableau VIII.8 — Estimateurs de la variance, du biais et du 7y optimal (7y*) (1000 trajectoires
et n = 10°)

les estimateurs basés sur le principe d’invariance logarithmique ne sont pas tres efficaces. Au
1/5

contraire 'estimateur m,’~ semble plus performant, bien que sa complexité soit supérieure
a celle de Mmy,.
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Il est tres intéressant de noter que le meilleur estimateur de 7* est 4. Sa moyenne est
relativement proche de v* = 2.774, mais la variance est assez grande. Le second estimateur
est & proscrire du fait d’une variance beaucoup trop élevée. Notons que §2 et 7, ont été

construits & partir de la méme trajectoire v (f).

. Réduction de variance

Une idée classique pour réduire la variance lorsque la convergence de I'erreur vérifie un TLC,
est d’utiliser une variable de controle. Une bonne variable de controle doit réduire la variance
sans ajouter trop de biais. Dans le cadre des mesures invariantes, il existe une classe de bonnes
variables de controle : toutes les fonctions de la forme caZg on g est €?(R%, R). En effet,
v(ca/g) = 0 et le calcul de v(f) peut se ramener au calcul de

v(f+ecdg).

On note f.4, = f + c/g. 1l s’agit maintenant de trouver le bon parametre c et la bonne
fonction g pour réduire la variance. On rappelle que s? = fRd ’O'*V(p’2dl/ ol  est la solution
a I’équation de Poisson &/¢p = —( f—uv( f)) Pour simplifier les notations, on se place en
dimension 1. Il est clair que

52{(90 - Cg) = _(fc,g - V(fc,g)),

donc la variance apparaissant dans le TLC lorsque I'on approche v(f. ) est
2
be [

- S?r +c <c/ o?(g')dv — 2/ 029'<pldy> .
R R

L 2 [gotgddv . X o
Ainsi, des que ¢ < —— 57 g7 on réduit la variance, et le parametre optimal & choisir est
fRU (¢')?dv
2 1. 2 1. 2
o dv o dv
c = %. Dans ce cas optimal, on réduit la variance de Gainy = W'
Jr o%(g')?dv Jro%(g')?dv

Il reste a choisir la fonction g. Par Holder, il est clair que
0 < Gaing, < /Raz(gpl)zdu

et le cas d’égalité (dans I'inégalité de droite) est obtenu pour ¢’ = ¢’. Avec une telle fonction,
la variance est nulle ce qui est tout a fait naturel car si on connait la solution ¢ & I’équation
de Poisson, on connait v(f) : v(f) = f + .

Pour trouver une bonne variable de controle, il faut donc trouver une fonction g explicite,
calculable et telle que g’ soit proche de ¢'.

Remarque: Notons qu’une variable de contréle possible est le drift b. En effet b = </ 1d.
L’intérét d’utiliser cette variable est qu’elle est connue et calculable. Son efficacité n’est
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toutefois pas garantie lorsque ¢’ n’est pas constante. *

Nous allons effectuer quelques tests en dimension 1, afin de valider ou non l'utilisation de
ces variables de contréles. La fonction g considérée dans toutes les simulations qui suivent

g'(@) = b2_(£)(i)1b

vérifie

().

Ce choix est motivé par le fait de vouloir avoir «/¢ proche de —(f — v(f)). Le parametre ¢
est pris égal a 1, et si b est dérivable alors

T "(z)b(x ) (x 2 ()02 (2
f+dg:L_%az(w)<f( )b(@) + f@) (@) _ 2f (2)b'(2)b*( )>

b2(z) + 1 b2(z) + 1 o (2(z) +1)2

Dans un premier temps, on considere un processus d’Ornstein-Uhlenbeck et la fonction
f(z) = 2%, Les résultats sont donnés dans le tableau VIII.9. La technique semble bien fonc-

Y | 0.5 1 2 3 4 5
Erreur L? | 0.0313  0.0217 0.0172  0.0184  0.0216  0.0259
f Moyenne | 1.0004  1.0030  1.0084  1.0137  1.0188  1.0240

Variance | 0.0010  0.0005  0.0002  0.0002  0.0001 0.0001

Erreur L2 0.0203  0.0142 0.0112 0.0118 0.0138  0.0163
f+g Moyenne 1.0003 1.0020 1.0055 1.0087  1.0119 1.0150
Variance | 0.0004  0.0002  0.0001  0.0001  0.0000  0.0000

Tableau VIII.9 — Comparaison de I'algorithme (Standard) sans et avec variable de controle
(b(z) = —0.5z et f(x) = x?).

tionner car le gain obtenu est de 35% sur l'erreur L2. On remarque que la variance est réduite
mais aussi que le biais est plus petit.

On considére maintenant la fonction f(z) = 2% et toujours le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
Les résultats sont donnés dans le tableau VIII.10. Le gain obtenu en utilisant la variable de

Y | 0.5 1 2 3 4 5
Erreur L? | 1.8439  1.2715 0.9664 0.9402 1.0542  1.3678
f Moyenne | 14.9832 15.1022 15.3349 15.5760 15.8323 16.1634

Variance | 3.3997  1.6064  0.8217  0.5522  0.4187  0.5174

Erreur L2 1.2807  0.8895 0.6876  0.6995  0.8065  0.9692
f+g Moyenne | 14.9962 15.0908 15.2821 154744 15.6710 15.8799
Variance 1.6403  0.7830  0.3932  0.2642  0.2002  0.1651

Tableau VIII.10 — Comparaison de I’algorithme (Standard) sans et avec variable de controle
(b(z) = —0.5z et f(x) = x5).

controle o7 g est de 26% et la variance comme le biais sont réduits.

On considere maintenant la diffusion suivante

dz; = —z3dt + dB;,
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que ’on discrétise en utilisant le schéma adaptatif avec la suite de pas définie pour tout n > 1

2
par 7, = v, A x(X,)”7) ot x(z) = Ilj(i‘)lg\l/l' La fonction f est f(x) = 25, et les résultats sont

donnés dans le tableau VIII.11. Le gain sur 'erreur L? est alors de plus de 65% ce qui semble

Y | 0.2 0.5 0.7 1 1.2 1.5
Erreur L? | 0.0587 0.0421  0.0428  0.0509  0.0590  0.0743
f Moyenne | 0.7206  0.7350  0.7444  0.7592  0.7698  0.7871

Variance | 0.0034  0.0014  0.0011  0.0008  0.0007  0.0006

Erreur L2 | 0.0380  0.0236  0.0200  0.0170  0.0158 0.0147
f+g Moyenne | 0.7146  0.7173  0.7184  0.7199  0.7209  0.7224
Variance | 0.0014  0.0006  0.0004  0.0003  0.0002  0.0002

Tableau VIII.11 — Comparaison de l’algorithme (Standard) sans et avec variable de controle
(b(z) = —2% et f(z) = 29).

trés satisfaisant, d’autant plus que le colit numérique est négligeable. Notons aussi que le
biais est tres nettement diminué dans cet exemple (la vraie valeur étant 0.7169).
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