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Résumé

Les mouvements morphogénétiques se caractérisent, au niveau tissulaire, par une
succession d’événements cellulaires, précisément agencés temporellement et spatialement. Ce
travail de thése vise a étudier, par la modélisation mathématique, comment un mouvement
morphogénétique global s’explique par I’intégration de dynamiques cellulaires locales. Les
dynamiques morphogénétiques cellulaires principales sont la prolifération (division et
croissance), la migration, la différenciation et 1’élimination (apoptose, ¢limination du
tissu,...). Dans nos modéles, chaque cellule est individualisée et constitue I’élément de base
du systéme. Au sein d’un méme tissu, chaque cellule est affectée d’une méme loi de
comportement qui représente les dynamiques dominantes. Ces dynamiques sont contrdlées de
manicre locale et (ou) globale par des facteurs mécaniques (forces de contact, €lasticité, forces
de contraction,...) et (ou) chimiques (hormones de croissance, enzymes, produits
géniques,...). Le tissu est ainsi modélisé€ par un systéme complexe (ou multi-agents) qui prend
en compte le comportement de chaque cellule et les facteurs de controle locaux. Cette
structure est couplée avec un systeme d’équations aux dérivées partielles qui décrit le contrdle
global.

Dans ce cadre, un modele hybride a été développé pour la croissance radiale
secondaire des conifeéres, envisagée dans le cas de croissances concentriques ou
pathologiques. Un systéme dynamique discret modélise le cambium, considéré en deux
dimensions dans une coupe transversale. Le cambium est un méristtme qui génére la
croissance en épaisseur du tronc de ’arbre par divisions et croissances successives de ses
cellules constitutives. Un systéme d’équations continues tridimensionnelles modélise
I’écoulement d’une hormone de la famille des auxines au sein du cambium du tronc, depuis
I’apex de I’arbre, jusqu’aux racines. La répartition de I’hormone sur la coupe transversale
considérée donne la répartition des taux de croissance des cellules cambiales. Dans le cas de
troncs non verticaux, cette répartition n’est pas homogene, car le transport hormonal est
influencé par la gravité. Nous étudions, dans plusieurs situations, les résultats de croissance
locale et globale, obtenues par la modélisation. Nous montrons que les configurations
obtenues s’accordent bien avec les données expérimentales.

La croissance radiale est un mouvement morphogénétique essentiellement régi par la
prolifération cellulaire. Nous avons également étudié deux autres applications ou dominent les
deux autres grands types de dynamiques cellulaires. L’invagination épithéliale, qui intervient
pendant les mouvements de la gastrulation, nous fournit un exemple de phénomeéne de
migration et de déformation cellulaire. Nous montrons comment la méthode de modélisation
utilisée pour la croissance radiale s’adapte a 1’invagination. Nous nous intéressons enfin a un
automate de différenciation, pour étudier I’importance des relations de voisinages dans la
différenciation cellulaire, avec une application a la différenciation végétale nécessaire a la
croissance radiale.

Mots-clés

Morphogenése, prolifération, différenciation, migration, cellule, épithélium, croissance
radiale, cambium vasculaire, xyléme, invagination, morphogene, systémes complexes,
systéme dynamique discret, équations aux dérivées partielles, automate cellulaire.



Models of tissue morphogenesis by integrated cellular dynamics

Main application to the secondary radial growth of conifer trees

Abstract

Morphogenetic movements are characterized, at the tissue level, by a succession of
cellular events, accurately located temporally and spatially. This work aims to study, using
mathematical modelling, how a global morphogenetic movement can be explained by the
integration of all the local dynamics of the cells. The main cellular morphogenetic dynamical
processes are proliferation (division and growth), migration, differentiation and elimination
(apoptosis, elimination from the tissue,...). In our models, each cell is individualized and is
the basic element of the system. In the same tissue, each cell is affected by the same law of
comportment which represents the main dynamics. These dynamics are controlled locally and
(or) globally by mechanical factors (contact strength, elasticity, contraction strength,...) and
(or) by chemical ones (growth hormones, enzymes, gene products,...). The tissue is modelled
by a complex (or multi-agent) system which takes into account the behaviour of each cell and
the local factors of control. This structure is coupled with partial differential equations
systems which describe the global control.

In this framework, a hybrid system was developed for the secondary radial growth of
conifer trees, for the cases of normal and pathological growth. A discrete dynamical system
models the cambium, considered in two dimensions in a transversal section. The cambium is a
meristem which generates the growth in width of the trunk of the tree by successive division
and growth of its constitutive cells. A system of continuous three-dimensional equations
models the flowing of a hormone, of auxin family, in the cambium of the trunk, from the apex
of the tree to the roots. The repartition of the hormone, in the considered transversal section,
provides the repartition of the growth rates of the cambial cells. In the case of non vertical
trees, this repartition is not homogeneous, because the hormonal transport is influenced by
gravity. We study, in various situations, the results of local and global growth, obtained by the
modelling. We show that the simulated configurations suit the experimental data.

Radial growth is a morphogenetic movement essentially ruled by cellular proliferation.
We have also studied two others applications where dominate the two other main types of
cellular dynamics. The epithelium invagination, which occurs during the movements of
gastrulation, provides us an example of phenomenon of cellular migration and deformation.
We show how the modelling method used for radial growth is adapted for invagination. We
are finally interested in an automaton of differentiation to study the importance of the
neighbourhood relationships in the cellular differentiation, with an application to vegetal
differentiation needed for radial growth.

Keywords

Morphogenesis, proliferation, differentiation, migration, cell, epithelium, radial
growth, vascular cambium, xylem, invagination, morphogene, complex systems, discrete
dynamical system, partial differential equations, cellular automaton.
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1 INTRODUCTION GENERALE

« Tout du moléculaire a [’évolutif est, peu ou prou,

en fin de compte, une affaire de forme ».

11
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Comment ne pas étre fasciné par 1’incroyable complexité qui permet la transformation
d’un ceuf fécondé en nouveau-né ? Sur le plan purement géométrique, ce développement
implique des transformations extrémement ¢laborées entre la géométrie sphérique initiale et la
forme humaine finale. Les différents stades du développement impliquent des brisures de
symétrie locale et globale de la forme de I’embryon, ces brisures étant précisément localisées
temporellement et spatialement. D’une manicre générale, tous les étres vivants possedent cette
capacité étonnante de pouvoir construire des structures extrémement complexes a partir d’une

seule cellule initiale.

Les processus générateurs de forme sont regroupés sous le terme de morphogenese. La
théorie explicative classique de la morphogenése et de la variété des phénotypes biologiques
engendrée soutient que les génes déterminent entierement tous les parametres de la vie. Selon
cette approche, le développement de I’embryon est le déroulement presque linéaire du
programme génétique établit par les genes, hérités du pere et de la mere. Dans la logique
Darwinienne, le gene est au centre des théories et le développement est I’exécution de
I’information contenue dans les geénes, de maniére a produire les structures les plus adaptées
aux conditions de sélection, privilégiant ainsi la fonction a la forme anatomique.
Historiquement, la biologie s’est ainsi davantage développée autour de problémes locaux
concernant les genes, les protéines et les molécules, en délaissant les aspects globaux de la

morphogen¢se.

Cependant, depuis quelques dizaines d’années, I’importance de facteurs extérieurs aux
genes est reconnue comme entrant en collaboration avec I’ADN des genes : ce sont les
champs morphogénétiques. Dans les années 40 a 50, Conrad H. Waddington distingue deux
grands types de facteurs intervenant dans la construction de la forme : les facteurs génétiques
et les facteurs épigénétiques. Les aspects génétiques sont la partie « programmée » de
I’individu, tandis que la partie épigénétique regroupe toutes les composantes extérieures aux

genes.

Dés 1917, le naturaliste D’Arcy W. Thompson propose sa « théorie des
transformations » dans son livre intitulé : On growth and form (Forme et Croissance)
(Thompson, 1917). 1l se propose d’apporter une vision de géometre pour étudier les étres
vivants. Il s’interroge sur des questions fondamentales telles que 1’origine de la forme des

animaux. Il se demande dans quelle mesure la genése de la croissance et de la forme est

13



dépendante des lois physiques et mathématiques. Sa démarche est résumée dans cette phrase

de I’introduction de son livre :

« We want to see how, in some case at least, the forms of living things, and of part of living
things, can be explained by physical considerations, and to realise that in general no organic

forms exist save such as are in conformity with physical and mathematical laws. »

(« Nous voulons voir comment, au moins pour certains cas, les formes des étres vivants, et
des parties des étres vivants, peuvent étre expliquées par des considérations physiques, et
montrer qu’en général, les formes organiques n’existent pas de maniere stable si elles ne sont

pas en conformité avec des lois physiques et mathématiques. »).

Il montre comment les formes vivantes répondent a des contraintes spatiales et a des jeux de
forces physiques. Il montre, notamment, comment passer d’ une morphologie de poisson a une
autre en utilisant des transformations mathématiques lin€aires ou non-linéaires. Il propose
ainsi que des éléments extérieurs du monde physique contribuent fortement a I’organisation

de la forme biologique.

C.H. Waddington reprend cette idée a une €poque ou les progres de la génétique
plaident pour une «toute puissance» des genes. Il présente le concept de paysage
épigénétique, introduit pour la premicre fois dans (Waddington, 1940), puis décrit en détail
dans (Waddington, 1957). Waddington s’inspire de la théorie traditionnelle des systémes
dynamiques d’Henri Poincaré (Slack, 2002). Son paysage est représenté par une surface dans
un espace a plusieurs dimensions. La forme de la surface est fixée par des lois physico-
chimiques (réaction de métabolites, diffusion...), et présente des collines, des vallées et des
bassins. Waddington établit une métaphore entre une balle qui roule sur cette surface et le
développement en biologie. L’ensemble des trajectoires de la balle est une structure ramifice,
de part la présence des bosses et des creux. La balle « choisit » alors une trajectoire parmi
I’ensemble des trajectoires admissibles (chréodes), autorisées par les lois physico-chimiques.
Lorsque la balle se trouve au pied d’une colline elle doit choisir entre le contournement par la
gauche ou par la droite. Selon cette métaphore, la balle est, par exemple, une cellule
d’embryon qui choisit son chemin d’évolution parmi les possibles, en fonction des substances
cellulaires, dont les concentrations fixent la géométrie de la surface. D’autre part, dans

certaines représentations, le paysage épigénétique est représenté avec un réseau de cordes
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reliées a des points du paysage, ces cordes étant fixées au sol par des attaches (Figure 1.1). Ce
systtme ramifi¢ de cordage symbolise I’action coopérée ou individuelle des geénes qui

modulent la forme du paysage, et donc le développement.

Figure 1.1. Illustration du paysage morphogénétique de Waddington, qui inclue la modulation du
paysage en fonction des génes (Waddington, 1957).

A partir des années soixante-dix, le célebre mathématicien frangais René Thom
développe sa «théorie des catastrophes», dans son livre Stabilite Structurelle et
Morphogenese, avec pour but de donner un sens mathématique au concept de champ
morphogénétique, en s’inspirant des travaux de D’Arcy Thompson et de Waddington (Thom,

1972). Cette citation, issue de la préface de (Chandebois, 1989), définit son point de vue :

« Le theme essentiel du livre est de s ’opposer a l'idée de "plan" ou "programme codé dans

I’ADN" ».

La théorie des catastrophes fut reprise dans de nombreux domaines, mais Thom 1’avait bien
développée pour étudier le probleme de la forme biologique. Selon Thom, la morphogenése
est un probléme de topologie et de géométrie différentielle. Thom établit un paralléle entre la
notion de « champ morphogénétique », et les notions de «chréodes » et de « paysage

épigénétique » de Waddington. Thom et Waddington ont d’ailleurs correspondu a ce sujet,
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prestigieux exemple de collaboration entre un mathématicien et un biologiste. Thom étudie
mathématiquement des processus mis en jeu dans le développement et montre que certaines
formes et certains changements de formes sont plus probables que d’autres. Il conclut a

P’existence de formes de référence.

Les ¢études de D’Arcy Thompson, de Waddington et de Thom sont sans doute les
travaux généraux les plus influents dans le domaine de la morphogenése. L’origine
scientifique (et philosophique) de ces auteurs montre bien que la morphogenése est un
probléme fondamentalement pluridisciplinaire. Ces trois auteurs, pour ne citer qu’eux, ont mis
en exergue la complexité de la morphogenese, qui n’est donc pas réduite a la simple exécution
du code génétique, mais qui est le résultat d’interactions entre le génétique et 1’épigénétique,
pour reprendre les termes de Waddington. Ils ont aussi montré que le vivant ne pouvait pas
étre compris de maniére exclusivement linéaire. Les non-linéarités des lois du vivant
permettent de générer une immense gamme de comportements, méme a partir d’un ensemble
de parametres limités. La grande question est de savoir comment tous ces aspects cohabitent
pour réaliser et contrdler la morphogenese. L. Taber s’interroge ainsi sur la manicre avec
laquelle I’information unidimensionnelle du code génétique peut générer des formes

tridimensionnelles complexes (Taber, 1985).

L’immense complexité de la morphogenese réside aussi dans 1’utilisation de toutes
échelles de taille de 1’organisme, du géne au tissu. La génération de 1’ordre et de la forme
nécessite une intégration de tous ces niveaux. L’importance de cette intégration a été mise en

évidence par Thom :

« Le probleme de [’intégration des mécanismes locaux en une structure globale est le
probleme central de la biologie ; celui de la morphogenése... »

René Thom (Thom, 1980).

Nous décrivons dans la suite, trés synthétiquement, 1’organisation intra-niveau et inter-

niveaux en biologie, en commengant par la plus petite échelle de taille.
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1.1 Les niveaux d’organisation biologique

Niveau génétique

Il est bien connu que les génes sont transcrits en protéines. Les protéines produites
peuvent étre des inhibiteurs ou des activateurs d’expressions géniques. Ainsi la protéine
produite peut inhiber la transcription de son propre geéne et (ou) celles d’autres genes.

Les mémes interactions peuvent s’établir

avec des protéines activatrices. Les [(=)]  repressor gene
Repressor
Metaboli

inhibitions et activations protéiques Repressor

nécessitent la plupart du temps la

contribution de métabolites intermédiaires

Inducer
Protein

(Figure 1.2). On appelle réseau

d’interactions génétiques 1’ensemble des
interactions entre un groupe de gene, des
produits géniques (protéines et enzymes) et

Figure 1.2. Exemple de réseau d’interactions
des métabolites. génétiques.

Niveau protéique et moléculaire

Les produits géniques servent notamment a la production des enzymes nécessaires au
déroulement du métabolisme des organismes. Les interactions entre les niveaux moléculaire
et génétique sont fortes, puisque les métabolites interviennent en retour dans le réseau

d’interactions génétiques.

Niveau macromoléculaire

Le métabolisme moléculaire produit des macromolécules, de premicre importance
pour 1'établissement de la forme cellulaire, tel que les filaments d’actine ou les microtubules.
Ces macromolécules s’organisent en réseaux de filaments, qui constituent en quelque sorte le
squelette des cellules. Elles interviennent dans plusieurs processus déterminants de la
morphogenése, tels que la croissance cellulaire, la migration cellulaire par formation de

filopodes, ou la déformation cellulaire par contraction de filaments.
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Niveau cellulaire

La cellule apparait comme un systeme ferme¢, isolé par une membrane. Chaque cellule
posséde un noyau, ou sont localisés les geénes, et un cytoplasme, comportant les molécules et
les macromolécules. La membrane extérieure est perméable et permet une communication
avec I’environnement, notamment par 1’internalisation de molécules (endocytose). Plusieurs
dynamiques cellulaires sont les moteurs ¢lémentaires de la morphogenése : la migration, la

division, la croissance, I’apoptose (mort programmée) ou encore la différenciation.

Niveau tissulaire

Un tissu est un ensemble de cellules identiques, participant a une fonction commune.
On distingue deux grands types de tissus: les épithéliums et les tissus conjonctifs. Les
épithéliums sont caractérisés par des cellules jointives juxtaposées, généralement liées par des
liaisons protéiques fortes. Ils sont particulierement présents parmi les tissus végétaux. On peut
aussi citer 1’épiderme de la peau. Ce sont ces tissus qui ont un role prédominant dans la
morphogenese. Les tissus conjonctifs sont composés de cellules disjointes, séparées par des
matériaux extracellulaires, comme le sang. Ils ont en général un réle de soutien, qu’il soit
actif, comme pour les muscles, ou passif, pour d’autres tissus comme le squelette des
vertébrés. Chez les animaux triploblastiques, ces deux catégories de tissus ont une origine
différente. Les épithéliums dérivent principalement des tissus embryonnaires de 1’endoderme
et de ’ectoderme, alors que les tissus conjonctifs proviennent du mésoderme. Ces trois tissus
embryonnaires évoluent et s’interpénétrent pour donner les organes et les tissus des

organismes adultes.

Niveaux macroscopiques

On trouve ensuite des niveaux d’organisation macroscopiques tels que les organes.
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Une question sous-jacente de la morphogeneése est la compréhension des causes des
formations pathologiques. L’origine et les causes des malformations peuvent se situer a
différents niveaux d’organisation. Si, dans le cas des maladies paucigéniques, le niveau
déclencheur défaillant est identifié, il 1’est moins pour d’autres maladies comme la Spina
Bifida (Figure 1.3). Cette malformation provient d’ un défaut dans la formation du tube neural,
pouvant créer une excroissance pathologique importante chez le nouveau-né par effraction de
la moelle épinicre hors du canal médullaire, du fait d’une absence localisée de la partie
postérieure de certaines vertébres (par défaut de migration des cellules en charge de fermer le

canal neural au cours de I’embryogen¢se).

spinal cord

Figure 1.3. llustration des malformations caractéristiques de la Spina Bifida.
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1.2 Le niveau cellulaire et le contenu du travail de these

Le travail présenté dans cette thése se situe principalement au niveau cellulaire et
tissulaire. Il concerne I’interaction entre le niveau cellulaire et le comportement a 1’échelle du
tissu. L’objectif est d’étudier I’intégration des comportements cellulaires au sein du tissu.
Chaque cellule est 1’¢lément de base du systéme. On étudie alors le comportement global,
résultant de toutes les dynamiques cellulaires individuelles. Ce travail est appliqué au cas
précis du processus de morphogenese végétale de la croissance radiale secondaire des
coniferes. Une partie de cette thése est consacrée a I’utilisation de ce formalisme pour un
autre mouvement de morphogenese, composant important de la gastrulation : I’invagination
¢épithéliale. En annexe, figure le seul travail qui ne se situe pas au niveau cellulaire, puisqu’il
s’agit d’étudier un modele couplant des réseaux métaboliques et génétiques. Une grande
partie de ces travaux a été réalisée en collaboration avec différentes équipes de recherche, le

détail de ces collaborations se trouvant dans la conclusion générale.

Les composantes fondamentales de la dynamique cellulaire pour la morphogenése sont
la migration, la prolifération, la différenciation et 1’élimination du tissu. La prolifération est
composée de la croissance et de la division cellulaire (ou mitose). La migration inclut les
mécanismes de déformations cellulaires et I’¢limination inclut 1’apoptose. Dans le cas de la
croissance secondaire des coniféres, la composante de prolifération est largement dominante.
Dans le cas de la gastrulation, la migration apparait la plus importante. On a aussi étudié un
cas théorique de différenciation dans un tissu, par relation de voisinage. Ce travail met
I’accent sur la troisieme composante de la dynamique cellulaire, la différenciation. La
croissance secondaire des coniferes, en tant qu’application principale, occupe les parties 2 a 5.
La différenciation est traitée dans la partie 6 et la gastrulation dans la partie 7. Une derniére

partie constitue la conclusion générale de la thése.

Les dynamiques cellulaires sont, d’une maniére générale, controlées par plusieurs
types de facteurs que 1’on regroupe en deux grandes catégories : la composante mécanique et
la composante chimique et génétique. Les facteurs mécaniques regroupent les contacts
mécaniques inter-cellulaires, 1’adhésion des cellules au substrat ou a la matrice extra-
cellulaire, les déformations, les propriétés ¢élastiques des cellules,... L’autre composante inclut

le role des enzymes, des hormones, des produits géniques,... Les systémes de contrdle sont
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explicitement modélisés pour la croissance radiale et la gastrulation, par la prise en compte

d’une partie des ¢léments énumérés précédemment.

Les outils de modélisation utilisés pour ce travail de thése sont variés, ils proviennent

de différentes approches mathématiques de la morphogencése.
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1.3 Modeéles mathématiques et morphogenése

La complexité des phénomeénes morphogénétiques a, en effet, naturellement séduit les
mathématiciens et les modélisateurs qui, avec leurs outils, veulent apporter leurs contributions
a la compréhension de ces processus. Les probléemes mathématiques résultants sont
extrémement variés: croissance de domaines, non-linéarités, instabilités, robustesse,
bifurcations, convergence, émergence... Ils concernent les différents niveaux d’organisation
biologique en fonction de 1’adaptabilité des différents outils mathématiques a la variété des
problémes. On répertorie ici quelques grands types de modeles mathématiques pour la

morphogenése, ceux dans lesquels se classent des parties de notre travail.

Un état de I’art des modeles existants pour la croissance radiale des conifeéres et pour la

gastrulation est spécialement développé dans les parties correspondantes.

1.3.1 Equations continues

Une premiere grande classe de modeles utilise des équations différentielles continues.

Equations différentielles ordinaires (E.D.O.)

Les équations différentielles ordinaires ont été utilisées comme formalisme naturel
pour de nombreux modeles, par exemple, pour les réseaux d’interactions chimiques. Les
métabolites sont alors représentés par leurs concentrations et 1’évolution de cette
concentration dans le temps est donnée par une équation différentielle ordinaire (E.D.O.). Les
E.D.O. ont aussi été utilisées pour des modeles mécaniques de morphogenése comme celui
d’Odell, appliqué a I’invagination épithéliale (Odell, 1981). Cette approche a également une
version stochastique, utilisée pour modéliser le contréle génétique ou le métabolisme
(Demongeot, 1977 ; Goss et Peccoud, 1997).

Nous avons étudié, pendant cette thése, comment plusieurs systémes classiques
d’E.D.O. peuvent se décomposer d’une maniere générale en deux termes : un terme potentiel

P etun terme hamiltonien H , pour s’écrire :
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Cette méthode a applicable a I’obtention de I’expression de P et de H pour des systeémes de
type N-switch, utilisés pour modéliser la différenciation cellulaire (Cinquin et Demongeot,
2005), pour le systéme « huit» proposé par René Thom, pour la modélisation de
I’embryogenése des amphibiens (Thom, 1988), ainsi que pour d’autres équations plus
¢loignées du propos de la morphogenése comme celles de Van der Pol, de Lokta-Volterra, de
FitzHugh-Nagumo et de Liénard (Demongeot et al., accepté ; Glade et al., accepté).

Dans I’annexe, la version continue des mode¢les utilise également le formalisme des

équations différentielles ordinaires.

Equations aux dérivées partielles (E.D.P.)

Les équations aux dérivées partielles restent 1’outil mathématique de modélisation le
plus employé en biologie. Les travaux du célébre mathématicien anglais Alan Turing ont
fortement contribué a cette popularit¢ (Turing, 1952). Largement influencé par D’Arcy
Thompson, Turing met en jeu deux substances chimiques diffusives qui réagissent entre elles
selon des termes de réaction. Les concentrations des substances chimiques sont alors solutions
d’équations différentielles partielles de réaction-diffusion. Turing a mis en évidence, il y a
plus de 50 ans, I’existence d’hétérogénéités spatiales stables dans le profil de concentration de
substances chimiques, a partir d’un état initial homogene présentant des faibles perturbations,
caractéristiques du vivant. Il utilise les propriétés de bifurcation des solutions d’équations
différentielles. Une bifurcation est un changement qualitatif profond de la solution suite a la
variation d’un paramétre du systéme, lorsqu’il dépasse une valeur critique. Il nomme les
substances chimiques utilisées « morphogenes », en expliquant choisir ce terme pour évoquer
leur réle de « form producer », ¢’est-a-dire de « producteur de forme ». L’autre partie de cette
dénomination vient du fait que, pour Turing, les génes eux-mémes pourraient Etre des
candidats de morphogenes. Il note toutefois qu’ils ne possédent a priori aucun caractére
diffusif. Le concept de morphogeéne est inspiré de celui des « évocateurs », présenté par
Waddington (1940).

Turing désigne ainsi les morphogénes comme des acteurs directs de la morphogenese,
tels que peuvent I’€tre les hormones, les pigments de la peau,... Si I’on considére deux

morphogenes a et b, les équations de réaction — diffusion s’écrivent d’une manicre générale :
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L’évolution temporelle des concentrations des substances dépend d’un terme de diffusion,

avec un coefficient de diffusion a priori différent pour les deux substances (D, et D,). Les
fonctions f et g expriment les termes de réaction entre a et b .

Des prémices de la théorie de Turing se trouvent dans les travaux de Kolmogorov de
1937 (Kolmogorov et al., 1937), qui décrivent 1’évolution de deux phénotypes, I’un dominant
et I’autre récessif, a 1’aide d’équations comprenant des termes de type diffusif et d’autres de
type réactif. Nicolas Rashevsky est un autre prédécesseur de Turing : il montre comment des
lois mathématiques simples peuvent refléter des comportements biologiques complexes
(Rashevsky, 1940 et 1948 (premiére édition en 1938)). Ce mécanisme d’apparition de formes
par brisure de symétrie dans des équations non-liné€aires de réaction-diffusion a mis en place
le premier paradigme important de création dynamique de la forme.

La théorie de Turing trouve une réelle consistance biologique grace aux travaux
théoriques de Lewis Wolpert. Wolpert montre que 1’agencement des configurations cellulaires
peut se comprendre selon un formalisme général qu’il nomme information de position
(« positional information ») (Wolpert, 1969). Selon cette théorie, les cellules acquierent une
certaine activité en fonction de leur position dans un champ de concentration d’une ou
plusieurs substances, du type des morphogeénes de Turing. Les cellules sont capables
« d’interpréter » la (ou les) concentration(s) de ces substances et réagissent en conséquence,
selon, par exemple, le franchissement d’un seuil critique. La généricité du concept est illustrée
par des applications aussi différentes que I’embryogenése de 1’oursin, la régénération de
I’hydre Tubularia ou encore le développement des membres des vertébrés. Les morphogénes
utilisés par Turing peuvent alors correspondre a des substances fournissant I’information de
position et ainsi contrdler la morphogenc¢se.

L’informatique aussi a apporté des éléments de justification a la théorie de Turing. En
effet, dans les années soixante-dix, les simulations informatiques commencent avec le groupe
de Prigogine a Bruxelles. Ces simulations confirment largement que les systémes de réaction-
diffusion sont capables de rendre compte de certains mouvements morphogénétiques.

Le formalisme de Turing a été intensément repris depuis sa création. J.D. Murray
résume dans son livre bon nombre d’application des équations de réaction-diffusion (Murray,

2002 et 2003, premiere édition en 1989). D’autres ouvrages de référence sont ceux de
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Meinhart (Gierer et Meinhardt, 1972 ; Meinhart, 1982). Ces équations de réaction-diffusion
ont été appliquées a divers exemples, avec une attention particuliere pour les « patterns » de
couleurs de la peau des animaux (Murray, 1981) (Figure 1.4). On peut citer comme exemple
les études des taches du 1éopard (Murray, 1988), de la pigmentation de la peau du serpent
(Murray et Myerscough, 1991) et de la formation des bandes de couleur du poisson
Pomacanthus (Painter et al., 1999). Certaines études ont parfois inclus de nouveaux termes
dans les équations, pour mieux s’adapter aux phénomenes étudiés : ce fut le cas pour
modéliser la chimiotaxie. La chimiotaxie dénote la capacité de migration active d’organismes
en réponse a un stimulus chimique. Les équations font alors intervenir un chimio-attractant et
une densité de cellules par exemple. Dans 1’équation d’évolution de la densité de cellules, le
flux n’aura plus seulement des termes de diffusion et de réaction, mais aussi un terme de
chimiotactisme dépendant du gradient de la concentration du chimio-attractant (Painter et al.,
2000). Selon les cas, on parle de chiomotactisme positif ou négatif, selon ’attirance des
cellules vers les fortes ou vers les faibles concentrations. De méme, certains modéles font
intervenir des flux haptotactiques, pour prendre en compte le déplacement des cellules par

gradient d’adhésion au substrat (Namy ef al., 2004).

Concentration

Distance

Figure 1.4. Illustration de la modélisation par €quations de réaction-diffusion (d'aprés De Kepper et
al., 1998). A gauche, schémas de I’amplification d’une instabilit¢ au cours du temps. La derniére
courbe temporelle représente un état hétérogene stable avec deux pics de concentration. Au centre, les
¢états hétérogeénes stables sont représentés en deux dimensions: ils présentent une alternance
périodique de pics de concentration. A droite, deux exemples de motifs observés dans la nature.
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Les équations aux dérivées partielles sont aussi I’outil de la mécanique des milieux
continus, qui est notamment utilis¢ dans des mode¢les ou interviennent la migration cellulaire,
la déformation, 1’adhésion, la contraction, le réarrangement cellulaire,... On peut donner
I’exemple d’un tel modéle, toujours pour I’invagination épithéliale, celui de Davidson et al.
(Davidson et al., 1995). L. Taber a passé en revue une large gamme de mod¢les mécaniques
pour la morphogenese, utilisant des E.D.O. ou des E.D.P. (Taber, 1995). Récemment, P.
Maini a également répertori¢ les différentes grandes catégories de systémes d’équations aux
dérivées partielles utilisés en mod¢lisation biologique, qu’ils soient mécaniques ou chimiques

(Maini, 2004).

Dans nos applications de la croissance radiale secondaire et de la gastrulation, le
formalisme des E.D.P. a été utilisé pour décrire le systeme de contrdle global des épithéliums.
Dans les deux cas, le systeme de controle est chimique et I’utilisation des E.D.P. est adaptée,
puisque la production et la diffusion des substances sont continues (parties 3 et 7). Le
formalisme des E.D.P. a aussi été utilisé pour décrire I’évolution des cellules a 1’aide de lois

linéaires de la mécanique des milieux continus, dans le cas de la gastrulation (partie 7).

Ces deux premiers types de formalismes, fondés sur des équations différentielles,
permettent une description « moyennée » des phénomenes. Les modeles d’équations
différentielles ont été utilisés avec succes pour de nombreuses applications. Cet outil n’est par
contre pas naturellement adapté a tous les problémes biologiques. Il ne semble pas capable de
modéliser facilement des interactions inter-niveaux mettant en jeu différentes échelles de
taille, et il ne peut guére prendre en compte les aspects particulaires d’un milieu biologique,
comme par exemple 1’assemblage des macromolécules telles que les microtubules. On
évoquera pour cela, dans la prochaine section, une deuxieme grande classe de modeles : les

modeéles discrets.
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1.3.2 Systemes dynamiques discrets

Un systeme dynamique discret décrit 1’évolution de variables dans un temps discrétisé.

Réseaux discrets d’interactions génétiques

Stuart Kauffman a proposé, il y a plus de trente ans, une description discréte
synchrone des réseaux de régulation génétique (Kauffman, 1969, 1973, 1993) de maniére
paralleéle a René Thomas dans le cas asynchrone (Thomas, 1973). Ce formalisme approxime
les lois d’interactions entre les génes par des fonctions discretes simples. Ces interactions sont
usuellement décrites par des équations continues non-linéaires. L approche discréte permet de
s’affranchir de la connaissance exacte des constantes biologiques, des valeurs des
concentrations des composés,..., 1’objectif étant une description qualitative. Typiquement,
chaque gene est associé a une variable booléenne qui indique si le géne est actif ou inactif.

Ces travaux supposent que 1’acquisition d’un état cellulaire spécifique (différenciation,
prolifération, mobilité,...) est directement déterminé par la configuration d’un groupe de
genes. Les phénotypes observés sont alors associés a un attracteur du réseau. Cette
modélisation repose notamment sur la conjecture de Delbriick de 1949, qui propose que la
différenciation des cellules s’établit par un seul systéeme de régulation, possédant plusieurs
états distincts d’équilibre (Delbriick, 1949). Luis Mendoza en apporte une belle illustration,
montrant comment un réseau génétique de 11 genes participant a la morphogenese florale
d’Arabidopsis Thaliana peut comporter plusieurs états stables correspondant a différents

phénotypes de fleurs (Mendoza, 1998).

Figure 1.5. Réseau génétique d’Arabidopsis Thaliana (Mendoza, 1998).
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Les études mathématiques ont notamment porté sur les conditions de multi-stationnarité des
réseaux (Demongeot, 1998 ; Thomas, 1988). Ces modeles permettent notamment d’étudier
certaines composantes biologiquement inconnues des réseaux de régulations (Aracena, 2001 ;

Bledig et al., 1996 ; Charpentier et al., 1998).

Mathématiquement, un tel réseau est décrit par un 3-uplet (G,Q, F') ou :
- G = (V,FE) estun graphe fini, appelé graphe de connexions.
-V =]1,...,n] est ’ensemble des sommets qui représentent les genes et leurs produits qui

forment le réseau d’interaction.

- E CV XV est I’ensemble des arcs du réseau reliant les ¢léments en interaction, par
exemple (,7) pour I’arc orienté reliant j a .

- QCZ est un ensemble fini d’états représentant différents niveaux d’activation.
Typiquement, @ = {0,1} pour un réseau booléen : la variable associé a un élément vaut
0 sil’¢lément est inactif et 1 s’il est actif.

- F=(f,....f,): Q" — Q" estla fonction de transition globale du systéme.

L’évolution du systeme a partir d’un état initial z, € Q" est calculée par I’itération de
la loi de transition globale. Chaque fonction f prend comme variables les états des voisins du
sommet ¢ dans le graphe :

Viel,...,n], F), = f (mj,j el (z')), avec I'; (i) ={j €V /(j,i) € E}.

Ces fonctions de mise a jour des valeurs peuvent s’exécuter en parallele (de maniere
synchrone), séquentiellement ou par blocs. La derniére alternative met a jour séquentiellement
des groupes de gene. Au sein d’un groupe, les genes sont mis a jour en parallele. L’exécution
par blocs peut permettre de prendre en compte des conditions de proximité spatiale des genes.
Dans son ¢tude, Mendoza montre qu’il est nécessaire d’opérer une remise a jour par blocs

pour obtenir les bons phénotypes (Mendoza, 1998).

Plus récemment, des études cherchent a intégrer, sous forme discréte, les réseaux
métaboliques et génétiques pour prendre en compte les interactions entre les niveaux
génétique et moléculaire (Ramirez, soumis). Ce modele est présenté en annexe. Une analyse

mathématique est détaillée pour valider les résultats du modele.
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Automate cellulaire

Les automates cellulaires ont été inventés par Stanislaw Ulam et John von Neumann a
la fin des années 40 (von Neumann, 1949). La question était d’étudier I’évolution de
constructions graphiques engendrées par des régles simples. Ulam découpe 1’espace en une
grille de « cellules » qui peuvent étre allumées ou éteintes. En partant d’une configuration
donnée, la suivante est calculée selon des régles de voisinage : chaque cellule évolue selon
une méme loi qui prend en compte son état et (ou) I’état de ces voisins. Ce procédé s’est vite
avéré capable de générer des figures complexes et esthétiques, des régles extrémement
simples permettant de construire ces structures complexes. Le procédé est rendu célebre par
«le jeu de la vie » de John H. Conway présenté pour la premiere fois par Gardner (Gardner,
1970). La question qui se pose est de savoir si de tels mécanismes peuvent expliquer la
complexité du réel.

On peut définir formellement un automate cellulaire par un quadruplet (3,v,¢, F) .
- [ est’ensemble des cellules de 1I’automate.
- v est ensemble des cellules du voisinage d’une cellule donné, supposé identique pour
toutes les cellules de 3. Cet ensemble est décrit dans un référentiel local, translaté ensuite
a chaque cellule de (.
- g est’ensemble des états finis que peuvent adopter les cellules.

- F désigne la fonction globale de transition.

B et v représentent ainsi 1’aspect structurel de 1’automate, alors que ¢ et F' en donnent

I’aspect fonctionnel. Chaque composante F, de la fonction de transition, qui s’applique a la

Card(v)

cellule 7 de (3, est telle que £ : ¢ —q.

Contrairement au réseau discret, les interactions entre les éléments sont données par un

voisinage spatial défini de maniére identique pour chaque cellule.

Les automates cellulaires ont été utilisés pour rendre compte de processus
morphogénétiques tels que les mouvements d’épibolies en embryogenese (Longo et al.,
2004), la genese des vaisseaux (formation de veines dans les feuilles d’un arbre ou formation
des vaisseaux sanguins (angiogenese) (Markus et al., 1999)), la formation des patterns de
couleurs chez les animaux (Cocho et al., 1987). Ermentrout et Edelstein-Keshet ont passé en

revue bon nombre d’automates cellulaires qui ont servi a la modélisation biologique de
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phénoménes de réaction-diffusion, de branchement, de déplacement de fourmis,...

(Ermentout et Edelstein-Keshet, 1993).

Nous présentons dans cette thése une contribution dans le domaine des automates

cellulaires avec un automate de différenciation cellulaire (partie 6).

1.3.3 Systémes complexes et modéles multi-agents

Il n’existe pas de définition formelle universelle pour les systémes complexes. On les
caractérise plutdt par certaines de leurs propriétés. Un tel systéme implique un grand nombre
d’¢éléments (ou agents) qui peuvent exister a plusieurs niveaux d’échelle. Le systéme évolue
selon des régles d’interaction, souvent non-linéaire, entre les différents éléments. Dans un tel
systéme, méme si les régles d’interaction utilisées sont simples, les comportements globaux
peuvent s'avérer dune grande complexité et d'une grande variété. On peut considérer que les
automates cellulaires et les réseaux discrets d’interactions génétiques sont des cas particuliers
des systémes complexes ou les éléments (cellules) sont figés, ainsi que les voisinages. Dans le
cadre des systémes complexes, les €¢léments sont quelconques, et peuvent, selon les régles
d’évolution, bouger, se reproduire, se déformer, interagir,... Selon un vocabulaire plus
employ¢ en informatique, un systéme complexe est aussi appelé un systéme multi-agents.

Le but est de représenter plus fide¢lement certains phénoménes a partir des lois
constitutives des ¢léments de base. La science de la complexité vise ainsi a expliquer que le
tout n’est pas seulement la somme de toutes ses parties. En effet, la combinaison de lois aux
niveaux ¢lémentaires peut faire émerger des comportements globaux nouveaux aux niveaux
supérieurs, parfois inattendus, issus de la coopération entre les éléments. L’évolution du
modele est alors, sauf exception, impossible a étudier sans simulations numériques. Ce
formalisme offre un cadre réaliste pour la modélisation. Les éléments peuvent étre les
molécules d’un gaz, les voitures sur une route, les fourmis ou les individus d’une société,... et
les systemes complexes s’appliquent dans n’importe quel domaine. Les lois constitutives
peuvent donc étre aussi variées que les domaines d’applications, il peut s’agir de lois

physiques, mathématiques, chimiques, économiques, sociologiques,...

En biologie, il offre aussi un cadre de mod¢lisation nouveau, qui s’est naturellement

développé ces derniéres années de par sa capacité a générer de I'ordre et des formes. Le
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modele d’Odell de 1981, déja évoqué précédemment, utilise d’ailleurs une approche multi-
agents avant que la terminologie de la complexité apparaisse (Odell et al., 1981). Walker et
al. I'utilisent pour simuler la cicatrisation épithéliale (Walker ef al., 2004). Dans ces deux cas,
I’agent considéré est la cellule. Une telle approche est aussi utilisée par N. Glade et al. pour
¢tudier la génération d’ordre dans la polymérisation des microtubules, en prenant comme

agent les extrémités réactives des microtubules (Glade et al., 2002 et 2004).

Les systeémes complexes offrent ainsi un cadre naturel pour notre étude, puisque 1’on
veut individualiser les comportements de chaque cellule au sein du tissu. On choisira alors
comme agent la cellule. Nos mode¢les de morphogenese épithéliale de la croissance secondaire
et de la gastrulation se rangent ainsi dans cette catégorie des systemes complexes (partie 3 et
7). La loi d’évolution des cellules est décrite par un systtme dynamique discret dans le

premier cas et par un systeme d’E.D.P. dans le second.
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1.4 Objectifs et « philosophie » du travail de thése

Ce travail de thése, a travers des cas d’application précis, cherche a étudier les aspects
fondamentaux de la morphogenése tissulaire, a 1’échelle cellulaire. L’objectif est d’étudier
comment I’intégration des comportements de chaque cellule au sein d’un épithélium génere le
mouvement global de morphogenése. L’enjeu du travail est notamment de montrer comment
I’utilisation de lois cellulaires relativement simples permet de générer des mouvements
morphogénétiques structurés. Ce travail se focalise sur I’application de cette méthode a la
modélisation de la croissance radiale des coniféres, mais un objectif est aussi de proposer un
cadre général pour la morphogenése, comme le montre 1’utilisation du méme formalisme pour

la gastrulation.

L’approche utilisée releve des systemes complexes, dans le sens ou I’épithélium est
modélis¢é comme un systéme collectif, composé¢ de ses N cellules constitutives. Chaque
cellule évolue selon une méme loi de comportement, définie en fonction du cas d’application.
Ces lois doivent, d’'une maniere générale, rendre compte des comportements fondamentaux
des cellules pour la morphogenése que sont la prolifération, I’élimination, la différenciation et
la migration. La loi de comportement définit donc le fonctionnement de chaque cellule.
Chaque loi dépend de parameétres liés aux différents contrdles mécaniques et chimiques
(exogenes ou endogenes) pris en compte. On étudie alors le comportement de chaque cellule

comme coopération entre ses caractéristiques intrinseques et I’effet des systeémes de contrdle.

La modélisation « individu-centrée » utilisée est propre aux systémes complexes, mais
localement, chaque cellule évolue selon des lois de comportements héritées des systémes
dynamiques discrets ou des E.D.P. L’intégration des comportements nécessite par contre la
définition d’un systéme complexe capable de gérer 1’évolution du nombre de composants
cellulaires, qui varie par division et par ¢limination cellulaire. Le systéme complexe permet
aussi d’inclure naturellement les relations de voisinages entre les cellules, a la maniére d’un
automate cellulaire, et d’insérer ainsi un controle mécanique local. Le systeme est, de plus,
soumis a un controle chimique qui régule globalement une partie des comportements
cellulaires. Ce systeme de contrdle, sera toujours, dans nos modeles, modélisé par un systéme

d’équations aux dérivées partielles. Cette modé¢lisation permet aussi de considérer la
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substance de contrdéle comme un morphogene. Généralement, le concept de morphogeéne est
utilis¢é dans les modéles de réaction-diffusion purs. Dans ce cas, la concentration du
morphogene est liée a la forme biologique par une relation directe, souvent peu réaliste. On
peut donner comme exemple celle de Spirov, utilisée pour la gastrulation (Spirov, 1993). Ce
modele est décrit plus précisément dans la partie consacrée a la gastrulation (partie 7.1.2).
Notre méthode de modélisation permet, quant a elle, d’intégrer de manicre naturelle 1’action
des morphogenes dans les lois de comportement des cellules. Par exemple, dans le cas de la
croissance radiale, le contrdéle chimique est assuré par une hormone de croissance végétale de
la famille des auxines. Cette hormone est considérée, dans notre modele, comme un
morphogéne : sa concentration controle les comportements cellulaires, en régulant

précisément les quantités de croissance des cellules.

Un des buts de la modélisation entreprise est d’essayer de partir du probléme
biologique et ensuite de décider des outils mathématiques a utiliser selon leur adaptation aux
problémes, et non I’inverse. Il en résulte I'utilisation de plusieurs outils mathématiques
différents. Par exemple, dans le cas de la croissance radiale des coniféres, le modéle possede
une partie continue et une autre discréte. La partie continue modélise le transport d’une
hormone produite en permanence par le sommet de 1’arbre. La partie discréte est réservée a la

dynamique lente de croissance des cellules.

D’une manicre générale, nous montrons la bonne adéquation d’une modélisation par
systéme complexe controlé par un systéme d’équations aux dérivées partielles, pour les
problémes de morphogenese tissulaire. Ce formalisme pourrait inclure une intégration des
niveaux subcellulaires (géne, protéine, macromolécule,...), en donnant une description plus
précise du modele cellulaire utilis€. Chaque cellule deviendrait alors en soi un systéme

complexe.
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2 CONTEXTE DE LA CROISSANCE RADIALE

« L’arbre - quel beau sujet. »

Paul Valery, cité par Robert Dumas.
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La croissance radiale des coniféres fournit un exemple de processus de morphogenése
principalement régi par la prolifération cellulaire. Les coniféres appartiennent a la famille des
végétaux vasculaires (Tracheobionta). Au sein de cette famille, se trouvent les spermaphytes
(ou spermatophytes), qui regroupent les plantes qui produisent des graines. Cette famille se
divise ensuite en deux sous-catégories : les gymnospermes et les angiospermes. C’est dans la
famille des gymnospermes que se classent les coniféres (Coniferophyta). On recense
actuellement environ 550-600 especes de coniferes parmi lesquels les pins, les sapins, les

séquoias, les cedres, les genévriers, les cypres, et les mélezes.

La croissance des coniféres est assurée par des tissus particuliers : les méristémes. Les
méristémes sont essentiels au développement des végétaux, puisque ce sont les seuls tissus
capables de créer de nouvelles cellules. Ce terme vient du grec meristos qui signifie division.
Les méristémes créent toute la plante : ils sont a l'origine de la tige, des feuilles, des racines,
des fleurs ou encore des branches. Ils sont constitués de cellules souches, mises en place
durant I’embryogenéese. Ces cellules souches sont capables de générer a la fois des cellules
identiques a elles-mémes et des cellules destinées a se différencier. Les méristémes sont ainsi
des ensembles cellulaires organisés de cellules indifférenciées qui s’auto-maintiennent et
génerent des organes et des tissus tout au long de la vie végétale. Il existe deux types de
méristeme, différents par leur localisation dans la plante, leur caractére cytologique et leur
role dans la construction des tissus : le méristéme primaire ou apical, situ¢, comme son nom
I’indique, dans les zones apicales de I’arbre (les extrémités des tiges et des racines) et le

méristéme secondaire, disposé en circonférence des tiges.

Les méristémes primaires sont les premiers a se mettre en place ; ils forment tous les
tissus primaires de la plante et permettent notamment 1’élongation des tiges et des racines. La
croissance secondaire est générée par les méristémes secondaires et permet le développement
en diametre des tiges. Cette croissance secondaire n'a lieu qu'apres la mise en place de la
structure primaire de la plante : il s’agit d’une croissance en épaisseur ou croissance radiale.
Le méristéme secondaire principal est le cambium vasculaire, aussi appelé assise génératrice

interne ou assise génératrice libéro-ligneuse.
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2.1 Contexte biologique de la croissance radiale

secondaire des coniferes

La croissance radiale est donc engendrée par la dynamique d’un méristéme spécialisé :

le cambium vasculaire, aussi appelé plus simplement cambium. On rappelle ici les principaux

mécanismes de la croissance radiale secondaire. Pour plus de détails, on pourra se reporter a

(Han, 2001 ; Harris, 1991 ; Larson, 1994).

2.1.1 Structures végétales

Un conifére est organis¢ en
plusieurs tissus, qui différent selon leurs
fonctionnalités. Le plus connu de ceux-ci
est sans nul doute 1’écorce, puisqu’il s’agit
du tissu externe. Son role est de protéger
I’arbre du milieu extérieur. Tous ces tissus
sont en général disposés concentriquement
autour du centre de 1’arbre, ou 1’on trouve
la zone médullaire. Cette zone médullaire
est entourée d’un tissu épais dans la
direction radiale : le xyléme, aussi appelé

bois.

Ecorce @—p

Phloéme — ==

Cambium
vasculaire

Initiales
Xyleme

Zone €3y
médullaire ¥

Figure 2.1. Observation microscopique d’une
section transversale de Pinus radiata, selon
(Zimmermann et Brown, 1971).

Le xyléme est un tissu mort, dont le role est la conduction de la seéve brute (I'eau et

¢léments minéraux issus des racines) vers les organes aériens et les feuilles. Ce transport est

assuré par I’aspiration résultant de la transpiration des feuilles. Les cellules du xyléme sont

imprégnées de lignine ; cette substance rigidifie les parois cellulaires ce qui permet au xyléme

d’assurer un role de soutien de 1’édifice végétal. C’est le xyléme qui permet aux arbres

d’atteindre des hauteurs considérables. Vers I’extérieur, 1’écorce entoure un autre tissu

conducteur, peu épais dans le cas des coniféres : le phloéme, encore appelé liber. Ce tissu

transporte activement la séve élaborée, amenant les sucres issus des feuilles vers les autres

organes.



Entre le phloéme et le xyléme, se trouve le cambium vasculaire. Le cambium est un
tissu extrémement fin composé, selon les terminologies utilisées, d’environ une dizaine de
cellules dans la direction radiale, soit une ¢épaisseur de Dordre du millimetre.
C’est le seul tissu entierement composé de cellules vivantes en prolifération. Les cellules
cambiales sont capables de croitre et de se diviser, entrainant la croissance radiale de 1’arbre,
qui est ainsi générée par accrétions successives de matériel cellulaire. Ce tissu garde une
¢paisseur environ constante au cours du temps, puisque les cellules situées a I’extérieur du

cambium, se différencient progressivement en cellules de xyléme ou de phloéme.

Butterfield, en 1975, a proposé une classification précise des différentes zones
cellulaires situées entre le xyléme et le phloeme. Selon cette terminologie, citée par Larson
(Larson, 1994), le cambium est constitu¢ de trois couches tissulaires : celle des cellules
cambiales initiales (ou initiales du cambium), celle des cellules méres du phloeme et celle des

cellules meres du xyléeme (Figure 2.2).

= A
2
o Nom Caractéristiques
Q
= Phloéme Secondaire Tissu Mature
Construction du mur secondaire
Phloéme en différenciation Croissance des cellules
Division cellulaire limitée
Cellules méres du o N
. Division périclinale
phloéme
§ Cambium Cellules initiales | Division périclinale et anticlinale
) \
1lul . N
ﬂ Cellules meres du Division périclinale
= xyléme
g Division cellulaire limitée
= Xyleme en différenciation Croissance des cellules
= Construction du mur secondaire
= Xyléme secondaire Tissu mature
)
N
v

Figure 2.2. Terminologie de Butterfield pour le cambium et ses cellules dérivées.

Le tissu des cellules initiales du cambium est absolument déterminant, puisqu’il est le

seul a posséder des cellules pouvant se diviser selon les deux directions possibles : selon la
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direction radiale (division anticlinale) et selon la direction perpendiculaire a la direction
radiale (division périclinale). Les cellules directement voisines de ce tissu sont les cellules
meres du xyléme, si elles se trouvent du c6té du xyléme par rapport au cambium et dans
I’autre cas, ce sont des cellules méres du phloéme. Ces cellules méres, comme les autres
cellules périphériques du cambium, ne se divisent pas de maniére anticlinale. Plus a
I’extérieur, on trouve les cellules en voie de différenciation vers le xyléme ou vers le phloéme.
Ces cellules sont caractérisées par un faible taux de division cellulaire, une étape de
croissance (auxese) et une autre de construction du mur cellulaire secondaire qui va rigidifier
I’édifice cellulaire en vue des besoins fonctionnels du xyléme et du phloéme. Les cellules
intégrent finalement les tissus matures du xyléme ou du phloéme, aprés la phase de
différenciation. On définit quelquefois la zone cambiale comme I’ensemble formé par le
cambium et les cellules du phloéme et du xyléme en différenciation.

Le tissu cambial initial est composé
de deux types cellulaires: les cellules
initiales fusiformes et les cellules initiales
de rayons. Les premieres sont largement
majoritaires dans le cambium. Les cellules
cambiales ont un axe privilégi¢: les

fusiformes initiales sont allongées dans la

direction verticale tandis que les cellules
initiales de rayons sont allongées dans la
direction radiale. Les fusiformes initiales
sont 10 a 20 fois plus longues que larges

(Romberger et al., 1993), la largeur

typique pour les pins étant de 50 pm. Les

cellules filles conservent les proportions

\ David Webb
des cellules initiales et, finalement, le
xyléme et le phloéme sont organisés par un Figure 2.3. Observation microscopique du
patron d’un parallélépipéde de xyleme de pin

systéme axial de cellules fusiformes et un (Webb, 2005).
systeme horizontal de cellules de rayons.

Le systeme axial assure le role de conduction entre le haut et le bas de 1’arbre, le
systéme horizontal permet une communication entre le phloéme et le xyleme. La Figure 2.3
présente une coupe cellulaire de xyléme selon différents plans d’observation. L’ensemble de

ces coupes constitue le patron d’un parallélépipeéde de xyléme de pin. Les deux coupes carrées
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sont des coupes transversales. Quelques cellules de rayons apparaissent en longueur dans ces
coupes. L’une d’entre elles est bien visible, sur la gauche de la coupe carrée inférieure. Les
cellules majoritairement représentées sont les cellules fusiformes. Les autres coupes sont
perpendiculaires aux deux coupes carrées. Elles mettent en évidence le systéme axial,
organisé par les morphologies allongées des cellules fusiformes. Le systéme horizontal

apparait lorsque les plans d’observation coupent des cellules de rayons.

Les coupes carrées montrent aussi que le xyleéme formé n’a pas une densité constante ;
celle-ci varie selon ’alternance des saisons. En effet, pendant les périodes de forte croissance,
le xyléme est moins dense que pendant les périodes de faible croissance. Cette succession de
différences de densit¢ produit les anneaux de croissance, qui sont observables
macroscopiquement et microscopiquement (Figure 2.4), permettant, pour certains arbres, de
distinguer treés clairement ces anneaux et d’avoir ainsi un bon estimateur de leur age (calcul

favori de la dendrochronologie).

Figure 2.4. Anneaux de croissance du Pinus radiata.

(a) observation macroscopique (Padilla, 2001).
(b) observation microscopique de I’alternance de densité cellulaire (Forest et al., 2004).

La structure du bois peut aussi présenter une particularité de densité dans le cas du
bois dit de compression. Ce bois, généralement formé dans des zones de fortes déformations,

se caractérise par une densité supérieure a la normale, souvent observable macroscopiquement
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(Figure 2.5a). 11 est, de plus, constitué de cellules rondes séparées par d’importants espaces

intercellulaires (Figure 2.5b).

Figure 2.5. Le bois de compression.

(a) Section transversale comprenant une partie dense de bois de compression délimitée par le cadre
noir (Padilla, 2001).
(b) Observation microscopique du bois de compression (Bamber et Burley, 1983).

2.1.2 Organisation cellulaire de la croissance cambiale

L’activité des cellules cambiales initiales est donc essentielle pour la croissance radiale
secondaire. Comme nous I’avons vu, les divisions cambiales se classent en deux grandes
catégories, selon leur orientation. Le premier type est la division périclinale pour laquelle le
nouveau mur cellulaire séparant les deux futures cellules filles s’oriente parallélement a la
base de la cellule mére, c’est-a-dire dans la direction tangente a la circonférence du tronc.
L’autre type, anticlinal, place le nouveau mur dans la direction radiale.

Le destin des cellules filles dépend du type de division. Lorsqu’il s’agit d’une division
anticlinale, les deux cellules filles restent dans le tissu des initiales du cambium et entament
alors un nouveau cycle de croissance. Par contre, sur les deux cellules filles issues d’une
division périclinale, une seule reste une cellule initiale. L’autre cellule entame une voie de

différenciation vers le xyléme ou vers le phlo¢me.
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Figure 2.6. Schématisation des différentes divisions et processus de différenciation.

La Figure 2.6 représente schématiquement, pour des cellules fusiformes, une succession de
deux divisions périclinales (2-4) suivies d’une division anticlinale (6) parmi les cellules du
cambium représentées en blanc. Les fleches symbolisent la « direction » des voies de
différenciation, vers le xyléme ou vers le phloéme. Cette représentation trés simplifiée réduit
le cambium au tissu des cellules initiales et prend uniquement en compte la division cellulaire
sans inclure la croissance des cellules. Aprés une division cellulaire, le nombre total de
cellules augmente forcément de 1. Différentes régulations permettent notamment de définir
quel tissu parmi le phloéme, le xyléme et le cambium voit son nombre de cellules incrémenté
d’une unité.

Les fréquences relatives des types de division doivent étre précisément contrélées. En
effet, les divisions périclinales produisent des cellules dans la direction radiale, ce qui
contribue directement a la croissance en épaisseur. Cette croissance radiale s’accompagne
naturellement d’une croissance en circonférence. Les cellules cambiales ne peuvent pas
s’allonger indéfiniment dans la direction tangentielle : les divisions anticlinales permettent de
faire face a la croissance en circonférence, car ce type de division entraine une augmentation
de un du nombre de cellules cambiales. Les régulations permettent de doser la fréquence
relative des deux types de division pour permettre une évolution cohérente entre croissance en

épaisseur et croissance en circonférence.
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Une autre composante intervient fortement dans la régulation du nombre de cellules
cambiales : 1’¢limination possible de cellules du cambium. Les cellules cambiales entrent en
compétition pour ’espace de croissance, et le cambium vasculaire peut se réarranger en
¢liminant certaines de ses cellules. Par exemple, en cas d’augmentation locale du nombre de
cellules suite a une surproduction, le cambium réagit par élimination. Les cellules issues de
divisions anticlinales sont souvent les victimes de ces éliminations, car elles sont
généralement plus fines que les autres : elles sont caractérisées par un taux d’élimination
¢levé (Larson, 1994). La régulation de la croissance radiale résulte donc d’un contrdle entre
fréquence de division périclinale, fréquence de division anticlinale et fréquence d’élimination

cellulaire.

n,=mn, +1 n,=n,+1

différenciation différenciation

—n, +1 ) division P n,=n, 11

T

n,=n,+1 division A

A . .
direction
transversale —

direction
radiale

»
»

Figure 2.7. Graphe des « transitions » des cellules entre les tissus.

(n, : nombre de cellules de xyléme, n, : nombre de cellules de phloéme, n, : nombre de cellules
cambiales).

La Figure 2.7 symbolise la dynamique de la croissance radiale sous la forme d’un
graphe. Le tissu central est le cambium. Il peut « échanger » des cellules avec ses voisins, les

tissus du phloéme et du xyléme. Le flux de cellules est toujours dirigé vers I’extérieur du
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cambium. Le graphe représente la régulation du nombre de cellules cambiales pendant les
événements de division et d’¢limination cellulaire. Les cellules du cambium sont en moyenne
de mémes dimensions au cours des générations. Cette conservation de la taille est le résultat

d’un équilibre entre les différents types de division et les ¢liminations.

Le paradoxe du « ruban autour de la terre »

Considérons que ’on a enroulé la circonférence de la terre dans un ruban circulaire
tendu. Imaginons que I’on veuille soulever le ruban pour qu’il soit 2 1 m de hauteur de tous
les points de la surface de la terre. On peut se demander de combien il faut rallonger le ruban
pour pouvoir satisfaire cette contrainte. On peut se reposer la question dans le cas d’une
orange. Vu I’immensité du rayon de la terre, on pourrait s’imaginer que I’ordre de grandeur
du rallongement dans le cas de la terre est trés élevé et par contre trés petit pour I’orange.

Considérons un cercle de rayon R qui croit radialement jusqu’a atteindre un rayon de

R+ AR. Son périmétre croit par cette transformation de 27R a 2n (R + AR), soit une

augmentation de 27R, c’est-a-dire que, finalement, d’une maniére contre-intuitive,
I’augmentation en circonférence est indépendante du rayon initial et ne dépend que de
I’amplitude de la croissance en rayon AR. Pour répondre au paradoxe ci-dessus, on calcule
que le rallongement pour la terre ef pour I’orange est de 27 metres.

On peut reporter ces conclusions au cas de la croissance radiale secondaire, si on la
considere comme étant donnée par une succession de cercles concentriques autour de la zone
médullaire. Ce résultat montre que 1’augmentation du périmetre par croissance radiale est le
méme quelque soit le rayon de I’arbre. C'est-a-dire que le nombre de cellules a produire par
division anticlinale est le méme au cours du temps. Ceci implique une décroissance de la

fréquence d’occurrence des divisions anticlinales au cours du temps.
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2.1.3 Le systeme de contrble de la croissance radiale secondaire

La croissance cambiale décrite dans le paragraphe précédent est controlée par des
facteurs chimiques et mécaniques. Les facteurs génétiques, qui influent sur le métabolisme

des facteurs chimiques, ne sont pas envisagés dans notre travail.

2.1.3.1 Controle mécanique

Les facteurs mécaniques mettent essentiellement en jeu les forces de contact entre les
cellules et les propriétés mécaniques des cellules (¢élasticité, taux de compressibilité,...). Ces
propriétés varient sensiblement selon la nature des cellules. Par exemple, une cellule
suffisamment différenciée en xyléme forme son second mur cellulaire a base de cellulose et
de lignine, ce qui la rend tres rigide ((Harris, 1991a ; Zimmermann et Brown, 1971). Cette
étape est absolument importante, puisque ensuite la cellule de xyleme est définitivement fixée
en forme et en position dans 1’organisation de I’arbre. Les cellules du cambium paraissent par
contre plus déformables. L’aspect mécanique est aussi déterminant dans le choix de la
direction de croissance des cellules cambiales. Comme pour nombre de systémes biologiques,
la croissance tend a s’effectuer dans la direction des moindres contraintes. Ainsi, lorsqu’une
cellule cambiale croit, elle le fait principalement vers I’extérieur en direction du phlo¢me,
puisque vers I’intérieur le xyléme forme un tissu rigide. Cette croissance peut aussi se répartir
minoritairement dans la direction tangentielle (perpendiculairement a la direction radiale),
puisque les cellules voisines du cambium sont déformables. La tendance principale des
cellules est ainsi de s’aligner pour former des lignes radiales, comme I’illustre la Figure 2.4b.

Des études supposent aussi un rdle mécanique dans |’orientation du nouveau mur
cellulaire pendant la cytokinése (Smith, 2001). Selon cette étude, une cellule sphérique, sans
contrainte particuliére, oriente aléatoirement son plan de division alors qu’une cellule
contrainte privilégie une direction spécifique.

Les facteurs mécaniques jouent ainsi un role local important dans le contrdle de la
croissance radiale. Ils interviennent aussi globalement, par exemple par ’effet des efforts
créés par les branches sur le tronc. Parallelement a ces aspects mécaniques, agissent des

facteurs hormonaux.
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2.1.3.2 Controéle chimique

Il existe de nombreuses évidences expérimentales qui prouvent I’influence
prédominante des hormones végétales sur la régulation de la croissance radiale via un controle
des divisions cellulaires et de la croissance cellulaire (Clare et al., 2000). Comme 1’indique
Davies, ces hormones influencent les processus de croissance, de différenciation et de
développement en agissant a faible concentration (Davies, 1995).

Notre travail se concentre sur le role d’une hormone de la famille des auxines appelée
acide indole-3-acétique, on la nommera aussi dans la suite IAA ou auxine. Bien que d’autres
hormones aient un rdle dans les processus de croissance, ’lAA est considérée comme le plus
important régulateur de la croissance végétale. On peut cependant citer plusieurs travaux
¢tudiant le role d’autres hormones, telles que 1’éthyléne (Chen et al., 1999 ; Eklund et Little,
1998 ; Eklund et Tiltu, 1999), les cytokinines (Chen et al., 1999) ou les gibbérellines (Little et
Pharis, 1995 ; Kalev et Aloni, 1998 ; Wang et al., 1997). Les gibbérellines jouent notamment
un role dans 1’¢longation des tiges et le développement du fruit. L’éthyléne est un inhibiteur
de croissance, qui est aussi un promoteur du mirissement des fruits. Il intervient aussi dans
les processus d’abscission, ou chute physiologique d’un organe, tels que les chutes des
feuilles en automne ou des fruits en été. Les cytokinines sont impliquées dans la croissance en
épaisseur et la division cellulaire. Leurs effets s’intensifient en présence d’auxine. Elles
induisent aussi la différenciation des bourgeons. On compte généralement cinq classes
d’hormones végétales, la dernicre étant celle de 1’acide abscissique. Cet acide est également
reconnu comme un promoteur de 1’abscission. Il agit aussi comme un inhibiteur de croissance

et maintient les bourgeons en état de dormance.

IAA, transport et régulation

L’acide indole-3-acétique est I’hormone végétale la plus étudiée. Elle est reconnue
comme étant une hormone importante dans la régulation de nombreux phénomenes, tels que
la croissance et le développement des plantes et des arbres (Goldsmith, 1977, 1993 ; Little et
Savidge, 1987 ; Uggla et al. 1998, 2001). Elle stimule la croissance radiale par une action sur
les cellules cambiales. L’auxine active des enzymes qui permettent 1’expansion du mur
cellulaire.

Cette hormone est produite aux différents apex de I’arbre par les bourgeons et les
jeunes feuilles (Goldsmith, 1977 ; Little et Savidge, 1987 ; Parker et Briggs, 1990 ; Aloni,

2004). Les sources principales d’TAA sont les jeunes feuilles de 1’apex principal (c’est-a-dire
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le sommet de I’arbre) (Ljung et al., 2001). L’IAA est ensuite transportée en direction des
racines. Ce transport est actif et s’effectue principalement via les cellules du cambium. En
effet, Uggla er al. (1998) montrent que la répartition de la concentration de I’'IAA sur une
direction radiale présente le profil d’une Gaussienne dont le maximum se situe au-dessus du
cambium et plutdt du c6té du phloéme. Le maximum est sirement localisé au-dessus de la
zone des initiales. La concentration décroit rapidement, lorsque 1’on s’¢loigne des initiales et
vient s’annuler en s’approchant des zones du xyléme et du phloéme. Nous utilisons le terme
de Gaussienne pour signifier que les hétérogénéités de la courbe de la concentration de
I’auxine sur une direction radiale sont bien prises en compte par le graphe d’une fonction de
type gaussien. Nous appellerons fonction de type gaussien et par abus de langage Gaussienne

(z—ks )2

les fonctions d’équation f () =k, + k:zei

L’TAA est ainsi principalement localisée au sein du cambium et son transport
s’effectue via les cellules cambiales. Ce résultat peut aussi signifier qu'une partie de I’auxine
est synthétisée par le cambium. Il n’y a pas a ce jour de preuves ou de réfutations
significatives de cette hypothése. De la méme maniere, I’hypothése de 1’existence d’un taux
de consommation de 1’auxine au cours de son transport n’est pas clairement élucidée.

Selon le modele chimiosmotique, le transport de 1’auxine est assuré a I’échelle
cellulaire par un mécanisme actif dii a des protéines situées dans la membrane plasmique.
Chaque cellule cambiale posséde deux types de protéines de controle, I’'un permettant 1’entrée
de I'TAA dans la cellule (« influx carrier »), I’autre permettant sa sortie (« efflux carrier »)
(Rubery et Sheldrake, 1974). L hypothése stipule que les protéines de sortie sont localisées
majoritairement du coté basal de la cellule (Mitchison, 1980 ; Jacobs et Gilbert, 1983). Ceci
détermine un flux net d’IAA depuis le haut de la cellule vers sa base (Estelle, 1998). Le
transport est ainsi polarisé selon la direction longitudinale descendante (Goldsmith, 1977 ;
Lomax et al., 1995 ; Rashotte et al., 2003). On parle de mouvement basipétal, c’est-a-dire
dirigé vers la base. La direction locale de polarisation suit principalement la direction du
grand axe des cellules cambiales fusiformes.

Plusieurs travaux expérimentaux ont ¢t¢ menés pour identifier des protéines liées au
transport de 1’auxine. Bennett e al. ont mis en évidence que la protéine AUX1 pouvait agir
comme un « influx carrier» (Bennett et al., 2002), alors que Friml et al. ont montré que la
protéine membranaire PIN3 était un candidat pour jouer le role d’un « efflux carrier » (Friml

et al., 2002). Muday et al, en 2000, s’intéressent a deux complexes de protéines qui
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contrdleraient les mouvements d’entrée et de sortie de 'IAA dans les cellules : le complexe
d’entrée AUX et celui de sortie PIN (Muday et al., 2000).

La vitesse de ce transport actif est de ’ordre du centimetre par heure. Les valeurs
expérimentales estimées par différentes études se situent entre 0.5 et 2 cm/hr (Hollis et
Tepper, 1971 ; Zamski et Wareing 1974 ; Lachaud et Bonnemain, 1982 et 1984 ; Odani,
1985 ; Lomax 1995). En plus de la composante du transport actif largement dominante, I’'TAA
est également soumise au phénomene de diffusion. Comme le précise Kramer, cette diffusion
est anisotropique (Kramer, 2002). On peut en effet considérer que les principales barrieres a la
diffusion sont les membranes cellulaires. Comme les cellules cambiales sont beaucoup plus
allongées que larges, la diffusion est facilitée dans la direction du grand axe des cellules par

rapport aux directions transversales.

TAA, tropisme et croissance différentielle

Les plantes peuvent adapter leurs patterns de taux de croissance en fonction de stimuli
extérieurs tels que la lumiere (phototropisme) et la gravité (gravitropisme ou géotropisme), ou
encore en réponse a des signaux internes (Parker et Briggs, 1990). La plante (ou I’arbre) peut
alors présenter des profils de croissance différentielle, ou les taux de croissance dépendent de
la position. L’auxine est aussi considérée comme le principal signal médiateur des tropismes
de la plante. A la fin des années 20, I’hypothése Cholodny-Went a ¢ét¢ formulée, pour
expliquer la réponse de la plante au gravitropisme. Cette hypothése propose que les taux de
croissance différentiels de la réponse gravitropique sont engendrés par une redistribution de
I’auxine, elle-méme causée par une redirection du flux de transport d’auxine (Evans, 1991).
Cette hypothése biologique est soutenue par des expériences qui ont montré que 1’utilisation
d’inhibiteurs du transport d’auxine abolit complétement la réponse gravitropique (Katekar et
Geissler, 1977 ; Muday et Haworth, 1994, cité par Lomax et al., 1995). La redistribution
d’auxine a, elle aussi, ét¢ mise en évidence expérimentalement (Friml et al., 2002 ; Funada et
al., 1990 ; Ottenschlager et al., 2003 ; Parker et Briggs, 1991; Rashotte et al., 2000). On peut
¢galement citer des travaux plus anciens, ou cette redistribution avait déja été décelée (Dolk,
1936 ; Gillespie et Thimann, 1963 ; Goldsmith et Wilkins, 1964). Ce mécanisme de tropisme
li¢ au transport d’auxine est en accord avec la théorie chimiosmotique. En effet, comme
I’affirment Friml ef al., la gravité semble provoquer une réorientation du positionnement
membranaire des « efflux carriers » et donc une réorientation du flux d’auxine (Friml et al.,

2002).
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L’TAA est aussi la médiatrice du phototropisme selon un mécanisme de réorientation
semblable. En effet, des concentrations plus importantes d’auxine apparaissent du coté
oppos¢ au stimulus de lumicre. Ceci crée une croissance plus intense de ce co6té et donc,
globalement, la plante se penche du c6té de la lumicre. La mise en évidence du phototropisme
est attribuée a Charles Darwin, aidé de son fils Francis. Ils observent ensemble que les plantes
se plient ou demeurent statiques selon 1’orientation du flux de lumiére. Ils utilisent, pour la
premiére fois, la notion de « messager contrdlant la croissance ». Les travaux des Darwin,
pere et fils, sont publiés dans « The power of movement in plants » (« Le pouvoir du
mouvement chez les plantes ») en 1880. Historiquement, 1’identification du messager comme
étant I’'TAA, est attribuée a F.W. Went, une cinquantaine d’années plus tard (il apporte ainsi
son nom a la théorie Cholodny-Went) (Went, 1928).

Outre des facteurs comme la gravité ou la lumiére, on peut citer d’autres cas de
croissance différentielle chez la plante : la nutation et le thigmotropisme (ou haptotropisme).
Le phénomeéne de nutation désigne un type particulier de croissance en ¢longation, observé
lorsque les apex décrivent une trajectoire en spirale. Ce phénomene intervient généralement
selon de trés faibles amplitudes et ne s’observe pas directement. Chez certaines catégories de
plantes seulement, ce mouvement est intrinseéque et de grande amplitude : la plante explore les
possibilités de 1’espace environnant. Le thigmotropisme est un tropisme dont le stimulus est le
contact direct. Le contact d'un objet au niveau d'une zone de croissance peut provoquer une
inhibition locale de croissance qui se traduit par une courbure de la plante vers I’objet. Le
cumul de ces deux phénoménes expliquent pourquoi certaines plantes, comme la glycine ou le

liseron, peuvent croitre en s’enroulant autour d’un axe.

TAA et densité cellulaire

L’auxine semble aussi étre impliquée dans les changements de densité cellulaire au
sein du cambium (Uggla et al., 2001 ; Funada et al., 2001). En période normale, la croissance
des cellules cambiales est fortement activée par 1’auxine. Pendant les périodes de faible
croissance, I’activation est largement atténuée. Ceci peut étre provoqué par une augmentation
de la production d’éthyléne ou (et) étre une conséquence directe des moins bonnes conditions
extérieures (température plus basse, diminution de la période photosynthétique,...). Cette
inhibition de I’effet de I’auxine explique pourquoi la quantité de xyléme produite pendant les
périodes de basse croissance est si faible. Les cellules formées a cette période sont aussi plus

petites, ce qui explique une densité de bois plus importante en basse saison (Figure 2.4b).
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L’auxine semble aussi étre impliquée dans la formation du bois de compression des

arbres (Funada et al., 1990 ; Sundberg et al., 1994 ; Yamaguchi et al., 1980).

TAA, autres fonctions

D’autres fonctions ont été répertoriées pour I’auxine. L’IAA est un inhibiteur de la
croissance des bourgeons latéraux pouvant amener la naissance de branche. Cette propriété est
connue comme étant la dominance apicale. Elle stimule la croissance des fruits, la formation
des racines latérales, la différenciation de cellules cambiales en cellules de xyléme, inhibe

I’abscission,. ..

55



2.2 Applications

Notre travail est appliqué au cas du conifere Pinus radiata. 11 s’appuie sur une étude

sur le terrain menée par Fernando Padilla en 2001 (Padilla, 2001).

La configuration de croissance la

plus habituellement observée est la
croissance concentrique, lorsque le xyléme
et le phloéme sont  produits
concentriquement autour de la couche
préexistante. Ceci se traduit par une
disposition régulicre des anneaux annuels
de croissance, délimités par des zones
sombres fines correspondant aux périodes

de basse croissance (Figure 2.8).

Figure 2.8. Coupe transversale réelle de Pinus
radiata montrant une configuration
concentrique (Forest et al., 2004).

Dans ce cas, la forme globale du tronc est cylindrique. La configuration concentrique

que I’on appellera aussi croissance normale est prise comme référence. Ce cas est caractérisé

par des taux de croissance radiale homogenes sur la circonférence du tronc. Nous nous

intéressons aussi a des perturbations de cette configuration.

Plusieurs facteurs peuvent en effet
modifier le développement concentrique,
localement ou globalement. Ce sont
souvent des cas ou le tronc n’a plus une
forme cylindrique. Les effets globaux sont,
par exemple, les tropismes de la plante
(phototropisme, géotropisme). On peut
aussi mentionner 1’effet du vent (Figure
2.9). Un arbre isolé, qui n’est pas protégé
par ses voisins dans une forét peut
présenter des déformations s’il croit dans
une région fortement ventée. Un effet local

est par exemple une attaque parasitaire.
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Certains  parasites  tels que
Rhyacionia buoliana, (en photo sur la Figure
2.10) sont capables d’attaquer [’apex
principal d’un jeune arbre en se nourrissant
de ses cellules lorsqu’ils sont dans leur état
larvaire. Ils bloquent localement Ia

croissance, ce qui provoque une concavité

dans le cambium. Il s’ensuit une

déformation globale de I’arbre. La Figure Figure 2.10. Photographie d’un parasite
Rhyacionia buoliana (Padilla, 2001).

2.11  présente  plusieurs types de

déformations dues a une attaque parasitaire.

Ces photographies proviennent de 1’étude expérimentale de F. Padilla, qui eut pour but
d’étudier spécifiquement la croissance d’arbres présentant des déformations liées a 1’action
parasitaire. Sur le premier arbre, on a représenté la direction de la pesanteur, pour mettre en
évidence I’amplitude des déviations provoquées. Ces arbres ont été observés dans une zone
spécifique du Chili, dans le sud du pays, pres de la ville de Valdivia (Figure 2.12c¢). Dans cette
région, le parasite Rhyacionia buoliana est particulicrement répandu. L’étude de ces
déformations est de premiére importance pour les industries qui exploitent les domaines
forestiers, puisqu’un tronc possédant des déformations perd énormément en valeur
¢conomique. Premi¢rement, ces troncs sont nettement plus difficiles a transporter, puisque
plus volumineux. De plus, leur découpe produit des planches droites de longueur limitée. La
perte de rentabilité provient aussi de la formation de bois de compression dans les zones
déformées de 1’arbre (Plomion et al., 2000). Ce type de bois est plus dense, trés dur, fragile,
compliquant fortement les étapes de découpe. Il se préte également moins bien aux
traitements chimiques.

L’étude sur le terrain a consisté a choisir 50 arbres dans une forét du sud du Chili pour
les échantillonner en sections transversales. De chaque arbre ont été extraites entre 10 et 15
sections transversales d’une épaisseur de 3 a 5 cm. Le plan de chaque section transversale est
repéré par trois points. Les délimitations de chaque anneau de croissance ont été¢ numérisées.
Toutes les informations ont ensuite été¢ stockées dans une base de données. Le but de
I’opération était d’¢élaborer une méthode pour reconstruire les années de croissance des arbres,
afin de reconstituer leur historique de croissance et ainsi visualiser 1’évolution des
déformations, année apres année, en trois dimensions. La méthode consistait a interpoler les

anneaux de croissance successifs entre les différentes sections d’un méme arbre.
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Figure 2.11. Exemples de Pinus radiata déformés suite a une attaque parasitaire (Padilla, 2001).

58



Figure 2.12. Etude sur le terrain de F. Padilla (Padilla, 2001).

(a) Forét du Chili.
(b) Extraction et numérotation de sections transversales.
(c¢) Localisation de la forét dans le pays.

Les résultats des interpolations montrent que, dans la plus grande partie des cas, les
arbres « récuperent » progressivement leurs déformations, c’est-a-dire qu’ils tendent a croitre
de maniere a atténuer 1’intensité de leurs zones courbées, afin de retrouver une stature globale
verticale (Cominetti et al., 2002). D’autres ont été tellement affectés qu’ils n’ont plus de
réaction. La tendance de récupération se refléte au niveau des sections transversales, par des
répartitions non concentriques de la production de xyléme. La Figure 2.13 montre une coupe
transversale issue de la zone déformée d’un arbre parasité. L’asymétrie des dispositions des
anneaux de croissance dénote un différentiel de taux de croissance. Sur la gauche de la coupe,
la croissance a été trés lente par rapport a celle qui s’est produite sur la droite, qui est le
coté de la déformation. Entre ces deux extrémes, les taux de croissance ont été intermédiaires.
Globalement, les anneaux de croissance sont proches de la forme circulaire, mais leur centre
s’est déplacé (ici vers la droite). La comparaison des Figures 2.8 et 2.13 prouvent que deux
coupes transversales peuvent avoir un aspect extérieur (défini par I’écorce) trés similaire et
une disposition interne des anneaux de croissance tres différente : c’est-a-dire que 1’on peut

atteindre le méme état avec plusieurs historiques de croissance différents.
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Figure 2.13. Exemple de coupe transversale d’un arbre déformé (Forest ef al., 2004).

Le phénoméne de récupération global est illustré par le schéma de la Figure 2.14, ou
I’on a choisi un arbre qui présente un plan de symétrie par souci de simplification. La Figure
2.14a montre deux étapes de croissance d’un arbre présentant une déformation, obtenues par
la méthode d’interpolation. La Figure 2.14b représente le méme arbre, mais avec une année de
croissance interpolée supplémentaire. Le comportement décrit sur la coupe transversale
précédente se retrouve : si I’on se place au niveau du plan d’étude de la Figure 2.14, nous
observons bien une croissance différentielle, favorisée du coté de la déformation. Si 1’on
¢tudie le phénomene globalement sur tout 1’arbre, on voit que tout I'intérieur de la zone
déformée est caractérisé¢ par des taux de croissance élevés. L hypothése biologique pour
expliquer cette récupération s’appuie sur I’hormone acide indole-3-acétique. Comme précisé
en introduction, cette hormone est produite principalement par I’apex principal de I’arbre et
s’écoule par le cambium jusqu’au racine. Cette hormone est, de plus, un promoteur de la
croissance radiale et son transport est sensible a ’action de la gravité. Dans les zones de
courbure de I’arbre, I’action de la gravité provoque une certaine déviation du flux d’auxine
par rapport a la direction longitudinale, ce qui permet certains transports latéraux vers la zone
déformée. La Figure 2.14 schématise cette hypothése. Deux lignes particulieres d’écoulement
de I’auxine sont représentées, celle qui passe du coté de ’attaque est renforcée dans la zone
courbe par I’apport de flux latéraux d’auxine. Au contraire, la ligne opposée est affaiblie au
niveau de la courbure par la perte d’auxine. Ainsi, selon cette hypothése, la zone courbe du
coté de D’attaque est plus fortement irriguée en auxine, ce qui explique son fort taux de
croissance radiale. On explique ainsi la croissance différentielle par une différence dans les
apports en auxine, la croissance différentielle étant le moteur de la récupération d’une forme
plus cylindrique. Les angles présents sur la figure permettent de visualiser I’amplitude de la

récupération dans la partie haute de la section du tronc.
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Plan d’étude

Accumulation
d’TAA

Figure 2.14. Le processus de récupération (Forest ef al., 2004).
(a) Interpolation de deux géométries annuelles d’un arbre. Les fléches représentent deux lignes de
transport de I’auxine.
(b) Interpolation de trois géométries annuelles.

En plus de cette récupération globale, s’opére une récupération locale au niveau de
I’attaque du parasite. Cette attaque produit une concavité au sein du cambium. Cette concavité
s’atténue au fil du temps par croissance radiale. Elle n’est pas aisément observable
expérimentalement, mais on peut 1’étudier par analogie avec la croissance locale d’un arbre
dont une branche a ¢été¢ ¢laguée. La section d’une branche provoque en effet une rupture
brutale dans la continuité tridimensionnelle du cambium. Le cambium récupére alors sa
continuité en formant une concavité liée a un retard local de croissance (di a 1’absence locale
de cambium) comme le montre la Figure 2.15a adaptée de Somerville (Somerville, 1980). Sur
cette figure, la section initiale est visible, puisqu’elle est repérée par la marque horizontale
quasiment tangente au dernier anneau de croissance continu en bas de la figure. Suite a cette
coupe, on observe que le cambium a cri, en convergeant dans I’espace laissé libre, jusqu’a se
cicatriser sous une forme concave. La concavité engendrée par 1’¢lagage d’une branche est
généralement beaucoup plus marquée que celle due a une attaque parasitaire. Son atténuation
complete nécessite en général plusieurs années et on peut alors 1’observer sur les anneaux de
croissance successifs. La Figure 2.15b est un exemple de ce processus, observé sur une des
coupes transversales issue de 1’étude expérimentale de Padilla. La premicre limite d’anneau
observable comprend une concavité importante. Le dernier anneau présente quant a lui une
forme quasiment cylindrique. Cette coupe transversale montre aussi deux étapes

intermédiaires du processus, qui témoignent de son caractere progressif.
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Certaines concavités analogues, également crées par élagage, se caractérisent au
contraire par une aggravation de leur intensité au cours du temps. La comparaison entre ces

deux types de comportement est discutée dans la section 4.2.2.

Figure 2.15. Elagage d’une branche

(a) Formation de la concavité (Somerville, 1980).
(b) Processus de récupération de la concavité (Forest et Demongeot, accepté).

Les arbres apparaissent ainsi comme de véritables mémoires du temps. Les
observations de leurs formes globales et de leurs coupes transversales ou longitudinales
fournissent des informations directes sur le climat et sur les événements de la vie de I’arbre

(attaque parasitaire, ¢lagage de branche,...).
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2.3 Etat de I’'art des modeles

Les thémes qui nous intéressent ont été, en général, peu étudiés par une approche de

modélisation mathématique. Nous détaillons ici les modeles existants concernant la croissance

radiale et le controle hormonal.

2.3.1 La croissance radiale

A notre connaissance, la seule véritable modélisation mathématique de croissance

radiale a été proposée en 2001 par Eric Kramer (Kramer, 2001). Le but premier de cette ¢tude

a été de mettre sous une forme mathématique un certain nombre d’hypotheses biologiques. La

loi de base du mod¢le est de considérer I’existence d’une relation de proportionnalité entre le

taux de production de xyléme 7, et la concentration d’IAA C . Cette loi a été extraite a partir

de données issues des travaux de Uggla ef al. (1998), dans le cas d’arbres de type Pinus

Sylvestris. La relation utilisée est :

La constante de proportionnalité %, est

appelée la sensitivité du cambium a I’'TAA.
Cette relation est utilisée pour modéliser la
croissance radiale, dans le cas spécifique
d’arbres théoriques possédant une symétrie
de révolution d’axe vertical. Dans ce
modele, de part sa faible épaisseur, le
cambium est représenté par une surface,
appelée « surface cambiale ». Cette surface
est définie par la relation donnant le rayon
R de la coupe de la surface en fonction de

I’altitude 2 et du temps ¢, c’est-a-dire

R(zt).

=kC
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Figure 2.16. Géométrie et notations utilisées
par Kramer, schémas adapté de (Kramer,
2001).



Selon la loi définie précédemment, 1’évolution du rayon au cours du temps est donnée par :

%—Jf(z,t):ﬂ (2,t) = kC(21t), C dépendant seulement de [Ialtitude, car I’apport

d’hormone en haut de 1’arbre est supposé uniforme en circonférence. De plus, le flux d’IAA

est considéré enticrement donné par un terme de transport et dirigé par le vecteur [, donnant
la direction longitudinale descendante (tangent a la surface et pointant selon la verticale

descendante). Selon ces hypotheses simplificatrices, le flux local d’auxine s’écrit
J=J(z,t)=vC(zt)], ot v est la vitesse de transport de I’hormone et C la
concentration d’auxine. Si on appelle finalement ®(z,¢) I’intensité du flux total d’hormone a

travers la section transversale prise a la hauteur z, on peut écrire une relation en terme de

croissance de I’aire A(z,t) de la section :

0A(z,t) K,
9B _ Kyt 22
(G0 _hgy 22)
Ceci s’obtient par : o4 _ Q(?TRQ) = 27TR8—R = 27REkC et ® = 27RJ = 27 RvC .
ot 0ot ot

De plus, comme dans ce modele le métabolisme local de I’'TAA est supposé négligeable
devant I’apport apical d’hormone, le flux & global ne dépend pas de la hauteur. Enfin, il ne
dépend plus du temps, si 1’on néglige les variations temporelles de 1’apport apical.
Finalement, on déduit de ce résultat qu’en premiére approximation, toutes les sections
transversales croissent uniformément en aire. Si on appelle AA la croissance annuelle en aire

des sections transversales et R, (2) le rayon de la section circulaire a ’année 7, on obtient en

terme de variation annuelle du profil du rayon de larbre : mR” (2) = R, (2) + nAA, soit :

nAA

™

R ()= ,|R} )+ (2.3)

En appliquant cette dynamique a un tronc présentant un profil perturbé (mais toujours
avec une symétrie de révolution d’axe vertical), Kramer montre que I’itération de ce
processus produit une atténuation des différentes portions non verticales du tronc. La Figure
2.17 montre un exemple d’itération de la loi (2.3), pour un arbre défini initialement par le

profil central. On observe bien une régularisation progressive du profil dans le temps.
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Figure 2.17. Croissance radiale par itération de la loi de Kramer (Kramer, 2001) (échelle en cm).

2.3.2 Modélisation du transport de I'auxine

La modélisation mathématique du transport de I’auxine remonte au moins a 1980 avec
le modele MGGM qui tient son nom de ses auteurs Mitchison en 1980 et Goldsmith,
Goldsmith et Martin en 1981 (Mitchison, 1980a ; Goldsmith et al., 1981). Cette premicre
proposition considere le transport d’auxine dans un milieu formé par un alignement vertical
de cellules cambiales fusiformes. Ce modele est unidimensionnel. Comme déja mentionné
précédemment, Kramer définit en 2001 la «surface cambiale » pour légitimer une
représentation superficielle du cambium au regard de sa faible épaisseur. En utilisant ce
concept, il formule, en 2002, un modele de transport d’auxine dans un plan local vertical

(Kramer, 2002).

Dans ces deux modeles, le flux J d’auxine, dont la concentration est notée C,
posséde deux termes, I’un pour la diffusion passive et I’autre pour le transport actif, selon la

forme :

J =—-DVC +vC% (2.4)

D est la matrice de diffusion et v est la vitesse du transport actif dans la direction donnée par
4. L’évolution dans le temps de la concentration d’auxine s’obtient ensuite par 1’équation de

la conservation de la masse :
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9C _ _y.j (2.5)
ot

Dans le cas du modele unidimensionnel, D est un simple coefficient et la direction du
transport est donnée par 1’alignement des cellules. Dans le modele a deux dimensions, la
direction du transport d’auxine est donnée par I’orientation des cellules cambiales fusiformes.
Quant a la diffusion, elle est considérée comme étant anisotrope. Puisque les membranes
cellulaires sont les principales barrieres a la diffusion des molécules d’auxine, la forme
allongée des cellules cambiales favorise la diffusion selon le grand d’axe des cellules, par
rapport aux directions transversales. Finalement, Kramer écrit I’équation bidimensionnelle

suivante :

oC 2\ - —\ —
20— v(vo-n(ve-@)i-p.(ve-w)) 29

en notant D, et D, les constantes de diffusion respectivement selon le grand axe u et selon

la direction perpendiculaire a ce grand axe, donnée par w, qui est le vecteur unitaire
directement perpendiculaire a u. La premicre constante de diffusion est supéricure a la
deuxiéme. Les valeurs de flux et de concentration utilisées dans cette équation représentent en
réalité les moyennes de ces quantités selon 1’épaisseur du cambium.

D’aprés cette formulation, le flux d’auxine dépend beaucoup de [’orientation des
cellules cambiales. Kramer utilise une seconde équation pour rendre compte de la dynamique

d’orientation de ces cellules. Dans un plan local vertical orienté par (Z,Z), les vecteurs
d’orientation 4 sont repérés par leur angle ¢ avec la direction Z : 4 = cos(¢)Z + sin (4)Z .
L’¢équation d’évolution de I’orientation des cellules cambiales s’écrit en fonction de ¢ :

9% _ _\NC-w+ KA 2.7)

ot
Cette équation prend en compte deux effets sur la variation de ’orientation dans le temps. Le

premier terme tient compte du fait que les cellules cambiales tendent a s’orienter

parallelement au flux d’auxine. ;& est une constante de proportionnalité positive pour cet
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effet. Le second terme inclut la tendance des cellules cambiales & s’orienter parallélement
entre elles : ce terme régularise localement les valeurs des angles. Il contient également une
constante de proportionnalité positive : K .

Le systeme d’équations {(2.6), (2.7)} a été simulé par son auteur pour étudier le
« grain pattern », c’est-a-dire les configurations d’orientation des cellules cambiales (lignes
droites, spirales,...), supposées correspondre directement a 1’orientation des fibres de 1’écorce.

L’étude porte ainsi sur @, et non pas sur la concentration d’auxine C .

2.3.3 Autres modeles

Nous évoquons ici certains modeles plus éloignés de notre propos.

Modéles mécaniques

La croissance des arbres a aussi été envisagée de maniere purement mécanique, pour
estimer la hauteur maximale que I’arbre peut atteindre. L’étude a été réalisée initialement par
J. von Karman et M.A. Biot en 1940, et a été reprise récemment par J.A. Adam (von Karman
et Biot, 1940 ; Adam, 2003). Le tronc est modélisé par une poutre homogene cylindrique
fixée au sol. Les auteurs étudient la stabilité¢ de 1’arbre en réponse a de petites perturbations
provoquant ’inclinaison du tronc. Ces perturbations sont par exemple provoquées par le vent.
La hauteur critique de I’arbre est alors exprimée en fonction de son rayon, de sa densité, de
son module d’Young (coefficient d’élasticité) et de la gravité. Des hauteurs critiques réalistes

sont alors calculées pour certaines especes.

L-systems, grammaires et architecture végétale

Les «L-systems» sont un formalisme mathématique proposé par Aristide
Lindenmayer en 1968 (Lindenmayer, 1968). Il s’agit d’une théorie pour la biologie du
développement. Les développements biologiques sont représentés selon des lois de répétition
de symboles, a la mani¢re d’une grammaire définissant les régles de syntaxe d’un langage
informatique. Ces systémes ont trouvé des applications en génération de fractales et en
modélisation des plantes (Prusinkiewicz et Lindenmayer, 1990). Ils sont utilisés pour
représenter ’architecture tridimensionnelle d’un arbre ou d’une plante en étudiant les

ramifications. La plante sera, par exemple, décrite initialement par un trait vertical «|»
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symbolisant sa tige. L’évolution s’opére par ’application de régles de transformation du

type : « le trait vertical croit et se ramifie ».

regle

v

Figure 2.18. Exemple de régle pour un L-system.

En itérant successivement cette reégle sur tous les nouveaux traits verticaux, on engendre une
ramification et donc une allure d’arbre. Il est possible d’obtenir graphiquement de trés belles
architectures végétales, en complexifiant ce genre de grammaire. Les L-systems confortent
ainsi 1’idée que ces processus de morphogenese mettent en ceuvre des procédures répétitives,
souvent récursives. Le lien entre morphogenese végétale et les L-systems est principalement
une ressemblance. Comme pour les paysages engendrés par des fractales, la ressemblance
avec la réalité est excellente mais cela ne signifie nullement que les régles de description des
L-systems utilisent des lois locales réelles de morphogenése végétale. Par contre, comme dans
tout systeme complexe, les régles locales se traduisent par des comportements globaux faisant
I’objet de régles globales traduisant le comportement macroscopique réel. Ce sont ces regles
globales phénoménologiques qui sont prises en compte a travers les régles formelles des L-
systems.

Le formalisme des grammaires a aussi €té utilis¢é pour mimer les configurations
végétales a 1’échelle cellulaires, par des regles fournissant la disposition des murs cellulaires
dans I’espace (Liick et Liick, 1985). Il a aussi été repris pour étudier la répétition de certaines
configurations cellulaires au sein du phloeme (Barlow et Liick, 2004).

On peut, en outre, se référer aux travaux de P. de Reffye pour des modeles
d’architectures végétales (de Reffye, 1988 et 1998), fondés sur des €quations globales qui

calculent I’augmentation en biomasse de chaque organe, la surface des feuilles,...

Modélisation de la dominance apicale
L’étude de la dominance apicale a notamment été abordée par Thellier et Demongeot
(Demongeot et al., 2000 ; Thellier et al., 2000 et 2004). Ces travaux ont permis de modéliser

la dominance de I’apex par la signalisation de 1’auxine sous forme d’une formulation logique
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discréte simple, permettant aussi d’étudier les conditions de démarrage de la croissance des

bourgeons latéraux.

Modélisation de la formation des patterns de veines dans les feuilles

Une autre application de la modélisation du transport d’auxine consiste a expliquer la
formation des veines des feuilles. Sachs a proposé en 1981 que les veines se développaient en
conséquence de la canalisation de ’auxine : la capacité de transport de certaines cellules
augmente, ce qui crée progressivement des directions privilégiées de flux (Sachs, 1981). Ces
anisotropies peuvent se stabiliser sous forme de veines. Plusieurs travaux s’intéressent a cette
thématique, parmi lesquels (Mitchison, 1980b et 1981), (Markus et al., 1999) et (Rolland-
Lagan et al., 2004).

Phyllotaxie

On terminera en rappelant qu’Alan Turing s’est intéressé a la phyllotaxie des plantes,
c’est-a-dire au probléme de la disposition successive des différentes feuilles le long d’une
tige. Il n’a cependant pas terminé I’article qu’il rédigeait sur I’application de sa théorie de la

réaction-diffusion a ce théme.
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3 MODELISATION

« Le probleme de I’intégration des mécanismes locaux en une structure globale
est le probléme central de la biologie ; celui de la morphogeneése, a nos yeux,

c’est I’objet méme de la biologie théorique ».

René Thom (Thom, 1980)
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Le but de ce travail est de modéliser la croissance radiale secondaire, a 1’échelle
cellulaire, dans une coupe transversale en deux dimensions. Nous étudions, pour cela,
comment le comportement local de chaque cellule s’intégre de maniére cohérente dans le
mouvement global de morphogenése. Le cambium est considéré comme étant une collection
de cellules cambiales, toutes munies d’une méme loi de comportement qui modélise I’activité
cellulaire (croissance, division, ¢limination). Le taux de croissance des cellules est calculé en
proportion de la concentration d’IAA, elle-méme déduite d’une modélisation continue de
diffusion-transport. L’enjeu de ce travail n’est pas de prédire la croissance de manicre
quantitative, car cela nécessiterait la connaissance et la prise en compte de toutes les données
du milieu extérieur (température, lumiére, sol,...). La « quantité » de croissance sera toujours
considérée comme une donnée connue et nos modeles s’intéresseront a la prédiction

qualitative de la répartition des aires ou des volumes de croissance.
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3.1 Modele discret de prolifération cellulaire
3.1.1 Hypothéses du modele

Notre modélisation s’appuie sur plusieurs hypothéses simplificatrices, permettant
d’alléger le colit de calcul du modéle, tout en conservant les principales caractéristiques

biologiques du systéme.

Hypothéses sur la croissance radiale

La croissance radiale secondaire est considérée comme réduite a la xylogénese, ¢’est-a-dire au
processus de formation du xyléme. En d’autres termes, on ne considere pas la production de
phloéme : les divisions périclinales produiront donc forcément de futures cellules du xyléme.
Dans le cas du Pinus radiata, cette hypothese se justifie, puisque la couche de phloéme est
extrémement fine par rapport a celle du xyléme. Le but est de simuler les principales
caractéristiques de cette morphogenése. Le modele intégre donc seulement les composantes
majeures de I’activité cellulaire : la croissance, la division et I’¢limination. On néglige aussi la
possibilité de formation de bois de compression. Nous ne prenons pas non plus en compte la
possibilit¢ d’insertion de nouvelles cellules, dans la coupe transversale considérée, par

croissance en ¢longation dans le sens vertical de cellules appartenant a des coupes inférieures.

Hypothéses sur les cellules cambiales

Le cambium est réduit a une seule couche de cellules initiales fusiformes, qui peuvent se
diviser de maniére anticlinale ou périclinale. On néglige le type de cellules initiales de rayons,
puisqu’elles sont moins fréquentes. Les cellules cambiales sont aussi supposées
incompressibles, c’est-a-dire qu’en 1’absence de croissance, elles ne changent pas de taille. En
premicre approximation, nous supposons aussi que les sections transversales des cellules

cambiales sont quadrilatérales.

Hypothéses sur les cellules du xyleme
Les cellules du xyléme sont supposées incompressibles et indéformables, puisqu’elles sont
caractérisées par un mur cellulaire épais. Les cellules modélisées sont, soit de type xyléme

(mature), soit de type cambial. Les processus de différenciation progressive entre cambium et
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xyléme ne sont pas pris en compte. Les cellules filles issues d’une division périclinale dans le
cambium, produites du coté du xyléme, intégrent directement le xyléme.

Un systéme plus primitif, comme Coleochaete orbicularis, fournit un exemple d’organisme
plus simple qui posséde un cambium unisérié¢ et qui produit des cellules uniquement vers

I’intérieur (Barlow et al., 2002).

3.1.2 Définition et représentation du modeéle

Le mode¢le de prolifération cellulaire présenté dans la suite est un systéme dynamique
discret complexe. On essaie, dans cette partie, de le décrire le plus précisément possible. Le
cambium est défini en deux dimensions par un automate cellulaire « généralisé » I', composé

de N cellules X,. On peut aussi parler de systéme multi-agents. Chaque cellule représente
une cellule cambiale initiale fusiforme considérée en coupe transversale. Comme énoncé dans
les hypothéses, chaque cellule est définie par un quadrilatére. L’état d’une cellule X, est
donné par I’ensemble de ses quatre sommets {4, B,,C,,D,} € R® et I’état du cambium par
I'={X,/i€[l,...,N]}. [1,...,N] désigne les entiers compris entre 1 et N . On s’intéresse a

I’évolution du cambium au cours du temps discrétisé ¢. Les états successifs du cambium sont

donc définis par :

r'(0)
F)y={X,(t)/ie[L,.. N} e R*™" VteN

La trajectoire du cambium dépend de la situation initiale et des lois qui régissent
I’évolution des cellules cambiales. Une transition entre I'(¢) et I'(¢ +1) est ainsi, grice a
cette formulation, le résultat de ’intégration des transitions de chaque cellule cambiale X,.
Ces transitions sur les cellules sont réalisées dans une séquence aléatoire (mise a jour
asynchrone aléatoire). Le parcours aléatoire permet de s’affranchir du biais causé, au niveau

des résultats, par la répétition d’un parcours séquentiel déterminé. Le xyléme est décrit par

I’ensemble W (t) de ses M (t) cellules.
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Phloéme

Xyleme W

Figure 3.1. Ordre de numérotation des éléments du modéele.

La Figure 3.1 montre I'ordre de numérotation des éléments du modéle. Chaque cellule

cambiale X, est entourée par ses deux cellules voisines dans le cambium X, , et X, . Le

sens de numérotation des cellules est le sens trigonométrique. Nous utilisons toujours une
notation torique pour le voisinage, c’est a dire que les cellules numérotées premicre et

derniére dans le cambium sont voisines.

Le coté extérieur de chaque cellule est donné par le segment [C’i,Di] et le coté
intérieur par [AZ.,Bl.]. Les cellules du xyléme sont repérées de la méme maniere par leurs

points A, B, C' et D et sont numérotées par ordre d’arrivée dans le xyléme.

Chaque transition du cambium, du temps ¢ au temps ¢ + 1, est déterminée par :

son état courant ¢ : I'(t) € R¥,
- D’état courant du xyléme : W (t) € R*M",
- la fonction de répartition de croissance notée f, :[0,1] — R.

- les valeurs d’un ensemble de paramétres, relatifs a la structure cambiale au temps ¢ :

T, (t), 75 (), 7, (t),k(t) et ala croissance totale en aire du cambium entre ¢ et ¢t +1
: AA(t). Onnote 7(t) = (7, (t), 7, (¢), 7, (t),k(t),AA(t)) € R”.
- le nombre de cellule cambiale au temps ¢ : N (t) € N.

- T’ordre de parcours des N (t) cellules au temps ¢ : oc (N (t)) € [1,..., N (t)]"".
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La fonction de répartition de croissance f permet de calculer pour chaque cellule, sa
croissance en aire entre les temps ¢ et ¢+ 1. Elle est définie sur I’intervalle [0,1] puisque,
nous le verrons dans la suite, elle s’applique & une variable définie comme une abscisse
curviligne normalisée. oc fournit I’ordre de parcours aléatoire des NN (¢) cellules cambiales.

oc(N(t) = (Ucl,acw...,acN(t)) ,avec Vi = j, oc, = oc;. La transition calcule également le

nombre de cellules cambiales au pas de temps suivant N (£ +1). La transition globale du
systéme {xyléme, cambium} entre ¢ et ¢+ 1 s’obtient par 1’application de la transition

globale )" :
(T(t+1),W(t+1),N(t+1)) =S (T ), W(t), f,7(t),0¢(N(t),N (1) (3.1)
Nous détaillons maintenant I’expression de transition globale /"',

3.1.3 Expression des regles de transition

La transition globale est définie comme étant la composition des opérateurs de
transitions partielles simulant les comportements cellulaires que 1’on a pris en compte. On
considere que la dynamique de développement du cambium dépend de lois d’évolution
fondées sur la croissance cellulaire et de 1’occurrence possible de certains événements dans la
vie des cellules.

La premiere loi d’évolution s’appuie sur une fonction de transition affectée a la
croissance des cellules cambiales ¢/ ™' . La seconde loi d’évolution est une transition liée a la

t+1

propriété de maintien de la forme des cellules cambiales Jm,

. Les événements qui
ponctuent la vie des cellules sont la division (mitose), prise en compte par la transition Sd; "'

yqe . . . ., . .. F4-1 .
et 1’élimination du cambium, associée a la transition e/ ™. Seules ces deux derniéres

transitions peuvent affecter le xyléme, en lui ajoutant de nouvelles cellules : ce dernier reste

t+1
t

t+1

par contre invariant par les transformations ¢, et Sm,”, qui ne concernent que le

cambium. La transition globale s’écrit comme une composition des transitions partielles :

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
VieN, §i7 =3d," oSe " oQm, " 0" (3.2)
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Pour généraliser les notations par la suite, nous désignons par z une lettre de
’alphabet {c,m,e,d}. Sz,*' désigne ainsi I’'une des transitions partielles parmi les quatre
existantes. {z —1} est la lettre qui précéde z dans I’alphabet {c,m,e,d}. Par exemple, si
z=-e,{r—1} =m. {c—1} indexe I’état au temps ¢ . Ces notations permettent de se référer
de maniére précise aux états intermédiaires des composants du systéme entre deux pas de
temps. Ainsi, N {x —1}(¢) représente le nombre de cellules cambiales a la fin de la transition
partielle 3{z —1}\"", et en particulier, N{c—1}(t)= N(t). De méme, T {z —1}(t) et
W{x—1}(t) sont les états du cambium et du xyléme aprés la transition particlle

S{r -1}

t+1

Les transition partielles Sz,

sont elles-mémes des compositions de transitions

locales %xf}:l dites centrées en k; on applique autant de transitions locales qu’il y a de

t+1

cellules dans le cambium apres la transition S{z -1},

ox(N{z—1}(t)) = (U$170I2,~~7UxN{x_l}a)) désigne 1’ordre d’application des transitions

locales pour chaque transition partielle 3z/™'. Cet ordre est calculé a partir du vecteur

oc(N (t)) définit au temps ¢ et des résultats des transitions partielles précédentes. Ce vecteur

d’ordre de parcours doit étre redéfini lorsque le nombre de cellules cambiales varie suite a
I’application d’une transition. Ainsi, om = oc puisque la croissance ne modifie pas le
nombre de cellules dans le cambium et, de méme, oe = om . Par contre, I’application de la
transition partielle d’élimination peut affecter le nombre de cellules cambiales. Le vecteur
représentant cet ordre doit alors étre remis a jour pour maintenir le méme ordre de parcours

des cellules cambiales. L’expression de ax(N {z — 1}(75)) permet d’écrire d’une manicre
générale la décomposition de chaque transition partielle en transitions locales :

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
VteN, Sz, = Qx| oSzt 0.0z, 0.0zt (3.3)

SOTN (2 1)(t) LOTN (2 13(1)-1 t,ow;

Détaillons a présent les notations successives pour les structures du cambium et du

xyléme au cours des itérations, pour pouvoir définir précisément les transitions locales par la

suite. Initialement, la premicre transition de type %xfjl qui s’applique est Scf! . Elle

t,oc

s’applique a la structure (I'(¢), W (¢), f;,7(t),0c(N (t)),N (t)) définie au temps ¢. Iz, et
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Wz, sont les états du cambium et du xyleéme aprés les j premieres itérations (au sens de
lordre fixé par ox) de type z € {¢,m,e,d} (cela aprés les itérations correspondant aux
transitions partielles antérieures a ). On devrait, pour étre plus précis, les noter I'z, (7) et
Wz, (1) pour les indexer par le temps global. Cette indexation sera souvent omise par la suite,

s’il n’y a pas de confusion possible, pour alléger les notations.

En omettant les dépendances en temps des éléments et la dépendance des ox selon le nombre

de cellules cambiales, les états intermédiaires des structures cellulaires sont définis au cours

des transitions 3!} par :

Pour j =1, (C¢,We, f,7,0¢,N) =S¢, (F (t),W(t),ﬁ,T(t),ac(N(t)),N(t))

t,oc

Vj €[2.N], (Te;,We,, f,m,0¢,N) =S¢ (T,

t,oc; -1 Wcj—lﬁ f7 T, 067 N)
On applique ensuite la loi liée a la propriété de maintien :

Pour j=1, (T'm,,Wm,, f,7,om,N)=Sm/: (Tcy,Wey, f,7,0¢,N)

t,oc;

Vj € 2.N], (Tm, Wm,, f,7,om,N)=Sm., (Tm,_ . Wm,_,,f7,omN)

t,om; j—17 7

En ce qui concerne 1’élimination cellulaire et la division, on prend en compte la variation
possible du nombre de cellules au cours des itérations, ce qui nécessite, a chaque itération, de

considérer la possibilité¢ d’une remise a jour de oe et od :

Pour j =1, (Pel,Wel,f, T, ael,Nel) = Qe (Tmy,Wmy, f,7,0m,N)

t,om

Vj€[2.N], (Te,We

J _ Cxpttl j—1
s f, T oe ,Nej) = e (Fej_l,Wej_l,f, T,0€ ,Nej_1>

-eme

ot ox désigne la i composante du vecteur ox" des permutations correspondant a la k™

itération de x .

Pour j =1, (I‘dl,Wdl,f, T, O'dl,Ndl) =3d, (FeN,WeN,f, T, creN,NeN)
Soit ¢ = Ney —1,

Vj€2.q), (Td,Wd,frod Nd)=Sd",  (Td_ ,Wd_, frod" Nd_)

tod™! J
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Et finalement : (I'(t +1),W (t +1),N (t + 1)) = ('}, (I'd,Wd,, f,7,0d", Nd,)

q
Lﬂadqul

soit I'(t +1) = T'dy, , W(t+1)=Wd,, et N(t+1)= Nd,, .

Nous notons de plus pour z € {c,m}, Vke[l,..,N], Nx,=N et oz' =0z, et

M{z—1}(t), siz=c W{z—1}(t), siz=c
b, (t) = '), siz=c Wy () = Wi(t), siz=c ’

N{z—1}(t), siz=c , o(N{z—1})(t), siz=c
e, (8) = N@),siz=c o0 ()= oc(N (1), siz=c '

Ceci permet d’exprimer d’une manicre générale toutes les transitions locales sous la forme :

(F:L“j,ij,f, 7,00, lei) %xf;j,l (ijfl,ijfl,f, T, gg;jfl,ijfJ (34)

Dans les transitions locales, nous ne considérons que des voisinages d’ordre 1 au sein

du cambium, c’est-a-dire que 1’application d’une transition locale, centrée sur une cellule X,

ne pourra affecter que X, ,, X, et X, ,. Notons X/ (t) I’état de la k™ cellule aprés j

+1°
XNy, siz=ec

itérations de type x, a I’instant ¢, avec X" (t) = )
X, (1), siz=c

['z; est alors définie par : 'z, = (Xf”j,...,X,f"j,...,X}f,i )
Sionnote k = ax]]f -, ['z; peut €tre défini plus précisément en considérant la propriété :

. z,7—1 z,j—1 ox . t+1 z,j—1 z,7—1 z,7—1 (k) z,7—1 z,7—1

Tz, _(X1 ooy X S (X, X, X Dl W for) X XN)
(3.5)

t+1

La formule précédente défini I’application Sz,

, appelée transition générique de type
x, qui dépend a priori de I’état de la cellule centrale, de ses voisines dans le cambium et de
I’état des autres cellules du cambium, en notant : Iz, =Tz, \ {X/4", X", X[/ '}, Ces

cellules peuvent servir a définir 1’état futur de la cellule centrale et de ses voisines, mais

80



restent invariantes par cette transition. 3z;"' dépend aussi a priori de I’état précédent du

xyléme, de la fonction de répartition et des constantes 7. Par contre, Sz "'

n’est pas indexée
par la numérotation des cellules, puisqu’on affecte les mémes lois de comportement a toutes
les cellules. Une cellule du cambium et son voisinage dans le cambium évoluent ainsi selon la

loi:

(X, X0, X ) = Sl (X0, X0 X Tl W, for ) (3.6)

Avec des notations simplifiées, on retient qu’une cellule centrale X, et ses voisines évoluent
selon :

(X7, X0, X0, ) =S (X, X, X, T2 Wa, f,7) (3.7)

E+12

L’annotation + permet de distinguer 1’état des cellules aprés la transition z de 1’état des
cellules avant la transition. On a aussi omis, pour simplifier les formules, 1’indexation en
temps de la transition. L’état correspondant du xyléme avant la transition est simplement noté
Wz . Les transitions génériques Sz dépendent a priori du xyléme, mais ne le modifient pas :
elles n’agissent que sur le cambium. Le xyléme peut par contre €tre modifié au niveau des

transitions locales correspondantes Sz;'. Dans 1’équation (3.7), on a noté tous les arguments

possibles de la fonction S, pour pouvoir généraliser les notations. Les transitions Sc, Sm,
Se et Id utilisent en fait chacune seulement un sous-ensemble de ces arguments et non la

totalité. Ainsi, par exemple, la transition Sc est la seule a utiliser la fonction de répartition f .

Cette formalisation permet d’individualiser chaque cellule cambiale, conformément a
nos objectifs. Nous allons détailler, dans la partie suivante, les choix réalisés pour les
transitions Sz, en utilisant les notations simplifiées. Les transitions génériques formalisent
les regles de comportements uniformes que 1’on assigne aux cellules. On distingue deux
classes pour ces lois, premieérement celles qui sont liées a un phénomene plutdt continu, dont
elles sont une discrétisation. Ce sont les lois d’évolution qui concernent la croissance en aire
des cellules. Une premiére loi dicte de combien croit la cellule pendant I’intervalle de temps
dt et donne une premicre répartition de la surface de croissance, tandis que la deuxiéme peut

opérer un léger remaniement de cette répartition. L’autre classe concerne des lois
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(événementielles) liées a D’intervention d’événements davantage ponctuels, la division

cellulaire ou I’élimination d’une cellule du cambium.

3.1.3.1 Lois d’évolution

3.1.3.1.1 La loi de croissance en aire Sc

La croissance totale en aire du cambium entre ¢ et ¢+ 1 s’opére par la transition
partielle S¢/™', qui transcrit a I’échelle cellulaire la loi de croissance de Kramer (équation
(2.1)). Cette transition est la conséquence de 1’application de N (¢) transitions locales Sc.
Nous décrivons ici comment est construite cette transition ¢ 4 partir notamment de la
donnée de la fonction unidimensionnelle de répartition de croissance f,. Cette fonction est

définie par la répartition de la concentration (plus précisément de la moyenne radiale de cette
concentration) de I’hormone acide indole-3-acétique sur la coupe transversale considérée. La
partie 3.2 présente la modélisation, fondée sur le transport de I’hormone, qui permet de
calculer ces répartitions. La fonction de répartition f est interprétée en un vecteur de
croissance, qui contient les taux de croissance en aire de chaque cellule cambiale entre ¢ et
t +1. Comme énoncé dans la partie 2 (section 2.1.3.2), la valeur maximale de la répartition
d’auxine dans la direction radiale est plus proche du phloéme que du xyléme. Pour chaque

cellule cambiale X,, [C,D,] représente le c6té proche du phloéme. Les répartitions de
croissance sont alors calculées relativement a ce coté. Ainsi, la fonction f s’applique a la

variable s(t), qui est I’abscisse curviligne normalisée parcourant les cotés extérieurs des

N(t)
cellules (c’est-a-dire la ligne brisée U [C’i (t),D, (t)]) dans le sens trigonométrique, depuis

i=1
I’origine choisie en C| ().

Nous noterons p, (t) le périmetre utile de la cellule, défini par la longueur du coté
extérieur [C,,D,]: p,(t) = HC’T; (t)D, (t)H .Nous noterons également P (t) le périmeétre

extérieur du cambium, qui vaut la somme des périmétres extérieurs de toutes les cellules

cambiales, soit :

N(1)
P(t) = Zpi (t) (3.8)

82



Le vecteur de croissance est déterminé a chaque pas de temps, a partir de la fonction de

répartition, par I’équation :

f (s)ds]

. o 2 (1), D;(1)]
Vie(l,..,N(@®)], G (t) = o0 AA(t) (3.9)

ou AA(t) est la croissance totale en aire du cambium entre ¢ et ¢+1 (cinquiéme

composante de 7). On remarque que les valeurs des composantes G, (t) dépendent aussi

\

directement de 1’¢tat de la structure cambiale I'(f) au temps considéré, a travers la
distribution des points C; et D, Cette équation (3.9) signifie que la croissance de chaque
cellule cambiale est calculée comme une fraction de 1’aire de croissance totale,
proportionnellement a la fonction de répartition.

L’aire d’une cellule cambiale X, est notée A, . Elle est donnée par la formule de 1’aire
d’un quadrilatére non croisé :

Viell,.,N@®)], A, :%HEA%H (3.10)

La dynamique de croissance opere sur les aires des cellules : ’aire d’une cellule X,

aprés la transition Sc, est égale & A = A, +G,. Nous devons ensuite déterminer la

répartition spatiale de cette aire de croissance. Dans de nombreux systémes biologiques, la
croissance s’effectue dans la direction des moindres contraintes. Dans le cas présent, les
contraintes sont importantes sur le bord interne des cellules, puisqu’elles sont en contact avec
le tissu épais et rigide du xyléme. Au contraire, du coté externe, elles sont beaucoup moins
contraintes, puisqu’elles sont en contact avec le tissu du phloéme. Sur les bords latéraux, les
contraintes sont importantes, mais les cellules voisines du cambium sont déformables.

Les observations microscopiques de coupe transversale de Pinus radiata montrent une
organisation des cellules du xyléme en file radiale (Harris, 1991b ; Zimmermann et Brown,
1971). Ceci confirme que la croissance a principalement lieu vers I’extérieur. Dans notre cas,

pour implémenter cette croissance principalement vers 1’extérieur, on la réalise selon les
vecteurs latéraux des cellules: AC, et B,D,. Cela signifie que les nouveaux points

définissant la cellule aprés croissance sont placés sur les droites (A,C,) et (B.D,). On parle

de direction principale de croissance. La deuxiéme composante de la loi de croissance 3m,
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peut redistribuer légeérement la croissance en aire donnée par la premiere composante de

croissance ¢ . Finalement, on définit la cellule X" = {A7,B},C/, D]}, résultat de ’action

de la transition ¢ sur X, = {A,B,C,,D,} comme solution du systéme d’équations (3.11)

suivant :

B' =B,

Al = A +G,

co = £5(C)) + 7(s(0D)) 5

HCC | = D.D:; 3.11
loe f(s(Di)>+f(s<CDi))‘ o ey

—_—

3kl >0, CCT = KAC,

K3 3

—_—

k2 >0, DD’ = k*BD,

le quadrilatere C,C;'D; D, est non-croisé

ou le point CD;, est le milieu du segment [C,, D, ].

Les deux dernieres équations de ce systeme imposent la croissance selon les vecteurs
latéraux ; les constantes k' et k’ sont prises positives, puisque la croissance se réalise

forcément vers I’extérieur de la cellule. Les deux premiéres équations imposent que le coté
basal des cellules reste fixe pendant la transformation, ceci puisque la croissance ne peut
s’effectuer en direction du xyléme. La troisiéme équation impose une croissance en aire

d’intensité G,. La quatriéme équation traduit que 1’augmentation en longueur de chaque
segment latéral est proportionnelle a la moyenne de la fonction f sur le demi-coté utile

correspondant, ¢’est-a-dire [C,,CD,| pour C, et [CD,, D,] pour D,.

Sce est donc définie par :

(X, X", X)) =Se(X_, X, X_,,Tc"We,f,7) = (X_,.{A4,B.C, D/}, X,,,)

i+19

84



Analyse du probléme (3.11)

Nous devons montrer que le probleme (3.11) définit de mani¢re unique un nouveau
quadrilatére, a partir d’une configuration géométrique de départ donnée. Le probléme se

réécrit, sans préciser I’indice de la cellule, sous la forme :

AT =A

B*=B
AT=A+G
{lec™] = f(s(C) +f (Sigg;; o5

f(s(D))+ f(s
k' >0, CC* =k'AC
3k* >0, DD* = k*BD

le quadrilatére CC*D*D est non-croisé

On utilise les notations suivantes : Ty = HW , T, = HW ,
= f(s(C))+f(s(CD)) >0, aC:<CTD',CTA)>O, aD:(m,m)>0 et
f(s(D))+ f(s(CD))

o= (R,@) Comme précédemment : p = “@“ .

Remarque : a + o, +a, = 7.

Le nouveau quadrilatére, solution du systéme d’équation, est A*C*D*B" . Pour déterminer

quatre points dans I’espace a deux dimensions, on doit déterminer 8 inconnues. Les deux

premiéres conditions (A* = A) et (B" = B) assurent que le cot¢ basal du quadrilatere reste

inchangg : le probléme se résout alors a la détermination de 4 inconnues.

On doit montrer que les points C™ et D existent et sont uniques.
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Figure 3.2. Notations pour le probléme (3.11).

Représentation d’une géométrie avec o > 0 et d’une autre avec o < 0.

Si C* et D" sont solutions, I’équation en aire fournit : A* — A = aire(CC*D'D) =G . La

condition de non-croisement du quadrilatére permet d’exprimer son aire par :

det (W , ﬁ)
2

=G>0.

Soit det(C—Zj +DDY.07C + C_D') Y

d"oi det(CD,C"C )+ det(DD,C7C| + det(DD",CD| = 2G

soit pr.sina, + r.x,sino 4+ prysina, = 2G

d’aprés I’équation aux normes, 7, = 1z, , d’ou prr sina, + rr,sina + prpsina, = 2G
et z,, est ainsi solution du trindme : z7, (rsina) + z, (prsina, + psina, ) —2G =0

Nous normalisons par p pour étudier les variables y, =~ et y, = —<.
p

Le probléme (3.11) se résume alors a 1’étude du trindme :

2G

yp (rsine) + y,, (rsina, + sinay, ) — —-.
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. . . 2G
Si a = 0, la solution est simplement : y, = — — -
p° rsinag, + sinaoy,

2G
Dans ce cas, o, +a;, =7 etdonc: z,, = — .
psina,, (14 7)
: . ) G :
Si la croissance est laméme en C' et D,ona r =1 et £, = ——— et ’on retrouve

psinay,

la formule de I’aire d’un parallélogramme.

. S A . _ 2 8Gr .
Si = 0, le discriminant du trindme est : d = (rsina, + sinc,) + —5sina

2.1 Si > 0, alors d > 0 et les racines sont :

—TSina, — sina, —~d —rsina, — sinoy, +d
Yp1 = ; et yp, =
2rsino

2rsino
or Vd > (rsina, + sina,)), donc y,, <0 et y,, > 0.

Y5, est donc I’'unique solution du probleme.

22 Sia<0,d=(rsinog + sm%f — L sinlal.

2

) (rsinac + sinqy, )2

On a une solution, seulementsi: d >0 G < g, =p

8rsin|al
221 Sid=0.
L’unique solution est :
—rsina, — Sino rsinQ, + sina
yD — C D — C D > O

2rsino 2rsin ol

222 Sid>0.

Les solutions sont :

—Tsino, — Sinc;, — Jd _rsinag, + sinay, + Jd <0

Ypi1 = ; 5
’ 2rsino 2rsin ol

—rsina, — stnag, ++d  rsino, + sinog, —Nd

et yp, = >0

2rsino 2rsin|al

comme Vd < rsinag +sinag,, y,, > 0.
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Nous avons montré ainsi directement que le probléme admet une unique solution dans

presque tous les cas ; il reste a traiter le cas 2.2.2.

Dans ce cas, comme o < 0, on peut définir le point I comme étant I’intersection des droites
(AC) et (BD): I=(AC)N(BD). On note z :HE’H et z), = HEH et les valeurs

l l

correspondantes 3., = ~< et y,, = ~2. Ainsi, si ces valeurs limites sont franchies par y,, et

p

Yp , le quadrilatére résultant sera croisé.

Nous allons montrer 1’existence et 1’unicité de la solution, dans le cas 2.2.2, en montrant que :

Yor = ylc Yoo < ylc

, etque, par contre

Yo1 > Yp Ypo < ng
I =D+zyu,, =C+a.u,,,dou z)u,, —z.u,, =C—D=DC.
Si on multiplie cette relation vectoriellement a gauche par w,,, on obtient

), sina = psin (—ay ), ce qui permet d’exprimer les valeurs limites :

sino sino
ol = L8 op g T
sin ol sinlol
. . ., . sino sino
De méme, en multipliant par %,, on obtient : z,, = p_—D et y, = —2.
sinlal sinlal

Ainsi, y,, = rSinQ + sinay, +d _ %_’_ s1no, n Jd o @_i_y_lc_’_i

2rsin|al 2 2rsinlal - 2rsin|al 2 2r  2rsinl|al

! !
. 1 2 Gr
soit : y,, = y—D+y—i+§\/(r% +ye) —

2 2 p’sinlal
Ety,, = rSIno, + sino, —Jd - @_'_ sinoy, Jd
v2 2rsin ol 2 2rsinlal  2rsinlal
l 1
) Yp . Yo 1 } 2 8Gr
soit ==+ —— ry, + _
¥pa 2 2r  2r \/( ¥ yc) psin|al

! !
ry yho 1 ) \2 8Gr
De plus, Yor = TYpa :717 704_5\/(7“%—#%) _m
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l

1
Ty Yo 1 , L \2 8Gr
et Yoo = TYpy =0T —5\/(% + ) = anial”

Pour que le quadrilatére ne soit pas crois¢, G doit étre strictement majoré par 1’aire du

triangle /CD (derniére condition du probléme (3.11)), soit :

6 < Aire(10D) = 2|0 D]sintor = Lyt sinial =

—8Gr
donc ——— > —4rypy. .
psinl|al

Soit V@ > (1 +5b) —4ryhs = |ro ol

l l l [
Donc ., >W7D+%+%\T@/£ —yo| et yp, >%+g—i+%\ryé — e
[ l [ l
Si ry, >y, alors yC$1>%—|—& Do _Jo —pyl 5 oL
2 2 2 2
Yo Yo Yp _ Yo _
et yD,1>?+;+?_;:yD
l l l l
Si ry), <., alors ya1>ry—D+&—7ny—D+y—C:le

2 2 2 2

1 l l 1 1
Yo |, Yo Yp | Yo Yo I

et D e B
I WIS

1 1
: T
Si fryg =Y., alors y., > % + % = ylc

1 1 1 1
Yo |, Yo Yp | TYp !
et >Z0 4 J¢ _ID 4 "I
Ypr =Ty Ty Ty Ty T

Donc la solution (ym,ym) ne satisfait pas au probléeme, puisque, dans tous les cas:

!
Yo1 > Yo

;-
Yo1 > Yp

l l
- . . . 1 TYp — Y
En ré-utilisant la méme minoration /d > ‘ryg —y.|, on obtient que : —5\/3 < —M
o Yo Ly oo Yp Yo Ly
et: < ——=+=—=—=1Y, — et <—=+4+=—=——\1Y, — .
Yoa <55 2\ Yo — Ye| et yp, o 27~‘ Y — Yo
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l l l l
Si ryi, > 9., alors <o Yo T Yo _
Yp = Yo Yoo 9 9 5 9 Yo

l ! ! ! l
Yp , Yo Yp | Yo Yo !
et <L g S0 ZD oy S0 o 20 o
Ir STy Ty Ty Ty T T

l

Yp , Yo T _ Yo

Si ryl, <y, alors  y,, <22 4 L=yl <yl
' 2 2 2 2
Yo Yo Yo Yo
et <o Yoy Ip Yo _
Y2 STy T Ty T T
1 1
Siryg = yé, alors Yoo < T‘%) +y70 = ylc
Yp | Ve
et <D 20—y
Yp.o 5 o) Yp
Yoo < Yo

On montre ainsi que : et donc, dans le cas 2.2.2, la solution existe aussi et est

Ypo < yj)

unique (sous réserve que G, qui est une donnée du probléme, satisfasse G < ¢, et G < g,).

Revenons sur les conditions ¢, et g, sur G .

, (rsinag + sinay, )2 P’

2
= = ——sinlal(ry}, + v,
h=r 8rsinlal 8r ( Yo yC)
P I e P P ! 12 11
et g, — g, ngmlal(ryp + 1Y) =5 Yoy sinlal ngmlal((% + ) —47’%%)-

2
Finalement, g, — g, = g—sinlal(ryg — ylo)2 >0.
T

Ceci prouve que ¢, < g, .

C’est-a-dire que si I’on impose a 1’aire de croissance GG d’étre inférieure au triangle /CD, la

condition de positivit¢é du discriminant est systématiquement satisfaite. D’aprés (3.9),

G = (f lc.0] f(S)ds)
P

AA, AA étant la quantité de croissance totale en aire du cambium

entre ¢ et ¢+ 1. Finalement, la contrainte G < g, sera remplie, a condition de choisir un pas

de temps suffisamment petit.
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Nous montrons ainsi I’existence et 1’unicité de la solution de (3.11), moyennant le choix d’un

pas de temps raisonnable.

Dans la pratique, le respect de la contrainte en aire est aussi assuré par la transition Sm, qui

favorise une augmentation de « pour les cellules possédant une valeur faible de «, et surtout

par e, qui provoque 1’élimination des cellules de trop petit périmétre p (voir les

descriptions de Sm et de Se dans la suite).

Interpénétration

La transition de croissance cellulaire décrite précédemment peut engendrer des
interpénétrations entre les cellules, si une cellule croit dans un espace déja occupé par une
autre cellule. La description donnée précédemment pour ¢ est valable dans le cas ou il n’y a
pas d’interpénétration. Nous allons définir, d’une maniére plus générale, la transition ¢
permettant, de plus, d’empécher I’interpénétration des cellules. Nous notons h, (X,G,r)

I’application de croissance de R" dans R® qui, a la cellule X , associe la cellule h, (X,G,7)

satisfaisant au probléme (3.11), ou le paramétre GG fixe la croissance en aire et le paramétre r

le rapport des normes latérales.

Nous définissons I’application indicatrice x par :

x: R*xQ — {0,1}

{1, si M eQ (3.12)
(M, Q) —

0, sinon

ou () est ’ensemble des domaines connexes du plan. Dans cette partie, on utilisera toujours

des quadrilatéres de R”.

La cellule X, interpénétre une cellule si 3M € X,,3X e TUW \ {X,}, X(M, )o() =1.

X désigne l'intérieur du domaine X, c'est-a-dire I’ensemble X privé de sa frontiere

X (X = X\ 0X).
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En pratique, le test de I’appartenance d’un point a un domaine quadrilatéral orienté

X ={A,B,C,D} estdonné par quatre inégalités.
M € X < det(MD, MC) < 0,det(MC, MA) < 0,det (MA, ME) < 0 et det(MB,MD) < 0

Ceci signifie que M est a I'intérieur du quadrilatére, si tous les triangles de sommet M

défini par les points des déterminants ci-dessus ont un angle au sommet /M de méme signe.

Figure 3.3. Détection de I’appartenance d’un point & un domaine quadrilatéral.

h. s’applique & une cellule X, = {4,B,C,,D,}, pour obtenir des nouveaux points
C et DI qui définissent le nouveau périmétre utile. Nous notons ces points C' et D par la

suite.

Si IX e TUW \{X,}, telle que X(C’,)O() =1 ou X(D,)O() =1, alors il y a interpénétration.

Si X(C,)O() =1 (resp. X(D,)O() = 1), on définit les nouveaux points v, (C) et v, (A), (resp.

v« (D) et v (B)), projetés orthogonaux de C' et A (resp. D et B) sur le coté concerné de
la cellule X, c’est-a-dire celui qui a ét¢ franchi par croissance de [A,C| (resp. [B,D]). Nous

considérons alors que la cellule croit dans 1’espace intercellulaire disponible jusqu’au mur

cellulaire voisin. Nous affectons ainsi a la cellule X, un nouveau mur latéral défini par
(V1 (A),74 (C)] (resp. [vy (B),7y (D)]). La cellule croit ensuite selon ces nouveaux vecteurs

latéraux, jusqu’a atteindre 1’aire A, + G, pour assurer I’incompressibilité des cellules. Nous

parlons de croissance, mais il est possible, selon les configurations, d’avoir ainsi une étape de

croissance « négative », si la cellule a crii de mani¢re importante dans [’espace latéral
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disponible. Si les deux points C' et D sont concernés par une interpénétration, tous les points

de la cellule sont mis a jour par projections.
La transition de croissance ¢ se décompose ainsi en plusieurs étapes ; nous définissons

d’abord X" par:

1 1 1 1 1 f <S (Ci (t))) +/f (3 (CDi (t)))
X0 = A.U,BZ.(),CZ.(),DZ‘() =ho | X, G, ’
P ={4 } F(s(D. @)+ 7 (5(CD.(0)

puis X® et X* a partir des fonctions de projection généralisée 7, et 7, .

X est définit par :
{740 (A7), B, 7, (€), D},

Pc We) = 1si X e {X_,, X,,,,Tc” We}, x (Cf(l)’Xc) -

X,

i+1)

XP =77 (x", X,

i—17

sinon

i

X(l)

’{Ai@); fyXD (BZ(Q)> ’ Cz'(Q)’ fyXD (DZ(2)>} ’

XP =5, (XP, X, X, We) =1si IX” € {X_,, X, Fc“),Wc},X(DfQ),XD):l

i+19 i—19 41
X", sinon
. . s . B.D,
Finalement, X" est définie par: X'V = h, | X A + G, — aire (Xf’)),
AC,
BD)

Dans I’expression de X*, le rapport des normes latérales est choisi égal a

— de maniére
el

a avantager légerement le plus petit c6té. Le choix inverse sera fait par la suite, ce qui
équilibre ce critére. En pratique, les normes latérales sont rarement trés différentes et le critére

n’influe quasiment pas sur les résultats des simulations.

La version finale de Sc s’écrit :

(X, X X

)=Sc(X . X, X,,,, T We, f,7) = (X, X", X, ).

i+1 i—17 (2R A BN |
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Xi—l7Ai—l)

Xi—U Ai—l)

Figure 3.4. [llustration de la décomposition de la transition de croissance Sc et de la préservation de
la non-interpénétration.

Remarque :
En toute rigueur, la description globale (X, X/, X/, ) = @(X,H, X, X, D2 W, f,T)

de I’équation (3.7) devrait inclure un terme permettant de mémoriser I’état du cambium a
I’instant ¢. Effectivement, la transition ¢ nécessite cette information, pour le calcul de
’aire de croissance (équation (3.9)) et du rapport des normes latérales du systeme (3.11). Cet

argument a été omis par souci de simplification.

3.1.3.1.2 Maintenance de la forme Sm

On définit, pour chaque cellule, son angle caractéristique «, déja utilis¢é pour la

définition de Sc. Il est formé par les vecteurs latéraux de croissance. Ainsi, a chaque instant

t, il est défini, pour chaque cellule, par o, = (AiC’i,BZ.DZ.). Nous définissons aussi une

configuration de référence pour les cellules cambiales. Une cellule X, est dans sa
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configuration de référence au temps ¢, lorsque o, () = o, ¢, étant ’angle de référence, pris

constant au cours des simulations. En pratique, cet angle est choisi positif. Les cellules
caractérisées par un angle o, positif sont des cellules dont le périmetre utile augmente au
cours du temps. Au contraire, si 1’angle est négatif, les cellules auront tendance a avoir un
périmetre utile en diminution. Nous parlerons de cellules respectivement dominantes ou
dominées : les cellules sont en compétition pour 1’espace de croissance, et un grand périmetre

utile permet une forte croissance (équation (3.9)).
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Figure 3.5. Configuration générale d’une cellule, selon le signe de 1’angle caractéristique.

Nous supposons que les cellules cambiales ont tendance a croitre en maintenant cette

forme de référence. Ceci permet de rendre compte d’une certaine homogénéité¢ de leur

dimension. La premiere fonction de transition ¢ applique une croissance en aire G, a la

cellule X,. La deuxieme fonction Im va permettre une légére redistribution de cette

croissance, favorable au maintien de la forme de référence. La direction vers ’extérieur est
bien privilégi¢e, mais les cellules cambiales utilisent aussi une partie de leur potentiel de
croissance pour maintenir leur forme de référence. Si, au temps ¢ :
- a < o, la cellule tend a diminuer son périmétre extérieur pour privilégier une croissance
plus importante vers 1’extérieur.
- o > qy, la cellule tend a augmenter son périmétre extérieur par une croissance dirigée plus
latéralement et moins vers 1’extérieur.

La propriété du maintien de la forme permet de modéliser 1’effet de compétition
existant entre les cellules cambiales, pour conquérir les espaces de croissance (extérieurs ou

latéraux). En effet, comme le fait remarquer Kramer, le cambium est régi par une intense

95



dynamique de compétition entre les cellules (Kramer, 2002). Cette propriété refléte aussi la
tendance des cellules a croitre plus en épaisseur, lorsqu’elles ne peuvent croitre suffisamment
en longueur (lorsque ’angle est négatif). L’équation la plus simple pour prendre en compte

cette propriété de maintenance de I’angle est :

Viell,...,N ()], %:—k(ai—%) (3.13)

ou k est appelé le coefficient de maintenance. La fonction de transition Sm est définie a

partir de la forme discrétisée de cette équation différentielle ordinaire :

o =a,—k(o, — o) (3.14)

1

Nous devons ensuite répartir la différence d’angle entre les rotations des vecteurs AC, et

B.D, autour des points A et B,. Lorsque les contraintes latérales sont équivalentes, les

+
o —

angles des rotations sont égaux en valeur absolue a Aq, = . Si les contraintes sont

déséquilibrées par 1’absence de voisinage d’un c6té, la rotation s’effectue entierement du coté

libre de contrainte, d’un angle d’amplitude |04¢+ — ;| . Ces distinctions se réalisent toujours

conformément au principe de croissance selon les moindres contraintes. La transition Jm
s’applique de maniere incompressible, puisqu’il ne s’agit que d’une redistribution de
croissance et non d’une croissance. Les changements d’orientation des vecteurs latéraux de
croissance se répercutent sur les cellules voisines, en contact avec la cellule centrale. Les aires
de toutes les cellules affectées par la transition sont remises a jour, pour conserver

I’incompressibilité de la transformation.

L’état de la cellule et de ses voisines est plus précisément donnée par :

(XX X)) =Sm(X,_, X, X, . Wm,f,7)

J Jj+1 J+D

avee ©

Si X(Cj,Xjfl) =1et X(DjJXj+1) =1, alors
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J
X = {470 (B1).Co (D))

A

j—1

Y (Ba) s (D)

X,§1+)1 - {%ff <A.i+1>7Bj+1’7Xf <C.”1)’Dj“}

; O o 1% (A”l)%ﬁ ()
Xj+1 = ho Xj+1?Aj+1 - Aj+1? [E—
‘BjJrleJrl

C

j—1

ou rot,, (.,0) estla rotation de centre M et d’angle 6.

Si x(C), X, ,)=1et x(D,X,

ﬁl) = 0, alors

Ao, = k(o — )

D; =rot, (D,,Aa;)

Xf - {AJ’BJ"CWD;}

|Six(D),X,.) =1,

X0 = {7 (42): B (C) Dy}

A, N C. (
X;H = hg XU A A Vx ( J+1>'7Xi ( j+1>

PESEE VAN J+1 J—
‘B D

J+H1I 41

Si x(C,X,,)=0cet x(D,X,

J+1

précédente.

Si X(C].,Xjfl) =0 et X(Dj,Xj+1> = 0, alors
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Six(C.X,,)=1,

L =he | XA =AY

j—1

Six(Dy,X,,)=1,
XJ(1+)1 - {’YX]+ ( JH) J+177X+ ( ]+1)7Dj+1}

Vxr (Aj+1)7xj (Cj+1)
B...D

JHLIT 41

X5 =ho | XY ,A L =AY,

J+l1 J+1

Cette transition comporte la partie « biomécanique » du modele. Il s’agit bien
é¢videmment d’une mécanique hautement simplifiée. Un mod¢le plus avancé pourrait prendre
en compte des lois de comportement de la mécanique des milieux continus pour 1’évolution
de chaque cellule. Pour rester dans la logique d’utiliser pour toutes les cellules les mémes
comportements, il faudrait affecter a toutes les cellules du cambium les mémes coefficients de
module d’Young et de Poisson. Les valeurs choisies devront rendre compte d’un
comportement relativement déformable. Il conviendrait d’affecter d’autres coefficients au
xyléme, pour le rendre trés rigide. Cette amélioration impliquerait cependant une

augmentation significative des temps de calcul pour les simulations.

3.1.3.2 Les événements

Les cellules évoluent en permanence selon les lois précédentes Sc et Sm. Nous
décrivons, dans cette section, le deuxieme type de loi utilisée, qui concerne des dynamiques
plus localisées dans le temps, plus ponctuelles. Nous les appellerons événements. Ils se

déclenchent apres la vérification de contraintes simples liées a la géométrie cellulaire. Ce type
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de modélisation a déja été utilis€ dans le contexte de la modélisation du renouvellement

tissulaire (Potten, 1979 ; Clem et al., 1997). La troisi¢éme transition du mode¢le est la transition

e relative a 1’élimination d’une cellule du cambium.

3.1.3.2.1 Elimination du cambium

Cet événement est une conséquence de l’effet de compétition entre les cellules
cambiales pour I’espace de croissance disponible. Ceci se manifeste particuliérement lors
d’une surproduction de cellules cambiales par division anticlinale, le cambium devant alors se
réarranger pour retrouver un équilibre aux dépens de certaines cellules. Larson a observé que
les cellules éliminées du cambium présentaient souvent une diminution progressive de leur
taille (Larson, 1994). Nous supposons, plus généralement, qu’une cellule est éliminée du
cambium lorsqu’elle est privée d’échange vers 1’extérieur, ce qui peut se produire lorsque :

- son périmetre utile est trop petit.
- les cellules de son voisinage entrent en contact, lui fermant ainsi la communication
vers I’extérieur.
Lorsqu’une cellule est ¢liminée, elle rejoint directement le xyléme. La premicre condition est
cohérente avec la fragilité observée des cellules nées d’une division anticlinale, car elles
naissent en général avec un petit périmétre extérieur.

La condition utilisée pour le déclenchement de 1’élimination de la cellule X, est:
(pi <Ty) ou (Xi—l NX,, = g) (3.15)

La transition Se s’écrit :

si(3.15) est vérifiée :

§<*Xi717 X )(iJrDWe’f’T) - (XFUX%'H)

.. c 1, ., . 1
et, pour la transition considérée dans sa totalité, en notant i = ae,’f, :

k ECREE! k-1
(Fek,Wek,f,T, oe ,Nek) = e, (Fekfl,Wekfl,f,T,ae ,Ne, , )

. ek—1 e,k—1 e,k—1 ek—1
avec e, = (X{" . X0 X0 X

i+l 0
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We, =We, U X!

oel =coel, Vje[l.k—1]

S B P
o€, sloe ; <1
=1 " Vj € [k,..., Ney , — 1
oe; = k_l—l . 1 K jE[ yeeey V€L — ]
o€y y S1oe; ;>
Ne, = Ne, —1

Si (3.15) n’est vérifiée :

La transition d’¢limination ne produit aucun changement dans les structures I' et .

3.1.3.2.2 La division cellulaire

Le critére utilis€ s’appuie sur un concept énoncé par René Thom dans son livre
« Stabilité structurelle et morphogenese » (Thom, 1972). Selon ce critére, une cellule peut
croitre, tant que sa surface utile de nutrition est suffisante pour répondre a ses besoins
métaboliques. Si ce n’est plus le cas, elle se prépare a la mitose. Cette idée se retrouve dans
(Vogel, 1988) et (Edelstein-Keshet, 1988). Plus précisément, nous pouvons considérer que
cette condition correspond a une satisfaction de contraintes permettant le passage de la phase
G1 a la phase S du cycle cellulaire. Dans notre représentation, la surface d’échange est le

périmetre utile p, et le volume cellulaire est I'aire A,. Si on consideére que les besoins

métaboliques sont proportionnels a ’aire de la cellule et que les flux métaboliques qui
alimentent la cellule sont proportionnels au périmétre utile, ce critére se résume, pour une
cellule X,, a I’évolution de la quantité 7, = Z . On fixe un seuil 7, de déclenchement des

i

mitoses. On utilise finalement la condition de division suivante pour X :

une cellule X, se divise entre ¢ et ¢ 41 si:

T, < T¢ (3.16)

Lorsque cette condition est satisfaite, la cellule concernée se divise en deux cellules filles,

d’aires égales a 7’ D’autres études portent sur I’étude du ratio surface utile sur volume (ou
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périmetre utile sur aire en 2D) ou sur des concepts similaires : (Cottet et Maday, 1981),
(Kondorosi et al, 2000), (Darzynkiewicz et al, 1979)...

T, est le paramétre critique de division. Il dépend notamment de la disponibilité des

nutriments. Pendant la période de dormance, les nutriments sont moins disponibles, ce qui

produit une augmentation de la valeur de 7, (les cellules peuvent moins longtemps subvenir

a leurs besoins), ce qui a pour effet de produire de plus petites cellules, contribuant a la
formation d’un xyléme dense, caractéristique de la période de dormance.

Si (3.16) est satisfaite, une division cellulaire intervient. Nous devons ensuite préciser
comment s’effectue le choix du type de division : anticlinale ou périclinale. Les conditions
biologiques qui déclenchent ou favorisent I’un ou 1’autre type de division sont mal connues.
Smith a étudié le role de la direction des efforts mécaniques subis par la cellule sur cette
détermination (Smith, 2001). Une cellule contrainte semblerait augmenter sa probabilité de
division selon une direction particuliere. Les études sur cette détermination du plan de
division restent toutefois rares et ne sont pas directement exploitables. Ce manque
d’information spatiale (et temporelle) nous oblige a utiliser une approche aléatoire pour cet
événement. La détermination du type de division se réalise en fonction de la valeur d’un

parameétre ¢ qui est comparé a une valeur seuil p,. ¢ est choisi aléatoirement (selon une loi
uniforme) dans ’intervalle [0,1], chaque fois qu’une division cellulaire intervient. La valeur
seuil p, est choisie de maniére a obtenir en moyenne la « bonne » proportion entre les types

de division, la bonne proportion étant celle qui permet de préserver, au cours du temps, la
valeur moyenne du périmetre extérieur des cellules cambiales. La condition de préservation

s’écrit :

vien, L0 _ PO (3.17)
N(t) N(0)

Calcul théorique de p,
Nous détaillons le calcul de p,, découlant de la condition (3.17). On considére que le
cambium, au temps ¢, est un anneau circulaire de rayon interne £, constitué¢ de N cellules

identiques d’épaisseur radiale [ et de largeur moyenne L en circonférence. Supposons qu’au
temps ¢, toutes les cellules viennent de se diviser de maniére synchrone et selon le type

périclinal. On peut alors calculer que le ratiode chaque cellule est
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ry=2W _g —p L

A, (1) Lx2l 1

, en supposant que les cellules sont exactement

rectangulaires.

Apres une croissance en longueur radiale de [ pour chaque cellule, nécessitant un

lapse de temps At, 7, diminue jusqu’a la valeur 7,(7/+A¢)=17.. Soit n,(At) le nombre

d’¢liminations cellulaires qui ont eu lieu entre ¢ et ¢+ At. Au temps t+ At, N —n,

divisions interviennent par nouveaux franchissements du seuil (condition (3.16)). Pendant

cette croissance, le périmétre extérieur du cambium a augmenté de 2l :
P(t+ At)— P(t) =2n (R, +2l)— 2w (R, +1). Ainsi, pour conserver la condition (3.17),

27l / L cellules doivent étre créées pour faire face a I’augmentation de la circonférence. Au

27l . ~ rr B .
total, T-{—ne nouvelles cellules doivent étre créées pour compenser 1’augmentation en

circonférence et les éliminations cellulaires. Parmi les N —n, divisions, (27l/L+n,)

doivent donc étre anticlinales, chaque division anticlinale produisant une nouvelle cellule

cambiale. Dans ce cas, la condition de préservation est bien vérifiée :

P(t+At) P(t) + 2l  27(Ry +1)+ 2l _,_P®
N(t+At) N(t)—n,+n —|—2—7Tl 427T(R0+l>+277rl (1)
e e L L L

La valeur théorique du seuil p, est justement donnée par la proportion de divisions

2nl/ L +n,

anticlinales rapportés au nombre total de division, c’est-a-dire: p, = N .on,
—n,
€

s’exprime simplement, en fonction de quantités d¢ja définies, comme la différence entre le
nombre N (t) de cellules cambiales au temps ¢ et le nombre Ne de cellules cambiales apres
la transition d’élimination Je"' : n, (t)= N(t)— Ne. On considérera finalement

I’expression suivante pour p, :

27l + L(N (t) — Ne)

1) =
po() I Ne

(3.18)

Cette expression régule le nombre de cellules cambiales au cours du temps. Par
exemple, si le nombre de cellules cambiales est trop élevé, suite a une surproduction de

cellules cambiales, la valeur de N (¢) augmente fortement. Ceci entraine, d’apres (3.18), une

102



diminution de p, et donc une réduction de la fréquence des divisions anticlinales et, ainsi,

une réduction du taux de production de nouvelles cellules. De méme, si un nombre important

d’¢éliminations cellulaires intervient, la valeur de p, augmente, ce qui stimule la création de

nouvelles cellules, pour pallier ce déficit cellulaire. Ce critére, qui découle d’une simple
conservation du périmétre utile moyen des cellules, permet donc de rendre compte
naturellement du fait que 1’évolution du nombre de cellules cambiales, au cours du temps,
dépend d’un équilibre entre une production de nouvelles cellules par division anticlinale et
une perte de cellules par élimination.

Barlow a étudié une valeur théorique similaire, mais sans inclure I’élimination possible des

cellules cambiales (Barlow et al., 2002).

Il faut noter que, de la méme maniére que pour la croissance, la transition de division

fait intervenir des données précédemment calculées : N (t) et Ne. Ces quantités devraient

apparaitre dans la description générale des transitions génériques (3.7).

Nous utilisons également une autre condition : une division cellulaire intervient aussi

lorsqu’une cellule atteint la limite supérieure de largeur 7,. Cette condition est rajoutée pour

respecter les observations présentées dans (Harris, 1991b). En pratique, cette limite n’est

quasiment jamais atteinte dans nos simulations, car la régulation par p. suffit & maintenir la
largeur des cellules a des valeurs inférieures a 7, .

Une derniere condition empéche une cellule de se diviser par le processus anticlinal, si

cela devait provoquer I’élimination de ses cellules filles. Une cellule peut se diviser de

manicre anticlinale seulement si [% > TE]. Notons qu’aucune limite supérieure, du type

limite de Hayflick, n’est imposée au nombre de mitoses consécutives d’une lignée cellulaire

(Hayflick et Moorhead, 1961).
En définitive, les conditions de déclenchement des deux types de divisions sont :

- pour le type périclinal :

et (q > pC) (3.19)
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- pour le type anticlinal :

et (p, >271,) (3.20)

L’expression de la transition S'd peut étre maintenant explicitée :

Si (3.19) est vérifiée :

X, se divise en deux cellules filles daire égale X, ={A,B,AC,BD/} et

K3

X,={AC! ,BD/,C,,D},avec X, = X, UX, (Figure 3.6).

Les points AC," et BD," sont déterminés tels que :

ACT €[4, C)]
BD; €[B,D)
; + + A,
) am"e( A,B,AC' BD: }) — 7'
[acic| |ac
A |AC
Les nouveaux points sont calculés en utilisant A, | X 7:7_77'7 _ La derniére condition
B’i,Drl

implique que la position du nouveau mur cellulaire est fixée proportionnellement a la

longueur des segments latéraux de la cellule.

3d est alors définie telle que X" = X,

Cct

c’est-a-dire : @()Q_UXNX.

i+17

Wd, fﬂ') = (Xi—17X<:i7Xrl+1)

et, pour la transition considérée dans sa totalité, avec ¢ = adkH :

(Td, Wd,.f,7,0d",Nd,) = Sd,”) (rdk,l,de,l, f,r,0d" Nd,_, )

t,crd;{f’l
avec I'd, = (lehk*l,__"Xd,kfl Xkl X(Lk—l)

i—1 9 e il 9ty N

Wd, =Wd, ,UX,,
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od, = od, ,

Nd, = Nd,_,

Si (3.20)_est vérifiée :
X, = X, UX_, sedivise en deux cellules filles d’aire égale X, et X, ; (Figure 3.6).

avec X, ={A,AB',C,CD'} et X, ={AB',B,CD;,D,}, ou les points AB; et CD;
sont choisis sur les segments A4, B, et [C,,D,| avec des conditions analogues a celles des
points de la division périclinale.

3d est alors définie telle que X = {X ani} , ¢’est-a-dire :

i)

Q’2|
N

(X, X, X, Wd, f,7) = (X, X, X, X,

€1 T eyi? z+1>

.. c1r 7 s . k-1
Pour la transition considérée dans sa totalité, avec ¢ = od, , nous avons :

(Vdy, Wd,.f, 70", Nd,) = Sd'* . (Dd, W, f, 70", Nd, . )

t,crdﬁ’*1

avec [I'd, = (Xf’k_l,...,Xd’k_l X

=1 9 * i)

X, XX
Wd, = Wd,_,
adjf’ = Udjlf'_l, Vje(l,..., k]
adffl, si ordj’.H <1

od! = , Vielk+1,...,Nd _
! adffl +1, si Ud;’fl > / [ ' 1]

Nd, = Nd,_, +1
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AB'

Figure 3.6. Notations pour les divisions périclinales et anticlinales.
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3.1.4 Synthése du fonctionnement du systeme discret

La Figure 3.7 reprend synthétiquement le fonctionnement du modele discret de
prolifération. La situation initiale du modele nécessite une géométrie cambiale pour définir les
cellules et leur nombre. L’exécution utilise aussi un générateur de permutations aléatoires oc,
pour fixer I’ordre de parcours des cellules de la géométrie initiale. On se donne un état initial
pour le xyléme. Il sera choisi vide généralement. On fixe aussi les valeurs du vecteur des

parametres 7. Le schéma montre le lien avec le modéle de répartition d’auxine dénommé

(P1/P2) qui calcule la fonction de répartition f. Le modele de répartition de I’auxine est

appelé (Pl / P2) pour symboliser les deux probléemes différentiels qui permettent de calculer

f . Ces problémes différentiels sont décrits dans la partie suivante.

. . . , F4-1 .
La connaissance de toutes ces relations permet d’appliquer I’opérateur ', qui

réalise la transition du systéme jusqu’au pas de temps suivant, en appliquant successivement
les transitions partielles de croissance, de maintien de la forme, d’élimination et de division.
Le résultat définit les nouveaux états du xyleme et du cambium. Les parameétres du vecteur 7
et la fonction de répartition sont remis a jour si nécessaire. Si le temps final de la simulation
n’est pas atteint, on peut alors appliquer de nouveau la transition globale, aprés avoir calculé

le nouvel ordre de parcours des cellules.
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Géomeétrie initiale \P1/P2|  [7(0)]
A\ 4 A 4
I'(0), N(0) > oc | W(0) =g L]
A 4
oc(N(0))
A\ 4 A 4 A\ 4 A 4
t=0at, v

=IF(75)> W), f, 7(t), oc(t), N(t)|

Sl
v
|Fc, We, f, T, oc, Nc|
S v '
|Fm, Wm, f, T, om, Nm| @EI @E
cxe;f+l
v
|Fe, We, f, T, oe, Ne|
%dtfnLl
< oc(N(t+1))
7Y
y
[oc je——T(t+1), W(t+1), N(t+1)] fo | [+
Y v
v
P(t), wit), N(4)

Figure 3.7. Représentation du fonctionnement de 1’opérateur discret de prolifération.

108



3.1.5 Conclusion

Nous avons ainsi défini explicitement un opérateur discret pour la prolifération
cellulaire. Cet opérateur prend en compte les caractéristiques principales de la dynamique
cambiale : la croissance, le maintien de la forme, la division et I’élimination. Cette approche
permet, selon nos objectifs, d’individualiser chaque cellule cambiale comme une brique de
base de la morphogenese. Toutes les cellules sont régies par la méme loi de comportement.
L’application successive de cette loi a toutes les cellules cambiales génere les dynamiques
cellulaires et la morphogenése qui en résulte. D’une maniere générale, les dynamiques

cellulaires dépendent de deux grandes catégories de contrdle :

- le controle chimique, représenté dans le modéle par la donnée de la fonction de

répartition de croissance f, déterminée par le contréle hormonal.

- le contréle mécanique, lié a la configuration des cellules des tissus du xyléme W (¢) et

du cambium I'(¢). Ces configurations dépendent des paramétres 7., 7,, 7, et k.
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3.2 Systeme de contréle : modele continu de la répartition

de l'auxine

Nous décrivons, dans cette partie, comment se construit le modele de contrdle de la
croissance radiale fondé sur la concentration de I’hormone IAA, notée C' par la suite. La
modélisation concerne la dynamique de 1’auxine déterminée par sa diffusion naturelle et son
transport actif. Le mod¢le ne prétend pas expliquer le phénoméne de transport dans toute sa
complexité, puisque certains aspects, notamment moléculaires, ne sont pas entiérement
¢lucidés. Cette partie s’appuie sur des informations provenant de modeles préexistants. Par
contre, les modeles développés ici sont les seuls (a notre connaissance) permettant d’inclure
I’effet de la gravité sur le transport de 1’auxine. Les modeles précédents sont, au mieux,

planaires, alors que ’effet de la gravité est tridimensionnel.

3.2.1 Hypotheses

Les modéles proposés s’appuient sur plusieurs hypotheses :

- L’TAA est supposée étre la seule hormone qui controle la croissance cambiale.

- La vitesse du transport actif de ’IAA est constante.

- Les possibles réactions de I’'TAA ne sont pas prises en compte. Les éventuels taux de
réaction (production ou consommation) sont supposés négligeables devant la production
apicale d’TAA.

- Comme le cambium est supposé réduit a une couche d’une seule cellule d’épaisseur dans
le modele de prolifération, 1’hétérogénéité de la concentration d’auxine dans la direction

radiale n’est pas considérée.

3.2.2 Equation de diffusion - transport

Les modeles pour le systéme de controle de la croissance radiale par 1’indole-3-
acétique sont fondés sur une premicre équation, bilan du transport local au niveau de chaque

cellule cambiale.
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Diffusion D

Diffusion DH

_l’_
Transport v

Figure 3.8. Bilan des flux d’[AA pour une cellule cambiale.

On se place dans un repere local, adapté a la géométrie des cellules cambiales. est le

U
vecteur unitaire dirigé selon 1’axe principal des cellules, pointant vers le bas (u.Z <0, Z

étant le vecteur unitaire vertical dirigé vers le haut). w, et w, complétent le repére pour

former un repere orthonormé direct (4, w;,w, ).

- Le transport actif de I’auxine s’effectue exclusivement selon le vecteur , le flux associé

étant j, = vCu, ou v est la vitesse du transport d’auxine.

_

- Les flux diffusifs sont j, =—D(VC-W)i, j,. =-D (VC-w)w et

—_—

Jpm, = =D, (VC : wQ) w, , selon la direction concernée.

D, est la constante de diffusion dans la direction u, D, et D, sont les constantes de

diffusion selon w, et w,. On note aussi J le flux total d’IAA. En utilisant I’équation de

conservation de la masse, on obtient une premiere équation pour le transport de I'TAA :

aC - IS
E:_v.J:—v-(yTﬂDuHDwi+an2)

soit :
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%—f = -V:((vC=D(VC-W))i-D (VC-w)w;—D, (VC-w)w;)  (321)

D, -
avec D, > D " pour tenir compte de 1’anisotropie de la diffusion favorable a la direction u .
J‘2

On prendra, en general, D =5D, etD, =D, .

En accord avec les hypothéses de départ, 1’équation (3.21) n’inclut pas de terme de
consommation ou de production locales d’auxine, ceci puisque ces €éventuels termes sont

négligeables et puisque le métabolisme de 1’auxine est en grande partie méconnu.

Les conditions aux bords pour cette équation sont :
- T'IAA est produite par la frontiere la plus haute du domaine, notée OS2, par la
fonction vectorielle J, (x,y, z,1) .
- Le flux normal d’auxine est nul sur les frontiéres latérales OS2, (afin de localiser le

transport d’auxine dans le cambium).

- L’IAA sort librement par la frontiére 0€2, du bas.

En utilisant les notations de la Figure 3.9, ces conditions se traduisent par :

J =17,

07

Ji =0, sur 99,

sur 0§,

Jii =((vC = D/(VC-i))i—D, (VC-w)w — D, (VC-w)w;) i, sur 00,

ou 7. est la normale unitaire au domaine 2, pointant vers I’extérieur.

La premicre condition est une condition de Neumann, la deuxiéme est une condition de

Neumann homogene et la troisiéme est une condition libre.

—_—

En pratique, 0€), est choisie horizontale et on utilise souvent J, = —j,Z, ou j, est une

constante positive.
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Figure 3.9. Exemple de domaine €.

L’équation (3.21) est une généralisation de celle écrite par Kramer en 2002 en deux
dimensions, dans un plan local tangent considéré comme étant vertical (voir la section 2.3.2,
pour plus de précisions) (Kramer, 2002). Nous avons d’ailleurs utilis¢é des notations
analogues. Cette équation peut étre résolue seulement si I’on connait, pour chaque temps ¢, la
configuration de 1’orientation des cellules en tout point du cambium, c’est-a-dire le champ

vectoriel (z,y,2t). Nous développons ci-dessous deux modeles qui utilisent deux

approches différentes, pour rendre compte de la dynamique de 1’orientation cambiale.

3.2.3 Equations d’orientation

3.2.3.1 Approche en 3D : équations de Navier — Stokes

Une premiere approche consiste a considérer que le flux de ’'lAA dans le cambium

suit les mémes directions d’écoulement qu’un fluide théorique incompressible de densité p et

de viscosité 7. Nous utilisons ensuite I’hypothése de Kramer, qui propose que les cellules

cambiales s’orientent selon les flux d’hormone (Kramer, 2002). Si I’on note @ la vitesse du

fluide et p la pression, les équations de Navier - Stokes pour un fluide newtonien,
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incompressible, de viscosité constante, soumis a la force de gravité s’écrivent d’une maniere

générale :

p—— i+ p(@V)i + Vp = pg (3.22)

Via=0 (3.23)

L’équation (3.23) assure I’incompressibilit¢ du fluide. L’écoulement considéré se produit

dans les cellules cambiales avec une trés faible vitesse, de I’ordre du centimétre par heure. Le

. . ol :
nombre de Reynolds d’un écoulement est donné par Re = p_’ ou L est une distance

caractéristique de I’écoulement. Il s’agit ici du diametre typique d’une cellule cambiale, c’est-

a-dire environ 50 um. Ainsi, dans notre cas, vL ~ (1 cm.hr’l).(50 um) ~ 10" m®s™. Nous

sommes donc dans le cas d’un nombre de Reynolds trés faible : Re ~ 10", si I’on prend les
constantes de I’eau, et Re ~ 10~° si1’on prend de I’huile de tournesol (2 20°C). Ceci permet
de négliger les termes inertiels devant les termes de viscosité dans 1’équation (3.22). La force
de gravité ne peut pas étre négligée a cause des faibles vitesses, qui impliquent un trés faible

U—Q ~ 107] )
gL

nombre de Froud

Nous considérons donc une simplification de I’équation (3.22) :

—

0 = -
pa—z—nAu—f—Vp = pg (3.24)

Les conditions aux frontiéres pour ce probléme sont que I’auxine s’écoule selon une loi V'
donnée a la fronticre du haut et s’échappe librement en bas du domaine. La vitesse
d’écoulement est nulle sur les frontieres latérales.

Nous avons donc :

&=V, sur 0,
i =0, sur 99,
p =0, sur 0,
En pratique, on utilise V = —vZ, ¢’est-a-dire un flux vertical constant d’auxine.
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Toutes ces conditions sont de type Dirichlet, les deux dernieres étant homogenes.

Cette approche permet donc de calculer le champ de vitesse @ en tout point du cambium.
D’apres I’hypothese formulée plus haut, on accede a 1’orientation des cellules en normalisant

le champ de vitesse :

N
I
| <

(3.25)

S

3.2.3.2 Approche superficielle

Nous détaillons la deuxieme approche utilisée pour calculer la concentration de
I’auxine dans le cambium. Cette deuxieme option utilise un domaine défini par une surface
dans I’espace en trois dimensions. Comme 1’épaisseur du cambium est trés faible (de 1’ordre
du mm) devant ses autres dimensions (de ’ordre du meétre), le cambium peut étre représenté
par une telle surface. Kramer discute cette notion dans (Kramer, 2001) et définit ainsi la
« surface cambiale ». Comme précisé dans les hypotheses, puisque le systéme de contrdle
alimente un modeéle ou le cambium est constitu¢ d’une seule cellule en épaisseur,
I’hétérogénéité radiale de I’IAA n’intervient pas. Ceci permet d’utiliser un modele superficiel,
qui donne en résultat une valeur de concentration de I’auxine moyennée sur la dimension
radiale. Kramer a écrit une telle équation de dynamique de 1’orientation des cellules, en 2002,
dans un plan local tangent au cambium. Les cellules initiales de cambium peuvent en effet se
réorienter rapidement selon un stimulus. Harris observe par exemple, en 1973, que, dans le
cas extréme de la formation d’un grain en spirale, certaines cellules initiales ont tourné de 40°
en 9 semaines de croissance (Harris, 1973). Comme précisé dans 1’état de 1’art des modéles,

Kramer définit ’orientation des cellules par I’angle associé ¢ : i = cos(§)Z + sin(¢)y. ¢
est repéré a partir de 7 et y, deux vecteurs unitaires du plan. Le vecteur unitaire directement

perpendiculaire a u est noté w. L’équation d’évolution de I’orientation s’écrit selon

I’équation (2.7) :

9 _ OB+ KA

ot
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Cette équation d’évolution met en jeu deux effets :
- leterme —uV C - w implique que les cellules cambiales tendent a s’orienter parallélement

au flux d’auxine. Cet effet du flux d’auxine sur I’orientation est soutenu par de nombreux

travaux (Harris, 1969, 1973, 1981, 1989 ; Kirschner et al., 1971). p est une constante de

proportionnalité pour cet effet.

- le terme KA¢ implique que les cellules voisines tendent a s’orienter parallélement les

unes aux autres. Cette orientation est la conséquence des forces de contact existant entre
les cellules voisines. Cet effet est ¢galement affecté d’une constante de proportionnalité :

K.

L’¢équation d’orientation, telle qu’elle est proposée, ne peut étre directement utilisée pour
modéliser ’influence de la gravité sur le transport d’auxine, cet effet étant sans importance

dans un plan vertical.

Nous proposons ici un modele plus général, qui rend compte de la réorientation dans
une géométrie plus complexe (une surface en trois dimensions) et qui inclut un terme
dépendant de I’action de pesanteur. Nous proposons que la gravité influence le transport de
I’auxine en agissant sur l’orientation des cellules cambiales. L’orientation peut aussi se
comprendre 1’orientation en terme d’orientation de 1’axe protéines d’entrée - protéines de
sortie des cellules, qui est principalement dirigée selon le grand axe des cellules. Friml et al.
ont montré que les protéines de sortie peuvent se repositionner latéralement selon les stimuli
(Friml et al., 2002), la gravité influant ainsi sur la direction de 1’axe protéique. L’équation

généralisée de réorientation s’écrit :

20— K= uvC-T+h(6.9) (3.26)

Le nouveau terme peut s’écrire généralement comme une fonction h dépendant de
’orientation et de la gravité. Ce nouveau terme doit stipuler que les cellules cambiales tendent
a s’orienter non seulement selon le flux d’auxine et selon 1’orientation du voisinage, mais

aussi selon la direction donnée par la gravité.
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L’expression la plus simple pour A est :

|Ql

W -

h(¢,9) = 0

J (3.27)

@l

ou [ est une constante de proportionnalité positive pour I’effet de gravité.

Nous considérons cette équation dans un domaine représentant la surface cambiale. On notera

Q cette surface pour la distinguer du domaine tridimensionnel Q. Q est définie comme une

surface réguliere paramétrée par une fonction r(s,6) telle que ?% =0 et r(s,) soit
s
1 -1
périodique. On définit deux vecteurs tangents a la surface : 7, = orjor t, = or)or
00106 Js | 0s

et le vecteur normal : 7 = £, AL, (f{, tz,ﬁ) définit une base orthonormée locale. La surface

cambiale sera par exemple paramétrée par une fonction 7 : [0, L] x[0,27] — R’ de la forme :
7(5,0) = M () + Rcos(0 + 0(9)7in () + Rsin (6 + 0()bm (5) (3.28)

ot R est le rayon de I’arbre, supposé constant, 7 : [0,L] — R® décrit la zone médullaire de

I’arbre, paramétrée par la longueur d’arc s. 7. et b, sont les vecteurs normal et binormal
associés & m, 0'(s) = —£(s), £(s) étant la torsion de m . Selon ce paramétrage, f, est
choisi parallele a la zone médullaire et les sections transversales a la zone médullaire sont des
cercles. m et R sont choisis tels que 7 définisse une surface réguliére, en utilisant la
condition Rr(s) <1, ou x(s) estla courbure (Do Carmo, 1976). Ce paramétrage permet de

décrire des surfaces cambiales déformées, a rayon constant.

Le vecteur i est maintenant défini par % = cos(¢)?, + sin(¢)?, dans le repére local.
La direction transversale w est telle que (,w,7) soit une base orthonormée locale, adaptée a

I’orientation des cellules, 7 étant la normale extérieure a la surface cambiale.

117



OQu

Qs
Figure 3.10. Exemple de géométrie pour la surface cambiale.

Les conditions aux frontieres pour ce probléme sont :
- sur 0, : Dorientation est fixée par la valeur ¢,, =¢ (condition de Dirichlet). Nous

utilisons en général ¢,, = Y pour fixer une orientation verticale descendante en haut du

domaine.

- sur 0€2, : D’orientation est laissée libre.
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3.2.4 Problemes différentiels finaux

Finalement, on aboutit & deux formulations différentielles pour le systéme de controle.

Premier probléme différentiel (P1)

Trouver C et @ dans R" xS, (ou S, est la sphére de rayon unité en dimension 3), tels que :

Equations dans €2 :

%—f = ~V.((vC — D/(VCi))i— D, (VCw)w ~ D, (VCw;)w;)

-

o0t .
— —nAu+Vp=pg
Pat n p=pg

V.i=0

|

U=

S

Conditions aux limites :

JT Jii =0
o0, 1, o0, 1,
uw=V u=20
o0, 77 T) (vC=Dy(VC-@))i—D, (VC-w)w D, (VC-@)w) i
p:

Conditions initiales :
C(z,y,2,0)=C,(z,y,2)

V(z,y,2)€Q, | .
(#.3,2) u(z,y,2,0) = u, (z,y,2)

L’orientation est donnée par 1’équation de Navier-Stokes simplifiée et 1’équation de diffusion-

transport est écrite dans un domaine en trois dimensions.
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Deuxi¢me probléme différentiel (P2)

Trouver C' et ¢ dans R" x[—m, 7] tels que :

Equation dans  :

oC Ay w)w
95 o 0w a)i-p.(e0-593)
%: KA¢—MVC-@+h(¢;§)

Conditions aux limites :
J =1,
sur 02,
¢=¢
sur 002, {77 = ((vC = D,(VC-@))i ~ D, (VC - @)w) 7

Conditions initiales,
C(X,O) = Co (X)

VX €Q,
S 6(x,0) = ¢, ()

L’équation d’orientation est donnée par une dynamique qui inclut la gravité.
L’équation de diffusion-transport est la version superficielle de (3.21). Les opérateurs des
équations sont ainsi superficiels et les variables sont des moyennes sur 1’épaisseur du
cambium.

Pour implémenter les équations superficielles, il est nécessaire de définir le probléme

par sa formulation faible. On passe de (P2) a sa formulation faible (F'V2) en multipliant les

équations de (P2) par des fonctions tests 1, et v, et en intégrant sur Q.

La premiére équation devient :

f[3_0+vj] 4 =0, soit [ %—f% — [Jvu, + [Tavds+ [ Tiigyds =0
Q Q Q

Q 8t Qn (973
soit finalement (en incluant les conditions aux limites) :

[ %—f%— I TN, + f Ty s + f T Mg thds = 0
Q Q

99, 99,
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Pour la deuxieme équation, on obtient :

f[@— KA¢+ ,UJVC.TU'—h]% =0, soit
) Lot

f 9 b +K f VoV, — K f Vit thds — K f V61 s + f (uV C.T —h) e, =0

p Ot Pl 9% 0

Les deux mod¢les élaborés pour déterminer I’orientation des cellules cambiales sont
conceptuellement différents. Celui fondé sur les équations de Navier - Stokes permet de
définir une orientation dans un domaine cartésien en trois dimensions. Une extension de ce
mode¢le devrait ainsi pouvoir considérer I’hétérogénéité de la distribution radiale d’auxine.
L’autre modele est nettement plus satisfaisant biologiquement, puisqu’il prend en compte la
dynamique d’orientation des cellules cambiales. Il permet de déduire la concentration de

I’auxine par la dynamique conjointe de 1’équation de diffusion-transport et de 1’équation

d’orientation. Dans le probléme (P1), 1’équation d’orientation ne dépend pas de la

concentration en auxine.

Du point de vue des simulations, puisque I’on cherche a se rapprocher de géométries
réelles, le domaine €2 est, comme le cambium, « mal proportionné » au sens informatique. En
effet, il s’agit de géométries tres fines en épaisseur. Ainsi, pour une simulation par éléments
finis, cette géométrie implique un maillage extrémement fin. Ceci peut s’améliorer quelque
peu en utilisant un maillage anisotrope, mais le probléme demeure. Cette finesse du maillage
entraine des temps de calcul assez élevés, surtout pour déterminer la solution de I’équation de
Navier-Stokes. Ce probléme rend méme les calculs impossibles, par dépassement de la
capacité de mémoire de 1’ordinateur, si I’on veut implémenter un cambium sur une longueur

supérieure a 10 cm.
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3.2.5 Fonction de répartition

La modélisation du transport de I’auxine nous permet d’accéder a la concentration C'
de I’auxine dans le cambium en tant que solution de (P1) ou de (P2). Cette concentration
d’hormone contrdle 1’opérateur discret de prolifération, en déterminant les taux de croissance
de chaque cellule par la fonction f, . Dans la section précédente, nous avons défini le taux de

croissance en aire G, de chaque cellule par I’équation (3.9) :

(f c,(t),D,0)] fi(s)ds

Viel,...N(@)], G ()= P(1)

AA(#)

La fonction f (maintenant notée sans sa dépendance en temps) est la fonction de

répartition de la croissance le long du périmetre extérieur du cambium. Selon I’hypothese
faite par Kramer, le taux de production de xyleéme est proportionnel a la concentration en [AA

(Kramer, 2001). Nous adaptons cette loi au niveau cellulaire, en prenant pour f la

distribution donnée par C'.

Si I’on utilise (P1), on calcule C = f Cdr, I’intégrale de la concentration dans la

c

H

direction radiale. Nous définissons ensuite f par f = , ou C, estla concentration

calculée en haut du domaine. Dans nos applications, le flux d’entrée est homogene a travers

une frontiere horizontale et C, est ainsi une fonction constante qui normalise les

. ., . - . vC
concentrations intégrées. Si I’on utilise (P2), nous obtenons directement : f = HT car
7

7]

0 . . A .. r

“—= est la concentration en haut du domaine (dans les mémes conditions de flux d’entrée
v

homogéne).
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3.3 Simulation de la répartition de la croissance radiale

Nous proposons aussi un premier modele pour simuler la croissance radiale en trois
dimensions. Il s’agit d’un modeéle purement physiologique, puisque la loi de croissance que
nous utilisons met en jeu uniquement 1’auxine. Selon des études déja citées, I’auxine semble
étre le principal facteur de la croissance différentielle, via sa dépendance vis-a-vis de la
gravité. Les modeles présentés dans les sections précédentes permettent de calculer la
concentration de I’auxine dans le cambium de 1’arbre. Connaissant ces valeurs, nous pouvons
proposer des lois de croissance pour simuler, non pas de combien 1’arbre croit, mais comment
il croit. En effet, selon nos hypothéses de travail, le taux de croissance cellulaire est
positivement corrélé a la concentration d’auxine. Ainsi, nous pouvons calculer un profil
tridimensionnel de taux de croissance a partir de la concentration en IAA.

Nous écrivons la loi de croissance tridimensionnelle sous la forme générale :

d—]\j =G(0) (3.29)

ou M décrit tous les points du cambium. G : R — R® est la loi de croissance, dépendant de
’auxine.

La tendance naturelle pour la croissance est de s’effectuer principalement selon la

direction normale a la surface. Au point M , cette normale est donnée par n (M ). L’intensité
de la croissance peut €tre prise sous la forme H@(C’ )H = o, +a,C . Dans ce cas, nous

considérons que la croissance possede une composante résiduelle ¢, indépendante de

I’auxine et un terme dépendant de I’auxine, pris comme une simple loi de proportionnalité

selon «,, comme suggéré par Kramer (Kramer, 2001). La loi peut alors prendre la forme :

— = (o +a,C)n(M) (3.30)
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Nous utilisons en pratique la discrétisation de cette €quation :

M(t+dt)= M)+ dt(a, + a,C)n(M) (3.31)

La simulation de la croissance radiale présente de nombreuses difficultés, qu’elles
soient mathématiques ou informatiques. Nous pouvons simplifier quelque peu le probléme en
considérant la croissance d’une surface. Soit on a déja une surface, comme dans le cas de

(P2), soit on choisit une surface représentant le volume 2 de (P1) (la surface interne,

externe ou la surface passant par les points milieux). Nous pouvons alors définir le vecteur
normal a cette surface.

Du point de vue mathématique, le probléme est de savoir si les points M (¢ + 1),
calculés a partir de la configuration connue M (t) par la discrétisation (3.31), définissent une

nouvelle surface réguliere. En effet, si, par exemple, la surface initiale présente des zones
fortement courbées, notre loi de croissance peut provoquer un croisement a I’intérieur du
nouvel ensemble de points. Dans le cas des géométries simples définies par I’équation (3.28),
les premicres itérations de (3.31) vont produire une nouvelle surface réguliere si les taux de
croissance, le pas de temps de la discrétisation et la courbure, sont choisis raisonnablement.

La simulation de la croissance radiale pose aussi de nombreux problémes
informatiques. En effet, la surface est décrite au temps ¢ sous sa forme discrétisée, par un
maillage. On peut faire correspondre, a chaque point de ce maillage, un point résultat de
I’application de la loi (3.31). On obtient ainsi un nouvel ensemble de points qui définit une
approximation de la nouvelle surface. Le probleme est que cette nouvelle surface est décrite
par un ensemble de points qui ne vont a priori pas correspondre a un maillage régulier. Ainsi,
apres plusieurs itérations, les raccords entre les éléments des nouveaux maillages perdent
énormément en régularité. On obtient méme des « coins » qui correspondent a des maillages
C", ou seule la continuité entre les éléments est assurée. Ceci provoque des erreurs trés
importantes au niveau de la solution numérique. Ce probleme nécessite 1’utilisation
d’algorithmes spécialisés permettant de réajuster, a chaque itération, les ¢éléments du nouveau
maillage, pour obtenir un maillage régulier.

Nous proposons ici une simplification du probléme (P1), qui permet d’obtenir des

simulations de la loi de croissance proposée. Nous utilisons une géométrie simplifiée, par
discrétisation, pour représenter les géométries continues définies par (3.28). La zone

médullaire est définie par une ligne polygonale et les points de la surface sont des sommets de
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polygones réguliers finis, construits dans un plan normal a la zone médullaire, qui
approximent un cercle. Cette description entierement discret permet, plus généralement, de
définir le modéle sur n’importe quelle géométrie, en discrétisant la surface d’intérét. Il permet
ainsi de représenter une géométrie expérimentale et ses itérées de croissance.

Le modele simplifié est simulé par une marche aléatoire non homogene sur 1’ensemble
des sommets défini précédemment. Cette marche aléatoire fournit une approximation de
I’équation de diffusion-transport. Chaque point du maillage a 4 voisins : 2 dans la direction
transversale et 2 autres dans la direction longitudinale. Les molécules d’auxine vont s’écouler
depuis le haut du maillage (ou elles sont produites) vers le bas, en empruntant un chemin
parmi les sommets du maillage. Nous fixons des probabilités de transition de passage d’un
point a ses voisins. Ces probabilités dépendent de deux facteurs : la direction du mouvement
(transversale ou longitudinale) et la projection de la gravité sur ces directions. Ainsi, dans ce
modele, I’orientation des cellules n’est pas considérée et I’effet gravitationnel est directement

intégré dans le transport des molécules.

Notons p(k,l|4,7) la probabilité de transition entre deux voisins, de M .; vers M, (Figure

3.11). Nous définissons :

p(ij+114,7) = a, (14 F,) p(6,j—=114,j) = a, (1 F}) 53
p<i—17j|iaj):b0<1_Hij) p<i+17j|iaj):b0<1+Hi-7> |

avec b, > a,, 2a, +2b, = 1.

F, dépend de la projection de la gravit¢ dans la direction transversale.
H,; dépend de deux facteurs :

- un terme intervient pour la projection de la gravité dans la direction longitudinale.

- un autre privilégie le transport selon la direction longitudinale pointant vers le bas.

Dans D’expression des probabilités, les termes constants a, et b, permettent
d’implémenter la partie diffusive du mouvement. On choisit b, > a, pour définir une

diffusion anisotrope, en favorisant la diffusion selon la direction longitudinale. Bien que
simplifi¢, ce modéle inclut la possibilité de redirection du flux d’auxine par le terme de drift

de gravité.
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transversale
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longitudinale

Figure 3.11. Description locale des éléments du modéle discret.
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3.4 Synthese

Chronologiquement, le premier modele €laboré fut celui de la prolifération discréte,
dans une version simplifiée. Dans ce mod¢le, la distribution des taux de croissance des
cellules était également donnée par la répartition de la concentration d’auxine dans une coupe
transversale. Nous avions tout d’abord utilisé¢ une fonction de répartition capable de refléter
une hétérogénéité selon I’inclinaison de I’arbre. Cette fonction était choisie pour respecter les
hypothéses biologiques de concentration différentielle de I’auxine, mais ne résultait pas d’une
modélisation mathématique (Forest et al., 2004). Ce modéle, dans une version améliorée, fut
ensuite connecté a un autre modele, permettant de calculer la répartition de I’auxine au sein
du cambium en trois dimensions. Ce modele de répartition, résultant de la formulation appelée

ici (P1), a permis de justifier ’allure des fonctions de répartition choisies précédemment

(Forest et Demongeot, accepté). La Figure 3.12 présente une synthese des caractéristiques des
modeles ainsi que leur agencement relatif. La fleche la plus haute de la Figure 3.12 montre
que le modele de répartition « alimente » le modele discret. La connexion entre ces deux
modeles est plus précisément décrite par la Figure 3.7 et le paragraphe 3.2.5.

Finalement, un dernier modéle s’intéresse a une formulation plus réaliste du transport

de l’auxine, selon la mise en équation de (P2). Il s’agit d’une formulation superficielle,

permettant aussi de proposer et de simuler des lois tridimensionnelles de répartition de
croissance fondées sur la concentration d’auxine. Les deux fléches de la Figure 3.12 reliant
ces deux modeles montrent qu’ils sont en interaction : la concentration d’auxine permet de
définir la nouvelle géométrie par croissance. On doit ensuite recalculer les concentrations sur
la nouvelle géométrie, pour obtenir le prochain profil de croissance. Le mod¢le de transport
superficiel et la simulation de la croissance tridimensionnelle font 1’objet d’une autre
publication (Forest et al., accepté).

Chacun de ces trois modeles a une valeur explicative et prédictive qualitative, comme
nous le verrons dans la partie 4 qui suit. Ils ont donc tous un intérét en soi, pour la croissance
cellulaire, le transport d’auxine ou la croissance tridimensionnelle de 1’arbre. Un des buts de
notre travail est de proposer des liaisons entre ces modeles. Certaines sont déja réalisées,
d’autres sont a inscrire dans le domaine des perspectives (voir la partie concernée, 5.2).
L’idéal serait d’avoir une connexion totale entre ces trois modeles. Nous pouvons citer la
connexion a établir entre le modele cellulaire discret et le modéle continu de croissance

tridimensionnelle. En effet, sous sa forme actuelle, le modéle de croissance tridimensionnelle
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n’intégre que les résultats de concentration d’auxine, alors qu’il devrait aussi prendre en

compte, sous forme moyennée, les comportements cellulaires (réaction mécanique, taux de

division et d’¢élimination...) étudiés dans le mod¢le discret.

Modeéle de prolifération cellulaire
Coupe transversale 2D

Discret

Systéme complexe — multi-agents

—

Modéle de transport d’auxine
Cambium 3D, Cambium superficiel
Continu
EDP

Modéle de répartition de
croissance 3D

Cambium superficiel
Discret

Marches aléatoires - Itérations

Figure 3.12. Résumé des caractéristiques des modeles et des relations inter-modéles.
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4 RESULTATS ET VALIDATION

« Aupres de mon arbre, je vivais heureux. »

George Brassens.
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4.1 Résultats

Nous présentons, dans cette partie, différents résultats obtenus avec les modeles de
prolifération cellulaire et de distribution d’hormone, cela pour différents cas d’application : la
croissance normale, la croissance parasitaire et la croissance consécutive a 1’élagage d’une
branche. Nous montrons aussi des résultats obtenus pour la croissance tridimensionnelle.

Nous commencons d’abord par préciser comment les modéles ont été implémentés.

4.1.1 Implémentation

Les modéles présentés dans les parties précédentes sont tous implémentés sous
I’environnement Matlab®-Femlab®. L’opérateur de prolifération cellulaire est implémenté
avec Matlab® 6.5, tout comme le modéle probabiliste et le modéle de croissance en trois
dimensions. Le premier modéle pour le systéme de contréle fut simulé avec Femlab® 2.3 et le
deuxiéme avec Femlab® 3.0. Le deuxiéme modéle nécessite la version 3.0 de Femlab©,
puisqu’elle permet de définir un systéme d’équations aux dérivées partielles sur une surface
en trois dimensions.

Les simulations des mod¢les continus sont réalisées par la méthode des €léments finis.
Dans le cas du premier modéle continu, on utilise un maillage en trois dimensions. Pour le

second, il s’agit du maillage d’une surface. La résolution de (P1) nécessite deux étapes : une

premicre pour calculer le champ de vitesse, en résolvant les équations de Navier Stockes avec
un solveur non-linéaire. On obtient la concentration d’auxine en calculant la solution de
I’équation tridimensionnelle de diffusion-transport avec un solveur linéaire, en prenant

comme valeur d’orientation le champ de vitesse normalisé. La résolution de (P2) s’effectue

en une étape, par une résolution conjointe des deux équations a 1’aide d’un solveur non-
lin€aire.

Les simulations du mode¢le discret de prolifération consistent en I’itération successive
de la fonction de transition a partir d’une situation initiale donnée. Dans les illustrations du
modele discret, les quadrilateéres vides représentent les cellules du xyléme et ceux qui sont
pleins, les cellules du cambium. Les simulations du modele probabiliste et du modéle de

croissance sont aussi le résultat de 1’itération de leurs lois constitutives.
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Sauf si I’on spécifie le contraire, on utilise les parametres, fonctions et géométries

listés ci-apres.

Parameétres utilisés

- pour les modeles continus :

DH = 0,05 cm”.hr, D, =0,01 cm”.hr, p =1000 kg.m™, g=9,81 m.s~,
v=1cmhr', n=10" kg.m™.s", j, = 50 ng.cm™".hr™".

K =100, u =2 et # =5 (en unités du systéme international).

- pour le mode¢le discret :

1
a, =1,44°, 1 =65 pm, L = 50 pm,TC:2—l,7E22O um, 7, =100 pum,

dt = 0,06 jour, k = 0,01/dt, Vt €N, AA(t)= AA ~ 3,5 cm*/an ~ 0,57 mm?®/dt.

Les valeurs de D, D, et v proviennent de (Kramer, 2002), celle de la densité p et de la

viscosité 7 sont celles de I’eau a 20°C.

Définition des fonctions des modeles

—

g
4

La fonction de répartition f(t) sera toujours considérée constante au cours des itérations du

systéme de prolifération.

Géométries
Pour les modéles continus :

- Les géométries sont construites sous Femlab® a partir de portions de tores ou de cylindres.

o — P mam— —

= _ = . _—b ) _\_ . 9 . \
(nIaQH = Z, My, = z)’(”mm = 2Ny, = z), c’est-a-dire que 1’on considére que les

frontiéres haute et basse sont horizontales.

- La surface cambiale Q) est paramétrée par une fonction 7 définie par I’équation (3.28).
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- Les domaines cartésiens ) en trois dimensions pour (P1) sont définis généralement a

partir d’une surface 2. On épaissit cette surface selon son vecteur normal pour créer un

volume.

Pour le modele de prolifération :

- Les situations initiales pour le cambium sont construites a partir de deux cercles
concentriques, le plus petit cercle ayant un rayon de 2000 pum. Les cellules sont
initialement toutes prises de mémes dimensions.

- Le xyleme est initialement vide.

Formes stationnaires

On considérera généralement les solutions des problémes différentiels (P1) et (P2) sur Q et

2 dans leur forme stationnaire, c’est-a-dire que 1’on cherchera a déterminer le régime

permanent du transport de 1’auxine.

o, oc
- ot ot

On considére donc (P1) avec o7 et (P2) avec 06
du_p - =

ot ot

Formulation faible résultante pour (P2)

Ceci fixe les formulations faibles (F'V2) comme suit :

fJVzﬁl—i—fjowlds—i—szwlds—O

o 0B

Kfv¢v¢2+f(f ¢2d5+f,uVCw h) ¢, = 0

09,3
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4.1.2 Croissance normale

Nous considérons un arbre théorique parfaitement cylindrique, de rayon R et de
hauteur H . Q est ainsi un cylindre creux d’épaisseur . Q est la surface associée, c’est-a-
dire une nappe cylindrique décrite par m(s) = sz, dans 1’équation (3.28). Le cambium,
représenté dans une section transversale, est composé¢ de cellules de formes identiques

(Figures 4.1b et 4.1c¢).

4.1.2.1 Résultats de distribution de I’auxine

Jo
v

On vérifie directement que C' = — et ¢ = —g sont solutions de (P2). Ceci signifie

que les directions d’écoulement de 1’auxine prédites par le modéle, dans ce cas, sont verticales
et que la concentration de I’auxine est homogene. Il en résulte une fonction de répartition de
croissance f = 1. Les solutions numériques calculées par le logiciel redonnent la solution
théorique, car la répartition de I’auxine est presque parfaitement homogene dans le cambium.

Pour la résolution de (P2), si ’on considére un cylindre de rayon 10 cm et de hauteur 100

cm, Derreur relative entre les solutions numériques ¢, et C

num

et les solutions théoriques

(bnum + E C - &

sont inférieures a 10™. Plus précisément, % < 6.107° et & <2.107".
2 v

On obtient également une distribution uniforme d’auxine en résolvant le probléme

(P1). Les solutions théoriques en vitesse ne sont pas facilement calculables, car la vitesse est

fixée nulle sur les bords latéraux. L’ erreur relative par rapport a une distribution homogene est

de I’ordre de 0,1%.
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Figure 4.1. Géométries utilisées dans le cas de la croissance normale.

(a) Cambium en trois dimensions pour (P1): Q. Echelle en cm
(b) Situation initiale du cambium pour le mode¢le discret : I'(0).
(c) Représentation d’une cellule cambiale X, (0) de I'(0). Echelles en um pour (b) et (c).

4.1.2.2 Résultats de prolifération cellulaire

Le mode¢le discret a été simulé a partir de la situation initiale de la Figure 4.1b. On
s’intéresse aussi a la simulation de la succession de deux types de périodes de croissance,

caractérisés par leurs valeurs de 7, et de AA. Nous distinguons ainsi deux types de saisons,
une saison de croissance active (TCL,AAl) et une saison de dormance <T02,AA2> . On affecte

une plus grande valeur 7, pour la saison de dormance et, au contraire, la valeur de A4, pour

. . . . AA :
cette saison sera choisie plus petite. On utilise 7, =37, et A4 = N L. La Figure 4.2

montre I’exemple d’une succession de trois périodes de croissance et le début d’une quatriéme
période de croissance active. On observe le développement concentrique du systeme. Le
xyléme est produit régulierement en cercles concentriques. Dans cet exemple, le cambium est
initialement composé de 254 cellules. A la fin de la simulation, il est composé de 476 cellules

et 14771 cellules de xyléme sont produites. La condition de conservation du périmetre moyen

P(0)
N (0

est respectée, puisque l’erreur relative entre et la méme fraction a la fin de la
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simulation est de 6%. On observe aussi comment les anneaux de croissance se distinguent par
I’alternance de xyléme “normal” et de xyléme plus dense.

Les Figures 4.2b et 4.2¢ montrent que les cellules ont leur comportement propre, mais
le mouvement global méne a une formation concentrique de xyléme. Ces figures montrent un
zoom sur une partie du xyléeme formé. On voit que les cellules ont initialement la méme
forme, mais 1’évolution du modéle produit des cellules de xyléme et de cambium de formes
variables. Sur la Figure 4.2b, on remarque 1’apparition de I’événement d’¢limination du
cambium, situé¢ dans la file radiale repérée par une fleche. Cette file est d’abord composée
d’une cellule, puis, suite a deux divisions anticlinales (une pendant la période de dormance et
une autre pendant la période de croissance active), donne naissance a trois files. Cette
surproduction est ici régulée, puisque 1’élimination de cambium provoque un retour a deux
files radiales. Comme souvent, cette élimination concerne une cellule issue d’une division
anticlinale. Suivant cet effet de compétition, seulement une des deux cellules nées d’une
méme division anticlinale peut continuer a se développer. Apres cet événement, le cambium

retrouve sa continuité.
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Figure 4.2. Simulation de croissance normale.

(a) Représentation globale (échelle en pum).
(b) et (c) zooms sur des parties du xyléme.
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4.1.3 Attaque parasitaire

Nous considérons maintenant des perturbations plus ou moins importantes du
probléme précédent, avec des géométries présentant des déformations. Ces géométries sont

construites dans le logiciel au moyen de portions de tores et de cylindres.
4.1.3.1 Résultats de distribution de ’auxine

4.1.3.1.1 Modele en trois dimensions

Arbre déformé

La Figure 4.3 présente la géométrie d’une portion de cambium d’un arbre déformé.

Pour les raisons informatiques évoquées précédemment, la portion est de tres petite taille.

02

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.2 04

Figure 4.3. Géométrie pour (P1) dans le cas d’un arbre déformé.

Les échelles de (a), (b) et sont en cm.
(a) Exemple de domaine 2.
(b) Exemple de coupe transversale horizontale de €) prisea z = 0.45 cm .

Les équations du systéme (P1) ont été résolues sur le domaine de la Figure 4.3a, pour

calculer la distribution de I’auxine dans le cambium de 1’arbre déformé.
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Figure 4.4. Solution de (P1) pour un arbre déformé.

Les échelles de (a), (b) et (c) sont en cm.

(a) Répartition normalisée de 1’auxine.

(b) Autre angle d’observation du résultat.

(c) Fonction de repartition f, calculée pour la section transversale de la Figure 4.3b, en fonction de
I’abscisse curviligne normalisée. La ligne continue représente le résultat numérique et la ligne en
pointillés est une Gaussienne enroulée plus une constante égale a 0.81 approchant la courbe

Pt

numérique. La Gaussienne a pour équation approchée 0.48e

Comme attendu, suite a I’influence de la gravité sur le transport de 1’auxine, on obtient
une répartition hétérogéne de I’auxine. Les lignes d’écoulement de I’auxine sont illustrées sur

la Figure 4.22 dans la partie 4.1.7.1. La Figure 4.4c représente la fonction f que I’on utilise

ensuite en pratique pour les transitions du systeme de prolifération. On 1’obtient par moyenne
radiale et normalisation de la concentration obtenue sur la coupe transversale étudiée. Cette
fonction s’approxime bien par une Gaussienne enroulée sur un support circulaire, plus une
constante. Cette Gaussienne est qualitativement satisfaisante, car elle reflete bien
I’hétérogénéité de la répartition d’auxine en circonférence.

La répartition calculée par le modele dans la moiti¢ haute du cambium, semble moins
réaliste. Il est étonnant de constater que le modele prédit que la répartition est symétrique par
rapport au centre de symétrie de la géométrie. Ceci est probablement li¢ au fait d’utiliser un

fluide incompressible, qui plus est dans une géométrie de petite taille.
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Concavité

Nous considérons ici une partie de cambium qui inclut une zone concave, construite a

partir de sphéres. L épaisseur du cambium est constante (Figure 4.5). Pour résoudre (P1) sur

une géométrie « ouverte », des conditions aux bords doivent étre rajoutées sur les frontiéres
latérales. Sur les deux frontiéres latérales, on impose donc un flux normal nul pour 1’auxine et
une vitesse verticale d’intensité égale a celle imposée a la frontiere supérieure. Selon nos

calculs, une zone d’accumulation apparait dans la partie basse de la concavité.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

-0.05
05

s=20 § = s =

Figure 4.5. Le probléme (P1) posé pour une concavité.

(a) Domaine () présentant une concavité.
(b) Exemple de coupe transversale pour z = 0.1 cm .
(c¢) Fonction de distribution f associée, en fonction de I’abscisse curviligne normalisée.

141



Figure 4.6. Répartition globale de I’auxine pour la géométrie de la Figure 4.5a.

Le résultat de la simulation, observé sur toute la géométrie, montre que le modele

(P1) prédit une zone de déplétion, largement située au coeur de la concavité. L’accumulation

est localisée sous cette zone de déplétion.

4.1.3.1.2 Modele superficiel

Le modele (P2) a été simulé pour diverses formes d’arbres. Il converge toujours

rapidement vers la solution stationnaire. Nous envisageons, dans un premier temps, des arbres

peu déformés, puis des arbres de géométrie tres déformée.

Arbres peu déformés
La Figure 4.7 présente les résultats numériques obtenus pour la concentration
d’auxine. Les valeurs sont normalisées par la concentration de référence J0 Les zones ot la
v
concentration est €¢gale a la concentration moyenne sont en vert. Les simulations mettent en
¢vidence des zones de déplétion d’hormone en bleu et des zones d’accumulation en rouge.
Pour ce modeéle, I’accumulation se localise bien dans les zones inférieures de la géométrie.

L’arbre des Figures 4.7c et 4.7d présente deux zones distinctes d’accumulation et deux zones

de déplétion. Ceci est une conséquence de sa géométrie, qui possede une double déformation.
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Figure 4.7. Distribution normalisée d’auxine.

(a) et (b) arbre présentant une déformation.
(c) et (d) arbre présentant une double déformation.

La Figure 4.8 permet de visualiser les répartitions de concentration selon des coupes
normales aux directions longitudinales. On observe sept coupes le long de I’arbre. On

visualise ainsi différents profils d’hétérogénéité de la Figure 4.7.
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Figure 4.8. Répartition de la concentration normalisée d’auxine sur différentes coupes de la géométrie
des Figures 4.7a et 4.7b.
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En haut du domaine, la répartition est homogene (1). A la fin de la premiere section
cylindrique, une légere hétérogénéité apparait déja (2). Les sections (3), (4) et (5) présentent
les hétérogénéités les plus marquées. La section (4), prise au milieu de la zone inclinée,
présente le maximum d’hétérogénéité. La section (5) conserve presque le méme degré

d’hétérogénéité qu’en (4), mais on observe une trés légere atténuation.
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Figure 4.9. Evolution de la répartition cambiale de I’auxine, selon la variation du coefficient (.
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La Figure 4.9 montre qu’en amplifiant le poids du terme de gravité par rapport aux
autres termes (laissés égaux a leur valeur de référence), on peut passer progressivement de
deux zones d’accumulation a une seule. La zone d’accumulation située dans la partie haute de

I’arbre, pour des valeurs faibles de (3, « descend » progressivement pour se centrer a mi-

hauteur de la géométrie. La valeur maximale d’accumulation augmente progressivement.

Arbres trés déformés

Le modéle peut aussi étre utilisé pour des arbres présentant des déformations beaucoup
plus séveéres. Comme ce modele consideére un terme de transport actif, I’auxine peut se
transporter, méme si le tronc présente des parties horizontales (Figure 4.10) ou ascendantes
(Figure 4.11). Les résultats montrent toujours des profils d’accumulation et de déplétion
d’hormone suivant I’influence de la gravité. Le mod¢ele tridimensionnel, puisqu’il utilise
I’écoulement d’un fluide, ne peut pas rendre compte correctement de I’accumulation pour de

tels arbres.
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Figure 4.10. Distribution d’auxine pour un arbre trés déformé qui présente une portion horizontale.
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Figure 4.11 Distribution d’auxine pour un arbre trés déformé qui présente une pente ascendante.

Concavité

Si I’on considére le modele (P2) dans une géométrie qui inclut une concavité, le
paramétrage de la surface ne suit plus I’équation (3.28) et se pose alors le probléme du choix
des champs de vecteurs de référence t_l' et t_; . Ces champs de vecteurs peuvent tre interprétés

comme donnant I’orientation des cellules cambiales juste apreés une déformation, a partir

d’une configuration enticrement verticale. Les orientations initiales verticales sont données
par —t, , avec t, = Z . On considére que I’orientation des cellules suit les déformations. Dans

les cas précédents, on a considéré des géométries produites par des déformations planes du
cylindre. C’est pourquoi les configurations initiales des cellules sont naturellement prises
longitudinales. Les géométries plus complexes, comme celle de Figure 4.5a, font intervenir
des transformations tridimensionnelles. Biologiquement, ce genre de configuration s’obtient
par un blocage local de croissance. Le lieu de blocage présente un taux de croissance radiale
nul, son voisinage des taux faibles, puis, en s’¢loignant de la zone de blocage, on retrouve
progressivement des taux de croissance normaux. Ce différentiel de croissance produit alors
théoriquement une concavité telle que celle de la Figure 4.5.

Il serait particulierement intéressant d’utiliser un modele de croissance en trois
dimensions (congu a partir de ceux proposés) qui puisse intégrer la croissance et 1’orientation

successive des cellules, pour connaitre ’orientation de celles-ci, lorsque la concavité est
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formée. Comme nous n’avons pas cette connaissance, nous pouvons proposer plusieurs
dispositions initiales. Une premiére consiste a prendre 1’orientation initiale des cellules dans le
plan (20z) en ne considérant qu’un seul plan de déformation (Figure 4.12a). On peut aussi

tester le modéle en utilisant une orientation qui suit les formes sphériques de la concavité

(Figure 4.12b).

W
1t
{

Figure 4.12. Résultat de distribution d’auxine dans une concavité, dans la géométrie de la Figure 4.5,
considérée sans épaisseur.
(a) Configuration de référence des cellules dans le plan (20z).

(b) Configuration de référence des cellules selon la projection de la verticale sur la surface.
(c) Distribution d’auxine a partir de la configuration (a), avec 5 = 50000.

(d) Distribution d’auxine a partir de la configuration (b), avec § = 5.
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La Figure 4.12 présente les résultats de (P2), selon deux types extrémes de choix pour
I’orientation de (fl', g) . Dans le cas de la Figure 4.12a, ’orientation est dans le plan (z0z). Le

poids du terme de gravité doit alors étre trés nettement augmenté par rapport a la valeur qu’on
lui affecte habituellement pour qu’apparaisse une zone d’accumulation semblable a celle de la
Figure 4.6 montrant la répartition prédite par le modele tridimensionnel. Dans ’autre extréme,
cette orientation suit exactement la déformation; dans ce cas, cette disposition tend
naturellement a produire une accumulation. On obtient alors une accumulation intense et tres
localisée avec 3 = 5. On pourrait aussi considérer des orientations intermédiaires et obtenir
des résultats intermédiaires.

Le modele superficiel permet aussi de considérer de grandes concavités, que 1’on peut
de plus intégrer dans un plan tangent pour étudier 1’étendue des hétérogénéités en dehors de la
zone concave. Cette réalisation est impossible avec 1’autre modele de transport, toujours pour

les mémes raisons informatiques.

100~

50~

Figure 4.13. Répartition d’auxine normalisée, dans un plan muni d’une concavité, en prenant les
orientations initiales des cellules dans le plan (zOz). Echelle en cm.

Le résultat de la Figure 4.13 montre que 1’hétérogénéité due a la présence de la
concavité reste treés localisée. Le plan situé en dessous de la concavité n’est que treés peu

affecté par celle-ci. On remarque aussi que I’augmentation de la taille de la concavité permet
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de mettre en valeur une accumulation, en utilisant la valeur standard 3 = 5 pour le terme de

gravité.

4.1.3.2 Résultats de prolifération cellulaire

La situation initiale, pour la simulation de la prolifération, est un cambium quasi-
cylindrique, qui présente une concavité résultant d’une attaque parasitaire (Figure 4.14).

L’automate de prolifération est alimenté par la fonction f de la Figure 4.4c, perturbée par une

fonction locale définie par un « lissage spline » de la Figure 4.5c, c’est-a-dire que 1’on
approxime la répartition par une fonction régulicre. Le résultat de la simulation apparait sur la

Figure 4.15.
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Figure 4.14. Situation initiale.

On observe un différentiel de croissance li¢ a I’hétérogénéité de la distribution
d’auxine. Davantage de cellules sont produites radialement dans la zone concave (Figure
4.15b) (située dans la zone d’accumulation d’auxine) que dans la zone opposée (Figure
4.15c). En effet, sur la Figure 4.15b, la file radiale située au centre de la concavité comporte
15 cellules, alors que, sur la Figure 4.15¢, certaines files radiales n’ont que 8 cellules. Les
observations de croissance dans les zones latérales montrent des profils intermédiaires avec
des files radiales de 10-11 cellules au centre des Figures 4.15d et 4.15¢ signant ainsi le
processus de récupération de la concavité parasitaire. A la fin de la simulation, le cambium a
presque compleétement retrouvé une forme circulaire, la concavité s’étant largement atténuée.
Comme déja mentionné, la file centrale de la concavité compte 15 cellules, alors que les

alignements cellulaires situés en bordure de la concavité n’en possedent que 12. La
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récupération est donc essentiellement produite par le différentiel de croissance au sein de la

concavite.
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Figure 4.15. Simulation de croissance, suite a une attaque parasitaire.

(a) vue globale, échelle en pum.

(b) zoom sur la zone concave.

(c) zoom sur la zone opposée a la zone concave
(d) et (e) zooms sur les zones latérales.
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Figure 4.16. Autre simulation a partir de la méme situation initiale que celle de la Figure 4.14.

(a) vue globale
(b) zoom sur la zone concave

La Figure 4.16 est un autre résultat de simulation, avec les mémes conditions que
celles de la Figure 4.15 : méme situation initiale, méme valeurs des parametres. L’allure
globale des proliférations pour les deux figures est similaire, mais des différences apparaissent
a I’échelle cellulaire. La Figure 4.16b, qui est un zoom sur la zone concave, présente un autre
scénario de récupération de la concavité. Contrairement au cas précédent, le processus
implique des éliminations cellulaires. Les files concernées par des ¢liminations sont repérées
par des fléches noires. Dans le cas de la fleche numéro 1, I’élimination concerne deux cellules
issues de la méme division anticlinale. Elles ont été éliminées presque simultanément. Pour la
fleche numéro 2, 1’élimination se produit prés du haut de la figure, ce cas d’élimination étant

proche de celui de la Figure 4.2b.
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Représentation dynamique

Les résultats peuvent aussi étre présentés sous une forme « dynamique ». Les Figures
4.17 et 4.18 présentent une nouvelle simulation ou I’état du xyléme et du cambium est
représenté a intervalles de temps régulier. La Figure 4.17 présente les résultats globaux et la
Figure 4.18 les zooms correspondants sur la zone concave. Ces figures permettent de se

rendre compte du caractére progressif des récupérations.
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Figure 4.17. Représentation a intervalles de temps réguliers des récupérations.
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Figure 4.18. Représentation de la récupération de la zone concave, a intervalles de temps réguliers.

Les zooms sont pris sur les différentes situations de la Figure 4.17.
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4.1.4 Elagage d’une branche

L’ ¢lagage d’une branche crée une concavité beaucoup plus marquée au sein du
cambium. Ceci peut concerner tous les types d’arbres, qu’ils soient ou non déformés
globalement. Pour simuler ce cas, la situation initiale du systéme discret présente une
concavité plus importante. Nous considérons que la forme en trois dimensions de I’arbre est
un cylindre affecté d’une concavité. Ainsi, la fonction de répartition de croissance sera prise
homogene en dehors de la zone concave. On applique une hétérogénéité de la forme de la
fonction de la Figure 4.5¢ dans la zone concave. Les résultats sont présentés dans la Figure
4.19.

Les Figures 4.19a et 4.19¢ sont deux prédictions du modele, suite a I’¢lagage d’une
branche. Ces deux simulations ont été réalisées dans les mémes conditions. Chaque fois, on
observe le processus de récupération, par atténuation progressive de la concavité. Comme,
dans ce cas, la concavité est trés marquée, le phénomeéne de compétition entre les cellules,
pour se développer et conquérir l’espace, est particulierement intense. Ceci a pour
conséquence un taux d’élimination cellulaire important. Si la récupération de la Figure 4.19b
ne nécessite qu’une ¢limination, celle de la Figure 4.19d présente toute une série
d’¢éliminations. En effet, dans la région située sur la gauche du centre de la concavité, on passe
de 5 files radiales a une seule, en seulement 7 générations cellulaires. Ces éliminations sont
particuliérement localisées, puisqu’elles concernent des files voisines. Nous montrons ainsi a
nouveau que les résultats globaux de récupération peuvent étre obtenus par plusieurs

scénarios cellulaires différents.
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4.1.5 Comparaison des deux modeles continus de transport

Deux mode¢les de transport de I’auxine ont été développés pendant cette thése, ils sont

synthétisés par les formulations (P1) et (P2). Cette partie établit des comparaisons entre ces

modeles, a la lumiére des résultats exposés précédemment.

Comparaison « technique »

D’un point de vue informatique, le probléme(P1), puisqu’il est tridimensionnel,
entraine des cotts de calculs plus important que (P2), qui est superficiel. L’ordre de grandeur
du temps de calcul de la solution avec (P1) est de 20 minutes, contre environ 30 secondes
pour (P2). La résolution de (P1) pose surtout un probléme de mémoire informatique. Les
géométries cambiales tridimensionnelles sont réalistes, lorsqu’elles présentent une épaisseur
trés faible devant les autres dimensions. De plus, le logiciel Femlab® utilise un mailleur
automatique isotrope, ce qui implique un nombre extrémement ¢levé d’éléments pour mailler
toute la géométrie. Ainsi, un ordinateur de 512 Mo de RAM pourra résoudre le probleme
(P1), seulement si la géométrie posséde moins de 7000 éléments. Ceci contraint alors
grandement le rapport entre 1’épaisseur du cambium modélisé et la longueur de 1’arbre. Par

exemple, pour garder un ordre de grandeur réel pour le cambium (~ 1 mm ), cette contrainte

implique une restriction du probléme a un portion d’arbre de longueur inférieure a 2 cm.

Comparaison « conceptuelle »

La formulation (P2) offre I’avantage de s’appuyer sur une équation d’orientation plus
réaliste, ou chaque terme peut s’interpréter en cohérence avec des expériences biologiques. Ce
modele est particulierement approprié, si 1’utilisateur n’est pas intéressé par les détails de la
concentration d’auxine selon la direction radiale. (P2) est effectivement incapable de fournir
une telle information, car les quantités du modele sont moyennées radialement.

Le probléme (P1) repose sur une hypothése d’orientation plus éloignée d’une
justification biologique directe, mais posséde 1’avantage d’intégrer la dimension radiale dans
sa géométrie. La géométrie est ainsi plus adaptée, mais finalement la modélisation n’est pas
suffisamment aboutie pour pouvoir refléter de possibles hétérogénéités radiales dans la

concentration de ’auxine. L’hétérogénéité existe au niveau du résultat du calcul de vitesse,
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puisqu’on observe un gradient de vitesse avec une vitesse nulle sur le bord du cambium
(imposée par les conditions aux bords) et une vitesse maximale au centre. Mais, ensuite, dans
I’équation de transport de 1’auxine, la diffusion éteint toute hétérogénéité radiale au niveau de
la concentration.

Un modele tridimensionnel pouvant simuler la concentration de 1’auxine selon toutes

les dimensions doit ainsi pouvoir s’appuyer sur les aspects réalistes de ces deux modeéles.

Comparaison des résultats
La seule différence importante entre les résultats fournis par les deux modeles
concerne la répartition de I’auxine dans la partie haute du cambium d’un arbre déformé.

Effectivement, le modéle (P1) prédit une accumulation peu réaliste a I’intérieur de la zone
concave haute (Figure 4.4), alors que (P2) prédit quasiment une homogénéité (Figures 4.7a
et 4.7b). Il serait probablement possible de corriger I’accumulation haute donnée par(P1), en

utilisant une équation de fluide plus adaptée, par exemple en considérant un fluide
compressible. Les résultats concernant la moitié basse de I’arbre sont par contre similaires,
notamment au niveau de la premicre coupe transversale horizontale. Les résultats sur les
concavités sont également analogues.

Le modele (P2) est par contre le seul a pouvoir calculer des résultats pour une plus

grande classe de géométries, telles que celles des Figures 4.10 et 4.11. Il permet aussi de

s’intéresser a des arbres de n’importe quelles dimensions.
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4.1.6 Résultat de la simulation de la croissance radiale en trois
dimensions

Cette partie est consacrée aux résultats obtenus par la méthode de simulation de la

croissance tridimensionnelle.
4.1.6.1 Résultat du modele simplifié

Le modele simplifié, défini dans la partie 3.3, reproduit des patterns de concentration

d’auxine trés proches de ceux obtenus avec le modéle continu (P2). La Figure 4.20 présente

une comparaison graphique entre les résultats des deux modeles.
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Figure 4.20. Comparaison entre le modéle continu superficiel et le modele discret probabiliste.

(a) Distribution obtenue avec I’approche par marches aléatoires.
(b) Distribution obtenue avec le modéle continu.
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4.1.6.2 Croissance radiale en trois dimensions

Selon la loi de croissance normale de I’équation (3.30), chaque polygone est
transformé en un nouveau polygone défini dans le méme plan que I’ancien. On définit, pour
chaque nouveau polygone, un centre (correspondant au centre du nouveau cercle approximé
par le nouveau polygone). Les nouveaux centres définissent une nouvelle ligne polygonale,
qui permet de réitérer la croissance. Cette méthode permet alors d’itérer plusieurs temps de
croissance.

La Figure 4.21 montre un exemple d’une simulation de 7 périodes de croissance pour
un arbre initialement déformé selon une géométrie expérimentale réelle qui figure en clair. On
remarque qu’une telle loi, dépendant uniquement de I’auxine, permet déja de rendre compte
de la récupération des déformations. L’arbre final présente en effet une déformation largement

atténuée par rapport a la situation initiale.
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Figure 4.21. Itérations de plusieurs étapes de croissance selon la loi de croissance tridimensionnelle

- (e + a,C)n (M), a partir de la condition initiale colorée en clair.
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4.1.7 Autres résultats

4.1.7.1 Trajectoire d’écoulement de I’auxine pour (P1)

La Figure 4.22 présente les profils de lignes de vitesse, calculés avec les équations de
Navier-Stokes. Ces lignes sont calculées de maniere a étre tangentes en tout point aux
vecteurs vitesses solutions des équations. Elles représentent aussi la direction du “grain
pattern” (direction d’orientation des cellules cambiales) estimée par le modéle. Les équations
de Navier-Stokes posseédent une propriét¢é mathématique importante : les lignes de vitesse
solutions des équations ne se croisent pas. Ces lignes peuvent donc bien représenter des
alignements cellulaires. Comme déja vu, les trajectoires dans un arbre droit sont verticales
(Figure 4.22¢). Dans le cas d’un arbre déformé, les lignes peuvent converger ou diverger,
selon la courbure locale du tronc. Cette représentation en lignes de vitesse permet de
visualiser les composantes du transport latéral d’auxine. Les convergences et divergences des

lignes produisent des zones d’accumulation et de déplétion d’auxine.
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Figure 4.22. Lignes de vitesse de 1’auxine calculées pour différentes géométries.

(a) et (b) pour un arbre déformé.
(c) pour un arbre droit.
(d) au sein d’une concavité.
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4.1.7.2 Orientations des cellules pour (P2)

La Figure 4.23 présente le méme concept d’orientation, mais dans la représentation

superficielle. Les trajectoires de 'lAA sont maintenant décrites par la valeur de I’angle ¢ . On

a représenté la solution en angle, correspondant a la solution en concentration des Figures
4.7a et 4.7b. De la méme maniere, ce modele met en évidence des zones de divergence et de
convergence des trajectoires de transport de 1’auxine. Par exemple, la zone rouge située en
haut de I’arbre de la Figure 4.23 présente une zone ou les valeurs des angles sont supérieures

a —%. Ainsi, les directions de transport divergent légérement vers [’extérieur par rapport a
la direction longitudinale définie par ¢ = 5 La zone bleue correspondante est, elle aussi,

une zone ou les directions divergent par rapport a —772 , puisque les valeurs des angles sont
inférieures a —%. Les zones ou I’orientation n’est pas purement longitudinale sont des

zones de changement de courbure de la géométrie. De méme que précédemment, ceci
provoque une déplétion par divergence. En arrivant sur le haut du tore inférieur, le

phénomene est inversé, ce qui provoque un retour a une distribution homogene d’auxine.
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Figure 4.23. Distribution de 1’orientation angulaire des cellules cambiales, calculée en degré d’angle,

relativement a la valeur de 90° : [@ o+ 90] . Echelles en cm.
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4.1.7.3 Résultats de (P2) en mode non stationnaire

Le modele (P2) peut aussi étre simulé en mode non stationnaire (également appelé

transitoire). On suppose, pour cela, que I’on a déformé un arbre droit de maniere instantanée.
On considére que I’orientation des cellules a suivi la déformation. On commence donc avec,
comme situation initiale, une concentration constante et une orientation longitudinale des
. ) T . , .
cellules, c’est-a-dire: C'(.,0) = #(.,0) = 5 La Figure 4.24 montre I’évolution
v
temporelle du profil de la concentration normalisée d’auxine sur la coupe (5) définie sur la
Figure 4.8, dans les mémes conditions de parametres. L’hétérogénéité se forme
progressivement a partir de ’homogénéité initiale, en tendant vers 1’hétérogénéité d’équilibre
présenté dans la Figure 4.8. Le modele en mode non stationnaire rend ainsi compte de la

formation progressive des zones de déplétion et d’accumulation (Figure 4.24).

A augmentation du
temps

Figure 4.24. Evolution temporelle de la concentration normalisée d’auxine.

(en fonction de I’abscisse curviligne de la section).
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4.1.7.4 Analyse des parameétres pour (P2)

Le temps de calcul nécessaire pour une simulation de (P2) est suffisamment faible,

pour pouvoir engager facilement une étude de robustesse du modele. L’interface entre les
logiciels Matlab® et Femlab® permet de lancer en boucle les calculs, en variant
progressivement les valeurs de certains parametres. Nous présentons ici plusieurs résultats de
telles études en prenant pour référence I’arbre de la Figure 4.7a. Les figures de cette section
présentent les concentrations d’auxine sur la section transversale (5) définie sur la Figure 4.8
selon la variation d’un parametre spécifique. On appellera S cette section particuliere, les
valeurs de concentration relevées sont tracées en fonction de I’angle 6 qui décrit les points de
S'. Ces figures prouvent que le modele est trés robuste par rapport aux variations des valeurs

des parameétres.

Figure 4.25. Concentration normalisée d’auxine selon la variation du coefficient de gravité 3 entre les
valeurs 0 et 20, sur la coupe S .

Pour 8 =0, la répartition est homogene car il n’y a pas d’effet de gravité. Ce résultat se

généralise : pour n’importe quelle géométrie, la distribution est homogene sur toute la surface

cambiale, si ’on n’inclut pas le terme de gravité. La solution est alors |C' = ]—O,gb =——|,ce

v
qui signifie que les directions d’écoulement de I’auxine sont purement longitudinales. D’une

manicre générale, I’intensité de I’hétérogénéité augmente progressivement avec (3.
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La Figure 4.26 montre que les faibles valeurs de p entrainent une forte hétérogénéité
dans la solution, alors que les fortes valeurs de ;1 tendent a homogénéiser la concentration

d’auxine. Ceci s’explique par le fait que le terme associ¢ dépend du gradient de la

concentration. On peut remarquer que les variations de 1, qui rendent compte de 1’orientation

des cellules selon le flux d’auxine, peuvent entrainer de fortes perturbations de la solution.

Figure 4.26. Concentration normalisée d’auxine selon la variation du coefficient o entre les valeurs 0
et 5, sur la coupe S .

Figure 4.27. Concentration normalisée d’auxine sur S .

(a) selon la variation du coefficient K entre 0 et 2000.

D
(b) selon la variation de D, entre 0 et 1 (en imposant —L =5 ).
‘DL
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Les variations de K et de D), affectent peu la solution, méme pour une valeur nulle de
Dy, ce qui est le cas de I’absence de diffusion (Figures 4.27a et 4.27b). Ceci confirme le role

largement prédominant du transport devant la diffusion.

On peut aussi analyser 1’influence de la variation de certains paramétres géométriques
sur la solution (Figure 4.28). L augmentation du rayon de 1’arbre considéré et de son angle de
déformation provoque, de manicre cohérente, une augmentation de 1’hétérogénéité de la

solution.

Figure 4.28. Influence de paramétres géométriques sur la solution.

(a) variation de rayon de I’arbre entre 1 et 30 cm.

.. . . m T T
(b) variation de I’angle d’inclinaison entre — et — — —

2 18
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4.2 Validation

Nous synthétisons dans cette partie les €léments expérimentaux qui permettent de

valider les modeles en fonction des résultats exposés précédemment.

4.2.1 Validation des distributions d’auxine

Les résultats de distribution d’auxine doivent étre comparés avec des données
expérimentales. Funada a mesuré, en 1990, la concentration d’auxine en certaines zones d’un
conifére incliné, dans le but d’étudier la relation entre la concentration d’auxine et le bois de
compression (Funada et al., 1990). L’espece choisie est le Cedre rouge japonais. Il distingue
des zones basses, hautes et latérales. La concentration d’auxine a été mesurée a deux altitudes
différentes, pour un arbre incliné depuis une semaine et pour un autre incliné depuis quatre

semaines (Figure 4.29).
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Figure 4.29. Distribution d’IAA dans la région cambiale de troncs de Cryptomeria japonica aprés
inclinaison (en ng.cm?) (Funada, 1990). A : inclinaison d’une semaine, B : inclinaison de quatre
semaines. a : zones basses, b : zones latérales et ¢ : zones basses.

En général, les valeurs de concentration mesurées sont fortes dans les zones basses, faibles
dans les zones hautes et intermédiaires dans les zones latérales. Seule la mesure en zone
intermédiaire pour 1’arbre B ne respecte pas cette hiérarchie. L’amplitude des hétérogénéités
entre les différentes zones ne varie pas linéairement : I’importance de 1’accumulation en zone
basse conforte 1’idée d’une répartition Gaussienne suggérée par nos modeles. La variation des

hétérogénéités entre les deux altitudes considérées ne peut pas vraiment étre analysée en
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fonction de nos résultats théoriques sans la donnée exacte de la géométrie de 1’arbre utilisée.
Nos résultats sont néanmoins en bonne cohérence avec les hétérogénéités expérimentales
mesurées par Funada.

Selon nos connaissances, il s’agit des seuls relevés de concentration d’auxine dans le
cas précis de coniferes inclinés. La validation de nos prédictions d’une loi gaussienne pour la
répartition d’auxine nécessite des mesures expérimentales plus précises, prises sur toute la
circonférence de coupes transversales. Ces données permettraient aussi de comparer plus
précisément nos deux modeles de transport.

Nous ne connaissons par contre aucune expérience permettant de se faire une idée de
la répartition de I’auxine au sein de zones concaves. La encore, nos études suggerent de

réaliser de telles mesures pour pouvoir pousser davantage la validation des modeles.

4.2.2 Validation du modéle de prolifération

Conformément aux objectifs de notre travail, la validation expérimentale du modele de
prolifération doit porter sur des données macroscopiques de croissance permettant de valider
les évolutions tissulaires, ainsi que sur des données microscopiques, a 1’échelle cellulaire,

pour valider la modélisation des mécanismes cellulaires.

4.2.2.1 Validation macroscopique

La premiere validation possible pour le modele de prolifération est donc une validation
au niveau macroscopique, en comparant 1’évolution de la forme globale du cambium
théorique avec les délimitations des anneaux de croissance. Les limites des anneaux sont une
donnée cohérente, puisqu’elles sont composées de cellules de xyléme qui ont été produites
sensiblement au méme moment par le cambium. Elles sont donc une mémoire de la forme du
cambium a un instant du développement. Cette synchronisation est observable grace aux
changements de densité cellulaire, selon la succession des périodes de croissance.

Les résultats de prolifération, selon les types de croissance, possedent bien
qualitativement une évolution de forme cohérente avec les données expérimentales
macroscopiques, comme celles qui illustrent la partie 2 (Figures 2.8, 2.13, 2.15b,...). Si I’on
se place dans le cas d’une croissance « normale », le mod¢le reproduit bien un développement

concentrique du xyléme. Si I’on implémente une déformation de 1’arbre, le mod¢le reflete
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bien la croissance différentielle observée, qui engendre un décentrement des anneaux de
croissance selon la direction de la déformation (le taux de production de xyléme est plus €élevé
du coté de la déformation que du c6té opposé).

Enfin, si I’on considére une zone concave dans le cambium et le xyléme, les
simulations produisent une atténuation progressive des concavités selon le processus naturel
observé, lorsque 1’on utilise une fonction de répartition de 1’auxine de la forme de la Figure
4.5c. Ce type de répartition se caractérise par une accumulation d’auxine au centre de la
concavité et une légere déplétion sur les zones latérales. Cependant, les résultats des modéles
de répartition de I’auxine montrent qu’un tel profil ne peut se trouver que dans la partie basse
de la concavité, envisagée en trois dimensions. Le mode¢le, prédit, en effet, une distribution
bien différente dans les parties hautes des concavités, avec une déplétion centrale et des
accumulations au niveau des zones latérales (Figures 4.6, 4.12 et 4.13). Ce deuxiéme mode de
distribution impliquerait alors, contrairement au processus que nous avons étudié, une
intensification de la concavité. Il est cependant possible de trouver des traces expérimentales
d’un tel comportement. La Figure 4.30b, toujours issue d’une coupe transversale de 1’étude de
F. Padilla, en donne un exemple. La Figure 4.30 établit un comparatif graphique de ces deux
types de comportements concaves, au niveau expérimental, en reprenant la Figure 2.15b. Ces
observations valident aussi quelque peu les résultats du modéle de transport de 1’auxine au
sein d’une concavité tridimensionnelle, puisque ces résultats font apparaitre les deux
comportements de la Figure 4.30, si on interprete les résultats de répartition de 1’auxine en

terme de taux de croissance radiale.

Figure 4.30. Deux développements réels de concavité.

(a) Atténuation de la concavité.
(b) Intensification de la concavité.
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Comme I’étude des concavités n’était pas 1’objectif du travail expérimental de F.
Padilla, celles que I’on a observées sur certaines coupes transversales ne sont pas localisées
dans leur contexte tridimensionnel, ce qui ne permet pas d’interpréter précisément le
développement observé par rapport aux résultats des modeles. Il aurait été bon de pouvoir
savoir si la coupe de la Figure 4.30a provenait d’une partie inférieure de concavité et celle de

la Figure 4.30b d’une partie supérieure.
4.2.2.2 Validation microscopique des configurations cellulaires obtenues

Pour valider les patterns cellulaires obtenus, nous avons observé des coupes
transversales de Pinus radiata a I’échelle cellulaire. Pour cela, nous avons utilisé une loupe
binoculaire pour observer des coupes transversales obtenues précisément par I’étude sur le
terrain menée par Fernando Padilla (Padilla, 2001). Les Figures 4.31 et 4.32 montrent des
observations microscopiques de xyleéme.

Ces observations confirment que les cellules de type fusiforme sont dominantes chez
Pinus radiata, par rapport aux cellules de rayons, comme signalé dans les hypothéses du
modele. Nous remarquons aussi que les cellules fusiformes tendent a s’aligner en file radiale.

Ces configurations montrent que les cellules cambiales tendent a croitre principalement selon

les directions données par leurs vecteurs latéraux AC et BD, car, selon ces directions, les
nouvelles cellules produites par division périclinale se placent dans la continuité des files

existantes. Ceci justifie les deux derniéres équations d’alignement du systéme relatif a la

transition de croissance Sc. La Figure 4.32 prouve que les cellules du xyléme peuvent, en
premieére approximation, étre représentées par des quadrilateres, proches de rectangles. Elle
permet aussi de constater qu’en moyenne, les cellules qui appartiennent a une méme file
radiale sont de dimensions homogenes (par période de croissance). Par contre, ces dimensions

varient entre les files radiales.
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Figure 4.31. Observation microscopique d’une section de xyléme d’arbre en croissance “normale”.

Les divisions cellulaires sont les responsables de ces patterns. Ainsi, le contrdle spatio-
temporel de ces divisions est particuliecrement important. Ces observations confirment la
bonne adaptation du critere de Thom pour décider de 1’occurrence des divisions cellulaires.
En effet, les cellules appartenant a une méme file radiale conservent sensiblement, a travers

les générations cellulaires, la valeur de leur périmétre utile p, par division périclinale. Ainsi,

du fait du critére de Thom, 1’aire de ces cellules sera quasiment constante, égale a A = 2 De
T

plus, pour une file radiale produite par une cellule cambiale de petit périmétre utile, cette
méme relation montre que I’aire des cellules constitutives est plus petite. Le critére de Thom
rend ainsi bien compte des dimensions cellulaires. D’une manicre générale, nous observons
aussi que les dimensions des cellules cambiales sont assez variables. Nos simulations
permettent de générer une variabilité acceptable dans les dimensions des cellules, bien que la

situation initiale soit composée de cellules homogenes en taille.
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Figure 4.32. Exemple de configuration normale du xyléme en files radiales.

La Figure 4.33a présente un zoom de la zone encadrée de la Figure 4.31. Nous
pouvons superposer un pattern de quadrilatére sur cette partie zoomée pour approximer les
délimitations des cellules du xyléme (Figure 4.33b). Nous observons ainsi clairement la mise
en évidence expérimentale du phénoméne d’élimination.

Sur la Figure 4.33b, les fléches en pointillé mettent en évidence que, localement, le xyléme
¢tait arrangé en trois files radiales, puis s’est réarrangé en deux files seulement. La file
centrale (au moment ou 1’on compte trois files radiales) s’achéve par une élimination du
cambium de sa derni¢re cellule. Le réarrangement du cambium en deux files jointives est
assez rapide, puisqu’il s’établit en une génération cellulaire seulement. Cette élimination est,
semble-t-il, la cause du développement des deux files voisines, qui contraignent fortement la
file centrale par action de forces de contact. Les contraintes ont pour effet de diminuer
progressivement la valeur du périmétre utile des cellules créées dans la file centrale. Cette
Figure 4.33b est a comparer avec les résultats de simulations ou apparait le phénomene
d’élimination. La Figure 4.33c présente un tel exemple. Dans ce cas théorique, 1’élimination
est causée par la diminution progressive du périmétre utile, jusqu’a ce qu’il atteigne une

valeur inférieure au seuil d’élimination 7, du modéle. La Figure 4.33 met ainsi en évidence

une bonne corrélation entre le scénario réel d’élimination cellulaire et le scénario simulé.
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Figure 4.33. Evénement d’élimination cellulaire.

(a) zoom d’une partie de la Figure 4.31.
(b) superposition d’une grille quadrilatérale.
(c) zoom de la Figure 4.19b qui présente une ¢limination théorique.

Un autre critére important de validation est 1’estimation des fréquences de chaque
é¢vénement. Bannan a estimé que les cellules initiales fusiformes de ’espece Chamaecyparis
se divisent de maniére anticlinale environ chaque 100 divisions et que, pendant une année,
environ 400 divisions périclinales interviennent par file radiale. Nos simulations reproduisent
le méme ordre de grandeur pour la fréquence des divisions anticlinales. Nous estimons aussi,
sur nos figures expérimentales, que, si 1’on consideére 100 files radiales de 6 cellules de
longueur, deux d’entre elles présentent une élimination. Ceci confirme que le nombre de
cellules dans le cambium est le résultat d’une compétition importante entre les éliminations
cellulaires et les divisions anticlinales. Ces divisions anticlinales doivent cependant étre plus
nombreuses que les éliminations, pour assurer une augmentation du nombre de cellules et
pallier ainsi I’augmentation en périmétre. Le présent modele est capable de générer le
phénoméne d’élimination, mais les simulations présentées dans la partie 4.1 possédent des
fréquences d’¢limination plus faibles que les fréquences expérimentales. De plus, les
¢liminations apparaissent en grande majorité dans les zones concaves et pas assez dans les
zones « normales ». Cependant, nous pouvons, avec le modele actuel, augmenter le nombre
d’éliminations, en augmentant la force de 1’effet de compétition présent dans la transition
Sm . Nous pouvons le faire en modifiant le coefficient de maintenance ou en remplagant la loi
actuelle par une loi non-linéaire. Ce nombre d’¢éliminations peut aussi €tre augmenté en

réhaussant la valeur du seuil d’élimination.
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Pour ce qui est de la récupération des concavités, nous observons que, contrairement a
ce que I’on aurait pu croire, les cellules situées dans les zones concaves ne semblent pas
nettement plus sensibles que les autres aux contraintes mécaniques pouvant entrainer des
¢liminations (Figure 4.34). Ceci signifie, conformément aux résultats théoriques, que le
phénoméne de récupération semble principalement di a des taux de croissance différentiels
dans les zones concaves et a un réarrangement des formes des cellules sous I’effet de la
compétition pour 1’espace. L’événement d’élimination cellulaire joue un role plus mineur,

quoique sans doute plus présent dans les zones concaves que dans les zones convexes.

Figure 4.34. Observations microscopiques d’une zone concave selon deux valeurs de grossissement.
(a) vue globale.
(b) zoom sur le centre de la concavité.

La Figure 4.34 a été réalisée dans le cas dune concavité en récupération. Nous
n’avons pas de données microscopiques pour le deuxiéme type de concavité. Une telle
observation devrait permettre d’identifier un fort taux d’élimination cellulaire, puisque,
comme décrit précédemment, 1’évolution, tend, dans ce cas, a intensifier la concavité, le
potentiel important de croissance des zones latérales « enfermant » progressivement la zone

centrale.

Ces observations microscopiques nous ont donc permis d’étudier les configurations
cellulaires du xyléme. Les agencements cellulaires observés ont servi a justifier 1I’expression
de la plupart des lois de transition utilisées. Une validation plus poussée des patterns

cellulaires de développement nécessiterait plus de données microscopiques, notamment pour
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¢tudier les récupérations des zones concaves. D’aprés nos résultats théoriques, ces
récupérations semblent se réaliser selon plusieurs scénarios, en fonction de la position du plan
d’observation de la concavité dans la concavité tridimensionnelle, ceci devant se refléter au
niveau cellulaire par des fréquences différentes des événements qui affectent les cellules

cambiales.

4.2.3 Validation de la croissance radiale en trois dimensions

Nous pouvons également discuter de la validité des simulations proposées pour la loi
de croissance 3D liée a 1’auxine. Le procédé décrit dans la partie 3.3 permet d’obtenir une
bonne approximation des différents volumes annuels de croissance de Pinus radiata. La
Figure 4.35a est une photographie d’un Pinus radiata réel, qui présente une déformation a une
hauteur de 2 metres, causée par le parasite Rhyacionia buoliana. La Figure 4.35b est la
reconstruction informatique des années de croissance de cet arbre selon la méthode de
Cominetti et al. (2002), détaillée dans la partie 2.2. Huit années de croissance sont ainsi
reconstruites. A partir de cette reconstruction, les volumes annuels de croissance sont
calculés. La Figure 4.35c est le résultat de la simulation de la croissance radiale en trois
dimensions. La condition initiale, représentée en tres clair, est la géométrie initiale de ’arbre
reconstruit, approximée par une surface conique. Les taux de croissance vectoriels, en tout
point de la surface, sont déterminés par notre loi de croissance (3.30). Pour chaque année de
croissance, le volume de croissance théorique est ajust¢ au volume de croissance
expérimentale. Nous pouvons ainsi comparer la répartition des volumes.

Il est a not¢ que I’apparence externe de l’arbre a 1I’époque ou a été prise la
photographie de la Figure 4.35a ne préfigure pas I’amplitude de la déformation initiale subie
par I’arbre. En effet, huit années de croissance ont eu pour effet la récupération progressive
d’une forme plus cylindrique, par croissance différentielle. Nos simulations, bien que mettant
en jeu une loi de croissance extrémement simple, permettent d’approcher significativement
I’historique expérimental de croissance (Figures 4.35b et 4.35¢). Ces résultats valident aussi

les répartitions d’auxine calculées.
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Figure 4.35. Croissance en trois dimensions.

(a) photographie d’un arbre présentant une déformation.
(b) reconstruction informatique de I’historique de croissance de la portion encadrée de (a).
(c) simulation de la loi de croissance dépendante de I’auxine.
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5.1 Conclusion et discussion

Le but de ce travail a été¢ de développer un modele cellulaire de la croissance radiale
secondaire des coniféres, pour expliquer comment le comportement de chaque cellule
s’integre en un mouvement cohérent global de morphogenese. Les cellules sont affectées
d’une loi de comportement au sein d’un modele discret de prolifération. Ce modele peut étre
considéré comme un systeéme dynamique discret, un automate cellulaire généralisé ou encore
un mod¢le multi-agents ou événementiel. Il appartient, en tout cas, au champ des systémes
complexes. Chaque cellule du cambium croit en tendant & maintenir sa forme. Elle peut aussi
se diviser ou étre éliminée. Les divisions cellulaires du cambium peuvent &tre soit anticlinales,
soit périclinales. Le premier type assure une augmentation du nombre de cellules cambiales,
pour faire face a la croissance du périmétre de I’arbre par croissance radiale. Le deuxieme
type assure la production du xyléme. Ce modéle rend compte des principales caractéristiques

de la dynamique cambiale et de la production de xyleme.

Les comportements cellulaires sont controlés localement et globalement. Le controle
local est de type mécanique. Il s’agit de la propriété de maintenance de forme, qui transcrit
une résistance des cellules a la déformation (par compression ou par dilatation) et des
relations de voisinages. Le contrdle global est hormonal : les taux de croissance des cellules
du systeme discret sont calculés en fonction de la concentration d’un promoteur chimique de
croissance, I’hormone acide indole-3-acétique ou IAA. Ce controle nécessite 1’¢laboration
d’un mode¢le basé sur le transport de cette hormone dans le cambium, représenté en trois
dimensions pour avoir acceés a sa concentration sur la section étudiée. Ce modele est décrit
selon un formalisme continu, par des systémes d’équations aux dérivées partielles. Il s’agit en
effet de modéliser 1’écoulement de I’hormone qui est produite en permanence au sommet de
I’arbre. Le formalisme discret a été utilisé au préalable, car tous les phénoménes cellulaires
envisagés précédemment mettent en jeu des échelles de temps longues. Le transport de
I’auxine est mis en €quation, en s’appuyant sur des modeles préalables comportant au mieux
deux dimensions. Nous proposons deux extensions, qui permettent de décrire ce procédé dans
une géométrie tridimensionnelle. Les modeles comportent toujours une équation de diffusion-
transport, ou le transport est dirigé selon le grand axe des cellules cambiales. La dynamique
d’orientation de ces cellules est modélisée, soit par une équation de fluide soumis a la gravitg,
soit par une équation d’orientation dépendante des directions de flux d’auxine, des cellules

voisines et de la gravité. Les équations d’orientation permettent notamment d’inclure la
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possibilité de réorientation latérale du flux d’auxine, essentielle dans la médiation du tropisme

gravitropique par 'TAA.

La combinaison des modéles discret et continu forme un systéme hybride capable de
simuler la croissance radiale secondaire dans une section transversale. Bien que s’appuyant
sur de nombreuses simplifications, ce systeme permet de simuler la dynamique du cambium,
la production du xyléme et le transport de 1’auxine, en prenant en compte leurs principales
caractéristiques. Il a été appliqué a plusieurs cas expérimentaux de croissance observés par
I’é¢tude sur le terrain de Padilla (Padilla, 2001). Différents scénarios de croissance ont été
étudiés, tout d’abord, la croissance en anneaux concentriques, observée pour des arbres sans
déformation particuliére. Nous avons également considéré des cas de croissance pathologique,
liés a P’action d’un parasite qui provoque des déformations de I’arbre. Ces déformations
entrainent des perturbations de la direction du tronc de I’arbre par rapport a la verticale.
L’arbre met alors en place des stratégies de compensation des déformations par
gravitropisme : il distribue son potentiel de croissance de maniére a atténuer ses déformations.
Enfin, nous avons également étudié¢ le cas de 1’élagage d’une branche, qui provoque une
importante concavité au sein du cambium. La encore, on remarque expérimentalement une
réaction de D’arbre, qui a tendance, le plus souvent, a croitre de manicre a résorber cette

concavite.

Les résultats obtenus pour la distribution de 1’auxine et les patterns cellulaires ont pu
étre validés. D¢ja, les simulations sont toujours cohérentes avec les variations des parametres.
Par exemple, I’hétérogénéité prédite pour la répartition de I’auxine s’intensifie en fonction du
poids du coefficient de gravité, le terme de diffusion est de moindre importance devant celui
du transport actif, etc... Les résultats de répartition hétérogéne de 1’auxine pour des arbres
déformés sont en accord avec les valeurs expérimentales existantes. De plus, le scénario
d’apparition de 1’hétérogénéité est cohérent avec la théorie existante dominante : la gravité
affecte 1’orientation des cellules cambiales. Ceci provoque I’existence d’une composante
latérale du flux d’auxine qui, a son tour, engendre des zones d’accumulation ou de déplétion
de I’auxine. Notre modé¢lisation permet notamment de généraliser le concept de croissance
radiale contrélée par 1’auxine, en montrant que cette théorie est aussi adaptée a des cas de
croissance pathologique. Il s’agit du premier modele produisant un cadre capable de traiter
des situations plus complexes que celle d’un arbre présentant une symétrie de révolution.

Cette généralisation a des cas asymétriques a €t€ nécessaire pour traiter des cas pathologiques

181



réels. Ce modele permet de suggérer de nombreuses expériences. Peu de données sur la
concentration d’auxine ont été¢ produites dans le cas de croissances pathologiques. Une
validation plus poussée de ce modéle nécessite des mesures complétes, pour savoir si la
répartition expérimentale de I’auxine sur la périphérie de I’arbre suit les distributions de type
gaussien prédites par la théorie. Ces données permettraient d’adapter les parametres et les
termes des équations, pour mieux représenter la réalité. Il serait aussi trés important d’avoir
des données de concentration d’auxine dans des zones concaves. A ’heure actuelle, nous ne
connaissons pas de telles données, qui permettraient de décider si la répartition différentielle

d’auxine est toujours le principal facteur de récupération.

Les comportements cellulaires observés ont ¢€té comparés a des observations
microscopiques de xyléme. L’état du xyléme reflete effectivement un état passé du cambium.
La encore, les comportements théoriques sont en accord avec les comportements réels
observés, ce qui permet de justifier la construction des regles de comportement cellulaire.
Nous retrouvons, dans les observations microscopiques, les tendances d’alignements
cellulaires théoriques, les scénarios menant a des éliminations cambiales, les fréquences de
divisions anticlinales, la tendance a un retour rapide a la continuité pour le cambium, la
diversité des formes des cellules cambiales,... Ce modele est capable de déterminer des
patterns de prolifération, méme pour des géométries trés concaves, comme dans les cas
d’¢lagage. Ceci est rendu possible grace a la stabilit¢é du modele, qui peut prendre en compte

un taux élevé d’éliminations cellulaires.

Cette modélisation offre donc un cadre stable pour la croissance radiale secondaire et
prend en compte les composantes principales du phénoméne. L’ implémentation choisie pour
le modele permet d’inclure facilement des améliorations. Nous pensons notamment a une
interface possible avec des modeles cherchant a prévoir quantitativement les volumes de

croissance en fonction de la température, du climat, de la lumicre,...

Nous proposons aussi, en marge du systeme hybride, des simulations de la croissance
radiale en trois dimensions. Nous employons, dans ce cas, le terme de simulation plutét que
de modele, car il s’agit simplement de I’itération d’une loi de croissance fondée sur la
concentration de I’auxine. Une loi affine simple est implémentée selon la direction normale de
la surface qui définit le cambium : elle apporte déja certains résultats intéressants. Elle permet

de reproduire qualitativement le procédé de récupération des zones déformées, conformément
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aux historiques de croissance expérimentaux d’un arbre déformé. Il s’agit d’un premier pas
vers un modele ou la croissance serait générée par un cambium entiérement tridimensionnel.
Les lois d’évolution d’un tel cambium doivent alors étre justifiées par les comportements
cellulaires du modele de prolifération et alimentées par un modele d’auxine incluant
I’hétérogénéité radiale de sa concentration. Les mécanismes cellulaires peuvent étre intégrés
dans des lois continues si, par exemple, I’intensité de la compétition entre les cellules pour se
développer est reliée a un terme dépendant de la concavité de la géométrie. Les résultats du
modele discret montrent que, plus la concavité est importante, plus 1’espace est confiné et plus
forte est la compétition cellulaire. De méme, le taux spatial de division périclinale doit étre
mis en relation avec l’augmentation locale du rayon de DI’arbre et le taux de division
anticlinale avec 1’augmentation de sa circonférence. Ce modele doit aussi étre fortement
amélioré par des considérations biomécaniques, qui jouent aussi un role essentiel. Dans les
zones concaves, les directions normales de croissance convergent: les cellules entrent
fortement en compétition pour ’espace de développement. Dans ce cas, les aspects
biomécaniques pourront déterminer des directions de croissance plus réalistes, principalement

normales, mais avec une composante divergente résultant de la compétition.

Le modele de transport de I’auxine devrait aussi, lorsque les avancées biologiques le
permettront, intégrer le métabolisme de 1’auxine, en incluant des termes de production et de
consommation de I’hormone dans I’équation de diffusion-transport, notamment si 1’on prouve
que les cellules cambiales interviennent dans le métabolisme de 1’auxine. Sous cette
hypothese, il semblerait que 1’accumulation d’auxine puisse aussi €tre le fruit d’une synthese
plus rapide d’auxine par stimulation gravitropique comme €¢voqué par Funada (Funada et al.,
1990). Nous pourrions aussi inclure 1’auxine dans un réseau métabolique (voir génétique), en
considérant des réactions chimiques entre 1’auxine et d’autres composants, et ainsi
complexifier les relations de régulation, en intégrant des régulations conjointes entre 1’auxine
et d’autres hormones, comme par exemple les interactions auxine-éthyléne (Eklund, 1995).
Comme invoqué dans D’introduction, ces interactions auxine-éthyléne pourraient étre un
médiateur de I’alternance de la densité cellulaire, selon les changements de saisons de

croissance.
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5.2 Perspectives

Nous citons ici, par théme, plusieurs perspectives de travail sur la modélisation de la
croissance radiale et le transport de I'IAA. Nous détaillons, lorsque cela est possible,

comment les nouveaux éléments peuvent s’ intégrer dans les modéles existants.

Validation des répartitions d’auxine

Comme mentionné dans la partie 4.2.1, la modélisation de la répartition de 1’auxine
nécessite une validation expérimentale plus précise. La confrontation avec les résultats
existants est encourageante, mais ces résultats sont peu nombreux et pas entierement adaptés a
notre cas. Notre étude demande des relevés de concentration multiples, pour différentes
géométries. Une perspective importante est la collaboration avec des biologistes capables de

fournir de telles données.

La dimension radiale
Une limite commune, présente dans tous nos modeles, est de ne jamais considérer la
dimension radiale du cambium. L’importance de cette composante est mise en valeur par

Uggla (Uggla et al., 1996 et 1998) (Figure 5.2). Dans le modéle discret, le cambium possede

une seule cellule d’épaisseur. Dans le modéle (P2), formulé sur un domaine 2, le cambium

n’a pas d’épaisseur et est représenté par une surface. La seule formulation qui considére une

épaisseur cambiale est (P1), mais I’hétérogénéité de 1’auxine selon cette épaisseur n’est pas

vraiment considérée : la diffusion homogénéise la concentration d’auxine selon cette
direction, car I’épaisseur est tres faible. La question est donc de savoir comment modéliser le
transport de 1’auxine en trois dimensions, en prenant en compte son hétérogénéité radiale. La
conservation de 1’hétérogénéité tout au long du transport nécessite une diffusion extrémement
faible ou alors un terme de production cambial, qui alimenterait les hétérogénéités. Ceci
dépend toujours de I’existence ou non de sources locales de production de I'TAA par les
cellules cambiales. Si, par exemple, seules les cellules cambiales initiales produisent de
I’TAA, I’intensité du gradient radial d’TAA serait renforcée puisque ces cellules sont situées
pres du centre du cambium.

Un modele de prolifération amélioré doit ainsi présenter un cambium plus réaliste,
multi-colonnes, régulé¢ notamment par le gradient radial de I’auxine. Une telle approche

permettrait de prendre en compte les voies de différenciation progressive des cellules
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produites, vers le phloeme ou le xyleme. Elle prendrait aussi en compte les étapes de
croissance cellulaire, de formation de second mur cellulaire,... Un premier pas consisterait a
¢laborer et a tester un systeme de régulation basé sur I’auxine, pour un cambium multi-
colonnes « droit », sans se préoccuper des aspects mécaniques.

Si I’on se donne un profil gaussien d’auxine sur une dimension radiale (Figure 5.2), on
peut affecter un taux de croissance en aire des cellules dépendant de la quantité¢ d’auxine et
ainsi permettre a toutes les cellules cambiales de croitre. La différence des profils radiaux
selon les saisons de croissance expliquerait alors la succession de périodes de forte croissance
et de faible croissance : le gradient de la période de forte croissance présente une zone pic
plus étendue que celle du gradient de faible croissance. Ainsi, plus de cellules sont en
croissance dans le premier cas, ce qui expliquerait les différences de taux de croissance selon

les périodes. Nous pouvons alors mettre en relation le coefficient £, de la loi de Kramer (2.1)

avec I’étendue du gradient radial d’auxine.

Nous pouvons aussi définir une dépendance entre le seuil critique de division et la
concentration en auxine, de manicre a favoriser la division pour les cellules initiales (situées
sous le maximum d’auxine) et au contraire la défavoriser pour les cellules proches du xyléme
et du phloéme. On respecte ainsi le fort pouvoir de division des cellules initiales par rapport
aux cellules plus périphériques. De plus, ceci permettrait de simuler des cellules initiales fines
et des cellules périphériques qui s’épaississent progressivement par croissance.

Nous pourrions également décider de déclencher la différenciation des cellules
cambiales en cellules de xyléme ou de phloéme, lorsque la concentration d’auxine est
inférieure a un certain seuil. Ce genre de critere constitue un procédé bien connu pour prendre
en compte la différenciation cellulaire. Lewis Wolpert, dans sa théorie du « french flag
model » (modele du drapeau francgais), met en scéne I’alignement d’une population de cellules
souches pouvant se différencier selon trois états : « bleu », « blanc » ou « rouge » (Wolpert,
1968 ; Wolpert et al. 2002). Cette population est exposée a la concentration d’un morphogene,
qui décroit de la gauche de la population vers la droite (Figure 5.1). Selon ce modele, les
cellules interprétent la concentration de morphogeéne, qui constitue un signal de
différenciation. Ce modele est une illustration du concept d’information de position, de
Wolpert, déja évoqué dans [D’introduction générale. La « couleur» de la voie de la
différenciation est choisie selon le franchissement ou non de deux seuils de concentration
(« thresholds »). On observe alors une juxtaposition des trois populations « bleu », « blanc »
et « rouge ». Le méme concept pourrait étre utilisé pour la différenciation cambiale en prenant

I’auxine pour morphogene et en utilisant un seul seuil.
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Figure 5.1. Illustration du concept du modele du drapeau francais de L. Wolpert.
(Figure issue de (Wolpert, 2000)).

En ajoutant ce critére de différenciation, la différence de forme des gradients radiaux
d’auxine expliquerait non seulement 1’alternance des taux de croissance selon les saisons,
mais aussi 1’alternance de densité. En effet, en basse saison, moins de cellules seraient en
croissance et davantage seraient en voie de différenciation. Les cellules seraient ainsi moins
longtemps en étape de croissance, ceci ayant pour effet de former des cellules de xyléme plus
petites.

Nous devons aussi inclure un autre signal pour décider entre une différenciation en
xyléme ou en phloeme, un signal global ou une signalisation locale par voisinage cellulaire.
La partie 6.4, montre justement que la signalisation par voisinage peut rendre compte

correctement de la différenciation spécifique.

J

Figure 5.2. Profil de la concentration radiale de I’'TAA, étudié par Uggla (Uggla et al., 2001).

A gauche, le profil en période de forte croissance, a droite le profil en période de faible croissance.
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Structure du bois

Une autre perspective serait de prendre en compte plus précisément les différents types
cellulaires du bois. Nous pourrions, par exemple, considérer la production du phloéme qui
d’ailleurs, pour certaines espéces d’arbres, n’est pas négligeable devant la quantité de xyléme.
Pour cela, il faudrait distinguer les trois issues possibles pour les cellules naissant d’une
division périclinale : rester dans le cambium, entamer une voie de différenciation vers le
xyléme ou enfin entamer une voie de différenciation vers le phloéme. La maniere la plus
immédiate pour le faire serait, a I’image du choix du type de division (périclinal ou anticlinal),
de décider du type de cellules produites, grace a un critere de probabilité¢ respectant les
proportions relatives de xyleme et de phloéme.

Nous pourrions aussi compléter le détail de la structure du bois en intégrant les
cellules de rayons. Il serait possible d’obtenir de telles cellules grace au modele actuel, en
considérant deux familles de cellules cambiales. Une premiere famille majoritaire serait

caractérisée par un seuil critique de division 7. , alors qu’une deuxiéme famille serait
affectée d’un seuil 7 , plus faible, permettant de générer des cellules allongées selon la

direction radiale.

Biomécanique et bois de compression

Une amélioration du modele consisterait aussi a considérer une description plus
réaliste des aspects mécaniques, au niveau cellulaire, basés sur les avancées dans ce domaine.
Les travaux de Watanabe visent en effet a établir certaines relations entre les modules
d’Young dans les directions radiales et tangentielles et des parameétres géométriques des
cellules (longueurs du mur radial et du mur axial, épaisseur de ces murs,...) (Watanabe ef al.,
2002). 11 serait bénéfique d’intégrer une loi mécanique cellulaire plus détaillée.
Théoriquement, chaque cellule pourrait étre affectée d’une équation des milieux continus
permettant de calculer les déformations de la cellule en fonction des contraintes subies. Cette
approche semble cependant impossible a mettre en pratique, a cause du trop grand nombre de
cellules a gérer. Il faudrait extraire de ces lois un comportement simplifi¢, capable de mettre
en relation les contraintes, le module d’Young de la cellule et I’effet engendré sur sa forme.
Ainsi, chaque espece cellulaire serait affectée d’une valeur de module d’Young, ces modules

pouvant étre estimés expérimentalement. Ainsi, avec une méme loi, mais des coefficients

différents, nous pourrions rendre compte de la rigidité¢ des cellules du xyléme et du caractere
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plus déformable des cellules cambiales. Ceci constituerait une amélioration de la transition
« maintien de la forme » utilisée actuellement.

De plus, ce formalisme permettrait aussi de caractériser le bois de compression, qui est
plus dense. Ce type de bois est particuliérement important pour nos applications, puisqu’il se

forme souvent lorsque 1’arbre présente des déformations conséquentes.

Controle spatial du type de division cambiale

Dans le présent modele, la détermination de 1’orientation du nouveau mur cellulaire
préfigurant la future division utilise une loi uniforme de probabilité, calculée de maniere a
produire le bon ratio entre les deux types de division possibles. Cette approche ne permet
donc pas de localiser spatialement ces divisions. Le controle de cette orientation est peu
étudié. Smith montre que la direction des contraintes mécaniques peut augmenter la
probabilité¢ de formation du mur selon une direction spécifique (Smith, 2001). Les aspects
chimiques de ce controle seraient aussi a explorer. Certaines améliorations peuvent cependant
étre directement implémentées avec le formalisme actuel. Notre modéele répartit de manicre
homogene les divisions anticlinales, alors que, selon les travaux de Bannan, le rapport
divisions anticlinales/périclinales augmente a la fin des saisons de forte croissance,
certainement suite a I’élargissement progressif des cellules initiales du cambium (Bannan

1950 et 1955). On pourrait alors multiplier le critere de décision actuel p, par une loi
dépendant du périmétre utile p, des cellules cambiales. En effet, p, donne une mesure de la
largeur des cellules. Si nous choisissons cette loi comme une fonction croissante de p,, les

divisions anticlinales se produiraient alors préférentiellement a la fin de la saison de forte

croissance, ceci apres une période ou 1’¢largissement des cellules serait la principale réponse
pour faire face 4 I’augmentation de la circonférence cambiale. Les conditions (p, > 7,) et
(p, > 27,) dans I’équation (3.20) du modéle de prolifération prennent bien en compte cet

effet de largeur des initiales, mais d’une maniére extrémement simplifiée : une cellule trop
large se divise anticlinalement et, au contraire, une cellule pas assez large ne peut se diviser

selon cette tendance. Une fonction croissante de p, intégrerait ces conditions, si on affectait 0

comme valeur pour (p, = 27,) et une valeur élevée pour (p, = 7).
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Cycle cellulaire

Il serait également bénéfique d’implémenter le cycle des cellules cambiales plus
précisément, en considérant toutes les phases du cycle : G1, S, G2 et M. Le critére de Thom
assurerait alors seulement une condition de passage entre les phases G1 et S et la transition de

division interviendrait seulement pendant la phase M de mitose.

Géométrie
Le modele de transport de I’auxine doit étre testé dans plusieurs nouveaux types de
géométrie. Par exemple, il serait intéressant d’étudier des structures ramifiées pour voir si le

modele répond de manicre satisfaisante aux jonctions branches-tronc.

Continuité / discontinuité du cambium

Nous souhaitons aussi, a I’avenir, étudier plus en détail les dynamiques de rupture de
continuité / retour a la continuité du cambium. Pour cela, nous pouvons intégrer des obstacles
empéechant localement la croissance ou alors détruire une partie des cellules du cambium. Ces

scénarios permettront notamment de simuler la formation des concavités.

Tropisme
Le modéle pourrait aussi intégrer d’autres tropismes possibles, tels que le

phototropisme, en incluant dans (P2) un nouveau terme dans 1’équation d’orientation, qui

serait dépendant de la direction du flux lumineux.

Informatique

Plusieurs des perspectives avancées ici nécessitent des améliorations informatiques : la
prise en compte de la géométrie de cellules de rayons, la mise en place d’un cambium multi-
colonnes, etc...

Le sujet pour lequel I'utilisation d’outils informatiques spécifiques est absolument
prioritaire est celui de la croissance en trois dimensions du cambium. Des travaux ont
commenceé en collaboration avec Nancy Hitschfeld du département d’informatique de
I’Université du Chili, pour mettre en ceuvre des algorithmes de croissance en utilisant
I’environnement Femlab®-Matlab®. Les simulations de loi de croissance réalisées jusqu’ici
nécessitent une approche simplifiée du modele et 'utilisation de géométries relativement

simples. L’idée du travail se serait de communiquer avec Femlab®, soit par Matlab® qui est
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son « interlocuteur naturel », soit par un autre outil informatique, pour pouvoir traiter les
données générées par Femlab®. En effet, nous voulons pouvoir lancer le calcul de résolution

de (P2) sur n’importe quel type de géométrie, aussi complexe soit-il. Mathématiquement, le

probléme (P2) semble a priori avoir une solution unique, quel que soit le domaine Q ; par

contre, I’'implémentation d’une géométrie quelconque pose probleme sous le logiciel
Femlab®. Le passage par des outils informatiques spécialisés permettrait de définir, a partir
d’un ensemble de points, un objet de la classe « objet géométrique de Femlab® », alors
reconnu par le logiciel.

Si cette compétence est atteinte, elle permettra alors aussi d’itérer la croissance 3D en
se servant de Femlab®. En effet, 4 partir d’un objet géométrique, on définit un maillage et la
loi de croissance nous donne, pour chaque nceud du maillage, son correspondant par
croissance. Ainsi, si ’on peut, de méme que précédemment, définir un nouvel objet
géométrique régulier a partir du nouvel ensemble de point, on pourra réitérer le processus de
croissance. Actuellement, on est capable, a partir d’un maillage Femlab® et de la solution de

(P2), de calculer le taux d’accroissement vectoriel a chaque sommet du maillage. Ceci nous

permet donc de calculer le nouvel ensemble de point. A partir de cet ensemble, nous pouvons
définir un nouveau maillage a partir de ’ancien, en changeant seulement la valeur des
coordonnées des sommets, les ¢léments étant toujours constitués du méme ensemble de
nceuds. Femlab® est alors capable d’interpréter ce nouveau maillage comme un objet
géométrique que 1’on peut remailler, etc... Le probléme est que ce processus engendre
rapidement des raccords non réguliers entre les éléments du maillage. On rencontre, en
quelques itérations, des raccords de classe seulement C° (ou seule la continuité est assurée),
qui induisent une erreur trés importante dans la solution (de I’ordre de 20%, si 1’on fait croitre
de manieére homogeéne un cylindre initialement parfait !). Le réle des outils informatiques
serait de pouvoir, a partir d’un ensemble de points, définir un objet géométrique tres régulier,
comme un lissage spline de 1’ensemble non régulier qui consiste a relier les points par
triangulation. Un tel progres permettrait de tester la croissance de zones concaves en trois
dimensions afin d’observer I’agencement global des répartitions de croissance entre les parties

hautes ou la concavité se creuse et les parties basses ou elle s’atténue.

Connexions entre les modéles
Beaucoup de ces perspectives résident en des connexions a réaliser, ou a améliorer,

entre les modeles existants. Si I’on reprend la Figure 3.12, nous avons déja établi les liens en
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traits continus : les modeles de transport de ’auxine alimentent les taux de croissance du
modele discret et sont aussi en interaction avec les simulations de croissance radiale en trois
dimensions. Idéalement, le modele de prolifération devrait interagir avec le modéle de
répartition et le modele de croissance 3D, pour calculer la concentration d’auxine dans la
nouvelle géométrie définie par croissance radiale de 1’ancienne. Ceci permettrait alors de
mettre a jour la nouvelle répartition d’auxine (en considérant alors la dépendance en temps de

/), avant un nouveau calcul de prolifération cellulaire. Comme évoqué précédemment, les

comportements du modele de prolifération devraient inspirer la complexification de la loi de

croissance tridimensionnelle.

Figure 5.3. Connexions et perspectives de connexions entre les modeles.
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Cette partie est consacrée a la présentation d’un travail, développé en parallele de la
partie principale, concernant la différenciation cellulaire. Comme annoncé en introduction,
cette ¢tude porte sur un modele d’automate cellulaire de différenciation. Nous montrons
comment les régles de voisinages, qui régissent le fonctionnement de I’automate, permettent
de rendre compte de plusieurs phénomenes de différenciation cellulaire. Ces regles de

voisinage reposent sur I’existence biologique de voies de signalisation intercellulaire.

6.1 Contexte

Toutes les cellules d’un tissu n’ont pas les mémes fonctions biologiques. Les cellules
souches sont capables de se reproduire, leurs cellules filles pouvant étre identiques a la cellule
mere dans le cas d’une prolifération sans modification du phénotype ou entamer une voie de
différenciation. Les voies de différenciation spécialisent les cellules dans des fonctions
précises. Dans le cas de la croissance radiale des coniferes, les cellules initiales de cambium
sont des cellules souches qui peuvent donner naissance a tous les types cellulaires. La
différenciation des cellules se réalise de maniere extrémement ordonnée, puisque les futures
cellules du xyléme ou du phloéme sont précisément localisées de part et d’autre de la frontiere
cambiale.

Le rdle du voisinage cellulaire dans la détermination de la voie de différenciation
semble déterminant. Des cellules épithéliales (jointives) peuvent communiquer entre elles a
I’aide de signaux. Une cellule peut émettre une molécule diffusive, qui interagit avec les
récepteurs membranaires de la cellule cible. Le signal peut aussi se transmettre par échange
entre les protéines membranaires de deux cellules. Si le signal est véhiculé par de petites
molécules, il peut étre transmis directement de cellules a cellules par les « gap junctions ».

Le modele présenté ici vise a étudier la différenciation cellulaire par simple relation de
voisinage, en considérant que 1’état de chaque cellule influence la différenciation des cellules

voisines dans le méme état.
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6.2 Modeélisation

Le mod¢le utilis¢ est une version discréte d’'un modele continu issu des études menées
par O. Cinquin (thése a paraitre) sur I’application des systemes d’€quations « N-switch » a la
différenciation cellulaire. Ces systémes ont également été utilisés, sous le nom de systémes
compétitifs, dans le cadre des réseaux de neurones (Rabinovich et al., 2001 ; Taylor et al.,

2002).

6.2.1 Systeme N-Switch

Les modéles N-switch ont été utilisés pour modéliser des réseaux d’interaction
entierement interconnectés de N noeuds. Les équations pour ces systémes sont des équations

différentielles ordinaires du type :

Vi=1,, N, By g T (6.1)
dt 1+ Z aj:c;
j=1

Les z, représentent les concentrations (ou la taille, ou la quantité...) des composants X, du
réseau. Dans ces équations figure un terme de dégradation (non régulé) en —uvz,. L autre

terme caractérise véritablement un N-switch : chaque élément s’auto-régule positivement et
réprime les N —1 autres composants selon des coefficients multiplicatifs (Cinquin et
Demongeot, 2005 ; Demongeot et al., accepté). Le terme de répression est ici pris sous la
forme d’une inhibition compétitive de type Hill. La puissance ¢ est appelée coopérativité.
Selon ce formalisme, les réactions se réalisent indépendamment des critéres spatiaux.

Ces ¢€quations peuvent, selon les parametres, produire différents comportements
asymptotiques : un composant peut dominer tous les autres ou plusieurs peuvent cohabiter. Ce
dernier cas est appelé multi-tissulaire. Ce type de dynamique se rencontre dans la croissance
des plantes sous I’aspect de la dominance apicale ou dans I’embryogenése du cerveau
(Demongeot et al., 2000 et 2003 ; Jolliot et Prochiantz, 2004 ; Thellier et al., 2004). Dans le

cas de la dominance apicale, les hormones auxines, sécrétées dans une partie de 1’organisme
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(I’apex principal) inhibent la croissance des autres parties (les bourgeons latéraux pour les

plantes) (Thellier et al., 2004).

6.2.2 Automate de différenciation cellulaire

Nous proposons d’étudier un modele simplifié de différenciation cellulaire, ou le tissu
est représenté par un automate cellulaire en deux dimensions. Les cellules constitutives sont
des carrés, tous de méme taille. Nous introduisons spécifiquement des relations de voisinage
pour déterminer 1’évolution des types cellulaires. Les cellules peuvent étre dans trois états
possibles. L’¢état noir, noté NNV, est 1’état indifférencié¢ (comme le cambium pour 1’arbre). Les
cellules peuvent se spécialiser en cellules rouges R (type xyléme) ou en cellules vertes V'
(type phloéme). L’¢état de chaque cellule est déterminé par les états de ses cellules voisines :
chaque cellule adopte 1’état le plus représenté dans son voisinage, sous réserve qu’il dépasse
une fréquence seuil. Si plusieurs états sont représentés de manicre équivalente dans le
voisinage, la cellule choisit un de ces états selon une loi de probabilité. Cet automate suit la
caractéristique des systemes N-switch. En effet, 1’état des cellules est choisi en fonction de la
représentation de chaque type cellulaire dans le voisinage, chaque type cellulaire réprime ainsi
tous les autres : ces inhibitions sont qualitativement 1’équivalent d’un 3-switch. L’ utilisation
d’un automate permet en plus d’ajouter une composante spatiale, puisque les interactions
entre les trois especes de cellules se font par voisinage. Une partie de ce travail se trouve dans

(Glade et al., accepté).

Notations

Le nombre total de cellules est noté n,. £ est 'ensemble des états possibles des
cellules: F = {N,V,R}. L’état d’une cellule X, au temps ¢ est donné par la variable
z,(t) € E qui peut prendre les valeurs noir, vert ou rouge. Lorsque cela est nécessaire,

I’indice 7 est décrit par sa localisation dans la grille de I’automate, c’est-a-dire sous la forme

i = (k,m), pour spécifier que la cellule associée est située a ’intersection de la £ ligne et

éne

de la m™ colonne de 1’automate. Chaque cellule i posseéde un voisinage 1 (i), représenté par
un ensemble d’indices de cellules: ¥ (i) C [1,...,nﬁ]. Chaque cellule ;7 du voisinage est

caractérisée, quant a sa relation avec la cellule 7, par son poids w,,. Généralement, on choisira
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i€ V(i) et w, = max(wi]), c’est-a-dire que le voisinage d’une cellule X, inclut la cellule

elle-méme, avec un poids dominant. Ce critére favorise le franchissement du seuil li¢ a 1’état
courant de la cellule et représente donc une certaine inertie des cellules a changer d’état. Ce
choix dans le voisinage agit de maniere analogue a 1’auto-régulation positive du systéme
continu N-Switch.

Les transitions de 1’automate cellulaire sont notamment définies a partir des deux

fonctions suivantes :

Lsiz, (t) =e
1) = :
y(ent) 0,sinon
et:
0,siz;(t—1)=e
Al(e,it) =

max {n /z, (t — j)=e,Vj=1,..,n}, sinon

La fonction y permet de tester 1’état des cellules et la fonction A calcule son age dans 1’état
e, ¢’est-a-dire le nombre d’itérations consécutives qu’elle a passé dans 1’état e avant le temps

t.Si ee{V,R}, lavaleur de A refléte le degré d’avancement de la cellule dans la voie de
différenciation verte ou rouge. Pour chaque état, nous définissons aussi des fonctions seuils
s, (f,i,t), a partir des valeurs de base des seuils s,, s, et s, et de deux paramétres v, et v, .

Ces deux derniers parameétres mesurent la vitesse d’avancée des cellules dans les voies de

différenciation R et V. Ces fonctions déterminent les seuils de passage de I’état e a I’état f

pour la cellule 7 au temps ¢ . Elles sont définies plus précisément par :

SR(R,i,t):s;—vRA(R,i,t), sR(V,i,t):s;—l—vRA(R,i,t), SR(N,i,t):sj\,
SV(R,i,t):s;—l-va(V,i,t), SV(V,i,t):s;—vVA(V,i,t), SV<N,Z',t>:S;V

Sy (R,Z,t) = 3;’ Sy <V7z,t) = S;, Sy <N,Z,Zf) = S]*V

Nous définissons enfin la fonction p (e, 9 (¢),t) qui calcule la valeur du poids de I’état e dans

le voisinage 1 (z) au temps ¢. p mesure I’importance relative des différents états dans le

voisinage : p(e, ¥ (i),t) = Z w,y (j,et).
)

jeV(i

209



Transitions de ’automate
Les transitions entre les différents états sont définies a partir des seuils et des valeurs

des poids du voisinage.

Soit une cellule X, qui est dans un état e au temps ¢ :

- Si s, (f,i,t) estle seul seuil franchi, ¢’est-a-dire :

Si p(f,9@),t)>s,(f,i,t) et Vg = f, p(g,9(:),t) <s, (g,it),alors z,(t +1)=f

- St sy, et s, sont franchis conjointement, sans que s, soit franchi
(p(N,9(®),t) > s, (N,i,t), p(R,I(),t)>s (R t) et p(V,90),t)<s,(V,it)), on
choisit :

> wy (. Rt)

- 7,(t+1)= R avec la probabilité¢ £
w,
JEV(E) !
1 Z wijy(ja Nat)
- 2,(t+1)= N avec la probabilité — ="
2 > W
JE)
1 Z wijy(jaNat)
- z,(t+1) =V avec la probabilité 3 S0
w,
JEV() ’

ou V(i) est le voisinage restreint aux cellules de (i) qui sont dans un état qui satisfait
aux passages de seuils. 9 (i) C 9 (i) et jed ), si

> wiy(:f.t)
2, () elf e B0
' Z Wy

Jed(i)

> s, (f,i,t);. Ce voisinage permet de normaliser

correctement les probabilités précédentes.

La derni¢re éventualité permet la création de novo de cellules dans 1’état vert. Le

franchissement conjoint des seuils rouge et noir est traité a part car on s’intéresse
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notamment a la création d’une population verte au sein d’un espace peuplé de cellules

rouges et noires

- Si plusieurs seuils sont franchis conjointement en dehors du cas précédent, on choisit 1’état

> wy (5. ft)

I=0)

Z W

JEV(@)

z, (t +1) = f avec la probabilité

- Si aucun seuil n’est franchi, la cellule reste dans le méme état,

SivVfekE, p(f,9(i),t)<s,(f,it),alors z,(t) =e.

Différenciation irréversible

Si une cellule est différenciée en un état e € {V, R} au temps ¢, une condition suffisante pour
que cette cellule reste dans le méme état e est que: p(ed(i),t)<s,(6514,t) et
p(N,9(i),t)<s,(N,i,t), en notant e le complémentaire de e dans {V,R}:
{e,e} = {V,R}. Le seuil de passage dans I’autre état différencié¢ e ne doit pas étre franchi,

tout comme le seuil de retour a I’état indifférencié N .

Onadeplus: p(e,9(4),t) < Z w,et s, (e,i,t) =s, +v,A(ei,t).

I=0)

Z wijy(j,é,t)—sg
)

Finalement, la condition : A (e,i,t) > £

et Y wy(j,N,t)<s, fournit
Ye jed(i)

une condition suffisante de permanence de la cellule dans le méme état e. De maniére
cohérente, si I’ancienneté de la cellule dans I’état e est supérieure a une certaine valeur seuil,
la cellule reste dans le méme état, sous réserve de ne pas retourner dans I’état indifférencié.

La condition sur I’ancienneté est d’autant plus facilement satisfaite que le coefficient v, de

rapidité¢ d’avancée dans la voie de différenciation e est €levé.

La différenciation est irréversible, si :

Z wijy(j,é,t) — s,
3t, € NVt >t Ale, i t) > =20 et Y wy(jN,t)<sy (6.2)

U, jed(i)
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6.3 Résultats

Parametres

Sauf précision contraire, les parametres des simulations sont :

-V = U, ==

2
- Le voisinage ¢ est décrit dans la table ci-dessous avec les poids de chaque cellule du

voisinage.

| | R ~|
=N N N
N s DN
N N DN
| | R ~|

Table donnant, a I’intersection de la ligne % et de la colonne m, le poids w,, ou j = (k,m). La
valeur 4 correspond au poids de la cellule X, la valeur 2 est affectée a ses plus proches voisins

tandis que la valeur 1 est choisie pour ses voisins les plus éloignés.

- Situation initiale : nous utilisons un automate carré de n, = 900 cellules, toutes les cellules
étant initialement du type noir, sauf 9 cellules rouges centrées qui forment une zone carrée de
trois cellules de coté. Nous étudions alors la naissance des cellules vertes et leur extension.
Comme déja signalé dans les lois d’évolutions, nous avons en effet laissé la possibilité de

création de cellules vertes lors du franchissement conjoint des seuils noir et rouge.
Configurations obtenues

Nous présentons certains résultats, obtenus selon différentes valeurs prises pour les

seuils de référence.
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s, =6, 5, =6ects, =24.

0 50 100

Figure 6.1. Premier exemple de simulation.
(a) Configuration de 1’automate apres 140 itérations.

(b) Evolution du nombre de cellules de chaque type au cours des itérations.

900 T
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700~

600 -

400 -

300
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Figure 6.2. Deuxiéme exemple de simulation.
(a) Configuration de 1’automate apres 140 itérations.

(b) Evolution du nombre de cellules de chaque type au cours des itérations.
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0 50 100 150

Figure 6.3. Troisieme exemple de simulation.
(a) Configuration de 1’automate apres 140 itérations.

(b) Evolution du nombre de cellules de chaque type au cours des itérations.

Avec les mémes parametres de seuils et la méme condition initiale, le systéme peut
donc converger vers des états différents. Dans la premiére simulation, les deux types vert et
rouge co-existent. La zone rouge sépare deux zones vertes. La seconde simulation montre un
exemple ou la population rouge conquiert tout 1’espace. La troisieme produit de nouveau une
partition de I’espace entre vert et rouge mais, cette fois, la population rouge I’emporte et
chaque population est confinée en une seule zone connexe.

Les figures précédentes donnent la configuration de ’automate a un instant précis
(140°™ itération). Comme le montrent les courbes d’évolution temporelle, le nombre de
cellules rouges et vertes, dans les cas de co-existence rouge-vert, ne se stabilise jamais
exactement sur une valeur précise. Nous pouvons, par contre, adopter une nouvelle
représentation, en représentant en vert (resp. rouge) les cellules irréversiblement vertes (resp.
rouges) et en bleu celles que ne sont pas définitivement déterminées. Avec les paramétres
choisis, les conditions de différenciation irréversible sont, d’apres (6.2) :

Al(e,it) > 2

jed(i) JEV(7)

Z wijy(j7é7t)_6] “ Z wijy(j’N’t) < 24

D’aprés les courbes d’évolution temporelle, au dela de la 50°™ itération, les cellules noires ne

sont plus représentées, donc la deuxiéme condition est remplie. Pour la premicre, on peut
majorer : Z wy(j,e,t) <36 —4 =32, car, si z,(t)=-¢, y(i,e,;t)=0 et w, =4. Nous

Jev(@)
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tracons en bleu les cellules dont 1’ancienneté est inférieure a 52. Pour les autres, la

différenciation est irréversible, car A (e,i,t) > 52 = 2(32 —6).

Figure 6.4. Représentation des résultats précédents selon le critére de différenciation irréversible.

Cette nouvelle représentation permet de montrer que les zones vertes et rouges sont
majoritairement stables et que les cellules non définitivement différenciées délimitent les

frontiéres entre ces zones.

R+V

900 T T

700 b

600 &

400 il

300 il

200 *

100 b

o 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 6.5. Autre résultat de simulation.

La figure de droite montre les profils temporels d’évolution du nombre de cellules irréversiblement
différenciées, selon leur type rouge et vert, ainsi que I’évolution du nombre total de cellules
irréversiblement différenciées.
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La Figure 6.5 s’intéresse a 1’évolution temporelle des différenciations irréversibles.
Les courbes réagissent évidemment fortement au passage du seuil d’irréversibilité 52. Le type

Vert atteint rapidement un palier, alors que le type Rouge progresse encore trés lentement.

*

s, =5, 8, =bets, =22.

Nous montrons deux derniers résultats, obtenus avec ces nouvelles valeurs des seuils

de référence.

Figure 6.6. Deux simulations avec les nouveaux parameétres.

La figure de droite est réalisée avec un automate de 50 par 50 cellules.
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6.4 Différenciation cambiale

L’¢étude précédente s’avere capable de proposer un mécanisme de différenciation des

cellules cambiales.

Adaptation de I’automate pour la différenciation cambiale

Ce modele peut s’adapter a la différenciation cambiale. Comme annoncé en 6.1, les
cellules du cambium sont affectées de 1’état noir propre aux cellules souches, les cellules
spécialisées du xyléme étant dans 1’état rouge et celles du phloéme dans I’état vert. Les
transitions de I’automate restent les mémes que celles décrites précédemment a la différence
que, cette fois-ci, le cas de franchissement conjoint des seuils noir et rouge est traité de la
méme maniere que tous les autres cas de franchissement conjoint de seuil. Autrement dit, la
différenciation en cellules vertes n’est plus stimulée par des contacts entre cellules noires et
rouges. Dans le cas précédent, ce critére était utilis€é pour étudier 1’émergence d’une
population verte au sein d’un tissu composé de cellules noires ou rouges. Cette condition n’est
plus utilisée, car on se place maintenant dans un cas ou les deux tissus différenciés sont déja
en place, suite a I’étape d’embryogencése.

Le cas de la croissance radiale est similaire a 1’étude précédente, mais présente la
particularit¢ d’une population de cellules pluripotentes qui se régénere par prolifération. On
prend en compte cette prolifération d’une maniere trés simplifiée. A chaque itération, une

cellule cambiale située en (i,j) se divise selon le franchissement d’un seuil critique de
division p, (7,7), qui détermine la probabilité de division des cellules. On ne prendra en

compte que les divisions périclinales. Pour chaque cellule noire, un nombre ¢ est tiré

uniformément entre 0 et 1.

- Siq¢<p,(i7),lacellule cambiale se divise.

- Si¢> p,(i,7), lacellule ne se divise pas.

On se place dans le cas d’un cambium alimenté de maniere homogene en IAA. Dans ce cas, la
concentration totale d’hormone par file radiale est constante. Nous affectons ainsi a chaque

colonne de cellules cambiales la méme probabilité de division :
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*

i 7)) = Pe
Pe (4, 7) S i) V.0 (6.3)

J

ou pé est la probabilité de division par file cambiale.

Lorsqu’une division intervient, une des deux cellules filles prend la place de la cellule mére et
la deuxieme cellule fille prend la place de la voisine de la cellule mére du c6té du phloéme.

Toutes les cellules qui suivent sont déplacées d’une case vers I’extérieur.
Nous utilisons aussi des conditions toriques sur les bords latéraux.

Résultats

Nous considérons une situation initiale composée de trois bandes de 50 cellules de
large et de 10 cellules d’épaisseur. La bande rouge représente le xyléme, la bande verte, le
phloéme et la bande noire, le cambium (Figure 6.7). Une moiti¢ de I’automate n’est pas

peuplée de cellules, elle représente le milieu extérieur, dans lequel la croissance va s’établir.

La Figure 6.7 présente un résultat de simulation en utilisant: p, = 0.6, v, = v, =3

sp =5,8 =16 et sy, =17.

L’automate est capable de générer la croissance radiale secondaire par accrétions
successives de nouvelles cellules au sein du xyléme et du phloéme. Le cambium conserve un
nombre de cellules constitutives sensiblement constant. La Figure 6.8 confirme plus
précisément ce constat: le nombre de cellules cambiales est de 500 au départ, et oscille
ensuite entre 471 et 528. Le xyleme et le phloeéme se forment de maniére lin€aire, avec une

formation largement plus rapide pour le xyléme.
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Figure 6.7. Résultat de croissance et de différenciation.

En haut a gauche, la situation initiale, puis de gauche a droite et de haut en bas, 8 états de I’automate,

représentés toutes les 5 itérations.
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Figure 6.8. Evolution temporelle du nombre de
cellules de chaque tissu dans la simulation de
la Figure 6.7 (n, est le nombre de cellules de

xylemes, n, le nombre de cellules de phloeme

et n le nombre de cellules cambiales).



6.5 Conclusion

L’automate cellulaire de différenciation vise a étudier I’importance des relations de
voisinage dans le processus de différenciation cellulaire. Il permet de généraliser la version
discréte des systemes N-switch en intégrant la composante spatiale. Nous retrouvons des
courbes d’évolution de la taille des différentes populations caractéristiques des N-switch avec
une cohabitation de plusieurs populations ou 1’établissement progressif d’une seule population
au détriment des autres. Ce formalisme permet d’observer la formation de zones de
population connexes stables en cas de cohabitation, caractéristiques de la formation de
nouveaux tissus par différenciation.

En perspective, nous pouvons nous interroger sur le comportement du systéme dans le
cas ou on autoriserait la différenciation selon le type rouge en cas de franchissement conjoint
des seuils noir et vert. Ce critere supplémentaire rétablirait une symétrie complete entre les
lois de comportement des deux populations spécialisées rouge et verte. Le premier cas que
nous avons étudi¢ avantage la population verte au niveau des lois de comportements, mais la
pénalise dans le choix des situations initiales.

Ce méme automate permet de simuler la différenciation cambiale. Ce cas de
différenciation est sensiblement différent du cas précédent, puisque les tissus sont, cette fois-
ci, organisés spécifiquement : le xyléme, a I’intérieur et le phloéme, a 1’extérieur, entourent le
cambium. De plus, les cellules indifférenciées se régéneérent par prolifération. L’automate
peut reproduire la croissance radiale en conservant le partitionnement en tissu. Ceci constitue
un premier pas vers la prise en compte du caractére multi-colonnes du cambium, discuté dans
la section 5.2. Dans la réalité biologique, comme dans nos résultats, c’est précisément ce
caractére multi-colonnes qui représente 1’aspect progressif de la différenciation en xyleme et
en phloéme. Ce mécanisme est ainsi un candidat pour la régulation de la différenciation
cambiale.

Comme annoncé, toujours dans la section 5.2, la composante radiale de I’auxine semble
avoir une grande importance dans ce processus de différenciation. On peut considérer que les
cellules cambiales regoivent un signal de différenciation suite a leur positionnement dans une
zone ou la concentration d’auxine est inférieure a un certain seuil. Selon cette hypothese, le
signalement global de I’auxine peut étre un déclencheur de différenciation, mais ne permet
pas la spécification des voies de différenciations, entre celle du xyleéme et celle du phloéme.

Le mécanisme utilisé¢ dans cette partie propose un deuxieme niveau de contrdle, local, fondé
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sur les voisinages cellulaires, qui assurerait la décision de la voie de différenciation. La Figure
6.7 est obtenue pratiquement sans prendre en compte le controle hormonal et présente déja
des patterns réalistes. Le contréle hormonal n’intervient qu’a travers I’hypothese de
probabilit¢é homogeéne de division des files cambiales. Si I’on rajoutait la composante de
controle de 1’auxine, en autorisant la différenciation seulement dans le cas ou un seuil de
concentration est franchi, on obtiendrait des résultats analogues, mais avec des files radiales
plus homogenes en taille, selon la régularité¢ inter-colonnes de la répartition d’auxine

implémentée.
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7 GASTRULATION

« It is not birth, marriage, or death, but gastrulation, which is truly the most
important time in your life. »

« Ce n’est pas la naissance, le mariage, ou la mort, mais la gastrulation qui est
vraiment le moment le plus important de votre vie. »

Lewis Wolpert (1991).
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Cette partie est consacrée a I’application de la méthode de modélisation hybride a un
autre cas de mouvement morphogénétique, cette fois largement dominé par la migration
cellulaire. Nous voulons ainsi illustrer 1’adaptabilité du formalisme utilisé pour la croissance
radiale. Cette nouvelle application concerne les mouvements d’invagination nécessaires au
bon déroulement de la gastrulation. Nous montrons comment ce mouvement peut s’expliquer

par I’action coordonnée des cellules épithéliales.

7.1 Contexte

La gastrulation est une étape particulierement importante de I’embryogenése animale,

qui permet notamment la mise en place du futur tube digestif de 1’organisme.

7.1.1 Contexte biologique de la gastrulation

L’ceuf fécondé entre premierement dans une étape de clivage : I’ceuf initial se divise,
sans changer de volume, en deux blastomeéres, puis en quatre, puis en huit, etc... jusqu’a
atteindre le stade de blastula ou blastoderme, selon les espéces. La blastula (ou le
blastoderme) a ainsi le méme volume que I’ceuf initial mais est composée de plus de mille
cellules. La gastrulation commence lorsque I’embryon est au stage de blastula. Ce processus
embryonnaire transforme la blastula en une structure multicouche polarisée, composée de
I’ectoderme, du mésoderme et de I’endoderme. La division cellulaire, omniprésente durant le
clivage, ralentit trés nettement et ce sont les migrations cellulaires qui deviennent
primordiales. La gastrulation met ainsi en place de nombreux mouvements cellulaires et
implique aussi des changements de forme de certaines cellules.

La gamme des mouvements et des changements de forme générateurs de la
gastrulation est relativement bien connue, mais la compréhension de leur déclenchement et de
leur coordination reste faible. Nous nous intéresserons particuliérement aux mouvements
d’invagination, nécessaires a la formation du futur tube digestif, a travers deux exemples, la
formation du sillon ventral de la drosophile et la formation de ’archentéron (tube digestif

primitif) de I’oursin.
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Figure 7.1. Quatre étapes de la gastrulation de la drosophile (Leptin, 1999).
A. Coupes longitudinales de 1’embryon, partitionné en futur mésoderme, futur endoderme et futur
ectoderme. Les étapes permettent de visualiser la réorganisation intense des tissus.
B. Coupes transversales correspondantes mettant en évidence la formation du sillon ventral.
C. Phénotypes cellulaires observés pendant la formation du sillon ventral.

La Figure 7.1B met en évidence I’invagination qui mene a la formation du sillon
ventral pendant la gastrulation de la drosophile. Au troisiéme stage, suite a 1’invagination,
I’état de I’embryon présente une internalisation d’un petit cylindre, qui est le futur tube
digestif de 1’adulte, dans un grand cylindre, qui est I’embryon lui-méme. La dernicre étape
montre un tassement des cellules qui stabilise la cavité formée. Le passage du premier au
deuxiéme état nécessite un changement de forme de certaines cellules épithéliales (Figure
7.1C) : toute une série de cellules, initialement rectangulaires, adopte une forme trapézoidale
en raccourcissant leur périmetre interne et en augmentant leur périmétre externe (Leptin et
Grunewald, 1990 ; Leptin 1999). Ces cellules trapézoidales sont appelées « bottle cells »
(cellules en bouteille) en raison de leur forme. Le rdéle potentiel des bottle cells dans
I’invagination de la gastrulation a été proposé, il y a déja bien longtemps, par L. Rhumbler
(Rhumbler, 1902).

Selon la théorie prédominante, ce changement de forme est le résultat d’une
constriction apicale, due aux filaments d’actine et donc a la dynamique du cytosquelette (Oda

et Tsukita, 2000). La théorie de la constriction apicale a été évoquée pour la premiére fois par
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W.D. Lewis (Lewis, 1947). Le role des « bottle cells » dans les mouvements d’invagination
de la gastrulation a été étudié¢ chez d’autres especes comme 1’oursin (Kimberly et Hardin,
1998 ; Nakajima et Burke, 1996) ou le xénope (Hardin et Keller, 1988). Le déclenchement

des constrictions apicales serait li¢ a I’activation d’un gene, appelé Rho.

ocoele \

Figure 7.2. Représentation schématique de plusieurs étapes de la gastrulation de 1’ oursin
(Delarue, 2005).

Dans le cas de I’oursin, le processus suit 1I’évolution schématisée par la Figure 7.2. On
retrouve un comportement analogue a celui de la drosophile jusqu’a la deuxiéme étape, ou
I’invagination est similaire. Par contre, ensuite, 1’archentéron, continue sa progression dans le

blastocoele sans création de nouveau cylindre : la structure reste axisymétrique.

Si Wolpert considére la gastrulation comme 1’étape la plus importante de la vie (voir la
citation du début de la section, Wolpert, 1968), c¢’est parce qu’elle met en jeu une intensité de
mouvements cellulaires unique. La structure de I’embryon est complétement remodelée, a tel

point que 1’ébauche du futur corps adulte est déja présente a la fin de la gastrulation.

La gastrulation est aussi la premiére véritable étape de I’embryogenese qui sépare les
plantes des animaux. Si les étapes précédentes sont analogues, les plantes ne « gastrulent » en
aucun cas, puisque les mouvements cellulaires sont quasiment absents chez les végétaux. La

diversité provient essentiellement de la croissance différentielle des cellules.
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7.1.2 Etat de l'art

Plusieurs modéles mathématiques ont été proposés pour mieux comprendre certains
aspects de la gastrulation. Ces modeles sont, soit fondés sur une approche chimique par
équation de réaction-diffusion, soit sur un formalisme physique mettant en jeu les relations

entre les forces et les déplacements.

Modeles de réaction-diffusion

Dans son célebre papier de 1952, « The chemical basis of morphogenesis », Alan
Turing évoque dé¢ja la gastrulation comme cas d’application de sa théorie (Turing, 1952).
Cette application lui permet d’étudier des conditions théoriques de brisures d’homogénéité sur
une sphere creuse représentant la blastula. Turing considere I’évolution de deux morphogenes
sur cette surface, régis par leurs équations de réaction-diffusion. Il conclut a la possibilité
d’une brisure de symétrie de type axisymétrique, qui détermine ensuite I’axe privilégi¢ de la
gastrulation. Dans la suite logique de ses travaux, se trouvent ceux d’A. Spirov qui applique
les équations de réaction-diffusion du Brusselator sur une sphére représentant un embryon
d’oursin (Spirov, 1993). Le Brusselator est un systeme particulier de réaction-diffusion
propos¢é par Prigogine (Prigogine et Lefever, 1968). C’est en fait Tyson qui I’a surnommé
ainsi en raison de sa création a Bruxelles, en 1973 (Tyson, 1973). Il a été largement repris
depuis. Dans le modele de Spirov, deux morphogenes interagissent et la nouvelle forme de
I’embryon est donnée directement par la concentration d’équilibre du premier
morphogene. La surface définissant I’embryon est déplacée, selon sa normale, d’une quantité
proportionnelle a la concentration de ce morphogéne. Une accumulation basale du
morphogene produit alors une invagination ressemblant a celle de I’oursin.

Nous pouvons aussi citer les modeles de P. Maini et co-auteurs qui se sont intéressés a
la modélisation d’un aspect précis de la gastrulation du poulet : les mouvements de la ligne
primitive (Painter et al. 2000 ; Page et al., 2001). Cette ligne primitive se forme au début de la
gastrulation et s’allonge le long de 1’axe antéropostérieur de I’embryon avant de régresser. Le
modele considere une sous-population de cellules qui contient la future ligne primitive. Cette
population répond a un attracteur chimique. La densit¢ de cellules et la concentration
d’attracteur forment un systéme de réaction-diffusion avec un terme de chimiotaxie, capable

de reproduire les mouvements de la ligne.
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Modeles « physiques »

En 1981, paraissent les travaux de G. Odell, G. Oster et al. qui présentent des
simulations de la gastrulation et autres invaginations, en se basant essentiellement sur des
considérations mécaniques (Odell ef al., 1981). Le nom de ’article est d’ailleurs évocateur :
« The mechanical basis of morphogenesis », comme une réponse ou du moins une alternative
a la théorie dominante de Turing. Ces travaux mettent [’accent sur les aspects mécaniques de
la morphogenese, largement délaissés par Turing. Ils utilisent, bien avant la mode actuelle,
une modélisation multi-agents, en considérant chaque cellule d’un épithélium circulaire.
Toutes ces cellules sont constituées d’unités viscoélastiques qui représentent les filaments du
cytosquelette. Seul le filament apical est actif et ’ensemble évolue selon les lois de Newton.
Une cellule déterminée se contracte et induit des vagues de contraction a la surface de
I’épithélium, ce qui génére I’invagination. Ce mod¢le est remarquable, car il montre que ce
formalisme mécanique peut générer tout le processus jusqu’a la fermeture du petit cylindre,
résultat jamais obtenu par un mod¢le chimique.

Quatorze années plus tard, Oster co-écrit un nouveau papier a propos de la
modélisation de la gastrulation avec notamment L. Davidson (Davidson et al, 1995).
L’application vise en particulier la gastrulation de I’oursin qui ne nécessite pas de fermeture
du tube interne. L’embryon est considéré de symétrie sphérique et le modele ne considere
qu’un quart de sa géométrie prise au niveau du pole végétatif. La modélisation utilise des
équations de la mécanique des milieux continus. Trois tissus sont pris en compte, une couche
de cellules et deux couches de la matrice extracellulaires, la lame basale interne et une couche
de hyaline externe. Ce travail compare les différentes hypotheses biologiques candidates a
I’explication de I’invagination de I’oursin et utilise des ordres de grandeurs réalistes pour les
parametres. Parmi ces hypothéses, la plus courante est que cette invagination résulte de
différentes constrictions apicales des cellules. La réduction du périmétre externe de certaines
cellules et I’augmentation en conséquence de leur périmetre basal causeraient I’invagination.
Selon chaque hypothése, la structure est soumise a certaines forces et 1’équilibre statique
résultant présente un début d’invagination, dont I’amplitude est étudi¢e en fonction de certains
parametres. Chaque hypothese nécessite une gamme précise de parametres.

Plus récemment, la modélisation de la gastrulation a été traitée par un modele multi-

agents ou les dynamiques épithéliales répondent a des considérations énergétiques (Drasdo,

2000 ; Drasdo et Forgacs, 2000).
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7.2 Modélisation cellulaire de I'invagination

Notre motivation a été de construire un modele cellulaire d’invagination qui pourrait,
en quelque sorte, « réconcilier » les modeles préexistants, en prenant en compte, a pied
d’égalité, les aspects chimiques et mécaniques. Nous mettons en jeu un scénario biologique
selon lequel D’activation du géne Rho dans le noyau de certaines cellules déclenche la
production d’une substance morphogénétique diffusive. La concentration cette substance agit
directement sur I’intensit¢ des forces intracellulaire qui vont produire des déformations
cellulaires et tissulaires.

Ce modele d’invagination est méthodologiquement semblable a celui de la croissance
radiale secondaire des conifeéres. On considére une coupe transversale d’embryon dont le
pourtour est constitué d’une couche de cellules jointives (épithélium). A I’image du cambium
dans le modele de croissance radiale, cet épithélium sera modélisé a 1’échelle cellulaire. 11 est
défini par I’ensemble de ses N cellules constitutives. A [’état initial, cette couche est
modélisée comme un anneau délimité par deux cercles concentriques (ou des ellipses). Cet
anneau représente la coupe transversale d’une sphere dans le cas de I’oursin et d’un cylindre

dans le cas de la drosophile. I1 est découpé en cellules de taille homogene.

Figure 7.3. Exemple de géométrie initiale.
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Dynamique cellulaire

Nous noterons I' 1’épithélium et X, ses cellules constitutives :

K3

I'(t)= {X (), i=1..,N } Nous définissons, comme pour le cambium, quatre points pour
chaque cellule : A et B, sont situés du coté basal de la cellule alors que C, et D, sont du

coté apical. Selon les implémentations, la forme initiale des cellules sera soit un quadrilatére

ACDB, soit une portion de couronne. Nous considérerons aussi le milieu interne X, qui

est le centre de ’embryon. Il est initialement décrit par le polygone régulier 4 4,...4, 4,4,

de N coOtés, ou par un cercle. L’embryon est décrit par sa géométrie totale
Q)=T0{)UX,,,(t).

Contrairement au modele du cambium, les lois de comportement des cellules sont
décrites de maniere continue. Nous assignons en effet a chaque cellule une méme loi de la
mécanique des milieux continus : les cellules, tout comme le milieu interne, sont considérées

comme étant des corps élastiques.

L’application du bilan de forces pour chaque domaine fournit N + 1 équations, qui régissent

I’évolution du systeme :
Vie[l,...N+1], p5, = V.o, + F (7.1)

ou p est la densité du milieu, 5 est I’accélération en tous points, o est le tenseur des

contraintes et F ensemble des forces volumiques appliquées. Toutes ces variables sont

indicées par le numéro de la cellule. L’indice N +1 fait référence au milieu interne.

2—

r1r . I3 — u — I3 , .
L’accélération est donnée par 7, = L, u (z,t) étant le vecteur déplacement du point

ot

z € X,, au temps t. Nous noterons u(z,t) le vecteur déplacement relatif a tout I’embryon,

dont la restriction au domaine i est égale a u, . Les N premiéres équations correspondent a

I’évolution des N cellules, la dernieére donne I’évolution du milieu interne.
Un milieu est caractéris¢ par sa loi de comportement qui relie le tenseur des

contraintes o au tenseur des déformations ¢. Ce tenseur est défini a partir des dérivées
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spatiales des déplacements. Dans [’hypothése des petites déformations, il s’écrit:
1 — —

e::—(VzH—VuT).
2

Pour simplifier, le milieu intérieur et chaque cellule seront supposés linéaires et isotropes, ceci

permettant d’écrire une relation simple entre les tenseurs :

o, = AV 1]+ 2ue, (7.2)

ou [/] est la matrice identité. \, et u, sont les coefficients de Lamé du milieu . On utilisera

plutot deux autres coefficients : le module d’Young FE; et le coefficient de Poisson v,. Ces

coefficients ont une interprétation physique directe : le module d’Young rend compte de
I’¢lasticité des cellules et le coefficient de Poisson de leur taux de compression. Les £, et les

E

Vi

v, sont reliés aux N\ et p. par les relations: A\ =
i % /’Lz p % <1+VZ)<1—21/2)

t oy = ———— .
: 2(1+Vi)

Comme on affecte une loi de comportement homogene a chaque cellule épithéliale, on
choisit: Viel[l,...N|, E,=FE, v,=v et p,=p, E, v et p étant les valeurs de

références.

On affecte des conditions de non-glissement sur les parois cellulaires, pour conserver
la structure épithéliale, et aux interfaces entre les cellules et le cceur de 1’embryon :
Vie[l,..,N|, VzelAC], v (z,.)=1u(z,.) et Vzel[AB], @/ (z,.)="1uy,, (z.)

(conditions périodiques).
Nous considérons aussi qu’a ’instant initial I’embryon est au repos : %(.,0) = 0.

Expression des forces
Pour:=1,...,.N, F;(t) est la force a laquelle est soumise la cellule X, au temps ¢.

x: R*xQ — {0,1}

On utilise la fonction Y, définie par I’équation (3.12) comme : 1, si M €.
, sinon

() étant I’ensemble des domaines connexes du plan, éventuellement réduits a un point.

232



Chaque cellule est soumise a des forces ponctuelles de constriction apicale et d’extension

basale. Les forces de constriction apicale s’écrivent :

t . . . .
H x C, (t) qui s’applique exclusivement au point C,.
t

E o (z,t) = f (o (1))

_

P (,t) = — (0, (1) %

x (z, D, (1)) , qui s’applique exclusivement au point D, .

et les forces d’extension basale s’écrivent :

F (w,t) = —f (e, (1)) ng Eg x (2,4, (t)), qui s’applique exclusivement au point 4, .
F o (z,t) = f(a; (1)) ng—(tiu x (z, B, (1)), qui s’applique exclusivement au point B, .

L’intensité des forces est donnée par une fonction f, qui dépend de la variable «;, elle-méme

relative a la partie chimique du modele.

Le bilan des forces fournit :

Vie[l,..,N], F=F, +F ,+F,+F, (7.3)

Figure 7.4. Représentation de quelques forces ponctuelles.
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Les 4 sommets des cellules sont ainsi affectés par une force, sauf pour une série de sommets

S (points fixes), pour lesquels on interdit tout déplacement : Yz € S, i(z,.) = 0.

Les cotés externes ne sont affectés d’aucune force (conditions dites libres) :

Viell,..,N|,Vz €[C.D,], o,(z,.)ii(z,.) = 0.
Systéme de controle chimique

On consideére que la variable «; apparaissant dans 1’expression des forces de

constriction est directement corrélée a la concentration C' d’un morphogéne dans la cellule

X.. Les variables «; sont définies par :

a,(t) = f C (z,t)dz (7.4)

Xi(®)

Comme vu précédemment, I’amplitude des forces de constriction et d’extension de la cellule

X, est donnée par f (ai). La fonction f est en générale choisie linéaire : dans ce cas, les

forces appliquées a chaque cellule X, sont proportionnelles a la quantité de morphogene dans
X, . Nous avons aussi utilisé des fonctions f non-linéaires, pour exprimer, par exemple, que
la norme des forces s’intensifie, si ¢, franchit une valeur seuil.

Le scénario le plus simple pour 1’évolution de la concentration C' est de considérer
que la substance est produite par des sources a partir d’instants donnés. Les quantités
produites diffusent alors librement dans 1I’embryon. L’évolution de la concentration du
morphogene est alors régie par une équation de diffusion, avec un terme de production ¥,

défini sur tout le domaine 2. La constante de diffusion est notée D, .

%—f = D.AC+T (7.5)

Nous modélisons le morphogene comme étant un produit génique, sécrété par 1’activation

d’un géne dans le noyau des cellules productrices. Le noyau d’une cellule X, est représenté

par un cercle I',, de faible rayon, situé¢ au centre de masse de la cellule. On note de plus 6, (¢)
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la production du morphogéne C' par le noyau I'; au temps ¢. 6., (t) = 0, car le centre de
I’embryon ne produit pas le morphogeéne. Le terme ¢, (¢) est d’ailleurs souvent nul puisque

seul un nombre restreint de cellules sera choisi comme source de morphogéne. Le terme W

s’exprime par :
U(z,t) = 8 (H)x (2T, (1)) (7.6)

Nous fixons des conditions de flux nul vers I’extérieur de I’embryon. Nous imposons ainsi,
sur les frontieres extérieures, les conditions aux bords suivantes (conditions de Neumann

homogenes) :

N
vz el J[C.D], D.VC(z,.) 7i(z,.)=0.
i=1
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Formulation différentielle finale

Trouver u(z,t) et C'(z,t) tels que :

Sur X, (t),pour ¢ =1,.... N

o’u, -
p a;l (2,t) = Voo, (z.t)+ (f (o, () x (2, D, (1)) = f (o, (1)) x (2,C; (1)) ﬁ
+(F (0, (8) x (2 B, (1) — £ (0, () x (, A, (1)) Hj,_g_ig”

0, = AV [I)+ u (Vi + V")

a, (t) = f C. (z,t)dx

Xi(@®)

Sur Xy, (1),

22—
Oy

P PYE

=V.o,u,

Oxi1 = Ay Vit 1 [T+ piy, (VU’N+1 + VUNJrlT)

N+1

Sur Q(t) = |J X, (1),

(z,t) = D,AC (z,t) + > 6, () x(2,T, (1))

oc :
ot i-1

avec les conditions aux bords :

Ve S, @ (r,.)=0
Vie[l.N],Vz € [AC,|U[BD,], u_ (z,) =1 (z,.)
Vie[l.N],Vz € [AB], u (z,.)=uy, (z,.)
Vi €[1.N],Yz €[C.D], o,(z,.)ii(z,.) =0
Vie[l.N],Vze[CD,], D.VC(z,) -i(z,.)=0
et les conditions initiales sur €2(0) :
C(.,0)=0
i(.,0)=0
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7.3 Premiers résultats

Implémentation et hypothéses d’évolution

Ce modéle a été implémenté sous I’environnement Matlab® 6.5 - Femlab® 3.0. Deux
implémentations ont été utilisées. La premiére consiste & définir le probléme sous Matlab®
(création de la géométrie, des constantes, des variables,...), puis a ’importer sous Femlab®
pour calculer les déplacements. Selon cette implémentation, les cellules sont des quadrilatéres
et le milieu intérieur est un polygone. On définit alors, pour chaque pas de temps, la nouvelle
géométrie sous Matlab® en calculant les nouvelles positions de tous les points de la géométrie
de ’embryon. On relie les nouveaux points pour reconstruire des quadrilateéres et un polygone
central, et réitérer ensuite le procédé. La deuxiéme implémentation utilise Matlab®
uniquement pour définir le probleme (variables, équations,...) de maniere automatique. Le
modele initial, une fois posé, est entierement exécuté sous Femlab®. Les cellules sont alors
initialement des portions de couronne et leur forme peut ensuite étre quelconque, selon le
résultat des équations. En pratique, pour cette implémentation, le domaine interne de
I’embryon est séparé en deux parties €gales par une ligne centrale verticale ou I’on impose un
déplacement horizontale nul. Ceci permet de conserver la symétrie du probléme par rapport a
I’axe vertical, sinon elle serait brisée par cumul d’erreurs numériques. Pour renforcer ce
respect de la symétrie, on rajoute une derniere condition de symétrie pour les déplacements
des points définissant la (ou les deux) cellule(s) centrale(s) basse(s).

La premiere implémentation permet de tester un développement ou, a chaque pas de
temps, les déformations résiduelles sont annulées. Selon cette hypothese, suite a 1’action de la
distribution de force, I’embryon adopte une structure stable, aprés un réarrangement supposé
des structures filamentaires d’actine. Dans ce cas, 1’évolution est considérée comme une
succession d’états d’équilibre mécanique. Selon la deuxieéme implémentation, le
développement est enticrement ¢lastique: les cellules résistent constamment aux
déformations et tendent a retourner dans leur configuration initiale, dans le cas ou les forces
s’annulent ou s’affaiblissent.

Pour calculer les solutions du probléme entre I’instant initial ¢ =0 et ¢ =1, avec un
pas de temps dt = 0.1, la premiére implémentation demande 10 minutes de calcul environ et

la seconde la moitié de temps.
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Conditions de référence des simulations

- Sauf indication contraire, nous utilisons les références suivantes pour les valeurs des

parametres, exprimées dans le systéme international : N =50, £ =1000, v = v, = 0.45,

B30000 < Exer <400 p = pyia = 7000, Dy =107,
- La fonction f'est linéaire : f (z) = kx.

- Un nombre déterminé de noyaux de cellules produit le morphogéne de maniére constante et

synchrone : pour ces cellules, la fonction de production 9§, (¢) est prise constante en temps et
en espace. On affecte aux autres une production nulle : 9, (£) = 0.

- La géométrie initiale de la zone interne de I’embryon est définie a partir d’un cercle de rayon
¢gal a 150 um. Les cellules ont une longueur radiale de 40 pum.
- On choisit entre 3 et 5 points fixes (les éléments de S), situés sur le périmétre basal des

cellules centrales hautes.
Implémentation « non élastique »

La Figure 7.5 montre un exemple de résultat du modele, implémenté de maniere « non
¢lastique », a six instants du développement. Pour cette figure et pour les suivantes, 1’échelle
de couleur représente la concentration du morphogene avec les faibles concentrations en bleu
et les fortes concentrations en rouge. Pour se rendre compte de I’amplitude des invaginations,
nous avons tracé sur chaque résultat, en pointillé, le cercle délimitant la forme externe initiale
de I’embryon. Les simulations produisent une invagination particulierement marquée qui
ressemble a celle de la gastrulation de I’oursin.

Comme les milieux sont supposés se réorganiser constamment en forme stable,
I’intérieur de I’embryon subit une réduction progressive de taille peu réaliste. S’il était prouvé
biologiquement que, pendant ce processus, les cellules proliférent, on pourrait compenser

cette perte de volume par une création de matiere par prolifération.

238



Figure 7.5. Simulation du mod¢le avec trois cellules productrices de morphogene.
Observations aux instants ¢t = 0.5, 2, 2.2, 2.5, 2.7, 3.2, 4 (de gauche a droite et de haut en bas).

Implémentation « élastique »

Les Figures 7.6 et 7.7 présentent deux résultats de simulations obtenus avec
I’implémentation « €lastique », chacun observé a six instants du développement. La premicre
de ces deux figures montre I’évolution de la forme de I’embryon lorsqu’une seule cellule,
située au centre de 1’épithélium, en bas, produit le morphogéne. La seconde figure est réalisée
dans les mémes conditions, mais avec quatre cellules productrices, situées de part et d’autre
de la cellule centrale basse.

Nous constatons que les cellules productrices de morphogéne reproduisent bien les
changements de forme caractéristiques des « bottle cells » (Figure 7.1), par constriction
apicale et extension basale. Elles induisent aussi des changements de forme, moins prononcés,
chez leurs voisines. Avec une seule cellule productrice, I’invagination engendrée est déja
conséquente (Figure 7.6). La simulation de la Figure 7.7 permet de mettre en évidence une
invagination plus marquée et le début de la formation d’un arrangement circulaire entre les

cellules centrales basses, caractéristiques de la formation du sillon ventral de la drosophile.
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Figure 7.6. Simulation du mod¢le avec une seule cellule productrice de morphogéne.
Observations aux instants ¢ = 0.5, 1, 1.5, 2.5, 4.5, 6 (de gauche a droite et de haut en bas).

Figure 7.7. Simulation du modéle avec quatre cellules productrices.
Observations aux instants ¢ = 0.2,0.4,0.8,1.2,1.4,1.6 (de gauche a droite et de haut en bas).
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La Figure 7.8 montre d’autres résultats de simulation, réalisées dans de nouvelles
conditions. La Figure 7.8a présente un résultat obtenu en partant de cinq cellules émettrices
centrales, situées en bas de I’embryon. L’invagination obtenue est marquée et la courbure est
tres réguliere. La Figure 7.8b est un résultat pour un épithélium de 70 cellules, dont 7

productrices. Enfin, la Figure 7.8c a été réalisée dans les mémes conditions que la Figure 7.6,

) ) o s 5 1
mais avec la fonction d’activation non-linéaire f (x) = 3e |1 — ———— |. Le graphe de
T
1 + (1010 )
cette fonction est représenté sur la Figure 7.9. L’avantage de ce type de non-lin€arité est de

pouvoir utiliser des fonctions d’activation plus réalistes, qui permettent notamment

d’implémenter un plafonnement de la valeur de I’intensité des forces.

Figure 7.8. Autres résultats de simulation.
(a) En prenant initialement cinq cellules productrices (observationa t =1).
(b) En prenant 70 cellules épithéliales, dont 7 cellules productrices (observation a t = 3).
(¢) Méme condition que pour la Figure 7.6, mais avec une fonction d’activation f non-linéaire,

observationa t = 4.

251 =

/ ] Figure 7.9. Graphe de la fonction f non-

/ | linéaire utilisée pour la simulation de la Figure
/ 7.8c.
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7.4 Conclusion et perspectives

Cette partie présente un modéle de morphogenese essentiellement fondé sur la
migration et la déformation cellulaire. Nous avons montré comment le couplage entre la
diffusion d’un morphogene et la constriction apicale des cellules peut rendre compte de
I’invagination épithéliale, primordiale dans la réalisation de la gastrulation. Selon les
conditions des simulations, les résultats donnent a penser a 1’invagination observée chez
I’oursin ou chez la drosophile, comme le confirme la Figure 7.10, qui montre des exemples de

formes embryonnaires réelles pendant la gastrulation de ces deux especes.

Figure 7.10. Observations expérimentales de 1’invagination.
(a) Observation d’un embryon d’oursin (Delarue, 2005).
(b) Observation d’un embryon de drosophile (image extraite d’un film de la base de donnée Flybase,
(Flybase, 2005)).

Le mode¢le, bien qu’extrémement simplifié¢, voir naif dans certaines de ses hypotheses,
présente I’intérét de rassembler de maniere simple différents concepts biologiques et de
modélisation. Nous parlions, dans [’introduction générale, des différents niveaux
d’organisation en biologie : ce mod¢le intégre les niveaux du geéne, du produit génique, de la
cellule et du tissu. Le géne active un produit génique qui diffuse. Les cellules se contractent
en fonction de la concentration de la substance, ce qui produit I’invagination du tissu.
L’approche est simpliste, puisque les interactions inter-niveaux sont « unidirectionnelles »,
toujours dans le sens du niveau de petite échelle de taille vers le niveau de plus grande échelle

de taille. Cependant, le cadre de la modélisation offre la possibilité de complexifier le modele,
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en intégrant par exemple les composants des réseaux métaboliques et génétique de I’actine ou
de la tubuline, permettant de considérer la formation des macromolécules nécessaires a la
contraction cellulaire, les polymeres d’actine et les microtubules. D’un point de vue de la
modélisation, le modéle permet aussi d’associer des composantes chimiques et
biomécaniques, ce qui augmente le réalisme du modele. Nous avons vu, dans I’état de Dart
des modeles de la gastrulation, que les modeles préexistants sont toujours chimiques ou
mécaniques. Les études expérimentales ont montré 1’importance des deux aspects qu’il
convient donc de rassembler, pour étudier la coopération de leurs effets.

Notre modele permet d’étudier un aspect déterminant de la morphogenese, celui de
I’ordonnancement et de la localisation des événements. Dans le cas de I’invagination, une
question importante est de savoir quel ensemble de cellules va se déformer activement, et a
quels instants. Nous avons montré dans les résultats que, selon notre modele, plusieurs
dispositions de cellules productrices peuvent amener a une invagination. Nous n’avons par
contre pas encore ¢tudi¢ I’effet d’un déclenchement asynchrone de la production des cellules.

Les premiers résultats de ce modele annoncent de nombreuses perspectives de travail.
Les deux maniéres d’implémenter montrent qu’un des points importants pour améliorer ce
modele, est de proposer une loi biomécanique de comportement plus réaliste pour les cellules
de I’embryon. Elles doivent en effet posséder une composante élastique, prenant en compte le
retour possible a la forme précédente, mais une loi de comportement plus réaliste doit aussi
inclure la forme de « bottle cell » comme nouvelle forme stable, établie par un réarrangement
stable des structures d’actine et des microtubules dans la cellule. Pour le moment, nous avons
traité¢ deux cas extrémes : le cas ou le réseau d’actine se réarrange constamment, définissant
chaque nouvelle forme comme une forme stable (premiere implémentation) et le cas ou tous
les comportements sont purement ¢élastiques (deuxiéme implémentation). Une premiere
tentative consisterait a inclure des termes de viscosité dans I’expression du tenseur des
contraintes.

Une autre perspective est d’implémenter le modele en trois dimensions, pour étudier le
phénomeéne dans sa globalité et prendre en compte plus précisément la localisation du
déclenchement des changements de formes cellulaires dans le contexte tridimensionnel. Il
serait aussi souhaitable d’étudier I’utilit¢ de ce modéle pour d’autres phénomenes analogues,

comme la neurulation.
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La suite logique de ce travail sur I’invagination est la modélisation de la fermeture du
sillon ventral de la drosophile, illustrée par la troisiéme phase de la Figure 7.1. Un axe futur
de nos recherches sera ainsi 1’obtention naturelle de cette fermeture, a partir du formalisme
présenté dans cette partie. Pour cela, la complexification de la loi de comportement évoquée
précédemment est nécessaire pour permettre aux cellules qui commencent a former le sillon
ventral de conserver leur forme. Il sera aussi indispensable de pouvoir détecter les contacts
entre les cellules, méme si elles ne sont pas voisines dans 1’épithélium, pour pouvoir établir le
raccord de la partie inférieure du sillon.

Nous souhaitons également proposer un modele de ce phénomene pouvant prendre en
compte la prolifération cellulaire. Les ¢tudes expérimentales sur 1’existence et le role de la
prolifération cellulaire au moment de la formation du sillon ventral ont donné lieu a des
conclusions divergentes, le débat n’étant pas clos. Dans le cas analogue du sillon neural
dorsal, I’existence de la prolifération semble indéniable (Stern et al., 1988). En ce qui
concerne la formation du sillon ventral, Grosshans et Wieschaus soutiennent par exemple que
les cellules les plus ventrales de I’embryon de drosophile proliférent, une fois I’invagination
completement formée (Grosshans et Wieschaus, 2000). Ces auteurs pensent que les processus
de constriction et de division se suivent, sans étre simultanés, car ils requicrent tous deux une
réorganisation spécifique du cytosquelette des cellules concernées. Selon les observations, le
périmetre de 1’épithélium de I’embryon, envisagé dans une coupe transversale, semble
augmenter pendant la gastrulation, ce qui plaide en faveur de la production de nouvelles
cellules. L’intérét d’un tel modéle serait alors de pouvoir discuter des conditions de
compatibilité entre les aspects mécaniques, pris en compte dans 1’état actuel de notre modele,
et la prolifération cellulaire. Selon un scénario probable, les cellules en bouteille seraient une
espece différenciée stable des cellules rectangulaires. La différenciation serait alors le résultat
d’un changement d’attracteur dans la dynamique du réseau d’interaction génétique (Aracena,
a paraitre).

La fermeture du sillon ventral de la drosophile implique 1’établissement de toute une
population connexe de cellules en bouteille ou trapézoidales. Si 1’on considere, a partir d’une
situation homogene, qu’une ou plusieurs cellules commence(nt) le processus de
transformation en « bottle cell », la généralisation du caractere « bottle cell » aux cellules
voisines peut s’effectuer selon plusieurs moyens. Le premier est le moyen mécanique, utilisé
dans le modéle actuel. Il suppose qu’un produit génique, sécrété par les cellules actives,
diffuse dans le tissu en entrainant une vague de constriction. On peut également penser que le

type trapézoidal en bouteille se généralise par un processus de différenciation par voisinage,
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comme ¢évoqué dans la partie 6. Nous pouvons aussi suggérer que les cellules différenciées en
bottle cell se reproduisent activement par mitose, produisant de nouvelles cellules
trapézoidales par positionnement longitudinal du nouveau mur cellulaire. Ceci nécessiterait
une localisation précise de la prolifération, compatible avec les résultats qui plaident pour une
absence quasi-totale de prolifération au niveau global de I’embryon. Il est probable que
I’extension du caracteére « botte cell » se réalise par une action organisée des différents
mécanismes évoqueés.

De plus, les cellules de 1’épithélium assimilent les métabolites nécessaires a leur

fonctionnement, en grande partie a travers leur c6té extérieur, décrit par le coté [C), D,] dans

notre modele. Si I’on reprend le critére de division de René Thom, utilis¢é dans le modele
discret de prolifération cambiale, la réduction du co6té extérieur par constriction apicale
stimule la prolifération. En effet, selon ce critére, la mitose intervient lorsque le ratio entre le

périmétre utile de la cellule [C,, D,] et son aire devient inférieur & un seuil critique. Dans ce

cas, la population des « bottle cells » peut étre caractérisée par un cycle cellulaire court au
contraire des autres cellules. Le critére de R. Thom pourrait alors expliquer naturellement que
les cellules de type «bottle cell » proliferent rapidement, alors que les autres cellules
¢épithéliales demeurent stables pendant la formation du sillon ventral. Le critére pourrait de

plus, selon les parametres, déclencher les mitoses seulement une fois 1’invagination établie.
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La morphogenése biologique est le sujet central de ce travail de these. Les généralités
développées dans I’introduction mettent en évidence le caractére fortement pluridisciplinaire
de ce théme. Il a d’ailleurs, historiquement, toujours été au centre des préoccupations des

biomathématiques et de la biologie théorique, depuis leurs fondements.

Nos études portent sur plusieurs phénomeénes précis de morphogenese. L’ application
principale est la croissance radiale secondaire des coniféres, envisagée plus particulierement
pour I’espéce Pinus radiata. Cette application a trés peu été explorée par la modélisation
mathématique. La deuxieme application choisie a €été I’invagination épithéliale, qui est un
composant important de la gastrulation. Nous nous sommes intéressés plus spécifiquement a
I’invagination nécessaire a la mise en place du sillon ventral de la drosophile et a la formation
de I’archentéron de 1’oursin. Une dernicre application a concerné la différenciation cellulaire
par voisinage, envisagée de manic¢re générale, puis appliquée au cas spécifique de la

différenciation qui accompagne la croissance radiale secondaire.

Ces trois processus sont envisagés a I’échelle cellulaire. L enjeu de nos modeles est
d’étudier I’organisation de la collectivité de cellules, issue de la dynamique propre de chacune
d’entre elles. Dans chaque application, les cellules évoluent dans un contexte tissulaire. A
chaque fois, un tissu particulier est le principal acteur de la morphogenese : il s’agit du
vasculaire cambium pour la croissance radiale et de I’épithélium externe pour I’invagination.
L’application de différenciation prend en compte des cellules appartenant a un tissu

indifférencié ou a des tissus spécialisés.

D’une maniere générale, les comportements cellulaires responsables des mouvements
morphogénétiques, aussi divers soient-ils, se classent en plusieurs catégories :
- la prolifération cellulaire, qui inclut la division et la croissance (augmentation du
volume cellulaire).
- la migration cellulaire, qui inclut la déformation (redistribution du volume cellulaire).
- la différenciation cellulaire.
- I’élimination cellulaire, qui inclut I’apoptose (mort programmeée) et I’élimination d’un
tissu.
Nos trois applications permettent de fournir un exemple pour chacun de ces quatre
comportements principaux. La croissance radiale est principalement réalisée par prolifération

cellulaire. La dynamique intense de prolifération produit aussi de fort taux d’élimination
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cellulaire. L’invagination est essentiellement une conséquence de la migration et de la
déformation, alors que 1’étude de différenciation par voisinage met en évidence 1I’importance

de la différenciation.

Les comportements cellulaires sont intégrés dans une dynamique tissulaire cohérente
au moyen de différents systemes de contréle de nature mécanique, chimique ou génétique.
Les types de controle sont largement interdépendants et interviennent ainsi sur tous les
comportements cellulaires évoqués précédemment. Les aspects mécaniques agissent surtout
de maniere locale (forces de contact entre les cellules, élasticité, taux de compression,...). Ils
interviennent globalement si, par exemple, la dynamique est dépendante du champ de gravité,
comme dans le cas du transport de ’auxine. Le cas de 1’auxine nous donne un exemple ou un
niveau de contrdle mécanique affecte le contrdle chimique qui, quant a lui, intervient
directement au niveau cellulaire. Les contrdles chimiques existent au niveau global ou local,
selon les substances (hormones, enzymes, métabolites cellulaires,...). Le niveau génétique est
localis¢ dans le noyau des cellules, mais les substances issues de I’activation des genes
intégrent ensuite le systeme chimique et peuvent donc agir a plus grande échelle. Nous

pouvons donc assimiler le contrdle génique au controle plus général chimique.

Un modele a été développé pour chaque application. Tous ces modeles sont identiques
méthodologiquement. Pour prendre en considération le comportement de chaque cellule, le
tissu responsable de la morphogenese est défini par I’ensemble de ses cellules constitutives.
Chaque cellule, au sein d’un méme tissu, est régie par une méme loi de comportement, définie
en fonction de I’application. Le tissu responsable de la morphogenese est ainsi toujours
modélisé par un systétme multi-agents, sa dynamique étant la résultante de tous les
comportements cellulaires. La croissance radiale et 1’invagination utilisent explicitement un
systeme multi-agents. L’application a la différenciation utilise un automate cellulaire que
nous pouvons considérer comme étant un cas particulier de systéme multi-agents ou les
cellules conservent des positions fixes. Les lois de comportements cellulaires sont décrites,
selon les modeles, par des formalismes différents. Pour la croissance radiale, elles sont
définies par un systéme dynamique discret ; pour la gastrulation, on a utilisé des équations
aux dérivées partielles et, pour la différenciation, des regles de voisinage appartenant

¢galement a la catégorie des systémes dynamiques discrets.
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Chaque modele prend en compte un certain nombre de controles. Le systeme multi-
agents inclut les composantes locales du controle mécanique : les cellules sont jointives, ce
qui permet la prise en compte des forces de contact (condition de non-glissement sur les
parois cellulaires, remise a jour de 1’orientation des murs cellulaires,...) et les mécaniques
cellulaires font partie des lois de comportement des cellules (module d’¢lasticité, maintien de
la forme). Seul Iautomate de différenciation n’inclut aucune composante mécanique. Tous
nos modeles font intervenir un systeme chimique de contrdle global. Ce systéme est modélisé,
dans nos deux premiéres applications par un systéme d’équations aux dérivées partielles. La
substance chimique, solution des équations, contrdle le développement par action directe sur
les cellules (I’auxine fixe directement les taux de croissance cellulaire) ou intervient sur le
contrdle mécanique (le produit génique utilisé¢ pour I’invagination donne 1’intensité des forces
intracellulaires). L’automate de différenciation, lorsqu’il est appliqué au cas de la croissance
radiale, comporte également une composante chimique, qui régule directement le nombre de
division par file cambiale. Cet automate utilise aussi, dans tout les cas, un niveau local dans le
controle chimique : les relations de voisinage représentent des signalisations inter-cellulaires.
Enfin, nous pouvons aussi considérer que le controle de 1’invagination posséde ¢galement un
aspect génétique local : la substance qui contrdle globalement les forces de I’embryon est

produite par le noyau de certaines cellules.

Un des intéréts de ce type de modélisation est donc de donner la possibilité de
considérer ’action commune de la chimie, de la mécanique et de la génétique (quoique peu
présente) pour la morphogenese. Les modeles présentés en introduction générale ou dans les
introductions spécifiques de chaque application montrent trés clairement 1’importance de ces
différents aspects. Cependant, trés rares sont les modeles proposant une combinaison
pluridisciplinaire. Dans nos approches, une des fagons de lier de maniére cohérente les aspects
chimiques et les aspects physiques est de donner aux morphogenes utilis€és une signification
fonctionnelle précise. L’auxine est ainsi directement corrélée au taux de croissance des
cellules cambiales et le produit génique de 1’invagination détermine 1’intensité des forces

intracellulaires.
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Apports principaux de chaque modéle

La partie précédente explique comment une méme méthode de modélisation rend
compte de trois processus morphogénétiques particuliers. Chaque modéle a aussi un intérét en

soi : nous rappelons maintenant les principaux résultats, par application.

La croissance radiale secondaire des coniféres

Comme rappelé précédemment, ce domaine est encore peu exploré par la modélisation
mathématique. Ainsi, notre modele de prolifération cellulaire est une nouveauté. Les
agencements cellulaires végétaux ont déja été étudiés, pour, par exemple, rechercher des
répétitions de motifs, mais notre modele est le premier qui cherche a prévoir qualitativement
la dynamique de la croissance cellulaire. Ce modele met en jeu les principales composantes de
la prolifération cambiale : les cellules évoluent selon des lois liées a la croissance, au maintien
de la forme, a la division cellulaire et a 1’élimination cellulaire. La loi de division cellulaire
prend en compte les deux types de division cambiale : le type périclinal, qui génére la
production des cellules de xyléme et le type anticlinal qui entraine I’augmentation du nombre
de cellules cambiales. Le modele s’avere étre bien justifié par les observations
microscopiques expérimentales qui ont été comparées avec les dispositions cellulaires
théoriques. Cette confrontation a permis de justifier I’expression des lois de comportements

cellulaires.

L’aspect de cette application le plus visité par les modélisateurs est, sans nul doute,
celui du transport de 1’auxine. La dynamique de I’auxine a été¢ depuis longtemps modélisée
sous la forme d’une équation de diffusion-transport unidimensionnelle (Mitchison, 1980a ;
Goldsmith er al., 1981). Plus récemment, elle a ¢ét¢ considérée en deux dimensions, en
couplant I’équation de diffusion-transport avec une €quation d’orientation des directions de
transport (Kramer, 2002). La construction de notre systéeme chimique, qui controle 1’opérateur
de prolifération cellulaire, a nécessité une nouvelle généralisation de la dynamique de
I’auxine, pour pouvoir inclure les redistributions d’auxine par gravitropisme. Deux
généralisations sont proposées. La premicre met en jeu un domaine cartésien tridimensionnel
représentant le cambium et une équation d’orientation de type équation de fluide soumis a la
gravité. La deuxiéme considere le probleéme sur une surface dans I’espace a trois dimensions,

au regard de la faible épaisseur du cambium. L’équation d’orientation associée est une
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généralisation de I’équation bidimensionnelle préexistante, qui inclut un terme de dépendance
gravitaire pour la direction du transport. Ces modeles sont capables de prédire des
hétérogénéités dans la répartition de I’auxine pour des arbres de géométrie non cylindrique.
Ces hétérogénéités, interprétées en tant que différentiels de taux de croissance, sont
cohérentes avec les configurations observées d’anneaux de coupes transversales. Elles
respectent €également les rares relevés de concentration d’auxine effectués pour des arbres

inclinés.

Le dernier aspect abordé a été celui de la croissance radiale tridimensionnelle. Une
tentative préexistante dans ce domaine a consisté a tester I’application d’une loi de croissance
horizontale proportionnelle a la quantité d’auxine dans le cas d’arbres possédant une symétrie
de révolution (Kramer, 2001). Nous proposons un cadre plus général pour la croissance
radiale tridimensionnelle, grace a la généralisation du modele de transport de 1’auxine, qui
fournit des résultats de concentration pour des géométries d’arbres plus complexes. Nous
avons testé une loi de croissance orientée selon la normale au cambium et dont I’intensité est
une fonction affine de la concentration d’auxine. Ceci permet de simuler la croissance
d’arbres présentant des déformations, pour pouvoir ensuite comparer les configurations
théoriques avec nos données de croissance tridimensionnelle expérimentale. Il s’agit ainsi
d’une premiere approche cherchant a expliquer, a volume de croissance donné, la répartition
des taux de croissance en trois dimensions. La comparaison avec les données montre que cette

loi fournit une premiére approximation des formes réelles.

Ces modeles, liés a la croissance radiale, produisent aussi comme résultats un certain
nombre de suggestions d’expériences précises a réaliser, pour améliorer la compréhension de

la croissance radiale et du controle hormonal et augmenter la précision de nos mode¢les.

L automate de différenciation

Cette étude apporte un complément a la modélisation de la différenciation cellulaire
par interactions de type N-Switch (Cinquin et Demongeot, 2005). La modélisation de ces
interactions par reégles de voisinage représentant les signalisations intercellulaires, au sein
d’un automate cellulaire, apporte une composante spatiale au probléme. Trois espéces sont
prise en compte : une espéce de cellule souche et deux espéces de cellules spécialisées. Les

simulations reproduisent les caractéristiques d’un systeme 3-Switch, en mettant en évidence
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des cas ou une population cellulaire colonise tout 1’espace et des cas ou I’espace est partagé
entre deux especes qui cohabitent. L’extension spatiale permet d’observer, de plus, la
localisation des zones différenciées. Nous pouvons alors obtenir plusieurs configurations de

découpage de I’espace.

Cet automate a aussi ét¢ adapté a la différenciation cambiale. Dans ce cas, les cellules
du cambium sont les cellules souches qui peuvent se différencier selon deux possibilités : en
cellules de xyléme ou en cellules de phloeme. Les résultats proposent que les relations de
voisinage entre les cellules peuvent contrdler la différenciation cambiale, en coopération avec
I’auxine. L automate reproduit effectivement une localisation précise et ordonnée des voies de
différenciation vers le xyleme et vers le phloéme, de part et d’autre du cambium central, qui

se déplace vers I’extérieur par croissance radiale.

L’invagination épithéliale

L’intérét de ce modéle réside surtout dans sa capacité a prendre en compte de
nombreux concepts biologiques dont I’influence sur I’invagination a été prouvée. Notre
modélisation demande plusieurs améliorations, dans sa construction et sa validation. Elle
constitue, par contre, la premiére tentative intégrant autant d’échelles de taille, en allant du
gene au tissu. Elle est aussi la seule a utiliser un contréle chimique et un controle mécanique.
L’implémentation de ce couplage est réalisée de maniere assez souple. Nous espérons a
I’avenir adapter ce formalisme a d’autres mouvements de morphogenese tissulaire qui

s’operent par action de forces générées par I’actine.
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Perspectives générales

Ces modeles, pris individuellement, peuvent chacun étre améliorés pour augmenter
leur réalisme. Plusieurs perspectives ont déja été énoncées dans les parties correspondantes de

chaque application.

Comme précisé précédemment, ces différents modeles illustrent chacun une partie des
dynamiques morphogénétiques principales des cellules. Ils constituent ainsi une avancée vers
un modele tres général de morphogenese tissulaire, ou toutes ces composantes coexisteraient.
Nos choix de modélisation dans le systéme hybride de la croissance radiale ne laissent que
trés peu de place a la différenciation cellulaire, alors que son role dans 1’établissement de la
croissance est important. De plus, il existe des processus morphogénétiques qui impliquent
clairement toutes les composantes de I’activité cellulaire, telle que la formation des glandes
salivaires de la drosophile (Myat et Andrew, 2000). Si I’on prend 1’exemple de 1’évolution
embryonnaire entre I’ceuf et la fin de la gastrulation, nous constatons que la division cellulaire
est extrémement présente au début pendant la période de clivage et qu’elle laisse
progressivement le rdle principal a la migration et a la déformation cellulaire pour

I’établissement de la gastrulation.

Ces trois constats montrent que le modele idéal devrait pouvoir intégrer tous les
comportements avec des coefficients d’activation pour chacun. Ceci permettrait d’obtenir une
gamme de formes directement dépendante de 1’ordonnancement et de I’intensité des différents
comportements au cours du temps, a la maniere dont la distribution spatiale et temporelle de
la substance morphogénétique engendre plusieurs formes d’invagination (partie 7). Une telle
intégration doit s’appuyer sur les exemples de lois cellulaires proposés dans nos applications,
pour la prolifération, la migration, 1’¢limination et la différenciation. Ceci nécessiterait
cependant un outil commun de description des lois cellulaires ; le formalisme par équations

différentielles partielles semblant le mieux approprié.

Nos travaux appellent d’ailleurs plusieurs études théoriques intéressantes d’équations
aux dérivées partielles. Si le premier modele de transport de ’auxine utilise des équations
bien connues, le deuxiéme posséde la caractéristique d’utiliser un domaine superficiel, et, de
plus, met en jeu des équations fortement non-linéaires. Il serait bon d’avoir des résultats

théoriques pour ces équations, notamment les conditions d’existence et d’unicité des
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solutions. Une étude théorique aiderait également a caractériser plus précisément une
meilleure loi de comportement pour la dynamique des cellules pour I’invagination. D’autre
part, pour le modele de croissance radiale, si I’on considére deux situations initiales incluses
I’une dans I’autre et si la concavité interne est plus marquée que la concavité externe, nos
simulations montrent que les solutions calculées peuvent se croiser au cours de la croissance.
Si ’on consideére le cas d’une situation interne montrant une concavité¢ d’arbre déformé
(destinée a se récupérer) et une situation externe parfaitement circulaire, propre a un arbre
cylindrique, nos simulations prévoient que la situation concave peut rattraper, puis dépasser,
la croissance concentrique par croissance différentielle. Le méme phénomeéne semble aussi
devoir s’observer entre deux situations concaves, si I’une est amenée a se récupérer et I’autre
a s’aggraver. Ce constat place I’opérateur discret de prolifération dans la classe restreinte des
opérateurs a croisement d’ondes. Il serait alors intéressant de donner une description
entiecrement continue de notre modele, pour étudier les propriétés mathématiques des

équations différentielles résultantes.

Une description globale continue de nos modéles, a partir des comportements multi-
agents ¢tudiés dans cette these, devrait étre possible, comme dans tout systéme complexe. En
effet, la caractéristique principale d’un systéme complexe est la multiplicité des éléments (ici
les cellules) en interaction. La premiére description de ces systémes est toujours
microscopique, prenant en compte les évolutions individuelles de chacun des éléments. C’est
le cas ici au niveau de nos modéles multi-agents. Ensuite, pour rendre compte des propriétés
émergentes observées, au niveau supérieur macroscopique de la population d’¢léments en
interaction, on pratique des simulations de toutes les évolutions individuelles et on essaie de
définir des variables thermodynamiques résultant d’une moyenne spatiotemporelle (densité de
cellules, moyenne €énergétique,...), sur lesquels on pourra définir des équations d’évolution
macroscopiques, qui sont en général des E.D.P.

Dans notre cas, la densité de cellules n;, de chaque espece considérée, définie dans

I’espace et dans le temps, détermine 1’évolution la forme. La division peut étre prise en

compte par des termes logistiques dépendant des densités, du type:

r(z,t)n, (z,t)(1—n, (z,t)) ou r est le taux de production des cellules. Pour transcrire les

conditions imposées par la géométrie des cellules, on pourra utiliser la concavité de la
géométrie continue. En effet, les cellules épithéliales, dont le coté utile est situé dans une zone

concave, ont un acces restreint a 1’apport nutritif extérieur. Selon le critére de Thom, ceci
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entraine une augmentation de la prolifération cellulaire. On peut donc penser a exprimer 7 en
fonction de la concavité, selon une loi favorisant la division dans les zones concaves. De plus,
la différenciation pourra étre prise en compte par des termes d’échanges entre deux types
cellulaires. Les aspects de croissance cellulaire pourraient étre modélisés par des termes de
type diffusif, orientés dans les directions de croissance. En 1’absence de division, la croissance
produit effectivement une diminution de la densité cellulaire et un épaississement de la zone
colonisée par I’espéce en croissance, le nombre total de cellules étant conservé, ce qui est le
cas par diffusion. La matrice de diffusion donnerait alors la valeur des taux de croissance dans
les différentes directions. Dans le cas de la croissance radiale des coniféres, ces taux devront
étre positivement corrélés a la concentration de I’auxine. On pourra enfin représenter la
migration cellulaire par un terme de « transport » de la densité.

Nous pourrions alors observer si 1’équation thermodynamique moyennée respecte les
comportements cellulaires décrits par les systémes multi-agents. Une formulation continue
validée permettrait ainsi d’exprimer explicitement un terme pour chaque dynamique
cellulaire introduite au début de cette theése. L’équation d’évolution de chaque densité

cellulaire n; prendrait alors la forme :

887? = a,Dv+ o,C + a,Df + a,E + o, M

Zakzl
P

en notant :
— Dwv le terme de division
— (C le terme de croissance

— Df le terme de différenciation

— F le terme d’élimination

— M le terme de migration

L’évolution de la densité serait alors déterminée par une combinaison convexe des termes liés
aux différentes activités cellulaires.

L’importance relative des différentes composantes pourrait alors étre étudiée et comparée,
selon les valeurs des ¢, . D’une maniére générale, on pourra alors se demander a partir d’une
situation donnée, quelle forme est obtenue, en fonction de 1’importance relative des

différentes dynamiques.
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Collaborations

Cette conclusion est 1’occasion de citer les différentes collaborations ¢établies,

essentielles au bon déroulement de cette thése.

Le travail sur la partie de la croissance des coniféres a été réalis€¢ avec 1’aide du groupe
forestier du Centre de Modélisation Mathématique (C.M.M.) de I’Université du Chili de
Santiago du Chili. Jaime San Martin dirige ce groupe auquel appartiennent Fernando Padilla,
qui est ingénieur en science forestiecre au C.M.M., et Salomé Martinez, chercheur du

Departement d’Ingénierie Mathématique de I’Université du Chili.

Le mod¢ele de prolifération cellulaire a en partie été élaboré lors d’un premier séjour au
C.M.M. (entre septembre 2001 et septembre 2002), avec la participation de Fernando Padilla,
Jaime San Martin et Fabrice Chassat (postdoctorant au C.M.M.). Il a ét¢ amélioré et finalis¢

au T.I.M.C.

Le modele de répartition d’auxine a été développé au T.I.M.C., puis finalisé¢ lors d’un second
s¢jour au C.M.M. (avril 2005), en collaboration avec Salomé Martinez, Fernando Padilla et
Jaime San Martin. Les travaux sur la croissance radiale tridimensionnelle ont aussi été

terminés pendant ce séjour.

Les observations microscopiques des coupes transversales expérimentales ont été réalisées
avec l’aide de Frangoise Giroud de 1’équipe R.F.M.Q. (Reconnaissance de Formes et

Microscopie Quantitative) du laboratoire T.I.M.C.

Le travail sur les systemes de Liénard a été réalisé avec Nicolas Glade, aujourd’hui
postdoctorant au C.M.M. De nombreuses concertations avec lui ont aussi permis des avancées

significatives sur le modele discret de prolifération cellulaire.

La partie située en annexe présente une ¢étude réalisée pendant un séjour au Centre
d’Ingénierie Biochimique et Biotechnologique (C.I.B.Y.B) de I’Universit¢ du Chili de
Santiago du Chili, entre janvier 2004 et aolt 2004. Ce travail s’est déroulé en interaction avec
Juan Asenjo, le directeur du centre et avec des étudiants de la filiere biotechnologie de

I’Université : Carolina Basulto, Barbara Ribbeck, et Carlos Oviedo.
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Publications relatives au travail de these

La partie des travaux présentés sur le sujet de la croissance radiale de conifere a fait ’objet de

trois articles (un publié, un autre a paraitre et un dernier en révision positive) :

1. Forest, L., San Martin J., Padilla F., Chassat F., Giroud F. and Demongeot J. (2004).
Morphogenetic processes : application to cambial growth dynamics. Acta Biotheor. 52(4),

415-438.

2. Forest, L. and Demongeot, J. Cellular modelling of secondary radial growth in conifer

trees : application to Pinus radiata (D. Don). Bull. Math. Biol. Accepted.

3. Forest, L., Padilla F., Martinez S., Demongeot J., San Martin J. Modelling of auxin

transport affected by gravity and differential radial growth. J. Theor. Biol. Accepted.

Deux autres articles sont acceptés, sur le theme des systémes de Liénard et de la

décomposition potentielle — Hamiltonnienne :

4. Demongeot, J., Glade N. and Forest L. Liénard systems and potential-Hamiltonian

decomposition. I. Methodology, C. R. Acad. Sc. Accepted.

5. Glade, N., Forest L., Demongeot, J. Liénard systems and potential-Hamiltonian

decomposition. II. Applications in biology, C. R. Acad. Sc. Accepted.
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Les réseaux génétique et métabolique font 1’objet de nombreuses ¢études
expérimentales, générant d’importantes quantités d’informations. La modélisation est
nécessaire pour traiter ces informations. Un des theémes novateurs du laboratoire CIBYB
(Centro de Excelencia Academica en Ingenieria Bioquimica y Biotecnologia - Centre
d’Excellence en Ingénierie Biochimique et en Biotechnologie) est de s’intéresser a ces deux
réseaux conjointement. Les réseaux génétiques sont constitués d’un ensemble fini de génes en
interaction. Ils ont permis d’étudier les régulations génétiques responsables de I’émergence de
différents phénotypes, de certains mouvements de morphogenese, de différenciations
cellulaires,... (Aracena, 2001 et a paraitre). Les réseaux métaboliques se caractérisent par les
concentrations d’un ensemble fini de métabolites reliés par leurs flux métaboliques (ou taux
de réaction). Ils ont surtout été étudiés dans 1’objectif de mesurer la répartition des flux selon
les voies métaboliques, et pour éventuellement optimiser la production de certaines branches
(Gonzalez et al., 2003). Cette production peut étre stationnaire ou périodique (Goldbeter et
Lefever, 1972 ; Demongeot et Seydoux, 1979, 1981 ; Demongeot, 1981a ; Demongeot et
Kellershohn, 1983) et les forces de contréle du flux peuvent étre précisément calculées dans
les deux cas (Kacser et Burns, 1973 ; Baconnier ef al., 1993).

Ces deux types de réseau apparaissent comme clairement interdépendants. Il a été, de
plus, constaté que 1’étude d’une sous-partie d’un réseau global n’est en général pas suffisante
et pouvait méme amener a des conclusions erronées. C’est pourquoi les motivations de ces
modélisations sont de vouloir traiter les réseaux les plus complets possibles. Pour cela, afin
d’éviter une surcharge d’information, les études portent sur deux organismes bien documentés
et relativement simples : Escherichia coli et Saccharomyces cerevisiae.

Ces microorganismes présentent aussi une faculté d’adaptation aux conditions
extérieures tres intéressantes, au vu de I’étude de leurs réseaux métabolique et génétique. Ils
s’adaptent par exemple a la température, aux conditions en oxygeéne, aux nutriments
disponibles, de maniére optimale. Ils sont capables d’optimiser 1’utilisation de leurs voies
métaboliques et leurs expressions génétiques en fonction de ces conditions. Plusieurs
phénotypes sont par exemple observés expérimentalement, en fonction de la composition
extérieure en carbone. Les changements du milieu extérieur sont détectés par des mécanismes
biochimiques internes aux microorganismes. Le réseau génétique est capable d’interpréter les
signaux extra et intra-cellulaires en modifiant I’expression de certains geénes. Cette
modification d’expression génique provoque des changements au niveau de 1’activité de

certaines enzymes du réseau métabolique. Ceci peut alors entrainer des changements dans
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’utilisation des différentes voies métaboliques, comme 1I’emprunt de la voie des pentoses dans
la glycolyse, dans le cas du passage de conditions anaérobiques a des conditions aérobiques
(Demongeot, 1981b).

Dans ce travail, nous ¢tudions les interactions entre les réseaux métabolique et
génétique et notamment leur adaptation selon la composition du milieu extérieur en carbone.
Nous présenterons dans un premier temps plus précisément le contexte biologique de 1’étude,
avant de décrire une proposition de modélisation discréte, puis continue, des interactions de

ces réseaux.

A.1 Contexte biologique

Cette section est consacrée aux fondamentaux biologiques nécessaires a la description
des comportements des microorganismes étudiés. Elle est largement inspirée de la partie
introductive du travail de mémoire de Patricio Ramirez, effectué au laboratoire CIBYB
(Ramirez, 2003). On détaille, dans cette partie, le systéme de préférence en source de carbone,
puis I’organisation et le fonctionnement des réseaux métabolique et génétique qui permettent
aux organismes de «choisirleur alimentation». Cette section se termine par une
nomenclature des abréviations utilisées pour les noms des enzymes et des composés

biochimiques.

A.1.1 Le systeme de préférence en carbone

Le métabolisme des organismes est ¢tudi¢ selon la composition en carbone du milieu
extérieur. Dans le cas d’E. coli, le carbone est présent sous forme de glucose, de glycérol et
d’acétate. Dans le cas de S. cerevisiae, trois formes sont aussi présentes, mais I’acétate laisse
sa place a I’éthanol. Ces sources de carbone sont utilisées de manicre différente par les
organismes, ¢’est-a-dire que les voies métaboliques s’activent différemment, selon les sources
de carbone présentes.

Les microorganismes d’une maniere générale, tirent leur énergie de leur
environnement. Leur stratégie consiste a former de I’ATP, qui est une molécule riche en
énergie et du NADH, qui est énormément utilis¢é comme réducteur dans les réactions. Les

microorganismes cherchent donc a optimiser leur production d’ATP et de NADH selon les
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sources de carbone disponibles. Expérimentalement, la premicre observation est que E. coli et
S. cerevisiae sont capables de choisir parmi les sources de carbone disponibles. Si le glucose
est présent dans le milieu extérieur, ils 1’utiliseront toujours plutdt que les autres. S’il est
absent, ils préféreront le glycérol. Seulement dans le cas ou le glucose et le glycérol sont
absents, ils choisiront la troisiéme source.

Comme mentionné précédemment, ce systeme de préférence est dicté par les
régulations entre les réseaux métabolique et génétique. Nous ne décrirons que ceux d’E. coli.

Ceux de S. cerevisiae sont plus complexes, mais présentent un fonctionnement analogue.

A.1.2 Le réseau métabolique d’E. coli

A.1.2.1 Voies métaboliques d’E. coli

Une voie métabolique est un ensemble cohérent de réactions biochimiques
interconnectées : c’est un sous-ensemble connexe du réseau métabolique. On peut la
représenter par un graphe ou les nceuds sont des composés biochimiques consommés et (ou)
produits par les réactions qui sont représentées par des fléches reliant ces nceuds. Les fléches
sont indexées par le nom de I’enzyme qui catalyse la réaction.

Les voies prises en compte chez E. coli sont les suivantes :

- La glycolyse : responsable de la dégradation successive du glucose en pyruvate. Elle a lieu
dans le cytoplasme des cellules.

- La gluconéogenése : voie de production du glucose. Ces deux premiéres voies sont
réciproquement régulées. Lorsque 1’une est active, I’autre est quasiment inactive.

- Le cycle de Krebs (ou cycle des acides tricarboxyliques), qui se connecte a la glycolyse
par le Pyruvate. Cette voie est celle qui produit le plus d’ATP. Elle se déroule dans les
mitochondries.

- La voie de consommation du glycérol.

- La voie de consommation et de production d’acétate.

La Figure A.l représente ces voies. Les fleches d’une seule pointe signifient que 1’enzyme

catalyse la réaction de maniére unidirectionnelle ; s’il y a deux pointes, elle est capable de

catalyser la réaction dans les deux sens, cette dernicre devenant un équilibre chimique.

Les composés biochimiques du réseau sont caractérisés par leurs concentrations. Les

enzymes en index des fleches sur la Figure A.1 sont caractérisées par leur flux métabolique
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(ou vitesse de réaction). Il s’agit du taux de réaction (ou vitesse) des réactions qu’elles
catalysent. Lors des expériences, les concentrations en sources de carbone sont fixées et
connues. On peut accéder aux valeurs des flux internes de réaction en les calculant a partir des
flux externes mesurables et de la connaissance des réactions chimiques impliquées. Cette
approche est connue sous le nom de « flux balance analysis » (Stephanopoulos, 1998). On
constate, par exemple, que les flux de la glycolyse présentent plusieurs niveaux de valeur
selon la source de carbone utilisée. Les valeurs de ces flux, lorsque I’organisme utilise du
glucose, sont élevées, alors qu’elles sont les plus faibles lorsque seul ’acétate est présent. Si
I’organisme utilise le glycérol, en I1’absence de glucose, les niveaux de flux sont
intermédiaires. Ces niveaux de flux reflétent le degré de difficulté qu’a 1’organisme a utiliser

chaque source.

glucose
.\

] =

Gap

Pal

FaP

= =

F1.6P
I = glycolyse
i gluconéogenese
glycérol ——— aG3p
GlIpk I Gaph
PEP
Py Pps
Ppc
PYR
S
Fla AckA
Feka AcCoA «—— AcP «—— acétate //
= N
OAX Citrato

cycle des acides
>' tricarboxyliques

Figure A.1. Glycolyse et cycle des acides tricarboxyliques chez Escherichia coli (P. Ramirez, 2003).

A.1.2.2 Configuration du réseau métabolique selon les sources de carbone

La disposition des flux métaboliques dépend donc de la composition du milieu
extérieur. Les différentes réactions possibles mentionnées sur la Figure A.1 s’operent ou non,

selon la source de carbone utilisée. Il apparait trois phénotypes d’activation des réactions,
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c’est-a-dire trois sous-ensembles de 1’ensemble des interactions possibles entre les composés
biochimiques.

Lorsque le glucose est présent dans le milieu extérieur, il est systématiquement choisi
par I'organisme, et les voies métaboliques adoptent la distribution de la Figure A.2a. La
glycolyse dégrade progressivement le glucose. On note aussi 1’utilisation du cycle des acides
tricarboxyliques, la route centrale de ce cycle via le glyoxylate n’étant pas active. On
distingue aussi deux points de bifurcation aux nceuds PEP et AcCoA. Ces deux composés sont
a ’origine de deux voies chacun, I'une d’entre elle provoquant une production d’acétate, alors
que Dlautre rejoint le cycle. Certaines enzymes des Figures A.2 représentent en fait un
ensemble d’enzymes. Par exemple, la transformation du G3P en PEP est sous le contrdle des
enzymes : glycéraldéhyde 3-phosphate deshydrogénase A (GapA), phosphoglycérate kinase
(Pgk), enolase (Eno) et phosphoglycéromutase 1 (GpmA), simplement représentée par GapA

sur les Figures A.2 pour simplifier.

Glucosa Glucosa Glucosa
l EIlCBGIc EllcBelc ENICBGIc

G6P G6P G6P

l Pgi Pg 008 Py 0.05
F6p F6P
PrkA l Fop PRA 008 T Fop b b
Flep F1.6P
l Fb: Fb: 0.08 -0.08
Glicerol G3p Glicerol —_ G3P Glicerol
GipK l GapA aipk a l GapA 066 GapA | -0.09
PEP
Pyk Pps Pps b o
Ppe Ppc Ppc b
PYR PYR
P l Pn 081
Pla AckA Pla e AckA e a Acka
PekA AcCoA ——p Ac-P ——— Acetato PckA b AcCoA ———p AcP ——p Acetato [PckA. | 0.93] AcCOA ¢———Ac-P &———Acetato
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AcnB AcnB | 139 AcnB
Mdh Mdh 166 Meh | 59
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Fum \ AceK / ledA Fum 1.55\ AceK. / IcdA 139 /
FuM a-Ketoglutarato FUM a-Ketoglutarato
e S ~— suce—"
a sanc b sanc 166

Figure A.2. Activation des voies métaboliques.
(a) en présence de glucose.
(b) en présence de glycérol et absence de glucose.

(c) lorsque seul 1’acétate est présent.

La Figure A.2b présente le réseau métabolique en présence de glycérol et en absence

de glucose. Pour chaque flux, les valeurs représentent le rapport entre la valeur en glycérol et
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celle en glucose, prise comme référence. Les données utilisées sont celles de (Holms, 1996).
Un signe moins indique ainsi que le flux en glycérol s’opere dans le sens contraire a celui en
glucose. Les symboles « a » et « b » sont affectés aux flux qui n’ont pas pu €tre estimés. Dans
cette nouvelle configuration, le glycérol entre dans le réseau métabolique en se transformant
en G3P par ’action de I’enzyme Glpk. G3P devient un point de bifurcation entre la voie de la
gluconéogenese qui, en inversant les premiers flux de la glycolyse, entraine une production de
glucose, et une voie commune, a la fin de la glycolyse, qui alimente le cycle de Krebs. On
remarque que les flux de la gluconéogenese sont tres peu intenses. Cette fois-ci, dans le cycle,
la voie du glyoxylate est active et ICT devient lui aussi un point de bifurcation.

L’utilisation de 1’acétate (lorsque ni le glucose, ni le glycérol, ne sont présents) produit
de nombreuses modifications des chemins métaboliques. La voie entre 1’acétate et I’AcCoa
est inversée, puisque, cette fois-ci, le réseau fonctionne en consommant l'acétate alors qu'il est
produit dans les autres cas. La voie entre AcCoa et PEP est inactive, et c’est la voie entre
OAA et PEP qui alimente la gluconéogenese, qui démarre depuis PEP, alors qu'elle démarrait
depuis G3P en glycérol. Les flux de la gluconéogenése sont encore un peu plus faibles qu'en
régime de consommation de glycérol. Les flux du cycle des acides tricarboxyliques répondent
a une tendance inverse de celle généralement observée : ces flux ont tendance a étre plus

faible en glucose et plus fort en acétate, alors qu'ils demeurent intermédiaires en glycérol.

A.1.3 Le réseau génétique d’E. coli

Escherichia coli régule la quantité de ses enzymes actives, en fonction des substrats,
pour utiliser au mieux ses ressources métaboliques. Cette régulation permet 1’obtention de
différentes configurations d’utilisation des voies métaboliques, par activation ou inhibition
des enzymes responsables de la catalyse des différentes réactions. L’activité d’une enzyme
peut étre régulée de deux maniéres : la premiére est un contrdle de la production de I’enzyme
a partir de I’ADN, par une action sur ’ARNm principalement (on parle de régulation de
I’expression de I’enzyme), la seconde intervient une fois I’enzyme produite, en augmentant ou
diminuant son activité, lorsque certains métabolites s’unissent a elle, on parle de régulation
michaelienne compétitive ou de régulation allostérique, selon le mode d’union choisi
(compétition sur le site catalytique ou sur un site régulateur différent du site catalytique,
provoquant un changement de conformation de ce dernier). La premiére forme de régulation

est réalisée par des composés qui s’unissent au génome, durant la transcription du géne ou
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durant la maturation de I’ARNm, pour activer ou inhiber 1’expression du gene. La deuxiéme
forme peut reposer sur des composés qui activent ou inhibent I’activité¢ d’une enzyme ou sur
des enzymes qui activent ou inhibent d’autres enzymes ou signaux. Ces procédés forment le

réseau de régulation génétique.

Le réseau d’interactions génétiques Raprossor gena

est donc composé des interactions entre un

groupe de geénes, des produits géniques

(protéines, qui sont souvent des enzymes)

Inducer
Protein

et des métabolites. Les protéines produites

N . r . Regulated
aprés union avec un métabolite, peuvent Protein

par la transcription des génes, seules ou

avoir un effet de répression ou d’activation _ ) _ _
Figure A.3. Exemple de réseau d’interaction
sur des genes (y compris sur celui de leur génétique (P. Ramirez, 2003).

propre production).

A.1.3.1 Données expérimentales

La régulation de la production de ’ARNm est le principal niveau de contrdle
enzymatique. La technologie des « Bioarrays » permet de comparer la quantit¢ d’ARNm
produit pour chaque protéine. Oh et Liao ont réalis¢ 1’expérience pour E. coli selon les
sources de carbone, avec, pour référence, la situation en glucose (Oh et Liao, 2000).

La Figure A.4a synthétise 'information disponible en glycérol. Les valeurs relatives
aux enzymes (notées avec une majuscule) et aux génes (notés avec une minuscule et en
italique) sont référencées par rapport a la situation en glucose. Généralement, on considére
qu’un geéne est significativement plus exprimé par rapport a la référence, si son niveau de
transcription est supérieur a 2. Il s’exprime moins, si cette valeur est inférieure a 0.5. En
glycérol, la valeur de transcription des genes différe peu de celles de la référence en glucose.
Seuls 5 génes sont sur-exprimés et 4 sous-exprimés. Ceci est dii a une utilisation des voies
métaboliques semblable en glycérol et en glucose. En acétate, comme le montre la Figure
A.4b, I’expression de transcription des genes est nettement différente de la référence en
glucose. Les genes relatifs a l'expression des enzymes du cycle tricarboxylique sont sur-
exprimés en régime de consommation d'acétate. Ceux correspondant a la partie haute du

schéma (gluconéogeneése) sont en général sous-exprimés.
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Figure A.4. Niveau de transcription des genes et flux métaboliques en glycérol (a gauche) et en acétate
(a droite), relativement aux valeurs en glucose. Les données sont celles de (Oh et Liao, 2000).

A.1.3.2 Mécanismes de régulations

Plusieurs mécanismes de régulation chez E. coli ont été largement étudiés dans la

littérature. Nous mentionnons, dans cette partie, les mécanismes référencés.

A.1.3.2.1 Meécanismes globaux

Nous détaillons d’abord les régulations globales, qui impliquent un ensemble de génes et
d’enzymes.

Le systéeme PTS

Il détecte la présence de glucose extracellulaire. Il initie en méme temps la glycolyse,
en transportant le glucose extracellulaire a I’intérieur de la cellule et en le transformant en
G6P. Ce systeme comporte 4 enzymes : deux cytoplasmiques EI et Hpr et deux de transport
spécifique pour le glucose : EIICBGIc (récepteur membranaire) et EITAGIc. Ces enzymes sont
phosphorylables et permettent d’extraire des groupes phosphates, depuis PEP, pour les

transférer au glucose. L’expression de ces enzymes est controlée par le répresseur global Mlc.
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Ce systeme régule :

- les genes sucA et sdhC qui codent pour les enzymes SucA et SdhC. Ils sont réprimés
fortement en présence de glucose. Cette répression dépend de EIICBGlc, mais on ne connait
pas exactement |’intermédiaire qui la régule.

- Glpk, I’enzyme chargée de 1’entrée du A

n Periplasm ‘ Glucose
glycérol dans la voie métabolique est N TR R /| AN
(@’ . P-EIICB®®  Cytoplasm €[ ENCBC®

Glucose-6P
W , OV

réprimée de manicre allostérique en

présence de glucose. EIIAGIc est ?E”AG?,;_HP? P-El EIACC HPr  EI
responsable de cette répression dans son PEP Pymuvate

état déphosphorylé. — P P
- le géne gapA est fortement induit en T l
présence de glucose et dépend de D ciucose ¢ Glucose

EIICBGlc, sans que 1’on connaisse tous les l ﬂ ﬁ q} q’ ./- ﬂ! MIGENICE
o ooof o Miec W 4D S c- Glo

i 2diai Glucose-6P Glucose-6P complex

intermédiaires. ucose (Sueose

- CyaA, adénylate cyclique, est stimulée ElASC HPr  EI ElIASC HPr  EI

par PEIIAGlc phophorylée. CyaA catalyse - > Transcrption
— |-

la production d’AMP cyclique (cAMP). i o
Ceci implique que, lorsqu'il n’y a pas de Figure A.5. Mode¢le d’interaction du systéme

glucose dans le milieu extérieur, I’activité PTS montrant I’influence de Mlc et EIICBGle

Lo (Nam et al., 2001).
de Cya augmente, ainsi que Ila

concentration de cAMP.

Régulation dépendant du cAMP

Le cAMP est un petit catabolite, qui agit comme un signal global d’absence de glucose
extracellulaire. Les niveaux de cAMP sont bas en présence de glucose et haut dans le cas
contraire. Ce systeme se compose de trois éléments : ’enzyme CyaA, la cAMP et la protéine
réceptrice de cAMP (Crp). CyaA est une enzyme qui catalyse la production de cAMP ; elle
est régulée par EIIAGIc et G3P. EIIAGIc phosphorylée s’unit a CyaA et stimule son activité.
G3P empéche cette union (Eppler ef al., 2002). Les niveaux de cAMP sont différents selon les
sources de carbone utilisées, puisque les niveaux de ses régulateurs varient. En glucose, le
niveau est le plus bas, car la concentration de EIIAGlc est basse et la concentration haute de

G3P inhibe CyaA. En glycérol, le niveau est intermédiaire, car les niveaux de EIIAGlc et de
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G3P sont hauts. En acétate, le niveau est le plus haut, car la concentration de EIIAGIc
phosphorylée est haute et la concentration de G3P basse.

La protéine Crp détecte la concentration de cAMP et intervient sur les genes
(inhibition et activation). Quand les niveaux de cAMP sont bas, Crp est libre et inactive.
Quand les niveaux de cAMP augmentent, il s’unit a Crp et 1’active. Crp s’associe alors au
génome sur les sites d’union correspondants, et le complexe Crp.cAMP inhibe ou active la
transcription des protéines de ces sites.

Par exemple, dans le réseau métabolique étudié, Crp.cAMP régule les protéines AcnB
(Cunningham et al., 1997), FumA, FumC (Park et Gunsalus RP, 1995) et Mdh (Park et al.,
1995). L’expression des genes acnB, fumC et mdh est ainsi stimulée, quand les niveaux de
cAMP sont hauts. L’expression de fumA est stimulée par Crp.cAMP, quand on utilise du

glycérol et de ’acétate.

Régulation dépendant de FruR (Répresseur de Fructose)

Cette protéine réprime ou active la transcription de certains geénes, en s’unissant a
I’ADN. Son activité est réprimée par les composés F1,6P et F6P, qui causent sa dissociation
de ’ADN (Saier et Ramseier, 1996). Plus la concentration de ces composés est ¢levée, plus
I’activité de FruR est faible. FruR active I’expression des protéines utilisées pour métaboliser
leur substrat en 1’absence de glucose. L’activité¢ de FruR est faible en glucose, intermédiaire

en glycérol et élevée en acétate.

Negative regulation Positive regulation
{bound repressor inhibits transcription}  (hound activator facilitates transcriplion}
A B RNA polymerase
Operator —
Muolecular signal DNA
{ ) causes dissociation [ m [ | I M
of regulatory protein ; ]
from DMA Promoler
5 M3
FaP o 9- ?- FaP o mRNA
FLEP | | | FLEP
B3
FruR mRNA FruR

Figure A.6. Modéle des interactions de FruR (Saier et Ramseier, 1996).

Plusieurs genes sont régulés par FruR : aced, aceB, fbp, pckA et pps sont stimulés par

FruR et pfkA et pykF sont inhibés par FruR (Saier et Ramseier, 1996 ; Cozzone, 1998 ; Negre
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et al., 1996 et 1998 ; Bledig et al., 1996). Ces régulations, sauf celle de pps, sont effectives
seulement en acétate, puisque, seulement dans ce cas, les niveaux de F6P et FI1,6P sont
suffisamment faibles pour ne pas inhiber FruR. pps peut, quant a lui, étre activé a niveau

intermédiaire de FruR.

A.1.3.2.2 Mécanismes locaux de régulations

IcdA régulée par AceK

IcdA est une enzyme qui est chargée de transformer ICT en a-Kétoglutarate. En
acétate, cette enzyme entre en compétition avec AceA pour utiliser I’ICT. Ceci divise le flux
de carbone entre le TCA et le cycle du Glyoxylate. La répartition de ce flux est régulée par
AceK, qui phosphoryle réversiblement IcdA (Cozzone, 1998). La phosphorylation d’IcdA

inhibe son activité et dévie le flux de carbone vers le cycle du Glyoxylate.

AceK régulée par les concentrations de G3P et de ICT

L’action de AceK est régulée allostériquement par G3P et ICT. Ces derniers indiquent
lorsqu’il est nécessaire de diriger ICT sur le cycle du Glyoxylate. Par exemple, lorsque le
niveau de G3P est bas, AceK s’active et la phosphorylation d’IcdA augmente. Ceci provoque
une augmentation des flux du cycle du Glyoxylate et du niveau des métabolites

intermédiaires.
Glpk régulée par F1,6P

L’activité de Glpk est inhibée par F1,6P. Une haute concentration de F1,6P indique

qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser le glycérol, car le glucose est disponible.
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A.1.4 Nomenclature des enzymes et des composés biochimiques

Composés biochimiques

1. G6P : glucose-6-phosphate

2. F6P : fructose-6-phosphate

3. F1,6P : fructose-1,6-bisphosphate

4. G3P : glycéraldéhyde-3-phosphate

5. PEP : phosphoénolpyruvate

6. PYR : pyruvate

7. AcCoA : acétyl-coenzyme A

8. Citrato : citrate

Enzymes

16.  Pgi: glucose phosphate isomérase

17. PfkA et PfkB :
phosphofructokinase 1 et 2

18. Fbp : fructose bi-phosphatase

19. FbA : fructose bi-phosphate
aldolase.

20. GapA : glycéraldéhyde-3-
phosphate deshydrogénase A.

21. GlpK : glycérol kinase.

22. Pps : phosphoénolpyruvate
synthétase

23. Pyk : pyruvate kinase

24. Ppc : phosphoénolpyruvate
carboxylase

25. PckA : phosphoénolpyruvate

carboxykinase
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

26.

27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

ICT : isocitrate

a-Ketoglurato : « - kétoglutarate
SUC : succinate

FUM : fumarate

MAL : malate

OAA : oxaloacétate

Ac-P : acétylphosphate

Pfl et PfID : pyruvate formate-lyase
let2

Pta : phosphate acétyl tranférase
AckA : acétate kinase
Glta : citrate synthase

AcnA et AcnB : enzyme aconitase
let2

IcdA : isocitrate déshydrogénase
SdhC : succinate déshydrogénase
FumA, FumB y FumC : fumarase
Mdh : malate déshydorgénase
AceA : isocitrate lyase

AceB : malate synthétase

SucA : 2-oxoglutarate
déshydrogénase



A.2 Modélisation discrete des réeseaux metabolique et
génétique

Les interactions décrites précédemment ont été mises sous la forme mathématique
d’un systeme dynamique discret par P. Ramirez (Ramirez, 2003). L'approche discreéte permet
une approximation des phénomenes continus étudiés. La réalisation d'un modele continu
nécessite une quantité d'information trés importante, puisqu'elle requiert l'utilisation de
constantes de temps, de valeur de concentrations,... La formulation discréte vise a décrire
qualitativement le comportement des organismes. La premiere étape requiert une définition
des niveaux de valeur possibles pour chaque variable. Ces niveaux sont représentés par des
entiers. Typiquement, un geéne s'exprime selon deux valeurs, suivant qu’il est fortement ou
faiblement exprimé. Il est d'usage de lui affecter la valeur 1, lorsqu'il est trés exprimé, et la
valeur -1, sinon. Les équations d'évolution des variables doivent étre écrites de manicre a
respecter les lois de régulation entre les composants et a refléter les comportements
qualitatifs. Finalement, on doit aussi retranscrire les valeurs continues expérimentales en
valeurs discrétes correspondantes, pour pouvoir comparer I'évolution du systeéme avec les
valeurs expérimentales. Comme précédemment, nous allons restreindre la description du

modéle discret au cas d’E. coli.

A.2.1 Construction d’'un modele discret pour modéliser le comportement
d’E. coli

Un modele discret a été développé par P. Ramirez pour E. coli. 1l s’agit d’un systéme
dynamique discret qui se caractérise par la donnée :

- d’un graphe fini G(V,E) qui représente le graphe de connexion entre les éléments du
réseau. V =|[1,...,n] est 'ensemble des noeuds qui représentent les éléments du réseau.

E CV xV est ’ensemble des arcs orientés qui représentent les interactions entre les

¢léments du graphe et prennent donc en compte les régulations biologiques.
- d’un ensemble fini d’état {2 comportant les différents niveaux d’activation possible de

tous les composants.
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- d’une fonction de transition globale ( f=0h-f):Q— Q) qui définit 1'évolution du

systeme au cours du temps.

Sil’onnote I', (i) = {j eV /(ji)e V} , ’ensemble des arcs qui pointent vers le nceud 7, on

a:Vie[l,..,n], fay =/ (:Uj,j el (z’)). Ceci signifie que la fonction de transition locale

me

[, met a jour le " composant du réseau a partir des données d’entrée ', (7). La fonction

globale f s’exécute par une mise a jour en parall¢le des résultats des fonctions locales f,.

A.2.1.1 Composition du réseau
Les équations du systéme mettent en jeu plusieurs types de variables que 1’on catalogue ici.

Représentation du milieu extérieur.

- 3 sources de carbones, affectées aux variables : z Zeor €0 T Ces variables

glye acétate *

glucose >
valent 0, si la source concernée est absente du substrat. Lorsqu’elles sont présentes, elles
prennent respectivement les valeurs 3, 2 et 1. Cette distinction permet de hiérarchiser les

sources de carbone.

Réseau de régulation génétique :

- 28 genes, dont les variables associées (z,,, T, , Ty,,...) valent 1, si le géne est fortement
exprimé, et —1, s’il n’est que faiblement exprimé.

- 9 régulateurs d’expression génique (Z,.,z, T.up»---)» €voluant entre -1 et 3, selon leur

concentration.

Réseau métabolique :
- 20 flux métaboliques, représentés par les enzymes qui catalysent les réactions

correspondantes (Zp,, Zp,,...). Ces flux varient entre —3 et 3. Le zéro indique une

absence de flux, les autres valeurs rendent compte de l’intensit¢ du flux et de sa
direction. Le flux est positif s'il pointe dans le méme sens que la référence en glucose,

et négatif sinon.
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- 4 composés biochimiques (Zqp, 2y 4p---)> qui peuvent atteindre les états {0,1,2,3},

selon leur concentration. Seulement 4 de ces composés sont pris en compte, ceux qui

interagissent avec le réseau génétique.

Tous ces composants du réseau interagissent de maniére complexe. Les genes
expriment les enzymes catalysant les flux métaboliques. Ces flux métaboliques produisent ou
dégradent les composés biochimiques. Certains composés biochimiques affectent 1’expression
des régulateurs géniques. Enfin, les régulateurs géniques régulent le degré d’expression des
genes. Les études expérimentales existantes permettent de déterminer la nature de la plupart
des interactions entre les éléments de ce réseau. Par contre, les régulations de certains geénes
ne sont pas encore suffisamment documentées. Pour pallier ce manque d’information, le

modele utilise 3 régulateurs fictifs.

Régulateurs fictifs :
- Jokerl et Joker2 régulent les génes qui s’activent ou s’inhibent en présence de glucose
et de glycérol.
- RepresorSdhC représente un intermédiaire inconnu, qui réprime SdhC et SucA en

présence de glucose. Son activation dépend de EIICBGlIc.

Jokerl régule 8 genes : ackA, fba, fumb, glta, pgi, ppc, pta et tpia.
Joker2 régule 2 genes : gapA, pyvkA.
RepSdhC régule 2 genes : sdhC, sucA.

A.2.1.2 Regles de régulation et fonction discrétes associées

Les diverses recherches ont permis de définir qualitativement la presque totalité des
interactions entre les composants du réseau (Ramirez, 2003). Nous décrivons ici seulement
certaines de ces relations. Ces relations d’interdépendance sont traduites ensuite en équations
discretes. D'une maniere générale, les équations discretes se construisent a partir des fonctions
maximum (Maz), minimum (Min), signO, signl et MaxFlux (et des fonctions

¢lémentaires telles que la somme et la multiplication). Les fonctions sign0 et signl sont des

fonctions de type activation. Ces fonctions permettent d’activer la valeur d’'un composant a
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0,1 ou —1, selon le passage d’un seuil par la quantit¢ qui régule. Elles permettent

notamment de rendre compte de 1'évolution de I'état des génes. Elles sont définies par :

1, siz>0 1, siz>0

sign(0 = . signl = )
0, sinon —1, sinon

La fonction MaxFluz renvoie la variable ayant la plus grande valeur absolue. Elle est

généralement utilisée pour des calculs de flux, tout comme les fonctions Max et Min .

T, sl |x1| > |x2|

i >
MazFluz (z,, z,) = Ty 81 |"E2| |x1|

T, Sl x, =,

|a:1| Sl T, = —x,

Exemple de traduction des régles de régulation en équations discrétes

Nous choisissons quelques exemples pour illustrer la construction du systéme d'équations :

- G3P (24, €4{0,1,2,3}) est un des composés biochimiques de la glycolyse. Sa

concentration, représentée ici par une valeur prise entre 0 et 3, dépend des flux
métaboliques qui I’alimentent ou le consomment. Les flux métaboliques sont classés selon

4 niveaux d’intensité: flux nul (0), flux faible (1), flux intermédiaire (2) et flux
important (3). La concentration de G3P sera donnée par le maximum des valeurs de flux

le concernant, c’est-a-dire ceux de GapA, GlpK et Fba. Ceci se traduit par la mise en

équation suivante pour ., :

Tgp (t+1) = Maz(zy, (1), Lawk (1), “Laapa (4),0).

- acnB (z,,; € {—1,1}) est un des génes du réseau. Il est régulé par cAMP.Crp, son

expression augmentant lorsque les niveaux de cAMP.Crp sont maximaux. Le niveau

maximum atteint par cCAMP.Crp est de 2. Il en résulte 1’équation d'activation suivante :

Lo (£ 1) = Sign]‘(chMP.Crp (t)-1.1).
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- Ppc (zp, € {—1,1}) est une enzyme qui catalyse une réaction de consommation de PEP,

lequel peut étre produit par Pps et GapA. Elle posséde un flux unidirectionnel. Le flux en
Ppc dépend de ceux en Pps et GapA, qui alimentent le composé PEP, dégradé par Ppc. De
plus, le flux est activé seulement si le géne ppc est actif, d’ou I’équation :

Lppe (t+1)= Ma/x(xGapA (1), L pps (1), O)Signo(xppc (1)).

La dynamique compléte du modele est finalement donnée par 67 équations discretes :

283



T, (t+1)=signl (acFmR (t) — 1.1)

T,,., (t+1)=sign0 (xAmB (t) @, (t)— 0.1)
T, (t+1) = signl (:vaR (t)— 1.1)

Taeen (L +1) = 8ign0 (2,4 () 2,5 (£) = 0.1)

T, (t+1)=signl (:vaR (t) — 1.1)

T, (t+1)=signl (signO (0 (1)) Sign0 ((—xICT () Tgyp (1) — 0.1))
Tettate (8 1) = Toograre (1)

Togn (t+1) = signl(z,,,,, (1) —1.1)

)
)

T (¢ 1) = MazFluz (Maz (p,, (£),0), Min (—2,,, (1),0))
xaan (t ) - 57’977’1( (‘AMP.Crp (t) - 11)
Tpenpr (0 1) = Ty ()

(AMP ( ) = nya (t)

Leamp.Crp (t+1) =2, (1) Ly (1)

T, (E4+1) =1
z,,, (t+1)=—x,, (t)sign0 (chMP.Cvp (t)+ 0.5)

Tep (t+1) = (1= Ty (t))(l + sign0 (1 — 74y (t)))

Tpman (E+1) = s1gn0 (2 p0pe. (1) — 0.1)

Tpnopee (t+1) = L ghucose (1)

Tpygp (t+1) = Max (xj,ka (t),—xp, (t))

Tpep (t+1) = Max (a:,,gi (), —Tppa (t))

g, (t+1) = signl(z,,,,, (t)—0.1)

Ty, (t+1) = MazFluzx (Max (xpka (t),O) , Min (—xG,pK (1) Tgpa (t),O))

y, (t+1) = signl(zy,,, () —1.1)

Tpop (t+1)=2— Max (MamFlux (:IZF6P (1) =1, zpp (t) — 1),0)

e (T4 1) = signl (chMI’,Crp (t)— 0.1)

Ty (T + 1) = —signl (x(,o,fm (t) — )

e (0 +1) = szgnl( Tepppcry (B) — )

Tpu (8 1) = Tgge (1)

T (£ +1) = Maz (2, (£), Ty (1), =, (£),0)

Typa (E+1) = szgnl(szgnO (Tpmepae () - 0.1) + @, (£) - 0. 1)

Toopa (t+1) = MaxFluz (Maa: (%sz (), zp, (1), O) Mzn( “Tpen (1) 5-Tp (1), O))

Topi (t+1) = Max (acgzycém, (1), 0) sign0 (2 - Ty gp (t)) sign0 (2 - T prence (t))
Z (t+1) = —signl (:1:‘,0%,1 (t)— 1.1)
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Ty (t+1) = Mazx (-mpm (1), Tpg (t),O)
Zyucose (£ 1) = Ly, (1)
g (1) = 20 (0
roan (1) = 24,5 (£) 81900 (=24, (1))
Tier (L +1) = 24,5 ()
T g (t 1) = 8ign0(2,,000, (£) = 0.1) + 8ign0 (1,00 (£) + Ty (£) — 0.1)
Ty (£ + 1) = sign0 (:vglycémz (1) = Ty (1) — 0.1)
z, . (t+1) = signl (chMI’,Crp (t)— 1.1)
Ty (E+1) = Maz (2, (1), 24, (1)) sign0 (., (1))
Ty (t+1) = —signl (T 050, (1) — 0.1)
T,q (t+1) = signl (meH (t) — 0.1)
Ty (t+1) = MazFluz (a:Mdh (1), 2p,, (1), 0) szgnO( T (t ))
Ty (E+1) = —signl(zp,, (£) —1.1)
Tpgy (L +1) = MazFlux (Max (mpgz. (t),O),Mz'n (21 (t),O))
Tpy (t+1) = 3, (1)
x,, (t+1) = signl(z,,,, (t)—0.1)
Tp, (t +1) = MazFlux (%fmgczc (t), Min (wP/kA (1), O))
z,,. (t+1) = signl (z,,,, (t)—0.1)
Tp,, (t+1) = Max(acaapA (), Zp,, (t),O) sign0 (wm (t))
x,, (t+1) = signl (zp,, () —1.1)
Tp,, (t+1) = zp, (1)sign0 (xppg)
2, (t+1) = signl(z;,,,, (t)—0.1)
Tp, (t+1) = MazFlux (ZL‘Pﬂ (t), Min(z,,., (1), 0))
T (E41) = =z, () sign0 (ZL‘(:AMPACrp (t) —I—O.S)
T (E+1) = —xy, (1) sign0 (chMP.C'r'p (t) + ().5)
T, (t+1) =~z (t)sign0 (‘IE(:AMPACrp (t)+ 0.5)
Ty (t+1) = signl(z,,,,, (t) —0.1)
Tp, (t+1) = Max (xGapA (1), Zpo (t),O) sign0 (xpku (1) + 2,0 (t))
e (t+1) = —signl (zp,,, () —1.1)
Tnepsanc (£ +1) = 5ign0 (Zpncg, (£) = 0-1) + 5ign0 (ecngi () + Fypen (1) = 0-1)
T 0 (t+1) = —signl (a:Hedehc (t)- 0.1)
Togpe (t +1) = 1,,,, (1) sign0 (»Tsdho (t))
T (t+1) = —signl (:IZRedehC (t)— 1.1)
Ty (t+1)= signl (xjokm (t)— )
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Note : I’équation d’évolution de FruR a été légerement modifiée, puisque la version originale

de P. Ramirez était z, ,(t+1)=2- MaxFlur(MazFlux(z,q, (1) -1, .4 (1)-1), 0).

Cette équation n’était pas cohérente avec le domaine de variation de FruR, car elle permettait
d’atteindre la valeur 3, alors que FruR prend au maximum la valeur 2. Le premiére fonction

MaxFluz doit étre remplacée par la fonction Maz .

A.2.2 Comportement biologique associé

Le systéme décrit doit pouvoir représenter les comportements observés en glucose, en
glycérol et en acétate, dans les conditions expérimentales, lorsqu’un régime permanent
s’établit. Le systéme dynamique doit donc se stabiliser sur les valeurs théoriques
correspondant aux valeurs réelles. Nous détaillons comment les valeurs expérimentales des
composants pour chaque phénotype (déja présentes dans les Figures A.2 et A.4) sont
représentées par les nombres entiers du modele. Nous illustrons cette correspondance pour

certaines variables prises en exemple.

Etats mesurés des flux et correspondance avec les entiers du modéle

Les valeurs expérimentales utilisées sont celles de Holms (Holms, 1996). Ce tableau
mentionne la correspondance entre les valeurs expérimentales et 1’état discret associé a
certaines variables de flux.

La correspondance assigne les valeurs —3 ou 3 aux flux actifs en glucose, —2 ou 2 a
ceux en glycérol et —1 ou 1 a ceux en acétate. Dans tous les cas, 0 représente une absence
de flux. Cette classification s’établit ainsi, car les flux de la glycolyse présentent
expérimentalement cette hiérarchie en intensité¢ des flux (fort en glucose, intermédiaire en
glycérol et faible en acétate). Par contre, cette tendance n’est pas respectée dans le cycle des
acides tricarboxyliques. Ceci est moins important, puisque aucun des composés biochimiques
de ce cycle n’influe ensuite sur le réseau génétique. Les composés de la glycolyse le font a
travers l'action de F1,6P, FO6P et G3P sur les régulateurs. Nous nous intéressons donc

simplement a la direction des flux pour le cycle.
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glucose glycérol acétate
Nom de Variable Valeur de Etat Valeur de Etat Valeur de Etat
I’enzyme associée flux associé flux Associé flux associé
AceA L 1 0 a 0 a 1
AcnB T genp 1 3 1.39 2 4.30 1
Fba T pe 1 3 -0.08 -2 -0.05 -1
GapA Zgapa 1 3 0.66 2 -0.09 -1
PckA T s 1 0 b 2 0.93 1
PfkA Tppa 1 3 -0.08 -2 -0.05 -1
Pfl Zpp 1 3 0.61 2 0.00 0
Pgi Lpy; 1 3 -0.08 -2 -0.05 -1
Ppc Zppe 1 3 0.74 2 b 0

Table 1. Correspondance entre les valeurs expérimentales des flux et les valeurs théoriques du modéle,

d’apres (Ramirez, 2003). « a » et « b » désignent des flux dont les valeurs n’ont pas pu étre mesurées.

Etats mesurés des génes et correspondance avec les entiers du modéle

Les valeurs expérimentales sont toujours celles de (Oh et Liao, 2000). La
correspondance avec le systeme discret utilis€é se réalise par rapport aux seuils de sur-
expression et de sous-expression relatifs aux geénes. Par exemple, la valeur de transcription de
sdhC en glucose est la référence 1. En glycérol, elle vaut 1.4 et, en acétate, 2.1. Comme la
valeur en acétate franchit le seuil de sur-expression égale a 2, on lui affecte la valeur
d’activation 1. On affecte la valeur —1 dans les autres cas, ou le seuil de sur-expression n’est

pas franchi.
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glucose glycérol acétate
Nom du | Variable | Raison de Etat Raison de Etat Raison de Etat

géne associée | transcription | correspondant | transcription | correspondant | transcription | correspondant
aced Ty 1 1 1.50 1 20.00 1
crr - 1 1 0.40 -1 0.20 -1
Jfba T o 1 1 1.00 1 0.30 -1
Jfbp Ty 1 -1 0.90 -1 2.00 1
gapA Zgapa 1 1 1.20 1 0.40 -1
pgi . 1 1 0.90 1 0.50 -1
ppc T e 1 1 0.90 1 0.40 -1
pta Lpta 1 1 0.80 1 0.40 -1
ptsl T gt 1 1 0.50 -1 0.40 -1
pykF Ty 1 1 0.80 1 0.50 -1
sdhC Toane 1 -1 1.40 -1 2.10 1

Table 2. Correspondance entre les valeurs expérimentales d’expression des genes et les valeurs

théoriques du modéle.

Etats des régulateurs et composés biochimiques

legl?lla?;n Variables glucose glycérol acétate
acétate Locétate 0 0 1
AceK T peer -1 -1 -1
cAMP Leamp 0 1 2
cAMP.Crp Leamp.orp 0 1 2
Crp Ly 1 1 1
Cya Loya 0 1 2
EIIAGIc LErnaGlc 1 0 0
EIICBGIc LErCBGIe 3 0 0
F1,6P Tpiep 3 2 1
FoP Lrep 3 2 1
FruR Lrrur 0 1 2
G3P Lasp 3 2 1
glucose L glucose 3 0 0
glycérol L giyeérol 0 2 0
ICT Lior 3 2 1
Mlc L -1 1 1

Table 3. Valeur théorique des états des régulateurs.
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La modélisation est satisfaisante si, pour toutes les conditions initiales possibles, 1’état
du systeme se stabilise sur les valeurs expérimentales données par les Tables de
correspondances ci-dessus, selon la composition en glucose, glycérol et acétate. Aucun

comportement périodique n’a été observé expérimentalement.

A.2.3 Analyse mathématique des modeéles discrets par « systéemes
dynamiques symboliques »

A.2.3.1 Problématique

Les modéles discrets développés pour E. coli (Ramirez, 2003) et S. cerevisiae
(Oviedo, 2004) comportent un grand nombre d’équations reflétant les interactions entre les
composants du réseau de fonctionnement global des ces organismes. Ces composants peuvent
étre des geénes, des enzymes, des composés biochimiques ou des régulateurs, tous
interconnectés entre eux. L’évolution du systeme est modélisée par un systéme dynamique

discret a N variables. L’état du systéme au temps ¢ est décrit par I’état des N variables.
On appellera z le vecteur d’état: x € Q C Z". Q est le domaine de définition de = .

Chaque composante z, de z correspond a la "™ variable du systeme et prend des valeurs

enti¢res dans son domaine de variation (2,.

Q= ﬁQZ =0, xQ, ... xQ, x...xQ, avec Q, = {-11},Q, = {0,1,2,3},...
=1

Le détail de I’expression du domaine de variation pour certaines des variables se trouve dans
la Table 5. L’évolution du systéme, entre deux pas de temps, est donnée par la fonction de
transition globale du systéme : f (f : 2 — Q). Le systéme dynamique est décrit par :

z, € 2

p(t+1) = f(z(1)
ou x, est I’état initial.
La dynamique de chaque composante est ainsi donnée par
Vie[l,...,N|, z,(t+1) = f (z()).
Dans le cas du modéle d’E. coli, f est définie par les 67 équations écrites précédemment

(partie A.2.1.2).
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A partir de la donnée d’un état initial et de la fonction de transition globale f, la trajectoire du

vecteur d’état x dans I’espace d’état est donnée par les itérations successives de f :

{xo,f(xo),f@) (mo),...,f(p) (xo),}

Le systéme d’équations régissant I’évolution du systeme doit rendre compte du
phénomene naturel, c’est-a-dire refléter, dans chaque circonstance, le bon phénotype stable,
selon la composition fixée dans le milieu extérieur. Ainsi, si I’on fixe une entrée en glucose,
on doit observer le méme phénotype, quels que soient les états du glycérol et de 1’acétate et

quelque soit la valeur choisie initialement pour z,,. Expérimentalement, dans le cas d’E. colli,

dans toutes les configurations possibles du substrat, on observe toujours une stabilisation des
variables. On aurait pu, par exemple, observer des oscillations. Si le substrat posséde du

glucose, il se stabilise dans la configuration métabolique de la Figure A.2a. Cette valeur de

stabilité observée est traduite parmi les valeurs du modéle par I’état z,, . Si le substrat ne

posséde pas de glucose, mais posséde du glycérol, la valeur de stabilité sera notée x;y . Enfin,

\ N . ’ . . * .
dans le cas ou le substrat possede uniquement de 1’acétate, il s’agira de z,., . Un dernier cas
N . . * g .
est a envisager : lorsqu’il n’y a pas de source de carbone, on notera z,, la stabilisation

. * * * , .
correspondante. Les valeurs de certaines composantes de z,, Ty, , T,, sont décrites dans

les Tables 1, 2 et 3. Pour z,, , on n'a pas de valeur expérimentale, mais on sait qu'elle doit

correspondre a une situation ou tous les flux métaboliques sont nuls. Le modele, pour refléter
la réalité des expériences, doit donc, a partir d’une situation donnée en glucose, glycérol et

acétate et de n’importe quelle situation initiale pour les autres valeurs, construire une

trajectoire d’état qui se stabilise a la valeur concernée : =z, , z., , Z,,. ou &, . En d’autres
.] q . Glu> “Gly> “Ace Abs *

termes, le systéme doit converger, dans chaque condition, vers le bon point fixe. Un point fixe

¢ de la fonction f est défini par z = f(x*), I’ensemble des points fixes de f étant les

solutions de I’équation z = f(z).

eme

Parmi les variables de I’état 2, la 7™ coordonnée représente 1’acétate, la 35™ le

glucose et la 36°™ le glycérol avec Q. = {0,3},Q,, = {0,2},9 = {0,1}. Chacune de ces

sources prend la valeur nulle, lorsqu’elle n’est pas présente dans le substrat, et prend la valeur

entiere positive, dans le cas contraire.
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En termes mathématiques, le mode¢le est satisfaisant si :

dp € N,

vz, € {Q/z,(35) =3}, f7 (z,) = £ (z,) = 2,

Va, € {Q/ z,(35) = 0,2, (36) = 2}, [V (z,) = [ (z,) = 2,

vz, € {Q/z,(35) = 0,2, (36) = 0,2, (7) = 1} f7 (z,) = " (z,) = 7.,
Yz, € {Q/,(35) = 0,2, (36) = 0,2, (7) = 0} f" (z,) = f" (2,) = 2.,

Une condition nécessaire pour satisfaire ces propriétés est que I’équation f(x) = z admette 4

solutions sur €2, qui soient exactement z, , T, , T . €t T,

Exemple de dépendance de la situation initiale
Considérons le systéme dynamique discret suivant, bati a I’aide des fonctions ¢lémentaires

utilisées par P. Ramirez :
z, (t +1) = sign0(z, (1)) z, ()
Ly (t + 1) = (1)
z, (t +1) = Maz(z, (t),0)

Cherchons la solution de 1I’équation =z = f(z).
T, = sz’gn(x3)x2 T (1 + sz’gn(x3)) =0 z, =0
fw =2z, =—1 & T, = -1, sz, =0

z, = Maz (z,,0) z, = Maz(z,,0) z, = Maz(z,,0)

On en conclut que les points fixes sont les points de la forme (0,0,¢), avec ¢ > 0. Pour cette

dynamique simple, il est possible d’analyser directement les trajectoires a partir d’un point

a

quelconque | b |.

c
a b —a -b a
Sic2>0,|b|—L>| -a L 5| b N L 51 b
c c c c c
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On a un cycle de longueur 4, sauf dans le cas ou a =b =0, ou on est directement sur un point

fixe.
a 0 0 0
Si c<0,|b|—L—| —a |—L—| 0|. On converge dans ce cas vers le point fixe | 0 |.
c 0 0 0

Cette dynamique simple présente donc plusieurs comportements possibles, selon la
zone ou se trouve la situation initiale. Cette dynamique est construite avec des fonctions du
type de celles utilisées pour E. coli, et, avec seulement 3 €équations, on peut déja faire
apparaitre des comportements non désirés. Il est donc nécessaire d’analyser la dynamique
entierement, pour savoir si le modele est satisfaisant en termes de convergence. La dynamique

de cet exemple est satisfaisante, si on la restreint par exemple a {z /2, > 0,z, > 0,z, < 0},

car, sur cet ensemble, tous les points convergent vers le méme point fixe.

Ly
A

Figure A.7. Représentation qualitative des types de trajectoires, selon le choix de la situation initiale.

La dynamique des systémes représentant E. coli et S. cerevisiae a été jusqu’alors
¢tudiée seulement par simulation. Pour chaque condition en composition du substrat, les
simulations ont montré que 1’on obtenait bien la convergence vers le point fixe voulu a partir
de 100.000 valeurs initiales choisies au hasard. Ces simulations permettent d’avoir une idée

sur la validit¢ du modele, mais sont largement insuffisantes, puisque 1’ensemble total des

choix de la situation initiale est de ’ordre de 10™ (=~ 1,0632.10"), ce qui veut dire que les

simulations ont vérifié la convergence pour moins d’un cas sur 10°°. Nous proposons une
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méthode d’analyse de ces systemes par « systemes dynamiques discrets intelligents »
permettant d’explorer les comportements, a partir de n’importe quel choix de situation

initiale.
A.2.3.2 Formulation de la méthode

Nous détaillons a présent la méthode utilisée pour prouver les convergences de toutes

les situations initiales vers les bons points fixes.
A.2.3.2.1 « Systeme dynamique symbolique »

Chaque coordonnée z; du vecteur d’état peut varier entre deux bornes entieres. On
associe ainsi, a chaque =, (¢), les valeurs z; (¢) et z(¢) définies comme étant les
« meilleures bornes d’encadrement » de z, (¢) au temps ¢, Vi € [1,...,N]|, Q, = [% , T ]ﬂ 7.
Notre méthode vise a étudier la dynamique des bornes d’encadrements, en méme temps que la

dynamique de x. Pour cela, on définit V>0, € (t):[:v; (t),z" (t)] avec

Pt

N
Vt>0, x(t) e Q(t) = HQl (t), ainsi que deux nouvelles fonctions de transitions f~ et f*.

i=1

La dynamique compléte est alors définie par :

z(t+1) = f(z(t),z (t),z" (1))
(t+1)=f (z(t),2 (t),z" (1))
gt (t+1) = (z(t),2z (),2" (1))

ce que ’on peut aussi écrire : Z (t +1) = f(Z(t)) avec Z = (z,27,27).

La fonction f relative a la dynamique de Z est une généralisation de la fonction f
mentionnée auparavant. A chaque pas de temps, on doit respecter la propriété d’encadrement :

Vi>0, Vie[l,..,N], z; (t) <z (¢t)<z (t). On rajoute donc, paradoxalement, 2N

variables pour « simplifier » le probléme.
L’idée de ce procédé est de pouvoir traiter plusieurs calculs en méme temps, en partant

de la situation initiale la plus générale possible. On note avec le symbole « universel » V une
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valeur quelconque de (2, , inconnue. Si le vecteur initial x, est défini tel que z,, = V, toutes

les autres coordonnées étant fixées, cela signifie que I’on va étudier, en un seul calcul, le

comportement de tous les points initiaux de 1’ensemble :
{yeQ/Vkel,..,N]\{i},y, = 2,2 <y < 7.}

L’utilisation du caractére V fait que I’on parle de « systéme dynamique symbolique ». Cette

démarche permet de créer un systéme dynamique intelligent, capable de gérer des valeurs

inconnues et d’extraire, a partir de I’information (x (t),z” (t),z" (t)) au temps ¢,
I’information (z(t 4+ 1),z (¢t +1),z" (¢t + 1)) la plus précise possible au temps ¢ + 1, c’est &
dire celle qui minimise ||x+ (t+1)—z (t+ 1)” Cette norme mesure le degré d’inconnu du

systeme. La condition requise pour montrer la convergence vers un point fixe a partir d’un

ensemble de conditions initiales X, est: Jp € N, ||av+ (p)—a~ (p)” = 0. En d’autres termes,

il faut construire suffisamment bien les fonctions f~ et f* pour que les suites 7~ et z*

soient adjacentes. Cette formalisation sert par exemple, a utiliser la propriété
Maz (z, (1), 0) =0, si lon sait que z," (t) < 0, c’est-a-dire si z, (¢) est négatif.

Un exemple adapté, pour illustrer cette méthode, est issu des équations du modele de
S. cerevisiae. Pour ce systéme, la formulation mathématique utilisée par C. Oviedo est
différente. Elle est réalisée avec des fonctions de transition entierement discretes (¢’ est-a-dire
que, pour chaque jeu de valeurs discrétes en entrée, la fonction renvoie un entier donné), alors
que les fonctions utilisées pour E. coli sont des discrétisations de fonctions continues. Dans ce
modele, on peut isoler un petit sous-systéme de 7 éléments qui fonctionne indépendamment
du reste du réseau: il n’est affecté par aucune régulation extérieure. Ce sous-réseau
d’interaction est représenté par la Figure A.8, avec les notations de C. Oviedo. Le composé
glu représente le glucose. Dans la représentation de ce sous-réseau, les nceuds sont les
composants et les fleches indiquent les régulations existant entre les composants. Par
exemple, hkkl est régulé par gluab et glkl. Les nceuds sont annotés par les bornes de variation
des valeurs des composants. Ce réseau répond a deux situations extérieures : présence de

glucose (codée par glu = 6) ou absence de glucose (codée par glu = 0). On a écrit, sur la

figure de gauche, les équations d’évolution de quatre des 7 composants. On peut appliquer,
« a la main », la méthode du « systéme dynamique symbolique ».
- Dans le cas ou glu=0a t=0, d’aprés 1’équation discréte de gluab, on sait que

gluab (1) (valeur de la variable a ¢ =1) vaut 0, car glu(0) = 0. Ensuite, puisque hkkl
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est doublement régulé et puisqu’on ne connait la valeur que d’un des deux régulateurs, on
ne peut a priori pas déterminer hkkl(2). Par contre, I’examen de 1’équation de hkkl
montre que hkkl vaut —1 ou 0, mais ne peut pas étre égal a 1, puisque gluab (1) ne vaut
pas 1. On ne peut extraire pas la valeur exacte de hkk1(2), mais on restreint son domaine
de variation. hxk2 est régulé par hkkl et, grace a la restriction précédente, on déduit que
hxk2(3) = 0. Ceci détermine la valeur de pyk2(4), puisqu’il est régulé seulement par
hxk2. On a ensuite acceés a pgi (5), régulé par les valeurs de pyk2 et hak2, toutes deux
connues, de méme pour ¢lkl(6). Ainsi, a la 7°™ itération de la méthode, puisqu’on

connait gluab(6) et glk1(6), on détermine hkkl(7). On calcule ainsi en une fois la

convergence vers le point fixe.

- Dans le cas ou glu(0) =6, gluab(1) =1 et la détermination ne pose aucun probléme, car
gluab(1) =1 impose directement que hkkl1(2) =1, sans nécessiter d’information

supplémentaire sur glkl.

1si glu>0
gluab = )
0 sinon

1 si gluab =1
hkkl ={—1si gluab = 0 et glkl = —1
0 sinon

1si hkkl=1
hkx2 =

0 sinon

Figure A.8. Sous-réseau de régulation de S. cerevisiae.

Nous évoquons ensuite, sur un exemple, comment cette méthode est implémentée pour

fonctionner de maniére automatique, pour de grands réseaux.
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A.2.3.2.2 Définition de la fonction de transition généralisée f

Dans le modele pour E. coli, I’équation d’évolution de la variable z,, représentant Fba est

donnée par :

Ty, (L +1) = [ (%7 (1), 25 (1), 24 (t)> = MazFlux (Max($47 (1), 0) , Min (_x32 (t),y (1), 0))

Nous décrivons ici explicitement I’expression de la fonction généralisée f,, .

La 22°™ composante de la fonction f est telle que :

Zyy (t+1) = (%2 (t+1), 2, (t + 1)735;2 (t+ 1)) = E(zﬂ (1), 25 (1), 2y (t))
(2,9, 2] = Foo (T0s Ui 20 Ty Yo 25 Ty Y 25 ) » avec les restrictions : y, < 2,9, < 25,9, < 2,

si (z, = V,z, = V,z, = V)
(2,y,2) = (fm (331,1’2,1’3),][22 (xlvxzv%)’fzz (x1,$2,273))
si (:El = v7y2 > Xy, 23 < l’1>

(xayaz) = (x17x17$1)

si (2, <0)
si (z, <0)
si (z, > 0)
(z,9,2) = (0,0,0)
sinon
si (z, = V)
(2,9,2) = (2,2, ;)
sinon
(z,9,2) = (V,13,25)
sinon

si (z, = V,z, = V)

(2,y,2) = (Mm (—2y,2,,0), Min (—,,2,,0), Min (—,, z,, 0))
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si (, = V,—, < )

(,,2) = (25,2, 3,)
sinon
(z,y,2) = (V, Min(—2,,y,,0),0)
sinon

(z,y,2) = (V, Min(—zQ,yQ,O),Max(zl,O))

Chaque composante de la fonction f est ainsi détaillée, a partir de la description généralisée
des fonctions de base (Min, Max,+,...), pour pouvoir traiter tous les cas et extraire

I’information la plus précise.
A.2.3.3 Applications
A.2.3.3.1 Efficacité

La question est de savoir si une telle méthode est efficace pour 1’analyse des
dynamiques. Deux caractéristiques de cette construction sont déterminantes. Nous voulons
minimiser le nombre de calculs a effectuer pour montrer la convergence, c’est-a-dire que nous
voulons pouvoir montrer la convergence en traitant le maximum de situations initiales par
calcul.

- On dira qu’une partition de €2, telle que Vi€ [l,...,N], Q, =@’ D,, est raisonnable si

/e
N

Hni calculs sont réalisables dans un temps raisonnable avec un ordinateur. On peut, par
1=1

N
exemple, se fixer | [, <100.000.

i=1

- On dira que la fonction f est suffisamment détaillée pour la partition de €, si

N

(N N N
Ip € N,V (Jyy ey Jise-udiy ) € H[l,...,ni], Vz € f(p) HDijl,HMZ’TL(D@);HMMU(D@;) ;
=1 i=1 i=1

i=1

Occ(V,z) = 0.
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ou ?(p) désigne la p*™ itérée de f, et ot Occ(V,z) est le nombre d’occurrence du symbole

V dans le vecteur z : Oce(V,z) = Card{i/z, = V}.

Cela signifie qu’une fonction est suffisamment détaillée, lorsqu’elle permet, en un nombre
fini d’itérations, d’atteindre un vecteur dont toutes les coordonnées sont connues. De la méme

maniere, le nombre d’itération p nécessaire doit étre raisonnable.

La question est donc de savoir si, pour le probléme donné, il existe une partition raisonnable
de Q et une fonction f suffisamment détaillée, permettant de montrer les convergences
voulues pour toutes les situations initiales possibles. On peut aussi s’interroger sur la partition
et la fonction optimale, permettant la convergence la plus rapide.

Cette démarche est intéressante, dés que pour une dynamique donnée, le choix
Vi€[l,...,N], n, =|Q,| ne convient pas: c’est-d-dire lorsqu’il est impossible de tout

N
calculer. Dans le cas du modéle d’E. coli, on a H|QZ
i=1

= Card (Q) ~ 10% ...

A.2.3.3.2 Reésultats pour E. coli

Comportement en présence de glucose
On doit étudier les trajectoires 1issues de tous les points de [I’ensemble
X, ={z, € @/, (0) = 3}, la seule donnée initiale z,;(0) = 3 (qui signifie que le glucose

est présent) devant suffire a imposer la convergence du systeme. De plus, il doit converger

*

précisément vers z, . On montre, dans ce cas, avec (ni)z_e[1 N = (1,...,1) impliquant

glu *

*

Hni =1, que toutes les situations initiales possibles convergent vers x
i=1

a0 - Dans ce cas, on

n’a pas besoin de partitionner X, et la convergence s’obtient en un seul calcul.

Plus précisément, Vg >10, VZe{ZeQ/Z, =3}, 7(2) = (x;,u,m;lu,:n;h),
c’est-a-dire qu’avec la fonction f utilisée, 10 itérations suffisent pour démontrer la
convergence. La Figure A.9 représente le graphe de la fonction ¢ — Occ(V,z(t)), ¢’est-a-

dire I’évolution du nombre de composantes non déterminées au cours des itérations de la

fonction f. On peut voir, sur ce graphe, qu’a la 10°™ itération, il reste deux occurrences de
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. Dans ce modele, les valeurs

V : les deux valeurs inconnues restantes sont =, . . et x

glycéro acétate

en sources de carbone restent constantes, leur équation étant de la forme z;(t +1) = =z, (¢).
Cela signifie que, sans savoir si le glycérol et 1’acétate sont présents, la seule donnée de la
présence de glucose permet de montrer la convergence vers le point fixe en glucose. Ceci
représente bien le comportement d’E. coli qui, lorsque le glucose est présent, se comporte de
la méme maniere, indépendamment de la composition en glycérol et acétate.

Vu que Occ(V,z(10)) = 2, cela signifie que la fonction n’est pas suffisamment

détaillée pour la partition (n, ) = (1,...,1). 11 suffit de prendre :

n, =2, Q" = {0} {1}
Ny, =2, QY = {O}U{2}

i€[l..N]

(H n, = NNy; = 4) , pour obtenir Occ(V,z(10)) = 0.

3

70

Figure A.9. Occurrence du symbole V en fonction du nombre d’itérations.

(Graphe de la fonction ¢ — Occ(V,z(1))).

Comportement en présence de glycérol et absence de glucose
On montre d’abord que :
I >0, Yg>p, VZe{ZeQ/Z, ={0},Z, ={2}},

77(2)c @, c{ZeQ)Z,=1{0},Z, ={2}}

gly

avec ) = 77 (Q,HMin(Qi),HMax(Qi» stable par f. On choisit p = 7. Ceci permet

d’avoir une premiére restriction sur certaines bornes. Montrons que tous les vecteurs de 7,

* * *
convergent vers (xcly, e xGly> .
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Propriété. On définit la norme Il sur Z" : Vo € Z", |l = Maz {jz|/i € [1,...,N]} et les

ensembles (), = {:1; €Q,, /lzl < 2} et Q= {:1; €Q,, /lIzl > 2}, tels  que

0, =0,00,.

gly

Nous montrons, avec (7, >ie[1..N] =(1,...,1), que :
—=(p) * * *
Elp € N7 VZ € Qim f ! (Z) = (xlexGly?xGly)

De plus, €2, est stable par f: ?(Qg) CQ_,, ceci car les fonctions de transition sont
composées de fonctions du type Maz, Min, sign0, signl et donc, si, & un moment ¢

donné, toutes les variables sont de valeur absolue inférieure ou égale a 2, alors, a ¢t + 1, elles

seront toujours de valeur absolue inférieure ou égale a 2.

Figure A.10. Représentation des ensembles.

Reste a démontrer la convergence a partir des conditions initiales égales a des vecteurs 2_,.

- soit directement
- soit en démontrant que Ip €N, VZ € Q°,, f(m(Z) €2, (c’est-a-dire qu’au bout

d’un certain temps, les trajectoires atteignent I’ensemble €2_, ).
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Pour démontrer cela, nous avons pris tous les n, égaux a 1 sauf:
ng =2, Q% ={0,1,2} x {3}, n,, =2, 2, ={0,1,2} x {3}
n., =2, OF ={-1}x{1}, n, =2, QF, ={0,1,2} x {3},
ny, =2, QO ={-2,-1,0}x{=3}, n, =2, Q, ={-2,-1,0} x {-3}
n, =2, Q5 =1{0,1,2} x {3}, n, =2, QF ={-1}x{1},
ny, =2, O, ={-2,-1,0} x{-3}, n,, =2, OF ={-2,—1,0} x {3}
n,, =2, Q% =10,1,2} x {3}, n, =2, QF ={0,1,2} x {3}
N
ce qui implique : [ [n, = nygnygny,ngnynnngng,ngn,ng —1=2"% —1= 4095 calculs.
i-1
(ce qui est tres rapide avec n’importe quel ordinateur).

Avec cette partition, on obtient Occ(V,z (t)) =1 et z(t) = z, , pour ¢ > 18.

La valeur inconnue restante est celle de 1’acétate, ce qui montre qu’il ne joue aucun role ici.

La démonstration de la convergence a partir de §2_,, se démontre en 4095 calculs, pour un

>2

total de 56570 itérations de f. On démontre également que I’on atteint (), a partir de 2,

avec 4095 calculs, pour un total de 31074 itérations de f .

Comportement lorsque seul I’acétate est présent dans le milieu extérieur

N
Dans ce cas, on montre, avec an =1, que:
i=1

Elp = N,Vq Z p’ VZ € {Z < Q/ZSS = {0}’Z36 = {0}’Z7 = {1}}3 ’7(q>(Z) = <lecr’,7le(:ﬁ7a:j;ce>

Avec la fonction f utilisée, la plus petite

70

valeur pour un tel p (nombre d’itérations
minimales pour atteindre le point fixe) est
de 35.

A TDitération numéro 28, il n’y a déja plus

d’occurrence de V, c’est-a-dire que toutes

les variables ont une valeur connue. Le T T T R
systtme a alors besoin de 7 itérations .
y Figure A.11. Occurrence du symbole V en
supplémentaires pour atteindre le point fonction du nombre d’itérations.

fixe. (Graphe de la fonction ¢ — Occ(V,z(t))).
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Comportement lorsqu’il n’y a pas de source de carbone

4 r . *
On démontre également la convergence vers le point fixe z,,,, .

Vq=>26,V7 € {Z S Q/Zss =1{0},Z,, ={0},7, = {0}}3 =fq (2) = (xAbsﬂxAbsﬂxAbs>'

Les graphes d’évolution en présence d’acétate et en

ol \ absence de carbone sont trés ressemblants.

\ | Figure A.12. Occurrence du symbole V en fonction du
2 . nombre d’itérations.

Conclusion globale pour E. coli

La fonction f avec la partition :

ng =2, Q" ={0,1,2} x {3}, n,, =2, Q" ={0,1,2} x {3}

ng, =2, O = {1} x {1}, n, =2, Q” ={0,1,2} x {3},

ny, =2, O ={-2,-1,0} x{-3}, n, =2, Q" ={-2,—-1,0} x{-3}
n, =2, Q° ={0,1,2} x {3}, n, =2, Q" = {1} x {1},

ny =2, 0° =1{0,3}, n,, =2, Q¥ ={0,2}

ny, =2, Q" ={-2,—1,0} x {-3},n,, =2,0” ={-2,-1,0} x {-3}
ny, =2, O ={0,1,2} x {3}, n, =2, Q¥ ={0,1,2} x {3}

n, =2, Q" ={0,1}

est suffisamment détaillée.

Nous avons ainsi démontré ce que nous nous étions proposé :
dp € N,

Vz, € {Q/ 2, (0) = 3},f (z,) = [l (z(0)) = Ty

Va, € {Q/ 245 (0) = 0,25 (0) = 2}, f7 (2(0)) = f**V (2(0)) = g,
) =
) =

V330 € {Q/Iss <0> 0, 45 (O 0,z <O> = 1} fp (33 0)) pr ( ( ) Ijl(e
Va, € {Q/ 2, (0) = 0,2, (0) = 0,2, (0) = 0}, f (z(0)) = f"" (x(0)) = z,

avec p = 35.

Ceci montre que le modele est satisfaisant.
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A.2.3.3.3 Application au modeéle de S. cerevisiae

Le modele élaboré pour S. cervisiae par C. Oviedo présente les mémes caractéristiques
que celui d’E. coli. L’étude de cette dynamique a aussi été réalisée auparavant en partant de
quelques vecteurs initiaux aléatoirement choisis. L’¢tude complete de cette dynamique, grace
a notre méthode, a permis de démontrer les convergences pour tout choix de situation initiale,

selon la composition en carbone et selon I’espéce concernée.

Cas ou glucose = 0, glycérol = 4, éthanol = 2, espéce P*

La situation initiale comporte 59

valeurs inconnues, seules les valeurs en T

sources de carbone étant fixées. On
30f \
montre, en 17 itérations, que la méthode N

détermine les valeurs de tous les composés L1

du réseau. On atteint également, en 17 R

itérations, le point fixe voulu.

Figure A.13. Graphe de ¢ — Occ(V,z(1)).

Les 5 autres cas

Dans chaque cas, on démontre la convergence voulue en un seul calcul. La démonstration la

plus longue nécessite 21 itérations (Figure A.14).
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glucose = 6, glycérol = 4
éthanol = 2, espéce P*

glucose = 6, glycérol = 5
éthanol =5, espece P

glucose = 0, glycérol = 3
éthanol = 5, espéce P*

. ' i | . . N
2 4 6 8 10 12 14 16

glucose = 0, glycérol =0
éthanol = 6, espéce P~

glucose = 0, glycérol =4
éthanol = 4, espece P

Figure A.14. Graphe de ¢ — Occ(V,z(t)), pour chacun des cinq autres cas.

A.2.3.3.4 Conclusion

Cette approche par « systtme dynamique symbolique » permet de démontrer que les

deux modeles discrets, qui couplent les réseaux métabolique et génétique, atteignent toujours

les points fixes reflétant les différents phénotypes observés, quelle que soit la situation

initiale. Ainsi, les perturbations éventuelles d’une partie du réseau seront toujours rectifiées

pour retrouver un point fixe, ce qui caractérise le comportement stable d’organismes tels que

E. coli et S. cerevisiae. Un aspect théorique important serait de s’intéresser aux

caractéristiques théoriques des réseaux compatibles avec la méthode proposée. On se doute

par exemple que la méthode marche d’autant mieux que le nombre d’états discrets possibles

par variable est élevé.
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A.2.4 Application a I'analyse des réseaux dans le cas d’E. coli

Cette méthode permet aussi d’analyser les régulations et les composants décisifs du
réseau. Le but premier de 1’é¢tude de ce réseau est de comprendre comment 1’organisme
s’adapte a la composition du milieu extérieur rencontré, c’est-a-dire comment il choisit de
consommer telle source plutot que telle autre. Le travail de P. Ramirez s’est voulu exhaustif,
en considérant tous les éléments du réseau cités dans la littérature : 3 sources de carbone, 20
enzymes, 28 genes, 13 régulateurs. La régulation de certains genes est toujours peu
documentée. Pour remédier a ce manque d’information, 3 régulateurs fictifs ont été crées :
Jokerl, Joker2 et RepSdhC. Jokerl et Joker2 ont été introduits dans le mémoire de P.
Ramirez. Ils régulent les genes dont I’expression est inhibée ou activée en présence de glucose
et (ou) de glycérol. RepresorSdhC représente un intermédiaire inconnu qui réprime SdhC et
SucA en présence de glucose, son activation dépend donc de EIICBGIc (Takeda et al., 1999).
Jokerl régule 8 genes, Joker2 et RepSdhC en régulent 2 chacun. L’analyse du réseau permet
aussi d’évaluer I’importance de la régulation fictive dans I’évolution du systeme.

Si ’on s’intéresse spécifiquement au systeme de préférence en source de carbone d’F.
coli, les données importantes sont celles de la valeur des flux d’entrée et de sortie de chaque
source dans le réseau métabolique. Pour le glucose, il s’agit de EIIBGIC, pour le glycérol de
GlpK et, pour I’acétate, d’Acka. On s’intéressera ainsi, pour chaque composition du milieu
extérieur, a la trajectoire du vecteur d’état a partir des états initiaux, en vue de déterminer la
valeur fixe de ces trois variables de flux, en examinant notamment les composants importants

de cette détermination.

A.2.4.1 Comportement du réseau en présence de glucose

Dans ce cas, on applique la dynamique symbolique a partir d’un état initial z, tel que

£L‘glucme (0) = ‘/‘U35 (O) vaut 3’ ‘/‘Uu(:étute (0) = x? (O) vaut 0 ou ]‘ et x O) = x36 (O) vaut 0 ou

yecrot (
2. Les autres coordonnées initiales sont inconnues. C’est-a-dire  que,
T, (0) =3 et Vi€ [l,...,N]\ {35}, z,(0)=V. La dynamique symbolique présentée
précédemment permet d’étudier, pour chaque situation initiale caractérisée par une présence

de glucose, le chemin commun que ces points initiaux empruntent pour atteindre le point fixe.
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Premiére itération

A partir du 2z initial défini précédemment, en une itération, on atteint un état
(1) = f(z(0)) tel que z,4(1) =3, z,(1) =2, z,,(1)=0 (et toujours z, (1) =3). Ces
coordonnées représentent respectivement EIICBGIc, Jokerl et Joker2. En effet,
Jis (®) = 2, = Ty; = 3. Ceci rend bien compte du fait que la présence de glucose active
EIICBGIc a son niveau maximum. De plus,
i (@) = sign0 (2,5 — 0.1) + sign0(z,; + 2,5 — 0.1). Comme z; > 0, puisque cette variable
représente la concentration en glycérol, on en déduit ainsi, bien que ne connaissant pas la
valeur exacte de toutes les variables, que ., (1)=0. De méme, puisque
fio (@) = 81gn0(Z 000 = Lypeose — 0-1) €t 255 <2, on peut conclure que z,(1)=0. z(1)
contient ainsi I’information la plus précise sur 1’état du systéme aprés une itération. La

présence du glucose active donc, dans un premier temps, les régulateurs Jokerl et Joker2,

ainsi que la protéine de détection de glucose EIICBGIc.

Une propriété importante de ce systeme en glucose est que, lorsqu’une des coordonnées
atteint une valeur connue, celle-ci ne varie plus au cours des itérations. On peut donc, a partir
d’un vecteur initial ou seule sa 35éme coordonnée est connue, atteindre, en une itération, un

vecteur ou 4 de ses coordonnées sont connues définitivement.

Itération 2

On obtient z(2) = f(z(1)), avec une détermination de nouvelles valeurs: 0
correspondant a EIIAGlc, Glpk et Pgi. f,, () = sign0(z,, — 0.1). EIIAGIc s’active donc en
présence de EIICBGle. De plus, f,, (z) = Maz (,4,0)sign0(2 — z,4) sign0 (2 — z4) et,

comme le troisiéme terme du produit est nul par inhibition de EIICBGlc, ceci annule la valeur

de =z, . Cette mise en équations propose donc que [I’inhibition de EIICBGIc est

suffisamment importante pour empécher 1’utilisation du glycérol, quelque soit la valeur des
autres termes d’interaction. Dans le but de comprendre le comportement du systéme de
préférence, cette deuxieme itération est tres instructive, puisqu’elle permet déja de savoir

pourquoi le glycérol n’est pas utilis€é en présence de glucose. La fonction
fro (0 = Maa:Flux(a:lS,Min(xpka,O)) renvoie 3 ici, puisque z, (1) = 3 et qu’il s’agit de la

valeur maximale que peut renvoyer la fonction MazFlux . Ceci détermine que la valeur de
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Tp,; est 3 a itération 2. Cette valeur marque le début de la glycolyse : le flux s’oriente de

maniére importante (niveau 3) dans le sens de la consommation de glucose.

Itération 3

La valeur de Pgi, fixée a 3, détermine a 3 la valeur de F6P pour poursuivre la

glycolyse, puisque : Z,,, = Max(xpgi,—xpfka). De méme, le flux suivant de la glycolyse,

celui de la Pfka, est activé a 3, x,,, = MaxFlux (Max (a:Pg,;, 0) Min (2, 0)) :

Itérations suivantes
De cette manicre, la présence de glucose détermine successivement, de proche en
proche, la valeur des composants jusqu’a atteindre le point fixe en glucose. Le schéma de la

Figure A.15 résume les déterminations successives des valeurs de flux au cours des itérations.

Dans le cas du régime en glucose, 9 itérations sont suffisantes pour déterminer cette
partie du systéme de préférence, c’est-a-dire qu’en présence de glucose, le glycérol et
I’acétate ne sont pas utilisés (ceci est caractéris¢ par z,,, =0 et z,,, = 3). Evidemment, le
glucose est consommé (Z,; 050, = 5 ). Le régime d’équilibre qui s’établit est un flux de

production d’acétate, depuis le glucose jusqu’au AcCOA, et une absence de flux en glycérol.

Ce systeme en glucose ne nécessite 1’intervention que de 9 enzymes et d’1 régulateur.

Glucose=3 — »| EIICBGlc =3 i Pgi=3 »| PtkA=3
Glpk =3
v
Pil=3 |e Pyk=3 |« GapA =3 |4 Fba=3

Pta=3 | 5| AckA=3

Figure A.15. Détermination successive des flux d’entrée/sortie des sources de carbone en glucose. Une
fleche qui pointe vers un composant B, a partir d’un composant A, signifie que la donnée de A est
nécessaire a la détermination de la valeur de B.
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A.2.4.2 Comportement du réseau, lorsque seul I’acétate est présent

Le réseau part cette fois-ci d’une configuration initiale z, telle que
T, (0) =0, 2,,(0)=0 et z,(0)=1. La Figure A.16 montre les étapes intermédiaires
permettant de déterminer la valeur des flux d’entrée en sources de carbone en acétate. Cette
détermination nécessite 23 composants. On note qu’entre la détermination de Ppc a 0 et celle
de FruR a 2, augmentation d’information vient de la restriction successive de certaines

valeurs. L’établissement du régime stationnaire en acétate est relativement long et nécessite

une diminution des flux.

Acétate =1

- ==Fip==0
Fi6P

Figure A.16. Détermination successive des flux d’entrée/sortie des sources de carbone en acétate.
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A.2.4.3 Comportement en glycérol en I’absence de glucose

Comme étudié précédemment, les chemins pour atteindre le point fixe en glycérol sont
nombreux et, pour cette raison, on ne les détaillera pas ici. On pourrait écrire le chemin

commun a partir d’un point de norme inférieure ou égale a 2.

A.2.4.4 Réduction du réseau

Dans le cas général, sans faire d’hypotheses sur la composition du milieu extérieur, on
peut analyser les relations entre les composants du réseau. On détermine, pour cela,
I’ensemble des composants déterminant le sous-ensemble {Acka, EIICBGlc, GplK}. On peut
construire un graphe, ou les noeuds sont les composants et les fleches qui partent d’un nceud ¢

vers un autre noeud j indiquent que le composant i est régulé par le composant j. On

obtient ainsi un sous-réseau isolé de 45 noeuds et 66 interactions. Le graphe initial possédait
67 nceuds et 104 interactions. Le sous-réseau est isolé, car I’ensemble de tous les régulateurs
de chaque noeud se trouve dans le sous-réseau. Il n’y a pas de régulations extérieures. Ceci
montre que 22 ¢léments du réseau d’origine n’interviennent pas pour la détermination du
systeme de préférence. Ce sous-graphe est suffisant pour déterminer 1’utilisation des sources

de carbone.
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Figure A.17. Réseau réduit pour la détermination de {AckA, EIICBGlc, GplK}. Les sources de
carbone apparaissent en gras, les régulateurs fictifs en italique. Les génes directement régulés par les
régulateurs fictifs sont en italique souligné et les commandes d’entrée des sources dans les voies
métaboliques sont en gras souligné.

Cette analyse permet aussi d’évaluer 1I’importance de la régulation fictive au sein du
réseau. L’approche employée par P. Ramirez, consistant a considérer tous les geénes de la
littérature, faisait croire a une importance ¢élevée de la régulation fictive, puisqu’au total, elle
concernait 12 génes. On remarque ici que, dans le sous-réseau, chacun des trois régulateurs
fictifs ne régule qu'un geéne. Jokerl régule ppc, Joker2 régule pyka et RepSdhC régule sdhC.

La Table 4 décrit les valeurs atteintes par les composés, selon les cas :

Jokerl Joker2 RepSdhC ppc pyka Sdhe
glucose 2 0 2 | -1 -1
glycérol 1 1 1 | | -1
acétate 0 0 0 -1 -1 1

Table 4. Valeur des régulateurs fictifs et de leurs génes régulés, selon la composition du milieu

extérieur.
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L’importance de la régulation fictive dans la détermination du choix de substrat
apparait finalement peu importante, puisque seuls trois geénes sont concernés. Ceci montre
qu’il faudrait rechercher les acteurs de la régulation de ces genes, pour pouvoir construire un
modele sans régulation fictive. Parmi ces génes, on sait, grace a I’étude de Takeda, que sdhC
est réprimé par ’activation de EIICBGIc (Takeda et al., 1999). RepresorSdhC représente
simplement I’intermédiaire de cette répression. On remarque, de plus, que RepresorSdhC est
modélisé selon trois états possibles, alors que son résultat est booléen (activation ou inhibition
du gene). Il en est de méme pour Jokerl. Cette modélisation en trois états était nécessaire, car,
parmi les autres geénes affectés par ces régulateurs, d’autres réagissaient différemment selon
les niveaux du répresseur. Le modé¢le, une fois réduit, montre que, pour une détermination du
choix de substrat, les régulateurs fictifs doivent simplement présenter deux états (actif ou

inactif), ce qui restreint encore leur importance.
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A.3 Vers un modeéle continu quantitatif pour E. Coli

Nous détaillons, dans cette partie, comment approcher un modele continu quantitatif,
intégrant les interactions métaboliques et génétiques, pour E. coli, a partir de I’approche

discréte.

A.3.1 Premier modéle, comme généralisation du modéle discret

A.3.1.1 Construction du modele

Le modele de P. Ramirez est écrit selon un formalisme discret permettant de
représenter les principales caractéristiques du fonctionnement d’E. coli, selon les sources de
carbone utilisées. Un des intéréts de la modélisation du fonctionnement d’un organisme est
non seulement de comprendre les états d’équilibre qu’il atteint, mais aussi de pouvoir décrire
plus précisément les phases de transition entre les états discrets, a I’aide d’un modele continu.
Dans cette premicre approche, nous utilisons une transformation formelle permettant le
passage du modele discret a un modele continu.

La dynamique discrete du modele de P. Ramirez est décrite par :

z(0)

v(t+1) = f(z(1)
ou z est le vecteur d’état du systéme, qui comporte 67 composantes, x(0) est la situation
initiale et f la fonction de transition globale du systeme. En d’autres termes, la dynamique est
décrite par 67 équations locales du type z, (t + 1) = f, (2 (¢)). On transforme ’expression en
retranchant la quantité z;, (¢) de deux cotés de 1’égalité, ce qui permet de faire apparaitre le

taux de variation discret a gauche. Ce taux s’assimile a la dérivée classique en continu. Du
coté droit, on multiplie chaque terme par une constante de temps spécifique pour pouvoir
différencier 1’action dans le temps de ces deux termes, le premier étant un terme de régulation

et le deuxiéme pouvant étre considéré comme un terme de « dilution ».
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Z; (t +1)_Ii (1) = f; (l‘(t)) -, (1)

dérivée discréte

d;

di = zlfz (x) — ki,Qxi

On obtient ainsi une équation différentielle qui régit I’évolution de chaque variable z,. Pour

pouvoir refléter des phases de transition continues et régulieres, telles que celles couramment

observées en biologie, les fonctions f doivent étre régulieres (en général, celles utilisées dans
le modele discret ne le sont pas). Par exemple, la fonction sign0 définie

1, six>0

par sign0(z) = présente une discontinuité en 0. Cette fonction est une fonction

0, sinon

d’activation : elle permet, par exemple, d’activer a 1 une variable, lorsqu’une autre franchit un
certain seuil précis. Dans la réalité¢, un systéeme ne bascule pas si brutalement d’un état a
I’autre. Il le fait avec une certaine inertie, avec une phase intermédiaire. C’est justement ce

genre de comportement que le modele continu doit pouvoir refléter. Cette fonction signQ est

de type échelon. On la remplacera par une fonction de type sigmoide, pour avoir une

approximation de I’échelon par une fonction régulicre. Les fonctions sigmoides ont par

exemple pour equation ————. Les fonctions sigmoides ont d¢ja souvent été utilisées

1 _|_ efri.

comme fonction de régulation (Demongeot et Laurent, 1983).

08 / //
| |/
06 ///
I/

04r /

//
03 / ///
/ /|

o1f 2%

Figure A.18. Représentation de fonctions de type l—i-;d‘ avec d = 2, 5, 20, 40, 100.
o
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Le parametre & positionne la valeur des asymptotes horizontales, la fonction —
+e

atteignant les valeurs ]0,k[. Sur le graphe, on peut apprécier le role du paramétre d, qui

permet de régler la phase transitoire entre les valeurs 0 et k. Les valeurs faibles de d

correspondent aux pentes faibles en 0. Au contraire, plus la valeur est élevée et plus la pente

1%] (0) = kd|. Ainsi, chaque fonction sign0 du modéle

en 0 tend a étre verticale
+e

discret sera remplacée par une sigmoide. Ceci permet aussi de régler les parameétres de ces

fonctions selon la régulation voulue (transition rapide, plus lente...).

1, siz>0
La fonction signl, définie par signl(z) = { 1 s sera remplacée par des fonctions du
—1, sinon
type ————- — 1, permettant les mémes comportements que sign0, mais entre —1 et 1. Les
R

autres fonctions, Mazx, Min et MazFluxr sont déja naturellement continues. Leur régularité
dépend de la régularité des variables concernées.

Une des justifications de ce premier modele est de voir s’il reproduit les
comportements du mod¢le discret. En effet, si I’on prend le pas de temps dt égal a 1 et si
I’on fixe les pentes des fonctions sigmoides presque verticales, on doit retrouver le

comportement discret. Si 1’on veut y parvenir, on doit rajouter un « shift » a la sigmoide, pour

k : .
—o75 > qui permettent de déplacer le graphe de

travailler avec des fonctions f, , (x) = T
v e

. 1 . 4
la fonction ————— vers la droite. En effet, la valeur en 0 de sign0 est 1, et I’on veut alors
+e

que la valeur atteinte par f ,_ () en 0 soit proche de k. Sans ce « shift », les

—de
€

fonctions sigmoides valent % en 0, ce qui est trop loin de la valeur k£ pour pouvoir

représenter le comportement discret.
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A.3.1.2 Résultats

Retrouver les comportements discrets

Si on choisit d = 10000 (pentes fortes), k =1 et ¢ = 0.01 pour chaque fonction
sign0 et signl et si on prend en plus dt =1 (qui est le pas de temps discret), on retrouve
exactement les évolutions discrétes au fil des itérations, pour chaque composition du milieu
extérieur en carbone et pour des situations initiales choisies identiques. En particulier, les

points fixes atteints sont les mémes.

o9t

osf

07t

o6f

[

o4t

03t

o2t

o1t

1

1 + 6—10000(:1:+0.[)1) .

Figure A.19. Graphe de la fonction f; ;44001 (2) =

Ce modele permet ainsi de généraliser les comportements discrets.

Simulations avec les mémes parametres, mais avec : dt = 0.5 et dt = 0.1
On démarre les simulations avec une situation initiale choisie aléatoirement. On fixe

ici seulement x = 3, pour se trouver dans une condition ou le glucose est présent.

glucose

o i 0 15 20 25 o ) 0 15

Figure A.20. Evolution des variables FruR (a) et F6P (b) selon dt =1 (cas discret, en rouge),
dt = 0.5 (ennoir), dt = 0.1 (en bleu).
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Le comportement continu avec un dt plus fin tend a rapprocher le modele d’une
évolution plus continue, plus réguliere. Le systeme discret rend compte des variations
seulement de maniere brutale. Le pas de temps di = 0.1 permet d’atteindre un niveau de
régularité satisfaisant ; si I’on choisit une valeur plus fine, le gain en régularité est minime.
D’une maniere générale, on obtient toujours les bons points fixes pour les différentes

situations en carbone.

Ilustration de la régulation

121

0eH
UX=3 3
04
02f

0zt
04t
N6}
08k

Figure A.21. Régulation des geénes aceA et aceB (en rouge) par FruR (en bleu), en (b) seul aceA est
représenté. (a) d = 10000, (b) d = 10.

Dans le systeme discret, FruR régule les genes aceA et aceB selon les équations :
Tppos (L +1) = 2, (t 4+ 1) = signl(z,,, (1) —1.1).

dx
aceAd __
dt - kl,aceAﬁcm,ﬁA,d,"‘@A,smy,(;A ('TFMR o 11) o k?,aceB'TAceA
En version continue, on a : p
X
aceB __
dt - kl,aceAfl‘c,WB,d,"‘(;B,Em,,JB (xFruR - 11) o k?,aceBxAceB

On a choisi ici les mémes parametres pour les deux équations.

Les frontiéres verticales de la Figure A.21a permettent de distinguer la zone ou z,,,, > 1.1
de celle ou z,,, <1.1. Comme attendu, les activités de aceA et aceB réagissent (en
changeant leur sens de variation), lorsque FruR franchit les limites définies par z,, , =1.1.

On remarque que cette régulation s’effectue brutalement, car les variations de aceA et aceB
répondent de maniére « raide» a la régulation de FruR. Ceci s’explique, car les pentes

choisies pour les fonctions d’activations sont trés élevées (d = 10000). La Figure A.21b
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montre la régulation obtenue lorsque d = 10. Cette fois-ci, la réaction de aceA, selon les
variations de FruR, est trés réguliére. Ceci montre que, méme si les fonctions de contrdle
utilisées sont chaque fois du méme type (avec deux états stables reliés par une phase de
transition), on peut obtenir toute une gamme de controle, selon la phase transitoire voulue, en

jouant sur les parametres :

seuil utilisé.

- d, qui mesure la pente de la transition.

€, qui positionne le “shift”.

-k, qui définit le domaine de variation de la fonction d’activation.

A.3.2 Un deuxiéme modele « pré-quantitatif »

Le modele de P. Ramirez a besoin de distinguer les valeurs

-3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, pour pouvoir comparer ’intensité¢ des flux et atteindre les états

stables observés. Plus contraignant encore, pour certaines équations, le modele doit comparer
la valeur en glucose et celle en glycérol (pour 1’équation de Joker2 par exemple). Ceci ne
respecte pas la réalité biologique, puisque les phénotypes observés dépendent seulement de la
présence ou de 1’absence des sources de carbone et non de leurs concentrations. Ainsi, le
premier modele continu étudié précédemment, bati directement sur le mod¢le discret, ne peut
pas directement servir de modele quantitatif.

On se propose ici de fixer la valeur de chaque variable entre 0 et 1 pour les valeurs
positives, et entre —1 et 1 pour celles qui peuvent étre négatives. Selon le composant
concerné, 0 signifie une activation nulle ou une concentration nulle et 1 représente 1’état
maximum d’activation, de concentration ou de flux (—1 représente une inhibition maximale
ou un maximum de flux dans le sens opposé). A partir d’une variable X qui varie entre 0 et
1 dans un tel modéle, on pourra intégrer la valeur réelle en manipulant une nouvelle variable

Y =X X,ou X  estlaconcentration maximale de X . La variable Y décrit ainsi toute

mazxr max

la gamme de variation réelle. De plus, si la dynamique de X est :

dX
- = FX),

I’équation d’évolution de Y sera donnée par :
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ay d dX Y
dt dt ( max ) max dt lllaXf ( ) IIl(IXf [ X ]

max

Ainsi, le modéle proposé sera apte a fonctionner avec des valeurs réelles de concentration et
d’activations. Un autre critére, pour tendre vers un modele quantitatif, est d’avoir un modele
quantitatif en temps. Pour cela, il est nécessaire d’affecter au modele des constantes de temps
réelles. Ce nouveau modele nécessite la réécriture de certaines équations de 1’ancien modele

continu, sans modifier bien sir les régles de régulation entre les composants.

A.3.2.1 Prise en compte de I’existence des sources de carbone et non de leur

concentration

Les différentes sources de carbone qui interviennent sont connectées au systéme a
travers le détecteur de glucose EIICBGlc, I’enzyme Glpk qui catalyse la réaction de
consommation du glucose et ’enzyme Acka qui catalyse la réaction de production ou de
consommation d’acétate. Chacun de ces composants assure la participation d’une source dans

le réseau. Ce sont donc les variables Zp;cpa.> Tapi € Ty qui doivent pouvoir « détecter »,

dans leur évolution, la présence ou 1’absence de la source de carbone correspondante. Pour le

cas de EIICBGlIc, on doit écrire une équation pour T, pq.. qui lui permette d’atteindre son

maximum d’activation 1 lorsque z > (. Nous utilisons, pour ce faire, des fonctions de

glucose

type Monod (ou de Michaelis-Menten), courantes en biologie, de la forme:

c,x . e . . . . :
e, (B = = . Cette fonction a la caractéristique d’étre presque toujours égale a ¢, si la
’ c, +x
2

valeur de ¢ est faible (si z > ¢,, v 4+ ¢, =~ x, M () = ¢,). De maniéere plus général, dans le
cas d’enzymes allostériques (comme la Pfk), on pourrait utiliser des fonctions de type Monod-
Wyman-Changeux, qui integrent naturellement 1’effet des régulateurs (ou effecteurs) de type
inhibiteurs ou activateurs (Goldbeter et Lefévre, 1972 ; Demongeot et Seydoux, 1979). De
telles fonctions, ajoutées a des fonctions de type Michaelis-Menten compétitif permettraient
I’utilisation du formalisme des forces de contrdle nécessaire pour quantifier 1’effet des
régulateurs sur le controle des voies métaboliques, qui n’est ici étudié que qualitativement

(Kacser et Bruns, 1973 ; Baconnier et al., 1993).
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Equation pour EIIGCBGIc¢

Pour I’équation d’évolution de EIICBGlIc, on peut utiliser :

1
i g1 Ercale " glucose 1.2
dt Lpnosele = BHCBGI 2 kb‘umau: Lpncpaie

EIICBGle glucose

ou les k£ sont les constantes de temps.
Ceci respecte la régulation décrite pour EIICBGIc : « EIICBGIc est activée quand elle est

déphosphorylée, ce qui intervient lorsqu’il existe du glucose dans le milieu externe ».

08

06

04

02

X

Figure A.22. Représentation du graphe de la fonction : ——.
0.0001 + =

Equation pour Glpk et AckA
On utilise des équations similaires pour Glpk et Acka. Glpk et AckA catalysent des réactions

de type Substrat -> Produit que I’on peut décomposer en :

Substrat (S) + Enzyme (E) Z—<—l> Compleze (ES) —— Produit (P).

Pour ces mécanismes de type Michaelis-Menten, on obtient que le flux de production du

G

. arP
produit est de la forme : — = -
dt 14+ 2

S
Ce résultat nécessite une des deux hypotheses suivantes :
- Approximation de I’équilibre : 1’équilibre entre substrat, enzyme et complexe est plus
rapide que la réaction complexe/produit
- Approximation d’état stationnaire : la concentration en substrat est grande devant celle de
I’enzyme et du complexe, ce qui permet alors de supposer que les variations de la

concentration en enzyme et en complexe sont faibles devant celles en substrat. On suppose

dEl  dES
alors — =——~0
dt dt

L’équation discrete de Glpk était :
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Tepr = Max(xmycéml,O)signO@ — xFl_Gp)signO(Q — Tupepe ). S@ spécification étant que :
« Glpk a un flux unidirectionnel et s’active seulement lorsqu’il existe du glycérol dans le
milieu extérieur. Il est inhibé si le niveau de F1,6P est haut et si EIIAGIc est actif ».

On utilise donc une équation continue du type :

1
d Crn T,
el A Gplk*” glycérol o o 1.2
i Lapr — kalk, 2 fkd (1 xFLGP)f}ﬁ:,df (1 IEHCBGlc> kalkalpk
CGplk + xglyﬁéml

La fonction de Monod détecte le glycérol et les fonctions d’activation détectent les inhibitions
possibles. Dans I’expressions des fonctions f, les indices k£, d et € devraient étre indexés
par Glpk, puisque le profil de la fonction peut étre adapté selon chaque régulation. On omet
cette indexation, ici et dans la suite, pour alléger les notations.

Pour AckA, nous avions : ,,, = MazFluz(Maz (z,,0), Min(—,,,,.,0)), cequi

refléte : « le flux de AckA est bidirectionnel et dépend donc du flux de Pta et de la présence

d’acétate dans le milieu ». La version continue est

d 1 c o x
_ Acka”™ Acka 2
xAcka - kAckaMa’xFlu‘T Max <tha’ 0) s T o - kAckaxAcka
dt CA cka + xA cka

De plus, pour que le modele refléte la réalité au niveau des flux, c’est-a-dire : flux fort
en glucose, moyen en glycérol et faible en acétate, on doit comparer les intensités de flux
entre EIICBGlc, Glpk et Acka. On fixe ainsi la valeur seuil de EIICBGIc a la valeur maximale

1
EIICBGle

. 2 . .
=1, tandis que Glpk pourra ciw_ = 3 et la partie du flux en AckA activée par 1’acétate

pourra atteindre ¢, = . I1 s’agit de la seule quantification nécessaire pour atteindre les

comportements voulus, ces valeurs se propageant ensuite « naturellement » dans les flux

internes.
A.3.2.2 Autres changements

Plusieurs autres équations demandent une adaptation, pour étre compatibles avec une

variation entre 0 et 1 des variables.
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Equation pour Joker2

L’équation de Joker2 était en discret: z,,, ., = sign0 (ZL‘ —x — 0.1) , pour traduire

glycérol glucose

que : « Joker2 (z,,,,, € {0,1}) s’active (z,,,, =1), lorsqu’il existe seulement du glycérol
dans le milieu et qu’il est inactif (z,,,,, = 0), dans les autres cas ».

Dans le nouveau formalisme, le glycérol et glucose prennent des valeurs indépendantes entre
0 et 1 et on ne peut plus tester I’absence de glucose par une soustraction entre la concentration
de glucose et celle de glycérol. On utilisera ici deux fonctions d’activation permettant de

détecter individuellement le glucose et le glycérol.
L’équation discrete étant: =z, ., = sign0 (—(x(,lmse —0.05) <£EGW ol — 0.05>) , la forme

continue de cette nouvelle équation sera :

dx.] oker2

dt = k}aker?f}ﬂ,d,s <_xglucose + 005> fk,d.s (‘Tglycérol - 005) - k§0k6T2$.]0kBT2

La premiere fonction s’active s’il n’y a pas de glucose, la deuxiéme s’il y a du glycérol. Pour

toutes les autres combinaisons, z,,,,., est inactif.

Equation pour Joker 1

Son équation discréte était: z,,., = sign0(zy, ., — 0.1) + sign0 (9[:(;,,%%(z + 2, 0.1)

cérol
pour modéliser la régulation suivante :

«Jokerl (z,,,,, €{0,1,2}) atteint son niveau maximum d’activité¢ (z,,,, =2) quand le
glucose est présent. Il atteint un niveau intermédiaire quand le glycérol est présent
(201 = 1) et il est inactif (z,,,, = 0) quand, ni le glucose, ni le glycérol sont présents. »

On remplace 1’équation discrete par la version continue de :

+ Ty — 0.05)).

glucose glycérol

Tyoper] = %(signo (xglmse — 0.05) + sign0 (33

La Figure A.23 représente un controle régulier possible du glucose et du glycérol sur Jokerl.
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Figure A.23. Graphe de 5(]‘1‘20‘&01 (x—0.15) + f, o000 (T +y— 0.15)) :

Equation de RepresorSdhC

On avait @ 60 = 8ign0 (Tgepe. — 0.1) + sign0 (xEHCBGlc + Zyyeerar — 0-1> pour
« RepresorSdhC (qu,de € {0,1,2}) dépend de EIICBGIc et de la présence de glycérol.
RepresorSdhC atteint un niveau maximum d’activation (xRedehC = 2), lorsque EIICBGIc est

actif. Il atteint un niveau intermédiaire (a:R@dehC = 1), lorsqu’il existe du glycérol dans le

milieu et que EIICBGIc est actif ». On remplace 1’équation discréete par la version continue de

1/ . )
Y Lrepsanc — 5(319”0 <$EUCBGZC - 0'1) + sign0 (xEHCBGl(: T T yyeeror — 0'1)>-

Equation pour Cya

On avait : , =(1—zyq)(1+ sign0(1—=4,,)) pour la spécification «Cya
(%ya € {0, 1,2}) atteint un niveau maximum d’activation (%ya = 2), quand EIIAGIc est
phosphorylé et G3P est a basse concentration (%3 »=0o0u 1). Cya s’active partiellement

(%a = 1), quand EIIAGIlc est phosphorylé et G3P est présent en concentration élevée

(2g3p =2 ou 3). Cya est inactif (:IICW = 0), lorsque EIIAGIc est dephosphorylée ». On

utilisera donc la version continue de :

1 1 . 1
Loya = (1 - IEHAGI(:) [5 + 5 sign0 [g - xcspJ] .
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La liste des changements n’est pas exhaustive, mais présente les principales modifications.

A.3.2.3 Nouveaux points fixes atteints

Dans cette nouvelle formalisation, un état d’activation élevé sera 1, 0.5 représentera
un état intermédiaire et 0 1’état non-activé. Les simulations montrent que les points fixes
atteints par ce modele sont les correspondants des anciens points fixes.

La Table 5 montre quelques valeurs de 1’état stable atteint en présence de glucose. Le
nouveau point fixe reflete la méme situation que 1’ancien. La ligne de la variable 52, par
exemple, montre que I’enzyme Ppc atteint la valeur 0.9996, c’est a dire un flux maximum,

qui, avant, était représenté par la valeur 3.

Variables Nom Nouveau Ancien Ancien domaine de
point fixe point fixe variation

8 ackA 1.0000 1 -1 1
9 AckA 0.9996 3 -1 3
10 acnB -1.0000 -1 -1 1
11 AcnB 0.9996 3 0 3
16 Cya 0.0000 0 0 2
20 FeP 0.9996 3 0 3
21 fba 1.0000 1 -1 1
37 IcdA 0.9996 3 0 3
38 ICT 0.9996 3 0 3
52 Ppc 0.9996 3 0 3
53 pps -1.0000 -1 -1 1
54 Pps 0.0000 0 0 3
63 RepSdhC 1.0000 2 0 2

Table 5. Quelques valeurs de 1’état stable obtenu en présence de glucose.

La Table 6 représente la situation en glycérol. Pta atteint la valeur d’équilibre %

Avant, 1l atteignait 2 sur une échelle de —1 a 3. On représente donc toujours bien des flux
intermédiaires cohérents. De méme, Jokerl vaut 0.5, alors qu’il valait 1 entre 0 et 2

précédemment.
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On obtient des conclusions similaires lorsque seul I’acétate est présent. Ce nouveau modele
permet donc de retrouver les bonnes situations, en considérant les variables évoluant entre 0

et 1 ou —1 et 1 eten intégrant les équations de détection des sources de carbone.

Variables Nom Nouveau Ancien Ancien domaine de
point fixe point fixe variation
9 AckA 0.6663 2 -1 3
10 acnB -1.0000 -1 -1 1
11 AcnB 0.6663 2 0 3
12 cAMP 0.5000 1 0 2
13 cAMP.Crp 0.5000 1 0 2
22 Fba -0.6663 -2 -3 3
23 fbp -1.0000 -1 -1 1
24 FruR 0.5005 1 0 2
25 fuma 1.0000 1 -1 1
34 GItA 0.6663 2 0 3
56 Pta 0.6663 2 -1 3
61 Pyk 0.6663 2 0 3
62 pykF 1.0000 1 -1 1
63 RepSdhC 0.5000 1 0 2

Table 6. Valeurs en glycérol avec absence de glucose.

A.3.3 Connexions avec un modele de production/consommation des

sources de carbone

Les modeles développés jusqu’a présent s’intéressent a la dynamique d‘E. coli dans un
champ de carbone considéré constant. Cette nouvelle modification du modéle a pour but de
prendre en compte le fait que les sources de carbone sont consommées ou produites par E.
coli. Pour réaliser cette généralisation, il est nécessaire de réécrire les équations différentielles
régissant les variables z x

, et z, ... ,qui représentent les concentrations des trois

glucose ® glycéro acétat

sources de carbone étudiées.
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A.3.3.1 Formulation

Les évolutions continues de ces variables étaient données par % = 0, puisqu’on

ne considérait pas de variation possible en concentration. Si I’on considére maintenant le role

de la consommation et de la production des sources, les équations s’écriront : —2< = flyz .

Ce flux dépend de I’activité de I’enzyme responsable de la réaction qui connecte les sources
au reste du réseau métabolique. EIICBGlc régule I’entrée du glucose. Le flux de glucose sera
pris proportionnel a I’activité de EIICBGlc. Si EIICBGIc est trés active, cela entraine une
consommation rapide de glucose. Si EIICBGIc est inactive, le glucose ne se consomme pas.

Ce flux est aussi pris proportionnel a la concentration en glucose.

Le nouveau systéme d’équations pour les sources de carbone est :

dxglucose _ k’

dt - glucosexglucoseIE'HCBGZC
dl‘glycérol o _k

dt - gly(:éralxglycéroll‘Glpk
dr, .. ..

acétaté __

dt - acétatexacétatexAcka

A.3.3.2 Résultats

La Figure A.24 présente les résultats d’évolution des concentrations des sources de

= 0.01, k0, = 0.01, &

[ acétate

carbone pour k.,

= 0.003 et pour une situation initiale

aléatoire.

Ce changement dans les équations permet de simuler les différentes phases de
croissance, en fonction de 1’utilisation des sources de carbone. Dans un premier temps, E. coli
utilise le glucose et produit de 1’acétate, le glycérol restant a un niveau constant. Une fois que
E. coli a consommé tout le glucose, selon le systetme de préférence, il utilise le glycérol.
L’acétate est toujours produit pendant cette phase. Il n’est utilis¢ que lorsque le glycérol est
entierement consommé. La Figure A.24d montre la réponse de FruR selon les phases. FruR
atteint trois paliers, correspondant a sa valeur pour chacun des trois points fixes. Ceci suggere

que le systéme passe par trois situations d’équilibre caractérisées par les trois points fixes, ces
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¢tats étant reliés par des phases transitoires. Ces simulations correspondent a certaines courbes

expérimentales, comme celles de R. Gonzalez (Gonzalez et al., 2003) pour la levure.
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Figure A.24. Systéme de production — consommation.
(a) Evolution dans le temps du glucose

(b) Evolution du glycérol

(c) Evolution de I’acétate

(d) Evolution comparée dans trois sources avec, en plus, la réponse de FruR.
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A.4 Conclusion et perspectives

Ce travail présenté en annexe est nettement ¢loigné des propos du reste de cette these,
en particulier puisqu’il se situe au niveau génétique et métabolique. Cependant, ce niveau de
description serait nécessaire pour améliorer les modeles cellulaires présentés dans les parties
précédentes. Nous avons effectivement souligné 1’importance du métabolisme de 1’auxine
dans la croissance radiale. De nombreux travaux portent d’ailleurs sur ce théme, ainsi que sur
I’identification des génes qui interviennent dans le transport de 1’auxine, son métabolisme,
etc... Comme déja précisé, nos modeles multicellulaires pourraient intégrer un tel niveau de
description afin de rassembler les aspects tissulaires, cellulaires, métaboliques et génétiques.
De la méme facon, pour I’invagination, le systéme cellulaire devrait intégrer les facteurs
génétiques et métaboliques de contrdle de 1’actine. Cette intégration nécessite, par contre, une
description spatiale des interactions, puisque les répartitions spatiales d’auxine ou d’actine

sont primordiales pour le développement.

Les réseaux métaboliques et génétiques sont particulicrement complexes. Ils
comportent un nombre important de composants fortement interconnectés. L’analyse du
fonctionnement des réseaux nécessite ainsi, a priori, la prise en compte des systémes dans
leur intégralité. C’est pourquoi 1’étude de cette annexe est appliquée aux deux organismes
simples que sont Escherichia coli et Saccharomyces cerevisiae. Les réseaux métabolique et
génétique de ces deux microorganismes ont ¢t¢ largement étudiés, ce qui permet d’envisager
leur intégration. Ce travail d’assemblage des deux réseaux a été réalisé par P. Ramirez pour E.
coli et par C. Oviedo pour S. cerevisiae (Ramirez, 2003 ; Ramirez et al., soumis ; Oviedo,
2004) au sein du laboratoire CIBYB. La méthode est la méme : les interactions référencées
pour les organismes ont été traduite en regles d’évolution discréte au sein d’un systeme

dynamique discret.

L’application précise de ces travaux est la modélisation du comportement des
microorganismes selon la composition du milieu extérieur en carbone. Il a été en effet observé
expérimentalement que ces organismes ¢établissent une préférence entre les sources. Le
glucose est toujours choisi prioritairement, puis le glycérol. Pour E. coli, le cas ou seul
I’acétate est présent a été pris en compte et pour S. cerevisiae la troisiéme source était

I’éthanol. La troisieme source est toujours la moins prioritaire. Les organismes détectent alors
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la présence ou I’absence des différents substrats et métabolisent le substrat choisi. La
métabolisation de chaque source de carbone utilise un certain chemin métabolique et une

certaine configuration d’activitation-inhibition des genes associés.

Les simulations informatiques ont montré que le systéme dynamique discret converge
vers les bonnes configurations selon la composition du milieu extérieur, représentée par la
valeur des variables associées aux sources de carbone. Ces simulations ont été réalisées pour
un certain nombre de situations initiales choisies aléatoirement pour chaque composition du
milieu. La validation complete du systeme nécessite la vérification de ces convergences pour
toutes les situations initiales possibles. Cette vérification est impossible a effectuer
directement du fait du nombre gigantesque de situations a tester. La premiére partie de notre
travail a consisté a développer une méthode pour démontrer ces convergences. Cette méthode,
de type « systéeme dynamique symbolique », cherche a maximiser le nombre de vérifications
par calcul. Elle prend en compte la dynamique des bornes de variations des variables,
conjointement a la dynamique des variables. Pour les deux organismes, la méthode démontre
toutes les convergences voulues. Elle permet également d’étudier les différents chemins de
convergences et d’analyser ainsi les composants importants des réseaux. Une perspective
intéressante serait d’étudier la réutilisation de cette méthode pour d’autres systeémes
dynamiques discrets. Plus précisément, il serait bon de caractériser les propriétés des réseaux

pouvant s’analyser facilement a 1’aide de cet outil.

Une autre partie du travail a été la construction progressive d’un modele continu, dans
le cas d’E. coli, pour généraliser les comportements discrets, en intégrant les phases
transitoires. Une premicre étape a consisté en [’élaboration d’un systéme d’équations
différentielles ordinaires directement issu du systeme discret. Nous avons ensuite pu
construire, a partir de ce premier modele continu, un systéme adapté a I’intégration de valeurs
réelles quantitatives, en normalisant chaque variable entre 0 et 1 ou entre —1 et 1. Les
variables représentent alors un « pourcentage » d’intensité¢ de flux, d’expression de gene,...
Nous avons aussi intégré des équations reflétant la détection des sources de carbone et non
leur concentration. Une derni¢re amélioration prend en compte la consommation et la
production de chaque source de carbone et met alors en jeu les différentes phases de
fonctionnement. Si toutes les sources de carbone sont présentes, ce modéle montre que
I’organisme fonctionne d’abord avec le glucose, puis avec le glycérol, lorsque le glucose est

entierement consommeé, puis enfin avec 1’acétate. A chaque fois, la dynamique fournit, pour
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chaque composition en source de carbone, une convergence vers la situation stable

correspondante.

Un des intéréts de I’approche continue est la possibilité de démontrer globalement, de
maniere purement théorique, 1’existence de points fixes, de solutions périodiques ou
chaotiques (plus généralement d’attracteurs), grace aux nombreux théorémes de convergence

existants (Demongeot, 1981b).

Le modele final est apte a fonctionner avec des valeurs quantitatives. Il est nécessaire,
pour améliorer son réalisme, d’affecter aux équations les constantes de temps expérimentales,
ainsi que les valeurs des concentrations, de I’expression génique,... Il est aussi indispensable,
pour la partie métabolique, d’écrire 1I’expression des taux de réaction en fonction du temps et

de considérer les coefficients steechiométriques des réactions concernées.

329



A.5 Bibliographie

1.  Aracena, J. (2001). Modelos Matematicos Discretos Asociados a Sistemas Biologicos.
Aplicacion a las redes de regulacion génica. Tesis de Doctor en Cs. de la Ingenieria,

mencion Modelamiento Matematico, Universidad de Chile.

2. Aracena, J., Gonzélez M., Méndez M.A., and Cambiazo V. Regulatory network for cell

shape changes during Drosophila ventral furrow formation. J. Theor. Biol. In Press.

3. Baconnier, P., Pachot P. and Demongeot J. (1993). An attempt to generalize the control
coefficient concept. J. Biol. Systems 1, 335-347.

4.  Bentley, W.E., Mirjalili N., Andersen D.C., Davis R.H., and Kompala, D.S. (1990).
Plasmid encoded protein : the principal factor in the metabolic burden associated with

recombinant bacteria. Biotechnol. Bioeng. 35, 668-681.

5. Bledig, S.A., Ramseier T.M., Saier M.H. Jr. (1996). Frur mediates catabolite activation

of pyruvate kinase (pykF) gene expression in Escherichia coli. Journal of Bacteriology

178(1), 280-283.

6. Carlsen, M., Jochumsen K.V., Emborg C., and Nielsen J. (1997). Modeling the growth
and proteinase A production in a continuous cultures of recombinant Saccharomyces

cerevisiae. Biotechnol. Bioeng. 55, 447-454.
7. Charpentier, B., Bardey V., Robas N., and Branlant C. (1998). The EIIGIc Protein Is
Involved in glucose-Mediated Activation of Escherichia coli gapA and gapB-pgk

Transcription. Journal of Bacteriology 180(24), 6476-6483.

8. Cozzone, A.J. (1998). Regulation of acetate metabolism by protein phosphorylation in
enteric bacteria. Annual Reviews Microbiology 52, 127-164.

330



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Cunningham, L., Gruer M.J. and Guest J.R. (1997). Transcriptional regulation of the
aconitase genes (acnA and acnB) of Escherichia coli. Microbiology 143, 3795-3805.

Demongeot J. and Seydoux F. (1979). Oscillation glycolytiques : modélisation d’un
systeme minimum a partir des données physiologiques et moléculaires. In : Elaboration
et justification des modeéles en biologie 2, eds P. Delattre et al., Maloine, Paris, 519 —

536.

Demongeot, J. (1981a). Existence de solutions périodiques pour une classe de systémes
différentiels gouvernant la cinétique de chaines enzymatiques oscillantes. Lecture Notes

in Biomaths 41, 40-62.

Demongeot, J. (1981b). Theoretical study of attractors in enzymatic systems. In : System

Dynamics and analysis of change, ed. B.E. Paulré, North Holland, Amsterdam 151-171
pp-

Demongeot, J. and Seydoux F. (1981). Sur I’approche théorique dans I’étude des
systemes métaboliques. Bulletin GERB 13, 23-37.

Demongeot, J and Kellershohn N. (1983). Glycolytic oscillations : an attempt to an « in
vitro » reconstitution of the higher part of glycolysis. Lectures Notes in Biomaths 49,

17-31.

Demongeot, J. and Laurent M. (1983). Sigmoidicity in allosteric models. Math.

Biosciences 67, 1-17.
Eppler, T., Postma P., Schiitz A., Vélker U., Boos W. (2002). Glycerol-3-Phosphate-
Induced Catabolite Repression in Escherichia coli. Journal of Bacteriology 184(11),

3044-3052.

Goldbeter, A. and Lefever R. (1972). Dissipative structures for an allosteric model.

Application to glycolytic oscillations. Biophys. J. 12, 1302-1315.

331



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Gonzalez, R. (2001). Uso de la ingenieria metabolica en el estudio de la produccion de
proteinas y etanol en cepas recombinantes. Santiago, Universidad de Chile, Facultad de

Ciencias Fisicas y Matematicas. 219 pp.

Gonzalez, R., Andrews B.A., Molitor J. and Asenjo J.A. (2003). Metabolic Analysis of
the synthesis of high levels of intracellular human SOD in Saccharomyces cerevisiae

rhSOD 2060 411 SGA 122. Biotechnol Bioeng. 82, 152 —1609.

Holms, H (1996). Flux analysis and control of the central metabolic pathways in

Escherichia coli. FEMS Microbiol. Rev. 19, 85-116.

Holtman, C.K., Pawlyk A.C., Meadow N.D. and Pettigrew D.W. (2001). Reverse
genetics of Escherichia coli glycerol kinase allosteric regulation and glucose control of

glycerol utilization in vivo. Journal of Bacteriology 183(11), 3336-3344.

Hurley, J.H., Faber H.R., Worthylake D., Meadow N.D., Roseman S., Pettigrew D.W.
and Remington S.J. (1993). Structure of the regulatory complex of Escherichia coli
II1Gle with glycerol kinase. Science 259, 673-677.

Kacser, H. and Burns J.A. (1973). The control of flux. Symp. Soc. Exp. Biol. 27, 65-104.

Kimata, K., Takahashi H., Inada T., Postma P. and Aiba H. (1997). cAMP receptor
protein-cAMP plays a crucial role in glucose-lactose diauxie by activating the major

glucose transporter gene in Escherichia coli. Proc. Natl. Acad. Sci. 94, 12914-12919.

Klein, C., Olsson L. and Nielsen J. (1998). Glucose control in Saccharomyces

cerevisiae : the role of MIG1 in metabolic functions. Microbiol. 144, 13-24.

Lutfiyya, L.L., Iyer V.R., DeRisi J., DeVit M.J., Brown P.O. and Johnston M. (1998).
Characterization of three related glucose repressors and genes they regulate in

Saccharomyces cerevisiae. Genetics 150, 1377-1391.

McAdams, H.H. and Shapiro L. (1995). Circuit simulation of genetic networks. Science
269, 650-656.

332



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Mendoza, L. and Alvarez-Buylla E. (1998), Dynamics of the genetic regulatory network
for Arabidopsis thaliana flower morphogenesis. J. Theor. Biol. 193, 307-319.

Nam, T.W., Cho S.H., Shin D., Kim J.H., Jeong J.Y., Lee J.H., Roe J.H., Peterkofsky
A., Kang S.O., Ryu S. and Seok Y.J. (2001), The Escherichia coli glucose transporter
enzyme [ICB(Glc) recruits the global repressor Mlc. EMBO Journal 20(3), 491-498.

Negre, D., Bonod-Bidaud C., Geourjon C., Deleage G., Cozzone A.J. and Cortay J.C.
(1996). Definition of a consensus DNA-binding site for the Escherichia coli pleiotropic
regulatory protein, FruR. Molecular Microbiology 21(2), 257-266.

Negre, D., Oudot C., Prost J.F., Murakami K., Ishihama A., Cozzone A.J. and Cortay
J.C. (1998). FruR-mediated transcriptional activation at the ppsA promoter of
Escherichia coli. Journal of Molecular Biology 276(2), 355-365.

Nielsen, J. and Villadsen J. (1994). Bioreaction Engineering Principles. Plenum Press,

New York.

Oh, M. and Liao J.C. (2000), Gene Expression Profiling by DNA Microarrays and
Metabolic Fluxes in Escherichia coli. Biotechnol. Prog. 16, 278-286.

Oviedo, C. (2004), Simulacion y optimizacion usando modelos matematicos discretos
aplicados a redes metabolicas. Tesis para optar al grado de Ingeniero Civil, mencion

Biotecnologia, Universidad de Chile, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas. 120

pp-

Park, S.J., Cotter P.A. and Gunsalus R.P. (1995). Regulation of malate dehydrogenase
(mdh) gene expression in Escherichia coli in response to oxygen, carbon, and heme

availability. Journal of Bacteriology. 177(21), 6652—6656.

Ramirez, P. (2003). Modelos matematicos discretos aplicados a redes de regulacion

génica y redes metabdlicas. Tesis para optar al grado de Ingeniero Civil, mencion

333



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Biotecnologia, Universidad de Chile, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas. 58

pp-

Ramirez, P., Andrews B.A., Aracena J., Goles E. and Asenjo J.A. A discrete

mathematical model applied to genetic regulation and metabolic networks. Submitted.

Snoep, J.L., Yomano L.P., Westerhoff H.V. and Ingram, L.O. (1995). Protein burden in
Zymomonas mobilis : negative flux and growth control due to overproduction of

glycolytic enzymes. Microbiology 141, 2329-2337.

Srienc, F., Campbell J.L., and Bailey J.E. (1986). Analysis of unstable recombinant
Saccharomyces cerevisiae population growth in selective medium. Biotechnol. Bioeng.

28, 996-1006.

Stephanopoulos, G., and Vallino J.J. (1991). Network rigidity and metabolic

engineering in metabolite overproduction. Science 252, 1675-1681.

Stephanopoulos, G.N., Aristidou A.A. and Nielsen, J. (1998). Metabolic Engineering.

Academic Press, London.

Takeda, S., Matsushika A. and Mizuno T. (1999). Repression of the gene encoding
succinate dehydrogenase in response to glucose is mediated by the EIICB(GIc) protein

in Escherichia coli. J. Biochem. (Tokyo) 126(2), 354-360.

Tanaka, Y,. Kimata K. and Aiba H. (2000). A novel regulatory role of glucose
transporter of Escherichia coli : membrane sequestration of a global repressor Mlc.

EMBO Journal 19(20) 5344-5352.

Van Hoek, P., Flikweert M.T., Van der Aardt Q.J., De Steensma H.Y., Van Dijken J.P.
and Pronk, J.T. (1998). Effects of pyruvate decarboxylase overproduction on flux

distribution at the pyruvate branch point in Saccharomyces cerevisiae. Appl. Environ.

Microbiol 64,2133-2140.

334



45. Vanrolleghem, P.A., de Jong-Gubbels P., van Gulik W.M., Pronk J.T., van Dijken J.P.,
Heijnen S. and Vanrolleghem, P. et al. (1996). Validation of a Metabolic Network for

Saccharomyces cerevisiae using mixed substrate studies. Biotechnol Prog. 12, 434 -448.

335



336



GLOSSAIRE DES PRINCIPALES NOTATIONS

Notations principales utilisées dans les parties 2 a 5

Lettres majuscules

aire
premier point du c6té basal de la cellule X

deuxieme point du c6té basal de la cellule X,

premier point du coté apical de la cellule X,

concentration d’hormone
matrice de diffusion
deuxieme point du c6té apical de la cellule X,

SOQQ e

)

S

coefficient de diffusion dans la direction 4

S

[

coefficient de diffusion dans la direction w
intensité de croissance en aire de la cellule X,

loi de croissance tridimensionnelle

QD

flux d’auxine
flux de production d’auxine

=

constante de proportionnalit¢é pour la tendance des cellules cambiales a
s’orienter parallélement les unes aux autres

largeur de référence pour une cellule cambiale

nombre de cellules du xyléme

nombre de cellules cambiales

périmetre du cambium

rayon

nombre de Reynolds

transition globale entre ¢ et ¢t + 1

=2z

~ ‘=
+
—

&2 CQ(:\;?U@

»ﬁw
+
—

transition partielle de croissance entre ¢t et ¢ + 1

(40
&
+

transition partielle de division entre ¢ et ¢ 4 1.

o transition partielle d’élimination entre ¢ et ¢t + 1.

&2
Ry

. transition partielle de maintien de la forme entre ¢ et ¢ + 1

&
3

t+1

%
B

transition partielle quelconque entre ¢ et ¢ + 1, avec = = {¢,m,e,d}
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Sz, transition locale de type z, centrée sur la k™™ cellule cambiale

Sz transition générique de type x

X, 1" cellule cambiale

X, cellule voisine de X, la précédant dans le sens de description de I'.
" cellule voisine de X, la suivant dans le sens de description de I'.

X état de la ™ cellule aprés j itérations de type x .

X' état de la cellule X, aprés une itération Sz .

w xyléme

Wz, état du xyléme apres j itération de type x

Lettres minuscules

g gravité

h fonction définissant le terme de I’influence de la gravité sur I’orientation des
cellules cambiales

he application de croissance

Jo intensité du flux de production d’auxine

k coefficient de maintenance des cellules cambiales

k, sensitivité du cambium a ’TAA

[ épaisseur radiale de référence pour une cellule cambiale

i vecteur unitaire donnant la direction longitudinale descendante

m courbe tridimensionnelle représentant la zone médullaire de 1’arbre

n normale unitaire pointant vers I’extérieur

n, nombre d’élimination cellulaire

D pression

D périmetre utile de la cellule X,

De critere de décision pour le choix du type de division cambiale

q valeur aléatoire choisie uniformément entre 0 et 1.

r fonction qui paramétre la surface

rot, (.,0)  rotation de centre M et d’angle 6.

s abscisse curviligne

t temps (discret ou continu)

A premier vecteur tangent a €2

t deuxiéme vecteur tangent & Q

U vecteur unitaire orienté selon le grand axe des cellules cambiales fusiformes,
dans la direction descendante

vitesse de fluide

vitesse du transport actif de I'TAA

vecteur unitaire donnant une premiére direction transversale a Zz .
vecteur unitaire donnant une deuxiéme direction transversale a 7z .
lettre de I’alphabet {c,m,e,d}

lettre qui précéde x dans I’alphabet {c,m,e,d}

8 88l Y

IS e
]
|
—_

—

vecteur unitaire donnant la direction verticale ascendante
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Lettres grecques majuscules

T
Tz ;
FZL’;k)

N

DD = & > >

cambium
¢tat du cambium apres j itération de type =

état de toutes les cellules du cambium sauf de X, et de ses voisines, aprés j

itération de type x
croissance en aire du cambium
aire de la cellule X,

intensité du flux total d’IAA a travers une section transversale
fonction indicatrice

domaine cambial tridimensionnel
surface cambiale

Lettres grecques minuscules

o)

Q.

(3

&)

=2

Ensembles

N
R

1,..., N]

angle de référence
angle formé par les directions latérales : (AiCi, BZ.Di)

constante de proportionnalité pour D’effet de gravité sur I’orientation des
cellules cambiales

projection généralisée

projection orthogonale sur la cellule X

constante de proportionnalité pour 1’effet d’orientation des cellules cambiales

selon le flux d’auxine
viscosité

densité

fonction fournissant 1’ordre de parcours aléatoire des cellules cambiales
vecteur (7., 7,, 7,k AA)

seuil critique de division

seuil critique d’¢élimination

ratio entre le périmétre utile et ’aire de la cellule X,

limite supérieure en largeur des cellules cambiales

taux de production de xyléme

angle d’orientation du vecteur 4

ensemble des entiers naturels
ensemble des nombres réels
ensemble des entiers compris entre 1 et N
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Glossaire des notations spécifiques a la partie 6

SRS O

ol ™

fonction qui calcule 1’age des cellules dans un état
ensemble des états cellulaires possibles

état indifférencié

état différencié de type rouge

voisinage de la cellule X,

voisinage restreint de la cellule X,

état différencié de type vert

éme

17" cellule

¢lément de F
complémentaire de e dans {V, R}

nombre total de cellule

fonction de calcul du poids d’un état dans un voisinage
probabilité de division par file cambiale

fonction seuil

seuil de référence de 1’état noir

seuil de référence de I’état rouge

seuil de référence de 1’état rouge

vitesse d’avancée dans la voie de différenciation rouge
vitesse d’avancée dans la voie de différenciation verte
état de la cellule X,

fonction permettant de tester la valeur de z,.

Glossaire des notations spécifiques a la partie 7

Q

Tl s SO

e 0z

~ &l
=
£

=

concentration du morphogéne
constante de diffusion du morphogene

module d”Young du milieu X,

forces volumiques

force totale a laquelle est soumise la cellule X,
matrice identité

nombre de cellules épithéliales
ensemble des sommets fixés

1™ cellule épithéliale
milieu interne

vecteur déplacement
fonction déterminant 1’intensité des forces

épithélium
cercle représentant le noyau de la cellule X,
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RO >0

Q

S

quantité¢ de morphogene dans la cellule X,
accélération
production du morphogene par I’

tenseur des déformations
coefficient de Poisson du milieu X,

tenseur des contraintes

terme global de production du morphogene
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