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Résumeés

Ces travaux ont pour objectif le développement de modeles de prédiction d’interaction
rotor /stator dans un moteur d’avion. En effet, afin de rester un acteur compétitif, un
motoriste a un objectif principal: augmenter le rendement d’un moteur d’avion en ac-
cord avec les normes en vigueur. La minimisation du jeu entre 'extrémité des aubes des
différents composants en rotation et le carter qui leur fait face est une réponse a cette
contrainte. Malheureusement, la diminution de cette distance augmente sensiblement les
possibilités de contact entre les deux parties. Les conséquences d’un tel phénomene pou-
vant étre dramatiques pour le moteur, le bureau d’études doit concevoir des structures
capables de résister a ces différentes sollicitations dynamiques: il est donc primordial de
comprendre 1'origine et ’action de ces forces de contact pour réduire de fagon optimale le
jeu entre les deux parties sans compromettre la sécurité des passagers. Dans cette étude,
nous nous concentrons plus particulierement sur 'interaction entre deux modes de vibra-
tion a diametres, caractéristiques des structures a symétrie axiale, pendant laquelle les
structures se touchent légerement pour atteindre des régimes permanents potentiellement
dangereux. A cet effet, trois modeles de complexité croissante sont proposés et analysés, en
plus de deux méthodes de résolution complémentaires développées dans les domaines fré-
quentiel et temporel. Ces trois modeles prédisent une vitesse de rotation critique au-dessus
de laquelle, sous certaines conditions qui restent difficiles a déterminer, les amplitudes de
vibrations deviennent importantes. Ils ont aussi permis une meilleure compréhension du
phénomene d’interaction modale et de ses caractéristiques physiques.

Mots-clés:

mécanique du contact - méthode de synthese modale - fonctions splines - éléments finis -

turboréacteurs - interaction modale - modes a diametres - symétrie cyclique
o000

This research work aimed at developing models of rotor/stator interaction in aircraft en-
gines. Actually, in order to be competitive, a manufacturer has one main objective: increa-
sing the engine efficiency in agreement with current regulations. To fulfill this condition, it
is desirable to reduce the clearance between stationary and rotating parts. Consequently,
reduced clearance highly increases the possibility of violent contact between the structures.

Such a nonlinear phenomenon may result in severe damage to the engine and engineers
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must design structures capable of withstanding this kind of dynamical loads: then, it is
a primary concern to get a full insight of the physical mechanisms in order to optimize
the gap between the two structural parts without jeopardizing passengers’ safety. In this
study, we focus on the interaction of two nodal diameter modes, typical of axisymmetric
structures, during which, structures slightly touch each other leading to a steady-state
behavior potentially dangerous. To this aim, three models with growing complexity are
detailed in conjunction with two complementary numerical approaches in the time and
frequency domains. Respective results predict a critical rotational velocity of the engine
above which, under certain circumstances, vibration amplitudes become large. They also

allowed for a better understanding of the modal interaction phenomenon.

Keywords :
contact mechanics - component mode synthesis - spline functions - finite element method

- turbomachine - modal interaction - nodal diameter mode - cyclic symmetry

Discipline : Sciences de 'Ingénieur
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Introduction

Les travaux de cette these, financés par le Ministere de ’Enseignement Supérieur et de la
Recherche, s’inscrivent dans le cadre d’un partenariat entre SNECMA (Société Nationale
d’Etude et de Construction de Moteurs d’Avion), I’Equipe Structures et Simulations du
laboratoire GeM & I'Ecole Centrale de Nantes et le Laboratoire de Vibration et d’Acous-

tique de I’Université du Michigan.

Contexte industriel

La poussée d'un moteur d’avion obéit au principe action/réaction de Newton. Ceci est
rendu possible grace a la conception d'un turbo-réacteur (cf. figure 1), qui résulte de
I'utilisation d’une turbo-machine a des fins de propulsion. Il tire sa puissance de trois
éléments, un compresseur, une chambre de combustion et une turbine, qui font subir a
Iair un cycle thermodynamique au cours duquel il acquiert de I’énergie. Actuellement
dans le domaine civil, la géométrie des machines, dite a double flux du fait de la partition
entre 'air qui part en éjection directe apres compression dans la soufflante et celle qui
subit le cycle décrit ci-dessus, a permis d’augmenter considérablement le rendement. Ce
dernier, défini simplement comme le rapport entre ’énergie en entrée et 1’énergie en sortie,
ainsi que la masse des composants, sont deux parametres primordiaux lors de la phase de
conception. Pour rester compétitif en termes de consommation et de prix, il est crucial
d’augmenter le rendement du moteur d’avion en associant réduction de masse et respect
des normes en vigueur, dans le domaine sonore par exemple. Pour répondre a la premiere
contrainte, il est possible de minimiser la distance entre les différents composants en
rotation, dont l’ensemble est nommé rotor, et le carter qui les entourent. Ce dernier,
partie fixe encore appelée stator et dont le role est de toute premiere importance, permet
a la fois de garantir la rétention des éléments mécaniques en cas d’accident et de diriger
de maniere optimale 1’écoulement d’air qui traverse le moteur. La réduction de la masse
passe, elle, par 'utilisation de matériaux plus légers et plus résistants et par la conception
de structures moins volumineuses.

Il est aisément concevable que la diminution du jeu entre 'extrémité des aubes et le carter
augmente sensiblement les risques de contact entre les deux parties. Leurs origines sont
multiples :

— apparition d’'un balourd au niveau du rotor apres ingestion d’oiseaux ou de glace;

— orbitage du rotor induit par des charges de manceuvre de I'avion ;
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figure 1 — Coupe d’un réacteur CEM56-7

— déformation thermique du carter du fait d’un gradient de température ;

— vibrations des structures.

Il va de soi que la dynamique des contacts est intimement liée aux caractéristiques mé-
caniques des structures en jeu et que les conséquences d'un tel phénomene peuvent étre
dramatiques pour un moteur d’avion. Le bureau d’études doit concevoir des structures
capables de résister a ces différentes sollicitations dynamiques, en ne perdant pas de vue,
d’une part, que les vitesses tangentielles en extrémité d’aube de soufflante sont de 'ordre
de 500 m/s et en acceptant, d’autre part, le fait que de tels événements sont inévitables
[SIN 05]. Il faut donc maitriser 'origine et I’action de ces forces de contact pour réduire de
facon optimale le jeu entre les deux parties sans compromettre la sécurité des passagers.

Objectifs de la these

Dans ce mémoire, les problemes de contact qui génerent des comportements transitoires
de quelques millisecondes suite a une perte d’aube par exemple ou a l'ingestion d'un
oiseau ne sont pas abordés. Le sujet proposé par SNECMA concerne plus spécifiquement
les phénomenes d’interaction roue aubagée/carter qui s’étendent sur des échelles de temps
plus longues, pendant lesquelles les structures se touchent légerement pour atteindre des
régimes permanents. Il est possible de classifier ces phénomenes de la facon suivante:

— excitation forcée des modes propres d'une aube conduisant a son endommagement ;

— couplage entre les modes du carter et ceux de la roue aubagée, entrainant 1'appa-
rition d’une coincidence vibratoire et une possible augmentation des amplitudes de
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vibration.

Ces deux points font actuellement I'objet d’études approfondies a SNECMA et notre tra-
vail de recherche s’inscrit dans le cadre du second probleme. Comprendre 'interaction
modale dans son ensemble en développant des outils numériques modélisant les phéno-
menes de fagon simple mais réaliste et un dispositif expérimental visant a identifier les
différents parametres nécessaires aux modeles numériques.

Le premier objectif de cette these concerne 'amélioration des modeles de prédiction d’une
interaction modale rotor-stator. A cette fin, deux modéles simples et complémentaires
ont été développés et des méthodes temporelle et fréquentielle dédiées a la résolution des
problemes sont mises en ceuvre. La généralisation a un cas industriel est ensuite permise
et représente le second objectif.

Organisation du mémoire

Le chapitre 1 concerne le développement mathématique simple du phénomene d’interac-
tion modale rotor-stator pouvant survenir dans un moteur d’avion en exploitant les carac-
téristiques mécaniques des structures a symétrie axiale. Une rapide analyse théorique des
échanges d’énergie liés a cet événement et fondée sur des hypotheses simplificatrices ainsi
que quelques reperes bibliographiques rappelant les études déja menées sur ce theme sont
donnés en parallele. Il s’avere que la littérature correspondante est relativement pauvre.
Néanmoins, les études concernant certains types de contact dynamique rotor/stator sont
d’actualité : en effet, 'augmentation de la puissance des ordinateurs permet aujourd’hui
de modéliser des problemes d’une grande complexité. D’autre part, une meilleure compré-
hension du contact dynamique est stratégique pour le développement rapide de moteurs
performants.

Le chapitre 2 aborde la mécanique du contact en tenant compte des hypotheses restric-
tives des petites perturbations qui nous intéressent. Les équations du mouvement sont
présentées dans un cadre général ou deux solides viennent en contact, en formulation
forte en tenant compte des contraintes d’inégalité du contact puis en formulation faible
équivalente propice a la programmation en utilisant la méthode des éléments finis. Les
procédures de résolution de cet ensemble d’équations fortement non-linéaires découlent de
I'optimisation mathématique dont le fondement est expliqué succinctement.

Différentes procédures pour la résolution numérique de notre probleme sont ensuite dis-
cutées dans le chapitre 3. Tout d’abord est présentée la méthode des éléments finis, tres
utilisée dans le domaine des structures. Ensuite, les algorithmes temporels, implicites ou
explicites, plébiscités en mécanique du contact, sont détaillés. Ceci conduit a définir le
choix ainsi que la structure de 'algorithme retenu dans ce travail. Toutefois, les méthodes
temporelles, malgré leur puissance et leur généralité, sont particulierement sensibles au
pas de temps et il a été jugé utile de s’intéresser a une démarche permettant la résolu-
tion des équations dans le domaine fréquentiel et capable de prendre en compte toute
non-linéarité. Enfin, deux exemples valident I’ensemble des approches proposées.
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Les projets des chapitres 4, 5 et 6 sont similaires: développer des modeles d’interaction
rotor-stator par I'intermédiaire de contacts structuraux a partir des méthodes numériques
présentées dans le chapitre 3 et en se concentrant plus particulierement sur le phénomene
d’interaction modale.

Le chapitre 4 porte sur une modélisation tres simple de turbo-machine développée en
tout début de these et remplissant les conditions géométriques de symétrie cyclique. Les
deux méthodes temporelle et fréquentielle sont adaptées a ce cas d’étude et leurs résultats,
compareés.

Le chapitre 5 décrit la seconde modélisation dont 'objectif est de pallier les limitations
de la premiere et ce, pour détecter le phénomene d’interaction modale. Cette modélisation
est nécessairement plus riche et demande des développements théoriques et numériques
élaborés, notamment en ce qui concerne la gestion du contact. Les algorithmes généraux
précisés dans le chapitre 3 sont approfondis. Dans le domaine temporel, une étude para-
métrique du comportement de ’ensemble rotor-stator est réalisée en fonction de la vitesse
de rotation du moteur. Afin de clarifier 'analyse de ce type de systeme oscillant mais
apériodique, une méthode multi-fréquentielle & deux dimensions (c’est-a-dire avec deux
fréquences sans dénominateur commun) est présentée. Un rapprochement avec la notion
de mode propre non-linéaire parait d’actualité.

L’atout principal de ces deux premiers modeles réside dans leur faible taille. Ils sont
propices a des études académiques pour une meilleure compréhension phénoménologique
mais d'un intérét restreint pour un industriel. Ils n’offrent pour ainsi dire aucune pers-
pective réaliste quant a l’analyse des efforts de contact, des niveaux de déformations
et de contraintes subis par les structures, lorsque le phénomene apparait dans un mo-
teur d’avion. Pour cette raison, un modele 3D livré par notre partenaire SNECMA a été
adapté et enrichi. Deux concepts connus des mécaniciens sont alors mis en ceuvre dans le
chapitre 6: (1) tout d’abord une réduction du modele par une méthode de syntheése mo-
dale cohérente, pour partie, avec le phénomene de contact étudié et (2) un enrichissement
fonctionnel de la surface de contact par des éléments splines afin de faciliter la gestion du
contact et la rendre indépendante de la finesse du maillage. La résolution des équations
est réalisée seulement dans le domaine temporel. Des résultats de convergence modale, de
pas de temps optimal et d’interaction sont commentés.

Le mémoire se termine par cing annexes pour compléter certaines notions et préciser
quelques algorithmes.
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Interaction modale dans
un moteur d’avion
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Conclusion . . . . . . . . . e e e 14

Dans toute turbo-machine, 'existence de forces de couplage entre le rotor et le stator
peut conduire dans certains cas a des amplitudes de déformation considérables. Plus spé-
cifiquement dans un moteur d’avion, plusieurs mécanismes mécaniques différents sont a
I'origine de tels phénomenes. Il est possible de les classer en trois grandes catégories selon
la nature des forces d’interaction entre les deux structures:

1. les forces d’interaction proviennent de variations de pression aérodynamique sans
contact ;

2. les forces d’interaction se réduisent a un unique point de contact mécanique sur la
circonférence entre rotor et stator ;

3. les forces d’interaction se situent simultanément en plusieurs points de contact mé-
canique sur la circonférence entre rotor et stator.

Les deux premieres catégories sont plus ou moins bien connues et ne font pas partie inté-
grante de notre travail de recherche. La deuxieme a notamment fait 'objet de nombreuses
études dans le cadre de la dynamique des rotors. Ces études considerent généralement des
disques rigides fixés sur un arbre élastique, lui méme supporté par des paliers lisses ou
des roulements. Pour exemples, plusieurs travaux (cf. [VAN 87], [LEE 93] ou [CHI 93])
expliquent les méthodes de modélisation, de résolution et donnent des éléments d’analyse.
Les différents modeles vont de I'arbre sans masse a ’arbre avec amortissement interne
soumis a un balourd et ou les équations de la dynamique des fluides et les conditions
de contact et de frottement sont incluses. Il est important de faire la différence entre ce
champ d’investigation et le notre, qui se propose d’étudier le troisieme type d’interaction.

Ce chapitre présente donc la problématique initialement proposée par SNECMA. 11 s’agit
de I’étude de l'interaction modale rotor-stator dans un moteur d’avion. La premiere par-
tie explique le phénomene physique en termes mathématiques tres simples pour jeter les
bases d’un développement numérique afin de mettre a la disposition de SNECMA, un
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1.1

1.1.1

6 Chapitre 1. Interaction modale dans un moteur d’avion

outil informatique prédictif. La présentation de I’état actuel des connaissances de 'entre-
prise [BER 91] précede une analyse critique d’un travail sur un sujet similaire entrepris a
I'université de Londres et détaillé en fin de chapitre.

Structures a symétrie axiale

Le phénomene physique qui est présenté dans cette partie ne peut exister que pour une
certaine classe de structures dites a « symétrie axiale ». Ce type de structure comprend
un sous-ensemble qui contient les structures a périodicité (ou symétrie) cyclique et il
est important de bien comprendre leurs caractéristiques mathématiques et mécaniques
particulieres. DAVIS est 'auteur d’un ouvrage de référence en la matiere [DAV 94].

Structures a symétrie cyclique

Une structure est dite a symétrie cyclique si elle est constituée d’une répétition adjacente
et fermée autour d’'un axe de symétrie, d’'une entité minimale appelée secteur. Dans le
domaine aéronautique, une roue aubagée de moteur d’avion constitue 'exemple typique
d’une telle structure. Les matrices masse et raideur de toute structure a périodicité cy-
clique sont telles que le probleme aux valeurs propres associé prend la forme circulante
par bloc suivante :

[ YO Yl 0 0 YlT T
YlT YO Yl O - O
Y = - | aveCYi:Ki—wQMiet’i:[O,l] (1.1)
0 0 Y1T YO Yl
Y, 0 - 0 Y/ Yy |

La taille des blocs Y et Y, est égale au nombre de degrés de liberté d'un secteur et il y a
autant de blocs que de secteurs. Les matrices Kg et M sont déduites des matrices masse
et raideur du secteur fondamental. Les matrices M; et K; sont construites en tenant
compte des connections entre secteurs. On démontre qu’il existe un espace mathématique
dont les éléments sont notés x, appelé espace des coordonnées cycliques réelles, dans lequel
la matrice Y est transformée en une matrice ?, diagonale par bloc [JOS 81]. Excepté le
premier, et le dernier si le nombre de secteurs est pair, chaque bloc s’écrit :

Yo+ (Y1 + YlT) COS N g (Y1 - YlT) sin ngo

Y= (YlT — Yl) sin ngo Y, + (Y1 + YlT) COS Ny

(1.2)

ou ng est ’harmonique considéré, aussi dit nombre de diametres nodaux, et ou « est
I’angle minimal de répétitivité, c’est-a-dire la taille angulaire d’un secteur. En notant u,
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(a) roue aubagée de 22 aubes et un secteur (b) mode a 3 diamétres nodauz

figure 1.1 — Exemple de structure a symétrie cyclique

les éléments de 1’espace physique, le probleme aux valeurs propres initial :
Yu=0 (1.3)

est découplé en une série de sous-problemes aux valeurs propres, de taille plus petite et
dépendante de 'harmonique:

Y"ix™ =0 (1.4)

Chaque nouveau sous-probleme appartient a une classe particuliere de problemes aux
valeurs propres réelles et (presque toutes) doubles (cf. annexe C) et dont les deux modes
respectifs ont une forme bien spécifique. Ainsi, afin de faciliter la compréhension, la matrice
x"4 des modes propres est scindée en ses moitiés supérieure et inférieure, dont les notations
sont définies plus tard, comme suit: x" = [x®" x5"]T Les deux modes consécutifs &
fréquence identique w deviennent :

c,ng C,Nng C,Ng _ SNd
x"d = | % ] Fer et x™ = | % =4 X1 (1.5)
w,l ™ s,nq - S,mq w,2 T s,nq - c,ng )
x X x X
w,l w,2

Dans ce nouvel espace cyclique, il y a autant de modes propres associés a un harmonique
qu’il y a de degrés de liberté par secteur et le nombre d’harmoniques est limité par le
nombre de secteurs. La figure 1.1(b) illustre par exemple le premier mode de flexion des
aubes selon le troisieme harmonique. Comme il y a bijection entre les coordonnées phy-
siques définies sur la roue complete et les coordonnées cycliques définies sur un seul secteur
fondamental, il est ensuite possible de reconstruire les modes propres de la structure glo-
bale en repassant dans ’espace physique initial grace a la relation suivante [BLA 01]:
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K
1, [2 , (—1)"!
u, = —X +1/— x%" cos(n—1)nga+x>"4sin(n — 1)nga| + ——=——x2 (1.6

~* TV N M (n—1)ng (n—1)nqa] ~ (1.6)

Dans I"équation (1.6), 'exposant N/2 n’est pas nécessairement entier et le dernier terme

ng=1

n’existe que pour un nombre pair de secteurs: le parametre K admet alors les valeurs
suivantes :

——— si N est impair
(1.7)
——— si N est pair

Toujours dans 1'équation (1.6), u, représente le déplacement physique du n® secteur et
x®" (respectivement x>™), le déplacement du secteur dans les coordonnées cycliques
selon ’harmonique ng en projection sur la fonction cosinus (respectivement sinus): c’est
donc par I'intermédiaire de ces fonctions sinusoidales qui dépendent a la fois de I’harmo-
nique et du numéro du secteur que s’explique la forme en « pétale » dite a diametres
nodaux des modes propres des structures a symétrie cyclique et par extension, des struc-
tures a symétrie de révolution comme le montrent les figures 1.1(b) et 1.2(b). Le parallele
peut étre fait entre cette opération et la transformée de Fourier inverse usuelle souvent
utile en traitement du signal. On remarque que les deux modes x®"4 et x>"¢ agsociés au
secteur fondamental n’ont pas la méme forme sauf si la matrice Y; est symétrique, ce qui
n’est généralement pas le cas. Les déformées du secteur n selon les modes a ny diametres
dans I'espace physique se déduisent des équations (1.5) et (1.6):

u, = x%" cos(n — 1)nga — x> sin(n — 1)nga

1
n
2
n

(1.8)

u; = x>" cos(n — 1)nga + x"sin(n — 1)nga

En les combinant de facon judicieuse, ce qui est possible puisque leur pulsation w est
identique, il est possible de construire un mode tournant dans le sens direct (avec un
exposant “ pour avance) :

u’(t) = u} coswt + u? sin wt (1.9)
et un mode tournant dans le sens indirect (avec un exposant " pour rétrograde) :
u’ (t) = u! coswt — u? sin wt (1.10)

Le déplacement de tout point de chaque secteur étant connu, le reconstruction sur la
structure totale est évidente.

La vitesse de propagation de ces deux modes tournants vaut +w/ny dans le référentiel 1ié
a la structure. Elle devient alors {2 £ w/ng par rapport a un référentiel fixe si la structure
est en rotation dans le sens direct a la vitesse angulaire 2.
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1.1.2 Structures a symétrie de révolution

1.2

| A

(a) carter fan (b) mode a trois diamétres nodauz

figure 1.2 — Exemple de structure a symétrie de révolution

Les structures a symétrie de révolution sont des cas limites des structures a symétrie
cyclique: dans le domaine continu, la taille des secteurs tend vers zéro et leur nombre vers
I'infini. Par passage a la limite, les mécanismes présentés pour les structures a périodicité
cyclique agissent de la méme facon sur ce type d’entité qui présentent donc des modes
doubles [LEI 73]. Ces propriétés mathématiques sont intrinsequement liées a 'invariance
de la structure par rapport a son axe de révolution et a I’absence de direction privilégiée.
Tout mode propre doit pouvoir subir une rotation par rapport a cet axe et est donc
nécessairement une combinaison linéaire de deux modes orthogonaux mais a forme et a
fréquence identiques. Comme pour la roue aubagée, le carter admet, dans le domaine
continu, une infinité de modes a n, diametres, leur forme étant entre autres, déterminée
par la géométrie de la structure.

Ainsi, toute déformation linéaire d’une structure a symétrie axiale peut étre vue, non pas
comme une superposition de modes propres « statiques » mais comme une combinaison
de modes propres « tournants », de fréquence w. La vitesse de propagation de ces deux
modes tournants sur un carter immobile dans un référentiel fixe vaut alors +w/ny.

L’interaction modale

Remarque : Dans un souci de généralité, aucun indice ou exposant n’a été utilisé dans
les paragraphes précédents. Dans le suite de ce chapitre, toutes les grandeurs (notamment
vectorielles et matricielles) relatives a la roue aubagée seront indicées .4, et celles relatives
au carter, .. Afin d’éviter toute surcharge, ces notations pourront évoluer au cours de ce
mémoire et seront explicitées en fonction.
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Mécanismes physiques

D’apres ce qui vient d’étre dit, dans un moteur d’avion, les deux structures qui se font
face présentent des caractéristiques géométriques favorisant ’apparition de modes propres
tournants. Puisque les amplitudes de vibration d’une structure peuvent devenir tres im-
portantes si cette derniere est excitée selon ses modes propres, le fait que le carter et la
roue aubagée soient proches 'un de ’autre motive I’étude de l'interaction par l'intermé-
diaire de contacts de ces modes tournants. L’apparition de cette interaction, qualifiée de
« modale », nécessite plusieurs conditions [BER 91]:

— les deux structures acquierent des déformées propices a un échange d’énergie, c’est-
a~dire qu’elles vibrent toutes les deux selon un ou deux modes a méme diametre ;

— chaque structure vibre a la fréquence propre du mode considéré;

— les vitesses de propagation des modes tournants dans le repere fixe coincident.

e: cas d’interaction

pere fixe

SEES

&
5
8

€
g

vitesse des ondes dans un re
3
(S8

&
)

S
&

figure 1.3 — Définition des zones d’interaction potentielle

Dans la pratique, seul le premier mode de flexion des aubes présente un intéret. Généra-
lement pour un méme nombre de diametres nodaux, le mode de la roue aubagée associé
au premier mode de flexion des aubes a une fréquence a l'arrét, inférieure a celle du car-
ter. Physiquement, deux solutions remplissent les conditions d’interaction modale définies
ci-dessus comme précisé sur la figure 1.3:

We = NgQl £ Wrq (1.11)
ol w, est la pulsation propre du mode considéré du carter et w,,, celle de son homologue

de la roue aubagée. La roue aubagée étant sujette au raidissement centrifuge, w,, dépend
en réalité de la vitesse de rotation de la structure et les équations 2 F w;,/ng ne sont pas



tel-00011631

, version 2 - 9 Nov 2006

ot
N
N

1.2.2.1

1.2 L’interaction modale 11

des droites. Dans notre étude, ce raidissement centrifuge n’est pas pris en compte et la
vitesse de rotation €2 pour laquelle il y aurait interaction est légerement modifiée.

Puisque la vitesse de rotation de la roue aubagée est importante face aux vitesses de pro-
pagation des modes tournants, les forces de frottement entre les deux structures modifient
la relation (1.11). Ces dernieres sont en effet dirigées dans le sens inverse de rotation du
rotor sur les aubes et dans le sens de rotation du rotor sur le carter. Le mode tournant
direct sur le carter et rétrograde sur la roue aubagée apparaissent donc préférentiellement,
ce qui permet d’affirmer que seule la vitesse de rotation du moteur €2 vérifiant I’équation
suivante est dangereuse en terme d’instabilité :

We = Ng«) — Wrq (1.12)

Dans la théorie, cette relation analytique ne représente qu'une condition nécessaire pour
I’apparition d’une interaction modale.

Description simplifiée des échanges d’énergie

Une description simplifiée est possible en considérant le transfert d’énergie du mouvement
de rotation de la roue vers le mouvement vibratoire du carter par 'intermédiaire des forces
de contact et de frottement en extrémité d’aubes. La force de frottement exercée est, pour
des vitesses de rotation suffisantes, dans le sens opposé a la vitesse de rotation. Elle
diminue donc 'amplitude du mouvement vibratoire d’une aube pendant la demi-période
ou la vitesse de celle-ci est de direction opposée a la force de frottement et 'amplifie
pendant ’autre demi-période.

Equations du mouvement

Pour simplifier, le mouvement u, d’'un point matériel du carter est seulement radial et
Uprq, celui d'un point en extrémité d’aube, seulement tangentiel. Il est admis que pour des
amplitudes faibles, la forme sinusoidale des déplacements n’est pas modifiée par les efforts
de contact. En reprenant les notations de 1’équation (1.10), le déplacement d’un point
appartenant au secteur n de la roue aubagée s’écrit pour un mode tournant rétrograde :

Uy, = Upg sin(wyot + ®, + ) (1.13)
ou @, = nyg(n — 1)« est la phase du secteur n dans son mouvement selon un mode a ny
diametres. L’angle (3 représente son déphasage par rapport au mode tournant avance du
carter pour lequel le déplacement d'un point repéré par le parametre 6 s’écrit :

up = Uesin(wet — ngf) (1.14)
Cet angle est atteint par le n® secteur de la roue aubagée au temps ¢ de telle fagon que:

0=(n—1a+Qt (1.15)
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ce qui entraine:

u? = U,sin(wt — ng((n — 1o + Qt)) (1.16)
En tenant compte de la condition d’interaction (1.12), il vient:

up = —U.sin(wyqt + ,,) (1.17)
et effort radial NV sur cette portion de carter vaut alors:

N=0 siu
N = Nsin(wyot +®,) siu

AN\

) 1.18
0 (1.18)

o 0o

En utilisant la loi de frottement de Coulomb décrite dans la partie 2.3, il est possible
de déduire l'effort tangentiel exercé par le carter sur 'extrémité d'une aube, c¢’est-a-dire
F = N en considérant la vitesse de rotation de la roue aubagée suffisante pour interdire
tout contact collant entre les deux parties:

F=0 si sin(wpqt + @)

<0
_ (1.19)
F = puN sin(wyot + ®,,) si sin(w,ot + ) =0

Le travail élémentaire du frottement F' dans le déplacement vibratoire élémentaire duy.,

de I'extrémité d’une aube vaut alors:

W = Fdul,
SW = Fir, dt (1.20)
OW = FU,qwyrq cos(wypot + @, + 5) dt

Le travail total sur une période T}, liée au mouvement de la roue aubagée s’écrit :

W = Fur dt
T’)"a
T—Pn
W = memuﬁ/ " sin(wyt + ®,,) cos(wyat + O, + ) dt (1.21)
_ 2y
T'aUTa N .
W = —% sin (3

Pour I’ensemble de la roue, le travail des forces de frottement dans le mouvement vibratoire
des N aubes devient :

N
w=>"w,
7=1 (1.22)
N N
W = ——meQMM T sin 3
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Commentaires qualitatifs
D’apres I'équation (1.22), il est possible de différencier deux cas:

— si 8 est compris entre 0 et 7w, W est négatif et les forces de frottement amortissent
le mouvement vibratoire des aubes;

— si 3 est compris entre 7 et 2w, W est positif et les forces de frottement amplifient le
mouvement vibratoire des aubes.

L’énergie W peut étre, selon les cas, supérieure a ’énergie dissipée par amortissement
interne qui est proportionnelle, sur une période, au carré de ’amplitude du mouvement. On
est alors en présence d’'une instabilité. Cette « théorie simplifiée » ne représente toutefois
qu'une premiere approche et rien ne prouve physiquement que la condition § > 7w puisse
étre vérifiée. En 'absence d'une connaissance plus approfondie du phénomene, le critere
actuel de dimensionnement utilisé au bureau d’études consiste a garantir une marge de
10% par rapport aux points de coincidence fréquentielle donnés par la formule (1.12).
Ceci est réalisé en pratique par le raidissement des carters, entrainant ’augmentation de
leur masse et de leur encombrement : compromis inacceptable dans le cas d’aubes a large
corde.

Repere bibliographique

Une these intitulée « Travelling Wave Speed Coincidence », encadrée par D.J. EWINS et
financée, en partie, par I’'Union Européenne dans le cadre du projet Rostadyn, a été réalisée
au college Impérial de Londres (Imperial College of Science, Technology and Medicine,
University of London) et soumise en mai 1997 par P. SCHMIECHEN [SCH 97]. C’est le
seul travail élaboré sur ce sujet de recherche trouvé dans la littérature. Cependant, aucun
article n’a, a notre connaissance, été publié dans des journaux scientifiques.

Cette recherche présente une analyse de l'instabilité due a une coincidence des vitesses
de propagation d’onde, plus précisément de modes tournants, entre une roue aubagée en
rotation et un carter flexible. Il y est expliqué dans un premier temps qu’en terme d’ef-
ficacité aérodynamique, il faut réduire le jeu entre I'extrémité des aubes et le carter qui
les entoure. Cela favorise donc les chances de contact entre ces deux structures et il est
donc nécessaire de bien comprendre les phénomenes d’interaction qui peuvent survenir
pendant un vol. Pour mener cette étude, les deux structures sont modélisées indépen-
damment 1'une de I'autre et accompagnées d’une dynamique linéaire. Dans un soucis de
diminution des temps de calcul, les équations du mouvement sont ensuite projetées dans
I’espace modal. Le contact entre les deux structures est ramené a une loi d’impact et de
frottement fondée sur la méthode des pénalités. Afin de faciliter la mise au point d’une
expérience et contrairement a la situation d’'un moteur réel, le carter est en rotation et la
roue aubagée, fixe. Les résultats de cette recherche montrent d’une part, qu’il y a accord
entre I'expérience et les prédictions numériques et d’autre part, que le risque d’instabilité
due a une coincidence vibratoire existe bel et bien pour ce type d’ensemble mécanique
et qu’il doit étre traité en connaissance de cause. L’étude bibliographique donnée par
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I’auteur sur la recherche actuelle dans le domaine des machines tournantes de tout type,
détaille de fagon quasi-exhaustive les différents champs d’investigation déja ouverts. L’au-
teur apparait étre le premier a étudier une interaction de ce type entre deux structures
déformables. Les bases mathématiques nécessaires a la compréhension du phénomene et
a I’établissement des équations sont tres proches de ce qui a été présenté au début de ce
chapitre. Rétrospectivement par rapport a notre propre démarche, voici quelques points
qui méritent d’étre signalés ou critiqués:

— la présentation de la mécanique du contact est tres succincte et reste finalement tres
floue. Nous nous sommes apercus, au cours de ce travail, que les résultats étaient
tres sensibles a la loi de contact et pour ce qui nous concerne, une attention toute
particuliere y a été apportée;

— le désaccordage (caractéristique due aux imperfections de la géométrie des struc-
tures, des matériaux. . . rompant la symétrie axiale de la structure) est pris en compte
dans les simulations pour déterminer son role dans le phénomene d’interaction mo-
dale. Ceci reste a intégrer dans notre travail ;

— la résolution des équations du mouvement est exclusivement temporelle et basée
sur un schéma de Runge-Kutta avec correction. Nous verrons, dans la suite, que les
résultats sont aussi tres sensibles a la taille du pas de temps et que c’est pour cette
raison qu'une méthode fréquentielle a été développée. Elle représente d’ailleurs une
approche originale pour la résolution de ce type de probleme tout autant que pour
sa compréhension ;

— enfin, et c’est certainement le point fort du travail de P. SCHMIECHEN, les résultats
numériques ont été confrontés a des résultats expérimentaux. Méme si les struc-
tures sont tres éloignées d'un carter et d’une roue aubagée d’un turbo-réacteur, elles
permettent de confirmer la présence d'une coincidence modale par 'intermédiaire
de contacts entre structures a symétrie axiale. Une expérience avait initialement
été prévue dans le cadre de cette these afin de poursuivre les travaux d’E. AR-
NOULT [ARN 00]. Cette étape a malheureusement due étre abandonnée pour cause
de manque de moyens expérimentaux et de temps. Elle pourrait cependant consti-
tuer une suite a ce travail.

Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter la thématique qui nous intéresse et qui constituera la
ligne directrice de ce mémoire. Les spécificités liées aux caractéristiques vibratoires des
structures a symétrie axiale en général (fréquences propres doubles et concept de modes
tournants a diametres) sont abordées pour définir la notion d’interaction modale de ma-
niere analytique tres simple. La théorie, fondée sur quelques hypotheses simplificatrices,
suggere 1'existence de vitesses de rotation dangereuses. En notant w,, et w,., respective-
ment, la pulsation propre des deux modes a ny diametres de la roue aubagée et du carter,
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cette vitesse critique €2, est solution de 1’équation suivante:
We = ndQc — Wra

Selon I'agencement des structures et des forces de contact, les amplitudes de vibrations
peuvent devenir tres importantes menant a la destruction des composants. Un travail
de P. SCHMIECHEN s’avere étre une référence bibliographique de choix sur le sujet et
nous a aidé dans la compréhension du phénomene et dans la fagon de développer nos
modeles numériques pour les confronter de maniere cohérente a la théorie. Ces derniers
constituent 1'objet des chapitres suivants mais auparavant la mécanique du contact ainsi
que les méthodes numériques utilisées sont présentées.






tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

Meécanique du contact

2.1 Définitionset notations . . . . . .. ... ... .. 000 18
2.2 Loidecontactunilatéral . ... ... ... ... .. ..., 19
2.3 Loidefrottement . ... ... ... ... ... ... ..., 20
2.4 Equations dumouvement . . . . . . ..o h ot e 21
2.4.1 Formulation forte . . . . ... .. 22
2.4.2 Formulation faible . . . . . . . .. 23
2.5 Elémentsde résolution . . . .. .. ..ot 24
2.5.1 Méthode des multiplicateurs de Lagrange . . . . . . . ... .. ... ... 25
25.2 Méthodede lapénalité . . .. .. ... ... .. 26
2.5.3 Méthode du lagrangien augmenté . . . . . ... .. ... 27
Conclusion . . . . . . . . . e e e e e e e e e e 28

L’augmentation continuelle de la puissance des outils informatiques permet de rendre de
plus en plus réalistes les simulations numériques dédiées, par exemple, a la modélisation
de phénomenes mécaniques. A ce titre, la résolution de problemes incluant des conditions
de contact, de frottement et méme d’usure, fortement non-linéaires et donc couteux en
temps de calcul, devient systématique dans le monde de la recherche et de 'industrie. Les
lois phénoménologiques et les algorithmes sont régulierement améliorés.

Dans le cas particulier de la mécanique du contact, la premiere difficulté est liée a la
formulation mathématique dans un cadre continu. Elle doit prendre en compte deux lois
fondamentales :

— le non-interpénétrabilité de la matiere ;

— l'existence d'une contrainte de cisaillement pour provoquer le glissement.

Le contact structurel est une composante importante de notre probleme d’interaction. Ce
chapitre concerne la mise en ceuvre d’approches pour en faciliter le traitement. Il n’est
cependant pas question ici de proposer une formulation compléte en grands déplacements
et grandes déformations, d'une part parce qu’elle rend difficile I’écriture et la compré-
hension des équations et d’autre part parce qu’elle dépasserait I'objectif de ce mémoire.
Ainsi, nous nous limitons dans la suite a I’hypothese des petites perturbations et au for-
malisme linéaire pour développer notre propos; c¢’est en effet le cadre fixé pour ’étude de
I'interaction modale rotor-stator.
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Définitions et notations

En mécanique, le contact est dit unilatéral quand il est maintenu seulement si les ef-
forts extérieurs 'autorisent. Dans la plupart des cas, les études impliquent des structures
en mouvement dont la position dépend du temps. Suivant les conditions d’interaction,
le terme contact peut se transformer en « impact » qui évoque 'aspect dynamique du
phénomene et qui est souvent lié aux termes « choc » ou « collision ». Généralement,
les phénomenes de contact incluent le frottement, 1'usure, ’adhésion voire la lubrifica-
tion, entre autres et sont couplés a des processus thermiques, physiques et chimiques.
En tout état de cause, le contact entre deux structures déformables reste complexe et
encore incompris aujourd’hui parce qu’il est expérimentalement tres difficile d’avoir acces
aux grandeurs physiques en présence. En effet, plusieurs processus différents apparaissent
au niveau des surfaces communes tels que les déformations élastiques ou plastiques et
meéme ’abrasion des aspérités. Seule une vision géométrique tres détaillée permettrait une
prise en compte de tous ces phénomenes. Dans le domaine, plusieurs lois de contact nor-
mal et de frottement macroscopiques ont été développées. Certaines d’entre elles, les plus
communes, sont présentées dans ce qui suit.

La figure 2.1 illustre toutes les notations nécessaires a ’établissement des équations du
mouvement dans le cadre de la mécanique du contact et de I’hypothese des petites
perturbations. Une généralisation peut étre trouvée dans [LAU 02] et [WRI 02]. Nous

corps séparés conceptuellement afin
d’illustrer les actions de contact

figure 2.1 — Définition des notations pour la formulation des équations du contact

considérons, pour simplifier, un probleme impliquant deux corps déformables Qf;)zl , SOUS-
ensembles ouverts de R?® potentiellement en contact dans la configuration courante dont
les déplacements u® sur un intervalle de temps [0,7] sont les inconnues. La frontiere

respective de chaque corps 90 est partitionnée en trois sous-régions I’ 2”, Fg) et Fq(f)
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vérifiant les propriétés suivantes :

0QW =W yT® uTrH

IO ATO = 1O ATY =T ATO = Y

ou Fq(f ) est la partition de la frontiere sujette a un déplacement imposé ug) et I’ ((,i), a une
densité d’efforts surfaciques imposée tg). Ces corps sont de plus soumis a une densité
d’efforts volumiques £, dans QO. T 2” est la partition comprenant tous les points poten-
tiellement en contact avec I’autre corps pendant I'intervalle de temps. Par commodité pour
la suite de 'exposé, les domaines communs a ces deux corps déformables sont introduits :

0=001y0®

o0 = 90w U o

r,=r®uyr® (2.2)
r.=r®yur®

r,=rdur®

et le sous-ensemble fermé de R3:

Q=0uUdQ (2.3)

Loi de contact unilatéral

Toute surface observée au microscope présente une succession de bosses et de creux, aussi
petits soient-ils. Pour une section de matiere, un plan moyen peut étre défini de telle fagon
que la surface des creux sous ce plan soit égale a la surface des bosses au dessus de ce plan.
Les déviations par rapport a ce plan moyen sont nommeées aspérités et la surface réelle de
contact est inférieure a la surface de contact apparente. Pendant le processus de mise en
contact, les aspérités se déforment, élastiquement ou plastiquement suivant les propriétés
des matériaux, jusqu’a ce que la surface réelle puisse supporter les efforts normaux de
contact. Différentes approches ont été développées pour tenter de modéliser les surfaces
de contact avec leurs aspérités et obtenir la relation entre la charge normale fy et la
surface de contact réelle Sg. Mathématiquement, les conditions de non-pénétration entre
deux solides sont écrites en choisissant 'un maitre et 'autre, esclave. Dans ce qui suit,
QW sera le solide maitre et Q® | le solide esclave, tout en notant que ces roles, distribués
de fagon arbitraire, sont nécessairement interchangeables. Il est alors possible de décrire
la position du solide esclave par rapport au solide maitre. L’application mathématique
du mouvement des deux structures s’écrit alors dans le formalisme Lagrangien Total, que
nous utilisons dans tout ce travail, comme suit :

0O x[0,T|(X,t) = x=X+u(X) (2.4)
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C’est-a-dire que 1'on associe a tout point X de la configuration initiale, un déplacement u
dépendant de ce point et du temps pour obtenir la position actuelle x dans la configuration
déformée. Pour chaque point de la frontiere esclave, les conditions de contact sont écrites
en fonction de la frontiere maitre. Sur F((;l), n est la normale unitaire extérieure au point
x() & I'instant ¢. Le point appartenant & r'? le plus proche de x™) est noté x® et calculé

de la maniere suivante [CUR 95] :

x@ (X(l)) — arg min [|xV -y, (2.5)
yert?

Cette définition permet de calculer la fonction distance entre les deux solides aux points
xM de QW et x?) de Q@

g(w) = go + (u?(X?) —uV(XW)) - n (2.6)

otl gy désigne la distance entre les deux points XM et X?) & ¢, et représente, en fait, la
distance minimale entre le solide maitre et le solide esclave a I'instant initial :

go = min [XO -], (2.7)
ver!

En notant ¢y, effort surfacique de contact dans la direction normale n, il est possible
d’écrire les conditions de Kuhn et Tucker caractéristiques des problemes incluant des
inégalités et analogues aux conditions de Lagrange dans le cas des contraintes d’égalité:

ty >0  condition de compression
g <0  condition de non-pénétration (2.8)

tnyg = 0 condition de comptabilité

Ces inégalités doivent rester vraies pour tout point appartenant aux surfaces de contact
et pendant l'intervalle de temps considéré.

L’équation (2.8)3 indique que lorsqu’il y a décollement, les efforts normaux sont nuls et
que lorsque ces efforts normaux sont non nuls, il n’y a pas décollement.

Loi de frottement

Le frottement peut étre défini comme I’ensemble des phénomenes qui naissent a l'interface
entre deux corps soumis a des forces tendant forcer un mouvement de 1'un par rapport a
I’autre en I’absence de lubrification. Il fait toujours I'objet d’innombrables travaux, aussi
bien sur le plan mécanique que sur le plan de la formulation mathématique. Malgré ’an-
cienneté de l'intéret porté a ce domaine, aucune loi universelle des processus dynamiques
de frottement n’a encore été proposée et celle de Coulomb reste la plus utilisée aujour-
d’hui. Méme si elle manque de sens physique, c’est elle que nous adoptons dans ce travail.
Elle utilise deux propriétés fondamentales : la dépendance entre les contraintes normale et
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tangentielle impliquant un coefficient de frottement p et la notion de seuil de glissement,
toutes deux reportées sur la figure 2.2. De facon classique, cette loi s’écrit :

[trll < pty

[tr|| < pin = vg =0 (2.9)
t

ltr| = ptn = Fa > 0 tel que vg = oth—:H

pour laquelle, 'effort tangentiel entre les deux entités est noté tt et la vitesse relative de
glissement, vg. Cette loi peut étre reformulée en utilisant le concept du potentiel de la
théorie de la plasticité [GIA 89]. Elle prend alors une forme plus simple & programmer :

¢ = [t — ptn <O

tr

Vg = 07
|t (2.10)
a>0
ap =10
tn A [t A
ILLtN e ——
g Vg
- -
(a) contact unilatéral (b) loi de frottement

figure 2.2 — [llustration de la loi de contact de Coulomb

2.4 Equations du mouvement

Habituellement en mécanique, deux formulations permettent de mettre en équations un
probleme. L’'une, dite « forte », est la formulation vraie du probleme et sa solution est la
solution recherchée. Sous cette forme, peu de solutions analytiques existent, sauf pour des
situations académiques simples. Des discrétisations directes de cette formulation (méthode
des différences finies) restent limitées. Une formulation équivalente sous certaines hypo-
theses et dite « faible », autorise la mise au point de méthodes numériques tres puissantes
et tres générales telles que la méthode des éléments finis. Ces deux formulations, dont la
différence réside dans la régularité de la solution, sont présentées ici dans le cadre de la
mécanique du contact. La configuration de référence est confondue avec la configuration
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déformée et tous les tenseurs de contraintes usuels sont indiscernables.

Formulation forte

En utilisant les théoremes généraux de la mécanique des milieux continus et les notations
définies dans la section 2.1, les équations régissant le mouvement des structures en présence
s’énoncent de la maniere suivante:

1. équations d’équilibre dynamique dans €2 :

dive + pfqg = pu (2.11)
2. conditions aux limites en déplacement sur I', :

u=ug (2.12)
3. conditions aux limites en force sur I', :

on = tq (2.13)

4. conditions initiales dans €2 :

{ Wje=0 = Yo (2.14)

1'1|t:0 =Vy
5. loi de comportement :
elle relie le tenseur de Cauchy o au tenseur de Green-Lagrange € :

1 1 = = T
€ij = 5 (uij +uj;) <= €= 5 (grad(u) + grad (u))

ol

(2.15)

woIIf

Oij = Dz‘jklgk;l == 1€

6. contraintes de contact unilatéral :

g<0 (2.16)

7. loi de frottement :

[t < pitn
[tr|| < pty = vg =0 . (2.17)
T

|tr|| = pty = Ja > 0 tel que vg = a7——
[t
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Formulation faible
Inégalités variationnelles

Le probleme de contact peut aussi étre interprété comme un systeme physique gouverné
par une inégalité variationnelle qui nait des contraintes de contact [CEZ 01]. La solution
recherchée ainsi que les espaces de solutions sont alors restreints par des contraintes phy-
siques qui dépendent elles-mémes de la solution. Une telle formulation en grandes défor-
mations incluant du frottement n’est toujours pas tres bien comprise. Toutefois, I'inégalité
variationnelle décrivant la solution pour un probleme d’élastodynamique doit satisfaire (i)
les équations de la dynamique, (ii) les conditions aux limites en déplacement et en force,
(iii) les conditions initiales, (iv) la loi de comportement et (v) les conditions de contact.
Le cadre fonctionnel approprié pour ce type de probleme fait intervenir un cone convexe
fermé :

K(Q) = {u tel que ujp, = 0 et g(u) <0 sur FC} (2.18)

En notant du = v — u, la formulation faible sous forme d’inégalité variationnelle consiste
a trouver le champ de déplacement u € K(Q2) tel que pour tout v € K(Q),

/pﬁéudV—i— /5‘ : 0edV + /utN(u)(HVTH — |lur]) dS >
(9] Q e

/fdéudV+/td6udS
Q o

Ce probléme est profondément non-linéaire du fait de I'inégalité et de la non-différentiabilité

(2.19)

des termes liés au frottement qui imposent a la solution de passer soudainement de 1’état
de collement a celui de glissement. L’existence et 'unicité de la solution a cette équation
n’est pas démontrée dans tous les cas et il n’y a actuellement aucune méthode numérique
capable de la trouver en conservant tous les termes de I’équation (2.19). Des hypotheses
simplificatrices sont alors nécessaires.

Principe des travaux virtuels

Construisons l'ensemble des pressions admissibles Cy [CHA 01]:

Cy = {tN T, — R tel que ty > 0} (2.20)
puis ’ensemble des efforts tangentiels admissibles C7 :

Cr(ty) = {tr:Tc = R® tel que tr-n=0 et [[tr| < ptn} (2.21)

L’inégalité variationnelle équivalente a la loi de contact normal s’écrit :

ity € CN,/gN(TN — tN) dS>0 Vry e Cy (222)
Te
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et celle liée a la loi de frottement :

tx € Crty), / V- (rr —tr)dS >0 Vrr € Crp(ty) (2.23)

c

La différence principale entre les égalités variationnelles et les inégalités variationnelles
réside dans la définition des espaces dans lesquels les solutions en déplacement sont re-
cherchées. Les deux espaces fonctionnels, notés U et V, nécessaires a I'établissement du
Principe des Travaux Virtuels en mécanique du contact sont définis:

U(©2) = {u tel que ur, =0} et V(Q) = {u tel que ur, = ug} (2.24)

Le probleme de contact consiste alors a trouver le champ de déplacement u € V(Q2) tel
que pour tout du € U(Q),

/pﬁéudV—I—/E':(5§de/thig+tT6quS+/fd6udV+/tdéudS (2.25)
Q Q . Q

o

ou les pressions de contact ty et les efforts de frottement t sont contraints par les
conditions (2.22) et (2.23). En fait, les contraintes sur I’espace des solutions en déplacement
apparaissent ici, sur les efforts de contact et de frottement.

Eléments de résolution

Les formulations en égalités ou inégalités variationnelles d'un probleme de contact sont tres
générales et les méthodes de résolution different selon les cas. Pour la plupart, elles sont is-
sues du domaine de 'optimisation sous contraintes. En effet, un probleme de contact peut
étre écrit, sous certaines hypotheses, comme un probléeme de minimisation sous contraintes
d’égalité et d’inégalité [CUL 94]. Les méthodes les plus couramment utilisées en mécanique
sont les méthodes dites de régularisation incluant principalement la méthode de pénalisa-
tion et la méthode du lagrangien augmenté. Cette derniere, a I'image de la méthode des
multiplicateurs de Lagrange, est une méthode duale, ot la solution cherchée dans I’espace
primal (les déplacements) est un sous-produit de la résolution du probleme dans I’espace
dual (les efforts de contact). Les méthodes du point fixe, de relaxation avec projection, de
gradient conjugué [HEI 99] ou encore de Gauss-Seidel [CHA 98] apparaissent aussi dans la
littérature mais restent rarement appliquées. Les méthodes de régularisation permettent
d’exprimer les lois non-linéaires du contact et du frottement en fonction des déplacements
seulement. Le fait que les contraintes de contact normal et de frottement soient actives
ou non a priori rend le probleme difficile a résoudre. Ces régularisations permettent de
contourner cette difficulté et de retrouver I'exacte description du contact par passage a
la limite. Toutes ces méthodes peuvent étre intégrées directement dans le Principe des
Travaux Virtuels mais il est intéressant d’entrevoir leurs fondements sous 1'angle de la
théorie de I'optimisation.

Dans cette partie, le parallele est fait entre la théorie de 'optimisation sous contraintes
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et son utilisation en mécanique du contact pour une formulation en statique. Cette dé-
marche n’est pas restrictive puisqu’un probleme dynamique, une fois discrétisé en temps,
se transforme en une succession de sous-problemes pseudo-statiques auxquels il est pos-
sible d’appliquer ces méthodes. Ceci dit, pour que ce parallele soit possible, il faut définir
une fonctionnelle énergétique a minimiser, en tenant compte des contraintes de contact.
Malheureusement, une telle formulation variationnelle (dans le sens « variation d'une
fonctionnelle ») n’existe pas pour tout systeme d’équations différentielles. Par exemple,
I'introduction de plasticité nécessite un traitement spécial et une généralisation de la pro-
cédure pourra étre effectuée en ajoutant artificiellement les termes manquants. Qui plus
est, afin que la quantité manipulée soit une différentielle totale, seules les contraintes de
contact dans la direction normale sont considérées: le frottement, en tant que processus
dissipatif dans la phase glissante, peut étre inclus ultérieurement dans la description du
phénomene.

L’énergie de déformation d’un systeme mécanique déformable peut s’écrire sous la forme:

1 _
E,=— g ;
d 2/96

Le probleme peut alors étre formulé comme minimisation de cette fonctionnelle en tenant

woIIf

:EdV—/fdudV—/ tdudS (226)
Q T's

compte des contraintes de contact :

min E,(u) (2.27)

ucek

Karush, Kuhn et Tucker ont formulé les conditions d’optimalité de (2.27):

soit w, un minimum local de E4(u). Supposons en plus que E4(u) et g(u)
sotent dérivables en u, et que les contraintes soient qualifiées en u,, alors
il existe \ tel que :

dEq(uy) +/ Adg(u,)dS =0 et A2 0, sur I,
e Ag(u,) =0

Les conditions de Karush, Kuhn et Tucker s’écrivent sous une forme compacte et agréable
mais ne doivent pas faire oublier qu’elles sont de type combinatoire a cause de la condition
de complémentarité. Elles deviennent rapidement inexploitables de facon analytique.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Cette méthode duale exploite la notion de point selle du théoreme de Kuhn et Tucker
et permet de simplifier la résolution du probléeme initial. Dans un premier temps, une
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fonction indicatrice est construite:

¢(u) = { too siugK (2.28)

0 sinon
Le probléme primal (2.27) est équivalent a:
min (Ey(u) + ¢(u)) (2.29)

La restriction sur les déplacements u a disparu au profit de la fonction ¢(u) non dif-
férentiable, qui n’élude pas la difficulté dans la résolution. Il est cependant possible de
construire une fonction ¢(u) qui remplit les conditions (2.28) de la maniére suivante :

AeCn

o(u) = max/ Ag(u) dS (2.30)

(&

en définissant le lagrangien associé au probléme primal L(u,\) alors s’il
existe un couple (uy,\,) tel que:

L(u,)\) = E4(u) +/ Ag(u)dS

c

L(u,,\) < L(u,,\y) < L(w,\y)

u, est solution du probleme primal et \, est le multiplicateur de Kuhn et

Tucker associé.

Ce point (u,,\.), appelé point-selle du lagrangien, est solution du probleme d’origine et
est trouvé en résolvant le probleme dual pour lequel les contraintes sont plus simples
et appliquées sur la variable duale. En statique, il s’agit d’exprimer la stationnarité par
rapport a u et A du lagrangien associé a la fonctionnelle d’énergie :

SL(u\) =0 (2.31)

en y ajoutant les conditions de Karush, Kuhn et Tucker. Ces dernieres permettent, entre
autres, de déterminer la surface de contact I'. qui est inconnue a prior: et plusieurs al-
gorithmes sont capables de les prendre en compte, comme par exemple les méthodes de
programmation quadratique [JOH 89].

Méthode de la pénalité

La pénalisation est un concept simple qui permet de transformer un probleme d’op-
timisation avec contraintes en un probleme ou une suite de problemes d’optimisation
sans contrainte. D’un point de vue numérique, cette transformation en séquence de sous-
problemes autorise la mise en ceuvre d’algorithmes d’optimisation sans contrainte pour
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obtenir la solution de problemes dont ’ensemble admissible peut avoir une structure com-
plexe. Cette approche est tres utilisée dans la plupart des logiciels éléments finis actuels
parce qu’elle est délivrée de 'algorithmique sophistiquée de I'optimisation sous contraintes.
Malheureusement, elle échange une plus grande simplicité théorique contre une efficacité
douteuse puisque la solution dépend du parametre de pénalisation choisi [PAP 93].

Il existe deux types de pénalisation: les pénalités intérieure et extérieure. Pour la pre-
miere, on pénalise une solution qui s’approche de la frontiere du domaine admissible par
I'intérieur alors que pour la seconde, on pénalise une solution qui est sortie du domaine
admissible en utilisant une approximation de la fonction indicatrice (2.28). La fonction
suivante, différentiable et donc inexacte, est tres souvent utilisée pour pénaliser les dépla-
cements qui sortiraient du domaine admissible [BEL 91]:

P() = = lg(w)*|? (2.32)

L’exposant © indique que la fonction P(u) est non nulle uniquement quand la solution u
est sortie de I'ensemble admissible K et peut étre vu aussi comme la positivité des efforts
de contact. La recherche de la solution u se fait sur un domaine admissible qui n’est plus
contraint. On écrit alors la stationnarité par rapport a u de la fonctionnelle augmentée
du terme pénalisant :

L(u) = Ey(u) + / P(u)dS (2.33)

re

Plus le coefficient ¢ est grand, meilleure est ’approximation de la fonction indicatrice.
Malheureusement, il faudrait le faire tendre vers 'infini pour que la solution exacte soit
retrouvée : numériquement, cela revient a créer une singularité qui fait diverger le processus
itératif de résolution. Cependant, en statique et quand € n’est pas trop élevé, cette méthode
permet d’obtenir rapidement une solution acceptable. Par contre, couplée a un schéma
dynamique de type explicite, elle peut provoquer des phénomenes de rebond n’ayant pas
de sens physique et dont les résultats doivent étre analysés avec attention.

Méthode du lagrangien augmenté

Cette approche augmente le multiplicateur de Lagrange usuel d'un terme pénalisant et
offre deux avantages principaux:

— elle rend convexe la fonctionnelle de contact autour de la solution, facilitant ainsi la
résolution du probléme sans en modifier la solution ;

— le coefficient de pénalisation €, méme faible, permet d’approcher la solution exacte
autant que ’on souhaite sans générer de singularité numérique.

Comme pour la méthode des multiplicateurs de Lagrange, deux méthodes principales
de résolution existent. Une résolution directe [ALA 97] ou la non-différentiabilité de la
fonctionnelle est appréhendée par un jacobien généralisé, extension de la notion de diffé-
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rentielle. Quant a algorithme d’Uzawa [SIM 92], il minimise, par un processus itératif, la
fonctionnelle totale selon les variables primales et la maximise selon les variables duales
(cf. équation (2.30)) en tenant compte de la contrainte sur leur signe, approchant ainsi le
point-selle du lagrangien. Méme si la définition du terme augmenté n’est pas unique et
dépend des auteurs, sa forme la plus simple est la suivante:

L) = Eiw) + [ (Mgt + 3 o)) s 234

Te
Lors de la minimisation de cette fonctionnelle, I'effort de contact est constant et soumis,
dans un processus itératif extérieur (en opposition au processus itératif intérieur sur la
solution en déplacement & A\* constant) a:

A = D 4 eg(u)] (2.35)

La projection sur le cone positif Rt de I’équation (2.35) est beaucoup plus simple que la
projection sur I’ensemble des déplacements admissibles et c¢’est ce qui fait le succes de la
méthode. Malheureusement, d'un point de vue numérique, la vitesse de convergence du
processus peut etre sensible au parametre £ qui doit étre choisi prudemment.

Conclusion

Ce chapitre porte sur la théorie de la mécanique du contact combinée a I'’hypothese des
petites perturbations ainsi que sur les trois méthodes principalement utilisées en statique
dans les codes de calcul dédiés a la gestion du contact.

La méthode de la pénalité reste la plus connue et sa simplicité fait son succes. Malheu-
reusement, elle est inexacte et doit étre remplacée par la méthode des multiplicateurs
de Lagrange ou la méthode du lagrangien augmenté pour des études plus précises. Cette
derniere est la plus facile a mettre en ceuvre grace a la régularisation des lois de contact
unilatéral et de frottement qu’elle contient. Elle est cependant plus lente que la méthode
de la pénalité. En fait, chaque cas d’étude offre des particularités qu’il faut analyser pour
connaitre laquelle parmi ces trois méthodes sera la plus & méme de répondre aux criteres
de qualité, de précision et de rapidité.

Cette formulation du contact est, dans le chapitre suivant, discrétisée et résolue par dif-
férents algorithmes afin de statuer sur un choix final pour nos simulations d’interaction
rotor-stator.
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Apres avoir établi les équations de la dynamique avec contraintes de contact dans un
cadre continu sous I’hypothese des petites perturbations, ce chapitre s’articule autour de
trois parties dédiées a la présentation de méthodes numériques permettant de résoudre
ces équations de maniere approchée :

— la méthode des éléments finis;
— les méthodes explicites et implicites en intégration temporelle ;

— la procédure de I’équilibrage harmonique dans le domaine fréquentiel.

A propos des méthodes temporelles, une discussion propose un choix et définit la structure
de 'algorithme que nous avons retenu pour les simulations. Pour terminer, deux exemples
concrets illustrent et comparent les méthodes d’intégration temporelle et fréquentielle puis
quelques algorithmes de gestion du contact pour un probleme statique.

Discrétisation spatiale : les éléments finis

La méthode des éléments finis est utilisée pour résoudre numériquement les problemes
d’équations aux dérivées partielles soumises a des conditions aux limites pour lesquels
il n’existe pas de solution analytique. Cette méthode est particulierement bien adaptée
au calcul des structures sous sollicitations mécaniques méme si elle reste tres générale
[BAT 96].
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3.1.1 Généralités

Dans un premier temps, le probleme a résoudre est exprimé sous forme variationnelle.
La méthode consiste alors a projeter ce probleme, défini dans un espace fonctionnel V
de dimension infinie, sur un sous sous-espace V} de dimension finie dans lequel une so-
lution approchée (du fait de la perte d’information lors de la projection) sera recherchée.
Le probleme continu aux dérivées partielles initial est en fait transformé en un systeme
discret d’équations différentielles ordinaires, non-linéaires dans le cas le plus général, dont
la solution est une solution approchée de ’équation initiale. Lors de la discrétisation, le
domaine est partitionné en sous-domaines de forme simple munis de fonctions d’inter-
polation, les éléments finis, reliés entre eux en un nombre fini de points, les nceuds, qui
constituent un maillage dont le role est d’approcher au mieux la géométrie continue du
probleme. Ainsi, la structure est subdivisée en un nombre fini de segments de droite dans
le cas monodimensionnel, de triangles ou de quadrangles dans le cas bidimensionnel et de
tétraedres, de pentaedres ou d’hexaedres dans le cas tridimensionnel. Sur un élément fini
(1), le champ inconnu est approché par un ensemble de fonctions, dont le poids donné a
chacune est controlé par les valeurs nodales u;) :

(X)) = N(X) ug) () (3.1)

ou N est la matrice des fonctions d’interpolation. Ces dernieres sont la plupart du temps
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(a) N3(s,t) = —3st + 252t + 2t2s (b) Na(s,t) =4s(1 —s—t+ st)

figure 3.1 — Fonctions de forme de l’élément quadrilatéere Q8

des polynomes. Pour certains problemes a symétrie de révolution, les fonctions trigonomé-
triques peuvent étre préférées. Plus les fonctions sont riches, plus il sera facile d’approcher
le champ inconnu avec une précision élevée. La figure 3.1 présente deux fonctions de forme
de I’élément quadratique ()8 a 8 nceuds d’utilisation courante en mécanique.

3.1.2 Application a la mécanique

Lorsque la méthode des éléments finis est appliquée a la mécanique, la formulation varia-
tionnelle du Principe des Travaux Virtuels (2.25) est utilisée [BAT 90]. Dans le cadre de
I’hypothese des petites perturbations et en utilisant une loi de comportement élastique li-
néaire, les contraintes s’expriment en fonction des déformations et donc des déplacements :
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Eu) = B(X)U(i) (t)

(3.2)
o) = Deg

La matrice B contient les opérateurs différentiels qui permettent de passer du champ de
déplacement au champ de déformation. La relation contraintes-déformations est écrite sous
la forme usuelle par I'intermédiaire de l'opérateur D. La compatibilité des déplacements
entre les éléments contigus du maillage conduit a 1’équation matricielle du mouvement :

Mii + Ku + ¢ = (3.3)

Selon les méthodes de discrétisation, la structure de la matrice masse M, de la matrice
raideur K et des vecteurs des forces extérieures £, et de contact f¢, differe. La méthode
de Galerkin, cohérente par construction d’un point de vue énergétique, qui consiste a
discrétiser par les mémes fonctions de forme, le champ de pondération du et le champ
inconnu u de I'équation (2.25) est généralement plébiscitée. Les différents vecteurs et
matrices s’écrivent alors:

Nele Nele

M = / pPN'NAV; K=>" / B"DBdV;
. Qi i= Qi
= ! (3.4)

Nele Nele

ext __ T T
f _Z/Q'N fddV+Z/F'N tqdS
=1 7 =1 7

ou N, est le nombre d’éléments qui discrétisent le domaine spatial total, lui-méme par-
titionné en sous-domaines volumiques €; et surfaciques I'; et I'{. Les matrices masse et
raideur ont alors des propriétés de symétrie, ce qui permet d’assurer le bon déroulement de
la résolution numérique. Cette méthode n’est pas applicable a toute forme variationnelle :
il faut que les dérivées des fonctions du et u, identiques, soient d’un ordre tel qu’elles ne
s’annulent pas partout sur le domaine.

Dans I"équation (3.3), I'expression du vecteur des forces de contact f¢ préte a discussion.
En reprenant les développements du chapitre 2, la fonction g(u), distance au sens pres
entre les deux structures, peut étre linéarisée par rapport a une configuration et discrétisée
pour étre représentée par le vecteur g:

g=g0+Cn'u (3.5)

ou Cy est la matrice de contact dans la direction normale: elle contient les fonctions de
forme calculées au point vérifiant 1’équation (2.6). De cette maniere, il est possible de
déterminer les distances en tout point en fonction des déplacements nodaux. Si, pendant
la résolution itérative du probleme de contact, une pénétration a été détectée, le vecteur
f ¢ acquiert une forme différente selon les trois méthodes présentées dans la section 2.5:

e méthode de la pénalité: f¢ = eCng™

e multiplicateur de Lagrange: f¢ = CyA™T
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e Lagrangien augmenté: f¢ = Cy (X +eg)”

L’exposant T exprime le fait que le terme de contact est non nul seulement s’il est positif.
Plusieurs algorithmes ont été développés pour prendre cette non-linéarité en compte et
certains d’entre eux sont explicités au dernier paragraphe de ce chapitre.

Afin de diminuer les temps d’exécution, le calcul des matrices et vecteurs liés a la discréti-
sation du probleme est en fait effectué en utilisant des méthodes d’intégration numérique
de type Gauss ou Simpson sur des éléments de référence de forme simple, la valeur exacte
étant retrouvée grace au jacobien de la transformation entre la base locale (forme simple)
et la base globale (forme réelle), comme décrit sur la figure 3.2. La formulation pré-

tu Y &
(»’173,y3) (756796)
(x27y2>
36
($5>y5>

' Y4

R -~ (5131,3/1)
PO S 5 g

figure 3.2 — Transformation entre base locale et globale

sentée dans ce paragraphe est dite en déplacement, c’est-a-dire que les seules inconnues
du probleme sont les déplacements aux nocuds du maillage. La loi de comportement est
alors respectée au sens « fort » du terme sur le domaine. Il existe d’autres formulations
dites « mixtes » a deux (type Hellinger-Reissner) ou trois (type Hu-Washizu) champs qui
permettent d’enrichir la qualité fonctionnelle de la formulation (continuité, différentiabi-
lité...). Les relations entre ces différents champs sont alors respectées au sens « faible »
sur le domaine défini. Cela a pour effet d’assouplir la formulation et d’éviter des problemes
de blocage numérique qui peuvent survenir dans certains domaines de la mécanique. Dans
la suite de ce mémoire, seule la formulation en déplacement a été considérée.

Discrétisation temporelle

La discrétisation spatiale conduit & un systeme d’équations différentielles, la plupart du
temps du second ordre en mécanique et propres au mouvement. La résolution analytique
d’un tel systeme est difficile pour les problemes linéaires simples et pratiquement impos-
sible pour les problemes non-linéaires. De ce fait, pour approcher la (les) solution(s, il est
nécessaire d’avoir recours a des méthodes numériques dont les domaines de compétence,
les limites de validité et la précision font naturellement I’'objet de nombreux travaux. Il
existe deux approches principales pour résoudre ce systeme:

— la méthode de décomposition modale pour laquelle les matrices masse et raideur
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sont diagonalisées dans un méme espace, nommé espace modal. On obtient alors un
systeme d’équations différentielles découplées d’autant plus rapide a résoudre qu’il
est possible de tronquer la réponse si elle est dominée par les modes fondamentaux.
Cette méthode trouve tres vite ses limites pour des systemes de grande taille ou
quand les problemes sont non-linéaires;

— les méthodes d’intégration directe appelées ainsi parce qu’aucune manipulation préa-
lable des équations n’est effectuée. Leur simplicité et leur efficacité dans la résolution
de problemes non-linéaires ont fait leur popularité dans le domaine du calcul des
structures.

Comme pour une discrétisation spatiale, les méthodes d’intégration directe permettent
d’approcher la solution exacte par une fonction dérivable par morceau. Les fonctions
d’interpolation sont plus ou moins riches et la précision plus ou moins grande selon les
formulations, ces dernieres devant étre stables et surtout convergentes.

Afin d’expliquer les différentes approches temporelles, 1'équation (3.3) que I'on souhaite
résoudre est modifiée en y ajoutant les termes d’amortissement structural D et en omet-
tant les termes de contact pour des questions de simplicité. Ces derniers seront réintroduits
par la suite:

u(t = to) = up, u(t = ty) = ug (3.6)

{ Mii + Dt + Ku = fox¢
L’intégration directe consiste en 1'utilisation d’un schéma numérique pas a pas qui permet
de construire les vecteurs déplacement, vitesse et accélération aux instants g, tq, ..., t, et
par extension, grace aux fonctions de forme, partout sur l'intervalle temporel considéré.
Le pas de temps At sépare deux de ces instants et peut étre constant ou variable pendant
la procédure de calcul. Les deux catégories principales, fondées sur la troncature d’un
développement de Taylor ou sur la méthode des éléments finis sont présentées dans ce qui
suit.

Méthodes issues d’un développement de Taylor

Toutes les quantités connues a l'instant ¢,, sont indicées ,,. Les vecteurs déplacement u,,,
vitesse u,, et accélération 1, sont supposés connus a l'instant t,,. Le but est de rechercher
ces inconnues a linstant t,,, = t, + 7 = t, + At avec § > 0. En utilisant la théorie
des développements limités, il est possible de calculer jusqu’a un rang donné les vecteurs
inconnus a l'instant ¢,, + 7 en fonction des vecteurs connus a l'instant ¢,,. En ne conservant
que les termes du second ordre en vitesse et du troisieme ordre en déplacement pour une
écriture cohérente, il vient en notation indicielle :

,7_2 ,7_3
Uppr = Uy + T, + Eun + gun
2 (3.7)
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Il existe alors plusieurs manieres d’éliminer les dérivées temporelles troisiemes en dépla-
cement. De facon générale, les parametres o et § étant a choisir, cette élimination peut
s’écrire sous la forme [GER 92]

2

Wy = Uy + 7l + (1= B)ity + Bt (3.8)

Wpsr = U, + 7((1 — @)y, + ol r)

— pour un schéma a accélération constante, U est nulle sur Uintervalle [¢,,t, + 7] et
I’accélération s’exprime comme suit: W, = U, = (ﬁn + 1"1"+T) /2. Les parametres
correspondants sont o = 3 = 1/2;

— si Paccélération est linéaire sur l'intervalle [t,, t, + 7|, telle que U = (ﬁn+T — ﬁn) /T
alors a =1/2 et §=1/3.

A Vinstant £, + 7, le systéme matriciel (3.6) prend la forme:

et devient, apres utilisation des équations (3.8):

2 2 2
(M +arD + %K) Uy = %f;j‘; +M (un + o, + %(1 - 5)ﬁn>
) , (3.10)
T T
+D (om-un + E(Qa — /), + E(oz — ﬁ)un>

On obtient alors deux familles importantes de schémas d’intégration temporelle:

— 0 =1 soit 7 = At correspond a la famille des schémas d’intégration de NEWMARK
[INEW 59] pour lesquels les inconnues sont calculées au pas de temps ¢,.. Suivant
la valeur des parametres a et (3, les schémas sont conditionnellement ou incondi-
tionnellement stables comme rappelé sur la figure 3.4;

—si 6 > 1, il s’agit du schéma d’intégration temporelle de WILSON. Classiquement,
0 prend la valeur 1,4 et les parametres « et § correspondent au cas d’accélération
linéaire. Ce schéma est inconditionnellement stable pour 8 > 1,32.

3.2.2 Méthodes de type résidu pondéré
At At

~

s
| A
~

Y
782%

—4 w4

figure 3.3 — Discrétisation temporelle (globale et intrinséque)

Il est possible de retrouver les résultats établis au paragraphe précédent en utilisant la
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méthode des résidus pondérés sur une interpolation temporelle a trois points en fonction
des instants t,,_1, t, et t,,.1 comme illustré par la figure 3.3. En construisant une variable
¢ = (t —t,)/At, dite intrinseque ou locale, I'approximation du vecteur déplacement (par
exemple) s’écrit: u; = N(&)T1, ou le vecteur 6 = [u,_1, u,, u,;1]7 contient les variables
nodales et N = [Ny, Ny, N3]T, les fonctions de forme en temps. Puisqu’il a été choisi
trois variables nodales par élément, I’approximation est un polynome du second degré:
u = ag + a1€ + axé?. Les fonctions de forme sont calculées en appliquant la procédure
usuelle: u,—1 = w(§ = —1), u, = w (£ =0) et 1 = w(§ = 1). Elles s’écrivent [Z1E 91]:

£(€+1)

MO = mE=1-2; N = (3.11)
Tout ceci conduit a écrire:
( w, = N(Tu= 5(52_ 1)un_1 + (1 —&Hu, + @unﬂ
i = N6 0= 2 (6= 1/2un s — 26w, + (€4 1/2)u,.)
1 (3.12)
iy = N 4(§)u= A (un 1 — 2w, + Un+1)
\ fteXt — N(S)TfeXt — 5(52_ 1)f7?i(i + (1 . §2)stt 5(5 + 1)fr?j:§

En introduisant ces approximations dans le systeme (3.6), ’équilibre n’est pas vérifié et
il faut annuler le résidu, ce qui conduit a utiliser la méthode des résidus pondérés:

/1 W (&) (Miy, + Du, + Ku, — £2) d¢ =0, V W(¢) (3.13)
-1

Afin de simplifier les écritures deux grandeurs sont introduites:

L@ de L WO+

T ;o U= i (3.14)
JoW(E)d¢ [HW(©)de

et le systeme (3.13) devient :

M D 0 03 ox 1 ox 1 02\ cox
(At2+91A +22K)un+1: 22 ‘;+(5—02+91)fnt+(5—01+;)fn_ﬁ

M D 1
+(At2 (26, - )At+(92_91_§)K>u"

M D 0, 1
— (A—tQ—F(el_l)Kt"‘ (——(91—1—2)1{)11”1
(3.15)

Cette formulation de type élément fini est tres générale et permet de restituer tous les
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figure 3.4 — Domaines de stabilité des schémas temporels

schémas d’intégration classiques a trois points [GER 92], explicites ou implicites, suivant la
valeur des parametres ¢, et 6y, c’est-a-dire suivant la fonction de pondération W choisie.
Ces différents résultats sont rappelés dans le tableau 3.1. Méme si dans la littérature
quelques variations subsistent au niveau du parametre 5 de (3.10) pour = 1, il est
intéressant de remarquer que dans la formulation développée ci-dessus, 6; = «a et 05 = (3.
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nom parametres fonction de pondération  type

accélération linéaire a=1/2,6=1/3 W=1 implicite
accélération constante a=1/2,=1/2 W = [¢| implicite
Fox Goodwin a=1/2,=1/6 W=1-|] explicite
différences finies centrées a=1/2, =0 W =46(¢) explicite
différences finies a droite a =3/2, =2 W=06(&-1) implicite

tableau 3.1 — Caractéristiques de quelques schémas temporels

3.2.3 Algorithme temporel retenu
3.2.3.1 Discussion préalable

Le choix pour la résolution de notre probleme porte a la fois sur le schéma d’intégration
temporelle et sur la méthode de prise en compte du contact. Une étude préalable [LEG 03],
sur un cas tres simple de roue aubagée et de carter entre lesquels le contact était géré par
une méthode des pénalités modifiée et associée a un schéma temporel explicite, montre
que des coincidences modales instables entre les deux structures étaient prédites correc-
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tement par rapport a la théorie. Cependant, elles disparaissaient quand la méthode des
multiplicateurs de Lagrange était implantée dans l'algorithme. Cette remarque nous in-
terdit donc la méthode des pénalités a cause des trop importantes approximations qu’elle
engendre.

A propos de l'intégration temporelle en mécanique du contact, les schémas implicites ont
I'intérét d’etre parfaitement rigoureux au sens mathématique puisque tous les termes de
I’équation du mouvement sont pris au méme instant. Cependant, le caractere de stabilité
inconditionnelle pour un probleme linéaire devient alors obsolete a cause de la difficulté
liée & la prise en compte des efforts de contact. Une étude intéressante [GG 99] prouve de
facon analytique que les parametres de NEWMARK ont un role primordial sur la qualité des
résultats. Il est aussi démontré que le schéma explicite des différences finies centrées basé
sur I'algorithme de CARPENTER [CAR 91}, en plus de sa simplicité de programmation,
conduit a un respect parfait des conditions de non-pénétration ainsi qu’a la compatibilité
des vitesses et des accélérations. L’inconvénient principal réside dans le décalage d’un pas
de temps entre I'estimation de 'accélération et la prise en compte des efforts de contact.
Il est cependant mineur et le comportement, de type dynamique rapide, de I’ensemble
motive I'utilisation de ce schéma.

Algorithme général

La résolution du probleme se fait en trois étapes. Elles sont détaillées ci-dessous pour un
contact noeud-ligne. Dans cette procédure, le vecteur u contient les variables en déplace-
ment des deux structures, et les matrices M, D et K regroupent les matrices respectives
des deux composants mécaniques :

1. prédiction des déplacements:
Dans cette étape, les déplacements sont prédits (et indicés ,,) sans prendre en compte
de quelconques contacts. D’apres I’équation (3.15) et le tableau 3.1, il est possible
d’écrire pour le schéma des différences finis centrées:

(M. D h poee g |2l 4| 2o M (3.16)
Hrtte = A T oA n At? YT oA T A ) W

2. calcul des pénétrations:
On utilise 'équation (3.5). La matrice de contact Cn est initialisée a 0. Lorsqu’une
pénétration est détectée entre les deux structures, des termes non nuls apparaissent
dans la matrice Cn au niveau des degrés de liberté qui doivent étre corrigés.

3. correction des déplacements:
Le vecteur des déplacements corrigés au pas de temps n + 1 est noté u, 41 .. L'an-
nulation des pénétrations détectées, qui s’écrit a partir de I’équation (3.5):
gn—‘,—l = CNTunJrl,C + gn—i—l,p = 0 (317>

est effectuée simultanément a la correction des déplacements restituant ainsi les
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efforts de contact. Une nouvelle matrice Cnt comprenant a la fois les corrections

dans les directions normale et tangentielle est construite. Elle est identique a Cy

mais contient, en plus, le coefficient de frottement ;1 au niveau des degrés de liberté

adéquats en utilisant la loi de Coulomb dans sa phase glissante, qui s’écrit d'un

point de vue discrétisation éléments finis At ;41 = AN 1 :
{ﬂ + R] Upi1c+ CnTANpt1 =0

A2 2AL (3.18)

T
CN Up41.c + gn—i—l,p =0

Cette méthode présente 'avantage de permettre une correction exacte des dépla-
cements mais I'inconvénient d’inverser, a chaque itération temporelle, une matrice,
certes de faible taille mais non symétrique. En effet, I’équation (3.18) peut étre
réécrite sous une forme plus parlante:

-1

M D]
AN, n+1 Cn’ [A—tQ + Q—AJ Cnr Bnt1p (3.19)
M D] '
Upile = — [@ + E} CNTAN 41

Enfin, le temps est incrémenté d’un pas et la procédure reprend a la premiere étape.

remarque 1: Les forces surfaciques de contact normal notées ty dans le domaine
continu deviennent le vecteur AN apreés discrétisation. De la méme facon, les efforts de
frottement tt sont écrits de facon vectorielle Ay. Cette différence de notation intervient
parce que dans la plupart des algorithmes, un procédé itératif implique les variables dis-
cretes AN et At qui convergent vers ty et tp.

remarque 2: Méme si dans le chapitre 2, le domaine admissible est défini par la condi-
tion g(u) < 0, il est possible de trouver des formulations pour lesquelles g(u) > 0. Le signe
des efforts de contact dans la direction normale est modifié pour conserver la cohérence
mathématique : cette approche est programmée dans toutes les simulations décrites dans
ce mémoire.

Discrétisation fréquentielle

Les méthodes fréquentielles sont de plus en plus d’actualité dans 'analyse des phénomenes
vibratoires fortement non-linéaires [NAY 79]. Malgré le fait qu’elles demandent une élabo-
ration algébrique préalable sophistiquée et un choix a priori des harmoniques retenus, elles
sont utilisées avec succes dans de nombreux champs d’investigation. Suivant le type de
non-linéarité rencontré dans la formulation du probleme (prise en compte de contact uni-
latéral et de frottement ou non-linéarité en cube du déplacement par exemple), différentes
variantes ont été développées récemment. En général, ce type de méthode trouve toute
son efficacité dans la prédiction de réponses périodiques sous excitation forcée meéme si
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des systemes plus complexes sont rencontrés. La formulation la plus générale, qui permet
d’étudier des systemes oscillants apériodiques sujets au contact, I'une des non-linéarités les
plus contraignantes, nécessite le concept d’hyper-temps [LAU 83]. En effet, ces systemes
font intervenir un nombre fini de fréquences sans dénominateur commun. Il n’y a donc pas
de période commune au systeme dans sa totalité et il est alors nécessaire de construire un
espace de pseudo-temps (au pluriel) dont la dimension est égale au nombre de fréquences
sans dénominateur commun retenues. Théoriquement, il n’y a pas de limitation sur la di-
mension de ’hyper-temps pourvu qu’'un nombre suffisant d’harmoniques soit associé aux
fréquences adéquates afin d’atteindre une précision donnée. La procédure alterne domaine
fréquentiel et domaine temporel et peut ainsi prendre en compte tout type de non-linéarité
mais nécessite alors les transformées de Fourier rapides a n dimensions pour assurer le
passage d’'un domaine a 'autre [VG 01]. Une méthode fréquentielle générale fondée sur le
concept décrit ci-dessus a été développée et est présentée dans ce qui suit en généralisant
les travaux de PUSENJAK [PUJ 04]. Cette étape dans notre travail a eu plusieurs effets
bénéfiques :

— une meilleure compréhension physique du phénomene d’interaction modale grace
aux questions qui se sont posées lors de la mise en équations du probleme dans le
domaine fréquentiel ;

— la possibilité de faire des études paramétriques tres rapides;

— l'obtention de résultats indépendants du temps et par conséquent insensibles a la
taille du pas de temps, souvent a l'origine de difficultés dans la mise au point des
schémas temporels.

Méthode de I'équilibrage harmonique

Les équations de la dynamique d'un probleme mécanique non-linéaire quelconque sont
réécrites de la maniere suivante:

Mii + Du + Ku + ! (u,u) = £* (3.20)

ot le vecteur f*!(u,11) rassemble tous les types de non-linéarités du probleme. L’idée gé-
nérale est de représenter 1’historique du vecteur déplacement généralisé u par son contenu
fréquentiel et obtenir ainsi un systeme couplé d’équations algébriques en « équilibrant »
les termes a composante fréquentielle identique. L’utilisation d’une procédure itérative
afin de trouver les racines de ces équations est ’étape suivante. Les déplacements u sont
développés en séries de Fourier tronquées au N,® harmonique :

Np
u= % + ;(an cos(nwt) + by, sin(nwt)) (3.21)
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ainsi que les forces non-linéaires: f*!(u,u):

ol (uu) = % + Z(cn cos(nwt) + d, sin(nwt)) (3.22)

n=1

et le chargement externe foxt:
ext Nn
a
fext — OT + Z(ag"t cos(nwt) + b sin(nwt)) (3.23)
n=1

oll Cp—o,n, €t djp=1,n, sont des fonctions explicites (par exemple pour une non-linéarité
dépendant du cube du déplacement) ou implicites (conditions de contact) non-linéaires
des aj,—o,n, et bj=1,n,. Les 2N}, + 1 coefficients de Fourier aj,—o n, et bj,—1,n, sont alors
les « seules » inconnues du probleme puisque les 2N, + 1 coefficients aeT’L‘;Q N, €t bfﬁl’ Ny,
représentent le chargement extérieur connu. Du remplacement de chaque vecteur de (3.21)

dans I'équation du mouvement résulte un vecteur résidu R.:
R = f** — (Mii + Du + Ku + f*(u,0)) (3.24)

La méthode de Galerkin utilisée dans cette formulation requiert 1'orthogonalité de ce
résidu a chaque fonction de I'expansion sur une période 7' = 27 /w:

(R,1) =0
(R,cos(nwt)) =0, n=1,...,N, (3.25)
(R,sin(nwt)) =0, n=1,...,N,

ou le produit scalaire (f(t), g(t)) de deux fonctions f(t) et g(t) est défini comme suit :

(). g(t)) = / F(t)g(t) dt (3.26)

Pour les problemes linéaires, 1’équation (3.25) peut se mettre sous forme matricielle et la
solution est atteinte en une itération. La prise en compte de non-linéarités fait appel a
des méthodes itératives de type quasi-Newton. Alors que dans le cas des non-linéarités
explicites, la résolution du systeme algébrique est directement effectuée dans le domaine
fréquentiel des aj,—o N, et bj,=1 n,, les non-linéarités implicites n’ont de sens que dans
le domaine temporel. Il convient alors d’alterner entre les deux domaines, (1) pour leur
donner un sens physique puis (2) pour connaitre leur contenu fréquentiel, grace a une
transformée de Fourier rapide directe et inverse a chaque itération de la procédure de
résolution non-linéaire. Une fois le point de départ donné, le processus s’arréte quand la
norme du vecteur R devient suffisamment faible.
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Généralisation a n dimensions

L’application de la méthode décrite ci-dessus se généralise a des systemes oscillants apé-
riodiques contenant M, fréquences sans dénominateur commun. Dans un premier temps,
il est nécessaire de définir M, variables pseudo-temps associées a ces fréquences:

Tm = Wyt pour m=1,2, ..., M, (3.27)
pour construire un domaine hyper-temps tel que:
0< 7, <27 (3.28)

oll w,, représente les fréquences sans dénominateur commun de la réponse. Les équations
de la dynamique sont ensuite projetées dans le domaine fréquentiel. Auparavant, les diffé-
rents opérateurs différentiels qui agissent sur le vecteur u doivent étre réécrits en prenant
en compte les changements de variables:

M. Ms M

de S Oe d’e 2 — 0%e

@ = 2 g o gE = 2D kg (3:29)
m=1 m m=1 n=1 m n

Ceci conduit a reformuler I'équation (3.20):

s s 0*u du ) s du .
m M D K m , | = £ 3.30
mz_l w ; W 07,07, + 0T, tRut v mZ=1 W 0T ( )

N, N, N, M, M,
u= Z Z . Z ), jo,....jas, COS (ij7m> + by o, jar, SID (ij7m> (3.31)
Nh m=1 m=1

J1=—Np jo=—Np jus=—

L’expression (3.32):

M Ms
aijQ,m,st COS <Z jme> + bj17j27...7st sin (Z jme> (332)
m=1 m=1

permet d’exprimer toutes les combinaisons possibles entre les différentes directions de
I’hyper-temps par I'intermédiaire de la somme Z%;‘l JmTm avec Jn, € Q. Cette combinaison
de pseudo-temps 7j,,—1 a5 est la pierre angulaire de la méthode puisqu’elle autorise la
présence, dans le spectre de Fourier, de fréquences sans dénominateur commun. La parité
des fonctions trigonométriques interdit toute redondance et permet de diminuer le nombre
d’inconnues. Il faut donc s’assurer que la condition (3.33) soit bien satisfaite :

M
> GmTm =0 (3.33)
m=1
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Cette condition est illustrée sur la figure 3.5 pour trois fréquences sans dénominateur

figure 3.5 — Interprétation géométrique des composantes fréquentielles satisfaisant (3.33) avec
Ny =2 etw; >wy >ws. Il y a 63 coefficients indépendants (o) sur 125 possibles.

commun : tous les triplets notés (e) la vérifient et le nombre d’harmoniques dans le modele
est alors maximal, les autres étant redondants et donc inutiles. Une fois la sélection des
harmoniques effectuée, il est possible d’écrire I’équation (3.31) sous forme matricielle on
uj est la j ¢ coordonnée du vecteur u:

u; =t-a; =1,2,....N 3.34
J Rl J ) <y )

avec t = [t°5,t5"] et a; = [al agin

Jal JT Tl est opportun de noter qu’a ce stade, le vecteur

Josgar, définis
dans 'équation (3.31). Le nombre total d’harmoniques est Nj, = Neos + Ny t est un

a; est un réarrangement non redondant des coefficients ay;, j, . j,, et by
J25eeesf M

vecteur ligne, combinaison de deux sous-vecteurs t° et t¥" composés respectivement des
Nos termes en cosinus et des Ny, termes en sinus:

M, M, Ms
t® = |cos E gt 7|, cos E 2 Tm |, ..., cos E I Tm,
m=1 m=1 m=1
3.35
M, M, M, ( )
t™" = |sin E Gt 7 |, sin E 2 Tm |, ..., sin E gNsing
m=1 m=1 m=1

. : i=1,N, . L .
ou les coeflicients ~]||m*1 1. sont des entiers. Généralement, Neos = Ngn + 1 puisque le
— S

terme constant y est implicitement contenu en considérant 1’égalité cos(0) = 1. Le vecteur
a; est une colonne des coefficients harmoniques associés a la j© composante du vecteur
déplacement et construit a I'image du vecteur t:

agos = [alj, azj, e ,CLNCOS]'] s agin = [blja sz, Cey szinj] (336)
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La matrice Y se développe par N, répétitions de t le long de la diagonale :
Y = diagy, (t) (3.37)

et en assemblant tous les vecteurs colonnes dans un méme vecteur aj;—; y de coefficients
harmoniques:

a= [alT, a)’, ... ,aNT]T (3.38)

u et ses dérivées par rapport au temps s’expriment comme suit :

u=Y-a

M
) ~ oY
u= wy— |- a

<mzl 37m> (3.39)
Ms M
e 0’Y

v (Z Z Wmn 8Tm87n> a

m=1 n=1

Cette expansion du vecteur u peut alors étre introduite dans 1’équation (3.20) suivie
de la procédure usuelle de Galerkin sur le domaine entier de 1’hyper-temps défini par
I'équation (3.28). Il en résulte un ensemble d’équations non-linéaires couplées a résoudre
selon les coefficients harmoniques a

R = Ha + f™(a) — £ (3.40)

ou les notations suivantes sont utilisées :
2r 27 M 2y
0°Y oY
T
D KY
e [ [zwm (z Vi S a)
2w p2m

£l (a / / / Y " (w,0) drdr, ... dry,

2w 27
£oxt = / / / Yt drydry .. dry,

[’annulation du résidu R avec un solveur itératif non-linéaire signifie que 1’état d’équilibre

dTldTQ .. -dTMS

est atteint.

Validation des algorithmes

Afin de s’assurer que I'implantation des différentes méthodes est correcte, deux exemples
représentatifs ont été imaginés. Ils permettent de comparer d’une part ’approche tempo-
relle a "approche fréquentielle sur un cas de contact, et d’autre part, certains algorithmes
de gestion du contact de la littérature a celui que nous avons choisi pour la suite des
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développements.

Comparaison des méthodes fréquentielle et temporelle
Présentation du systeme

Une poutre, discrétisée par quatre éléments finis de type poutre de Bernoulli (cf. fi-
gure 3.6), est soumise a une excitation externe apériodique composée de deux fréquences
sans dénominateur commun: f°** = 100(cos(wt) + cos(e't)). Le déplacement central de
cette poutre est contraint par un mur. La méthode des différences finies centrées en temps
est comparée a la méthode de 1’équilibrage harmonique a deux dimensions pour ce cas
de contact unilatéral apériodique. En tenant compte des conditions aux limites en appui

simple, le vecteur déplacement devient u = [91,'02,92,03,93,114,94,95]T. L’équation du
L]
v

ﬁ Umax

~

>

fext

figure 3.6 — Schéma de la poutre contactant un mur

mouvement se met sous la forme:

.o . . ext
{Mu+Du+Ku—f (3.41)

U3 < Umax Vt

Pour ce cas précis, la prise en compte de la condition de contact dans la procédure fré-
quentielle est la suivante : si une violation de cette contrainte est détectée dans le domaine
temporel, on lui impose la valeur v,,,, avant une projection de ce déplacement corrigé dans
le domaine fréquentiel. Notons, toutefois, qu’il existe d’autres manieres de tenir compte
des efforts de contact dans ces approches fréquentielles [POU 04].

Résultats

Pour bien approximer ce type de non-linéarité dans le domaine fréquentiel, il est nécessaire
de considérer un grand nombre d’harmoniques. Par conséquent, douze harmoniques dans
chaque direction sont conservés dans la simulation. Le temps de calcul de la méthode
fréquentielle reste rédhibitoire a cause des transformées de Fourier directe et inverse en
deux dimensions exécutées a chaque itération lors de la résolution non-linéaire. Néanmoins,
ce calcul montre que la méthode fréquentielle est capable de résoudre ce type de probleme.
Les deux solutions, temporelle et fréquentielle, sont indiscernables comme illustré sur la
figure 3.7. Afin d’apprécier leur écart, la figure 3.8 montre 'erreur relative entre les deux
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x1073
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o
T
1
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—
T
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temps (s)
figure 3.7 — Comparaison entre les résultats issus de l'intégration temporelle des différences fi-

nies centrées (- -) et ceux issus de la méthode de I’équilibrage harmonique en deux
dimensions pour Ny =12 (—)

x 1072

0 ) 10 15 20 25 30
temps (s)

figure 3.8 — Erreur relative en % entre l'intégration temporelle des différences finies centrées et
la méthode de I’équilibrage harmonique en deuzr dimensions pour Np = 12

méthodes. Les résultats sont pratiquement identiques. Des oscillations subsistent, dues
essentiellement a la troncature au douzieme terme du développement du déplacement en
double série de Fourier dans la méthode fréquentielle.
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Résolution d’un probleme statique de contact

L’algorithme temporel développé dans la section 3.2.3.2 est confronté a quatre algorithmes
différents souvent rappelés dans la littérature et permettant la résolution de problemes de
contact. Tous ces algorithmes sont donnés en annexe E en langage Matlab.

Présentation du systeme

Le systeme étudié, (cf. figure 3.9) est une poutre soumise a son poids propre dont la dé-
formée est contrainte par un obstacle rigide. Le frottement n’est pas pris en compte et

L)

|

//

vmaa:

\
i

figure 3.9 — Schéma de la poutre contactant un mur

I’hypothese des petites perturbations est utilisée. Le tableau 3.2 récapitule les caractéris-
tiques du modele. La poutre est tres souple afin de compliquer la résolution. Le nombre
d’éléments, du meéme type que ceux de I'étude précédente, est élevé pour mettre en lumiere
les temps de calcul des différents algorithmes. Un tel probleme de statique peut se mettre

nombre d’éléments 200
masse volumique p=0,1kg/m?
module d"Young E =300 MPa

hauteur de la poutre A =3 mm
largeur de la poutre [ =3 cm
longueur de la poutre L = 10 cm
gravité g =10 m/s?
position du mur Umaz = —1 Mm

tableau 3.2 — Caractéristiques du modéle

sous la forme décrite dans le chapitre 2, c’est-a-dire comme minimisation d’une énergie
de déformation en restreignant ’espace des solutions admissibles. Les contraintes sur les
déplacements sont appliquées seulement aux noeuds des éléments. Il s’agit la d’une sim-
plification classique. Les conditions d’encastrement a l’extrémité de la poutre permettent
d’écrire le vecteur des déplacements sous la forme:

u= [U27 927 e 7/UNele7 eNele]T (342>
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et le probleme a résoudre s’écrit :

1
min —u’ Ku — u’ et
lin 5 (3.43)
sc. Vn € [Q,Nele], Up 2 Umaz

soit, sous forme matricielle :

min 1uTKu —ulfext
u 2 (3.44)
sc. Au>b

Deux algorithmes, a savoir la méthode des contraintes actives et la méthode des pénalités
extérieures, permettent de résoudre ce probleme directement sur les déplacements alors
que les deux autres utilisent la notion de dualité des multiplicateurs de Kuhn et Tucker.
Pour ces derniers, on adopte la méthode d’Uzawa qui consiste a minimiser la fonctionnelle
augmentée selon des variables primales et a la maximiser selon les variables duales afin de
trouver le point-selle, solution du probleme original. Selon la forme du terme augmenté, on
parle soit de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, soit de la méthode du lagrangien
augmenté.

La méthode des contraintes actives trouve une direction admissible en ne rendant ac-
tive qu'une contrainte par itération, ce qui permet la convergence de l'algorithme. Les
contraintes d’inégalité sont en fait transformées en une séquence de contraintes d’égalité.
La solution de cet algorithme est considérée comme solution de référence du probleme et
les autres, comme solutions approchées. Ceci résulte a la fois de la théorie et des tests
d’arrét de ’algorithme.

Résultats

Dans le cas de notre algorithme en dynamique, un coefficient d’amortissement structural
important est introduit pour que la solution converge rapidement vers la solution statique.
La solution de référence de notre probleme est reportée sur la figure 3.10. Afin de comparer
la qualité des autres méthodes implantées, une erreur relative a été définie:

Telem ref approx

U;
ref
)

erreur(%) = x 100 (3.45)

Nelem i—2 v

Elle quantifie par un pourcentage, la différence pondérée des déplacements aux noeuds
entre la solution vraie et la solution approchée. Les algorithmes autres que celui des
contraintes actives et dynamique s’arrétent quand la norme euclidienne V RTR. du résidu
R de I’équation de la mécanique incluant les efforts de contact est inférieure a 10712

R = Ku — £t 4 f¢ (3.46)



tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

48

Chapitre 3. Méthodes numériques

déformée (m)

0,1

abscisse de la poutre (m)

figure 3.10 — Déformées statique et dynamique d’une poutre soumise a son poids propre et
contactant un mur

Le tableau 3.3 donne les erreurs relatives ainsi que les temps de calcul normés par rapport
a la méthode des contraintes actives. Il souligne la précision de I'algorithme en dynamique

méthode parameétres temps (s) erreur (%)
contraintes actives / 1 /
e =10% 9,8-1072 1,2-1073
pénalités e=10° 87-1072 1,8-107*
e =10° 8,6-1072 1,1-107°
e=10 1,8 6,2-1078
lagrangiens augmentés e = 102 0,38 9,6-107°
e=10° 0,14 44-107°
multiplicateurs de Lagrange | p = 2,27 - 107° 37 5,2-107*
schéma explicite / / 6,1-1073

tableau 3.3 — Comparaison des algorithmes de gestion du contact

explicite et confirme certains commentaires de la littérature dans ce domaine:

— la méthode des pénalités est tres simple d’implantation et tres rapide en comparaison
des autres algorithmes et sa précision augmente avec ¢ jusqu’a une valeur limite pour
laquelle 'algorithme diverge ;

— la méthode des lagrangiens augmentés associée a ’algorithme d’Uzawa permet d’ob-
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tenir une excellente précision pour un temps d’éxécution tres intéressant mais fluc-
tuant en fonction de ¢;

— la méthode des multiplicateurs de Lagrange combinée a 1’algorithme d’Uzawa se
révele fastidieuse et doit étre évitée.

Il semble intéressant de préciser que tous ces algorithmes se généralisent a la dynamique
non-linéaire et sont capables de tenir compte de grands déplacements, de grandes défor-
mations et de loi de comportement plastiques moyennant quelques modifications simples.

Conclusion

Dans ce chapitre, les méthodes numériques en espace, temps et fréquence nécessaires a
nos simulations ont été présentées: il s’agit de la méthode des éléments finis, d’'un schéma
temporel fondé sur les différences finies centrées couplé a la méthode des multiplicateurs de
Lagrange pour la gestion du contact et enfin, d’'une procédure fréquentielle tres générale
permettant de simuler des systemes oscillants et apériodiques sujets au contact. Deux
exemples simples et représentatifs ont permis de démontrer le bon comportement des
algorithmes développés. Ces trois méthodes sont utilisées dans les chapitres suivants avec
certaines variantes selon les besoins de chaque modele.
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Le but premier de ce chapitre est de mettre en ceuvre les méthodes développées précédem-
ment sur des structures tres simples vérifiant les criteres de symétrie cyclique, en espérant
qu'une coincidence modale puisse étre détectée. La modélisation retenue, qui est décrite
dans une premiere partie, reste imparfaite et ne permet pas une vision tres réaliste du
phénomene que ’on souhaite étudier mais sa simplicité supporte des études paramétriques
rapides et une validation des algorithmes. Dans une seconde partie, les équations de la
dynamique sont exposées. Ensuite, on adapte les deux méthodes d’'intégration temporelle
et fréquentielle en fonction des besoins spécifiques au phénomene d’interaction modale
recherché. Enfin, une comparaison et une analyse des résultats respectifs ceuvrent pour le
développement d’un second modele plus performant.

Modélisation des structures
Roue aubagée

Lors de cette premiere étude, la roue aubagée a été modélisée le plus simplement possible.
Elle est constituée de poutres rigides fixées au disque du rotor et connectées entre elles
par des ressorts de torsion: sur la figure 4.1, les raideurs k, et k;, agissent directement
sur les parametres «;, positions angulaires des aubes. Comme expliqué dans le chapitre 1,
la raideur centrifuge due a la vitesse de rotation de la roue aubagée n’est pas prise en
compte. Pour faciliter la compréhension du modele du rotor, le rayon du disque de la
figure 4.1 n’est pas nul. Cependant, dans les algorithmes proposés par la suite, ce rayon
est pris égal a zéro : les aubes vibrent donc autour d’une de leurs extrémités ce qui simplifie
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figure 4.1 — Schéma d’une partie du modéle simplifié de la roue aubagée

I’expression de la fonction distance entre les deux structures. L’équation de la mécanique
associée au parametre angulaire «; s’écrit :

madi -+ (k/’a + 2]€m)06i — km(oziﬂ + Cl’ifl) = fai (41)

olt m, = mi?/3 est le moment quadratique de aube par rapport a I'une de ses extrémités.
Sa masse est notée m et sa longueur /,. La généralisation de I’équation (4.1) a toute la
roue aubagée conduit a une matrice raideur circulante et une matrice masse diagonale :

Mot + Kraa = £ (4.2)

ou M,, = diagy(m,) et Kya = circy(ky + 2kia, — kia,0,...,0, — k). Le vecteur conte-
nant les angles de vibration de toutes les aubes est noté: a = [ay, ..., ay]T et f& =
[fars- - s fan]t représente le vecteur d’excitation extérieure sans tenir compte d’éventuelles
forces de contact. Les modes propres de la roue aubagée sont calculés a partir de ce mo-
dele. Le vecteur des contributions o et a® des deux modes a ny diametres nodaux pg, et
p;, est noté a™. Le champ de déplacement retenu est alors donné par la relation:

(07] .

: (= | Pfa PPa {as }szozm (4.3)
(6%

an

Carter

Le carter est directement discrétisé sur ses modes propres a n, diametres et son champ de
déplacement est exclusivement radial. Les masses et raideurs modales sont déterminées
grace a un modele éléments finis. Le systeme matriciel de chaque structure n’est pas normé
par rapport a sa matrice masse respective afin de conserver le vrai rapport massique lors
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(a) modes en cosinus u® et a° (b) modes en sinus u® et o®

figure 4.2 — Les deux modes a trois diamétres nodauz du carter et de la roue aubagée

de la gestion du contact. On note u = [u®, u®]T, les contributions des deux modes & ng
diametres nodaux du carter. Tout point matériel appartenant au carter et dont la position
angulaire est paramétrée par I'angle ¢ subit le champ de déplacement :

u(8,t) = u’(t) cos(na(f — b)) + u’(t) sin(nq(6 — 6o)) (4.4)

Oy est indéterminé du fait de I'invariance de la structure par rapport a son axe de révo-
lution. Les équations de la dynamique du carter se mettent sous la forme d’un systeme
matriciel diagonal de dimension 2 x 2 dans lequel apparaissent la masse modale m, et
raideur modale k. de la structure:

M_ii + Ku = foxt (4.5)

A T'image de la roue aubagée, aucun effort de contact n’est inclus dans 'équation (4.5).

Le nombre de diametres nodaux est un parametre du probleme et doit étre fixé par 1'uti-
lisateur. La figure 4.2 indique les déformées modales pour ng = 3. Le rayon du carter est
noté R.. De I'amortissement structural est ajouté aux deux structures, par l'intermédiaire
de la matrice D définie grace a I'hypothese de Basile: D = aM + 0K ot les deux coeffi-
cients a et b sont calculés pour retrouver les valeurs d’amortissement modal ¢ de 'ordre
de 0,05% pour la roue aubagée et 0,3% pour le carter, données proposées par SNECMA.

Procédure temporelle
Gestion du contact

Les degrés de liberté angulaires retenus pour la roue aubagée ne permettent pas d’écrire le
déplacement en sommet d’aube selon une direction normale et une direction tangentielle,
indépendantes et nécessaires a une gestion correcte du contact. Il n’est donc pas possible
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d’utiliser directement la méthode présentée dans le chapitre 2 qui s’appuyait sur une
description réaliste des déplacements. Le modele de contact est malgré tout fondé sur
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, ce qui confere a l'’ensemble un sens plus
mathématique que physique. Aucun frottement n’est pris en compte et la mise en équations
est effectuée en amont d’une réduction modale de la roue aubagée. Les énergies cinétique
et potentielle du systeme ainsi que la fonctionnelle de contact doivent alors étre calculées
afin d’appliquer le principe d’'Hamilton [MEI 67]:

¥ ltutal, /t U9 B (6) — 0Ba(war) + W (i0,&) + 0 Ex(waA)) dt — 0 o)

V(da,0u,0\) tel que dax(ty) = dex(tz) = du(ty) = du(ty) =0

L’ensemble des énergies et travaux virtuels des forces dissipatives s’écrit :

1 1
E,. = §ilTMcil + §dTMrao'z énergie cinétique
1 1 - , . , .
E; = éu K.u+ éa K.aax énergie de déformation
SW = —6u'D.u — da’Dyace  travail virtuel des forces dissipatives

E\ = X'g(u,a) énergie de contact

On rappelle que le vecteur A correspond aux multiplicateurs de Lagrange et le vecteur g,
aux distances entre les aubes et le carter. Le parametre #; indique la position angulaire
de l'aube 7 pour tout ¢ > 0 comme défini sur la figure 4.3:

ou {2 est la vitesse de rotation de la roue aubagée, ®;, ’angle initial entre ’aube i et ’axe
ex et enfin o, 'angle de vibration de 'aube . Ceci conduit a écrire le vecteur g dont les
composantes sont les distances entre les structures:

g, = R. — 1, + u® cos(ngb;) + u’sin(ngyb;) (4.8)

qui, différencié et inclus dans le principe d’Hamilton, permet le calcul des efforts de
contact :

SEx=XATég+ Mg (4.9)
ou les composantes du vecteur dg observent la forme suivante :

dg; = u’ cos(ngb;) + ou’sin(ngb;) + doying (us cos(ngb;) — u’sin (ndel-)) (4.10)
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Cy

figure 4.3 — Schéma de la fonction g;

4.2.2 Algorithme

L’algorithme présenté dans la section 3.2.3.2 est repris mais adapté pour permettre la ré-
solution des équations dans I’espace modal. Pour préciser a nouveau les notations, I'indice
; représente le numéro de 'aube, I'indice ,,, le pas de temps en cours, I'indice ,,, que 'on a
affaire aux variables prédites et enfin, I'indice . indique I’étape de correction des variables:

prédiction: a la fin de cette étape, les prédictions des déplacements modaux des deux

structures notées o™

nit1p €0 Upy1p, sONt connues.

calcul des pénétrations: il est alors possible de calculer les composantes de g linéarisé
par rapport a I’étape de prédiction au pas de temps n :

g = Re — la +up g, co8(ngbin) + up i, 8in(ngdin) + AinQingyp (4.11)
ou b, = Uy + 0 + iy et Ay = ng (ufl cos(ngb; ) — u sin (ndﬁi,n)). L’angle de

vibration de chaque aube est nécessaire et c¢’est la raison pour laquelle on effectue

une projection de ag'y, , dans I'espace physique en utilisant I’équation (4.3):

Api1p = Praaznjq’p (412)

correction: la correction se résume a la résolution d’un systeme linéaire de dimension
(2N.+2) x (2N.+ 2) ou N, est le nombre total d’aubes en contact détectées. Pour



1631, version 2 - 9 Nov 2006

-

tel-00

56

Chapitre 4. Application a un modele simple de symétrie cyclique

N. =2 (les aubes 1 et 4 sont en contact) et en notant 3; = ngb;, le systeme s’écrit :

;

M. 0 0 0  cosfB, cosfBin |
0 M, 0 0 sinfy, sinpfy,
0 0 M., O Ay, 0
0 0 0 M, 0 Ay )
cos B, sinfi, A, 0 0 0
| cosBuyn sinfy, 0 Agp 0 0 1

c )
unJrl,c

s
un—i—l,c
CVl,n+1,c
CV4,n+1,c

At

(

o O O O

A )

Dans I'équation précédente, les notations suivantes ont été utilisées:

me dc

M. =
C AR + 2At

et M,

dq
2At

— Maq
ra — AtQ

\ 84

\

(4.13)

Jusqu’a l'instant final, le temps est incrémenté avant un retour a la premieére étape.
)

En reprenant ’algorithme développé dans le chapitre 2, nous retrouvons l’expression de

la matrice de contact :
T cos B, cosBay, A1, O
Cn =| . .
sin 31, sin By

0 A4

(4.14)

Cependant, pour éviter des problemes numériques de mauvais conditionnement de ma-

trice, c’est 1’équivalent de 1’équation (3.19) qui est en fait résolu.

4.2.3 Résultats

©4.2.3.1 Choix du pas de temps et distances de pénétration

Le tableau 4.1 récapitule les caractéristiques mécaniques utilisées dans les simulations.

Celles-ci ont été choisies afin de mettre au point un cas d’étude académique avec le plus

de sens physique possible. Un algorithme explicite est tres sensible a la taille du pas de

ko = 1,5-10* N/m
kio = 3-10° N/m
Gra = 0,04

wrq = 286,3 rad/s

ke=1544-105 N/m At, =2,27-10% s

.= 0,05
w, = 878,63 rad/s

roue aubagée carter autres
l, = 0,499 m R.=05m ng =3
m, = 0,21 kg m. = 2 kg N =22

tableau 4.1 — Caractéristiques mécaniques du modéle

temps, surtout quand les équations sont fortement non-linéaires a 'image du cas présent.

Il n’existe pas de méthode déterminant un pas de temps critique et seul un majorant

peut étre calculé: At < At. (cf. tableau 4.1). Il est alors nécessaire d’effectuer plusieurs
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simulations en diminuant le pas de temps jusqu’a convergence (dans le sens ou les résultats
sont identiques entre deux simulations avec des pas de temps différents). Cette étude de
convergence de At montre que les simulations sont quantitativement équivalentes pour
At =10"%set At = 1077 s malgré le fait que les résultats soient qualitativement différents
comme illustré sur la figure 4.4. Cette différence est due a la tres forte dépendance de
I’algorithme au pas de temps et ceci pour une raison principale : la discrétisation des deux
structures dans ’espace modal interdit toute propagation d’onde locale a vitesse finie.
Quand une des structures se déforme localement sous chargement extérieur, la réduction
modale impose une déformation immédiate sur toute la structure et cohérente avec la
forme du mode, ce qui est physiquement impossible. Cette singularité introduite par la
modélisation ne peut étre qu’approchée par ’algorithme temporel et une diminution du
pas, méme tres importante, reste insuffisante. Nous avons donc privilégié des temps de
calcul raisonnables pour une précision acceptable en conservant un pas de temps de 1075 s
tout en ayant bien conscience que la réduction modale des deux structures, qui a pour
but initial de provoquer I’apparition d’une coincidence, limite fortement la résolution des
équations pour le cas considéré. Ce pas de temps peut étre comparé au critere de Courant
At. du probleme linéaire associé. La vérification des distances de pénétration entre les
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figure 4.4 — Evolution de u® pendant le phénomene d’interaction modale pour trois pas de temps
différents : At = 107%s (—=), At = 107 %s (—) et At = 10775 (= =).

structures en contact représente une méthode de validation de I’algorithme. Si ’étape de
correction remplit normalement son role, les distances entre les aubes et le carter doivent
étre positives ou nulles et c’est ce qu'expose la figure 4.5. Il y a donc confirmation que
la procédure de correction fonctionne normalement pour un pas de temps At = 1076 s:
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y it
f"e‘y" i x

E A1

mé
L

figure 4.5 — Distances entre le carter et lextrémité des aubes: deuz aubes, la n°6 (- -) et la
n°21 (—), restent en contact permanent avec le carter pendant le phénomene d’in-
teraction.
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aucune aube ne pénetre le carter au cours du calcul. Il semble pertinent de noter qu'un
modele tres simple a quatre degrés de liberté est capable de restituer correctement les
conditions de contact.

4.2.3.2 Comportement du systéeme

Pour les différentes simulations, le contact entre les deux structures est initié par une
impulsion de 100 us sur le premier mode u¢ du carter. Les structures sont ensuite laissées
libres d’interagir ou non. Suivant 'amplitude de cette excitation initiale, de ’amortisse-
ment structural, du nombre de diametres nodaux des modes considérés et de la vitesse de
rotation du moteur, deux types de réponse ressortent :

1. les impacts initiaux entre la roue aubagée et le carter sont suivis d’une décroissance
des vibrations jusqu’a disparition a cause de 'amortissement interne. Ce comporte-
ment est sans intéret et n’est pas étudié;

2. ala suite de plusieurs impacts, les deux structures acquierent des déformées qui s’em-
brassent : un échange d’énergie s’instaure pour lequel 'amortissement des structures
n’a alors plus d’influence. Les vibrations modales de la roue aubagée disparaissent
mais certaines aubes restent en contact permanent avec le carter, excitant ainsi ses
deux modes de vibration qui combinés, sont équivalents a un mode tournant avance
(cf. figure 4.6 a partir de 0,055 s). Ce cas d’interaction est analysé dans le paragraphe
suivant et nommé « mouvement bloqué ».



4.2.3.3

tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

4.2.3.4

4.2 Procédure temporelle 59

Régime de mouvement bloqué

Lorsque certaines conditions, assez difficiles a définir avec les seuls résultats issus de I'in-
tégration temporelle, sont réunies, le carter et la roue aubagée interagissent : le compor-
tement de I’ensemble est caractérisé par deux aubes en contact permanent avec le carter
alors que tout contact est perdu au niveau des aubes restantes comme reporté sur la fi-
gure 4.5. Une de ces deux aubes pousse le mode tournant alors que 'autre est poussée

1t . . . . i
" I i " " "
~ [y ' [ ' e 1
N [ . 1 ’x 1y
’ ' ot ! n

amplitude (m)
o

0 0,02 0,04 0,06 0,08
temps (s)

figure 4.6 — Vibrations modales du carter u¢ (—) et u® (----) pour 2 = 300 rad/s et ng = 3.
Un mode tournant avance apparait vers 0,055 s.

par ce mode tournant aboutissant ainsi a 1’équilibre dynamique de ’ensemble. La vitesse
de propagation de ce mode tournant est égale a la vitesse de rotation de la roue aubagée.
Les figures 4.6, 4.7, 4.8 et 4.9 présentent des résultats pour ng = 3 puis ng = 4 mais des
résultats similaires ont été obtenus pour ngy = 2 et ng = 5.

Conditions d’interaction

Une étude a été menée pour aider a la compréhension du role de certains parametres dans
I’apparition de ce phénomene d’interaction: vitesse de rotation du moteur, amplitude de
I’excitation initiale, nombre de diametres nodaux, amortissement structural. Ce dernier
parait fondamental puisque selon sa valeur, les structures sont plus ou moins amorties et
atteignent ou non ce mouvement bloqué. La figure 4.10 illustre la zone pour laquelle le
mouvement bloqué peut prendre naissance dans ’espace ‘amplitude de I'impulsion initiale
- vitesse de rotation’. La condition requise porte sur la vitesse de rotation du rotor et
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figure 4.7 — Vibrations modales de la roue aubagée o, (—) et ag (----) pour 2 = 300 rad/s et
ng = 3. La structure atteint une déformée statique.
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figure 4.8 — Vibrations modales du carter u¢ (—) et u® (----) pour 2 = 350 rad/s et ng = 4.
Un mode tournant avance apparait immédiatement.

semble étre la suivante:

w
Q> =
Ng

(4.15)
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figure 4.9 — Vibrations modales de la roue aubagée o, (—) et ag (----) pour 2 = 350 rad/s et
ng = 4. La structure atteint une déformée statique.
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figure 4.10 — Zones d’interaction dans l’espace ‘amplitude de l'impulsion - vitesse de rotation’

Toutefois, en plus de la condition (4.15), 'amplitude de I’excitation initiale doit dépasser
une valeur seuil dépendante de la vitesse de rotation de facon a ce que le phénomene
apparaisse. Il faut cependant admettre que ces résultats, peu répétitifs, restent peu précis
a cause de la limitation déja évoquée. Un algorithme dans le domaine fréquentiel a donc
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été développé d’apres la procédure indiquée dans le chapitre 3, et ceci pour deux raisons :
(1) les résultats temporels présentent des comportements harmoniques et statiques tres
simples et (2) cette méthode est insensible aux erreurs numériques inhérentes aux schémas
temporels et tres problématiques dans notre étude.

Procédure fréquentielle

Pour certaines conditions initiales tres spécifiques, la solution temporelle est une interac-
tion entre le carter et la roue aubagée. Cet état comprend un mode tournant du carter
qui se propage a la vitesse de rotation de la roue aubagée et un contact permanent entre
quelques aubes et le carter. Cette partie étudie ce phénomene de maniere analytique par
la méthode de 1'équilibrage harmonique.

Equations du mouvement

Le cas avec deux aubes en contact permanent est repris: elles sont indicées ;, et ;, et leurs
positions angulaires sont paramétrées oy, et a;,. Il vient (5 = ng(Qt + & + a)):

— pour le carter:

mei© + kou® + A cos B, + Agcos B, =0 (4.16)
mei® + kou® + Ay sin B, + Agsin 3, =0 .

— pour les deux aubes en contact :
(ko + 2kiq) v, — kia(uy—1 + aiy1) + gy (u’ cos B, — usin ;) = 0 (4.17)
(ka + Zkia)OéiQ - kia<ai271 + C“i2+1> + nd}‘2(us COs ﬁiz — usin ﬁm) =0 .

— pour les autres aubes:
(k’a -+ ka)Oél — km(OéN + Oéz) =0
(ka -+ ka)Oéi — k@'a(Oéifl + OéZ'Jrl) =0 Vie [Q,N — 1] — {il,iz} (418)
(ko + 2kis)an — kig(an—1 +0aq) =0

— pour les conditions de contact permanent entre les aubes 71 et iy et le carter:
R.—1,+ucosf;, +u’sinf;, =0
R.— 1, +u cosf;, +u’sin 3, =0

Dans les équations précédentes, ’amortissement structural a disparu: en effet, il n’est pas
nécessaire a I’étude fréquentielle d’un mouvement forcé qui est étudié de fagon intrinseque
sans tenter de connaitre les conditions qui le font apparaitre.
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Pour diminuer le nombre d’inconnues, les équations relatives a la roue aubagée sont pro-
jetées dans I'espace modal par inversion de 1'équation (4.3). Cette substitution permet de
former un systeme de six équations: deux pour le carter, deux pour les aubes en contact
et deux pour les contraintes de contact, d’inconnues respectives: u®, u®, a., ag, A1 et Ao.
Cette mise en équations démontre qu’il ne peut y avoir plus de deux aubes en contact
permanent puisque seulement deux degrés de liberté sont disponibles par structure.

Méthode de résolution

Rien ne prouve que la solution temporelle soit une solution de référence a cause du pro-
bleme du pas de temps. Cependant, s’il est possible de trouver une solution équivalente
par une autre procédure, elle prendra tout son sens. C’est pourquoi nous utilisons les
résultats temporels pour faciliter I’étude fréquentielle du mouvement bloqué :

— une seule harmonique est suffisante pour les contributions modales du carter ;
— les multiplicateurs de Lagrange sont constants;

— les angles de vibration des aubes sont constants.

Le mode tournant se propageant a la vitesse de rotation {2 du moteur, il vient alors pour
le champ de déplacement du carter :

(4.20)

S:a/

u® = af cos(ngQ2t) + by sin(ngyQ2t)
u 1 cos(ngfdt) + bf sin(ngSt)

L’intégration sur une période du mouvement de la pondération de (4.16), (4.17), (4.18) et
(4.19) par le vecteur {1, cos(ngsQt),sin(nyQ2t)} apres substitution de (4.20) conduit & un
systeme de huit équations a huit inconnues (a§, af, b5, b5, a;,, ai,, A1 et As).

Parce que les amplitudes de déformation sont tres faibles pendant le phénomene d’inter-
action, les approximations suivantes sont légitimes: COS(TLdOzij) ~1et sin(ndozi].) > NGy,
Le systeme d’équations découlant de ’application de la procédure de Galerkin s’écrit en
notant ¢; = cos(ng®;, ), co = cos(ng®;,), s1 = sin(ng®;,) et sy = sin(ny®;,) :

— pour le carter:

2072
ke —n3Qme)al + Ai(e1 — ngay, s1

(

(ke — n22mo )b — Ai(s1 + ngoy, ¢
( (

(

2092
ke —nz¥me)a 51+ ngovy, 1

1+ M
1+ A

\_/\_/\_/\_/
~— — —

2072
ke —n3Q°m.)b (c1 — ngoy, $1



tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

64

Chapitre 4. Application a un modele simple de symétrie cyclique

— pour les deux aubes en contact :

— pour le

ou les angles

Mngsy (b5 + af + ngag, (a5 — 67)) + Mnacr (b — af + nga;, (b5 + af)

+ (ko + 2kia) iy — kig(Qy—1 + iy 41) =

s c s c c s s c (422)
Aangs2 (b + af + ngay, (@] — b)) + Aanaca (b5 — af + nac, (b + af)
+ (ko 4 2kia) iy — Kig(Qtig—1 + Qtip11) =
contact permanent entre les aubes 71 et iy et le carter:
2(R. — 1) + Sl(ai — b5 — ngay, (b7 + a‘{))
+ 1 (b] + af + ngoy, (a] — b)) =0
1( 1 1 d 1( 1 1)) (4.23)

2(R. —ly) + s2 (ai — b — ngay, (b + af))
+ 2 (b} + af + nga, (a — b)) =0

QG -1, Qiy 41, Qiy—1 €6 @y, 41 sont calculés grace a 'expression (4.3) :

iy -1 Pra(it — 1) Pfaliz —1) .

e | _ | PR+ 1) PR +1) [ PLa(it) Phalin) ] { a, } (124)
Qi1 Pra(iz —1) Pfaliz —1) Pral(i2) Praliz) Qi

Qig+1 Praliz +1) Pralia+1)

L’ensemble des nouvelles équations (4.21), (4.22) et (4.23) complété par (4.24) forme
un systeme qui est résolu par un solveur numérique non-linéaire de type quasi-Newton
(solveur de Matlab dans notre cas).

4.3.3 Résultats

x107°
gf 4
Zaf af=1b
9
£
g
= -4
1t
]t ]
1 ‘ H ‘ ‘ ‘ | ‘
0 100 200 300 400 500 600 100 300 500
Q (rad/s) Q (rad/s)
(a) carter (b) roue aubagée
figure 4.11 — Evolution des amplitudes de déplacement des deux structures (harmoniques pour

le carter et constantes pour la roue aubagée) en fonction de {2 pour ng = 8

La figure 4.11(a) précise que les résultats sont tous dépendants de 2 sauf ceux relatifs aux
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figure 4.12 — Evolution de Uamplitude des multiplicateurs de Lagrange Ag et Aoy (ils sont égaux)
en fonction de {2 pour ng = 8

vibrations du carter. Ces dernieres sont cohérentes avec ’apparition d’un mode tournant
puisque les contributions modales sont en fait équivalentes au champ:

{ u® = af cos(ngQt) + b5 sin(ngQt) (4.25)
u® = |

—b{ cos(ngt) + af sin(ngt)

) = w./ng semble étre une vitesse de rotation particuliere, confirmant ainsi les résultats
issus de I'intégration temporelle. La modification des caractéristiques mécaniques du carter
provoquant un déplacement de w. dans le domaine fréquentiel pour ny fixé montre que
la vitesse du rotor pour laquelle le phénomene d’interaction apparait est modifiée en
conséquence. L’état de déformée statique acquis par la roue aubagée est en accord avec
les forces de contact déduites de I’équation (4.17):

{ Fy = —ngAar (u® cos(Ba1) — ulsin(fBa)) (4.26)

Fs = —nglg (us cos(fg) — u’ sin(ﬁﬁ))

L’introduction de 'expression (4.25) dans 'équation (4.26) prouve que ces efforts sont
constants sur une période du mouvement :

{ Fy1 = —na (b5 cos(na(Pa1 + a21)) — af sin(na(Pa1 + @21))) (4.27)

Fs = —nq (b5 cos(na(Ps + ag)) — af sin(na(Ps + ag)))

Deux principaux états de I'ensemble rotor/stator ressortent sur les figures 4.11(b) et 4.12
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et sont séparés par la vitesse de rotation critique 2. = w./ny. Une étude approfondie de
la direction des forces de contact en jeu indique que pour €. < w./ng, la configuration
des structures est en contradiction avec les efforts de contact et n’a par conséquent pas
de sens physique. Elle est effectivement comparable a une situation ou c’est le mode

(a) configuration possible 2 > (2. (b) configuration impossible 2 < 2.

figure 4.13 — Configurations amplifiées adoptées par les structures en fonction de §2. Les posi-
tions d’équilibre des aubes 6 et 21 sont mentionnées en pointillés.

tournant avance sur le carter qui provoque une rotation de la roue aubagée. Par contre, si
Q. > we/ngq, Paube n°6 est poussée par le mode tournant et ’aube n°21 le pousse et c’est
bien la rotation du moteur qui est a ’origine de son apparition, le tout étant en équilibre
dynamique: les multiplicateurs \g et Aoy sont égaux parce qu’il n’y a pas d’amortissement
structural dans le modele et donc aucune dissipation d’énergie.

La méthode de I’équilibrage harmonique confirme que quelles que soient les conditions
initiant le contact entre ces deux composants mécaniques, ce phénomene de « mouvement
bloqué » existe uniquement si 2 > w./ng, en accord avec 'intégration temporelle.

Conclusion

Dans ce chapitre, on a examiné les vitesses de rotation du moteur pour lesquelles les
potentielles interactions modales deviennent dangereuses a partir d’'un modele planaire
tres simple de deux structures a symétrie cyclique. Les équations de la mécanique sont
résolues dans les domaines temporel puis fréquentiel. Ces deux méthodes ont montré qu'un
cas d’interaction, nommé mouvement bloqué a cause des caractéristiques propres a son
comportement, peut survenir si la condition suivante, nécessaire mais pas suffisante, est
satisfaite :
wC

0>
nq
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Cependant, ce premier modele se révele inapte a représenter les phénomenes physiques
escomptés a cause de sa simplicité. Il souligne notamment les grosses lacunes dans la loi
de contact sans frottement, laquelle interdit 'excitation d’un mode tournant rétrograde
sur la roue aubagée. Les conclusions que I'on peut en tirer restent donc limitées et ne sont
pas toujours en accord avec l'intuition théorique de coincidence modale. C’est pour cette
raison majeure que 1’étude de ce modele n’est pas approfondie. Il a cependant ’avantage
de mettre en lumiere ses manquements et permet d’envisager des améliorations pour un
second modele. Elles sont énumérées ici:

1. ajouter du frottement afin d’exciter le mode rétrograde sur la roue aubagée et le
mode avance sur le carter grace aux seules forces de contact ;

2. enrichir le champ de déplacement des deux structures pour que la remarque précé-
dente puisse étre prise en compte;

3. coupler les déplacements tangentiels et normaux en sommet d’aube pour que les
formes des modes propres des deux structures s’embrassent. Adopter des aubes a
géométrie courbe semble étre une solution intéressante.

Un deuxiéme modele a été conc¢u de facon a mieux répondre aux exigences du phénomene
étudié et en tenant compte des remarques précédentes. Il est présenté dans le chapitre
suivant.
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Le modele planaire tres simple de roue aubagée et de carter examiné dans le chapitre précé-
dent a permis de démontrer que certains phénomenes particuliers pouvaient survenir entre
deux structures ayant des propriétés de symétrie cyclique. Cependant, sa simplicité n’a
pas permis d’aboutir aux résultats escomptés au niveau de la prédiction d’une interaction
modale comme définie dans le chapitre 1. Des conclusions, basées sur la compréhension
du phénomene et sur les limitations de la modélisation appellent a des recommandations,
énumeérées en conclusion du chapitre 4 et qui sont mises en ceuvre dans un nouveau modele.
Celui-ci est décrit dans le présent chapitre.

Dans un premier temps, les nouvelles structures ainsi que les choix qui motivent leurs
caractéristiques mécaniques sont explicités. L’algorithme de contact dans le domaine tem-
porel est adapté en conséquence et nécessairement plus riche: sa présentation fait ’objet
d’une seconde partie. Les résultats sont ensuite donnés selon différents modes a diametres
et en fonction de la vitesse de rotation du moteur. La derniere partie propose une résolu-
tion multi-fréquentielle dont les bases théoriques ont été présentées dans le chapitre 3.

Modélisation des structures

La modélisation des structures tient compte de toutes les conclusions du chapitre précé-
dent. Aboutir a un rotor constitué d’aubes a géométrie courbe et développer un carter
pour lequel la gestion du contact est possible sur toute section dans les directions normale
et tangentielle.
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Roue aubagée

Une aube de géométrie droite ne peut pas répondre de fagon satisfaisante aux recom-
mandations énumérées en conclusion du chapitre précédent. Afin de coupler les degrés de
liberté en flexion et en traction sous I’hypothese des petites perturbations, la géométrie
des aubes est rendue légerement courbe. Cette courbure n’est pas artificielle et permet
d’obtenir de maniere simple un comportement de la structure proche des modeles 3D ou
tous les degrés de liberté sont couplés par la complexité de la géométrie. Dans ce modele,
la roue aubagée est constituée de N = 22 aubes.

5.1.1.1 Formulation

tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

Carter

(a) description du modéle éléments finis (b) modes a trois diamétres

figure 5.1 — Caractéristiques de l’ensemble roue aubagée/carter

Les aubes améliorées sont discrétisées en éléments finis poutre droit de type Euler-Bernoulli.
Il y a trois degrés de liberté par noeud, wu,, (traction), v,, (flexion) et 6,, (rotation) et
I'indice ., fait référence a la roue aubagée tout au long du chapitre. La figure 5.1(a), en
plus d’illustrer les notations précédentes, montre un réseau de barres dont la fonction est
d’assurer le vrai comportement d’un disque de roue aubagée. En effet, c¢’est par son inter-
médiaire que la symétrie cyclique de la structure intervient. Il est évident que tout autre
type de connection ayant un sens mécanique et conservant la nature circulante des ma-
trices masse et raideur est acceptable. En plus des caractéristiques mécaniques des aubes,
le nombre d’éléments finis associés, le rayon du disque ainsi que la valeur des raideurs qui
connectent les aubes sont au choix de 1'utilisateur. La courbure des aubes est engendrée
par une fonction de récurrence sur les angles a; décrits sur la figure 5.2.

Dans la base locale de 'aube, les fonctions d’interpolation sont les fonctions de forme
usuelles des éléments poutre-barre. Une fois les matrices masse et raideur élémentaires
calculées, elles sont projetées dans la base globale associée a chaque aube: toutes ces
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Yglobal

4
Lextr

extrémité 1

Ylocal

Yeatr [ '
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figure 5.2 — Caractéristiques de l'aube a géométrie courbe
matrices sont données dans I'annexe D. Le travail des forces internes du disque est ensuite
ajouté de facon a ce que I’équilibre soit satisfait sur la structure globale.

Chaque aube est encastrée a 'extrémité 1 et le noeud positionné en extrémité 2 a pour
coordonnées (Zeztr, Yertr) dans la base globale de 'aube.

Quelques modes propres

Les caractéristiques mécaniques utilisées lors des simulations sont récapitulées dans le
tableau 5.1. Certaines valeurs, comme [, et ., peuvent sembler étranges puisque l'on

parametres roue aubagée carter
module d’Young (MPa) E.,=21-10" E ,=7-10"
masse volumique (kg-m=) p., =7,8-10°  p,=2,8-10°

hauteur (m) hre = 0,01 h. = 0,01
largeur (m) l,e =0,1 l.=0,1
amortissement modal §a=5-1073 & =3-1072
ddl 660 160

tableau 5.1 — Caractéristiques mécaniques du modéle complet

obtient pour notre étude des aubes d’une largeur équivalente a celle du carter. Cette
remarque étant faite, on espere seulement que la condition évoquée sur la figure 1.3 et
qui veut que les pulsations propres de la roue aubagée a 'arrét soient inférieures a leurs
homologues du carter pour un nombre de diametres donné soit vérifiée.

Une fois les matrices masse et raideur construites dans 1’espace physique, elles sont dia-
gonalisées afin d’obtenir les modes propres:

Upa = Prauln (5.1)

ou le vecteur u,, contient tous les degrés de liberté de la roue aubagée dans 1’espace
physique. La matrice des modes est notée P,, et contient les modes de la structure en
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colonnes; les contributions modales associées sont rassemblées dans le vecteur upy. La
figure 5.3 montre clairement la notion d’harmonique associée a plusieurs types de mode

d’aube sur cette modélisation planaire.

fi = 42,4 Hy fo =487 Hz f1 =605 Hz fo=T12 Hz

f23 =197 Hz f24 =203 Hz foe = 220,4 Hz fog = 246,1 Hz

fa5 = 585,3 Hz fi6 = 587 Hz fis = 592,2 Hz fs0 = 600,4 Hz

figure 5.3 — Quelques modes propres de la roue aubagée avec de gauche a droite, de zéro a trois
diameétres et de haut en bas, du premier mode de flexion au troisieme. L’indice des
fréquences indique le numéro du mode.

Carter

Afin d’éviter tout probleme numérique lors de la gestion du contact, la construction d’un
élément fondé sur la théorie des milieux curvilignes s'impose naturellement, a la fois a
cause de la géométrie courbe du carter que du mouvement supposé circulaire de I'extrémité
des aubes: le rayon apparent differe selon la discrétisation utilisée et la normale a une
structure cylindrique n’est pas définie de fagon unique si la discrétisation, par exemple
avec des éléments linéaires ou plans a I’équilibre, facétise la surface de contact. Toutes ces
considérations sont résumées sur la figure 5.4(a).



version 2 - 9 Nov 2006

tel-00011631,

5.1 Modélisation des structures 73

discrétisation

cubique .

\ \

discrétisation

linéaire

normale?

pénétration?

(a) probléemes de facétisation (b) notations

figure 5.4 — Elément poutre courbe constituant le carter

5.1.2.1 Formulation

Des compléments de ce qui est expliqué ci-dessous concernant la mécanique des milieux
curvilignes sont disponibles, par exemple, dans [DUB 98] ou [PES 89]. Les notations pour
la mise en équations sont données sur la figure 5.4(b). Nous adoptons les hypotheéses simpli-
ficatrices de Bernoulli qui négligent les cisaillements sur ’axe neutre. Sous ces hypotheses,
seules les déformations e, travaillent :

Ess (vc + (Rc + r)uc,s - Rcrvc,ss) (52)

T Rt
ou u. et v. représentent les déplacements dans le plan, respectivement selon les directions
normale et perpendiculaire a une section droite de la poutre courbe. En considérant que
r est tres faible devant R., un développement limité au premier ordre en r de l'expres-
sion (5.2) conduit a:

€os = <%€ + uc,s) — (};}:2 + vc,ss) r 4+ O(r?) (5.3)

La matrice raideur élémentaire d’un élément fini poutre courbe se calcule alors en diffé-
renciant le travail de déformation du a e, sur le volume total de 1’élément :

E 1/E 2qv E/I o Yors (%) d (5.4)
= 3 cEss = 5 cz\ 5o Ve, ss c|\ 5 Ue,s S .
d 2 Q 2 . RC2 3 Rc )

ou F, est le module d’Young du matériau constituant le carter. I., et S. représentent
respectivement le moment quadratique et la surface d’une section droite de la poutre
courbe. Les effets inertiels de rotation d’une tranche infinitésimale de poutre sont négligés
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et I’énergie cinétique d’un élément fini devient :

Eein = pCQSC / S0+ 9,2) ds (5.5)

1

Plusieurs études ont rapporté que ce type de formulation curviligne était tres sensible aux
fonctions de forme choisies lors de la discrétisation du probleme. Il est notamment connu
qu’une discrétisation de u, linéaire en s et de v. cubique en s provoque un phénomene
de blocage numérique, ce qui est confirmé par notre expérience. Nous avons donc retenu
une discrétisation plus riche, cubique en s pour les deux variables de déplacement. Les
variables nodales associées sont u., U s, V. €t v.s: les matrices masse et raideur élémen-
taires de cet élément sont données en annexe D. Cette formulation admet un mode rigide
de « rotation ». Il est éliminé en ajoutant artificiellement des raideurs sur les degrés de
liberté en u,. du modele.

Quelques modes propres

Le rayon du carter dépend de la valeur du jeu entre les deux structures. De fagon générale,
il s’écrit :

Rc = xeztrz + yeztr2 + € (56)

Dans cette étude et sur la base de modeles 3D, le parametre € est pris égal a un centimetre.

010)0/0

fas = 1625,8 Hz fi = 10,2 Hz fi =257 Hz fo = 72,8 Hz

figure 5.5 — Quelques modes propres du carter avec de gauche a droite, de zéro a trois diamétres.
L’indice des fréquences indique le numéro du mode.

Il peut étre modifié en fonction des besoins. Comme pour la roue aubagée, les notations
suivantes sont utilisées:

u. = P.u? (5.7)
ou le vecteur u. contient tous les degrés de liberté du carter dans l'espace physique. La

matrice des modes est notée P, et contient les modes de la structure en colonnes; les
contributions modales associées sont rassemblées dans le vecteur u*
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Procédure temporelle
Gestion du contact

L’intérét principal de ce nouveau modele est de permettre, comme le montre la figure 5.1(b),
un couplage de forme des deux structures impossible auparavant. En outre, ce modele est
beaucoup plus souple et réaliste d’'un point de vue mécanique. Cependant, cette formula-
tion plus riche complique la gestion du contact, qui doit étre possible sur toute section du
carter et de ce fait entre les nceuds du maillage.

Afin de faciliter la présentation de la stratégie adoptée pour appréhender cette difficulté,
la figure 5.6 précise toutes les notations nécessaires a la mise en équations du traitement
du contact entre I'extrémité d’une aube j et la section de 1’élément ¢ du carter qui lui fait
face. Une portion de la roue aubagée est présentée en traits pointillés dans sa configuration
non déformée et en traits pleins dans sa configuration prédite pendant le n® pas de temps,
de la méme fagon que pour le carter. L’angle ®; donne acces a la position angulaire de

base Q
globale de .
l'aube j .

élément i
du carter

figure 5.6 — Configurations initiale et déformée d’une portion de I’ensemble rotor-stator

la base globale liée a la j© aube par rapport a un repere total lié a la roue aubagée. La
détection de I’élément du carter qui est potentiellement contacté par une aube est effectuée
par l'intermédiaire de B,‘f :1’N, position angulaire de la base globale liée a 'aube j dans

son mouvement de rotation a I'instant n par rapport au repere fixe exey :
B =Ot, + (5.8)
Meéme si cette méthode n’est pas générale, elle reste simple et rapide pour ce type de

s j . ~ . /1 c 1 s
mouvement. L’angle a;, ., , est construit pour connaitre la position prédite et indicée ,,
prenant en compte la courbure initiale de I’aube ainsi que le déplacement de son extrémité,
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le tout exprimé dans le repere exey :

J _ Al -
Qpy1p = B4 + tan

J J
extr + Uran
1 y t ;n+1,p (59)

J J
Legtr + ura,n—i—l,p

Contact normal

J et v’

rant1p vani1p Ddiquent les composantes du déplacement

Dans 'équation (5.9), u
prédit au pas de temps n + 1, respectivement en traction et en flexion, de I'extrémité de
I’aube j dans son propre repere. Puisque les positions angulaires initiales des noeuds du
carter sont connues, le calcul de o 41, permet de trouver tres rapidement 7, le numéro
de 'élément faisant face & Uextrémité de 'aube j. On déduit alors &.°, abscisse curviligne
rapportée a la longueur L¢ ot se situe exactement 'extrémité de I’aube. 11 s’agit ensuite de
construire la matrice de contact Cn en écrivant les distances inter-structures en fonction
des déplacements nodaux, au moyen, au niveau du carter, des fonctions de forme de

I’élément poutre courbe:

( 3

7
Ven+1p

ic i i i i i i Ué,s,nﬂ,p

Uc’,n—i—l,p = /Uc,n—l—l,p(fc ) = Nl (fC )7 N2(§C )7 N3(€C )7 N4(€C ) U/[:Jrl (510)
c,n+1,p

\ Uii;vln"'lvp )

nodal

L’exposant * de I'expression (5.10) est fonction de 'exposant 7 : ceci résume le fait que le
numéro de I'élément du carter potentiellement impacté par ’aube j dépend de la position
de cette aube. L’indice . indique que 'on a affaire au déplacement du carter alors que
I’exposant ¢ rapporte que I'élément en question est potentiellement en contact. A partir
de cette équation, il est possible de calculer de maniere rigoureuse, la distance qui sépare
les deux structures:

diz—l—l,p - RC + Uz:;-‘rl,p - \/(‘/L‘ixtr + ui’a,n—i—l,p) + (yixtr + Uia,n—i—l,p) (511)

Lors de I'étape de correction du mouvement, la distance de pénétration, si elle est négative,
doit étre annulée. L’expression non-linéaire (5.11) est donc linéarisée par rapport au pas
de temps de prédiction pour former la matrice de contact Cy. Il s’agit la d’'une démarche
classique puisque la taille du pas de temps du schéma explicite choisi est naturellement tres
j

ra;n+1,e

linéaires et nous avons retenu ’expression suivante de la distance aube-carter corrigée :

Uj

. .. , . i,c
faible. Implicitement donc, les déplacements de correction w rantle € Uopiq . sont

. ) . i . J .
& — +Uz,c i adra w o adra v
n+1 = “n+1, c,n+l.c i ra,n+1,c j ra,n+1,c
D ’ a J ’ a J ’
Ura [n+1,p Ura ln+1,p 5.12
R iy (5.12)
dj o dj i,c extr ran+1,p j Yewtr ran+1l,p j
n+1 — Ynt1p + Ventle — J ra,n+1l,c J ra,n+1,c
dra dra
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avec

d{;a = \/(xgxtr + ug;a)2 + (ygxtr + U£G)2 (513)

Généralisée a l’ensemble et en reprenant ’écriture du vecteur déplacement définie au
chapitre 2, les distances (5.12)3 se mettent alors sous la forme matricielle suivante :

dnJrl = CNTun+1,c + dn+1,p (514)

Dans d,,11,p, seules les composantes ot une pénétration a été détectée sont conservées
pendant que les autres sont réinitialisées a zéro.

La matrice Cy est alors de dimension 2N x (nddl.+nddl,,) ou nddl. et nddl,, représentent
respectivement le nombre total des degrés de liberté du carter et de la roue aubagée.
Chaque colonne de la matrice Cn respective au carter est complétée par les fonctions
[N1(&5), Na(&:5), N3(€:5), Nu(&")] situdes au niveau des quatre degrés de liberté impliqués
dans le calcul des distances pour chaque élément potentiellement impacté.

5.2.1.2 Contact tangentiel

Les conditions de fonctionnement du moteur nous autorisent a affirmer que le contact
est glissant uniquement. Il n’est donc pas nécessaire de tester ou se situent les efforts
de contact par rapport au cone de Coulomb. Il suffit d’ajouter les efforts de frottement
dans I'étape de correction comme expliqué dans la section 3.2.3.2. Pour ce cas précis, les
efforts de contact dans la direction normale (respectivement tangentielle) ne travaillent
pas exactement selon les déplacements u/,, (respectivement v/, ) en sommet d’aube & cause
de sa géométrie courbe et un ajustement est nécessaire dans la construction de la matrice

Cnr.

5.2.2 Algorithme général

La structure de la procédure est la suivante:

prédiction : les déplacements des deux structures sont calculés dans I’espace modal. Pour
le calcul des pénétrations, ces déplacements sont projetés dans ’espace physique:

U1, = Puly, (5.15)

ou la matrice P rassemble les deux matrices Pya et P.. Les vecteurs u,y;, et
u;’,, , contiennent les déplacements prédits des deux structures respectivement dans
I’espace physique et et dans ’espace modal ;

calcul des pénétrations: la distance entre chaque aube et I’élément du carter qui lui
fait face est déterminée d’apres la procédure exposée dans le paragraphe précédent.
Les deux matrices de contact Cn et Cnt sont alors assemblées ;

correction : les multiplicateurs de Lagrange sont calculés de fagon a annuler les pénétra-
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tions détectées et a prendre en compte le frottement. En fin d’étape, les déplacements
corrigés sont projetés dans ’espace modal.

Jusqu’a l'instant final, le temps est incrémenté avant un retour a la premiere étape.
)

Résultats
Traitement du contact

Cette partie a pour but de démontrer la qualité de ’algorithme de gestion du contact
quand les déplacements sont décrits dans 'espace physique. Dans 'algorithme, les ma-
trices masse, amortissement et raideur sont donc écrites dans I’espace physique et ’alter-
nance (5.15) entre les coordonnées physiques et modales n’a plus lieu d’étre.

Lors de cette simulation, une force impulsionnelle de 100 us d’amplitude suffisante initie
le contact entre une partie du carter et certaines aubes. Par la suite, le carter et la
roue aubagée demeurent non chargés. On observe sur la figure 5.7 que la procédure de

x10~°
I T
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— I r
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g [
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g I
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|
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o= | —<
1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 1,4 1,6 1,8 2 2,2
t 104 4
(a) distances avanet%pgrg?édure dsg correction (b) distances gg?;glsp lu %ﬁolc%durg) de correction

figure 5.7 — Procédure de correction avec = 1 et 2 = 360 rad/s pour trois pas de temps dif-
férents: At =5-107%s (—=), At = 10705 (—) et At = 10""s (= =).

correction des déplacements dépend de la taille du pas de temps. Ce constat est cohérent
puisqu’une étape de linéarisation des distances aubes-carter intervient dans la formulation.
La correction est tres bien prise en compte pour un pas de temps At = 1077 s ou la
pénétration résiduelle apres correction est de lordre de 1072 m, distance & comparer
au déplacement en extrémité d’aube de 'ordre du centimetre mais elle reste tout aussi
satisfaisante pour un pas de temps cinquante fois plus grand. Pour autant, les calculs
montrent que At = 5-107% s est un pas de temps critique au dessus duquel les amplitudes
divergent : pour un pas de temps égal ou inférieur, I'algorithme converge vers une solution
identique. Cette derniere remarque est illustrée sur les figures 5.8 ou la différence entre
les trois résultats est pratiquement indiscernable.

Sur ces mémes figures, le role du coefficient de frottement ainsi que le couplage géomé-
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figure 5.8 — Comparaison du déplacement en extrémité d’aube 1 pour trois pas de temps dif-
férents: At = 5 - 10705 (—=), At = 107%s (—) et At = 10775 (= =) avec
w=1 et 2= 5360 rad/s. Une courbe est tracée pour = 0 afin d’illustrer le rile
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©5.2.3.2 Probléme du pas de temps

3

S

:.') Quand les équations sont résolues dans 'espace modal, la taille du pas de temps pose

probleme. En effet, méme si le contact dans le domaine physique est bien pris en compte
comme démontré dans le paragraphe précédent, l'alternance entre le domaine physique
et le domaine modal contraint séverement le probleme. Afin de mettre en évidence ce
point précis, les deux structures sont discrétisées selon leurs deux modes a n, diametres.
La procédure temporelle est celle détaillée dans la partie 5.2.2. Sur la figure 5.9, les
déplacements apres la procédure de correction different avec la taille du pas de temps alors
qu’ils sont identiques dans ’espace physique (cf. figure 5.7(b)). Il semble que cette limite du
modele soit essentiellement due au probleme de discrétisation globale dans les coordonnées
modales déja évoqué pour le premier modele. De la méme facon, il est nécessaire de faire
un choix quasi-empirique sur la taille du pas de temps. Ce modele étant plus lourd que le
précédent, surtout pendant la phase de projection dans I’espace physique puis de retour
dans I’espace modal, notre choix s’est porté sur At = 107% s, un pas plus petit devenant
pratiquement prohibitif en temps de calcul: pour le pas de temps choisi, une simulation
de 0,25 s sur un processeur de type Pentium cadencé a 2,66 MHz dure environ trois heures
avec un code écrit en langage Matlab, code qui avait été préféré en début de these pour
sa simplicité.
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figure 5.9 — Procédure de correction des déplacements pendant le gestion du premier contact

entre les structures avec: At = 107%s (- -) et At = 10~7s (—). La prédiction des
déplacements est effectuée dans [’espace modal.

5.2.3.3 Etude de l'interaction modale

Ce choix fait, les amplitudes de vibration sont étudiées en fonction de deux parametres: la

vitesse de rotation €2 de la roue aubagée et le nombre de diametres nodaux. L’amplitude de

I'impulsion initiale appliquée sur le premier mode du carter doit, comme pour le premier

modele, dépasser une valeur seuil afin qu'un phénomene d’interaction apparaisse. Lors de

la campagne de calculs menée avec ng = 2, 3, 4 et 5, cette amplitude est calculée de fagon

a répondre a cette condition. Deux types de comportement bien distincts ont été détectés.

Il est possible de regrouper d’un coté, ng = 2 et d’'un autre, ng = 3, 4 et 5.

premier cas d’étude: ng = 2

Le comportement des structures dans ce cas d’étude ressemble sensiblement a celui du

premier modele, d’ailleurs identique quel que soit le nombre de diametres nodaux retenus.

Il existe, en effet, une vitesse critique 2. qui délimite deux fonctionnements bien différents :

— pour des vitesses de rotation inférieures a ()., le contact entre les deux entités
est perdu apres quelques impacts en début de simulation comme illustré sur la fi-
gure 5.12. Les figures 5.10 et 5.11 montrent que les amplitudes de vibration pendant
ce régime diminuent a cause de 'amortissement structural jusqu’a disparaitre ;

— pour des vitesses de rotation supérieures a ()., quelques aubes viennent en contact
permanent avec le carter (cf. figure 5.15) occasionnant I’apparition d'un mode tour-
nant avance au niveau de cette entité, reconnaissable grace au déphasage entre les
deux participations modales sur la figure 5.14. S’instaure alors un régime de type
mouvement bloqué.
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Cette vitesse critique reste difficile a déterminer mais il semble qu’elle n’engage pas la
dynamique de la roue aubagée. Celle-ci admet une déformée statique (cf. figure 5.13) du-
rant ce régime de mouvement bloqué et les amplitudes de déformation des deux structures
restent bornées. Toutes ces similarités avec les résultats issus du premier modele nous font
supposer que la vitesse critique est donnée par une condition identique:

Q. ~ — (5.16)

amplitude (m)

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
temps (s)

figure 5.10 — Vibrations modales de la roue aubagée ups' (—) et upy? (----) pour 2 = 80 rad/s

et ng = 2. Aprés la perte de contact vers 0,2 s, les amplitudes diminuent lentement
a cause de l’amortissement structural jusqu’a disparaitre.

Cependant, lors de cette campagne de calculs, la limite basse obtenue pour 2. est de I’ordre
de 110 rad/s au lieu de 80 rad/s, solution de 1’équation (5.16). Méme si en référence a la
figure 1.3 et par expérience, la valeur de cette vitesse critique diminue avec l’augmentation
de I'amplitude de I'impulsion initiale dont elle dépend fortement, le jugement précédent
reste flou et mérite d’étre confirmé par une étude complémentaire.

deuxieme cas d’étude: n, =4

Ce cas est particulierement intéressant parce qu’il met a jour un comportement global
completement nouveau par rapport a ce qui a déja été présenté. Ce dernier est carac-
térisé par trois zones de fonctionnement du moteur bien distinctes, dont une zone de
fonctionnement limite pour un domaine tres restreint de vitesses de rotation critiques 2. :

— comme pour le premier cas d’étude, si la vitesse du rotor est inférieure a €2, l'in-
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figure 5.15 — Distances entre le carter et l'extrémité des aubes pour 2 = 110 rad/s et ng = 2.
Aprés 0,14 s, un mode tournant avance, entrainé par quatre aubes en contact
permanent avec la structure, apparait au niveau du carter

teraction se limite a quelques impacts en début de simulation suivis d'une perte de
contact définitive. Par la suite, 'amplitude des mouvements de chaque structure
tend vers zéro a cause de I'amortissement structural (cf. figures 5.16 et 5.17);

— aux alentours de la vitesse critique, les deux structures acquierent chacune un état
vibratoire quasi-harmonique. Un mode tournant avance apparait (cf. figure 5.19) au
niveau du carter et son homologue rétrograde, au niveau de la roue aubagée (cf.
figure 5.18). Leur vitesse respective répond, avec une légere différence, a la condi-
tion d’interaction établie dans le premier chapitre. Les transformées de Fourier des
réponses rappelées sur les figures 5.23 et 5.24 confirment qu’il existe, pour chaque
structure, une composante fréquentielle principale faiblement supérieure a la pulsa-
tion propre respective. Bien str la condition d’embrassement géométrique des formes
modales, qui va de pair avec (1.12), est respectée. La comparaison entre les condi-
tions d’interaction théorique et numérique associées au modele prouve que l'outil
est prédictif:

— valeur théorique: €2, = 343,58 rad/s
— valeur numérique: Q. = 351,85 rad/s

Ceci équivaut a un écart en fréquence de I'ordre de 2%. Pendant cet état particulier
d’interaction, les contacts structuraux sont intermittents;

— sur les figures 5.22 et 5.21, c’est-a-dire pour des vitesses de rotation supérieures a
Q., les amplitudes de vibration divergent au bout de quelques dixiemes de seconde,
temps équivalent a quelques centaines de tours pour les vitesses de rotation consi-
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dérées. L’énergie apportée par le couple de rotation n’est plus dissipée de maniere
suffisante par 'amortissement structural et I'enchainement des contacts successifs
est trop rapide pour étre compensé.

x 1072

4|

amplitude (m)
o

UuUUUUUUUUU

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

temps (s)

figure 5.16 — Vibrations modales de la roue aubagée upy' (—) et ups? (----) pour ng = 4 et
2 = 350,2 rad/s. Aprés quelques impacts, le contact est définitivement perdu et
Uamortissement structural fait disparaitre les vibrations.

x 1072

]
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2r 1
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—_—————

amplitude (m)
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0,05 0,1 0,15 0,2
temps (s)
figure 5.17 — Vibrations modales du carter uf™* (—) et ul™® (----) pour 2 = 350,2 rad/s et
ng = 4. Aprés quelques impacts, le contact est définitivement perdu et [’amortis-
sement structural fait disparaitre les vibrations.
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lequel un mode tournant avance apparait au niveau du carter.
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Lorsqu'une interaction modale limite est atteinte, les contacts structuraux sont dits in-
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figure 5.20 — Distances entre le carter et l'extrémité des aubes pour 2 = 351,4 rad/s et ng = 4.
Cette vitesse critique engendre un cas d’interaction modale limite pendant lequel
les contacts, décrits pour deux aubes (—) et (- -), sont intermittents.

x10~1
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. IH 4
divergence —m= |1
1
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1
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T
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0,01 0,03 0,05 0,07 0,09
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figure 5.21 — Vibrations modales de la roue aubagée uly' (—) et uly® (----) pour ng = 4 et

2 = 351,8 rad/s. Pour cette vitesse de rotation légérement supérieure a la vitesse
critique, il y a divergence des déplacements aprés quelques tours moteur.

nement des événements. En effet, a 'inverse du cas a deux diametres, un mode tournant
rétrograde survient au niveau de la roue aubagée. Les aubes viennent, les unes apres les
autres, frapper le carter avant d’étre entrainées dans le mouvement du mode rétrograde
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ng = 4. Pour cette vitesse de rotation légerement supérieure a la vitesse critique,

il y a divergence des déplacements apres quelques tours moteur.

figure 5.22 — Vibrations modales du carter u
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figure 5.23 — Contenu fréquentiel de la réponse

100

)

rad/s

de la roue aubagée pendant le cas limite d’in-

teraction modale.

jusqu’a retrouver une nouvelle position de contact. Tout ceci est résumé par la vue stro-

boscopique d’une interaction modale parfaite sur la figure 5.28 ou la séquence « perte de

contact-contact » entre les aubes (voir 'exemple de I'aube noire) et le carter se répeéte

indéfiniment.
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figure 5.24 — Contenu fréquentiel de la réponse du carter pendant le cas limite d’interaction
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figure 5.25 — Contribution du premier mode du carter lors d’un cas d’interaction modale limite

0,03

0,01

) et At = 10775 (----).

pour deuz pas de temps différents: At = 10705 (

Toutes les vitesses de rotation pour lesquelles une interaction est prédite sont récapitulées

2. En I’état actuel des choses, le phénomene

sur la figure 5.26 en faisant cas a part de ny

d’interaction modale n’est pas compris puisque plusieurs questions restent en suspend :

— pourquoi le comportement differe-t-il en fonction du nombre de diametres?
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figure 5.26 — Vitesses critiques de rotation en fonction de ng avec, 4 gauche, la valeur théorique
et a droite, la valeur numérique. Dans le cas numérique, les amplitudes de vibration
du carter sont prises a t = 0,25 s.

— pourquoi la vitesse critique numérique d’interaction est-elle légerement supérieure a

la vitesse critique théorique?
— quel est alors le role exact joué par 'amortissement structural?

— pourquoi les amplitudes de vibrations divergent-elles si la vitesse de rotation est
supérieure a la vitesse critique, phénomene non prédit par la théorie?

— serait-il possible de retrouver ces interactions en enrichissant le champ de déplace-
ment des deux entités mécaniques?

Toutefois, la figure 5.26 démontre la qualité prédictive de 'algorithme et du modele et
promet des perspectives multiples pour une meilleure compréhension du phénomene. Ce-
pendant une limitation importante a notre probleme subsiste a cause de la tres forte
sensibilité du schéma d’intégration temporelle a la taille du pas de temps. Néanmoins,
il est possible de démontrer que le pas de temps choisi At = 1070 s est suffisant et re-
présente un bon compromis. A cet effet, un calcul a été effectué pour lequel la condition
d’interaction limite est respectée, cas le plus pénalisant en termes de gestion du contact
de par son caractere intermittent, avec un pas de temps At = 1077 s. Les résultats sont
présentés sur la figure 5.25. Méme si quantitativement les courbes ne se superposent pas,
qualitativement, il est tout a fait possible de défendre notre choix pour la taille du pas
de temps et de donner du crédit aux résultats présentés ci-dessus. On constate cepen-
dant une légere différence dans le contenu fréquentiel des deux signaux, celui respectif de
At = 1077 s étant plus rapide.
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Pour conclure, un régime limite, quasi-harmonique et multi-fréquentiel, apparait pour
certaines vitesses de rotation et il semble intéressant d’essayer de le détecter par une
procédure fréquentielle adaptée afin de clarifier I’analyse du phénomene.

Procédure fréquentielle

L’intégration temporelle atteste, sous certaines conditions portant notamment sur la vi-
tesse de rotation du moteur, qu'un échange d’énergie s’instaure entre les deux structures
méme quand toute sollicitation extérieure a disparu. Dans 'optique de s’affranchir, a la
fois de I'influence des conditions initiales et de la taille du pas de temps inhérentes a
une résolution temporelle et particulierement problématiques dans le cas présent, nous
proposons une résolution multi-fréquentielle pour une étude intrinseque de ce type de
comportement.

Discussions préalables
Systéme mécanique libre

Le fait qu’'une interaction persiste précisément quand toute sollicitation extérieure a dis-
paru justifie le caractere homogene des équations différentielles régissant le comportement
du carter et de la roue aubagée. Toutefois, cette remarque préte a discussion puisqu’une
source d’énergie existe bel et bien dans notre étude: c’est le couple imposé au rotor qui
ressort de maniere implicite dans I'ensemble des équations par l'intermédiaire du terme
de vitesse de rotation durant I’étape de la gestion du contact. On notera seulement que,
sans autre excitation extérieure des structures, la solution nulle (aucune vibration des
structures) est solution de notre probleme pour une vitesse de rotation non nulle. Toutes
ces remarques prises en compte, la méthode multi-fréquentielle fondée sur la procédure de
I’équilibrage harmonique généralisée évoquée lors du chapitre 3 doit étre légerement modi-
fiée. Par substitution du vecteur des forces extérieures par le vecteur nul, I’équation (3.30)
se transforme en:

M M J*u ou ) M ou
m M D K i , m=— | =0 5.17
mzl w ; W 07,07, + 0T, tRut v rnzl w 0T ( )

Apres discrétisation fréquentielle et par abus de language, on obtient 1’équivalent d’un pro-
bleme aux valeurs propres non-linéaire. Exprimé tel quel, la solution nulle est solution du
probleme mais n’est pas d'un grand intérét. Par analogie avec les systemes linéaires, afin
de trouver une solution non nulle, il suffit d’inclure les pulsations aux inconnues du pro-
bleme. Malheureusement, le systeme d’équations devient de ce fait indéterminé puisqu’il
contient plus d’inconnues que d’équations. La démarche habituelle consiste a considé-
rer libre, la phase du mouvement associé a une fréquence inconnue. En termes simples,
comme aucune phase n’est imposée par une quelconque excitation harmonique extérieure,
la solution n’a pas d’origine temporelle préférentielle et il est donc possible de la choisir.
Mathématiquement, une redondance entre deux équations survient et doit étre éliminée.
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La plupart du temps, I'amplitude du premier harmonique de la fréquence inconnue en
sinus du mouvement est fixé. Ceci revient a modifier, dans notre cas, 1’équation (3.40)
par:

R = H(w)a+ f*(a,w) (5.18)

ou les notations suivantes sont utilisées:

2r p2m 2r M M
PY oY
_ T
H(w) _/ // Y [§ Win <§ W aTmaTn—i—DaTm)—i—KY

dTldTQ Ce dTMS

n=1

2w 2T
f“law // /YTfnluu Ydrdry ... d7yy,

Le vecteur a est alors diminué¢ d’autant de composantes en premiere harmonique en si-

nus qu’il y a de fréquences sans dénominateur commun dans le systeme. Le vecteur w
contient toutes les fréquences du systeme qui doivent étre déterminées lors de la recherche
d’une solution non nulle. Dans la notation précédente, ces fréquences apparaissent en
multiplication des matrices masse et amortissement.

Compléments sur la notion d’hyper-temps

Une fois les équations de la mécanique projetées dans 'espace multi-fréquentiel, la notion
de temps « vrai » a disparu. Quand le domaine fréquentiel est réduit a une dimension, il
suffit de se rapporter a une période pour le retrouver. Dans le cas ou l'espace fréquentiel
dépasse une dimension, il est intéressant d’essayer de visualiser le temps vrai sur ce do-
maine. En s’aidant des relations entre le temps « vrai » et les différentes composantes 7
et 75 de 'hyper-temps restreint a deux dimensions par simplicité, il vient :

T = wlt
= WiTy = WaTy (5.19)
Ty = u)Qt

La figure 5.27 illustre le passage du temps dans 'hyper-temps. Son origine est représenté
par le point (0,0) et il suit la pente donnée par I'équation wimp = wer. Il traverse les
deux périodes respectives des deux fréquences. Il y a, en fait, une bijection entre le carré
(11,72) € [0,27]? et la demi-droite ¢ € [0, + oo[. Cela signifie qu’a tout point de I’ensemble
[0,27]2, il est possible d’associer de maniere unique un point de [0, + co| et inversement
meéme si le passage d'un espace a 'autre n’est pas simple en pratique. On s’apercoit par
construction, que deux points infiniment proches dans [0,27]? peuvent correspondre a des
instants tres éloignés sur 1’échelle du temps vrai. Aucune méthode d’approximation ne peut
donc étre employée pour retrouver un instant ¢ a partir de sa position dans (71, 72). La
seule méthode rigoureuse réside dans I’adimensionnalisation, au sens de 1’équation (5.19),
de tous les termes explicitement multiplicateurs du temps ¢ dans les équations puis dans
'utilisation de transformées de Fourier rapides a n dimensions (n étant alors le nombre de
fréquences sans dénominateur commun détectées), directe et inverse. Malheureusement,
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figure 5.27 — Passage du temps dans l’espace hyper-temps

ces opérations cottent tres cher en temps de calcul et cette méthode fréquentielle, ha-
bituellement formulée en une dimension et puissante pour sa rapidité, peut rapidement
s’avérer tres lourde et inutilisable.

Application a notre systeme
Présentation du cas d’étude

L’analyse précise de notre systeme réduit dans I'espace modal montre que le temps appa-
rait au niveau de trois termes bien distincts : le terme de vibration de la roue aubagée, celui
relatif au carter et le terme Qt présent lors de la détection du contact (cf. équation (5.8)).
Notre systeme est donc composé de trois pulsations a priori sans dénominateur commun,
Q, w. et wy,. Afin de réduire les temps de calcul, I’équation de coincidence modale est
retenue :

Wrq = Ng§) — W, (5.20)

et nous nous retrouvons alors dans un espace fréquentiel a deux dimensions. La figure 5.28
dépeint le comportement de notre systeme dans cet espace : un comportement harmonique
de pulsation w. est imposé au carter et de pulsation w,, a la roue aubagée, déterminée
par la condition (5.20). Le petit carré noir m suit artificiellement la propagation du mode
tournant avance sur le carter alors que 1’aube noire renseigne sur la progression du mode
tournant rétrograde sur la roue aubagée. On y remarque que quand le mode avance du
carter a effectué un tour complet (une durée de 37, s’est alors écoulée), I’aube noire n’est
pas revenue a sa position initiale, ce qui résume le caractere apériodique de I’ensemble.
Tous les éléments nécessaires a la résolution du probleme d’interaction dans le domaine
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figure 5.28 - Evolution de ’ensemble roue aubagée - carter sur trois périodes T,

fréquentiel a deux dimensions sont maintenant a notre disposition. Il suffit alors de don-
ner la forme supposée des vibrations des deux structures sachant que le but final des
développements présents est de retrouver le comportement limite obtenu pour une vitesse
critique du systeme et d’en étudier la stabilité. En considérant les résultats temporels du
cas limite qui nous intéresse et pour lequel la vitesse de rotation du rotor est proche de
la vitesse critique théorique, il semble cohérent d’imposer un mode tournant avance dont
la phase est fixée sur le carter grace a un champ de déplacement adéquat, par exemple:

uf;”’l = 1 coSw,t
m,2 (521)

u, " = ¢y sinwgt
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Les inconnues u™! et u"™? (par l'intermédiaire de c¢;) représentent les contributions tem-
porelles des deux modes a ny diametres retenus du carter. En ce qui concerne la roue
aubagée, un mode tournant rétrograde de pulsation solution de 1’équation (5.20) est im-
posé en autorisant une phase libre par rapport au mouvement du carter :

{ ultt = by cos((ng€) — we)t) + by sin((naQ — we)t) (5.22)

u™? = by cos((ndQ — wc)t) — by sin((ndQ — wc)t)
C’est lors de la gestion du contact, si celle-ci est couronnée de succes, que les deux struc-
tures devront s’embrasser convenablement. Afin de simplifier un peu plus la procédure, la
méthode des pénalités est retenue pour la prise en compte des contraintes de contact. Les
multiplicateurs de Lagrange pourraient étre approchés a une précision par extension au
domaine multi-fréquentiel de I'algorithme développé par S. NACIVET et al. [NAC 03], par
exemple. La procédure suivie dans notre cas est résumée sur le diagramme de la figure 5.29.
La formulation de notre probleme est bien posée puisque 1’on obtient un systeme a quatre
équations (les quatres équations de la mécanique liées aux déplacements modaux des deux
structures) pour quatres inconnues: ¢y, by, by et w.. Il ne faut pas perdre d’esprit que la
vitesse de rotation du moteur est alors un parametre fixé par I'utilisateur. A cause du
caractere non-linéaire du probleme, la solution dépendra des conditions initiales et c’est
en les choisissant prudemment qu’il sera possible de trouver une solution non nulle.

Premiers résultats

Dans I'état actuel du développement, la résolution itérative converge tres difficilement
pour trois raisons principales:

1. la prise en compte du contact étant approchée par la méthode des pénalités, les
résultats sont différents de ceux issus de I'intégration temporelle: il est donc difficile
de prévoir la vitesse de rotation critique, parametre d’entrée crucial de ’algorithme,
pour laquelle une solution harmonique est supposée avoir cours;

2. la vitesse de rotation n’étant pas une variable, il se peut qu’entrée par 1'utilisateur,
elle soit toujours trop éloignée de la vitesse critique et complique ainsi la résolution ;

3. les temps de calcul étant particulierement importants a cause de ’alternance temps-
fréquence, les transformées de Fourier sont calculées sur trente-deux points par pé-
riode au détriment de la précision.

Malgré toutes ces remarques, un essai a permis de tester la bonne prise en compte des
forces de contact. Pour ce faire, la taille du systeme est réduite aux deux inconnues b; et
b, et un mode tournant avance est imposé sur le carter de facon a ce qu’une interaction se
manifeste. Pour une vitesse de rotation donnée, I'algorithme converge vers un mouvement
(il y en a en effet plusieurs définis & un angle pres) de la roue aubagée compatible avec
celui du carter.

Il faut reconnaitre que les résultats dans le domaine fréquentiel restent succincts mais
les bases théoriques nécessaires a la résolution sont établies et la compréhension du phé-
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figure 5.29 — Implantation de la généralisation a deuzx dimensions de la méthode de I’équilibrage
harmonique pour notre systéme libre avec solveur de type quasi-Newton

nomene, précisée. Plusieurs évolutions doivent poursuivre ces premiers développements
numeériques :

— s’assurer que l'algorithme de type quasi-Newton utilisé est assez robuste pour la
résolution de ce probleme:;

— généraliser la prises en compte des contraintes de contact a la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange;

— ajouter la vitesse de rotation du moteur aux inconnues du probleme en y joignant
I’équation de la mécanique supplémentaire associée ;

— optimiser le code afin de réduire les temps de calcul.

Conclusion

Dans ce chapitre, un modele planaire évolué d'une turbo-machine, prenant en compte les
conclusions d’'un précédent modele, a été présenté. Afin d’étudier les vitesses de rotation
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du moteur pour lesquelles les potentielles interactions modales deviennent dangereuses,
son carter est constitué d’éléments poutres courbes et un ensemble de poutres connectées
entre elles et a géométrie courbe forme la roue aubagée. La résolution des équations de la
mécanique dans le domaine temporel révele deux types de comportement en fonction du
nombre de diametres nodaux. Un premier sous-ensemble pour ng; = 2 adopte une réponse
tres proche de celles trouvées pour le premier modele :

— pour des vitesses de rotation inférieures a une vitesse critique 2., aucun régime
d’interaction durable n’existe;

— pour des vitesses supérieures, le comportement de ’ensemble est sensiblement iden-
tique au « mouvement bloqué » défini pour le premier modele.

Il s’avere que la vitesse critique est donnée par la relation suivante :

w
0~ = (5.23)
ng
Pour le second sous-ensemble composé des cas ng = 3, ng = 4 et ng = 5, 'analyse est
légerement plus complexe. De la méme fagon, une vitesse critique existe :

wC + wra
Ngq

Q. ~ (5.24)
Cette vitesse est a la fois fonction des caractéristiques vibratoires du carter et de la roue
aubagée. Sa détection a été rendue possible grace a la géométrie et a la formulation
adoptées au cours du développement des deux structures. Elle délimite trois types de
comportement bien différents :

— si la vitesse du rotor est inférieure a 2., 'interaction se limite a quelques impacts en
début de simulation suivis d'une perte de contact définitive entre les deux structures;

— aux alentours de la vitesse critique, les deux structures acquierent chacune un état
vibratoire quasi-harmonique. Un mode tournant avance apparait au niveau du carter
et son homologue rétrograde, au niveau de la roue aubagée ;

— pour des vitesses de rotation supérieures a €2, les amplitudes de vibration divergent
apres quelques centaines de tours moteur.

La vitesse critique prédite par ’outil numérique est donc tres proche de celle déterminée
par la théorie mais dépend du pas de temps. Cette 1égere différence peut étre due a la
présence d’amortissement structural ou a la dynamique des contacts qui n’est pas prise
en compte dans la théorie. Cependant, il est intéressant de remarquer que dans tous les
cas, I’ensemble rotor-stator d'une turbo-machine présente deux ou trois zones distinctes
de fonctionnement par rapport au parametre « vitesse de rotation ».

Ce nouveau modele a démontré, par son efficacité dans le domaine temporel, la cohérence
des recommandations qui font suite a 'analyse du modele précédent mais sa sensibilité a
la taille du pas de temps reste problématique. Pour éliminer cet inconvénient et clarifier les
résultats, il est admis apres une analyse fine du phénomene d’interaction modale, qu’une
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méthode multi-fréquentielle est nécessaire. Les bases mathématiques de cette approche
originale sont expliquées et une mise en ceuvre numérique a été débutée. Méme s’il n’est
pas encore fonctionnel, cet outil semble prometteur.

Il ne faut cependant pas oublier que ces approches académiques d’un probleme industriel
ne peuvent satisfaire completement un motoriste. Elles sont bien évidemment nécessaires
d’un point de vue phénoménologique pour une premiere appréhension d’un tel probleme
mais d’aucune aide dans la prédiction des efforts de contact, des taux de déformation et de
contrainte subis par des structures réelles. Ces données sont pourtant primordiales pour
un bureau d’études dans la phase de conception. C’est pour toutes ces raisons que 1’étude
d’un modele 3D développé par SNECMA constitue le sujet du prochain chapitre.
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SNECMA a souhaité une généralisation de I’étude de I'interaction a des structures indus-
trielles. Les causes de 'apparition de ce phénomene sont multiples: il s’agit, par exemple,
de contacts structuraux dus a une déformation thermique du carter, a une excitation vi-
bratoire du carter lors de phases d’envol ou de manceuvre ou encore a une excitation a
diametres de la roue aubagée par couplage fluide-structure avec ’air ambiant.

Pour effectuer des simulations numériques, un modele 3D proposé par le bureau d’études
de SNECMA a été adapté. Une premiere hypothese permet de conserver des temps de
calcul raisonnables: on suppose que le contact se produit entre un point unique de la
corde en sommet d’aube et la circonférence du carter qui lui fait face et que seuls les
déplacements dans un plan perpendiculaire a 'axe de rotation du moteur ont un role
dans le calcul des distances rotor-stator. Cette approche est clairement grossiere mais
permet de réduire la taille des modeles par des méthodes de synthese modale et ensuite
de simplifier le traitement du contact grace a un enrichissement fonctionnel du maillage
par une seule spline linéique. Tous ces points sont présentés dans ce chapitre et pour
clore I’étude, l'intérét et la performance de la méthode sont illustrés sur deux exemples
pertinents.
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6.1 Caractéristiques du modele éléments finis

6.1.1 Roue aubagée

(a) vue de face de l’ensemble (b) vue arriére de l’ensemble

figure 6.1 — Structures carter fan et roue aubagée 3D

La technologie des aubes fan a grande corde se révele étre la solution adoptée par tous les
constructeurs de moteurs d’avion pour gagner en performances et en poids. Dans ce mo-
dele SNECMA, la roue aubagée est constituée de 22 aubes et maillée par 31 856 éléments
finis de type pentaedre et hexaedre du second ordre qui se joignent en 166 452 noeuds.
Cet ensemble de 466 356 degrés de liberté (ddl) constitue donc un modele de grande taille
qui devra étre réduit ultérieurement. Cette structure est encastrée sur une couronne d’élé-
ments appartenant au disque de la roue aubagée et indiquée en vert sur la figure 6.1(b).
Le diametre d’une telle soufflante s’éleve a 1,812 m. Aucun excentrement n’est considéré,
I’équilibrage dynamique de la structure est supposé parfait et 1'effet gyroscopique ainsi
que le raidissement centrifuge, conséquences de la rotation de la structure, ne sont pas
pris en compte dans cette étude. Les fréquences propres de ce type de structure sont
souvent exprimées en fonction du nombre de diametres nodaux. Cette analyse permet de
comprendre le role mutuel du disque et des aubes dans la forme des modes, de classer les
modes et de déceler des situations de virement (veering locus dans la littérature anglaise).
Celles-ci sont fréquentes pour des roues aubagées de compresseur ot le disque est prépon-
dérant face aux aubes. Dans notre étude, ce diagramme ne présente pas beaucoup d’intérét
et n’est par conséquent pas présenté. Il faut seulement retenir que les fréquences sur un
mode donné d’aube (premiere flexion, premiere torsion. .. ) évolue peu avec le nombre de
diametres nodaux. Certains d’entre eux selon la troisieme harmonique sont présentés sur
la figure 6.2.
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figure 6.2 — Les premiers modes de la roue aubagée selon la troisieéme harmonique, avec a gauche
la contribution en cosinus et a droite, celle en sinus

6.1.2 Carter

Cette structure est constituée de 2 131 éléments finis de type triangle et quadrangle connec-
tés entre eux en 2086 nceuds. Tous ces éléments sont planaires a 1'équilibre meéme s’ils
sont interpolés par des polynomes du second ordre. Avec six degrés de liberté par nceud,
I’ensemble constitue un modele de 12516 inconnues. Cette structure est encastrée sur la
circonférence d’éléments colorés en vert sur la figure 6.1(b), a 'image de la roue aubagée.
La symétrie de révolution de cette structure n’est pas parfaite puisque quelques éléments
modélisant les attaches pour les équipements et la nacelle la rompent mais leur role reste
négligeable. Le jeu entre l'extrémité des aubes, en milieu de corde, et le carter est de
I'ordre de quelques millimetres.
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(¢c) fs = 224,5 Hz (4 diamétres) (d) fis = 325,8 Hz (3 diamétres)

(e) fi9 = 456,4 Hz (0 diamétre) (f) fas = 550,83 Hz (2 diamétres)

figure 6.3 — Quelques modes propres du carter. L’indice en fréquence indique le numéro du mode.
Tous les modes illustrés sont doubles.
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Réduction du modele : synthese modale

Une structure peut étre vue comme un assemblage de sous-structures dont on connait le
comportement dynamique grace a une étude préalable. Le probleme est de savoir com-
ment étudier ces entités séparément pour les regrouper ensuite afin de comprendre le
comportement global de la structure complete. Ainsi, cette démarche offre par exemple
I’avantage de pouvoir modifier une sous-structure sans remettre en cause le reste des com-
posants. Plusieurs méthodes ont été mises au point pour répondre a cette interrogation et
deux notions importantes ressortent : la sous-structuration et la condensation [CRA 00].
La sous-structuration consiste a réarranger les équations de la mécanique en partition-
nant la structure d’étude en sous-structures connectées entre elles au niveau de frontieres
communes. Chaque sous structure peut étre étudiée séparément tout en sachant qu’il sera
possible de faire le chemin inverse en fin de procédure. Des frontieres sont donc définies et
les ddl qui les constituent sont nommés degrés de liberté frontieres et notés ug. Les autres,
intérieurs a chaque sous-structure, prennent 'appellation de degrés de liberté intérieurs
et sont notés u;. La condensation permet de définir une nouvelle base sur laquelle est
projetée 'équation du mouvement respective a chaque sous-structure puis d’éliminer les
degrés de liberté qui n’auront pas d’influence dans la solution finale de fagon a réduire
la taille du systeme. Les méthodes existantes se classent souvent en quatre catégories:
les méthodes a interface fixe, a interface libre, a interface mixte et a interface chargée.
Deux d’entre elles ont retenu notre attention et sont succinctement présentées avant d’étre
discutées ultérieurement pour un choix final.

Méthode a interface fixe: Craig-Bampton

La méthode de Craig-Bampton [CRA (8] utilise comme base de modes composants de

)

de modes normaux de vibration de chaque

)

contribution q¥), un ensemble tronqué @g
sous-structure ) ot les ddl frontieres sont fixés et un ensemble complet @g de modes fron-
tieres statiques construits en appliquant un déplacement unitaire sur chaque ddl frontiere
tout en maintenant les autres ddl frontieres fixés. Ce procédé est résumé par 1’équation

suivante ou le changement de base est fait pour chaque sous-structure:

() ”)
G) — ) Y _ uf
u —{ w0 }— { q } (6.1)

Dans 'équation ci-dessus, une permutation des ddl du vecteur u' a été effectuée lors de

10) U
) o

'étape de sous-structuration de maniere & avoir les ddl frontieres ug¥) en début et les ddl
intérieurs u;?) en fin de vecteur. I¢¥) est la matrice identité et sa taille dépend du nombre
de ddl frontieres associés & la sous-structure ). Le vecteur q¥) représente la contribution
des modes normaux de vibration retenus pour chaque sous-structure. En fin de procédure,
toutes les structures sont assemblées en tenant compte des compatibilités de déplacement
des ddl frontieres entre sous-structures contigués.
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Méthode a interface libre : Craig-Chang

La méthode de Craig-Chang [CRA 76] utilise comme base de modes composants, un
ensemble tronqué de modes normaux de vibration de chaque sous-structure ou les ddl
frontieres sont libres et un ensemble complet de modes d’attaches résiduels construits en
appliquant un chargement unitaire sur chaque degré de liberté frontiere, les autres ddl
frontieres étant libres. Ce procédé est résumé par ’équation suivante ou le changement de
base est fait pour chaque sous-structure @)

: ) P U ’ ()
G U ¥ Pp P 6.2
u { 1, ) } [g,() l { q } (6.2)

Le contenu de la matrice de changement de base ne nous intéresse pas dans cette étude.

oLV
—~
—
<
—  —

Notons seulement qu’elle est pleine. Lors du calcul de ces modes d’attache, il est nécessaire
de faire la distinction entre ceux qui sont contraints et ceux qui ne le sont pas: ces
derniers présentent des mouvement de solide rigide puisqu’ils sont a interface libre. La
matrice raideur respective n’est donc pas inversible. Pour contourner cette difficulté, des
degrés de liberté (six pour un probleme en trois dimensions) qui ne se situent pas sur
I'interface doivent étre artificiellement contraints pour éliminer les translations et rotations
de solide rigide. Finalement, ’assemblage est réalisé en satisfaisant la compatibilité des
déplacements et 1’équilibre des forces a l'interface.

Fonctions splines

Comme il a déja été précisé lors de sa présentation, le carter affiche un probleme de
facétisation lié a la discrétisation en éléments plans. Des éléments a géométrie courbe
de type coque auraient facilité la gestion du contact mais ils ne sont actuellement pas
disponibles dans les codes utilisés par I'entreprise. Il est possible de se contenter de ces
éléments plans a 1’équilibre mais des lors, des problemes de blocage numérique sont a
redouter notamment a cause de la discontinuité de la normale a la surface de contact
entre deux éléments. Des méthodes de régularisation fonctionnelle (au sens continuité et
dérivabilité) de ces surfaces ont été développées dernierement [CHA 04], [PAD 01]. En
s’affranchissant des problemes de facétisation, elles autorisent un traitement du contact
méme pour des maillages assez grossiers et améliorent la convergence des algorithmes
de résolution. Pour notre part, nous avons choisi de reprendre les travaux engagés par
E. ARNOULT [ARN 00] sur les éléments splines.

Courbes paramétriques

Les approximations polygonales sont des approximations linéaires par morceaux. Elles
nécessitent un nombre important de points pour obtenir une bonne précision et souffrent,
en certains points, de la non unicité de la normale a la courbe qu’elles forment. Une
approche différente consiste a utiliser des modeles d’ordre supérieur pour représenter les
courbes et les surfaces. Les représentations paramétriques répondent a ce besoin ; dans le
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plan, elles prennent la forme (z(t),y(t)). Dans le contexte de ce travail, il faut construire
une courbe continiment dérivable a partir d’'un nombre fini de points qui sont les nocuds
du maillage considéré. Pour cela, on utilise les courbes de la forme:

e(t) = (z()y(1) = Y_ QiBuilt) (6.3)

qui est une somme de produits de fonctions de pondération B,;(t) et de points de controle
Q:; = (z4,y;). Cette définition englobe une famille de courbes dont en particulier, les
courbes de Bézier, les B-splines et les NURBS. Pour notre étude, les B-splines cubiques
uniformes ont été choisies pour leur souplesse d’utilisation.

B-splines
Définition
Soient [a, b] un intervalle de R et §,,,+ = (¢;)i—0.npt Une partition, appelée vecteur de nceuds,
de cet intervalle telle que ty = a, tpye = b et o < ... <ty La fonction s : [a,b] — R est
une fonction spline polynomiale de degré n (n > 0) si elle vérifie les deux conditions:

~ 5 € ([, b])?

- Vi € [0, cey TLpt - 1], vVt € [tz‘,ti+1], s € Pnl
Parmi toutes les bases possibles de S,,(€2,,¢), notation qui définit I'ensemble des splines

de degré n sur €),,, il en est une particulicre constituée des B-splines de degré n. Une
B-spline de degré n est un élément de S,,(Qu0)?:

i € Z tel que Vt € R,
— s(t) = 0 sauf sur [t;, ti1ni1]
— Vit c [tiati+n+1]a S(t) > 0
— 5 € C" ([ti, tirnta])

Algorithme de construction

Une relation de récurrence, dite de Cox-de Boor, permet de construire une B-spline de
n’importe quel degré sur un vecteur quelconque de neeuds:

Bo(t) = { 1 sit € [to, 1]

0 sit ¢ [to,tl]
6.4)
t—1t; litnt1 — 1 (
——— B, 1i(t) + ——"——B, 11(t) sit € [ti, tnyir]
Bui(t) =19 tign—ti tisni1 —tisn oo

0 st ¢ [tu tn—l—i—i—l]

1. P, est 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n

2. 8,(Qoo) est une partition particuliére telle que: lim ¢; = —oco et lim ¢; = +o0

71— —00 1— 400
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Parmi toutes les B-splines existantes, nous nous intéressons aux B-splines cubiques uni-
formes, courbes polynomiales de continuité C2. Elles permettent d’approximer un ensemble
de points de controle Q|—o, avec une courbe de m — 2 segments polynomiaux. Chaque
segment de courbe est fonction d'un parametre ¢ variant de ¢; a t;,1 et de quatre points
de controle. Le qualificatif « uniforme » signifie que les parametres ¢; et ¢;,1 sont unifor-
mément répartis, c’est-a-dire ¢; = ¢;_1 + 1. En appliquant la relation de Cox-de Boor pour
trouver 'expression d’une spline cubique uniforme, il vient :

(t—to)? .
Bgo(t) = W s1t e [to,tl]
h3 + 3h2(t — t1) + 3h(t — t1)* — 3(t — t1)® |
Bso(t) = (t—t) (E=t) =30 —h) o [t1, ts)]
6h3 (6.5)
h3 + 3h2(ts — t) + 3h(ts — t)2 — 3(t5 — t)® '
Bso(t) = (ts = 1)+ 3h(ts = t)" = 3(t; = ) si t € [ty ts)
6h3
(ta —t)* |
o Bgo(t) = W s1t e [tg,t4]
o
o
N
;:6.3.2.3 Propriétés
o)
. Les B-splines uniformes ont les propriétés suivantes :
o~
=
.% — le controle et le support sont locaux : chaque segment de courbe est défini par quatre
E, points de controle et chaque point de controle affecte quatre segments de courbe;
- — la courbe approxime mais n’interpole pas les points de controle. Il est possible d’at-
§ tirer la courbe vers les points de controle jusqu’a 'interpolation si la multiplicité du
é‘ point est de trois;
& — la courbe est de classe C? et contenue dans l'enveloppe convexe des points de
s controle ;

— elles répondent a la partition de I'unité.

6.3.2.4 Méthodes d’interpolation

Trois méthodes principales permettent d’interpoler un champ de points par une spline.
Pour éclaircir 'exposé, le jeu de données comporte npt points ordonnés P; et I’expression
de la courbe gauche est reprise:

ct) = Z Qi Bni(t) (6.6)

Le choix des N points de controle (); peut s’effectuer selon 'une des méthodes suivantes :

1. prendre pour @); les points du jeu de données P;: c’est la méthode directe pour
laquelle N = npt. Cette méthode est la plus simple a mettre en place et la plus
rapide en temps de calcul;
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2. calculer les (); afin que la courbe passe par les points P, : il s’agit alors de la méthode
d’interpolation. 1l faut résoudre un systeme linéaire de taille N x N avec N = npt+2
pour un paramétrage uniforme;

3. calculer les @); pour qu’existent npt valeurs ¢y, ..., %,, du parametre minimisant
la quantité > 70 (c(t;) — Pi)Q: c’est la méthode de lissage au sens des moindres
carrés et la valeur de N est alors indépendante de npt. Cette méthode nécessite la
résolution d’un systeme linéaire de taille N x N.

® points de données P,

® points de controle Q; %

==== méthode directe

— méthode interpolation

figure 6.4 — Comparaison de deuxr méthodes de construction de spline pour le jeu de données
suivant - (0;3) (0:3) (1,5:2) (211) (3:2,5) (4:2,5) (3,5:4) (25:3,5) (2,5:3,5)

Choix des méthodes
Type de spline

Dans notre étude, les éléments splines sont exploités pour simplifier la gestion du contact
entre deux structures facétisées en leur donnant un degré de régularité plus élevé. Pour un
meilleur controle des distances de pénétration en fonction de la position de la structure, il
semble plus cohérent d’utiliser [a formulation des splines permettant a la courbe gauche de
traverser les noeuds du maillage, ce qui justifie I'utilisation de la méthode d’interpolation
par la suite.

Il s’agit donc de déterminer les N = npt + 2 points de controle (); de facon a ce que la
spline passe exactement par les npt points de donnée P; avec la condition Fy = Ppp—1.
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Dans le cas du carter, la courbe générée étant fermée, il est indispensable de gérer le point
de jonction du maillage de maniere appropriée. La solution adoptée consiste a imposer les
deux conditions de continuité (portant sur les dérivées spatiales premiere et seconde de
la courbe) en ce point de jonction. Par conséquent, aux npt points de controle classiques
Qi=0,npt—1, viennent s’ajouter deux nouveaux points de controle notés Q_; et Q. Le
probleme est bien posé puisqu’il y a bien npt + 2 inconnues pour npt + 2 équations et
I’expression de la spline s’écrit alors:

npt
c(t) = QiBui(t) (6.7)
i=—1
En reprenant Iexpression (6.5) pour une subdivision réguliere h = t;,1 —t; = 1 et en

effectuant le changement de variable t = ¢ — ¢;, la position du point ¢(¢) devient :

(1=1)%Qi+ (3> = 61° + 4)Qis1 + (—3t> + 3t° + 3t + 1) Q2 + t°Qiy3) (6.8)

| =

c(t) =

La courbe ¢(t) est alors contrainte a passer par les points P;. Quand I'un de ces points
est atteint, la parametre intrinseque ¢ prend soit la valeur 0, soit la valeur 1, suivant le
segment de courbe considéré et ses extrémités, notées Py et P;, sont données par:

Py =¢(0) = (Qq +4Qo + Q1)

(Ql +4Q1 + QQ)

(6.9)
P1 = C(].) =

S| =

Les deux inconnues supplémentaires ()1 et (11 sont déterminées en ajoutant les condi-
tions de continuité aux points extrémes Py et P, :

CIO(O) = C;zpt(]‘) <~ _Q—l + Ql = _ant—l + ant+1

(6.10)
Cg(o) = Cxpt(l) < Q—l - QQO + Ql - ant—l - 2ant + ant—l—l
Pour un jeu de données ou les points extrémes sont identiques Fy = P, toutes ces
équations peuvent étre regroupées dans un systeme matriciel :
(0 ) (-1 0 1 0 -0 1 0 -1][ @4 ]
P 1 4 1 0 e 0 Qo
P 0 1 4 1 0 - 0 Q1
1
= - 6.11
' (6.11)
Pnpt—l 0 e 0 1 4 1 0 ant—l
Py 0 e 0o 1 4 1 Qnpt
. 0 ) |1 -2 1 0 0 -1 2 -1 1 Qrpt+1 )
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qui s’écrit sous forme compacte :
P =A4Q (6.12)

L’étape suivante consiste a inverser ce systeme pour obtenir les coordonnées des points
@;. Un exemple de spline tenant compte des conditions de régularité est donné sur la
figure 6.5.

@ — = — _._.__-—‘-__-—-__-—_-_.-—...‘__.‘__.‘_.--_—.--_.-:_.—'..i

---- spline initiale

— spline corrigée
' e points de données P;
. @ points de controle ); corrigés
' e points de controle ); non corrigés

A

figure 6.5 — Prise en compte des conditions de continuité au point de jonction d’un jeu de
données fermé et carré : (0;0) (0;1) (1;1) (1;0) (0;0)

Réduction du modele

Meéeme si dans la plupart des cas, les méthodes de synthese modale sont précédées d’une
sous-structuration, elles peuvent étre utilisées seules a des fins de réduction de modeles.
Dans notre cas d’étude, il s’agit de diminuer la taille de la roue aubagée et du carter tout
en autorisant la gestion du contact entre les deux structures. A premiere vue, la méthode a
interface libre s’avere naturelle puisqu’elle contient les modes frontieres préférentiellement
excités lors d’'un contact dynamique. Cependant, la prise en compte du contact entre ces
deux structures nécessite la connaissance des déplacements a 'interface pour le calcul des
distances et représente, de ce fait, une contrainte importante en termes de temps de calcul :
en effet, la matrice de changement de base de I’équation (6.2) est pleine et sa multiplication
avec le vecteur des contributions modales doit étre effectuée a chaque itération temporelle
dans l'algorithme général. A Tinverse, la méthode de Craig-Bampton permet un acces
direct a ces grandeurs puisqu’elles sont retenues dans la réduction et le changement de
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base devient inutile. En contrepartie, pour assurer la convergence de la synthese modale
selon une norme a définir, un nombre plus important de modes a interface fixe que de
modes & interface libre est nécessaire. A précision identique donc, le choix porte sur une
méthode qui présente une matrice de passage plus petite mais a laquelle il faut faire appel
a chaque itération temporelle (méthode a interface libre) et une méthode impliquant une
matrice de passage plus grosse (méthode a interface fixe) mais utilisée une seule fois lors
du calcul des matrices masse, amortissement et raideur dans le nouvel espace.

Tout ceci en mains, c’est la méthode de Craig-Bampton qui présente le meilleur compro-
mis. En plus d’étre plus robuste numériquement et d’offrir des propriétés de convergence
intéressantes, elle était la seule disponible dans les laboratoires ou a été menée cette étude.
Pour toutes ces raisons, c’est cette derniere qui a été préférée.

6.4.2.1 Choix des degrés de liberté frontiéres

tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

e nocuds retenus
en extrémité d’aube

nocuds de controle
appartenant au carter

— spline

[[]7777
A ] 77777777

OO 7
QRS A LI
RS A S 522
D 8 ““““".l"""""',i’:l’/'l" o
1HH

€z

figure 6.6 — Passage de la spline au niveau du carter et des aubes.

La méthode de synthese modale étant adoptée pour la réduction de I’ensemble roue
aubagée-carter, il faut ensuite faire un choix sur les nceuds et ddl frontieres retenus. Pour
la résolution, en premiere approximation, les deux structures viennent en contact sur une
circonférence faisant face au milieu de corde en sommet d’aube. Ce choix n’est qu’un
premier pas afin de tester la faisabilité de la méthode et pourra évoluer. En second lieu,
on considere que seuls les déplacements dans le plan (exey ), mentionné sur la figure 6.6



6.4.2.2

tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

6.4 Choix des méthodes 111

et perpendiculaire a ’axe de rotation du moteur, jouent un role dans la détection du
contact. Les ddl frontieres sont donc les déplacement nodaux contenus dans ce plan et la
spline est par conséquent de type linéique. Finalement, le modele réduit comprend cent
quarante ddl frontieres: quatre-vingt-seize au niveau du carter et quarante-quatre pour la
roue aubagée. Il faut bien évidement ajouter les modes composants dont le nombre varie
selon les besoins de la simulation.

Domaine de validité du modeéle réduit

Plusieurs indicateurs ont été développés pour mesurer « l'erreur », en donnant un sens a
ce terme, entre un modele et son homologue réduit dans une base particuliere de vecteurs
de Ritz. L'un d’entre eux, le MAC (Modal Assurance Criterion), associé¢ a la déviation
de fréquence Af, mesure la corrélation entre les deux ensembles de vecteurs propres
(exprimés dans un méme espace) et fréquences propres: pour deux vecteurs propres V;
et V; auxquels correspondent respectivement deux fréquences propres f; et f;, on a:

V.'WV;

o fi— 1
(VIWV)(V,7WV))

MACw(V;,V;) =

La matrice carrée de pondération W peut étre la matrice identité ou la matrice masse par
exemple. Si le MAC de deux vecteurs est égal a I'unité, ces deux derniers sont paralleles.
Il existe d’autres manieres de mesurer la corrélation entre deux modeles, notamment dans
les domaines fréquentiel ou temporel pour les systémes non-linéaires.

Lors de ce travail, nous nous sommes limités a la mesure de déviation des fréquences
entre le modele complet initial et le modele réduit par la méthode de Craig-Bampton en
fonction du nombre de modes composants conservés. En effet, il est difficile de savoir a
priori lequel de ces criteres est le plus adapté pour valider un modele réduit associé a
un probleme dynamique comprenant du contact pour lequel les hautes fréquences sont
présentes. Une comparaison n’a vraiment de sens qu’entre des résultats temporels de la
simulation en fonction de la richesse du modele réduit et il n’est pas certain que le choix des
modes composants préconisés par le MAC soit efficace pour tout probleme de dynamique.
Cette comparaison intervient donc plus tard dans la section 6.6.

carter

Le fait que les modes propres et les modes composants du carter soient (pour la plupart)
doubles est mis en évidence sur la figure 6.7 ou la déviation des fréquences se manifeste par
couples. Sur les vingt premieres fréquences propres, 'approximation du modele complet
par un modele réduit constitué de 384 modes composants en plus des 96 modes frontieres,
environ trente fois plus petit en nombre d’inconnues, est acceptable puisque l'erreur en
fréquence est égale ou inférieure a 0,2% pour la plupart des modes. On constate que
c’est la présence de certains modes qui diminue de maniere significative la déviation des
fréquences. Ceci est particulierement visible au niveau des modes (3; 4), (7; 8), (15; 16)
et 19 pour lesquels I'erreur diminue de fagon soudaine. C’est d’ailleurs pour ce dernier,
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figure 6.7 — Déviations des vingt premiéres pulsations propres du carter en fonction du nombre
de composants retenus lors de la réduction, en plus des quatre-vingt-seize modes
frontieres déja contenus dans le modéle réduit.

(a) f1 = 316,9 Hz (4 diamétres) (b) fs = 326,5 Hz (3 diamétres)
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(¢c) fr = 471,2 Hz (2 diamétres)
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(e) fi6 = 546,9 Hz (2 diamétres) (f) fos = 577,4 Hz (8 diamétres)

figure 6.8 — Quelques modes composants du carter. L’indice en fréquence indique le numéro du
mode. Tous les modes montrés sont doubles.

de type traction-torsion a zéro diametre que l'erreur est maximale. Ceci s’explique en fait
parce qu’il est difficile d’approcher la dynamique d’un tel mode par des modes a diametres
calculés en fixant des déplacements dans les directions ey et e, d'une couronne de noeuds.
Le MAC entre ce mode et les premiers modes composants serait faible.

roue aubagée

L’étude de la convergence du modele réduit de cette structure suit une méthodologie
spécifique. En effet, pour qu’elle ait un sens, il faut considérer des familles completes de
vingt-deux modes propres et des familles completes de vingt-deux modes composants afin
qu’aucun harmonique ne soit omis. En effet, Le premier diagramme de la figure 6.9 montre
I’évolution des déviations fréquentielles du premier mode de flexion de I’aube sur les onze
harmoniques de la roue aubagée et I’ensemble représente donc les vingt-deux premiers
modes propres de la structure totale. Le deuxieme diagramme illustre ’évolution des dé-
viations fréquentielles du deuxieme mode de flexion de 'aube. Ce cas est intéressant :
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figure 6.9 — Déviatidhs des soizante-six premiéres pulsations propres de la roue aubagée en fonc-
tion du mombre de modes composants retenus lors de la réduction, en plus des
quarante-quatre modes frontiéres déja contenus dans le modéle réduit.
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(b) fs = 875,5 Hz

(¢c) fs = 507 Hz (d) fr = 817,1 Hz

figure 6.10 — Quelques modes composants de la roue aubagée selon le troisiéme harmonique, avec
a gauche la contribution en cosinus et a droite, en sinus. L’indice en fréquence
mdique le numéro du mode. Tous les modes illustrés sont doubles.

on remarque en effet que 'erreur est tres faible, environ 0,1% avec treés peu de modes
composants (22) et n’évolue plus beaucoup avec I’ajout de modes composants supérieurs.
Cela s’explique facilement par la forme (presque) identique des modes propres et des
modes composants: le MAC est alors proche de 'unité. Les vingt-deux premiers modes
composants sont donc suffisants pour approcher la dynamique (dans le sens des valeurs
propres) des modes propres vingt-trois a quarante-quatre du modele complet. Tout ceci
est vrai dans une moindre mesure pour les autres familles de modes. Le fait que la conver-
gence des fréquences se fasse par couple est moins évident que pour le carter. En fait,
les modes composants ont été calculés sur la structure complete et les fréquences ne sont
jamais rigoureusement doubles a cause d’erreurs numériques dues a la taille du modele.
A titre indicatif, pour le premier mode de flexion selon le troisieme harmonique, les deux
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fréquences sont f; = 197,916 Hz et fo, = 197,941 Hz, ce qui représente une différence
d’environ 0,01%. A Dinverse, les fréquences propres ont été calculées dans l'espace des
coordonnées cycliques et sont, elles, parfaitement doubles.

Gestion du contact

La gestion du contact est une adaptation de la méthode développée pour le modele planaire
évolué. La seule modification notable concerne la prise en compte des contraintes de
contact par les fonctions splines mais la détection angulaire est reprise.

Transformations préalables

Le modele 3D a été construit dans un repere cartésien global (exeye,) reporté sur la
figure 6.6 dans lequel sont exprimés les degrés de liberté en déplacement. A la suite de
la réduction du modele, la contribution des modes frontieres est exprimée dans ce méme
repere. Afin de faciliter le calcul des distances entre les deux structures, il a été jugé pré-
férable d’écrire les contributions des modes frontieres dans un repere cylindrique (eyegpe,).
Dans ce repere et sous I’hypothese des petites perturbations, les distances dépendent alors
linéairement des déplacements dans la direction radiale e, des deux structures.

En notant ®cp la matrice de changement de base de l'équation (6.1) (I'exposant @)
disparait parce que qu’il n’y a pas d’étape de sous-structuration), les nouvelles matrices
masse et raideur dans cet espace se calculent aisément :

€xeye
MCxBy 'z — @CBT . Mexeyez . @CB

evone, o ove 6.14
K¢y’ = ®cp’ - K™% . $cp ( )

Pour calculer les matrices masse et raideur de Craig-Bampton dans le repere cylindrique,
ur doit étre exprimé dans ce méme repere :

€x€eyey P O €r€pez
u - ue (6.15)
q 0 I q
Pce

ou P est la matrice de passage usuelle entre I'espace cartésien et 1’espace cylindrique.
Finalement, les deux matrices de Craig-Bampton que nous utilisons par la suite, et dont
nous omettrons le rappel au repere, s’écrivent :

€eregez T €x€eyez

erege exeyey 6.16
Kcep = K&y = Pep” - KG5'™ - Pes (6.16)

et ont une forme particuliere :

ME., M K& 0
Mce = | r 80 2 | . Keg=| <P 6.17
CB [ ] 3 CB [ 0 diag(uﬂ) ( )
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Cette modification géométrique ne change en aucun cas la formulation de la spline et cela

P, Us P, Py Py ldey py %0

1 1 1 1 1 »
/4 3r/4 5 /4 /4 Ir/4 @
(b) repére cylindrique

figure 6.11 — Spline passant par un méme ensemble de quatre points exprimés dans deux repéres
différents. Les conditions de continuité et de dérivabilité sont vérifices dans les
deuz cas.

pour une raison tres simple: le paramétrage ¢t d’une spline étant intrinseque, la méthode
de construction de cette derniere ne dépend pas des points qui la controlent : seules leurs
coordonnées ont changé de repere. Bien évidemment, il n’y a pas équivalence exacte entre
les deux splines mais rien ne permet de préférer I'une d’entre elles. Une comparaison sur
la figure 6.11 montre que les distances deq¢ €t dey sont identiques.
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Algorithme général

En termes mécaniques, le travail virtuel des efforts de contact implique la variation de
la distance entre les structure et de ce fait, celle des fonctions splines au niveau de la
détection du contact. Alors que dans le cas planaire évolué, la contribution du carter
dans la fonction distance dépendait seulement des huit variables associées a 1’élément
potentiellement impacté, le caractere plein de la matrice A~! de 1'équation (6.12) montre
que la gestion du contact a ’aide d’une spline engage la totalité des noeuds de la structure
sur laquelle elle s’appuie. Ce constat établi, en reprenant les notations du chapitre 2, c’est
seulement au niveau du calcul des matrices de contact Cn et Cnt qu'une modification
majeure intervient. Il est en effet nécessaire d’exprimer la variation de la spline en fonction
des variables de déplacement du probleme qui sont contenues dans la position des points
de données puis d’'intégrer sur le domaine par application de la procédure de Galerkin.
Le contact est de type nceud-ligne et cette opération se résume au calcul de la spline en ¢
donné, de fagon similaire a I’équation (5.10) pour le premier modele. Les points de controle
étant déduits des points de données par inversion de I’équation (6.12), la procédure est
simple et résumée dans l'algorithme général suivant :

prédiction : les contributions des deux structures sont calculées dans l’espace de Craig-
Bampton cylindrique. La connaissance du déplacements des nceuds frontiere permet
de calculer la position des points de données de la spline. Grace a la relation (6.12),
on en déduit la position des points de controle.

calcul des pénétrations: la distance entre I’extrémité de chaque aube et I'abscisse cur-
viligne de la spline qui lui fait face est calculée et les deux matrices de contact Cyn
et CnT sont assemblées.

correction: les multiplicateurs de Lagrange sont calculés de fagon a annuler les péné-
trations détectées entre les deux structures en tenant compte le frottement.

Jusqu’a l'instant final, le temps est incrémenté avant un retour a la premieére étape.
)

Résultats
Vérification du modele

A cause de la taille importante du modele éléments finis 3D, la matrice ®cp n’a pas été
conservée a la suite de la réduction. Outre ’analyse de convergence modale sur la dévia-
tion des fréquences expliquée en section 6.4.2.2; il n’y a aucun recours pour vérifier la
validité du modele réduit, notamment au niveau des déplacements des modes frontieres.
Nous verrons par la suite que certains résultats concernant la roue aubagée peuvent pa-
raitre étranges et mériteraient une analyse plus fine. Néanmoins, une étude qui n’est
pas présentée dans ce mémoire parce que d’intéret limité a permis de démontrer que le
comportement des structures était cohérent avec leur géométrie a symétrie cyclique. Elle
portait en particulier sur ’analyse de la réponse statique des structures a une succession
de chargements extérieurs déduits 'un de l'autre par rotation d’un angle précis (I’angle
parcouru entre deux nceuds frontieres successifs) dans le repeére cylindrique. Comme at-
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tendu, les réponses statiques sont, elles aussi, déduites 'une de I'autre par rotation de ce
méme angle.

A ce stade, seul le couplage entre les déplacements normaux et tangentiels en extrémité
d’aube ne semble pas avoir une signification tres physique. En effet, d’apres ces résultats,
en accord avec les simulations dynamiques qui sont présentées dans la suite, la rigidité
d’une aube est plus élevée dans la direction ey que dans la direction e,.. Une premiere
explication se fonde sur le fait que la roue aubagée est réduite selon les déplacements des
neeuds frontieres dans les directions e, et ey, or cette derniere n’est pas une direction
privilégiée de flexion des aubes.

Cas n°1: excitation extérieure a deux diametres
L’étude de ce cas comprend plusieurs objectifs :

— déterminer un pas de temps optimal ;
— controler la bonne prise en compte du contact par les fonctions splines;

— vérifier 'efficacité de la réduction sur une simulation dynamique incluant du contact.

A cette fin, les degrés de liberté frontieres
sont conservés tels quels et le carter est
excité sur une forme a deux lobes, illustrée
sur la figure 6.12 par un chargement ex-
terne impulsionnel d’une durée de 100 us.
Tout autre type de déformation, en temps
et en espace, est possible mais notre choix
s’apparente a une dilatation thermique du
stator, souvent rencontrée au cours de vols
commerciaux.

Dans ce qui suit, la vitesse de rotation du
moteur est fixée a 350 rad/s et 'amortisse-

ment structurel inclus dans le modele, en
suivant une approche identique a celle du modele planaire évolué, est tres faible pour
autoriser plusieurs contacts successifs. En plus des modes frontieres, cent quarante modes
composants pour le carter ainsi que soixante-six pour la roue aubagée sont retenus.

Sensibilité au pas de temps

Les déplacements a I'extrémité de ’aube 1 et du noeud 1 du carter sont comparés pour
trois pas de temps différents sur la figure 6.13. Alors que le pas de temps critique de
Courant est, pour P'ensemble rotor/stator: At = 5,1-107° s, le fait que des contraintes de
contact soient présentes augmente la raideur locale et par conséquent, diminue le pas de
temps critique admissible de I'ordre de 3 - 107° s. Pour des pas de temps supérieurs, une
divergence numérique est détectée. Ceci dit, pour At = 2- 1075 s, la différence avec les
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deux autres courbes, qui sont elles pratiquement indiscernables, augmente légerement aux
instants de contacts mais est constante pour le reste de la simulation lorsque le contact est
définitivement perdu. Cela signifie que la méthode de gestion du contact diminue la taille
du pas de temps mais exécute parfaitement son travail pour des pas de temps inférieurs.

x10=% | | x10~*

amplitude (m)

0,01 0,02 0,03 0 001 002 003 004 0,05 006

temps (s) temps (s)
(a) au niveau du neud 1 du carter (b) au niveau de lextrémité de l’aube 1

figure 6.13 — Influence de la taille du pas de temps sur le déplacement des structures pendant
Vinteraction: At = 2-107° s (—), At =107% s (—=) et At =107 s (= =).

Vérifications des contraintes de contact

Afin de s’assurer que les contraintes de contact sont correctement prises en compte dans
I’algorithme, il faut vérifier a la fois le signe des distances inter-structures et le sens
des efforts de frottement. Le pas de temps choisi est At = 107% s. Le premier point
est illustré sur la figure 6.14(a). On remarque que les distances de pénétrations restent

x10~2 x107° ‘ ‘
— aube 22 k /\ /
---------- aube 11 or ~ =T = 1

y '
| —aube 1 IH
g 3 ===+ aube 12 1
= — aube 2 :E
ol - =-aube 13 "
Fg 2t — aube 3 21 :E
= A TY\W\  ~\ | aube 14 :
¥
g ;
< 1t ;
4t E
!
i
i
i
i
0 !

— |

0,006 0,01 0015 002 0,025 1,2 14

temps (s) temps (x1073 s)
(a) le fait que les distances aubes-carter puissent étre (b) distance aube 6/carter prédite (- -) et cor-

regroupées par paire prowve la symétrie du probléeme.  rigée (—).

figure 6.14 — Procédure de gestion du contact par éléments splines. Les distances aprés correc-
tion sont positives ou nulles.
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toujours positives, ce qui est cohérent avec les contraintes de contact. Cette figure illustre
aussi la symétrie de ce cas d’étude en particulier puisque les distances sont (presque)
identiques deux a deux, phénomene du tout autant au type d’excitation extérieure a
deux lobes appliquée qu’a la géométrie du rotor constitué d’un nombre pair d’aubes.
Le deuxieme point est évoqué sur les figures 6.15(a) et 6.15(b). Au niveau du carter, le
couplage géométrique entre u et v est évident. Aussi, a la suite un déplacement négatif
dans la direction radiale e, provoqué par 'excitation externe, un rebond apparait du fait
du premier impact entre les deux parties vers t = 3-107* s, ce qui est cohérent avec la
figure 6.15(b) ou le premier impact entre 'aube 1 et le carter est détectée a cet instant.
Pour ce dernier, les déplacements dans la direction tangentielle different selon la valeur du
coefficient de frottement. Toutes ces remarques sont valables de la méme maniere pour la

x10~? x10~2

1 ‘
direction
tangentiellg

direction
normale 0

direction
tangentielle ™\

amplitude (m)
[a=)

9t direction
normale
-4H
-3F
1 3 5 7 2 6 10 14
temps (x1073 s) temps (x1073 s)
(a) au niveau du neud 1 du carter (b) au niveau de lextrémité de l’aube 1

figure 6.15 — Déplacements en fonction du coefficient de frottement: p =0 (—) et p=1 (- -).

roue aubagée. Les instants de contact sont indiqués par des cercles sur la figure 6.15(b). La
rotation du moteur s’effectuant dans le sens direct, le frottement augmente le déplacement
tangentiel du carter (la courbe (—) est alors au dessus de la courbe (- -)) et le diminue en
extrémité d’aube (a cet instant, la courbe (—) est en dessous de la courbe (- -)). Ensuite,
la légere déformation provoquée par ce contact éphémere disparait au profit d'un couplage
géométrique.

Cependant, une question subsiste. On peut en effet s’interroger sur 'amplitude de dépla-
cement radial en bout d’aube de l'ordre de trois centimetres, remarque cohérente avec
la souplesse de 'aube dans cette direction évoquée précédemment, et qui, d'une maniere
intuitive, semble excessive.

Etude de la convergence modale

Meéme si une étude de convergence modale par déviation des fréquences a démontré la
bon comportement du modele réduit, cette dernieére n’est pas suffisante. En effet, rien
ne prouve que sous un chargement dynamique, le MAC soit un critere suffisant. C’est
dans cette optique que nous comparons les déplacements des structures pour des modeles
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réduits comprenant un nombre croissant de modes composants récapitulés dans le tableau

6.1. Dans cette simulation, At = 5-107% s.

amplitude (m)

Les temps de calcul mentionnés dans le

nombre de modes composants i
cas , légende | temps de calcul
carter roue aubagée
n°l 50 22 -—-- 1
n°2 150 66 - 2,27
n°3 250 110 —_ 4,18
n°4 350 154 - - 6,25
tableau 6.1 — Caractéristiques du modéle réduit
x107* x1072
4,
2,
0,
2t
- A
-6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | "v'l ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025

temps (s)
(a) au niveau du neud 1 du carter

temps (s)
(b) en extrémité de l'aube 1

figure 6.16 — Evolution des déplacements en fonction du nombre de modes composants inclus
dans le modele réduit. Pour la légende, voir le tableau 6.1.

tableau 6.1 sont normés par rapport au temps le plus court. On peut d’emblée mentionner

que le probléme posé par la réduction de la roue aubagée est confirmé sur la figure 6.16(b).

En effet, alors que le carter ne nécessite que tres peu de modes composants (il semble que

cinquante modes composants suffisent pour le cas traité, cf. figure 6.16(a)), la convergence

temporelle du modele de la roue aubagée est tres lente et 'ajout de deux familles de

modes composants entre deux cas successifs génere une différence importante au niveau

du déplacement du nceud frontiere dans la direction radiale, particulierement lors du

premier impact. Cette étude nécessite donc une confirmation pour dégager des conclusions

pertinentes sur les facteurs prévisibles de gain de temps. Néanmoins, en combinant ces

résultats a ceux concernant un pas de temps optimal, il n’est pas exagéré de penser que

les temps de calcul puissent étre sensiblement réduits sans détérioration de la précision.

6.6.3 Cas n°2: interaction modale a trois diameétres

Ce cas d’étude a pour but de vérifier que ce modele 3D réduit permet de détecter une

interaction modale potentiellement dangereuse. Il est possible d’imaginer une étude pa-
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ramétrique en fonction de I'amortissement structural, de la durée ou de 'amplitude de
I’excitation initiale. On se limite a 1’étude des amplitudes de vibration en fonction de la
vitesse de rotation du moteur. Le chargement initial s’inscrit dans la procédure habituelle :
le premier mode a trois diametres du carter est excité par une force impulsionnelle d’une
durée de 100 us d’amplitude suffisante pour générer un contact.

Réduction du modele

La discussion porte sur le nombre de modes composants a conserver et sur la méthode de
réduction finale. En fait, nous avons déja constaté que c’est la présence de certains modes
composants qui diminue sensiblement la déviation des fréquences. Pour le cas qui nous

2,5

(a) au niveau du carter (b) au niveau de la roue aubagée

figure 6.17 — Evolution de la déviation des fréquences des deux premiers modes a trois diamétres
des deux structures en fonction de la participation des cinquante premiers modes
composants dans le modéle réduit.

concerne, c’est-a-dire une interaction modale a trois diametres, il est possible de montrer
qu’un nombre tres restreint de modes composants a trois diametres suffit. En effet, sur
la figure 6.17, il est facilement vérifiable que ce sont les modes composants 28 et 29 des
deux structures qui jouent un role important dans la dynamique des deux premiers modes
propres a trois diametres. A propos du carter, il est intéressant de noter que deux modes
composants a trois diametres précédent les modes 28 et 29 (de fréquence plus basse d’apres
la figure 6.8, ils sont situés en position 3 et 4) mais n’ont aucun role dans 'amélioration
du critere de convergence.

La question se pose maintenant de savoir comment réduire efficacement le modele. Deux
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alternatives sont proposées:

— la matrice ®cp est construite en conservant tous les modes frontieres ainsi que les
deux modes composants a trois diametres retenus. Les matrices masse et raideur
qui découlent du changement de base sont ensuite diagonalisées. Les modes propres
associés constituent une combinaison figée de tous les modes frontieres et de deux
modes composants. Parmi ces nouveaux vecteurs propres, il existe plusieurs modes a
trois diametres (visibles au niveau des déplacements des ddl frontieres). On conserve
les deux pour lesquels la déviation des fréquences est la plus faible. C’est la méthode
utilisée pour I’établissement des diagrammes de la figure 6.17 par exemple. Le modele
réduit est alors constitué de quatre degrés de liberté, a savoir les deux contributions
« figées » de chaque structure;

— une fois le changement de base effectué, les matrices masse et raideur de Craig-
Bampton sont partionnées entre les ddl frontieres ug et les contributions q des modes
composants. Les matrices Mg et K&5 (cf. équation (6.17)) sont diagonalisées
et les deux premiers modes a trois diametres sont retenus. La combinaison entre
ces deux modes frontieres a trois diametres et leurs homologues composants est
alors libre. Le modele réduit est donc constituée de huit degrés de liberté, a savoir
deux contributions des modes frontieres a trois diametres et deux contributions des
modes composants a trois diametres pour chaque structure. Cette formulation est
légerement plus riche que la précédente.

Pour des raisons d’efficacité et de temps de calcul, nous retenons la premiere proposi-
tion. En fait, il s’avere que plus la formulation est riche, moins une interaction modale a
diametres est facile a détecter. Il est opportun de préciser que la double réduction pro-

(a) modes de contributions u™"' et u! (b) modes de contributions u™? et u">

ra ra

figure 6.18 — Les deux modes a trois diamétres du carter et de la roue aubagée utilisés dans la
stmulation d’une interaction modale. Les indicateurs o et o illustrent la position
des neeuds frontieres.

posée, une synthese modale a interface fixe suivie d’une diagonalisation sur les modes
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propres, bien que répandue, est tres puissante. En effet, elle autorise un traitement du
contact rigoureux avec un nombre minimal d’inconnues en minimisant la taille de la ma-
trice de passage entre ’espace ot les déplacements sont prédits et 1’espace physique ot les
contraintes de contact sont prises en compte. A Davenir, cette procédure peut constituer
une évolution du second modele planaire dans l'optique de réduire les cotits informatiques.

Comportement des structures

La taille du pas temps pour une bonne détection du contact pose toujours probleme ; ceci
n’est pas présenté dans cette partie. Puisque la matrice globale d’alternance entre 1’étape
de prédiction des déplacements et 1’étape de prise en compte des contraintes de contact
est de faible dimension, At = 1077 s représente un bon compromis.

Pour rappel, I’étude porte sur 'interaction modale des premiers modes a trois diametres du
carter et de la roue aubagée. Les fréquences propres respectives sont f,., = 75,2 Hz et f. =
160,3 Hz et la vitesse critique calculée grace a I'équation (1.12) est: €. = 492,18 rad/s.

Les résultats sont présentés pour trois vitesses de rotations différentes, toutes supérieures
a la vitesse de rotation critique théorique. Le comportement de ’ensemble rotor/stator
est similaire a celui de I'ensemble planaire évolué. Numériquement, il existe une (des)
vitesse(s) critique(s) en dessus de laquelle (desquelles) les amplitudes de vibration des
deux structures divergent (cf. figures 6.25 et 6.26) et en dessous de laquelle, le contact est
perdu assez rapidement jusqu’a ce que les vibrations disparaissent (cf. figures 6.21, 6.20
et 6.19).

Pour des vitesses de rotation appartenant grossierement a l'intervalle [600, 670] rad/s, un
contact intermittent s’instaure entre les deux structures (cf. figure 6.24) et les vibrations
sont telles qu'un mode tournant avance apparait au niveau du carter et un mode tour-
nant rétrograde au niveau de la roue aubagée. Pour Q2 = 670 rad/s, une succincte étude
fréquentielle des vibrations des structures illustrée sur les figures 6.27 et 6.28 annonce la
vitesse :

Q.= w = 670,2 rad/s (6.18)
Cette égalité signifie que la condition d’embrassement est vérifiée mais aussi que les struc-
tures ne vibrent pas selon leur fréquence propre. Ces résultats se distinguent de ceux issus
du modele planaire évolué puisque pour des raisons qui demeurent inexpliquées, la vitesse
critique numérique, de l'ordre de 675 rad/s et au-dessus de laquelle les amplitudes de
vibration divergent, n’est pas égale a la vitesse critique théorique.

Il est assez étonnant de s’apercevoir que ce régime limite se caractérise par des vibrations
du carter a une fréquence proche de leur fréquence propre (157 Hz contre 160 Hz) mais
aussi par des vibrations de la roue aubagée a une fréquence double de leur fréquence
propre (163 Hz contre 75 Hz). Il se peut que cette différence concernant la roue aubagée
provienne du probleme de réduction modale déja évoqué.
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amplitude (m)

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
temps (s)
figure 6.19 — Vibrations modales du carter uf™' (—) et ul™® (----) pour 2 = 500 rad/s et

ng = 3. Aprés la perte de contact, les amplitudes diminuent lentement a cause de
Uamortissement structural jusqu’a disparaitre.

amplitude (m)

0,0l 002 003 004 005 006 007
temps (s)

figure 6.20 — Vibrations modales de la roue aubagée uly' (—) et upg® (----) pour
2 =1500 rad/s et ng = 3. Aprés la perte de contact, les amplitudes diminuent
lentement a cause de l’amortissement structural jusqu’a disparaitre.

Conclusion

Dans ce chapitre, un modele 3D d’une turbo-machine a été adapté de maniere optimale
afin de détecter une interaction modale en des temps de simulation tres courts. Dans
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figure 6.21 — Distances entre le carter et l'extrémité des aubes pour 2 = 500 rad/s et ng = 3.
Apres quelques impacts initiaux le contact entre les deux structures est perdu dé-
finitivement vers 0,04 s.
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figure 6.22 — Vibrations modales du carter uf™' (—) et ul™® (----) pour 2 = 670 rad/s et
ng = 3. Cette vitesse critique engendre un cas d’interaction modale limite pour
lequel un mode tournant avance apparait au niveau du carter.

cette optique, la réduction du modele est réalisée par une procédure de synthese modale a
interface fixe, plus précisément la méthode Craig-Bampton. Une étude de la diminution de
la déviation des fréquences en fonction du nombre de modes composants retenus démontre
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figure 6.23 — Vibrations modales de la roue aubagée upy' (—) et upy® (----) pour

2 =670 rad/s et ng = 3. Cette vitesse critique engendre un cas d’interaction
modale limite pour lequel un mode tournant rétrograde apparait au niveau de la
roue aubagée.
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figure 6.24 — Distances entre le carter et l’extrémité des aubes pour 2 = 670 rad/s et ng = 3.
Les contacts, décrits pour deux aubes (—) et (- -), sont intermittents.

la qualité de la réduction.

La facétisation, née d’une discrétisation par éléments finis d’une structure, est a ’origine
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figure 6.25 — Vibrations modales du carter uf™' (—) et ul™® (----) pour 2 = 700 rad/s et
ng = 3. Pour cette vitesse de rotation légérement supérieure a la vitesse critique,
il y a divergence des déplacements apres quelques tours moteur.

de nombreux problemes théoriques et numériques dans le traitement du contact. Une
hypothese simplificatrice stipulant que le contact n’a lieu que sur une circonférence de
neeuds au niveau du carter a été 1’étape initiatrice au développement d’un enrichissement
fonctionnel a I’aide de fonctions splines.

Un premier exemple montre la robustesse de la procédure mise en ccuvre pour la gestion
du contact, mais aussi l'intéret de la réduction pour des temps de calcul convenables et des
études paramétriques. N'importe quelle situation d’interaction engendrée par une excita-
tion extérieure est possible. Toutefois, il ne faut pas manquer de remarquer qu’une interro-
gation, demeurant pour l'instant sans réponse physique précise, a été soulevée concernant
la souplesse excessive des aubes en traction a la suite de la réduction du modele. Sil’on s’en
tient aux résultats actuels en supposant qu’ils sont exacts, ce comportement « étrange »
est sans doute lié au choix des degrés de libertés frontieres dans le plan orthogonal a ’axe
de rotation du moteur. On peut donc penser que cette hypothese représente une limite
a notre modele et une généralisation a un mouvement 3D (selon les directions ey, e, et
e,) de la procédure de réduction sur plusieurs nceuds de la corde en sommet d’aube ainsi
que sur une couronne de largeur non nulle du carter est une évolution a considérer. Le
traitement du contact par une spline surfacique serait inhérente a cette perspective.

Une deuxieme exemple, a I'image des deux premiers modeles planaires développés, atteint
une taille minimale de quatre degrés de liberté grace a une seconde réduction modale
du modele de Craig-Bampton obtenu auparavant, ceci afin de se concentrer sur le phé-
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amplitude (m)

figure 6.26 —

figure 6.27 —
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Vibrations modales de la roue aubagée uly' (—) et upg® (----) pour

=700 rad/s et ng = 3. Pour cette vitesse de rotation légérement supérieure
a la vitesse critique, il y a divergence des déplacements apres quelques tours mo-
teur.
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Contenu fréquentiel de la réponse du carter pendant le cas limite d’interaction
modale.
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figure 6.28 — Contenu fréquentiel de la réponse de la roue aubagée pendant le cas limite d’in-
teraction modale.

nomene d’interaction modale. On montre qu’une vitesse critique existe pour laquelle des
modes tournants, respectivement avance pour le carter et rétrograde pour la roue aubagée,
apparaissent. Au-dessus de cette vitesse critique, un régime divergent est détecté. Pour
des vitesses inférieures, le contact initial est rapidement perdu. Cependant, la vitesse de
rotation critique numérique €2, ne répond pas a la condition théorique:

We = ndQc — Wrq (619)

pour des raisons qui restent a déterminer mais probablement en relation avec la réduction
modale du modele de la roue aubagée.
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Bilan et perspectives

Bilan des travaux

La présentation de ce mémoire a pour I’essentiel suivi I'ordre chronologique. Notre propos
était de développer différents modeles de moteur d’avion, et plus particulierement sa
pointe avant comprenant une roue aubagée de type fan et un carter, dans l'optique de
prédire un phénomene d’interaction.

Une théorie proposant une interprétation de cet événement, fondée sur des hypotheses
simples, ainsi que le cadre de la mécanique du contact constituent les bases du dévelop-
pement d’algorithmes et de méthodes numériques. Ensuite, et c’est la partie essentielle,
notre travail couvre trois modélisations différentes de complexité croissante, dont 1’évolu-
tion est notamment dictée par les limitations mais aussi par une meilleure appréhension
du phénomene grace aux questions soulevées lors de la mise en équations.

L’avantage majeur des développements proposés est de permettre 'apparition d’une in-
teraction modale généralement en accord avec la théorie. On constate que le modele est
représentatif s’il comprend les ingrédients suivants:

— un couplage géométrique des formes modales des deux entités en vis-a-vis;

— un champ de déplacement assez riche permettant la prise en compte d’une loi de
contact cohérente d’un point de vue physique.

Toutefois, la méthode de résolution couplant multiplicateurs de Lagrange et schéma tem-
porel explicite ainsi que la réduction des structures dans ’espace modal, figeant ainsi tous
les degrés de liberté, a introduit une limitation générale aux trois modeles: il s’agit d’une
singularité dans la détection du contact due a la propagation a vitesse infinie d’une onde
de déformation générée localement.

Une solution originale considere ce méme probleme dans le domaine fréquentiel. La com-
plexité du comportement physique des deux structures demande une généralisation de la
méthode de I’équilibrage harmonique a des systemes oscillants mais apériodiques. La pro-
cédure conduit a un ensemble d’équations algébriques non-linéaires qui peut étre apprécié
sous l'angle de la théorie des modes non-linéaires. A ce stade du travail, cette méthode
n’a pas encore abouti du fait de certaines difficultés numériques mais conserve toutes ses
promesses.

Meme si cela n’a pas encore été réalisé, il semble tout a fait possible que la modélisation
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industrielle présentée dans le dernier chapitre de ce mémoire bénéficie de cette formula-
tion fréquentielle. En effet, la méthode de synthese modale, I’enrichissement fonctionnel
ainsi que l'intégration temporelle des équations ont permis de montrer un comportement
similaire a celui du second modele planaire.

Perspectives

L’intégralité de ces développements constitue les prémices de la recherche dans ce domaine.
En effet, a 'heure actuelle seule l'efficacité des modélisations dans la détection d’une in-
teraction modale a été prouvée. La compréhension du phénomene en elle-méme, les causes
exactes de son apparition ainsi que les différences avec la théorie, pour ne citer qu’elles,
n’ont pas été abordées. C’est d’ailleurs dans cette optique qu’est né le développement de
la procédure fréquentielle.

Le modele 3D a montré quelques faiblesses, principalement dans le choix assumé de traiter
le contact dans un plan perpendiculaire a I’axe de rotation du moteur. Ceci dit, la faisabi-
lité de la méthode n’est pas du tout remise en cause et son extension a un mouvement en
trois dimensions semble possible sur tout type de structure (roue aubagée de compresseur
ou de turbine) et sous tout type de chargement. Pour résumer, les méthodes mises en
ceuvre dans ce travail répondent aux exigences de nombreux champs d’investigation :

— dans ce contexte d’interaction, est-il préférable que la géométrie des aubes « ferme »
ou bien « ouvre » le jeu entre les structures?

— quel est le role du désaccordage quant a ’atténuation du phénomene?

— quel type de matériau abradable semble le plus approprié pour minimiser des consé-
quences d'un tel événement? Notons sur ce point, qu'une loi d'usure est évoquée en
annexe A.

Malgré tout, force est de constater qu'une formulation de ’ensemble a des mouvements
plus complexes de type réponse a un balourd avec prise en compte de la déformation de
I’axe de rotation, probleme tres largement répandu pour ces machines, demanderait un
travail assez lourd bien que connu [LOR 01].

Enfin, il parait important de mentionner la nécessité de la mise au point d’un banc expéri-
mental. Elle était initialement prévue dans la planification de cette étude mais a finalement
di etre abandonnée pour cause de manque de moyens expérimentaux et de temps. Elle
pourrait cependant constituer une suite a ce travail. L’appel a une roue aubagée réelle
accompagnée de son carter serait extréemement couteux. Sur ces bases, la faisabilité d'une
expérience a l'aide d'un tour vertical a été examinée par E. ARNOULT a I'Ecole Cen-
trale de Nantes lors de son travail de these [ARN 00]. La problématique des vitesses de
glissement en jeu semble primordiale :

— faut-il développer un modele réduit apres analyse des effets d’échelle?

— les résultats d’une étude impliquant des vitesses de rotation plus faibles peuvent-ils
étre extrapolés de maniere asymptotique?
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Quelques éléments de réponse sont donnés dans [SCH 97] mais beaucoup de questions
restent ouvertes.

On ne manquera pas de noter que les points principaux relatifs a ce travail et concernant
la singularité introduite par la discrétisation temporelle, le traitement du contact ainsi
que la discrétisation spatiale modale ne sont pas discutés par P. SCHMIECHEN. Sa loi de
contact est de type pénalité généralisée et les structures qu’il adopte sont assez éloignées
de celles constituant un moteur d’avion. Il pourrait étre intéressant de reprendre son étude
sur la base de nos méthodes pour comprendre I'influence réelle des modélisations dans les
résultats.
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Loi d'usure

A.1 Généralités

Dans les turbo-machines modernes, la réduction du jeu entre 'extrémité des aubes et le
carter permettant d’améliorer le rendement et d’optimiser la consommation de carburant
augmente les possibilités de contact entre les deux parties. En fonction des conditions de
fonctionnement lors de I'interaction, des dommages structuraux séveres peuvent étre oc-
casionnés. En conséquence, les constructeurs se sont penchés sur 'utilisation de matériaux
dits « abradables » pour leurs qualités d’usure et positionnés entre les deux structures
potentiellement en contact. Le bénéfice est triple [YT 99] :

— lors des premiers tours du moteur, un rail est usiné par le passage des aubes dans le
revétement. Par la suite et en fonctionnement normal, le jeu entre les deux structures
est facilement ajusté et optimisé;

— en cas d’incident, si les deux structures sont amenées a entrer en contact, ’énergie est
principalement dissipée durant 'usure du revétement abradable, minimisant ainsi les
effets néfastes sur les aubes et le carter. Il peut par la suite étre aisément remplacé ;

— le revetement remplit des fonctions d’isolement thermique et de lubrification.

Mais il ne faut pas oublier que ce type de revétement doit répondre a deux conditions
contradictoires :

— « abradabilité » : 'usure du matériau doit étre facile afin que les contraintes au sein
du carter et des aubes soient les plus faibles possibles ;

— résistance a l’érosion : cette partie du moteur est soumise a des flux de gaz a tempé-
rature et pression variables et au passage de particules solides contenues dans 'air
auxquels elle doit résister.

La mise au point de tels matériaux est d’actualité. Pour I’heure, ils apparaissent sous des
formes variables de poudres compactées, de particules de métal pulvérisées ou encore de
structures en nids d’abeilles. Leurs qualités d’usure, de résistance a 1’érosion ainsi que leur
comportement lors d’un contact a tres haute vitesse sont donc tres fluctuantes.

L’idée de développer une loi d'usure répondant aux exigences de SNECMA s’est confrontée
a deux difficultés principales:

— les références bibliographiques sur le sujet sont peu nombreuses. La piste de 1'usi-
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nage a grande vitesse s’est rapidement révélée infructueuse puisque les vitesses de
« coupe » en extrémité d’aube avoisinent les 500 m/s a cause du diametre important
de la soufflante ;

— la variété des matériaux abradables rencontrés imposait le développement d’une loi
ajustable dont les parametres doivent étre fixés par I'expérience.

A.2 Principe de la loi

L’usure est un phénomene physique compliqué couplant des processus mécaniques et ther-
miques fortement non-linéaires. En effet, elle est fonction de la vitesse relative de glisse-
ment, des pressions de contact et des duretés des matériaux, elles-mémes sensibles a la
température [AND 97]. La connaissance de la thermodynamique est nécessaire a la mise
au point d'un modele rigoureux [DL 01] et plusieurs lois ont été développées sur ces bases.
Les plus courantes et les plus simples sont celles d’ARCHARD et RABINOWICZ [RAB 65].
D’autres auteurs s’appuient sur des hypotheses plus réalistes pour généraliser ces lois ma-
croscopiques mais les vitesses de glissement restent faibles, en général. Il existe aussi des
procédures associées a la méthode des éléments finis qui font disparaitre de la matiere
lorsqu’une valeur seuil en contrainte est atteinte.

Dans notre étude, la loi est beaucoup plus intuitive et ses fondements mathématiques et
physiques demeurent limités. Elle peut étre appréhendée comme une généralisation de la
loi de frottement de COULOMB. Son principe est simple mais fortement ancré dans la
procédure prédiction-correction d’un schéma explicite dédié au contact : il consiste a pon-
dérer les efforts de contact dans les directions normale et tangentielle par des coefficients
qui doivent remplir certaines conditions. Dans un premier temps et en s’aidant de 'algo-
rithme développé dans le chapitre 3, les efforts de contact interdisant toute pénétration
sont calculés. Lors de la phase de correction, I'effort de contact dans la direction normale
est multiplié par un scalaire ay tel que 0 < ay < 1. Si ay = 0, la pression de contact est
nulle et donc le matériau abradable n’a aucune résistance mécanique et s'use complete-
ment. Par contre, si ay = 1, la pression de contact est inchangée et il n’y a donc aucune
usure. Pour le reste, le choix de ay conditionne la transformation de ’énergie de rotation,
soit en énergie d’usure dissipée, soit en énergie de vibration qu’acquierent les deux struc-
tures. Dans la direction tangentielle, le coefficient a; doit étre supérieur a l'unité. Une
borne supérieure est difficile a donner mais certains résultats permettent de lever cette
indétermination. On considere en effet que dans cette direction, la matiere « vue » par
I'extrémité d’une aube (& cause de la pénétration due a l'usure dans la direction normale)
augmente les efforts par rapport a un frottement parfait. Ceci peut étre résumé en ima-
ginant qu’'un bulldozer fournit une énergie proportionnelle a la quantité de matiere qu’il
déplace. Finalement, le déplacement des structures est corrigé apres la pondération des
efforts de contact pour simuler I'usure.

Bien siir, certaines loi de la mécanique comme la préservation de la quantité de mouvement
sont violées puisque dans cette procédure, la matiere qui disparait n’est plus. Néanmoins,
elle permet une prise en compte immédiate de 1'usure du revétement abradable et de
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visualiser en temps réel son niveau sur toute la circonférence du carter. Dans cette optique,
un vecteur Usure est créé (plus il a de composantes, plus la gestion locale de 1'usure est

L. . , , o A . .
précise) et contient en début de procédure 1'épaisseur du revétement, pas nécessairement
constante, grace auquel sont calculées les distances de pénétration utiles a la gestion du
contact. Il est ensuite mis a jour en fonction des contacts détectés. La figure A.1 résume
la méthode.

A

(65) It er

prédiction

correction
avec usure
abradable
correction
sans usure

P

figure A.1 — Prise en compte de l'usure

A.3 Comportement mécanique

Afin de comprendre le comportement de la loi d’'usure un peu plus en détails, un modele
particulier est mis en place. Il s’agit du carter du modele plan évolué (cf. partie 4.1.2) sur
lequel a été placé une épaisseur constante de 5 mm d’abradable et d'une seule aube en
rotation. L’initiation du contact est effectuée en excentrant I'axe de la roue aubagée. Deux
simulations ont été réalisées, pour lesquelles, dans un premier temps ar = 0 afin d’étudier
la profondeur d’usure en fonction de la valeur du coefficient ay et dans un deuxieme
temps ay = 0,2 afin d’étudier I’évolution de la position de la trace laissée par 'aube en
fonction de ar. La figure A.2 illustre les différents profils du revétement apres le passage
de l'aube en fonction de ay. Quand ay = 0, la profondeur de passe est maximale et il y
a usure totale de 'abradable et la régularité du profil révele que le carter ne vibre pas.
Pour ay > 0, la profondeur de passe diminue tres rapidement avec ay et des oscillations
apparaissent a cause de 'excitation vibratoire du carter. Une analyse de Fourier de ces
oscillations montre qu’elles impliquent le contenu fréquentiel ce dernier. On visualise les
profils d’usure de I'abradable en fonction de ar sur la figure A.3. Le trait en pointillés gras
illustre le fait que le point de départ de 'usure de la matiere dépend de ce coefficient, ce qui
n’est pas physique. La condition ar > 4 correspond a une pondération trop importante de
Ieffort tangentiel pour laquelle la position de I'extrémité de ’aube est sur-corrigée: ceci a
pour effet de modifier la position angulaire sur le carter du premier contact entre les deux
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épaisseur d’abradable (m)

0 =« position

épaisseur (m)

position

figure A.3 — Profils d’usure dans la direction tangentielle

structures. Cette considération permet de lever 'indétermination de la borne supérieure
du coefficient ar.

Perspectives

Les deux seules simulations ont été réalisées pour ay et ar constants. Il est tout a fait
envisageable d’enrichir I’algorithme afin que ces coefficients dépendent de la vitesse relative
de glissement ou de la pression de contact par exemple. Une étude sur sa signification
physique pourrait aussi étre intéressante et permettre une meilleure compréhension du
phénomene. Malheureusement, sans plus de précisions expérimentales, cette loi d'usure a
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peu de sens. Il est clair qu’une confrontation a I’expérience est inévitable et c¢’est pourquoi
notre partenaire industriel SNECMA a déja lancé une campagne d’essais dans le but de
caractériser ce type de matériau et de quantifier les deux parametres ay et ap. Il s’agit
d’un lancer a tres haute vitesse, grace a un canon, d'un objet coupant sur un échantillon
d’abradable. Ce dernier est fixé de telle facon qu’il rend possible, grace a des éprouvettes
d’extensométrie, la mesure des efforts engendrés par I'impact.
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Poutre non-linéaire

B.1 Motivations

Pour répondre a I'une des propositions d’évolution du premier modele plan de turbo-
machine concernant le couplage des degrés de liberté en traction et en flexion en sommet
d’aube, une modélisation de la roue aubagée par des éléments finis de type poutre non-
linéaire a été considérée. Méme si des formulations trés puissantes existent (par exemple,
[IBR 95] ou [SCH 01]) et font 'objet de nombreux travaux, la simplicité des développe-
ments entrepris dans [MAG 01] a motivé leur adoption.

B.2 Formulation

[——————————— = —

figure B.1 — Notations pour la mise en équations d’un élément poutre non-linéaire

Dans ce qui suit, la géométrie de la poutre est initialement droite (pour une généralisation
& une poutre initialement courbe, voir [PAT 00]), les déplacements se font uniquement dans
le plan, la loi de comportement est élastique et la mise en équations est effectuée selon
le formalisme du Lagrangien Total. On considere que ’hypothese d’Euler-Bernoulli est
vérifiée et qu’en conséquence toute section initialement droite et perpendiculaire a ’axe
neutre reste droite et perpendiculaire a ’axe neutre dans la configuration courante comme
décrit sur la figure D.2. Tout point matériel dans la configuration non déformée est repéré
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par le couple (z,y). Un point () appartenant a I’axe neutre se déplace de la quantité u(x)
selon la direction e; et de la quantité v(z) selon ey : son image est notée @'. De la méme
facon, un point P appartenant a la méme section, se déplace de la quantité u,(x,y) selon
ey et de vy(x,y) selon ey : son image est notée P'. Il vient alors:

up(2y) = ulz) — ysinb(z)

B.1
vp(7,y) = v(w) — y(l — COoS Q(x)) (B.1)

ou 0(x) représente la rotation d’une section droite durant la transformation. L’allongement
e(z) selon I'axe e; se met alors sous la forme:

e(2) = /(1 + ual@)* + va()? — 1 (B.2)

Grace a cette grandeur, il est possible de redéfinir ’angle (z) en fonction des déplacements
d’une section au niveau de la fibre neutre:

T Hug(r)
cos(A(z)) = Tre@) )
sin(0(z)) = %

Cette équation permet d’interpréter le couplage entre les déplacements u et v durant
la transformation. On retrouve les résultats usuels d’une poutre de Bernoulli en tenant
compte de I'hypothese des petites perturbations.

La loi de comportement utilisée implique une relation linéaire entre les tenseurs de défor-
mations et de contraintes de Biot, par hypothese. Pour plus de détails sur le sujet, lire
[BON 97]. Le tenseur des déformations E est relié au tenseur de la transformation F de
la maniere suivante :

2

!

E=\FF- (B4)

Appliqué a notre cas unidirectionnel, la déformation dans la direction e; devient (pour
simplifier I’écriture pour la suite, on la note (z)):

e1(z) = e(z) — yb 4(2) (B.5)

En ne perdant pas de vue que seules deux inconnues parmi u(zx), v(z) et 6(x) sont indépen-
dantes, notre choix se porte sur une formulation du probléeme en u(z) et v(z). Le travail
virtuel des quantités d’accélération se calcule aisément en négligeant les termes d’inertie
de rotation (ce qui s’avere étre une simplification assez grossiére mais sans conséquence
pour notre étude) et peut se mettre sous forme matricielle apres discrétisation :

L
0A = pS/ (iibu + v6v) da (B.6)
0
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Le calcul du travail virtuel des efforts de déformation s’écrit :

L h/2
5Ed = / / E81(5€1 ddeL‘

—h/2
h2 (B.7)
= E/ / 6(56 + y297x(597x) dy dx
h/2
soit, apres intégration suivant y:
L L
0FE; = ES/ ededr + EI/ 0 00 , dz (B.8)
0 0

Afin de discrétiser 6E,, il est nécessaire d’écrire la relation entre 6 ,.(z) et les fonctions
u(zx) et v(x) et leurs dérivées spatiales respectives:

U g () (1 + U, ) U 4z ()0 ()

0.(z) = 5
+(7) (1+u (:L‘)) + v ()2

(B.9)

La suite de la procédure est usuelle. En s’appuyant sur la méthode de Galerkin, il suffit
de différencier les expressions e(x) et 6 ,(x). Elle n’est cependant pas détaillée a cause
de sa lourdeur. On remarque néanmoins que la formulation fait intervenir les dérivées
spatiales secondes des déplacements u(z) et v(x) et impose, par conséquent, 'utilisation
de fonctions d’ordre élevé. Nous choisissons une discrétisation des fonctions u(x) et v(x)
par les fonctions usuelles de la poutre de Bernoulli en flexion (cf. équations (D.5) et (D.6)
en remplagant s par z).

Cas test
Méthode de résolution

Afin d’éviter une linéarisation des efforts internes, les équations de la mécanique résultant
du PTV sont résolues par le schéma temporel explicite des différences finies. Auparavant,
des termes d’amortissement interne ont été ajoutés. A chaque itération, le vecteur des
efforts internes est intégré dans la direction x par un schéma de Simpson, une intégration
exacte sur le domaine étant impossible.

Résultats

Le comportement mécanique de cette poutre non-linéaire a été testé sur un cas simple.
Un encastrement est imposé a I'une des extrémités de la maniere suivante:

v(0) =v,(0) =u,(0)=0 (B.10)

La deuxieme extrémité subit I'action d’une force suiveuse de direction perpendiculaire
a I’axe neutre de la configuration déformée. Les résultats sont illustrés sur la figure B.2
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pour différents pas de temps compris entre I'instant initial et 'instant final. Ces résultats
0.6 ‘

0.4

0.2

—02 L. ] 1 —— :
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

tinitial

figure B.2 — Evolution de la déformée de la poutre au cours du temps

n’ont pas été comparés a des cas références parus dans la bibliographie parce que cette
piste de travail a été abandonnée, et ceci pour une raison principale: comme évoqué dans
I'introduction du mémoire, nous nous concentrons dans ce travail sur I'interaction « mo-
dale » rotor-stator. Ceci suppose que I’hypothese des petites perturbations est vérifiée.
Bien str, le concept de mode non-linéaire, dont plusieurs formulations existent (voir par
exemple, [ROS 62], [SHA 91]) est connu. Sa mise en ceuvre dans un travail ultérieur est
une perspective de ’étude actuelle.
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Notions d’'algebre
linéaire

Les structures a symétrie cyclique telles que les roues aubagées de moteur d’avion ont
des caractéristiques géométriques qui leur donnent quelques spécificités mathématiques
présentées dans cette annexe.

Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker de deux matrices est défini de la manieére suivante :

anB  apB - anB
a1 B aypB - aynyB

AoB=| = % 2N (C.1)
ClNlB aNgB cee aNNB

Matrices circulantes

Les matrices masse et raideur de structures a symétrie cyclique peuvent s’écrire sous une
forme dite circulante ou circulante par bloc. Cette notion est notamment utilisée au cours
du chapitre 1 et il est important de connaitre les caractéristiques de leurs valeurs propres
et de leurs vecteurs propres, notamment. De facon générale, une matrice carrée circulante
prend la forme suivante:

C1 Cy - CN
C & s+ CN—

C =circ(cy,co, ooen) = | (C.2)
Co cy - 1

Toutes les matrices circulantes de taille N ont N vecteurs propres indépendants. En
particulier, elles partagent le méme ensemble de vecteurs propres qui constituent la matrice
de Fourier complexe E:

1 . .
E = [en]; ens = —e** D00 qyec ki=1,... N (C.3)

VN
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ou j =+/—1 et a =27/N. Les nombres complexes n’étant pas toujours pratiques pour
visualiser des phénomenes physiques, on préfere souvent utiliser la matrice de Fourier
réelle, F:

1 2 0 1T
VN VN VN
1 2 isin(x —i
JN YN ¢ VN JN
F = 1 icos 200 isin 20 1 (C.4)
VN VN VN VN
12 2 (—1)N-1
I \/—N \/—NCOS<N — 1)0[ \/—NSIH(N — 1)0( W |

ou la derniere colonne existe seulement si N est pair. Les matrices E et F sont orthonor-
males entrainant E*E = FTF = I ou I est la matrice identité de taille N. Alors que E
diagonalise la matrice circulante C dans le corps des complexes, F la diagonalise seule-
ment par bloc de taille 2 x 2 (d’ou la notion d’harmoniques doubles) excepté le premier
terme, et le dernier si N est pair, dans le corps des réels.

Matrices circulantes par bloc

Toutes ces considérations peuvent étre généralisées aux matrices circulantes par bloc dont
la forme est celle des matrices masse et raideur d'une structure mécanique a symétrie
cyclique ou chaque secteur est riche de M degrés de liberté. Dans ce cas, la matrice C

devient :
C, C, --- Cy
C = circ(Cy,Cs, ..., Cy) = C:N Cf Cﬂ“ (C.5)
C, G ... C

La forme de la matrice EQI (respectivement F®I) est telle qu’elle diagonalise C seulement
par bloc de taille M x M (respectivement 2M x 2M). Pour les matrices circulantes de
structures a symétrie cyclique, tous les blocs C; sont nuls sauf Cy, Cy et Cy = CsT. Le
résultat du produit (F®I)"'C(F ®1), qui d'un point de vue mathématique représente la
projection dans I'espace des coordonnées cycliques réelles, est une matrice diagonale par
bloc (de dimension 2M x 2M pour la plupart) dont la forme est la suivante:

~r | Ci+ (Cg + CQT> cos ko (CQ - CQT) sin ko

k
C = (CQT — Cg) sin ko C,+ (Cg + CQT) cos ka (C.6)

Ce type de matrice admet des valeurs propres doubles et des modes propres particuliers.
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C.4 Matrices anti-symétriques

Montrons que le probleme d’analyse modale posée par 1'équation (1.4) admet des pulsa-
tions propres doubles. Pour cela reprenons la matrice de ’équation (C.6) qui est généra-
lement anti-symétrique en mécanique parce que le bloc C; est lui-méme symétrique. Elle
s’écrit donc plus simplement :

~ A B
Cr = BT A | Avec B" =-B (C.7)
Soit A; = [Aa, Ap]T, un vecteur propre de CF associée a la valeur propre w? (il existe

puisque la matrice C* a les propriétés mécaniques appropriées), il vérifie I’égalité suivante
(en n’oubliant pas que C; = K; — w?M,) :

(-2}

En utilisant I'égalité BT = —B, I'équation (C.8) devient :

A B
BT A

A BT A 0
SUIEA RN ca
A B —AB 0
s )2 1-{0) -

ce qui démontre que si A; = [A4, Ag|T est un vecteur de propre de C* associé A la valeur
propre w? alors Ay = [—Ap, Aa]” lest aussi. Ces deux vecteurs étant indépendants, la
valeur propre w? est donc double, ce qu’il fallait démontrer.
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Matrices éléementaires

Dans tout ce qui suit, £ désigne le module d’Young, I le moment quadratique d’une
section de poutre, S, la surface de cette section, p, la masse volumique du matériau et [,
la longueur élémentaire.

D.1 Elément fini poutre droit

figure D.1 — Elément poutre-barre de longueur | dans les bases locale et globale.

L’élément fini poutre-barre généralement utilisé en mécanique et plus particulierement
dans ce mémoire repose sur une discrétisation polynomiale linéaire en traction et cubique
en flexion. Le vecteur des variables nodales est défini pour un élément : [ul, vy, 01, ug U, 92} )
En plus de la loi de comportement linéaire usuelle, en prenant une discrétisation identique
du champ de pondération et en appliquant le Principe des Travaux Virtuel sur un élément
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Annexe D. Matrices élémentaires

fini, on construit la matrice raideur élémentaire :

=

puis la matrice masse élémentaire :

M, = pSi

ES
z 0 0 - 0 0
12E1  6EI 12E1  6EI
0 13 2 B2
o OB 4BL . GBI 251
12 l 12 l
—ETS 0 0 ETS 0 0
12E1  6EI 12EI  6EI
7 ez 3 e
o OEL 2B GBI 4Bl
2 l 2 l
-1 1
5 0 0 = 0 0
B O N
35 210 70 420
L
210 105 420 140
1 1
5 0 0 3 0 0
I L
70 420 35 210
131 12 1 2
LY 420 140 210 105 -

(D.1)

Ces deux matrices sont écrites dans une base locale liée a 1’élément. [.’assemblage par com-

patibilité des déplacements nodaux ne peut se faire que sur les variables nodales relatives

a une base globale. Il s’avere alors nécessaire de projeter chaque matrice élémentaire dans

cette base globale par un changement de base dans le plan, qui s’écrit matriciellement,

d’apres les notations proposées sur la figure D.1:

u1\

U1
01
Uz
(%

0, |

cosae  sina 0 0 0 0

—sina cosa 0 0 0 0

0 0 1 0 0 O

0 0 0 cosa sina O

0 0 0 —sina cosa O

0 0 0 0 0 1
) ¥

(D.3)
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Les matrices élémentaires dans la base globale se calculent aisément par conservation des

énergies cinétique et potentielle:

K. = PTK.P
M.’ = PTM_P

D.2 Elément fini poutre courbe

figure D.2 — Elément poutre courbe de longueur 1.

(D.4)

Dans cette partie, R représente le rayon de courbure de 1’élément. Le carter est discrétisé

en éléments finis poutre courbe a 4 degrés de liberté par nceud. Le champ de déplacement,

défini par rapport a la variable curviligne s, est le suivant :

avec:
352 283 352 243
M(s) = TR M3(S):l—2_l—3
252 g3 PR
Mels)=s =+ M) =5 -7

Uy
U s1
(%1
U,sl
U2
U, s2

)

V2

V 52

(D5)

(D.6)

Les matrices élémentaires sont construites en suivant la méme démarche que pour I’élément
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poutre-barre. La matrice masse s’écrit :

r 13 111 9 131 7
35 20 0% 7 i U
111 12 131 12
a0 105 Y e T Y0
13 111 9 131
00 = e Y Y T
11 2 1 2
00 ﬁ %.5 00 % ‘1670
Me =pSE| 131 13 111 (D.7)
70 a0 00 3 T 00
131 12 111 12
20 10 Y 32 15 Y0
9 131 13 111
L R R - - ST
131 12 111 12
- R R T MR i
et la matrice raideur :
6 s S s 68 S S S
51 10 2R 10R 51 10 2R 10R
ERE (T B
10 15 10R 10 30 10R 60
S Sl S Sl
g 1w 24 P 3 “1r ¢ F
2
_st B p St ST L .
K —g| 10R 10R  60R (D.8)
) 658 S5 S5 S 65 S S S
51 10 2R 10R 51 10 2R 10R
S s _ s _sPo S asl SL
10 30 10R 60R 10 15 10R
S Sl S Sl
2 wr ¢ f 3 1w 4 B
Sl S Sl
L R ez ¢ 0¢Y g 0 B D
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avec:

_ 13I'SR* 4 131*] — 8411° R* + 4201 R*

A 3513 R4
B_ 11ASR? + 11141 — 252112R? + 12601 R*
n 21012 R4
o 3354532 + 31*] 4+ 56112R? — 2801 R*
703 R4
[*SR? + I*I — 28112R? + 4201 R*
D =
1051 R4
o 8401 R* — 3I1*SR? — 31*1 + 281> R?
4201 R*
P 25201 R* — 131*SR? — 131*] — 84112 R?
42072 R4

Par passage a la limite R — +o0, il est possible de retrouver les matrices masse et raideur
élémentaires de I’élément fini poutre droit en flexion.
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Algorithmes de gestion
du contact en statique

Position du probleme

Les algorithmes qui ont permis de résoudre le probleme d’une poutre contactant une paroi
rigide présenté dans la section 3.4.2 sont listés dans cette annexe. Avec les hypotheses de
petites perturbations, il s’agit, mathématiquement, d’'un probleme d’optimisation sous
contraintes d’inégalités décrit par les équations (3.44). Sous les mémes hypotheses, une
généralisation a une situation dynamique (schéma explicite ou implicite) impliquant deux
structures déformables en contact entraine des modifications mineures. Dans ce qui suit,
I'intégralité des matrices est donnée pour une poutre constituée de quatre éléments finis.
Les caractéristiques mécaniques utilisées sont récapitulées dans le tableau 3.2.

matrice raideur

K=10~(-3) *

31.104 0 -15.552 0.1944 0 0 0 0
0 0.00648 -0.1944 0.00162 0 0 0 0

-15.552 -0.1944 31.104 0 -15.5562 0.1944 0 0
0.1944 0.00162 0 0.00648 -0.1944 0.00162 0 0
0 0 -15.552 -0.1944 31.104 0 -15.552 0.1944
0 0 0.1944 0.00162 0 0.00648 -0.1944 0.00162
0 0 0 0 -15.552 -0.1944 15.552 -0.1944
0 0 0 0 0.1944 0.00162 -0.1944 0.00324

vecteur force poids propre généralisé

Fext=10"~(-6) *
-2.25

-2.25
-2.25

-1.125
0.0046875
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Méthode des contraintes actives

initialisation

(cf. équation 3.44)

A=zeros(8,8); 7 matrice de contraintes de contact

b=zeros(8,1); % vecteur des contraintes de contact

for i=1:4
A(2%i-1,2%i-1)=-1;
b(2xi-1,1)=vmax;

end

prec=10~(-16) ;

init=zeros(8,1);

algorithme principal

[u,pl=qgsolve(K,Fext’,A,b’,init’,prec);

fonction gsolve

function [sol,mult]=gsolve(Q,r,C,d,init,tol)

sol=init; ecart=d-solxC’; if any(ecart<0), error(’Init non admissible’); end;

p=0;
test=abs(ecart)<tol;
while 1

% contraintes actives 7

while 1
S=[diag(test)*C]; /» matrice des contraintes saturées
Z=null(S); % matrice nulle associée
if isempty(Z), break; end; % sortie si solution nulle

v=(Z*(Z’>*Q*Z*inv (Z) >* (r’-Q*s0l’)))’;
if norm(v,inf)<=tol, break; end;

w=v*(C?’;
J=find(w-ecart>tol);
if isempty(J), t=1;

else t=min(ecart(J)./w(J)); end; 7 calcul du pas

sol=sol+t*v;

ecart=ecart-t*w,

test=abs(ecart)<tol;

if t==1, break; end;
end;

% actualisation de la solution

% positions des contraintes

% nouvelles contraintes actives 7
% sortie si déplacement maximum

mult=(pinv(S’)*(Q*sol’-r’))’; % calcul des multiplicateurs de Lagrange
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if any(mult(p+1:end)>tol),
[mu, jl=max (mult(p+i:end));
test(j)=0;
else break; end; % solution finale
end

Méthode de la pénalité
initialisation

res=1;

Fc=zeros(8,1); % vecteur des efforts de contact
Kc=zeros(8,8); % matrice de contact
prec=10~(-12);

epsilon=10"6;

algorithme principal

while res>prec
% solution en déplacement
u=inv (K+Kc) * (Fext+Fc) ;
% contribution de la pénalisation au niveau des pénétrations
test=vmax-u(1:2:7,1)>0;
Fc=epsilon*vmax*test;
Kc=epsilon*diag(test);
% calcul du résidu
resl=(K+Kc)*u-Fext-Fc;
res=sqrt(resl’*resl);

end

Méthode du lagrangien augmenté
initialisation

ZE=10~(-16) *ones(4,1);

p=zeros(8,1); 7 vecteur des multiplicateurs de Lagrange
Fc=zeros(8,1); % vecteur des efforts de contact
Kc=zeros(8,8); % matrice de contact

prec=10~(-12);

epsilon=100;

res=1;



tel-00011631, version 2 - 9 Nov 2006

E.5

162 Annexe E. Algorithmes de gestion du contact en statique

algorithme principal

while res>prec
% solution en déplacement
u=inv(K+Kc)* (Fext+Fc+p) ;
% calcul des multiplicateurs de Lagrange par projection sur R+ (Uzawa)
p(1:2:7,1)=max(p(1:2:7,1)+epsilon*(vmax-u(1:2:7,1)),ZE);
% contribution du terme augmenté
test=p>0;
Fc=epsilon*vmax*test;
Kc=epsilonxdiag(test);
% calcul du résidu
res1=(K+Kc)*u-Fext-Fc-p;
res=sqrt(resl’*resl);
end

Méthode des multiplicateurs de Lagrange
initialisation

ZE=10~(-16) *ones(4,1);

rho=0.000022745155; Y coefficient de la méthode d’Uzawa
p=zeros(8,1); % vecteur des multiplicateurs de Lagrange
prec=10~(-12);

res=1;

algorithme principal

while res>prec
% solution en déplacement
u=inv (K) * (Fext+p) ;
% calcul des multiplicateurs de Lagrange par projection sur R+ (Uzawa)
p=max(p(p(1:2:7,1)+rho*(vmax-u(1:2:7,1)),ZE);
% calcul du résidu
resl=K+u-Fext-p;
res=sqrt(resl’*resl);
end
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