N

N

La méthode des équations intégrales de frontiere pour la
résolution des problemes de potentiel en
électrotechnique, et sa formulation axisymétrique
Laurent Krahenbiihl

» To cite this version:

Laurent Krahenbiihl. La méthode des équations intégrales de frontiere pour la résolution des problemes
de potentiel en électrotechnique, et sa formulation axisymétrique. Modélisation et simulation. Ecole
Centrale de Lyon, 1983. Francais. NNT: . tel-00012060

HAL Id: tel-00012060
https://theses.hal.science/tel-00012060
Submitted on 30 Mar 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00012060
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d'ordre : E.C.L. 83-13

T H E S E

présentée devant

L'ECOLE CENTRALE DE LYON

pour obtenir
le titre de DOCTEUR-INGENIEUR
Spécialité : Génie électrique.

par M. Laurent Krdhenbiihl
ingénieur E.P.F.L.

La méthode des équations intégrales de frontiére
pour la résolution des problemes de potentiel en

électrotechnique, et sa formulation axisymétrique.

soutenue le 16 décembre 1983

devant la commission d'examen

Jury: M. ]J.C. Sabonnadiére, Président

et MM. B. Ancelle,
A. Foggia,
M. Jufer,
M. Lajoie-Mazenc et
A. Nicolas.



ECOLE CENTRALE DE LYON

DIRECTEUR A. MOIROUX
DIRECTEUR ADIJOINT R. RICHE

DEPARTEMENTS D'ENSEIGNEMENT ET DE RECHERCHE

MATHEMATIQUES-INFORMATIQUE-SYSTEMES

PHYSICOCHIMIE DES MATERIAUX

METALLURGIE ET PHYSIQUE DES MATERIAUX

ELECTRONIQUE

ELECTROTECHNIQUE

MECANIQUE DES SOLIDES
MECANIQUE DES SURFACES

MECANIQUE DES FLUIDES ET ACOUSTIQUE

MACHINES THERMIQUES

CONCEPTION ET DEVELOPPEMENT DE PRODUITS
INDUSTRIELS

C.M. BRAUNER
J.F. MAITRE

P. CLECHET
J. CURRAN

P. GUIRALDENQ
D. TREHEUX

J.J. URGELL

P. VIKTOROVITCH
S. KRAWCZYK

R. BLANCHET

Ph. AURIOL
A. FOGGIA

F. SIDOROFF

J.M. GEORGES
J. SABOT

J. MATHIEU
G. COMTE-BELLOT (Mlle)
D. JEANDEL

X.LYS
M. BRUN

R. RUSSIER
P. CLOZEL



Sont aussi habilitées a diriger des théses a I'E.C.L.

MM.

les personnes dont les noms suivent :

E. ALCARAZ
H. ARBEY

J. BATAILLE
J. BOREL (LETI)
Cl. CAMBON
B. CAMBOU
J.P. CHANTE
G. CHARNAY
B. COQUILLET
J. DIMNET

A. HAUPAIS

3. JOSEPH

Ph. KAPSA

Cl. MARTELET
J.M. MARTIN
J.R. MARTIN
T. MATHIA

H. MONTES

R. MOREL
NGUYEN DU
R. OLIER

R. PHILIPPE
G. ROJAT

J.P. SCHON

M. SUNYACH
Cl. SURRY

A. TAILLAND
G. THOMAS

L. VINCENT



Je remercie Monsieur Moiroux, Directeur, et Philippe Auriol,
Directeur du Département d'Electrotechnique pour leur acceuil
a 1'Ecole Centrale de Lyon.

Jean-Claude Sabonnadiére, Président du jury d'examination
et Albert Foggia, Directeur de thése, m'ont conseillé tout au
long de ce travail. Marcel Jufer, Professeur dont j'ai été 1'éléeve
a 1'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, Monsieur M. Lajoie-
Mazenc, Professeur au LEEI & Toulouse et Bernard Ancelle dont
j'ai poursuivi le travail de thése d'état, ont accepté de participer
a ce jury : je les en remercie tous.

Je remercie particuliéerement Alain Nicolas, Maitre-assistant
a [1'Ecole Centrale de Lyon pour ses encouragements constants
et amicaux et pour les précieux conseils dont il m'a fait béné-
ficier.

Je remercie aussi chaleureusement mes camarades chercheurs
et enseignants et tout le personnel du laboratoire pour 1'ambiance
agréable qu'ils ont su créer et 1'aide que j'ai, au besoin, trouvée
chez chacun(e).

Ma profonde gratitude va enfin a 1'ex-DGRST pour 1'inesti-

mable soutient financier qu'elle m'a prodigué.



THESLS DE L'ACADEMIE DE LYON :

ECOLE CENTRALE DE LYON

som:; KRAHENBUHL

Yrinome 1
' Laurent Frangois

lovee pricision @v mom @0 Jeuns Fille, 3o tas Echiant)

DATE 8¢ BOUTENANCE

16.12.83

TITRE ¢
La méthode

résolution

des équations

sa formulation axisymétrique.

intégrales de

frontiére pour 1la

des probléemes de potentiel en électrotechnique , et

Sur le plan international, deux formulations des problimes
de champs par les équations intégrales de frontilres sur un polen-
tiel scalaire se sont imposées. Au premier chapitre, nous éta -
blissons “globale™ et " "de 1'identité de
Green" A partir des équations physiques fondamentales et nous
dégageons 1'intérét et les limites de chacune.

Le domaine d'application privilégié de
1'électroststique en raison de la linéarité des milleux généralement
rencontrés et des conditions aux limites qui lul sont propres.
La seconde est une généralisation de la premitre et permet de
résoudre le problime de Laplace associé & n'importe quelles condi-

ces deux formulations:

la premilre est

tions aux limites: on peut de ce fait envisager dans 1'avenir
un couplage avec une méthode variationnelle pour la résolution
des problémes non linéaires.

Le second chapitre est consacré & la méthode de 1'identité
de Green en général.

Dans un premier paragraphe,
originale les conditions d'équivalence entre les équations physi-
ques et les équations intégrales de frontidres, ce qui nous condult
en particulier & une condition a priori d'équivalence pour les

nous #établissons de fagon

systémes plan.

Le traitement numérique et en particulter la discrétisation
des équations introduit des erreurs que nous cherchens & carac-
tériser au second paragraphe.

Le troixidme paragraphe est consacré plus spécialement
aux problimes associés & la discrétisation par des élémenis finis
isoparaméiriques: crittres de choix des ensembles de points od
sont écrites les équations, de la méthode de résolution - directe
ou projective -i traitement particulier des points anguleux, role
et utilisation du facteur angulaire de 1'équation intégrale.

NATURE : Kumi're d'eordre i
aorr DOTTREUR- DOCTORAT DOCTORAT de g
d UNTV. INLENIEUR D'ETAT 3s CYCLE Bpicialité 3 _ . i
O = Génie électrique
O O
Cote B.1.U. = Lyen ¢ T So/210/1y / et bie CLASSE :
Le chapitre se termine par un paragraphe consacré &
RESUME 1'exploitation des résultats: calcul des grandeurs en dehors des

frontibres et des grandeurs globales, tracé de lignes équipoten-
tielles.

Le troixidme chapitre concerne la formulation axisymétrique
de la méthode de 1'identité de Green: lorsqu‘un systime posside
une syméirie de révolution, il n'a en fait que deux dimensions
et 11 est possible d'exprimer directement les équations intégrales
dans ces deux dimensions.

Aprés avoir établi les expressions analytiques nécessaires
et montré la démarche faite pour les traiter numériquement, mnous
présentons des résultats de validation obtenus avec le programme
d'ordinateur PHIAX que nous avons développé.

MOTE-CLES @

Potentiel scalaire - Axisymétrie

Electrotechnique - Equations intégrales de frontiére -

Laveratoire (s) de recherches 3

Département d'électrotechnique

Directeur de recherehes + Prof,

A. FOGGIA

Prigident 8¢ jury $

Prof. ]J.C. Sabonnadiére

A. Nicclas.

Comporition du Jury : MM B. Ancelle, A.Foggia, M. Jufer, M. Lajoie-Mazenc,




derniere page de la these

AUTORISATION DE SOUTENANCE

Vu les dispositions de l'article 3 de l'arrété du 16 avril 1974,

Vu le rapport de présentation de Messieurs J.C. SABONNADIERE
B. ANCELLE

A. FOGGIA

M. JUFER

M

A

. LAJOIE-MAZENC
. NICOLAS

M. KRAHENBUHL Laurent

est autorisé a présenter une soutenance de thése pour l'obtention du titre de
DOCTEUR INGENIEUR, Spécialité Génie Electrique.

Fait a Ecully, le 22 novembre 1983




ECOLE CENTRALE DE LYON - DEPARTEMENT D'ELECTROTECHNIQUE
Unité Associée au C.N.R.S. n°829

=

La méthode des équations intégrales de frontiére
pour la résolution des problémes de potentiel
en électrotechnique, et sa formulation axisymétrique.

Laurent Krahenbiihl

(T ?\

Thése E.C.L. 83-13, 16 décembre 1983 - Réédition janvier 1986

(;\



Laurent Krähenbühl
Avertissement à l'édition électronique 
Cette 4ème édition - enfin électronique - bénéficie des possibilités de recherche sur le texte complet, ainsi que des "signets" pour une navigation aisée.
On retrouvera aussi les particularités des 3 éditions papier successives (1983, 1986 et 1995).


Centre de Génie Electrigue de Lyon (CEGELY. Unité Associée au CNRS n® 829) - Ecole Centrale de Lvon

La méthode des équations intégrales de frontiére
pour la résolution des problémes de potentiel
en électrotechnique,
et sa formulation axisymétrique.

Laurent Krihenbiihl

These E.C.L. 83-13 du 16 décambre 1983 Seconde réédition: mars [993



Lapplication de la Conception Assistée par Ordinateur
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complexes.
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Ce travail, qui date de 1983, présente dans le cas simple des
champs bidimensionnels statiques, le principe des méthodes
intégrales utilisables et les principales techniques nécessaires 2
leur mise en oeuvre numérique.
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RESUME

Sur le plan international, deux formulations des problémes
de champs par les équations intégrales de frontiéres sur un poten-
tiel scalaire se sont imposées. Au premier chapitre, nous éta -
blissons ces deux formulations: 'globale" et~ "de 1'identité de
Green'" & partir des équations physiques fondamentales et nous
dégageons 1'intérét et les limites de chacune.

Le domaine d'application privilégié de 1la premiere est
1'électrostatique en raison de la linéarité des milieux généralement
rencontrés et des conditions aux limites qui lui sont propres.
La seconde est une généralisation de la premiére et permet de
résoudre le probléme de Laplace associé a n'importe quelles condi-
tions aux limites: on peut de ce fait envisager dans 1'avenir
un couplage avec une méthode variationnelle pour la résolution

des problémes non linéaires.

Le second chapitre est consacré a la méthode de 1'identité
de Green en général.

Dans un premier paragraphe, nous établissons de fagon
originale les conditions d'équivalence entre les équations physi-
ques et les équations intégrales de frontiéres, ce qui nous conduit
en particulier a une condition a priori d'équivalence pour les
systémes plans.

Le traitement numérique et en particulier la discrétisation
des équations introduit des erreurs que nous cherchons & carac-
tériser au second paragraphe.

Le troisiéme paragraphe est consacré plus spécialement
aux problémes associés a la discrétisation par des éléments finis
isoparamétriques: critéres de choix des ensembles de points ol
sont écrites les équations, de la méthode de résolution - directe
ou projective -; traitement particulier des points anguleux, rdle

et utilisation du facteur angulaire de 1'équation intégrale.
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Le chapitre se termine par un paragraphe consacré a
1'exploitation des résultats: calcul des grandeurs en dehors des
frontiéres et des grandeurs globales, tracé de lignes équipoten-

tielles.

Le troisiéme chapitre concerne la formulation axisymétrique
de la méthode de 1'identité de Green: lorsqu'un systéme posséde
une symétrie de révolution, il n'a en fait que deux dimensions
et il est possible d'exprimer directement les équations intégrales
dans ces deux dimensions.

Apres avoir établi les expressions analytiques nécessaires
et montré la démarche faite pour les traiter numériquement, nous
présentons des résultats de validation obtenus avec le programme

d'ordinateur PHIAX que nous avons développé.
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INTRODUCTTION

Le modeéle macroscopique de Maxwell conduit a des équations
différentielles simples pour les champs statiques ou quasi-statiques:
les champs magnétique et électrique sont découplés et on obtient
deux types de problémes indépendants: électrostatique ou magnéto-
statique.

Si les équations sont simples, leur solution analytique
ne peut &tre obtenue que dans de rares configurations. Dans
la plupart des cas pratiques, 1'emploi de méthodes numériques

de résolution s'imposera donc.

Deux catégories de méthodes ont été successivement déve-
loppées: les méthodes de différences finies, puis les méthodes
variationnelles associées aux éléments finis. Dans la premiére,
on approche 1'opérateur différentiel lui-m&me et on cherche la
solution d'un systeme simplifié; pour la seconde, c'est la solution
(le potentiel par exemple) qui est approchée au départ et la
méthode consiste & trouver la meilleure approximation possible
tout en conservant 1'opérateur différentiel telquel. Dans les
deux cas, la solution approchée est obtenue spatialement et
ces méthodes peuvent &tre appliquées aux problémes non linéaires.

Une troisiéme catégorie de méthodes fait 1'objet d'études
et de recherches, et a déja débouché sur quelques logiciels
mais n'a pas atteint le degré de développement des précédentes.

Dans cette catégorie, on trouve la méthode des équations intégrales

de frontiére, 1la méthode des multiples multipdles développée
& Zirich | 2 |, 1les méthodes de développements limités | & |,
etc.; dans toutes ces méthodes, la solution cherchée est approchée

par une somme de solutions élémentaires de 1'équation: on applique
donc le théoréme de superposition et 1'hypothése de base est

la linéarité. Ces méthodes sont semi-analytiques.
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En électrotechnique, les dispositifs rencontrés sont le
plus souvent formés de régions parfaitement linéaires d'une
part (par exemple 1'air dans les entrefers et a 1'extérieur)
et de régions fortement non linédaires d'autre part (fer saturable).
A terme, il nous semble séduisant de décrire les milieux non
linéaires a 1'aide des méthodes wvariationnelles et leur intéraction
a distance, a travers les milieux linéaires, par les méthodes
intégrales.

Ce travail est consacré aux seules méthodes intégrales
de frontiére, mais il a été pensé dans 1'optique de ce couplage
entre méthodes: deux chapitres sur trois concernent la formulation
dite "de 1'identité de Green" qui parait inutilement compliquée
si on ne la considere que du point de vue des méthodes intégrales.
Ceci dit, la plupart des résultats théoriques et techniques obtenus
dans 1le cadre de la méthode de 1'identité de Green s'applique

directement aux autres formulations.

Nous ne prétendons pas tout dire sur la méthode des
équations intégrales appliquées a 1'électrotechnique: il existe
déja dans ce domaine des études trés complétes qu'il était
inutile de répéter, en particulier la thése d'état de M. B.
Ancelle |[1| et celle de M. A. Nicolas |15|. Nous invitons le
lecteur a s'y reporter.

Notre exposé est centré sur ce que nous avons apporté
d'original a la méthode et sur les points qui ne font pas
1'unanimité dans les publications. Nous avons réduit les considé-
rations banales au strict minimum nécessaire pour obtenir

un exposé suivi.
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CHAPITRE 1

FORMULATION EN EQUATION INTEGRALE DE FRONTIERE
SUR UN POTENTIEL SCALAIRE DES PROBLEMES DE
CHAMPS ELECTRO- OU MAGNETOSTATIQUES

Le modéle de Maxwell des champs électromagnétiques se
trouve dans 1'esprit de beaucoup de scientifiques et, a défaut,
dans de nombreux ouvrages. Nous le rappellerons cependant
trés brievement pour familiariser le lecteur aux notations et
terminologies que nous utilisons.

Aprés avoir introduit les potentiels scalaires, nous montrons
qu'une premiére formulation intégrale s'obtient simplement en
exprimant le potentiel induit comme la somme (intégrale) des
potentiels des dipdles induits.

Cette formulation considére globalement tout 1'espace;
on peut également exprimer dans chaque région 1'équation diffé-
rentielle du potentiel, 1'intégrer et lier les solutions régionales
entre elles par les conditions d'interfaces: 1'intégration de 1'équa-
tion différentielle peut &tre éventuellement menée dans chaque
région par une méthode différente et c'est 1a 1'intérét de cette
démarche.

Pour les régions linéaires et homogénes, la méthode inté-
grale de frontiére tirée de 1'identité de Green présente des avan-
tages certains par rapport aux méthodes variationnelles par
exemple. Nous 1'introduisons, de fagon assez bréve puisqu'elle

fait 1'objet des deux autres chapitres.
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1.1 LES CHAMPS

1.1.1 Equations de Maxwell en statique, aimantation, polarisation.

Les relations fondamentales qui définissent les grandeurs

électriques et magnétiques statiques sont les équations de Maxwell

statiques:
VxE = 0 champ électrique (1.1)
vxH = j champ magnétique (1.2]
v.D = p déplacement (1.3)
V.B =0 induction (1.4)

auxquelles il faut ajouter les relations qui décrivent la réaction
des matériaux:

B = pO(M-i-H) ) (1-5)

qui définit 1'aimantation M: une densité de moments magnétiques
dipolaires apparait dans les milieux magnétiques sous 1'action
du champ. Ces milieux sont plus ou moins susceptibles et on

note:

M = XH (1.6)
ou encore:

B = uuH | (1.7)

ol X est la susceptibilité magnétique et #o= 1+X est la permé-
abilité relative; Xet u dépendent éventuellement de H.

On a de méme:

qui définit la polarisation P: une densité de dipdles électriques
apparait dans les milieux diélectriques sous 1'action du champ.

Ces milieux sont plus ou moins susceptibles et on note:
P = XeE (1.9)
ou encore:

D = eer (1.10)
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ou X est la susceptibilité diélectrique relative et €= 1+X est
la permittivité relative; Xet e dépendent éventuellement de
E.

M et P représentent la réaction des matériaux face aux
champs H et E. La difficulté du calcul des champs vient de
ce que cette réaction agit sur la cause; on peut séparer par
1'esprit cause et conséquence en séparant les grandeurs en gran-

deurs inductrices et induites.

1.1.2 Champs inducteurs et champs induits.

Les sources du champ magnétique sont les courants; la

n

loi de Biot et Savart donne le champ dd a ces courants dans

le vide:

= L jxr
H0 ok 1-3 dv (1.11)

Les m@mes courants en présence de matériaux magnétiques
donnent un champ H différent de H, qui permet de définir le

champ H; induit par les courants et la matiere:

H:H0+Hi (1.12)

En électrostatique, le champ inducteur est le champ coulom-

bien Eo; le champ induit Ei est définit par:

E = Eo + Ei L1:13)

Pour ces grandeurs induites, les équations de Maxwell

se simplifient; on a:

Vin =0 (1.14)
V. ( erEi) =0 (1.15)
VxHi =0 (1.16)

V. ( er )

(1.17)

i
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1.1.3 Conditions d'interface et conditions aux limites.

Les conditions de continuité des divers champs aux inter-
faces entre régions de propriétés différentes se déduisent des
équations 1.1 a 1.7: pour les composantes tangentielles des champs

on a:

n x ( E )

1l
o

- E (1.18)

1 2

n x ( Hl = H2 ) = A densité de courant (1.19)

surfacique
et pour les composantes normales de 1'induction et du déplacement:

n.(Bl—B2}=O (1.20)

n. (D, - D2 ) = P densité de charge (1.21)

1
surfacique

Pour 1les grandeurs induites, on obtient des relations

légérement différentes:

n x ( Eli - EZi )= 0 (1.22)
n x ( Hli - H2i ) =0 (1.23)
n . (CpHy = sy ) =00 Cpomp ) H (1.24)
n . (e B - €, ) =n.(XE - XE;,) (1.25)

=n . ( €0 €1 ) Eo en absence de charge (1.26)

de surface

On peut aussi introduire des conditions aux limites (abré-
gées CAL dans la suite) qui excluent une partie de 1'espace
du domaine de résolution. Par exemple en électrostatique, un
conducteur sera souvent considéré comme parfait: le champ est

nul a 1'intérieur et on aura:
nx E=0 (1.27)

sur la face extérieure. On a 1'équivalent en magnétostatique

lorsque u est trés élevé: sur la face extérieure on posera:
nxH=0 (1.28)

D ans les deux cas, les lignes de champ arrivent perpen-

diculairement sur le conducteur.
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1.2 LES POTENTIELS SCALAIRES

0 on déduit

De 1'équation 1.1 et de 1'identité Vx( vu)

que le champ électrique dérive d'un potentiel:
E =-1VV (1.29)

Eo - - Vvo (1.30)

il en est de méme des champs électrique et magnétique induits:

Ei = — VO (1.31)

Hi = - Vo (1.32]

On peut également définir un potentiel magnétique total

dans un domaine qui ne contient pas de courant:
H = -vV (1.33)

H
[

i VVO (1.34)

Ces potentiels scalaires sont définis a une constante prés
qu'on choisit généralement nulle a 1'infini. Pour des problémes
intérieurs, on la fixe arbitrairement en un point.

L'expression en potentiel scalaire est intéressante car
elle permet de passer d'un champ vectoriel inconnu (3 inconnues
par point) a un champ scalaire inconnu (une inconnue par point).

La taille des problemes a résoudre est réduite d'autant.
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1.3 FORMULATION INTEGRALE GLOBALE

Le potentiel d'un dipdle ponctuel vaut:

. V]
o HoS88 L g gy p.vQ{%] (1.35)
Ln €T Ln €5 L €

Fig. 1.1: Dipdle éteetrique
(d -0 avec p=qd constant)

La polarisation, qui est une densité volumique de dipdles, crée

donc le potentiel induit |6 Vol. 3, 111, 100 et suivantes]|:

- J p. v% dv (1.36)
L €
(e}
1 1
e X vV. V= dv (%) (1.37)
4 E

ce qui explicite la relation @= @(V). On va donc pouvoir écrire

1"équation:
V=V + oV) (1.38)

et nous allons montrer que, sous les hypothéses d'homogénéité,
d'isotropie et de linéarité du diélectrique, ® ne dépend que du

potentiel total sur la frontiére du diélectrique.

(*) Si p =-XevV implique bien le passage de 1.36 a 1.37, la
réciproque utilisée pour résoudre le probléme n'est établie
que si les deux équations sont écrites sur certains ensembles
infinis de points. Un cas similaire sera discuté en détails
au §2.2
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1.3.1 L'équation intégrale de frontiére.

Avec les hypotheéses ci-dessus, X est constant dans tout

le volume diélectrique: on peut intégrer 1'expression 1.37 par

parties:
r
o- -2\ w.viav
4?1'.# :
)
== XY (rovedly Svaly gy
A?Iu  of &
L i Q_(e)xp)
= - Vvids - —E—— V(P)
L o Lo

ou Qp‘fu) est 1'angle solide sous lequel le point P voit le volume
# |6 Vol. 1, 1, 101|. L'équation 1.38 prend ainsi la forme
explicite (voir fig. 2):

Q (&) dG,(Q)
VI (e —B—— X(P)) = vV (P) - X(w)IV(Q)—P— ds (1.39)
Ln dn
s
avec
Gp(Q) = — (1.40)
L PQ
- Diélectrique
Pl'
Sources 5
X(P") = X(es) By
flpll(?}) = 27‘ P -
P'e X(P' )=x(er)
S QP.{#) = 4n

Fig. 2: Illustration de 1'équation 1.39.
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S'il y a N régions diélectriques de propriétés différentes, on
obtient (voir fig. 3):
dG, (Q)

N g N
(1+ 3, — x;) V(P) = V_(P) - } X | VQ ———ds  (1.41)
J

i 4 5, dn

Le terme de droite contient dans tous les cas N intégrales de
surface sur les surfaces des N régions. Le terme de gauche

s'écrit par exemple:
(1+ Xl) VP = GFIV(P)
si P est a 1'intérieur de 2 ,

V(P') si P' est en dehors de tous les diélectriques,

Q. X+ 2, X Q €1t 0, €
1 1 2 2) V(P"): 1 rl 2 1"2

Lo b

(1+ VP)

si P" est sur 1'interface des diélectriques 1 et 2, etc.

Sources

Diélectrique 1

Diélectrique 3

Fig. 3: Illustration de 1'équation 1.41
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En magnétostatique et avec les hypothéses d'homogénéité,
d'isotropie et de linéarité des milieux magnétiques, les équations
1.39 et 1.41 sont valables a condition d'avoir VxH=0 c'est-a-
dire aucun courant dans un domaine contenant toutes les régions
magnétiques. Le potentiel de source est alors défini a partir

d'un point P_:

VO(P) = j' Ho.dl (1.42)

Cette formulation ne permet pas d'introduire directement
des CAL. Son domaine d'application est réduit mais, dans son

domaine, c'est de loin la meilleure.

1.3.2 Distribution de dipdles équivalente a la polarisation.

L'intégrale:

1 dG
e %j Tn a—r—] ds (1-43)

S

représente le potentiel d'une distribution surfacique de dipdles
normaux |6 Vol. 1, VI, 58| de densité 7, . L'équation 1.39 montre

qu'on peut remplacer les volumes diélectriques par des densités
T, = EOXV(_Q) (1.44)

de dipdles normaux sur leurs surfaces. Le potentiel total en un
point se calcule comme la somme du potentiel V; des sources et
du potentiel 1.43 des distributions 1.44 équivalentes a la polari-

sation.
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1.3.3 Introduction d'un conducteur.

Dans cette formulation, un conducteur ne peut &tre intro-
duit que par 1'intermédiaire du terme Vo, c'est-a-dire sous forme
de source: il faudra donc déterminer la densité de charges a
sa surface, autrement dit le déplacement ou le champ normal.

On pose ainsi:

cond
qui représente le potentiel coulombien de la densité surfacique

de charges € 2 . On obtient 1'équation |6 Vol. 3, 111, 206-207|:
dn

P QPX(P}
= G ds - X(e) d_ ds = (1+——) V(P) (1.45)
4n
S

cond diel

la grandeur connue qui permet de résoudre étant le potentiel

total sur le conducteur (fig. 4).

Conducteur Diélectrique

a

Vcond
diel

sccmd

Fig. 4: Influence d'un conducteur sur un
diélectrique (équation 1.45).

. . \ "
On wvoit apparaitre deux types d'inconnues: g; et V,

o . dG
associees respectivement aux noyaux G et gz . Nous allons les

retrouver dans le cadre de la méthode de 1'identité de Green
au §1.4.
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1.3.4 Discussion

La méthode que nous venons de développer est particu-
lierement adaptée a 1'électrostatique. Elle permet 1'introduction
de CAL sous la forme de surfaces équipotentielles correspondant
aux conducteurs. Pour les problémes multirégions, les intégrales
de surface deviennent nombreuses pour 1'écriture de chaque équa-
tion, mais soulignons qu'il n'y a qu'une inconnue scalaire par
point de surface.

L'équivalent magnétostatique a été largement publié par
Trowbridge [18 ,19 |. L'intérét pratique en est limité aux milieux
linéaires (ce qui est une importante limite en magnétostatique):
en effet, I'introduction d'un milieu non linéaire en 1.37 impose

de compléter 1.39 par 1'intégrale de volume |18 |:

ol vex. vl av (1.46)
Lo T B

qui est beaucoup plus lourde a calculer que 1'intégrale de volume
correspondante en méthode variationnelle car 1'intégrant est non
nul dans tout le volume.

On pourrait aussi chercher a généraliser les CAL intro-
duites a la section 1.3.3 afin de traiter la région non linéaire

par méthode variationnelle: on retomberait, par wune démarche

plus compliquée, sur la méthode de 1'identité de Green.
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1.4 METHODE INTEGRALE TIREE DE L'IDENTITE DE GREEN

1.4.1 Equation de Poisson dans une région.

(1.3) combinée avec (1.10) s'écrit:

L'équation V.D =p

€ V.E + E.Ve_ = — (1.47)
r r
o
Comme E dérive du potentiel V (1.29) on a:
av ==L 4 Loouive (1.48)
ofr L k

est constant dans la région considérée, on obtient 1'équation

Si 2
de Poisson:
R\ A (1.49)
€ €
or
et, en absence de charges, 1'équation de Laplace:
AV = 0 (1.50)
De méme en magnétostatique on obtient:
AV = -1 vv.w (1.51)
. " r .

une équation semblable sur le

sans courant dans la région, et

potentiel induit s'il y a des courants:
- ¥ .

(Ho Vo ) M. (1.52)

A= -1
’ur

et, dans les deux cas, l'équation de Laplace si p. est constant:

AV = 0 ('ur= cste, sans courant)

ou
Ao = O (,ur= cste,

(1.53)

avec courant)



1.4.2 Discussion.

Dans chaque région (diélectrique, magnétique, a surface
conductrice ou non, entrefer, milieu infini) le probléme est défini
par 1'une des équations différentielles ci-dessus; la solution dépend
des valeurs limites du potentiel (total ou induit) et de sa dérivée
normale. Comme nous 1'écrivions des 1'introduction de ce chapitre,
on peut résoudre dans chaque région en fonction des valeurs
aux limites avec la méthode la mieux adaptée au type d'équation
différentielle, la solution globale étant obtenue en liant ces solu-
tions entre elles a 1'aide des conditions d'interface et en expri-
mant les éventuelles conditions aux limites,

Par exemple, les deux équations 1.51 et 1.53 sont d'une
complexité bien différente.

Dans la premiere, m.= f(|VV]): il est nécessaire d'expri-
mer V et p. en chaque point du domaine; les méthodes variation-
nelles associées aux éléments finis ont démontré leur efficacité
pour résoudre ce probléme.

La seconde est 1'équation de Laplace: c'est un cas parti-
culier de la premiere, et les méthodes variationnelles conduisent
aussi a la solution. Mais on montre facilement (8§1.4.3) que 1'ex-
pression des valeurs intérieures du potentiel n'est pas nécessaire
en cours de résolution (on peut si besoin est les déterminer aprés-
coup a partir des seules valeurs aux limites de la région): les
méthodes intégrales que nous allons présenter sont adaptées a
ce cas. Elles évitent le travail de maillage en éléments finis
des régions linéaires et réduisent le nombre des inconnues. Ce
double gain sera spécialement apprécié pour la résolution des
problémes tridimensionnels.

De plus, les méthodes variationnelles ne permettent pas
directement la modélisation exacte d'un milieu extérieur infini
et sont peu adaptées a la description de 1'espace entre deux
pieces mobiles, en raison de la présence du maillage: ces deux

inconvénients n'existent plus avec les méthodes intégrales.
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1.4.3 Autres problémes conduisant aux mémes équations.

D'autres phénomeénes physiques obéissent a 1'équation
de Laplace associée a des conditions aux limites: la méthode des
équations intégrales de frontiere permet évidemment de les traiter
tous. En restant dans le domaine de 1'électrotechnique, citons

par exemple:

- Les problemes de conduction, pour lesquels 1'équation de conser-
vation de la charge V. =0 et la loi d'Ohm j = -0VV condui-
sent a 1'équation de Laplace 1.50 a laquelle on peut associer
des CAL analytiques pour tenir compte d'une conductivité de

surface o (fig. 5).

Fig. 5: Exemple de probléme de conduction.

- Les problemes d'électromagnétisme sans propagation, dans un
milieu linéaire non conducteur (entrefer, milieu extérieur). Lorsque
les champs varient '"lentement" dans le temps, c'est-a-dire tant
que la longueur d'onde reste grande par rapport aux dimensions

du systéme étudié, seule 1'équation 1.1 est modifiée et devient:

VxE = _B_E
ot
Le potentiel magnétique total ou induit obéit toujours a 1'équation
de Laplace.

Dans «ce cas, qui est 1'approximation électrotechnique
habituelle des équations de Maxwell, la méthode intégrale pourra
8tre wutilisée pour décrire les entrefers et le milieu extérieur
des dispositifs. Le couplage avec une méthode variationnelle envi-
sagé des 1'introduction de cette thése ne concernera donc pas
seulement les problémes statiques, ce qui donne un intérét supplé-

mentaire aux méthodes intégrales.
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- Problémes de courants de Foucault a fréquence élevée |15 |.
A partir d'une certaine fréquence du champ d'excitation, la pro-
fondeur de pénétration des champs devient faible par rapport
aux dimensions de 1la piece étudiée. Les courants de Foucault
ne se développent plus qu'en surface. Sur cette surface, le champ
induit qu'ils créent s'oppose exactement au champ inducteur.

On a donc simplement la condition:

20 _
R = Ho.n

sur la surface, associée a 1'équation de Laplace a 1'extérieur
de la piece métallique.

La résolution permet de déterminer la densité de courant
surfacique en fonction de 1'inducteur. Un tel dispositif peut &tre
utilisé pour la trempe superficielle (engrenages par exemple),

et la méthode intégrale permet le dimensionnement de 1'inducteur.

1.4.4 Méthode ''de 1'identité de Green".

Nous cherchons & résoudre les équations 1.49 ou 1.50:

AV = =P ou AV = 0 dans &
€ ¢r

c'est-a-dire a exprimer V dans e en fonction des valeurs de
V et de sa dérivée normale sur la frontiére S de 2,

La seconde identité de Green pour un scalaire s'écrit:

(VAG - GAV) dv = (VWG - GVV).ds (1.54)

S

En choisissant pour G la 'fonction de Green' 1.40:

1

¢ = G = 7m0
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on obtient:

oG oV
c.V(P) = —IGAV dv =~ J.(V ik G —a-ﬁ) ds (1.55)
> S
Qp(v)
avec &= 5 (1.56)

L'équation de Poisson 1.49 portée dans 1.55 donne 1'équation

intégrale de frontiére pour 1'électrostatique avec charges:

OG l’}v W
c.V(P) = VO(P) - j‘{v = & o_n) ds () (1.57)

S

et 1'équation de Laplace 1.50 conduit a 1'expression:

B oG oV ”
C.V(P) = ‘—J.(V -Er—_.- - G E) ds ( ) {1-58)
s
adaptée a 1'électrostatique sans charge et a la magnétostatique

sans courant.

§'il y a lieu, il faut exprimer les conditions d'interface
1.18 & 1.21 en fonction du potentiel. La continuité de la compo-
sante tangente du champ en absence de courant de surface est
assurée par la définition wunique du potentiel sur la surface.

Pour la composante normale de 1'induction, on doit avoir:

th o‘v’z

R = TY—— = "P
‘url an ‘ur2 on (1.59)

(*) Méme remarque que pour 1'équation 1.37
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et, pour le déplacement normal:

oVy oV, )
Erl ——-—-bn = frz W + PS = V¥ {1-60)
Le choix de ¥ comme inconnue a la place des dérivées normales
du potentiel dans les deux régions | 1| assure la seconde condi-

tion d'interface. L'équation intégrale 1.58 s'écrit alors:

c.V(P) = -J(v %;i -~ B —gi) ds (%) (1.61)
'r

S

on a une expression semblable en électrostatique.

Pour les problemes de magnétostatique avec courant, la
formulation en potentiel induit s'impose. L'équation intégrale
de départ est la méme que 1.58 mais 1'expression de ¥ est diffé-
rente (voir équation 1.24):

o0, 2@,

Y= p(5=-H ) = 'urZ(Tn_ Hid (1.62)

et on obtient pour chaque région les équations intégrales:

= — oG ¥ ¥
C-(D{P) = f((pb—n - (';1;1' HOI’]) G) ds (*) {1.63]
s
En posant H,, = 0 on retrouve le cas précédent; cette formulation

est donc la plus générale et nous 1'adopterons dans la suite.
Notons qu'elle est plus complexe que la méthode globale du §1.3:
nous avons sur les interfaces deux inconnues scalaires par point;
par contre, chaque équation s'écrit par intégration sur la fron-

tiére d'une seule région.

(*) M&me remarque que pour l'équation 1.37



1.4.5 Distributions de sources surfaciques équivalentes.

Pour la méthode globale, nous avions remarqué au §1.3.2
que le potentiel s'exprimait comme celui d'une distribution de
dipbles normaux sur les surfaces, auquel il convenait d'ajouter
celui des sources, c'est-a-dire celui d'une distribution surfacique
de monopdles dans le cas des conducteurs (§1.3.3). 11 fallait,
pour calculer le potentiel en un point, tenir compte de toutes
ces distributions, c'est-a-dire intégrer sur toutes les interfaces.

Il y a en fait pour chaque région une infinité de couples
de distributions surfaciques de dipdles normaux et de monopdles
(7, ,p) qui conduisent aux conditions aux limites V et g%. Un de
ces couples s'identifie a (V, g_\r;i}, nous venons de le montrer a
1'aide de 1'identité de Green. C'est celui qui permet d'exprimer
le plus simplement Tles conditions d'interface, puisqu'il coincide

avec elles.

1.5 CONCLUSION

Nous avons présenté les formulations 'globale" puis '"de
1'identité de Green" des équations intégrales de frontiére. On
aurait aussi pu déduire la premiéere de la seconde, qui est
la plus générale et que nous utilisons dans la suite.

On peut 1imaginer des wvariantes de ces formulations.
Par exemple pour la méthode de Green, 1'utilisation simultanée
du potentiel total dans les régions sans courant et du potentiel
induit ailleurs conduit a des équations bien adaptées a la
magnétostatique linéaire. Notre propos n'est pas 1'énumération
de ces variantes, mais le développement de la théorie et 1'amélio-
ration des techniques d'équations intégrales en général, que
ce soit en vue d'une utilisation indépendante ou d'un couplage

avec une autre méthode.
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CHAPITRE 2

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE
TIREE DE L'IDENTITE DE GREEN

Notre travail a porté plus particuliérement sur la formu-
lation axisymétrique de la méthode des équations intégrales de
frontiére tirée de 1'identité de Green. Cependant, certaines des
réflexions et des remarques que nous avons a présenter s'appli-
quent aussi aux formulations tridimensionnelle ou bidimensionnelle

plane: nous les avons regroupées dans ce chapitre.

2.1 EQUIVALENCE AVEC L'EQUATION DE LAPLACE

La méthode des équations intégrales de frontiere (é.i.f.)
est le plus souvent présentée comme nous 1'avons fait au chapitre 1:
en portant dans 1'identité de Green 1.55 1'équation physique
de Laplace 1.50, on obtient 1'é.i.f. 1.58:

oG oV
C.V(P} = —J‘( "5'; - G—Sr—_l') ds
s
Généralement, les auteurs ne justifient pas 1'équivalence de cette

équation avec 1'équation physique de départ, ou alors seulement
a posteriori en constatant 1'unicité de la solution.

Pour les problémes bidimensionnels plans, Jawson |10 |
a démontré que, pour chaque contour L, il existe un contour

homothétique Lm qui conduit a un systéme singulier: il propose
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dans un tel cas de recommencer la résolution apres avoir changé
1'échelle du contour. En pratique, on ne peut se contenter de
ce reméde: les contours approchant Lm donneront lieu a des sys-
témes numériques mal conditionnés: les résultats pourront &tre
faux sans qu'on en soit averti.

Nous allons directement rechercher les conditions d'équi-
valence de 1'é.i.f. 1.58 et de 1'équation de Laplace pour les
systémes tridimensionnels et nous en déduirons une condition d'équi-

valence pour les systemes bidimensionnels plans.

2.1.1 Signification de 1'é.i.f. écrite en un point P.

En toute logique, 1'é.i.f. 1.58 écrite en un point B n'est
pas équivalente a 1'équation de Laplace écrite au méme point:
la comparaison avec l'identité de Green 1.55 montre qu'on a seule-

ment 1'équivalence:

e.i.f. en P. 4 N.G,dv = 0 (2.1)

Physiquement, m = AV  représente la densité de sources mono-

polaires dans v et

m.Gpidv

son potentiel en Pi‘ L'équivalence 2.1 peut donc s'énoncer:

e.i.f. en Pi — la distribution de monopdles m

annule son potentiel en Pi (2.2)
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2.1.2 Equivalence avec 1'équation de Laplace, cas tridimensionnel.

Parmi les méthodes permettant d'annuler une grandeur

R dans un volume v, celle qui consiste a annuler les intégrales:

Ly = R.fi dv fiEF {2:3)

<

est appelée méthode projective, On n'aura 1'équivalence:
1. =0, fieFl—l R =0 dans v

que pour certains ensembles F de fonctions. L'équivalence 2.1
montre que la méthode des é.i.f. est une méthode projective,

les fonctions de projection étant:

Ces fonctions présentent 1'intérét de réduire les intégrales de
volume 2.3 a des intégrales de surface. Le choix de 1'ensemble
F des fonctions fi revient au choix de 1'ensemble des points
Pi ou seront écrites les équations intégrales. Nous allons montrer

qu'une surface S' entourant v est suffisante.

Lorsque les conditions aux limites sont posées correctement

(probléme de Dirichlet par exemple), le systéme:

fAv =0 pPev
| cAL (2.4)
a une solution unique Vsl . Nous nous plagons dans ce cas pour
o

plus de clarté.
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Nous cherchons donc wun potentiel - Vsol - qui n'a pas
de source dans v. Si on écrit 1'é.i.f. en tous les points d'une
surface S' entourant v on obtient une condition apparemment
moins forte: on n'impose pas la nullité de la distribution AV
dans v mais seulement la nullité de sa contribution au potentiel
sur S'.

Par exemple, toute distribution a '"charge" totale nulle
et symétrie sphérique annule son potentiel a I'extérieur d'elle-
méme (fig. 6): il y a donc dans le volume v une infinité de

solutions V +V__a 1'é.i.f. écrite sur S'.
sol m

Fig. 6

Mais ‘Jm = 0 sur S§' et a 1'infini: il est donc identique-
ment nul dans tout 1'espace sauf peut-8tre dans v ou sont situées
les sources m qui interdisent d'appliquer le théoreme du maximum.

On en déduit que:

vV = =0 sur S (2.5)

c'est-a-dire que toutes les solutions données par les é.i.f. ont
les mémes valeurs aux limites sur S que la solution cherchée.

La solution Vsol (P) en un point P intérieur a v est obtenue

en écrivant:

V_(P) =0 AV _.Gp dv = 0 (2.6)

v

c'est-a-dire en utilisant la formule intégrale de frontiere 1.58.
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Ainsi 1'équation de Laplace écrite en tout point de v est-
elle équivalente a 1'é.i.f. écrite en tout point de S' (1'intégration
se faisant sur S et S' pouvant &tre confondue avec S) et en tout
point de v; cependant, le probleme physique est résolu lorsque
les valeurs limites de Vsol sur S sont déterminées, donc par
1'écriture de 1'é.i.f. sur S' seule. La quadrature qui conduit

a la solution dans v peut &tre considérée implicitement.

2.1.3. Cas de la région extérieure.

Nous cherchons maintenant & résoudre 1'équation de Laplace
dans le volume v extérieur a la surface S et s'étendant jusqu'a

1'infini (fig. 7).

/ _

S

Fig. 7

Le raisonnement du paragraphe précédent s'applique a
nouveau en choisissant S' dans le volume v' limité par la surface
S. Les é.i.f. écrites sur tout S' permettent d'affirmer que les
éventuelles sources m situées dans v annulent leur potentiel sur
tout S', donc dans v' tout entier: on en déduit encore que le

potentiel Vm et sa dérivée normale s'annulent sur S (2.5).

Pour cette région extérieure, il est encore nécessaire de
préciser la valeur du coefficient angulaire ¢ défini en 1.56.
La région extérieure a S peut @&tre considérée comme une

région intérieure a la sphére de surface S* dont on fait tendre
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le rayon R vers 1'infini. Le potentiel décroissant au moins comme
1/R et sa dérivée normale comme l/R2 ,1'intégrale de surface

1.58 sur S* tend vers 0. 11 faut par contre tenir compte de:

lim -—J‘E ds = lim 1 dQ = 1 (2:7)
on
5*

R-oo R—DCC! 4?1'
S*

dans le calcul du coefficient c¢. Remarquons que la normale exté-
rieure & v est ici tournée vers 1'intérieur de S:1'intégrale 2.7

calculée sur S prend les valeurs:

0O si P est a l'intérieur de v
-7 si P est un point régulier de $

-1 si P est dans le volume limité par S.

La somme des intégrales 2.7 sur S* et sur S donne bien au coeffi-

cient ¢ les valeurs habituelles:

1 si Pev
c = = 1 - |5=ds =13 si PeS (P régulier)

Lo on
'0 si PgwvusS (2.8)

Concluons en soulignant que les é.i.f. prendront exactement
en compte la région extérieure infinie par la seule intégration

sur S.

2.1.4 Cas des systémes cylindriques infinis.

Le raisonnement du §2.1.2 qui montre 1'équivalence des
é.i.f. avec 1'équation de Laplace est mis en défaut dans le cas
des systémes cylindriques infinis (autrement dit: probléemes bidi-
mensionnels plans). En effet, le potentiel d'une distribution uni-

forme de monopdles sur une droite infinie est donné par (fig.8):
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droite chargée

i
V = k.log— (2.9)
oo
I1 s'annule sur le cercle de rayon r  sans que sa dérivée normale
ne s'annule (ce potentiel ne peut &tre posé nul a 1'infini): 1'équa-

tion 2.5 ne sera pas vérifiée dans tous les cas; par exemple,
les é.i.f. ne conduiront pas a la solution si la géométrie étudiée
est un cylindre circulaire infini de rayon rg.

C'est la 1l'origine des systémes singuliers signalés par
Jawson dans le cadre de la théorie du potentiel bidimensionnel
et qui regoivent ici une explication simple et concrete,

En réalité, les systemes cylindriques infinis n'existent
pas et il est toujours possible de considérer que le potentiel
s'annule a 1'infini. Le potentiel logarithmique est cependant
une bonne approximation du potentiel coulombien dans un domaine
proche du milieu d'objets tres longs: le potentiel d'un segment

de droite chargé uniformément, de longueur r,» est donné par:

V = ]r(.log£

oo
dans le plan médian et pour r&r,. Si cette inégalité est respectée
c'est-a-dire en choisissant r  supérieur*a la plus grande dimen-
sion de la coupe de 1'objet cylindrique étudié, on ne risque pas

d'obtenir un systéme intégral singulier.

(*) En partant de 1'étude formellement plus rigoureuse de Jawson
lto |, on montre que 1'inégalité stricte est mathématiquement
suffisante. Numériquement, il faut prendre r_ trés supérieur
a la plus grande coupe pour éviter les systémes quasi-singu-

liers.
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Cette condition de régularité a priori du systéeme d'é.i.f.
est plus efficace qu'une correction a posteriori consistant a chan-
ger 1'échelle du domaine si on a eu la malchance d'obtenir un

systéme singulier ou quasi-singulier.

2.1.5 Récapitulation.
Nous pouvons nous résumer de la fagon suivante:

- Le probleme de Laplace est résolu lorsque les valeurs
aux limites (potentiel et dérivée normale sur la surface S de
v) sont connues,

- Pour obtenir ces valeurs aux limites, il faut écrire les
é.i.f. sur toute une surface S' extérieure a v, éventuellement
confondue avec S. Pour les problemes a plusieurs régions L
on aura aufant de surfaces Si' que de régions R]. et on appliquera
les équations 1.61 ou 1.63.

- Pour les problémes bidimensionnels plans, il faut choisir
la constante r du potentiel logarithmique 2.9 trés supérieure

0 0]
a la plus grande dimension de la coupe de 1'objet étudié.

D'un point de vue pratique, il est exclu d'écrire les é.i.f.
de fagon continue sur toute une surface: nous allons étudier les

conséquences de cette impossibilité a la section 2.2.
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2.2 GENERALITES SUR LA DISCRETISATION
DES E.I.F.

Nous venons de montrer qu'il est équivalent d'écrire 1'équa-
tion de Laplace dans un volume v ou 1'équation intégrale de
frontiére sur wune surface S' entourant v. A de rares exceptions
prés pour des géométries trés particuliéres, il est impossible
de déterminer les fonctions @ et ¥ sur S qui vérifieraient exac-
tement 1'é.i.f. 1.63 en chaque point de S': on a donc recours
a des procédés d'approximation numériques de ces fonctions.

Nous tentons dans cette section d'analyser le comportement
dans l'espace de l'erreur associée a cette approximation numé-

rique et nous cherchons un moyen de 1'estimer.

2.2.1 Démarche pour la résolution numérique et sources d'erreur.

Les grandeurs ® et ¥ sont approchées sur la surface S
par des combinaisons linéaires de fonctions de base Ai et Bi .
On aura ainsi en un point Q de la surface S:
- N - M
[0 = 3 =
(Q) Z a, Ai (Q) et ¥(Q) Zbi B, (Q) (2.10)

i=1 i—_-]_

Les fonctions Ai et Bi sont, par exemple, les fonctions poids
des éléments finis; le type précis de développement wutilisé ne
joue aucun role dans notre raisonnement.

Certains des coefficients a; ou bi peuvent @&tre connus
a priori (CAL fixées); certains sont inconnus: pour les déterminer,

nous écrivons dans chaque région un systéme linéaire du type:
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G ,.

- B -

i v(Q)

- (‘D(Q] = - (T— + Hon(Q))'GP_(Q]) ds = c.(D(Pi)
Q r 1

s (2.11)

avec PiES' (c =0 s5i S'" £ 9)

Nous considérons ici que 1'erreur due a 1'approximation numérique
de 1'intégration est négligeable et il faudra utiliser des tech-
niques suffisamment performantes pour que ce soit le cas (sans
quoi les résultats finaux ne peuvent &tre corrects). Par contre

nous admettons deux sources d'erreur:

- Les développements @ et ¥ sont forcément limités: par
exemple, un développement en éléments finis du second ordre
ne pourra pas se superposer exactement a une solution sinuso-
idale: c'est 1'erreur de discrétisation,

- La résolution du systéme linéaire 2.11 ne peut &tre numé-
riquement exacte. C'est en face de cette erreur numérique que
1'erreur commise sur une intégration doit &tre rendue négligeable.
Une conséquence de cette erreur de résolution est que les dévelop-
pements @ et ¥ finalement obtenus ne vérifieront pas rigoureu-

sement le systéeme 2.11.

L'erreur due a 1'approximation de la géométrie est plus
difficile a analyser rigoureusement et nous ne la prenons pas
en comptfe. A une certaine distance des frontieres, elle se comporte

comme les précédentes.

2.2.2 Valeur approchée dans l'espace du potentiel et erreur

réelle maximale.

Le développement que nous avons noté ® est une valeur
approchée du potentiel, mais il n'est défini que sur la frontiere.
Dans le volume, nous notons @* 1'approximation du potentiel

obtenue a partir de ® et de ¥ par la quadrature:

o*(P) = 1(P) ( Pe v-S ) (2.12)
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avec:

>0G ;’
I(P) =—‘]~(¢‘E‘ - (_ﬂ; + HOU}G) ds (2.13)

S

Le potentiel @* ainsi défini est, dans v, le potentiel des distri-
butions surfaciques:

() et

11 obéit donc a 1'équation de Laplace tout comme la solution
exacte® . La différence ( @ - ®*) obéit par conséquent aussi a
1'équation de Laplace et on peut lui appliquer le théoréme du

maximum:
"Les extréma de 1'erreur sont sur S" (2.14)

Cela peut sembler paradoxal dans le cas d'un probléeme
de Dirichlet: 1'erreur sur la grandeur cherchée est maximale
justement la ou cette grandeur est connue!

Dans ce cas du probleme de Dirichlet, la valeur exacte
® du potentiel est connue sur la surface S et est utilisée pour
construire le développement @ qui peut @&tre exact. La résolution
des é.i.f. nous donne ‘;’ qui est lié a la dérivée normale du poten-
tiel: on pourrait penser que l'erreur sur Jle potentiel serait nulle
sur la frontiere et non nulle en dehors.

En réalité, sur la frontiére, @ et ®* ne sont pas confondus.

Pour appliquer 2.14, on doit en effet poser (fig. 9):

@*(PS) - lim 1(P) (2.15)

Fig. 9
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ce qui n'est pas trivial puisque 1 n'est pas continue a travers S.
Cette limite est liée aux valeurs de 1 et de @ sur S: en définis-

sant @% par analogie a 2.11:
c.0%(Pg) = 1(Pg) P.€S (2.16)
on obtient ]'expression :

@*(PS] = c.(D*S(PS] + (1—c).®(PS) PSGS (2.17)
ou:
Q% - O = c.((D*S-— o) sur S (2.18)

Exem[;le:

Déterminons 1l'erreur commise pour le probleme de Dirichlet.
Le potentiel imposé sur S est @ et le développement @ choisi de

fagon qu'on ait exactement:
= O sur S

L'écriture des é.i.f. permet de déterminer un développement
¥ et le potentiel est approché en tout point de v par @®*. L'er-
reur maximale sur ce potentiel se trouve en un point de la fron-

tiere: elle peut donc &tre déterminée; on aura:

- oF
s

Co( @- ¢*5)

5.(0- %) pour un point régulier.

® est une donnée du probléme, @* peut &tre calculé en tout point
de S par 2.16 et 2.13. Une application numérique est présentée
au §3.3.1.
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2.2.3 Erreur réelle pondérée.

Les remarques du paragraphe précédent permettent de borner
l'erreur commise sur le potentiel lorsque 1la wvaleur exacte du
potentiel est connue sur la frontiére, c'est-a-dire seulement dans
le cas du probléeme de Dirichlet. Dans les autres cas, la comparai-
son du développement ® avec le potentiel intégral @* sur S permet
une estimation de 1'erreur.

En effet, définissons 1'intégrale:

erreur

I (P ) = _j (@- -:B)% _ i-(tp- ¥)G ds (2.19)

S

qui est 1'intégrale 2.13 des erreurs sur les conditions aux limites.

On a alors:

c.®(P) = I(P) + Ierreur(P) (2.20)

et, pour un point PS de la surface:

(@ - o*), =lim 1 (P) (2.21)
S P
S
L'écart 2.21 est donc bien une mesure, définie par 1'intégrale

2.19, de l'erreur sur les valeurs aux limites.

Remarquons que le systeme discrétisé d'équations intégrales

de frontiere 2.11 est équivalent a:

Ierreur(Pi) =0 Bi §'¢ 'Sy EIES'
(2.22)

g’i_rr:P (1en_eur(P1.)) =0 si S'= S , PiES , PgS
i

ce qui montre, comme en §2.1.2 que la méthode intégrale est

une méthode projective.
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2.2.4 Commentaire.

Nous voyons maintenant mieux & quoi correspond la solution
®* donnée par les équations intégrales de frontiére: c'est, dans
chaque domaine, une combinaison linéaire de solutions exactes
de 1'équation physique, choisie de fagon & ce que les conditions
d'interfaces soient "au mieux" vérifiées. Ce "au mieux" sera pré-
cisé aux paragraphes 2.3.3 et 2.3.4; cela peut signifier par
exemple qu'on annule autant de "mesures" Ierreur‘ (P ) de 1'erreur
sur ces conditions d'interfaces qu'on dispose de degrés de
liberté dans la combinaison linéaire.

Le principe des méthodes variationnelles associées aux
éléments finis est tres différent: @* s'exprime également comme
combinaison linéaire de 'fonctions poids', mais ces fonctions ne

sont pas solution de 1'équation physique.
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2.3 CHOIX DE LA DISCRETISATION ET RESOLUTION

En principe, de nombreux développements peuvent convenir

pour les fonctions @ et y (polynomes, séries de Fourier, etc.)
et ils ne sont pas a rejeter pour des applications particulieres.

Pour les géométries complexes et variées qui sont a envi-
sager lors de la conception d'un logiciel général de résolution,
il devient impossible de dissocier ce probleme de 1'approximation
des grandeurs physiques sur la frontiére de celui de 1'approxi-
mation géométrique de cette frontiére. De plus, des logiciels trés
élaborés de résolution des problemes de champs fondés sur les
méthodes variationnelles existent déja, et utilisent des éléments
finis isoparamétriques pour la discrétisation numérique.

Notre choix s'est ainsi porté sur ces éléments finis, ce
qui simplifiera le couplage - envisagé pour la résolution des
problémes non linéaires - de la méthode des équations intégrales

de frontiére avec une méthode variationnelle.

2.3.1 Expression discrétisée de 1'é.i.f.

Nous ne nous étendrons pas sur la définition des éléments
finis isoparamétriques amplement décrits par ailleurs. Nous avons
choisi l'ordre deux qui est l'ordre minimum permettant une descrip-
tion précise des surfaces courbes.

Dans 1'exemple bidimensionnel, rappelons seulement que
les grandeurs géométriques et physiques sont approximées sur
chaque élément fini défini par 1'abscisse curviligne uel|-1,1]

a 1'aide des mémes fonctions poids paraboliques pi[u):
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%(u) = X xi.pi(u)

'?(u) = Z y;.p;(u)
i

®(u) :f (Dl-pl('l.l)

¥(u) = £ ¥.p,(u)

avec, toujours pour 1'ordre deux:

pl(u) = zulu-1)
py(u) = 1-u® uel-1,1|
ps(u) = 3u(l+u)

si bien que, pour le point Pi(xi’yi) on a:

OP.) = ® et
1 1

.
1

w(PiJ

L'expression de 1'intégrale 2.13 discrétisée est donc:

3

I(P) =Y Y (0 a . - (2w +H  ).b . )
* & ki ki ki onki ki

avec: ~l
bGPk(u)

a,;(P) =1 p;(u)——F7—](u)du

b, (P) =- pi(u).GPk(u).][u)du
v

k: indice sur les éléments finis de S

i: indice sur les fonctions poids P;

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

J(u): Jacobien du changement de variable (ds=](u)du)
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Les coefficients a . (P) et b, (P) sont purement géomé-
triques et dépendent du point P ou est calculée 1'intégrale I,
de 1'élément k parcouru et de la fonction poids i considérée.

Remarquons que:

3 1 6ka(u) 1

ou Qk(P) est 1'angle sous lequel le point P voit 1'élément k.
Ces coefficients sont déterminés numériquement par la

méthode d'intégration numérique de Gauss |9 |.

2.3.2 Choix de la surface S' ou seront écrites les é.i.f.

Deux choix sont possibles pour la surface S' sur laquelle

sont centrés les noyaux de 1'équation intégrale (cf. §2.1.2):

- §' hors du volume v, séparée de la surface d'intégration

S de ce volume (fig. 10).

/ Fig. 10

Dans ce cas le point P, centre des noyaux G et G'=4G/dn
n'est a aucun moment confondu avec le point courant Q de 1'inté-
gration. Le méme algorithme simple de calcul des coefficients
a,; et bki pourra &tre utilisé pour 1'intégration sur toute la
surface S et a partir de tout point P de S' (& condition toutefois

que P ne soit pas 'trop proche'" de S: la variation trés rapide
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des intégrants au passage du point courant Q pres de P conduirait
a des imprécisions inadmissibles de 1'intégration numérique. Cette
proximité est définie relativement a la taille des éléments finis
définissant S).

Il est par contre nécessaire de définir une surface S',
ce qui peut représenter un travail supplémentaire important. diffici-

lement automatisable.

- S' confondue avec S (fig. 11).

P 5=5'

\

Fig. 11 Fig. 12

I1 n'y a plus aucune difficulté pour définir les points
P, centres des noyaux de 1'équation intégrale; il faudra par
contre développer des algorithmes d'intégration particuliers pour
le calcul des coefficients a et B (éq. 2.28) lorsque 1'élément
k contient le point P. En effet, les noyaux p G et p G' sont
singuliers lorsque Q tend vers P, alors que 1l'intégrale est, bien

entendu, réguliére. Nous présentons 1'exemple axisymétrique au

§3.2.2.

Nous avons pour notre part choisi cette seconde solution.
La premiére pourrait &tre envisagée pour alléger 1'ensemble du
programme de calcul lors d'un couplage avec une méthode varia-
tionnelle (fig. 12): 1la région extérieure au volume traité par
équations intégrales le serait par éléments finis, ce qui permet-

trait de définir trés simplement les points P.
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2.3.3 Résolution par la méthode directe (corrélation par point).

La méthode de résolution dite "directe" ou "par corrélation
par points" est celle suggérée au §2.2.1 (éq. 2.11): pour N coef-

ficients @, ou ¥ inconnus, on écrit N équations:

-~

mg(é,@) _ o (2.30)

en N points P; de S, par exemple aux noeuds du maillage.
La structure générale de 1la matrice pour 1'exemple de
la topologie de la figure 13 est celle de la figure 14. Cette matri-

ce n'est pas symétrique, et est entiérement pleine lorsqu'il n'y

a qu‘une interface.

Fig. 13: Topologie

n

Fig. 15: sous diagonale Fig. 14: Forme de la matrice.
dominante.
Elle est heureusement assez bien conditionnée: 1'équation

2.11 écrite au point P, donne un facteur dominant pour Y. en
raison de la décroissance en 1/r de G; le membre de droite de
1'équation et la décroissance en 1/r? du facteur 9G/2n produisent
le méme effet pour @.. Chaque sous-matrice a donc des sous-diago-

nales dominantes (fig. 15).
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La résolution elle-méme du systéme linéaire se fait par
triangularisation de Gauss avec test de pivots et substitution

inverse.

2.3.4 Résolution par une méthode projective.

Au lieu d'écrire N équations 2.30 pour déterminer directe-

ment les N inconnues, on peut écrire:
(ot (o,w) - @).w,ds = 0 (2.31)

pour N fonctions w3 c'est la méthode de projection de Galerkin
si les fonctions w, sont les fonctions poids P, définies au §2.3.1.
L' estimation de 1'intégrale 2.31 nécessite le calcul de
o* en plus de N points P de S, par exemple en 4 points de Gauss
par élément, ce qui revient a doubler le temps d'assemblage
de la matrice. Pour une discrétisation donnée, la qualité des

résultats peut étre ainsi améliorée |19 |.

La méthode intégrale étant elle-méme une méthode projective,
il peut paraitre curieux de procéder ainsi a une seconde projection.
Pour expliquer 1'intérét de cette procédure, calculons l'erreur

quadratique moyenne:

o2 o @* - 0)2.ds (2.32)

et minimisons la par rapport a un coefficient dbki:

df « d(d)* — q>)
m =0 J(m* - @)= ——=——  ).ds = 0 (2.33)
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ce qui correspond a une projection sur la fonction:

d(* - )
w, . (P, ,) = = ——F—
ki "k d@ki Pk'
= pki(Pk.) - aki(Pk‘) (2.34)
Prir 8ki’ voir §2.3.1

k: N° de 1'élément correspondant au coefficient du poten-
tiel par rapport auquel on minimise 62.
k': N° de 1'élément sur lequel se trouve le point Pk' qui

est le point courant de la fonction de projection.

Cette fonction est prépondérante sur 1'élément k; aux noeuds
du maillage, elle correspond aux coefficients du potentiel dans
la matrice de la méthode directe, ce qui est conforme a la théorie
de la résolution des systémes linéaires surdéterminés par la mé-
thode des moindres carrés. Elle peut étre développée avec précision

a l1'aide des fonctions p

Wi (Pre) = Py (P - %aki(Pk,j}.pk.j (2.35)
i,j: N° des fonctions poids p.

Si on résoud 2.31 par la méthode de Galerkin, on impose
la nullité de la projection sur chaque fonction poids p, denc
aussi sur toute combinaison linéaire de ces fonctions, en parti-
lier sur l'expression 2.35 de Wi

La méthode de projection de Galerkin revient ainsi en
premiére approximation a minimiser 1'écart quadratique moyen
entre le développement D et le potentiel intégral @* ce qui expli-
que 1'amélioration de résultats constatée: on n'annule plus le
terme ®%- ® en certains points prédéterminés (ce qui ne limite
pas les oscillations de cette grandeur) mais on minimise ses oscil-

lations autour de zéro.
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Au §2.3.2 nous avions choisi d'écrire 1'équation intégrale
en des points B de S, sans autre précision. Il est clair que
les solutions obtenues dépendent du choix des points F’1 et qu'il
doit exister un choix optimal pour wune discrétisation donnée.
La méthode de Galerkin conduit indirectement a ce choix optimal,
au prix d'un travail d'assemblage au moins deux fois plus impor-
tant que celui de la méthode directe.

L'expérience des résolutions effectuées jusqu'ici nous a
montré que les solutions obtenues sont trés peu sensibles a la
position des points P, des équations, dans la mesure ou ils sont
assez réguliérement répartis sur les interfaces (ce qui est néces-—
saire pour obtenir un bon conditionnement de la matrice)sauf a pro-
ximité des points anguleux: nous envisageons pour l'avenir une
méthode mixte de résolution, directe sur les parties lisses des
frontiéres et par méthode projective de Galerkin sur les éléments

contenant un point anguleux.

2.3.5 Arétes et points anguleux.

Aux points géométriquement singuliers: arétes et points
cdniques en tridimensionnel, points anguleux en bidimensionnel,
la fonction ¥ liée a une dérivée normale du potentiel n'est pas
continue. On définit donc une valeur limite de ¥ en un tel point

par élément fini concerné (fig. 16).

4’(“)*

Fig. 16
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Nous introduisons par 1a des inconnues supplémentaires:
méme en utilisant la méthode directe (§2.3.3), il ne sera plus
possible de résoudre par 1'écriture de 1'équation intégrale aux
seuls noeuds du maillage. 11 est théoriquement possible de se
contenter d'écrire 1'équation supplémentaire nécessaire entre deux
des noeuds de ce maillage, mais on obtient un systéme linéaire
numériquement mieux conditionné en Trépartissant réguliérement

les points des équations (fig. 17).

“wu wn
c c
R -
-~ = 7
-1 ] 11 O 1 -1 (o] 11-1 0 1
® Point de discrétisation
t Point d'équation
Fig. 17: Ecriture d'une équation Fig. 18: Fonction de projection
supplémentaire dans 1'angle. dédoublée dans 1'angle.

Si la méthode projective (§2.3.4) est utilisée pour la résolu-
tion, 1'équation supplémentaire est obtenue en dédoublant la fonc-

tion de projection W au point singulier (fig. 18).

Ces considérations, pour triviales qu'elles puissent paraitre ,
n'en sont pas moins originales: pour les problemes a frontiéres
lisses sans condition aux limites, nous avons deux inconnues
o, et ¥ en chaque noeud Pi du maillage en éléments finis des
interfaces. Chaque noeud appartenant & deux régions, il est possi-
ble d'y écrire deux équations intégrales différentes, et ainsi
de résoudre le probleme.

Cette correspondance noeuds-inconnues-équations qui fonc-
tionne trés bien sauf en présence de points géométriquement singu-
liers, a introduit dans 1'esprit de quelques auteurs une confusion
certaine; lorsqu'ils introduisent des points singuliers, ils tentent
désespérément de conserver cette correspondance: angles arrondis

par de 'petits" éléments finis, définition d'une normale moyenne
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dans l'angle, définition de deux points géométriquement 'proches"
a la place du coin I3 |, traitement de 1la variable discontinue

par éléments finis d'ordre zéro |5 |, etc..

A cdté de cette question relative a la discontinuité de
¥ , & laquelle nous pensons avoir apporté une réponse raison-
nable, demeure un probléme lié a la physique des angles diélec-
triques (conducteurs, a 1la limite) ou magnétiques: le champ y
devient en théorie infini | 6 Vol. 2, préface|. L'approximation
de ¥ par un segment parabolique ne peut conduire a une solution
d'excellente qualité a proximité immédiate de 1'angle et il peut
s'avérer intéressant - en particulier pour les problémes conduc-
teurs de 1'électrostatique - d'introduire un développement spécial
du type r{ﬁ/a}_'|6 Vol. 2, 1, 256| comme fonction poids complé-

mentaire (fig. 19).

Fig. 19

2.3.6 Le facteur angulaire "c" de 1'équation intégrale.

Ce facteur intervient des 1'écriture de 1'identité de Green
1.55 et est défini en 1.56 et 2.8; il est proportionnel a 1'angle
(angle solide en tridimensionnel) sous lequel le point P, centre
des noyaux de 1'intégrale 2.13, wvoit la surface d'intégration
S: si P est un point régulier de S, ¢ vaut 3; si P est dans le

volume correspondant a cette surface, ¢ vaut 1.
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Numériquement, ¢ peut &tre évalué a partir de 2.29:

Q, (P)
k
CP = T = % %akl(P) (2-36)

k
en sommant des coefficients qui doivent &tre de toutes fagons
calculés.
Mais pourquoi calculer un coefficient dont on connait la

valeur ? C'est intéressant pour les raisons suivantes:

- lorsqu'une équation est écrite en un point singulier
de la frontiére, 1'angle solide n'y est pas connu a priori;

- aux points-extrémités des éléments finis de frontieres
courbes, il apparaft en général de "faux" points anguleux, jonc-
tion de ces éléments: leur compensation par le calcul exact du
facteur ¢ correspondant non pas a la frontiéere réelle mais a
sa représentation discrétisée améliore les résultats de fagon déci-
sive |12 | (fig. 20).

- le facteur ¢, numériquement calculé en des points ou
sa valeur théorique est connue, peut @&tre considéré comme un

facteur de qualité de 1'intégration numérique (§2.4.2-3.3.1, [13 |).

Erreur maximale ¢ = 3 pour chaque c calculé d'apres
sur ... équation: 1'équation 2.36:
le potentiel : 1.6 % 0.04 %

1'induction
normale: 8.8 % 0.1 %

Fig. 20: Correction des 'faux" points anguleux.
Sphere magnétique dans un champ uni-
forme; représentation axisymétrique par

4 éléments finis du second ordre.

Terminons par wune remarque illustrant 1'importance de

ce facteur angulaire: Pour chaque région intérieure, le systéme
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linéaire 2.30 se met sous la forme plus détaillée:

clo= A0+ Blzw- H ) (A-C)o + Blx¥- H ) = 0
(2.37)
ou A, B, et C sont des matrices. En particulier, d'aprés 2.36, C
est une matrice diagonale dont chacun des termes est égal a
la somme des termes correspondants de A,

La matrice (A-C) est donc singuliere, son noyau (au sens
de 1'algébre linéaire) correspondant a un potentiel constant sur S.ce
qui est conforme a la réalité: un probléme de Neumann intérieur
est défini a un potentiel constant prés qu'on peut fixer arbitrai-
rement.

Pour 1le probléme extérieur, la définition particuliére 2.8
de ¢ liée a la fixation du potentiel a zéro a 1'infini, conduit

a des problémes de Neumann bien définis.

Nous venons d'étudier dans cette section 2.3 les principaux
problémes rencontrés lors de la résolution par la méthode des
équations intégrales de frontiéere de 1'équation de Laplace. Cette
résolution qui fournit les fonctions surfaciques ® et ¥ ne sera
en général qu'une premiére étape suivie d'une "exploitation"
conduisant aux grandeurs utiles cherchées: la section 2.4 est

consacrée a cette seconde étape.
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2.4 EXPLOITATION DES RESULTATS

La différence de principe des méthodes intégrales en varia-
tionnelles se retrouve au niveau de 1'exploitation des résultats.

L'utilisation des méthodes variationnelles pour la résolution
des problémes de champs nécessite la discrétisation par éléments
finis de tout le domaine d'étude: aprés résolution, la grandeur
physique correspondante est connue en chaque point et le tracé
d'isovaleurs est élémentaire, spectaculaire et souvent rassurant
quant & la qualité de la solution; il n'est que rarement utile.

En méthode intégrale, la solution est obtenue dans un
premier temps sur les interfaces. Sa détermination en d'autres
points nécessite un travail supplémentaire important qui rend
peu réaliste le tracé systématique d'isovaleurs: on s'attachera
avant tout au calcul des grandeurs utiles du type champ aux

points critiques, flux, charge, force.

2.4.1 Calcul du potentiel et du champ en dehors des interfaces.

Le potentiel en un point P n'appartenant pas aux interfaces

est donné par la quadrature 2.12:

o*(P) = L(P)

1'expression discrétisée de 1 étant donnée par 2.27. La quantité
de calcul nécessaire a la détermination du potentiel en un point
est donc la méme que pour la construction d'une ligne de la

matrice de résolution par la méthode directe (§2.3.3).

Le champ induit en ce point P, correspondant a cette appro-

ximation @®* du potentiel est donnée par 1'équation 1.32:
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HY = -vo*
= =VI(P)
_+J¢r£9_(2+ﬁ ) VG|ds (2.38)
B s u on )
S

et on a une expression semblable pour 1'électrostatique. La forme
discrétisée est du méme type que celle (2.27) du potentiel |1 |.

On a par exemple, pour une direction m donnée:

H*.m - Z Z[@k ' (m) - (__+ H, i}bl'd(m)] (2.39)
avec:
1
* éGPk( u)
al'd(m} = —\ p, (u)am{-—-s-—-——} J(u)d
,.i (2.40)
by (m) = -} pi(w)2( Gy (W) J(u)du
%1
X ka(u)) _nm _, (r.n)(r.m)
dm n - 2 4
r r
(2.41)

3

P} r.
ga( GPk{U))

[y

en bidimensionnel plan et des formules comparables en tridimen-

sionnel |1 |.

Cette possibilité de déterminer le potentiel et le champ
approchés en un point quelconque du volume v par une intégration
sur sa surface S peut &tre appliquée au tracé d'une ligne équipo-
tentielle: les procédés de tracé habituels sont liés a un maillage

du volume et sont inutilisables ici.
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Nous proposons une méthode pas a pas dans le plan illus-

trée par la figure 21.

N
z@o \\\\
Fig. 21: Principe du tracé d'une équipotentielle.

«Po est le point de départ,

-le potentiel et le champ sont calculés en Pl;
—une correction linéaire donne Pi sur la ligne;
-si nécessaire, une seconde correction (quadra-
tique) est calculée,

-etc., pas a pas.

2.4.2 Cas d'un point "proche" d'une frontiére.

Lorsque le point P est proche de la frontiére, les intégrants
G, &G/ én, VG et v(8G/én) varient trés rapidement au passage
du point courant Q prés de P et 1'intégration numérique perd
sa précision. Nous 1'avions déja signalé au §2.3.2 dans le cadre
de la construction du systéme linéaire d'é.i.f..

Cette divergence numérique n'est pas génante dans la
mesure ou le calcul du facteur de qualité de 1'intégration numé-
rique, c, permet d'en &tre averti (exemple numérique au §3.3.1):
les grandeurs physiques seront déterminées en ce point par inter-
polation entre les valeurs sur la frontiére et celles en un point
plus éloigné pour lequel 1'intégration numérique aura retrouvé

sa qualité.
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2.4.3 Point sur une frontiére.

Sur la frontiére, deux grandeurs approchent le potentiel:
® et O, ® étant connu dés que le systéme d'é.i.f. est résolu,
nous le choisissons comme potentiel approché sur la frontiere.
Rappelons que le calcul de @* (et sa comparaison avec CB) permet

1'estimation de 1'erreur (§§2.2.2-2.2.3).
Les mémes remarques s'appliquent au calcul du champ
sur la frontiere: 1'approximation la plus simple est:

Y

FE t (2.42)

'3 ¥

H = - (E + Hon)n -
[1 serait également possible de rechercher les limites de - V®*(P)
lorsque le point P tend vers la surface S. Les expressions analy-
tiques et les algorithmes de calcul associés sont d'une rare com-

plexité, leur mise en oeuvre n'est guere justifiée,

2.4.4 Grandeurs globales.

Le cal¢ul d'un flux a travers une surface A est particulie-
]
rement simple Jlorsque A fait partie des frontiéres définissant

le probléme: il suffit dans ce cas d'intégrer la variable ¥:

F(A) = z z v, p; (uw)](u)du (2.43)
k i
A -1
Si A est en dehors des frontiéres, nous la définirons par
k, éléments finis; nous calculerons le champ total normal en
chacun des points de discrétisation et nous appliquerons la formule

ci—-dessus.

Le tepseur de Maxwell |7 ;11| permet de calculer la force

ou le couple s'exergant sur un volume par une intégrale des
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grandeurs surfaciques. Les composantes du tenseur sont:

2 rrps
_ _ 1
Tmn = ’u(HnHm 25mnH ) pour le magnétisme et
(2.44)
2 4 .
= o X '
T = E(EnEm 26 E ) pour 1'électrostatique.
La composante Fm de la force vaut:
Tml
F‘m = Tm.ds avec Tm = Tm2 (2.45)
T
s m3

u et H sont respectivement la perméabilité et le champ en surface,
a l'extérieur du volume. Ainsi, méme si le probléme intérieur,
non linéaire, était résolu par une méthode variationnelle et le
probleme extérieur par méthode intégrale, le tenseur de Maxwell
pourrait étre utilisé pour déterminer la force.

La forme discrétisée des expressions 2.44 et 2.45 est donnée

par B. Ancelle dans |1 |.

Soulignons pour conclure cette section consacrée a 1'exploi-
tation des résultats que les grandeurs globales les plus utiles,
c'est-a-dire: force sur wune région, flux d'induction a travers
une partie de frontiére (qui permet de calculer une inductance),
flux du déplacement électrique (qui permet de calculer la charge,
et donc les capacités) sont calculées a partir de la solution sur
les frontiéres obtenue directement par la méthode des équations

intégrales de frontiere.
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2.5 CONCLUSION

La fagon originale avec laquelle nous avons abordé dans
ce chapitre la méthode des équations intégrales de frontiére nous
a permis d'établir la condition d'équivalence avec 1'équation
de Laplace bidimensionnelle. Nous avons ensuite abordé 1'étude
des erreurs introduites du fait de 1la discrétisation numérique,
avec une méthode proche de celle utilisée par E. Durand pour

la méthode des réseaux |6 Vol. 3, 1I].

D'un point de wvue moins théorique, nous espérons avoir
apporté quelque clarification sur les méthodes de construction
et de résolution du systeme d'équations intégrales discrétisées:
sur quelles surfaces écrire les équations et comment les répartir;
qu'attendre d'une méthode projective pour la résolution; comment
aborder les singularités géométriques; comment compenser les
erreurs introduites par les "faux" points anguleux dus & la discré-
tisation géométrique; comment estimer la précision de 1'intégration
numérique; etc...

Nous pensons enfin avoir montré que le fait que la solution
ne soit connue, dans un premier temps, que sur les interfaces,

n'est pas un réel handicap pour |'obtention de grandeurs globales.
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CHAPITRE 3

FORMULATION EN AXISYMETRIE DE LA METHODE D'E.I1.F.
TIREE DE L'IDENTITE DE GREEN

La résolution des probléemes axisymétriques intéresse a
1'évidence 1'électrotechnicien qui utilise quotidiennement des dispo-
sitifs dont un premier modéle, et méme parfois un bon modéle,
est axisymétrique: par exemple certains contacteurs ou un moteur
de haut-parleur pour le magnétisme, des isolateurs, des éclateurs
et diverses parties d'appareillages haute tension pour 1'électro-
statique.

D'un autre point de wvue, un objet axisymétrique est un
objet tridimensionnel exactement descriptible dans wun demi-plan:
les problemes associés intéressent donc aussi le théoricien qui
s'affranchit ainsi des difficultés de représentation dans 1'espace
sans pour autant faire d'approximation physique a priori, comme
il doit le faire pour les probléemes dits 'plans'. Les résultats
obtenus pourront servir de tests de validation pour les méthodes

de résolution tridimensionnelles actuellement en développement.

3.1 METHODE

Considérons un probléme axisymétrique quelconque et plagons-
nous dans un systéme de coordonnées cylindriques (r,#,z), dont

1"axe est 1'axe de symétrie du probléeme (fig. 22, page suivante).



Y

Fig. 22: Probléme axisymétrique typique.

La géométrie et les sources étant axisymétriques, les gran-
deurs physiques ® et o®/4n (ou ¥) sont indépendantes de 1'angle
0. Par contre, la fonction de Green centrée en P, GP (Q) et sa
dérivée normale, qui sont les ''noyaux" des é.i.f. 1.58 et 1.63
dépendent de cet angle: R = PQ varie avec § pour r et z fixés.

L'intégrale de 1'é.i.f. porte sur ds=dc dl. ® et &é®/én ne

dépendant pas de l'angle 6 on aura:

c.o(P) = —j.(mg — G%)dcdl
5
56 Y
:5 mjﬁ de - 221G dc |l (3.1)
L\ C C

Ainsi, en '"préintégrant" les noyaux sur les cercles C on obtient



= 87 =

1'expression des é.i.f. en axisymétrie:

- R 1]
c.®(P) = —f(@Gax 5 Gax) dl (3.2)
L
avec:
' 6G
Gax = JGdC et Gax = J-Fﬁ- dc (3.3)
o G

Le probléme axisymétrique est entiérement défini par une coupe
passant par 1'axe de symétrie; 1'intégration 3.2 porte sur les
frontiéres curvilignes L ainsi définies. L'expression 3.2 obtenue
pour les équations intégrales de frontiére en axisymétrie est compa-
rable aux expressions tri- et bidimensionnelles: on n'a fait
que remplacer les noyaux habituels par les noyaux Gax et Gal\x -
du point de vue théorique, la différence la plus remarquable

est qu'on n'a pas 1'égalité entre oG_ /én et G .

3.2 DETERMINATION DES NOYAUX ET INTEGRATION

L'expression 3.3 des noyaux de la forme axisymétrique
de 1'é.i.f. n'est pas satisfaisante car elle suppose une description
tridimensionnelle de la géométrie. Nous allons donc réaliser analy-

tiquement les intégrations sur les cercles C,

3.2.1 Calcul des noyaux G__ et G'_.
ax ax

L'analogie entre la fonction de Green G et le potentiel
d'une charge ponctuelle est, a la dimension preés, évidente. Le
calcul de Gax est donc analogue au calcul du potentiel d'une

distribution linéique uniforme de charges sur un cercle.
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Ce résultat est classique |es Vol. 1, IV, 202|, on obtient:

Gax = ?T_D‘ K(k ) (3-4)
k% = 4Rp/D? (3.5)
1
K (k%) =j (1 - k%sin6)"2de (3.6)
0

K est donc la fonction intégrale elliptique compléte de premiere

espéce |9 |. p,R et D sont définis en figure 23.

Le calcul de G ressemble a celui de G , quoiqu'il soit
ax ax

encore plus fastidieux; le résultat est le suivant:

G,:-;_x _ _Cosa K(kz) . Dcos a — chosf_a—V) E(kz) (3.7)
2D 2 D'
/2
1
E(kz) = j (1 - kzsinzﬂ)zdﬁ (3.8)
0

E est donc la fonction intégrale elliptique compléte de deuxiéme

espéce |9 |.a ,V et D' sont définis en figure 23.
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Les fonctions K et E ont 1'allure présentée en figure 24.
La singularité de K pour k2 = i correspond a la confusion, en
cours d'intégration, du point courant Q avec le point P, centre

des noyaux G et G' .
ax ax

A K

- ml;'

Fig. 24: allure des fonctions Ket E.

3.2.2 Intégrations singuliéres.

Dans la méthode intégrale que nous avons choisie, les
é.i.f. 3.2 sont écrites avec Pel (§2.3.2). En cours d'intégration,
le point courant Q se trouvera donc une fois confondu avec P;
Jes noyaux Gax et Galn( tendent alors vers 1'infini. L'intégrale
de surface 3.2 converge cependant puisqu'elle vaut c.®(P).

Cette situation est banale, par exemple:

1
lim In(r) = -0 et In{r)dr = -1
r—-0

0

mais il est nécessaire de prendre des précautions au niveau de
1'intégration numérique.

On montre | 9 | que:

: 2
lim ( K(k®) - l‘ln{——-—-z (3.9)
kkal i 1-k

1]
(@]

c'est-a-dire que la singularité de K est du type logarithmique.
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[1 existe heureusement une formule de Gauss pour 1'intégration

numérique des fonctions présentant une telle singularité | 9 |:

1
n
f(x)In(x)dx = i2_1\.«1.‘1’(:&9 + € (3.10)
0
ou les poids et abscisses de Gauss, w et x , sont donnés par

I
une table pour chaque n.

L'application de cette méthode d'intégration pumérique
nécessite "l'extraction" du logarithme de 1'intégrant de 3.2 «ce

qui est rendu possible par le développement |9 |:

N .
K(k%) = X (ah' + bh'In(1/h)) + e (3.11)
i=0

2

h =1 -

<2 1078 pour N=4
a, et b, sont tabulés.
Les singularités des intégrants dues a la fonction K peuvent

ainsi @tre intégrées.

La limite du facteur de E dans 1'expression 3.7 de Ga'x
lorsque le point courant Q tend vers P apparait sous la forme
indéterminée 02/0? Le calcul analytique de cette limite ne pose
pas de probleme a partir des expressions de toutes les grandeurs

géométriques en fonction du parameétre u des éléments finis.

3.2.3 Noyaux pour le calcul du champ.

Comme nous 1'avons montré au §2.4.1, le champ induit
en un point P n'appartenant pas aux interfaces peut &tre calculé

par intégration de @ et ¥ sur la frontiére de sa région:

R
]

S
J(®Vbax - (E + Hon)VGax)m (3.12)
L
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ce qui nécessite le calcul des noyaux vectoriels FG«;)( et VGaX.

Avec beaucoup de persévérance, on obtient [13 |:

jﬁh = ~§5(--5%§.K + Si %%-) (3.13)
SS“ = 5 K - =) (3.14)
Disose = Zcostah) @ ok | 2.0p) o
+§j%75577-[(p-R).cosa + zéR.(R+p),Cosﬂy—]j].E
PEu - - cosz  dG, (3.16)

dz 2.R ' dz

D.cosa - 2.R.cos(a=-7)

dE dk 2.z
+ oo BN
2.7.D" A i el Pl

1 .

E; = k,(_T:F- K ) €3.17)
gé =-éu( E - K) (3.18)
_%E - - z:;ip (3.19)
g% y E%E __;i_ﬁfﬁ (3.20)

K = K(K') E = E(K?) (8421
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Notons que toutes ces expressions dépendent des mémes

fonctions elliptiques K et E que Gax et Gax'

Lorsque le point P appartient a wune frontiere L, nous
procédons comme au §2.4.3 et calculons le champ directement

a partir des fonctions @ et ¥ (équation 2.42).

3.2.4 Calcul numérique.

L'intégration numérique pour 1'équation 3.2 revient au
calcul des intégrales 2.28 associées aux noyaux axisymétriques
3.4 et 3.7.

Les intégrales 2.28 sont calculées par une méthode de
Gauss: méthode normale lorsque le point P n'appartient pas a
1'élément k sur lequel porte 1'intégration, méthode spéciale de
1'équation 3.10 lorsque P appartient a cet élément.

Les intégrants de 1'é.i.f. 3.2 sont donc a évaluer un
trées grand nombre de fois, par exemple en 4 ou 6 points de Gauss
par élément fini de discrétisation; il est donc indispensable de
minimiser la durée de leur calcul.

Nous avons tabulé avec précision les intégrales elliptiques
K et E en 101 points correspondants a la variation du paramétre
K2 entre 0 et 1; nous interpolons entre ces valeurs tabulées pour
améliorer la précision. Pour k2€ 1.99,1.1 K est calculé & 1'aide

du développement 3.11, beaucoup plus long a mettre en oeuvre,

Les résultats de cette section 3.2 et les techniques présen-
tées au chapitre 2 ont permis la réalisation d'un programme d'ordi-
nateur pour la résolution des problémes axisymétriques de champs,
par la méthode des équations intégrales de frontieres tirée de
1'identité de Green. A la section suivante, nous présentons les

résultats de validation pour ce programme PHIAX.
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3.3 RESULTATS DE VALIDATION

La validation des résultats est réalisée a partir de pro-
blemes dont la solution analytique est connue. Il s'agit princi-
palement de la spheére diélectrique ou magnétique dans un champ
d'excitation uniforme, de la sphere creuse, ou de géométries plus

compliquées mais a permittivité ou perméabilité relatives unitaires.

3.3.1 Sphére conductrice chargée dans 1'espace infini.

11 s'agit d'un probléme de Dirichlet extérieur: le potentiel
est imposé a =zéro a 1'infini par la méthode elle-méme (§2.1.3)

et a V sur la shére par les données (fig. 25).
o

N
P
r
V(r)
|
Fig. 25

La méthode intégrale donne comme solution le champ élec-
trique normal a la surface de la sphere, c'est-a-dire la densité
de charge; le potentiel approché @* et le champ électrique E¥*

peuvent ensuite &tre calculés en tout point de 1'espace.

La solution analytique est obtenue en remarquant simplement
que tout se passe a l'extérieur de la spheére comme s'il n'y avait

pas de sphere mais seulement une charge ponctuelle en son centre:

V(r»R) 9 |
(3.22)

1l
=

V(r=R)
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Le champ est radial et vaut par conséquent lEnI:vo'EZ ,son

module est constant a la surface de la sphere. r

L'erreur sur la solution donnée par la méthode intégrale
est représentée en figure 26 en fonction de 1'abscisse curviligne,
et pour deux discrétisations assez grossiéres: 2 et 4 éléments
finis du second ordre pour la demi-sphére. Elle est de 1'ordre
de 1%, respectivement 1%, sur En' Remarquons que les wvaleurs
théoriques (constantes) du potentiel et de sa dérivée normale
sur la frontiéere pourraient @&tre exactement représentées par les
fonctions de discrétisation: 1'erreur provient ici de 1'inexactitude
de la discrétisation géométrique.

Sur la méme figure, nous avons représenté 1'erreur sur la
limite sur la frontiére du potentiel intégral o* (8§2.2.2) qui fournit
les valeurs extrémes de 1'erreur dans l'espace entier; nous avons
ici moins de 0.5%, respectivement 0.8%. par rapport a la valeur

maximale du potentiel sur la frontiere.

A erreur

Sphere discrétisée par

deux élts finis.

1%L — N\ - — — — _ _ _ _ _ o e s e

abscisse
curviligne

Fig. 26

Probléme de la
sphére chargée:

erreur erreurs curvilignes

Sphére discrétisée par

quatre élts finis.

abscisse
curviligne
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Dans ce cas, il est méme possible d'@tre plus précis encore:
1'erreur est, tout comme @, un potentiel dont les sources sont
sur la spheére: ces deux '"potentiels" wvont décroitre sensiblement
selon la méme loi (*) lorsqu'on s'éloigne de la sphére: 1'erreur
peut donc @&tre estimée inférieure a 0.5%, respectivement 0.8%o
par rapport a la valeur locale de ®@*, ce qu'on peut vérifier
par le calcul (fig. 27). Cette remarque s'applique a tous les
probléemes de Dirichlet extérieurs.

z8ne ou l'erreur d'inté-

/' gration est importante.
\l

1 1 E
| erreur
sur S
Fig. 27:
Erreurs relatives aux valeurs locales
pour le potentiel et le champ. Sphere
------- ; - - -------discrétisée-par 4-élts- finis- du 2d-or— - - - - -
dre. Calcul sur AA°'.
erreurs relatives locales
sur S Ok . Ok
H){;Hy ( = .2(%)
T g — erreur relative a Vo
______ - — — —e

' abscisse sur AA'

(*) c'est la décroissance en 1/r du moment monopolaire des sources.
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Le coefficient angulaire ¢ (§2.3.6) a été utilisé pour définir
la "zone interdite'" & proximité de la spheére (fig. 27): dans cette
zone, 1'intégrale définissant @*(P) est numériquement imprécise,
car le point courant sur la frontiéere passe tres prés de P et
1'intégrant varie trop brusquement. Mais ¢ peut &tre calculé a
partir des mémes intégrales, et la valeur obtenue comparée a
la valeur théorique qui est 1.

Notre expérience permet de définir le critére suivant (fig.

28):

erreur sur c intégration numérique
>0.1 % fantaisiste
> 0.05% peu précise
< 0.05% parfaite
Fig. 28:

Facteur de qualité de 1'intégration.

On peut ccnsidérer le méme probleme, mais vu de 1'intérieur
de la sphere: théoriquement, le potentiel y est constant et égal
a Vo’ le champ et sa composante normale sur la frontiere y sont
nuls.

Cette fois-ci, 1'erreur de discrétisation est nulle, car
1'erreur de discrétisation géométrique ne modifie pas les résultats
théoriques: n'importe quelle surface fermée & potentiel constant
a dans son volume le potentiel constant et le champ nul; ces
constantes peuvent @tre exactement représentées par les éléments
finis.

En pratique, le programme d'équations intégrales donne
exactement le résultat théorique (E = 0. en simple précision)
ce qui montre que les erreurs d'intégration numérique, d'arrondis

et de résolution sont négligeables dans ce cas simple. Pour des
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probléemes définis par un grand nombre d'éléments finis, la réso-
lution du probleme intérieur de Dirichlet & potentiel constant

pourra servir a l'estimation des erreurs numériques.

3.3.2 Sphére magnétique creuse dans un champ uniforme.

Le probléme posé est schématisé en figure 29. La solution
analytique est ici aussi connue | 7 ,VI ,348 et suivantes|: le
champ induit dans le trou est uniforme et s'oppose au champ

inducteur H _:
o

Hi = (A—l}.Ho (82
avec:

u
A = i 5 3 a2
(2,ur+ 1)(,ur— 1) - 2(,ur— 1)“(a/b)

h

b

b=2a

SEQJJ '

Mo

Fig. 29: Probleme de la sphére creuse,

My A
1 1.

10 .556
100 .0499
1000 .00513
10000 .000514
Fig. 30:

Valeurs de A en fonction de H
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La figure 30 donne quelques valeurs de A en fonction de la permé-
abilité relative de la sphere; par exemple, pour u =1000, on a
A = .00513, c'est-a-dire:

H, = -.995 H (3.25)

1

Le potentiel induit dans le trou aura la forme:
@ = - (A-1) Ho.r.sinﬂ (3.26)

La validation de la méthode intégrale en tant que telle ne se
fait pas en comparant la solution (champ et potentiel induit)
obtenue a cette soluftion analytique, mais en la comparant a la
meilleure approche possible (au sens des moindres carrés) de

la solution analytique par la méme discrétisation.

Pour illustrer cette remarque fondamentale, nous avons
représenté en figure 31 1'erreur curviligne sur le potentiel pour
1'un des éléments finis discrétisant le 'trou'. Cette erreur oscille
entre -1.6%. et +1.7%. alors qu'elle vaut environ -0.3% aux noeuds
de discrétisation., Si cette erreur devait &tre attribuée a la mé-
thode intégrale elle-méme, on ne pourrait qu'@tre trés pessimiste

sur son avenir, ce probléme ne comptant que 18 noeuds.

*\’_\s\ _

4

1%o T

4

Discrétisation

XErreur sur les valeurs

gk oo L}

abscisse

curviligne

aux noeuds

\Erreur curviligne sur la
solution des é.i.f. (0=1.1%o)

\ Erreur minimale possible
\ pour la i discrétisation
"(moindres carrés: o=.8%)

Fig. 31
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La seconde courbe de la figure 31 représente 1'erreur entre
la solution analytique et la meilleure représentation possible de
cette solution a 1'aide des fonctions de discrétisation qui ont
été utilisées pour la méthode intégrale (les coefficients ont été
obtenus en minimisant 1'erreur quadratique moyenne).

Deux remarques s'imposent:

- la solution obtenue est proche de la solution optimale (les résul-
tats sont du méme type pour les autres éléments de discrétisation),

ce qui constitue une validation de la méthode.

- on constate que l'erreur sur les valeurs aux noeuds de discré-
tisation n'est pas significative: elle est, pour cet élément, infé-
rieure a 0.3% ; on aurait pu, par hasard, tomber sur des valeurs
encore plus faibles qui n'auraient guére modifié la courbe d'
erreur, ou encore sur les valeurs '"idéales'" qui sont plus élevées:
la publication de résultats destinés a la validation d'une méthode
ou a des comparaisons entre méthodes sous forme de valeurs en
un ou en quelques points est contestable. Deux valeurs permettent
éventuellement de résumer un résultat: la moyenne et 1'écart

type de l'erreur.

Au dela de cette wvalidation de 1la méthode intégrale,
nous devons mettre ici en évidence la faiblesse de notre méthode,
et en général des méthodes liées au calcul des grandeurs induites:
les grandeurs physiques utiles sont le potentiel ou le champ total.

Dans la spheére, ils sont calculés en faisant la différence
de deux nombres voisins, Ho et —Hi (cf. éq. 3.25): 1'erreur résul-
tante peut &tre de I1'ordre de 1la valeur exacte! Par exemple,
pour 4 = 1000, une erreur de 0.3% sur le potentiel induit se
traduit par une erreur de 6% sur le potentiel total; pour .= 10000
on aurait déja 60%, etc..

Ce probléme ne se pose pas en électrostatique; pour le
magnétisme, le couplage avec une méthode variationnelle devra

étre formulé de fagon a éviter cette difficulté.
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La comparaison des solutions sur le potentiel total obtenues
par différentes méthodes numériques, avec des discrétisations
sensiblement équivalentes est donnée en figure 32.

Les wvaleurs correspondantes du champ total dans le creux

sont données en figure 33.

, \ | 1 o Solution analytique
L]
2 « PHIAX avec C.A.L. (Pot.total
Surface extérieure =pot. induit)
' ' E\ | 3 = Méthode variationnelle

| 4 0O Méthode intégrale
(Pot. total [171})

Surface intérieure |

1 z\ \ 5 © PHIAX (Pot. induit)

abscisse curviligne

Fig. 32: Potentiel sur les frontieres, probléme de la sphére creuse.

Méthode Erreur sur le champ dans le creux
moyenne écart type

é.1.f. 3D

pot.: total |19 | +6.1% valeur ponctuelle

variationnelle +1.6% 1%

é.i.f. axi

]
pot. induit +6.1% 1%

idem avec CAL PHIAX

(pot. induit = +0.057% 0.063%
pot. total )

Fig. 33: Champ total dans le creux.
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Pour le calcul par méthode variationnelle, le champ d'exci-
tation uniforme a été simulé a 1'aide de conditions aux limites
adéquates (fig. 34) avec a'=10a. En posant le probleme de cette
maniére, on identifie grandeurs induites et grandeurs totales:
la solution donnée par notre méthode intégrale est directement
le potentiel total et nous 1'avons déterminée a titre comparatif,
avec a'=100a.

La précision obtenue sur le potentiel total est la méme
que précédemment sur le potentiel induit. Le potentiel et le champ
dans le creux sont obtenus avec une erreur moyenne de 0.057%
et un écart type de 0.063%, la solution exacte étant donc incluse
dans cette fourchette d'erreur. "

L'estimation de 1'erreur par le calcul de ®@-@* donne a
la surface du creux un écart type de 0.02% plus difficile & inter-

préter que dans le cas du probléme de Dirichlet du §3.3.1.

Soulignons pour conclure cet exemple que la qualité de
ces résultats (trés proches des meilleurs résultats possibles pour
cette discrétisation) est obtenue dans ce dernier cas avec un
rapport de 100 entre les dimensions de la sphére et celles du
milieu, ce qui permet d'espérer de trés bons résultats méme avec
des écarts d'ordres de grandeurs dans les dimensions des objets

modélisés, particuliérement en électrostatique.

ai
N (D=<Ig)

Y
I

a
ar

0=-0,

Fig. 34: Simulation d'un champ uniforme par des
conditions aux limites.
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3.3.3 Exemple de probléme d'électrostatique.

Pour illustrer notre travail, nous présentons ci-dessous
des tracés d'isovaleurs pour une géométrie axisymétrique simple
mais comportant une pointe et des arétes.

La figure 35 correspond a une pointe conductrice (poten-
tiel 0.V) face a un plan conducteur (potentiel +1.V)et la figure
36 & la méme pointe dans un tube conducteur.

Le probleme de la figure 35 a aussi été résolu a I'aide
d'une méthode wvariationnelle, associée a des éléments finis
choisis de maniere a ce que les frontieres du probléeme soient
discrétisées de la méme fagon que pour la méthode intégrale.

La comparaison des résultats (fig. 37) montre:

- que la méthode intégrale fournit des résultats de bonne

qualité, particulierement a proximité de la pointe et

et de l'aréte ou ils sont plus réalistes que ceux obtenus
par méthode variationnelle;

- 1'économie de moyens de la méthode intégrale (fig. 38),

économie qui sera particulierement appréciée pour les

applications a venir aux problemes tridimensionnels.
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+1.000 V

Pointe conduc-

Fig. 35

a un plan con-

trice face

ducteur.

000 V

+1.

Pointe conduc-

Fig. 36

trice dans un tube conduc-

teur.




w P

+1.000 V

Fig. 37 : Comparaison des résultats.

- — — méthode des é.i.f.
méthode variationnelle

é,i.f. méth. var.
Nbre de noeuds 23 120
Largeur de bande
de la matrice 24 39
Longueur de la 576 2573

matrice

Fig. 38 : Comparaison des moyens mis en oeuvre.



= 75 -

3.4 CONCLUSION

Au cours du développement théorique de cette formulation
axisymétrique de la méthode des équations intégrales de frontiéres,
nous avons pu craindre que la complexité des expressions algé-
briques obtenues ne conduise a des résultats numériques d'une
part excessivement longs a obtenir, d'autre part de pieétre qualité.

Pour ce qui est de la qualité des résultats qu'il est possi-
ble d'obtenir, nous pouvons &tre pleinement rassurés. Pour ce
qui est des temps de calcul, nous les estimons compris entre
150% et 200% de ceux de la version bidimensionnelle plane du
programme.

Cependant, nous n'avons jusqu'ici traité que de tres petits
problémes (60 noeuds au maximum) car le programme interactif
pour la construction des données que nous mettons au point n'est
pas encore opérationnel. Dés qu'il le sera, des tests plus complets
et des comparaisons systématiques de résultats obtenus par d'
autres méthodes numériques pourront &tre réalisés.

L'étude de questions restées jusqu'ici sous silence pourra
alors @tre entreprise: rdle et choix du nombre de points de Gauss
par élément pour I'intégration, taille de probléeme maximale possi-
ble, précision nécessaire pour le calcul du champ inducteur a
partir des courants, autres méthodes de résolution pour les trés
grands systémes linéaires, etc...

Si beaucoup a déja été fait, beaucoup reste a faire!
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CONCLUSION

Aprés deux années de travail consacrées principalement
aux méthodes des équations intégrales de frontiéres, nous pensons
avoir offert au lecteur un point de vue original sur ces méthodes

et espérons 1'avoir ainsi aidé a les comprendre plus intimement.

Toutes les techniques nouvelles que nous avons développées
ont été implantées sur les programmes PHI2D (résolution des pro-
blemes plans) et PHIAX (version axisymétrique du chapitre 3);
elles le seront prochainement sur 1la version tridimensionnelle
PHI3D. Elles s'appliqueraient cependant tout aussi bien a la
méthode intégrale 'directe'" (§1.3) et nous espérons avoir 1'occasion
de développer selon cette méthode et avec ces techniques un logi-

ciel performant destiné aux problemes de 1'électrostatique.

Les équations intégrales de frontieres permettent de résoudre
le probléme de Laplace, qui régit des phénoménes physiques
assez nombreux pour justifier a lui seul des études comme la
nétre; cependant, tout au long de notre exposé, nous avons posé
des jalons pour le couplage de ces équations avec les méthodes
variationnelles associées aux éléments finis: pour les problémes
de magnétisme, c'est dans ce couplage que la méthode des équa-
tions intégrales de frontiéres tient sa justification.

Il est inutile de disposer d'une ‘Mercedes’ si 1'on doit remor-
quer un antique char a boeufs: si les méthodes variationnelles
ont aujourd'hui atteint un niveau de perfection certain - tout
au moins pour les problemes a deux dimensions - les méthodes
intégrales en étaient restées a leur préhistoire jusqu'au milieu
des années 70. Nous espérons avoir modestement contribué a leur
modernisation, et les premiers essais d'attelage aux méthodes

variationnelles pourront bientdot &tre tentés sans trop de ridicule.
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Liste des symboles utilisés

figure

22

22

définition

densité de courant surfacique
induction

contour
déplacement électrique
distances
champ électrique
" inducteur
i induit

fonction int. ell. de 2eme espeéece

flux
fonction de Green {(de centre P)

noyaux de 1'é.i.f. en axisymétrie

champ magnétique
" inducteur

" induit
champ inducteur normal

expression intégrale
"

jacobien

fonction int. ell., de lére espece
contour

aimantation

polarisation

point

point courant (intégration)
surface d'intégration

surface des centres des noyaux d'intégration

tenseur de Maxwell
potentiel total
" du champ inducteur

potentiel erreur

coefficients de la matrice du systéme
d'équations intégrales de frontiéres.

facteur d'angle de 1'é.i.f.
fonction de projection

densité de courant

surfacique

coefficient
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Lettres minuscules suite,

équation figure

n
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P; 2:25
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'{" 1059_1-62

‘l 1039_1.41

4. Autres symboles.

opérateur del

"

L = |
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— équivalence
caractére gras: vecteurs.

définition

vecteur normal (normale extérieure)
densité de dipdles
fonctions poids (élts finis)

coefficient
distance PQ | rayon en coordonnées cyl.
rayon définissant le potentiel logarithmique

surface (d'intégration)
vecteur tangent unitaire
volume (d'intégration)
fonction de projection
coordonnée cylindrique

angle

permittivité du vide

relative

erreur quadratique moyenne
angle
perméabilité du vide

relative

densité de charge
" surfacique

conductivité

surfacique
densité surfacique de dipdles normaux

potentiel du champ induit
susceptibilité

induction ou champ électrique normal normalisé

angle solide

P (dérivation par rapport aux coordonnées de P)

opérateur laplacien
approximation par une combinaison linéaire (2.10-2.24~-
approximation par une expression intégrale (2.12-2.38 etc.)

2.33 etc.)
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