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INTRODUCTION

«Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont pas de dérivée.»
(Correspondance de Hermite a Stieltjes (|54]))

Au risque cependant de décevoir Hermite, Banach dans [10]| et Mazurkiewicz
dans [70] prouvaient que la plupart, au sens des catégories de Baire, des fonctions
continues étaient nulle part dérivables. Cette notion de "plupart" fondée sur les
catégories de Baire, apparue il y a un siécle, [9], était liée a Porigine a des études
de régularité, et plus exactement aux problémes de prolongement analytique des
séries de Taylor. Cette théorie qui permet d’appréhender la taille des objets a
depuis été utilisée dans d’autres domaines de l’analyse, par exemple dans des
problémes de convexité. Elle présente cependant l'inconvénient d’étre purement
topologique. En effet, si elle donne bien un aper¢u d’'un comportement dominant,
elle ne permet pas de «quantifier» la taille des ensembles. En dimension finie,
cette quantification peut se faire grace a la théorie de la mesure de Lebesgue. Or,
un ensemble peut étre grand au sens topologique de Baire mais de mesure de

Lebesgue nulle.

Il n’existe cependant pas d’équivalent de la théorie de la mesure de Lebesgue
en dimension infinie. Dans le cadre des systémes dynamiques, Kolmogorov souléve
le probléme d’obtenir alors une notion liée a la théorie de la mesure dans des
espaces de fonctions. Il a souligné dés 1954, dans [60] que les outils de type Baire
fournissaient une notion de généricité peu satisfaisante dans les applications, et il
a proposé d’introduire en dimension infinie des outils conceptuellement proches

de la notion d’ensembles de mesure de Lebesgue nulle.

Il faut attendre 1972 avec les travaux de Christensen [21] pour avoir une ex-

tension au sens de la notion d’ensembles de mesure de Lebesgue nulle dans un
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espace de dimension infinie. Le principe de la théorie de Christensen est de consi-
dérer comme petit un ensemble tel qu’on puisse trouver une mesure vérifiant que
toutes les translatées de cet ensemble sont de mesure nulle. La définition donnée

par Christensen se rameéne, dans les cas qui nous occuperont, a la suivante.

Définition. — Soit E un espace vectoriel métrique complet. Un borélien B de E

est dit Haar-nul s’il existe une mesure borélienne et positive u vérifiant
JK compact tel que 0 < p(K) < oo

et
Vee B u(B+xz)=0.

Un sous-ensemble de E est Haar-nul si il est contenu dans un borélien Haar-nul.

Le complémentaire d’un ensemble Haar-nul est dit prévalent.

Nous verrons que dans un espace polonais, autrement dit un espace métrique

complet et séparable, la premiére condition sur la mesure p devient inutile.

C’est le début de la théorie de la prévalence. Cette théorie a depuis été
utilisée dans divers champs d’applications. Par exemple, on retrouve dans [13] des
exemples d’applications aux études de différentiabilité de fonctions lipschitziennes
entre deux espaces de Banach. Dans [39], on peut encore en trouver d’autres

applications a I’étude de variétés riemanniennes.

En ce qui nous concerne, nous nous intéressons plus particuliérement a des

problémes de régularité dans des espaces de fonctions.

L’analyse de la régularité de fonctions est un outil trés utilisé dans bon nombre
de domaines des mathématiques et de la physique. Dés le début du vingtiéme siécle,
les mathématiciens se sont intéressés a des fonctions ayant une faible régularité en
chaque point. C’est a cette époque qu’on a commencé a regarder des fonctions
nulle part dérivables, voire plus irréguliéres comme la fonction de Weierstrass ou
le mouvement brownien dans les années 70. Dans le contexte de la turbulence plei-
nement développée, B. Mandelbrot a proposé les cascades multiplicatives comme
modéles de dissipation d’énergie d’un fluide, [65] et [66]. La régularité de ces cas-
cades varie fortement d’un point & un autre. De méme, on peut regarder la vitesse
d’un écoulement d’air turbulent, comme il a été fait dans la soufflerie de Modane.
Dans cet exemple, la mesure de la vitesse de refroidissement d’un fil chaud placé
dans un écoulement d’air donne des résultats qui semblent trés irréguliers dans

certaines régions et plus réguliers dans d’autres, [32].
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Depuis cette époque, il a été démontré que les cascades de Mandelbrot étaient

un exemple typique de comportement multifractal [37].

De leur c6té, U. Frisch et G. Parisi, dans [30] et [31], ont proposé une interpré-
tation d’une quantité classique calculée en turbulence, qui est la fonction d’échelle,
que nous définirons dans le chapitre 4. On déduisait des travaux de Kolmogorov
que cette fonction d’échelle devait étre affine. Mais les résultats expérimentaux
ont montré une fonction strictement concave. Frisch et Parisi ont alors proposé
une explication de ce phénoméne par la présence de singularités hdldériennes
dans la vitesse. Plus précisément, ils ont proposé une formule, appelée formalisme
multifractal, qui relie cette fonction d’échelle aux singularités a ’aide d’une
transformée de Legendre. Ce formalisme, ou plutot ses extensions, apparaissent
étre applicables aussi pour d’autres fonctions et signaux, comme ceux ayant des
propriétés d’autosimilarité. Depuis, cette méthode pratique fournie par ’analyse
multifractale est largement utilisée dans le cadre de la théorie de la turbulence
[1, 5], du traitement du signal ou du traitement d’image 63|, mais aussi dans

I'étude de processus [8, 43]...

Tous ces objets ont un comportement irrégulier, au sens ou ils ont un exposant
de régularité faible, et leur régularité ponctuelle est elle-méme irréguliére : elle
varie en effet d’un point a un autre. De plus, si I’on considére des lignes de niveau
suivant un exposant de régularité donné, on tombe sur un ensemble fractal. On
appelle alors “spectre de singularités” 'application qui & cet exposant associe la
dimension fractale de son ensemble de niveau. On dit des objets possédant de

telles propriétés qu’ils sont multifractals.

La formule heuristique de Frisch et Parisi a été vérifiée sous une forme analogue
par de grandes classes de mesures auto-similaires, comme dans [11], [12], [18]
ou [79]. Elle a aussi été étudiée sous plusieurs formes essentiellement dans les
applications aux fonctions. On peut notamment citer les travaux de S. Jaffard
[44] et [51], qui a regardé la validité d’une extension de formalisme pour des
ensembles de seconde catégorie au sens de Baire. Plusieurs travaux ont aussi
cherché a déterminer quelles pouvaient étre les causes de la non-validité de ce
formalisme. ['une de ces causes maintenant bien comprise est la présence de

singularités oscillantes, voir [72], [87].

Si les propriétés locales, voire ponctuelles, des fonctions seront omniprésentes
par la suite, il ne faut pas perdre de vue I'importance d’une vision globale des

objets. Le formalisme multifractal fait en effet le lien entre la régularité ponctuelle
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d’une fonction et les espaces fonctionnels auxquels celle-ci appartient. En effet,
la fonction d’échelle donne une information sur les espaces fonctionnels, espaces
de Sobolev, que nous définirons dans le chapitre 1 ou espaces d’oscillations [46],
auxquels apparient la fonction. Afin de comprendre la validité du formalisme
multifractal il est important pour nous de déterminer & quels espaces de Sobolev

les distributions appartiennent.

Un dernier exemple classique de probléme lié & la régularité est de déterminer
les domaines d’holomorphie d’une fonction d’une variable complexe. En effet, si
une fonction d’une variable complexe est holomorphe sur le disque unité, il est
possible qu’elle soit prolongeable au dela de son cercle de convergence. Plusieurs
études ont voulu caractériser 'ensemble des fonctions vérifiant cette propriété.
Des 1896, Emile Borel cherche a donner un cadre générique au probléme de
prolongement au dela du cercle de convergence, [16]. La premiére démonstration
probabiliste d’un tel résultat date de 1929 et des travaux de Steinhaus, [91]. De
méme, les résultats de Kahane [52]| et de Kierst et Szpilrajn [58] montrent la
possibilité que pour "beaucoup", au sens topologique du terme, de fonctions le
cercle unité forme une frontiére naturelle. Tous ces résultats laissent & penser
que l’ensemble des fonctions dont le cercle de convergence forme une frontiére
naturelle doit étre grand. Il est alors cohérent de chercher dans quel sens grand

peut alors étre entendu.

Si dans tout ce qui précéde et notamment dans le cas du formalisme multifrac-
tal, la minoration de l'exposant de régularité ponctuelle d’une fonction donnée
est fournie par les hypothéses faites sur I'espace fonctionnel £ auquel la fonction
appartient, il n’existe en général pas de majoration non triviale de cet exposant
valable pour toutes les fonctions de E. Par exemple, dans le cas des fonctions
continues, certaines sont différentiables, d’autres pas. On peut cependant espérer
qu’il existe des résultats d’irrégularités valables pour "presque toutes" les fonctions

de E'; c’est a dire en un sens générique a préciser.

Le but de cette theése est avant tout de déterminer quelle régularité est valable
pour un ensemble générique de distributions appartenant a un espace de distri-
butions donné. Comme nous I'avons dit, dans les cas qui nous occupent, aucun
résultat n’est valide pour toutes les fonctions. Nous utiliserons alors la notion de
«presque partout» au sens de la prévalence. Ensuite, nous chercherons parmi les
notions d’ensembles "petits" qui ont été introduites dans le passé lesquelles se

prétent aux problémes que nous étudierons. Nous comparerons alors les résultats
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de type prévalence obtenus avec ceux antérieurs de type Baire.

Dans un premier temps nous rappellerons au chapitre 1 des notions sur la
régularité ponctuelle de fonctions, principalement dans les espaces de Sobolev,
et présenterons l'outil fondamental que nous utiliserons par la suite, a savoir les
ondelettes. Le chapitre 2 sera consacré a la définition des ensembles Haar-nuls, et
aux autres ensembles petits qui seront utilisés par la suite. Nous regarderons les
différentes propriétés de tels ensembles. Nous en profiterons aussi pour tester ces

différentes notions sur quelques problémes "d’école" classiques en analyse.

Dans le chapitre 3, nous étudierons la régularité ponctuelle dans un espace
de Sobolev donné a l'aide de la prévalence. Nous démontrons que dans certains
espaces de Sobolev, presque toutes les fonctions sont multifractales. Ce résultat
peut sembler surprenant, le comportement multifractal étant en effet historique-
ment associé a des hypothéses d’auto-similarité qui semblent au contraire treés
contraignantes. Il ’est moins si on le compare aux travaux de S. Jaffard qui

montre dans [44| qu’on a le méme résultat dans le cadre des catégories de Baire.

Les chapitres suivants sont consacrés a la généralisation de ce premier résultat.
Dans un premier temps, au chapitre 4 nous étudierons une intersection d’espaces
de Sobolev. Ainsi, nous nous intéresserons au formalisme multifractal et & la
conjecture de Frisch et Parisi. Nous démontrerons que cette formule est valide
dans un espace de Sobolev donné. Nous ne ferons pas ici une étude exhaustive
de tous les espaces de Sobolev. Autrement dit, contrairement au chapitre 3, nous
oublierons le cas des espaces critiques. Nous verrons aussi que des restrictions
doivent étre faites quand on se place dans un cadre plus général. Le chapitre 5 est
consacré aux différentes notions d’ensembles petits. Nous chercherons donc alors

quelle notion serait “optimale” pour I’étude de la régularité Holdérienne ponctuelle.

Dans le chapitre 6, nous étudierons un autre type d’exposant de régularité.
Nous comparerons les vertus de 'exposant de Holder et des exposants 17 de
Calderén et Zygmund. Nous chercherons alors quel spectre 77 est optimal au sens
prévalent dans un espace de Sobolev donné. Une fois encore, nous ferons ici une
étude plus modeste que dans les chapitres précédents. Nous "oublierons" donc les

espaces critiques.

Finalement, dans le chapitre 7, nous nous intéresserons aux domaines d’ho-
lomorphie d’une fonction de variables complexes. Nous montrerons que presque

toute fonction développable en séries de Taylor sur le disque unité n’est pas
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prolongeable par une fonction holomorphe ailleurs. Autrement dit, son cercle de
convergence forme une frontiére naturelle. Ce probléme d’école sera un autre
exemple sur lequel nous pourrons comparer de facon significative différentes

notions de généricité.

Tout au long de cette thése, nous nous concentrerons sur deux axes de recherche
principaux. Nous allons en effet effectuer des tests croisés pour comparer diffé-
rentes notions de généricité et des problémes classiques d’analyse. En considérant
un probléme comme celui de ’analyse multifractale dans les espaces de Sobolev,
nous cherchons quelle notion optimale d’ensembles petits peut donner des résultats
intéressants. Dans le méme temps, nous allons considérer les notions connues de
généricité et les "tester" sur des problémes classiques d’analyse, comme celui des
fonctions continues nulle part dérivables ou sur le probléme de prolongement des

séries de Taylor.

Les divers problémes que nous avons présentés proviennent tous de l’analyse
multifractale ou de questions classiques d’analyse fonctionnelle. Une autre de leur
caractéristiques communes sera la suivante : la moins bonne régularité possible est
génériquement la plus fréquente; on retrouve ici 'heuristique classique attachée
aux catégories de Baire. Notons a ce propos que tous les résultats de prévalence
ne suivent pas cette heuristique. J-P. Kahane en a récemment fourni des contre

exemples remarquables dans [55].



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES : REGULARITE,
ONDELETTES ET ESPACES FONCTIONNELS

1.1. Introduction

Avant de parler d’ensembles petits et de rentrer dans le coeur du sujet, nous

nous devons de redéfinir les problémes sur lesquels nous allons travailler.

La majeure partie de ce qui suit a pour but de déterminer quelle régularité
ponctuelle peut s’obtenir de fagon prévalente dans les espaces de Sobolev. Pour
plus de clarté, nous allons donner ici les cadres mathématiques et les outils que

nous utiliserons dans la suite.

1.2. Notions de régularité

Dans ce qui suit, nous nous placons dans R?. Dans cette partie, nous allons
regarder différentes notions de ce que 'on appelle la régularité de fonctions. Dans
un premier temps nous allons voir la notion classique de régularité Holdérienne
et de régularité ponctuelle. Dans un second temps, nous définirons les espaces

fonctionnels dans lesquels nous travaillerons.

Commencons par définir les espaces de Holder homogeénes.

Définition 1.1. — Soit a > 0. Une fonction f : RY — R appartient @ C’Q(Rd)
s’il existe une constante ¢ > 0 et un polynome P de degré inférieur a [a] tels que

pour tout x,y € RY,
(1.1) |f (@) = Pz —y)| < clz —y|"

On va par ailleurs définir la régularité ponctuelle & partir de cette notion. La
régularité ponctuelle d’une fonction autour d’'un point x, se mesure a l'aide de

I’exposant de Holder ponctuel.
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Définition 1.2. — Soit o € R? et soit a > 0. Une fonction localement bornée
f:RY— R appartient & C*(xq) s’il existe une constante C > 0 et un polynéme P

de degré inférieur a [a] tel que sur un voisinage de xo,
(1.2) [f(x) = P(z)] < Clz — x|
L’exposant de Hélder de f en xq est

hy(xo) = sup{a: f € C%(x0)}-

Dans les applications, 'utilisation de I’exposant de Holder permet la classifica-

tion de certains types de signaux.

Il posséde cependant certains inconvénients. Tout d’abord, méme si dans la
définition, il n’est pas nécessaire que la fonction soit continue, en pratique la
caractérisation de cet exposant a l'aide d’ondelettes nécessite un minimum de
régularité Holdérienne uniforme, comme nous le verrons dans la proposition 1.3. Il
faut aussi remarquer que cet exposant ne prend pas en compte le comportement
oscillant de la fonction au voisinage du point étudié. Ainsi, pour x = 0, on voit
que des comportements de type "cusp" en z — |z|* ou des fonctions oscillantes

comme x +— |z|*sin(1/z) ont le méme exposant de Holder ponctuel.

De plus cet exposant peut étre trés instable. On peut en effet construire des
fonctions qui soient continues et dont 'exposant de Holder est partout discontinu,
[41]. Dans le cadre de I'analyse multifractale, ¢’est d’ailleurs le genre de fonctions
que l'on rencontre fréquemment. En pratique on considére que 'information per-
tinente que l'on cherche a extraire d’un signal n’est pas la valeur prise en chaque
point par I’exposant de Holder mais seulement les dimensions de ses ensembles de

niveau. D’ou la définition suivante.

Définition 1.3. — Soit f une fonction de R? dans R. On note Eg = {x :
hy(z) = H} Uensemble des points ou exposant de Hélder vaut H (remarquons
que H peut prendre la valeur +00). Le spectre de singularité de f (noté d(H)) est
Uapplication qui a H associe la dimension de Hausdorff de Ey.

Le support du spectre de singularités est ’ensemble des valeurs finies H qui sont
des exposants de Hélder de f.

Une fonction f est dite multifractale si le support de son spectre de singularités

n’est pas réduit a un point.

Pour que cette définition soit compléte, rappelons ce qu’est la dimension de

Hausdorff et comment nous 'utiliserons par la suite, cf [28].
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Définition 1.4. — Soit E un sous ensemble de R? et s > 0. V5 > 0 on définit

H3(E) = inf {Z | diam(U;)|° = {U;} est un recouvrement de E tel que diam(U;) < (5}

=1

H*(E) = lims_o H3(E) est la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de E.

Cette mesure s-dimensionnelle est décroissante en s. De plus, elle vérifie les
propriétés suivantes. Si H*(F) > 0 alors Vs' < s, H* (E) = oo et si H*(E) = 0,
Vs' > s, H*(E) = 0. 1l existe alors une valeur critique de s pour laquelle H* passe
de 400 a 0, c’est la dimension de Hausdorff de E.

Remarque : Si F est un borélien de R? alors il existe une constante c¢; > 0 telle
que
HYF) = cqgvol*(F).

Définition 1.5. — Soit E C R%. La dimension de Hausdorff de E est

(1.3) dimy(E) = sup{s, H*(E) = oo} = inf{s, H*(E) = 0}.

Une généralisation de 'exposant de Holder ponctuel est donnée par le module

de continuité d’une fonction.

Définition 1.6. — Soit o € R Soit f : R? — R continue en xo. Soit 0 une
fonction strictement croissante, continue de R™ dans RT et vérifiant les conditions

suivantes :
0(0)=0

(1.4)
AC >0 6(2z) < CO(x).

Alors 0 est un module de continuité de f en xo si il existe une constante ¢ > 0

et un polynome P tels que, dans un voisinage de xg
(1.5) |f(z) = Pz — x0)| < cf(|z — xo]).

6 est un module de continuité uniforme si Uestimation (1.5) a lieu pour tout xq et

st la constante ¢ ne dépend pas de xq.

Cette notion de module de continuité est en fait une généralisation de la notion
de régularité Holdérienne. En effet, si 'on prend 6(x) = |z|* est un module de
continuité pour une fonction f, alors on vérifie aisément qu’on peut prendre P de

degré inférieur a « et la condition (1.5) se raméne donc a f € C%(xy).
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Si I'exposant de Holder sera le principal objet d’étude dans la suite, d’autres
notions de régularité seront aussi utilisées. Tout d’abord, regardons I'exposant de
Holder local, défini par S. Seuret et J. Levy-Vehel dans [88].

Définition 1.7. — Soient xy € R fizé et f : R — R. Soit (O;)icr une famille

décroissante d’ouverts telle que NO; = {xy}. Posons
(1.6) ay(zg) = sup{y(0;) : i € I},
o ay(O) =sup{s: f € C5(0)}.

Nous verrons par la suite que dans le cas des fonctions multifractales, les en-
sembles de points ayant une certaine régularité sont le plus souvent des ensembles
denses de mesure de Lebesgue nulle. Une étude locale ne permet donc pas de les
distinguer. L’exposant de Holder local donne quant a lui une information locale
sur le comportement uniforme de la fonction. Par conséquent dans ce cas il fournit
moins d’informations que I'exposant de Hélder ponctuel. Nous verrons d’ailleurs
dans la partie 3, que dans le cas d'une fonction multifractale, il peut étre partout
constant, contrairement a ’exposant de Holder ponctuel.

Un autre exposant que nous étudierons par la suite est le p-exposant de
Calderon-Zygmund, définis dans [19].

Définition 1.8. — Soit p € [1,00], une fonction f : R — R appartient
LP (RY) si pour tout compact K de R?, f € LP(K).

loc
Définition 1.9. — Soit p € [1,00] et u > —g. Soit f € LI .. On dit que f

appartient o TP(xq) sl existe un réel R > 0, un polynome P de degré inférieur ou

€gal a la partie entiére de u + % et ¢ > 0 tels que si p < 00 :

1 1/p
(1.7) Vp<R: (—d/ |f(z) — P(x)lpdx) < cp
P~ Jlz—zo|<p
et pour p = o0
(1.8) Vo< R: sup |f(z) — P(x — x0)| < cp™.
lz—z0|<p

On définit le p-exposant de f en zo par u(zo) =sup{u: f € TF(xo)}.

Remarque :
— Le polynéme P est unique. C’est le polynéme de Taylor (généralisé) de f en
x.
— La condition f € L7  entraine que si (1.7) est vraie pour R > 0 donné, elle
est vraie pour n’importe quel R’ > 0.
— Si f appartient & C"(x), alors, Vp > 1, f appartient & TP(x).
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Remarque :
— L’exposant correspondant a p = oo est 'exposant de Holder usuel.

— Comme les fonctions de L?

.. appartiennent a 7" , (), le p-exposant est tou-

jours supérieur a —d/p. ’

Cet exposant offre de multiples avantages par rapport a ’exposant de Holder, et
nous en ferons une étude détaillée par la suite. Il faut tout de méme remarquer que
comme pour ’exposant de Holder, il est trop instable pour permettre une étude
directe. C’est pourquoi, nous utiliserons plutot par la suite le p-spectre, d,(u), qui
correspond & 'application qui & u associe la dimension de Hausdorff de ’ensemble

des points ou le p-exposant vaut u.

Définition 1.10. — Soit p > 1. Pour toute application f : R? — R on appelle

spectre TP ou p-spectre, 'application :

(1.9) dy(u) = dimy ({z € R? tel que u'h(x) = u}).

1.3. Les ondelettes

Dans les démonstrations que nous allons faire, I'outil de base est la décomposi-
tion en ondelettes de fonctions ou de distributions. Une base d’ondelettes est une
base orthonormée de L?(R?) ayant une localisation optimale dans le plan temps-
fréequence. Grace aux ondelettes, nous obtenons en effet des conditions simples
qui permettent d’estimer la régularité ponctuelle ainsi que sur l'appartenance
de fonctions a certains espaces fonctionnels. Rappelons donc ici la définition des
bases d’ondelettes.

Historiquement, les bases d’ondelettes remontent aux travaux de Haar [34] et
de Stromberg [92]. Largement utilisées ensuite en traitement du signal elles offrent
I’avantage, par rapport a ’analyse de Fourier, d’étre bien localisées en temps et
en fréquence. Elles permettent également de "voir" directement sur les coeffi-

cients les singularités des fonctions, ce que ne permet pas la transformée de Fourier.

Commencons par définir une analyse multirésolution, voir |24, 64, 75|.

Définition 1.11. — Une analyse multirésolution sur R? est une suite (V;);ez de
sous-espaces de L*(RY) qui vérifie les conditions suivantes :

~ Pour tout j € Z, V; C Vj41.

— f(z) €V} si et seulement si f(2x) € V.

B mjeZ V; ={0}.

B UjeZVj = L*(RY).
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— Il existe une fonction g € Vy telle que la famille des g(x — k)yega forme une
base de Riesz de Vj.
On parle d’une analyse multirésolution r-réguliere si la fonction g est C" et si les

0%g, pour |a| <1 sont & décroissance rapide.

Intéressons nous maintenant a la fonction g donnée dans la derniére propriété de
la définition précédente. A partir de cette fonction, on peut construire une fonction
d’échelle ¢, telle que les (p(z — k))peze forment une base orthonormée de V4. De
plus la fonction ¢ est aussi réguliére que g et ses dérivées sont aussi a décroissance
rapide. Une ondelette 9 est alors obtenue, |24, 75, 64| a partir de la fonction ¢.
Comme V; C Vj;1 dans un espace de Hilbert, il existe W}, supplémentaire ortho-
gonal de V; dans V},;. On construit alors 2¢ — 1 fonctions (/w(i))i:l’mgd appartenant
a W; telle que les 29/2{¢))(20x — k)}cga i1, o4 forment une base orthonormée
de W;. Ces fonctions 1 sont les "méres" des ondelettes. Si I’analyse multirésolu-
tion est r-réguliére, ces "méres" vérifient les propriétés suivantes, développées dans
[75].

1. Quelque soit i = 1,...,2%, ©@ est C", et ses dérivées 0% sont a décroissance

rapide.

2. Elles ont au moins » > 1 moments nuls.

En utilisant le fait que I'union des V; est dense dans L*(R?) et que I'on passe de
I'un a Pautre par dilatation, on obtient finalement que les {2%/2¢™)(27x — k); j €
Z,k €Z%i=1,..,2¢ — 1} forment une base orthonormée de L*(R%).

Une fonction f appartenant a L*(R?) peut alors se décomposer sous la forme

(1.10) f=> i

i7j7k

ol wj(z,)g =D (2x — k) et

(1.11) o) =24 9 f (@) (z)dz.

Remarquons que si nous avions utilisé la normalisation L?(R?) dans la définition
des coefficients un facteur 2%/2 serait apparu. Celui-ci étant génant par la suite,
nous utilisons donc une normalisation L>(R?) dans les ondelettes dans (1.10)

pour éliminer ce facteur.

Pour simplifier les notations, nous "oublierons", quand il ne peut y avoir de
confusion, I'indice i. De plus, nous noterons parfois A = {x : 272 — k € [0,1]%}
le cube dyadique de volume 2~% indexé par le couple (j,k) et cy le coefficient

d’ondelette correspondant. Nous noterons aussi parfois A ’ensemble des cubes
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dyadiques et A; I’ensemble des cubes & I'échelle j.

Donnons un exemple de base d’ondelettes avec la base de Haar. La meére des
ondelettes de cette base est donnée par ¢ (z) = ]1[07%[—]1[%71[. Cette fonction est bien
d’intégrale nulle. De plus, les translatées, dilatées (2//21)(2/z — k)) ez ke forment
une base orthonormée de L*(R).

Dans la suite, nous utiliserons aussi une base pouvant s’apparenter a une base
d’ondelettes, a savoir la base de Schauder. Ici la “mére” n’a pas de moments nuls
et n’engendre pas de base orthonormée (ou en tout autre sens) de L*(R). La “mére”

est la fonction A, de support [0, 1] et donnée par :

(1.12) Az) = ! nr=a

1 —2x sinon

Graphiquement, cette fonction correspond a une "tente" sur [0,1]. La base
de Schauder est alors construite en prenant les translatées et les dilatées de cette
fonction, A = A(272—k). La décomposition d'une fonction f continue sur [0, 1] et
nulle en 0 et en 1 se fait sur cette base de maniére simple en prenant les différences

secondes de la fonction. Plus explicitement :

f:ZCj,kAj,k ou c¢jp=2f <k+2—31/2) -/ (2%) —f (k;l)

La série converge uniformément vers f, cf [24]. Nous aurons aussi besoin de ma-
jorer la norme dans (C([0,1]), ||.]|s) & I'aide de la décomposition dans la base de
Schauder.

Lemme 1.1. — Soit f une fonction quelconque de (C([0,1]),||.|) et nulle en 0

et en 1. Alors :

(1.13) [ flloe < ZS%P |5k
j
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Démonstration : Soit f(x) = >_; > ¢jxljx(z), une fonction continue. Dans ce

cas,

£ llse = 1D 2D " cinhinlloo
ik
< sup (ZZ|CJ,k||AJk )

z€[0,1]

< sup (ZSUP!%IZIAM )

xz€(0,1]

< sup Z <SUP|Cyk|>

z€[0,1]
< Zsup]cjﬂ
=k
car Y , A(27zx — k) < 1. O

Nous allons voir maintenant que la localisation en temps et en fréquence des

ondelettes donne certaines conditions sur la régularité ponctuelle.

1.3.1. Ondelettes et régularité ponctuelle. — Dans la suite, nous suppo-

serons en général que les ondelettes 1)) sont dans la classe de Schwartz.
Regardons tout d’abord comment la régularité holdérienne de fonctions peut
étre caractérisée par des conditions sur les coefficients d’ondelette, [73].

Proposition 1.1. — Soit a > 0, une fonction [ appartient a C*(RY), espace

de Holder homogene, si et seulement s’il existe ¢ > 0 telle que pour tout 7, k,@ :
(1.14) )] < e,

La régularité ponctuelle d’une fonction nous donne la condition suivante sur les
coefficients d’ondelette [40].

Proposition 1.2. — Soit 79 € R%. Soit f: R? — R. Si f appartient ¢ C%(xy),

il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout 5, k.1 :

(1.15) | < 27 (1 + (202 — k).

Dans la suite nous dirons aussi qu’une fonction f est (c,«) réguliére si elle vérifie

léquation (1.15) pour un ¢ fizé.

Meéme si nous ne 'utiliserons pas par la suite, il est bon de noter, voir [40] que

cette proposition n’est pas une caractérisation.
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Proposition 1.3. — Soit x € RY fizé. Soit f : R — R une fonction bornée dont

les coefficients d’ondelette vérifient :

Je>0, Vi k |ejpl <27 (14 |27z — k|)*
et si de plus il existe un € > 0 tel que f € C°(RY), alors il existe ¢ > 0 tel que
(1.16) vy e R [f(z) = f(y)] < el —y|*log(lz —y[ ).

Cette proposition montre en fait qu’il y a une perte de régularité logarithmique
quand on passe de la condition sur les coefficients d’ondelettes a I'étude de

I’exposant de Holder ponctuel d’une fonction.

Reprenons 'équation (1.15). Dans [41], S. Jaffard prouve que si la fonction est

au moins C¢(R?) pour un ¢ > 0 nous avons :

L log |¢; ]

1.17 he(xg) = lim inf : 2 —
( ) f< 0) (j,k277)—(+00,x0) 1Og(2_J + |$0 — kQ_JD
Définition 1.12. — Soit vo € R%. On appelle cone d’influence au dessus de x
et de taille L > 0 [’ensemble, noté IC, (L), des couples (j, k) tels que

k L

— — X9 S -

27 27

Grace a cette définition, nous pouvons énoncer ce corollaire de la proposition
1.2.

Lemme 1.2. — Soient f € L®(R?) et zo € RY. Si f est C%(x), il existe C'(L)
tel que, dans le cone dinfluence de taille L au dessus de x,
lejel < C'(L)27
ot, C'(L) depend seulement de L et de l’ondelette choisie.
Une autre fagon d’utiliser le cone d’influence pour obtenir une idée de la régu-

larité ponctuelle d’une fonction a ’aide ses coefficients d’ondelette est d’utiliser les

"wavelets leaders".

Définition 1.13. — Soit f : R — R une fonction de coefficients d’ondelette

cjk- Pour zg € R? fizé, on note

(1.18) dj(xo) = sup [
525, (7' ) €Ky (2)

Proposition 1.4. — Soit f € L®(R?) et a > 0. Si f appartient & C%(xq) alors

il existe ¢ > 0 tel que

(1.19) Vi>0 di(zg) < c27%.
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Réciproquement, si il existe € > 0 tel que f € C°(RY) et si f vérifie (1.19) alors f

appartient & C (o) pour tout o/ < a.

Un module de continuité est une généralisation de I'exposant de Holder ponc-
tuel. Par conséquent, il est naturel de chercher une caractérisation par ondelettes
du module de continuité de la méme fagon que nous avons regardé la régularité
ponctuelle a 'aide des ondelettes. Cette caractérisation est donnée par la proposi-

tion suivante, [50] :
Proposition 1.5. — Soit f : R? — R. Si 0 est un module de continuité pour f

en xo alors :

, k
(1.20) Je>0 Vi, k lejrl <c (9(2_3) + 0(|zo — 555 )) :

Un autre résultat qui va nous étre utile est celui-ci, [50], concernant la régularité

uniforme.

Définition 1.14. — Soient f :R? =R et 0 : R — R*. Si la fonction 0 vérifie :
1l existe un entier N > 0 et une constante ¢ > 0 tels que VJ >0 :

% 2Nig(27) < 2N79(2)

(1.21) T

ST 20 DIg(277) < 2N+ (277
et
(1.22) Je>0 Vi k el < ch(277)

alors 0 est un module de continuité régulier pour f.

Typiquement, la fonction §(z) = 2™ n’est pas un module de continuité régulier.
En effet, si n est un entier, la premiére condition de (1.21) implique qu’on doit
prendre N tel que n > N et la deuxiéme que n < N+1. Par contre, en utilisant une
légére correction, du type 6(z) = z™log(z)®, on obtient un module de continuité
régulier.

Nous verrons dans la suite que quand on a un exposant de Holder prévalent, «,
on n’a pas de module de continuité plus "grand" que 6(h) = |h|* pour un ensemble

prévalent de fonctions.

Proposition 1.6. — Soit f =) cj;x une fonction de B?, et s—% > 0. Soit

0 un module de continuité réqulier vérifiant
(1.23) Vji>0  suplejil <0(277).
k

Alors 0 est un module de continuité uniforme de f.
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Disons maintenant quelques mots sur la caractérisation en ondelettes du p-
exposant de Calderon-Zygmund de la définition 1.9. Nous allons voir comment la
condition d’appartenance a des espaces TP peut étre liée a des conditions sur les
coefficients d’ondelette.

Pour cela, nous utiliserons les espaces Xj;)s/’p’q, qui sont des espaces de Besov a
poids.

Définition 1.15. — Soient s,s" des réels et p et q des réels positifs. Une distri-

bution tempérée [ appartient a Xj;f/’p’q st ses coefficients d’ondelette vérifient

(1.24) > o(s=5)ai (Z lealP(14 |k — zjx0|)s’fv> < +oo.

JEZ kezd

Les espaces X2*P7 ont été introduits par Meyer et Xu dans [77, 95] dans
le but d’étudier localement les comportements oscillants. Dans plusieurs cas, ils
coincident avec des espaces classiques.

- Sis =0, Xjf?p’q est indépendant de x( et coincide avec I'espace de Besov
By
— Si p=q =400, la condition (1.24) devient

sup  2%|¢j .| (1 4 |k — 2220)* < o0.
JEZ,keZA
Ce qui signifie que X:*»°>> coincide avec I'espace deux-microlocal C** (z).
Remarquons que nous avons déja rencontré une condition de ce type. En effet,
(1.15) est la condition deux-microlocal C*~%(z).

Ces espaces ont une version locale définie de la facon suivante.

Définition 1.16. — Une distribution tempérée [ appartient a Xjas,’p’q s’il existe
A >0 tel que

B

Y oleia Do e+ [k —2m|) 7 | < +oo.

Jj=0 |k—27 zo| < A27

/ . . /
Les espaces X 77 et leur version locale X4

ne dépendent pas de la base
d’ondelettes choisie, |77, 95|. Le théoréme suivant de |71] montre que la régularité
TP(x) est liee a ces conditions.

Théoréme 1.1. — Soientp>1,5>0, 20 ER% et f € L?

loc®

1. Si f appartient a ng)_s’p’l, alors [ appartient a Tf_g(:co).
p
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2.8 f € Tf_g(xo), alors AA,C > 0 tels que les coefficients d’ondelette de f

vérifient

(1.25) 3C v PN elP(L 4 [k = 20m]) P < C

|k—2d | < A27

Soit p > 1, et f € LV ; pour A suffisamment petit, on pose

(1.26) E?(& A) — 9i(sp—d) Z |cj,k]p(1 + ]k — QJxO’)fsp
|k—2i 30| < A23
et
log (X2 (s, A)/P
(1.27) ip(x0) = sup {s . lim inf —2 (—;(log 2) ) > O} .

Le théoréme suivant de [71] montre que le p-exposant peut se déduire des coeffi-
cients d’ondelette.

Théoréme 1.2. — Soit f € L pour un p > 1; alors

loc
1. iy(xo) est positif et indépendant de A et de la base d’ondelette choisie;

2. [linégalité sutvante est toujours vraie

) d

(1.28) u'h (o) < ip(wo) — 2—9;
3. s’il existe 0 > 0 tel que f € Bg’p, alors

, d

(1.29) uli (o) = ip(0) — .

Les espaces fonctionnels dans lesquels nous travaillerons pas la suite sont les

espaces de Sobolev et de Besov. Voyons alors leur caractérisation en ondelettes.

1.3.2. Ondelettes et espaces fonctionnels. — Dans la suite, nous travaille-

rons essentiellement dans les espaces du type Sobolev ou Besov.

Commencons par donner les définitions des espaces de Sobolev que ’on trouve
dans [2].

Définition 1.17. — Soients € Ret 1 < p < oo. Alors f appartient a l’espace de
Sobolev non homogéne LP* si la distribution g définie par §(€) = (14 |€]2)¥/2f(€)

est une fonction de LP.

Les espaces de Sobolev, LP*® ont la caractérisation suivante en terme de coeffi-
cients d’ondelette, voir [73]. Sil <p<ooet s> 0:

1/2
(1.30) feL & <Z leal? (1 + 4j5)]l,\(:z:)> € LP(RY),

A€A



1.3. LES ONDELETTES 21

ou 1,(x) est la fonction indicatrice du cube dyadique A et A est I'ensemble de tous
les cubes dyadiques.

Comme nous le montre I’équation (1.30), étudier 'appartenance de fonctions a
ces espaces de Sobolev a I'aide de coefficients d’ondelette est relativement malaisé
du fait de la présence de normes LP. C’est pourquoi ce sont en général les espaces
de Besov que nous utiliserons. Ils présentent en effet 'avantage d’avoir une caracté-
risation en ondelettes plus simple. De plus, contrairement aux espaces de Sobolev,
les espaces de Besov sont bien définis pour 0 < p < 1, ou ils forment encore des
espaces métriques complets et séparables mais ils ne sont pas localement convexes.
Dans [74], on trouve la caractérisation suivante des espaces de Besov homogeénes,
que nous prendrons comme définition (on vérifie que cette caractérisation ne dé-

pend pas de la base d’ondelettes choisie)

Définition 1.18. — Soient s € R, 0 < p < 00 et 0 < q < o0. Alors [ =
> ¢ty appartient o By9(RY) si :

1/q

RS2

s—2y); b
¢ 2077

(1.31) > >

JEZ \ke{0,..21-1}d

< OQ.

De méme, on définit pour ¢ = oo l’espace B;’W(Rd) par :

(1.32) de > 0 tel que Vj € Z Z |c;x[P20P 0 < ¢,
kezd

Et pour p = oo 'espace B54(RY) est donné par :

(1.33) dc > 0 tel que Z sup |c;12%] < c.

jez kezd

Comme on peut le vérifier dans [94], si 1 < p,q < oo ces espaces de Besov sont
des espaces de Banach séparables, cf [84]. Si p = oo ou ¢ = ¢ ils ne sont par
contre pas séparables. Dans le cas ot p < 1, (1.31) ne définit plus une norme mais
une quasi-norme dans le sens ol 'inégalité triangulaire n’est plus vérifiée qu’a une

constante prés. C’est a dire qu’il existe ¢ > 0 telle que

vfuq € qu? ”f +g| By < C(Hf’

On peut cependant définir une métrique sur cet espace pour laquelle il soit complet.

By + 119l Bg).
Plus exactement, si 'on prend f,g € B;?, de coefficients d’ondelette respective-

ment c¢;, et d;x, comme dans [24], on définit la distance d entre f et g par :

min(p,q)

q
P q

(1.34) dif.a) =30 S e — dp)2t

Jj20 \ke{0,...,27 -1}
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oun0<p<l1l,seRet0<q<oo. Pour ¢ = 0o, on définit de la méme maniére :

p

di(f,g) = | sup Z |(Cj,k; _ dj7k)2(s*%)j’p

] > .
320\ keqo,... 29 —1}4

Proposition 1.7. — Soient 0 < p <1, s € R et 0 < q < oo. L’application d

donnée par (1.84) définit bien une distance sur By

Démonstration : Le seul point non trivial & montrer ici est I'inégalité triangulaire.

Pour démontrer ce point, nous prenons trois fonctions f = > ¢;x¥jk, ¢ =
S djpbjx et h = 3 d;xt; et nous comparons d(f,g) et d(f,h) + d(h,g). Dans
un premier temps traitons le cas 0 < ¢ < p < 1. Dans ce cas,

g

P

d(f,9) =3 Y e — dju)2 2P

§>0 \ ke,

Remarquons qu’ici p < 1 et 0 < 4 < 1. Donc, comme se sont des séries a termes
p b

positifs, pour montrer ce résultat, il suffit de montrer que :
D (ai+b) <Y aj+ 3 Y,
Jj=0 Jj=0 Jj=0
pour r < 1 et ot les suites (a;); et (b;); sont positives et » . ,aj converge.
Autrement dit, il suffit de montrer que :
(a+b)" <a +0"
En posant s = % > 1, a = x° et b = y°, cette inéquation se rameéne A :
®+y < (z+y)’

ce qui est donné par la décroissance des normes [°.

On applique ce résultat une premiére fois & r = p et a; = |(¢;x — dj7k)2(s_%)j|p,
~ d - dy
b; = |(d;—d; )2 ) |P. Puis, on prend r = Letaj =3 e |(cin —d; )2 P,

~ d -
bj = Zke/\j [(djx — dj,k)Q(S_E)]\p. On obtient ainsi que d est une distance.

Traitons maintenant le cas 0 < p < ¢. Dans ce cas, d est définie par :

N
P

d(f.9) = | ST e — dya)2=—2pp

720 k)E)\j
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s—4y5
On pose r = £ > 1, a; = 30y [(ein — dip)2C WP et by = S0, |(djn —
dﬁk)z(s—%wp. Vérifier I'inégalité triangulaire pour la distance d telle qu’elle est

notée ci-dessus revient alors a montrer que :

(Z ja; + bjr") " < (Z rajv) N + (Z rbjr) " _

J20 7>0 §>0
Or l'inégalité précédente n’est autre que l'inégalité triangulaire pour la norme ["
pour r > 1. Elle est donc vérifiée et on obtient que d est une distance dans tous
les cas. a

1.4. Injections entre les différents espaces fonctionnels

Rappelons maintenant les différentes injections que nous avons entre espaces
de Besov. Cette proposition est issue de [90].

Proposition 1.8. — Soient so € R, 0 < pg, qo, < 00.
Sip<po:

(1.35) B (RY) — Byo®(RY).
Sip>py et sg<s:

(1.36) Byr®(R?) = By®©(RY)  sis— 9 =55~ L.

Rappelons aussi le théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz, voir [94].

Proposition 1.9. — Soient 1 < pg,qo,p1 < 00, 1 < ¢4 < o et 59,51 > 0. Si

[ e B (RY) N B (RY), alors f € ByU(RY) deés que s = aso+ (1 — a)sy o

1 « 11—« 1 [} l—«
l_oloa gyl _ayla
p Po + p1 q q0 + q1

Les propositions suivantes rassemblent les liens qui existent entre les espaces

de Besov et les espaces fonctionnels classiques.

Proposition 1.10. — Soient 0 < pg,qo < 00 et s > 0. Alors : Si sg — pio > 0,
d
Bion(RA) — ™7 (RY).

Si so — pio =0 et 0<qo <1, alors B> (R?) — C(R).

Pour finir, regardons les injections entre espaces de Sobolev et espaces de Besov.
Proposition 1.11. — Soient p > 1 et s > 0. Alors :
(1.37) By'(RY) — L*P(R?) — By>(R%)
De plus, pour tout 0 < g < oo et quelque soit € > 0,

(1.38) By URY) — L*P(RY) — ByT4(RY)
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Grace a la théorie des ensembles petits que nous développerons dans le chapitre
suivant, nous allons étudier les problémes de régularité a I'aide des outils que nous

venons de définir.



CHAPITRE 2

LES ENSEMBLES PETITS EN ANALYSE

2.1. Introduction

Dans un espace vectoriel de dimension finie, on dit qu’une propriété est vérifiée
presque partout quand l’ensemble des points ou elle ne I'est pas est de mesure
de Lebesgue nulle. Cette notion est trés utilisée pour étudier certaines propriétés
n’ayant pas de caractére global. Le role privilégié tenu par la mesure de Lebesgue
dans cette définition est justifié par le fait que c’est la seule mesure o-finie et inva-
riante par translation. Dans un espace localement compact, une mesure vérifiant
ces propriétés de la mesure de Lebesgue est appelée une mesure de Haar. Mais dans
un espace métrique de dimension infinie, notamment dans les espaces de Banach
séparables il n’existe pas de mesure possédant ces propriétés. Pour voir cela, nous

utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. — (Riesz) Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé de dimension

infinie. Soit M un sous-espace fermé propre de E. Alors :

Ve >0 dz. € E tel que ||x.|]| =1 et ing/[ |lze —m]| >1—e.
me

Rappelons la démonstration de ce théoréme.

Démonstration : Soit y € X\M. Comme M est fermé, dist(y, M) = inf,,ens ||y —

m| = a > 0. Soit 0 <& <1 fixé, comme %= > a, il existe m. € M tel que

8}
1—¢

ly —mell <
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En renormalisant le vecteur y —m., on obtient un vecteur x. de norme 1 et tel que
VYm e M :

loe = mll = 2=~ m]
ly —m.|
_ Hy — me — m(|ly — mel]) H
”y - ms”
= H H oum=m.+m(|ly—m.|) e M
IIy me|
> T
ly — msH
>1—c.
U
Grace a ce théoréme, nous pouvons démontrer le résultat suivant, [39].
Proposition 2.1. — Dans un espace de Banach séparable de dimension infinie,

il n’existe pas de mesure non nulle o-finie invariante par translation.

Démonstration : Supposons qu’il existe une mesure i possédant une telle pro-
priété. Elle vérifie alors que toute boule ouverte est de mesure infinie. Dans le cas
contraire, il existerait ¢ tel que la boule B de rayon ¢ soit de mesure finie. L’es-
pace étant séparable et de dimension infinie, on peut recouvrir cette boule par une
infinité de boules disjointes de rayon ¢/4.

L’existence de ces boules est une conséquence du théoréme de Riesz. En effet, soit
ro € X non nul tel que |lzol| < 1 et Vo = Vect({zo}). D’aprés le théoréme de
Riesz, en prenant ¢ < 3, il existe alors un vecteur z; € X\V; tel que [|z,] =
et dist(zq, Vo) > 5. De méme, si xg, ..., T, sont construits, en appliquant encore
une fois ce théoréme on peut trouver un vecteur x,.; tel que ||z,41]] = 1 et
dist(z1,Vy,) > 5 ou V,, = Vect({zo, z1,..,x,}). On obtient ainsi une suite infinie
d’éléments de B(0,1) telle que les boules B(x,, ) soient disjointes.

Si o est invariante par translation, ces boules ont toutes la méme mesure et
la somme infinie de ces mesures est finie, elle est donc nulle. Comme 'espace est
séparable, B peut étre recouvert par des boules de rayon /4, et sa mesure est elle
aussi nulle.

(I

Dans [33|, Gelfand montre méme que dans un espace de Banach séparable
de dimension infinie, on ne peut pas trouver de mesure “quasi-invariante”, c’est a

dire, de mesure o-finie et positive p vérifiant la propriété suivante :
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Pour tout A borélien de X,
p(A) =0= pu(A+x)=0 Vr e X.

On ne dispose donc pas dans ces espaces de notion naturelle de presque par-
tout invariante par translation. Il serait pourtant intéressant d’obtenir ce type de
propriétés afin de caractériser certains comportements. C’est notamment ce qu’on
aimerait faire quand on s’intéresse a ’ensemble des fonctions continues nulle part
dérivables. On sait que de telles fonctions existent, comme la fonction de Weiers-
trass. Cependant, cette absence de régularité est-elle due a certaines propriétés
particuliéres, ou cet ensemble de fonctions correspond-il a “presque toutes les fonc-
tions continues” 7 Une premiére réponse a cette question a été fournie par d’autres
types de notions de généricité. On utilise notamment des propriétés purement to-

pologiques, et plus particuliérement le théoréme de Baire que nous rappelons ici.

Théoréme 2.2. — (Baire) Soit X un espace métrique complet. Soit (F,,)nen une
suite de fermés d’intérieur vide. Alors l'union des F, est aussi d’intérieur vide.

Dans ce cas, F' =, oy Fr est dit de premicre catégorie.

Plus généralement, on dit qu’un ensemble est de premiére catégorie quand il
peut s’écrire comme une union dénombrable de A, ou pour tout n, A, est inclus
dans un ensemble fermé d’intérieur vide. Cette propriété correspondrait & une
idée de “petit” dans les espaces métriques complets. On parle aussi de propriété
quasi-stire quand elle est vérifiée sur un ensemble dont le complémentaire est de
premiére catégorie. Cependant, étant de nature topologique, ce théoréme ne donne
aucune information sur la mesure d’un tel ensemble. C’est d’autant plus génant
que méme en dimension finie certains ensembles de premiére catégorie peuvent
étre de mesure non nulle, voire avoir un complémentaire de mesure nulle. Nous

allons voir un tel ensemble dans la partie 2.3.1.

Avant de définir les classes d’ensembles qui vont nous intéresser tout au long
de ce chapitre, nous allons donner les propriétés indispensables qu’elles devront

vérifier.

Définition 2.1. — (Propriété H,)
Soit X un espace métrique. On appelle classe un ensemble d’ensembles.
On dit qu’une classe C définie sur X est un o-idéal si :
- VB CA, si AeC alors B €C.
— Soit (An)nen une suite d’éléments de C, alors l'union des A, appartient aussi
acC.
Nous dirons qu’une classe vérifie Hy si elle forme un o-idéal et si tous les éléments

de cette classe sont d’intérieur vide.
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Proposition 2.2. — La classe des ensembles de mesure nulle de R™ vérifie la

propriété H.

Proposition 2.3. — Soit X un espace métrique complet. La classe des ensembles

de premiére catégorie dans X vérifie la propriété H.

Démonstration : De la méme maniére que dans la proposition précédente, dans
la classe C des ensembles de premiére catégorie, les ensembles sont d’intérieur vide
d’aprés le théoréme de Baire. Par définition, C est stable par union dénombrable. De
plus cette classe est stable pour 'inclusion. En effet, si A est de premiére catégorie
et B C A alors A peut s'écrire A =, A, et int(A,) = 0 pour tout n € N. Donc
B=,(A,NB) C, A, et pour tout n, int(A4, N B) = int(A,) Nint(B) = 0.

O

L’autre propriété qui nous intéresse et qui est a la base de la théorie que nous

allons développer maintenant est donnée par la définition suivante.

Définition 2.2. — (Propriété Hsy) Soit X un espace vectoriel métrique complet.
On dit qu’une classe A vérifie la propriété Hy si elle est invariante par translation

et par dilatation.

Une fois encore, la classe des ensembles de mesure nulle au sens de la mesure

de Lebesgue, et la classe des catégories de Baire vérifient la propriété Ho.
Pour pallier le fait qu’il n’existe pas de mesure de Haar en dimension infinie,
une autre définition, mise en évidence par Christensen [22] et par Hunt, Sauer et
Yorke [39], est celle d’ensembles Haar-nuls. Cette propriété est liée directement a

la théorie de la mesure.

2.2. Définitions et premiéres propriétés

2.2.1. Les ensembles Haar-nuls. — Avant de passer au vif du sujet, rappelons

la définition d’un espace polonais.

Définition 2.3. — Un espace vectoriel topologique X est polonais s’il est mé-

trique, complet et séparable.
On définit un ensemble Haar-nul, voir [39], par :

Définition 2.4. — Soit X un espace vectoriel métrique complet. Un borélien B

de X est dit Haar-nul s’il existe une mesure de Borel j telle que

(2.1) dK C X compact tel que 0 < p(K) < o0
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(2.2) Vee X pu(B+zx)=0.

Dans ce cas on dit que la mesure p est transverse a B.
Un sous-ensemble de X est Haar-nul s’il est contenu dans un borélien Haar-nul.

Le complémentaire d’un ensemble Haar-nul est un ensemble prévalent.

Remarque :

— La définition des ensembles Haar-nuls de [22] est donnée dans le cadre des
espaces polonais. Dans ce cas 'hypothése (2.1) est automatiquement vérifiée.
En effet, si I'espace est séparable, le théoréme de Prohorov (théoréme 2.8)
permet d’affirmer que toute mesure est tendue, et il existe un compact sur
lequel elle est positive.

— Suivant les références, la terminologie liée a la notion de prévalence change.
En effet, Christensen parle d’ensembles Haar-nuls, tandis que Hunt, Sauer et
Yorke appelle ces ensembles des ensembles timides. Ils appellent prévalent le
complémentaire d’un ensemble timide. Une propriété est dite "presque-siire" si
elle est vérifiée sur un ensemble prévalent d’éléments de X. Nous avons choisi
ici de parler d’un ensemble Haar-nul quand il vérifie les propriétés de la défini-
tion 2.4, et d’appeler son complémentaire un ensemble prévalent. Nous dirons
aussi qu’une propriété a lieu presque-partout, ou presque-siirement s’il n’y a
pas de confusion possible, quand elle est vérifiée sur un ensemble prévalent.

— Si E C 8'(R?) est un espace fonctionnel, se donner une mesure de probabilité
p sur E est équivalent a choisir un processus X;, t € R%, dont les trajectoires
sont presque surement dans E. On peut alors redéfinir la prévalence de la
facon suivante : Soit P une propriété dont on cherche & montrer qu’elle n’est

vérifiée que sur un ensemble Haar-nul de £. Notons
A={f € FE tel que P(f) est veérifiée }.

La condition u(f + A) = 0 signifie que P(X; — f) est de probabilité nulle. Par

conséquent vérifier (2.2) se raméne a vérifier que

(2.3) Vfe L, ps. Xi+ [ ne vérifie pas P.

En pratique, nous utiliserons réguliérement la définition suivante qui nous donne

un critére simple pour obtenir un ensemble Haar-nul.

Définition 2.5. — Soit X un espace vectoriel métrique complet de dimension
infinie. Un espace de dimension finie P est appelé espace sonde pour un ensemble
T C X st la mesure de Lebesque restreinte a P est transverse au complémentaire
de T. Autrement dit

(2.4) Vee X Lp(x+T° =0.
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On vérifie aisément le lemme technique suivant.

Lemme 2.1. — Soit X un espace vectoriel métriqgue complet. Pour que T' C X

soit prévalent, il suffit qu’il posséde un espace sonde.

Remarque : La mesure engendrée par un espace sonde n’est pas une mesure de
probabilité a support compact. Par contre si, dans la définition de I’espace sonde,
on restreint la mesure de Lebesgue a la boule unité de P, on obtient bien une mesure
possédant la propriété (2.1). De plus, en utilisant Pinvariance par translation, il
est équivalent de considérer comme mesure transverse la mesure de Lebesgue sur
P tout entier, ou de regarder des translations entiéres de la mesure de Lebesgue
restreinte a la boule unité de P.

Les propriétés fondamentales de la classe des ensembles Haar-nuls sont rassem-

blées dans la proposition ci-dessous et sont démontrées dans [21, 39].

Théoréme 2.3. — Soit X un espace vectoriel métrique complet.

1. La classe des ensembles Haar-nuls dans X vérifie les propriétés Hy et Ho.

2. Sidim(X) < oo, alors S est un ensemble Haar-nul si et seulement si L(S) =
0 ot L(S) est la mesure de Lebesgue de S.

3. 51 X est un espace de Banach de dimension infinie, tous les compacts de X

sont Haar-nuls.
Reprenons de [21] et de [39] les démonstrations du théoréme 2.3.

Démonstration : e Point 1 : regardons tout d’abord la propriété H;. La stabilité
par inclusion est donnée par la définition des ensembles Haar nul.

Démontrons maintenant la stabilité par union dénombrable. Pour démontrer ce
point nous allons d’abord rappeler ce théoréme sur le produit infini de mesures,

[15]. Mais pour cela, nous avons d’abord besoin de la définition suivante.

Définition 2.6. — Soit X un espace métrique complet. Une famille C de parties
de X est une algébre de Boole si elle contient X et si elle est stable par complé-
mentaire et par réunion finie.

Théoréme 2.4. — (Kolmogorov) Soit (X, An, ptn) une suite d’espaces de pro-
babilités. On se place sur lespace produit X = [[ X,, muni de ’algébre de Boole :

C = {14 X ]i[ ;Xk,x4 € fil@§¢42“.@©J4n,7lEfF§*}

k>n+1
Et on pose pour tout n € N* et pour tout A € A1 ® ... ® A,,

I/(AX H Xk> :(N1®M2®...®Nn)(z4).

k>n+1
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Ceci définit une probabilité sur C qui se prolonge de facon unique sur la tribu
U(C) = ®n6N~An-

Un autre point que nous rappelons pour plus de clarté est la définition du

produit de convolution de deux mesures.

Définition 2.7. — Soit X un espace vectoriel métrique complet. Soient uy et
pe deuz mesures de probabilités sur (X,B(X)). La convolution py * po est définie
comme la mesure image de la mesure produit py ® pe sur (X x X, B(X) @ B(X))

par l’application :
AxX—-X
(2,y) =z +y.

Autrement dit, pour tout A € B(X),

i1 * pa(A) = //]lA(ff + y)dpa () ® dps(y).

Soit (B, )nen une famille dénombrable de boréliens Haar-nuls dans X. 11 existe
donc une famille de mesures de probabilités a support compact (1, )nen telles que
Vi p; est transverse & B;. On appelle Uy, U,, ... les supports de pq, o, .... Quitte
a réduire le support, on peut supposer que chaque U, est de diamétre au plus
27", En effet, pour chaque mesure on a (;(U;) > 0, et chaque U; est compact. Par
conséquent, U; peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon 27, et
I’une au moins de ces boules est de mesure positive, pour la mesure p;. On note V;
cette boule et on définit ji; la restriction de p; a V;. Cette mesure est encore une

mesure a support compact, transverse a B;. On note B = |J,_ B; et on cherche

ieN
une mesure de probabilité & support compact p transverse a B. Grace au théoréme
2.4, on peut définir une mesure v sur (X®N, B(X®M)) comme étant le produit infini
des pi;, ¢’est a dire VA C XN v(A) = iy @pua®...(A). De plus, d’aprés le théoréme
de Tychonoff, un produit cartésien de compacts muni de la topologie produit est
compact et cette mesure est a support dans un compact, qui est le produit des U;.

Comme le diamétre de U; ne dépasse pas 27%, 'application :

(1'1,1'2, ) — T+ 19+ ...

est une application continue et p est la convolution infinie des p;. On peut par
conséquent définir une mesure p comme 'image de v par cette fonction. L’image du
support de v est donc un compact comme image d’un compact. Et par associativité

et commutativité du produit de convolution de mesures, on peut écrire Vi pu =
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i % Vi OU V; = [Uq % g % ... % [4;_1 * [Li+1 * .... Par conséquent, pour tout 7 :
(Bt ) = [ Bt o= g)dly) =0
X

Donc p est transverse a chaque B; et par conséquent, p(B+x) < Y. u(B;+x) =0
donc p est transverse & B. Autrement dit on obtient bien que B est un ensemble

Haar-nul.

Pour finir de démontrer que cette classe vérifie la propriété Hy, il reste a montrer
qu’un ensemble Haar-nul est d’intérieur vide. Pour cela on prend B un borélien
Haar-nul de X et p transverse a B. Supposons que B ne soit pas d’intérieur vide,
il existe alors un x € B et un ¢y tels que B(z,£9) C B. On note v la restriction de
p a un compact K pour lequel 0 < pu(K) < oo, ce compact existe par définition et
v est aussi transverse a B. Comme K est compact, il peut étre recouvert par un
nombre fini de boules de rayons ;. Alors l'intersection entre la fermeture d’une
boule de rayon €y et K est encore un compact. Soit V' 'une de ces intersections
vérifiant de plus que (V) > 0. On note alors f la restriction de v a V', elle forme
encore une mesure transverse a 3. Mais par construction de f, il existe y € X
tel que V' C B(z + y,£0) et a(B(x + y,e0)) > 0. Or g(B +y) = 0, car B est
Haar-nul, et par conséquent pour tout € > 0, B(x,¢) ¢ B et B est d’intérieur vide.

Montrons maintenant que la classe des ensembles Haar-nuls vérifie aussi la
propriété Hs. La stabilité par translation découle immédiatement de la définition.
Supposons que S soit Haar-nul et pour A > 0, montrons que AA est aussi Haar-nul.
Si A est Haar-nul, il existe une mesure p finie et & support dans un compact
telle que pour tout z € X, u(A + x) = 0. En composant p avec I'application
qui a y associe %y, nous avons encore une mesure [ finie et & support dans un
compact qui n’est autre que la dilatée du support de p. De plus, quelque soit
v € X, (A +x) = p(A + ;z) = 0. Par conséquent, la classe des ensembles

Haar-nuls est invariante par dilatation.

e Point 2 : La réciproque est évidente par définition, en utilisant la mesure de
Lebesgue comme mesure transverse. Démontrons le sens direct pour les boréliens
de R¥. Soit B un borélien Haar-nul de R™. Par définition, il existe une mesure
de probabilité positive sur un compact p telle que Vo2 € RY  p(B + z) = 0. En

utilisant le théoréme de Fubini, on a :

0= [ (B =) = [ £(B=ydnts) = LBUER
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Et par définition, u(RY) > 0 donc £L(B) = 0.

e Point 3 : pour démontrer ce point, on va utiliser la technique d’espace sonde
définie plus haut. On suppose que X est un espace de Banach réel et S est un
compact de V. On définit la fonction f: R x S x S — X par :

fla,z,y) = alx —y).

Soit v un vecteur n’appartenant pas a 'image de f. Ce vecteur v existe bien car
Vect(f) # X. En fait on va montrer que Vect(f) est d’intérieur vide. Si on pose
N € N, alors [N, N|x.Sx.S est compact comme produit cartésien de compacts. La
fonction f étant continue, 'image par f d’un compact est compact. Donc Vect(f)
peut s’écrire comme union sur les N de I'image des [-N, N] x S x S, donc comme
union dénombrable de compacts. Comme les compacts d’un espace de Banach de
dimension infinie sont d’intérieur vide, ce qu’on reverra dans le théoréme 2.10,
Vect(f) est d’intérieur vide. Alors la droite engendrée par v et chacune de ses
translatées rencontre S en au plus un point. En effet, dans le cas contraire, il
existerait une droite {y = v+, A € R} et y1,y2 € S tels que

— At
3)\17&/\26]1% n e

Yo = AU+

Donc v = (A — X2) " H(y1 — ¥2) et v appartient a I'image de f. Donc la droite L

engendrée par v est une sonde pour le complémentaire de S. O

Nous allons voir maintenant un exemple d’application de la prévalence dans un
espace de dimension infinie. Cet exemple est traité d’une maniére différente dans
[38]. Dans cet article, B. Hunt prouve que I’ensemble des fonctions de C([0, 1]) qui
sont dérivables en au moins un point est un ensemble Haar-nul. Nous démontrons
le méme résultat ici, mais comme nous le ferons par la suite dans des cadres
différents, a 'aide des ondelettes. D'une part, cela nous permettra de préparer le
terrain pour les démonstrations que nous ferons dans toute cette thése. D’autre
part, en utilisant les ondelettes, on peut directement généraliser le résultat de [38|

a la dimension d quelconque.

Dans ce qui suit, on ne regarde plus ce qu’il se passe sur [0, 1]¢ mais sur le tore
T¢ = RY/Z?. On construit alors les ondelettes périodisées de la facon suivante.
Si 1 est une des 2¢ — 1 ondelettes construites en dimension d dans la classe de
Schwartz, pour j > 0 et k € {0,...,29 — 1}% :

Uik =Y V(@ (x—1)—k).

lezd
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et pour 7 < 0 on prend la fonction x — 1. On obtient ainsi une base orthonormée
de L?(T9). De plus, les résultats de régularité que nous avions dans le chapitre 1

restent vérifiés dans ce cadre.

Exzemple. — Presque toutes les fonctions de C([0,1]%) sont nulle part dérivables
sur [0,1]4. En fait on va montrer le résultat un peu plus fort, qui est que pour
presque toute fonction f de C([0,1]%), pour tout x € [0,1]%, f n'est pas CV(z) pour
tout v > d/2.

Démonstration : On fixe v > 0. Pour démontrer le résultat dans ce cas, on utilise

un espace sonde P de dimension 2. Cet espace est engendré par les deux fonctions

(2.5) o) = S ~j (k)

§>1,k€{0,...,21 —1}d J

(2.6) h(z) = > #@L (272 — k)

jeLke(0, 2130 I
ot k = (ki,....kq) et |k| = ki + ko + ... + kq. Ici, ¥ est I'une des 2% — 1 ondelettes
périodisées dans la classe de Schwartz construites en dimension d et on notera c;
les coefficients sur cette ondelette. Les fonctions g et h étant continues sur R?, on
prend alors comme base de I'espace sonde g et h restreintes a [0,1]%. Ces deux

fonctions g et h étant linéairement indépendantes, I'espace P est de dimension 2.

Nous n’allons pas considérer directement I’ensemble des fonctions continues
dérivables en au moins un point. En effet, il est démontré dans [69] qu'un tel
ensemble n’est pas borélien. Nous allons cependant montrer qu’il est inclus dans
une union dénombrable de boréliens Haar-nuls. Soient i € N et [ € Z¢. On découpe
le cube [0, 1]¢ en 2% sous cubes dyadiques de volume 274, Par la suite, on note I
le cube dyadique fermé [;; := szl [é—‘j, l’é—fl}

Notons M, 'ensemble :

dx € I, tel que V3, VEk

=17 €C(0,1)) tel que | |
leju] <279 (14|22 — k|)?

Nous allons d’abord montrer que ces ensembles sont boréliens, et méme fermés
dans C([0,1]?). En effet, supposons qu’une suite de fonctions (f,),en appartienne
a un ensemble M, et qu’elle converge dans C/([0,1]?) vers une fonction f. Notons
iy les coefficients d’ondelette de f, et d;x ceux de f. Grace a la définition (1.11)

des coefficients, la convergence de f, vers f implique que

(2.7) Vik = djk



2.2. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES 35

Comme pour chaque n, f, € M, il existe alors une suite () € Iy telle que

pour tout n,
(2.8) ViVE |l <277 (14 20, — k).

I;; étant compact, il existe un x € I;; tel que, quitte & prendre une sous-suite,
x, — x. En passant a la limite dans (2.8), et en utilisant (2.7), nous obtenons que

fe M. Cet ensemble est donc fermé et par conséquent borélien.

Soit f une fonction quelconque de C'([0,1]?) de coefficients d’ondelette ¢; ;. On
définit 'ensemble S, pour ¢ > 0 par

Jx € [0, 1]¢ tel que V7, Vk

S. =< (a, B) € R? tels que , ,
G+ &+ (DM E <27 (14272 — k)

et S = J.cn+ Se. D’aprés la proposition 1.2, on a :
(Fz: f+ag+pPheC(z)) = (f+ag+pPhebl)

On fixe ¢ € N* et on se place dans S.. On veut montrer que la mesure de

Lebesgue de S. dans R? est nulle. Pour cela, on pose :

(2.9)
dz € I;; tel que Vj,Vk

J =< (o, B) € S, tels que , ,
: Cig+ %+ (DML < 279 (14 |27z — k|)?

i,
Et pour tout 7 € N, on note S; = U, - Soit ¢ € N fixé.
On considére maintenant deux éléments (ay, 1) et (ag, B2) dans J5), ce qui
signifie par définition qu’il existe 1 et 2o dans I;; tels que f; = f +a19+ Gih et
fo= [+ asg + Bah vérifient :

(2.10) &) < 27 (14 2y — k)
(2.11) 2] < 27 (14 272 — k])”
ou 65-’1]2, respectivement Ef,z, sont les coefficients d’ondelette de fi, respectivement

Ja-

On va considérer les coefficients d’ondelette de f; et fs correspondants a j =1
et aux k tels que |2'z; — k| < 2. Comme z; et To appartiennent au méme ensemble
I;;, il existe au moins deux valeurs adjacentes k1 = [ et ko = [ + (1,0,0...,0)

de k qui vérifie de plus que |2'ry — k| < 2. La valeur de k qui nous servira sera
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déterminée ultérieurement. Pour ces coefficients, (2.10) et (2.11) impliquent pour
k’ == k‘l, kﬁg :

(2.12) ‘6(1,3‘ <327
et

(2.13)

ag?,g\ < 3727,

En utilisant les résultats précédents, on obtient :

4] <[]+ [
< 3727 43727
< 372e277
et, par définition de f; et f5 :
1)1l — 1)l .
(2.14)  |cig + — + ( DA —Cip — 2 — ()—52 < 379c277
12 ’ 12 12
N a1 ;QQ + ( )|k|ﬁl 52 < 372027’”‘
) 12

= [(a1 — an) + (=D)H(B — B)| < 372027712

De plus, on choisit k de telle sorte que (—1)*(a; — as)(B1 — B2) soit toujours
positif. Dans ce cas (2.14) devient :

(2.15) g — | + |B1 — Ba| < 3722772,

Et donc a fortiori :

(2.16) Vi —ag)2+ (81 — B2)? < 372¢277%2

Donc Ji; peut étre inclus dans une boule de rayon 372¢2~ 7432 et ce quelle que soit

la valeur de [ choisie. Si on note Bj; cette boule, on a :

S, CU lCUB.

et donc
(2.17) L(S) < Y. LB
1€{0,...,2t—1}4
(2.18) < 43y 2!
le{0,...,2t—1}d

(2.19) = L(S.) < 3214c20dig -2t = 324201 d=2) 4
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Comme on a pris v > d/2 = 2y — d > 0 donc en faisant tendre ¢ vers I'infini on
obtient que la mesure de Lebesgue de S, vaut 0.

De plus, ¢ étant quelconque :

SclJS.=L(s) <> L) =0

ceN ceN

Autrement dit S est de mesure nulle. Donc, en utilisant la stabilité par inclusion,

'ensemble des fonctions C7(x) en un point z € [0, 1]¢ est Haar-nul.
O

Dans la démonstration, nous n’avons utilisé que deux fonctions g et h pour
avoir une base de l’espace sonde. L’utilisation de n fonctions g¢i,...,g, nous
donnerait clairement une majoration de l'indice de régularité par v = %. En
augmentant la dimension de I'espace sonde, on peut donc par la méme technique

généraliser ce cas au cas des fonctions continues et nulle part C* quelque soit £ > 0.

Nous allons maintenant mettre en oeuvre une autre technique pour montrer
que presque toutes les fonctions continues sont nulle part C* pour tout o > 1/2,
en dimension 1, qui revient a utiliser la mesure définie sur C([0,1]) par le pont

brownien, voir [36].

Autre démonstration. — Soit p la mesure gaussienne sur l'espace des fonctions
continues sur [0, 1], définie par le pont brownien sur [0, 1] que nous noterons B;.
Cette mesure 4 est bien borélienne, comme il est démontré dans [15]. On note
aussi S l’ensemble des fonctions continues et holdériennes d’ordre o > % en au
moins un point. On veut alors montrer qu’elle vérifie que

(2.20) Vfec(o,1]) u(S+f)=o.

S’agissant d’une mesure définie a I’aide d’un processus, nous avons déja remar-
qué que démontrer (2.20) revient & démontrer que, presque sirement, les trajec-
toires du processus B + f n’appartiennent pas a S, voir (2.3). Nous allons en fait

démontrer le lemme suivant qui est un peu plus précis.

Lemme 2.2. — Soit f € C([0,1]) quelconque et (Bt)icpo,1) le pont brownien stan-
dard sur [0,1]. Alors, avec probabilité 1,

(2_21) Yz, € [07 1] lim sup ’B<5U> + f(iU> - (B(l‘o) + f(l‘o))l

T—xQ \/|£L'—.2§'0|

> 0.
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Démonstration du lemme. — On sait, d’aprés [23], que le pont brownien s’écrit

sur la base de Schauder, que nous avons définie dans la partie 1.3,
By = 2772 A ()
j.k

ou les (§;x) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de loi &;; ~ N0, 1]. De méme, nous avons vu dans la partie 1.3 que toute
fonction f de C([0,1]) et nulle en 0 et en 1 s’écrit f = 3., c;r/\;x. Soit o € [0, 1].

Supposons que x ne vérifie pas (2.21). Dans ce cas,

(2.22)
Ve > 0, 3jp > 0 tel que pour tout z € [0, 1] vérifiant |z — x| < 2770

|B(x) + f(x) = (B(zo) + f(x0))| < ev/|w — .

Supposons donc que (2.22) est vérifiee au point xo. Comme dans le chapitre 1, on

note K,,(2), le cone d’influence au dessus de z défini par
. k _
Kio(2):={j>0; k: |xg— g| <2277}

La proposition 1.2 réécrite dans le cadre des coefficients sur la base de Schauder,
cf [47], implique que les coefficients de Schauder de B; + f(t) pour j > jo et le
couple (7, k) dans ce cone d’influence vérifient :

(2.23) 127972, 1 4 | < 2027972

La probabilité de cet événement est égale a la probabilité qu'une variable aléatoire
Cix de loi N'(29/2¢;y, 1) vérifie

P(|&k + 29| <€) = P(|¢ju] < )

_ (If2j/2cj,k)2

1 /C ; d
= — e T
V2m ) e
\/5
<4/ —c.
s

Soit J > 1 fixé. Pour que z vérifie I’équation (2.22), il faut qu’a partir d’un

certain rang j;, pour tous les intervalles dyadiques [2%,%}, n <7< Jqui
contiennent xo, on ait |&;, + 2//2¢; | < c. Notons Ay I'événement : "I'intervalle
dyadique [, %51] contient un point z, vérifiant (2.21)."

Les variables aléatoires (; sont indépendantes, car les §; . le sont.
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Par conséquent, pour k fixé, la probabilité Py ; de I'événement Ay ; vérifie :

7
Py < H P(|27j/2fj,k + ikl < ¢

J=j1

()

Et la probabilité qu’il existe un xy € [0,1] tel que (2.21) est vérifiée est donc

271 5 J
Y P<2’ (\/iC) :
k=0 T

Mais si ¢ < \/g, cette majoration tend vers zéro quand J — oo. O

majorée par :

Reprenons la démonstration de I’exemple. Si avec une probabilité positive,
(Bi+ f(t)): € S, cela signifie, d’aprés (1.2) que

dzo € [0,1] Je > 0V|w —zo| <15 [B(z) + f(z) — (B(wo) + f(20))] < ¢l — 20|*.
Mais dans ce cas,
lim sup |Ble) + /(=) — (B(o) + /(o)) < lim sup M =

T—x0 ’.17 — ZU()’ T—x0 A/ |.CE — x0|

car a > 1/2. D’aprés le lemme 2.2, cet événement a lieu avec probabilité nulle.

0

Donc presque strement f+ B ¢ S.

On peut généraliser ce résultat en utilisant le mouvement brownien fractionnaire
de paramétre de Hurst H. En utilisant la décomposition en ondelettes adaptées
a B de [76], pour j > 1 les coefficients de B} sont encore des gaussiennes
indépendantes et par le méme raisonnement, on obtient que presque siirement,

pour toute fonction f continue, f + B est nulle part C° quelque soit ¢ > H. [

2.2.2. Porosité et o-porosité. — Les notions d’ensembles Haar-nuls et de pre-
miére catégorie n’ont a priori aucun lien. Le théoréme suivant, démontré par Kauf-
man, [57| dans le cadre Baire et par Kahane, |55| dans le cadre prévalent, nous
donne un exemple pour lequel les résultats de généricité sont différents suivant le
cadre dans lequel on se place. Cet exemple, ainsi que les définitions correspondantes

sont traités dans [29].

Définition 2.8. — Un ensemble de Kronecker sur R est un compact K tel que
toute fonction continue et de module 1 sur K soit approrimable uniformément par

des exponentielles imaginaires.

Théoréme 2.5. — Soit E = C(R), K un ensemble de Cantor et . une mesure
portée par K.
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1. Dans le cadre des catégories de Baire, Pour quasi-toute fonction f de F,
f(K) est un ensemble de Kronecker et o f~' est une mesure singuliére.

2. Dans le cadre de la prévalence, pour presque toute fonction f de E, f(K)
est presque strement ’adhérence de son intérieur et po f~1 est une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque dont la densité
appartient presque-sirement a une classe non quasi-analytique de fonctions

C* donnée.

Les résultats obtenus dans le cadre des catégories de Baire ne s’étendent pas
dans le cadre de la prévalence. Mais nous pouvons définir une autre notion de
généricité de nature topologique, qui, elle, va renforcer la notion de catégories de
Baire, a savoir la porosité, introduite dans [26, 27| en dimension finie. Suivant les

définitions de [4, 96], rappelons la définition d’un ensemble poreux.

Définition 2.9. — Soit (X,d) un espace métrique, A un sous ensemble de X et
x € X. Pour R >0, on définit :

v(z, R, A) = sup{r >0/ 3z € X B(z,r) C B(z, R)\A}

A
p(z, A) = limsup M
R0+ R

On dit que A est poreuz en x si p(x, A) > 0. A est dit poreux si il est poreux en
x pour tout x € A. Finalement, A est dit o-poreuz s’il peut s’écrire comme une

unton dénombrable d’ensembles poreu.
Ou, de maniére équivalente,

Définition 2.10. — Soit (X,d) un espace métrique. A C X est poreuz en x si
il existe p > 0 tel que Ve > 0, il existe R > 0, avec 0 < R < ¢ et dz € X tels que

(2.24) B(z,pR) C B(x, R)\A.

Remarque : En dimension finie, Mattila dans |68], parle d’ensembles poreux au

sens faible. Il définit alors un ensemble A fortement poreux en z par

A
Bz, A) = limint L0 A
R—0*
Proposition 2.4. — Soit (X,d) un espace métrique complet. La classe des en-

sembles o-poreuxr de X vérifie les propriétés Hy et Ha.

Démonstration : Montrons d’abord que cette classe forme un o-idéal. Par défi-
nition elle est stable par union dénombrable. Pour montrer qu’elle est stable pour
I'inclusion, on utilise la caractérisation (2.24). Pour cela, on suppose que A = UA,,
est o-poreux et B C A, alors on peut écrire B = U(A,, N B). Soit B, = A, N B
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on va montrer que pour tout n € N, B,, est poreux. Pour cela on remarque que
B, C A, donc AS C B¢ et pour tout x € B,,, pour tout R > 0 :

v(z, R, A,) =sup{r >0/ 3z € X B(z,r) C B(z,R)\A,} > 0.

Donc si B(z,r) N A, = 0, forcément B(z,r)N B, = 0 et v(x, R, B,) > v(z, R, Ay).
Donc p(x, B,) > p(z,A,) > 0 donc B, est bien poreux. Nous verrons dans la
proposition 2.5 qu’un ensemble poreux est aussi d’intérieur vide.

Vérifions maintenant que les ensembles o-poreux satisfont les propriétés Ha,
dans le cas ou la distance est compatible avec la structure d’espace vectoriel.
Pour cela, supposons qu’un ensemble A soit poreux et pour zy € X, considérons
lensemble B = A + xy. Soit y € B. Dans ce cas, y — rog € A et par défini-
tion, quelque soit R > 0, il existe z € B(y — x9,R) et 0 < r < R tels que
B(z,r) C B(y — xo, R)\A. Mais alors si 'on note z = Z — x cela signifie que
B(z —xg,r)NA=10et Z € B(y, R) quelque soit R, donc B est poreux.

Montrons maintenant I'invariance par dilatation. Pour cela, nous supposons que
A est poreux et que A > 0. Soient z € A et R > 0 fixés. Par définition, il existe
une boule B(z,r) C B(x, R)\A. Mais si z € B(xz, R), alors Az € B(Az,AR), et
pour tout y € B(Az, Ar), %y € B(z,r). Par conséquent, %y g Aety & \A. Donc
B(Az, Ar) C B(Az, AR)\\A. O

On peut trouver dans [96] d’autres notions liées a la porosité, ainsi que leurs ap-
plications. Nous ne définirons ici que celles utilisées par la suite, dans la proposition
2.7 ou dans le théoréme 2.16.

Définition 2.11. — Soit X est un espace métrique. En reprenant les nota-
tions précédentes, on dit qu’un ensemble A de X est c-globalement trés poreux
siy(x, R, A) > cR pour tout v € X et R > 0.

On dit de maniére équivalente que A est c-globalement trés poreuzr si pour tout
d € (0,¢) pour tout x € X etr > 0, il existe une boule B = B(y,cr) ouy € B(x,r)
telles que BNA = 0. A est dit o-c-globalement tres poreuz s’il peut s’écrire comme

['union dénombrable d’ensembles c-globalement trés poreux.

Remarque : Si un ensemble A est c-globalement trés poreux, alors

: : 7(377 ) )

= RSk Rt Al .

p(z, A) hgl 1(r)1f c>0
Donc A est poreux.

Une des raisons de la définition des ensembles poreux en dimension infinie est

que cette notion est plus forte que celle de premiére catégorie déja connue.
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Proposition 2.5. — Soit X un espace métrique complet et A un ensemble de X.
Si A est o-poreuz, alors il est de premiére catégorie au sens de Baire. La réciproque

est fausse en général.

Démonstration : Rappelons qu'un ensemble est de premiére catégorie au sens
de Baire s’il est inclus dans 'union dénombrable de fermés d’intérieur vide. Soit
A un ensemble poreux. D’aprés la définition, pour tout z € A, p(x, A) > 0. Or,
p(z, A) = limsup —V(x’g’A)

d’un certain rang ng, y(x, R,,A) > 0. En repartant de la définition, on peut

; autrement dit, il existe une suite R, telle qu’a partir

traduire cela par :
Vee A, Ing €N Vn>ng Ir>03z€ X B(z,r) C B(z, R,)\A.

Autrement dit pour tout z € A et pour n assez grand, la boule de centre x et de

rayon R, n’est pas incluse dans A. Comme R,, décroit vers zéro, on obtient :
Vee A VR>0 B(z,R)¢ A

donc A est d’intérieur vide. De plus; A est aussi d’intérieur vide. Supposons qu’il
existe un point z appartenant a lintérieur de A. Dans ce cas, il existe r > 0
tel que B(x,r) C A. Mais dans ce cas, il existe une suite (2,), € A telle que
x, — x et & partir d’un certain rang, =, € B(x,r). Dans ce cas, il existe ry tel
que B(z,,r0) C B(x,r). Mais comme z, € A, et comme A est poreux, il existe
une boule B(z,e) C B(zy,,r0) telle que B(z,e) N A = 0. Donc, B(z,e) C 9A, et
B(z,e) N A = (). Ceci est impossible, par définition de ’adhérence. Donc si A est
poreux, A est d’intérieur vide. Un ensemble o-poreux est une union d’ensembles

poreux. Il est donc inclus dans une union de fermés d’intérieur vide.

La démonstration de ’absence de réciproque sera faite ultérieurement dans le

cadre de la dimension finie. O

Corollaire. — Soit X un espace métrique complet. Un ensemble o-poreuxr de X

est d’intérieur vide.

Démonstration : Si X est un espace métrique complet, c’est un espace de Baire.
Le corollaire est alors une conséquence immédiate de la proposition précédente et

du théoréme de Baire. O

Dans un espace métrique complet, il n’y a pas forcément de lien entre les notions
de porosité et de prévalence comme le montre le théoréme de Preiss-TiSer, que nous
verrons dans le paragraphe suivant. En effet, dans ce théoréme, il est montré qu’on
peut écrire tout espace de Banach séparable de dimension infinie comme 1’'union

d’un ensemble Haar-nul et d’un ensemble o-poreux.
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Comme nous I'avons fait dans le cadre fourni par la prévalence, nous allons
montrer que pour un point zy € R? fixé, 'ensemble des fonctions continues qui
sont C*(zg), pour un « > 0 est un ensemble o-poreux. Ceci nous donnera un
exemple d’utilisation de bases d’ondelettes dans des démonstrations de porosité. Ce
résultat avait auparavant été démontré en dimension 1. Grace aux ondelettes, nous
le généraliserons a une dimension d quelconque. Cette démonstration présente aussi
l'avantage, en comparaison avec celle de [4], de ne pas se restreindre seulement aux
propriétés de dérivabilité mais de déterminer aussi I’exposant de Holder ponctuel

de quasi-toute fonction.

Exemple. — Soit E lespace des fonctions continues sur RY, bornées, muni de
la norme infinie. Soit xo € R? et o > 0 fizés. L’ensemble des fonctions de E sur

R? et d’exposant de Hilder o en x¢ forme un ensemble o-poreus.

Démonstration : Soit o € [0,1]¢ fixé, et a > 0 quelconque. Comme dans le
chapitre 1, on définit K, (2) = {(j,k) : |2/ — k| < 2}, le cone d’influence
au dessus de xy. Remarquons qu’a chaque échelle 7, il y a au plus 5 d-uplets
appartenant a ce cone. On prend aussi une ondelette ¢ définie sur R? et de norme
L' égale a 1. D’aprés le lemme 1.2, si une fonction f € C(RY) vérifie que f € C%(xy),
elle appartient a I’ensemble :

B={f=) cixthix €C([0,1]) tel que Ic > 0Im > 0Vj > m Vk € Ky (2) |cju| < 27}

Cet ensemble est lui-méme inclus dans 'union sur un ensemble dénombrable de
c>0etdemeNde

Ben ={f =Y _ fisthjx € C([0,1]) tel que Vj > m Vk € Ky (2) |cju| < 27}
Montrons que B, est poreux.
Soient ¢ > 0 et m € N fixés. Soit f € B.,, quelconque. Pour 8 < « fixé et pour

tout J € N, on considére la suite R; donnée par R; = 10c||[t)||c2777. On définit

alors une fonction ¢g; de la maniére suivante :

gs(x) = Z djrjp(z) = Z 2csign(fi )2~ (x).

J2 k€K, (2) 32J, k€Kzy(2)
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De plus,

||gJ||C([071}d): sup Z Z 2031gnfk) j¢j,k(x)

z€[0,1]¢ 7> k€K (2

<> Z 2277 sup [ihx()]

d
520 k€K (2 z€(0.1]

<Z5 sup 2279|900

57 keKep(2)

< 10c]v e 27

Jj=J

< 10¢]|9 |27

Par construction, f + g; appartient a la boule de centre f et de rayon R.

Et par définition des coefficients d’ondelette,

(2.25) |@A=L/w@w%@uxsnwmmwmwm.

Par conséquent, sup |d; x| < |lg.lcqo) et lgslleqo,e) = 262777

On prend maintenant r = ¢.277” et on considére la boule B(f + gs,7). On veut
montrer que cette boule n’intersecte pas B, ,,. Pour cela, on suppose qu’il existe au
moins une fonction y de coefficients (¢;x);x dans cette boule et appartenant aussi
a B.,,. Mais dans ce cas, par définition de B.,,, pour j > m et (j,k) € K., (2) :

(2.26) ez = fiael < lejul + | fil < 2¢27.

L’estimation (2.25) est valable pour toute fonction de C([0,1]), et comme y ap-
partient aussi & B(f + g, 7), quelque soit j et k :

ik = fie = dinl <y = f = gslleqoyey <7
Ce qui nous donne, pour les coefficients d’ondelette de y — f :
(i = Sikl = lcin = Fin — djn +
> |djw| = Ik = fin — djxl -
> 20277 — 278 > c27F7

En combinant la majoration et la minoration des coefficients ainsi obtenues, en
prenant les coefficients dans le cone d’influence, nous obtenons I'inégalité suivante,
pour j = J et (j, k) € Ky (2) :

2027 > 270
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Comme [ < «a, ceci est impossible pour J assez grand. Par conséquent, B(f +

G7,7) N Bey = 0. De plus, quelque soit J > 0,

r 1 o ’Y(fu RJch,m)

—= = > 0,
RJ 106”10”00 RJ

Donc p(f, Bem) > 0 quelque soit f € Be.,,. Cet ensemble est poreux. En utilisant
les propriétés de o-idéal de la porosité, ceci implique alors que I’ensemble des
fonctions continues sur [0, 1]¢ qui sont C%(zg) est o-poreux.

Ce résultat étant vrai quelque soit a > 0, et en utilisant la stabilité par union
dénombrable, ’ensemble des fonctions continues telles qu’il existe un a > 0

vérifiant que f € C%(xg) est aussi o-poreux.

Pour la démonstration que nous venons de faire, nous nous sommes restreints au
cube [0, 1]¢. Cependant, nous pouvons aussi prendre n’importe quel cube [[,]+ 1]%
de longueur 1. En utilisant une fois encore la stabilité par union dénombrable, nous
obtenons ainsi que quelque soit 2y € R, I'ensemble des fonctions continues ayant

un exposant de Holder strictement positif en xq est o-poreux. O

Pour le résultat générique valable partout, correspondant a I’exemple que nous
avons vu pour la prévalence, nous pouvons citer un résultat de V. Anisiu, dans
[4], qui montre que 'ensemble des fonctions de (C(R), ||.||z~) ayant une dérivée

en au moins un point de R est o-poreux.

Bien que les notions d’ensembles Haar-nuls et de porosité correspondent a des
“qualités” différentes d’un ensemble dans un espace, qu’il soit de dimension finie
ou non, on peut se demander s’il n’y aurait pas cependant une certaine corrélation
entre ces deux notions. En toute généralité, la réponse a cette question est négative
comme nous le verrons dans la partie 2.3.1. Un autre résultat intéressant, démontré
dans [80] en dimension finie et dans [82] dans le cas des espaces de Banach, nous
montre qu’elles peuvent méme étre antinomiques. C’est ce que nous allons voir

dans le théoréme suivant, que nous démontrons dans I'annexe B.

Théoréme 2.6. — Soit X un espace de Banach séparable.

1. SidimX < oo, X peut s’écrire comme ['union d’un ensemble de mesure
nulle, au sens de Lebesque, et d’un ensemble de premiére catégorie au sens
de Bajare.

2. Sidim X = oo, X peut s’écrire comme ['union d’un ensemble Haar-nul et

d’un ensemble o-poreu.

Dans les deuz cas, il existe donc un ensemble de premiére catégorie au sens de

Baire qui soit aussi prévalent.
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Remarque :

— Notons que la conclusion du théoréme dans le cas de la dimension finie est
plus faible que dans l'autre cas. En effet, en dimension finie il ne peut en étre
autrement car un ensemble poreux est aussi Haar-nul, comme nous le verrons
dans le paragraphe 2.3.1. Donc, si nous obtenions la méme conclusion, cela
signifierait donc que 'espace X est de mesure de Lebesgue nulle, ce qui est
absurde.

— Le résultat que nous allons montrer en dimension infinie est plus fort que
celui énoncé, puisque nous allons montrer que X = UUV avec V o-poreux et

U nul au sens de Aronszajn que nous définirons dans la partie 2.5.

2.2.3. Les ensembles HP-petits. — Si les deux notions de prévalence et de
non-porosité ne sont pas nécessairement liées, elles ne sont pas pour autant contra-
dictoires. L’'intersection de la classe des ensembles Haar-nuls et celle des ensembles
o-poreux n’est pas vide puisqu’elle contiennent toutes deux I’ensemble vide. De
plus nous verrons qu’il existe de nombreuses propriétés qui soient génériques a
la fois au sens de la prévalence et de la porosité. Une question légitime est alors
de se demander s’il existe une notion naturelle d’ensembles petits qui soient a la
fois Haar-nuls et de premiére catégorie. J. Kolaf, [59]| apporte une réponse a cette
question en définissant ce qu’il appelle les ensembles HP-petits. Cette classe est
en effet incluse dans cette intersection et nous permet déja d’établir certains liens

entre les propriétés des ensembles Haar-nuls et poreux.

Définition 2.12. — Soit A un sous ensemble d’un espace de Banach séparable
X et c e (0,1]. On dit que A a la propriété HP,.y si pour tout ¢’ € (0,¢) et > 01l
existe K > 0 et une suite infinie de boules {B;} = {B(y;,c'r)} avec ||y;|| < r tels
que pour tout v € X :

(2.27) card{i e N: (x + B;))N A # 0} < K.

L’ensemble A est dit HP-petit, H pour Haar-nul et P pour poreuzx, s’il peut
s’écrire comme ['union dénombrable d’ensembles A, tel que pour tout n € N, il
existe une constante c, € (0,1], telle que A, appartienne o HP,,).

Une propriété est dite HP-typique si [’ensemble des points ot elle n’est pas vérifiée
est HP-petit.

Proposition 2.6. — Soit X un espace de Banach séparable. La classe des en-

sembles HP-petits dans X vérifie les propriétés Hy et Hs.
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Démonstration : Montrons d’abord qu’elle est stable pour I'inclusion. Pour cela on
prend B C A et A est HP(.y. On veut montrer qu’alors B vérifie aussi la propriété
HP(¢y. On reprend donc les termes de la définition et on regarde I’équation (2.27).
Mais si A vérifie cette équation pour une suite (g;) et une constante K, il est facile

de voir que
card{i e N: (z+ B)NB#0} <card{i e N: (z + B)NA#0} < K

donc B est aussi HP (). La stabilité par réunion dénombrable vient directement
de la définition. Nous verrons par la suite qu'un ensemble HP (. est aussi poreux,
par conséquent il est d’intérieur vide.

En ce qui concerne 'invariance par translation, elle est donnée par la définition.
Montrons maintenant que cette classe est invariante par dilatation. Soit A un
ensemble HP ) et A > 0 quelconque. Comme A est HP (), quelque soit ¢’ € (0, ¢c)

et r > 0, il existe une suite (g;) de norme inférieure a r et K tel que
card{i e N: (x + B;)) N A # 0} < K.

Dans le cas A > 1, on pose §; = %gi. Alors ||gi|| < £ < 7 et quelque soit » € X,
card{i € N : . + B(g;,cdr) N AA # 0} < K. Donc AA est aussi HP(;). Dans
le cas A < 1, on pose 1’ = T et §; = %gi. Dans ce cas, ||g;|| < . De plus, si
y € (x + B;) N AA, cela implique que y € = + B(g;,cr’) N A. L’équation (2.27)

étant vraie quelque soit r > 0, ca ne peut étre vrai que pour K valeurs de . O

Comme nous 'avons dit dans la définition, une propriété importante de ces en-
sembles “HP-petit” est qu’ils sont a la fois Haar-nuls et poreux, comme nous allons
le démontrer tout de suite en nous inspirant de |[59]. Pour cette démonstration,
nous utiliserons le théoréme suivant issu de [67] :

Théoréme 2.7. — (Matouskova) Soit X un espace de Banach séparable et A C
X un borélien. Alors A est Haar-nul si et seulement si pour tout 6 > 0 et r > 0

il existe une probabilité u avec supp u C B(0,7) telle que u(A + ) < § pour tout
reX.

Avant de démontrer ce résultat, on a besoin de quelques outils de théorie de la
mesure que nous rappelons ici. Pour plus de détails sur ces outils et les démons-

trations correspondantes on peut se référer a [15].

Définition 2.13. — Soit E un espace métrique. Une mesure de probabilité p est
dite tendue si

(2.28) Ve >0 3K, compact C E p(°Ke) < e.
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On dit de méme qu’une suite {j,}, de mesures de probabilités sur E est tendue

St :
(2.29) Ve >0 3JK.compact CE VYneN pu,(°K.) <e.
Définition 2.14. — Soit E un espace métrique complet. Soit { i, }n une suite de

probabilités définies sur E. On dit que la suite {i, }, converge étroitement vers une
probabilité {u} dans Uensemble P(E) des probabilités de E si pour toute fonction

f continue, bornée de E dans R et de norme ||f|loc <1 :

(2.30) lizn/fd,un:/fd,u.

Dans la suite, on appellera B [’ensemble des fonctions de E dans R continues

bornées et de norme inférieure a 1.

De la méme maniére, on dit qu’une suite de probabilités converge faiblement

vers st pour toute fonction f continue de E dans R et tendant vers zéro a l'infini :

(2.31) lim / Fdp, = / fdy.

On note alors pu, = L.

Théoréme 2.8. — (Prohorov) Soient E un espace métrique complet et (i )nen
une suite de mesures de probabilités sur E.
— Si la suite {pntnen est tendue alors elle est séquentiellement relativement

étroitement compacte, c’est a dire :

(2.32) Vo(n) 7, Fp(n) 7 tq powm) — b
— Dans un espace séparable, toute mesure de probabilité p est tendue.

Lemme 2.3. — Soit X un espace métrique complet et séparable. Soit M [’en-
semble des mesures de probabilités boréliennes sur X. Cet ensemble muni de la
topologie de la convergence étroite est métrisable, avec une distance d définie pour

tout p,v € M par :

(2.33) dlp.v) = sup ( /X Fdy — /X fdz/).

Alors (M, d) est complet et séparable. On remarque de plus que M muni de
la convolution forme un semi-groupe abélien ayant la mesure de Dirac 6 comme

élément neutre.

Démonstration du théoréeme 2.7. — Montrons d’abord la réciproque. Soit A un

borélien de X. Supposons que pour tout n € N il existe une mesure de probabilité

[l avec supp i, C B(O,%) et telle que p,(A + z) < %, Vr € X. Montrons
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qu’alors A est Haar-nul.

La suite des pu, converge alors étroitement vers la mesure 6. En effet, si 'on

prend n’importe quelle fonction f continue et bornée, on a I’encadrement suivant :

inf (f() < / FOmd) < suwp (F(1)

t€B(0,1/n) B(0,1/n) t€B(0,1/n)

La fonction f étant continue, inf, 51/, (f(t)) — f(0) et sup,cpo1/m)(f(t) —
f(0). Par conséquent, la suite (i, ), converge étroitement vers la mesure de Dirac.
0 étant I’élément neutre pour la convolution, on peut en déduire que pour tout
a € M, d(axp,, ) — 0, autrement dit & une sous suite preés, d(a* ,,a) < 27" a
partir d’un certain rang. En particulier on peut définir par récurrence une sous suite
((n))nen telle que pour au, = fip(1) * flg(2) * .. * fo(n—1), O0 ait d(Q * i, ) < 277
En effet, si 41y est donnée, comme d (1) * fin, fig1)) — 0 quand n — oo, on peut
trouver un ¢(2) pour lequel d(fig(1) * fp(2), (1)) < - SUPPOSONS QUE L1y ---s [,
soient déja construits. En posant alors o = fig(1) * ... * f,_,, on obtient une mesure
fixée dans M. Par conséquent, il existe d(a * p,, @) — 0 et il existe un ¢(n) tel
que d(ay, * flg(n), an) < 27". Ce qui signifie que la suite formée par les convolutions
successives des fig;) est de Cauchy dans (M, d) qui est complet, donc elle est

convergente dans (M, d). On regarde maintenant les mesures o, G,, v, €t i ou :

po= 1 i) * po) %k poy  On = T flgnin) * fgm2) * o Honik)

et v, = ay, * 3,. D’aprés ce que nous venons de dire, toutes ces quantités sont

bien définies.

La mesure de probabilité u € M peut s’écrire 1 = ay, * pgn) * 3, pour tout n

et, en utilisant I'associativité et la commutativité du produit de convolution :

(A +2) = (o * pin * Bo) (A + 2) = (ptn * ) (A + 2)

1
= /pn(A +z—x)dy.(r) <supp,(A+z—x) < —.
zeX n
Donc, en faisant tendre n vers l'infini, on obtient bien que pu(A 4+ 2z) = 0

pour tout z € X. Comme X est séparable, p est tendue et donc positive sur un

compact. Donc A est un ensemble Haar-nul.

Montrons maintenant le sens direct par contraposition. Supposons qu’il existe
r et 0 tels que pour toute probabilité p & support dans B(0,r) il existe x € X tel

que p(A+ x) > 6. Soit u une mesure appartenant & M. Comme X est un espace



50 CHAPITRE 2. LES ENSEMBLES PETITS EN ANALYSE

de Banach séparable, c’est un espace polonais et {u} est tendue, autrement dit il
existe un compact K C X tel que p(K) > 0. En prenant un recouvrement fini de
K par des boules de rayon inférieur a r et on peut trouver un C' C K tel que le
diamétre de C soit inférieur a r et u(C') > 0. On définit x4/ (F') = % pour tout
borélien F' de X. Alors i est une mesure de probabilité sur C' et il existe x € X

tel que p/(A+x) > 6 donc u(A+x) > 0 et A n’est pas un ensemble Haar-nul. [

Remarque : Dans la démonstration de ce théoréme nous n’utilisons pas I’hypothése
que X est un espace de Banach. Il peut donc s’étendre facilement aux espaces

polonais.

On peut maintenant démontrer la propriété annoncée des ensembles HP-petits.

Proposition 2.7. — Soit X un espace de Banach séparable. Tous les ensembles

HP-petits de X sont a la fois o-poreur et Haar-nul.

Démonstration : Soit A un ensemble HP .y, montrons que A est c-globalement
trés poreux. Soient V¢’ € (0,¢) et r > 0 fixés. Par définition, pour tout x € A il y
a au moins une boule x + B(y;, ¢r) qui soit disjointe de A. Si on note z = x + y;,
on obtient que B(z,¢r) N A =0 donc B(z,dr) C B(x,2r)\A et vy(z,2r, A) > dr
quelque soit ¢’ < c. Donc A est $-globalement trés poreux, et par conséquent
poreux. Donc si un ensemble B est HP-petit, il peut s’écrire comme une union

d’ensembles poreux, il est donc o-poreux.

On fixe ¢, 7 et 6 > 0 et on prend I'ensemble des boules { B;} comme dans la défi-
nition d’un ensemble HP (). Soit n > & et = 23" 4, Alors, comme [|y;|| < r,
supp o C B(0,7) et pour tout z € X, u(A+x) = %Z?:l 0y, (A+12) < % < 0.

Donc, en appliquant le théoréme 2.7, on obtient que A est Haar-nul.

De plus, si A est HP . alors A Pest aussi. Soient ¢’ € (0,¢) et r > 0 fixés. Soient
(g:) une suite d’éléments de X, B; = B(g;,cr) et K > 0 tels que pour tout x € X :

card{i e N: (z+ B))NA#0} < K.

Pour i fixé, regardons I'ensemble des y € A tels que y € (v + B;). Soit y € A, soit
y € A. Mais dans ce cas, il existe une suite (yn) telle que Vn, y, € A et y, — v.
On suppose que ||y — (z + g;)|| < ¢r et on pose € = ¢r — ||y — (x + g;)||. Dans ce

cas,

INo VY > No |y — (@ + @) || < llym —yll +lly — ( + 93|
INgVn > Ny |y — (@ +gi)l| < v —|ly — (x+g)ll + [ly — (z + gi)|| < 7
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Donc si (z + B;) N A # 0, il en est de méme pour (z + B;) N A et A est HP,.

Par conséquent, un ensemble HP () est inclus dans un borélien Haar-nul, il est
donc Haar-nul.

O

Nous allons maintenant regarder les différentes propriétés des ensembles HP-
petits.

Proposition 2.8. — Soit X un espace de Banach séparable et c € [0,1], AC X
un ensemble ayant la propriété HP.y et B C X un compact. Alors A+ B :=
{x +y, v € A, ye B} alapropriété HP,.

Cette proposition est importante dans ce cadre. D’une part, elle implique qu’un
compact est HP-petit, et d’autre part elle nous servira & démontrer la proposition
2.9.

Démonstration : Soit ¢ et r > 0 fixés. On choisit un ¢, € (¢,¢) et on pose

e=r(dy — ). Il existe K4 > 0 et une famille {y;} telles que pour tout z € X :

card{i € N: (x + B(y;,d4r)) N A # 0} < Ka.

Comme B est compact et X est un espace de Banach, il existe z1, 29,..., 2, € X
tels que B C |J;_, B(z;,¢). Maintenant, on regarde I’ensemble des i € N tels que
pour tout x € X

(2.34) (x + B(y;,r)) N (A+ B) # 0.

Si (2.34) est vérifiée, ils existent z € B et y € A tels que y + z € (z + B(y;, c'r)).
Mais comme z € B, il existe j € {1,...,n} tel que z € B(z;,¢). Mais si (2.34) est
vérifiée, il existe y € A tel que
ly—(z—2+y)| <cr
done |ly —(z — 2z +wi)ll = lly — (z — 25 + v — 2) + 2]
<y = (z=z+w)ll + Iz = zll
<dr4+e=dr
Par conséquent, ((z — z;) + B(y;, c47)) N A # (). Mais comme A vérifie la propriété

HPq, on sait que le cardinal de I’ensemble des ¢ vérifiant cette propriété est

inférieur & K 4. Donc
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card{i € N: (x + B(y;,c4r)) N (A+ B) # 0}
< Z card{i € N: (z — z; + B(y;, d4yr)) N A # 0}

7j=1,..,n

S TLKA.
Donc A + B vérifie HP). O
Corollaire. — Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie. Les

compacts de X sont des ensembles HP-petits.

Démonstration : On applique le lemme 2.34 avec A = {0}. Comme on est en
dimension infinie, A est bien HP ). O

Proposition 2.9. — Soit X un espace de Banach séparable et A un sous-
ensemble de X . Si P : X — X est une projection continue telle que dim Ker P < oo

alors on a équivalence entre :

1. A est HP-petit ;
2. P(A) est HP-petit dans X ;
3. P(A) est HP-petit dans P(X).

Cette proposition nous donnera directement le contre exemple 2.10

Démonstration : Par définition de la projection, on sait que A C P(A)+Ker P et
P(A) ¢ A+Ker P. De plus dim Ker P < oo, donc quelque soit N Ker PN B(0, N)
est compact. Par conséquent, en prenant une union sur N € N, Ker P est inclus
dans une union de compacts. Donc en appliquant la proposition précédente,
comme la classe des ensembles HP-petits est un o-idéal, on a I’équivalence entre
1 et 2.

Pour I’équivalence 2 < 3, on procéde en deux temps. D’abord 3 = 2, pour cela
on prend ¢ € [0,1] et r > 0 fixés. On sait qu’il existe une suite {y;} et K > 0 tels
que pour tout z € X :

card{i € N: (P(z) + B(P(y;),cr)) N P(A) # 0} < K

Or (x + B(y;, | P||dr)) N P(X) C P(x) + B(P(y;),c'r), ou || P|| désigne la norme
de Dopérateur P. En effet, si z € (x + B(y;, | P||¢r)) N P(X) alors z € P(X) donc
z=P(2) et ||z — (x +y;)|| < r. En appliquant 'opérateur linéaire P on obtient

1P(2) = (P(x) + Pl < I1Plllz = (= +w)ll < |[Pllcr.
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Et par conséquent

card{i € N: (x + B(y;,dr)) N P(A) # 0} < card{i € N: P(z) + B(P(y;),cr) N P(A) # 0}
<K

donc si P(A) est HP-petit dans P(X), il est HP-petit dans X.

Il reste & montrer que 2 = 3. On repart de la définition. Soit P(A) un ensemble
HP.) dans X. Soit ¢’ € (0,¢) et ro > 0 fixés. On pose r = e et B = Ker PN
B(0,(1+ ||P]|)r). Comme Ker P est de dimension finie, B est compact. D’aprés
la proposition 2.8, P(A) + B est HP (.. Par conséquent ,il existe une suite (y;);en

dans X telle que ||y;|| < r et une constante K > 0 tels que pour tout x € X :
card{i € N: (x + B(y;,dr)) N P(A) + B # 0} < K.

On pose = € X, soit g; = P(y;) pour tout i € N et & = P(z). Alors g; = P(y;) =
Yiti—yi- Or gi—y; € Ker Pet |gi—yil| < |lyill+l17ill < A+IPIDNill < (1+[P[)r.
Par conséquent g; € B. Et si B(Z+y;,dr)NP(A) # 0 alors B(Z+y;, dr)NP(A)+
B # (). Comme B est compact, on en déduit que

Cl

card{i € N : B(f+y~i,”ﬂro) NA#0} < K.

Donc P(A) est HPC/”P” dans P(X) O

Cette notion naturelle d’ensembles HP-petits implique entre autre des notions
d’ensembles nuls au sens de la théorie de la mesure et au sens topologique. Nous
allons voir maintenant que cette notion est en fait plus forte qu’une simple super-

position des propriétés d’ensembles Haar-nuls et o-poreux.

Proposition 2.10. — Soit E un espace de Banach séparable de dimension infi-

nie. Tout hyperplan fermé H de E est o-poreux et Haar nul mais n’est pas HP-petit.

Démonstration : Soit E un espace de Banach séparable de dimension infinie. Soit

H un hyperplan fermé de E. Tout d’abord remarquons qu’un hyperplan fermé
dans un espace de Banach peut s’écrire sous la forme H = {z € E : ¢(z) = a}
ol ¢ est une forme linéaire continue. Montrons que cet ensemble est Haar-nul.
Tout d’abord, H est borélien comme fermé. En prenant ¢(z) = ¢(x) — a, on
se raméne au cas H = {z € E : ¢(xr) = 0}. Soit xy € F un point n’ap-
partenant pas & H, autrement dit ¢(zo) # 0. Alors pour tout = € FE, on
regarde I'ensemble {A € R : z + Azg € H}. Si A\ appartient a cet ensemble,
(x4 Az) = 0 & ¢(x) + Ap(xp) = 0 donc A = A2
cet ensemble est nulle. Donc H est Haar nul.

et la mesure de Lebesgue de
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De plus, d’apreés la proposition précédente, si un ensemble A est HP-petit dans
X, alors pour toute projection P, P(A) est HP-petit dans P(X). En particulier,
si 'on prend P la projection sur H, qui existe bien car un hyperplan est convexe
et H est fermé, et si H était HP-petit alors P(H) serait HP-petit dans P(X) = H
ce qui est absurde.

Pour terminer ce cas, il reste & montrer que H est 1-globalement trés poreux.
Soit ¢ € [0,1], x € X et r > 0 fixés. Il existe un y € B(x,r) tel que ¢(y) # 0, car
dans le cas contraire, on aurait B(x,r) C H. Or H est d'intérieur vide, ¢’est donc

_ lolr

impossible. On pose alors y' = sy +x. Dans ce cas, |y —z|| < reto(y)=|o]r

Soit alors z € B(y', c'r), alors :
ly" ==l < <r
=o(y) — o(2)] < crldlleer
=>r|gll < ¢(2) — o(y) < rl|¢]
=¢(2) > ¢(y') — rll¢|
=¢(2) > rllo(1—¢) >0

Donc pour tout z € B(y/,cr), z ¢ H et H est 1-globalement trés poreux. O

Pour conclure sur la définition de la notion des ensembles HP-petit, nous pou-
vons glisser quelques mots sur les fonctions continues dans R. Nous verrons dans
chapitre 5, que dans un espace de Sobolev, en dehors d’'un ensemble HP-petit
I’exposant ponctuel obtenu point par point est le pire exposant possible. Il en est
de méme dans I’espace des fonctions continues sur R. Si on se fixe un point x,
HP-quasi toute fonction continue n’est pas C*(xg), et ce quelque soit o > 0. Dans
[59], Kolar prouve méme que pour un ensemble HP-typique de fonctions continues,

il n’y a nulle part d’exposant de Hoélder ponctuel strictement positif.

2.3. Quelques exemples

2.3.1. Le cas de la dimension finie. — Dans cette partie, nous allons
comparer les différentes notions que nous avons vues précédemment dans des cas
ou les ensembles petits sont déja connus. En effet, dans un espace vectoriel de
dimension finie, on sait caractériser des propriétés valables presque partout. Ces
exemples nous donneront de plus une idée concréte des différents liens pouvant

exister entre les classes d’ensembles petits.

Nous allons commencer par regarder un exemple classique d’ensembles de me-

sure nulle. L’intérét de cet exemple est renforcé par le fait qu’il est “gros” au sens
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des catégories de Baire. Cet exemple est celui des nombres de Liouville et il est
traité dans [80|.

Ezxzemple. — L’ensemble de Liouuville est défini par

1
E={z€eR: 2¢QetVneNdp,q, q>1telsque[z—]—?]<—}.
q qr

Cet ensemble E est de mesure de Lebesgue nulle, il est méme de dimension de

Hausdorff nulle. Cependant il est de deuziéme catégorie au sens de Baire.

Démonstration : Montrons d’abord que le complémentaire de cet ensemble est

de premiére catégorie au sens de Baire. Pour cela, on définit a k fixé ’ensemble

O 1 1
a=U U 1=t gl

q=2 p=—c0
On a alors £ = Q°()([),enGn) ou par passage au complémentaire, E¢ =
QU(U,en G5)- Et Gy, est une union dénombrable d’ouverts, il est donc ouvert.
De plus, pour tout k& € N, Gy contient toutes les fractions de la forme %. Par
conséquent Q C Gy, Gj est dense dans R et Gf, est d’intérieur vide. Donc E°
peut s’écrire comme 'union dénombrable de fermés d’intérieur vide, il est donc de
premiére catégorie d’aprés le théoréme de Baire.
Soit s > 0 fixé. Calculons maintenant la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de
E, voir définition 1.4.

Une premiére décomposition de E peut étre faite en prenant £ = J,,.y(E N

(—=m,m)) pour tout m € N. On peut aussi utiliser la décomposition de F qui a
été faite plus haut, c’est a dire que £ peut s’écrire E = Q°N ((,ey Gi)- Pour tout

€ > 0, on peut trouver un gy pour lequel q% <e,et
0

<ZZZ%

g=>g0 meN p=—mq

YN Y

q>q0 meN p=—mgq

<233 @2mg + 1)g

q>q0 meN

<223 ) (2m+1)g

g>q0 meN

A partir d’un certain rang kg, on obtient ks > 2 et 1 — sk <0
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HAE) <2°) (2m+ 1)2!
meN
<e

Donc pour tout s > 0, H*(F) = limH(E) = 0. Par conséquent n’importe
quelle mesure de Hausdorff s-dimensionnelle s’annule. En particulier, pour s = 1
la mesure de Lebesgue de ’ensemble de Liouville est nulle. a

Dans ce qui suit, on se place dans R".
Commencons par regarder les ensembles Haar-nuls. Pour ceux 1a, le point 2 de la
proposition 2.3 nous donne exactement une caractérisation. En effet, étre Haar-nul
dans R" équivaut a étre de mesure de Lebesgue nulle.
Mais qu’en est-il pour les autres notions? C’est ce que nous allons voir dans les

deux propositions qui suivent.

Proposition 2.11. — Dans R", un ensemble poreux est a la fois de premiére
catégorie et de mesure nulle. La réciproque est fausse en général. En effet, il existe

des ensembles de mesures nulles et de premiére catégorie qui ne sont pas poreur.

Pour montrer cette proposition, nous aurons besoin du théoréme de densité de
Lebesgue, |86].

Définition 2.15. — Soit A un borélien de R". Pour tout x € A, on définit la
densité de x en A par :

L(AN B(z,h))

(2.35) d(z) = }ILIE)I(l) o :
Théoréme 2.9. — (Théoreme de densité de Lebesgue) Si A est un ensemble

borélien de R™, pour presque tout x € A, la densité de x en A vaut 1.

Démonstration de la proposition 2.11. — Le fait qu’un ensemble poreux est de
premiére catégorie a déja été démontré dans n’importe quel espace. Le seul point
a montrer ici est qu’'un ensemble poreux est de mesure de Lebesgue nulle. Soit A
un ensemble poreux dans R”. Par définition, cela signifie que p(z, A) > 0. Il existe
donc une constante € > 0 et une suite R,, — 0 telle que y(z, R,, A) > eR,, pour n
assez grand. Or y(z, R,, A) = sup(r > 03z € R" B(z,r) C B(z, R,)\A). 1l existe
donc z € B(z,R,) tel que B(z,¢R,) C B(x,R,)\A. La boule B(z,cR) est de
mesure de Lebesgue Ce"R}. Or L(B(z, R,,)) = L(B(x, R,)NA)+ L(B(z, R,)\A).
Par conséquent :

L(B(z,Ry) N A) = L(B(z, Ry)) — L(B(w, Ry)\A) < R'(1 — ).
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En particulier,
(2.36) lim 2B )0 4)

=1-"<1.

Mais si L(A) > 0, pour presque tout x € A, la densité de x en A serait 1, d’aprés
le théoréme de densité de Lebesgue. Ce qui est en contradiction avec (2.36). Donc
L(A)=0. O

[’absence de réciproque dans la proposition 2.11 sera démontrée dans I’annexe
B.

Proposition 2.12. — Le seul ensemble HP-petit de R™ est [’ensemble vide.

Démonstration : Soit A un ensemble HP-petit dans R". D’aprés la proposition

2.9, c’est équivalent & P(A) := A’ est HP-petit dans R, ou P est la projection sur
la premiére coordonnée.
Si A’ est HP-petit dans R, il est de mesure de Lebesgue nulle. Regardons si un
singleton {z} peut étre HP-petit. Reprenons la définition des ensembles HP-petits :
pour tout ¢ € (0,¢) et r > 0 il existe K > 0 et une suite infinie de boules
{B;} = {B(y;,r)} avec ||ly;|| < r tels que pour tout z € R :

(2.37) card{i e N: (z + B;)) n{z} #0} < K.

Comme on est dans R, on prend y; € R tels que |y;| < r. Par conséquent, la
suite (y;) est bornée dans R et elle posséde une sous-suite (y4(;)) convergeant vers
un certain y. Si on pose z = x + y, quelque soit ¢ > 0, a partir d’un certain rang
Io, |y — yi| < ¢r donc & € B(z + yy(:), ¢'r) quelque soit i > I. Donc la propriété
(2.37) n’est pas vérifiée en x. Par conséquent le seul ensemble HP-petit dans R, et

dans R™ est I’ensemble vide. O

A la lumiére de ces deux propriétés, nous voyons que la porosité est encore plus
restrictive que la mesure nulle. De plus, il est intéressant de voir qu’en dimension
n, un ensemble poreux est aussi Haar-nul, ce qui n’est plus le cas en dimension
infinie, d’ou la définition des ensembles HP-petits. Bien que les ensembles poreux
soient aussi Haar-nuls, donc forment une classe plus importante, on voit ici que
la classe des ensembles HP-petits est beaucoup plus restrictive que simplement
I’intersection de ces deux classes.

2.3.2. Qu’en est-il des compacts 7— Une autre classe d’ensembles connus
pour étre petits sont les compacts en dimension infinie. En effet, le théoréme suivant
célébre en analyse fonctionnelle nous donne un ordre d’idée de la “taille” que peut

avoir un compact dans un espace de Banach de dimension infinie.
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Théoréme 2.10. — Soit X un espace de Banach. La boule unité de X est com-

pacte si et seulement si X est de dimension finie.

En fait, ce résultat implique que les compacts sont d’intérieur vide.

Comme dans ’exemple précédent, on va regarder les propriétés des compacts a
I’aide des différentes notions définies dans la premiére partie. Dans le théoréme 2.3,
le point 3 tend a confirmer cette intuition. En effet, tous les compacts d’un espace
de Banach sont Haar-nuls, autrement dit ils sont petits au sens de la prévalence.
En ce qui concerne la classe des ensembles HP-petits, le résultat dans ce cas est
donné par la proposition 2.8. En effet, si 'on prend pour A le singleton zéro, cet
ensemble est trivialement HP-petit et si K est un compact, alors A+ K = K donc
K est un ensemble HP-petit. Une fois encore, les compacts forment un ensemble
“petit” respectivement a cette classe. En ce qui concerne la porosité, on reprend le

résultat suivant de [3].

Proposition 2.13. — Soit X un espace de Banach séparable de dimension infi-

nie. Si K est un compact inclus dans X alors K est poreux.

2.4. Interversion des presque partout et presque sir

Maintenant que nous avons défini les différentes notions liées a la prévalence et
a la porosité, nous allons regarder si les propriétés que nous connaissons dans la
théorie de la mesure peuvent se généraliser dans ces cas. En particulier, peut-on
appliquer la plus utilisée d’entre elles, a savoir la conséquence du théoréme de
Fubini qui permet d’inverser l'ordre des intégrations, et par conséquent d’obte-
nir facilement des résultats presque strs dans des espaces produits. Comme la
notion de prévalence est une généralisation de notions probabilistes, il semble

alors naturel et utile de se demander si une telle propriété est vérifiée dans ce cadre.

Dans un cadre probabiliste, si I’on considére un espace £ = E; X Es ou 4 et Es
sont deux espaces vectoriels munis de mesures, alors la théoréme suivant exprime
le fait qu'une propriété presque-siire dans I’espace produit est, pour presque tout
x9 € By, presque sire sur Fy X {x5} et vice-versa. L’équivalent de ce théoréme dans
le cadre des catégories de Baire est donné par le théoréme de Kuratowski-Ulam,

que nous rappellerons ultérieurement.

Théoréeme 2.11. — Soient X et Y deux espaces métriques complets. Soit v une
mesure o-finie sur X et V' une mesure o-finie sur Y. On note alors j la mesure
produit sur X XY. Si E est un ensemble de X XY de mesure zéro alors la section

suivant la direction v € X, E, ={y € Y : (z,y) € E} est de mesure nulle pour
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V' pour dv presque tout x et de méme la section E, :={x € X : (z,y) € E} est

de mesure nulle pour v pour dv' presque tout .

Dans [21], Christensen montre que cette propriété ne s’étend pas aux ensembles
Haar-nuls. En effet il montre un contre exemple a ’application de ce théoréme dans

le cadre de la prévalence.

Proposition 2.14. — Soit X un espace de Banach séparable et T la boule unité
dans le plan complexe. Il existe un borélien B dans l’espace produit X x T tel que
— Pour tout v € X le complémentaire de l’ensemble B(x) = {t € T/ (x,t) € B}
est de mesure de Lebesque nulle sur T
— Pour tout t € T I’ensemble B(t) est Haar-nul dans X.

— Le complémentaire de B est Haar-nul dans [’espace produit.

Nous ne reprendrons pas la démonstration de Christensen de ce résultat, en effet
nous allons voir un autre contre-exemple dans le cadre multifractal. Le théoréme
3.2 du chapitre 3 montrera que :

Soit LP* un espace de Sobolev tel que s — g > 0. Alors :

— Pour presque toute fonction f € LP*, pour presque tout z € R?, I'exposant

de Holder de f en z vaut hy(z) = s.

— Pour tout € R?, pour presque toute fonction f de LP*, I'exposant de Holder

de f en x vaut hy(z) =s — %'

Autrement dit, suivant 'ordre des quantificateurs, on peut montrer qu’un
méme ensemble est Haar-nul dans une direction et prévalent dans l'autre. En
réalité, méme si le théoreme 2.11 n’admet pas d’extensions dans le cadre de la
prévalence, avec certaines hypothéses supplémentaires, si I'un des espaces consi-
dérés est localement compact et avec une définition plus restrictive des ensembles

Haar-nuls, un résultat partiel peut étre obtenu, cf [17].

Théoreme 2.12. — Soient H et T deux espaces vectoriels métriques complets.
S1 T est localement compact, de mesure de Haar p et B C H X T est un borélien,
st toutes les mesures transverses considérées sont des mesures de Radon, on a

équivalence entre :

1. La section B(h) est Haar-nul p-presque partout sur T pour presque tout
heH.
2. L’ensemble B est Haar nul dans H x T

Avant de démontrer ce résultat, nous avons besoin de quelques résultats préli-

minaires.
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Définition 2.16. — Soit X un espace topologique. On appelle mesure de Radon
sur X toute mesure v définie sur la tribu borélienne et telle que :

- v(K) < oo pour tout K compact de T.

- v(A) = sup{v(K); K compact inclus dans A} pour tout A borélien de T.

A Taide de cette définition, nous pouvons énoncer le résultat suivant, [15].

Théoréme 2.13. — (Radon-Nikodym) Soit X wun espace métrique complet
localement compact. Soient p et v deux mesures o-finies sur X. Supposons de plus

que v est une mesure de Haar.

Si ju est absolument continue par rapport a v, il existe une fonction f € L' (X, v)

telle que YA € B(X) :

(2.38) H(A) = /A fdv.

Réciproquement, si il existe [ € LY(X,v) telle que pour tout A € B(X), (2.13) est

vérifiée, alors v est absolument continue par rapport a v.
Un autre résultat important est celui-ci, démontré dans [14].

Théoréme 2.14. — Soient X etY deuz espaces métriques et soit pu (respective-

ment v) une mesure de Radon sur X (respectivement Y ). Alors :

1. si A est un ensemble borélien de X XY, et si u et v sont o-finies, alors
Uapplication x — v(A,) est borélienne sur X. De méme, Uapplication y —
p(Ay) est borélienne sur X. De plus, d’apres la théoréme de Radon-Nikodym,

il existe une unique mesure de Radon sur X XY notée p® v telle que :

(2.39) /A A v) = /X V(AL djt = /Y 1(Ay)dv.

2. Si f est une application continue de X dans Y et u(X) < oo alors la mesure
pr(A) = u(f*(A)) définie une mesure de Radon sur'Y .

Remarquons que les énoncés des théorémes 2.38 et 2.14 sont donnés dans le
cadre des espaces métriques, ce cadre étant celui qui nous intéresse pour la dé-

monstration. Ils sont cependant aussi vrais dans des espaces topologiques.

Démonstration du théoréme 2.12. — Comme T est localement compact, il existe
une mesure de Haar sur 7', notée . On note alors pr une mesure de probabilité

de Radon sur 7" équivalente a pu.

e 1 = 2 Soit B tel que B(h) ={t € T : (h,t) € H x T} soit de mesure
nulle pour p. Soit By = {h € H : u(B(h)) =0} = {h € H : pr(B(h)) = 0}, par
définition de pr. Cet ensemble est Haar-nul dans H donc il existe une mesure de
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probabilité p sur H telle que Yh € H p(h + By) = 0. Comme pr est une mesure
de Radon, et p est o-finie par définition, d’aprés le théoréme 2.14, il existe une
unique mesure de Radon sur H x T'" définie par :
[ dwepr) = [ p(B0)ar = [ pr(BO).
B T H
Soit (hg,ty) € H x T on va calculer maintenant p ® pr((hg,ty) + B) :

p ® pr((ho,to) + B) = /

B+(ho,to)

d(p@pt)z/ pr(to+ B(h))dp = 0.

H+hg

Car p(B(h)) = u(to+ B(h)) = 0 donc pr(to+ B(h)) = 0. Et A est bien un borélien
de H x T muni de la mesure p ® pr. On a donc une mesure transverse & B donc
B est Haar-nul.

e 2 = 1 Soit § la mesure de Dirac sur H. On définit sur H x T la mesure
1 = d®@pr. Soit p une mesure transverse & B. On définit By comme précédemment,
et on définit une mesure py(A) = p(A xT') pour tout borélien A C H. Soit hy € H
fixé, alors :
0= s p((ho,0) + B) = / (B + (ho — hy—8))dp(h, 1)
HXT
Or lapplication (h,t) — pr((B + (0, —t))u(h — ho)) = u(B + (hg — h,—1)), est
borélienne sur (hg + By) x 1. pu(ho + B(h) = p((ho + Br) x T') = 0. Donc B(h)
est Haar-nul. On a donc le résultat annoncé.
[

L’équivalent du théoréme 2.11 est donné par le théoréme de Kuratowski-Ulam,

cf |80, dans le cas des ensembles de premiére catégorie par

Théoreme 2.15. — Soient X etY deux espaces métriques complets. Si E est un
ensemble de X XY de premiére catégorie alors pour tout x € X hors d’un ensemble
de premiére catégorie, E, = {y € Y : (x,y) € E} est de premiére catégorie. Le
méme résultat est vrai pour B, :={x € X : (x,y) € E} pour quasi-tout y € Y.

Une fois encore ce théoréme n’a pas d’équivalent dans le cadre de la porosité.
Cette fois le résultat de Preiss et Zajicek [83] est beaucoup plus fort car méme
en dimension finie, on ne trouve pas de version forte du théoréme de Kuratowski-

Ulam. Ils donnent méme un contre-exemple :

Proposition 2.15. — Il existe un ensemble M C R? o-poreus tel que I’ensemble
{r € R; L(IR\M,) =0} est de seconde catégorie.

Un ensemble de mesure nulle étant aussi d’intérieur vide, d’aprés cette pro-

position, il existe un ensemble o-poreux dans R? tel que sa section dans R soit
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dense. En particulier, celle-ci n’est pas poreuse.

Dans le cas des ensembles Haar-nuls, nous avions regardé si nous pouvions
trouver une version faible du théoréme 2.11 en faisant quelques restrictions quand
a l'espace que nous utilisions. Pour cela, nous considérions des espaces ayant
certaines propriétés métriques. Dans le cas présent, nous allons chercher si avec
des hypothéses supplémentaires sur ’espace, nous pouvons trouver une version
faible du théoréeme de Kuratowski-Ulam. Une fois encore, ce résultat est démontré
dans [83].

Avant de donner le résultat, rappelons les définitions des différentes notions de

porosité que nous utilisons :

Définition 2.17. — Soient (X,p) et (Y,v) deuz espaces métriques et X X Y
muni de la distance somme w. Soit ¢ > 0 une constante fixée. On dit que A C X XY
est c-poreuz dans la direction de X en un point a = (a1,a2) € X XY si pour
tout € > 0 il existe b € X et r > 0 tels que w(a, (b,as)) < e, r > cw(a, (b,as)) et
B((b,az),r)NA=0.

Théoréme 2.16. — Soient (X, p) et (Y, p) deuz espaces métriques. Soit X XY
le produit de ces deux espaces muni de la distance somme. Soit A C X XY un
ensemble o-poreux et 0 < ¢ < 1 donné. Alors A peut s’écrire A = Ay U Ay ot Ay

est o-c-poreuz dans la direction de X et Ay est o-c-poreuz dans la direction de Y .
Ce théoréme est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.4. — Soient (X, p) et (Y,v) deuzx espaces métriques et X X Y muni
de la distance somme w et soit 0 < o < 1/2 donné. Si un ensemble A C X x Y
est (1 — a)-poreuz en un point a = (a1,as) € X XY, alors ou bien A est (1 —2a)
poreuz en a dans la direction de X ou A est (1 —2a)-poreuz en a dans la direction

deY.

Démonstration : Soit a = (a1,az) € X X Y fixé. Supposons que le lemme ne soit
pas vrai. Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout (by,bs) € X X Y, et V(ry,72) > 0
on ait a la fois :

si B((by,a2),m1)NA=0c¢t pla,by) <e, r1 <(1—2a)p(a,by)
si B((a1,b2),m2) NA =10 et v(ag,by) <&, ro < (1—2a)v(ag,by)

Nous allons maintenant réécrire la phrase : A est (1 — a)-poreux en a. A est
(1 —a)-poreux si Ve > 0, Jy € X x Y et r > (1 — a)w(a,y) tels que w(a,y) < ¢
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et AN B(y,r) = 0. 1l existe donc un point (by,by) € X x Y et r > (1 — a)w(a, b)
tels que w(a,b) < e et ANB(b,r) = 0. Comme r; et r peuvent prendre n’importe
quelle valeurs, on peut fixer 7y = r — v(ag, bs) et 7o = r — p(ay, by). Supposons que
r1 > 0, et considérons z € B((by, az),r1). Dans ce cas,
w(z, (by,a2)) <1y

p(z1,b1) + v(29,a0) <14

p(z1,01) + v(22,a2) <1 — v(ag,bs)
p(21,b1) + v (22, az) + v(az, by) <

p(z1,01) + v(22,b2) <
et B((bl,a2> 7”1) C B((bl, b2>,7”), donc B((bl,CLQ),Tl) NA = (Z) et p(al,bl) <

w(a,b) < e. De plus,

IN

(1 —2a)p(ar,br)
< (1 —=2a)v(az, b)
r < (1—a)w(a,b)

r — v(ag, by

~—  —

r— p(ay, b

Ce qui est en contradiction avec 'hypothése que A est (1 — «)-poreux en a. Donc
soit A est (1 — 2«a)-poreux en a dans la direction de X soit il est (1 — 2a))-poreux
en a dans la direction de Y.

Pour en déduire le théoréme, il suffit de remarquer que A peut donc se décomposer
en un ensemble poreux dans la direction de X et d’un ensemble poreux dans la
direction de Y. Comme on a pris une valeur fixée de o dans (0,1/2) le résultat
reste vrai si A est poreux. Par stabilité par union dénombrable, on a aussi la méme
chose si A est o-poreux. a

Pour ce qui est des ensembles HP-petits, la question est encore irrésolue. Peut-
on appliquer une version faible, voire une version forte, du théoréme 2.11 a cette
classe d’ensembles 7 Nous allons voir dans le chapitre 5, et plus exactement dans

le théoréme 5.1, qu’en toute généralité la réponse a cette question est négative.

2.5. Les autres notions

Pour clore ce chapitre, nous pouvons dire deux mots sur d’autres classes
d’ensembles petits. Nous verrons dans le chapitre 5 si elles sont adaptées aux

problémes de régularité.

Nous avons déja mentionné les notions purement topologique liées a la porosité

et que l'on peut trouver dans [96].
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Nous pouvons tout d’abord remarquer, d’apreés les exemples que nous avons vus,
qu’en dimension infinie les compacts sont petits, et ce quelque soit la définition de
"petit" que nous prenons parmi celles que nous avons définies dans ce chapitre. Si
nous rajoutons a cette remarque les propriétés de o-idéal requises, nous pouvons
alors naturellement définir dans un espace de Banach de dimension infinie une
classe d’ensembles pouvant étre inclus dans une union dénombrable de compacts.
En effet, si A est un tel ensemble, il est borélien comme union de fermés, et comme
les compacts sont d’intérieur vides et fermés, A est de premiére catégorie au sens
de Baire. De plus, les compacts sont Haar-nuls.

Notons C la classe des ensembles inclus dans une union de compacts. Alors si A et
B appartiennent a C, AU B aussi par définition. De plus si A € C et B C A, alors
B est aussi inclus dans une union dénombrable de compacts. La classe C vérifie
donc bien la propriété de o-idéal. De plus tous les éléments de C sont d’intérieur
vide, par le théoréme de Riesz.

Comme nous le verrons dans le chapitre 5, cette classe C est en général trop res-
trictive pour les problémes qui nous intéressent. Nous verrons cependant quelques
propriétés génériques en ce sens.

Passons maintenant aux notions de théorie de la mesure telles que les ensembles
nuls au sens gaussien de Phelps, voir [81], ou les ensembles nuls au sens de Arons-
zajn, cf [7]. Ces ensembles offrent un cadre plus fort que celui des ensembles Haar

nul, mais n’ont aucun lien avec les notions de porosité ou d’ensembles HP-petits.

Définition 2.18. — Soit X un espace de Banach séparable et A\ une mesure de
probabilité borélienne sur X ; \ est une mesure gaussienne si pour tout f € X*,

f#0, la mesure ;. = X o f~! est une mesure gaussienne non-dégénérée sur R.

Définition 2.19. — Soit X un espace de Banach séparable. Un borélien B de X
est dit nul au sens gaussien de Phelps si u(B) = 0 pour toute mesure gaussienne

non-dégénérée p sur X.

Voyons maintenant quelques propriétés de ces ensembles, que nous ne démon-

trerons pas ici.

Proposition 2.16. — Soit X un espace de Banach séparable.

1. La classe des sous-ensembles de X nuls au sens gaussien de Phelps forme
un o-idéal (cf |81]).

2. Si B est nul au sens gaussien de Phelps, alors B est Haar-nul (cf [89]).

3. En dimension finie, nul au sens gaussien de Phelps < nul pour la mesure
de Lebesgue.

4. En dimension infinie, il existe un compact qui ne soit pas nul au sens gaussien
de Phelps (|81]).
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Remarque :

— La démonstration du point 3 est triviale. Il suffit pour cela de remarquer
qu’en dimension finie, une mesure gaussienne est a densité par rapport a la
mesure de Lebesgue.

— Le point 4 de la proposition précédente est déja génant en lui-méme. Il parait
en effet naturel de demander qu'un compact en dimension infinie soit un en-
semble petit pour les notions que nous utilisons. Il semblerait alors que cette
notion de généricité ne soit pas assez restrictive. On verra dans le chapitre 5

d’autres exemples confirmant cette impression.

Voyons maintenant les ensembles nuls au sens de Aronszajn.

Définition 2.20. — Soit X un espace de Banach séparable. Un sous-ensemble S
de X est dit nul au sens de Aronszajn si pour toute suite {eq, ..., e, ...} engendrant
un sous-espace vectoriel dense de X, il existe une partition de S = J; S;, ou les S;
sont des ensembles boréliens, tels que pour tout i, la mesure de Lebesgue engendrée

par e; est transverse a S;.

Dans [25], M. Csornyei a démontré que ces notions d’ensembles nuls au sens

de Phelps et au sens d’Aronszajn coincident dans les espaces de Banach séparables.

En reprenant ’exemple du mouvement brownien fractionnaire dans le cadre
des ensembles nuls au sens gaussien de Phelps, nous allons voir comment il peut

s’appliquer a I’exemple des fonctions continues nulle part C*.

Ezxzemple. — Quelque soit € > 0, [’ensemble des fonctions continues et bornées
sur [0,1]% et C° en au moins un point de [0,1]? n’est pas nul au sens gaussien de
Phelps.

Démonstration : En effet, le mouvement brownien fractionnaire définit une
mesure gaussienne sur C([0,1]%). Si on considére alors un mouvement brownien

fractionnaire de paramétre de Hurst a > £/2, il est C¥(x) quelque soit = € [0, 1]%.

Il existe donc une mesure gaussienne sur C([0, 1]¢) pour laquelle ’ensemble des

fonctions C¢([0, 1]¢) n’est pas de mesure nulle. O

D’autres classes d’ensembles, tels que les ensembles nuls au sens de Preiss et
Tiser, cf [82], ou les ensembles I'-nuls, cf [61, 62], ont été introduits plus récemment

pour généraliser encore ces notions.
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A titre de résumé par rapport & tout ce que nous venons de dire, les liens
entre les différentes notions de généricité peuvent formellement se schématiser de

la fagon suivante.

Notions de | Notions
|
|
| .
théorie de la mesure | topologiques
|
|
|
union dénombrable de compacts

Aronszajn nul [

ﬂ ﬂ

Gaussian nul (Phelps) HP petit

ﬂ

Haar nul O-poreux

ﬂ

1° catégorie

Avec la convention A = B : un ensemble petit pour la notion A est petit pour

la notion B.

Comme nous ’avons vu tout au long de ce chapitre, nous testons ces différentes
notions sur des exemples classiques d’analyse. Les trois problémes fondamentaux
que nous regardons sont :

— Les fonctions continues sont-elles dérivables ?
— Dans un espace de Banach de dimension infinie, les compacts sont-ils négli-
geables ?

— Les fonctions analytiques sur le disque unité admettent elles le cercle comme

frontiére naturelle ?

Il semble en effet naturel de considérer les compacts d’un espace de Banach
en dimension infinie. On sait qu’ils sont de premiére catégorie au sens de Baire,
pourquoi alors ne seraient-ils pas petits dans d’autres cadres. De méme, les deux
autres problémes sont des exemples classiques, puisque historiquement, ce sont

ceux qui ont été mis en avant dans les prémisses des problémes de généricité.



2.5. LES AUTRES NOTIONS 67

Les deux premiéres questions ont déja été évoquées tout au long de ce chapitre.

Nous développerons la derniére dans le chapitre 7.






CHAPITRE 3

REGULARITE PREVALENTE DANS UN
ESPACE DE SOBOLEV DONNE

3.1. Introduction

Quand on s’intéresse & un espace fonctionnel, la question de la régularité de
ses éléments vient naturellement & l'esprit. Dans un espace fonctionnel donné,
par exemple dans l’espace des fonctions continues et bornées sur R, on peut
exhiber des fonctions ayant des propriétés de régularité ponctuelle différentes. Il
existe aussi bien des fonctions ayant partout un exposant de Holder fini donné, la
fonction de Weierstrass par exemple, ou des fonctions dont 'exposant de Holder
varie, comme la fonction de Riemann. On ne peut donc évidemment pas espérer
avoir des résultats de régularité ponctuelle non triviaux valables pour toutes
les fonctions de l’espace. Par contre, nous allons voir qu’ils existent souvent des

résultats précis de régularité ponctuelle valable génériquement sur ces espaces.

Dans un espace de Sobolev, la difficulté est accrue du fait qu’ils ne sont pas
nécessairement inclus dans I'espace des fonctions continues. En effet, si certains
espaces de Sobolev s’injectent naturellement dans des espaces de Holder classiques,
ce n’est pas le cas pour tous. Et dans tous les cas, le probléme que 'on rencontre
dans le cas des espaces de fonctions continues se pose encore. Certaines fonctions
seront C'> alors que d’autres seront le moins réguliéres possibles. Comment et
dans quel sens donner alors la régularité optimale dans un espace fonctionnel ?
Un premier pas vers la réponse fut donné dans le cas des fonctions continues par
S. Banach, dans [10] et par Mazurkiewicz, [70], qui montrérent que dans C(R),
’ensemble des fonctions qui sont partout C* est un ensemble de premiére catégorie
au sens de Baire. Une étude ponctuelle, au sens de Baire, s’est ensuite développée
avec notamment les travaux de Zamfirescu. Depuis, avec [38], nous savons que ce

résultat est aussi valable au sens de la prévalence.

En ce qui concerne les espaces de Sobolev, nous allons montrer que presque

toutes les fonctions, au sens de la prévalence sont multifractales, et nous allons
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donner leur spectre de singularités. Ce résultat pourrait a priori étre surprenant.
En effet, jusqu’a peu, les fonctions multifractales, étaient vues comme exception-
nelles. Celles qui ont été étudiées avaient en général un caractére d’auto-similarités
ou étaient des cascades multiplicatives. Dans le cadre de la turbulence, cadre qui
servi de précurseur au sujet, de tels phénoménes d’auto-similarité était en effet
présents. I semblait alors “normal” de lier ces caractéristiques d’auto-similarités
et de comportement multifractal. Cependant, dans [44], S. Jaffard montre déja
que dans un espace de Sobolev quasi-toutes, au sens de Baire, les fonctions sont
multifractales. Dans ce cas, le théoréme 3.1 nous semble moins étonnant. D’autant
moins que si 'on regarde [50], on une majoration du spectre est donnée pour
toutes les fonctions d’un espace de Sobolev, le résultat qui va suivre revient alors a
dire que le pire cas possible est aussi celui qui arrive le plus souvent. La encore, ce
résultat pourrait paraitre paradoxal. On peut en effet voir la notion de prévalence
comme une généralisation de I’étude probabiliste des trajectoires de processus.
Or on peut construire, comme nous le ferons dans la partie 5.3, des processus
ayant la meilleure régularité possible. Mais on peut voir dans [13] que ce genre de

comportement est celui qu’on observe le plus souvent dans le cadre de la prévalence.

Le théoréme suivant nous donne la régularité de presque toutes les fonctions
d’un espace de Sobolev au sens de la prévalence. Remarquons que ce résultat est
le méme que celui de [44| mais qu'il est obtenu dans un cadre différent. Nous
ne démontrerons en fait pas ce théoréme mais nous indiquerons tout a I’heure

comment il peut se déduire du théoréme 3.2.

Théoréme 3.1. — Soient 1 <p < oo et s > 0.

1. Sis— % < 0, presque toute fonction de LP* est nulle part localement bornée,
et son spectre de singularités n’est pas défini.
2. Sis— % > 0, exposant de Hélder ponctuel de presque toutes les fonctions

de LP* est & valeurs dans [s — ;‘—f, s| et :

(3.1) VH € [s — g,s] d(H)=(H — s)p+d.

De plus pour presque tout f, pour presque tout x € R, hi(z) =s.
3. Si S—;—f > 0, pour tout zo € R fizé, pour presque tout f € LP*, hy(xg) = 5—%.

Dans la suite, nous nous placerons dans le cadre des espaces de Besov plutot
que dans celui défini par les Sobolev. Il nous permettra en plus des autres avan-
tages dont nous avons déja parlé dans le chapitre 1 de donner une caractérisation
borélienne des ensembles que nous étudions. Ce caractére est indispensable a

I’étude de la prévalence. En effet, si nous ne regardons que les ensembles de
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fonctions ayant une certaine régularité ponctuelle, ceux-ci ne sont pas forcément
borélien. Pour s’en convaincre, nous renvoyons le lecteur a [69], ou il est montré
que dans ’ensemble des fonctions continues, celles qui sont différentiables en au
moins un point ne forment pas un ensemble borélien. Dans la suite, & chaque
fois que nous voudrons montrer qu’'un ensemble est petit, nous utiliserons le fait
qu’il est inclus dans un ensemble donné par des conditions sur les coefficients
d’ondelette. Comme 'application qui a une fonction d’un espace de Besov ou de
Sobolev associe ses coefficients d’ondelette est continue, on peut ainsi se ramener

plus facilement a des ensembles dénombrables.

Une fois que nous sommes convaincus de 'intérét d’utiliser les ondelettes, il
semble logique de regarder aussi les espaces de Besov. En effet, grace aux injec-
tions entre les espaces de Besov et de Sobolev, B! «— LP5 — B |[94], la
démonstration est la méme dans ces espaces, et ils offrent I'avantage d’avoir une
caractérisation en ondelettes plus simple. De plus, dans le cas des espaces de Be-
sov, certains résultats peuvent étre raffinés. En jouant sur le troisiéme indice des
espaces de Besov, nous pouvons en effet trouver des résultats différents dans les cas
critiques. En effet, dans le théoréme que nous venons d’énoncer, on peut constater
que dans ce cas, les fonctions d’un espace de Sobolev sont presque toutes irrégu-
liéres. Nous allons voir dans le théoréme suivant que suivant les valeurs des indices,
presque toutes les fonctions de certains espaces de Besov critiques sont encore mul-
tifractales. A I'aide des notations du chapitre 1, nous pouvons énoncer le théoréme

suivant, qui est le point central de ce chapitre.

Théoréme 3.2. — Soient s, p, q trois réels vérifiant 0 < p < o0, 0 < g < 00 et
s> 0.

1. Sis— % >0, ou st s — ;—j =0 et0<q<inf(p,1). Alors pour presque toute

fonction de B!, le spectre de singularités est défini sur [s — %, s|, ou il est

donné par :
d
(3.2) VH € [s——,s] d(H)=(H—s)p+d.
p
En particulier, pour presque toute fonction de By?, pour presque tout x € R4,
h¢(z) = s.

2. Sis— % <0 ous— % =0 et ¢ > 1, alors presque toute fonction de By est
nulle part localement bornée.
3. Sis— % =0e0<p<gq< 1, alors le spectre de singularités de presque

. . N d
toute fonction de By appartient a [0, E] et

(3.3) VH € 0, g] d(H) = Hq.
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4. Soient 0 <p<oo,0<g< oo ets— % > 0. Pour tout x € R?, pour presque

toute fonction f de By?, lexposant de Hélder de f en x vaut hy(z) = s — %.

Remarque : Si nous comparons les points 1 et 4 de ce théoréme, nous voyons que
suivant 'ordre des quantificateurs, le résultat que nous obtenons est totalement
différent. En effet, dans le premier cas, la régularité de presque toute fonction en
presque tout point vaut s, qui est la meilleure que nous pouvons obtenir. Dans le
deuxiéme cas, du fait de l'injection By? — C*% nous voyons que nous avons la
pire possible. Ce résultat confirme ce que montrait [21], et que nous avons rappelé
dans la partie 2.11, a savoir qu’il n'y a pas d’équivalent du théoréme de Fubini
dans le cas de la prévalence.

Ce résultat se raffine d’ailleurs avec le module de continuité. Nous allons le voir

dans la partie 3.2.3.

Grace aux injections entre espaces de Besov et de Sobolev donnés par la proposi-
tion 1.11, pour obtenir le théoréme 3.1, il faut prendre ¢ = 1 dans la démonstration

du théoréme 3.2.

Pour pouvoir démontrer le théoréme 3.2, nous aurons besoin de la proposition

suivante, qui est démontrée dans [50].

Proposition 3.1. — Soit f € B5>(RY) alors :

1. Sia>s—%>0,alors:
(3.4) dimy({z € R? tel que f & C*(z)}) < (a — s)p + d.
2. Sis— % =0, alors :
(3.5) dimy({z € R? tel que f ¢ C*(x)}) < ap.
3. Sis— ]%l <0, et si il existe 3 > 0 tel que f appartient aussi o C°(RY) alors

(3.6) dimp({z € R? tel que f ¢ C%(x)}) < =(d — (s — B)p).

@I e

Démontrons maintenant le théoréme. Nous en profiterons, dans un second
temps, pour regarder d’autres notions de régularité, comme l'exposant de Hol-
der local, défini dans [88], ou le module de continuité ponctuel. Nous ne ferons
que la démonstration dans le cadre des espaces de Besov, le cas Sobolev s’obtenant

en prenant ¢ = 1 dans la suite.
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3.2. Le cas régulier

3.2.1. Démonstration du point 1. — Dans ce qui suit, nous nous placons
dansunespaeedeBesovB;’qofls—% >0et0<qg<o00,0<p<00.8i0<p <,
ces espaces ne définissent plus des espaces de Banach, mais munis de la distance
(1.34) ce sont tout de méme des espaces vectoriels métriques complets et sépa-

rables, et comme nous l'avons déja vu ceci nous suffit pour appliquer la prévalence.

Pour démontrer cette partie, nous allons passer par la technique de I'espace
sonde, que nous avons déja définie. Cet espace sonde nous donnera alors comme
mesure transverse la mesure de Lebesgue portée par la boule unité en dimension
finie, qui est bien borélienne et a support compact.

Le résultat que nous cherchons a montrer est du type multifractal. Pour mettre
cela en évidence, nous allons utiliser certaines propriété des réels, a savoir leur vi-

tesse d’approximation par des dyadiques, ce qui fera alors intervenir des ensembles

fractals.
Définition 3.1. — On dit qu’un point o € R? est a-approzimable par des dya-
diques s’il existe une suite infinie ((kn, jn))nen, kn € Z" et j € Z telle que :
kn 1
(37) To — 2j_n = Sajn

L’exposant dyadique de xq est défini par :

a(xg) = sup{a : o est a-approximable par des dyadiques}

Remarquons dans cette définition que I'exposant dyadique est forcément plus
grand que 1. En effet, pour a = 1 on obtient juste que z, appartient a un cube
dyadique.

Définition 3.2. — Soit a € [1,00) fizé. On note

(3.8)
kn

r— —
n

1

F, =S a: 3 deuz suites (kyp)nen €t (Jn)nen telles que j, — oo et < o

On peut ausst définir F,, par :

(3.9) F, = limsup F?
oo
ou FJ = U, x+ 55 %}d (x désigne ici le point ddyadique (&, ..,
1.1
PR W}

wF
S—
$_,

Dans la suite on notera F*' le cube % + [

Nous utiliserons aussi la proposition suivante, issue de [44].

b
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Proposition 3.2. — Quelque soit o > 1,

(3.10) dimp (F,) >

Q|

Remarque : A partir de I’équation (3.9), on voit que la suite (F?),cy est décrois-
sante en «, donc en passant a la limite supérieure on sait que F|, est décroissante

en .

Dans un premier temps, nous allons travailler sur [0,1]%. Une fois le théo-
reme démontré dans ce cas, il est aussi vrai pour n’importe quel cube unité de
R? et par stabilité de la prévalence par intersection dénombrable le résultat est

vrai sur R? tout entier. Dans la suite, on note A le cube dyadique \ = 2% +[0,277]4,

Dans la plus grande partie de la démonstration nous travaillerons & o > 1
fixé. Nous verrons a la fin comment déduire le point 1 des résultats obtenus dans
ce cas. Soit donc a > 1 fixé. Pour tout € > 0, on pose N = 2% > [%] + 1. On
construit alors un espace sonde P engendré par les fonctions {gi, ..., gn} définies

de la facon suivante.

On découpe chaque cube dyadique )\ de taille 2% en 29" sous-cubes m(\). On
pose a = %4— %. Soit J < j et K € Z* défini par é(—J = 5—] et tel qu’il existe un
indice ¢ pour lequel é(—J est une fraction irréductible. Pour m = 1,..., N on définit

les coefficients dY' de la fonction g, par :

VA, d7, = a9 id
(3.11) N Gmy =

Autrement dit, pour chaque sous-cube X de volume 2-%"*+7) une seule fonction
gm a un coefficient non nul. Les deux lemmes qui suivent énoncent les propriétés

des fonctions g, dont nous aurons besoin.

Lemme 3.1. — Ym=1,.,.N g, € By".
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Démonstration :

G € B;,q PN Z Z ‘ijkz(s—g)j

Jj=0 \ke{0,...,27 -1}

J
= (Y ¥ jiz <o

7>0 \ J=0 Ke{0,...,27 —1}d

i1 \?
o X (X <=
=0 \u—o’
& ) jri<oo

§20
<:>g—aq<—1

p

1
S a> -+ -
P q

Pour chaque A = A(j, k) = 2% + 10,2774 est associé K € Z< tel que :

k _ K
(3.12) v

I’'une au moins des coordonnées de K est impaire
On peut donc découper la somme en A suivant les valeurs prises par J, 0 < J < 7.
On notera par la suite J = J(j,k) et K = K(j, k) I'ensemble des J < j et des K
tels que (3.12) soit vérifiée.

Pour un J donné on a 2%/ éléments dont la somme donne
J
OESIED 9 SECIE
AEAJ' J=0 AeA;

Donc ||gn|| < sup;, ]pa%l < 00. Donc on a bien g, € By
O

Lemme 3.2. — Pourm =1,..., N, les fonctions g,, ont toutes le méme exposant
de Hdélder ponctuel :

d
Vo € RY ho(x) =s— — +
() p  az)p

ot a(x) est donné dans la définition 3.1.

Démonstration : Comme les fonctions g, sont dans Bj? et que s > %, elles

sont uniformément holdériennes et on peut calculer leur exposant de Holder a
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I'aide de la formule (1.17). Soit donc 2y € R? un point a-approximable, et consi-
dérons l'ensemble des sous-suites (K,,.J,) de la définition 3.1. Dans ce cas en
prenant j = [aJ,] et k tel que k277 = K,27/» on obtient dans (1.17) : hy(z¢) =

. log |c; k| d d . L s L1 .
Hm infy o) zmiitee 3y < $ — 5 T ap: Par définition de a(zo) on en déduit donc :

d d
(3.13) hy(zg) < s — ” - ERP

Pour obtenir la minoration de I’exposant de Holder ponctuel des g,,, nous allons
utiliser les "wavelet leaders" définis par (1.18). Soit (j, k) dans le cone d’influence
en To. Par construction, si le cube N C A, on a 2% = 2167',, j' > j, et dong, si l'on
note J(j) l'entier J défini par (3.12), on a J(j) < J(j'), et donc ¢j pr < ¢jy; d’o,
finalement, d;(zo) = ¢; .

De plus, comme «(zg) est la borne supérieure de 1’ensemble des « tels que xg

soit a-approximable, on a par définition :

(3.14)
Ve > 0 il exi ite (K, J, 11 J, Ky
e > 0 il existe une suite (K, J,) telle que J,, — oo et ST, < |xo S
. kK . . .
Si J est tel que 57 = 5y comme (7, k) est dans le cone d’influence en z,
‘ k K C
Lo A il SO
2:270 > 97 Zo 9J Z 9(a(zo)+e)
donc il existe C’ tel que j — C" < (a(xg) + €)J. On en déduit que
eip = Lo-9ig10 < Lottt
Je Je
. o d d
La proposition 1.4 implique alors que hy,, (z9) > s — — + —————, pour tout
p - pla(z) +e)
e > 0. O
Passons maintenant a la démonstration du point 1 du théoréme 3.2.
Lemme 3.3. — Soient 0 <p < oo, 0<qg< o0 ets>0 tels ques—%>0. Soit

a € [1,00) fizé. Soit H(a) = s — % + aip. Alors U’ensemble C' défini par
C:={fe€ By tel que Ix € F, hy(z) < H()}

est prévalent.

Démonstration : Soit € > 0 fixé et v = H(a) + €. Dans un premier temps, nous

allons montrer que I'ensemble S des fonctions C7 en un point de F, est Haar-nul.

Nous utiliserons le lemme 1.2 qui permet de déterminer la régularité ponctuelle
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d’une fonction a partir des modules de ses coefficients d’ondelette. L.’ensemble .S

est inclus dans 'union dénombrable sur ¢ > 0 et sur € > 0 de :

See ={f = cjuthjx € By tel que 3z € F, Vi, k € K, (2) |eju] < 372777},
ak
En utilisant (3.9), notons que F, s’écrit comme la limite supérieure en 4, d’une
union de 2% cubes. Soit :

See(i,l) = {f € By tel que 3w € FOD Vi k€ Ku(2) ejp] < e3%2777}

alors
See C limsup U Seeliyl).

%0 40,201}

Pour montrer que ces ensembles sont boréliens nous allons vérifier qu’ils sont
fermés. En effet, considérons une suite f, € Sc.(4,1), qui converge dans B;?. Dans
ce cas, il existe une suite (z,,), € (0,1), telle que la fonction f, soit (c, ) réguliére
en x,. Mais Fo(f’l) est compact dans R? donc il existe une sous-suite (i, Jnen de la
suite x, qui converge vers r € Fg’l). L’application qui a f associe un coefficient
d’ondelette, donnée par (1.11), est continue dans B,. Les coefficients d’ondelette

c;?k de f, convergent donc vers les coefficients c;; de f.

Soit J fixé. Pour n assez grand, on a |z;, — x| <277 et
Ve > 0Vj < J etk tels que(j, k) € Ko(3) [}y, — cjn| < €27,
Et [¢] ] <3727 car (j,k) € K.(3). On en déduit donc que
Vi < J et k tels que(j, k) € K (3) |eju] < (¢37 +2)277.

Quand J — oo et ¢ — 0, on en déduit I'estimation recherchée pour les ¢; ;. Donc
f est (c,y) réguliére en z, donc elle appartient & S..(i,l). Par conséquent, les

ensembles S..(i,1) et donc S.. sont boréliens.

Soient i € N et [ € {0,...,2° — 1}? fixés. Considérons maintenant une fonction
J quelconque dans B;? de coefficients d’ondelette ). On veut montrer que P est
un espace sonde, et donc que la mesure de Lebesgue de (f + P) N S.. est nulle.
Pour cela nous allons estimer la mesure de Lebesgue de (f + P) NS, .(¢,1). Soient
f1 et fo deux fonctions de f + P, il existe donc 5, € RY et 8, € RY tels que, si
I'on note fg = f+ Zﬁzl B gm, les fonctions fi; = f3, et fo = fg, appartiennent a
S.-(i,1). Il existe alors x; et x5 appartenant a F! tels que :

Vi, A€ Ky (2) ea+ Y, B7dy] < ¢3%27
Vi€ Kny(2) lex+ X2, Bdy| < e3%2%,
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Comme z; et x5 appartiennent au méme cube F” |x1 —x2| < 2&1' Par conséquent,
a ’échelle 7 = [«i], il existe un A appartenant a la f01s a ICxl( ) et Koy (2). En effet,
si A € Ky (2), |21 — Al < &, comme |77 — 23] < 35 < 2, |22 — A < Z. Mais
si on pose j' = j + n, il existe \' pouvant s’écrire comme un i(\), ou )\ est un

cube dyadique de volume 2-% appartenant au cone K, (2) et au cone K,,(2).
Considérons maintenant le coefficient d’ondelette de fg, — f3, correspondant a ce

cube X. Celui-ci vérifie que quelque soit m =1,..., N :

(3.15) lemey + > By — (Cmey + Z BRdm )| < 2¢273%277

Par définition des fonctions g, pour chaque m()’), un seul coefficient dz(())\,) est

non nul. Par conséquent,
lemvy + > By — (g + Z mo) | = 181 = B3°ld e -

Donc en utilisant (3.11) et (3.15), et en prenant comme norme dans RV, la

norme du sup des coordonnées,
16" = 8% < 2c27327 I je

Donc la mesure de l'ensemble des (3 tels que fs appartienne a S..(i,1) est infé-
rieure & (2¢2773%2-0~H)2i(¢)a)N  Calculons maintenant la mesure de Lebesgue
de I'ensemble des 3 tels que fs soit (c,7y) réguliére en un x appartenant a Fy,. A
une échelle ¢ donnée, la mesure de Lebesgue de I'ensemble des [ tels que fz soit
(¢,7) réguliére en un = de F! est la somme sur les [ € {0,...2°}¢ cubes possibles.

Autrement dit, cette mesure est inférieure a
Z (202n73a2—(7—H)ai(a/Z'>a)N _ (20271"/3@(ai)a)NQ—N(W—H)ai‘f'di‘
lefo,...2i}d

Or nous avons choisi N de sorte que —N (v — H)a+d < 0. Comme les M.(i,1)

sont décroissants en ¢, on obtient :

L(M.) = L | limsup U M.(i,1) | =0.

1€{0,..,2i—1}d

L’ensemble des fonctions (c, ) réguliéres en un point de F, est donc Haar-nul.
En prenant I'union sur une suite c,, et sur une suite 7, tendant vers H(«) en

décroissant, nous obtenons, en utilisant la propriété de o-idéal que :
S(a) :={f € By? tel que 3z € F, hy(r) > H(a)}

est Haar-nul. O
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Reprenons maintenant la démonstration du point 1 du théoréme 3.2. Nous
prenons une suite (o), dense dans (1, 00). L’union dénombrable S des S(a,) est

aussi Haar-nul. Par passage au complémentaire, I’ensemble :
M :={f € By? tel que Vn € N Vo € F,,, hf(z) < H(an)}

est un sous-ensemble prévalent de B

Pour finir la démonstration du point 1 du théoréme 3.2, il nous reste a calculer
le spectre de singularités de presque toutes les fonctions de B?. Pour cela, prenons
a € [1,00) quelconque. Soit (ag, ), une sous-suite croissante de la suite «,, qui
tend vers a. Comme nous I'avons remarqué dans la définition 3.2, la suite Fy,
est alors décroissante. Donc F,, C F,, , quelque soit n € N. Alors F,, C N, Fy, -
On note E, =, Fu,, -

De plus H(a) = s — g + p%, Papplication o — H(«) est donc décroissante et
continue et H(ag,) — H(a). Donc pour tout f € M, et pour tout x € E,, pour

tout n, hy(z) < H(ay,). En passant a la limite, on a

VfeM Ya>1 Vz e E,, hi(z) < H(a).

d

)

D’aprés 1’équation (3.10), la dimension de Hausdorff de F,, est supérieure a
par conséquent la dimension de Hausdorff de E,, est supérieure a g. Nous obtenons

donc finalement,
Pour presque tout f € B>? dimy({x tel que hp(z) < H}) > (H —s)p+d.
De plus, dans le point 3.4 de la proposition 3.1, quelque soit f € B;’q(Rd),
dimpy ({x tel que hy(x) < H} < (H —s)p+d.

Et il est démontré dans [50] que la mesure de Hausdorff £-dimensionnelle de
{z tel que hy(z) < H(a)} est nulle.

Par conséquent ensemble {z : hy(z) < H} est de mesure de Hausdorff £-
dimensionnelle nulle. De plus, d’apreés [42] 1a mesure de Hausdorff g—dimensionnelle
de F, est strictement positive. Donc

He(Ey) > He (Fy) >0,
Et
d(H) = Ha({z tel que hy(z) = H}) = Ha (E\{z tel que hy(z) < H}) > 0.
Ce qui implique que pour tout f € M :

(3.16) VH € [s — g,s] d(H) = (H — s)p +d.
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Ce qui achéve la démonstration.

3.2.2. Exposant de Holder et exposant local. — Pour finir sur ce cas, nous
pouvons glisser quelques mots sur 'exposant de Holder local, défini par S. Seuret
et J. Levy-Vehel dans |88|. Pour cela, comme ses auteurs nous nous placons en
dimension 1 et nous allons déterminer I’exposant de Hélder local de presque toute
fonction d’un espace de Besov Bj? avec s — % > 0. Rappelons d’abord quelques
uns de leurs résultats.

Définition 8.3. — Soit z9 € R fizé et f : R — R. Soit (O;)icr une famille

décroissante d’ouverts telle que NO; = {xy}. Posons
(3.17) ay(zg) = sup{y(0;) i € I},
ot oq(O) =sup{s: f e C*(O)}.

Remarquons que pour une fonction globalement holdérienne, ce qui est notre
cas ici, 'exposant de Holder local est inférieur ou égal a I'exposant de Holder
ponctuel. Mais en I'occurrence, ce qui nous intéresse est de déterminer ’exposant
de Holder local pour un ensemble prévalent de fonctions de B;“ et de comparer
avec le résultat obtenu avec ’exposant ponctuel. Pour cela, nous avons besoin de

la proposition suivante, elle aussi issue de [88].

Proposition 3.3. — Soit I un intervalle inclus dansR et f : I — R une fonction
continue. Soit hy et oy respectivement les fonctions de Hélder ponctuelles et locales
de f. Alors, pour tout x € 1

a(z) < min(hf(:v),lirtn inf hy(t)).
En reprenant la démonstration précédente et I’ensemble
S={feBytelqueIn €N Jzx € F,, hg(r)> H(a,)}

que nous avons défini plus haut des fonctions de B;? dont le spectre de singularité
est donné par 3.2, on voit que I'exposant de Hdélder local d’une fonction f de S°¢
est exactement o;(z) = s — I% pour tout = € (0,1). En effet, 'exposant de Holder
ponctuel d'un point dyadique vaut exactement s — %, ces points étant denses dans
(0,1), quelque soit x, il existe une suite de dyadiques convergeant vers = d’ou le
résultat.

Ce résultat nous conforte dans I'impression que nous avions déja qu'un for-
malisme multifractal ne peut étre construit sur cet exposant de Hoélder local car

aucune différence n’apparait entre deux points.
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3.2.3. Le module de continuité. — On va maintenant raffiner les résultats
de la partie précédente en déterminant le module de continuité d’'un ensemble
prévalent de fonctions de B,? pour s — % > (0. Pour ce faire, on va dans un premier
temps regarder si I’on peut trouver un ensemble prévalent de fonctions ayant
un certain module de continuité presque sir sur (0, 1) Puis, dans un deuxiéme
temps, on va regarder si, pour tout z € (0,1)¢, on peut trouver un ensemble
prévalent de fonctions ayant une fonction 6§ donnée comme module de continuité

en r.

3.2.3.1. Module de continuité presque sidr. — Nous allons maintenant finir la
démonstration du point 1 du théoréme 3.2 en regardant l'’exposant presque-sir
de presque-toutes fonctions d'un espace de Besov régulier. Nous allons en fait
montrer plus, puisque nous allons obtenir des modules de continuité de presque

toutes fonctions.

Proposition 3.4. — Soit s > 0 tel que s — % > 0 et 6 un module de continuité
tel que 0(277) = 27%9w; on (wy); est une suite non nulle de 1%. Alors pour presque
toute fonction de By, pour presque tout x le module de continuité de [ en x n’est
pas un o(6(277)).

Remarquons que le fait que la fonction 6 soit un module de continuité entraine

qu’elle est strictement croissante et donc que quelque soit j > 0, w; # 0.

Démonstration : Par abus de langage, on notera dans la suite k = {ky, ..., kq} les

cubes dans R%. Pour démontrer ce résultat, on considére le processus :
d
X, = Z Z Z 5]-7;62_5]%1#(’)(2% — k)
i=1 j>0 ke{0,...,20 —1}d

ou les (¢;); forment une suite de Rademacher. Autrement dit, ils forment une

suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi :

, 1 avec probabilité
V], k Ejk =
—1 avec probabilité

N= N

Il est immédiat que le processus X, appartient bien a B;9. Montrons qu'’il définit
une mesure borélienne sur B;9. La mesure p engendrée par la suite de Rademacher
est clairement borélienne de {—1, 11" & valeurs dans R*. Il nous suffit donc de

montrer que 'application & définie par :
{1, 1}V — B3
(€ik) = Xo(e)
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est continue.

}Nd+1

On prend comme distance sur Pensemble {—1, 1 celle donnée par :

Nd+1

Ve, € € {—1,1} , d(g,é) = 9—inf{j: 3k, &; k#E K}

Quelque soit N > 0 on considére ¢ et &, deux éléments de 'ensemble {—1, 1}Nd+1

tels que d(g,&) < 27V. Dans ce cas, X(¢) et X (&) ont les mémes coefficients
d’ondelette jusqu’a I'échelle j = N. La norme dans B, de X(g) — X () vérifie
alors

SAS)

IX(e) = X@))7=> Y ek — EulraIr2lr i

j=0 \ke{o,...,29-1}4

= ) fwl? > legn— a2

J2N+1 ke{o,...,29 —1}4

< D Jwgl2e.

j>N+1

hSES]

Mais comme la suite (w;)jen appartient a [, cette quantité tend vers zéro
quand N tend vers I'infini. Par conséquent, I'application £ est continue et la mesure
engendrée par le processus X est borélienne.

De plus, cet espace est compact et 'image d’un compact par une application
continue est compacte. Donc u est a support compact.

Grace & (2.3), on veut montrer que pour toute fonction f € By, presque-
stirement, pour presque tout , (f(x) + X;)ze(0,1)¢ n'a pas de module de continuité
en = en o(f). Dans le cas présent, on peut appliquer le théoréme de Fubini, et
inverser le presque-siirement et pour tout z. On fixe une fonction f dans B, et
un point = € (0,1)¢. Supposons que ¥ tel que ¥(277) = 0(6(277)) soit un module
de continuité de f en x. On considére alors les coefficients de (f(x) 4+ Xu)ze(0,1)

correspondants aux indices j et k; tels que |27z — k;| < 2. Ceux-ci vérifient :

(3.18) cix +Eix2 Fw; = 0(0(277)).
Par conséquent,
_C.7k25j
€j’]€ = Zu— + 0(1)

J
—Cj kQS]
wj

les €1, situés dans le cone au dessus de x sont déterministes. Ceci correspond a la

Autrement dit €, — quand 7 — oo. Donc a partir d'un certain rang Jy,

probabilité de I'intersection d’événements indépendants et de probabilité % Donc

la probabilité qu’une infinité de €, soit égales est nulle. On en déduit que pour
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tout x, la probabilité que ¥ soit un module de continuité de (f(z) + Xz)zc(0,1) est
nulle. Ce qui peut se traduire, en utilisant le théoréme de Fubini, par :
Pour presque tout f, presque siirement, quelque soit x € [0, 1]¢, w n’est pas un

module de continuité de f en x.

La démonstration précédente est vraie sur [0, 1]¢ mais elle est tout aussi vraie
sur n’importe quel cube unité de R% La classe des ensembles prévalents étant
stable par intersection dénombrable, le résultat est vrai sur R tout entier. O

3.2.3.2. Module de continuité ponctuel. — Nous allons maintenant montrer le
dernier point du théoréme 3.2, et plus exactement, nous allons montrer que, si

5 — % > 0, si nous nous placons en un point fixé dans R%, le module de continuité

_d
d’un ensemble prévalent de fonctions n’est pas inférieur a un o(|z|* »).

Apres avoir regardé quel module de continuité pouvait correspondre a presque
toutes les fonctions, presque partout, il serait intéressant de regarder comment,
pour z fixé, évolue le module de continuité d’un ensemble prévalent de fonctions.
Le résultat que nous allons donner tout de suite permet en outre de répondre par

la négative a une possibilité d’appliquer le théoréme de Fubini dans notre étude.
Proposition 3.5. — Soient 0 < p < 00, 0 < g < 00 et s— Ii‘f > 0. Soit 0 un

module de continuité en 0(|x|8_%). Pour tout zg € RY, I’ensemble des fonctions f

de By telles que il existe un polynome P vérifiant :
|f(z) = Pz — x0)| = O(0(]z — o))

est un ensemble Haar-nul.

Démonstration : Soit x, € RY fixé.
d
Soit # un module de continuité qui soit un o(|z|*#). Il peut alors s’écrire, en ne

considérant que les dyadiques :
0(277) = aj2—<s—%)j

o a; — 0 quand j tend vers I'infini. Pour montrer le résultat, nous allons utiliser

le lemme suivant.

Remarque : Quelque soit la suite (a;) tendant vers zéro a l'infini, il existe une

suite (b;) € 1% et une sous-suite (j,) telle que
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En effet, comme la suite a; tend vers zéro, on peut en extraire une sous-suite (Jj,)

telle que |a;,| < 27™ et on prend b;, = 272 et b; = 0 sinon. Alors

ajn

<22 .
b | = -

Grace a cette remarque, nous définissons une fonction g en prenant ses coeffi-

cients d’ondelette égaux a

0 Sij# jn

dj,k - . . .
2_(S_d/p)7"bjn si j = jn et pour un cube k, tel que [2/"xg — k,| < 2

A chaque échelle, nous avons un seul coefficient non nul. Si nous calculons la norme

de g dans B;?, nous obtenons :

s—4yj
by = 5 Dy = T <o
k n

J

g1

Dans ce qui suit nous allons utiliser ’espace sonde de dimension 1, engendré par g.
Comme précédemment, la mesure que nous utilisons est une mesure de probabilité
borélienne et a support compact. De plus, en utilisant la proposition 1.20, et la
continuité de la transformée en ondelettes dans un espace de Besov, I'ensemble

que nous considérons est inclus dans un borélien.

Soit f une fonction arbitraire de B, de coefficients d’ondelettes c;x. Et soit
By # (5 tels que pour [ = 1,2 f + (g ait 6 comme module de continuité en x.
Les coefficients d’ondelette de ces fonctions sont alors en O(6(277)) dans le cone

|272¢ — k| < 2. Ce qui se traduit par, il existe ¢, > 0 tels que :

|Cj,k + ﬂldj,k’ S CQ(Zij)
|Cj,k -+ ﬁde7k| S C’@(Zij)

mais dans ce cas,
181 — Bolldj 1| < (4 )O(27) = (¢ + )ay, 27 =4/Pin,

Donc, aprés simplification par 2=¢=4/Pin |3, — B,|[b;.| < (¢ + )ay,. Ce qui n’est
possible que si #; = 5. L’ensemble des fonctions ayant un module de continuité

en O() en z; est par conséquent Haar-nul. O
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3.3. Le cas critique, s — % =0

Pour étre tout a fait complet dans notre étude, nous nous devons d’étudier
les cas critiques dans les espaces de Besov Bj? ou s — % = 0. Ici plusieurs cas se
présentent suivant les positions de p et de ¢. Tout d’abord si ¢ > 1, nous allons
voir dans ce qui suit que presque toutes les fonctions ne sont nulle part localement
bornées. Contentons nous maintenant de regarder uniquement le cas ¢ < 1. Dans
ce cas, nous avons vu dans la proposition 1.10 que toutes les fonctions de B; sont
continues. Elles n’ont cependant pas d’exposant de régularité uniforme. On ne
peut donc pas appliquer dans cette partie le critére de régularité par les ondelettes
tel quel. Cependant, comme nous avons encore des majorations de spectre, nous
n’aurons pas besoin de ce critére, et nous n’utiliserons que le critére d’irrégularité

donné par la proposition 1.2.

3.3.1. 0 < g < pet g <1. — Passons maintenant au cas ou s — % =0 et
0 < g < p. Pour démontrer ce point, nous allons utiliser la proposition suivante,

démontrée dans [51].

Proposition 3.6. — Soient p et q deux réels tels que 0 < ¢ < pet 0 < qg < 1.
d
Quelque soit f € Bﬁ”q, le spectre de singularités de f vérifie :

(3.19) d(H) < pH VH € [0, g].

Soit @ > 1 et € > 0 fixés. On pose H(a) = L et v = H(a) + . On pose

a
N =2 > [a%] + 1. On découpe maintenant chaqlfe cube dyadique A a I’échelle j
en 29 sous cubes m()\). Comme précédemment, on construit un espace sonde P
de dimension N en considérant le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions
gm définies par leur coefficients d’ondelette dY' :

D
VA doy =
diyy =0 sil#m

otta=_+2 OnaprisJ <jet K €Zdéfinis par (3.12).

d
Ces fonctions g, appartiennent bien a Bﬁ’q. Soit x € F,. Par définition de F,,
il existe une infinité de J, K pour lesquels :
k
Y

< 1
S 9ar

On pose alors j; = [aJ] et k tel que k2791 = K277, On obtient que 2k appartient
au cone IC,(2) et pour j =j; +1:

m 1 —H(a)j
(3.20) |d7o] > j%Q H(a)]
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Comme dans la partie précédente, on note :
See ={f= ch,kwj,k € Bg/p’q tel que 3z € F, Vj,k € K(2) |ejx| < 372777},
j.k
Et
Seeliy) ={f = cjutbju € BYP tel que Iz € F' Vj. k € K(2) |eju] < 37277}
g,k

L’ensemble des fonctions C”7 en au moins un point de F, est inclus dans 'union
dénombrable sur ¢ > 0 des ensembles S... Il nous suffit donc ici de montrer
que S.. est Haar-nul. Pour cela, nous remarquons qu’il est inclus dans la limite

supérieure en i de 1'union sur ! des ensembles S..(i,1). Nous allons donc regarder
ces See(i,1).

Nous avons déja vu que S..(i,1) est borélien. Soit f € B;f/p’q quelconque. Soit

M(i,1) ={BERY; f+> Blgm € Secli,)}.

Considérons deux éléments 3, et Fs dans M.(7,1). Il existe alors deux points z; et
7y dans F¥ tels que f; = f+. 37, est (¢, ) réguliére en 7y et fo = f+>_ 57 gm
est (c,7) réguliére en w,.

Comme 7 et x5 appartiennent au méme cube F! & I’échelle j = [vi] les cones
K., (2) et K,,(2) ont une intersection non vide. Pour les coefficients indexés par

les cubes appartenant & cette intersection on a :
lem@) + > Bl dimy = (Cmir) + Zﬁmdm )| < 2e3727,
m
Et grace a la définition des g, et a 'équation (3.20), on a aussi :

[eme+ 3 By —(cmony+D B8 dimny)| = (B = B3 )iy | > (87— B51)5 2 ().

En combinant la majoration et la minoration ainsi obtenues, et en remarquant

qu’a chaque échelle, un seul d,(») est non nul, on obtient finalement que :
181 = Palloe < 2e3727C-H7 e,
En faisant I'union sur [ on obtient que la mesure de Lebesgue de I’ensemble des
5 tels que f+ >, gy soit (c,7) réguliére en un point de F! est inférieure a :

So @320 i)V = (2687 (ai)) Vo NO- I
1e{0,...,21—1}d

Et, comme on a des ensembles décroissants en 7, on peut passer a la limite en ¢ :

LAB £+ 8" gm € See}) < lim(2e37 (ai)*) V2~ No—heitid — g,
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Donc S, est Haar-nul.

Prenons l'union des S.. sur une suite v, — H(a). Nous obtenons alors que

pour tout a > 1 :
{f € By(R?) tel que Vx € F, hy(z) < H(a)}

est prévalent.

On prend l'intersection sur une suite «,, dense dans R. Finalement, I’ensemble
M défini par :
VneN Ve e F,, hi(z) < H(a,)

est prévalent.

Soit f € M et soit o quelconque. Il existe alors une suite croissante (o)) qui

converge vers . Et nous avons vu que, si £y = NF,, ., pour feM,
Vo € E, tel que hy(z) < H(a).

En utilisant la proposition 3.6 et la démonstration précédente, on obtient que

d
pour presque toute fonction f de B,i”q le spectre de singularités de f est donné par

d(H)=pH VH €0, g]

332. 0<p<qg<l —

Proposition 3.7. — Soient s, q et p trois réels tels que s — % =0et0<p<
q < 1, alors presque toutes les fonctions de By? sont multifractales et leur spectre

de singularités est défini sur [0, g] ot il vaut :

(3.21) d(H) = Hg.

Démonstration : Dans [51], il est déja montré que si s — % =0et0<p<qg<l,

la majoration de spectre de singularité valable pour toutes fonctions de B, est :

d
(3.22) VH € [0,—-] d(H) < Hg.
q
Il ne nous reste donc qu’a montrer que cette majoration est optimale pour un

ensemble prévalent de fonctions.

Rappelons qu'un point zy € (0,1)? est a-approximable a I’échelle r,, si il existe
une infinité de valeurs de n et k, tels que :
kn
2rn

C

(3.23)

o —

— 9arn '
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Notons F, I'ensemble des points a-approximables a I’échelle r. Cet ensemble
peut s’écrire sous la forme Fi, = limsup, o Uycqo, or—1ya Fa(r,1) ot Fu(r,l) =
l 1 17d
5+ [=3m 3)%

Fixons a > 1. Pour tout ¢ > 0, posons H = Oiiq + €. Nous voulons montrer
que ’ensemble des fonctions qui sont H réguliéres en un point de F,, est Haar-nul.

Pour cela nous passons par une condition sur les coefficients d’ondelette. Posons

dr e F,, d¢>0:

A=<qge B g(x)= cjxth(27x — k) tel que , _
8 Z ’ il < 27HI(1+ 272 — k|)H

Cet ensemble peut s’écrire comme l'union sur les ¢ > 0 des ensembles
Ac={ge By, Jx e F,, |cjx] < 27 Hi(1 + |22 — k|)H}.

Une fois encore, on définit
A(rl)={g € By, Jx € Fo(r,0), Vi, k |ejrl < 2711+ 1272 — k)Y,

Alors
A, C limsup U A(r,1)
" 1efo,... 27 —1}4
Par la méme démonstration que celle de la partie 3.2, cet ensemble est fermé donc

borélien.

Choisissons maintenant N = 29" > [é] + 1 et construisons N fonctions g; de
la fagon suivante.
Pour tout 5 > 2 on pose
1

W= o)

S

et

gi(z) = Z e;a(j)Y(27z —my).

ou les suites (m; ;) et (g;) sont définies de la fagon suivante : on construit une suite

(rn) en prenant 7, = 1 et quelque soit n > 1, r,,.1 = dr, + 1. Pour j vérifiant

rn <j S rn + 2d7‘n

et quelque soit ¢ € N on prend m; ; de sorte que =+ prenne toutes les valeurs an,

Py
pour k € {0,...,2™ — 1}%. Remarquons que j prend 29 valeurs. A chaque échelle

on ne prend alors qu'un coefficient m, ; non nul. On impose de plus que
. . 4, .
Vi i#id = m;; #my; mais |m;; —my | < N.

De plus, on prend ¢; = 1 §'il existe n tel que j € [2™ + 1,29 + 2™] et 0 sinon.
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La construction de la suite (r,,) est telle que les intervalles [2" + 1,2 4 2]
ne s’'intersectent pas et la famille (g;) est alors une famille libre.

On obtient donc ici une série lacunaire d’ondelettes, dans le sens ou a chaque
échelle j les fonctions g; ont au plus un coefficient non nul. Leur norme dans B4

est alors majorée par :

lgillzze <D (i(log5)*) ™" < oc.
j>1

De plus, a chaque échelle ot g; a un coefficient non nul, on a j < 2™ 4 29,
donc :
(3.24) (jlog j)2)™" > 274 (dry) "+
Remarquons qu’ici les fonctions ne sont pas uniformément C¢ pour un € > 0.
On ne pourrait donc plus utiliser la formule (1.17) pour calculer exactement leur
exposant de Holder ponctuel. Cependant, comme on a déja une majoration du
spectre, seule une majoration de I'’exposant nous est utile.

Soit f = Y cathy une fonction arbitraire dans B;%. Regardons I'ensemble des
[ tels que fg = f+ Y. B;g; appartienne a A.. Si §; et (2 appartiennent a cet
ensemble, il existe deux points x; et x5 appartenant au méme cube dyadique tel
que fg, soit (H,c) réguliére en w;.

i, __  kn

De plus, par définition de m; ;, il existe m;, ; tel que ij = ;2. L’équation

(3.23) peut alors étre réécrite sous la forme

kn
2rn

C

(3.25)

_ ‘ My g

Y

Xo — .
0 - 2a7’n

Les coefficients d’ondelette des fonctions fs, vérifient alors :
Vb lent S0 O < o2+l — o)
Par conséquent, la fonction fg, — fs, vérifie pour tout & :
e 30— (e DD < 27 o1 = g 2 e )
Par conséquent,
15 A~ ] < 2 b= Y el =

En prenant alors k = my, ;

| 0 i0|dj7mi(),j| S CQ_HO””
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grace a (3.25) et au fait que j > 2. Par définition des fonctions g;, et en utilisant

(3.24), cela nous donne :
181 — Bal| < co27%™.
Donc
LABERY f+) Blg € Ar,)}) < (co)V2 Vo
Comme précédemment on obtient :

LABERY f+) Blgn € A}) <limsup L (U{ﬂ ERN f+) By € A1)}

T—00 l

)

< hmsupZﬁ({ﬁ S RN f + Zﬁlgm € Ac(ral)})

T—00 1

< lim Sup(CO)Ner—Nanr

r—00

Et cette quantité tend vers zéro quand r tend vers l'infini. Donc la mesure
de Lebesgue des 3 tels que fsz appartienne & A. est nulle. Donc A, est Haar-nul.
En prenant I'union sur une suite ¢,, et sur €, — 0 nous obtenons finalement que
I’ensemble des fonctions ayant en un point de F, une régularité supérieure a ailq
est Haar-nul. En prenant 1'union sur une suite («,) dense, puis en utilisant la ma-
joration de spectre, on obtient un ensemble prévalent de fonctions dont I'exposant
de Holder est exactement H (o) sur un ensemble de dimension de Hausdorff aiq. Ce

qui nous donne le résultat de la proposition. a

3.4. Les fonctions non localement bornées

3.4.1. Le cas s — % < 0. — Dans le cas s — g < 0, on va d’abord regarder si I'on
peut avoir un exposant de Holder ponctuel. En effet, dans le cas précédent I’in-
jection By — C* ¥ nous assurait que les fonctions de B, étaient uniformément
holdériennes et donc continues. Dans le cas présent, une telle injection n’ayant pas
lieu, rien ne nous assure l'existence d'un exposant de Holder ponctuel. D’apreés
[90] et [94], nous savons déja qu’il existe au moins une fonction dans cet espace
qui est nulle part localement bornée. Le but que nous nous fixons maintenant est
de montrer que ce comportement n’est pas exceptionnel mais qu’il est partagé par

presque toutes les fonctions de cet espace.

Proposition 3.8. — L’ensemble des fonctions f telles que :
3o € (0, 1) fest bornée au voisinage de xq

est Haar-nul dans By? .

Démonstration de la proposition : Pour montrer cette proposition, nous allons

utiliser le lemme suivant, [44] :
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Lemme 3.4. — Soit f : R? — R une fonction. Si f est bornée au voisinage de
xg, Ar, C >0 et J €N tels que sij>J et |N—ao| <7, |cn] < C.

Grace a ce lemme, nous pouvons étudier l'ensemble suivant S = {f €
B tel que 3z € (0,1)* : Tro,co >0, T e NVj > J A —z| <rget |er] < ol
Cet ensemble est borélien car 'application qui a une fonction associe ses coeffi-
cients d’ondelette est continue dans Bj?. De plus, si nous considérons une suite
(). dense, quelque soit r,, > nous pouvons recouvrir le cube (0,1)¢ par un union
dénombrable de boules ouvertes de rayon r,. Par conséquent I’ensemble S est
inclus dans I'union dénombrable de I’ensemble des fonctions dont les coefficients

d’ondelette sont bornés sur B(z,,r,) qui est clairement fermé.

Pour montrer qu’il est Haar-nul, considérons ¢y > 0, un r,, > 0 et un J > 0
fixés et regardons I’ensemble des fonctions dont les coefficients d’ondelette au dela
de T'échelle J sont bornées par cy sur une boule de rayon r,. Pour construire la

mesure transverse a notre ensemble, nous construisons une fonction g définie par :

) si chaque k; est un multiple de 27
(3.26) dy={7 a plede s

0 sinon

Cette fonction appartient clairement a B9, Prenons maintenant comme mesure

la mesure de Lebesgue sur la boule unité de 1’espace vectoriel engendré par g.

Soit f une fonction quelconque de B;?. Supposons qu’il existe un ensemble
non dénombrable de 5 € R tels que les coefficients de f + (g soient bornés sur
une boule de rayon 7,,. Comme notre ensemble n’est pas dénombrable, il existe au
moins ) et [y tels que les boules B(xzy,7,) et B(xg,7,) s’intersectent. Notons [
cette intersection. Les coefficients d’ondelette de f+ (19 et de f+ (og vérifient sur
I que :

lex 4+ B1dy| < co
lea + Bady| < ¢

Dans ce cas, |1 — (af|dy]| < 2¢9. Mais il existe au moins un Ay tel que dy, = j.
Ce coefficient tend vers l'infini pour j suffisamment grand, ce qui est impossible.
Par conséquent I’ensemble des [ tels que les fonctions f + (B¢ aient des coefficients
bornés est au plus dénombrable, et donc de mesure nulle. En prenant 'union sur
des ¢, sur 7, et sur J, on obtient grace a la propriété de o-idéal que ’ensemble

des fonctions bornées au voisinage d’au moins un point est Haar-nul. a
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3.4.2. Le cas s — % =0 et ¢ > 1. — Comme dans le cas précédent nous
allons montrer que presque toutes les fonctions de By ou s — 5 =0etqg>1
sont nulle part localement bornées. Cependant, la démonstration différe un peu
de la précédente. En effet, ici au lieu d’utiliser un lemme intermédiaire sur les
coefficients d’ondelette, nous allons utiliser propriété semblable mais cette fois sur
Iopérateur de projection sur une analyse multirésolution. Plus exactement, nous

pouvons définir I'opérateur de projection P; sur le sous espace V; par :
VfeBY Pif)=>)_ 2dﬂ/f (27t — k)dtp(2z — k).
kezd

Les ondelettes que nous considérons dans cette partie sont supposées a support
compact.
Commengons par construire une fonction appartenant a B,? et qui servira de

vecteur directeur a I’espace sonde que nous utiliserons ensuite.

Lemme 3.5. — Soit f une fonction de L' ; si f est bornée au voisinage de x,

alors il existe r > 0 tel que la suite (P;(f)); est uniformément bornée sur B(xg, 7).
Démontrons d’abord le lemme.

Démonstration : Soit f € Bp? quelconque. Soit zg € R? fixé. L'opérateur P

étant la projection sur V; on a P;(f)(t) = >, ejxp(27t — k) avec

(3.27) ejk—Qd]/f (297t — k)dt.

Si f est bornée au voisinage de o, alors (3.27) implique que |e;x| < ¢||f|lc-

Par conséquent,

1P flloe = sup Y ejup(Pt—k)| < sup |ZCHfHoogo 2t — k)|

teB(zo,r) & teB(zo,r)
<cfflle sup Z 027t = k)| < || flloe
teB(xo,r)
car ¢ est a décroissance rapide. O

A Taide de ce lemme, nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.9. — Soit 0 < p < o0, 59 >0 et 1< qg< oo tels que s — % = 0.

Presque toutes les fonctions de By? sont nulle part localement bornées.

Démonstration : Commencons par construire une fonction qui ne soit pas bornée
au voisinage d’un point xo. Comme les 2¢ — 1 ondelettes sont continues, & support

compact et de moment nul, il en existe au moins une, que nous noterons v vérifiant
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qu’il existe un cube dyadique g inclus dans (0,1)¢, de coté 27! et une constante

c > 0, qui ne dépend que de 1, tels que :
Vo € po Plz) > c

On peut de plus supposer, quitte a augmenter la valeur de [, que le support de
1(2'7) est inclus dans un cube dyadique de longueur inférieure & 1/2. Soit j = nl
un multiple de [, soit u, le cube dyadique sur lequel le coefficient est non nul.
Ainsi, Py(f) > ¢ sur po, et a léchelle j = [, on prend comme coefficient non nul
celui indexé par pip. Il existe alors un cube py C po sur lequel ¢, > c. Et sur uq,
on prend comme coefficient dy = % On continue cette procédure par récurrence.
On obtient ainsi une suite de cubes dyadiques f,, sur lesquels v, , > cet d\ = %

On définit les coefficients d’ondelette de f de la fagon suivante :

i % si il existe n tel que j = nl et pour A = p;
A= :
0 sinon
Alors :
"1
(3.28) Vo € p, Pu(f)(z) >c o

k=1
En passant a la limite en n, il existe au moins un point xy € lim p,, au voisinage
duquel les P;(f) ne sont pas uniformément bornées. De plus, si I'on calcule la
norme Besov de f, on obtient :

1
A7 =" < o0

n

car ¢ > 1.

Nous devons maintenant construire une fonction g = > ¢; 4%, dont la suite
des projections sur l'analyse multirésolution n’est pas uniformément bornée au
voisinage de n’importe quel point. Grace a I’équation (3.28), il existe une échelle
J1 au dela de laquelle Py, (f)(z) > 1 sur le cube py. Jusqu’a Uéchelle J;, on
pose alors ¢y = dy. On prend donc les mémes coefficients que f. De plus, nous
remarquons que la fonction f — Py, (f) (= cj,(f)s,) a son support inclus dans
un cube de taille 1/2. Notons fi les 2¢ — 1 fonctions obtenues en translatant
f — Py, (f). Chaque f; correspond a une translation du support de f — Py, (f)
de longueur 1/2 dans une des directions. Et la fonction Py, (f) + 4723 f; est
supérieure a 1 sur 2¢ cubes dyadiques, & savoir sur py, et ses translatés. De plus,
il existe une échelle J, et 2¢ sous-cubes de chaque translatée de g s, de volume
2792 gur lequel cette fonction est supérieure a 2. Jusqu’a I'échelle J5, on prend les
coefficients d’ondelette de g égaux a ceux de Py, (f) + 4743 fi. En itérant cette

) . . . .« pd/p,
procédure, nous obtenons finalement une fonction qui appartient bien a Bp/ P4 car
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ses coefficients d’ondelette sont du méme ordre de grandeur que ceux de f, a une
constante 27% prés, et qui n’est nulle part localement bornée. En effet, pour tout
x € (0,1)% dés qu'on prend un voisinage de z, il existe un rang a partir duquel il
intersecte un cube g, (ou un de ses translatés) et sur lequel P;(g) — oo pour j

suffisamment grand.

Notons maintenant
M={feB) JxeR"Ir>03>0 sup |P(f)(t) <c}.
j>0, teB(z,r)
Cet ensemble est borélien. L’opérateur P;(f) étant continu, on peut voir M

comme ['union sur une suite dense x,, et sur des r,, et ¢, d’ensembles fermés.

Soit r > 0 et ¢q fixés. Soit f quelconque. On regarde ’ensemble S des 3 tels que
f+Bg € M. Si S n’était pas dénombrable, il existerait 5, et (5 tels que f + (g
appartiendrait & M et les boules B(x1,r) et B(xq,r) s’intersecteraient. Mais dans
ce cas, sur l'intersection on a |P;(f + (19 — f + B29)| = |51 — Bo||Pj(g)] qui serait
uniformément borné. Or la suite | P;(g)| explose. Ce qui contredit ’hypothése, donc
S est dénombrable et presque toute fonction de B, est nulle part localement

bornée. O



CHAPITRE 4

APPROCHE PREVALENTE DE LA VALIDITE
DU FORMALISME MULTIFRACTAL

4.1. Introduction

Issue d’expériences sur les écoulements d’air turbulents, I’analyse multifractale
est reliée a ’étude des irrégularités de certains types de fonctions. En pratique,
elle consiste a déterminer les propriétés fractales d’ensembles de points ayant une
régularité donnée. Nous avons déja vu que cette régularité est trop instable pour
étre étudiée directement. C’est pour cette raison que ’on passe par le spectre de
singularités. Mais ce spectre étant directement lié & cet exposant de Holder, il est
tout aussi difficile & obtenir numériquement. C’est pourquoi le formalisme multi-
fractal a été introduit. Il a pour but de relier ce spectre a des quantités calculables.
Dans [31], U. Frisch et G. Parisi 'ont émis, suivant des arguments heuristiques, la

conjecture que le spectre de singularités vérifiait la relation suivante :
(4.1) d(H) = mf(pH —ns(p) + d)

o 7)7(p) est la fonction d’échelle de f, correspondant au comportement de [ |f(z+

) — f(z)[Pde ~ |I"® quand [ tend vers zéro, sous réserve que la limite de
log([ |f(z+1)—f(x)|Pda)
log(|1])
ment & Paide des coefficients d’ondelette, voir [1, 6]. Mathématiquement,si p > 0

existe. Numériquement, cette fonction peut se calculer facile-

cette fonction correspond au comportement d’un module de continuité LP. On peut
alors définir mathématiquement 7y a I’aide des normes de type Sobolev ou Besov

par :

(4.2) nr(p) =sup{s: f € B;/p’oo}.

Comme dans le cas de la généricité nous nous limitons & des espaces fonc-
tionnels, nous ne regarderons donc que la partie croissante du spectre définie
pour p > 0. Si on regarde la fonction s(q) = ¢n(1/q), on peut relier cette
fonction d’échelle au domaine de Besov de la fonction considérée. En effet, si
I'on définit le domaine de Besov de f comme l'ensemble des couples (g, s) tels

que f € Bf’/lq/q, la frontiére de ce domaine est donnée par le graphe de la fonction s.
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Les fonctions n(p) de la forme (4.2) sont des fonctions particuliéres puisqu’elles
vérifient toujours que la fonction s(q) = ¢n(1/q) est concave, croissante et que
0 < §'(¢q) < d. Ces conditions caractérisant la fonction d’échelle, il semble naturel

d’utiliser la définition suivante.

Définition 4.1. — Une fonction n(p) est dite admissible si s(q) = qn(1/q) est
concave et vérifie 0 < s'(q) < d. FElle est fortement admissible si s(0) > 0.

Nous pouvons utiliser ces fonctions admissibles notamment grace a la proposi-

tion suivante, issue de [44].

Proposition 4.1. — Toute fonction concave s vérifiant que 0 < §'(q) < d définit

le domaine de Besov d’au moins une distribution f.

Soit 77(p) une fonction admissible. On dit qu’une distribution f appartient a

(n(p)—e)/p,p
p,loc

B}()n(p)—e)/p,p_

si pour toute fonction ¢, C*° & support compact, f¢ appartient a

On associe a 17 un espace fonctionnel, noté V' et défini par

(4.3) V= m BO®)=e)/pp

p,loc
e>0,0<p<0o

et on peut se demander si génériquement les fonctions de V' vérifient le formalisme
multifractal.

Dans [44]|, S. Jaffard montre que dans le cadre générique des catégories de
Baire, quasi-toute fonction de cet espace V' vérifiait la relation :

(4.4) d(H) = inf (pH —n(p) + d)

P>Pe

ou p. est 'unique point critique tel que n(p) = d.

Il a montré de plus que pour quasi-toutes fonctions de V, la fonction d’échelle
vérifiait pour tout p positif, n(p) = n(p). Par conséquent, quasi-sirement, (4.4)
correspond au formalisme multifractal.

Notre but ici est de montrer le méme type de résultat dans le cadre de la
prévalence. Pour ce faire, commencons par donner un cadre mathématique a notre

étude a l'aide de quelques définitions tirées de [44].

Théoréme 4.1. — Soit  une fonction fortement admissible et V' [’espace défini
par :
(4.5) V= ﬂ B(nl(p)*s)/p,p

£>0,0<p<oo
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alors presque toute fonction f de V' wérifie pour tout p, ns(p) = n(p) et :

(4.6) d¢(H) = inf (pH — ns(p) + d).

P>Pe

Remarque : Nous prenons sur 7 une condition de forte admissibilité. Elle est
nécessaire pour nous car elle implique que la fonction de saturation, que nous

définirons dans la partie 4.3.1 est uniformément héldérienne.

Avant de démontrer ce théoréme et pour donner une idée plus précise de la
preuve, nous allons commencer par regarder ce qu’il se passe pour un espace de

Besov donné.

Théoréme 4.2. — Soientp>0,q>0 et s> 0.

1. Sis— g > 0 alors pour presque toute fonction de By, ou de LP* le spectre

de singularités est défini sur [s — 4, 5], ow il est donné par :
p

d
VH € [s — —, 5] d(H)=(H —s)p+d.
p
2. S1s— % < 0 alors presque toute fonction de By? ou de L™* est nulle part
localement bornée.
3. Soit v > 0. §i s — % < 0 alors le spectre de singularités de presque toute
fonction de By1 N C7 ou de LP* N C7 est donné par :

d+(y—s) . dy
A(H) = — H st He [% —d+(’yfs)pi|

—00 sinon.

Remarque :

1. Nous aurons besoin par la suite des trois résultats du théoréme 4.2. Cepen-
dant les points 1 et 2 sont déja démontrés dans le chapitre précédent. Nous
nous contenterons donc de montrer le point 3.

2. Comme nous pouvons le voir dans le point 2, pour s — % < 0, la plupart des
fonctions de B,? sont nulle part localement bornées. Elles n’appartiennent
donc certainement pas & C7. L’ensemble que nous considérons dans le point
3 est donc petit, mais pas forcément inexistant, dans B,. Cette restriction
sur I’ensemble considéré nous permet de déterminer un spectre de singularité
et de regarder le formalisme multifractal.

3. Comme pour le chapitre précédent, nous ne ferons que la démonstration dans
B;%, le résultat dans les espaces de Sobolev s’obtenant de la méme fagon en
prenant g = 1.
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4.2. Formalisme multifractal dans un Besov

Pour déterminer la validité du formalisme multifractal dans un espace de
Besov, on doit résoudre deux problémes distincts.
Premiérement, quel exposant de Holder ponctuel peut-on obtenir et quel spectre
de singularité est valable pour presque toute fonction, c¢’est I’énoncé du théoréme
4.2.
Dans un second temps, on s’attache a la fonction d’échelle. Encore une fois,
on cherche & déterminer le comportement de cette fonction pour un ensemble

prévalent de distributions.

4.2.1. Preuve du théoréme 4.2 : Le cas B,7N (7. — Comme nous I"avons
vu dans le chapitre précédent, si I’on prend s — % < 0, presque toute fonction de
B;* n’est nulle part localement bornée, on ne peut donc pas en général définir de
spectre de singularités dans ces espaces.

Cependant si ’on restreint notre étude a un cadre plus petit, autrement dit si I’on
impose un minimum de régularité globale aux fonctions que I'on étudie, peut-on

contourner cet obstacle 7 C’est ce que nous allons voir dans la proposition suivante.

Dans la suite, on fixe s — g < 0 et 0 <y < s. Nous allons étudier le spectre de
singularités de presque toute fonction de By? N C7.

Le lemme suivant issu de la proposition 3.1 nous donne déja une majoration du

spectre.

Lemme 4.1. — Soient 0 <p<oo,s>0et0<y<s. Sis—§<0 alors pour
toutes f appartenant a By N C7, l'ensemble {x : f ¢ C*(x)} a une dimension de
Hausdorff inférieure a @Oz.

Pour montrer qu’au sens de la prévalence, cette majoration est optimale, nous

avons besoin de modifier légérement la définition 3.1 de la fagon suivante.

Définition 4.2. — On définit l’ensemble J, par :
(4.7)

v . . chaque k; = 1;277%
Jo = x: tel qu’il existe une infinité de j et de k vérifiant
et 3 + |7 — 5| < mr

ou L := [w] On définit alors o/ (x) = sup{a : = € J,}, l'exposant dya-

dique de x. On peut encore définir J, de la maniére suivante :

(4.8) a0 = - 4 [— L1 ]d.

TR R TAL T
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Et

(4.9) Jo=limsup ) Jali1).
Y 1e0,..,21—-1}d
Remarquons que pour que cette définition soit cohérente, on doit prendre
a € 1, M] et, comme on peut le voir dans [42], la dimension de Hausdorff
de ’ensemble J, vaut g

Commencons maintenant la preuve du point 3 du théoréme 4.2. Soit € > 0 et
N =24 > Wi_s))p + 1 fixés. Chaque cube dyadique peut se décomposer en
2! sous-cubes de taille 27U+D9_Sj on indexe par i(A) de tels sous-cubes, on peut
définir IV fonctions g, a I'aide de leur coefficients d’ondelette dy ou A désigne le
cube dyadique 2% et k= (ki,...kq) :
j72/92777 si chaque k; est multiple de 277 % et r = i())
(4.10) 4y =

0 sinon

3 _ | (d+(y=5)p)J
Pour chaque 7 on note L = [#].

On prend alors comme espace sonde le sous-espace vectoriel de dimension N
engendré par les fonctions g.. Remarquons que ces fonctions appartiennent bien a
BytNC7. En effet Vr =1,.., N, g, € B, en effet :

p

d
lorllse =D > |a2t

J=0 i=1 |ke{o,...,27—1}4

d v
=31 X et
320 | i=1 k;=r[2i—LN]
< QLJ'—%Z)Q—WJ'Q(S—%)PJ’ v
j=>0
< ZJ 9 ((1+(y=5)p)—yp+(sp—d))j
7>0
<D J7 <o
320
De plus, on a :
Vi>0Vk |d527] =% < 0.
Donc Vr=1,..N g, € (C".
: , d
Soit o € [1,@} fixé. On pose H(«a) = m et B(a) = H(a) + ¢.

D’aprés I’équation (1.15) que nous avons vu dans le chapitre 1, montrer qu’une
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fonction n’est pas C en un point peut se traduire par une condition sur les

coefficients d’ondelette.

Par conséquent, nous allons regarder si
Sla) ={f = ZC,\Q/J,\ € BX'NCY : Jx € Jy Fe > 0Vj, k |ey| < 27 (14|27 2—k|)P )}
est Haar-nul. Cet ensemble est inclus dans 'union dénombrable des
Se(a) ={f = ZCMD,\ € BY'NCY : Jw € Jo Vi k ea] < 277 (14270 —k|) 7@},

Dans un premier temps, nous devons montrer que les ensembles que nous étu-
dions sont bien inclus dans des boréliens. Pour cela on démontre que S.(«) est bien
borélien. En effet, en utilisant la propriété de o-idéal, cela entrainera le résultat
pour tous les ensembles que nous regarderons par la suite. D’aprés la définition
(4.9) de J,, on peut écrire S.(a) comme 'union sur les i > 4g, et [ € {0, ..., 20 —1}4
de

Se(@)" = {f =D exy € BY'NCY : Fw € Jo(i,1) Vi, k |ex| < 277V (14|20 0—k|)* @}

En fait, on va montrer que S.(a)® est fermé. Pour cela, on considére une suite
(fn) € Sc(@)™ telle que f, — f dans B59NC7. Si f, € So(@)™ il existe une suite
T, € Jo(i,1) telle que pour tout n :

|| < 27 P14 |20, — K|)P@.

Or J,(i,1) est fermé et borné en dimension finie, il est donc compact. Par la pro-
priété de Bolzano-Weierstrass, la suite (z,), admet au moins une valeur d’adhé-
rence x. De plus, si 'on note c) les coefficients d’ondelette de la fonction f,
par continuité de la transformée en ondelettes dans B)?, ¢§ — ¢\ quelque soit
A. En passant a la limite dans 'équation précédente (comme 'application z +—
279 (1 4 |22 — K|)#(®) est continue car B(a) > 0) on obtient :

lea] < 27PI(1 4 |27 — E|)P(@).

Autrement dit, f € S.(a)™ et S.(a) est fermé donc borélien. Par stabilité de la

tribu par union dénombrable, S.(«) est aussi borélien.

En utilisant les propriétés de o-idéal des ensembles Haar-nuls, montrer que

S(a) est Haar-nul revient a montrer que quelque soit ¢ > 0, S.(«) est Haar-nul.

Soit f € B>9NC” quelconque. Pour i, donnés on note M (i,l) = {d € RY: 3z €
Jo(i, 1) f450'g; € Se(a)™'}. Soient 0y et dy appartenant a M (i,1). Par définition,
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il existe deux points z1 € J,(i,1) et xo € J,(i,1) tels que pour n = 1,2 et pour
j=1i+1:

(4.11) lex + Z §id| < 27BN (1 4 (205, — k|)F@) < p-eB@)L,

Par définition de I’ensemble J,. Par conséquent, pour les cubes A\ vérifiant que

chaque coordonnée de k est un multiple de 2/7%.
@3] > 2 7
J

1 __+ 4
(4.12) > W2 G-I

o L yanr

j2/4
En reprenant I’équation (4.11), on obtient ;
lex+ ) id) — (ex+ Y 85d})| < 2c27F@E
et avec I'équation (4.12), comme pour chaque A on a un seul d4 non nul :
e+ >0 81— (ex + Y 4| = [ 0061 - B

> ||8y — 8|2 2/

(on prend la norme infinie dans RY). En combinant la majoration et la minoration

ainsi obtenues on a finalement :
|01 — 8a||py < 2¢j2/9270¢L,
Par conséquent, la mesure de Lebesgue de M (i, 1) vérifie :
L(M(i,1)) < (2¢j72/0) N2 Nok

On prend ensuite M;, I'union sur [ = {0, ..., 2" — 1}? des ensembles M (i,1). Cet

ensemble est de mesure :

L(M;) < Z L(M(3,1)) < (2cj~ Y1) No-Nealtdi < (20j72/q)N27N5aW+di'
1€{0,...,.2i—1}4

: d? 1
Or on a pris N > -

=) ae? et en faisant tendre j, et par conséquent L vers

I’infini on obtient que
L(M) < limsup L(M;) = 0.

La mesure de Lebesgue de M est nulle. Par conséquent, I’ensemble S(«) est

Haar-nul.

Donc quelque soit F(a) > H(a), Pensemble des fonctions (G(«), ¢)-réguliéres
en au moins un point de F,, est Haar-nul, car il est inclus dans S(«a). L’union sur

¢, > 0 de ces ensembles nous donne donc que quelque soit (), 'ensemble des
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fonctions telles qu'il existe un point x € F, et f € CP(x) est aussi Haar-nul. En
prenant une union dénombrable sur une suite décroissante 3,(a) — H(«) et par

stabilité pour I'inclusion, on obtient :

Va €1 ] ppdans B;*NCY Vo € J, hy(zr) < H(a).

"d+ (v —s)p

On prend une suite («,) dense dans [1 et en utilisant la stabilité par

d
T )
union dénombrable, presque partout dans B4 N C7,

(4.13) Vn Yz € Ja, hi(z) < H(ow).

On se place maintenant dans I’ensemble des fonctions vérifiant la propriété (4.13).
Si on prend un a quelconque, il existe une sous-suite croissante (o, ) qui converge
vers «v et I'intersection des J,, , que 'on note J,, contient .J,. De plus la dimension
de Hausdorff de .J, est supérieure a 4 donc si l'on note Gy = {z : hy(z) < H},
en utilisant ce qui vient d’étre dit et le lemme 4.1, on obtient que la dimension de

m}]. Mais, toujours en utilisant le lemme

Hausdorff de Gy vaut exactement
4.1, la mesure de Hausdorff ¢-dimensionnelle de I'ensemble {z : h(z) < H}
est nulle. Comme la mesure de Hausdorff g dimensionnelle de Gy est strictement

positive, on en déduit le théoréme 4.2.

4.2.2. La fonction d’échelle. — Comme nous ’avons dit au début de cette
partie, pour obtenir le formalisme multifractal, le spectre de singularité n’est pas
suffisant. Nous cherchons aussi le lien entre celui-ci et la fonction d’échelle des
distributions. Dans la proposition suivante nous voyons, suivant les différentes
valeurs des paramétres, quels sont les espaces de Besov auxquels presque toute

fonction de Bj? peut appartenir.

Proposition 4.2. — Soient sg et py fizés tels que So—p% > 0. Pour presque toute

J € B0, au sens de la prévalence, on a :

PSo P < Ppo

(4.14) ns(p) =
d+p(so—5) P> po-

Dans le cas ot s — pio <0, presque partout dans B0 N C7 :

DSo P < Do

(4.15) ns(p) =
Y+ po(so—7) P> po.

Démonstration : Dans ce cas, les ensembles que nous considérons sont des unions

de fermés, ils sont donc boréliens.
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Pour obtenir la borne inférieure on utilise la proposition 1.8, voir [90]. En fait
on sait que B> — B0 dés que p < pp, d’aprés (1.35). Donc nfTEm > S, =
n¢(p) = pso, pour toute fonction f € B;0>°. Dans le cas p > po, on utilise (1.36),

on sait que :

d d
(4.16) VO<p <poetsg >sy Bp™— B2>™ sis — p_ = S9 — p_
1 2

Par conséquent, comme p > py, si f € B0 — B> dés que sp — pio =s—4

donc ”(p) > 50— <+ 2,
0 po + p
Pour obtenir la borne supérieure on passe par l’espace sonde P engendré par la

fonction de saturation :

(117) =303 LA ),

720 AeA;

ou J = J(j,k) et K = K(j, k) sont donnés par (3.12). On définit §(p) :=
So + € <
0 b= . Soit f € B> quelconque, on considere :
%—l—so—pio—l—a P > Dpo.

M(p) ={a e R: (f +ag) € By}

Soient « et ap dans M (p), en regardant les coefficients d’ondelette de f + aqg
et de f + aag et en utilisant (1.31) et la définition (4.17) de g, on obtient pour

p#po:Ie>0/

If + arg = (f + o2g)ll i < If + argllgree + |1f + c2gllpse < c
—_— -~ . p
N VJ Z (03] 'aCVQQ(s %)jQ(f—So)]2—%J < ¢
k>0 J
a1 — p 7 dp < dy s d .
= vj 1 . 2 Z Z 27%‘] S 02(—5"!‘;)13]2(*%4”80)1’]
J J=0 AeA;
o v A2l g o ¢ st
J J=0
_ p 1— 2j(d_dl) d_d
.
j° 1— 21 %g)
1
o vy B2 gl | L
ja 1— 2](d7d%)

On a alors deux cas possibles :
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~ Soit p < pp alors §(p) = sp+ ¢ et |1 — 2j(d_d%)| ~ 23(d=d50) pour j assez
grand. Dans ce cas on a :
a1 — Q9

j(l

d d d d N,
02(_50—5+E—%+50—5+%)]

IA

27

IN

= o] —ay] < 27

donc en faisant tendre j vers l'infini, on obtient oy = as.

— Soit, p > pg alors 5(p) = % + S0 — p% +eet|l— 2j(d7d%)| ~ 1. On a alors :

d

a; — g2 d . d_d _dy dy,
it ) 62( T e AT

ja

Po

IN

27

IN

= ag —ag| < ¢j*27

Et de méme, & I'infini, on obtient a; = ap.

Regardons maintenant le cas p = py. Dans ce cas, 5(p) = so + € et

B> = Sub Z
Ik

ol — Qo . _dj
= sup Z "—aQEJZ Po

Ppo

|f +a1g = (f + azg9)|

o51 — 0422(5—%”2(%—50)]‘2—%.]
jCL

Ppo

an — o PO J
= sup —L T2 gpoey E E 9-dJ
J J=0 ke{0,...,27 —1}4
Po
a1 — Qi
=sup | ———| 2"
J

Donc pour que | f + a1g — (f + QQQ)HBIE)E)OO < 00, il faut nécessairement que
;= Qo.

Dans les deux cas, I'ensemble M (p) est réduit a un point, il est donc de mesure
de Lebesgue nulle. Ce qui nous donne la fonction d’échelle pour un ensemble
prévalent de fonctions de Bjo>.

Dans le cas ou sy — pio < 0, on regarde B2 N C7. Méme si le résultat est
identique dans le premier cas, la conclusion n’est pas possible pour p > py. En effet,

on ne connait pas le signe du terme de gauche dans I'inégalité $(p) = %—i—so — pio +e.
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Pour donner le résultat dans ce cas, on passe par un autre espace sonde engendré

par la fonction g définie par :

(4.18) ; j72277%  sipour chaque i =1,....d k; =0 [ijL}
. A P

0 sinon

d
J € B;0*°NC7 quelconque. Donc si l'on considére deux points ay et ap appartenant

L est défini par L := [m} On fixe § =7+ (so — )5 + ¢, et une fonction

a M(p), on a:
Je > O/ ||f+0419 - f+a29| By™ < ||f+a1g| By + ||f+a29| By <c
_ . . P
s v Y |B® 20‘ 26-Pig—i| < ¢
k>0

s VY ( )2L2( yptsp=d)i <

. [0 —
& V) ( )23+wpo s0poj —VPI+IPI~I <
s VY (al )273100 s0P0J—Pj+(v+(s0—) B2 +e)pj <ec
&V (al — a2) 2PI < ¢
o (252

Quand on fait tendre j vers l'infini, on obtient bien que n¢(p) < vp + (so — 7)po
pour un ensemble prévalent de fonctions de B;o>° N C7. Pour I'autre inégalité, on
utilise la proposition 1.9. En effet, comme f € B> N C7, alors f € B si en
posant 6§ = £ € (0,1), on a s = 059+ (1—6)7. Par conséquent, ”( ) > B (so—7)+7.
D’ou le résultat. a

En prenant le spectre de singularités dans le théoréme 4.2, on peut conclure
cette partie par la proposition :

Proposition 4.3. — Soient sg >0, 0 < pg < o0 et 0 < gy < 00.
— Sisg—-L >0, alors pour un ensemble prévalent de fonctions de B9 on q :
Po po

d
(4.19) VH € {30 - —, so} d(H) = ]i)r;g(d —n(p) + Hp) = d — poso + Hpo.

Po
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- 51 sy — pio < 0, et v > 0 alors pour un ensemble prévalent de fonctions de
BN CY on a:

(4.20) VH € [, so] d(H) = inf(d — n(p) + Hp) = d — poso + Hpo.

p>0

Ce résultat coincide avec I’équation (4.1). Nous obtenons donc bien la partie
croissante du spectre de singularités conformément a la formule donnée par Parisi
et Frisch.

4.3. Le formalisme multifractal

Le but de cette partie est d’obtenir les mémes résultats que précédemment afin

d’obtenir un spectre de singularités prévalent dans I’espace :

V = ﬂ BOw®—e)/pp

p,loc
e>0,0<p<o0

Cet espace V est un espace vectoriel topologique. Nous avons vu dans le chapitre
1 que, comme p peut étre pris inférieur & 1, V' n’est pas une intersection d’espaces
de Banach. Ce n’est donc pas un espace de Banach, mais c’est tout de méme bien
un espace métrique complet. En effet, grace aux injections de Sobolev, voir la

proposition 1.8, on peut écrire

V = m B(n(pn)_gn)/pn:pn'

Pn,loc

Dans ce cas, on définit sur V' la distance :

1 du(f,9)
271+ dy(f,9)

B(ﬁ(pn)—an)/pn Pn

Pn;loc

Vf,geV d(f,g)=

ou d,(f,g) est la distance de f & g dans . On a ainsi définit

une distance sur V. De plus V muni de cette distance est complet car chaque

(n(pn)—en)/pPn,pn 17
Pn,loc

Par contre, ce n’est pas un espace séparable car p et ¢ prennent aussi des

est.

valeurs infinies. Mais, comme la mesure que nous utilisons est engendrée par
un espace sonde, elle est donc est a support compact et nous pouvons parler de

prévalence sur V.

Nous allons démontrer par conséquent le théoréme 4.1. A savoir que le spectre

de singularités de presque toutes les fonctions de V' vérifie :

d(H) = inf (pH — n¢(p) + d).

P>Pe
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4.3.1. L’espace sonde. — Commencons par déterminer l'espace sonde qui

pourrait étre adapté au probléme. Pour cela, on pose :

a(j, k) = inf (dU ~J) - n(p)j>

p>0 p

et g est définie par ses coefficients d’ondelette :

1

—_9a(j:k)
ja

oua=a;=logjet J=J(j,k)et K =K(jk)sont donnés par (3.12).

On cherche maintenant les propriétés de cette fonction g, ¢’est-a dire qu’on

commence par regarder quel est son spectre multifractal, sa fonction d’échelle, de

maniére & s’assurer qu’ils vérifient bien la condition (4.6). Le résultat suivant est

démontré dans [44].

Lemme 4.2. — La fonction d’échelle de g vaut exactement n,(p) = n(p), pour

tout p.

Démonstration : Soit p > 0 fixé. Tout d’abord, on va montrer que n,(p) > n(p),

en montrant que g € BIW/P,
1) _dy;|P
gl gy = sup [ D [dy2C
izl )\EA]'
= sup Z |d/\’p2(n(p)fp)j
T\ ea,
~sup - S raln) )
J jp )\GA]‘
< sup L Z 9d(i—T)=n(p)i+n(p)i—dj
i I\ Sex,
<su i Z 9-7Jd
- p jpa

J )\GA]'

Pour chaque A = A\(j, k) = 2 + [0,277[% est associ¢ K € Z¢ tel que :

kK

27— 27

I'une au moins des coordonnées de K est impaire
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On peut donc découper la somme en sur A suivant les valeurs prises par J (0 <

J < j). Pour un J donné on a 24/ éléments dont la somme donne

J

Z o—Jd _ i Z o—dJ _ Z 9-dJ9d] _

AeA; J=0 A€A, J=0

Donc ||g]| < sup; Jpa%l < 00.

On a donc bien la minoration. Pour obtenir la majoration, on pose ¢ = %, on

considére w = n(p)/p+¢ et on calcule la norme de g dans By;>>°. Pour cela, on pose

s(q) = @, cette fonction s est concave par définition. De plus, on voit alors que

a(j, k) = inf, <M> = inf, (d(j — J)g — s(q)j). Mais :

a(j, k) +wj —dgj = igf((d(j —J)qg —s(q)j) +wj —dqj
2 inf (d(j — J)q = (@) +wj — dgj))
2 inf (d(j — J)q = 5(q)j + 5(q)] — dqj + &j)) = inf(~dJq +€j).

Ce qui nous donne, pour la norme de g dans B> :

gl = sup Y a2l i]

T xeA;
1/q
= sup Z 2“ k) 9(w=dg)j
AEA;
_ a(j,k)+wi—dqj|1/q
- a/q Z ’2 ‘
AEA;
1/q
> sup a/q Z Z 1nf oietdlq
J=0 AeA;
ej
> sgp ja/q712 = 00
Ce qui nous donne 1’égalité recherchée. a

Nous allons maintenant calculer ’exposant de Hélder ponctuel de la fonction g.
Celui-ci dépend de I'approximation d’un point de (0,1)? par des dyadiques, nous

devons donc d’abord reprendre les notations du chapitre 3, et nous notons

(4.22) F, = limsup F?
Jj—oo
o FJ = U, x+ [— 5555 Q%J (x désigne ici le point dyadique (&, ..., £2)).

Reprenons la démonstration du lemme suivant, faite dans [44].
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Lemme 4.3. — L’exposant de Holder ponctuel de la fonction g est donné par :

(4.23) Vr € R? hy(x) = ﬁ w;rolfx) sip (w(s(q) — dq) + dq) .

Démonstration : Avant de démontrer le lemme 4.3, regardons si nous pouvons

utiliser ’équation (1.17). Pour cela, il faut qu’il existe ¢ > 0 tel que g appartient

a C¢(R%). Mais
(g —
a(%k):inf( G =) _jn(p))‘
p p p
Donc en remplacant 7(p)/p = s(1/p) on obtient que

a(j, k) = —sup(s(q)j — qd(j — J)).

q>0

Comme j — J > 0, par définition de J, et que la condition d’admissibilité sur 7

nous assure que s est croissante, on a la majoration suivante de a(j, k) :

a(j, k) < —S;gg(S(q)j) < —5(0)4.

Donc si 1 est fortement admissible, autrement dit si s(0) > 0, on a :
2a(jk)  9=s(0)j

sup |dy| = sup —— < —
k k j[l j[l

Et d’aprés la proposition 1.1, f est uniformément holdérienne d’exposant s(0).

Soit x € (0,1)¢ fixé. On regarde d’abord les coefficients de g correspondant
aux j et k tels que |27z — k| < 1. En remarquant que a(j, k) = inf,(q(d(j — J) —
n(1/q)j)) = —a(j, k) = sup,(q(d(J — j) + n(1/q)j)) On a alors :

| Caloo i ‘
lim inf Qg Y > lim inf lim inf q ©gJ a(,‘]’ k)
j—oo log(277 + |x — A|) j—oo  j—oo —jlog2  —jlog2
> lim inf M
j—00 J
d(J —7)+aqn(1/q)j d
> lim it 2P WS =) +an(/07) lim inf sup(—dg + YL o)
j—00 ] — ¢ J

Et on prend J dans la suite définie dans (3.8) et j tel que j < (a(x) +¢)J. On a

alors :

log || > sup(—dq +

log(2=7 + |z — A|) q a(z)+e¢ + s(a).

lim inf

On reconnait dans le terme de droite 'expression de (4.23) prise pour w = «(z).
On a donc la bonne minoration, en faisant tendre ¢ vers 0.
Si on regarde maintenant les coefficients correspondant aux (k, ) tels que |27z —

k| > 1. Pour ces coefficients on a deux cas possibles :
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- Si % > a(x) alors :
log |d,| > Tim inf —alogj  a(j,k)log2
log(277 + |z — A) log|x — Al log|z — A
sup, (qd(J — j) + s(q)j) log 2
—log|z — Al
sup,(gd(J — j) + s(q)j) log2
(a(x)J)log2
(j —qd+s(q) | qd )

lim inf

> lim inf

> lim inf

> lim inf sup
q

J a(x) a(z)

> lim inf

S (—ad + (@) + )

Donc

in’(f )sup(a(—qd +5(q)) + qd).

o log |d,| sup, (q(d(J — j) + s(q)j)) log 2
lim inf : >
j—oo log(279 + |z — )| (a(z)J) log 2

. supg(q(d(J — j) +s(q)7)) log 2
> liminf .
Jj—o0 Jlog?2

> lim inf sup(s(q) — qd + qdi)
j

J—00 q
1

> lim inf sgp(S(Q) —qd+ qd@)

a(lx) sgp(a(w)(S(Q) —qd) + qd)

On a donc encore la minoration h,(z) > ﬁ infy>a(e) sup,(a(—qd+s(q))+qd).

Pour démontrer la majoration, on reprend la sous-suite des (K, J,) définie dans

la définition 3.1. On a alors, en posant j = [a(xzg)Jy),

1
h,(r) < —— inf sup(a(—qd+ s(q)) + qd),
() < o5 it sup(a(—gd + 5(0)) + gd)
ce qui nous donne le résultat en faisant tendre € vers 0. O
Proposition 4.4. — Le spectre de singularité de la fonction g est défini sur

Uintervalle [s(0),d/p.] ot il est donné par :
(4.24) d(H) = inf (Hp —n(p) + d)

P>Pe

ol pe est U'unique point tel que n(p) = d.

Avant de commencer la démonstration, on va commencer par donner la défini-

tion de la transformée de Legendre, qui sera utilisée ultérieurement.
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Définition 4.3. — Soit f une fonction semi-continue inférieurement définie sur
E un espace vectoriel normé. Alors la transformée de Legendre de f est donnée
par :

(4.25) f*(x) = sup(f(y) — xy).

yekl

Cette fonction est semi-continue inférieurement et convexe.

Démonstration : Pour cela, on remarque que la fonction

o) = =5 nt (supla(oad-+ st0) + a0

Oé(ilf) a>a(x) q

peut s’écrire sous la forme

r .
hylx) = H(o) = 5 inf G0
ou G(a) = Supq(a(—qd—i—s(q))—i—qd) = asupq(qd(—l—f—%)—i—s(q)) =as* (d (1 — %))
La fonction s* est convexe par définition de la transformée de Legendre. De plus,

elle vérifie les propriétés suivantes :

s*(h) =400 sih < §'(+00)
s*(h) = s(0) sih>s(0)

En effet, si a ¢ fixé, on note f(h) = s(q) — hq, cette fonction est décroissante. De
plus, comme s est concave, quelque soit ¢, % > §'(00), donc f(h) > (%—s'(oo))q
quelque soit h < §'(+00). Par conséquent, f(h) > cq, qui n’a pas de supremum en
q. De l'autre coté, pour h > §'(0), quelque soit ¢ > 0, f(h) < —cq, par un argument
similaire. Donc le supremum est obtenu pour ¢ = 0, c’est a dire s*(h) = s(0). Par
conséquent, GG vérifie aussi que :

(4.26) G(a) =400 sia< % |

G(a) =as(0) sia> #,(0)

On suppose de plus que s* est deux fois dérivable, sinon on peut voir dans [35]

la démonstration en dimension 1 dans le cas ou s* n’est pas deux fois dérivable.

G'(a) = 5" (d (1 - 2)) + g(s*)' (d (1 - é))
et :
- dr(u(-2) - e ((o-1)) oo (-2
1

On a alors :
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La fonction G est donc elle aussi convexe et il existe un ag tel que G(ag) =
inf,>o G(a), la valeur de ag étant donnée par G'(ag) = 0. De plus, d’aprés (4.26),

d . . . ..
ap € (d_s,(%o),d_j/(o)) qui est un intervalle inclus dans [0, co|, car 1 est admissible

donc 0 < 5’ < d.

D’un autre coté, on peut aussi écrire GG sous la forme G(a) = sup,(3(q)) ot

5(q) = a(s(q) — qd) + qd.

De plus, la fonction § est concave, comme somme de fonctions concaves, et elle
posséde une borne supérieure gy donnée par §(qy) = —da + as’(q) + d = 0,
autrement dit s'(qp) = %. On voit aussi que la valeur de gy dépend de la valeur
de a que T'on considére, autrement dit ¢y = ¢(a). Par conséquent hy(x) peut se

réécrire sous la forme
1 1
hy(x) = —— inf (a(—q(a)d + s(q(a))) +q(a)d) = —— int G(a).
J(0) = 77 . (al=a(a)d + s(a(@) + alakd) = = inf 6o
On regarde maintenant la fonction G(a) = a(—q(a)d + s(q(a))) + q(a)d, cette

fonction est deux fois dérivable et sa dérivée est donnée par :
G'(a) = (—q(a)d + s(q(a))) + ¢'(a)d + aqd'(a)s'(q(a)) — dag'(a)
=¢'(a) (d — da + as'(q(a))) + s(q(a)) — dq(a)
= s(q(a)) — dq(a).
Autrement dit, pour a = ag, la borne inférieure de la fonction G, on a : G'(ag) =
s(q(ap)) — dg(ag) = 0 = s(q(ap)) = dq(ap). Donc q(ag) = q. = 1/p. est tel que
s(g.) = dg.. De plus, la fonction G étant convexe et atteignant son minimum
en ag, on sait qu’elle est décroissante pour a < ag et croissante pour a > aq.
Ce qui signifie, si I'on regarde la forme de la fonction h,(z) qu’on a plusieurs
cas possibles suivant la valeur de a(x). Rappelons que I’ensemble des points qui
vérifient a(z) = o a pour dimension £.
- Siafz) > #,(0) alors G(a(z)) = a(z)s(0) et H(a) = s(0). Dans ce cas,
d(s(0)) =d— s'(0).
— Sia(zr) <aet
ail;{x) G(a) = G(ap) = (ao(—q.d + 5(gc)) + ¢cd) = dge.
Ce qui implique que :

H(a) = L inf G(a)=

a(x) a>a(z) a(z)

Donc, hy est défini sur I'intervalle [Ciqoc ,dq.| et sur cet intervalle on obtient :
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De plus a — ¢(a) est décroissante. Par conséquent, si o < ag, alors ¢ > q.

et s(q) < dg. Par conséquent, pour tout ¢ > ¢,
H
d(H) < E + dq — s(q).

En passant a I'infimum, on obtient pour tout H € [‘i—‘f}c, dq.| :

H
d(H) < inf —+dg — s(q).

q>qc q

Siag < a(z) < —3%—, on a alors :

inf G(a) = G(a(z)) = a(x)sup (—qd + s(q) + aq_) :

aza(w) q
Et dans ce cas,
H(a) = sup (—qd +s(q) + q_d> :
q a(z)
Et la dimension d’un tel ensemble est £. Donc (comme p = %)

H
Vp HZ_C_'Z_‘_@_{_M_
p p p

Donc pour tout p, d(H) < Hp—n(p)+d. En passant a 'infimum, on obtient :
d(H) < inf(Hp — n(p) + d).
p

De plus, si 'on reprend la forme de la fonction s, on sait que pour tout
a, la borne supérieure est définie par s'(¢(a)) =d (1 — %), et s étant concave,
la fonction s’ est décroissante. Considérons deux points a < b, on a alors
s'(q(a)) < s'(q(b)), ce qui signifie que ¢(a) > ¢(b). Or dans le cas présent on
a pris a = a(x) et b = ag donc g(a(z)) > q(ag) = g.. Autrement dit, dans la
forme de H(«) on peut prendre :

qd
H(a) = 2;5 ( qd + s(q) + a(x)) .

Avec égalité pour a(z) = #/(0). Cette fois, 'exposant H(«) appartient &

'intervalle [s(0), ‘i—%c], et pour tout H dans cet intervalle on a :

d(H) = inf (pH —n(p) +d).

P>Pe

En combinant tous ces résultats, on obtient finalement que pour tout H €

[5(0), %],

7a0

d(H) = inf (pH —n(p) +d).

P>Pe
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4.3.2. Spectre de singularités prévalent. — Passons maintenant a la dé-
monstration du point important de cette étude, a savoir le spectre de singularité

de presque toutes les fonctions de V.

Proposition 4.5. — Le spectre de singularité de presque tout f € V wvérifie :
d

(4.27) VH € [s(0), p—] d(H) = inf (Hp —n(p) +d).
c bPZPe

Démonstration : La démonstration de cette proposition suit la méme trame que
celle du théoréme 4.2.

Dans un premier temps, on fixe « € (1,00) et on note F, ’ensemble des points de
(0,1)% a-approximables par des dyadiques. Pour € > 0 fixé, on pose

H(a) = L sup <w sup(s(q) — d(1 — l)q))

A w>a q>0 w

et v(a) = H(a)+e¢. Soit N = 24 > 5% +1 fixé. On construit un espace sonde P en
prenant /N fonctions (g;) obtenues en décomposant la fonction g sur des sous-cubes
i(\) de taille 279D, Dans un premier temps, on veut montrer que ’ensemble des
fonctions dont I'exposant de Holder en un point de F, est supérieur ou égal a
v(a) est Haar null. Comme précédemment, cet ensemble est inclus dans une union

dénombrable d’ensembles
Se(a) ={f =Y _exthn: Jw € Fu Vj k |ex| < 277V (14 |20 — K[},
On va donc montrer qu’a ¢ fixé ces ensembles S.(«) sont Haar-nul. Pour cela, on
remarque en reprenant la définition de la fonction g que nous avons étudiée au
début de cette partie que
1 1 .
H(e) = —sup | wsup(s(q) —d(1 — —)q) | = —a(j, k)

A w>a >0 w
pour certaines valeurs de j et de k.
Par conséquent, si 'on prend x € F, fixé et que l'on considére les coeflicients
indexés par les cubes dyadiques tels que |[x — A\| < A pour A > 2N, on obtient

pour tout ¢ :

) A )
(4.28) |di| > @2—%”.
ja

Soit f € V quelconque.

Si on prend un cube Fi' & Péchelle i, tels qu’ils sont définis dans I'équation

(6.9), on peut alors découper 'ensemble S.(a) en 2% ensembles

Se(@) {f = exton: Fr € V) k |ex| < 277V (14 200 — K[},
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Chaque ensemble S.(a)% est fermé, donc borélien. Fixons un i, et pour [ €
{0,...,2" — 1}? et regardons ce qu’il en est pour S,(a)". On prend deux points
By et B2 tels que les fonctions f + Y. Big" et f+ > Big' appartiennent a cet en-
semble, il existe alors deux points x; et x5 tels que la différence des deux fonctions
vérifie dans le cone de longueur 2N au dessus simultanément de z; et de x5 pris a

Iéchelle j = [ad] :
lex+ ) Bidy — (ex+ Y Bydi)| < 2c277),
Or,
lex+ Y Bids — (ex+ > Bidy)| = | > Bids — Bidy)

et d’aprés (4.28),

i i i i i i1 C(A) (o)
1> Bid, — Bidy| > 1> B —52|j—a2 3,
En reprenant la majoration et la minoration, on obtient,

181 — Bellen < %27,

Par conséquent :

LB : f+Bge Sa)}) < (ei)NoNeat,
Donc :
LHB: f+BgeSla)y) < Y. LHB: f+0g€ S(a)'})
ke{0,...,21—1}d

S (6ia)N2_N€ai+di.
Comme on a choisit N > 6%, en passant a la limite supérieure, on obtient
LHB: f+Bg € Se(a)}) < lim(e)N2~ Vet =0,

Par conséquent S.(«) est Haar-nul.

On fait ensuite I'union sur les ¢, > 0 des ensembles S,.(«), comme ensemble des
fonctions de V' ayant un exposant de Holder supérieur ou égal & v(«) est inclus
dans cette union, il est aussi Haar-nul. En prenant une suite (¢,) qui tend en
décroissant vers zéro, on obtient finalement que pour tout a > 1 I’ensemble des
fonctions de V ayant un exposant de Holder ponctuel supérieur & H(«) en un point
de F,, est Haar-nul.

On considére une suite («,) dense dans (1,00) et on prend 'union sur les a,,. On

obtient que I'ensemble
(4.29) M={feV:Vn Veek, hir)<H(a)}

est prévalent. Soit f € M quelconque et soit o > 1. Il existe une sous-suite o)

qui converge en croissant vers « et l'intersection F,, des [, contient F, car ces
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ensembles sont décroissants en «. De plus la dimension de F, est supérieure ou
égale & < et pour tout z € E,, hy(z) < H(a).

De plus nous avons vu, quand nous avons fait 1’étude de la fonction ¢ dans la
partie 4.3.1, que la fonction H(«) vérifiait :

H(a) =4 si e < ag

pe
H(a) = SUPg>q. (—qd +s(q) + ﬁl) sinon

Dans le premier cas, dimy({z : hy(z) < H}) > p.H et dans le deuxiéme cas
dimp ({2 : hy(z) < H}) > infy>y (Hp — n(p) + d).

De plus, comme il est dit dans [44], le spectre de singularités de toutes les fonctions
de V' vérifient

(4.30) d(H) < inf (pH —n(p) + d).

En particulier, 'ensemble des points tels que {z : hf(zr) < H} est de dimen-
sion de Hausdorfl strictement inférieure a g et donc de mesure de Hausdorff
d

¢-dimensionnelle nulle. Comme la mesure de {z : hy(r) < H} est strictement

positive, on en déduit que :
d(H) > inf (pH — n(p) + d).
P>Pe
En combinant ce résultat avec (4.30), on obtient donc le résultat de la proposition.
O

Proposition 4.6. — Pour presque toutes fonctions f de V, la fonction d’échelle

est donnée par :

ns(p) = ny(p) = n(p).

Démonstration : La deuxiéme égalité étant déja démontrée, il faut uniquement

regarder la premiére. Pour cela on pose € > 0, p fixé, s = %

sonde engendré par la fonction g. Soit f une fonction de V' quelconque. On regarde

+ ¢ et P l'espace

Pensemble M(p) = {a € R: f+ ag € By>*}. On suppose que cet ensemble est
de mesure non nulle et on considére deux réels ay # a3 dans M(p). On a alors,
f+aig € By>® et f+axg € By™, ce qui signifie que :
|f+a1g =+ aagllpg= < If + cugllpg> + ||f + azgllpg= < c
If +ong — [+ aaglpp= = [on — aslg]

B;’OO =0

Car g n’appartient pas a B> et a; — ay # 0. on obtient donc que 7(p) < n(p)
pour tout p. Comme, de plus, f appartient & V, il appartient & tous les espaces
B3> si s est plus petit que n(p)/p. O



CHAPITRE 5

PEUT-ON FAIRE MIEUX?

5.1. Introduction

En ce qui concerne la régularité ponctuelle, nous avons constaté dans les cha-
pitres précédents que I'utilisation de différents points de vue aboutissait aux mémes
conclusions. En effet, que ce soit dans les espaces de Sobolev ou dans ’espace des
applications continues, I'approche topologique des catégories de Baire ou l'ap-
proche théorie de la mesure définie par la prévalence donnent les mémes exposants
de Holder. Dans le cas des espaces de Besov, nous obtenons méme dans ces deux
cas les mémes formalismes multifractals pour un grand ensemble de fonctions, et
ce quel que soit le sens de "grand" utilisé. Comme nous I’avons vu dans le chapitre
2, d’autres généralisations de ces notions d’ensembles petits existent. Nous allons
donc maintenant faire le tour de quelques unes de ces notions, pour voir comment
elles peuvent s’adapter aux problémes de la régularité ponctuelle dans les espaces

de Besov et du formalisme multifractal.

5.2. Les unions de compacts

Comme nous 'avons déja signalé dans l'introduction, les résultats que nous
avons établis ici ont déja étés démontrés dans un cadre différent, a savoir celui des
catégories de Baire. Peut-on alors trouver une autre théorie généralisant les deux

précédentes et sur laquelle on puisse faire la méme étude ?

Une classe d’ensembles vérifiant qu’ils sont a la fois nuls au sens, topologique,
de Baire et nuls au sens de la prévalence est donnée par les ensembles pouvant
étre inclus dans une union dénombrable de compacts dans un espace métrique
séparable de dimension infinie. De plus cette classe vérifie les propriétés voulues

pour un ensemble petit.
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Proposition 5.1. — Soit X un espace de Banach séparable de dimension infi-
nie. La classe C des ensembles pouvant s’inclure dans une union dénombrable de

compacts vérifie les propriétés Hy et Hos.

Démonstration : En effet, si A peut s’écrire comme une union dénombrable de
compacts, il est borélien comme union de fermés, et comme les compacts sont
d’intérieur vides et fermés, A est de premiére catégorie au sens de Baire. De plus,
les compacts sont Haar-nuls. Notons C la classe des ensembles inclus dans une
union de compacts. Alors si A et B appartiennent a C, AU B aussi par définition.
De plus si A € C et B C A, alors B est aussi inclus dans une union dénombrable
de compacts. La classe C vérifie donc bien la propriété de o-idéal. De plus tous les
éléements de C sont d’intérieur vide, par le théoréme de Riesz. La classe C vérifie

donc la propriété H;.

Comme nous sommes dans un espace de Banach, donc métrique complet, on
peut utiliser la propriété de Bolzano-Weierstrass. Autrement dit, un ensemble B
est compact si de toute suite d’éléments de B on peut extraire une sous-suite qui
converge dans B. Supposons que A est inclus dans une union dénombrable de
compacts. Il existe alors une famille de compacts K; tels que A C |J K;. Soit i
fixé, et © € X quelconque. Considérons une suite (z,,) appartenant a K;, + x. La
suite (y,) définie par pour tout n € N, y,, = z,, — = appartient alors & K;,. Elle
posséde donc une sous-suite ¢(n) telle que yy(,) converge vers un y € K;,. Mais
dans ce cas, Zg(m) — ¥+ . Donc la suite (x,,) posséde une sous-suite qui converge
dans K;, + x et celui-ci est compact. De plus, si A C | K; alors A+z C | K, +z.
Et quelque soit ¢ € N, quelque soit z € X, K; + x est compact. Donc si A
appartient a C, A + x appartient aussi a C.

De méme, quelque soit A\ > 0, AB, est aussi ouvert et AA C (JAB,. Par

conséquent la classe C est aussi invariante par dilatation. a

Dans ce qui suit, nous aimerions savoir si les ensembles que nous avons étudiés
auparavant peuvent s’écrire comme unions dénombrables de compacts. La réponse
a cette question est mitigée. En effet, nous allons voir que pour les problémes liés a
la fonction d’échelle, on peut trés simplement appliquer ce genre de théorie. Sur un
contre-exemple, nous montrerons que pour les problémes de régularité ponctuelle,

ce cadre n’est pas adapté.

5.2.1. La fonction d’échelle. — Dans la proposition 5.7 nous avons montré
que pour presque toute fonction f de V, la fonction d’échelle de f valait exactement

n(p). Nous allons redémontrer ce résultat dans le cadre que nous venons de définir.
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Les autres résultats concernant la fonction d’échelle, ceux de la partie 4.2.2, se

démontrent de la méme maniére.

Proposition 5.2. — Soit n une fonction fortement admissible et V(= V,) les-
pace fonctionnel que lui est associé par (4.3). L’ensemble des fonctions de V' véri-

fiant que
>0 ns(p) #np)

est inclus dans une union dénombrable de compacts.

(n(p)—e)/p.p
e>0,0<p<co ~p,loc

fonction d’échelle est toujours supérieure ou égale a n(p) quelque soit p. Il nous

Démonstration : Comme V = ) , quelque soit f € V sa
faut donc montrer que I'ensemble des fonctions pour laquelle elle est supérieure
est inclus dans une union dénombrable de compacts. Soit p quelconque et 7 > 0,

pour k = (ky, ..., kg) on note

Mp(c>k = {f € V’ HfHB(TI(P)-F‘F)/p,P([k k+1]) S C}~
p,loc ’

B(n(p)+f)/p,p

D loc peut alors s’écrire comme

[’ensemble des fonctions appartenant a
I'union sur les (c,) positifs et sur k € Z? des M,(c,)s, autrement dit comme
une union d’ensembles bornés dans BI()Z(OI;)M)/ P
de Sobolev, sur un domaine borné, a savoir [k,k + 1] est une injection com-

?_ Or l'injection entre les espaces

pacte, comme on peut le voir dans [2]. En utilisant la continuité de l'injection

Bg,(zﬁ)c/ PPy [n®)=¢/2/pP on obtient donc que I'injection entre les espaces de Besov

z()7,71(0106)”)/1047 ot Bgzl(opc)*a)/p,p

k € Z¢ et quelque soit p, M,(c);, est compact dans

est compacte. Donc quelque soit ¢ > 0 quelque soit
Bw®)—e)/pp

p,loc

En prenant 'union sur k € Z? et sur les ¢ > 0, on obtient que ensemble des

fonctions de B&(o’;)*s)/ pp B}Efilgzz)ﬂ)/p,p

de compacts. En prenant ensuite 'union sur des 7,, qui décroissent vers zéro, on

appartenant a est une union dénombrable
obtient que I’ensemble des fonctions f de V pour lesquelles il existe un p tel que
ns(p) > n(p) est inclus dans une union dénombrable de compacts. Par conséquent
’ensemble des fonctions f pour lesquelles ny(p) # n(p) est inclus dans une union

dénombrable de compacts.

5.2.2. La régularité ponctuelle. — Nous allons voir sur un exemple que nous

ne pouvons pas utiliser les unions de compacts pour étudier la régularité ponctuelle.
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Dans ce qui suit, on se place dans C(]0, 1]) et pour £ > 0 fixé, on va regarder

I’ensemble des fonctions appartenant a 1’ensemble
M = {f € C*([0,1]%) tel que 3z € [0,1]%, f € C*™(x)}.

Supposons qu’il existe une famille K; de compacts tels que M soit inclus dans
I'union des K;, M C UK;. Comme C*([0,1]¢) est un espace de Banach, on peut
appliquer la propriété de Bolzano-Weierstrass. Autrement dit, pour montrer qu'un
sous-ensemble de M est compact il suffit de montrer que de toute suite d’éléments
de M on peut extraire une sous-suite qui converge. On construit une suite (fy)s
a laide de la transformée en ondelettes. Pour chaque n € N, on note f,(z) =
D ik d?kwsz,l(x) ou dj, sont définis de la fagon suivante :

. J2etl sig >,

M e sij<an

On voit aisément que tous les éléments de cette suite (f,,) appartient & M. Si M
était inclus dans une union de compacts, il existerait donc au moins un compact
K, et une sous-suite (fx, Jnen telle que fx, € K;,. Et, par la propriété de Bolzano-
Weierstrass, il existerait une sous-suite ¢(k) de la suite (frn)) qui convergerait
dans K. Or

sup 2%|d},| = sup 2%/ = oo.
j j

La limite de la suite (f,), et donc de toutes ses sous-suites, n’appartient pas a
C*(R%). Donc f ¢ K;, et par conséquent, M ne peut pas s’écrire comme une

union de compacts.

Meéme si nous avons un résultat positif pour la fonction d’échelle, a cause de
cette lacune au niveau de la régularité ponctuelle, cette notion d’ensemble pouvant
s'inclure dans une union de compacts n’est pas une bonne notion pour l'analyse

multifractale.

5.3. Les ensembles nuls au sens gaussien de Phelps

Comme nous l’avons vu auparavant, les ensembles nuls au sens gaussien de
Phelps représentent un cadre trés restrictif de notion d’ensembles petits. En
effet, si les compacts en dimension infinie peuvent ne pas étre petits dans ce
cas, qu’en est-il des ensembles que nous regardons 7 Nous avons déja vu dans un
exemple que ce cadre ne semble pas le mieux adapté. Pour nous en convaincre
une fois encore, regardons la régularité ponctuelle dans les ensembles de Sobolev
a travers cette lunette. En fait, I’exemple suivant confirme bien l'impression

donnée dans le chapitre 2, a savoir que le cadre donné par les ensembles nuls au
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sens gaussien est trop fort et que nous ne pouvons pas 'utiliser dans le cas présent.

Soient x; 1, des variables aléatoires gaussiennes, indépendantes et identiquement

distribuées. Nous considérons dans la suite le processus gaussien :
X(w) =D xgu2 7 2 (o).
j.k

X est bien un processus gaussien dans Bj?. Pour entrer dans le cadre des
ensembles nuls au sens gaussien, nous devons vérifier que la mesure engendrée par
ce processus, notée p, est bien une mesure gaussienne borélienne non dégénérée.
Pour cela, nous commencons par montrer que la variance de cette mesure est non
nulle. Soit f = )" ¢;xt);x une fonction appartenant au dual de B, quelconque.
Dans ce cas, la variable aléatoire o f~* est donnée par D ik Xju2 27 Fle; .. Cette

variable aléatoire réelle est gaussienne, centrée et de variance
E((uo f71)%) = 278 2 ey,
jk
qui est non nul si f est non nulle.

De plus la mesure p est bien borélienne. Pour montrer ce résultat, nous allons

utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.1. — Soit E un espace métrique séparable localement convexe. Alors

la o-algébre engendrée par
(5.1) {zr € E (fi(x),...fu(x)) € A} AeB"and f; € E*
coincide avec [’algébre engendrée par les boréliens de E.

Prenons pour F 'espace de Hilbert défini a I'aide des ondelettes par

|31
F=> cintin€ Ee ) eul2 2 < oo,

Nous allons donc regarder si les ensembles {x € E (fi(z),...f.(x)) € A} sont
mesurables pour la mesure induite par X.
Mais f; = ¢ 5, appartient & E* = E. En prenant alors © = Y d; ),
I'événement (fi(x),...fn(z)) € A est donné par :

g n K
(Z C;,k;dj,k227 2|k|’ - Z < j,k22] 2|k\) cA

La probabilité de cette événement sous la mesure i est donnée par la pro-
babilité de (37 ¢ Xk, 2o CaXsk) € A. Comme les yjj sont indépendants,
(32 CleXgks 5 2 CpXik) est un vecteur gaussien dans R™ et A est mesurable. Par

conséquent, p est un mesure borélienne dans E. De plus, ’espace E s’injecte dans
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LP?®, par conséquent p définit une mesure borélienne sur LP°.

Regardons maintenant la régularité des trajectoires de X. Comme les variables

aléatoires ;5 sont gaussiennes,

P(|xskl > (1+17) (1 + kD) < ePe™.
En utilisant I'indépendance, nous pouvons utiliser le lemme de Borel-Cantelli,

qui nous donne que
P(limsup [x;x| = (1 +[j))(1 +[k])) = 0.

Autrement dit, & partir d’un certain j assez grand, |x; x| < (14]7])(1+|k]). Si nous
nous concentrons maintenant sur les trajectoires du processus X, nous obtenons

alors quelque soit x :

X ()] <) w27 27 Hly (a)]
.k

. —i2 56—
< @+ DA+ [ED27 27 Mgy ()]
j7k
La régularité de ce processus est alors donné par la régularité de 'ondelette
choisie. Si nous prenons une ondelette ¥ qui soit C”, pour r strictement plus grand

que s, les trajectoires de X sont elles aussi C".

Il existe donc au moins un processus gaussien dans B;¢ dont les trajectoires
ne sont pas multifractales. De plus, comme un ensemble nul au sens gaussien
de Phelps est aussi Haar-nul, si une régularité était générique dans ce cas, elle
serait aussi prévalente. Par conséquent, on ne peut avoir de résultat vrai pour
le complémentaire d’un ensemble nul au sens gaussien. Ce qui nous assure que le
cadre des ensembles nuls au sens gaussien de Phelps représentent un cadre inadapté

a I’étude que nous avons entreprise jusqu’ici.

5.4. Le cadre HP-typique : La bonne notion ?

Les résultats obtenus sous les notions de généricité au sens de la prévalence et
des catégories de Baire concordent, comme nous I’avons vu, quand on parle de
régularité ponctuelle. Que ce soit dans I’ensemble des fonctions continues ou dans
les espaces de Sobolev, & chaque fois nous obtenons des ensembles petits tant au
sens topologique qu’au sens théorie de la mesure. Il serait dans ce cas naturel de
chercher un cadre alliant ces deux théories. Dans [59], J. Kolaf montre que dans le
cas des fonctions continues les ensembles HP-petit se prétent bien a ’étude de la

régularité ponctuelle. Il montre ainsi que les fonctions continues dont I’exposant
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de Holder ponctuel en un point de R est strictement positif est un ensemble nul
au sens HP-petit. Il nous parait alors naturel de nous demander si c’est la méme

chose dans le cas des espaces de Sobolev, ou de Besov.

Nous ne pouvons malheureusement pas donner une réponse compléte a cette
question. Si dans un sens nous avons un résultat affirmatif, nous ne savons a priori
pas dire si nous pouvons obtenir le méme comportement multifractal que dans le

chapitre 3.

Théoréme 5.1. — Soient 0 < p,qg < oo et s — % > 0.

1. Soit H un réel. HP-quasi toute fonction f de B, vérifie :
Jz € R hy(z) #H

2. Quelque soit vo € RY, pour HP-quasi toute fonction f de By, Uezposant de
Hoélder ponctuel vaut hy(xg) = s — %.

Remarque :

— Comme nous ’avons vu dans le chapitre 2, la définition des ensembles HP-
petits n’est valable que dans un espace séparable. On ne peut donc a priori
pas considérer les cas p = 0o ou ¢ = 0.

— Comme nous 'avons vu dans la partie 2.3.1, le seul ensemble HP-typique
dans R? est l’espace tout entier. Le point 1 de ce théoréme répond donc par
la négative a la question de la possibilité d’inverser les quantificateurs dans le
cas présent.

— Un ensemble HP-typique étant aussi de seconde catégorie, le point 2 de ce
théoréme implique aussi que pour tout z € R, quasi-toute fonction de By a

exactement s — % comme exposant de Holder ponctuel en x.

Pour démontrer ce théoréme nous reprendrons les notations des chapitres 1 et

3. La définition des ensembles HP-petits est donnée par 2.12.

5.5. Démonstration du théoréme

Proposition 5.3. — Soit s — g > 0 et soit 19 € R? fizé. L’ensemble
$,q d
(5.2) S={feBy": hg(ro) >3—]—9}

est HP-petit.

Démonstration :
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Soient p, ¢ > 0 et s > d/p fixés. Soit zy = (x}, ..., &) un point de R? quelconque.

On note dans la suite k; = ([2/z{], ..., [272d]). Soit H > s — d/p, nous voulons

démontrer que ’ensemble
{f € Bg,s; EL]O >0 Vj > JO ‘Cj,kj’ < 27Hj}

est HP-petit. Comme nous ’avons vu a plusieurs reprises, ’ensemble des fonctions

dont lexposant de Holder est plus grand que s — d/p en zq est inclus dans

U Ao H).
JoeN,H>s—d/p
Cette union peut s’écrire sous la forme d’une union dénombrable, nous allons
juste montrer que A(Jy, H) est HP-petit.

Dans la suite, nous noterons k; = [27z¢]. Soit H > s — d/p et Jy fixés. Soit
A (= A(Jy, H)) I'ensemble

A(Jo, H) ={f € BY*; Vi >Jo cjx| < 2~ Hi,

q

Nous allons maintenant démontrer que 'ensemble A est H P ,4). Soit ¢’ € (0, }l)
et r > 0 fixés. Définissons K comme étant le plus petit entier vérifiant

dy(g— 4
(5.3) K>Jy, et 2W=stpE-1 5 =
r
Quelque soit 7 € N, posons y; la fonction définie par ses coefficients d’ondelette,
', Ol :

. - . i 7(5—4)3‘
Si k=k; et j=1, alors dj, =12 P
sinon ;k =0.

Chaque y; a un seul coefficient non nul et [|y;|| g5« = r. Supposons alors qu'il existe

une fonction f € By telle que
card{i: (f + B(yi,cr))NA#0} > K.
Dans ce cas, il existe des fonctions f; , ..., fi,,, telles que, VI =1,..., K,

(5.4) [ = fi € By, cr),

Soient £}, les coefficients d’ondelette des fonctions f;,. Comme il existe K fonctions
distinctes f;,, au moins deux indices, 7; et 4,, sont plus grands que K. Dans la suite,
nous supposerons que 7; > i,,. Regardons maintenant les coefficients d’ondelette
des fonctions f;, et f; ., indexés par (j,k;) ot j = ¢ ou j = 4,,. D’aprés (5.5),
A .
|y g, | < 277

(5.6) o _
i | < 27 i

T,k
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Or I’équation (5.4) nous donne

\(fi, = firs) — (Wi, — i) < 27

La caractérisation en ondelettes des normes Besov implique alors

; ( im i i, —(s—2)s
(5:7) Vi |f3lkg T gk (djl,kj N dj,kj” < 27270V,

Regardons maintenant le coefficient A; indexé par le couple (j, k) = (i, k;,).

__o—(s=%) il _ Jim
Al — T2 p + Cilkail dilvkil .

On note dans la suite B; = d;:;vkil —dﬁ;’fkil calors Aj = —r27 (74P B et Iéquation
(5.6) implique :

|By| < 2.27Hu,
Mais comme 4; > K, en utilisant (5.3), on en déduit que r2-¢~4/Pu > 2|By|: et
|Aj| > £27(=4/P)it_ Ceci est en contradiction avec (5.7), et nous donne le deuxiéme

point du théoréme 5.1.
O

Pour démontrer le premier point du théoréme 5.1, nous allons utiliser la pro-
position suivante, qui est une conséquence simple des propriétés des espaces de

Besov.

Proposition 5.4. — Si s — g >0 et f € By alors pour presque tout x € R4,

feCs(x).

Démonstration : Définissons ¢(x) = (1 + |z|)~® avec d < a < sp, de telle sorte
que ¢ € L. Soit
(58) o) = 3 leaP2 (20 — ),
AEA
ot on note ¢y les coefficients d’ondelette de la fonction f et A est I’ensemble des

cubes dyadiques. Comme tous les termes de (5.8) sont positifs,

| glln= CZ |c/\|732(sp—d)j,
A

est fini car f € ByP. Notons que C' =|| ¢ ||z1, est bien fini car a > d. Par
conséquent, (5.8) est fini presque partout. Donc pour presque tout z, nous obtenons

K | |p 95pj
= Cx - < Q.
Zm (1+ |2z — k|)®

En particulier,
VA, ea < KYP2ms (1 4 |20 — K|)VP.
Comme de plus a/p < s, d’aprés la proposition 1.2, f € C*(z). O
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En prenant 'union dénombrable sur une suite dense (x,), dans la proposition
5.3, nous voyons que pour HP-presque toutes fonctions f de B, pour tout n, f
appartient au mieux a Csﬁ%(xn). Or d’aprés la proposition 5.4, si f appartient a
cet ensemble il est C*(z) pour presque tout x.

Comme le seul ensemble HP-typique de R? est ’espace tout entier nous voyons
qu’il n’y a pas d’exposant de Holder valable pour HP-presque tout f et HP-presque

tout x.



CHAPITRE 6

ESPACES DE BESOV ET p-SPECTRE

6.1. Introduction

Comme nous I'avons déja vu, 'exposant de Hélder ponctuel est un outil trés
utile quand il s’agit de caractériser la régularité de fonctions. Cependant dans
certains cas, et notamment en I'absence d’un minimum de régularité uniforme, il
devient inefficace. Le premier défaut de I'exposant de Holder ponctuel est qu’il ne
peut pas se caractériser par ondelettes. Nous avons en effet vu dans la proposition
1.3 que la condition suffisante n’était pas satisfaite. Ensuite, il ne donne aucune

information sur la géométrie du domaine sur lequel la fonction est définie.

Or, certaines études, comme par exemple celle du phénomeéne d’instabilité de
Raleigh-Taylor, méne & regarder des fonctions qui ne sont pas continues et ou
la géométrie tiens une place importante. Le phénoméne de Raleigh-Taylor est
celui observé quand on place dans le méme récipient deux fluides non miscibles.
On voit alors l'apparition de filaments dont le bord a une structure fractale,
les détails se trouvent dans [78]. Si on veut étudier la fonction indicatrice du
bord de ces mélanges, 'exposant de Holder n’est pas suffisant. En effet, une
fonction caractéristique n’est pas a priori continue. De plus, dans 'exemple de
Raleigh-Taylor, la présence de filaments et la géométrie de l'interface sont liés
a la rugosité du mélange. Cependant ’exposant de Holder ne rend pas compte
de la géométrie du domaine considéré. Par contre, si 'on considére la fonction
d’échelle d'une telle fonction, elle est de 'ordre de 1 sur les zones réguliéres et de
2% sur les points de rebroussement. Le formalisme multifractal que nous avions
vu jusqu’a présent ne s’applique pas dans ce cas. Dans le cas de ces fonctions
indicatrices, il serait pourtant intéressant de déterminer un exposant de régularité
qui prenne en compte la géométrie du domaine considéré. Les espaces TP peuvent
alors étre utilisés pour I'étude de ces fonctions indicatrices, comme le montrent
S. Jaffard et C. Melot dans |48, 49|. En effet, dans cet exemple, 'exposant de

Holder ponctuel vaut zéro sur la frontiére alors que le p-exposant peut a priori



128 CHAPITRE 6. ESPACES DE BESOV ET p-SPECTRE

prendre toutes valeurs positives. On peut dans ce cas faire une analyse similaire a

I’analyse multifractale avec le p-exposant.

Comme nous 'avons fait auparavant dans I'étude de la régularité ponctuelle,
nous n’allons pas étudier le p-exposant explicitement, mais nous allons dans la
suite regarder le "p-spectre de singularités" a savoir la dimension de Hausdorff

des lignes de niveau parcourues par cet exposant.

Nous allons maintenant démontrer que, avec un minimum de régularité globale,
presque toutes les fonctions d’un espace de Besov donné ont le méme p-spectre
quelque soit la valeur prise par p. En particulier, le p-spectre donne le méme
résultat que le spectre de singularités, quand celui-ci existe. Dans le cas contraire,
nous allons déterminer le p-spectre de presque toutes les fonctions dans un espace
de Besov donné. Ce résultat nous permet de caractériser la régularité de presque

toutes les fonctions définies dans un espace de fonctions non continues.

Nous avons déja vu dans la définition 1.9 comment était construit le p exposant
pour p > 1. La définition donnée par Calderén et Zygmund est donnée pour p > 1.

Dans ce cas, il est bien défini dans un espace de Banach de distributions.

Regardons maintenant I’apport de ces p-exposants par rapport a 'exposant de

Holder dans les espaces de Besov. Dans un premier temps, remarquons que cet
exposant permet de considérer des singularités d’exposants négatifs, qui corres-
pondent & des comportements en |z — xo|~° si 8 > 0. Pour cela, nous allons nous
intéresser & un p-spectre valable pour presque toutes les fonctions d’un espace de
Besov, au sens de la prévalence. Nous allons voir dans le théoréme suivant que dans
les cas sy — pio > 0, dans lesquels 'exposant de Holder ponctuel est bien défini, le
spectre obtenu avec le p-exposant coincide avec le spectre de singularités.
Par contre, dans le cas ou sg — pio < 0, ol nous avions vu que pour un ensemble
prévalent, les fonctions n’étaient nulle part localement bornées, et donc le spectre
de singularité n’était pas défini, nous obtenons un p-spectre valable pour presque
toutes les fonctions. Remarquons que nous ne parlerons pas du cas B;>>NC". En
effet, dans le chapitre 4 nous avions besoin d’'un minimum de régularité uniforme
pour pouvoir calculer un spectre de singularités. Or I'intérét du p-spectre est aussi
d’obtenir un spectre sans hypothéses de régularité uniforme. Il est donc inutile ici
d’imposer de régularité minimale.

Dans la suite, nous utiliserons les notations de la définition 1.9 et des suivantes.

Dans la littérature, plusieurs majorations de spectre TP, dans des espaces de

Besov ou de Sobolev, ont vu le jour.
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6.1.1. Majoration du p-spectre. — Tout d’abord, nous avons la majoration

suivante donnée par [48, 49|.

Proposition 6.1. — Soient 0 < py < 00, s9 > 0 et soit p > 1 tel que so > pio—g.

Soit f € Bsoro(RY). Si il existe 6 > 0 tel que f € BSP(RY) alors le p spectre est

défini sur [sg — pio, So)

d
(6.1) Yu € [sg — . so]  dp(u) < pou+ d — sopo.
0

Nous avons aussi la majoration suivante, que 1'on peut retrouver dans [97].

Proposition 6.2. — Soientp > 1 et k,u € N tels que 0 <u <k et (k—u)p < d.
Soit f € L*P(R?). Alors, le p spectre de f est défini sur [0, k] o il vérifie

(6.2) dy(u) < d — (k= u)p.

Le but de la proposition suivante est de comparer les majorations données par
la proposition 6.1 et la proposition 6.2. Nous allons voir que dans tous les cas, la

proposition 6.1 est plus précise.

Proposition 6.3. — Soient sg > 0 et 0 < pg < 00. Quelque soit p > 1, pour

tout k tel que ByoPo — LF? et quelque soit u € [sy — pio, Sol,

pou +d — sopo < d — (k —u)p.

Démonstration : Dans le cas qui nous occupe, nous nous situons dans un espace
de Besov donné BJ0**°. Nous voyons que dans la deuxiéme proposition, espace qui
est pris est un L¥P? ou B]’j’p. A partir des injections entre les espaces de Besov, que

nous avons vus dans la proposition 1.8, nous pouvons prendre pour valeur de k :

k> so sip <po
k=94 (s0— &) sip>po

En réinjectant ce résultat dans (6.2), nous obtenons que pour toute fonction
J e B
0

4,(m) < d— (so—m)p sip<po
(m+ & —so0)p sip>po

Il nous reste alors a comparer les majorations de (6.1) et de (6.2). Tout d’abord
si p < pg, comme sg —m > 0 alors d — (s — m)p > d — (s — m)po. Donc (6.1)
nous donne une meilleure majoration que (6.2). Dans le cas ot p > po, la condition

k—m < % devient en remarquant que dans ce cas, k = % + (so — pio),

d d d d
—+s——-—m<—-=m+— —59>0.
p Do p Do
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Par conséquent, (m + pio — So)p = (m + pio — Sop)po- Une fois encore la premiére

majoration est plus fine que la deuxiéme.

O

Remarquons que dans les deux majorations que nous venons de voir il est
fait une hypothése d’appartenance a un espace de Besov Bg’p. Cette hypothése
est en effet nécessaire dans les démonstrations, notamment pour avoir une relation
entre la condition sur les coefficients d’ondelette et ’appartenance aux T2 (x). Pour
pouvoir nous affranchir de cette hypothése, nous allons démontrer maintenant
que, dans le cas p = 2, la majoration (6.1) reste vraie. Pour cela, nous allons
regarder la caractérisation du p-exposant a ’aide des "wavelet leaders", issue de

[45]. Rappelons tout d’abord quelques définitions.

Définition 6.1. — Soit zo € R% et j > 0. On note \j(xo) l'unique cube dyadique
de volume 29 contenant xo. On note aussi
1 171¢
3Aj(wo) = Aj(wo) + 5095 |

Grace a cette définition, on peut définir la fonction carrée locale.

Définition 6.2. — Soitentp > 1 et u > —%. Soit xg € R Pour tout j > 0, la
fonction "carrée locale” associée a chaque fonction f est alors définie par :

1/2

SiGe)@) = 3 lella@)

)\C3)\j($0)
i éfinitions, nous avon r ition suivante.
A Taide de ces définitions, nous avons la proposition suivante

Proposition 6.4. — Soient p > 1 et u > —%. Si f € TP(x) il existe ¢ > 0 tel
que pour tout §j > 0,

(6.3) 155 (G, wo) o < c27 7042,

Réciproquement, si (6.3) est vérifiée et si w € N, alors f € TP(xo).

Remarque : Siu € N, et si (6.3) est vérifiée, alors pour tout n > 0, f € T,)_, (o).

Les résultats suivants restent donc vrais, a une correction logarithmique prés.

Comme nous pouvons le constater, cette caractérisation des espaces 1P a l’aide
des ondelettes fait intervenir des normes LP. Or, en dehors du cas p = 2, il devient
trés technique de les utiliser avec les coefficients d’ondelette. C’est pourquoi, nous
ne considérerons que le cas p = 2 dans la suite.

Démontrons donc maintenant la proposition suivante.
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d d q
== —5. Soit a € [so—

I)io“—g, so+g] quelconque non entier. Soit D > 0 et tel que D = po(a—so—l-pio — ‘—;),

Proposition 6.5. — Soient sg >0, 0 < pg < 00 et 59—

alors quelle que soit [ € By, la mesure de Hausdorff D-dimensionnelle de
Vensemble {xo : f ¢ T? (o)} est nulle,
2

Corollaire. — Soient sqg > 0 et sg — pio > —g. Quelque soit a € [sg — pio, So] mon
entier,
(6.4) da(a) < poa + d — sopo.

Démonstration : Admettons pour linstant la proposition et démontrons le co-

i—Fg,So—i—%]. En

rollaire. Pour cela, posons o = o + g. Dans ce cas, o/ € [sg — o

posant D = po(a’ — 59 + pio — %), d’aprés la proposition 6.5 ;

HP({z: f¢& Tj_%(aco)}) = HP({x: u?(x) <a — g}) = 0.

Par définition de la dimension de Hausdorff,

d d d
3 . ! o /
(o (0) <~ 1) < D= (e~ s+ L= )
En remplagant o par o + g, on obtient finalement,
; p d
dimg({z : uf(x) < a}) < pola—so+ p_)
0

Remarquons que {7 : u}(r) = a} C {: v}(z) < a}. La dimension de Hausdorff

étant croissante, on obtient finalement, pour « € [so — p%’ S

d
dy(a) < polar — so + —).
Do

Démonstration de la proposition 6.5. — Commencgons par construire un en-

semble V inclus dans R? de mesure D-dimensionnelle nulle.

Pour cela, nous procédons de la facon suivante. Si f € B3P0 alors :
b pO b

(6.5) de > 0 tel que Vj Z (]cj7k\2(8°_%)j)p0 < cgj
ke{0,...,20 1}

ou (Ej) el
Ly,
Notons alors d;j = (|0j7k|2(80 W) B . Si on note Bjy le cube de centre 2 et de
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diameétre d;; nous avons alors :

Vj > ldiam(B)” = D |dxl”

ke{0,...,29 —1}4 ke€{0,...,27-1}4
i Y (el R <o
ke{o,...,29 —1}4
Par conséquent, Zk diam(B; ;)P — ;s 0. Soit
= hmsupUBjk = mUUBJk’
IENj>1 k
nous obtenons que
Z Z ‘ diam(Bj,k)|D < CZ €j.
j>l ke{0,...,20 —1}d >l

Par définition de V,Vj > I, Uy B;, D V. Par ailleurs, puisque Y, diam(B; )" — /o
0, pour tout € > 0, on peut trouver un [ tel que >, diam(B;;)” < €. on a donc
un e-recouvrement de V. En faisant tendre € vers zéro, nous obtenons que V' est

de mesure D-dimensionnelle nulle.

Considérons maintenant un x ¢ V. Par définition de V/, il existe alors [ tel que
Vi > 1, Vk x € Bj. Et la condition x ¢ B, s’écrit :

k
2= o1 > Id

k so—-1)j
= |o = 55| = (ejul2 7m0
k b
—(so0 ]’9"’_5 e

Regardons alors comment cette condition peut étre utilisée dans (6.3). Pour cela,

= leji| <2

prenons j > [ et regardons ||S¢(J, zo)||2

157 (4, zo ||2—/ > devPiy(a)dz < Y 27V ey]

)\/C3)\ (xo )\/C3)\j(x0)

d -/
ou j' > j et N est le cube 7 S+ [072_;[ de taille 2% et k' € Z?. Ce qui nous
donne, si x € V pour j > l,

. k' oD
. _ 2 2
IS¢ o)z < D 2792 ( | o,

23
)\/C3/\j (:130)

Or, si A € 3\;(zo), on peut dire que |z — 2’“7/,| < 2. Ce qui nous donne dans
I’équation précédente,

IS, Y 2ty
>\/C3>\j (Zvo)
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On découpe alors la somme en A suivant des couronnes, autrement dit :

. —di’ ,s —_= k/ 22
EROEIES et Sl Z > i gl
J

1> =7 9-i<|z— 2j,|§2.2*l
! —2(s0—-L —2Dz
—§ 9-dj' g2 § 2w’
/>‘7

Or, —d—2(sg— pio) = —2(%—1—30— pio) < 0 par hypothése et D > 0. Par conséquent,
22( d—2(s pD )5’ < 2(*d*2(80*%))3'
/>‘7

et

22 <02

et nous obtenons finalement :

150, |2 < 20 2m0~4-2e0=5)d

Reprenons la valeur de D donnée dans 1'énoncé, D = po(a — so + pio — g) et :

155G, )13 < 270t~ 2)=d=200 =305 _ g-2j,

Si nous reprenons 'équation (6.3), ce qui précéde équivaut a f € Tj_g(m). Ce qui
2
signifie que ’ensemble des points x tels que f ¢ Tjié(x) est inclus dans V. La
2

proposition est donc démontrée. Il

Il nous reste maintenant a vérifier que (6.1) est optimale. Nous allons en fait voir

dans le théoréme suivant qu’elle I’est et pour un ensemble prévalent de fonctions.

Théoréme 6. 1 — Soient S0 >0 et 0<py<oo. Alors

— Pour sy — - > =7, et 59— pio # 0, presque toutes les fonctions de B2P ont

p}
un p- spectre de singularités défini sur [so — pio; So| o il est donné par :

d
(6.6) Yu € [so — p—; so]  dp(u) = pou + d — sopo.
0

— Pourp=2, so— pio £0 et so— pio > —g presque toutes les fonctions de Bpor

ont un 2-spectre de singularités défini sur [so — p%; So] ou il est donné par :

d
(67) Yu € [50 — p—, 50] dg(’d) = PolU + d— SoPo-
0
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Remarque : Les hypothéses de ce théoréme peuvent sembler surprenantes. Notam-
ment la séparation entre le cas p = 2 et p quelconque. En fait, la démonstration est

exactement la méme dans les deux cas. Cependant pour avoir la bonne majoration

de spectre, 'hypothése sy — pio > —;‘—f, nous assure, grace aux injections de Sobolev,
qu’il existe un 6 > 0 tel que f € Bg’p. Mais nous avons démontré que pour p = 2

nous pouvons nous passer de cette hypothése et considérer aussi le cas sy — pio = %l.

6.2. Régularité de la fonction de saturation

On considére dans B;2" la fonction g dite “de saturation”, introduite dans [44],

par ses coefficients en ondelettes d;j, comme suit

1

j?k = ~1
i /po

2(%—50)j2—%J

6.8)

avec J = J(j, k) et K = K(j,k) définis par (3.12). Dans la proposition qui suit
nous devons utiliser la définition de I’exposant dyadique d’un point z € R%. Nous
utiliserons encore une fois les notations du chapitre 3, et nous appellerons F,
I’ensemble
(6.9) F, = limsup F?
j—00

N d : d

ou F, =U, x+ [— ok 450 et Bl =L 4 [- 4 5%
Tous les outils que nous avons mis en place nous permettent d’établir la pro-

position suivante.

Proposition 6.6. — Soit g la fonction de saturation définie par (6.8). Dans la
suite on note ub(x) = sup({u: g € T¥(z)}).

1. Sisg > d/po, alors ul(xo) = hy(wo) pour tout p > 1 0w hy(x) est I'exposant
de Hélder de g en x.
2. Si0 < sp < dfpo, quel que soit p > 1, ub(zg) = s — pio + a;‘;o ot « est

l’exposant dyadique de xg.

Remarquons que la forme de u} est la méme dans les deux cas. Cependant, dans
le deuxiéme cas, nous avons vu que hy(xo) n’était pas défini pour un ensemble
prévalent de fonctions.

- d
Dans la suite, on prendra zy € (0,1)* quelconque et on notera « son exposant

dyadique.
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Démonstration : Nous allons traiter dans un premier temps le cas s — p% >0 et

p > 1 quelconque.

6.2.0.1. Cas sy — pio > 0. — Une conséquence immédiate de la définition 1.9 est

la minoration
Vg, ub(wo) > he(xo).

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que u} (o) = hy(zo), autrement dit que

quelque soit ¢ > 0, ub(wo) < hy(xo) + €.

Sif e Bzvp, on peut utiliser la caractérisation (1.27) du p-exposant, ce qui

revient a montrer que

log (Z?(s, A)l/p)
—jlog?2

ip(xo) = sup {5 : lim inf > O} < hg(xo) +e.

Autrement dit,

log (3 (hy (o) + 4 + ¢, A)1/7)

1 lim inf
(6.10) im in ~log?

< 0.

Comme nous étudions la liminf de la suite, il nous suffit de montrer qu’il existe
log (5% (g (wo)+<-+ 4, 4)1/7)
—jlog2

une sous-suite de la suite ( ); qui tend vers une valeur négative.
. . d

Posons a = pio et étudions X7 (hy(zo) + €+ 7, A).

On sait que 'exposant de Holder de la fonction de saturation g en tous les

points de F, est exactement

d d
h =85 — — + —
g(xo) %0 Do * Do

On peut donc remplacer h,(zg) par cette valeur dans ce qui suit. Dans la suite,
on pose s = hy(xo) + € + %.

Cela nous donne donc
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(6:11) (s, A) = 200wl )y i P (1+ |20 — k)
|k—27 20| <A2J
. D b j
_ 23(30p—z—+p‘éa+sp) Z %2(——30)32 pOJ (1 + |2]$0 — k;|)—sp
|k—27 20| <A2J J
_ oi((so— b+ 585 ptep) 3 LQF S0Pi9 =557 (1 1 |20y — k|) "
, Jre
|k—20 30| < A29
p
_ (i) 9—ip(= 50+ 35~ poa 50~ 55 ) Z 2_%1)‘](1 + ‘Qjﬂﬁo — k)
J |k—27 20| < A27
1 p L 7i+s k _
:(j_a>2”’(€poa ) Z 2" (2J+’$0_2])Sp
Iﬁ—l’OISA

On considére une suite (K, J,,) de la définition 3.1, autrement dit telle que quelque
soit € > 0 :

(6.12)

et jn = [a(z)J,]. En prenant cette suite dans (6.12), la partie de droite devient :

K,
_2Tn

1

< —
- In

ce qui nous permet de minorer 3} (s, A), dans le sens ot :

)

1 P e+ —s - j K
52 (s, 4) = ( )2< DN gy I

J,
|57 —zol<27n

p
> (i) 2jnp(5+p0%)2—%p%jn278pjn2spjn
— \Un

> (.l)pzj"p(g—"_pga)z_pgapjn — (.i)ijan
~ \Un In

Ce qui nous donne

log(®(s, A)'7) _ . log(377, (5. A)1r)

lim inf - <l 4
—7log 2 n —Jn log 2
log 2L
< lim In
—Jn log 2



6.2. REGULARITE DE LA FONCTION DE SATURATION 137

Ce qui nous donne I'égalité quelque soit = € (0,1)%, Vp > 1, ub(z) = hy(x).

6.2.0.2. Cas sg — pio < 0. — Pour finir, regardons le cas sg — pio < 0et sg>0.

On sait que pour sy — pio < 0, la fonction de saturation g n’est pas localement

bornée et le coefficient de Hélder en x n’est donc pas défini.

Posons u = sy — pio + 1%04 — ¢’. Nous voulons montrer dans un premier temps
que si xg est fixé et a > 1 est son exposant dyadique, pour u = sy — pio + jﬁ —é,
g e TS(ZE())

D’autre part pour pouvoir utiliser la formule (1.29), qui permet de passer des
coefficients d’ondelette au p-exposant, il faut que g appartienne a Bg’p pour un
d > 0. En utilisant I’équation (1.36) de la proposition 1.8, si p > py, il faut qu’il

existe 6 > 0 vérifiant :

d d
So — — Z 5 —_ —.
Po p
D’otu la condition nécessaire
d d
(6.13) Sop— — > ——.
Do p

d

Si p < po, on utilise (1.35), mais alors — > —%. Comme de plus sy >, la

condition (6.13) est aussi vérifiée.
_ d __ o _d_ d _ 1 d
Onposes—u+p S0~ 30t 0a — € T o

En reprenant (1.26) et (1.29), nous voulons donc montrer que :

3C, A, v 2 N d g P(1+ [k — 2|) P < Cejoavec g5 €11

|k—27 39| <A27

Calculons

20PN d[P(1+ [k — 2ao|)

|k—2 zo| < A2

d d /. d
Remplacons s par sg 0T 70a "€ t5

Notons I 'ensemble des fractions irréductibles. Notre calcul est formellement

identique a celui du cas précédent, nous pouvons reprendre le résultat obtenu a la
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fin de (6.11) en remplagant ¢ par €', ce qui donne

206~ N dy P14+ [k — 2 ao|)

|k—27 30| < A2
(1 —jp(e' — 5% +5) j ks
— (ij) 2 70 > 2 w27 4 |z — %)
|%710|§A
= (LY gt g 3 (279 + ag — )
jap 0 2
J<j |5 —wol<A =1 Kel
1 (e — g _d , k
e (Tp) 2 jp(€ p0a+ ) Z 2 PO 7 Z (2_] + ’-TO - Z )_Sp
J I<j/ (ko) K apl<A k=X Kep

1 —jp(e'—5%) —LpJ o—spj —J k=
A C I ER D VR S D DR SRR

J>j/(a+e) g—xo\ﬁA E_K Kejy

Séparons la somme en J en deux termes. Soit € > 0 fixé. Notons B; la somme sur
les termes J < j/(a +¢) et By autre somme.

Commencons par étudier Bj.

Remarquons que la condition J < j/(a + €) donne 277 < 2-J(@+e) De plus

pour J assez grand on a, d’aprés la définition de 'exposant dyadique,

1 K

9(a+te)J < ’2_J o ZL‘()’

Dans tous les cas on peut donc écrire

L\ gine— 5% +9) —Lpg ks
b= <jap>2 " >, 2 Z @7+ loo = 5507

J<j/(ate) b7 SIS —wol<A

On effectue maintenant un recouvrement de la couronne de rayon intérieur
2-J(ate) ot extérieur A par des couronnes dyadiques de rayon intérieur 2711 et
extérieur 27

On prend c entier relatif tel que 27¢71 < A < 27¢,

Et la condition J < j/(a + ¢) nous donne
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1 1

(614) ESQ(O‘T)J§|2_J_

ZL'0|

On a donc en appliquant la condition (6.14)

1 —jp(e' — =% +s —dpg —j K —s
N I SIS CHD SRR SRR AT

J<j/(a+e) c<I<J(a+e) 2—(l+1)§|2£‘]710|§2—l
1 —jp(e'— =% +s) —LpJo—spj I(sp—d)
<c (F) 2 70 > 27wt > o2
J<j/(a+te) e<I<J(ate)
<c (i) 9Pl ~7oa +o) Z 2*%1”*’[2](%6)(817—(1) + 2~ (e+D ()]
=\ G
J<j/(ate)
<ec (]%p) ijp(sum%ﬂ) o= (c+1)(sp-) Z zf%pJ I Z Qf%pJQJ(a%)(sp—d)
J<j/(ate) J<j/(a+e)
Or on a
d d d d
6.15 a+e)(sp—d)— —p=(a+e)p(so——+——& ———
(6.15) ( ) ) Po ( p(so Do Poc po(a+5>>

et par hypothése on a sy — pio < 0. Donc pour &’ assez petit on a

d d d d
6.16 a+e)(sp—d)— —p=(a+e)p(sy— — —¢ — + <0
(6.16) ( )(sp — d) o~ ( )p(s0 ” o P p0a>
D’ot on peut écrire
1 N
(6.17) Blgc(,_)z e/
Jr
Or
, d d d , d , d
sted——=s——+——¢+-—4+—-—
bocx bPo  Pox p box
d d
bPo P

et la condition (6.13) donne
, d
(6.18) s+e —— >0
Do

Donc B; appartient a [*.

Estimons maintenant Bs :
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L\ oipletts) N o - ks
BQ: (W)Q P Z 2 o Z (2 J—|—|ZL‘0—§|) 14
J=j/(a+e) |55 —agl<a
(D) S rE Y @b i
J'ap 0 9
J=i/(a+e) L] K oA

J

1 —jp(e’' — =% +s —dpg —j k —s
*(%)2”( et e S @ = D)),

J=i/(a+e) < ap<d

<

1
o(ate)J

On traite le premier terme de cette somme, que nous noterons Bj;, comme

nous 'avons fait dans le cas précédent en prenant des sommes sur les couronnes :

J

1 —jp(e =% +s) —LpJ —j ks
B”:(FP)Q D D D Dt 1

=i/ (ote) L <15 —mol<a
< (h)zmesE Y B Y S (-
- jap-i‘l Xo 57
J=j/(a+e) c<I<j 2—(l+1)§|2%_m0|§271
J
<ec ( .ai_H) zfjp(g’fpoiaJrs) Z Qf%pJ Z 21(sp—d)
! J=j/(a+e) c<I<j
J
S c ( ‘ai+1> Q—J‘p(e’_poia—l-S) Z 2—%%](20(5]7—(0 + 2j(sp—d))
J J=j/(a+e)

<o L) grine 55+
— jap-i—l

< (i) Q—jp(a'—miﬁs)g—%l’a%s(26(sp—d) + 2j(sp—d))
Jw

car

(6.19) sp—d—

D’aprés (6.18) on a bien By dans ['.

Quand au deuxiéme terme B on obtient
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1 —jp(e’' — =% +s d —dpg —j k —s
By = <j7p>2 PE et N 97w > (27 + fwo — o5 1)77
J=j/(a+e) ST <lay—zol<5;
J
CLQﬂP(ELpo%“) Z 9750 T(g-Wlote)) 4 9=i)=spd,

<
- jap—‘rl
J=j/(a+e)

Deux cas se présentent alors :
— Sisp—d<0alors :

(27 + 2*‘](0‘+5))d_5p < ilsp=d),

Et

J
o~ IP(E' = 55 +9) Z 9~ 35?7 9i(sp—d)
J=j/(a+te)

BQ’Z S Cjap—i—l

1 (e — 4 (sp—d—— 9P
< C'—+12 p(e' = 5ia+8) gi (sp—d—5rey)
JP
—i(pe’ _dp __ dp
R ——r TP ptats ~how),
J

En prenant ¢’ < Ot;;o’ on voit que ce terme est borné, il tend méme vers

zéro.
— Sisp—d >0 alors :
(273‘ i 27J(a+s))d_3p < 9J(a+e)(sp—d)

Et
J
2R ) YT g Rl

J=j/(a-+e)

<
B272 - Cjap—i—l
L oip(e— i +9) gilate) (sp—d—5t2)
= jap+1

JP

1
— jaerl

/_dp _ d——dp
(pe =5 & Tsp—(ate)(sp—d— - rsy))

+ 2777 " ga

Donc d’aprés (6.18) et (6.19), cette somme est bornée.
En combinant les deux cas, on voit que By o appartient aussi a ['.

Ce qui nous donne finalement la majoration de Bs :

By < Byy + Byo < (¢

ou C' est une constante indépendante de j.
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En regroupant les termes By + Bs, on obtient donc que

Qj(SP_d) Z ‘dj7k|p(1 + |]{5 — 2jx0|)_8p S CEj
|k—2iwg|<A29
pour une certaine constante C' et une suite (Ej) dans I'.
On a donc montré que pour £’ assez petit et u = 59 — pio +-L ¢ g e TP ().

pocx

P _d 4 d
Donc uf(z0) = so — 5~ + 5=
D’autre part la démonstration du cas sg — pio > ( reste valable pour montrer

qu’on a exactement

d d
ub(xg) = s — — + —
g( ) Po  Pocx

D’ou le résultat. O

6.3. Prévalence et spectre 77

A partir du résultat que nous avons obtenu dans la partie précédente nous
allons regarder le spectre de singularités des ensembles prévalents de fonctions
dans un espace de Besov donné B0 pour sg et py quelconques.

On se fixe alors un p > 1 tel que sy — pio > —Ii‘f et un a > 1. Comme
précédemment, on note F, l'ensemble des points qui sont a-approximables par
des dyadiques. Nous voulons dans un premier temps montrer que si z est un point
quelconque appartenant a F,, le p-exposant d’un ensemble prévalent de fonctions
n’est pas plus grand que celui de la fonction de saturation en z.

Plus concrétement, si I’on se fixe un € > 0 et que ’'on note s = sg— pio + ﬁa + % +¢,

le but ici est de montrer que I’ensemble des fonctions appartenant a 7' sf’_ 4 €n au
p

moins un point de F, est Haar-nul.

Soit M (A, c) 'ensemble des fonctions de Bso#°(R?) dont les coefficients d’on-

delette vérifient :

Jr € F, Vi N e P(1+ [k — 22| < C.
|k—2iz|<A2J
En utilisant les propriétés de o-idéal des ensembles Haar-nuls et 1’équation
(1.25), il nous suffit de montrer que quelque soit A > 0 et ¢ > 0 I'ensemble
M(A,c) est Haar-nul.

En effet, 'union sur ¢ et A des ensembles M (A, ¢) contient I'ensemble des fonc-

tions appartenant & 7, ” en au moins un point de F,,. Comme F,, = lim sup, U; F**,
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cet ensemble est inclus dans la limite supérieure sur les ¢ > 0 et I'union sur
I € {0,...,20 — 1}4 des M;,;(A,c) définis comme étant I'ensemble des fonctions
de Bio™ (R?) telles que :

Jr € FJP V25D N e\ P(1+ [k — 2z)) " < C.
|k—27 x| < A27

Commengons par montrer que cet ensemble est bien borélien dans BP. Pour
cela, on part de la caractérisation suivante de ce que nous voulons montrer, a savoir
que si f appartient a M, ;(A, c) il existe un point z € F! tel que les coefficients
d’ondelette de f vérifient :

(6.20) Vi 2N P+ k= 2a]) P < C

|k—272|<A27

Considérons une suite convergente (f,,) appartenant a M; (A, c). Il existe alors
une suite (z,) telle que pour tout n, f, vérifie la condition (6.20) en z,. Mais
T, € F qui est compact, donc elle posséde une sous-suite (4(n)) qui converge
vers un certain z. De plus, Papplication qui a une fonction de B2 associe ses
coefficients d’ondelette est continue. Soit n € N, réécrivons alors (6.20) pour la

fonction fy(m) :

vj 26D N PP [k — Yy ) P < C

Nous voyons que I’ensemble des cubes sur lesquels la somme est prise dépend de

Tg(n), donc de n. On considére une suite kg, telle que

k)
vn | 2 - x¢(”)| < A

Mais quelque soit n € N, % € [0, 1], qui est compact, donc il existe une sous-suite

(ko)) et k € {0, ..., 27 =1} tels que pour tout € > 0, pour n > N, |k‘§<]7” —El<e

(en fait % = 2 a partir d’un certain rang). Mais dans ce cas,
k ko) _ k) K
% x| < |T - §| + |T — Ty(sm)| + [Tpom)) — -

Comme (Zy(4(n))) est une sous-suite de la suite (x4z,)), elle converge vers z. Et,
pour tout € > 0, il existe N; > 0, tel que pour tout n > Ny,

k
27

Quand € — 0, |2 — z| < A,
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Comme de plus 1+ |k — 272,(4m))| > 1, la fonction (1 + [k — 272,(p(n))|) P est

continue par rapport a Zy(g(n)) et par rapport a k . Par conséquent,

vj 276 > P+ ko) = P pom)]) < C.

kg (o(n)) =2 Tg(n) |SA27

En faisant tendre n vers I'infini, on obtient :

Vi 260D N P+ [k — 2a)) T < C

|k—27|<A2i

Donc la limite f des f, vérifie la condition (6.20) en x. Par conséquent,

M; (A, c) est fermé, donc borélien.

Montrons maintenant que, pour certaines valeurs de i, cet ensemble M, (A, c)
est Haar-nul. Soit @ > 1 fixé. On construit un espace sonde P de dimension
N =24 => E% + 1. Cet espace est engendré par les fonctions g, définies a partir
de la fonction de saturation de la facon suivante.

A chaque échelle j, on découpe le cube dyadique de taille 277 en 2% sous-cubes de
taille 2=9~9_ Sur chacun de ces sous-cubes, les coefficients d’ondelette de chaque
fonction g, vont étre,

%2(%_5”'2_%‘] pour m = m(A)

R

o

sinon

ou J est défini comme précédemment.

Nous voulons montrer que la mesure de Lebesgue sur cet espace de dimension
N est une mesure transverse a I'ensemble des fonctions de B0 appartenant a
M; (A, c). Pour cela, on prend une fonction f € BpoP quelconque, de coefficients
d’ondelettes cy et on considére deux points 1, € RY et o € RY tels que f+> ¥ g
et f+>_ V' gm appartiennent toutes les deux a M; ;(A, c). Il existe alors deux points

x1 et xo tels que pour a = 1,2 :

Vi 2O N e+ > d P (L |k — 2a,|) P < C
k=22, <A27
On voit que cette condition implique la suivante :

Vi 2N e+ > rdy (14 AY) P < C

|[k—2724|<A27

De plus, comme x; et x, appartiennent au méme intervalle de longueur 27,
pour l'échelle j = [ai], si |k — 22| < A27) on a aussi |k — 272, < A27. Ce qui

revient a dire que les sommes précédentes, méme si elles dépendent de z; et de x5
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portent sur les mémes termes. Ce qui s’interpréte sur f; — fo par :

9 (5p—d) Z |Z A — dm’p2 5P](2 J_|_A) 5p

ro_ m
2] $1‘<A

— 9i(3p—d) Z ’Z — VAT P (1 + AQj)—gp

|k—2iz1|<A2] m

=26 N e+ Y AT — (ea+ Y atdIP(1 4 A27) T

|k—29zq|<A27

N ZV TP 4 A29)
|k—2i 31| < A29

+ 2N ey Z VY [P(1 + A27) %
|k—20 22| < A2

<2C

De plus,
2O S = P+ | =)

f*{l?l|<A i

j(Sp— m m\ gm —8pj(o—J k —3
> 26D sup | (" =gy P27 (2 T lgy @)™

—-—331\<A m

Or nous avons vu dans (6.10) que les coefficients d’ondelette de la fonction de

saturation vérifiaient :
1 d, d
(6.21) A7) > G270t os),
]a

Comme de plus, pour chaque £ choisi, une seule fonction g,, a un coefficient d¥y'

non nul,

i (Sp— m m\ Jm —38pj (o—J k —35
2D gup |37 P2 = )

k
‘gfxl‘SA m

1 . . . k .
> @ sup 92 g |2 )
J | & —a1|<A
Comme § > 0, on obtient finalement,
s ~(s0= 40 Vpj o 5pj (o k _s
PO FT e Ry 2 | )

\%7x1\§A
1

> i - e L2
Jre

En prenant dans R la norme du sup, cela nous donne quand on injecte cette
inégalité dans les résultats précédents :
e Pin—(s0— po+ po te Pi

pPoc

so— -+
I = yalBn < 2c2j92050 50 T ros
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Donc
71— 2llry < (20)V/PEj27.

Autrement dit la mesure de Lebesgue de 'ensemble B; (A, c) des v, tels que

f+ > 9"g,, appartiennent & M;,;(A,c) est majorée par ((2¢)'/P&[i])N2~Neldl,

En prenant I'union sur [ € {0, ...,2 — 1}%, on obtient

L(Bi(A,c)) < Z L(B;(A,c)) < ((20)1/pé[ai])N27Ns[ai]+di'
1€{0,...,2t1—1}d
Soit
B(A,c) = {y € R" tel que f + nyigi € M(A c)}.

Comme N est choisi de sorte que —Nelai| 4+ di < 0, nous obtenons donc
L(B(A,c))=0.

Par conséquent, M(A,c) est Haar-nul. Ce qui implique, en prenant I'union dé-
nombrable sur des ¢, > 0 et A, > 0, que ’ensemble des fonctions de p-exposant
supérieur & S en un point de F, est Haar-nul. Or s = sy — pio + ]#'la + g + €.

En prenant I'union sur une suite décroissante €, — 0, on obtient que I’ensemble

suivant :

d d
Va>1 {fe€ B tel que Vo € F, ul(x) < sg— — + —
{ Po o uy() Po poa}
est un ensemble prévalent.
En prenant une union sur une suite dense (ay,) et en utilisant la stabilité par union

dénombrable, on peut inverser les quantificateurs, a savoir

est aussi un ensemble prévalent.

Soit a > 1 quelconque. La suite que nous avons considérée étant dense, on peut
en extraire une sous-suite convergeant en croissant vers « et 'intersection E, des
F,,, contient F,. Sa dimension de Hausdorff est donc supérieure ou égale a g. Pour
tout point x € E, et pour toute fonction f dans M, le p-exposant est inférieur ou
égalaso—%—l—zﬁ.

Avant de pouvoir conclure, il nous faut une majoration du p-spectre. Nous pren-
drons celle de la proposition 6.1 ou de la proposition 6.5 pour p = 2. Dans les deux

cas, nous avons I’équation suivante.
(6.22) dy(u) < pou+ d — sopo.
Cette majoration nous assure que ’ensemble des points dont le p-exposant est

strictement inférieur a sg— pio—i- # est de dimension de Hausdorff g—dimensionnelle
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_d_

nulle. Comme la mesure de {z : u,(z) < s — pio + oa

} est strictement positive,
ceci nous assure que

(6.23) dp(u) = pou + d — sopo.

Ce qui termine la démonstration du théoréme.






CHAPITRE 7

SUR LES SERIES ENTIERES

7.1. Introduction

Comme nous ’avons déja annoncé dans le chapitre 2, notre but est de regarder
quelles propriétés de généricité peuvent étre utilisées dans des problémes classiques
d’analyse. Nous avons déja regardé quelques exemples, et dans ce chapitre nous
nous proposons de tester les différentes notions que nous avions sur les séries de
Taylor.

Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes intéressés a différentes notions de
régularité dans des espaces de fonctions a valeurs réelles. Dans le cas complexe, le
probléme que nous allons considérer est de déterminer si une fonction holomorphe

"générique" définie sur un disque peut ou non étre prolongée au dela.

Dans ce cas, nous allons regarder ce qu’il en est pour les séries de Taylor. En
effet, ces séries sont holomorphes a I'intérieur d’un disque de convergence. On sait
aussi qu’elles divergent a I'extérieur de ce disque. En ce qui concerne la frontiére
entre ces deux domaines, appelé “cercle de convergence”, on aimerait savoir si la
fonction considérée est prolongeable en une fonction holomorphe. Si on sait qu’il
existe au moins un point de ce cercle singulier, on ne peut pas dire en général
s’il existe des arcs de ce cercle au dela desquels la fonction serait prolongeable
analytiquement. Or nous savons que certaines fonctions peuvent étre prolongées

hors du cercle de convergence, alors que d’autres non.

En 1896 dans [16], E. Borel a cependant émis 'hypothése que le cercle de
convergence était “en général” une frontiére naturelle. Méme s’il ne le dit pas
explicitement, on considére que E. Borel entendait le terme "en général" au sens
probabiliste, [52].

Dans ce sens, un premier résultat a été donné par Steinhaus dans [91] en

1929, ou il a montré que le résultat était vrai pour un modéle de séries de Taylor
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aléatoires. D’autres résultats ont été démontrés dans ce sens notamment dans
[62]. L’¢tude générique au sens des catégories de Baire date elle de Kierst et
Szpilrajn en 1930, [58] ou [53]. Une fois encore, le cercle de convergence est une
frontiére naturelle pour un ensemble de seconde catégorie au sens de Baire de

fonctions analytiques.

Il nous parait alors naturel de nous demander si le méme type de résultat peut
étre obtenu pour les notions de généricité que nous avons considérées auparavant.

Nous allons donc ici regarder ce probléme sous le point de vue de la prévalence.

Avant cela, définissons plus explicitement le cadre mathématique a partir duquel

nous allons travailler. La plupart des résultats classiques se trouvent dans [20].

7.1.1. Fonctions analytiques et points réguliers. — Dans cette partie, nous

allons considérer des fonctions de la forme

o0
(7.1) anz".

n=0
Ces fonctions sont définies sur le plan complexe et sont convergentes sur un do-
maine ouvert, le disque de convergence défini par D = {z € C: |z| < r}, ou le
rayon de convergence r est donné par

o0
2| <1 = Z la,z"| < oo.
0

et

|z] > r = sup |a,2"| = occ.
n

Pour déterminer la valeur du rayon de convergence, on utilise en général le critére

d’Hadamard qui donne exactement sa valeur en fonction des coefficients de la série :
. 1.1

(7.2) r = (imsup |a,|=)"".

Dans la suite, nous nous limiterons au cas ou le rayon de convergence r vérifie

0<r<oo.

Avant de partir plus avant dans I’étude prévalente de telles fonctions, rappelons
quelques unes de leurs propriétés. Tout d’abord pourquoi parle-t-on de disque de

convergence, et quelle est la nature méme du probléme que nous allons traiter ?

Remarquons que la nature méme du rayon de convergence nous ameéne a nous

poser une premiére question, a savoir que se passe-t-il sur le cercle de convergence
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['={z € C: |z| =r}. Pour apporter quelques éléments de réponse a cette ques-
tion, commencons par rappeler les éléments d’analyse complexe que nous allons
utiliser par la suite. Tout d’abord, on dit qu’'un point a € I' est régulier s’il existe
un disque ouvert D, centré en a tel que f admette un prolongement analytique
dans DUD,. Un point a € I' qui n’est pas régulier est dit singulier. De plus, rappe-
lons le théoréme d’Abel, sous sa forme non tangentielle qui permet de caractériser

le comportement d’'une fonction au voisinage d’un point régulier.

Théoréme 7.1. — (Abel non tangentiel) Soit >~ a,z" une série entiére de
o) n

rayon de convergence R €]0,00[; on suppose que Y >~ ay2) converge pour umn

el ={zeC: |z =R}), soit p €[0,5] et p € [0,2cos¢[ et A(zo,p,p) le

secteur définie par

A(zp, p,0) = {2, 2= 20(1 — 7€) avec 0 < r < p 0] < p}.
Alors "7 anz" converge uniformément sur A(zy, p, ).

La derniére remarque que nous allons faire sur le cercle de convergence est la
suivante : il existe au moins un point singulier sur ce cercle.

On définit notre espace métrique de la maniére suivante.

Définition 7.1. — Soit H(D) l’espace des fonctions analytiques sur le domaine

D ={z€C: |z| <1}. Cet espace est muni de la famille de semi-normes :

(7.3) pa(f) = sup {|f(2)[}

zeK,

ot (Ky)n est une famille croissante de compacts définis par K, = {z: |2] <1-1}.
L’espace H(D) muni de cette famille de semi-normes est un espace de Fréchet,

autrement dit il est métrisable et complet.

De plus, on définit sur H(D) la distance d définie pour tout f,g € H(D) par

(7.4 .0 = Y gl

Dans la suite, on note I' = {z € C: |z]| = 1}.

7.2. Comportement prévalent

Comme nous ’avons déja annoncé dans l'introduction, nous allons faire ici
I’étude prévalente de la prolongeabilité des fonctions analytiques sur le bord du
domaine T
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Théoréme 7.2. — L’ensemble des fonctions f € H(D) telles que Ja € T et a
est régulier pour f est un ensemble Haar-nul. Autrement dit, pour presque toutes

fonctions de H(D), l'ensemble I' = {|z| = 1} est une frontiére naturelle.

Démonstration :

En reprenant la technique introduite par la propriété (2.3) et développée au
chapitre 3, nous prendrons pour mesure transverse sur H (D) la mesure définie
par un processus aléatoire gaussien dont les trajectoires appartiennent presque
strement & H (D). Soit :

(7.5) Fz) =) &2"

ot les &, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes et identiquement
distribuées centrées et réduites.

Lemme 7.1. — Presque sirement, F(z) € H(D) et r(F) = 1.

Démonstration : Les &, étant des gaussiennes centrées réduites,

1
1 2 [ _a2 21
P(lE,] < =) =4/= “Tdr <4 /2=
tels =2 [ et 2]
et par 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff,
1
Les &, étant indépendantes, on applique le lemme de Borel-Cantelli et
1
ps. INENVR >N — < |[{] <n.
n

1/n 1 |1/n
2

Or limsup [n|'/" =1 et limsup || " = 1. D’ou le lemme. 0

Pour montrer le théoréme 7.2, nous allons utiliser le résultat suivant de Ryll-
Nardzewski, |85, qui nous permet de déterminer le comportement d’une série
aléatoire sur son cercle de convergence. Dans la suite de cette démonstration, pour

toute fonction f € H(D), on note r(f) le rayon de convergence de la série f.

Théoréme 7.8. — A toute série entiere aléatoire F(z,w) = > X, (w)z", a co-
efficients indépendants on peut associer une série déterministe fo(z) telle que la

serie :

(7.6) H(z) = F(z) + fo(2).

vérifie avec probabilité 1 les propriétés suivantes :
(i) r(F + f) < r(H) pour toute série déterministe f(z).

(ii) Le cercle {|z| = r(H)} est une frontiére naturelle pour la série H.
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(111) Si une série f € H(D) wvérifie léquation r(F + f) = r(H) alors le cercle
{|z| =r(F + f)} est une frontiére naturelle pour la série F + f.

Enfin siles X, sont des variables aléatoires symétriques, on peut choisir fo(z) =

Revenons a la démonstration du théoréme 7.2. Les variables aléatoires &, étant
centrées, on peut choisir fo(z) = 0 dans le théoréme 7.3. Soit maintenant f(z) =
> anz™ une série entiére déterministe de H(D). On a donc 7(f) > 1 et a priori,

presque strement, 7(f + F') > 1. Le point (i) du théoréme 7.3 implique donc que

ps. r(F+f)=1

Le point (iii) du théoréme permet alors d’affirmer que le cercle I' est presque
sirement une frontiére naturelle pour f + F. Ce qui achéve la démonstration du

théoréme. O

Remarque : Pour obtenir un résultat prévalent, nous n’avons besoin que d’une
mesure g. Dans la démonstration précédente, nous voyons que le résultat est plus
fort, dans le sens ou n'importe qu’elle mesure gaussienne a coefficients indépen-
dants dont le cercle de convergence est I' satisfait la propriété recherchée. Il est
naturel alors de se demander si la théorie de Phelps, et des ensembles nuls au sens
gaussien peut étre appliquée.

La réponse a cette question est malheureusement négative. Il est possible en effet
de construire une série gaussienne appartenant a H (D) et dont le rayon de conver-
gence serait infini, en prenant par exemple F(z) = Y X, % et (X,,) est une suite
de variables aléatoires gaussiennes indépendantes et identiquement distribuées de

variance 1.
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Compatibilité des notions de porosité et d’ensembles Haar-nuls

Théoréme 7.4. — Soit X un espace de Banach séparable.

1. SidimX < oo, X peut s’écrire comme ['union d’un ensemble de mesure
nulle, au sens de Lebesgue, et d’un ensemble de premiére catégorie au sens
de Bajire.

2. Sidim X = oo, X peut s’écrire comme ['union d’un ensemble Haar-nul et

d’un ensemble o-poreu.

Dans les deuz cas, il existe donc un ensemble de premiére catégorie au sens de

Baire qui soit aussi prévalent.

Démonstration :

1. Dans le cas dim X < oo ou plutot dim X = n, on reprend la démonstration
de [80]. Soient ay, as, ... une suite de points de R™ a coordonnées dense de
rationnels. Soit i = (i1, ...,1,) et [;; = a; +}—#, +22;ﬂ[n On note G; =
Uiz, Lijet B = ; Gj- Ve > 0, on choisit j tel que & > 2% CommeVj, B C

U, £ij, on sait que
LB) <) L(Liy) <27y 27 <2

ou L désigne la mesure de Lebesgue dans R™. Donc £(B) = 0. Et les G,
forment une suite d’ouverts denses de R". En passant au complémentaire, G5
est fermé d’intérieur vide et le complémentaire de B dans R" est une union
dénombrable de fermés d’intérieur vide.

2. Comme dans [82], pour dim X = oo, commengons par démontrer le lemme

suivant.

Lemme 7.2. — Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie.
Il existe un ensemble dénombrable Z C X tel que les boules (B(2,7)).ez

forment un recouvrement de X et quelle que soit la droite affine D C X

(ﬁ([x,y] N, Bz, 1)))) _o

ly — =

lim sup sup
s—00  zyeD, |ly—z|>s

Remarque : Autrement formulé, d’aprés ce lemme, quelque soit la droite
D que l'on considére, et quelque soit le segment dans D aussi grand que
I’on veut, dont la taille est indépendante de D, la mesure de l'intersection
entre ce segment et 'union des boules B(z, 1) est de mesure nulle. Donc,

quelque soit D, quelque soit xz,y € D, il existe une suite (s,) telle que
L([z,y] U, B(z,1)) <27"||z — y|| dés que [z — y[[ > sp.



(7.7)

dist(zy, Vect(zo, ..., 2x—1))

(7.8)
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Démonstration : Comme X est séparable, il existe une suite (z,), dense
dans X. On pose alors zg = xg et on construit une autre suite (z,) dense
dans X. Supposons que (2o, ..., 2k_1) soit déja construit. D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, comme la dimension de X est infinie, il existe un x* € X* de
norme 1 tel que < z*, x >= 0 pour tout élément de Vect(zo, ..., 2x_1) et tel que
< x*,x > soit positif pour tout x appartenant a un convexe n’intersectant pas
Vect(zg, ..., zk—1). Donc on peut choisir z* tel que ||z*]| =1 et < z*,z; >=0
pour tout i < k et < %,z >> 0. Comme |[z*|| = 1 = supy,=; < =%, >,
on peut trouver un x de norme 1 pour lequel < z*,z >> g. On pose alors

2z = T + 62. On obtient que

inf |z — 2|
z€Vect(z0,...,2k—1)

= inf sup | <a* zp —z > |
z€Vect(20,--,2k—1) x*€X*

> inf | <a®zp—z>|>| <"z >
z€Vect(20,...,25—1)

=|<z"zxp+6zx>|>6/<z"x>|>5

et que ||z, — z,|| = 6||z| = 6. Comme la suite (z,) est dense, les boules

B(z, 7) forment un recouvrement de X.

On considére alors une droite p appartenant & X et n; < ny < ... tous
les indices tels que dist(z,,,p) < 1. Pour tout i € N, on pose w; le point
appartenant a p et tel que ||w; — z,,|| < 1. On a alors

Vi< j <k dist(wy, [w,w;]) > [Jw; —wyl.

En effet si dist(wy, [w;,w;]) < ||w; — wj||, comme wy € p, on peut écrire

wy, = aw; + Pw,; avec |a| <2 et || < 2. Dans ce cas :

dist(zn,,, Vect(2o, .., 2ny—1)) < [[2n, — (@2n, + Bzn)) ||

< l2n, — wi + wi + (@zn; + Bzn))||
+ Bllw; — zn, || < 5.

< Hznk - wk” + ani — Zn;

Ce qui est contraire a la définition de z,,.

Pour tout n > 2, on peut choisir un sous-ensemble {wy,...,w;} ayant
au moins n éléments. Dans ce cas, nous pouvons montrer par récur-
rence que diam[w; — w;] > 2"71 En effet, pour n = 2 : |lw; — wy|| >
o = zagll = lzmg = will = 2, = will 2 2, = 2)ll = 2 > 2. Pour
n > 2, on considére le segment composé de [w;,w; | et on sait d’aprés

(7.8) que w, n’appartient par a ce segment. De plus, on peut choisir
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une direction sur la droite p, ce qui permet de considérer le réordon-
nement croissant des wj;, . L’hypothése de récurrence nous assure que
|lwi,_, — w;]| > 2"2. En utilisant une fois encore (7.8), on obtient
lwn — wy || = llwn — i, ||+ lwioy — will > 2fws,_, — wy || > 27

Ce résultat est donc vrai pour tout n.

Soient deux points x et y appartenant a la droite p. On peut supposer
qu’il existe m € N tel que 2™72 < ||z — y|| < 2™ ! et L([z,y] NUB(z,1)) >
2m + 2. Comme la deuxiéme condition implique que le segment [z,y] C p
contient au moins une sous-suite de m éléments de la suite (w;), on obtient

que ||z —y|| > 2™7! ce qui est contraire & 'hypothése. Par suite :

L(lz,y]NU, B(2,1))

ly — |

< (m+1)27™F3,
]

On regarde maintenant ’ensemble GG obtenu en prenant I'union des boules
ouvertes de centres z € Z et de rayons 1. D’aprés le lemme 7.2, il existe une
suite (s,) tendant vers l'infini telle que L([z,y] N G) < 27"||z — y|| dés que
|z —yll = su. Sion définit G, = {35/ 2 € G}, alors L([z,y] N G,) <

27|z — y| dés que ||y — z|| > 27". Soit

v-NUe.

k=0 n==k

Alors quel que soit et y et quel que soit k tel que ||z — y|| > 27*,

Lyl U) <D L,y NGy) <> 27" lz —yl| < 27|z —y]|
n>k n>k
Donc, en faisant tendre k£ vers l'infini, nous obtenons que la mesure de

Lebesgue de U sur chaque ligne est nulle, donc U est Haar-nul.

De plus, si 'on note V= X\U, V peut s’écrire comme "union sur k des
X\U;2,. G, qui sont des ensembles fermés. Soit x € V' quelconque. Comme
I'union des boules de centre z € Z et de rayon 7 recouvrent X, il existe
20 € Z tel que ||lx — z|| < 7. De plus, quelque soit R > 0, il existe n tel
que R > 7%, cette suite tendant vers 0. Donc Vx € X et pour tout R > 0,
il existe n et z, appartenant a G, tels que z, € B(z, R). Mais dans ce cas
la boule B(z,, 2;—”) C G,. Autrement dit VR > 0 ~(z, R, X\ U,—; Gy) > &
et cet ensemble est poreux. Comme V est Punion des X\ J ", G, il est o-

poreux.
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Un ensemble de premiére catégorie qui n’est pas o-poreux

u rd, réécrivon mine, issu nt nous auron in dan
Tout d’abord, réécrivons ce lemme, issu de |93|, dont nous aurons besoin dans

la démonstration.

Lemme 7.3. — Soit ¢ €]0,1]. Alors tout ensemble A o-poreur dans R peut
s’écrire comme ['union de A, ou chaque A, est poreux et quelque soit n € N,

quelque soit x € A, p(A,, ) > c.

Ezemple. — On va voir un exemple, issu de [93], d’ensemble inclus dans R qui

soit de mesure nulle et de premiére catégorie mais qui ne soit pas o-poreu.

Démonstration : Reprenons la démonstration de [93].

Pour cela on se place sur Uintervalle [0, 1] et on choisit une suite o = {a,} €
(0,1/2). Plus exactement, on prend la suite définie par pour tout n € N, ay, = 3.7
On va adapter la construction de I’ensemble de Cantor a4 un cadre un peu différent.

A la premiére étape, on pose
Cl = [O,C\Jl] U [1 —041,1] = J11UJ12,

ot on définit J; = [0, 4], et J? = [1—ay, 1], ce sont les "intervalles blancs" de |56].
On définit de la méme maniére I = [ay, 1 — ], intervalle "noir" correspondant.
A la deuxiéme étape on découpe chaque intervalle blanc en deux intervalles de

longueur a;as. On obtient ainsi :
CQ = [O, OélOég]U[Oél—OélOéz, Oél]U[l—Oél, 1-0&1+C¥10€2]U[1-O&10&2, 1] = J%UJQZUJSUJ?

On appelle alors I et I2 les intervalles noirs obtenus a cette itération. On réitére
cette construction, de sorte qu’a la n-éme itération, on ait 2" intervalles blancs J!

de longueur a;...cy, et on définit C' =, C,,.

Calculons d’abord la mesure de Lebesgue de C.

n

£(C) = lim 2" [ 5

BT
n 2 (n!)22"

= lim 2" [[ o = lim 2" L=
no 11 2i(2i + 1) niee” (204 1)

n—oo  (2n + 1)2n!
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En utilisant la formule de Stirling, on a

2n 2n+1 _—2n
2°"21n e

(2n + 1)V/27(2n)2n+1/2¢ =20 (1+0(1))

- gzn\/fl(uo(n)

L(C) =

qui tend vers zéro quand n tend vers I'infini. Donc C est de mesure nulle.

De plus, comme pour tout n € N l'ensemble C), s’écrit comme 1'union des
intervalles J:, C' s’écrit comme intersection de fermés et est donc fermé. Clest

donc un fermé de mesure nulle, il est donc d’intérieur vide.

Montrons maintenant que C' n’est pas o-poreux. Pour cela, supposons le
contraire. Le lemme 7.3 implique qu’il existe une famille G,, d’ensembles poreux
de constante de porosité 1 tels que C' = |J,, G». On peut mettre d’un coté les
éventuels points isolés {zy,, ..., Zn,, ...} et il reste des ensembles E,, poreux, de
constante de porosité 1 et sans points isolés. Comme la suite «,, — 1/2, on peut

dire que :

(7.9) Vn >0 Jk(n) >0 VK > k(n) |1—2ap|< e
On va obtenir une contradiction en construisant une suite de compacts (F},), de
C' non vides tels que Yn =z, ¢ F, et F,, n’intersecte pas F,. Pour n = 1, on sait
qu’il existe un k(1) tel que pour tout k' > k(1), (7.9) soit vérifice. Deux cas se
présentent alors :
— Si Fj est dense dans C, alors on pose k'(1) = k(1) et on prend pour J(1) un
intervalle de la forme J,i,(l) ne contenant pas .
— Si Ej n’est pas dense dans C, il existe k(1) > k(1) et un intervalle J,i,(l)
n’intersectant pas £ et ne contenant pas z7. On note alors J(1) cet intervalle.
Par hypothéses sur £y, on sait que p(z, 1) = 1 pour tout = € E;. Autrement
dit, il existe une suite R, et il existe z € B(x, R,,) vérifiant B(z, R,) N E; = 0. On

note alors F) ’ensemble

2k ~1_1
(7.10) r=JO\N| U U {Zonl camy
E>kE(1)  i=1

ou I}, est Iintervalle obtenu en prenant lintervalle noir I}, et en multipliant sa
longueur par 3. Par construction F} est inclus dans J(1). Cet ensemble F} est fermé

comme complémentaire d’un ouvert dans un fermé. De plus, F; est non vide. En
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effet, en regardant la mesure de Lebesgue, et en utilisant (7.9) on voit que :

2k =11
i aq...00 1
L U I]i/ = 30(1...0[]4,1(1 — 20ék/> < T
i=1

Quand on regarde alors 'union des I}, sur toutes les tailles possibles on obtient :

2k,7171 2k’7171
(U Un)sx e[y
K'>k(1) =1 K>k (1 i=1
Qp...Qpr—1
<3 Z n+2
k’>k’(1
O-’k’l Z
S () Oék/ 1. Ot
k' >k (1

ozl...ak/(l) 1
- 32 PLACON

Car quelque soit n, 0 < a,, < % par construction donc as(1)41...a < 2%

Par conséquent, la longueur de ce qu’on retire & J(1) dans la construction de

Fi est de l'ordre de L(J(l ) , et F1 est de mesure positive.

Si Fy n’est pas dense dans C, il est évident par construction que Fi n’intersecte
pas Fj. Si Ej est dense dans C, on peut supposer que £ intersecte J(1). Soit =
un point d’intersection. Comme F; est poreux de constante de porosité supérieure
a 1, il existe une suite R, telle que lim %’El)
et z tels que B(z,7,) C B(x, R,) et B(z,r,) N Ey = (). Mais E; est inclus dans

C. Comme les intervalles noirs Ij, correspondent au complémentaire de C' dans

= 1. Autrement dit, il existe r,

J(1), quelque soit n € N, il existe k" et i tel que B(z,r,) C I.,. Par conséquent,
B(z,r,) N F; = (). Mais comme la constante de porosité de F; vaut 1, lim =1
et pour tout € > 0 il existe n assez grand tel que = € B(z,r, + €). Mais en
prenant o < L£(I%,) on obtient, par construction de I}, que B(z,7, + &) C Ii.

Par conséquent, il existe &’ et i tel que € I?,. Donc z ¢ I,

On réitére cette construction une infinité de fois. Supposons que £'(m) et J(m)
soient définis et que les ensembles I, ..., F}, soient construits et construisons F,,.
On sait qu’il existe k(m) telle que pour tout k& > k(m) la condition (7.9) soit
vérifie. Si F,, est dense dans F,,, on pose k'(m) = max(k'(m — 1),k(m)) + 1 et
on note J(m) un intervalle de la forme Ji, ., C J(m — 1) ne contenant pas @,.
Si E,,11 n'est pas dense dans F,, il existe k'(m) > max(k'(m — 1), k(m)) et un
intervalle J,i/(m) C J(m—1) tel que J; /(m) Vintersecte pas E,. On note alors J(m)
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cet, intervalle. On note alors :

2k =11
(7.11) Fo=Jm\ | U U i oull, cJy
K>K (m) =1
ou I}, est I'intervalle contenant I}, et de mesure 3™£L(I%,). F,, est inclus dans F,,_;,
il est compact car fermé dans un compact. Il est de mesure de Lebesgue non nulle.

En effet, comme tout a I’heure,

k' ~1_1
=~ ay1...00 1 1.0 1
7 __aom m _
L | l I, | =3"ag..ap_1(1 —2ap) <3 — = 5 )
~ 3 3
1=

Et par le méme calcul que pour Fi, on obtient que la mesure de Lebesgue des
L(J(m))

intervalles noirs dilatés est inférieure a =5
Si E,, n’est pas dense dans F},_1, F}, n’intersecte pas F,, par construction. Si
E,, est dense, en utilisant encore une fois 'argument de porosité, F}, n’intersecte

pas non plus E,,.

On arrive ainsi a construire un ensemble F' = NF, non vide dans C' et disjoint
de {z1,....;xn...} U (U E,) = C ce qui est impossible. Donc C' n’est pas o-poreux.

Donc C est a la fois de premiére catégorie et de mesure nulle. Pourtant il n’est

pas o-poreux. a
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Résumé

L’étude de phénomeénes d’irrégularité a I'aide des catégories de Baire date du
début des années 1930. Cette notion de généricité donnée par Baire est de nature
purement topologique et ne permet donc pas de quantifier la taille d’'un ensemble.
C’est pour remédier a cette lacune que Christensen définit une autre notion de
généricité basée sur la théorie de la mesure, la prévalence. D’autres notions de
généricité liées a ces deux premiéres ont vu le jour. Cette thése a deux buts.
Tout d’abord, regarder la régularité des fonctions d’un espace de Sobolev dans
le cadre de la prévalence. Nous montrons que presque-toutes les fonctions sont
multifractales, leur exposant de Holder varie en effet d’'un point a un autre. Le
méme résultat dans des espaces de Besov nous donne le formalisme multifractal
utilisé dans les applications. Dans un second temps, nous comparons les différentes
notions de généricité en les appliquant au probléme déja cité ou a des problémes

classiques d’analyse fonctionnelle.

Abstract

The first result involving Hélder regularity and the Baire’s categories theorem
goes back to 1931. This first notion of genericity supplied by Baire’s categories is of
a topological nature, and can not permit to understand the size of sets considered.
To fill this gap, Christensen defined the measure-theoretic notion of prevalence.
There exist also stronger notions of genericity linked with those two first ones. This
thesis has two purposes. On one hand, we want to know how smooth are functions
in a Sobolev space, for a prevalent set. We show that almost every function is
multifractal, as its Hélder exponent changes widely from point to point. We also
make the link between the same result in an intersection of Besov spaces and
the multifractal formalism given by applications. On the other hand, we compare
notions of genericity, testing them with the previous example but also with classical

problems from functional analysis.



