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Réesumé

MODELES DEFORMABLES ET MULTIRESOLUTION
POUR LA DETECTION DE CONTOURS EN
TRAITEMENT D'IMAGES

Les moddes déformables ou les contours actifs sont utilisés pour extraire les
caractérigtiques visudles dans une image, en paticulier les contours d objets.

Notre propos dans cette thése et d'éudier ces modées dans un environnement
multirésol ution.

Commencant par une éude des contours actifs a haute résolution, nous démon-
trons un théoréme d existence pour les contours actifs fermés et les contours actifs
a extrémités libres. Nous présentons ensuite un nouveau modde appelé la bulle dé-
formable, qui a l'avantage d'avoir une représentation discréte, d éire relativement
robuste au bruit e a la texture e d'agir par fables déformations.

Ensuite nous éudions quelques techniques de multirésolution, en présentant les
avantages et les inconvénients de chacune. A travers une proposition que nous avons
montrée, nous éablissons le lien entre la multirésolution et la notion de minimisation
d énergie.

Enfin, nous terminons par une propostion originde qui consste a fare coopérer
les contours actifs e la multirésolution. Cette coopération S aggrémente de plusieurs
approches pour faire passer le contour du haut de la pyramide vers sa base. Elle
asocie entre autres une factorisation du modéle des contours actifs, d’'une part sdon
une démarche de type membrane effectuée a basse résolution, et d'autre part selon
une démarche de type plague mince au travers des différentes résolutions supérieures
permettant de réguser le contour détecté jusgu'a la résolution initide.
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Abstract

DEFORMABLE MODELS AND MULTIRESOLUTION
FOR EDGE DETECTION IN IMAGE PROCESSING

Deformable models or active contours are used for edge detection in image andyss
and picture processing.

We purpose in this thess, to sudy these modes in a multiresolution environment.

Fird, we dudy active contours a high resolution, and we prove the exisence of
solutions for closed snakes and open snekes with free boundaries. We aso present
a new model wich is cdled: The Deformable Bubble This model has advantage
to be discrete and less sengtive to noise and texture. Moreover it works by smal
deformations, allowing hence to track the evolution of the curve.

Then, we dudy a lot of multiresolution technics and show advantages and di-
savantages of each one. We dso edablish a reation between multiresolution and
enagy  minimization.

Finaly, we present an origind approach combining active contours and multireso-
lution. It consists to reduce image untii some level of the pyramide, to detect edges
a this levd, to take (in severd ways) the obtained contour from low resolution to
higher resolution until the bottom of the pyramide is reached.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

Le but d'une des premieres éapes de la vison par ordinateur e du traitement
d'images, connue sous le terme de segmentation, est de décrire I'image a I'aide d’in-
dices visuds “Imples’.

Ces indices doivent ére pertinents afin de faciliter les égpes qui suivent dans une
perspective de décrire rapidement les objets de la scene, et de les reconnditre.

Cette description de la scéne condste souvent a détecter les discontinuités de
I'intensité de I'image, ou a patager cdle-ci en des régions homogénes afin de faciliter
on interprétation et sa description. C'est le but de la segmentation qui est I'une des
étapes les plus difficiles associant les mécanismes de la perception, de la décison, &
de [Iinterprétetion.

Les indices visuds sont des informations sur I'image, obtenus directement a partir
des niveaux de gris de ses pixels, et ceci souvent de maniere locde avec des opéra
teurs linéaires ou non linéaires. Ce sont par exemple les discontinuités des niveaux
de gris quon gopelle générdement contours, e qui correspondent & des ruptures
des propriétés locdes de I'intensité de I'image, par opposition aux régions qui sont
des zones ou ces propriétés locaes sont Smilaires et conservées. On peut tout auss
inclure parmi ces indices visuds, les textures uniformes, smples a caractériser, for-
mées par exemple de motifs répéiitifs bien que les textures habitudles en praique
sient asez difficiles a décrire en rason de leur caractére déatoire ou irrégulier.

1



2 CHAPI TRE 2. | NTRODUCTI ON

Les contours sont définis comme les discontinuités présentes dans une image.
Toutefois il ne s’agit pas de détecter toutes les discontinuités présentes dans I'image,
mais uniquement celles qui sont pertinentes, & qui offrent une interpréation simple
de celle-ci. La notion de pertinence est directement liée au processus de perception,
et elle peut Sassocier dans ce cas a la mise en place d’un opérateur, a un concept

de robustesse et de localisation d’opérations dans I'image.

En pratique on cherche un contour comme un ensemble de pixels (picture element)
dont la norme du gradient image est élevée dans la direction du gradient. Le fait
de citer le mot “élevé” implique déja une certaine relativité dans la définition, élevé
par rapport a quoi? En fait c’est par rapport aux gradients des autres pixels voisins
du pixel considéré.

On voit ainsi clairement que le caractere local intervient non seulement dans
I’estimation de la norme du gradient, mais aussi dans la région ou cette quantité est
évaluée. Ceci nous amene donc a parler des problémes rencontrés dans la détection
de contours, a savoir la robustesse des détecteurs de contours face au bruit présent
dans I'image, aux irrégularités des surfaces, et aux variations locaes insignifiantes.

Pour remédier a ces problémes, on peut effectuer un prétraitement sur I'image qui
consiste a filtrer celle-ci pour lisser ces petites irrégularités sans perte d’information
sur la localisation des discontinuités qui nous intéressent. Dans la littérature, afin de
réaliser cette fonction de réduction, on trouve toute une panoplie de filtres comme
les filtres linéaires, les filtres d'ordre, les filtres morphologiques, les filtres adaptatifs,
etc...

Souvent le choix du filtre est lié aux caractéristiques de I'image notamment a la
nature du bruit qui y et présent (bruit blanc gaussen, bruit impulsonnd,..), ce qui
explique la diversfication de ces filtres e la nécessté de connditre les caractéristiques
de chaque filtre pour pouvoir choisir le filtre adopté a la naiure de I'image et au
traitement a effectuer.

Cette étape de filtrage passée, on détecte les contours en caculant un gradient
discret sur I'image puisque celle-ci n’est connue que sur une grille de points. Ce
calcul s’effectue par convolution de I'image filtrée avec des masques permettant de
donner une approximation du gradient de I'image. On pourra citer par exemple les
masques de Roberts [Rob65], de Prewitt [Prew70], de Sobel, de Kirsch [Kir71] et de
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Canny-Deriche [Der87]. Un exemple de tels traitements est donné en figure (2) qui
montre le réultat du détecteur de Canny-Deriche appliqué a I'image d’une section

de fibre musculaire (fig. 1).

FI1G. 1- image d’une section de fibre musculaire.

Les points de contours étant extraits par I’'un de ces différents détecteurs, il s'agit
ensuite de les chainer afin d’avoir des contours connexes, ce chainage se fait en tenant
compte des caractéristiques des objets dans I'image, telle la forme qui et un critere
essentiel dans le regroupement des pixels.

En conclusion, on peut dire que dans les méhodes locaes précédemment évo-
quées, procédant par détection et ensuite chainage, une erreur -sous segmentation-
peut survenir soit du fait que la détection a échoué car le contraste est insuffisant
en ce point ainsi que dans son environnement, soit du fait que la mise en corres-
pondance n’aboutit pas car on se trouve dans une forme bruitée ou il n'y a pas de
portion de contour sgnificatif sur laguelle le processus de chainage peut s'appuyer.

Afin de pallier ces problémes, des travaux se sont orientés vers I'utilisation de
contours connexes déformables dont I'évolution et portée par les points les plus
significatifs. Cette méthode de détection de contours porte le nom de contours ac-

tifs. Avant de décrire ces méhodes de contours actifs ce qui et le but du prochain
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FIG. 2 - Contours détectés par I'opérateur de Canny-Deriche.

chapitre, on va parler dans le prochain paragraphe de I'historique des méthodes va-
riationnelles en traitement d’images, puis I'on va évoquer dans le paragraphe qui
suit, et trés briéevement la notion d’ondelette car on verra au troisieme chapitre un
processus de réduction d’images et plus généralement de décomposition de signaux
multidimensionnels appelé décomposition par ondelettes. Un quatrieme chapitre sera
consacré a la coopération entre processus de contours actifs et processus de multiré-
solution. On termine enfin ce chapitre d’introduction, par une présentation de notre
contribution dans le présent manuscrit, et une description du contenu des prochains

chapitres.

1.2 Méthodes variationnelles en imagerie

Les méthodes variationnelles en traitement d’images sont apparues d'une part
avec le modéle de Kass et ses collaborateurs [Kas88] en ce qui concerne la détection
de contours (voir le chapitre suivant), et d’autre part avec celui de Malik et Perona
[Mali87] qui a I'origine, étaient plus intéressés par la restauration d’images que par la

détection de bords et qui ont pu trouver une autre formulation pour la segmentation.
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En effet, constatant que le filtrage d’une image avec une gaussienne équivaut
a I’évolution sur cette image d’un processus de diffusion (en I'occurrence ici c’est
I’équation de la chaleur) durant un temps fini associé au paramétre d’échelle o2 = t,
ou a est I’écart type de la gaussienne, Malik et Perona ont imaginé une méthode de
filtrage non linéaire basée sur un processus de diffusion qui varie suivant les régions
de I'image: plus vite dans les zones homogenes, et moins vite ou pas de diffusion du
tout au voisinage des bords.

Cette idée, a été a l'origine de nombreux travaux et développements faits par
Osher et Rudin [Osh90], Alvarez, Morel et leurs collaborateurs [Alv92b]. Ces travaux
consistent a utiliser un schéma de diffusion anisotropique, ou dans les zones de fort
gradient, I'image est lissée perpendiculairement au gradient , donc paralléelement aux
bords [Cha93a].

En se basant sur les travaux de D. S. Geman (voir [Gem84] ou [Aze87]) pour des
modeles discrets, Mumford et Shah ont étudié une nouvelle approche variationnelle
[Muma89)], combinant en un méme processus, régularisation de I'image (plus généra-
lement un signal multidimensionnel) et détection de bords . Cette métho de consiste
a approcher I'image initiale f définie sur un domaine  C R? et a valeurs dans [0,1],
par une fonction u présentant des discontinuités dans un sous ensemble Z C Q, en

minimisant la quantité suivante:
[ 1vult+ BY2) + [ Ju = P
o\Z Q

ol Z est un ensemble compact sur lequel u peut étre discontinue, et Hl(Z) est
la dimension de Hausdorff de Z. Dans la plupart des cas traités, {0 est un carré
représentant la grille ou le support de I'image. Sur Q\Z, u est supposée réguliére
(en général de classe C?).

Rappelons ce qu’est la dimension de Hausdorff H’(Z): Soit C une courbe de R",
c’est donc I'image d’une fonction continue et injective g: [0, 1] — R™

La longueur de la courbe C est définie par:

1=m

L© = sup{ Y llg(t) - gltia)llavec 0 =to <ty < .. . < t,, =1t m € N}

1=1

On dit que C est rectifiable si L(C) est finie.
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ra/2)
I(s/2+1)?

pour s € N* que w, es le volume de la boule unité dans R*.

Posons pour s > 0, w, = ou I' représente la fonction d’Euler. On retrouve

Pours>0, p>0et A C R® posons:

H(A) =2 %winf{d_|U:)" : AC | Us et |U] < p}
=1 i=1
OU |X| = sup{||z — y|| : X, y € X} désigne le diamitre de X, & (U:)ien+ UN recou-
vrement de A.

On déinit alors la mesure de Hausdorff s-dimensonndle de A par:
H"(A) = lim,_o+ H;(A) = sup{H;(A) pour p > 0}

Pour s € N*, on retrouve les définitions classiques de longueur, surface , volume....
et lorsque C edt rectifiable, on a H'(C) = L(C).

On cherche a avoir une fonction u ressemblant le plus possble & f d'ou la présence
du troiseme terme dans I'expresson de la fonctionndle & minimiser. Le second terme
dgnifie que I'on veut minimiser la longueur dans un cetan sens de I'ensamble Z
des discontinuités.

Ayant éudié I'aspect des minima de la fonctionnelle ci-dessus, Mumford et Shah
ont conjecturé I'exigence d'un minimum (u,Z), ol Z serait composé d'un nombre
fini de courbes régulieres de classe C! ne se rencontrant qu'a leurs extrémités. Des
résultats partiels ont &€ démontrés par de nombreux chercheurs comme Ambrosio,
De Giorgi [ambr88], D Maso, Morel et Solimini [Dal92] dans des cas bien parti-
culiers, comme cdui ol u et a vaiation bornée. Mas la conjecture et toujours
présente . . . [Cha93a].

1.3 Introduction rapide aux ondelettes

Dans ce paragraphe, on va présenter d'une maniére trés bréve la notion d’on-
delettes par un survol des différents travaux qui ont é&é rédisés dans ce domaine
pour ne voir dans le troiséme chapitre qu'une gpplication de cette notion que nous
serons amenés a utiliser dans le chapitre 4, e qui concerne la décomposition et la
recondruction  d'images.

L’analyse par ondeettes et apparue apres le travall pionnier de Morlet et Gross-
mann [Gro84] comme un fruit d'une collaboration de ces deux auteurs et d'une
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profonde intuition due a Morlet et a ses expé&iences numériques sur les sgnaux
dsmiques. Ce nouve outil pour I'andyse tempsfréquence de certains phénomenes,
dont les principaux résultats sont dus a Meyer e ses collaborateurs, a seduit les
chercheurs scientifiques, e est actudlement largement utilise dans de nombreux do-
maines.

En effet, contrarement a I'andyse par transformée de Fourier par fenétre, ou
il faut multiplier les dnus et les cosnus par une fenétre glissante, la fenétre dans
I'andyse par onddettes est dga oscillante, et et appelée une ondelette mere. Cette
ondelette mére y(z) possede les propriétés suivantes [Mey92]:

Elle es réguliere, elle e a support compact (décroissance rapide a I'infini), et
saisfat la condition fondamentde suivante
[ vz =0

Ceci dgnifie que dans un certain sens que ¥(z) et oxtillante,

Trandatée et dilaée, cette ondelette 1 permet de générer dautres ondelettes
Yap(z) = a~V*p((z — b)/a) ol b € R donne la postion de I'onddlette ¥, 4 & a est
un réd drictement pogtif mesurant sa largeur moyenne.

En dimenson n, une ondelette andysante +(z) est une fonction de L2(R™), définie
a partir de sa transformée de Fourier 4(w) véifiant:

[ ()< pour w £ 0

Les ondelettes générées a partir de |’ondelette ) sont dors:

baly) =t/ (2)

Outre leurs applications en tratement de sgnd, les ondeettes sont auss  utilisées
dans divers champs e nombreux domaines comme la turbulence [Fri92], les phéno-
menes a caractere fractal [Muz92)], les datistiques [Ant92], la géophysique [Cou92],
I'astrophysique [Bij92] et bien d'autres. Ceci montre le grand essor et le formidable
écho gudles ont trouvé dans la communauté scientifique.

Pour conclure ce rapide survol, on va juste mentionner |’ gpplication des ondelettes
dans le domaine des équations aux dérivées partidles e que I'on pourrait utiliser
pour la résolution des ed.p. que I'on va rencontrer dans le prochain chapitre.
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En effet, la sructure des bases orthonormaes d'ondelettes permet de contribuer
a la résolution des équations aux dérivées patidles suivant un schéma numérique a
espace et temps adaptatifs [Bac92], grace a la sructure multirésolution qui donne un
moyen smple d' adapter les réaffinements de cacul a la régulaité locde de la solution
de 1' edp. Cda veut dire qu'a haute résolution, seules les régions ou gpparaissent
des dngulaités ou de fortes trangtions du phénoméne sont sujets au cdcul effectif.
Liandrat e Tchamitchian [Lia90] ont montré que la multirésolution ayant des bases
d ondelettes orthogonales et un outil smple et efficace pour résoudre les ed.p. de
moddes dationnaires en utilisant des dgorithmes a résolution spatide adaptative,
et en goutant successvement des couches de déals qui augmentent locdement la
résolution de I'approximation dans une gpproche du plus grossier au plus fin. Dans
la continuité de cette approche combinant e.d.n, et ondelettes. Bacrv,[Bacl a proposé
une méhode qui concerne les équaions aux dérivées partieles évolutives e qui
permet dadapter leur pas tempord a la résolution spetide ain de mantenir une
bonne dabilité et une grande précison du schéma numéique de résolution.

1.4 Présentation du travail et principales contri-

butions

Comme on I'a dgndé auparavant, ce paragraphe est consacré a la description
du contenu des différents chapitres de cette these. On peut divisr ce manuscrit
en trois paties la premiére concernant les contours actifs qui et une autre fagon
d' extraire les points de contours, e qui consste a combiner les deux éapes citées
précédemment & savoir I'extraction et le chainage en une seule méthode.

On va présenter dans cette partie trois modées dont deux sont a car actere continu

et le troiséme a caractére discret:
e Le modde des Snakes et les différentes contributions.

e Le modde des contours actifs “Modele géomérique et évolution par courbure
moyenne’.

e Le modde discret de la “Bulle déformable”.
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Dans cette patie & en ce qui concerne notre contribution, nous alons montrer un
théoréme d'existence d'une solution du modéle des snakes valable aussi bien pour
les snakes a extrémités libres que pour les snakes fermés, en précisant |es eSpaces ou
I'on va travaller e les conditions aux limites choisies pour chaque type de snakes.
Nous allons auss éablir une propostion concernant I'évolution des snakes fermés
en I'absence d’une énergie externe pour montrer I'effet du terme régularisant de
I'énergie sur la courbe dans une zone uniforme.

Nous présenterons égdement un nouveau modde “la bulle déformable’ pour la
détection de contours. C'est un modéle discret adapté a la nature discrete de I'image,
et qui e plus robuste que les snakes en ce qui concerne I'initidisation. L’évolution de
la courbe se fait par petites déformations ce qui est dans I'esprit méme de I’ approche.

Le contour y est détecté par rupture du modéle gréce aux extrema gpparaissant
dans la courbe d'énergie qui quantifie cette évolution.

On présentera une premiere verson pour les contours fermés et une seconde pour
les morceaux de frontiéres, and que des réaultats illustrant ce modde a travers des
images de natures différentes.

Outre la présentation des contours actifs, on trouvera auss dans le deuxieme
chapitre une éude comparative entre les trois moddes présentés en fasant surgir
les avantages e les inconvénients de chacun, ans que quelques images pour les
illustrer.

Dans la deuxiéme partie a laguelle on consacre tout le troiseme chapitre, on va
présenter trois techniques de réduction d'images (trois modees de pyramides) qui

ont les suivantes:
o La pyramide Gaussenne et Laplacienne de Burt et Adelson [Burt83].

e L’goproximation multirésolution & la décompostion par ondelettes orthogo-
naes de Malat [Mal89b).

e La pyramide spline de Unser et ses collaborateurs [Uns93].

La présentation de ces trois techniques va nous permettre de les comparer, et de
fare ressortir la plus adéquate pour la ssgmentation a plusieurs niveaux que I'om
désre développer. Bien entendu sdon I'gpproche envisagée, il impose d éudier le

moyen de fare passer les contours d'une résolution a une autre.
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La troisieme et derniére partie est basée sur la coopération entre ces deux proces-
sus, a savoir les contours actifs et la multirésolution. Cette partie sera consacrée a
la description de I'approche originale que nous proposons, qui consiste a détecter les
contours a travers plusieurs niveaux de résolutions dans une “coarse to fine startegy”
en commenc¢ant a un niveau situé au plus haut dans la pyramide et en réajustant le
contour en fonction des données successivement a chaque résolution. Cette approche
ainsi que quelques illustrations seront présentées au quatrieme chapitre.

Enfin on termine par un chapitre décrivant I'interface élaborée ainsi que les dif-
férents outils utilisés pour tester notre approche et pour présenter les différents
résultats obtenus, tout en mentionnant les conclusions générales de ce travail et les

perspectives envisagées par la suite.



Chapitre 2

Modeles déformables pour la

segmentation

2.1 Introduction

Les contours actifs ou “Snakes” ont été introduits par Kass, Witkin et Terzopoulos
dans leur article: “Snakes: Active Contour Models” [Kas88]. Ils se présentent comme
un modéle pour I’extraction de caractéristiques visuelles dans une image comme les
contours d’objet ou les éléments de frontiéres.

L’idée de base est de positionner, au voisinage du contour a détecter, une courbe
qui sera linitialisation du contour actif et de la déformer successivement jusqu’a
ce qu’elle coincide avec la frontiere de I'objet. Ce processus de déformation se fait
suivant des critéres qui doivent traduire les buts désirés, eux-mémes intégrés dans
la formulation propre du modéle.

Le critére utilisé par Kass et ses collaborateurs correspond a la minimisation d’une
fonctionnelle appelée communément Energie, modélisant I’énergie d’'un phénomene
physique qui sera la déformation d’une courbe pour extraire des points de contour
d’un objet dans I'image. Le minimum de cette fonctionnelle sera associée au contour
final devant représenter la frontiére de I'objet. Le processus est itératif et le minimum
correspond a I'état de la courbe en phase de convergence.

Dans ce chapitre seront présentés trois modéles de contours actifs qui sont diffé-
rents de par leur formalisation du probléme de détection de contours, leur maniere

de percevoir les contours et par la suite la maniére de représenter les déformations

11
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des courbes.

On va présenter dans un premier temps le modéle initial des Snakes. On fera
ressortir ses avantages et ses limites ainsi que les différentes contributions introduites
pour pallier certaines de ses limitations.

Ensuite, dans le troisieme paragraphe, on présentera un autre modéle appelé mo-
déle géométrique développé par Caselles et ses collaborateurs [Cas92] qui considére
les contours comme les courbes de niveau de certaines fonctions et procede a leur dé-
formation suivant une équation aux dérivées partielles non linéaire faisant intervenir
les niveaux de gris dans I'image. Cette nouvelle fagcon de voir les contours offre une
bonne étude mathématique du modeéle assurant I’existence et I'unicité de la solution
dans un sens qui sera précisé ultérieurement.

Enfin, on va parler du troisieme modéle présenté dans ce chapitre qui a vu le jour
au laboratoire TIMC, et qui est associé au concept de bulle déformable. Ce modéle
est un modele discret faisant évoluer la courbe par petites déformations a travers les
déplacements de ses sommets, tout en calculant leurs différentes interactions avec
I'image, jusqu’a ce qu’elle épouse le contour de I'objet.

A travers cette présentation, on discutera les avantages et inconvénients de chaque
modele. Des résultats nous permettront de comparer ces différents modéles et de

choisir le modele adéquat suivant la nature du probleme a traiter.

2.2 Modele des Snakes

2.2.1 Modélisation et énergie

Comme on I'a vu, le contour d'un objet est défini comme étant I’ensemble des
points de I'image pour lesquels la norme du gradient de I'image est maximale dans
la direction du gradient de I'image.

Contrairement a I'approche consistant a appliquer un masque a I'image pour
extraire les points correspondants aux gradients élevés, et ensuite appliquer a ces
points un processus de chainage suivant un critére de connexité, de forme ou autre,
on va combiner ces deux étapes en une seule en cherchant une courbe connexe C

qui s’appuiera sur des points de gradients d’image élevés; c’est cette courbe qui va
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représenter le contour de I'objet auquel on Sintéresse.

En adoptant une formulation continue, S I'on choisit une représentation paramé-
trique de la courbe C comme suit:

C = {v(s) = (z(s), y(s)); s € [a, b]} elors I'énergie que I'on va chercher & minimi-
sr e une fonctionnele E qui a chaque courbe C associe un réd E(C).

Cette énergie doit faire agpparditre d'une part les caractéristiques du contour et
de la courbe, d'autre part celes de I'image ou de points qui nous intéressent dans
I'image e I'interaction entre la courbe e I'image.

Le choix de Kass et ses collaborateurs sest porté sur une énergie faisant intervenir
pluseurs termes, que I'on peut écrire sous la forme suivante

E(C) = Eimage( C) + Einterne (C) + Einteraci( C)

A

ou:

Eimage (C) et Einterne (C) 0ésignent respectivement I'énergie image et I'énergie
interne de la courbe C.

Quant & Einteract (C), ele désgne I'énergie dinteraction introduite par I'utilisa
teur.

Specifions maintenant chague terme de cette énergie globde:

e L’énegie image traduit les caractéristiques que I'on cherche dans I'image dont
1 désgre I'intensté s I'on cherche des lignes de faible intensité s appuyant sur
des points sombres (de faibles niveaux de gris) dors E;p...( C) peut ére de la
fome Eimage(C) = [° I(v(s))ds de sorte que le minimum donne les points de
fable intengté
Dans notre cas, on est intéressé par la détection de contours composss d éé
ments de la frontiére, dors un choix de |'énergie image pourrait S écrire tout

naurdlement comme

(1) Eunage(C) = = [ 1[VI(o(s)Pds.

Le sgne moins gpparait car on veut maximiser la norme du gradient de I'image,
afin de procéder a la déection des frontieres dont les points possedent un
gradient d'image éevé
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Notons tout d'abord qu'il y a une multitude de choix possbles pour I'énergie
Eimage @0ciée a I'image , ceci a travers plusieurs formulaions possibles.

En effet, S on prend une fonction ¢ : X — @(x) croissante et continue, aors en
appliquant une tele fonction ¢ a la quantité Stuée a l'intérieur de I'intégrae,
on obtient une autre énergie image traduisant le méme but. Aind une autre
formuldion de E;n,g pourrat ére:

(2) Eimuge (C) = = |,  SUIVI(o(s))]])ds.

La différence entre les différentes formulations portera dors sur la rapidité de
convergence du processus e sur la sabilité numérique des réaultats.

L’énergie interne e un terme régularisant dont I'introduction est due au fait
que les problémes de détection de contours sont des problémes mal posés “ au
sens de Hadamard ” comme beaucoup de problémes en vison [Ter86b]. Rap-
pelons qu'un probléme est dit bien posé au sens de Hadamard, S sa solution
exise, est unique, e dépend continiment des données (ie stable), et il et md
pose, Sil fallit a I'une des conditions précédentes.

Auss on veut régulariser le probléme et limiter le champ dinvestigetion pour
la recherche de la solution &fin de rendre le probléme bien pose ou tout du
moins essayer de le poser ou de le formuler correctement.

Une autre raison pour introduire ce terme régularisant résde dans le fait que
nous cherchons en générad un contour assez régulier réduisant le mieux possible
les oscillations dues aux nombreux sauts dintensté dans I'image, afin d avoir

une malleure visudisaion.

Pour ceci, on utilise souvent un opérateur régularisant de type Thikonov
[Thi74] dont I'expression est donnée par:

14 b 6T‘U(S) 2
Ein erne(C) = O\ S)||———— ds.
: 3 [ el

ol p desgne I'ordre du stabilisateur et les fonctions a, sont des fonctions de
pondeérations. Le choix de p est fonction de la régulaité imposée a la solution.
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S p > 1 lasolution est de classe C**~2 et s de plus a, est congtante, la solution
est de classe C%~% [Coh92c].

L’énergie interne choisie par Kass est la suivante:

Buere(€) = [ a2 4 g 22

Le choix de cet ordre et néanmoins insuffisant pour extrare des caractéris
tiques telles les courbures qui nécesstent en généra des dabilisateurs d ordre
supérieur ou égd a 3, ce qui conduira a la résolution d'une équation aux dé-
rivées patielles d' ordre supérieur ou égd a 6, comme ceci a éé sgnaé par 1.
Cohen [Coh92c].

Bien entendu il ne s’agit pas de résoudre des équations du sixiéme ordre, mais

on utilise plutbt dans ces cas une décompostion de la solution dans des bases
convenables, comme les B-splines [Lau74] ou toute autre base convenable.

La pondération par les fonctions positives a(s) et B(s) permet de donner plus
dimportance a I'un ou a I'autre des termes suivant la forme de I'objet a seg-
menter, de méme que mettre B(s) a 0 permet dintroduire une discontinuité
de premiere espece ou dordre un. Ceci permet par exemple de générer un
coin ou un point anguleux, adors quaffecter a a(s) et A(s) la veur 0 permet
d'introduire une discontinuité dordre zéo (discontinuité dans la courbe).

S I'on veut trouver une andogie du modéle avec des phénomenes physiques,
pour o € B condantes, la minimisation du premier terme engendre dans I'équa
tion d'évolution un lgplacien qui et andogue a I'équaion régissant les fables
déplacements d'une membrane tandis que la minimisation du second terme fait
gopadtre dans I'équation d'évolution un hilaplacien qui et Imilare a cdle
des vibrations d'une plague mince pour de petits déplacements. Aing |vy(s)|?
agit sur la longueur de la courbe & par suite le minimum influence sa rigidité
et sa tenson aors que |vg(s)]? agit sur sa courbure. Donc la courbe obtenue
doit &re suffisamment lisse et rigide sans introduire de boucles superflues.

Auss séduisant que puisse pardtre I'éventall des possbilités pour le choix des
pondérations ¢ et 3 pour tenir compte de la topologie du contour, on prend

en pratique a e f constantes durant le processus de déformation parce qu'on
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ignore localement comment se comporte la courbe, et méme si I'on voit que
le contour cherché admet un point anguleux, on ne sait pas ou il se situe sur
la courbe paramétrée, et c’est a l'utilisateur (averti) de régler convenablement
ces parametres. Toutefois quelques suggestions ont été faites pour choisir ces
paramétres en fonction de I'information dans I'image, c'est a dire a partir des
niveaux de gris des points considérés sur la courbe et ceux de leurs vaisins

comme on va le voir par la suite.

L’énergie d’interaction est introduite par l'utilisateur pour tenir compte de
certaines caractéristiques du probléme traité. Cela revient a introduire un com-
plément d’information pour guider I'évolution de la courbe, ce qu’on appelle
de “I'information haut niveau”. Ainsi pour éviter certains points par exemple,
on génére un potentiel de la forme F-ITOI pour avoir des forces de répulsion au
point vo. De méme on peut introduire un potentiel générant des forces éas
tiques simulant I'allongement d’un ressort dont les extrémités sont deux points

choisis par I'utilisateur et attachant la courbe aux points considérés.

2.2.2 Modele stationnaire

(3)

On cherche donc une courbe C qui réalise le minimum de la fonctionnelle;

B(C) = [ a()lIo () + B () ~ IV I(o(s))IFds.

Le minimum de cette équation est donné par le théoréme suivant portant sur les

calculs de variation:

Théoréme 2.1 Soit z une wariable courante & valeur dans lintervalle [a, b], et soit

y une fonction dépendant de la variable x.

Soit F(z,y,y’,s ..YY”) une fonction de classe C? par rapport & tous ses arguments.

Soit le probléme de minimisation suivant:

Trouver y réalisant le minimum de la fonctionnelle J[y] définie par:

b
Tl= [ F(ay, y.o +19)de
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ol toutes les dérivées de y jusqu'a I'ordre n-I aux extrémités sont fizées. Alors

I'équation d’Euler est donnée par:

t=n

;&
Z(_I) e (i) =0

1=0

ot Fy, désigne la dérivée partielle de F par rapport a Y-

Démonstration: la démonstration de ce résultat classique en calcul des variations
figure dans [Gel63] ou [Els62]. |

Dans notre cas, I'équation d’Euler associée a I’énergie choisie s’écrit vectorielle-

ment comme:

4) - (av') + (Bv') = VP(v).
ot P(v) = 3|[VI(v)|[.
Lorsque a et B sont constantes, (4) devient alors:
(5) —av' + v = VP(v).
En I'absence de tout champ extérieur, on a I’équation homogéne associée a (5) qui
s’écrit donc:
(6) ~av" + oW =0,

Cherchons la forme générde des solutions de |'éguation (6) en nous intéressant a

une composante:

—az’ + Bz =o.

avec les paramétres a et 8 non tous nuls.

Pour s € [a, b] on a les cas suivants:
¢Si B =0 alors z(s) = C1s+ Cy
o Siag=0alors z(s) = Cy15°+ Cas+Csst Cy

e Sia#0et f#0alors z(s) = Cie™ + Coe™* + C3s + C4
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ou A = \/g. Ensuite on goute les conditions aux limites que doivent vérifier les
courbes pour avoir soit des courbes fermées, soit des courbes a extrémités fixes.
On peut tout auss bien, choisr des courbes a extrémités libres en les contraignant
le moins possble. Comme I'a proposé Berger [Ber91], on a dors dans ce cas des
conditions aux limites de type

v (a) = vm(a) = v"(b) = v"'(b) = 0.

Ce choix intervient afin de ne pas annuler ou ne pas fixer les extrémités de la courbe,
et leurs dérivées pour donner plus de liberté a la courbe ouverte pour se mouvoair.
On en tiendra compte dans la formulation variaionndle du probleéme par la suite,
quand on parlera du modde évolutif e de I'exigence d'une solution pour ce type

de snakes admettant ces conditions aux limites.

2.2.3 Aspects numeériques

Pour trouver la courbe rédisant le minimum de I'énergie (3), on doit résoudre
I'équation aux dérivées partielles obtenue. A I'indar des auteurs [Kas88] et [Ber91),
on a chois une réxolution de cette éguation par la méhode des différences finies que
I'on va rappder dans un premier temps.

Revenons a I'équation (5). Comme c'est une éguation vectoridle, on va raisonner
sur une composante.

Considerons la courbe discrétisée {v; = (z;,y;), 1= 0, . ... N — 1} dont les points
sont équidistants d'un pas h. Au point z;, on approche la dérivée premiére (respec-
tivement la déivée seconde) par:

dx .z -z . d?
—0 = ,—:1:,1( respectlvementﬁ(i) =
s

ds™ h
Aind I'équation = (az') + (Bz")" = f devient:

Tiy1 — 22 + Tig
h? )

Bic1 iy + (=2Bic1 — 26; — KPe) zima +
(Bic1 + 4Bi + Bigr + ciprh? + RPay) z; +
(=2Bi1 — 2Bi — K’qig1) Tigr + Bivr Tiga = B
S ao=cetfi=p vie{0,...,N - 1} dors I'équation devient:

(,3 Ti—g + (—48 - hza) zio1 + (68 + 2}220) z; + (—48 - hza) Tiy1+ ﬁx,'.;.z) = h4f,'.
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On obtient dors un systeme linédre de la foome AX = F ou A et une mdrice
pentadiagonde.

Pour les snakes fermés, et compte tenu du caractére cyclique des courbes, la ma-
trice A est symétrique, circulante et peut s’écrire de la maniére suivante (pour « et

B constantes):

[ 2+68 —a-48 B 0 B -a-4p
—a—48 20468 —a-—-4f B 0 B
B —a-4B 2a+68 —a-48 B 0
0 B —a—4f 2a+68 —a-—4p B 0
0 B —a—4 2a+68 —a-—48 B
B 0 B —a—48 2a+4+68 —a-—4f
| —a-48 B 0 B —a—4B 2a+68

Quant aux snakes a extrémités libres, et sous les conditions aux limites vues pre-

cédemment, la matrice A proposée par [Ber91] dans le cas o0l a et 8 sont constantes

s’écrit:

B -2p B 0 0
—a—-28 2a+58 -a-4p B 0 0
B —a—48 2a+68 —-a-4f B 0
0 B —a-48 2468 -a-48 B 0
0 B —a—48 2a+68 -—-a-4f B
0 B —a—48 2a+5 —a-—2p
0 0 B 28 B

On peut cependant se demander pourquoi la matrice obtenue, n’est pas syme-
trigue compte tenu de la symétrie des conditions aux limites du probléme? Ceci
peut Sinterpréter d'une part parce que le schéma de différences finies N'est pas di-
rectement associé a la forme bilinéaire associée au probléme dont on va parler apreés,

par opposition au schéma des éléments finis pour lequel on doit trouver une matrice
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symétrique compte tenu de la symétrie de cette forme hilinéaire associée, et dautre
part parce que I'on n'a pas tenu compte des conditions imposées a « que I'on verra
guand on abordera I'exigence de la solution du probleme.

Pour les snakes fermés, Berger a montré dans [Ber91] que les valeurs propres de
la matrice A Sexpriment par:

4 L kro Lk
M = ppsin? <L (4sin’ = t h%a) V€ {0, o N1},

Donc \g = 0 est une vaeur propre de A & par conséquent A n'est pas inversihle.
Pour les autres types de snakes, et au travers des expériences numériques, Berger a
obsarvé que les réaultals éaent indtables et en a déduit que la matrice A pouvait
ére snguliére auss.

Mais pour les snakes a extrémités libres, on peut montrer que la matrice obtenue
es effectivement snguliere. En effet, il est facile de voir que O et une vaeur propre
de la matrice correspondante, associée au vecteur propre [1,...,1].

Ains dans les deux cas, les deux matrices sont singulieres. Kass e ses collabora
teurs [Kas88] ont percu la singularité de ces matrices, car ils ont propose de résoudre

le probléme de la maniere suivante:
AV = F 4 9 (V' = V)
ol 6 et un réd drictement postif, e le syséme matricid devient dors
(A 4+ 01V = F + gV?

Pour les snakes fermés, la matrice A+61 est inversble car, éant rédle et symérique,
ses vaeurs propres sont postives et de plus sa plus petite vaeur propre est justement
0, vdeur drictement podtive.

Le choix de § déermine le bon conditionnement de la matrice a inverser, e pour
ceda on rappele queques définitions citées dans [Cia85] qui permettent d utiliser un
théoreme donnant le conditionnement de la marice a inverser et précisant par la
suite le choix de 6.

Définition 2.1 On appelle valeurs singuliéres d’une matrice carrée A, les racines
carrées positives des valeurs propres de la matrice hermitienne A* A, (At A si A est

reelle).
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Définition 2.2 Etant donné une norme vectorielle ||.|| sur K™ (K = JR ou C), on
appelle norme matricielle subordonnée, | “application ||.|| de M, (K) — R qui & une

matrice A associe ||A|| = sup||Av|| pour v € K™ tel que ||v]| = 1.

Définition 2.3 Soit A une matrice inversible et ||.|| une norme matricielle subor-
donnée, alors le nombre cond(A) = ||A|| || A~ || s ‘appelle le conditionnement de A

relativement a la norme ||.||.

Une matrice est d’autant mieux conditionnée que la valeur de son conditionnement
est proche de 1 par valeurs supérieures.

Soit A une valeur propre de A matrice associée aux snakes fermés. Alors comme
A est réelle et symétrique, A est a valeur positive et par conséquent, les valeurs
singuliéres de A sont exactement les valeurs propres de A.

Soit ||. || la norme matricielle subordonnée a la norme déduite du produit scalaire
sur K™, alors le conditionnement de la matrice (A + 6I) relatif a cette norme est

donné par le théoréme suivant [Cia85]:

Théoréme 2.2 Pour toute matrice A inversible, on a:

un(A)
m(A)

Ot py et uy désignent respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs

cond(A) =

singuliéres de la matrice A, valeurs strictement positives.

En fait nous n’avons énoncé qu’une partie du théoreme cité dans la référence, et

dans notre cas on a:
cond(A + OI) :%ﬂ =1+

I

Ou p désigne la plus grande valeur propre de la matrice A, donnée par:

4

k ) T N
p= 73 sin? T\II(ALﬂ sin? N + hza) ou k est la partie entiere de —.

2

Il s’agit donc de choisir 6 trés grand ou inversement de choisir un p trés petit. On
verra I'expression de § en fonction du pas temporel quant on parlera de I’équation
évolutive et la conclusion que l'on peut en faire sur le pas temporel grace a cette

interprétation.
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2.2.4 Modeéele évolutif et formulation variationnelle

L’'énergie totde a minimiser nest pas convexe en rason du fat que le gradient
de I'intensité 1 de I'image n'est connu que pour des vaeurs discretes. On n'est donc
pas assuré de I'exigence d'un minimum globd. Plus précisément, ced dgnifie quiil
nous faudra se placer au voisinage de I'objet a segmenter afin d’étre sGr de trouver
le minimum loca qui nous intérese. Cette congdération a amené certains auteurs
comme Cohen [Coh93] a trangposer I'équetion initidement stationnaire en une égua
tion évolutive de type parabolique, de la forme:

%—‘: - (avs)s + (ﬂvss)ss = f('U)
(7 condition initide
conditions aux limites

La fonction f n'é&ant pas linéaire, I'équation (7) ne I'est pas non plus, la résolution
de (7) va donc se faire de maniére itérative dans laquelle on cdcule »(**+1) & partir
des itérés précédents v(™....

En pratique on cdcule f appliquée a I'itération précédente. On va donc consdé-
rer f dépendante a la fois de t e de s comme I'ont fat remarquer L. et 1.Cohen
[Coh90a), au lieu d'ére dépendante de v. De ce fait, I'équation (7) devient:

%Iti - (CY’US)_, + (ﬁvss)ss = f(S,t)
(8) condition  initidle
conditions aux limites

Dans cette partie, nous alons éudier trois types de snakes:

e Snakes a extrémités fixes ce sont des courbes ouvertes dont on a fixé les
extrémités and que leurs directions a certaines vadeurs bien spécifiques que

I’on va prendre, par souci de smplicité, égaes a 0.
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e Snakes a extrémités libres: ce sont des courbes ouvertes que I'on va laisser
évoluer pour détecter des portions de frontiéres, et donc on ne peut -leur im-
poser de valeurs ni aux extrémités, ni aux directions associées. On va donc
choisir des conditions aux limites annulant les dérivées seconde et troisiéme
aux extrémités pour leur imposer le moins de contraintes possible dans leurs

déplacements.

e Snakes fermés: ce sont des courbes fermées qui vont évoluer pour détecter des
contours fermés (le premier point est égal au dernier point ainsi que leurs

dérivées) ou des régions dans I'image.

On se raméne a une composante pour étudier I’équation vectorielle (7) du fait que

le systéme peut étre découplé, et on considere que v désigne une des coordonnées x

ouy.
En notant (.,.) le produit scaaire dans L%]0, 1] et en multipliant les deux membres

de (7) par u puis en intégrant sur ]0, 1[ on obtient formellement:
d%(v,u) + Jolav u' 4 Bo" u")ds = [Bv" u]} = [av' u]} + [(Bv") 4]} = (f,u).

Notons 1 I'intervalle ]J0, 1[ et a(v, u) 1a forme bilinéaire symétrique définie par:
! ’r, non
a(v,u):/(av U+ pv u)ds
a

On se ramene alors au probleme équivalent:
Trouver un espace V adéguat treduisant les conditions aux limites de la solution
recherchée et permettant de passer au probléme variationnel suivant:

Déterminer v : ¢t € [0, T] — V(t) € V tel que pour tout u dans V on ait:

() L (0(0), ) + a(o(t),w) = (£(0), ).

[O, T] désigne I'intervalle de temps ou I'on cherche la solution.
La dérivée est prise au sens des distributions, la donnée initiale est dans L?*(I)
espace de fonctions de carré intégrable sur 1, tandis que la fonction f est dans

L?*(0, T; L*(I)) espace de fonctions de carré intégrable sur [0, T'] a valeurs dans L3(I).
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Il reste mantenant a préciser I’espace ol I'on travaille pour démontrer un résultat
d’existence de la solution pour les trois types de snakes. En effet le choix de I’espace
V dépend du type de snakes choisi donc des conditions aux limites imposées. Si I'on
choisit par exemple les snakes a extrémités fixes (resp. les snakes fermés), on prend
aors pour espace V I'espace H( I) (resp.H2( I)) avec les notaions habituelles

HZ(I) est 'ensemble des fonctions de L*( I) dont les dérivées jusqu’a I'ordre deux
appartiennent & L%( I)ets’annulant ainsi que leurs dérivées premiéres en 0 et en 1.

H2(I) est 'ensemble des fonctions de L?( I) périodiques sur ]0, 1[, ainsi que leurs
dérivées premiére et seconde.

Par contre pour les snakes a extrémités libres et étant donné les conditions im-
posées, un calcul simple montre que I’équivalence entre les deux problémes ci-dessus
n’a lieu que si la fonction a s’annule aux bords, et dans ce cas on choisit I’espace
suivant: V = {v € H4(I) tel que v" € HZ(I)}. A signaler que cette condition n’a
pas été imposée par Berger quand elle a proposée sa matrice.

Dans le cas des snakes a extrémités fixes et lorsque a et 3 sont minorés par des
constantes positives, L. et 1.Cohen [Coh90a] ont montré I’existence et I'unicité d’une

solution v de (8) satisfaisant:
v € L*(0, T; H*(I))n C°(0, T; L¥(I)).

Ceci est une application immédiate au théoréeme de Lax-Milgram du fait de la coer-
civité de la forme bilinéaire a(. ,.) dans I’espace considéré qui est Hg( I).

Mais il se trouve que les cas les plus traités en pratique sont les snakes fermés et
les snakes a extrémités libres pour lesquels ce résultat d' exisence et d unicité n‘est
évidemment pas valable en raison des conditions aux limites qui sont imposées.

Dans ces cas, nous avons pu montrer I’existence d’une solution du probléme (8)

qui n’est pas unique comme on le verra par la suite.

Théoréme 2.3 Soit V = {u € H*(I) , v € Hi(l)}, pour les snakes & extrémités
libres, si a s’annule au bord et est minorée par une constante positive, alors il existe

une solution v du probléeme (9) Vérifiant:

v € L*0,T; V)N C°0, T; L*(I)).
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On va donner une démonstration assez breve de ce théoréme en se ramenant au

théoreme de Lax-Milgram.

Démonstration

soit V = {u € HY(I) , u" € H2(I)} et soit u un élément de V vérifiant a(u,u)=0,
on a alors ¥ = 0 et ¢ = 0. Introduisons alors la relation d’équivalence R définie
sur V par:

u; Rugy «— 3 une constante c telle que u; — Uy = c.

Il est facile de vérifier que c’est une relation d’équivalence, ce qui nous permet de
parler de I'espace quotient.
En effet, notons 1% I’espace quotient de V par R, et u la classe de u, alors pour

uj et ug dans V, il est facile de montrer que I'on a:
a(ty, uz) = a(u1, ua).

Dans f/, on a a(@,) = 0 entraine U = 0, de sorte que la forme bilinéaire a( .,.)
devient maintenant coercive dans V et on en conclut, d’aprés le théoréme de Lax-
Milgram I’existence et I'unicité de la solution dans V. On en déduit I'existence dans

V et l'unicité a une translation preés. u

Evidemment la démonstration reste valable pour le cas des snakes fermés, et ceci
sans imposer dans les hypothéses du théoréme la nullité de la fonction a aux bords
de lintervalle 1 puisqu’on a I'équivalence entre le probleme initid & le probléme
variationnel.

Bien entendu dans le cas des snakes a extrémités libres, le fait d’imposer a « d’étre
nulle aux bords de l'intervalle 1, va changer I’expression de la matrice A proposée

par Berger [Ber91].

2.2.5 Résolution de I'équation et évolution de la courbe

Ainsi, partant d’une courbe initiale positionnée au voisinage du minimum local
a déterminer - ce qui en pratique revient a placer le contour initial assez proche de

I’objet dont on cherche a extraire la frontiére - on laisse évoluer la courbe jusqu’a
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ce qu’elle coincide avec le contour de I'objet. Ceci rejoint le schéma de résolution
proposé par Kass en prenant 6 = 7;7 ou At est le pas temporel.

La résolution de cette équation peut se faire soit par différences finies, soit par
éléments finis comme I'ont proposé L. et 1.Cohen [CthOa] pour obtenir pour les
trois types de snakes, une matrice symétrique heptadiagonale. On peut également
utiliser un schéma numérique a résolutions spatiale et temporelle adaptées comme
celui suggéré par [Bac] pour les équations aux dérivées partielles.

Nous avons choisi, tout comme dans le cas pseudo-stationnaire, une résolution
par différences finies suivant deux schémas.

Un premier schéma implicite de la forme:
4U-I+At - ,vt

S L Bl v = (2811 4 2B; + R2an) viA

h At

+(ﬁi——l + 4,3; + Q41 h2 + h2a,-) ’Uf+At + (—2ﬂ,'+1 - 2,8, - hza;H) vfilAt
+Bi1 Vg =R
Un second schéma explicite donné par:

t+At
1

t
- U]

At

ptY +Bi-1 vy = (281t 26; + Baw) of,

+H(Bic1 +48: + aipah® + B2 o) vf + (—2Bi41 — 26 — hPaipr) vl

+Bi+1 v£+2 = h‘ff«'t-

Le pas de discrétisation h est constant pour toutes les itérations. Mais, du fait que
les points de la courbe lors de son évolution ne restent pas a une distance constante,
il faudrait en toute rigueur aprés chaque itération rediscrétiser la courbe afin de
garder un pas constant h. Ceci peut entrainer une modification du nombre de points

e par suite un changement de la taille de la matrice ce qui, pour un schéma implicite
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nous conduit encore & une inversion de la matrice, inversion réalisée en utilisant par
exemple une décomposition de type LU.

Le schéma explicite est certes moins stable que le schéma implicite, mais il a
I'avantage de ne pas nécessiter d’inversion de matrice et de donner directement les
nouveaux points en fonction des anciens permettant ainsi de rediscrétiser la courbe
a chaque itération.

Une autre raison en faveur de la rediscrétisation de la courbe vient du phénoméne
d’accumulation et d’agglomération des points de la courbe dans les pixels a fort
gradient que I’on observe pendant I'évolution de la courbe et par conséguent pour
avoir une courbe représentant fidelement le contour de |'objet, il faut avoir une
contribution égale de tous ses points.

Les figures (3), (4) et (5) montrent des résultats obtenus pour chaque type de

snakes en montrant l'initialisation et le contour final obtenu.

FIG. 3 - Initialisation, évolution et résultat pour un snake a extrémités fixes.

En I'absence de f dans I'équation (8), c’est a dire lorsque le snake évolue sur un

terrain plat ou le gradient d’image est nul, il est soumis a I'’équation suivante:
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Fic. 4 . Initidistion e résultat pour un snake a extrémités libres.

B — Ay + Prgess = 0
(10) condition initide

conditions aux limites

Sa tendance naurelle dors, est de se rétracter puisquil n'est soumis qu'a son
énergie interne, et a aucune force extérieure. Dans ce cas, pour les snakes fermés et
les snakes a extrémités libres, les deux courbes tendent vers un point.

Dans le cas des snakes a extrémités fixes, I'évolution se fait vers le segment reliant
ces extrémités.

En effet la propostion suivante montre que contrarement au réultat de 1. Co-
hen [Coh92¢], afirmant que la courbe tend vers un cercle en I'aosence du gradient
d’image, les snakes fermés convergent vers un point.

Proposition 2.1 Soit vg une courbe fermée soumise a I’équation (10) alors cette

courbe tend vers un point quand t tend vers l’infini.

Démonstration :
A chagque indant t, représentons un point de la courbe par v(s,t)=(x(s,t),y(s,t))

et raisonnons sur une des deux composantes, par exemple z(s, t):



2.2. MODELE DES SNAKES 29

Fic. 5 - Initidisation et résultat pour un snake fermé.

Du fait de la périodicité selon la variable s de z(s, t), on peut écrire sa représen-

tation en <érie de Fourier:

ao(?)
2

z(s,t) = > aq(t) cos(ns) + b,(t) sin(ns) +

n2>1
Vs elo,2rav > 0.
On va utiliser les conventions suivantes: . désigne la dérivée par rapport au temps

t, et ’ désigne la dérivée par rapport a la variable spatiale s.

£(s, 1) = Y an(t) cos(ns) + by (t) sin(ns) +‘é9é(ﬁ.
n>1
z (s, t) = ) = nan(t)sin(ns) + nby(t) cos(ns).
n2>1

g (s, 0= z — n%a,(t) cos(ns) — n?b,(t) sin(ns).
n>1

z®(s, t) = E n’a,(t) sin(ns) = n®b,(t) cos(ns).
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x(4)(s, t) = Z nta,(t) cos(ns) + nb,(t) sin(ns).
n2>1

Injectons ces expressions dans I'équation (10), on en deduit:

an(t) = —(an?+ Bn%) a,(t) et ba(t) = —(an? + Bn*) b(t) Vn >_1.

Par alleurson a ao(t) = 0 V¢ > 0.

D0l ag(t) = ag(0), an(t) = a,(0) e~ P+t et b(t) = b,(0) e~(en*+An")t,

En déinitive on a x(st) qui Sécrit sous la forme

2(s,t) =3 (an(0) cos(ns) + ba(0) sin(ns)) e~ +ont)t 4 —2@
n>1

Quand t tend vers I'infini, x(st) se comporte comme “—"éﬁ, de sorte que la courbe

tend vers un point puisque ao(t) = ao(0) V t > 0. ]

Donc, il et tout a fat naturd de consdérer une initidisation du contour a I'ex-
térieur de I'objet a segmenter afin que les forces internes le poussent vers le contour
de I'objet, e &fin que les forces extérieures dues a I'image arétent cette évolution.

La figure (6) illustre cette propostion, par I'évolution d'un snake fermé dans une
image a vadeurs congantes.

2.2.6 Limites du modele de Kass et présentation de modeles
dérives

Le modée initid introduit par Kass a catans avantages, comme cdui de com-
biner deux opérations en une saule & savoir la détection et le chainage, de plus il
offre la posshilitt d'avoir un contour régulier. En effet la connexité de la courbe
permet dintégrer de maniere implicite I'information le long de la courbe sans avoir
a chercher comment il faut connecter les points obtenus. Il offre en outre la posshbi-
lité¢ dintroduire de I'informetion la ou dle et manquante ou difficile a prendre en
compte comme par exemple celle de compléter deux contours d objets proches I'un
de l'autre comme cda et illustré en figure (7) (performance que I'on ne peut pas
avoir par un déecteur de contours classque).

En revanche, i souffre de certans inconvénients tele I'indabilité numérique, la
tendance des points a saccumuler dans des portions de contour a forts gradients due
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FiGc. 6 - Evolution d'un snake fermé vers un point en I'absence d’énergie externe.

a I'absence d’une contrainte de distance fixe ou Iégérement flexible entre les points
pour le schéma numérique propose. De plus aucune indication n'est donnée sur le
choix des parametres « et 3, ce in éant souvent laisse a I'utilisateur en fonction
des caractéristiques du contour de I’objet.

Une amélioration de ce modéle a éé proposée par L. Cohen [Coh91] en considérant
le modéle comme un balon que I'on peut gonfler, donc soumis a une force de pression
dirigée suivant la normae pour lui permettre de se propager vers le contour de I’ objet
e ceci méme lorsque I'utilisateur procede a une initidisation grossere relativement
doignée de I'objet. Ceci Sexplique par le fat que la force suivant la normale a
pour réle de propager la courbe vers I'objet, tout en évitant qu'il ne soit atiré
par les points de forts gradients d'intensté correspondant soit au bruit présent
dans I'image, soit a la texture qui tous deux sont considérés comme des éléments
parasites.

D'autre pat pour éviter les indabilités dues au champ de forces extérieures,
et pour que la force d'expanson suivait la normae et la force d'image soient a
contributions égales, L. Cohen a aussi proposé une normalisation et une pondération

de ces forces par des coefficients assez proches de sorte que I'équation d' évolution
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Fic. 7 - Frontiere entre deux cellules bénéficiant de I'gout de I'information, avan-
tage des contours actifs.

devienne

2o (av)s e (Buul = kit « gy
(11) condition initide
conditions aux limites

ol k; et ky sont deux constantes de méme ordre de grandeur, inférieures a I'unité
pondérantrespectivement la normae et la force du gradient dimage.

Suivat le sgne de k;, quand on choisit une orientation de la normae vers | exté-
rieur, on a it une contraction ( lorsque k; et négatif), soit une expanson (quand
k, est pogtif) du sneke vers le contour de I'objet. Ceci permet donc dinitidiser le
snake a I'intérieur de I'objet, et de le fare évoluer vers sa frontiere,

En effet, cest la force suivant la normae qui se charge de contrebdancer la
tendance naturelle du sneke a se réracter.

D’autres auteurs ont proposé de corriger ces ingtabilités en agissant sur At soit de
maniére interective par I'utilissteur [Kas88], soit par I'expression suivante proposée
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par Fua [Fua89]:

\/EQn)
At = Yl | VE(vy-1)).
Ou n et é§ désignent respectivement le nombre de points de la courbe et le déplace-
ment choisi. Ceci nécessite a chaque itération I'inversion de la matrice A.

Rougon [Rou93] a génédise I'introduction de la force suivant la normae en un
modéle de snakes gonflables, en ajoutant a I’énergie interne un nouveau terme de

sorte que I’énergie totde a minimiser devienne

b
E(C)= / as)los(s)I” + B(s)lvas(s)II* — det(K(v), vs) = [[VI(v(s))l[*ds.

Pour K(v) = kv ol Kk est une constante, et pour une courbe fermée, ceci revient
a maximiser ou & minimiser selon le signe de K l'aire de la région délimitée par la
courbe en vertu du théoréme intégral de Green-Riemann. En effet si A(C) désigne
cette aire on &

1 b

AC) = ¢ / det(v,v,)ds.

L Ja
Toujours pour K(v) = kyv avec k; constante, on obtient la force d’expansion Suivant
la normale introduite précédemment par L. Cohen. D’autant plus que pour éviter
des complications de calcul et une nonlinéarité du probléme d’optimisation, Rougon
a préféré voir cette force suivant la normale comme une force extérieure plutét que
d’exprimer la normale en fonction des coordonnées x et y dans I’équation d’Euler
régissant le mouvement.

D’autre part, pour calculer le potentiel P = —|VI|2, Cohen propose de trouver
les points de contours en appliquant a I'image un détecteur de contour [Der87] suivi
d'une dimination sdon un procédé de sauillage par hystéréss. L'image binaire est
ensuite lissée par un filtre gaussen ce qui permet d'une part de ne pas tenir compte
des points éloignés du contour et d’autre part d’annuler la contribution de cette
force aux points du contour.

D’autres suggestions ont été émises pour le calcul du potentiel de I'image en
appliquant dans un premier temps un détecteur de contour a I'image. Ensuite on
applique a l'image obtenue un masque de convolution caractérisant la métrique
choisie &in de générer une cate de digance (euclidienne, chanfrein). On obtient

alors un potentiel de type:
P(v) = - e~
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ou d(v) est la distance de la courbe au point du contour le plus proche.

Certains auteurs [Ami88] ont proposé la minimisation de I’énergie en utilisant la
programmation dynamique permettant ainsi d’avoir une plus grande stabilité nu-
mérique, et donnant la possibilité d’ajouter aux contraintes internes inhérentes a
la formulation de I'énergie interne, ce qu’ils ont appelé les fortes contraintes, qui
peuvent guider le snake pendant son évolution et tenir compte de certaines infor-
mations supplémentaires. Ainsi les points ont la possibilité de se déplacer sur une
grille discréte, ce qui n’est pas le cas dans le modeéle de Kass.

Il est a signaler que la complexité de I'algorithme proposé par Amini est en
O(nm3) ou N est le nombre de points et M la taille du voisinage au sein duquel
un poinl peut se mouvoir durant une itération. Une amélioration du temps d’exé-
cution a été apportée par [Wil92] qui, en comparant différentes expressions de la
courbure, expressions discrétes et continues, a proposé un algorithme plus rapide
d’une complexité en O(nNm).

Des modéles assez proches du modéle initial de Kass ont été élaborés, pour pallier
ces restrictions et lui apporter des améliorations, comme on I’a vu avec entre autres
Cohen, Rougon,... pour ne citer que les plus proches dans I’esprit.

On peut également mentionner le modéle de croissance des snakes proposé par
Berger [Ber91], qui consiste a faire évoluer la courbe par I'algorithme classique, puis a
I’'allonger en prolongeant ses extrémités dans les directions des tangentes. Ensuite on
considére cette courbe comme une nouvelle donnée initiale et on réitére I'algorithme
jusqu’a ce qu’on ne puisse plus procéder a I'allongement.

On peut également évoquer le modéle des B-snakes proposé par Menet [Men90].
Ce modéle consiste a décomposer la courbe dans une base B-spline, et a faire évoluer
la courbe par I'intermédiaire de ses points de contréle. Ceci a pour avantage, d’une
part de réduire la complexité algorithmique du probleme, et d’autre part d’offrir
la possibilité d’insérer des discontinuités de tangentes en dédoublant les points de
contréle aux points de discontinuités.

Il est a signaler que I'usage des snakes ne se borne pas uniquement a la détection de
contours, mais on peut trouver d’autres applications comme la description des formes
par squelettisation introduite par Leymarie [Ley90] qui a considéré le processus de

squelettisation des images binaires comme la propagation d’un front d’onde (ou un
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feu de prairie) en partant du bord de I’objet vers son intérieur en faisant évoluer

une courbe qui va converger vers une courbe finale qui sera le squelette de I'objet.

2.2. 7 Adaptabilité des paramétres

La fonction a agit sur la rigidité de la courbe alors que la fonction @ influence
sa courbure, mais la plupart du temps, on prend les coefficients a et 3 de I'énergie
interne du snake constants pour les raisons qu’on a précitées.

Donc leur choix est primordial dans la mesure ou il va participer en compagnie du
gradient de I'image a déterminer la forme du contour obtenu ainsi que sa régularité.
Kass et ses collaborateurs ont proposé une adaptabilité de ces parametres par I'uti-
lisateur d’une maniére ad hoc, alors que d’autres auteurs comme 1. Cohen [Coh93],
ont proposé d’utiliser la décomposition de la solution dans la base des éléments finis
d’Hermite pour trouver a et § en fonction du gradient de potentiel d’attraction P,
de ses dérivées par rapport a s, de la matrice de rigidité A et des dérivées de v par

rapport & a et (. lls aboutissent aux formulations suivantes:

1 Ov

[0 ih = - VP V)): A——,'
() = = gy, (VP (4;)

1

VBGR) = = groma g (VPO (45):

0s? i\ 552
ou h est le pas de discrétisation de la courbe.
Les expressions obtenues illustrent bien la signification physique de ces paramétres

a savoir que « contrdle I'élasticité de la courbe, et ﬂ sa courbure et sa résistance a

se tordre.

2.3 Modele géomeétrique intrinseque

2.3.1 Modélisation

Parmi les inconvénients du modéle des snakes, on peut mentionner entre autres
sa dépendance vis a vis de la paramétrisation choisie, comme cela a été souligné

auparavant. Aussi Caselles, Catté, Coll et Dibos [Cas92}, ont introduit un nouveau
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modele intrinseque en considérant les contours comme les frontiéres des courbes de
niveau d’une certaine fonction u, et transposant de ce fait I’étude des contours a
celle de la fonction y,

Plus précisemment, Caselles et ses collaborateurs ont proposé un nouveau modéle
de contours actifs inspiré du travail d’Evans et Spruck [Eva91] sur I’évolution des

courbes de niveau dans la direction de la normale avec une vitesse dépendant de la

courbure moyenne. L’équation d’une telle évolution peut s’écrire sous la forme;

Ou Vu
= = Vauldiv(—2
5 I uldw(]VuI

Le modele proposé pour la détection de contours, satisfait a I’équation suivante:

) (t,z) € [0, +oo[xR?

12) { 5 = 9(2) |V (div(ZY) + v) (t,z) € [0, +oo[xR2

u(0,z) = uo(z) T € R?

avec:
1

X) = .
I =T 702
G, *go est la convolution de I'image gy avec une gaussienne pour atténuer I'influence

du bruit, up est la donnée initiale prise comme une version réguliére de la fonction
1 — xc avec Xc¢ la fonction caractéristique d’un ensemble C contenant I'objet 0 dont
on cherche le contour.

Le terme v est introduit pour générer une force dans la direction normale a la
courbe de niveau, alors que la fonction g contréle la vitesse de I’évolution et I'arréte
lorsque le gradient devient élevé.

On suppose que u(t, X, y) est une fonction de classe C?. Soit k un réel, et on
définit la courbe SC par:

0C = {z :u(t,z) =k}

En paramétrant dC par son abscisse curviligne, on montre facilement que la courbure

algébrique p en un point quelconque de AC' est donnée par:

. . VU
p = le(m)

Le terme div(l—g.;’:—l) assure que le niveau de gris en un point de 9C augmente pro-

portionnellement a la courbure algébrique en ce méme point. Ceci a pour effet de

régulariser le modéle comme le fait I’énergie interne pour le modeéle des snakes.
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Vu
Vyl

positif, et peut étre interprétée comme une force poussant dC vers I'objet 0 quand

La constante v est choisie de facon a ce que le terme div( )+ v reste toujours
la courbure devient négative ou nulle.

Quant au terme |Vu|, il contréle ce qui se passe a l'intérieur et a I’extérieur de
domaine C. Ainsi la fonction u fait varier rapidement ses niveaux de gris dans l'objet
alors qu’'au voisinage de dC, la variation est plus lente.

De ce fait, le niveau de gris en un point de gC va croitre de maniére a ce que 9C
reproduise la frontiére de I'objet 0.

Apreés avoir vu l'interprétation géométrique du modele, on va maintenant voir des
résultats d'existence et d'unicité de la solution de I'équation (12) issus des travaux
des auteurs précédemment cités pour des données dans des espaces convenables et
dont les démonstrations figurent dans [Cas92].

L’équation (12) peut s’écrire sous la forme:

13) { 2 - g(z)ai;(w)du ~ vg(z)|[Vu| =0 (t,2) €0, +oo| xR
u(0, z) = uo(z) X € R?

avec a;;(p) = &;; — "’—;I%si p#0.

g(x) € WH(R?), et g(x) > 0 avec = Who(R?).

W1'°°(]R2) désigne I’espace des fonctions lipschitziennes bornées sur RZ% et on a
utilisé la convention d’Einstein pour la sommation.

Puisque le support des images est fini, I’équation (13) doit étre résolue dans un
carré (par exemple [0, 1]2), mais elle sera étendue a R? par extension périodique de
méme que la condition initiale uy et la donnée g(x).

La définition d’une solution de viscosité de (13) est donnée en fonction de celle
d’une solution inférieure au sens de viscosité que I'on rappelle ci-dessous (voir [Cas92]

et les références qui y sont citées).

Définition 2.4 Soit u € C([0, T] xR? pour T €]0, +oo[, on dit que u est une solution
inférieure de viscosité de (13) si:

Pour toute fonction ¢ € C'(R xRR?), et pour tout maximum local (o, Zo) €]0, T] X R?
de(u—¢) on a:

o Si Vé(to, o) # 0 alors:
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%?(to, o) — g(Z0)ai;(Vé(to, T0))0ijd(to, To) — vg(zo)|Vé(to, xo)| < 0.
o ot V(to, zo) = 0 alors:
22 (to, o) — g(xo) lim supp—0i;(p)dijé(to, z0) < 0.

o u(0,z) < up(z) V = € R%

D’'une maniére Smilare on peut définir une solution supérieure de viscosté en rem-
placant dans la définition ci-dessus “maximum locd” par “minimum locd”, “< 0"
par “> 0" et “lim sup” par “lim inf” .

Enfin une solution de viscosité est une fonction qui est a la fois solution inférieure
et solution supérieure.

On énonce maintenant le théoréme assurant l’existence et l'unicité de la solution

toujours au sens de viscosité.
Théoréme 24 Soit ug, vo € C(R?) N WH>(R?), alors:

o L ’guation (13) admet une solution unique au sens de viscosité u € C([0, +oo[ xRN

L>(0, T; Wt>(R?%)) pour tout T < oo et satisfait:
in fraug < u(t, z) < supgauo.

e Soitv € C([0, +oo[ xR?) la solution de (13) associée & la donnée initiale vy,

alors pour tout T € [0, +oo[ on a:
SUPO<<T Hu(t, ) — v(t, .)”Loo(m?) < ||u0() - ’Uo(.)”Loo(xZ).

Aind ce théoreme assure non seulement |'existence e I'unicité de la solution de
(13), mals démontre également que I'erreur pendant I'évolution reste inférieure a
celle commise au dépat sur la donnée initide.

Un autre résultat montre que moyennant certaines hypotheéses, le niveau de gris
4 reste nul pour tout point du contour cherché de I'objet, et pendant toute son

évolution au cours du temps.

Théoréme 25 Supposons que [' = x € [0, 1]2 : g(x) = 0 est une courbe de Jordan
simple, et que uo(:z:) € W1’°°(1R2) est périodique sur [0, 1]2 s ’annulant sur un voisinage

ouvert de T.
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Soit u(t,z) la solution de (13) donnée par le théoréme précédent, alors on a:
u(t,z) = 0 VreTl,VL>0.

La demongration repose sur des résultats partiels prouvés dans [Cra84], et figure
entiérement dans [ Cas92].

11 reste a montrer que la fonction « €pouse asymptotiquement le contour désiré.
En effet, en supposant que la courbe T' est une courbe smple de Jordan, comme
cda a éé le cas dans le théoréme précédent, et que la courbe I' est de classe C?,
elle partage [0, 1]> en deux parties connexes, I'intérieur I(I') e I'extérierr E(T). La
donnée initidle est prise dans C*(R?) encore une fois périodique sur [0, 1]* Sannulant
sur un voisnage ouvert de I' U I(I') e dont les courbes de niveau sont & courbure
uniformément  bornée.

On note 1(t) la frontiére de I'ensemble G(t) = {x € [0, 1]?: u(t, z) = 0}.

On a dors le théoréme suivant:

Théoreme 2.6 Pour v suffisamment grand, la courbe I'(t) converge pour la distance

de Hausdorff vers T quand t — +00.

Donc I’évolution de la frontiere de la courbe de niveau tend vers le contour cherché

pour un choix de v suffisamment grand, tout en permettant au terme div(g’,—"q) + v

de rester postif comme on I'a Sgndé précédemment.

2.3.2 Aspects numeériques

On va donner maintenant une tres bréve description du schéma numérique qui a
été proposé par [Cas92] e qui et inspiré de celui utilise par [Alv92b).

La discrétisation de |'opérateur dégénéré de diffuson repose sur I'introduction de
la coordonnée ¢ dans la direction de diffuson orthogonde au gradient e qui et

donnée par:
VU
[Vul

S ondésignepar 0 <0, <f8h<...< 0, L7 lesn vaiables angulares, et par

§ =—z9n6+y cosf avec (cos §,9n ) =

z1, 0 ,xn, les coordonnées orthogonaes aux directions données par les 6; et définies
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par:X = —z Sné;+y «s ;, dors on goproche I opérateur de diffusion |Vu| div( IE’,—ZI)
par:
Vu  §*u’y
Au = Jz_;f’(|vu| 027"

ou les f; sont pogtives, réguliéres, forment asymptotiguement une partition de
I'unité, et ne sont désignées a ére “actives’ que lorsque 1VV—“u| est proche de 7;.

L’ approximation est stable dans le sens ou I'opérateur d gpproximation et auss
dliptique et tend a représenter parfatement toutes les directions de diffusion (voir
les propositions 1 et 2 dans [Alv92b)).

Choisssons les directions §; comme suit: 6; i’——lll ou j=1,...,2N, et prenons

pour f une fonction pare, réguliere & a support dans [— 35, +55) Veéifiant:
f(r/2N = 0) + f(0) =

Alors on définit les f;(8) par f;(8) = f(6 = 6;), & on applique I'opérateur d’ap-
proximetion sgndé plus haut.

On obtient dors un syseme linéare que I'on peut résoudre par une méthode
itérative comme [a relaxation.

Pour conclure ce paragraphe, il e a sgnder que la discrétisation de |'équation
(12) et pas aiste car I'opérateur de diffuson |Vu| div(l%’::_l) est fortement aniso-

tropique, et ceci rend sa résolution un peu délicate a mettre en oeuvre.

2.3.3 Discussion du modeéle

Ce modéle permet donc de s affranchir de la dépendance paramétrique du contour,
dans la mesure ou il possede une paraméristion intrinseque, e offre I'avantage
d'une éude mathématique rigoureuse comme on l'a vu (il satisfat entre autres au
principe du maximum), permettant d'avoir I'exigence et I'unicité de la solution, et
dépend de peu de parametres.

En effet, les parametres nécessaires a la méthode sont:

o lacongante v qui représente le poids de la force gppliquée dans la direction
de la normae aux courbes de niveau.

e le choix de la courbe de niveau que I'on va suivre pendant son évolution (ini-
tialisation).
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e enfin, le critére choisi pour arréter I’évolution de la courbe de niveau de facon

a ce gu’elle donne le contour cherché.

La proposition qui a été faite est de comparer le gradient de I'image initiale
le long du contour et de s’arréter quand I’énergie obtenue atteint une certaine

valeur préchoisie.

Si 4; représente I’évolution de la courbe initiale a I'instant t, alors on prend

comme temps d’arrét la valeur donnée par T' = Arg E(~yr).

ou E(y7) = 3 E(70) avec I'énergie suivante:

E(w) = 715 [ VG ¢ go(a(s))lds

Donc le temps d’arrét est celui pour lequel I’énergie de la courbe associée est

égale a la moitié de I’énergie de la courbe initiale 7.

Le modele permet en plus de détecter plusieurs contours a la fois et ceci pour le
méme coltt car les calculs sont faits pour la fonction u sur tout le support de I'image.

Aprés avoir vu les avantages de ce modeéle, il s’agit aussi de parler de ses in-
convénients afin de procéder a une comparaison des différents modeles de contours
actifs.

Tout d abord, ce modéle n'est valable que pour des courbes fermées ce qui limite
beaucoup son utilisation par comparaison avec le modele des snakes et le modde
suivant de la bulle que I'on va voir dans le prochain paragraphe.

Ensuite, la procédure de résolution et assez délicate a mettre en oawvre comparée
a la simplicité de celle des snakes vue dans le paragraphe précédent ou a celle de la

bulle prochanement décrite (cf 2.4).

Enfin on a envie de trater les courbes qui sont des objets filiformes dans le plan
comme tels, plutbt que de les traiter comme frontieres de domaines surfaciques dans
le plan. Car s le modde offre I'avantage de traiter pluseurs contours a la fois sans
coltt supplémentaire, en revanche quand on veut traiter un seul contour, on est obligé
de traiter toute I'image en raison de la conception méme du modde.
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2.4 Modele discret de la bulle

2.4.1 Modélisation

Aprés avoir vu deux modeles continus de contours actifs, nous proposons dans ce
paragraphe un modeéle discret qui est a notre avis mieux adapté a la nature discréte
de I'image. Ce modeéle est assez similaire dans I’esprit & celui proposé par [Ami88],
toutefois I'analogie s’arréte au niveau de la prise en compte de la nature discréte de
I'image comme on va le voir.

Soit une courbe polygonale C représentée par sa liste de sommets discrets { vy, . . ., vn}.
Toujours dans la méme optique, il s’agit de déformer cette courbe pour détecter le
contour de I'objet placé a proximité. La déformation de la courbe se fait par I’expan-
sion du sommet réalisant le minimum d’une fonction de codt f(v) dont I’expression
est donnée par:

f(v) = acurv (v) + fimage(v)-
Ou curv désigne la courbure au sommet v, finqge(v) représente Iinteraction du
sommet v avec I'image, interaction décrite ultérieurement.

Le paramétre o modélise la raideur de la bulle supposée constante pour tous
les sommets de la courbe. Plus ce parameétre est grand, plus la courbe obtenue est
réguliere.

Ainsi la déformation se fait d’'une maniére lente et progressive puisqu’ a chaque
itération, un seul sommet de la courbe est déplacé. En effet, dans un premier temps
on procéde a I’expansion de tous les sommets suivant la direction de la normale avec
un module K constant, ensuite on cherche le sommet réalisant le minimum de la
fonction co(t et on procéde a son expansion effective.

A ce stade, il faut préciser que la fonction colt f est I’'analogue de I’expression
d’énergie globale dans le modeéle des snakes. Le terme a curv (v) joue le réle de 3 lv"lz
dans I’énergie interne du snake et le terme f;.q..(v) remplace I’énergie externe.

Quant au terme @ Ivl[2 present dans I’énergie interne du snake et dont le réle est
d’une part d’empécher la formation de boucles superflues et d’autre part de minimi-
ser la longueur de la courbe, ce terme a été remplacé par des contraintes de distances
minimale et maximale entre les sommets que I’on impose pendant 1’évolution des

sommets.
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En effet la distance entre les sommets lors de I'évolution de la courbe peut devenir
soit trés grande, soit trés petite par rgpport a la distance initidement choisie sur la
courbe de départ. Il faut donc contréler cette variation de distance en lui imposant
de s limiter dans un intervalle donné.

Ainsi, lorsque deux sommets sont & une distance supérieure a la distance maximale
autorisée, on insere entre eUX un ou pluseurs sOmMmets de maniere a respecter la
contrainte entre les sommets de la courbe, et de maniére analogue, lorsque la distance
entre deux sommets devient inférieure a la distance minimde on dimine un des
SOMMets.

La courbure et la normale en un sommet de la courbe sont calculées de maniere
discréte comme c’est le cas dans [Wil92] en prenant en considération ses sommets
voisins.

Le modée peut étre formalisé de la fagon suivante:

Soit (It)tEN une suite de sous ensembles de N, a partir de la courbe initiale Cy, on
va trouver une suite de courbes (Ct)ien donnée par: C; = { vf, i € I;} qui désigne la
courbe a I'instant t.

La courbe Cy4; est donnée en fonction de la courbe C; de la maniere suivante:

vt = vl = k(v}) ii ceci Vi €

avec:

(14) Koty = 4 8 Sl = min{f(v)),j € 1S
v 0 sinon

ou:

f(V) = acurv (U) + fimage(v)'

o et k sont des constantes positives, 7 est la normale & la courbe, curv(v) est la
courbure au sommet v, et enfin f,-mage (v) est I'interaction avec I'image au sommet

v, et elle sera décrite au prochain paragraphe.

Remarque 2. 1 Iy, est différent de I, dont la mesure ou: lorsque la distance entre

deux sommets voisins devient inférieure & une valeur préfixée B, on élimine un
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sommet, et quand elle devient supérieure & une valeur préfizée (3, on considére leur
milieu comme un nouveau sommet de la courbe.

Donc le cardinal de I; peut augmenter ou diminuer a chaque itération.

2.4.2 Interaction avec l'image

La fonction d’interaction avec I'image est calculée de la fagon suivante:

Puisque a chaque itération, seul un sommet se déplace, alors on va chercher un
profil souhaité de I’évolution de I'intensité de ce sommet. Si on s’attend a ce que le
sommet lors de son évolution passe d’une zone sombre a une zone claire, et que le
contour a détecter sépare ces deux régions, alors un exemple de ce profil est donné

par la figure 8.

ZoneTlaire
3
Zone de transition
1
0
.]_ \ I

Zone sombre

Fic. 8 - Profil d’intensité allant du plus sombre au plus clair.

Pour calculer I'interaction de la courbe avec I'image, on va essayer de maximiser
la corrélation avec ce profil de la trajectoire de chaque sommet de la courbe.

A chaque sommet on associe la frontiére extérieure de la bande comme cela est
illustré dans la figure (9) et on calcule I'intensité moyenne ENG(t, v) du bord exté-
rieur de la bande B,;; de sorte que nous avons:

ZWEBCN I(’U))

ENG(t, v) = L(B.o)
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I(w) désgne I'intensté de I'image au point w, et L(B,,) la longueur de la courbe
Bext'

Bext

/

Bande d'intéret
1 @-.

P Sommet considéré

Fic. 9 - Bande de déplacement du sommet par la bulle.

Dans ce cas on définit I'interaction avec I'image au sommet v} par:
j=p-1 _
fimage(vi) = | ;OENGU = J, v )il

Cette interaction permet de tenir compte de |'historique de I'information image des
p denieres itérations du sommet considéré.

avec v; dédgnant les coefficients du profil.

Dans I'exemple précité, ces coefficients auront pour vaeurs 49 = 11 =3, 12 = 0
gdp=...=13=-1

En fat c'et un produit scaare du profil cherché avec la trgectoire du sommet
gue I'on va chercher a maximiser en guise de corrdation avec I'information de I'image.

Cette maniére de cdculer les interactions avec I'image a I’avantage de tenir compte
de la zone dintérét avant I’expandon et des précédentes interactions du sommet avec
I'image, pour nous donner une sorte de gradient &aé dans |'espace et le temps, pour
d' une part la prise en compte de la zone d'image, e d autre part la prise en compte de
la dimenson temporele gréce aux itérations précédentes intervenant dans le cacul
de la vaeur dinteraction de I'image en ce sommet.

On congate dors la différence avec les snakes ou I'on ne tient compte, dans le
cdcul du gradient spatid de I'image, que d'une itération, qui et la précédente dors
guici on fat intervenir une pondération de l'interaction au sommet consdéré par
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cdles de pluseurs itérations précédentes permettant de donner plus dinformation
sur I’évolution de chague sommet de la courbe.

Donc le principe est de faire évoluer les sommets, a la maniere de la propagation
de particules dans un milieu (visqueux par exemple) qui se propagent tant qu'eles ne
rencontrent qu'une faible résstance opposée par le milieu, & gtét que la résstance
devient forte, dles ont de plus en plus de difficulté a pénérer dans le milieu.

Cette fagcon de cdculer I'interaction avec I'image présente une certaine robustesse
que I'on peut voir dans les réaultats obtenus par cette méthode en comparaison
avec le cacul du gradient dans le modéle de Kass, dans la mesure ou on parvient
a déecter des contours d'objets en patant d'un cercle a I'inté&ieur de I'objet ou
d'une droite. Cec rend l'initidisation reaivement facile dans I'objectif d'une semi
automatisation du processus de déection comme le montrent les résultats (on a
toujours besoin d'une initidisation par I'utilisateur pour placer la courbe a proximité
de I'objet chaig).

On peut tout auss choisr d'autres profils d'intensté pour décrire plus ou moins
|a variation de I'intengté du sommet lors de son évolution vers le contour a détecter
et cest I'utilisateur qui choist le profil souhaté

Aprés avoir précise comment s effectue |'expanson des sommets de la courbe, on
va éudier comment obtenir la courbe finde qui est censée représenter le contour de
I’ objet.

Pour un certain nombre d'itérations N fixé au départ, on procede a chague itéra
tion a I'expanson du sommet correspondant au minimum de la fonction colt f. Ceci
nous pemet au terme des N itérations d’'avoir une courbe connectant les sommets.

Il faut noter que le contour obtenu aprés ces N itérations, n'a aucune raison de
ressembler au contour désré du fat que I'entier N peut é&re chois arbitrarement
grand. Par contre on peut afirmer que pami les différentes courbes associées aux
itérations successves, il y en a al moins une qui présente une adéguetion avec le
contour cherché.

Il est donc nécessare dintroduire un critére pour choisir la bonne courbe. Pour
cda on cdcule a chague itération I'énergie image de la courbe obtenue (comme
somme des énergies images de chague sommet), et on trace la courbe d énergie

donnant I'énergie image de la courbe en fonction du nombre d'itérations.
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Ensuite on choisit I'indice correspondant a I'extremum de la courbe d’énergie, et
la courbe & cette itération va nous donner le contour de I'objet.
A chaque itération t, I’énergie de la courbe & minimiser est la suivante:

of) (d(vi*, vf) + d(vi,vi,))/2
L(CY)

E(t) - _ Z fimage(

i€l

avec L(C}) désignant la longueur de la courbe:

L(Cy) =}, d(vi™, o))

i
i€l
Cette énergie représente physiquement a tout instant t une force d’interaction
entre I'image et la courbe obtenue & cet instant t. Cette forme sera minimale quand
la courbe sera formée par le contour recherché, et dés l'istant ol la courbe aura
réussi a dépasser le contour, on assistera a une libération “explosive” de la courbe
et par conséquent a une augmentation de I’énergie.

Le contour final est donné par la courbe Crou T est I'itération donnée par:
E(T) = min{E(t) : pour 0 <t < N}.

En représentation continue, 1’ énergie aurait I’expression suivante:

E(t) ___/ fimage(v) d’U
Cg L(Ct)
Remarque 2.2 Ce modéle est aussi régularisant, dans la mesure ou: en partant
d ‘une courbe initiale irréguliére, et pour une image a niveaux de gris constants,
on arrive & trouver une courbe réguliére comme le montre la figure (10) méme si

U’¢évolution de la courbe ne se fait qu’en déplacant un seul sommet a la fois.

Un exemple dans la figure (11) donne I’allure de la courbe d’énergie obtenue par
un tel processus. on constate la présence d’un minimum d’énergie

Le diagramme de la figure (12) résume les différentes étapes de cette méthode de
la bulle de linitialisation jusqu’a la détection du contour.

Tout comme pour les snakes, on propose cette méthode pour les deux modes de

contours a savoir les contours fermés, et les éléments de frontiére ouverts.
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On peut voir un résultat de la détection d’un contour fermé dans la figure (13)
en partant d’une initialisation par un cercle, et en laissant évoluer les sommets sur
I'image.

Un autre résultat pour un élément de frontiére est illustré dans la figure (14) en
partant d’une initialisation par un segment et en laissant les sommets évoluer dans
I'image pour trouver le contour final.

En plus des avantages des snakes que nous avons cités préalablement, et plus
généralement des contours actifs, le modéle de la bulle offre d’autres avantages qui

sont les suivants:

e 1l permet de simplifier I'initialisation requise par I'utilisateur ce qui lui confére

une certaine robustesse face au bruit.

o |l tient compte des interactions avec I'image de facon locale dans I'espace (I'in-
formation sur la région), et dynamique ou temporelle a travers les itérations

précédentes, au lieu de tenir compte uniqguement du gradient spatial d’images.

e Le processus d expanson dépend du sommet considéré par opposition au mo-
dele du Ballon dans les snakes ou I’expansion est la méme pour tous les som-
mets. Ceci a I'avantagg de ne pas traiter des sommets qui sont arrivés & des-

tination.
o 1l prend en considération la nature discréte des données.

Par contre, on peut lui reprocher (tel qu’il est présenté actuellement ) d’avoir
deux paramétres (celui qui modélise la raideur et le module d’expansion) qui sont
constants pour tous les sommets de la courbe au lieu d’étre des fonctions du sommet
considéré. Enfin, il importe de préciser que I’on détecte le contour aprés coup. Ceci
est dG a la nature méme du modeéle liée a une recherche de rupture de modéle et qui
par conséquent nécessite une connaissance suffisamment importante de I'évolution
du modéle. C’est précisément cet aspect qui rend le modéle attractif et le dénomme
sous le terme de modele de la bulle.

Dans la figure (15), on présente un résultat pour des contours fermés de diffé-
rentes cellules donc a travers différentes sortes de textures et de niveaux de gris, et

différentes formes d objets.
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Remarque 2.3 Le terme “discret” du modéle de la bulle, ne vient pas de la dis-
crétisation de la courbe comme on pourrait le croire (dans ce cas méme les modeles
continus sont amenés a étre discrétisés par la suite), mais I'appellation vient du fait
que la conception méme du modele est discrete dans la mesure ou on procede a la
déformation d’un seul sommet & chaque itération par opposition aux autres modéles
qui font déformer toute la courbe.

Une autre raison qui n’est pas favorable (a ce stade) a sa reformulation de maniére
continue est la suivante:

Le processus d’expansion se fait par une minimisation d ’une fonction codt f, or si
ce minimum existe dans le cas discret, trouver un minimum de f dans le cas continu

n'est pas évident a cause du caractere nonlinéaire de f.

Ce modéle permet aussi de régulariser la courbe, car lorsque I'interaction est
nulle, le déplacement se fait par minimisation de la courbure qui tend a régulariser

la courbe, de méme que I’énergie interne dans le cas des snakes régularise la courbe.

2.5 Conclusion

On a vu dans ce chapitre, trois approches de modeles déformables en vu de la
détection de contours qui sont différents par leur facon de percevoir les contours
et leur maniére de traiter les déformations des courbes, dans le but de détecter le
contour de I'objet, suivant qu'ils consdérent les contours comme des courbes planes,
ce qui est le caspour les snakes, ou bien comme des courbes de niveau comme pour
le modéle géométrique intrinseque, ou alors comme une approximation polygonale
discréte de la courbe comme on I'a vu pour la bulle.

Pour chaque modéle, nous avons présenté ses avantages et ses inconvénients.
A travers I’étude qui a été consacrée a ces différents modeles, et dans le but de
les évaluer et de comparer leurs caractéristiques, NOUS avons tout aussi présenté
différents résultats les illudrant.

Magré la diversté des modeles éudiés, on peut leur trouver un point commun qui
est celui de I'initialisation requise au voisinage de I’objet comme courbe de départ, et

qui est inhérente a toute méthode de détection par contours actifs pour les raisons
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mentionnés auparavant, et qui concernent la recherche d’'un minimum local de la
fonctionnelle d’énergie.

De méme tous ces modeéles nécessitent des parametres pour imposer une certaine
régularité aux contours, et influencer par la suite leurs formes pour avoir un contour
ressemblant le plus possible a la frontiére de I'objet. Ces paramétres permettent

d’éviter les irrégularités dues a la seule information des valeurs discrétes de I'image.
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Fic. 10 - Evolution de la bulle sur un terrain plat, initialisation, évolution et

résultat.
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FiGc. 11 - Courbe d’énergie de la bulle.
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(Unitialiser la bulle )

Trouver le sommet
‘energie minimale

aire évoluer ce
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avec I'image

Répéter un certain
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d’énergie

(Tracer la bulle )

Fic. 12 - Diagramme de la méthode de la Bulle.
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FiG. 13 . Initialisation et résultat pour un contour fermé détecté par la bulle.

Fi1G. 14 - Initialisation et résultat pour un élément de frontiere par la bulle et

évolution des sommets.
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Fic. 15 « Q uelques contours fermés détectés par la méthode de
objets ayant différentes textures.

la Bulle sur
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Chapitre 3

Techniques de Multiréesolution

3.1 Introduction

Il eg difficle d andyser par ordinateur directement I'information contenue dans
une image a patir des niveaux de gris de ses pixes, car ils dépendent des condi-
tions dilluminaion. Or les vaidions locdes de I'intendté d'une image sont trés
importantes, notamment pour la détection de contours, étape essentidle dans la
segmentation.

I faut avant tout rgppeler que les vaiatons dintensté ne correspondent pas
toujours a la présence de points de contours, car dles peuvent ére dues aux effets
d ombres, de reflets, de textures, . . .

D'autre pat, la talle du voisnage ou le contraste est calculé doit ére adaptée
a celle des objets de la scéne a analyser [Mal89b], mais générdement les structures
que I'on veut andyser dans une imege ont des talles différentes, ce qui dimine
I'exigence d'une réolution unique adaptée a tous les objets présents dans I'imege.

Ausd, on choist dandyser ces dructures, de fagon progressve en utilisant la re-
présentation multirésolution qui permet d'interpréter  I'information de I'image d'une
maniere  hiérarchique.

Les objets a différentes résolutions caractérisent dors les différentes Structures
physiques présentes dans la scéne, et on retrouve a faible résolution, les entités qui
correspondent aux larges structures contribuant au contexte de I'image.

Dans ce chapitre, on va présenter trois méthodes assez différentes dans leur esprit

57



58 CHAPITRE 3. TECHNIQUES DE MULTIRESOLUTION

et leur philosophie pour réduire ou extrgpoler les images. Ces méthodes permettent
de condruire une pyramide  multirésolution.

On va commencer par présenter un des travaux pionniers dans ce domaine qui
et cdui de Burt e Addson concernant les pyramides Gaussennes et Laplaciennes
[Burt83]. Ensuite on parlera de la représentation par ondelettes introduite par Mallat
[Mal89b] et qui depuis, est tres utiliste dans de nombreuses gpplicetions (comme le
codage et la compresson d'images). Enfin on achévera ce chapitre par la présentation
d'une technique de multirésolution fondée sur les pyramides splines [Uns93] fasant
intervenir des bases B-splines e qui ne peuvent ére incluses dans la représentation
par ondelettes de Mdlat a cause de leur caractére non orthogond.

L’ordre dans lequel sont évoquées ces différentes méthodes, correspond a I’ ordre
chronologique de leur apparition dans la littérature. Notre choix et motivé par la
volonté de présenter un éventall de techniques de multirésolution, afin de voir les
diverses étgpes qui ont permis de les éaborer, afin dexprimer un choix en fonction
de leur intégration avec tel ou tel processus suivant les processus de contours actifs

and que cda sera déalllé au chapitre suivant.

3.2 Pyramides Gaussiennes et Laplaciennes

Ce paragraphe et consacré a la présentation d'une des premieres techniques de
multiréolution a savoir la pyramide Gaussenne, introduite par Burt & Addson
[Burt83] comme structure pyramidae pour la représentation des images en vue d'un
processus ultérieur comme le codage par exemple.

Cette pyramide Gaussenne est générée a patir d'une image initide par une suite
de filtres passe-bas appliqués chague fois a I'image résultante.

En effet la vdeur de chague pixel de la nouvdle image et obtenue en effectuant
une moyenne pondérée des pixels voisns dans I'ancienne image, en utilisant un
masque de convolution.

Pour passer d'une image go a pleine résolution a une image ¢; a résolution infé-
rieure, on utilise une fonction de réduction REDUCE qui procéde par convolution
de I'image go avec un masque et effectue ensuite un sous-échantillonage de I'image
convoluée pour obtenir I'image a bas niveau notée g,.
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Si on note par go(z,7) (resp. ¢1(z,7)) 'e niveau de gris du pixel d’abscisse 1 et

d’ordonnée j sur I'image go (resp. g; ), alors on a:

m=-2 n==2
La convolution avec le noyau W et effectuéeici sur une fenétre de taille 5x5 centrée
sur le pixel (i,)).
Burt et Adelson ont imposé certaines contraintes a ce noyau W qui s’expriment

de la maniére suivante:

e La séparabilité: pour réduire le colt de calcul en dimension 2, on prend un
noyau W sous forme de produit tensoriel de deux noyaux unidimensionnels
identiques w.

W(m,n) = w(m) w(n)

e La normalisation: cette condition porte sur le noyau monodimensionnel w et

permet de préserver la moyenne des niveaux de gris.
2

E w(n) =1

n=-2

e La symétrie: le noyau w doit étre symétrique pour garantir une réponse im-
plusionnelle réelle.

w(—1) = wii)

e L’équicontribution: chague point de I'image a un niveau donné doit contribuer

de la méme fagon aux noeuds du niveau successeur de la pyramide.

Z w(n) = Z w(m)

n=pair m=impair

e l'unimodalité: la réponse impulsionnelle doit étre unimodale afin de mieux
approcher un filtre gaussien, ce qui pour une détection de contours permet

d’éviter les faux contours [Wak93].

En prenant la valeur de w(0) = a comme paramétre, on peut exprimer les coefficients

du filtre monodimensionnel sous les conditions précitées comme suit:

w(0) = a



60 CHAPITRE 3. TECHNIQUESDE M ULTIRESOL UTION

w(-1) = w(l) =

w(-2) = w(2) = ;=

Le paaméire a et chois de fagon a ce que la condition dunimoddité se rédise
au mieux. Différentes vdeurs de a ains que les courbes correspondantes des profils
de noyaux sont discutées dans [Burt83] aind que dans [Dau88] ou on trouve par
exemple que pour a=0.4, on a une fonction qui gpproche une gaussenne au fil des
itérations, aors que pour a=0.3, on obtient une fonction triangulare.

DN e

* a

Par itérations successives du processus, on obtient une pyramide d’images dite
pyramide Gaussenne illusrée en figure (16).

Une fois la pyramide Gaussenne condruite, on va construire la pyramide Lapla-
cienne en s basant sur deux fonctions qui sont EXPAND et DIFFERENCE e qui
sont définies par:

90 = EXPAND(g,) & Lo = DIFFERENCE(go,9,)

L'image g, est condtruite de la maniére suivante:

2 it—m j—n

98(2,1) = 4 Z Z W(m,n)g( 2 ' 9 )

m=-2 n=-2

Seuls les termes pour lesquels 5™ et 2 sont entiers, sont pris en considération
I'intérieur de la somme

Quant a I'image Ly, ele est obtenue en prenant la vaeur absolue de la différence
entre les niveaux de gris des deux images go e g,.

En appliquant au dernier niveau de la pyramide Gaussenne ce que I'on a fait
a I'imege ¢; a savoir EXPAND puis DIFFERENCE avec le niveau supéieur de la
pyramide Gaussenne et en itérant le processus, on obtient une pyramide Laplacienne
qui peut Sinterpréter comme une pyramide composée par des images renfermant les
détails en passant d'une résolution a une autre.

Ceci et juste une interprétation par oppodtion aux détals effectifs présentés
au prochain paragraphe dans la représentation par ondelettes et intégrés dans la
formulation méme de |’ approche.

La figure (16) montre un résultat de cette pyramide gaussenne appliquée a I'image
de femme avec un choix du parametre a correspondant a a = 0,4. En outre, on
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observe les déails de la pyramide Laplacienne en figure (17) ou les images ont subi
une égdistion dhisogrammes pour une mellleure visudistion.

Fic. 17 - Pyramide Laplacienne gores égdisation d histogrammes

En outre, et pour voir I'influence des vadeurs de niveaux de gris des pixds sur la
détection de contours par contours actifs, on a pris deux images ayant les mémes
dructures, et on a gopliqué la méhode de la bulle & ces deux images, a savoir,
I'imege originde g, (voir figure 18) et I'image lgplacienne de méme talle Lo, tout
en prenant soin de garder les mémes paaméres and quune méme initidisation.

Les contours obtenus sur I'image laplacienne sont illustrés par la figure (19) et

sont affichés sur I'imege originde comme le montre la figure (20), &fin de fadliter la
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comparaison avec les contours obtenus directement sur I'image originde. On observe
que les contours déectés sur I'image laplacienne sont plus réguliers, et donnent de
meilleurs résultats pour les objets bruités e texturés comme le sont les cdlules
grises. Ceci regjoint les travaux de Bossart cités dans [Bos94].

HG. 18 - Méhode de la Bulle appliquée sur I'image originde

D'autre pat, les contours ectifs e la multirésolution ne sont pas 9 érangers
'un de l'autre. En effet 9§ comme on I'a vu dans le chapitre précédent certains
contours actifs sont issus de minimisation de fonctionndles. On peut auss montrer
que certaines multirésolutions peuvent tout auss a leur tour, étre fssues d' une mini-
mistion d'énegie Aind, pour un sgnd monodimensond, minimiser une certane
énergie, revient a lui gppliquer une convolution avec une fonction gaussenne et sous-
échantillonner ensuite le signd obtenu (ce qui revient & appliquer I'dgorithme de
Burt pour un noyau gaussen).

En effet 9§ on dédgne par go le Sgnd origind, e par h le 9gnd sous-échantilloné
a un coefficient prés, dors minimisr une énagie fasant intervenir un terme de
régularisation e un deuxiéme terme comme éant la disance entre » et h ( dans
L?), éguivaut & gopliquer I'dgorithme de Burt pour un noyau gaussien.
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FIG. 19 - Méhode de la Bulle appliquée sur I'image lgplacienne
Ceci e pleinement judifié par la propostion suivante

Proposition 3.1 Calculer le premier niveau dans lu pyramide gaussienne de Burt
construite sUT go(x) avec un noyau gaussien W(z) = e'%, revient & minimiser
[ ‘énergie suivan te:
E(w) 2% [ T @) + S (@ + [u - b
~ 4 32

avec h(x) = ogo (2%).
Démonstration: Soit g, (z) = [¥2 W(y)go (2X + y) dy avec W(x):e'f.

On note par f la fonction définie par: f(x) = f(-x), e par f la transformée de
Fourier de f quand dle exige.

OnaW=We W (z)= ce™’%.

D'autre part, g, (z) = (W * go)(2z) = (W * go)(2z). En passant & la transformée
de Fourier, on a dors.

2,
o
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N
N——
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~>fQ
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FiG. 20 - Réltas de la laplacienne sur I'image originde

Orona

o222 o222
— )

exp (=) =1/exp(—

que I'on peut approcher par:
1

g222 aizt
1+ <+ %

on a donc en premiere approximation:
o? ot o . .z
1 -2 P A ~ = A (7
En passant par la transformée de Fourier inverse, on obtient I'équation Suivante:

2

g” n 0'4 (4)
0(2) ~ T 57(2) + 25 089(@) = o o(22)

D'autre pat, soit I'énergie
0o 2 4
E(u) = /:o -(;—[u'(:r:)]2 + g—4[u"(:c)]2 + %[u - h)%dz

L’'équetion d’Euler donne:
2

(v = B(e) = G (&) 4 22 we) = 0
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En choisssant h(z) = ogo( 2z), dors ¢ vérifie I'équation d’Euler pour I'énergie E(U).

Réciproquement:  Minimiser  E(U), revient-il a effectuer une multirésolution? S
v et un minimum de E, dors il saidfat a I'éguation d’Euler. Par transformée
de Fourier, & en utilisant la méme gpproximation que précédemment, puis par
tranformée inverse, on obtient dors:

v(2) = (W * g0)(22) = (W * go)(22)

Aind cdte propodtion édblit un lien entre la multirésolution et la minimisation
de la fonctionnelle décrite plus haut que I'on peut consdérer comme une énergie
asociée a une image, e hon pas a une courbe comme on I'a vu au chapitre précédent
pour les courbes déformables.

En concluson de ce paragraphe, les pyramides Gaussiennes et laplaciennes sont
de bons outils pour réduire les images e présenter leurs détails en faisant apparditre
leurs dructures a des échdles différentes, mais leur grand inconvénient réside dans
le fait que les données images dans la pyramide Laplacienne sont corrélées et il N y a
aucune solution pour ce modde multirésolution de lever cette corréaion. Auss on ne
sat pas 9 les amilarités présentes entre les images de déails a travers les différentes
résolutions sont dues aux propriétés de I'image eleméme, ou bien a la redondance
intrinseque de la représentation [Mal89b]. On peut tout auss reprocher au modde
pour certaines gpplications comme la reconnaissance de formes, son homogéneité
oatide a savoir quon ne peut pas voir queles orientations ont les détails, ce qui
nNest pas le cas pour la représentation orthogonale par ondelettes comme on va
le voir dans le prochain paragraphe qui gréce a I'orthogondité de la base et a la
formaisation de I'approche permet de générer trois orientations pour les images de
détalls a savoir les images de déals horizontaux, verticaux et diagonaux.

3.3 Représentation par ondelettes

Dans ce paragraphe, on va présenter un puissant outil pour la réduction d’images
développé par Madlat [Mal89b] a partir des résultats en andyse fonctionnelle obtenus



66 CHAPITRE 3. TECHNIQUES DE M ULTIRESOL UTION

par Meyer et présentés dans son ouvrage [Mey92], en ce qui concerne les propriétés
des ondelettes.

Meyer a montré qu'il existe des ondeettes permettant de genérer des bases or-
. thonormades de L?(R™) qui générdisent la base de Haar, tout en &ant auss bien
localistes que régulieres, donnant aind naissance a un puissant outil en andyse fonc-
tionnelle qui a trouvé de nombreuses gpplications dans différents domaines. Une des
rason mageures vient du fait que les bases orthogondes d onddettes sont des bases
de la plupart des espaces fonctionnels classiques comme LP(R"), les espaces de So-
bolev, les espaces de Besov,...

Ayant dga introduit la définition d'une ondelette dans le premier chapitre, on
va maintenant présenter |'approximation multirésolution de L?(R™) comme I'a défini
Meyer dans [Mey92].

Définition 3.1 Une approximation multirésolution de L%(R™) est une suite crois-

sante (V;);ez de sous espaces vectoriels fermés de LZ(JR”) veérifiant les propriétés

suivantes:
(15) (1 V; = {0}, et | V; est dense dans L*(R")
j€L J€T
(16) pour tout f € L*(R™) et toutj € Z , f(z) € V; & f(22) € Vi

(17) pour tout f € L*(R™) et tout k € 2", f(x) € Vo & f(z — k) € Vp
(18) il existe une fonction g(x) € V; , telle que la suite {g(x = k)}rezn

forme une base de Riesz de Vj.

Mdla [Mal89b] a utilisé cette définition pour I'éude des signaux dans L*(R™) de
la fagon suivante

Soit A; I'operateur donnant une approximation du sgnd f a la résolution 27,
dors A; est linéare et idempotent, c'est donc un opérateur de projection sur un sous
espace V; que I'on peut interpréter comme I'ensemble des approximations possibles
des signaux de L*(R™) a la résolution 27,

Ceci lui a permis de donner des bases orthonormées des espaces V; a I'ade de la
fonction d échelle associée a la multirésolution (V;);ez Oréce au théoréme suivant:
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Théoreme 3.1 [Mal89c]
Soit (V;) jez une approximation multirésolution de L2(R™), il existe alors une fonc-
tion ¢(z) dans L*(R™) appelée fonction d’échelle telle que (@;x)kezn forme une base

orthonormée de VJ avec:
bk (x) = 2M124(273/2g = k).

Si on note la projection de fe Lz(]R") sur I'espace V; par f; alors on a:

550) = 4; 1) = 27 [ f@)6(Fz - y)d.

Pour le traitement de signaux monodimensionnels et le traitement d’images (n =

1,2), on utilise en pratique la caractérisation de la fonction d’échelle par un filtre
discret. En effet la relation entre la fonction d’échelle et le filtre discret associé, est

donnée par le théoréme suivant:

Théoreme 3.2 [Mal89b]

Soit ¢ la fonction d’échelle associée & une multirésolution de L*(R), et soit H
un filtre discret de réponse impulsionnelle h(n) = < ¢_j9, do, > avec Pjr(z) =
2i/12(2-3/2g — k). Supposons de plus que |¢(z)| et |¢'(z)| sont de I'ordre de z~2 &
I'infini, alors la série de Fourier définie par:

Hw) = ¥ h(n)e "™ satisfait aux deux propriétés suivantes:
e H(0) = 1 et h(n) = O(—n?) a l'infini
o H@P + B+ = 1

Réciproquement, Si H(w) est une série de Fourier satisfaisant aux deux propriétés

ci-dessus, et vérifiant en plus
|H(w)| #0Vw € [0,7/2]

alors la fonction définie par:

p=00

d(w) = 1_—I| H(27"w)

est la transformée de Fourier de la fonction d’échelle d’une approximation multire-

solution de L*(R).
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Introduisons maintenant la notation suivante: h(n) = h(-n), dors H et le filtre
miroir de H associé & k et il va jouer un role essentid dans I'agorithme proposé par
Mallat pour la décomposition [ Mal89c].

Ayant introduit la fonction d'échdle et le filtre discret associé on va introduire
la notion d'ondeette liée a I'gpproximation multiréolution a travers les espaces
complémentaires des espaces (V;);ez. Notons par W; le sous espace de V4, supplé
mentaire a V; cest a dire que I'on a Vj4, = Vj @ W;, dors I'espace Wj contient
les Sgnaux détails obtenus en passant de la résolution j + 1 a la résolution j ce qui
revient a dire que c'est I'information perdue en passant de la résolution j + 1 a la
résolution inférieure j.

D'gores la définition de I'andyse multirésolution, et celle des espaces W;, on
peut en déduire que L*(R") = @=t% W;. ced signifie qu'une base de L*(R") est
donnée par cdles des différents W;. Le théoréme suivant dans le cas des sgnaux
monodimensonnels donne la fonction d'ondeette a partir de la fonction déchdle

Théoreme 3.3 [Mal89b]
Soit (V;) jez une approximation multirésolution de L?(R), soient ¢ et H la fonction

d ’échelle et le filtre associés, notons par G(w) = e~* H(w+7) et soit 3 une fonction
dont la transformée de Fourier est donnée par:

P(w) = G(w)d(w) alors (Pji)rez est une base orthonormée de W, et (ir) jrez
est une base orthonormée de L%(R). avec th;x(z) = 27/%(27z = k).

¥ est alors dite I'ondelette associée a .

Aind a patir dune approximaion multiresolution (V;);ez, on définit une fonction
déchdle ¢ e le filire H associé. Ensuite a I'aide du filtre conjugué G défini par le
théoreme précédent, on en déduit I’ondelette associée a la multiresolution (V) ez.

Dans le cas bi-dimensonnel qui nous intéresse (cdui des images), la générdisa
tion de ces théoremes se fat sans peine a I'ade du produit tensoriel, ce qui revient
a congdérer uniquement le cas séparable comme dans le cas des pyramides gaus-
siennes. On construit alors trois ondelettes de la maniére suivante:

Soit (V;);ez Une approximation multirésolution de L*(R), e soit ¢ la fonction
d'échelle associée et o) I'ondelette associée a ¢. On dédfinit V] =V, ® V; conme
une.gpproximation multirésolution de L?(R?) dont la fonction d échelle associée est
donnée par ®(z,y) = ¢(z)d(y). Alorsles bnctions uivantes définies par:
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V) (z, y) = ¢(z) P(y), ¥ (2, y) = ¥(z) $(y) et ¥O)(z, vy = ¥(z) p(y) sont les
trois ondelettes associées & V;,, e véifient les deux propriéés suivantes

o (U0 W@ Gy eze forme une base orthonormée de I
{ol) v el . forme une base orthonormée de L*(R?
* gam) ¥ jnmy X jnm J(4,n,m)€Z3 une orthonormee de ( )

ou on a utilis$é les notations suivantes

Vit = V; @ Wi. finm(2,9) = 2f1(20 = n)fp(27y = m) quand f(e,y) =
fi(z) fa(y) pour j,n,m € Z.

Le produit scalare de la fonction f avec chacune de ces trois ondelettes, donne
dors ce quon appdle les déals horizontaux, verticaux et diagonaux, obtenus en
passant d'une résolution a une autre.

Madlat a donné pour cette représentation en ondeettes deux agorithmes pyra
midaux permettant de décomposer une image et de la recondruire en utilisant une
décomposition séparable en filtres miroirs conjugués [Mal89b).

Ces dgorithmes permettent donc de générer a partir d'une image a une résolution
donnée, I'image a plus faible résolution, et les images de détails horizontaux, verti-
caux, et diagonaux. Pour la recondruction, on obtient a partir d'une image réduite
et des images détals, une image a plus grande résolution par I'dgorithme inverse.

Un résultat d'une telle décomposition est donné par la figure (21), ot on observe
I'image réduite, et les images de déals horizontaux , verticaux, € diagonaux.

Ayant éudié de plus prés les reations liant les coefficients des filtres intervenant
dans la décompostion et la recongtruction par ondelettes, ains que ceux interve-
nant dans I'dgorithme de Crowley [Cro84] ou encore de Burt pour la pyramide
gaussenne, Daubechies [Dau88] a montré que I'on peut condruire une gpproxima
tion multirésolution de L%(R) et par conséquent une base d'ondelettes en partant
d' @éments discrets qui sont les réponses impulsonneles des filtres. Ceci lui a permis
de condruire des onddettes orthonormales a supports compacts gréace au théoreme

suivant:

Théoréeme 3.4 [Dau88]

Soit ¢ > 0, et soit h(n), la réponse impulsionnelle d’'un filtre, vérifiant:

o T lh()linf < 4o
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o Y, =mer = 2k)h(n=20)=6un

° En ZEE) = 21/2

Supposons aussi qu'il existe N € N tel que mo(w) = 272 ¥, h(n)e™™ puisse se
mettre sous la forme:
mo(w) = [1/2(1 + e“)IV[Y_ f(n)e ™
n
avec:
D 1f(m)lIn]* < +o0
sup| ) f(r)e™| < 2V

Définissons par:
g(n) = (~1)"h(1 = n)

$(w) = (2r)2 ] mo(2-w)

J=1
(z) =22 3 g(n)é(2z = 1)
Alors ¢ défs itd onction d’échelle d’une analyse multirésolution de L?(R) o0 % est

| ‘ondelette associée.

Une autre maniére d'interpréter ce résultat, est que les fonctions ¢ et ) sont bornées
et uniformément continues car leurs transformées de Fourier sont dans L' N L*°.
Quand le filtre es a réponse impulsonndle finie, ce qui dgnifie que

JN;, N; € Ntd 