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«V´/¬¦¶iªa®i¤·§©§V´/Å�§©¨�ª�¨�«�¼(¬¦­�¥>¨c°>¾>Ä�¶_¬¦¯�Å�¶>¨)ª�¥&£ ¨�Ì3°>±/¬AªV´²¬A¶±²´/¯�´²«V¨�¶$«�±/¨�ª^§©Ä�ªV­>±²«©¤�«�ª^¥3¨�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä¦ÀiàI¬¦­>§Ðµ�¨�ªS¥3¨�­3Ì�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�Ái¬A¶�¯�¬¦¶$«V§©¨"ÂA­_¨x±M£ ¬¦¶+°G¨�­>«S°i¤¦ª©ªU¨�§�ÁG¤(³¦¨�µ­>¶�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ÊÖ§V¬A¶A«©´²Å�§V¨AÁ¦¨�¶L«©¨�¯�°_ª�Ä�³¦¨�¶A«V­_¨�±/±²¨�¯"¨�¶A«�ÃA§©¤¦¶_¥&ÁA¥�£ ­>¶�Ä�«©¤�«-ª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨j¹Ð«©¬¦­3«-¤·­>«V§©¨¦ÁA°G¬¦­>§©³Y­�Â$­�£ ´²±¸ª¤·°>°i¤·§V«V´/¨�¶>¶>¨�¶A«�¹�­>¶_¨x¯�Ú�¯�¨"µ�¬¦¯�°G¬Aª©¤·¶$«V¨xµ�¬¦¶>¶_¨�Ì3¨x¥3¨x±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨"¥3¨)ª^Ä�«�¤�«©ªSªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶i¤·´/§V¨)ªÍîlµ�¨�«U«©¨"µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶Ä�«�¤·¶A«�³¦Ä�§V´²×_Ä�¨x¥_¤·¶_ªS­>¶zÃ¦§�¤·¶_¥�¶_¬¦¯Í®>§©¨"¥3¨�µ�¤Aª©ï�ÀEÛe¤�°>§V¬>µ�Ä�¥3­_§V¨xµ�¬¦¶_ªV´¸ª<«©¨Í¨�¶�Êl¤¦´Ë«	¹�ª<«�¤·®>´/±/´/ªV¨�§S­>¶ìªVÔYªU«VÅ�¯�¨"¥3¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨C±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨C´/¶_ªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶_¤¦´/§V¨�¥3¨�¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶	×_¶>´/¨¦Á(¨�«I¬¦¶Í°G¨�­3«�µ�¬¦¶_ªU«V§©­>´/§V¨C­>¶xµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨CªV¬¦­iª�ÊÖ¬¦§©¯�¨�¥3¨�®G¬¦­iµ�±/¨ÊÖ¨�§©¯�Ä�¨¦Á·¨�¶Lµ�¤¦±/µ�­>±¸¤·¶A«�­_¶"¶_¬¦¯Í®>§©¨�×_¶>´_¥>¨�µ�¬¦¯�°G¬Aª©¤·¶$«V¨�ª�¥3¨-±¸¤�ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶eÁ·¥>¤·¶iªI­>¶>¨j¥3Ä)µ�¬¦¯�°G¬$ªU´²«V´/¬¦¶�ªU­>§�­_¶>¨�®_¤¦ªV¨Ýj´/±/®i¨�§U«©´/¨�¶>¶>¨�îÖ°G¬¦­_§�±J£ Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥3¨Ð±¸¤�µ�¾_¤·±/¨�­_§�ï�¬¦­�ªU­>§j­>¶>¨	®_¤¦ªV¨Ð¥3¨	á�´/¨�ªVå�îÖ°G¬A­>§j±M£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¥3¨)ª�¬¦¶_¥3¨)ª©ï�À_Èc¨)ªªU´/¯Í­>±¸¤�«©´²¬A¶_ª-¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ª�ªV¬¦¶$«�¨�ëE¨�µ�«V­>Ä�¨�ª�ÀÓ^¶Í°>§VÄ)ªU¨�¶A«©¨C¨�¶iªU­>´²«V¨�­>¶Í§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«�¥3¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«VÄC¨�Ì>¤Aµ
«V¨�ªU­>§�±²¨)ªum_¬·«�ª�¥>¨�¿�¬¦­>¨�«U«V¨AÁ(Â$­>´YªV¬¦¶A«I¥3¨)ª�ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶_ªª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª&°_¤·§V«V´¸µ�­_±²´/Å�§©¨�ª�¥3¨)ª�Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶_ª�¥>¨Cò^¤)³Y´/¨�§V»XÕ$«©¬¦Ù¦¨)ª&¥&£ ­>¶³m_­>´¸¥3¨C´/¶_µ�¬¦¯�°>§©¨�ª©ªV´²®>±/¨�¨�¶A«V§©¨C¥3¨�­3ÌÐµ�ÔY±/´²¶i¥3§V¨)ªµ�¬A¶_µ�¨�¶A«V§©´¸ÂA­_¨�ª�´/¶3×_¶_´/ª�¨�¶	§©¬·«©¤·«V´/¬¦¶eÀ(Ó^¶	¯�¬¦¶A«©§V¨�ÂA­e£ ´/±$¨�ªU«�°G¬$ªVªV´²®_±²¨�¥3¨�°_¤¦ª©ªU¨�§�¥&£ ­>¶½m_¬·«I¥3¨-¿�¬A­>¨�«V«V¨�¹�«V¬A­3«I¤·­3«©§V¨AÁ¨�¶�¤·Ã¦´¸ª©ªV¤¦¶A«�É<­_ªU«V¨	ªV­>§�±¸¤"§V¬¦«©¤�«©´²¬A¶�¥3­�µ�ÔY±²´/¶_¥3§©¨�¨�ÌY«VÄ�§V´/¨�­_§�À
ÈS¤·¶_ª�±/¨-¥3¨�§©¶>´/¨�§Iµ�¾_¤·°_´Ë«©§V¨AÁ)¬A¶xª�£ ´/¶A«©Ä�§©¨�ª©ªU¨�¹c±¸¤^ªV¨�¯�´²»½¥3´¸ª©µ�§©Ä�«V´¸ª©¤�«V´/¬¦¶�îÖ¨�¶x¨�ªV°_¤¦µ�¨)ïe¥>¨�ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¤¦­3ÌÍ¥3Ä�§©´²³¦Ä�¨�ª°_¤·§V«V´/¨�±/±/¨�ªÍ±²´/¶>Ä�¤¦´/§V¨�ªxµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/Ä�¨)ª�À�Û�¤+¥3´/ª©µ�§©Ä�«©´/ª©¤�«©´²¬A¶f¥&£ ­_¶>¨�ãCÈ^àuµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨¦Áe¨�¶f­3«©´²±/´/ª©¤·¶$«"°_¤·§x¨�Ì3¨�¯"°_±²¨�­_¶>¨¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨Ð¥3¨	Ü�¤¦±²¨�§VÙY´/¶�Á3µ�¬A¶_¥3­>´²«j¹"­>¶>¨SÊl¤¦¯�´²±/±²¨Ð¥>¨ÐªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨)ª-¥3¨Ðµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨^±/´²¶_Ä�¤·´/§©¨�ª�ÁY¨�«�¬A¶�ªV¨S°G¬AªV¨S±¸¤"Â$­>¨)ª<«©´²¬A¶¥3¨�ª©¤(³¦¬¦´/§SªV´I¬¦¶z°G¨�­3«	¥3Ä�«V¨�§V¯�´/¶>¨�§Ð¥3¨)ª�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨)ªc°G¬A­>§�µ�¨�ª�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ª�ªV¨�¯�´Ë»X¥3´¸ªVµ�§VÄ�«V´¸ªUÄ)ª�ÁEµ�¬A¶$³¦¨�§VÃA¨�¤·¶A«)Ái±/¬¦§�ª©Â$­>¨±²¨�°_¤¦ª-¥3¨�¥>´/ª©µ�§©Ä�«©´/ª©¤�«©´²¬A¶L«©¨�¶_¥�³¦¨�§�ª�å�Ä�§V¬iÁ$³¦¨�§�ª�­>¶�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨^°G¬¦­>§-±²¨�¯"¬>¥3Å�±/¨�µ�¬¦¶$«V´/¶$­�Á3°G¨�§©¯�¨�«V«©¤¦¶A«�¥&£ ¤�«V«V¨�´²¶_¥>§V¨­>¶�µ�¨�§V«©¤·´/¶�°G¬A´²¶$«�ÀAà�¬¦­_§�¥3¨�ªaã�Ècà�±²´/¶>Ä)¤·´/§V¨)ªaµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨�ª�Á�´/±_¨�Ì3´/ªU«V¨c¥3¨j¶_¬¦¯Í®>§©¨�­_ªV¨�ª�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�ªa°G¬¦­_§a§©Ä�¤·±/´¸ªU¨�§�±¸¤µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä²±)°_¤¦§V¯�´Y¨�±/±²¨)ª�Á(±¸¤^¯"Ä�«V¾>¬3¥>¨-ÝcÇ^¼ î�¦³����¨���}�{[¾%�k�!¡��k���������a­���{�©k�.£>ïIµ�¬A¶_ªV´/ªU«V¨�¹^¯�´²¶_´²¯�´¸ªU¨�§I±/¤^¶>¬A§V¯�¨

L2 ¥3­�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨S°G¬A­>§j¤�«V«V¨�´/¶_¥3§©¨�­>¶_¨	µ�´/®>±²¨�×>Ì3Ä�¨AÀ>à�¬¦­_§j¥3¨)ª�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ª-°i¤·§�¤·®G¬¦±/´¸ÂA­_¨�ª�¨�Ì>¤¦µ
«©¨�¯�¨�¶$«jµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¤¦®>±/¨�ª¹	å�Ä�§V¬iÁAªV¬¦­iªC¥>¨�ª�µ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶_ª�ªU«©¤¦¶_¥>¤·§�¥>ªCªV­>§�±/¨^°>§V¬>µ�Ä�¥>Äc¥3¨SªV¨�¯�´Ë»X¥3´¸ªVµ�§VÄ�«V´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�îÖ³¦Ä�§©´²×_Ä�¨)ªC°G¬¦­>§�±¸¤	°>±/­>°_¤·§V«�¥>¨�ª¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�ª	¾_¤¦®>´Ë«©­>¨�±/±/¨�ª�ï
Áe±/¬¦§�ªVÂ$­>¨�±J£ ¬A°GÄ�§�¤�«©¨�­>§	¥3¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨�¶e£ ¨)ª<«xÂ$­>¨�Êl¤¦´²®_±²¨�¯"¨�¶A«Í¶_¬¦¶n®G¬A§V¶>ÄAÁ�¬¦¶n¯�¬¦¶$«V§©¨L­>¶§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«�¥3¨T�����${:}�¿���~0¨�������{��^�?�k� À��3}��>��¥3¨�ª�ªVÔYªU«©Å�¯�¨�ª�¥3¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨)ªe¥3´¸ª©µ�§VÄ�«V´¸ªVÄ�ª�À)È^¨�°>±/­_ª�Á)¬¦¶x¥3¬¦¶>¶_¨C­>¶Í°>§©¬3µ�Ä�¥3Ä�¥3¨¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤�«©´/¬¦¶Í°G¬A­>§Iµ�¤·±¸µ�­>±/¨�§I¥3¨)ª�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª�ªV­>§I±²¨)ª�¯�¬3¥3Å�±²¨)ª�¤¦°>°>§©¬3µ©¾_Ä�ª�Á)Â$­>´3µ�¬A¶$³¦¨�§VÃA¨�¶A«�³¦¨�§�ª�±²¨-µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨�ÝcÇ^¼¥3­+¯"¬>¥3Å�±/¨xµ�¬¦¶$«V´/¶$­+°G¨�§©¯"¨�«U«�¤·¶A«�¥&£ ¤�«V«V¨�´/¶_¥3§©¨Í­>¶>¨"µ�¨�§U«�¤·´/¶>¨Íµ�´²®_±²¨AÀGÛ�¤�µ�¬¦¶_¥3´²«©´²¬A¶�ªV­>§^±J£ ¬A°GÄ�§�¤�«V¨�­>§^¥3¨xµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨¨�ªU«-³¦Ä�§©´²×_Ä�¨AÁ$°_¤¦§�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨¦ÁY°G¬A­>§�±J£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¥3¨�±/¤"µ�¾_¤·±/¨�­>§�¤(³¦¨�µ^µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨cÊÖ§©¬¦¶$«V´/Å�§©¨S¥3¨^«<ÔY°G¨�òc¨�­>¯L¤·¶_¶�Á3¨�«�¥>¨�ªªU´/¯Í­>±¸¤�«©´²¬A¶_ª-¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ª�ªV¬¦¶$«�°>§©Ä�ªV¨�¶A«©Ä�¨)ª-¥_¤·¶_ª�µ�¨Ðµ�¤¦¥3§©¨¦À
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Í ÎzÏ �Ð	�Ñ ü-þ þ Ï ÿÒ� � þ Ï � � ÎÓÏ ÔIÏ �-þ

A



Õ Ö É×ÈØÆ�Ì¬Â\Ä Ù

Í ÎzÏ �Ð	�Ñ ü-þ ÎÓÚ ��� � ùûüªÛÜ�Ð	óùØÝ þßÞà� Î ��	Qþ �
� � ÏâáÓã ü����
	Qþ � Ûýþä� ù ÚÒÚ ü���Þ ùå�Ð� ÎzÏ �

Û�¤f°>§©¬¦®>±/Ä�¯L¤�«©´/Â$­>¨+Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/¨+¥3­óµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨+¬¦°3«©´²¯L¤·±S¨�ªU«�±/¤bªU­>´/³�¤¦¶A«V¨AÀ-Õ3¬¦´/¨�¶A«
M

­>¶_¨+³·¤·§©´²Ä�«VÄbîÖ±/´/ª©ªV¨)ï�¥3¨¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶
n
Á�¨�«

Ω
­>¶óªU¬A­_ª<»½¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨+¥3¨+Ï á m Á�¬0º m > 1

¨�ª<«�­>¶é¨�¶$«V´/¨�§)À�¿�¬A¶_ªU´¸¥3Ä�§©¬¦¶iªL­>¶QªVÔ3ª<«©Å�¯�¨z¥3¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨SÃAÄ�¶>Ä�§�¤·±
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

î A À A ï
¤)³¦¨)µ

x(t0) = x0
Á3¬<º

f
¨)ª<«�­_¶>¨Ð¤¦°>°>±/´/µ�¤�«V´/¬¦¶�¥>¨Ðµ�±¸¤¦ª©ªU¨

C1 ¥3Ä�×_¶>´/¨ÐªV­>§ I ×M × U
Á
I
¨)ª<«�­_¶�´/¶A«V¨�§V³·¤·±/±²¨�¥>¨�Ï áÐÁ

U
¨�ªU«�­>¶�¬¦­>³¦¨�§U«�¥3¨�Ï á m µ�¬¦¶$«V¨�¶i¤·¶A«

Ω
Á3¨�«

(t0, x0) ∈ I × V
À3àI¤¦§�¤¦´²±/±²¨�­>§�ª�ÁY¬¦¶�ªV­>°>°G¬$ªU¨�Â$­>¨�±²¨)ª-µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨)ª

u(·)¤·°>°i¤·§V«V´/¨�¶>¶>¨�¶A«Í¹
L∞

loc(I,Ω)
ÀI¿�¨�ªÐ¾YÔY°i¬¦«V¾>Å)ªU¨)ªÐ¤AªVªV­>§©¨�¶$«�Á&°G¬A­>§Ð«V¬¦­>«Íµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨

u
Áe±J£ ¨�ÌY´¸ªU«V¨�¶iµ�¨L¨�«Í±M£ ­>¶>´¸µ�´²«VÄ�ªV­>§¥&£ ­>¶>¨xªV¬¦±/­3«©´²¬A¶�¯�¤·Ì3´²¯L¤·±/¨

xu(·) ªU­>§^­>¶�´/¶A«V¨�§V³·¤·±/±²¨ J ⊂ I
ÁG¥>­�°>§V¬A®>±/Å�¯�¨Í¥3¨�¿�¤·­iµ©¾YÔìî A À A ï�À_à�¤·§Sµ�¬A¯"¯�¬3¥3´²«©Ä¦Á¬¦¶�ªU­_°>°G¬AªV¨SÂ$­>¨

t0 = 0
À3à�¬A­>§�«©¬¦­3«jµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨

u ∈ L∞
loc(I,Ω)

ÁY±¸¤Í«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§©¨^¤AªVªV¬3µ�´/Ä�¨
xu(·) ¨�ªU«�¥3Ä�×_¶>´/¨�ªV­>§-­>¶´²¶$«V¨�§V³·¤·±/±²¨Í¯L¤�Ì3´/¯L¤·±

[0, te(u)[
ÁG¬<º

te(u) ∈ Ï á + ∪ {+∞} ÀGà�¬A­>§^«V¬A­3« T > 0
Á
T ∈ I

ÁG¬A¶�¶>¬¦«V¨ UT
±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨¥3¨�ªÐµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨)ªS¤¦¥3¯�´¸ªVªV´²®_±²¨)ªSªV­>§

[0, T ]
Á�µ¦£ ¨)ª<«V»½¹·»½¥3´/§©¨Í±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�¥>¨�ªÐµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª

u ∈ L∞
loc([0, T ],Ω)

«V¨�±/ªÐÂ$­>¨�±/¤«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§©¨�¤¦ª©ªU¬3µ�´²Ä�¨SªV¬¦´²«�®>´/¨�¶�¥3Ä�×_¶_´²¨	ªV­>§
[0, T ]

îM¤·­3«©§V¨�¯�¨�¶A«c¥3´²«
T < te(u)

ï�ÀÕY¬A´/¨�¶A«
f0 ­>¶>¨"ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶ì¥>¨�µ�±¸¤¦ª©ªV¨ C1 ªU­_§ I ×M × U

ÁE¨�«
g
­_¶>¨xÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶ìµ�¬A¶A«V´/¶$­_¨�ªV­>§

M
À&àI¬¦­>§S«©¬¦­3«µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨

u ∈ UT
Á>¬¦¶�¥3Ä�×_¶>´²«j±/¨ª����æ?{-¥3¨Ð±¸¤x«V§�¤(É<¨)µ
«©¬¦´/§V¨�¤AªVªV¬3µ�´/Ä�¨

xu(·) ªV­>§�±J£ ´/¶A«©¨�§©³�¤·±/±/¨ [0, T ]
°_¤·§

C(T, u) =

∫ T

0

f0(t, xu(t), u(t))dt+ g(T, xu(T )).
î A Àôõ¦ï

ÕY¬¦´/¨�¶$«
M0

¨�«
M1

¥3¨�­3ÌLªU¬A­_ª<»½¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨)ª�¥>¨
M
ÀAÛe¨j°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨c¥3¨cµ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±/¨-¬A°3«V´/¯L¤·±i¨�ªU«�¥3¨c¥>Ä�«V¨�§V¯�´/¶>¨�§C±/¨�ªa«V§�¤�»É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨�ª

xu(·) ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶_ªj¥3¨ ẋu(t) = f(t, xu(t), u(t)),
«V¨�±/±/¨�ªcÂ$­>¨

xu(0) ∈ M0
Á
xu(T ) ∈ M1

Á_¨�«c¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«±²¨	µ�¬¦Î3«
C(T, u)

ÀGÓ^¶�¥3´Ë«^Â$­>¨�±/¨Ð°>§V¬A®>±/Å�¯�¨Ð¥3¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨S¬A°3«V´/¯L¤·±�¨�ªU«�ç6{����^«��éè¸��~��-������è8�=�	ªV´�±²¨�«V¨�¯�°_ª-×_¶_¤¦±
T
¨�ªU«j±²´/®>§©¨¦Á>ªV´/¶>¬¦¶�¬¦¶�°i¤·§©±²¨Ð¥3¨�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨6çª{����´«$�éè¸��~3�3è8�2�AÀ

ê½ë�ê ì w�í����� ���î	��¡ �� ðï��8w�ñ��������fò	�
�I��¡
ÈS¤·¶_ª�µ�¨�«V«V¨^ªV¨�µ
«©´²¬A¶�Á¦¶>¬¦­iªa§©¤¦°>°G¨�±/¬¦¶_ªaÂ$­>¨�±/Â$­>¨)ªa¥3Ä�×_¶>´²«V´/¬¦¶_ªC¨�ª©ªV¨�¶A«©´²¨�±²±/¨�ª�ÁAµ�±¸¤¦ª©ªU´¸Â$­>¨�ª�¨�¶�«V¾>Ä�¬¦§©´²¨c¥3­�µ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨îÖ³¦¬A´²§�°_¤¦§-¨�Ì3¨�¯�°>±/¨>ó A�ô Á>¨�«�«©¬¦­3«©¨�ª�±²¨)ª-§©Ä�ÊÖÄ�§©¨�¶_µ�¨�ª�µ�¬¦¶$«V¨�¶$­>¨�ªj¥>¤·¶iª�µ�¨Ð±²´/³Y§V¨(ï
À¿�¬A¶_ªU´¸¥3Ä�§V¬A¶_ª-°G¬A­>§c±²¨xªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�î A À A ï-±/¨	°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Í¥3¨o�����${:}�¿����"ªU­>´/³�¤¦¶A«°SiÄ�«�¤·¶A«S¥3¬A¶>¶>Ä	­>¶�°G¬¦´/¶A«

x1 ∈ M
Á«V§©¬¦­>³¦¨�§�­_¶�«V¨�¯"°iª

T
¨�«C­_¶�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�¤A¥3¯�´/ª©ªV´²®>±/¨

u
ªV­>§

[0, T ]
«©¨�±¸ªCÂ$­>¨j±/¤�«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§V¨

xu
¤¦ª©ªV¬3µ�´/Ä�¨�¹

u
Á$ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶¥3¨�î A À A ï
Á3³¦Ä�§V´²×_¨

xu(0) = x0
¨�«
xu(T ) = x1

ÀG¿�¨�µ�´&¯�¬·«©´/³¦¨�±/¤�¥>Ä�×_¶>´²«V´/¬¦¶�µ�±¸¤¦ª©ªV´/Â$­>¨�ªV­>´/³�¤¦¶A«V¨AÀ
roJ=õd�%&!�.&:�$���$ö:�$ö:�$ö ÕY¬¦´²«

T > 0
À(Ûa£�~�«<«����!��~3{��!���f���k{�}�����������}�{��!��¨�¶	«V¨�¯�°_ª

T
¥3­xªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²Äcî A À A ï&´/¶>´²«V´¸¤·±/´¸ªUÄ¹

x0
¨�ªU«�±J£ ¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶

Ex0,T : UT −→ M
u 7−→ xu(T ),

î A À D$ï
¬0º

xu(·) ¨)ª<«j±¸¤�ªU¬A±²­3«©´/¬¦¶�¥>¨Lî A À A ï�Á>¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨�¹ u Á3«©¨�±/±²¨	Â$­>¨ xu(0) = x0
À

õ



ÕY´
f
¨�ªU«e¥>¨aµ�±/¤AªVªV¨

Cp Á p > 1
Á�¤·±/¬¦§�ªG±/¨a¥3¬A¯L¤·´/¶>¨a¥3¨a¥>Ä�×_¶>´²«V´/¬¦¶ UT

¥>¨
Ex0,T

¨)ª<«e­>¶Ð¬¦­>³¦¨�§U«e¥3¨
L∞([0, T ],

Ï á m)
Á¨�«

Ex0,T
¨)ª<«"¥3¨�µ�±/¤AªVªV¨
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«©¬¦´/§V¨)ªªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�ª�Á)³¦¬¦´/§�óùE ô ¨�«I±/¤SªU¨)µ
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u ∈ UT

¤AªVªV¬3µ�´²ÄL¹�±¸¤�«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨
x(·) ¨)ª<«Í¬A°3«V´/¯L¤·±�ªU­>§ [0, T ]

Á�¤·±/¬¦§�ª�´/±C¨�Ì3´¸ª<«©¨L­>¶>¨¤·°>°_±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶
p(·) ¤·®iªU¬A±²­>¯�¨�¶$«�µ�¬¦¶$«V´/¶$­>¨�ªV­>§ [0, T ]

¤·°>°G¨�±²Ä�¨x³¦¨)µ
«V¨�­>§Ð¤¦¥(É<¬A´²¶$«�Á&³¦Ä�§©´Ë×i¤¦¶A«
p(t) ∈ T ∗

x(t)M
ÁE¨�«Ð­>¶

§VÄ�¨�±
p0 6 0

ÁY«©¨�±¸ªjÂA­_¨�±/¨Ðµ�¬¦­>°>±/¨
(p(·), p0)

ªV¬¦´²«�¶>¬¦¶�«V§©´²³Y´¸¤·±JÁ3¨�«�«V¨�±¸ªjÂ$­>¨¦Á>°G¬¦­>§�°_§V¨)ªVÂ$­>¨S«V¬¦­>«
t ∈ [0, T ]

Á

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ṗ(t) = −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

î A ÀùC¦ï
¬0º

H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉+ p0f0(t, x, u)
¨�ªU«-±²¨�Ý^¤·¯�´/±Ë«©¬¦¶>´/¨�¶�¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨AÁ$¨�«-¬A¶�¤x±/¤"µ�¬A¶_¥3´²«V´/¬¦¶�¥>¨¯L¤�Ì3´²¯�´¸ª©¤�«V´/¬¦¶�°_§V¨)ªVÂ$­>¨�°_¤·§V«V¬A­3«jªU­>§

[0, T ]

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v).
î A À U ï

ÕY´e¥3¨Ð°>±/­_ª�±²¨�«V¨�¯"°iª-×_¶_¤·±�°G¬¦­_§�É<¬A´²¶i¥3§V¨Ð±/¤�µ�´/®>±/¨
M1

¶�£ ¨�ªU«j°_¤¦ª�×>Ì3ÄAÁ3¬A¶�¤"±/¤�µ�¬¦¶_¥3´²«V´/¬A¶�Á>¤·­�«©¨�¯�°_ª-×_¶i¤·±
T
Á

max
v∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, v) = −p0 ∂g

∂t
(T, x(T )).

î A À�E·ï
ÕY´e¥>¨Ð°>±/­_ª
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M1

îÖ¬¦­"É<­_ªU«V¨	±M£ ­>¶�¥>¨�ªj¥3¨�­>Ì�¨�¶iªU¨�¯Í®>±²¨)ª©ï-ªV¬¦¶$«j¥>¨�ªjªU¬A­_ªU»J³·¤·§V´/Ä�«VÄ)ª�¥>¨
M
¤)ÔA¤¦¶A«j¥>¨�ª�¨�ªV°_¤¦µ�¨�ª«©¤¦¶>Ã¦¨�¶A«©ªj¨�¶

x(0) ∈ M0
¨�«
x(T ) ∈ M1

Ái¤·±/¬¦§�ª-±/¨	³¦¨�µ
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p(0) ⊥ Tx(0)M0,
¨�«

p(T ) − p0 ∂g

∂x
(T, x(T )) ⊥ Tx(T )M1.

î A À V ï
D
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Á°G¬¦­>§�°>§©¨�ª©Â$­>¨�«V¬A­3«
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À�ãa¶é°_¤·§V«©´/µ�­>±²´/¨�§)ÁCªV´c±/¨+ªVÔYªU«VÅ�¯�¨�¤¦­>Ã¦¯�¨�¶A«VÄ�¨�ªU«t~3�?{��3�����6�AÁ�´MÀ ¨¦À/Á�ªU´

f
¨�«
f0¶>¨�¥3Ä�°G¨�¶_¥3¨�¶$«Í°_¤Aª	¥3¨

t
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H
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t
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t ∈ [0, T ]
ÀÛe¬¦§�ªVÂ$­>¨
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Ω
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Ω =
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Á_µ�¨�ª-«©§©¤�É<¨)µ
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� ��� v2+u2 6 1 � � ��{8��� f0 ��{ f1 �����${8£0���^��©�~��´«$�[£0�^¤�����{����?}��������������^£<��� ü n ý ®N����{ x(·) �?����{:}�~�������{��3��}�������=�0�?���!��}�� � ����������{���¤��½��{d�¢���������é����«����?{²~3����}��´���'«0«�������}³¡��²¥ �������½����{²~������'���!���°~��\���3�k{�}�¿���� u = 0
���?}

[0, T ]
ý � ~�}~����e�����?}�� � �3�h���'«0«������P¡��k� � «k���?}³{����?{ t ∈ [0, T ] �! ����«�}����P�!��}°��¿3���°£<� � ���${:}� 0~.�3��� K(t) = " ����{ {adkf0.f1(x(t)) | k ∈ � # } ����{a£0�����.£3���>�������!�3�%$ � ��{a����{���=�=����£�}���«�~�}½�����

n− 1
«�}����P�!��}��³¤�����{����?}��&�

! ad2f1.f0(x(t)) /∈ K(t)
�

! ��� n > 3
~����3}��

f0(x(t)) /∈ " ����{ {adkf0.f1(x(t)) | k = 0 . . . n − 3} � ��{´��� n = 2 � ~3����}�� f0(x(t))
��{

f1(x(t))
�����k{a����£0��«�����£0~3�k{:� ý®��3�2�������³©2 �«��3{�©k������� � ���²���<����{��P�?�t{����^«�� tc � ~�«0«������6{����´«$�P�����.���0�3�k� � {����d¡��k� x(·) ����{����.��~3�����>���k{[��«�{����6~3������?}

[0, T ] � ����{���«��������0�!� C0 � ���¸��{¸�����?�����6���${²��� T < tc
ý

àI¬¦­>§a­>¶L°>§V¬A®>±²Å�¯�¨�¥3¨jµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨-¬¦°>«V´/¯�¤¦±_¤)³¦¨)µ�­>¶Lµ�¬AÎ3«CÂ$­>¨�±¸µ�¬A¶_Â$­>¨
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sT��J=�:&!(*&!�8)�&e�� 25�5'9%�*�!)�7$J2��(*J<����&: |5'��9%5.-�/o&! =(�)��8�%&: =�8�% �ö Ó^¶�§©¤¦°>°G¨�±/±/¨�±¸¤+¥>Ä�×_¶>´²«V´/¬¦¶bÃ¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/¨�¥�£ ­>¶_¨£�����{�~������½�����2���!ü[�!���6~��$�k�!���k���LîM¤·°>°G¨�±/Ä�¨	¤·­_ª©ªU´¸£�����{�~������P£<�ªµ²~3}����3{:��µ²~�}�~3{�©k���.£<�3}� Yï�ÁG¥3­_¨Ð¹�Ò	Àiº�¨�±²±¸¤(0½µ�¾>¨Pó U<G4ô ÀÕY¬¦´²«
M
­>¶_¨C³·¤·§©´²Ä�«VÄa±/´¸ªVªV¨�µ�¬A¶>¶>¨�Ì3¨�¥3¨�¥>´²¯�¨�¶iªU´/¬¦¶

n
Á(ªV¬¦´²«

m
­>¶Í¨�¶$«V´/¨�§�«V¨�±YÂA­_¨

1 6 m 6 n
Á)¨�«IªU¬A´²¨�¶A«

f1, . . . , fm
Á¥3¨�ªjµ�¾_¤·¯�°_ª�¥>¨�³¦¨)µ
«V¨�­>§�ª�±/´¸ªVªV¨�ª�ªV­>§

M
À>àI¬¦­>§�«V¬¦­>«

x ∈M
¨�«�«V¬A­3«

v ∈ TxM
Á>°G¬$ªU¬A¶_ª

g(x, v) = inf

{
m∑

i=1

u2
i | u1, . . . , um ∈ Ï á , m∑

i=1

uifi(x) = v

}
.

Òj±/¬¦§�ª�Á
g(x, ·) ¨�ªU«-­_¶>¨SÊÖ¬¦§©¯"¨�Â$­_¤A¥3§�¤�«V´¸Â$­>¨S¥3Ä�×_¶>´/¨�°G¬AªV´Ë«©´²³¦¨�ªV­>§-±/¨ÐªU¬A­_ª<»½¨�ªV°_¤¦µ�¨^¥3¨ TxM

¨�¶>Ã¦¨�¶_¥3§©Ä^°i¤·§
f1(x)

Á
. . .
Á
fm(x)

À_ãa¶�¥3¨�¾_¬¦§�ª�¥3¨	µ�¨	ªU¬A­_ªU»J¨)ªU°_¤Aµ�¨¦Á3¬¦¶�°i¬$ªU¨
g(x, v) = +∞ ÀiÛe¤"ÊÖ¬¦§©¯�¨

g
¨)ª<«c¤¦°>°G¨�±/Ä�¨6�6��{�}��!¡��k�½�����2���ü´�!���6~��$�k�!���k���L¤AªVªV¬3µ�´/Ä�¨x¤¦­

m
»½­>°>±/¨�«Ð¥>¨�µ©¾i¤·¯�°_ª�¥3¨"³A¨�µ
«©¨�­>§�ª

(f1, . . . , fm)
ÀeÕY¬¦´²« AC([0, 1],M)

±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±²¨¥3¨�ª�µ�¾>¨�¯�´/¶_ª�¤·®_ªV¬¦±/­>¯�¨�¶$«�µ�¬A¶A«V´/¶$­iª-ªV­>§
M
Á3¥>Ä�×_¶>´¸ª�ªV­>§

[0, 1]
À>Ûe¤o���3�=�0�k���?}Í¥3¨

γ ∈ AC([0, 1],M)
¨�ªU«�¥>Ä�×_¶>´/¨

°_¤·§
l(γ) =

∫ 1

0

√
g(γ(t), γ̇(t)) dt.

Ó^¶|¥3´²«�Â$­>¨�±¸¤ ������£���{��!���Ë£<��µu©k��1�ÁC¬¦­þ���3��£3��{:�!�3�Ë£0�o¦323}��>~3��£<��}
Áa¨)ª<«³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨¦Á$ªV´G±M£ ¤·±/Ã¦Å�®>§V¨c¥3¨SÛ�´/¨c¨�¶>Ã¦¨�¶_¥3§©Ä�¨j°i¤·§�±/¨�ª�µ�¾_¤·¯�°_ª�¥3¨^³¦¨�µ
«©¨�­>§�ª
f1, . . . , fm

Á$¨�ªU«�Ä�ÃA¤¦±²¨c¹	±J£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨�«�¤·¶>ÃA¨�¶A«
TxM

Á$¨�¶�«V¬A­3«�°G¬A´²¶$«
x
¥3¨
M
ÀYÏX±G¨�ªU«�®>´/¨�¶�µ�¬A¶>¶$­�Â$­>¨¦Á3ªU¬A­_ª�µ�¨�«V«V¨�µ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶�ÁY¥3¨�­3Ì�°G¬¦´/¶A«©ª-ÂA­_¨�±¸µ�¬¦¶iÂA­_¨�ª�¥3¨

M°G¨�­>³¦¨�¶A«aÚ�«V§©¨-§©¨�±/´/Ä�ªI°_¤¦§�­>¶Lµ©¾_¨�¯�´²¶L¤¦®_ªV¬¦±/­>¯�¨�¶A«Cµ�¬A¶A«V´/¶$­L¥3¨�±/¬¦¶_Ã¦­>¨�­>§�×i¶>´²¨AÀ¦Û�¤6£�����{�~������´�����2���!ü[�!���6~��$�k�!���k���¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨S¤¦­
m
»½­>°>±/¨�«c¥3¨Ðµ�¾_¤¦¯"°iª�¥3¨�³A¨�µ
«©¨�­>§�ª

(f1, . . . , fm)
Á>¨�¶A«V§©¨Ð¥3¨�­3Ì�°G¬¦´/¶A«©ª

x0, x1
¥3¨
M
Á>¨�ªU«j¥3Ä�×_¶>´²¨Ð°_¤¦§

dSR(x0, x1) = inf {l(γ) | γ ∈ AC([0, 1],M), γ(0) = x0, γ(1) = x1} .

C



Ûe¤ÿ�:«k©���}��¬�����2���!ü[�!���6~3�k�!���k���
SSR(x0, r)

¥3¨�µ�¨�¶A«©§V¨
x0
¨�«x¥3¨�§©¤(Ô¦¬¦¶

r
¨�ªU«Í±M£ ¨�¶iªU¨�¯Í®_±²¨�¥3¨�ª	°G¬¦´/¶A«�ª

x ∈ M«V¨�±/ª�Â$­>¨
dSR(x0, x) = r

À&Çc¶ìµ©¾>¨�¯"´/¶
γ ∈ AC([0, 1],M)

¨�ªU«Ð¥3´Ë«6�����$��������~��${Sª�£ ´/±�§©Ä�¤¦±²´¸ªV¨Í±/¤�¥>´/ªU«©¤¦¶_µ�¨�ªU¬A­_ª<»á�´/¨�¯L¤·¶>¶_´²¨�¶>¶>¨Ð¨�¶A«©§V¨	ªU¨)ª-¨�ÌY«V§©Ä�¯�´²«VÄ)ª�Àü´���6~3},¡��k� A Àôõ3À A=ý ÕY¬¦­iª-±/¤�µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶�¥3¨Í¿�¾_¬4¹ÐÁ
4 ±¸¤x«V¬¦°G¬A±²¬AÃ¦´/¨^´/¶_¥3­_´Ë«©¨Ð°_¤¦§-±¸¤�¥3´¸ª<«�¤·¶_µ�¨ÐªU¬A­_ªU»½á�´/¨�¯L¤¦¶>¶>´/¨�¶>¶>¨ dSR

µ�¬50M¶_µ�´/¥3¨Ð¤(³¦¨�µS±/¤x«©¬¦°G¬A±²¬AÃ¦´/¨S¥3¨
M
±

4 ¥3¨�­>Ì�°G¬¦´/¶A«©ªjªV­3ö�ªV¤¦¯"¯�¨�¶$«j°>§V¬3µ�¾>¨)ª�°G¨�­>³¦¨�¶A«jÚ�«V§©¨�§V¨�±²´/Ä�ª-°_¤¦§-­_¶�µ�¾>¨�¯�´/¶�¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«u±4 ªV´&±/¤"³�¤¦§V´/Ä�«©Ä M ¨�ªU«j¥3¨Ð°>±²­iª-­>¶�¨�ªV°_¤¦µ�¨S¯�Ä�«V§©´¸ÂA­_¨�µ�¬¦¯�°>±/¨�«�°G¬A­>§�±/¤�¥3´¸ª<«�¤·¶_µ�¨�ªV¬¦­iª<»Xá�´/¨�¯L¤·¶>¶>´/¨�¶_¶>¨
dSR

Á¤·±/¬¦§�ª-¥3¨�­3Ì�°G¬A´²¶$«©ªjÂ$­>¨�±¸µ�¬¦¶iÂA­_¨�ª�¥3¨
M
°G¨�­_³¦¨�¶A«jÚ�«V§©¨�§V¨�±²´/Ä�ª-°_¤¦§�­>¶�µ©¾>¨�¯"´/¶�¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«�À

¿�¬A¶_ªU´¸¥3Ä�§V¬A¶_ª�°_¤·§j¤·´/±/±²¨�­>§©ª-±²¨	ªVÔYªU«VÅ�¯�¨Ð¥3¨Ðµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ªU­>§
M

ẋ(t) =
m∑

i=1

ui(t)fi(x(t))
°�À °�À_ªV­>§

[0, 1],
î A À FAï

¬0º�±/¨Ðµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨
u(·) = (u1(·), . . . , um(·)) ¤¦°>°_¤¦§U«©´²¨�¶A«j¹ L2([0, 1],

Ï á m)
Àü´���6~3},¡��k� A À õ>À õ ý Çj¶_¨S³�¤¦§V´/Ä�«©Ä^ªV¬¦­iª<»Xá�´/¨�¯L¤·¶>¶>´/¨�¶_¶>¨^¨�ªU«�ªU¬A­>³¦¨�¶$«-¥3Ä�×_¶>´/¨�µ�¬A¯�¯"¨S­>¶�«©§V´/°>±/¨�«

(M,D, g)
Á3¬0º

M¨�ªU«Ð­>¶_¨�³�¤¦§V´/Ä�«©Ä�¥3¨�¥3´²¯�¨�¶iªU´/¬¦¶
n
Á
D
¨�ªU«Ð­>¶_¨L¥3´¸ªU«V§©´²®>­>«V´/¬¦¶n¥3¨L§©¤¦¶>Ã

m 6 n
ªV­>§

M
Á�¨�«

g
¨�ªU«Ð­>¶_¨�¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨á�´/¨�¯L¤·¶>¶_´²¨�¶>¶>¨LªV­>§

D
À�ÕY´a±²¨)ªÐµ�¾_¤·¯�°_ªÐ¥3¨L³¦¨�µ
«©¨�­>§�ª

(f1, . . . , fm)
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D
Á-¬<º

D(x) = Vect {f1(x), . . . , fm(x)}, °G¬¦­_§ x ∈ M
Àc¿�¨�ª�µ©¾>¨�¯�´²¶_ª�ªV¬¦¶$«�¥3´²«©ª

D
»©��3}��76.�3�k{�~��0�AÀÈx£ ¤·­3«©§V¨"°_¤·§V«�ÁE°G¬¦­_§

x0 ∈ M
Á&ªU¬A´Ë«

Ω(x0, D)
±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�¥3¨�ª�µ�¾>¨�¯�´/¶_ª

D
»½¾>¬A§V´/å�¬A¶A«©¤¦­3Ì�°_¤¦§U«�¤·¶A«Ð¥3¨

x0
¨�«¥3¬¦¶$«j±¸¤L¥3Ä�§V´/³¦Ä�¨Ð¨�ªU«c¥>¨	µ�¤·§©§VÄ�´²¶$«VÄ�Ã¦§�¤·®>±/¨�°G¬¦­_§j±/¤�¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨

g
îl¨�«^¥3¬A¶_µ�°G¬A­>§�«V¬¦­>«V¨	¯�Ä�«V§©´¸ÂA­_¨	á�´/¨�¯L¤·¶>¶>´/¨�¶_¶>¨ªU­_§

D
ï
À¦¼�­>¶>´_¥3¨�±¸¤^«V¬¦°G¬A±²¬AÃ¦´/¨

H1 Á·±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±²¨ Ω(x0, D)
¤S­>¶>¨jª<«©§V­iµ
«V­_§V¨�¥3¨�³�¤·§©´/Ä�«VÄ�Ýj´/±²®G¨�§U«©´²¨�¶>¶>¨	îÖ³¦¬A´²§�ó U õ ô ï
Àà�¬A­>§

(x0, x1) ∈ M ×M
Á&ªU¬A´Ë«

Ω(x0, x1)
±/¨"ªU¬A­_ª<»½¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨x¥3¨�ªSµ�¾>¨�¯"´/¶_ª

x(·) ∈ Ω(x0)
«V¨�±/ªSÂ$­>¨

x(1) = x1
ÀÛa£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨

Ω(x0, x1)
¨�ª<«"­>¶_¨�ªU¬A­_ªU»J³�¤¦§V´/Ä�«VÄ�¥3¨

Ω(x0)
¥>¤·¶iªÍ­>¶�³¦¬A´/ªV´/¶_¤·ÃA¨�¥3¨�«©¬¦­3«Lµ©¾>¨�¯�´²¶Ð�����|�����2�3�?���!��}
Á¯L¤·´¸ª-°G¨�­3«j¶_¨�°_¤Aª-Ú�«©§V¨�­_¶>¨�³·¤·§©´²Ä�«VÄ�îlÃ¦±/¬¦®_¤¦±/¨�¯�¨�¶A«
ï�ª�£ ´/±�¨�Ì3´/ªU«V¨	¥3¨�ªjµ©¾>¨�¯�´²¶_ªjªV´/¶>Ã¦­>±/´/¨�§©ª�À

ÕY¬A´/¨�¶A«
x0
¨�«
x1
¥>¤¦¶_ª

M
ÀiÓ^¶�¯�¬¦¶A«©§V¨SÊl¤¦µ�´²±/¨�¯�¨�¶$«�Á_¹x±J£ ¤¦´¸¥3¨�¥&£ ­>¶>¨Ð§V¨�°_¤·§�¤·¯�Ä�«©§V´¸ªV¤�«©´²¬¦¶�¨�«j¥>¨�±M£ ´/¶>Ä�ÃA¤¦±/´Ë«©Ä�¥3¨¿�¤·­_µ�¾$Ô$»<Õ3µ�¾=¹�¤·§©å¦Á(Â$­>¨�±/¨�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨-ªU¬A­_ª<»Xá�´/¨�¯L¤·¶>¶_´²¨�¶Í¥>¨-¥3Ä�«V¨�§©¯�´²¶_¨�§I­>¶>¨�«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§V¨�¯�´/¶>´²¯�´¸ªV¤¦¶A«©¨�§©¨�±/´/¤¦¶A«

x0¹
x1
¨�ª<«jÄ)Â$­>´²³·¤·±/¨�¶$«j¤·­o«�}��0¨������6�>£0�>�����${:}�¿3���P��«�{����>~3��¥3¨�«V§©¬¦­>³¦¨�§-­_¶�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨

u(·) ∈ U «©¨�±�ÂA­_¨�±¸¤LªU¬A±²­3«©´²¬A¶¥3­éªVÔYªU«©Å�¯�¨�¥3¨+µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨fî A À F$ï"§©¨�±/´²¨
x0

¹
x1

¨�¶|«V¨�¯�°_ª
1
Á�¨�«�¯�´/¶>´/¯"´¸ªV¨�±²¨+µ�¬¦Î3«�Â$­_¤¦¥>§©¤·«V´¸ÂA­_¨

C(u(·)) =∫ 1

0

m∑

i=1

ui(t)
2 dt.

àI¤¦§xµ�¬A¶_ªVÄ�Â$­>¨�¶$«�Á�ªV¨�±/¬¦¶Æ±/¨�°_§V´/¶_µ�´/°G¨�¥3­f¯L¤�Ì3´/¯Í­>¯�Áe«V¬A­3«V¨�«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨L¬¦°3«©´²¯L¤¦±²¨
x(·) «V¨�±/±/¨

Â$­>¨
x(0) = x0

ÁE¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨	¹�­_¶+µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨
u
Ái¨)ª<«S±/¤�°>§V¬·É<¨)µ
«V´/¬¦¶+¥&£ ­>¶>¨\���0{�}����>~3���

(x(·), p(·), p0, u(·)) Á&ªU¬A±²­3«©´²¬A¶¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨ÐÝ^¤·¯�´/±Ë«©¬¦¶>´/¨�¶

ẋ(t) =
∂H

∂p
(x(t), p(t), p0, u(t)), ṗ(t) = −∂H

∂x
(x(t), p(t), p0, u(t)),

∂H

∂u
(x(t), p(t), p0, u(t)) = 0,

°>§©¨�ª©ÂA­_¨x°_¤¦§U«©¬¦­3«ÐªV­>§
[0, 1]

Á&¬0ºz±/¨�Ý^¤·¯�´²±²«V¬A¶>´/¨�¶ìª�£ Ä�µ�§©´Ë«
H(x, p, p0, u) =

〈
p,

m∑

i=1

uifi(x)
〉

+ p0
m∑

i=1

u2
i .
àI¬¦­>§

±²¨)ªS¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨�ªS¶>¬¦§©¯L¤·±/¨�ª"îl´MÀ ¨¦À/Á
p0 6= 0

ï
Á�¬¦¶z¶>¬A§V¯L¤¦±²´¸ªU¨
p0 = −1/2

À�áj¤¦°>°G¨�±/¬¦¶_ªÐÂA­_¨¦Á&°>­>´¸ªVÂ$­�£ ¬¦¶ì¶�£ ¤�°_¤¦ª�¥>¨µ�¬A¶A«V§�¤·´/¶A«©¨-ªU­>§�±²¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨AÁ�«©¬¦­3«©¨�«©§©¤�É<¨)µ
«V¬A´²§©¨�ªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨�¨�ªU«�°>§V¬·É<¨)µ
«V´/¬¦¶"¥&£ ­>¶>¨-¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨�¤¦¶>¬¦§©¯L¤·±/¨^îl´MÀ ¨¦À/Á
p0 =

0
ï
À·Ò�³¦¨�µ-µ�¨�«V«V¨-¶_¬¦§©¯�¤¦±²´¸ª©¤�«©´²¬¦¶eÁ�±/¨�ª�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨)ª�¶>¬¦§©¯L¤·­3ÌÍª�£ Ä)µ�§©´²³¦¨�¶A«

ui(t) = 〈p(t), fi(x(t))〉,
Á�°G¬¦­_§

i = 1, . . . ,m
ÀàI¤¦§jµ�¬A¶_ªUÄ)Â$­>¨�¶$«�Á3±/¨�ª�¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨�ª-¶>¬¦§©¯L¤·±/¨�ª-ªV¬¦¶A«cªU¬A±²­3«©´²¬A¶_ª�¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨ÐÝ^¤·¯�´/±Ë«©¬¦¶>´/¨�¶

ẋ(t) =
∂H1

∂p
(x(t), p(t)), ṗ(t) = −∂H1

∂x
(x(t), p(t)),

¬0º
H1(x, p) =

1

2

m∑

i=1

〈p, fi(x)〉2.
î A À A'G ï

ç�´ËÌ3¬¦¶iªj­>¶�°G¬A´²¶$«
x0
¥3¨

M
ÀGÛe¨ÍªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨Í¥>´ËëEÄ�§©¨�¶A«©´/¨�±�î A À A'G ï�¤L­>¶>¨xªU¬A±²­3«©´/¬¦¶�±/´¸ªVªV¨	®>´²¨�¶�¥>Ä�×_¶>´/¨xªU­>§

[0, 1]
«V¨�±/±/¨Â$­>¨

x(0) = x0
¨�«
p(0) = p0

Á>°G¬A­>§
p0 ∈ U

Á>¬0º
U
¨)ª<«j­>¶�¬¦­>³¦¨�§U«jµ�¬A¶>¶>¨�Ì3¨Ð¥3¨

T ∗
x0
M
À>ÛC£ ¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶ìîÖ±/´¸ªVªV¨)ï

¨�Ì3°
x0

: U −→ M
p0 7−→ x(1)

U



¬0º
(x(·), p(·)) ¨)ª<«�±/¤�ªU¬A±²­3«©´²¬A¶�¥>­�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�î A À A.G ïa«V¨�±²±/¨ÐÂ$­>¨ x(0) = x0

¨�«
p(0) = p0

Á3¨�ªU«j¤·°>°G¨�±/Ä�¨ª~�«0«����!��~3{:�!�3�����«k�������k{��!��������¤¦­b°G¬¦´/¶A«
x0
À�¿�¨�«V«V¨�¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶b°_¤·§�¤·¯�Ä�«©§V´¸ªV¨�±/¨�ª�¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨�ª"¶>¬A§V¯L¤·±/¨�ª�ÀIòc¬·«V¬A¶_ª�Â$­>¨�«V¬¦­>«V¨«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§©¨S¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨Ð§V¨�±²´¸¤·¶$«

x0
¹"­>¶�°G¬A´²¶$«j¥>¨

M \ ¨�Ì3° x0
(U)

¨�ªU«-ÊÖ¬¦§�µ�Ä�¯"¨�¶A«cª<«©§V´¸µ
«©¨�¯�¨�¶A«cªV´/¶>Ã¦­>±/´/Å�§©¨¦ÀÇc¶�°G¬¦´/¶A«
x ∈ ¨�Ì3° x0

(U)
¨�ªU«j¥3´²«������.���0�3�k�Í¹

x0
ªV´�µ¦£ ¨)ª<«j­>¶>¨Ð³�¤¦±²¨�­>§�µ�§V´²«©´/Â$­>¨Ð¥>¨�±J£ ¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´²¬A¶�¨�ÌY°

x0

Á3´JÀ ¨¦À/Áª�£ ´/±C¨�Ì3´¸ª<«©¨
p0 ∈ U

«V¨�±�Â$­>¨
x =

¨�Ì3°
x0

(p0)
¨�«Í±/¤�¥3´²ëGÄ�§V¨�¶A«V´/¨�±/±/¨

d
¨�ÌY°

x0
(p0)

¶_¨�ªU¬A´Ë«Í°_¤¦ªÍªU­>§MÉ<¨�µ�«V´/³¦¨¦À�Û�¨h���!������3�����0�0�k��ÁA¶>¬¦«VÄ C(x0)
Á¦¨)ª<«C±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨c¥3¨)ªa°G¬¦´/¶$«©ªCµ�¬¦¶�É<­>ÃA­>Ä�ªC¹

x0
À$òj¬¦«V¬A¶_ªCÂA­_¨¦ÁA¥�£ ¤¦°>§VÅ)ª�±/¨�«V¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨j¥>¨^Õ3¤·§�¥¤·°>°_±²´¸Â$­>ÄÐ¹"¨�Ì3°

x0

Á>±/¨�±/´/¨�­�µ�¬¦¶�É<­>ÃA­>Ä C(x0)
¨�ªU«j¥3¨Ð¯�¨�ªV­>§©¨�¥>¨ÐÛe¨�®G¨�ªVÃ¦­>¨�¶$­_±²±/¨	¥>¤·¶_ª

M
Àü´���6~3},¡��k� A À õ>À D ý Ó^¶L¯�¬¦¶$«V§©¨c¤¦­_ªVªV´iÂ$­>¨j±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨^¥3¨)ªa¨�ÌY«V§©Ä�¯�´Ë«©Ä�ª�¥3¨�ªa«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨�ªaªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨)ª�¶>¬A¶�ªU«V§©´/µ�«V¨)ª°_¤·§V«©¤¦¶A«j¥3¨

x0
¨�ªU«j¥3¨Ð¯�¨�ªV­>§©¨�¥>¨ÐÛ�¨�®G¨�ªVÃ¦­>¨�¶$­>±/±/¨	¥>¤·¶_ª

M
À

8  25>�4J25'9%�!�.)?�'50ö
� L8J=�$��;2(* t��ö�@-ö�@-ö ¶��"���'«<«��4���>¡��k�°��~o���3��£3��{:�!����£<�¬µu©��(1�����{a¤���}�� èa��� � ��{�¡��k�½��~ª¤4~3}��!��{�� M ����{������´«�����{��«����?}³��~¬£3����{�~������½�����2���!ü[�!���6~��$�k�!���k���

dSR
ý ���%���0����{��½�?�\�����2���,���������>¨�����£0�������

N1
£0�
M
{����u¡��k� � «k���?}³{��3�?{«������${

x ∈ N1
� ���d���<����{��°�?�h�?�$�!¡��k�P��©��������t�P���k���P����~3�k{������¢�0��~3�k{ x0

��{
x
��£0�^«����2� � ����{�{��½{�}�~�������{�����}��6~<£��6��{�?�ª}�������¤����6���${d���<{�}����6~������3}��>~3� ý:9 �T«�~3}�{:�!���?���!��} � ��¥ ���>~.�<�T����«

x0
(U)

£0�´�,¥ ~�«<«��¢�!��~3{:�!�3�"����«k�������${:�!�������l����{8£0�������£0~3���
M
ý

àI¬¦­>§	«V¬¦­>«
x ∈ M

ÁeªV¬¦´²«
D(x) =

êa¨�µ
« {f1(x), · · · , fm(x)} Áe¨�«xªV¬¦´²« µ ±/¤�¯�¨)ªU­>§©¨�¥3¨�Ûe¨�®G¨)ªUÃA­>¨LªV­>§ M Àê�­z±/¨x§©Ä�ªV­>±²«©¤�«S°>§©Ä�µ�Ä�¥3¨�¶A«)ÁG¬A¶+°G¨�­3«	ªU¨"¥>¨�¯L¤·¶_¥>¨�§�ªV´�°_§V¨)ªVÂ$­>¨Í«V¬A­3«�°G¬¦´/¶A«Ð¥3¨
M

¤·°>°_¤¦§U«©´²¨�¶A«�¹�¨�ÌY°
x0

(U)
À&Û�¨§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«-ªV­>´²³·¤·¶A«�¥3¬¦¶>¶_¨^­>¶>¨S§©Ä�°G¬¦¶iªU¨c°G¬$ªU´²«V´/³¦¨S¹xµ�¨�«U«©¨�ÂA­_¨�ªU«V´/¬¦¶�¥>¤·¶_ª�±²¨�µ�¤Aª�¥&£ ­>¶_¨�¥3´¸ª<«©§V´/®>­3«©´²¬A¶�¥3¨�µ�¬¦§�¤·¶_Ã

1
À

� L8J=�$��;2(* t��ö�@-ö�Wuö ¶��"���'«<«��4���>¡��k�°��~o���3��£3��{:�!����£<�¬µu©��(1�����{a¤���}�� èa��� � ��{�¡��k�½��~ª¤4~3}��!��{�� M ����{������´«�����{��«����?}���~f£3����{�~������P���3�2���!ü[�!���>~3�k�$�!���$���
dSR

ý ®��²��~f£3����{�}��!¨��?{:�!�3�
D
����{%«�~3}�{��3�?{^£0�6����}�~��2�f�?� � ~3����}������d���<����{���?�û�����2���,���k�����6¨����

N2
£0�
M
£<�>�>�����?}��>£<�3;u�'¨������0�k�>{��3{�~3���>{����é¡��k� � «����?}P{����?{8«������${ x ∈ N2

� ���é���<����{��P�?���©k���P���|�P���k���P����~��k{l}������!~��${
x0
ç
x
��{T~� 0~3�k{l�?�*}�������¤����>���k{³���<{�}����6~��²����}��6~�� ý=< �T«��¢�2� � ����{�{��ª{�}�~�������{�����}������{������t�����2�3�?���!��}�� � ��{ x ��¥ ����{8«�~��>�����.���0�3�k�ªç x0

ý>9 �f«�~3}�{:�!���?���!��} � �,¥ ���������>¨����¬����«
x0

(U)
����{[£0�>�6�����?}��ª£0�;u�'¨����,�3�k�°{���{�~����P£0~3���

M � � ý � ý � µ(M \ ����« x0
(U)) = 0.

ÕY¬A´²« A îl§©¨�ªU°eÀ As
ï-±M£ ¨�¶iªU¨�¯Í®>±²¨Í¥>¨�ªj°G¬¦´/¶A«�ª

x
¥3¨

M
«©¨�±¸ªcÂ$­>¨Ð«V¬¦­>«^µ©¾>¨�¯�´²¶�¯�´/¶>´/¯"´¸ª©¤·¶A«^§V¨�±²´¸¤·¶$«

x0
¹
x
¨�ªU«ªU´/¶>ÃA­>±²´/¨�§cîl§V¨)ªU°�À/ÁAª<«©§V´¸µ
«©¨�¯�¨�¶$«CªV´/¶>Ã¦­>±/´/¨�§
ï
À¦º�´/¨�¶�¨�¶A«©¨�¶_¥3­eÁ As ⊂ A ÀAÛ�¨)ªI«V¾_Ä�¬¦§©Å�¯�¨�ª�°>§©Ä�µ�Ä�¥3¨�¶A«�ª�´/¯"°_±²´¸Â$­>¨�¶$«�Â$­>¨

As
¨�ªU«"¥&£ ´²¶$«VÄ�§V´/¨�­>§x³Y´¸¥3¨�¥>¤¦¶_ª

M
±�¥>¤¦¶_ªÍ±/¨�µ�¤¦ªx¥3¨�µ�¬¦§�¤·¶>Ã�­>¶eÁ A ¨�ªU«"¥3¨�¯�¨)ªU­>§©¨�¥3¨�Û�¨�®G¨�ªUÃA­>¨�¶Y­>±²±/¨�¥>¤·¶_ª

M
ÀEàI¤¦§S¤¦´²±/±/¨�­>§�ª�Ái±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨ Sstrict

min

¥3¨)ª^°G¬¦´/¶A«©ª
x
¥3¨

M
«©¨�±¸ªSÂ$­�£ ´²±I¨�Ì3´/ªU«V¨x­>¶zµ�¾>¨�¯�´/¶zªU«V§©´/µ�«V¨�¯"¨�¶A«�ªV´/¶>Ã¦­>±/´/¨�§¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«j§V¨�±²´¸¤·¶$«

x0
¹
x
Á>¨)ª<«c¥&£ ´²¶$«VÄ�§©´/¨�­>§�³Y´¸¥3¨	¥>¤·¶_ª

M
À¿�¨)ª-§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�¯�¬A¶A«V§©¨�¶$«jÂ$­>¨Ð±²¨)ª�ªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨)ª�¯�´²¶_´²¯�´¸ªV¤¦¶A«V¨)ª-§©¨�¯�°>±/´¸ªVªV¨�¶$«Cð<°G¨�­YñÐ¥&£ ¨)ªU°_¤Aµ�¨AÀ>È^¤¦¶_ª-±¸¤�ªV¨�µ
«©´²¬A¶ªU­_´²³·¤·¶A«©¨¦Á3¬A¶�°>§©¨�¶_¥�±/¨�°G¬A´²¶$«j¥>¨�³Y­>¨Ð´²¶Y³¦¨�§�ªU¨�¨�¶�ª�£ ´²¶$«VÄ�§V¨)ªVª©¤·¶$«�¤·­3Ì�°>§©¬¦°>§©´²Ä�«VÄ)ª-¥3¨�ÃAÄ�¶>Ä�§V´¸µ�´²«VÄÐ¥3¨�ªjªV´²¶>ÃA­>±/´²Å�§V¨)ª�À

���:_
�@? y 5�dYvcTXW3P�W>dÆ]c=p`a5�Zj5�;_:Vg&:XW35A�Ð8Cvc;|T<=ednW3;>PB�A=egEWY8�:<;>=edfd$:VZj`Cv^TU:C��;>=ed
ÈS¤·¶_ª�µ�¨�°_¤¦§©¤¦Ã¦§©¤·°>¾>¨AÁ$¬¦¶�°>§©Ä�ªV¨�¶A«©¨�¥3¨)ª�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ª�¬¦®3«©¨�¶Y­_ª�¨�¶�µ�¬¦±/±/¤¦®G¬¦§�¤�«V´/¬¦¶�¤(³¦¨�µcíxÀG¿�¾>´Ë«©¬¦­>§�¨�«jç�À>¢A¨�¤¦¶�Á¥>¤·¶iª>ó A<A Áeõ G4ô îl³¦¬¦´/§Ð¤¦­_ªVªV´�ó D<D ô ï�Áe¥3¨�ÃAÄ�¶>Ä�§V´¸µ�´²«VÄ�¥>¨�ªS«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨�ª�ªV´²¶>ÃA­>±/´²Å�§V¨)ª^°G¬A­>§Ð¥>¨�ªÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ªÐ¥3¨Lµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨¤�öL¶>¨)ª�Á-¥3­é«XÔY°G¨ î A À BYï
À-Û�¬A§©ª©Â$­>¨

f0 = 0
Á�¬¦¶é°_¤¦§V±/¨z¥3¨ìªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨ì¤�öL¶>¨zª©¤·¶iª�¥>Ä�§©´²³¦¨AÀ�Èx£ ­>¶ó°G¬¦´/¶A«�¥3¨z³Y­>¨´²¶$«V§©´²¶iªUÅ)ÂA­_¨¦Áa´/±j¨�ªU«�¤·±/¬¦§�ª�Â$­>¨�ªU«©´²¬A¶|¥3¨�µ�¬A­>§©®G¨�ªLªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�ªLªV­>§�¥>¨�ª�¥3´¸ª<«©§V´/®>­3«©´²¬A¶_ª�À�¿�¨�°G¬A´²¶$«�¥3¨�³Y­>¨�¶�£ ¨�ªU«°_¤¦ª�¨�Ì3°G¬AªVÄ�¥>¤·¶_ªLµ�¨�¯�Ä�¯�¬¦´/§©¨ìîl³¦¬¦´/§\óôõ G4ô °G¬A­>§�±¸¤z³¦¨�§©ªV´²¬A¶�´/¶A«V§©´/¶_ªUÅ)Â$­>¨¦Á�Ã¦Ä�¬¦¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨¦Á�¥3¨�ª�§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�¥3¨�µ�¨°_¤·§�¤·ÃA§©¤·°>¾>¨(ï
ÀÕY¬A´²«

M
­_¶>¨L³·¤·§©´²Ä�«VÄ�±/´¸ªVªV¨�¥3¨�¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶

n
Á�¨�«

T
­_¶n§©Ä�¨�±�°G¬$ªU´²«V´²Ê<ÀI¿�¬¦¶_ªV´¸¥3Ä�§©¬¦¶_ª�±/¨�ªVÔYªU«©Å�¯�¨L¥>¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨¤�öL¶>¨

ẋ(t) = f0(x(t) +

m∑

i=1

ui(t)fi(x(t)),
î A À A0A ï

¬0º
(f0, f1, . . . , fm)

¨)ª<«-­>¶
(m+ 1)

»J­>°_±²¨�«�¥3¨�µ©¾_¤¦¯�°_ª�¥3¨S³¦¨)µ
«V¨�­>§�ªC±/´¸ªVªV¨�ª�ªV­>§
M
ÁY¨�«-±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨S¥>¨�ª-µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª¤¦¥3¯�´¸ªVªV´/®>±²¨)ª

u = (u1, . . . , um)
¨�ªU«�­_¶�ªV¬¦­iª<»½¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨S¬A­>³¦¨�§V«�¥3¨

L∞([0, T ], U)
ÀÕY¬A´²«

x(·) ­>¶>¨Ð«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨ÐªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨AÀ>ãa±/±²¨Í¨�ªU«j°_§V¬·É<¨�µ�«V´/¬¦¶�¥&£ ­>¶>¨Í¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨	¤·¶>¬A§V¯L¤·±/¨ (x(·), p(·), 0, u(·)) Àà�¬A­>§-«©¬¦­_ª
t ∈ [0, T ]

¨�«
i, j ∈ {0, . . . ,m} Á>¬¦¶�¥3Ä�×i¶>´Ë«

hi(t) = 〈p(t), fi(x(t)〉, hij(t) = 〈p(t), [fi, fj ](x(t))〉,

E



¬0º
[·, ·] ¨)ª<«j±²¨	µ�§©¬3µ�¾>¨�«j¥3¨ÐÛe´²¨	¥3¨	µ©¾_¤¦¯�°_ª�¥3¨Ð³¦¨�µ�«V¨�­>§©ª�À>Û�¨Ð±²¬A¶>Ã�¥�£ ­>¶>¨Ð¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨�¤¦¶>¬¦§©¯L¤·±/¨¦ÁY¬¦¶�¤

h0(t) =
µ�ªU«V¨

, hi ≡ 0, i = 1, . . . ,m.
î A À A õAï

àI¤¦§j¥3Ä�§©´/³�¤�«©´/¬¦¶�¥3¨�î A À A õAï
Á3¬¦¶�¬A®3«V´/¨�¶$«�Á>°G¬A­>§
i = 0, . . . ,m

Á

hi0(t) +

m∑

j=1

hij(t)uj(t) = 0,
°G¬A­>§�°>§V¨)ªVÂ$­>¨S«V¬A­3«

t ∈ [0, T ].
î A À A DAï

roJ=õd�%&!�.&:�$�Ð��ö�@-ö!��ö Ûe¨S±²¬A¶>Ã"¥�£ ­>¶_¨S¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨S¤·¶_¬¦§©¯�¤¦±²¨
(x(·), p(·), 0, u(·)) Á3±¸¤o�>~3{:}��!����£0�ED^�.© G(t)

îl§V¨)ªU°eÀ²Á±/¤t�6~�{�}��!���o£<�FD^�.©*~3�0�3�6���k{����
G(t)

ïS¤¦­+«©¨�¯�°_ª
t ∈ [0, T ]

¨�ªU«Ð±/¤�¯L¤�«©§V´¸µ�¨�¤¦¶A«©´Ë»XªUÔY¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨
m ×m

¥3Ä�×_¶>´/¨°_¤·§
G(t) =

(
hij(t)

)
16i,j6m

îl§V¨)ªU°�À
G(t) =

(
hij(t)

)
06i,j6m

ï�À
Ûe¨	§�¤·¶>Ã

G(t)
¨�ªU«^µ�±/¤¦´²§©¨�¯�¨�¶A«c°_¤¦´²§)ÀGÕY´�¥>¨Í°>±²­_ª

m
¨)ª<«^´/¯�°_¤·´/§�Ái±²¨x¥3Ä�«V¨�§V¯�´/¶_¤·¶$«^¥>¨

G(t)
¨)ª<«^±/¨xµ�¤·§©§VÄ	¥&£ ­>¶°G¬¦±/ÔY¶>Ñ¦¯�¨

P (t)
¨�¶�±/¨�ª
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À�Çj¶b¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨Æîl§V¨)ªU°eÀ²ÁCªV¨�¯�´²»½¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨)ï"¥3¨�Ï á n ¨�ªU«�­>¶|¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�¥3Ä�×_¶_´j°i¤·§�¥>¨�ªLÄ�Ã$¤·±/´²«VÄ�ª�îl§V¨)ªU°eÀ²Áa´/¶>Ä�Ã$¤·±/´Ë«©Ä�ª�ï¥3¨�Ê ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ªÐ¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�À&Ûe¤�µ�±/¤AªVªV¨�¥3¨�ªÐ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ª	ªU¨�¯�´Ë»X¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨)ª^¶�£ ¨�ªU«	°_¤¦ªÐªU«©¤¦®>±²¨�°_¤¦§�°_§V¬·É<¨�µ�«V´/¬¦¶�ÀeÕ3´¬¦¶Æ¤�É<¬¦­>«V¨�¹�µ�¨�«U«©¨�µ�±/¤AªVªV¨�±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�¥3¨)ªÐ°>§©¬·É<¨�µ
«©´²¬A¶_ª	¥&£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ªÍªU¨�¯"´²»X¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨)ª�Á&¬¦¶n¬¦®>«V´/¨�¶A«Í±¸¤�µ�±¸¤¦ª©ªU¨¥3¨�ª-¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ª�ªU¬A­_ª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�À$Çj¶_¨�¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶�¨�ªU«�¥3´²«V¨ÐªU¬A­_ªU»½¤·¶i¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨^ªV´&ªV¬¦¶�Ã¦§�¤·°>¾>¨^¨�ªU«-­>¶�¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨ªU¬A­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨AÀÛ�¤�µ�±¸¤¦ª©ªU¨Í¥3¨�ªc¨�¶iªU¨�¯Í®>±²¨)ªcªV¬¦­iª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�°G¬Aª©ªUÅ)¥3¨Í¥3¨Í¶>¬¦¯Í®>§©¨�­iªU¨)ª�°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�ª-«©§VÅ)ªc¤·ÃA§VÄ)¤·®>±/¨�ª³Si¨�±/±²¨Í¨)ª<«ÊÖ¨�§©¯�Ä�¨a°_¤¦§�­_¶>´²¬A¶�Á�´²¶$«V¨�§©ªV¨�µ�«V´/¬¦¶�Á�°_¤AªVª©¤·ÃA¨�¤·­	µ�¬A¯�°>±²Ä�¯�¨�¶A«�¤·´/§V¨AÁ�´²¯L¤·ÃA¨�´/¶$³¦¨�§©ªV¨�°_¤¦§�­_¶>¨�¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´²¬A¶Ð¤·¶i¤·±/ÔA«©´¸ÂA­_¨¦Á´²¯L¤¦Ã¦¨�°_¤·§�­>¶>¨	¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶�¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨�°>§V¬A°>§©¨¦ÀYãC¶�®>§V¨�Ê<Á>µ¦£ ¨)ª<«j­>¶>¨	µ�±¸¤¦ª©ªV¨�¥3´²«V¨¬�����P���$���6~3����îl³¦¬¦´/§³ó F G4ô ï
ÀÛe¨�ª�«©§V¬A´/ª-°>§©¬¦°>§©´/Ä�«VÄ)ª-ªV­>´²³·¤·¶A«©¨�ª�ªV¬¦¶A«j°_¤·§V«V´¸µ�­>±/´/Å�§©¨�¯�¨�¶$«�´²¶$«VÄ�§©¨�ª©ªV¤¦¶A«©¨�ªlS_

P1 ` «V¬¦­>«�¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨ÐªV¬¦­iª<»X¤·¶_¤·±/Ô$«V´¸Â$­>¨^¨)ª<«³��{�}�~�{�� èa~<¨�����îl¤·­�ªU¨�¶_ª�¥3¨³¯�¾>´²«V¶>¨�Ô3ï�±_
P2 ` ±²¨�±/´²¨�­|ªU´/¶>Ã¦­_±²´/¨�§L¥3¨�«©¬¦­3«©¨�ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶|ªU¬A­_ª<»X¤·¶i¤·±²Ô$«©´/Â$­>¨�ªU­_§�­>¶>¨�³�¤·§©´/Ä�«VÄ�¤·¶_¤¦±/ÔA«©´/Â$­>¨�¨)ª<«L­>¶>¨�ªU¬A­_ª<»³�¤¦§V´/Ä�«©Ä�ª<«©§©¤·«V´²×_Ä�¨Ð¥3¨	µ�¬>¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶�ªU­>°GÄ�§V´/¨�­_§V¨�¬¦­�Ä�Ã$¤·±/¨�¹"­>¶³±_
P3 ` ªU¬A´²¨�¶A« M ¨�«

N
¥>¨�ªx³·¤·§©´²Ä�«VÄ�ªÍ§©Ä�¨�±/±/¨�ªx¥3¨�¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶f×_¶_´²¨AÁ

A
­>¶bªV¬¦­_ªU»J¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�¥>¨

N
Á�¨�«�ªV¬¦´/¨�¶A«

Φ : N →M
¨�«
f : N → Ï áÞ¥3¨�ªj¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´/¬¦¶_ª�ªU¬A­_ª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�À$àI¬¦­>§

x ∈M
Á>¬¦¶�°G¬AªV¨

ψ(x) = inf{f(y) | y ∈ Φ−1(x) ∩A}. î A À A.U ï
ÕY´

Φ|Ā
¨�ªU«�°_§V¬A°>§V¨AÁ3¤·±/¬¦§�ª

ψ
¨)ª<«cªU¬A­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨AÀ¿�¨�«V«V¨"¥>¨�§©¶>´²Å�§V¨Í°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�îl°>§©¬¦­>³¦Ä�¨x¥>¤·¶_ª�ó A.U õ ô ïj§©¨�¶_¥�±²¨)ª^¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ªSªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´¸ÂA­_¨�ª�«V§©Å�ª^­3«V´/±²¨)ª^¨�¶+µ�¤·±¸µ�­>±¥3¨�ª�³�¤¦§V´¸¤�«©´²¬A¶_ª�ÁY¨�«j°>±/­_ª�Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/¨�¯�¨�¶$«-¨�¶�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨S¬A°3«V´/¯L¤·±JÀ

Ûe¨�ª�§©Ä�ªV­>±²«©¤�«�ª�Â$­>´�ªU­_´²³¦¨�¶A«�¬¦¶A«�Ä�«VÄ�¯�¬¦¶$«V§©Ä�ª-¥>¤·¶_ªló B ô ÀYÏX±¸ª-ª�£ Ä�«V¨�¶_¥3¨�¶$«�¨�¶�Êl¤¦´Ë«j¹"¥3¨�ª-°>§V¬A®>±/Å�¯�¨�ª-¥3¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨
¬¦°3«©´²¯L¤¦±j°>±/­_ªLÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦­3Ì&ÁI¬<º ±/¨�µ�¬¦Î3«

C(T, u) =
∫ T

0
f0(x, u)dt

¨�ª<«�¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨�¤¦­�ªU¨�¶iª
L2 Á�ªV¨�¯�´Ë»Xµ�¬A¶A«©´²¶Y­

F



´²¶>ÊÖÄ�§©´²¨�­>§V¨�¯�¨�¶A«�°G¬¦­_§�±/¤Ð«©¬¦°G¬A±²¬AÃ¦´/¨-Êl¤¦´²®_±²¨SªU­_§
L2 Á$¨�«�«V¨�±&ÂA­_¨ ∂2f0

∂u2

ªU¬A´Ë«�µ�¬Y¨�§�µ�´/³¦¨ÍîÖ³¦¬A´²§[ó B0B ô ï�À>¿�¨�°G¨�¶_¥>¤·¶$«�Á$°G¬A­>§Ä�³Y´²«V¨�§�«V¬¦­>«V¨Ð¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨S«V¨)µ©¾>¶>´¸Â$­>¨¦Á_¬¦¶�ªV¨�§V¨)ª<«©§V¨�´²¶$«j¤·­�µ�¤Aª-¥>¨�ª�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ª�¤·öL¶>¨�ª

ẋ(t) = f0(x(t)) +

m∑

i=1

ui(t)fi(x(t)),
î A À A E¦ï

¬0º
f0, . . . , fm

Á>ªV¬¦¶$«j¥3¨�ªjµ�¾_¤·¯�°_ªj¥3¨�³¦¨)µ
«©¨�­>§�ª�¤·¶_¤·±/Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�¥>¤·¶_ª�Ï á n Á_¤(³¦¨�µS­>¶�µ�¬¦Î>«j¥3­�«XÔY°G¨

C(T, u) =

∫ T

0

m∑

i=1

ui(t)
2dt+ g(xu(T )),

î A À A.V ï
¬0º

T > 0
Á>¨�«

g :
Ï á n → Ï áó¨)ª<«c¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨�¨�«j°>§©¬¦°>§©¨¦À

roJ=õd�%&!�.&:�$�à�$ö�W-ö:�$ö ÕY¬A´²¨�¶A«
x0 ∈ Ï á n ÁE¨�« T > 0

À&Ûe¤�À��3����{:�!�3�*¤4~3�����?}
S(T, x0, ·) :

Ï á n → Ï á + ∪ {+∞} ¨�ªU«¥3Ä�×i¶>´²¨Ð°_¤¦§
S(T, x0, x) = inf{C(T, u) | Ex0,T (u) = x},¤)³¦¨)µ^±¸¤�µ�¬¦¶$³¦¨�¶A«©´²¬A¶

S(x) = +∞ ª�£ ´/±�¶�£ ¨�Ì3´/ªU«V¨	¤·­_µ�­>¶>¨S«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨S¯�¨�¶_¤¦¶A«c¥3¨
x0
¹
x
¨�¶�«V¨�¯�°_ª

T
À

àI¬¦­>§
r, T > 0

Á>¬A¶�¶>¬·«©¨
M6r(x0, T ) = {x ∈ Ï á n | S(T, x0, x) 6 r} À� L8J=�$��;2(* "�$ö�W-ö:�$ö ®N���!���k{
r, T > 0

«k��{���{!� � ��{ K �?�\�����´«�~<��{é���3�2���,~3��~3�� �{:�!¡��k�l�������¢�2�l£0~3���
M6r(x0, T )

ý ®�� �«����?}�{����?{
x ∈ K � �����N¥ ���<����{��[~3�k���?����{:}�~�������{��3��}��^�����2�3�?���!��}��´�����$��������~��${��´�6����~��${8£0� x0

ç
x � ~3����}�� S(T, x0, ·)����{������k{����k�k����{¸�����2���,~���~��� �{��!¡��k�½���?}

K
ý

Ûe¨�ª�§VÄ�¨�±¸ª
r
¨�«
T
ªV¬¦¶$«ÐªV­>°>°G¬AªVÄ�ª�¤AªVªV¨�å"°G¨�«©´Ë«�ªÐ¥>¨LªU¬A§U«©¨"Â$­>¨"«V¬A­3«V¨"«©§�¤(É<¨)µ
«©¬¦´/§V¨�¥3¨Lµ�¬AÎ3«�°_±²­_ªÐ°G¨�«©´Ë«ÍÂ$­>¨

r¨�ªU«x®>´²¨�¶�¥3Ä�×_¶>´/¨�ªV­>§
[0, T ]

ÀIÛa£ ´/¥3Ä�¨�°_§V´/¶_µ�´/°_¤¦±²¨�ªV¬¦­_ªU»²ÉU¤Aµ�¨�¶A«V¨�¹�±¸¤�°>§©¨�­>³¦¨�¥3¨�µ�¨�§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«Í¨)ª<«"¥3¨�¯�¬¦¶$«V§©¨�§Í±/¤µ�¬A¯"°i¤¦µ�´²«VÄÍ¥3¨Í±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨Í¥>¨�ªc¯Í­>±Ë«©´²°_±²´¸µ�¤·«V¨�­_§©ª^¥3¨xÛe¤¦Ã¦§�¤·¶>Ã¦¨Ð¤AªVªV¬3µ�´/Ä�ªj¤·­3Ì�¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤¦±²¨)ª�¶>¬A§V¯L¤·±/¨�ª�Á>°>­>´¸ª^¥3¨xªU¨ªU¨�§V³Y´/§�¥3¨Ð±/¤"°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�î
P3
ï-¥>¨�ª-¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ªjªU¬A­_ª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�Àü´���6~3},¡��k� A À D>À A=ý Èx£ ¤¦°>§©Å�ª�±/¨Sµ�¬¦§©¬¦±/±/¤·´/§V¨ A À õ>ÀùE3ÁA±J£ ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨S¥�£ ¤¦®_ªU¨�¶_µ�¨S¥3¨^«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨^ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨c¯�´/¶>´/¯"´¸ª©¤·¶A«©¨¨�ªU«�³¦Ä�§V´²×_Ä�¨SÃAÄ�¶>Ä�§V´¸Â$­>¨�¯�¨�¶$«-±/¬A§©ª©Â$­>¨

m > 2
À

���Y?
��_ s�W3v^]j=pP�d,'j7a�cWY8aW3:cb-vj=ó=eZd�c;>5�dA=�ZcgE= ]j= dY:UZj`�vcTU:C��;>=edÆ7t:UZ^:U7u:<d$P�ZCW3=ed
ÕE£ ´/±¦¨�Ì3´¸ª<«©¨a¥3¨�ª&«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§V¨)ª&ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�ªE¯�´/¶>´/¯"´¸ª©¤·¶A«©¨�ª�Á�±/¤�ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶Ð³�¤·±/¨�­>§�°G¨�­3«e¶_¨�°_¤Aª&Ú�«©§V¨aªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨¦Á¶>´�¯�Ú�¯�¨	µ�¬A¶A«V´/¶$­_¨¦À_Çj¶�¨�ÌY¨�¯�°>±²¨�«V§©Å�ª�ªV´²¯�°>±/¨6ó B_Á�B0B ô ¨)ª<«c¥3¬A¶>¶>Ä�°_¤¦§�±²¨	ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨Ð¤·ö�¶_¨Ð¥>¤·¶iª-Ï á 2

ẋ(t) = 1 + y(t)2, ẏ(t) = u(t),

¨�«�±/¨�µ�¬¦Î3«
CT (u) =

∫ T

0
u(t)2dt

À�Ûe¤z«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨
(x(t) = t, y(t) = 0)

ÁC¤AªVªV¬3µ�´²Ä�¨�¤¦­|µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨
u = 0

Áa¨�ªU«ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨z¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨¦Á�¨�«�±¸¤fÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶Q³�¤¦±²¨�­>§
S(0,0),T

¶�£ ¨�ªU«�¶>´Ðµ�¬A¶A«©´²¶Y­>¨¦Á-¶_´ÐªU¬A­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨z¤·­ó°G¬¦´/¶A«
(T, 0)

À_àa§VÄ)µ�´¸ªUÄ�¯�¨�¶A«)Á>¬¦¶�¤"±/¨Ð¥3Ä�³¦¨�±/¬¦°>°G¨�¯"¨�¶A«c¤¦ªVÔ$¯�°3«©¬·«©´/Â$­>¨AÁ3°G¬¦­>§
(x, y) ∼ (T, 0)

Á

S(0,0),T (x, y) =
1

4

y4

x− T
+

y4

x− T
e−

y2

x−T + o
( y4

x− T
e−

y2

x−T

)
.

ÈS¤·¶_ªc±/¨xµ�¤¦¥>§V¨Í¥3¨Í±/¤�Ã¦Ä�¬A¯�Ä�«V§©´/¨	ªV¬¦­_ªU»½á�´/¨�¯L¤¦¶>¶>´/¨�¶>¶>¨AÁ_±²¨xµ�¤Aªc¼�¤·§V«V´/¶>¨�«^°>±¸¤�«)ÁiÄ�«V­i¥3´²Ä"¥>¤·¶_ª°ó B2E ô Ái¨�ªU«^±²¨xµ�¤Aª±²¨L°>±/­_ª	ªV´²¯�°>±/¨L°G¬¦­>§	±²¨)ÂA­_¨�±a´²±C¨�Ì3´/ªU«V¨L­>¶>¨�ªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨�¯�´²¶>´/¯�´¸ªV¤¦¶A«V¨L¶>¬A¶z«©§V´/³Y´/¤¦±²¨²±&±/¨�ª	¤·­>«V¨�­_§©ª�¯�¬¦¶$«V§©¨�¶A«ÍÂ$­>¨±²¨)ªcªV°>¾>Å�§V¨)ªj¥>¨	°G¨�«V´²«^§�¤)Ô¦¬A¶�Á>¨�«S¥3¬A¶_µÐ±¸¤�¥3´¸ª<«�¤·¶_µ�¨Í¹
0
Ái¶>¨xªU¬A¶A«c°_¤AªcªU¬A­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨)ª�ÀiÕY¨Í®_¤¦ª©¤·¶$«cªV­>§^µ�¨ÐÊl¤·´²«�Á¥>¤·¶iª>ó B V�ô Áe±²¨)ª	¤·­3«©¨�­>§�ª�¯�¬¦¶$«V§©¨�¶$«ÍÂ$­>¨¦Á�°G¬A­>§Ð­_¶>¨�ªU«V§©­_µ
«©­>§V¨�ªU¬A­_ªU»½á�´/¨�¯L¤¦¶>¶>´²¨�¶>¶>¨

(M,D, g)
¥3¨L§�¤·¶>Ã

2
«©¨�±/±/¨Â$­>¨

D3 6= D2 ¨�¶ q0 Á>±¸¤�¥3´/ªU«�¤·¶_µ�¨	ªU¬A­_ª<»Xá�´/¨�¯L¤·¶>¶_´²¨�¶>¶>¨�¹ q0 ¶�£ ¨)ª<«j°_¤Aª�ªU¬A­_ªU»½¤·¶i¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨AÀÛ�¤fµ�±¸¤¦ª©ªU¨+ªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨�¨)ª<«�¥3¬A¶_µ�´/¶_ªV­3ö�ªV¤¦¶A«©¨�±/¬¦§�ª©ÂA­e£ ´/±c¨�Ì3´/ªU«V¨z¥3¨�ª�ªV´/¶>Ã¦­>±/´/Å�§©¨�ª�¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨�ª�À�Çc¶>¨Â$­>¨�ªU«V´/¬¦¶Æ´²¶$«VÄ�§©¨�ª©ª©¤·¶A«©¨¦Áe°G¬AªVÄ�¨�¥>¤¦¶_ªªó B<B ô Áe¨)ª<«x¥3¬A¶_µ�¥3¨�µ�¾>¨�§�µ�¾>¨�§	­>¶_¨�µ�±¸¤¦ª©ªV¨�°_±²­_ªÍÃ¦§�¤·¶_¥>¨¦ÁeÂ$­>´C®GÄ�¶>Ä�×iµ�´²¨�¥>¨�ª¯�Ú�¯�¨�ª-°>§©¬¦°>§©´²Ä�«VÄ)ª�Â$­>¨S±¸¤"µ�±¸¤¦ª©ªV¨SªU¬A­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨"îlµ�±/¤AªVªV¨>�3�������$���>~3����Á>¬¦­eÁ3¥3­�¯�¬¦´/¶_ª�Á3¥>¤¦¶_ª�±/¤AÂ$­>¨�±/±/¨^¬A¶�¤"¥3¨®G¬¦¶>¶_¨�ª-°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�ª-¥3¨	ªU«V§�¤�«V´²×iµ�¤�«V´/¬¦¶Gï
ÀãC¶�Êl¤¦´Ë«)ÁAª�£ ´²±i¨�Ì3´/ªU«V¨j­>¶_¨�«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨�ªU«V§©´¸µ
«V¨�¯�¨�¶A«�ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�¯�´²¶_´²¯�´¸ªV¤¦¶A«V¨c°G¬¦­>§C±/¨j°>§V¬A®>±/Å�¯�¨	î A À A E·ï�Á_î A À A.V ï�Á¤·±/¬¦§�ª"±M£ ¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶ ¨�Ì3°G¬¦¶_¨�¶A«©´²¨�±²±/¨�§©¨�ªU«V§©¨�´/¶A«©¨�¤·­3Ìb¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨)ª�Áa´JÀ ¨AÀ²Áa±J£ ¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´²¬A¶b°i¤·§�¤·¯�Ä�«©§V´¸ªV¤¦¶A«�±²¨)ª�¨�ÌY»«V§©Ä�¯L¤·±/¨�ª	¶>¬¦§©¯L¤·±/¨�ª�¯�´/¶>´/¯"´¸ª©¤·¶A«©¨�ª�Áe¨�ªU«¬���3�"«�}���«�}���Àa¿�¨�±¸¤�¨�Ì3°>±²´¸Â$­>¨�ÂA­_¨L±J£ ¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´/¬¦¶Æ¥3¨�±¸¤�°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�î
P3
ï

A'G



ªU¬A´Ë«�¯�´/ªV¨�¨�¶�¥3Ä�Êl¤·­>«�À_á�Ä�µ�´²°>§©¬3Â$­>¨�¯"¨�¶A«)Á3ªV´&µ�¨�«V«V¨Ð¤¦°>°>±/´/µ�¤�«V´/¬¦¶�¶�£ ¨�ªU«�°_¤¦ª-°>§V¬A°>§©¨¦Á3¤·±/¬¦§�ª�´²±&¨�Ì3´/ªU«V¨�­>¶>¨ÐªV´²¶_Ã¦­>±/´²Å�§V¨¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨AÀ�¿�¨�«U«©¨L¶>¬A¶3»J°_§V¬A°>§V¨�«VÄ"¨)ª<«x¥3¬¦¶_µLµ�¤¦§©¤Aµ
«©Ä�§©´/ªU«V´¸ÂA­_¨�¥3¨L±J£ ¨�Ì3´/ªU«V¨�¶_µ�¨�¥&£ ­>¶>¨�ªU´/¶>Ã¦­_±²´/Å�§©¨�¯�´²¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨AÀÈc­ì°G¬A´²¶$«Ð¥3¨�³$­_¨�Â$­_¤·±/´Ë«�¤�«©´ËÊ<Á�µ�¨�±¸¤�°>§©¬(³¦¬3Â$­>¨x­>¶z°>¾_Ä�¶>¬A¯"Å�¶>¨�¥3¨"«©¤·¶_Ã¦¨�¶iµ�¨"¥>¨�ªS¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�ª�¥3¨�¶>´²³A¨�¤·­3Ì+¥>¨"±¸¤ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶�³·¤·±/¨�­>§�°_¤·§�§�¤·°>°G¬A§U«�¹"±¸¤�¥3´/§V¨)µ
«V´/¬¦¶�ªV´²¶>ÃA­>±/´²Å�§V¨LîÖ³¦¬¦´/§³ó B_Á�B<B ô ï�ÀÈx£ ¤·­3«©§V¨Í°_¤¦§U«)Á_­>¶_¨x¤·¶i¤·±/ÔYªV¨	®_¤¦ªVÄ�¨ÍªV­>§^±/¤L«V¾_Ä�¬¦§©´/¨ÍªU°G¨)µ
«©§©¤¦±²¨Í¥3¨Í±J£ ¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´²¬A¶�¨�¶$«V§©Ä�¨�»½ªV¬¦§V«V´/¨Ð°G¨�§©¯�¨�«�ÁE¥>¤·¶_ª±²¨Sµ�¤Aª�¥&£ ­_¶�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨^¤·öL¶>¨c¯�¬¦¶>¬¦»J¨�¶A«©§VÄ�¨¦ÁA¥3¨S¥3Ä)µ�§©´²§©¨j°>§©Ä�µ�´/ªVÄ�¯�¨�¶A«�±/¨^µ�¬¦¶$«©¤¦µ�«�¥3¨�ª�¨�¶_ªU¨�¯Í®>±²¨)ª�¤Aµ�µ�¨)ªVªV´/®>±²¨)ªC¤(³¦¨�µ­>¶>¨c¥3´/§V¨�µ�«V´/¬¦¶LªU´/¶>Ã¦­_±²´/Å�§©¨¦À·ÏX±_ª�£ ¤(³¦Å�§©¨-Â$­>¨AÁ¦ªV¬¦­_ªa¥3¨�ªa¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�ª�Ã¦Ä�¶_Ä�§©´/Â$­>¨)ª�Á·µ�¨jµ�¬¦¶$«©¤¦µ�«�¨)ª<«�¥&£ ¬A§©¥>§V¨�¥3¨�­3Ì&Á¦¤(³¦¨�µ­>¶fµ�¬Y¨�ö�µ�´/¨�¶A«xÂ$­>´C¨�ªU«Í­>¶Æ´²¶Y³�¤¦§V´¸¤·¶$«	¥3­fªVÔ3ª<«©Å�¯�¨¦À�È^¤¦¶_ª	±²¨�µ�¤Aª	ªU¬A­_ªU»½á�´/¨�¯L¤·¶_¶>´²¨�¶n¥3¨�§�¤·¶>Ã�¥>¨�­3Ì&Áe±¸¤�ªU°_¾>Å�§©¨ªU¨xª©µ�´/¶_¥3¨Í¨�¶+¥>¨�­3Ì�ªU¨)µ
«©¨�­>§�ªc¤·­�³¦¬¦´¸ªV´²¶_¤¦Ã¦¨	¥3¨x±M£ ¨�ÌY«V§©Ä�¯�´²«VÄx¥&£ ­>¶>¨"ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨	¯�´²¶_´²¯�´¸ªV¤¦¶A«V¨AÁi±/¨xµ�¬A¶A«�¤¦µ
«S¥3¨Í±J£ ­>¶Ä�«�¤·¶A«^¥�£ ¬A§©¥3§©¨Ð¥>¨�­3Ì&Á_¨�«c±J£ ¤·­3«©§V¨	¥>Ä�°G¨�¶_¥_¤·¶A«S¥3¨	±/¤�ª<«©§V­_µ�«V­>§©¨	¥&£ ¤·±/Ã¦Å�®>§V¨	¥3¨ÍÛ�´/¨	¥3­�ªVÔ3ªU«VÅ�¯�¨�îl³¦¬¦´/§½óùEYÁkB<B ô °G¬A­>§µ�¨)ª-§©Ä�ªU­_±Ë«�¤�«�ª©ï�À
ÈS¤·¶_ª6ó D>ÁuC3Á U Á V4ô Á&±¸¤�ÂA­_¨�ªU«V´/¬¦¶ì¥3¨L±/¤�§VÄ�Ã¦­>±¸¤·§©´²«VÄ"¥3¨�±¸¤�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶z³·¤·±/¨�­>§�¨�«	¥3¨LªV¨�ª�¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�ªÐ¥3¨L¶>´²³¦¨)¤·­3Ì¨�¶+°>§VÄ)ªU¨�¶_µ�¨x¥&£ ­>¶>¨"ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨	¯�´/¶>´²¯�´¸ªV¤¦¶A«©¨Í¨)ª<«SÄ�«©­_¥3´²Ä�¨"¥>¤·¶_ª^±²¨"µ�¤¦ª^ªV¬¦­_ªU»½áj´²¨�¯�¤¦¶>¶>´/¨�¶�¥3´²«�¥3¨¬­h~3}�{:������{MÀ�¿�¨°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨¦Á3¨�ÌY«V§©Ú�¯�¨�¯�¨�¶$«jµ�¬¦¯�°>±/¨�Ì3¨¦Á3¨)ª<«j±²¨	ªV­>´²³·¤·¶A«)ÀiÓ^¶�µ�¬¦¶_ªV´/¥>Å�§©¨S±²¨)ª�¥3¨�­3Ì�µ©¾i¤·¯�°_ª�¥3¨Ð³¦¨)µ
«V¨�­>§©ª�¥>¤¦¶_ª-Ï á 3

f1 =
∂

∂x
+
y2

2

∂

∂z
, f2 =

∂

∂y
,

¨�«Ð¬¦¶z¯Í­>¶>´²«Ð±¸¤�¥3´¸ªU«V§©´²®_­3«V´/¬¦¶z¨�¶_Ã¦¨�¶i¥3§VÄ�¨x°_¤·§Ðµ�¨)ª�¥3¨�­3Ìzµ�¾_¤·¯�°_ª�¥3¨�³¦¨�µ
«©¨�­>§�ª�¥&£ ­_¶>¨"¯�Ä�«©§©´/Â$­>¨
g
¥3¨"±¸¤�ÊÖ¬¦§©¯�¨

g = a(x, y, z)dx2 + c(x, y, z)dy2 Á$¬<º a ¨�« c ªV¬¦¶$«�¥3¨)ª�Ã¦¨�§©¯�¨�ª�¥3¨cÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ª�¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨�ªC¨�¶ 0
ÀYÇj¶�µ�¤¦ªC¯�¬3¥3Å�±²¨´²¶$«VÄ�§V¨)ªVª©¤·¶$«x¨)ª<«

a = (1 + αy)2
¨�«
c = (1 + βx + γy)2

À�ÛC£ ­>¶_´/Â$­>¨�«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨�ªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�¶_¬¦¶f«©§V´/³Y´/¤¦±²¨�¥3¨µ�¨"°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨AÁG°_¤¦§U«�¤·¶$«�¥3¨
0
ÁE¨)ª<«

(x(t), y(t), z(t)) = (t, 0, 0)
ÁE¨�«�¨�±/±/¨"¨�ªU«�¯"´/¶>´/¯�´/ª©¤·¶$«V¨¦À&ãa±/±²¨�¨�ªU«ÐªU«V§©´/µ�«V¨�ªU´I¨�«ªU¨�­>±/¨�¯�¨�¶$«jªV´

α 6= 0
ÀÛe¨Ðµ�¤¦ª

α = β = γ = 0
Á_¤¦°>°G¨�±/Äª��~4�³­h~3}�{:������{u«���~�{JÁi¤"Ä�«©ÄÐÄ�«V­i¥3´²ÄÍ¥>¤·¶_ª³ó B?E ô À_Û�¨)ª�¤¦­3«V¨�­>§©ª-¬A¶A«j¯�¬¦¶$«V§©ÄÐÂ$­>¨±²¨)ª�ªV°>¾>Å�§V¨)ª-ªV¬¦­_ªU»Xá�´²¨�¯L¤·¶>¶>´/¨�¶_¶>¨�ª-¥3¨Ð°G¨�«©´Ë«c§©¤(Ô¦¬¦¶�¶>¨	ªU¬A¶A«�°i¤¦ª�ªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´¸ÂA­_¨�ª�ÀÛe¨�ª^Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶iª^¥3¨�ªS¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤¦±²¨)ª^¥3¬¦¶>¶_Ä�¨�ª^°i¤·§S±²¨x°_§V´/¶_µ�´/°G¨"¥3­z¯L¤�Ì3´²¯Í­_¯�ªV¨x°>§©¬·É<¨�«U«©¨�¶$«�ªV­>§S­>¶>¨"Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶ÊÖ¬¦¶_¥_¤·¯�¨�¶A«�¤·±/¨¦Á�°G¬A§U«�¤·¶$«�«V¬A­3«V¨�±/¤^«©§©¤¦¶_ªVµ�¨�¶_¥>¤¦¶_µ�¨-¥3­LªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨AÁ·ÂA­_´3¨�ªU«�±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶"¥&£ ­>¶"°G¨�¶_¥3­>±/¨j¹^°_¤¦§©¤¦¯�Å�«V§©¨�ª�ÀÈ^¤¦¶_ª	µ�¨�«U«©¨L§V¨�°>§©Ä�ªV¨�¶A«�¤�«©´²¬A¶�ÁE±¸¤�¥3´/§©¨�µ
«©´²¬A¶nªV´²¶>ÃA­>±/´²Å�§V¨LªV¨�°>§©¬·É<¨�«V«V¨�ªU­_§Ð±/¨�ª	ªV´²¶>ÃA­>±¸¤·§©´Ë«©Ä�ª�¥>­n°G¬¦§V«V§�¤·´²«Ð¥3¨L°_¾_¤¦ªV¨¥3­ì°G¨�¶i¥3­>±/¨LÂ$­>´aªV¬¦¶A«	¥3¨)ª�°G¬¦´/¶A«©ªÐµ�¬¦±¸ª�À&ãa¶ì¨)ª<«©´²¯L¤·¶$«	¥3¨�ªS«©¨�¯�°_ª	¥3¨�§V¨�«V¬A­>§�¤¦­z³¦¬A´/ªV´²¶i¤·Ã¦¨"¥3¨"«©¨�±¸ª�°G¬¦´/¶A«�ª�Á&¬A¶¯�¬¦¶A«©§V¨ÐÂA­_¨¦Á>ªU´

α 6= 0
Á>´MÀ ¨¦À/Á>ªU´&±J£ ¤¦¶>¬¦§©¯L¤·±/¨c¨)ª<«jªU«V§©´/µ�«V¨¦Á>¤·±/¬¦§�ª�±²¨)ª-ªV°>¾>Å�§V¨)ª�ªV¬¦­iª<»Xá�´/¨�¯L¤·¶>¶>´/¨�¶_¶>¨�ª-¥3¨S°G¨�«V´²«�§�¤)Ô¦¬A¶îÖ¨�«c¥3¬¦¶iµ·Á3±¸¤�¥3´¸ª<«�¤·¶_µ�¨ÐªV¬¦­_ªU»½áj´²¨�¯�¤¦¶>¶>´/¨�¶>¶>¨Ð¹

0
ï�¶_¨ÐªV¬¦¶$«�°_¤¦ª�ªV¬¦­iª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ª�îÖ³¦¬¦´/§³ó V�ô ï
ÀÓ^¶�¤¦°>°G¨�±/±²¨ª��~4�T­h~3}�{:������{d�=������}�~3�-���${����0}�~0¨����Ð±/¨�µ�¤¦ª�¬0º�±¸¤x¯�Ä�«V§©´¸Â$­>¨�ª�£ Ä)µ�§V´²«

g = a(y)dx2 + c(y)dy2 ÁY¬<º a¨�«
c
ªV¬¦¶A«j¥3¨)ª�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ª�¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨)ª�¥>¨

y
«©¨�±/±/¨�ª�Â$­>¨

a(0) = c(0) = 1
À>Ûe¨�µ�¤¦ª�¯�¬3¥3Å�±²¨�°>§©Ä�µ�Ä)¥3¨�¶$«�¤(³¦¨�µ

β = 0¨�¶�¨�ªU«a­>¶Lµ�¤¦ªI°_¤¦§U«©´¸µ�­>±/´²¨�§�À·Ûe¨�ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¥3­�°_§V´/¶_µ�´/°G¨j¥3­�¯L¤�Ì3´/¯Í­>¯9ªV¬¦¶$«a¤¦±²¬A§©ª�´/¶A«©Ä�ÃA§©¤¦®>±²¨)ªI°_¤·§aÂ$­_¤A¥3§©¤·«V­>§©¨�ª�Á¨�«j¬A¶�¯�¬A¶A«V§©¨ÐÂ$­>¨�±/¨�ªjªU°_¾>Å�§©¨�ª�ªU¬A­_ªU»½á�´/¨�¯L¤·¶_¶>´²¨�¶>¶>¨)ª-¤·°>°i¤·§V«V´/¨�¶>¶>¨�¶A«j¹"±¸¤"����~4�����°�����0�,����« îÖ³A¬¦´/§TóùC ô ï�ÀÛ�¤�µ�±¸¤¦ª©ªV¨L±/¬¦Ã¦»J¨�ÌY°eÁeµ�¬¦¶_µ�¨�°3«©­_¤·±/´/ªVÄ�¨�¥>¤¦¶_ª¬ó V F ô Á�¨�ªU«x­>¶>¨�¨�ÌY«V¨�¶_ªU´/¬¦¶f¥>¨�±/¤+µ�±¸¤¦ª©ªU¨�ªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨�°i¤·§Í±/¨�ªÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ª^±²¬AÃ�¨�«S¨�Ì3°�ÁEÂ$­>´�®GÄ�¶>Ä�×iµ�´/¨x¥>¨�ªc¯�Ú�¯�¨)ªc°>§©¬¦°_§V´/Ä�«©Ä�ªcÂ$­>¨xµ�¨�±/±²¨"¥3¨�ªSªU¬A­_ª<»X¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸Â$­>¨�ªÍîÖ¨�¶+°_¤¦§U«©´/µ�­>±²´/¨�§)Á¨�±/±²¨"¨�ªU«S¬¦»J¯�´/¶>´/¯�¤¦±/¨)ï
ÀEàa±²­iªS°>§©Ä�µ�´¸ªVÄ�¯�¨�¶$«�ÁE­>¶>¨xÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶+±/¬¦Ã¦»J¨�ÌY°�¨�ªU«�­>¶>¨�µ�¬A¯"°G¬$ªUÄ�¨	×_¶>´/¨�¥3¨xÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ª�ªU¬A­_ª<»¤·¶_¤¦±²Ô$«©´/Â$­>¨)ª�Á�¥&£ ¨�Ì3°G¬¦¶>¨�¶A«©´²¨�±²±/¨�ªÐ¨�«Í¥3¨L±²¬AÃA¤·§©´²«V¾>¯�¨�ªu±&ªU´
g1, . . . , gm

ÁeªV¬¦¶$«	¥3¨)ªSÊÖ¬A¶_µ
«V´/¬A¶_ª�±/¬¦Ã·»½¨�Ì3°ì¥3¨LÏ á n Á�¨�«	ªV´
f
¨)ª<«�­>¶>¨xÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶+±/¬¦Ã·»½¨�Ì3°+¥3¨xÏ á m Á&¤¦±²¬A§©ªc±/¤�µ�¬¦¯�°G¬AªVÄ�¨ f ◦ (g1, . . . , gm)

¨�ªU«S­_¶>¨ÍÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶+±²¬AÃ·»½¨�Ì3°+¥3¨xÏ á n ÀÇj¶�¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨�±²¬AÃ·»½¨�Ì3°�¨)ª<«j¥3Ä�×_¶>´�°_¤·§-­>¶�¶>¬A¯Í®>§©¨c×i¶>´�¥&£ Ä�ÃA¤¦±²´²«VÄ)ª�¨�«�¥&£ ´/¶>Ä�Ã$¤·±/´Ë«©Ä�ª-ªV¤·«V´¸ª<Êl¤¦´Ë«©¨�ª�°_¤·§�¥3¨�ª�ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ª±²¬AÃ·»½¨�Ì3°�ÀIãa¶ Êl¤·´²«�ÁC¥>¤¦¶_ª�±/¨�µ�¤¦ªL¼�¤¦§U«©´²¶>¨�«L´²¶$«VÄ�ÃA§©¤¦®>±/¨¦ÁI¬A¶b­3«©´/±²´¸ªU¨�­>¶>¨�ªU¬A­_ª<»Xµ�±¸¤¦ª©ªU¨�¥3¨�µ�¨�«V«V¨�µ�¤�«©Ä�Ã¦¬A§V´/¨¦Á�¥>¤·¶_ª±/¤AÂ$­>¨�±/±²¨�¬A¶�°G¨�­3«c¥3Ä�³¦¨�±/¬¦°>°G¨�§-­>¶�¤¦±²ÃA¬¦§©´Ë«©¾>¯�¨^ÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±&¥&£ ´²¶Y³¦¨�§�ªU´/¬¦¶�¥>¨SÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ªÐîl³¦¬¦´/§TóùC3Á�B0B ô ï
ÀÈS¤·¶_ª�±/¨^µ�¤¦ªCÃ¦Ä�¶>Ä�§�¤·±JÁ¦±¸¤ÍÂ$­>¨�ªU«V´/¬¦¶�¨)ª<«�¬¦­>³¦¨�§U«©¨¦ÁA¨�«�¬A¶�µ�¬¦¶·É<¨�µ
«©­>§V¨SÂA­_¨c±/¨�ª�ªU°>¾_Å�§©¨�ª�ªU¬A­_ªU»½á�´/¨�¯L¤·¶_¶>´²¨�¶>¶>¨)ªC¥3¨¼�¤·§V«V´/¶>¨�«�¶>¨	ªU¬A¶A«�°_¤Aª-±/¬¦Ã·»½¨�Ì3°�¥>¤·¶iª-±²¨	µ�¤Aª�îl¶>¬¦¶�´²¶$«VÄ�Ã¦§�¤·®>±/¨)ï
β 6= 0

îl³¦¬¦´/§�µ�¾_¤¦°>´Ë«©§V¨³D$ï
À
ê½ë�e f ïfïfñ����aò� ���î	��¡
���hgi��� y 5e`CvcTUPI;_:XW35ó]j=edbd$8CTUvjW3:U8CZ^dn]c=j\j:Vd$gE8�d$:<W35Q]3]Ö5Bb-vcP�W>:U8CZcd�]3]lOóPI7t:VTXWY8�Z
*lk�P�gE8aR^:
ÈS¤·¶_ªcµ�¨�«V«V¨ÍªV¨�µ�«V´/¬¦¶�Á_¬¦¶�§V¨�°G¬¦§V«V¨	¥3¨�ªj§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ªj¥3¨ªó A õYÁ A.V4ô ÀGÕY¬A´²¨�¶A«

Ω
­>¶�¬A­>³¦¨�§V«c¥3¨	Ï á n Á H ­_¶>¨ÐÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶µ�¬A¶A«V´/¶$­_¨xªU­_§

Ω × Ï á × Ï á n ÁG¤¦°>°G¨�±/Ä�¨P¦°~3�����¢{��3�k�!���_ÁG¨�« g ­_¶>¨	ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶+µ�¬A¶A«©´²¶Y­>¨xªV­>§ ∂Ω
ÀGÛa£ ´/¶A«V§©¬3¥3­iµ
«V´/¬¦¶+¥3­µ�¬A¶_µ�¨�°3«-¥3¨°�������?{��!����£<�T¤'������������{���°_¤¦§�¿�§©¤¦¶_¥>¤¦±²±i¨�«�Û�´/¬¦¶_ª[ó V E ô ¥>¤·¶_ª�±/¨�ª�¤·¶>¶_Ä�¨�ª V0G ¤Í°G¨�§©¯"´¸ª�¥3¨S¥3Ä�¯"¬A¶A«©§V¨�§�¥3¨¶>¬¦¯Í®_§V¨�­3Ì�§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª-¥&£ ¨�Ì3´¸ªU«V¨�¶iµ�¨�¨�«�¼(¬A­�¥&£ ­>¶>´¸µ�´²«VÄAÁ>¶_¬·«©¤¦¯�¯"¨�¶A«j°G¬¦­>§j¥3¨)ª-°_§V¬A®>±²Å�¯�¨�ª�¥3¨ÐÈ^´/§V´¸µ©¾_±²¨�«c¥3­�«<ÔY°G¨

H(x, u(x),∇u(x)) = 0, u/∂Ω = g,

A<A



¤·´/¶_ªV´cÂA­_¨�¥&£ ¤·­3«©§V¨)ª�°>§©¬¦®_±²Å�¯"¨)ª�îMµ�¤¦ª�¥�£ Ä�³¦¬¦±/­3«V´/¬¦¶�ÁaÄ)Â$­_¤�«©´²¬A¶|¥3­é¥3¨�­3Ì3´/Å�¯�¨�¬A§©¥>§V¨AÁ�À²À/À ï�Á�¥>¤¦¶_ªL­>¶�µ�¤¦¥3§©¨�«©§VÅ�ªÃ¦Ä�¶>Ä�§�¤·±�îl³¦¬¦´/§-°i¤·§�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨>ó V EYÁ A D G Á$C U Á$C=E$ÁkF A�ô ï
ÀiÛe¤"±²´²«U«©Ä�§�¤�«©­>§V¨Ð¹�µ�¨ÐªV­�É<¨�«j¨)ª<«j´²¯�¯�¨�¶_ªV¨¦ÀÇc¶>¨�ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶"¥3¨-³Y´¸ª©µ�¬AªV´²«VÄ�°i¨�­3«�¶e£ Ú�«V§©¨-Â$­>¨�µ�¬A¶A«©´²¶Y­>¨¦ÀA¿�¨�°G¨�¶_¥>¤¦¶A«)Á·ªV´
H
Á
g
¨�«

Ω
ªV¬¦¶A«a¤·¶_¤¦±/ÔA«©´/Â$­>¨)ª�Á(¬A¶x°G¨�­3«ª�£ ¤�«V«V¨�¶_¥3§©¨S¹xµ�¨SÂ$­>¨S±/¤xªV¬¦±/­3«V´/¬A¶�¥3¨S³Y´/ª©µ�¬$ªU´²«VÄSªU¬A´Ë«�°>±/­_ª�§©Ä�Ã¦­_±²´/Å�§©¨¦À$º�´/¨�¶�¨�¶A«V¨�¶_¥3­�Á>¹xµ�¤¦­_ªV¨^¥3¨�µ©¾_¬3µ�ª�°G¬Aª©ªV´²®>±/¨�ª�Á¬¦¶ ¶_¨�°G¨�­3«�°_¤Aª�¨�ªV°GÄ�§©¨�§L­>¶>¨�ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶ Ã¦±/¬¦®_¤¦±²¨�¯�¨�¶A«�¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨¦À�àI¤¦§L¨�ÌY¨�¯�°>±²¨�¥>¤·¶iª�±/¨�µ�¤¦ªL¥3¨��,¥ ��¡��k~3{:�!�3����7m<����~����

‖∇u(x)‖2 = 1, u/∂Ω = 0,´²±3¨�ªU«�ÊÖ¤Aµ�´/±/¨�¥3¨�³¦¬A´²§IÂ$­�£ ´²±3¨�Ì3´/ªU«V¨�­>¶>¨�­>¶_´/Â$­>¨-ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶Í¥>¨�³$´¸ª©µ�¬AªV´²«VÄ�ÂA­_´3ª�£ Ä�µ�§V´²«
u(x) = d(x, ∂Ω).

¿�¨�«V«V¨�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶
u
¶�£ ¨�ªU«�°i¤¦ª�¤·¶_¤¦±/ÔA«©´/Â$­>¨�ªU­_§

Ω
Á¦µ�¨�µ�´>Ä�«�¤·¶A«C¥3ÎL¹S±M£ ´/¶A«V¨�§©ªV¨�µ�«V´/¬¦¶�¥3¨�ªaµ�¬A­>§V®G¨)ªIµ�¤¦§©¤Aµ
«©Ä�§V´¸ª<«©´/Â$­>¨)ª�îl°i¬A­>§�±¸¤S¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨¥3¨�ª�µ�¤·§�¤¦µ�«VÄ�§V´¸ª<«V´¸Â$­>¨�ª�Á·µ�¬A¶_ªV­>±Ë«©¨�§C±²¨)ªa§VÄ�ÊÖÄ�§©¨�¶_µ�¨)ªaµ�´²«VÄ�¨�ªa°>±/­_ªC¾_¤·­3«
ï
ÀAãa¶�§©¨�³�¤¦¶_µ�¾>¨-±¸¤�ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶

u
¨�ªU«�ÁA¨�¶L­>¶�ªU¨�¶_ª�Án ¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸Â$­>¨�°_¤·§�¯"¬A§©µ�¨�¤¦­3Ì n À·ÏX±Gª�£ ¤(³¦Å�§©¨jÂ$­>¨j±/¨c®G¬¦¶�µ�¬¦¶iµ�¨�°>«C°G¬A­>§�¥3Ä�µ�§V´/§©¨jµ�¨�«<ÔY°G¨^¥3¨^ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶L¨�ªU«�±/¨cµ�¬¦¶_µ�¨�°3«¥3¨°�����2���,~���~��� �{��!����{���´²¶$«V§©¬3¥3­>´²«�°>§©Ä�µ�Ä)¥3¨�¯�¯�¨�¶$«�ÀYÇc¶>¨cÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶�ªV¬¦­_ªU»½¤¦¶_¤·±/ÔA«©´¸ÂA­_¨�¨)ª<«�¨�¶�°_¤¦§U«©´/µ�­>±/´²¨�§´��{�}�~�{�� èa~<¨�����Á¨�«c¥3´²ëEÄ�§V¨�¶A«©´/¤¦®>±²¨	ªV­>§jµ©¾_¤AÂ$­>¨Ðª<«©§©¤·«V¨AÀÈS¤·¶_ª�µ�¨�«V«V¨ìªU¨)µ
«V´/¬A¶�Á�¶>¬¦­_ª�Ä�¶>¬¦¶_è�¬¦¶_ª�¥>¨�­3Ì�§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«©ª�µ�¬A¶_µ�¨�§©¶_¤¦¶A«�±/¨+°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨+¥3¨ìÈc´/§©´/µ�¾>±/¨�«�°G¬A­>§�¥>¨�ªÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¥&£ Ý^¤·¯�´/±Ë«©¬¦¶3»X¢A¤Aµ�¬A®>´MÁi«©¬¦­3«	¥&£ ¤·®G¬¦§�¥+¥>¤·¶_ªS±/¨�µ�¤¦¥3§©¨"µ�±¸¤¦ª©ªV´/Â$­>¨"¥3­nµ�¤·±¸µ�­>±a¥3¨�ªS³·¤·§©´/¤·«V´/¬¦¶_ª�Ái°>­>´¸ªÐ¥>¤·¶_ª±²¨Ðµ�¤¦ª�¬0º�±M£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¨)ª<«-´¸ª©ªU­>¨�¥&£ ­>¶�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨S¥3¨�µ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±/¨c¬A°3«V´/¯L¤·±E°G¬¦­_§-¥3¨)ª-ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨)ª�¤·öL¶>¨�ª�À>Ó^¶�ªV¨^±/´/¯"´²«©¨¹�µ�¨�ªc¥>¨�­3Ì�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ªÍîÖ³¦¬A´²§°ó A.V�ô °G¬¦­>§S¥&£ ¤¦­3«V§©¨�ªj§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ª�Á_¶>¬·«�¤·¯�¯�¨�¶A«^±/¨�ª^µ�¤¦ªc¥&£ Ä�³¦¬¦±/­3«©´²¬A¶�¬¦­�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨�ªc¥3¨¿�¤·­_µ�¾$Ô$»XÈc´/§©´/µ�¾>±/¨�«�ï�À

X[ON98)?�'&!���%5hMpoMq")�(*&!�e�.����-Cr-)�1<�kcd&l =�"1<)��!1<9%�³M8 25\i�)?��&!)?�'&!���%5<ö Ûe¨�§©Ä�ªV­>±²«©¤�«Íµ�´²»½¥3¨)ªVªV¬¦­_ª�°>§VÄ)µ�´¸ªU¨Lµ�¨�±/­>´C¥3¨ó A D G ÁiØ-¾�À�C3À D"°�À A D$õ ô ¥>¤·¶iª�±²¨	µ�¤¦¥3§©¨Ð¤¦¶_¤·±/Ô$«V´¸ÂA­_¨¦À_áj¤·°>°G¨�±²¬A¶_ª�«©¬¦­3«^¥&£ ¤·®G¬A§©¥�±/¨	µ�¤A¥3§©¨Ðµ�±¸¤¦ª©ªU´¸Â$­>¨Ð¥3­�µ�¤·±¸µ�­>±e¥>¨�ª³�¤¦§V´¸¤�«©´²¬A¶_ª�ÀeÕY¬¦´²«
H(x, p)

­_¶>¨�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶
C2 ªU­>§	Ï á n × Ï á n Á�¤·°>°G¨�±/Ä�¨¬¦�~��P����{��3�k�!����Áe³¦Ä�§©´²×i¤·¶$«Ð±/¨�ªÐ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨)ªªU­_´²³·¤·¶A«©¨�ªTS_

H1 ` H ¨�ªU«j­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯"Ä�¯"¨�¶A«cªV­>°G¨�§©±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨AÁY´MÀ ¨¦À
∀A > 0 ∃C(A) ∈ Ï á ∀(x, p) ∈ Ï á n × Ï á n H(x, p) > A‖p‖ − C(A) ;

_
H2 ` H ¨�ªU«�ª<«©§©´/µ�«V¨�¯�¨�¶$«�µ�¬¦¶$³A¨�Ì3¨�¨�¶

p
Á�´MÀ ¨¦À/Á�°G¬¦­>§�«V¬A­3«

(x, p)
Á�±¸¤jÝj¨)ªVªV´²¨�¶>¶>¨ ∂2H

∂p2 (x, p)
¨�ªU«�¥3Ä�×_¶>´/¨a°G¬$ªU´²«V´/³¦¨¦À

à�¬A­>§S«©¬¦­3«	µ�¬A­>°>±/¨
(x, v) ∈ Ï á n × Ï á n Á&¬¦¶z°G¬AªV¨ L(x, v) = sup

p∈ s t n

(〈p, v〉 −H(x, p)) .
ÏX±I¨)ª<«Ð®>´/¨�¶nµ�¬¦¶_¶$­ìÂ$­>¨¦Á

ªU¬A­_ªa±/¨�ªC¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�ªa°_§VÄ�µ�Ä�¥3¨�¶A«©¨�ªCªV­>§
H
Á$µ�¨�«V«V¨jÊÖ¬A¶_µ
«V´/¬A¶�¤·°_°G¨�±/Ä�¨u;u~.�3}�~3�=�0�!���iÁ$¨)ª<«�®>´/¨�¶�¥3Ä�×_¶>´/¨^ªU­_§CÏ á n × Ï á n Á¨�«c¥3¨Ð°>±/­_ª�³¦Ä�§©´Ë×i¨�¤¦­_ªVªV´&±²¨)ª-¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨)ªÐî
H1
ï
Áeî

H2
ï�îÖ³¦¬A´²§�°_¤¦§-¨�ÌY¨�¯�°>±²¨6ó F<D ô ï
ÀGÓ^¶�¤"±/¨�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«jªU­>´/³�¤¦¶A«�À

� L8J=�$��;2(* à��ö�b%ö!��ö ®N���!���k{
Ω
�?�×���?¤���}�{ª¨���}����������2���,~3��~��¢ �{:�!¡��k�ÿ£<�v� ü n � c �?��}������ � ��{P������{ H(x, p)

�?�¦°~3������{����$�!���ÿ~3��~��¢ �{:�!¡��k�½���?}i� ü n × � ü n ¤���}�� èa~��${a�����[©2 �«��3{�©k������� � H1 � � � H2 � � ��{a{����%¡��k�
∃α < c ∀x ∈ � ü n H(x, 0) 6 α.®��3��{ AC ��¥ ���k�����6¨����>£0���°��©��������k�°~0¨��������?�6���k{������k{����k�2�½£<�u� ü n ý�� ���?}³{����2� x, y ∈ Ω

«��4���3���
S(x, y) = inf

{∫ T

0

(L(x(t), ẋ(t)) + c)dt
∣∣ T > 0, x(·) ∈ AC, x(0) = y, x(T ) = x

}
,

���
L
����{´���w;u~��0}�~��2�3�!���g~������.���!�f~��h¦°~3������{����$�!���

H
ý K ���3}�� � «����?}>{����?{ y0 ∈ Ω � ��~½À�������{��!��� x 7→ S(x, y0)� },����« ý � «��3�?}o{��3�?{ x0 ∈ Ω � ��~>À�������{��!��� y 7→ S(x0, y) � ����{³�?���o�������?{��!���Ð£0�\¤'������������{��\�����2���,~���~��� �{��!¡��k��£0�

H(x,∇v(x)) − c = 0
���?}

Ω\{y0} � v(y0) = 0, � }�����« ý H(x,−∇v(x)) − c = 0
���?}

Ω\{x0} � v(x0) = 0 � ý®��3��{
g
�?���¸À�������{��!���������2���,~���~��� �{��!¡��k�³���?}

∂Ω � ��~�{����eÀ�~3����~3�k{���~o������£3��{:�!�3�ÿ£3��{��P£<�P���3�^«k~�{:�!¨����¢��{��
∀x, y ∈ ∂Ω g(x) − g(y) 6 S(x, y).ú¸����~������6���k{ � «��3�?}³{��3�?{ x ∈ Ω � ������{
S(x) = inf

y∈∂Ω
(g(y) + S(x, y)) .

K ����}��
S
����{a�,¥ �?�k�!¡��k�½���3���?{:�!�3�t£<�°¤.������������{��>£3��«�}��<¨������6�>£0� < ��}��!��©?����{

H(x,∇v(x)) − c = 0
���?}

Ω, v|∂Ω = g,��{�£<��«����2�°����{������${:���$�k�°��{¸�����2���,~���~��� �{��!¡��k�½���?}
Ω
ý
A õ
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� L8J=�$��;2(* þ�$ö�buö�@Nö ®N���!���k{

Ω
�?�����?¤���}�{P¨���}����"�����2���,~���~��� �{��!¡��k�t£0��� ü n � c > 0

è%�2� � ��{ f0, . . . , fm
� £0�����©k~��´«$��£<�°¤4����{����?}��½~���~3�� �{��!¡��k���T���?}

Ω
ý�� �3�?}³{��3�2�

x ∈ Ω
��{
p ∈ � ü n � «k�4�����k�

H(x, p) = −〈p, f0(x)〉 +
1

4

m∑

i=1

〈p, fi(x)〉2 − c.

®��3��{
g
�?���TÀ��3����{:�!�3� ���3�2���,~3��~3�� �{:�!¡��k�f���?}

∂Ω
ý
� �3�?}o{����?{

x ∈ Ω � ���Ð���3�����!£0��}��"����«�}��<¨������6��£<�h�����${:}�¿������«�{:���6~��d£0�°�6������}³���½�� 4��{����6��~,øq���
ẋu(t) = f0(xu(t)) +

m∑

i=1

ui(t)fi(xu(t)),
î A À A FAï

£��P«��3���k{
x
ç
∂Ω

�����P���k���P����~��k{����P����æ?{
C(u) =

∫ t(x,u)

0

( m∑

i=1

ui(s)
2 + c

)
ds+ g(xu(t(x, u))),

î A Àôõ G ï
���

t(x, u)
����{���~f¨��3}����°���'À���}��!���?}��>£0���½{����^«��

t
{����ù�°¡��k�°��~6���3���?{:�!�3�

xu(·) £<� � $ ý $,z � ~������'���!���6~��������${:}�¿���� u¤4~o£3��«k�����k{
x ∈ Ω

ç
∂Ω

����{����´«$�
t
ý ¶��°À�~���{������´©? �«���{e©��������½���?��¤4~3�k{���� ý

• ;u~^À�}��3�k{��!��}��
∂Ω

����{�~0�����������!¨����6£0��«��?���
Ω � � ý � ý � «k���?}³{����?{ x ∈ Ω � ���8���<����{��½�?��{����^«�� t ��{a�?������${:}�¿3���½���?}

[0, t]
{����ù�½¡��k�½��~6�������?{��!���ÿ£��\�� 4��{����>� � $ ý $(z � ~4�����.���!���6ç¬���������${:}�¿���� � «k~�}�{�~��k{�£0�

x
~��"{����´«$�

0 � �������k{ ∂Ω
����{����´«$�

t
ý î A À õ A ï

• ���-��¥ ���<����{���~3�k���?���³{�}�~�������{�����}��°�����=�0�?���!��}��°�P���k���P����~3�k{��P£��\�� 4��{����6��£<�P���3�k{�},¿3��� � $ ý $,z � «k���?}³������3æ?{ � $ ýML|{ � � ���3�¢�3��~��${ Ω
ç
∂Ω
ý î A À õAõ¦ï

®��3��{
S(x)

��~²À��3����{��e�3�¬¤4~3�����?}^~������.���!���l~��´«�}��<¨������6�[£<�´�����${:}�¿3���´��«�{����>~3� � $ ý $(z � � � $ ýML|{ � ý}� ���2�u«�}������������6���${ � ���
S ����{8�,¥ ���������>¨����T£<���������¢�?{:�!�3��� (u(·), x(·)) £<� � $ ý $(z � £0�:è²�$�!�������?}^£<�������${���}�¤�~�������� [0, t1]

� {����e�����[¡��k� x(0) ∈ Ω��{
x(t1) ∈ ∂Ω � ���t~ � «k���?}³{����?{ x ∈ Ω �

S(x) = inf {C(u) | (u(·), xu(·)) ∈ S, xu(0) = x} . î A Àôõ3D$ï
� ���?}³{����2�

x, z ∈ ∂Ω � �3�t£0�:è²�$��{
L(x, z) = inf

{ ∫ t

0

( m∑

i=1

ui(s)
2 + c

)
ds | xu(.) ∈ S, xu(0) = x, xu(t) = z,

��{
xu(s) ∈ Ω, ∀s ∈ [0, t]

}
.

î A À õ3B$ï®$�'«<«��4�����k�°¡��k�
g
¤���}�� èa�°��~o���3��£3��{:�!�3�ÿ£<�P�����´«�~3{:�!¨������e{��

∀x, z ∈ ∂Ω g(x) − g(z) 6 L(x, z).
î A Àôõ0CAï

K ����}�� � S ����{T¨��!���g£<�!è¸�k�!�ª���?}
Ω � ����{T�����k{����k�k�o��{´�����2���,~���~��� �{��!¡��k�ª���?} Ω � ��{T����{´�����¢�?{:�!��� £0�¬¤'������������{��\£��«�}��<¨������6�>£0� < ��}��!��©2����{

H(x,∇S(x)) = 0
���?}

Ω, S|∂Ω = g.
î A Àôõ U ï

ü´���6~3},¡��k� A À BiÀ A2ý ÈÍ£ ¤·°_§VÅ)ª�±²¨Ðµ�¬¦§©¬¦±/±/¤¦´²§V¨ A Àôõ3À�EYÁY±J£ ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨Lî A À õAõ¦ï�¥&£ ¤·®_ªV¨�¶iµ�¨�¥3¨S«©§�¤(É<¨)µ
«©¬¦´/§V¨�ªU´/¶>Ã¦­_±²´/Å�§©¨S¯"´/¶>´²»¯�´/ª©¤·¶$«V¨�¨)ª<«j³¦Ä�§©´²×_Ä�¨½�<������}��!¡��k���6���k{�îl¤¦­�ªU¨�¶_ª�ÊÖ¬A§U«
ï�°G¬¦­_§V³Y­�Â$­>¨
m > 2

Àü´���6~3},¡��k� A À B_Àôõ ý Ûe¤�µ�¬A¶_¥3´²«V´/¬¦¶�¥3¨	µ�¬A¯"°i¤�«V´/®>´/±/´Ë«©ÄLî A À õ<C¦ï�Á3Â$­>´�¨�ªU«j­>¶>¨Ð¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨Ðµ�±¸¤¦ª©ªU´¸Â$­>¨S°G¬¦­>§�±J£ ¨�Ì3´/ªU«©¨�¶_µ�¨¥3¨	ªU¬A±²­3«©´/¬¦¶_ª�¥3¨Ð³$´¸ª©µ�¬AªV´²«VÄ¦Á3¨�ªU«j¤¦­3«V¬A¯L¤�«V´¸Â$­>¨�¯�¨�¶A«�³¦Ä�§V´²×_Ä�¨�±/¬¦§�ªVÂ$­>¨
g = 0

Àü´���6~3},¡��k� A À B_À D ý ¿�¬¦¶iµ�¨�§©¶_¤·¶$«S±J£ ­>¶_´/µ�´Ë«©Ä"¨�«�±¸¤�§VÄ�Ã¦­>±¸¤·§©´Ë«©Äx¥3¨
S
ªV­>§

Ω
«V¬¦­>«�¨�¶A«V´/¨�§)ÁE¬A¶+¯�¬¦¶$«V§©¨�¥>¤·¶_ªPó A.V4ô ±/¨�ª§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«©ª�ªV­>´/³�¤·¶$«©ª�À

4 ÕY´�¥>¨	°_±²­_ª^±M£ ¤·±/Ã¦Å�®>§V¨	¥>¨xÛ�´/¨	¨�¶>Ã¦¨�¶_¥3§VÄ�¨	°_¤·§c±/¨�ª^µ©¾i¤·¯�°_ª f1, . . . , fm
Ái¨�ªU«^Ä�Ã$¤·±/¨	¹LÏ á n ¨�¶�«©¬¦­3«^°G¬A´²¶$«S¥3¨

∂Ω
Á_¤¦±²¬A§©ª

S
¨�ªU«jµ�¬¦¶A«©´/¶$­>¨	ªU­_§

Ω
À>à�¤·§jµ�¬¦¶_ªVÄ�Â$­>¨�¶A«�Á

S
¨�ªU«�±J£ ­_¶>´/Â$­>¨	ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�¥3¨Ð³Y´/ª©µ�¬$ªU´²«VÄÐ¥3¨Lî A Àôõ U ï
À

A D



4 ÕY´^±²¨+ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¨)ª<«�¥3¨�°_±²­_ª"ð<¯�¨�¥>´²­>¯"»JÊl¤�«UñfîÖ³¦¬A´²§�ó B V Á A'V4ô ïL¨�¶|«V¬A­3«�°G¬A´²¶$«�¥3¨ ∂Ω
Á�¤·±/¬¦§�ª

S
¨)ª<«�ªV¬¦­iª<»¤·¶i¤·±/ÔA«©´/Â$­>¨�ªV­>§

Ω
«V¬A­3«Í¨�¶$«V´/¨�§)Àeòc¬·«©¬¦¶_ª	Â$­>¨�µ�¨�«V«V¨�ªV´²«V­_¤·«V´/¬¦¶ÆªV¨L°>§©¬3¥3­>´²«	Ã¦Ä�¶>Ä�§©´¸ÂA­_¨�¯�¨�¶A«	±/¬¦§�ª©ÂA­_¨
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«©¨�ªcµ�¬A¶_ªU´¸ªU«V¨�¶$«c¹L§VÄ)ªU¬A­_¥3§V¨�¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨�¯�¨�¶A«)Á_°_¤¦§j­>¶>¨	¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨Í¥>¨�«©´/§Íî n ªV¾>¬Y¬¦«V´/¶>Ã�¯�¨�»«V¾>¬>¥ n ï�ÁG­>¶z°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨"¤·­3Ì�³·¤·±/¨�­>§�ªc±²´/¯�´²«V¨�ªS¬A®3«V¨�¶$­+°_¤¦§S¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶+¥3­z°>§©´²¶_µ�´²°G¨"¥>­+¯L¤�Ì3´/¯Í­>¯�ÀEác¤·°>°G¨�±²¬A¶_ª°>±/­_ª�°>§VÄ)µ�´¸ªUÄ�¯�¨�¶A«j¨�¶�Â$­>¬A´&¨�±/±/¨�ª�µ�¬¦¶_ªV´/ªU«V¨�¶A«)À
HKJ=�.L8�-M% 25�M%&!�4 210�. 250ö Û�¤Í¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�¥>´²§©¨�µ
«©¨S±/¤x°>±/­_ª�Ä�³$´¸¥3¨�¶A«V¨�¨�ªU«-±/¤x¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�¥>¨6£�������}���{�����~3{:�!�3�û{��3{�~3����À3ãC¶¥3´¸ªVµ�§VÄ�«V´¸ªV¤¦¶A«�±J£ Ä�«�¤�«j¨�«j±/¨	µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨AÁ3¬¦¶�ªV¨Ð§©¤¦¯"Å�¶>¨Ð¹�­>¶�°>§V¬A®>±/Å�¯�¨Ð¥&£ ¬¦°>«V´/¯�´/ª©¤�«©´²¬A¶�¶>¬A¶�±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨�¨�¶�¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶×_¶>´/¨�îÖ¬¦­�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¥3¨�°_§V¬AÃ¦§�¤·¯"¯L¤�«©´²¬A¶�¶>¬¦¶�±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨)ï�¥3¨Ð±/¤xÊÖ¬A§V¯�¨

min
Z∈C

F (Z),
îJõ3À A ï

¬0º
Z = (x1, . . . , xN , u1, . . . , un)

ÁA¨�«
C = {Z | gi(Z) = 0, i ∈ 1, . . . , r, gj(Z) 6 0, j ∈ r + 1, . . . ,m}. Û�¤¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨xµ�¬A¶_ªU´¸ªU«V¨Í¹�µ�¾>¬¦´¸ªV´²§c±/¨�ª^µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ªj¥_¤·¶_ªc­>¶�¨�ªV°_¤¦µ�¨Í¥3¨x¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶�×_¶>´/¨�îÖ°_¤¦§c¨�ÌY¨�¯�°>±²¨AÁG¥3¨�ª^µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨)ªµ�¬A¶_ª<«�¤·¶$«©ª�°_¤·§a¯"¬A§©µ�¨�¤¦­3Ì_ï
Á�¨�«�¹S­>«V´/±²´¸ªV¨�§a­>¶>¨j¯�Ä�«V¾>¬>¥3¨j¥&£ ´/¶A«VÄ�Ã¦§�¤�«©´²¬A¶x¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨j¥3¨)ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ªa¥3´ËëEÄ�§©¨�¶$«V´/¨�±/±²¨)ªîÖ¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨)ª�¥�£ ãa­_±²¨�§�Áaá�­_¶>Ã¦¨�»½ß�­3«V«©¤_ÁIÒ�¥>¤¦¯�ªU»½¼�¬¦­>±²«V¬A¶�ÁI¨�«©µ)ï
À�ÏX±�¨�Ì3´¸ªU«V¨�­>¶>¨�´/¶3×_¶>´²«VÄ�¥>¨�³�¤¦§V´¸¤·¶$«V¨)ª�ÀIÛ�¨�µ©¾>¬A´ËÌ¥3¨	±¸¤L¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨Í¥3Ä�°G¨�¶_¥�¥3­�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨	¤¦®i¬A§©¥>Ä¦À_Û�¨)ªj¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�ª^¥3´²§©¨�µ�«V¨�ªj¬A¶A«c±J£ ¤)³·¤·¶A«�¤·ÃA¨Ð¥&£ Ú�«V§©¨Ð«V§©Å�ªcªV´²¯�°>±/¨�ª^¹¯�¨�«U«©§V¨Ð¨�¶�¬Y¨�­_³$§©¨¦À>Èc¨Ð°_±²­_ª�±J£ ´/¶A«©§V¬>¥3­_µ
«©´²¬A¶�¥&£ Ä�³¦¨�¶$«V­>¨�±²±/¨�ªjµ�¬A¶A«©§©¤¦´²¶$«V¨�ª�ªV­>§�±M£ Ä�«�¤�«j¶>¨Ð°G¬AªV¨�¤¦­_µ�­>¶�°>§V¬A®>±/Å�¯�¨¦ÀÛ�¤�§VÄ)ªU¬A±²­3«©´²¬A¶�¶$­>¯�Ä�§©´¸Â$­>¨	¥&£ ­>¶�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨	¥3¨	°>§V¬AÃ¦§�¤·¯�¯�¤·«V´/¬¦¶�¶>¬¦¶�±²´/¶>Ä�¤¦´/§V¨	¥3­�«XÔY°G¨�îMõ3À A ï-¨�ªU«cªU«©¤¦¶_¥>¤·§�¥&Àãa±/±²¨	°G¨�­3«cÚ�«©§V¨	¨�ëE¨�µ
«©­>Ä�¨AÁ_°_¤¦§�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨¦Á_°_¤·§j­>¶>¨	¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨Í¥3¨	°GÄ�¶_¤¦±²´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�Á>¬¦­�°i¤·§j­>¶>¨	¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨xÕ_â^à î������¡��k���${:�!~��$¡��k~0£�}�~3{:�!�é«�}����0},~3���P���=�>ï
ÀAÈS¤·¶_ª�µ�¨�ª�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�ª�Á�±²¨-®>­3«�¨)ª<«�¥>¨-ªV¨�§©¤¦¯"¨�¶>¨�§I¹S¥3¨)ªIªV¬¦­_ªU»J°>§©¬¦®_±²Å�¯"¨)ªe°>±/­_ªªU´/¯�°>±/¨�ª�Á$ª©¤·¶_ª�µ�¬¦¶A«©§�¤·´/¶A«V¨AÁA¨�¶�­3«V´/±/´/ª©¤·¶$«�¥>¨�ªCÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ª�¥3¨^°GÄ�¶_¤·±/´¸ªV¤·«V´/¬¦¶L°G¬A­>§�±/¨�ª�µ�¬¦¶$«V§�¤·´/¶A«V¨)ª�ÁA¬¦­�®>´²¨�¶�¥�£ ¤¦°>°>±/´Ë»Â$­>¨�§C±²¨)ªaµ�¬¦¶_¥3´²«V´/¬¦¶iª�¶>Ä)µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨�ª�¥3¨cß�­_¾>¶3»½Ø�­_µ�Ù¦¨�§a°G¬¦­_§C¥3¨�ªa°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨)ªa¥&£ ¬A°3«V´/¯�´/ª©¤�«©´²¬A¶L¤)³¦¨)µ�µ�¬A¶A«V§�¤·´/¶A«©¨�ª�À¦Û�¨�ª¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�ª�Õ_â^àóµ�¬A¶_ªV´/ªU«V¨�¶A«S¹�µ�¤·±¸µ�­>±/¨�§S¥3¨x¯L¤·¶_´²Å�§V¨Í´²«VÄ�§�¤�«©´²³¦¨xµ�¨�ªc¯Í­_±Ë«©´²°>±/´¸µ�¤·«V¨�­>§�ªS¥3¨"Ûe¤¦Ã¦§�¤·¶>Ã¦¨¦Á_¨�¶+­3«©´²±/´/ª©¤·¶$«¥3¨�ªa¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�ªC¥3¨còj¨�¹-«©¬¦¶L¬¦­LÂ$­_¤¦ªV´²»½òc¨�¹-«V¬A¶�À·Òéµ�¾_¤¦Â$­>¨�´²«VÄ�§©¤·«V´/¬¦¶�Á·¬¦¶�­>«V´/±²´¸ªV¨�­>¶_¨�¯�Ä�«V¾>¬3¥3¨c¥3¨cÂ$­_¤¦ªV´Ë»Xòj¨.¹-«V¬A¶°G¬¦­>§C¨�ªU«V´/¯"¨�§a±/¨cÝj¨�ª©ªV´²¨�¶L¥3­�Ûe¤¦Ã¦§�¤·¶>Ã¦´/¨�¶"¤AªVªV¬3µ�´²Ä�¤·­L°>§V¬A®>±/Å�¯�¨j¥3¨j°>§©¬¦Ã¦§�¤·¯�¯�¤·«V´/¬¦¶x¶>¬A¶�±/´²¶_Ä�¤·´/§©¨¦Á·¨�«C¬A¶�§©Ä�ªV¬¦­3«­>¶�ªV¬¦­_ªU»J°_§V¬A®>±²Å�¯"¨�¥>¨Ð°>§V¬AÃ¦§�¤·¯"¯L¤�«©´²¬A¶�Â$­_¤A¥3§©¤·«V´¸Â$­>¨S®_¤AªUÄ	ªU­>§j­>¶>¨	¤¦°>°>§©¬)Ì3´/¯�¤·«V´/¬¦¶�Â$­_¤¦¥>§©¤·«V´¸ÂA­_¨�¥3­�Û�¤·Ã¦§�¤·¶3»Ã¦´/¨�¶�À

A'U



Çc¶�¤·­3«©§V¨c«<Ô$°G¨�¥3¨S¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�¥3´²§©¨�µ�«V¨Sµ�¬¦¶_ªV´/ªU«V¨S¹Í§©Ä�ªV¬¦­_¥3§©¨c¶$­>¯�Ä�§©´¸ÂA­_¨�¯�¨�¶$«�±J£ Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥�£ Ý^¤·¯�´/±Ë«©¬¦¶3»X¢A¤Aµ�¬¦®_´³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨+°i¤·§�±¸¤fÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶Q³�¤¦±²¨�­>§�¥3­Q°_§V¬A®>±²Å�¯�¨z¥3¨ìµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�¬A°3«V´/¯L¤·±JÀ�ÏX±S¨�Ì3´/ªU«V¨ì¥3¨ì¶>¬¦¯Í®>§©¨�­iªU¨)ª�¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨�ª¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ªc°G¬¦­_§c§©Ä�ªV¬¦­_¥>§V¨Í¥3¨	«©¨�±/±²¨)ªcÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶iª�ÀGÛ�¨�ª^ª©µ�¾>Ä�¯L¤¦ª^¥3¨x¥>´/ª©µ�§©Ä�«©´/ª©¤�«©´²¬A¶�°_¤¦§^¥>´ËëEÄ�§©¨�¶_µ�¨�ªj×_¶>´/¨�ªSªV¬¦¶A«±²¨)ª�°>±/­_ªIªV´²¯�°>±/¨�ª�Á(¯L¤·´¸ª�´/±Y¨�Ì3´¸ªU«V¨-¤·­_ª©ªU´Y±²¨)ª�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�ªI¥3¨�ÊÖ§©¬¦¶A«�¥&£ ¬A¶_¥3¨�îÖ³¦¬¦´/§�ó A C0F ô ï
Á·Â$­>´3µ�¬¦¶_ªV´/ªU«V¨�¶A«�¹^µ�¤·±¸µ�­>±/¨�§�±/¨�ª¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨)ª�¥3¨^¶_´²³¦¨)¤·­�¥3¨^±¸¤	ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶�³·¤·±/¨�­>§
S
ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�¥3¨S±M£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¥�£ Ý^¤·¯�´²±²«©¬¦¶3»X¢A¤Aµ�¬¦®_´MÀAà�¤·§V«V´¸µ�­>±/´²Å�§V¨�¯�¨�¶A«¨�ö�µ�¤Aµ�¨)ª"¨�¶ °G¨�«©´Ë«©¨�¥3´/¯�¨�¶_ªV´²¬A¶�ÁCµ�¨�ªL¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨�ª�µ�¬¦¶iªU´¸ª<«©¨�¶$«�¹zÊl¤·´/§©¨�Ä�³¦¬¦±/­>¨�§L±²¨�ÊÖ§V¬A¶A«�¥&£ ¬A¶_¥3¨�¥3¨�±¸¤zÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶³�¤¦±²¨�­>§c¨�¶�°_¤¦§U«�¤·¶A«S¥&£ ­>¶+°G¬A´²¶$«^¬A­+¥&£ ­_¶+¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨Í´/¶>´²«V´¸¤·±I¥3¬A¶>¶>ÄAÀGÛ�¤�µ�¬¦¯�°>±/¨�Ì3´²«VÄx¤¦±²ÃA¬¦§©´Ë«©¾>¯�´/Â$­>¨	¨)ª<«S±²´/¶>Ä)¤·´/§V¨¨�¶�ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶�¥3­�¶>¬A¯Í®>§V¨Ð¥3¨Ð°G¬¦´/¶A«�ª�¥>¨Ð¥3´¸ª©µ�§©Ä�«V´¸ª©¤�«©´²¬A¶�À

HKJ=�.L8�-M% 25�&!�8M%&!�� =10�. 25<ö È^Ä�µ�§©´²³A¬¦¶_ª�±/¤³�6��{�©k�.£0�´£0��{:��}¸�����^«�����À(Û�¨C°>§V´/¶_µ�´²°G¨�¥3­Ð¯L¤·Ì3´²¯Í­>¯Þ¥>¬¦¶>¶>¨C­>¶>¨�µ�¬A¶_¥3´²»«V´/¬¦¶�¶>Ä�µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨S¥&£ ¬¦°3«©´²¯L¤·±/´²«VÄ�¨�«j¤·öL§V¯�¨�Â$­>¨^«©¬¦­3«©¨S«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§V¨S¬¦°3«©´²¯L¤¦±²¨S¨)ª<«�±¸¤x°>§©¬·É<¨�µ�«V´/¬¦¶�¥&£ ­>¶>¨�¨�Ì$«©§VÄ�¯L¤·±/¨¦ÀÕY´I±M£ ¬¦¶+¨�ªU«�µ�¤¦°_¤·®_±²¨AÁG¹�°_¤·§V«V´/§S¥3¨x±¸¤�µ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶+¥>¨x¯L¤�Ì3´/¯Í­>¯�Á&¥&£ ¨�Ì3°>§©´²¯�¨�§S±²¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨	¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±�¨�¶�ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶¥3¨
(x(t), p(t))

Á�¤·±/¬¦§�ª�±/¨�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨L¨�Ì$«©§VÄ�¯L¤·±a¨)ª<«Í­_¶fªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�¥3´²ëGÄ�§V¨�¶A«©´²¨�±�¥>¨�±/¤�ÊÖ¬¦§©¯�¨
ż(t) = F (t, z(t))

Áe¬<º
z(t) = (x(t), p(t))

Á3¨�«�±/¨�ª�µ�¬¦¶_¥3´²«V´/¬¦¶iª�´/¶>´²«V´¸¤·±/¨�ª�ÁY×_¶_¤¦±²¨)ª�Á3¨�«j±²¨)ª�µ�¬A¶_¥3´²«V´/¬¦¶_ª�¥3¨S«©§©¤¦¶_ªV³¦¨�§�ªV¤·±/´Ë«©Ä¦Á3ªU¨�¯�¨�«V«V¨�¶$«cªV¬¦­_ª±/¤"Ê ¬A§V¯�¨
R(z(0), z(t∗)) = 0

À_ç�´²¶_¤¦±²¨�¯�¨�¶A«)Á>¬¦¶�¬A®3«V´/¨�¶$«j±²¨l«�}��0¨������>�>~3�0�¬¤4~3�����?}��T�¢������{����
ż(t) = F (t, z(t)), R(z(0), z(t∗)) = 0.

îJõ3Àôõ¦ï
È^¤¦¶_ªx±/¨�µ�¤AªÍ¶>¬¦¶bµ�¬A¶A«©§©¤¦´²¶$«�Á�µ�¨�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�¨)ª<«"®>´/¨�¶�°G¬$ªUÄ�µ�¤·§x±/¨�¶>¬A¯Í®>§V¨�¥&£ Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶_ªÍ¨)ª<«"Ä�ÃA¤¦±�¤·­f¶_¬¦¯Í®>§©¨¥&£ ´²¶_µ�¬¦¶>¶Y­>¨�ª�À&ãa¶n§V¨�³�¤·¶_µ�¾>¨AÁE¥>¤¦¶_ª�±²¨Lµ�¤Aª�µ�¬A¶A«V§�¤·´/¶A«)ÁE´/±�¨�Ì3´¸ª<«©¨"­>¶_¨�´²¶i¥3Ä�«©¨�§©¯"´/¶_¤·«V´/¬¦¶ì¥3­_¨L¹�±J£ ¨�ÌY´¸ªU«V¨�¶_µ�¨�¥�£ ­>¶_¨¯�¨�ªV­>§V¨�îl³¦¬¦´/§I§V¨�¯�¤¦§©Â$­>¨ A À A Àôõ¦ï�À)à�¤·§a¤·´/±²±/¨�­>§�ª�Á(ªV´Y±/¨�«V¨�¯�°_ªI×_¶_¤·±3¨�ªU«I±/´/®>§©¨¦Á(±J£ ¤·¶>¶Y­>±/¤·«V´/¬¦¶"¥3­�Ýc¤¦¯"´/±²«V¬A¶>´²¨�¶ÍÊÖ¬¦­_§V¶>´²«­>¶>¨ÐÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�ªU­>°_°>±²Ä�¯�¨�¶A«�¤·´/§V¨AÀòc¬·«©¬¦¶_ª

z(t, z0)
±/¤�ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶ì¥3­ì°>§V¬A®>±/Å�¯�¨"¥>¨�¿�¤¦­_µ©¾YÔ

ż(t) = F (t, z(t))
Á
z(0) = z0

À�Ûe¤PÀ�������{��!���g£0�ª{:��}¨�ªU«j¥>Ä�×_¶>´/¨Ð°_¤·§
G(t∗, z0) = R(z0, z(t∗, z0))

À_Ûe¨�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨LîMõ>À õAï�¤·­3Ì�³�¤·±/¨�­>§�ª�±/´²¯�´²«V¨)ª�¨�ªU«j¤¦±²¬A§©ª�Ä�Â$­>´/³�¤¦±²¨�¶A«j¹
G(t∗, z0) = 0,

´MÀ ¨¦À/Ái´/±�ª�£ ¤·ÃA´Ë«^¥3¨f£0��{���}���������}°�?�v6'��}��f£<�P��~[À��3����{:�!�3�*£0�P{:��}
G
À&¿�¨)µ�´�°G¨�­3«SªV¨	§©Ä�ªU¬A­_¥3§©¨�°i¤·§c­>¶>¨Í¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨x¥3¨òj¨.¹-«V¬¦¶eÀòc¬·«©¬¦¶_ªÍÂ$­>¨¦Á�ªV´C±¸¤�µ�¬¦¶_¥3´²«©´²¬A¶Æ¥3¨�¯L¤·ÌY´/¯�´¸ªV¤·«V´/¬¦¶n°G¨�§©¯"¨�«x¥3¨�¥3Ä�«V¨�§V¯�´/¶>¨�§Í±²¬>µ�¤·±/¨�¯�¨�¶A«	±/¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨�µ�¬A¯�¯"¨­>¶>¨SÊÖ¬¦¶_µ
«©´/¬¦¶

u(x, p)
±/´/ª©ªU¨AÁ3¤·±/¬¦§�ªC±¸¤	ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶�¥>¨^«V´/§

G
¨�ªU«-±/´/ª©ªU¨AÁ3µ�¨�Â$­>´&¤AªVªV­>§©¨c±¸¤Í³�¤¦±/´/¥3´²«VÄ�¥3¨S±¸¤x¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨¦À>Èc¨°>±/­_ª�ÁE°G¬¦­_§S¤¦°>°>±/´/Â$­>¨�§^­_¶>¨x¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�¥3¨"òc¨�¹-«©¬¦¶+´/±�Êl¤¦­3«ÐÂ$­>¨

G
ªV¬¦´²«S±²¬3µ�¤·±/¨�¯�¨�¶$«^­_¶>¨x´/¯�¯"¨�§©ªV´/¬¦¶�ÁEµ�¨�ÂA­_´�¨�ªU«±²´/Ä	¹"±M£ ¨�Ì3´¸ª<«©¨�¶_µ�¨Ð¥3¨�«V¨�¯�°_ªjµ�¬¦¶�É<­_Ã¦­>Ä)ªÐîÖ³¦¬¦´/§jªU¨)µ
«©´²¬A¶�ªV­>´/³�¤·¶$«V¨(ï
À

ÈS¤·¶_ªx±²¨�µ�¤¦ªx¥3­bµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�¬¦°3«©´²¯L¤·±JÁ�±/¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±JÁ�Â$­>´�¨�ªU«"Ý^¤·¯�´²±²«V¬A¶>´/¨�¶�Á�¨�ªU«Í«V¬A­�É<¬¦­_§©ªÍ´²¶_ªU«�¤·®>±/¨¦Áµ�¨ÍÂ$­>´�°G¨�­3«Sµ�§VÄ�¨�§c¥3¨)ªj°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�ªj¶$­>¯�Ä�§©´¸Â$­>¨�ªc¥>¤¦¶_ªj±M£ ¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶�¥>¨	±¸¤�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨Í¥3¨Ð«©´/§^ªU´/¯�°>±/¨ÍªV´e±/¨Ð«V¨�¯"°iª¥&£ ´²¶$«VÄ�ÃA§©¤·«V´/¬¦¶�¨)ª<«jÃ¦§�¤·¶i¥&À_¿�¨�µ�´YÉ<­iª<«©´Ë×_¨	±M£ ´/¶A«V§©¬3¥3­_µ�«V´/¬¦¶�¥3¨Ð±¸¤"¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨Ð¥>¨S«©´²§j¯Í­>±²«V´/°>±/¨¦Àà�¤·§j§�¤·°>°G¬¦§V«j¹"±¸¤�¯"Ä�«V¾>¬3¥>¨	¥3¨�«©´²§cªV´/¯"°_±²¨AÁ>±¸¤"¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨	¥3¨�«©´²§j¯Í­_±Ë«©´²°>±/¨Í¥3Ä)µ�¬¦­_°G¨�±J£ ´²¶$«V¨�§©³�¤¦±²±/¨
[0, tf ]

¨�¶
N´²¶$«V¨�§V³·¤·±/±²¨)ª

[ti, ti+1]
Ái¨�«SªV¨Í¥3¬A¶>¶>¨xµ�¬A¯"¯�¨Í´²¶iµ�¬¦¶_¶$­>¨)ªj±/¨�ªc³·¤·±/¨�­>§�ª

z(ti)
¤¦­�¥3Ä�®_­3«S¥>¨xµ©¾_¤AÂ$­>¨ÍªV¬¦­_ªU»J´/¶A«©¨�§©³�¤·±/±/¨¦ÀÏX±�Êl¤·­3«Ð°>§V¨�¶_¥3§©¨x¨�¶ìµ�¬¦¯�°3«©¨"¥>¨�ª�µ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶_ªS¥3¨"§©¨�µ�¬¦±/±²¨�¯"¨�¶A«S¨�¶zµ�¾_¤¦Â$­>¨Í«©¨�¯�°_ª

ti
À&Ûa£ ´²¶$«VÄ�§VÚ�«�¨)ª<«Ð¥&£ ¤·¯�Ä�±/´/¬¦§©¨�§±/¤xªU«©¤¦®>´²±/´²«VÄS¥3¨^±¸¤Í¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨¦ÀYÇc¶>¨S§VÄ�ÊÖÄ�§©¨�¶_µ�¨^µ�±/¤AªVªV´¸Â$­>¨j°G¬A­>§�±J£ ¤·±/Ã¦¬¦§©´²«V¾>¯�¨^¥3¨c«V´/§�¯Í­>±²«V´/°>±/¨S¨�ªU«ló A'U�A�ô îl³¦¬¦´/§�¤·­iªVªV´ó A Áiõ ô ï
À

� 98 2�!ON98 25½�� 2(*)?��ON9% 25<ö ÕY´&±/¤"¥3ÔY¶_¤¦¯"´¸Â$­>¨�¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�¥3¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨^¨�ªU«�µ�¬A¯"°_±²´¸Â$­>Ä�¨AÁ$±/¨�µ�¤¦±/µ�­>±&¥3­�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤¦±MÁ�¶>¬·«�¤·¯�¯�¨�¶A«L¥3¨�ª"Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ªx¤A¥(É<¬¦´/¶A«©¨�ª�Á�°G¨�­3«�Ú�«V§©¨�¨�ëG¨)µ
«©­>Ä�°_¤·§�¥3´²ëGÄ�§V¨�¶A«V´¸¤�«©´²¬A¶b¤·­3«©¬¦¯L¤�«©´/Â$­>¨AÁ�¬A­¤)³¦¨)µ^­_¶�±/¬¦ÃA´/µ�´²¨�±&¥3¨	µ�¤¦±¸µ�­>±EÊÖ¬A§V¯�¨�±eµ�¬¦¯�¯�¨P­�~�«�����Á_¨�«c¥3¬¦¶_µ�¶>¨�°G¬$ªU¨�°_¤Aª�¥3¨Ð°>§V¬A®>±²Å�¯�¨S°i¤·§V«V´¸µ�­>±/´²¨�§�ÀÛe¨�ªÐ¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨)ªÐ´/¶_¥3´/§V¨)µ
«©¨�ª�ÊÖ¬A­>§V¶>´¸ª©ªU¨�¶A«	­>¶>¨�¨�ÌY«©§VÚ�¯�¨�°_§VÄ)µ�´¸ªU´/¬¦¶ì¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨AÀeÈ^¨�°>±²­iª�Áe±¸¤�¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨�¥3¨L«V´/§¯Í­>±²«V´/°>±²¨�¨�ªU«�Á�°_¤·§xµ�¬A¶_ªU«V§©­_µ
«©´²¬A¶�Á�°i¤·§�¤·±/±²Ä�±²´¸ªV¤¦®>±/¨¦Á&¨�«xªV¬¦¶Æ´/¯"°>±/Ä�¯�¨�¶A«©¤·«V´/¬¦¶f°G¨�­3«"¥3¬A¶_µLÚ�«©§©¨L¨�¶$³Y´¸ªV¤¦Ã¦Ä�¨�ªV­>§Í­>¶§VÄ)ªU¨)¤·­�¥&£ ¬¦§�¥3´/¶_¤�«©¨�­>§�ª�¯�¬¦¶A«©Ä�ª�¨�¶�°i¤·§�¤·±/±²Å�±²¨AÀãC¶ì§©¨�³·¤·¶_µ�¾>¨¦ÁE°G¬A­>§	¤·°>°>±/´¸ÂA­_¨�§�±¸¤�¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨L¥3¨�«V´/§�Á�±/¤�ªU«V§©­_µ
«©­>§V¨L¥3¨�ª	µ�¬¦¯�¯Í­3«�¤�«©´²¬A¶_ªÐ¥3¬¦´²«ÐÚ�«©§V¨Lµ�¬A¶>¶$­_¨L¹±M£ ¤(³�¤·¶iµ�¨�îÖ°_¤¦§I¨�Ì3¨�¯"°_±²¨-°_¤¦§I­>¶>¨-Ä�«V­_¥3¨�Ã¦Ä�¬¦¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨�¥3­"°>§©¬¦®_±²Å�¯"¨(ï
À·È^¨-¯�Ú�¯�¨¦Á·´²±>¶�£ ¨�ª<«a°_¤¦ª�Êl¤¦µ�´/±/¨-¥&£ ´/¶A«©§V¬3¥3­_´²§©¨¥3¨�ªjµ�¬A¶A«V§�¤·´/¶A«©¨�ª�ªU­>§�±J£ Ä�«©¤·«�À_È^¨�­3Ì3´/Å�¯�¨�¯�¨�¶$«�Á_´/±EÊl¤¦­3«jÚ�«©§V¨Ðµ�¤·°_¤¦®>±²¨Ð¥3¨	¥3¨�³Y´/¶>¨�§j¥3¨Ð®G¬¦¶>¶>¨)ª�µ�¬A¶_¥3´²«V´/¬¦¶_ª-´/¶>´²«V´¸¤·±/¨�ª°G¬¦­>§Í±M£ Ä�«�¤�«Í¨�«x±²¨�³¦¨�µ�«V¨�­>§Í¤A¥(É<¬¦´/¶A«)Áe°G¬¦­>§Í¨�ªV°iÄ�§V¨�§�Êl¤¦´²§©¨�µ�¬A¶$³¦¨�§VÃA¨�§�±¸¤�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�¥>¨L«V´/§�Àeãa¶f¨�ëE¨�«x±²¨�¥3¬A¯L¤·´/¶>¨¥3¨�µ�¬¦¶$³¦¨�§VÃA¨�¶_µ�¨�¥3¨�±¸¤�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�¥3¨�òc¨�¹-«V¬A¶f°G¨�­3«"Ú�«©§V¨�¤AªVªV¨�å�°G¨�«©´Ë«"¨�¶ÆÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶�¥3­f°_§V¬A®>±²Å�¯�¨�¥3¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨¬¦°3«©´²¯L¤¦±MÀà�¤·§j¤¦´²±/±/¨�­>§�ª�Á3±²¨)ª-¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨)ª-´/¶_¥3´/§V¨)µ
«©¨�ª�µ�¤·±¸µ�­>±/¨�¶$«�±/¨�ª�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª�¬¦°>«V´/¯L¤·­3Ì�ªV¬¦­iª�ÊÖ¬A§V¯�¨Ð¥3¨Ð®G¬¦­_µ�±²¨Ð¬¦­>³¦¨�§V«©¨¦Àãa±/±²¨)ªcªU¬A¶A«j®_¤AªUÄ�¨�ªjªU­_§j±²¨	°>§V´/¶_µ�´²°G¨Í¥3­�¯L¤·ÌY´/¯Í­>¯�Â$­>´e¨�ªU«c­>¶>¨Íµ�¬¦¶i¥3´Ë«©´/¬¦¶�¶>Ä�µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨�¥�£ ¬A°3«V´/¯L¤·±/´Ë«©Ä	ªV¨�­>±/¨�¯�¨�¶A«�Á
A E



¨�«�¥>¬¦¶_µ^´²±EÊl¤·­3«�Ú�«©§V¨�µ�¤·°i¤·®>±/¨S¥3¨S³¦Ä�§©´²×_¨�§³~[«�����{���}��!��}��C±J£ ¬A°3«V´/¯L¤·±/´²«VÄ�¥3¨S±¸¤	«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨^µ�¤·±¸µ�­>±/Ä�¨AÀYÛ�¤	«V¾>Ä�¬¦§©´²¨S¥>¨�ª°G¬¦´/¶A«�ªCµ�¬A¶�É<­>Ã¦­>Ä)ªjîl³¦¬¦´/§CªV¨�µ�«V´/¬¦¶�õ>À õAï�°G¨�§V¯�¨�«�¥&£ Ä�«�¤·®>±/´/§�ÂA­e£ ­>¶_¨j¨�ÌY«©§VÄ�¯�¤¦±²¨�¨)ª<«C±/¬3µ�¤·±/¨�¯�¨�¶$«a¬¦°>«V´/¯�¤¦±²¨c¤(³�¤·¶$«CªV¬¦¶°>§©¨�¯�´²¨�§�«V¨�¯�°_ª-µ�¬¦¶�É<­>ÃA­>Ä¦À3ÛC£ ¬A°3«V´/¯L¤·±/´Ë«©ÄSÃ¦±/¬¦®_¤¦±²¨^¨�ª<«�®i¨)¤·­_µ�¬¦­>°�°_±²­_ª�¥3´Ëö�µ�´²±/¨�¹xÄ�«©¤¦®>±/´²§-¨�¶�Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±JÁ$¨�«�ªV­>§-¥>¨�ª¨�Ì3¨�¯�°>±/¨�ªjªU°GÄ)µ�´²×iÂ$­>¨�ª-¬A¶�±M£ Ä�«�¤·®>±/´²«�¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨�¯�¨�¶A«)ÀàI¬¦­>§e°_¤·±/±/´²¨�§�±/¤-°G¨�«V´²«V¨)ªVªV¨a¥>­	¥3¬¦¯L¤·´/¶>¨a¥3¨Cµ�¬¦¶$³¦¨�§VÃA¨�¶_µ�¨¦Á
¬¦¶�­3«©´/±²´¸ªU¨a­_¶>¨a¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨C¥&£ ¾_¬¦¯�¬·«©¬¦°>´/¨jîÖ¬¦­Ð¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨¥3¨nµ�¬A¶A«©´²¶Y­_¤�«©´²¬A¶iï
Á�Â$­>´Ðµ�¬A¶_ªV´/ªU«V¨ì¹b§VÄ�ªV¬¦­i¥3§V¨+­>¶_¨zÊl¤·¯�´²±/±/¨n¥3¨ì°>§V¬A®>±/Å�¯�¨�ª�¥3¨nµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨z¬¦°3«©´²¯L¤¦±
(Pα)α∈[0,1]¥3Ä�°G¨�¶_¥>¤·¶$«�¥&£ ­>¶z°_¤·§�¤·¯�Å�«©§V¨

α ∈ [0, 1]
ÁG¬<º�±/¨x°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Í´/¶>´²«V´¸¤·±�µ�¬¦§©§©¨�ªU°G¬¦¶i¥�¹ P0

ÀeÓ^¶+¥3¬A´Ë«Ðª�£ ¤·§©§©¤·¶_Ã¦¨�§j°G¬A­>§Â$­>¨�±/¨�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨ P1
ªU¬A´Ë«Í°>±/­_ªxªU´/¯�°>±²¨�¹�§VÄ)ªU¬A­_¥3§V¨�Â$­>¨ P0

À�Çj¶>¨�«V¨�±²±/¨�ÊÖ¤¦¯�´²±/±/¨�°G¨�­3«xÚ�«V§©¨�µ�¬¦¶iª<«©§V­>´²«V¨�ªV´C±J£ ¬A¶°G¬Aª©ªUÅ)¥3¨Ð­>¶>¨	®G¬¦¶>¶_¨Ð´/¶A«©­>´Ë«©´²¬A¶�¨�«c­_¶>¨	®G¬¦¶>¶>¨Íµ�¬A¶>¶_¤·´¸ª©ªV¤¦¶_µ�¨Ð¥3¨	±/¤�°_¾$Ô3ªU´¸Â$­>¨	¥>­�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨¦À>à�¤·§j¨�Ì3¨�¯�°>±/¨	ªV´�±/¨°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨	¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�¬¦°3«©´²¯L¤·±�µ�¬A¯"°G¬A§U«©¨�­>¶>¨Íµ�¬A¶A«V§�¤·´/¶A«©¨SÊÖ¬A§U«©¨	ªU­>§j±J£ Ä�«�¤�«�Ái¥3­�«<Ô$°G¨
c(x) 6 1

Á>­_¶>¨	¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨¥&£ ¾>¬¦¯�¬·«©¬¦°>´/¨^°G¨�­3«jµ�¬A¶_ªU´¸ªU«V¨�§-¹x§©¨�±¸¤�Ì3¨�§�µ�¨�«V«V¨Ðµ�¬¦¶$«V§�¤·´/¶A«©¨¦ÁY¨�¶�§©Ä�ªV¬¦±/³�¤·¶$«�¥&£ ¤·®G¬A§©¥�¥3¨)ª�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�ª�¬0º
c(x) 6 A

Á¤)³¦¨)µ
A > 0

Ã¦§�¤·¶_¥&ÀI¿�¨�«V«V¨�¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�¥3¨�µ�¬¦¶$«V´/¶$­_¤·«V´/¬¦¶Æ¨�ªU«x­3«V´/±/´/ªVÄ�¨�¥>¤·¶iª	±²¨�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�¥3¨�«V§�¤·¶_ªUÊÖ¨�§V«Í¬¦§©®>´Ë«�¤·±JÁ¨�Ì3°G¬AªVÄ�¥>¤·¶iªI±¸¤ÐªU¨)µ
«V´/¬¦¶�õ3À D>Àôõxîl³¦¬¦´/§�ó A E ô Á·³¦¬A´²§a¤¦­_ªVªV´Nóôõ ô °G¬A­>§�°>±/­_ªa¥>¨�°>§©Ä�µ�´¸ªV´²¬A¶_ªIªV­>§a±/¤�³�¤¦±²´¸¥3´²«VÄ�¯L¤�«©¾>Ä�¯L¤�«©´/Â$­>¨¥3¨Ð±/¤"¯�Ä�«V¾>¬3¥3¨	¥3¨	µ�¬A¶A«V´/¶$­i¤�«V´/¬¦¶eÁ3¨�«j­>¶_¨Ð¥3¨)ªVµ�§V´/°3«©´²¬A¶�¤¦±²ÃA¬¦§©´Ë«©¾>¯�´/Â$­>¨(ï
ÀÈS¤·¶_ªa±/¨�ªC¤·°>°>±/´¸µ�¤·«V´/¬¦¶_ªa¥3­�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨-¬A°3«V´/¯L¤·±i¹�±J£ ¤¦Ä�§©¬¦¶_¤¦­3«V´¸Â$­>¨ÐîÖ³¦¬¦´/§CªV¨�µ
«©´²¬A¶�õ3À DAï�Á·±²¨)ª�¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�ªa´²¶_¥>´²§©¨�µ
«©¨�ªªU¬A¶A«ÐªU¬A­>³¦¨�¶$«S°>§©´/³$´/±/Ä�Ã¦´/Ä�¨)ª^µ�¤·§S¨�±/±²¨)ªcÊÖ¬A­>§©¶>´/ª©ªV¨�¶A«�­>¶>¨"¨�Ì3µ�¨�±/±²¨�¶A«©¨x°_§VÄ)µ�´¸ªU´/¬¦¶+¶$­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨AÀ&Û�¨)ªS¤¦°>°>±/´/µ�¤�«V´/¬¦¶iªc¨�ÌY»°G¬AªVÄ�¨)ª�¥>¤¦¶_ª�±¸¤LªV¨�µ�«V´/¬¦¶�õ3À D>Á_¹Lª©¤(³¦¬¦´/§�Á3±/¨Ð°_§V¬A®>±²Å�¯�¨Ð¥>¨Ð§©¨�¶$«V§©Ä�¨	¤�«©¯�¬AªV°>¾>Ä�§©´/Â$­>¨	¥&£ ­_¶>¨	¶_¤(³¦¨�«V«V¨ÍªU°_¤·«V´¸¤·±/¨¦Á>¨�«c±/¨°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�¥3¨�«V§�¤·¶_ªUÊÖ¨�§V«�¬¦§©®>´²«©¤·±Y¥&£ ­_¶xªV¤·«V¨�±²±/´²«V¨�¹j°G¬A­_ªVªVÄ�¨aÊl¤¦´²®>±/¨¦Á�ªU¬A¶A«I¥3¬¦¶iµa®_¤AªUÄ�¨�ª�ªV­>§�±²¨)ªe¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨�ª�´/¶_¥3´/§V¨�µ�«V¨)ª�À
�>ë�� � �fw�îÐ�I���S����¡äïûî	���x �¡\�aîÍ���-yI�½yow�¡����� �ò½ñ
�°îÐ���
 �������¡���� ��ò½ñ���yoñ
Ûe¨c®>­3«-¥3¨^±¸¤�«©¾>Ä�¬A§V´/¨c¥>¨�ªC°G¬A´²¶$«©ª�µ�¬¦¶·É<­>Ã¦­>Ä)ªa¨)ª<«-¥3¨^¥>¬¦¶>¶>¨�§�¥3¨�ª�µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶_ª^îl¥3­�ªV¨�µ�¬¦¶_¥L¬¦§�¥3§V¨(ïI¶>Ä�µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨�ª¨�«�¼(¬¦­�ªV­3ö�ªV¤¦¶A«V¨)ª�¥&£ ¬¦°3«©´²¯L¤¦±²´²«VÄAÁA°G¬A­>§�¥3¨�ª�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨)ªC¥3¨Sµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨j¬A°3«V´/¯L¤·±JÀ$ÈS¤·¶iªC±/¨^µ�¤¦ªCÃ¦Ä�¶>Ä�§�¤·±JÁ¦¬¦¶�ªV¨c§©Ä�ÊÖÅ�§©¨¹L±J£ ¤¦§U«©´/µ�±²¨ªó D2E ô îÖ³¦¬A´²§^¤¦­_ªVªV´¸ó õ3Á&¿�¾_¤¦°>´²«V§©¨½F ô ï�À_àI¬¦­>§^¶>¨Í°_¤¦ªc¤¦±²¬A­>§©¥>´²§j±/¨	¯L¤·¶Y­_ª©µ�§©´Ë«)Ái¥>¤·¶iªcµ�¨�«U«V¨xªV¨�µ�«V´/¬¦¶�Ái¬¦¶�ªU¨±²´/¯�´²«V¨	¤·­�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨�¥3­�«©¨�¯�°_ª�¯�´²¶_´²¯L¤·±�°G¬A­>§�±²¨	ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨Ð¥3¨Ðµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,
îMõ>À D$ï

¬0º
f :

Ï á n × Ï á m → Ï á n ¨�ªU«Ð­>¶_¨L¤¦°>°>±/´/µ�¤�«V´/¬¦¶ì±²´¸ª©ªU¨AÁ x0 ∈ Ï á n Á�¨�« u(t) ∈ Ï á m îMµ�¤Aª�ª©¤·¶iª�µ�¬¦¶A«©§©¤¦´²¶$«V¨LªU­_§�±/¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨)ï�ÀAØ�¬¦­>«�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨
u
«©¨�¯�°_ª�¯�´²¶_´²¯L¤·±EªV­>§

[0, T ]
¨�ªU«�¤·±/¬¦§�ª������2�3�?���!��}
ÀYÈx£ ¤·°>§©Å�ªC±²¨c°_§V´/¶_µ�´/°G¨^¥3­�¯�¤·Ì3´²¯Í­>¯§©¤¦°>°G¨�±/Ä�¨�¶�´/¶A«©§V¬>¥3­_µ
«©´²¬A¶�Á3±¸¤x«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§©¨

x(·) ¨�ªU«�°>§©¬·É<¨�µ�«V´/¬¦¶�¥&£ ­_¶>¨Ð¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·±/¨¦Á>ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�¥3¨)ª-Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª

ẋ =
∂H

∂p
(x, p, u), ṗ = −∂H

∂x
(x, p, u),

¨�« ∂H
∂u

(x, p, u) = 0,

¬0º
H(x, p, u) = 〈p, f(x, u)〉. Ó^¶óªV­>°>°G¬$ªU¨ìÂ$­>¨ H(x(t), p(t), u(t)) 6= 0

±²¨ì±/¬¦¶>Ã ¥3¨ì±M£ ¨�ÌY«©§VÄ�¯�¤¦±²¨AÁ-ÂA­_¨z±¸¤
Ýj¨)ªVªV´²¨�¶>¶>¨ ∂2H

∂u2 (x, p, u)
¨�ªU«L¥3Ä�×_¶>´/¨�¶>Ä�ÃA¤·«V´/³¦¨ìîÖ¾$ÔY°G¬¦«V¾>Å)ªU¨�¥3¨�Û�¨�ÃA¨�¶_¥3§©¨�ªU«V§©´/µ�«V¨)ï�ÁI¨�«LÂ$­>¨�±¸¤zªV´/¶>Ã¦­>±¸¤·§©´²«VÄ�¨�ªU«¥3¨�µ�¬>¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶Æ­>¶bªU­>§Í«V¬A­3«"ªV¬¦­_ªU»J´/¶A«©¨�§©³�¤·±/±/¨�îl¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�¥3¨�§VÄ�Ã¦­>±¸¤·§©´²«VÄ�ÊÖ¬¦§V«V¨AÁ�µ
Ê½ó A C U4ô ï
ÀIÛa£ ¤·°>°_±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶f¥3­«V¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨Ð¥>¨�ª-ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶iª-´/¯�°>±/´/µ�´Ë«©¨�ªj°G¨�§©¯�¨�«c¥&£ ¨�Ì3°>§©´²¯�¨�§�Á>±²¬3µ�¤·±/¨�¯�¨�¶$«�Á

u(t) = u(x(t), p(t))
À_Ø�¬A­3«V¨Ð¨�ÌY«©§VÄ�¯�¤¦±²¨³¦Ä�§©´Ë×i¨�¤¦±²¬A§©ª

ẋ =
∂Hr

∂p
(x, p), ṗ = −∂Hr

∂x
(x, p),

¬0º
Hr(x, p) = H(x, p, u(x, p))

¨�ªU«j±²¨°¦°~��P����{����$�!���û}���£3�?��{N±_ªU¬A´Ë«)Á3¨�¶�¶>¬·«�¤·¶A«
z = (x, p)

Á
ż(t) = ~Hr(z(t)).

îJõ3À B$ï
Ó^¶�¥3Ä�×i¶>´Ë«°�,¥ ~�«<«��¢�!��~3{:�!�3������«��������${:�!�������	°_¤·§

¨�Ì3°
x0

(t, p0) = x(t, x0, p0),¬0º
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q̇ = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q),¤)³¦¨)µ
u1 = cosµ

Á
u2 = sinµ

¨�«
q = (r, v, γ, L, l, χ)

À�ãa¶Æ°G¬Aª©¤·¶$«
q1 = (r, v, γ)

¨�«
q2 = (L, l, χ)

Áe¬A¶n°G¨�­3«¥3Ä�µ�¬¦¯�°G¬AªV¨�§-±/¨ÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨Ð¥3¨Ð±/¤"¯L¤¦¶>´²Å�§V¨ÐªV­>´²³·¤·¶$«V¨>S
q̇1 = f1(q1, u1) +O(Ω), q̇2 = f2(q, u2).
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«©¬¦´/§V¨)ªCªV¬¦¶A«�°GÄ�§©´²¬>¥3´/Â$­>¨)ª�À$Û�¤Íµ�¬A¶A«©§VÑA±/¤¦®>´²±/´²«VÄ^¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨c°G¨�­3«-Ú�«©§V¨Sµ�¤¦§©¤Aµ
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m
Á$ªV¬¦­>¯�´¸ªC¹Ð±M£ ¤�«V«V§�¤¦µ
«©´/¬¦¶"«©¨�§V§©¨�ªU«V§©¨�¨�«�¹Ð­>¶_¨�ÊÖ¬A§©µ�¨c¥3¨j°_§V¬A°>­>±¸ªU´/¬¦¶

F
À$Û�¨^ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨cª�£ Ä�µ�§©´²«�ªU¬A­_ªÊÖ¬¦§©¯�¨Ð¥&£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥3¨	ß�¨�°_±²¨�§�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²Ä�¨¦Á

q̈ = −µ q
r3

+
F

m
,

îMõ>ÀùE¦ï
¬0º

q
¨)ª<«c±/¨	³¦¨�µ
«©¨�­>§c°G¬AªV´²«V´/¬¦¶�¥3­�ª©¤�«©¨�±/±²´²«V¨AÁ_¨�«

µ
¨�ªU«c±/¤�µ�¬A¶_ª<«�¤·¶$«V¨	¥3¨ÍÃ¦§�¤)³Y´²«©¤�«©´/¬¦¶�À>Ûe¤�ÊÖ¬¦§�µ�¨	¥3¨	°G¬A­_ªVªVÄ�¨

F
¥3¨±M£ ¨�¶_Ã¦´/¶�¨)ª<«S±²´/¯�´Ë«©Ä�¨oS |F | 6 Fmax

ÁG¨�«S¬¦¶�°G¨�­3«�µ�¾_¤·¶>ÃA¨�§^ªV¬¦¶�¬A§V´/¨�¶$«©¤·«V´/¬¦¶�ÀiÛ�¤L°>§©¬¦°_­>±/ªV´/¬¦¶�ªU¨	Êl¤¦´Ë«S°_¤·§^Ä<É<¨�µ�«V´/¬¦¶¥3¨Ð¯�¤·«V´/Å�§©¨¦Á3¨�«�´/±&Êl¤·­>«�§�¤�É<¬¦­>«V¨�§j¤·­�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨�±M£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¥3¨�³·¤·§©´/¤·«V´/¬¦¶�¥>¨�±¸¤"¯L¤¦ª©ªU¨AÁ
ṁ = −β|F |, îJõ3À V ï

¬0º
β > 0

¨�ªU«j­>¶�°_¤·§�¤·¯�Å�«V§©¨¦À>È^¤¦¶_ª�±/¨Ð°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¹�°G¬¦­iªVªVÄ�¨SÊl¤¦´²®>±/¨¦Á_±¸¤xÊÖ¬A§©µ�¨Ð¥3¨Ð°G¬A­_ª©ªUÄ�¨�¨�ªU«j°G¨�«©´Ë«©¨	µ�¬¦¯�°_¤¦§VÄ�¨¹�±¸¤�ÊÖ¬¦§�µ�¨L¥&£ ¤�«V«V§�¤¦µ�«V´/¬¦¶�À�ÛC£ Ä�«©¤�«Í¥3­ÆªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¨�ªU«
x = (q, q̇)

ÀeÛ�¨L°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨L¹�§©Ä�ªV¬¦­_¥3§©¨"¨�ªU«Í¥3¨�«V§�¤·¶_ªUÊÖÄ�§©¨�§ª���{����´«$�°�P���k���6~��a±²¨"ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨x¥&£ ­>¶+Ä�«�¤�«^´/¶>´²«V´¸¤·±I¹�­>¶>¨x¬¦§©®>´Ë«©¨x¥3¬¦¶>¶>Ä�¨�îÖ°_¤¦§^¨�Ì3¨�¯�°>±/¨ÍÃAÄ�¬AªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶i¤·´/§V¨)ï�°G¬A­>§c±/¨°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¥3¨�«V§�¤·¶_ªUÊÖ¨�§V«-¬A§V®_´Ë«�¤·±JÁY¬A­�¨�¶�­_¶�°G¬A´²¶$«j¥3¨	µ�¨�«j¬¦§©®>´Ë«©¨¦ÀÕY¬A´/¨�¶A«
c = q∧ q̇ ±²¨-¯�¬¦¯�¨�¶$«a¤·¶>ÃA­>±/¤¦´²§©¨¦Á L = −µq/|q|+ q̇∧c ±J£ ´/¶$«VÄ�ÃA§©¤¦±²¨-¥3¨-Û�¤·°>±¸¤¦µ�¨¦Á(¨�« H = 1/2 q̇2−µ/|q|±M£ Ä�¶_¨�§©Ã¦´/¨¦À�Û�¨³£<���6~������l������� «�{:�!¡��k�j¨�ªU«�¥3Ä�×_¶>´3°_¤¦§

Σe = {c 6= 0, H < 0}. Ò µ�¾_¤AÂA­_¨�°G¬A´²¶$« (c, L)
¥3¨�µ�¨-¥>¬¦¯L¤·´/¶>¨µ�¬A§V§©¨�ªV°G¬¦¶_¥ ­>¶>¨+­>¶>´¸Â$­>¨+¨�±²±/´²°iªU¨z¥3Ä�µ�§V´/³�¤¦¶A«�±/¨+¯"¬A­>³¦¨�¯�¨�¶A«�¥3­Qª©¤�«©¨�±/±²´²«V¨z¹Æ°G¬A­_ªVªVÄ�¨�¶$­_±²±/¨¦À�à�¬A­>§�¤)³¦¬A´²§�­_¶>¨§V¨�°>§©Ä�ªV¨�¶A«�¤�«©´²¬A¶ÐÃ¦Ä�¬¦¯�Ä�«©§V´¸Â$­>¨�¥3¨�±J£ ¨�±/±²´/°_ªV¨�¬Aª©µ�­_±/¤·«V§©´/µ�¨C¥&£ ­>¶>¨�«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/Ä�¨AÁ�¬¦¶xµ�¾>¬¦´¸ªV´Ë«I¥3¨)ª�µ�¬Y¬¦§�¥3¬¦¶>¶_Ä�¨�ªÄ�Â$­>´/¶>¬(ÌY´¸¤·±/¨�ª	¥>¤·¶iªÐ±/¨�¥3¬A¯L¤·´/¶>¨L¨�±/±/´²°3«©´¸ÂA­_¨¦ÀeàI¬¦­>§x¥3Ä�µ�¬¦¯�°G¬AªV¨�§Ð±¸¤�°G¬A­_ª©ªUÄ�¨AÁ�¬¦¶Æ¤�¥3¨�­3Ìn°G¬Aª©ªU´/®>´/±²´²«VÄ)ª�À�È^¤¦¶_ªÐ±/¨§V¨�°GÅ�§©¨P{�~��=�=���k{��!����������}��6~��

(Ft, Fn, Fc)
Á>¬<º
Ft =

q̇

|q̇|
∂

∂q̇
, Fc =

q ∧ q̇
|q ∧ q̇|

∂

∂q̇
,

¨�«
Fn = Fc ∧ Ft

Á>¬¦¶�Ä�µ�§V´²«
F = utFt + unFn + ucFc

À_ÈS¤·¶_ª�±/¨�§©¨�°GÅ�§©¨S§�¤¦¥3´¸¤·±²»½¬¦§U«V¾>¬A§©¤¦¥3´/¤·±
(Fr, For, Fc)

Á3¬<º
Fr =

q

|q|
∂

∂q̇
, For = Fc ∧ Fr,

¬¦¶zÄ)µ�§©´Ë«
F = urFr + uorFor + ucFc

À�ÈS¤·¶_ª�±²¨)ª�¥>¨�­3Ìzµ�¤¦ª�Á&ªU´
uc = 0

Á&±/¨"¯�¬A­>³¦¨�¯�¨�¶$«�¨)ª<«Ð°>±¸¤·¶|îÖ¯�¬3¥3Å�±/¨L¥3­«V§�¤·¶_ªUÊÖ¨�§V«�¬¦§©®>´²«©¤·±&°>±¸¤·¶iï�À
���$�N�����$�:)?cd&!�!&!�.J�ö ÛC£ ¤¦¶_¤·±/Ô3ªU¨Í¥3¨x±M£ ¤·±/Ã¦Å�®>§V¨Í¥3¨"Û�´/¨Í¨�ªU«^¨�ëE¨�µ�«V­>Ä�¨x¥_¤·¶_ª°ó A E ô ¥>¤¦¶_ªc±/¨xµ�¤Aªc¥3­�«V§�¤·¶_ªUÊÖ¨�§V«c¬A§V®_´Ë«�¤·±°>±¸¤·¶�Á$ªV­>§�±²¨^ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨c¥>¨^µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨c¤�öL¶>¨

ẋ = F0 +uF1
ÁA°G¬¦­_§�µ�¾_¤¦Â$­>¨j§©¨�°GÅ�§V¨½S

F1 = Ft
îÖ°G¬A­_ªVªVÄ�¨j«©¤¦¶>Ã¦¨�¶$«V´/¨�±/±/¨­>¶>´¸Â$­>¨�¯�¨�¶$«�ï	¨�«

F1 = For
îÖ°G¬A­_ªVªVÄ�¨�¬¦§V«V¾_¬¦§�¤¦¥3´¸¤·±²¨(ï
ÀeÈ^¤¦¶_ªÍ±²¨�°>§©¨�¯�´²¨�§xµ�¤¦ª�Áe¬¦¶Æ¯�¬¦¶$«V§©¨�Â$­>¨�±/¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¨)ª<«���3�k{�}�¿���~<¨�����¥>¤¦¶_ª�±/¨c¥3¬A¯�¤¦´/¶>¨cõ·ÈQ¨�±/±²´/°3«©´/Â$­>¨AÀAÛC£ ¤¦¶_¤·±/Ô3ªU¨jµ�¬¦¶_ªV´¸ª<«©¨�¨�¶_ªV­>´²«V¨^¹�Ä�«©­_¥3´/¨�§C±/¨�ªa¨�Ì$«©§VÄ�¯L¤·±/¨�ªaªU´/¶>ÃA­>±²´/Å�§©¨�ª¨�«�§VÄ�Ã¦­>±/´/Å�§©¨�ª�À�ÏX±Gª�£ ¤)³¦Å�§V¨jÂ$­>¨�«V¬A­3«V¨)ªa±/¨�ªCªV´/¶>Ã¦­>±/´/Å�§©¨�ªaªU¬A¶A«l������� «�{:�!¡��k����ÁY¨�«�¥>¬¦¶_µ¦ÁA¥&£ ¤·°>§©Å�ª�ó U C ô ÁA±/¬3µ�¤¦±²¨�¯"¨�¶A«a«V¨�¯"°iª¯L¤�Ì3´²¯L¤¦±²¨)ª�À�Û�¨�ªI¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤¦±²¨)ª�§VÄ�Ã¦­>±/´/Å�§©¨�ª�ªV¬¦¶$«�µ�±¸¤¦ª©ªV´Ë×_Ä�¨�ª�ªV¨�±/¬¦¶x±/¨�­>§I¬A§©¥3§©¨�¥3¨�µ�¬¦¶$«©¤Aµ
«�¤(³¦¨�µ�±/¤SªV­>§UÊl¤Aµ�¨ {H1 = 0}îÖ¬<º

H1 = 〈p, F1〉
¨)ª<«�±/¨"§V¨�±²Å�³¦¨�¯�¨�¶$«�Ýc¤¦¯�´²±²«V¬A¶>´/¨�¶ì¥3­ìµ©¾i¤·¯�°

F1
ï�À&ÈS¤·¶_ªS±/¨�µ�¤¦ª�¥&£ ­>¶nµ�¬¦¶$«©¤Aµ
«�¥�£ ¬A§©¥3§©¨"õ>ÁG±/¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨S¨)ª<«j®_¤·¶>Ã¦»J®i¤·¶>Ã�îÖ´/±�¶�£ Ô�¤"°_¤¦ª�¥3¨Ð°>¾>Ä�¶>¬¦¯�Å�¶>¨Ð¥3¨	ç_­>±²±/¨�§
ï
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õ0D
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ẋ = F0 +
∑3

i=1 uiFi, |u| 6 1
À�Èx£ ¤¦°>§VÅ)ªÐ±/¨°>§©´²¶_µ�´²°G¨"¥3­+¯L¤�Ì3´/¯Í­>¯�ÁG°G¬¦­_§^±²¨x°>§©¬¦®_±²Å�¯"¨x¥>­�«V¨�¯�°_ªS¯�´²¶>´/¯L¤·±JÁG±/¨�ªSµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨�ªc¨�ÌY«V§©Ä�¯L¤·­>Ì�¥3¨"µ�¨"ªVÔYªU«VÅ�¯�¨xªU¨¯�¨�«U«©¨�¶$«�ªV¬¦­_ªe±¸¤jÊÖ¬¦§©¯�¨

u = Φ/|Φ| Á(¨�¶x¥3¨�¾>¬A§©ª�¥>¨�±/¤^ªV­>§UÊl¤Aµ�¨�¥>¨�µ�¬¦¯�¯Í­3«�¤�«©´²¬A¶ {Φ = 0} Á(¬0º Φ = (H1, H2, H3)
Á¨�«

Hi = 〈p, Fi〉
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«V¬A´/§V¨x¬¦°>«V´/¯�¤¦±²¨AÁE¬¦¶z­3«©´²±/´/ªV¨"­_¶>¨"¯�Ä�«V¾>¬3¥3¨L¥3¨x«©´²§	ªU´/¯�°>±/¨¦À�Ó^¶«V¨)ª<«©¨	¨�¶_ªV­>´²«V¨xªU¬A¶�¬¦°>«V´/¯�¤¦±²´²«VÄx¤)³¦¨)µ�­>¶�µ�¤·±¸µ�­>±�¥3¨Ð«©¨�¯�°_ª^µ�¬A¶�É<­>Ã¦­_Ä¦ÀiÛ�¨)ªc¥3¬¦¶>¶_Ä�¨�ªj¶$­_¯"Ä�§V´¸Â$­>¨�ªcªV¬¦¶$«c¥>Ä�«©¤¦´²±/±/Ä�¨�ª¥>¤·¶iª³ó A E ô Ái¨�«^±²¨)ªcªU´/¯Í­>±¸¤�«©´²¬A¶_ª�¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨)ªcªU¬A¶A«c¨�ëE¨�µ�«V­>Ä�¨�ª^¹�±J£ ¤¦´¸¥3¨	¥>¨hµ�¶½·¸µ�¶°·eÀiàI¬¦­>§c­>¶_¨	°G¬¦­iªVªVÄ�¨Ð¯L¤�Ì3´²»¯L¤·±/¨^¥3¨
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Õ Ö É×ÈØÆ�Ì¬Â\Ä ß

Í ÎzÏ �Ð	�Ñ ü�ùûú ��ü��¸� � þð� � �óù ú ��ü�� � ùå��� ÎÓÏ ÿ þ
� ã þ�ü)� ã þ � � � ã ù���� ÎzÏ � ù ã Ù ÿ � 	Ë�pà � þ �
Ú ù 	Q���-þ�ü�ü-þ �

ÈS¤·¶_ªjµ�¨	µ©¾_¤¦°>´²«V§©¨¦Á3¬A¶�°>§VÄ)ªU¨�¶A«©¨�±²¨)ª-§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�¬A®3«V¨�¶$­_ªj¥>¤·¶iªTó A D3ÁkD U Á A F ô ÀÛ�¤S¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨-­>«V´/±²´¸ªVÄ�¨�°G¬¦­>§�Ä�«V­_¥3´/¨�§a±/¨�ª�°>§©¬¦°>§©´²Ä�«VÄ)ªI¥3¨jµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä�¨�«C¥3¨jªU«©¤¦®>´/±²´¸ªV¤·«V´/¬¦¶"¥>¨�ª�Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶_ª�¤·­3Ì¥3Ä�§©´/³¦Ä�¨�ª^°i¤·§V«V´/¨�±/±²¨)ªS¥3¨�µ�¨"µ�¾_¤·°_´Ë«©§V¨�µ�¬¦¶iªU´¸ª<«©¨"¹�ªU«©¤¦®>´/±²´¸ªV¨�§S±²¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨"°_¤·§S±/´/¶>Ä�¤¦§V´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�±/¨"±²¬A¶>Ã�¥&£ ­>¶ìµ�¾>¨�¯�´/¶¥&£ Ä�«©¤·«©ªCª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª�À·Ûa£ ´¸¥3Ä�¨�¨)ª<«C´/ª©ªU­_¨�¥>¨�±¸¤^«©¾>Ä�¬A§V´/¨�µ�±/¤AªVªV´¸ÂA­_¨-¥>¨jªU«©¤·®_´²±/´Ë«©Äj¥3¨cÛ�ÔA¤·°_­>¶>¬�³	¨�¶�¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶"×_¶>´/¨¦Áµ�¬A­>°>±/Ä�¨Ð¤)³¦¨)µ^±¸¤Í«©¾>Ä�¬A§V´/¨�¥>¨Ð¥3Ä�ÊÖ¬¦§©¯�¤·«V´/¬¦¶�Â$­_¤AªU´²»½ªU«©¤·«V´¸Â$­>¨¦À3ÈS¤·¶_ª�µ�¨�°_¤¦§©¤¦Ã¦§©¤·°>¾>¨AÁ$¶>¬A­_ª-¨�Ì3°>±/´/Â$­>¬A¶_ª�¥3¬¦¶_µ�µ�¨�«U«©¨´/¥>Ä�¨Ð¨�¶�¥>´²¯�¨�¶iªU´/¬¦¶�×_¶_´²¨AÀG¿�¬¦¶_ªV´¸¥3Ä�§©¬¦¶_ª-¥>¤¦¶_ª-Ï á n ­>¶�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨Ð¥3¨	µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨SÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±MÁ3¥>¨�±¸¤xÊÖ¬¦§©¯�¨
ẏ(t) = g(y(t), u(t)),

îeBiÀ A ï
¬0º

g :
Ï á n × Ï á m → Ï á n ¨�ªU«�¥3¨�µ�±/¤AªVªV¨

C1 Á u(t) ∈ U Á�¨�« U ¨�ªU«�±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�¥3¨)ªLµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª�¤¦¥3¯�´¸ªVªV´²®_±²¨)ª¯�¨�ªV­>§©¤¦®>±/¨�ª-¨�«c¨�ª©ªU¨�¶A«©´²¨�±²±/¨�¯�¨�¶$«j®G¬A§V¶>Ä)ª�ÀiÕY¬¦´/¨�¶A«
y0, y1 ∈ Ï á n ¥>¨�­3Ì�°G¬¦´/¶A«�ªj¥&£ Ä�Â$­>´/±²´/®>§©¨Ð¥>­�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨Lî!B_À A ï�Á3´JÀ ¨¦À/Á

g(yi, ui) = 0
Á
i = 0, 1,

°G¬¦­>§Sµ�¨�§V«©¤¦´²¶_ª
u0, u1 ∈ Ï á m À�Ó^¶+ªV­>°>°G¬$ªU¨xÂ$­>¨ (y0, u0)

¨�«
(y1, u1)

¤·°_°_¤·§V«V´/¨�¶>¶>¨�¶A«�¹­>¶>¨°��á��6�T�����´«��4��~��${��½�����k�����2�^¥3¨c±M£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨^¥3¨�ªaå�Ä�§©¬Aªa¥3¨
g
¥>¤·¶_ªaÏ á n × Ï á m ÀAÛe¨j®>­3«�¨)ª<«�¥3¨cµ�¬A¶_ªU«V§©­>´²§©¨�­>¶µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨Ð°G¨�§V¯�¨�«V«©¤¦¶A«S¥&£ ¤·±/±²¨�§^¥3¨

y0
¹
y1
¨�¶�«V¨�¯"°iª

T > 0
îÖÄ�³¦¨�¶$«V­>¨�±²±/¨�¯�¨�¶$«^ÃA§©¤¦¶_¥_ï�À_à�¬¦­_§^µ�¨�±¸¤>Á_¬A¶�§©¤¦´/ªV¬¦¶_¶>¨¨�¶�ÂA­i¤�«V§©¨�Ä�«©¤¦°G¨�ª�ÀsT�� =(q&!;=�� J=�.)?#¸ �ö Ó^¶�µ�¬¦¶iª<«©§V­>´²«L­>¶éµ©¾>¨�¯"´/¶�¥3¨�µ�±/¤AªVªV¨
C1 Á (ȳ(τ), ū(τ))

Áa¬<º
τ ∈ [0, 1]

Áa§©¨�±/´/¤¦¶A«
(y0, u0)¹

(y1, u1)
Á�¨�«�«V¨�±SÂ$­>¨

g(ȳ(τ), ū(τ)) = 0
Á�°G¬¦­>§�«V¬A­3«

τ ∈ [0, 1]
À�¿�¨�±/¤f¨�ªU«�°G¬$ªVªV´²®_±²¨+¥�£ ¤¦°>§VÅ)ª�±J£ ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨¥&£ ¤·°>°_¤¦§U«©¨�¶_¤¦¶_µ�¨�¹S­>¶_¨�¯�Ú�¯�¨jµ�¬¦¯�°G¬Aª©¤·¶A«©¨�µ�¬¦¶_¶>¨�Ì3¨¦À¦º�´²¨�¶"¨�¶A«©¨�¶_¥3­�Á$µ�¨jµ©¾>¨�¯�´²¶L¶�£ ¨)ª<«C°_¤¦ª�¨�¶�Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±>ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶¥3­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨Lî!B_À A ï�Á3¯L¤·´¸ª�ªV´

ε > 0
¨)ª<«c¤¦ª©ªU¨�åS°G¨�«©´Ë«c¤¦±/¬¦§�ª�±/¨Ðµ�¾>¨�¯"´/¶

(yε, uε)
¥3¬¦¶>¶>ÄÐ°_¤·§

[0, 1/ε] → Ï á n × Ï á m

t 7→ (yε(t), uε(t)) = (ȳ(εt), ū(εt))

¨�ªU«�­_¶>¨ÐÂ$­_¤AªU´²»XªU¬A±²­3«©´/¬¦¶�¥3­�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨LîeB_À A ï�À3ãC¶�¨�ëE¨�«�Á ‖ẏε − g(yε, uε)‖ = O(ε).ro 29%Z-&!;2(* ÿJ<�')?#¸ �ö ¿�¨�«V«V¨"«V§�¤�É<¨�µ�«V¬¦´/§©¨"Â$­_¤¦ªV´Ë»XªU«©¤�«©´/Â$­>¨x¶�£ ¨�ªU«Ð°_¤¦ª�ªU«©¤¦®>±/¨"¨�¶ìÃ¦Ä�¶_Ä�§�¤·±JÁG¨�«	¥3¬A´Ë«	¥3¬¦¶iµxÚ�«©§V¨�ªU«©¤·»®>´/±²´¸ªUÄ�¨¦À�àI¬¦­>§Íµ�¨�±¸¤>Á�¬¦¶ì´/¶A«©§V¬>¥3­>´²«Ð±/¨�µ©¾_¤¦¶>Ã¦¨�¯"¨�¶A«Í¥3¨L³�¤·§©´¸¤·®>±/¨
z(t) = y(t) − yε(t)

Á
v(t) = u(t) − uε(t)

Á�¬<º
t ∈ [0, 1/ε]

ÀGÈ^¤¦¶_ªj±/¨�ªc¶>¬¦­>³¦¨�±²±/¨�ªj³�¤¦§V´¸¤¦®>±²¨)ª
z, v

Ái±²¨xªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨Í¥3¨xµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨	ª�£ Ä)µ�§©´Ë«)ÁiªU´ ‖z(t)‖ + ‖v(t)‖ ¨�ªU«S¤¦ª©ªU¨�å°G¨�«©´Ë«)Á
ż(t) = A(εt)z(t) +B(εt)v(t) +

Ó
(‖z(t)‖2 + ‖v(t)‖2 + ε),¬0º

t ∈ [0, 1/ε]
Á-¨�«�¬<º

A(τ) = ∂g
∂y (ȳ(τ), ū(τ))

¨�«
B(τ) = ∂g

∂u (ȳ(τ), ū(τ)),
¤)³¦¨)µ

τ = εt ∈ [0, 1]
À-à�¤·§µ�¬A¶_ªUÄ)Â$­>¨�¶A«)Á¦´/±_Êl¤·­3«�ªU«©¤¦®>´/±²´¸ªV¨�§a­_¶�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨c¥3¨^µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨�±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨�´/¶_ªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶_¤¦´²§©¨³�����k{����>���k{d¤4~3}��!~0¨����°���f{����´«$�
À¿�¨�±¸¤"¨�ªU«�¨�ëG¨)µ
«V´/³¦¨�¯�¨�¶A«j°G¬$ªVªV´/®>±²¨�±/¬¦§�ªVÂ$­>¨

ε
¨�ªU«j¤AªVªV¨�åS°G¨�«V´²«Íîl³¦¬¦´/§Tó A0A'U'ô ï
À

� ����&!5'&!;2(* �J=�.)�#² �ö ÕY¬¦­_ª	±/¤�µ�¬A¶_¥3´Ë«©´/¬¦¶Æ¥3¨�ßÐ¤¦±²¯L¤·¶n§©¤¦¶>Ã (
B(τ), A(τ)B(τ), . . . , A(τ)n−1B(τ)

)
= n,

°G¬¦­_§«V¬A­3«
τ ∈ [0, 1]

Á�´²±¦¨)ª<«e¨�ëE¨�µ�«V´/³¦¨�¯�¨�¶$«e°G¬$ªVªV´²®_±²¨a¥3¨CªU«©¤¦®>´²±/´¸ªU¨�§&±/¨CªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨�°_¤¦§�«���~0�����6���${u£0�u«�¿3������Á)¨�«�¥>¨aµ�¬¦¶_ªU«V§©­>´/§V¨¨�Ì3°>±/´/µ�´Ë«©¨�¯�¨�¶$«^­>¶>¨ÐÊÖ¬A¶_µ
«V´/¬A¶�¥3¨ÍÛeÔA¤·°>­_¶>¬(³�ÂA­i¤¦¥3§�¤�«©´/Â$­>¨AÀ>òc¬·«©¬¦¶_ª�«V¬A­3«V¨�ÊÖ¬A´/ªcÂ$­>¨Íµ�¨�«U«©¨	°>§©¬3µ�Ä�¥3­>§©¨�¶>¨Í¯�¤¦§©µ�¾>¨
õ V



°_¤¦ªxªU´�±/¨�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨�¶�£ ¨�ªU«x°_¤¦ªÍ±/¨�¶A«©¨�¯�¨�¶$«"³�¤·§©´¸¤·®>±/¨L¨�¶Æ«V¨�¯�°_ª�ÀIÒ ±J£ ¤·´¸¥3¨�¥3¨�µ�¨�«V«V¨�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶f¥3¨�Û�ÔA¤·°_­>¶>¬(³EÁe¬A¶¯�¬¦¶A«©§V¨Ð¤¦±/¬¦§�ª�Â$­>¨AÁ>ªV´
ε
¨)ª<«c¤¦ª©ªU¨�åS°G¨�«©´Ë«)Á_¤¦±²¬A§©ª

y(1/ε)
¤·°>°i¤·§V«V´/¨�¶A«j¹"­_¶�³¦¬A´/ªV´/¶_¤·ÃA¨^°>§©¨�ª©µ�§©´Ë«j¥3¨

y1
À_Ò µ�¨�°G¬¦´/¶A«)Á¬¦¶�¬A®3«V´/¨�¶$«c¥3¬¦¶_µS­_¶�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«�¥>¨ÐªU«©¤¦®>´²±/´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�À

� 98)?����&:;=(q ½J=�.)?#¸ �ö ÕY´Y±/¨�ªVÔYªU«©Å�¯�¨SîeB_À A ï�¨)ª<«�¥3¨�°>±/­_ª����'��~������6���k{d���3�k{�},¿3��~0¨����j¤¦­	°G¬A´²¶$«
y1
Á�¤·±/¬¦§�ª�´/±Y¨�ªU«�°G¬Aª©ªV´²®>±/¨¥3¨L§V¨�±/´/¨�§�¨�¶z«V¨�¯�°_ª�×_¶>´a±/¨�°G¬¦´/¶A«

y(1/ε)
¹�±/¤�µ�´/®>±/¨

y1
ÀeÇj¶ì«V¨�±�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«Ð¥3¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±/¤¦®>´²±/´²«VÄ"±/¬3µ�¤¦±²¨"§©Ä�ªV­>±²«V¨�¨�¶Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±>¥3¨j±J£ ¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶�¥3­�«©¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨j¥3¨)ªIÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ª�´/¯�°>±²´¸µ�´²«V¨)ªa¨�«�¥3¨j±¸¤Ðµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤¦®>´²±/´²«VÄ�¥3­�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�±²´/¶>Ä)¤·§©´/ªVÄ¦Àü´���6~3},¡��k�\B_À G Àôõ ý Çc¶>¨�«©¨�±/±²¨�¥3Ä�ÊÖ¬A§V¯L¤·«V´/¬¦¶fÂ$­_¤¦ªV´²»½ªU«©¤·«V´¸Â$­>¨�¤�Ä�«©Ä�­3«©´²±/´¸ªUÄ�¨�°_¤¦§x¢iÀ »X¼ÆÀ�¿�¬A§V¬A¶Æ¥>¤¦¶_ª¬ó V<U4ô Á�°G¬A­>§Ä�«�¤·®>±/´²§Í±¸¤�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«VÄ�¥&£ ­>¶>¨�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶Æ¥3¨�Õ3¤·´/¶A«V»Jê�¨�¶_¤·¶$«�À�¿�¨�°G¨�¶_¥_¤·¶A«)Á�¥_¤·¶_ªªó V0U4ô Áe±¸¤�¥3Ä�ÊÖ¬¦§©¯L¤�«©´²¬A¶ÆÂA­i¤¦ªV´Ë»ª<«�¤�«©´/Â$­>¨

(yε, uε)
Ä�«©¤·´²«^¶_¤�«©­>§©¨�±/±²¨�¯"¨�¶A«Sª<«�¤·®>±/¨¦Ái¨�«^´/±�¶�£ ¤L°_¤AªjÄ�«©Ä	¶>Ä)µ�¨)ªVª©¤·´/§V¨	¥3¨Í§©Ä�¤·±/´¸ªU¨�§�±/¨�ªcÄ�«�¤·°G¨�ªSõ�¨�«lD>ÀGÛ�¨¯�Ú�¯�¨	µ�¬¦¯�¯�¨�¶$«©¤¦´²§©¨S³�¤¦­3«�°G¬A­>§�±²¨�«V§�¤(³�¤·´/±&¥3¨	ß�À>º�¨�¤¦­_µ�¾_¤·§�¥�ªV­>§�±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥3¨ÍÕ3µ�¾>§câ>¥3´²¶_Ã¦¨�§Ðîl³¦¬¦´/§³ó C V4ô ï�À

e¬ë�ê ã �>yfò� ���îÍ��¡ä���Êñ�ò ���oò½ñ���y���¡e�j����åkñ����fw�ò	�
�I��¡
ÈS¤·¶_ªjµ�¨�«U«©¨ÐªV¨�µ�«V´/¬¦¶�Á>¬¦¶�¨�Ì3°G¬$ªU¨�±²¨)ª-§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�¬A®3«V¨�¶$­_ª�¨�¶�µ�¬¦±/±¸¤·®G¬¦§�¤�«V´/¬¦¶�¤(³¦¨�µ�¢_À »X¼ÆÀi¿�¬¦§©¬¦¶�¥>¤¦¶_ªTó A D ô ÀÕY¬A´/¨�¶A«

L > 0
×_ÌYÄAÁ�¨�«

f :
Ï á → Ï á ­_¶>¨�ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶�¥>¨�µ�±¸¤¦ª©ªU¨

C2 Àa¿�¬¦¶iªU´¸¥3Ä�§©¬¦¶_ª	±²¨�ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨�¥3¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±/¨ÊÖ§V¬A¶A«©´²Å�§V¨




∂y

∂t
=
∂2y

∂x2
+ f(y),

y(t, 0) = 0, y(t, L) = u(t),

îeBiÀ õAï
¬0º�±J£ Ä�«©¤·«�¨)ª<«

y(t, ·) : [0, L] → Ï áÐÁ>¬0º
x ∈ [0, L]

Á>¨�«j±²¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨S¨�ªU«
u(t) ∈ Ï áÐÀ¿�¬A¶_µ�¨�§V¶_¤¦¶A«j±/¨Ð°_§V¬A®>±²Å�¯�¨	¥3¨Íµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤¦®>´²±/´²«VÄ�ÃA±²¬A®_¤·±/¨¦Á>±J£ ­>¶+¥3¨�ªj§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�°>§©´²¶_µ�´²°_¤¦­3Ìtó F$õ ô Ái¥3Î�¹�¿^ÀGç_¤¦®>§V¨AÁ¢_À »½àIÀiàa­_¨�±JÁG¨�«SãjÀeäG­_¤·å�­_¤>ÁG¤�öL§©¯"¨xÂ$­>¨¦ÁEªU´

f
¨)ª<«SÃ¦±/¬¦®_¤¦±²¨�¯"¨�¶A«^±²´/°_ª©µ©¾>´²«©å�´/¨�¶>¶>¨AÁE¤·±/¬¦§�ªjµ�¨xªVÔYªU«©Å�¯�¨x¥3¨xµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨¨�ªU«Í¤·°>°>§©¬(ÌY´/¯L¤�«©´²³¦¨�¯�¨�¶A«	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨�îl³¦¬¦´/§	¤·­_ª©ªU´a±²¨L§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«	¥&£æÓxÀ�ÏX¯L¤·¶$­_³$´/±/¬(³qó A'G0V4ô °G¬¦­>§	±/¤�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«©Ä¨�Ì>¤¦µ�«V¨(ï
ÀiÛ�¬A§©ª©Â$­>¨

f
¨�ªU«^ªU­>°G¨�§V±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨¦Á>±²¨	°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¨)ª<«c¬A­>³¦¨�§V«�Á>¨�¶�°_¤·§V«V´¸µ�­>±/´/¨�§c¹Lµ�¤·­_ªV¨	¥3¨	°G¬Aª©ªU´/®>±/¨�ª�°>¾>Ä�¶>¬·»¯�Å�¶>¨)ªc¥&£ ¨�Ì3°>±²¬$ªU´/¬A¶�À>ãa¶�¨�ëE¨�«�ÁGªV´

yf(y) > 0
°G¬¦­>§

y 6= 0
Ái¤·±/¬¦§�ª-±/¨	°>¾>Ä�¶>¬¦¯�Å�¶>¨Í¥�£ ¨�ÌY°_±²¬$ªU´/¬¦¶�°G¨�­3«SªV¨Ð°>§©¬3¥3­_´²§©¨°G¬¦­>§�±/¨�°_§V¬A®>±²Å�¯�¨�¥3¨x¿�¤¦­_µ©¾YÔ





∂y

∂t
=
∂2y

∂x2
+ f(y),

y(t, 0) = 0, y(t, L) = 0,

y(0, x) = y0(x).

îeBiÀ D$ï
àI¤¦§-¨�ÌY¨�¯�°>±²¨AÁ>ªU´

f(y) = y3 Á>¤·±/¬¦§�ª�ÁY°i¬A­>§�¥3¨�¶_¬¦¯Í®>§©¨�­_ªV¨�ª-¥3¬A¶>¶>Ä�¨)ª�´/¶>´²«V´¸¤·±/¨�ª�ÁY´/±&¨�ÌY´¸ªU«V¨�­>¶�«V¨�¯"°iª T ∈ (0,+∞)«V¨�±IÂ$­>¨x±J£ ­>¶>´/Â$­>¨�ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶+¥3¨�îeB_À DAïj¨�ªU«S®>´/¨�¶ì¥3Ä�×_¶>´/¨"ªV­>§
[0, T ) × [0, L]

ÁG¨�«S³¦Ä�§©´²×_¨ ‖y(t, ·)‖L∞(0,L) −→
t→T

+∞îÖ³¦¬A´²§�°_¤¦§-¨�Ì3¨�¯�°>±/¨>óùC3F3ÁkF=CYÁ�E0E$Á A0A B3Á A õ<E$Á A D<CYÁ A E3D ô ¤¦¶_¥�±²¨)ª-§©Ä�ÊÖÄ�§V¨�¶_µ�¨�ª�µ�¬A¶A«V¨�¶$­>¨)ª�¥>¤¦¶_ª�µ�¨)ª�¤¦§U«©´/µ�±²¨)ª©ï�ÀÛ�¤ìÂ$­>¨)ª<«©´²¬A¶ ªV­>´/³�¤·¶$«V¨�ªU¨�°G¬$ªU¨�¤·±/¬¦§�ªx¶_¤·«V­>§©¨�±/±²¨�¯�¨�¶A«hS�¨)ª<«V»J´/±�°G¬Aª©ªU´/®>±/¨¦Á�¨�¶|¤¦Ã¦´¸ªVª©¤·¶$«�ªV­>§L±/¤zÊÖ§©¬¦¶A«©´/Å�§©¨�¥3¨
[0, L]

ÁG¥&£ Ä�³Y´²«V¨�§c±/¨Í°>¾>Ä�¶>¬¦¯�Å�¶>¨x¥&£ ¨�Ì3°>±/¬AªV´²¬A¶i~Íãa¶�Êl¤·´²«�ÁG±/¤�§VÄ�°G¬¦¶_ªV¨Í¹�µ�¨�«U«©¨xÂ$­>¨�ªU«©´²¬A¶�¨�ªU«^¶>Ä�Ã$¤�«©´²³¦¨	¨�¶�ÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±MÀÈ^¤¦¶_ª�ó F0B ô ï�ÁEãjÀ&ç_¨�§©¶_¤¦¶_¥3¨�å�»<¿�¤¦§©¤L¨�«�ãjÀeäE­_¤·å�­i¤�¬¦¶$«S¯�¬¦¶$«V§©ÄxÂ$­�£ ´/±I¨�Ì3´/ªU«V¨"¥>¨�ªcÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ª
f
³¦Ä�§©´Ë×G¤·¶A« |f(y)| ∼

|y| logp(1 + |y|) ±/¬¦§�ª©ÂA­_¨ |y| → +∞ Á_¤)³A¨�µ
p > 2

Á>«V¨�±/±/¨�ªjÂ$­>¨¦Á>°G¬A­>§-«©¬¦­3«�«©¨�¯�°_ª
T > 0

Á>´/±�¨�ÌY´¸ªU«V¨Ð¥>¨�ªj¥3¬A¶>¶>Ä�¨)ª´²¶_´Ë«©´/¤¦±²¨)ªSµ�¬A¶_¥3­>´¸ª©¤·¶A«�¹�­_¶>¨"¨�Ì3°>±/¬AªV´²¬A¶�¨�¶�«©¨�¯�°_ª
T
Á&Â$­>¨�±�Â$­>¨"ªV¬¦´²«S±/¨"µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨

u
À&òc¬·«©¬¦¶_ªSµ�¨�°G¨�¶_¥_¤·¶A«ÐÂ$­>¨"ªV´

|f(y)| =
¬ (|y| log3/2(1 + |y|)

) ±²¬A§©ª©Â$­>¨ |y| → +∞ Ái¤¦±²¬A§©ª�±/¨	°>¾>Ä�¶>¬¦¯�Å�¶_¨Í¥&£ ¨�Ì3°>±/¬AªV´²¬A¶ÆîlÂ$­>´�°G¨�­3«SªU­_§V³¦¨�¶>´²§c¨�¶±M£ ¤·®iªU¨�¶_µ�¨Ð¥3¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨)ï�°G¨�­3«jÚ�«V§©¨�Ä�³Y´²«VÄÐ¨�¶�¤¦Ã¦´¸ªVª©¤·¶$«�¤)³¦¨)µ^­>¶�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨^ÊÖ§©¬¦¶$«V´/Å�§©¨�îl³¦¬¦´/§Tó F0B ô ï�ÀÈS¤·¶_ª�±/¨�°_§V¨�¯"´/¨�§jµ�¤¦ª-¬0º�±/¨Ð°>¾>Ä�¶>¬A¯�Å�¶>¨	¥&£ ¨�Ì3°>±/¬AªV´²¬A¶�¶>¨Ð°G¨�­3«c°_¤¦ª-Ú�«V§©¨Ðµ�¬A¯"°G¨�¶_ªVÄÐ¤)³¦¨)µ^­>¶�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨SÊÖ§V¬A¶3»«V´/Å�§©¨¦Á3¬¦¶�°>§©¬¦°G¬$ªU¨^­>¶>¨Ð¤·°_°>§V¬>µ©¾>¨S¤¦±Ë«©¨�§©¶_¤�«©´²³¦¨AÁ$¨�¶�¯�¬¦¶$«V§�¤·¶A«jÂA­e£ ´/±&¨�ªU«-°G¬Aª©ªV´²®>±/¨�¥&£ ¤·±/±²¨�§-¥�£ ­>¶�Ä�«©¤�«jªU«©¤�«©´/¬¦¶>¶_¤¦´²§©¨¹+«V¬A­3«�¤·­>«V§©¨¦ÁI°G¬¦­_§V³Y­ ÂA­e£ ´/±¸ª�¤¦°>°_¤·§V«V´/¨�¶>¶_¨�¶A«�¹z­>¶>¨�¯�Ú�¯�¨�µ�¬A¯"°G¬$ªV¤¦¶A«©¨�µ�¬A¶>¶>¨�Ì3¨�¥3¨�±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�¥>¨�ª�Ä�«©¤·«©ªª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª�À$àC§VÄ)µ�´¸ªU¬A¶_ª�±/¨�ª�§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«©ª�ÀroJ=õd�%&!�.&:�$� buö:�$ö:�$ö Çj¶>¨�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶
y ∈ C2([0, L])

¨�ªU«�­>¶�Ä�«�¤�«cª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨S¥>­�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨Ð¥3¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨�îeBiÀôõ¦ï�ªV´
d2y

dx2
+ f(y) = 0, y(0) = 0.

Ó^¶�¶>¬·«©¨ S ±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨Ð¥>¨�ª-Ä�«©¤·«©ª�ªU«©¤·«V´/¬¦¶_¶_¤·´/§V¨)ª�ÁY¯Í­>¶>´�¥3¨Ð±/¤x«©¬¦°G¬A±²¬AÃ¦´/¨ C2 À
È^Ä�×_¶_´/ª©ªU¬A¶_ª-±J£ ¨)ªU°i¤¦µ�¨Ð¥3¨	º-¤·¶_¤Aµ©¾
YT =

{
y(t, x), (t, x) ∈ (0, T ) × (0, L) | y ∈ L2(0, T,W 2,2(0, L))

¨�« ∂y
∂t

∈ L2((0, T ) × (0, L))
} îeBiÀ BYï

õ0F



¯Í­>¶>´�¥3¨�±¸¤"¶>¬A§V¯�¨
‖y‖YT

= ‖y‖L2(0,T,W 2,2(0,L)) +

∥∥∥∥
∂y

∂t

∥∥∥∥
L2((0,T )×(0,L))

.

òj¬¦«V¬¦¶iª�Â$­>¨
YT

ª�£ ´/¶�É<¨�µ�«V¨	µ�¬A¶A«©´²¶YÎ>¯�¨�¶A«^¥>¤·¶_ª
L∞((0, T ) × (0, L))

À
� L8J=�$��;2(* ob%ö!��ö!� î�ó A D ô ï ö ®N���!���k{

y0
��{
y1
£<���0�¬��{�~3{!�[��{�~3{:�!�3�k��~3��}����½~�«0«�~3}�{�����~3�k{�ç>�?���T�½á��>�°�����´«��4��~��${�����3�k�����2�³£0� S ý&� ���?}[{����?{d¤�����������~.�<� V £<�
y1
���\{���«��������3�:�

H1 � ���N���<����{��l�?�f}������0«�������{:� À ε0 {�����¡��k� � «k���?}[{��3�?{
ε ∈ (0, ε0)

� ���8���<����{��½�?�û�����${:}�¿3��� u ∈ H1(0, 1/ε)
{����u¡��k�½��~6�������?{��!���

y(t, x)
£<~����

Y1/ε
£0�





∂y

∂t
=
∂2y

∂x2
+ f(y),

y(t, 0) = 0, y(t, L) = u(t),

y(0, x) = y0(x),

îeBiÀ CAï
¤4��}�� è��

y(1/ε, ·) ∈ V
ý

���k�����!�!)k&e�� b%ö!��ö�@-ö ®����2�\�����¬©? �«���{e©��������û£3� {�©k����}����6� N$ý $ ý $ � ���[���<����{��"�?�Q{����^«�� T > 0
��{°�?�Ð�����${:}�¿3���

u ∈ L2(0, T )
{����ù�T¡��k�T��~������¢�?{:�!�3�

y(t, x)
£<~����

YT
£��½«�}��0¨������>�°£<�>µ²~��k��©2 �� < ��}��!��©2����{ � N$ýQæ � ¤���}�� è�� y(T, ·) =

y1(·)
ý

ü´���6~3},¡��k�[B_À A À A=ý ÈS¤·¶_ª�ó A D ô Á·¬¦¶�µ�¬A¶_ª<«©§V­_´Ë«´����«����!����{����>���k{I­>¶�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨
u
ªU¬A­_ª�ÊÖ¬A§V¯�¨�¥3¨éÀ�����£0¨�~0��m·ÁA¨�«a­>¶>¨�ÊÖ¬A¶_µ
»«V´/¬¦¶�¥3¨3;d 0~�«��?���3¤�ÀiÛe¤x°_§V¬3µ�Ä�¥3­>§©¨S¥3¨ÐªU«©¤¦®>´/±²´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�¨)ª<«�¨�ëG¨)µ
«V´/³¦¨¦Á>¨�«jµ�¬¦¶_ªV´/ªU«V¨S¨�¶�Êl¤¦´Ë«j¹�ª<«�¤·®>´/±/´/ªV¨�§-­>¶�ªVÔYªU«VÅ�¯�¨¥3¨jµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨-±²´/¶>Ä�¤¦´²§©¨-´²¶iª<«�¤�«V´/¬¦¶_¶_¤·´/§V¨�¥3¨j¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶x×_¶>´/¨¦À¦ãa¶�¨�ëG¨�«�Á¦°G¬¦­_§aµ�¬¦¶iª<«©§V­>´/§©¨

u
Á·¬¦¶L¤S®G¨�ªV¬¦´/¶�¥3¨jµ�¤¦±/µ�­>±/¨�§­>¶�¶>¬¦¯Í®_§V¨�×_¶>´�¥3¨ÍÂA­i¤·¶A«©´Ë«©Ä�ªj§V¨�±²´/Ä�¨)ªj¹�­>¶>¨Í¥3Ä�µ�¬¦¯�°G¬AªV´²«V´/¬¦¶�Ýc´²±/®G¨�§V«V´/¨�¶>¶_¨	¥>¨Ð±¸¤LªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶eÀ_Ûa£ ´²¯�°>±/Ä�¯�¨�¶$«©¤·«V´/¬¦¶¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨Ðª�£ ¤(³¦Å�§©¨S¨�ö�µ�¤Aµ�¨¦Àü´���6~3},¡��k��B_À A Àôõ ý à�¬A­>§-«©¬¦­_ª

T > 0
¨�«
u ∈ L2(0, T )

Á>´/±�¨�Ì3´¸ª<«©¨Ð¤·­�°>±/­_ª�­>¶>¨	ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�¥3¨�îeB_ÀùCAï�¥>¤·¶_ª
YT
Àü´���6~3},¡��k�ªB_À A À D ý Û�¨�µ�¬A§V¬A±²±¸¤·´/§V¨x¥3¬¦¶>¶_¨x­_¶z§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«�¥>¨�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Äx¨�Ì>¤¦µ�«V¨xÃA±²¬A®_¤·±/¨�îl°_¤·§V«V´/¨�±/±²¨(ï
À�Û�¨x«V¨�¯"°iª

T
¶>Ä�µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨�¥>¤¦¶_ª�±¸¤Æ°_§V¨�­_³¦¨�¨)ª<«�Ã¦§�¤·¶_¥&Á�¯�¤¦´/ª�¥&£ ¤·­>«V§©¨�°_¤¦§U«�´/±^¨�Ì3´/ªU«V¨+¨�¶é¨�ëE¨�«�¥3¨)ª�µ�¤Aª�¬<º�±/¨�«©¨�¯�°_ª�¥3¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä

T
¶>¨�°G¨�­3«Ð°i¤¦ªSÚ�«V§©¨�¤·§©®>´²«V§�¤·´/§V¨�¯�¨�¶A«S°G¨�«©´Ë«)À�àI¤·§Ð¨�Ì3¨�¯�°>±/¨¦Á�ªV´

f(y) = −y3 ÁE«V¬¦­>«V¨LªU¬A±²­>«V´/¬¦¶ì¥3¨îeBiÀ CAï�°_¤·§V«©¤¦¶A«j¥3¨
0
³¦Ä�§©´Ë×i¨S±J£ ´²¶>Ä�ÃA¤·±/´²«VÄ

∫ L

0

(L− x)4y(T, x)2dx 6 8LT,

¨�«�°_¤¦§Iµ�¬¦¶_ªVÄ�Â$­>¨�¶A«�Á�°G¬¦­>§
y0 = 0

Á�­>¶x«V¨�¯"°iªI¯"´/¶>´/¯L¤·±3¨�ªU«I§©¨�Â$­>´¸ª�°G¬¦­>§�¤·«U«V¨�´²¶i¥3§V¨�­_¶>¨�µ�´/®>±²¨
y1 6= 0

ÀA¿�¨-§VÄ�ªV­>±²«©¤·«¨�ªU«jªV´/¯"´/±¸¤·´/§V¨Ð¹�µ�¨�±/­>´e¥3¨	º-¤·¯Í®G¨�§©Ã¦¨�§ló A.G C ô îÖ³¦¬A´²§j¤¦­_ªVªV´éó F U Á_Û�¨�¯"¯L¤Lõ>À A�ô ï�Àü´���6~3},¡��k�>B_À A À B ý ÕY´
y0
¨�«
y1
¤¦°>°_¤·§V«V´/¨�¶>¶_¨�¶A«S¹�¥>¨�ª^µ�¬A¯"°G¬$ªV¤¦¶A«©¨�ªjµ�¬¦¶>¶_¨�Ì3¨�ªc¥3´¸ªU«V´/¶_µ
«©¨�ª^¥>¨ S ÁE¤·±/¬¦§�ª�´/±�¨�ªU«^¨�¶Êl¤·´²«^´/¯"°G¬$ªVªV´/®>±²¨x¥3¨Í°_¤¦ª©ªU¨�§cªV¬¦´²«^¥3¨

y0
¹
y1
ÁEªU¬A´Ë«^¥>¨

y1
¹
y0
ÁGÂ$­>¨�±¸ªcÂ$­>¨xªV¬¦´/¨�¶A«^±/¨Ð«©¨�¯�°_ªc¨�«^±/¨Íµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨¦ÀE¿�¨�±¸¤¨�ªU«j¥>Î�¹"±J£ ¨�Ì3´/ªU«V¨�¶_µ�¨Ð¥�£ ­>¶_¨�ÊÖ¬¦¶_µ
«©´/¬¦¶

y
¥3¨	µ�±¸¤¦ª©ªU¨

C2 ªU­>§ [0, L)
Á>³¦Ä�§V´²×i¤¦¶A«

d2y

dx2
+ f(y) = 0, y(0) = 0, y(L) = +∞,

¨�«cÂ$­>´3É<¬¦­>¨Ð±/¨�§©Ñ¦±/¨�¥3¨^À�������{��!���ÿ¨�~�}�}��!��}���îÖ³¦¬¦´/§j¹�µ�¨	ªU­�É<¨�«j±²¨)ª�«©§©¤(³�¤¦­3Ì�¥3¨	Èc´¸¤·å6ó V<V4ô ï
ÀÈÍ£ ¤·­>«V§©¨�°_¤¦§U«)Á�¥>¤¦¶_ª�µ�¾_¤Aµ�­>¶ ¥>¨�ªLµ�¤Aª�ªU­>´/³�¤¦¶A«�ª�ÁI¬A¶b¯�¬¦¶$«V§©¨�Â$­>¨�±M£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨�¥3¨)ª"Ä�«©¤·«©ªLª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª S ¨�ªU«µ�¬A¶>¶>¨�Ì3¨>S
4 Ûe¤xÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶ F ¥3Ä�×i¶>´²¨Ð°_¤¦§

F (y) =
∫ y

0
f(s)ds

³¦Ä�§V´²×_¨�±/¤�µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶�¤¦ªVÔ$¯�°3«©¬·«©´/Â$­>¨
F (y) −→

|y|→+∞
+∞.

4 à�¬A­>§-«©¬¦­3« α > 0
Á3±J£ ´²¶$«VÄ�Ã¦§�¤·±/¨S´²¶i¥3Ä�×_¶>´/¨ ∫

dy√
α−F (y)

,
ªU´�¨�±/±²¨	¤"­>¶�ªU¨�¶_ª�Á>¥3´/³¦¨�§©Ã¦¨S¨�¶ −∞ ¨�«

+∞ À
4 Ûe¤xÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶ f ¨)ª<«j´²¯�°_¤¦´²§©¨¦Á3´JÀ ¨¦À/Á>°G¬¦­>§-«©¬¦­3« y ∈ Ï áÐÁ f(−y) = −f(y).¿�¨�«V«V¨S§©¨�¯L¤·§�Â$­>¨c¯�¬¦¶$«V§©¨S¥3¬¦¶_µSÂ$­>¨Sµ�¨�«V«V¨S¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨S¥�£ ¤¦°>°_¤·§V«V¨�¶_¤·¶iµ�¨^¹Í­_¶>¨S¯�Ú�¯�¨�µ�¬A¯"°G¬$ªV¤¦¶A«©¨^µ�¬A¶>¶>¨�Ì3¨^¨)ª<«³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨	¥>¤·¶_ªc¥3¨Ð¶_¬¦¯Í®>§©¨�­3Ì�µ�¤¦ª�Á>¨�«c¨�ªU«j¨�¶�Êl¤·´²«^Â$­_¤¦ªV´/¯"¨�¶A«j­_¶>¨	µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶�¶>Ä�µ�¨)ªVª©¤·´/§©¨S¨�«cªV­3ö�ª©¤·¶A«©¨Ð°G¬¦­>§cÂ$­>¨±/¤Lµ�¬¦¶_µ�±²­iªU´/¬¦¶�¥>­�«©¾>Ä�¬A§VÅ�¯�¨�¤¦´Ë«j±²´/¨�­�Àü´���6~3},¡��k�hB_À A ÀùC ý Ûe¨�§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«L¥3­ µ�¬¦§©¬¦±/±¸¤·´²§©¨�°G¨�­3«LÚ�«©§V¨�¬A®3«V¨�¶$­b°i¤·§L¤·°>°>±/´¸µ�¤�«©´²¬A¶�´²«VÄ�§VÄ�¨�¥�£ ­>¶b«©¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨�¥3¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Äz±²¬3µ�¤·±/¨z¨�Ì>¤¦µ�«V¨ îl³¦¬¦´/§tó F U ÁjØ-¾�À�BiÀ B ô ¬¦§tó A.G<V ÁjØ-¾�À�D_À D ô ï
À�¼�¤·´¸ª�µ�¨�ª�§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª�Á-®_¤¦ªVÄ�ª�ªV­>§�¥>¨�ª«V¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨�ª�¥3¨Ð°G¬¦´/¶A«�×>Ì3¨Ð¥3¨�«<ÔY°i¨	ßÐ¤¦Ù$­>«©¤·¶_´MÁ3¶>¨Ð°G¨�§V¯�¨�«U«©¨�¶A«j°i¤¦ª�¥3¨	µ�¬A¶_ª<«©§V­_´²§©¨S­>¶�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨S¨�Ì3°>±/´¸µ�´²«V¨¦À

D G



» &:(t98�e)��.&!���%5o�N98(*J=��&!ON98 250ö Ó^¶z°>§©Ä�ªV¨�¶A«©¨�¥3¨�ªÐªU´/¯Í­>±¸¤�«V´/¬¦¶iª^¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨)ªS¨�ëE¨�µ
«©­>Ä�¨)ªÐ¤)³¦¨)µª­�~�{���~0¨L°G¬¦­>§�±¸¤ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶
f(y) = y3 Á>¤(³¦¨�µ L = 1

À_Ûa£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨ S ¥3¨)ª-Ä�«©¤·«©ª�ªU«©¤�«©´²¬A¶>¶_¤¦´²§©¨�ª�¨)ª<«jµ�¬¦¶_ªU«V´²«V­>ÄÐ¥3¨)ª�ªU¬A±²­3«©´²¬A¶_ª C2 ªU­_§
[0, 1]

¥3¨
y′′(x) + y(x)3 = 0, y(0) = 0.

î!B_À U ï
ÏX±&¨�ªU«�µ�¬A¶>¶>¨�ÌY¨�¥&£ ¤·°>§©Å�ª�±¸¤x§V¨�¯�¤¦§©Â$­>¨^°>§©Ä�µ�Ä)¥3¨�¶$«V¨AÀ_Ó^¶�µ�¾>¬¦´¸ªU´²«

y0 = 0
Á3¨�«�¬A¶�µ�¾>¬A´/ªV´Ë«�°G¬¦­>§�µ�´/®>±/¨

y1
±¸¤"ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶¥3¨�îeB_À U ï�ª�£ ¤·¶>¶$­_±/¤¦¶A«c¨�¶

0, 1/2
¨�«

1
Ái¨�«^¶�£ ¤(ÔA¤¦¶A«c°_¤¦ªc¥&£ ¤·­3«©§V¨	å�Ä�§©¬�ªU­_§

[0, 1]
ÀiàI¬¦­>§j«©¬¦­3«

τ ∈ [0, 1]
Ái±²¨Íµ�¾>¨�¯"´/¶¥&£ Ä�«©¤·«©ªcª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª

(ȳ(τ, ·))τ∈[0,1]
¨�ªU«cµ�¬¦¶_ªU«V§©­>´²«c¥3¨�«©¨�±/±²¨	¯L¤·¶_´²Å�§V¨	ÂA­_¨¦Á_°G¬¦­>§�«V¬A­3«

τ ∈ [0, 1]
Á
ȳ(τ, ·) ¨�ªU«j±¸¤ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶�¥3¨�î!B_À U ïjªU­>§

[0, 1]
«V¨�±/±/¨xÂ$­>¨ ∂ȳ

∂x (τ, 0) = τy′1(0),
¨�«^¬¦¶�°G¬AªV¨

ū(τ) = ȳ(τ, 1)
À�Ó^¶�¨)ª<«S¤¦±²¬A§©ªj¤¦¯�¨�¶>Äx¹Ä�«©­_¥3´/¨�§cªU­>§

H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)

±¸¤xÊl¤·¯�´/±²±/¨	¹"­>¶�°i¤·§�¤·¯�Å�«©§V¨�¥&£ ¬¦°GÄ�§�¤�«©¨�­>§�ª
A(τ) = ∆ + 3ȳ(τ, ·)2Id,

τ ∈ [0, 1].
àI¬¦­>§

τ = 0
Ái¬A¶�¤

A(0) = ∆
Ái¨�«S±²¨)ªc³�¤¦±²¨�­>§©ªj°>§©¬¦°>§©¨�ªj¨�«^³A¨�µ
«©¨�­>§�ªj°>§©¬¦°_§V¨�ªcªV¬¦¶A«^®>´/¨�¶+µ�¬¦¶>¶Y­_ª�À_ãC¶§VÄ)ªU¬A±²³·¤·¶A«e°_¤·§�¾>¬¦¯�¬¦«V¬¦°_´²¨AÁ�°G¬¦­_§

τ ∈ [0, 1]
Á(¥3¨)ªe°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�ª�¤·­3Ì�³·¤·±/¨�­>§�ª�±²´/¯�´Ë«©¨�ª�Á�¬A¶	µ�¤·±¸µ�­>±/¨a¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨�¯�¨�¶A«�±/¨�ª°>§©¨�¯�´²Å�§V¨)ª&³�¤¦±²¨�­>§©ª&°_§V¬A°>§V¨)ªE¨�«e³¦¨)µ
«©¨�­>§�ª&°>§©¬¦°_§V¨)ª&¤AªVªV¬3µ�´/Ä�ª�Á
¨�¶Ð­3«©´²±/´/ª©¤·¶$«e­_¶	µ�¬>¥3¨Cª<«�¤·¶_¥>¤¦§©¥�¤·­>Ì�¥3´²ëGÄ�§V¨�¶iµ�¨�ª�×_¶>´²¨)ª´²¯�°>±/Ä�¯�¨�¶A«VÄÐ¥>¤·¶_ª´­�~3{:��~<¨�À_ÕY­>§�µ�¨�«-¨�Ì3¨�¯�°>±/¨¦ÁY±/¨�ª�ªV´²¯x­>±/¤·«V´/¬¦¶_ª�¶$­_¯"Ä�§V´¸Â$­>¨�ª�¯"¬A¶A«©§V¨�¶$«-Â$­>¨^±/¨�ª-¥3¨�­3Ì�°>§©¨�¯�´/Å�§©¨�ª³�¤¦±²¨�­>§©ªa°_§V¬A°>§V¨)ªCªU¨�­>±²¨�¯"¨�¶A«�°G¨�­_³¦¨�¶A«�°>§©¨�¶i¥3§V¨^¥3¨)ªC³�¤¦±²¨�­>§�ªa°G¬AªV´Ë«©´²³¦¨)ªa±/¬¦§�ª©ÂA­_¨

τ ∈ [0, 1]
À>Ó^¶�ª<«�¤·®>´/±/´/ªV¨^¤·±/¬¦§�ªaµ�¨�ª¯�¬3¥3¨�ª-°>§©¬¦°_§V¨�ª�´/¶_ª<«�¤·®>±/¨�ª-¨�¶�­3«V´/±/´/ª©¤·¶$«�­>¶�°_±/¤Aµ�¨�¯�¨�¶A«j¥3¨Ð°GÑ¦±/¨�ª-¬¦­�­_¶�¤·±/Ã¦¬A§V´²«©¾>¯"¨�Û�âSáuîÖ´JÀ ¨AÀ²Á>­>¶_¨�°>§©¬3µ�Ä)¥3­>§©¨¥3¨�á�´¸µ�µ�¤·«V´ ï
ÀCòc¬·«©¬¦¶_ªLÂ$­>¨�±/¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¥3¨�¥3´/¯�¨�¶_ªV´²¬A¶b×_¶>´/¨�µ�¬A§V§©¨�ªV°G¬¦¶_¥>¤·¶$«L¹nµ�¨)ªL¥3¨�­3Ìb¯�¬3¥3¨�ªL°>§©¬¦°>§©¨�ª"¨)ª<«³Y§©¤¦´²¯�¨�¶$«�´²¶_ªU«©¤¦®>±/¨>S>¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�¯�¨�¶$«j¬¦¶�¬¦®iªU¨�§©³¦¨�Â$­>¨

λ1(1) ' 89.743
¨�«
λ2(1) ' 82.518

ÀÛe¨�ªÐ§©Ä�ªV­>±²«©¤�«�ªÐªV¬¦¶$«Í¥3¬¦¶>¶_Ä�ª	ªV­>§	±/¤�×_ÃA­>§©¨>B_À A Á�°G¬¦­_§
ε = 0.05

¨�«
ε = 0.001

À�òj¬·«©¬¦¶_ª	Â$­>¨AÁeªV´
ε
¨�ªU«Ð«V§©¬¦°Ã¦§�¤·¶_¥�Á3¤·±/¬¦§�ª�±/¤�ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶�¨�ÌY°_±²¬$ªU¨AÁ3µ�¬¦¯�¯�¨�¬¦¶�ª�£ Ô�¤�«V«V¨�¶_¥&À
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epsilon = 0.05
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1.5
y−ybar at final time, with epsilon = 0.05

Ä ®.Å
ε = 0.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
epsilon = 0.001

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10−3 y−ybar at final time, with epsilon = 0.001

Ä7Ì Å
ε = 0.001

¸
¹hº�¶$BiÀ A 4 ÕY´/¯Í­>±/¤·«V´/¬¦¶_ª�¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ª-°G¬A­>§ y(t, ·) Á>¬<º t ∈ [0, 1/ε]
À

e¬ë�� ã �>yfò� ���îÍ��¡ä����¡äîÍ������¡ ¡e�j����å�ñ����ow�òÍ�
����¡
ÈS¤·¶_ª	µ�¨�«V«V¨�ªU¨)µ
«©´²¬A¶�Á&¬¦¶ì°>§VÄ)ªU¨�¶A«©¨"±/¨�ª�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ªS¬A®3«V¨�¶$­_ªÐ¨�¶nµ�¬A±²±¸¤·®G¬A§©¤�«©´²¬A¶+¤(³¦¨�µ�¢_À »½¼fÀe¿�¬A§V¬A¶z¥>¤¦¶_ª>ó D U4ô À¿�¬¦¯�¯�¨�°>§VÄ)µ�Ä�¥>¨�¯�¯�¨�¶A«)ÁCªV¬¦´/¨�¶$«

L > 0
×>Ì3Ä¦ÁC¨�«

f :
Ï á → Ï á�­>¶>¨�ÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶|¥>¨�µ�±¸¤¦ª©ªU¨

C2 À-Ó^¶ Ä�«V­_¥3´/¨�±/¨°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±/´Ë«©ÄS¨�Ì>¤¦µ�«V¨Ð¥3¨Ð±M£ Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶�¥3¨�ª�¬¦¶_¥>¨�ª�ªV¨�¯�´Ë»½±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨




∂2y

∂t2
=
∂2y

∂x2
+ f(y),

y(t, 0) = 0, yx(t, L) = u(t),

y(0, ·) = a0(·), yt(0, ·) = a1(·),

îeBiÀùE¦ï
¬0º�±J£ Ä�«©¤·«�¨)ª<«

(y(t, ·), yt(t, ·)) : [0, L] → Ï á 2 Á>¬0º x ∈ [0, L]
Á>¨�«j±/¨Ðµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨S¨)ª<«

u(t) ∈ R
ÀÛ�¤�ÂA­_¨�ª<«©´/¬¦¶Q¥3¨zµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«©Ä�¨�ª<«�±¸¤�ªU­>´/³�¤¦¶A«©¨¦À�àI¬¦­>§

T > 0
¤¦ª©ªV¨�å�Ã¦§�¤·¶i¥&ÁC¨�«�¥>¨�ª�¥>¬¦¶>¶>Ä�¨�ª�´/¶>´²«V´¸¤·±/¨�ª

(a0, a1)
¨�«�×i¶_¤·±/¨�ª

(b0, b1)
¥>¤¦¶_ª�­>¶�¨�ªV°_¤¦µ�¨^¥3¨�Ýj´/±²®G¨�§U«�¤¦¥>¤¦°3«VÄAÁ$¨�ªU«U»½´/±G°G¬Aª©ªU´/®>±/¨^¥>¨Sµ�¬A¶_ªU«V§©­>´²§©¨xîÖ¨�Ì3°>±²´¸µ�´²«V¨�¯�¨�¶A«
ï­>¶Æµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨

u
°G¨�§©¯"¨�«U«�¤·¶A«Í¥&£ ¤·±/±²¨�§�Á�¤(³¦¨�µx±/¨LªVÔ3ª<«©Å�¯�¨L¥3¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�îeBiÀùE¦ï
Á�¥3¨L±M£ Ä�«�¤�«	´²¶_´Ë«©´/¤¦±

(a0, a1)
¹�±/¤�µ�´²®>±/¨

(b0, b1)
¨�¶�«©¨�¯�°_ª

T
~

D A



Ûe¬¦§�ªVÂ$­>¨
f
¨)ª<«a±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨¦Á�±¸¤�ªV´Ë«©­_¤�«©´/¬¦¶"¨)ª<«a®>´/¨�¶Lµ�¬¦¶>¶Y­>¨Ðîl³¦¬¦´/§�°_¤¦§�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨³ó A õ3F3Á A C<C ô ï
ÀAÈS¤·¶_ª�±/¨jµ�¤¦ª�Ã¦Ä�¶>Ä�§©¤¦±MÁ±²¨)ªÐ§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ªÐ°>§©´²¶iµ�´/°_¤·­3Ìnµ�¬¦¶iµ�¨�§©¶_¤¦¶A«Ð±¸¤�µ�¬¦¶A«©§VÑA±¸¤·®>´/±²´²«VÄLÃ¦±/¬¦®_¤¦±²¨AÁ�¥3­_ªÍ¹�ãjÀIäE­_¤·å�­_¤>Áe¤�öL§©¯�¨�¶A«xÂA­_¨¦Á�ªU´

f
¨�ªU«¤¦ªVÔY¯"°>«V¬·«©´¸ÂA­_¨�¯�¨�¶A«	±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨�îÖ³¦¬A´²§6ó A E�B ô ï�Á�¨�«	°>±/­_ªÐÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±²¨�¯"¨�¶A«	ªU´

f
¨�ªU«ÐÃA±²¬A®_¤·±/¨�¯�¨�¶A«Ð±²´/°_ª©µ©¾>´²«©å�´/¨�¶>¶>¨�îl³¦¬¦´/§ó A E3C ô ï
ÁI¤¦±/¬¦§�ªÐ±/¨�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�¥3¨�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨+î!B_À�E·ïÐ¨)ª<«"ÃA±²¬A®_¤·±/¨�¯�¨�¶$«"µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨�¨�¶f«V¨�¯�°_ª

T > 2
ÁI¥_¤·¶_ªx±M£ ¨�ªV°_¤Aµ�¨

H1
(0)(0, L) × L2(0, L)

Áa°G¬A­>§�¥3¨�ª�µ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±/¨�ª�¥_¤·¶_ª
L2(0, T )

ÀCÛe¤n°>§V¨�­>³¦¨�¨)ª<«�®_¤AªUÄ�¨�ªV­>§�­>¶>¨�³·¤·§©´/¤¦¶A«V¨�¥3¨�±/¤
¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨cÝcÇ^¼6îMÝj´/±²®G¨�§U«�Çj¶>´¸Â$­>¨�¶>¨)ªVªC¼�¨�«V¾>¬3¥iïI¨�«C­_¶�¤·§©Ã¦­>¯�¨�¶$«C¥3¨j°G¬¦´/¶A«a×>Ì3¨AÀY¿�¨�«U«©¨cªV´Ë«©­_¤�«©´²¬A¶LªV¨�Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/´¸ªU¨¹�¥3¨)ªÐÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶_ªÐÊl¤¦´²®>±/¨�¯�¨�¶A«"ªV­>°G¨�§©±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨)ª�Á�¬A­f¤)ÔA¤¦¶A«Í­>¶>¨�®G¬¦¶_¶>¨�µ�¬¦¶_¥3´²«©´²¬A¶f¥3¨�µ�§V¬A´¸ªVª©¤·¶_µ�¨�îÖ³¦¬A´²§¬ó�E·õYÁ A õ V ÁA E�B3Á A E U4ô ï�À>Ï<µ�´JÁ>¬¦¶�¶>¬·«©¨

H1
(0)(0, L) = {y ∈ H1(0, L) | y(0) = 0}.Û�¬A§©ª©Â$­>¨

f
¨)ª<«�ÊÖ¬¦§V«V¨�¯�¨�¶A«-ªU­>°G¨�§V±/´/¶>Ä�¤¦´²§©¨¦Á¦±¸¤ÍªU´²«V­i¤�«V´/¬¦¶�¨)ª<«�®G¨�¤¦­_µ�¬¦­_°L°>±/­_ª�µ�¬A¯"°_±²¨�ÌY¨AÁA¶>¬·«�¤·¯�¯�¨�¶$«�¹Íµ�¤·­_ªV¨c¥>¨�ª°>¾>Ä�¶>¬¦¯�Å�¶>¨)ªj¥�£ ¨�ÌY°_±²¬$ªU´/¬¦¶�Á_µ�¬¦¯�¯�¨	¥>¤¦¶_ª�±/¨	µ�¤¦ªj¥3¨	±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥3¨	±¸¤Lµ�¾_¤·±/¨�­_§j³$­�°>§VÄ)µ�Ä)¥3¨�¯�¯�¨�¶A«)ÀiÈS¤·¶_ª½ó A E U4ô ÁãjÀEäG­_¤·å�­_¤x¯�¬¦¶$«V§©¨ÐÂ$­>¨ÐªV´

f
³¦Ä�§©´²×_¨

liminf
s→∞

−f(s)

s lnps
> 0,

°G¬¦­>§
p > 2

Á·¤·±/¬¦§�ª�±/¨-ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�îeBiÀùE¦ïe¶�£ ¨�ªU«�¨�Ì>¤¦µ�«V¨�¯�¨�¶$«�µ�¬¦¶A«©§VÑA±¸¤·®>±/¨�¨�¶"¤¦­_µ�­_¶Í«V¨�¯"°iª
T > 0

À�àC±²­_ª�°>§©Ä�µ�´¸ªUÄ�¯�¨�¶A«)Á°G¬¦­>§�«©¬¦­3«
T > 0

Á�´/±S¨�Ì3´/ªU«V¨ì¥3¨�ª�¥3¬¦¶_¶>Ä�¨�ª�´²¶>´²«©´/¤¦±²¨)ª
(a0, a1) ∈ H1

(0)(0, L) × L2(0, L)
°G¬¦­>§�±/¨�ª©Â$­>¨�±/±²¨)ª�±/¤

ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶�¥3¨�î!B_À�E·ï�«©¨�±/±²¨xÂ$­>¨
y(0, ·) = a0(·)

¨�«
yt(0, ·) = a1(·)

¨�Ì3°>±/¬AªV¨Ð¨�¶�«©¨�¯�°_ª
t < T

Ái°G¬A­>§j«V¬A­3«Sµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨
u ∈ C([0, T ])

À&Òj­z³Y­z¥3¨�µ�¨x§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«)ÁG¬¦¶+¶>¨"°G¨�­3«	¥3¬¦¶_µx°_¤¦ª^¨)ªU°GÄ�§V¨�§^¬¦®3«©¨�¶>´/§S­>¶z§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�¥3¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±/¤¦®>´²±/´²«VÄÃ¦±/¬¦®_¤¦±²¨AÀG¿�¬A¯"¯�¨Í°G¬¦­>§c±J£ Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥>¨	±¸¤�µ�¾_¤·±/¨�­_§�Á_¬A¶�ªU¨xµ�¬¦¶iµ�¨�¶$«V§©¨Í¥3¬¦¶_µÍªU­>§^±²¨)ªjÄ�«©¤�«�ªcªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶i¤·´/§V¨)ª�Á_¥3Ä�×_¶>´¸ª¥3¨Ð±/¤"¯�Ú�¯"¨�Êl¤¦è�¬¦¶�Â$­>¨Ð¥>¤¦¶_ª-±¸¤�¥3Ä�×i¶>´Ë«©´²¬A¶\B_À A À A À_Ó^¶�¥3Ä�×_¶>´²«c¤·­iªVªV´&±M£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨�¥>¨Ðº-¤·¶i¤¦µ�¾
YT = C0([0, T ], H1

(0)(0, L)) ∩ C1([0, T ], L2(0, L)).
î!B_À V ï

� L8J=�$��;2(* ob%ö�@-ö!� î�ó D U�ô ï ö ®N���!���k{
y0
��{
y1
£<���0�¬��{�~3{!�[��{�~3{:�!�3�k��~3��}����½~�«0«�~3}�{�����~3�k{�ç>�?���T�½á��>�°�����´«��4��~��${�����3�k�����2�\£0�\�,¥ ���k�����6¨���� S £0���f��{�~�{:�6��{�~3{:�!�3�k��~���}���� � �3�?}¬{��3�?{

δ > 0 � �������<����{�� ε1 > 0
{�����¡��k� � «��3�?}¬{��3�?{

ε ∈ (0, ε1]
� ���d���<����{����?�t���3�k{�},¿3��� u ∈ H2(0, 1/ε)

{����8¡��k�°��~ª���3���?{��!���
y
£<~��k�

Y1/ε
£��>«�}��<¨������6�6£0�oµ²~��k��©2 ��< ��}��!��©2����{





∂2y

∂t2
=
∂2y

∂x2
+ f(y),

y(t, 0) = 0, yx(t, L) = u(t),

y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = 0,

îeBiÀ F$ï
¤4��}�� è�� ‖y(1/ε, ·) − y1(·)‖H1

(0)
(0,L) + ‖yt(1/ε)‖L2(0,L) 6 δ.ü´���6~3},¡��k�>B_Àôõ3À A=ý È^¨Í¯�Ú�¯�¨xÂ$­>¨Í°>§©Ä�µ�Ä)¥3¨�¯�¯�¨�¶$«�Ái±/¨xµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨

u
¨�ªU«^µ�¬¦¶_ªU«V§©­>´²«c¨�Ì3°>±/´¸µ�´²«V¨�¯�¨�¶A«�ªU¬A­_ª�ÊÖ¬¦§©¯�¨Í¥3¨À�����£0¨�~0��m·Á>±¸¤x°>§V¬>µ�Ä�¥3­_§V¨Sµ�¬A¶_ªU´¸ªU«©¤·¶$«-¹"ª<«�¤·®>´/±²´¸ªV¨�§�­>¶�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¥3¨�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨S¥3¨�¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶�×_¶>´/¨¦ÀiÓ^¶�¤x®G¨�ªV¬¦´/¶�¥3¨µ�¤¦±/µ�­>±²¨�§-­>¶�¶>¬A¯Í®>§©¨^×i¶>´e¥3¨	µ�¬Y¬A§©¥3¬A¶>¶>Ä�¨�ª�¥3¨Ð±¸¤�ªU¬A±²­3«©´/¬¦¶�Á>¥>¤¦¶_ª-­>¶>¨	¥3Ä)µ�¬A¯"°G¬$ªU´²«V´/¬¦¶�¨�¶�®i¤¦ªV¨�¥3¨	á�´/¨�ªVå¦À

ãC¶Íµ�¬¦­_°>±/¤¦¶A«e±/¨�«©¾>Ä�¬A§VÅ�¯�¨²B_Àôõ3À A ¤)³¦¨)µI­>¶	§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�¥3¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±/´Ë«©Ä�±²¬>µ�¤·±/¨¦Á�¬¦¶Ð¬¦®>«V´/¨�¶A«�±/¨Cµ�¬¦§©¬¦±/±/¤¦´²§V¨�ªV­>´/³�¤·¶$«�À
���k�����!�!)k&e�� ½buö�@Nö�@Nö ®N���!���k{

y0
��{
y1
£0���0�½��{�~3{!�¸��{�~3{:�!�3�k��~3��}�����~�«0«�~3}�{�����~3�k{8çl�?�����½á��6�^�����´«�����~��k{��´���3�k�����2�£0� S ý ���?���<����{����?�P{����´«$� T > 0

��{N�?�6�����${:}�¿3���
u ∈ L2(0, T )

{�������¡��k����~[�������?{��!���
y(t, x)

£0~3���
YT

£���«�}��0¨������6�£0�¬µ²~��k��©2 �� < ��}��!��©2����{ � N�ý z � ¤���}�� è�� y(T, ·) = y1(·) � yt(T, ·) = 0
ý

ü´���6~3},¡��k�°BiÀ õ>À õ ý Û�¨)ª-µ�¬¦¶_¥3´²«V´/¬A¶_ª-ªV­3ö�ªV¤¦¶A«©¨�ª-¤AªVªV­>§�¤·¶$«�±¸¤"µ�¬A¶>¶>¨�ÌY´²«VÄÐ¥3¨ S Ä�¶>¬A¶_µ�Ä�¨�ª-¥>¤¦¶_ª-±/¤"§V¨�¯L¤·§�ÂA­_¨[B_À A À B§V¨)ª<«©¨�¶$«a³�¤·±¸¤·®_±²¨)ª�´¸µ�´JÀY¿�¨�°G¨�¶i¥>¤·¶$«�Á¦¬¦¶�¶�£ ¤�°_¤¦ª�°G¬¦­>§a±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶�¥3¨�ªa¬¦¶_¥>¨�ªa¥3¨�§©Ä�ªV­>±²«©¤�«C¥&£ ´/¯"°G¬$ªVªV´/®>´²±/´²«VÄj¤(³¦¨�µ-¥>¨�ªÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ªa®_¤¦§V§©´/Å�§©¨�ª�Á�±/¬A§©ª©Â$­>¨-±/¨�ªaÄ�«©¤�«�ªCª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ª�¤¦°>°_¤·§V«©´²¨�¶>¶>¨�¶$«C¹	¥3¨�ª�µ�¬¦¯�°G¬Aª©¤·¶$«V¨)ª�µ�¬¦¶>¶>¨�Ì3¨�ªa¥3´¸ªU«V´/¶_µ
«©¨�ª�Àòc¬·«©¬¦¶_ª^¤¦­_ª©ªU´�Â$­>¨x±²¨"µ�¬A§V¬A±²±¸¤·´/§V¨Ð°G¨�­3«SÚ�«V§©¨ÍÄ�«�¤·®>±/´I¥3´/§V¨�µ�«V¨�¯"¨�¶A«S°_¤¦§^­>¶>¨"¤¦°>°>±/´/µ�¤�«V´/¬¦¶�´²«VÄ�§©Ä�¨"¥&£ ­>¶z§VÄ)ªU­>±²«©¤·«¥3¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±/´Ë«©Ä^±²¬3µ�¤·±/¨^¨�Ì>¤¦µ�«V¨�îÖ³¦¬A´²§Tó A E4B>Á A E U4ô ï
Á3¯L¤·´¸ª�±/¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨^¶�£ ¨�ªU«�¤¦±/¬¦§�ªC°_¤Aª�µ�¬¦¶_ªU«V§©­>´²«-¨�Ì3°>±/´/µ�´Ë«©¨�¯�¨�¶$«�Àü´���6~3},¡��k�"BiÀ õ>À D ý Ûe¤+°>§©¬3µ�Ä�¥3­>§©¨�¥3¨�ªU«©¤¦®>´/±²´¸ª©¤�«V´/¬¦¶eÁ�®_´²¨�¶ ÂA­_¨�ªV´/¯"´/±¸¤·´/§V¨�¹zµ�¨�±/±²¨�¨�ëE¨�µ�«V­>Ä�¨�ªV­>§"±J£ Ä�Â$­_¤�«©´²¬A¶b¥3¨±/¤�µ©¾_¤¦±/¨�­>§)ÁE¨�ªU«�°_±²­_ªÐ¥>´Ëö�µ�´/±/¨L¹�§VÄ)¤·±/´¸ªU¨�§S´¸µ�´a¹�µ�¤·­_ªV¨�¥3¨�ª�°>§©¬¦°>§©´/Ä�«VÄ)ªSµ�¬¦¶_ªV¨�§©³�¤�«©´²³¦¨)ª^¥3¨�±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶z¥>¨�ª�¬¦¶_¥3¨)ª�ÀÈc¨�°>±/­_ª�Á�±J£ ¬¦°GÄ�§�¤�«©¨�­>§Ð¶�£ Ä�«�¤·¶A«Í°>±/­_ªÍ¤·­3«©¬·»X¤¦¥(É<¬A´²¶$«�Á&¬A¶Æ¥3¬¦´²«	­3«©´²±/´/ªV¨�§Í±²¨�ÊÖ¬A§V¯L¤¦±²´¸ªU¯�¨L¥>¨�ªÐ®_¤AªU¨)ªÐ¥3¨�á�´²¨)ªUå�îl³¦¬¦´/§ó A'G0G Á A.GkA Á A D=E$Á A'U F ô ï�ÀàI¬¦­>§CÃAÄ�§©¨�§a±²¨c°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨�³¦¨�¶_¤·¶$«�¥3¨c±M£ ¤¦ªV°G¨�µ�«Cµ�¬¦¶_ªV¨�§©³�¤�«©´²ÊXÁ¦¬¦¶L°>§©¬3µ�Å)¥3¨j¥3¨c±/¤Ð¯L¤·¶>´/Å�§©¨jªV­>´/³�¤·¶$«V¨AÀ¦ãa¶�±²´/¶>Ä)¤·§©´Ë»ªV¤¦¶A«�±/¨-ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨ÐîeB_ÀùC¦ï�±/¨-±²¬A¶>Ã�¥&£ ­>¶�µ�¾>¨�¯�´/¶�¥&£ Ä�«©¤·«©ª�ªU«©¤·«V´/¬¦¶>¶i¤·´/§V¨)ª_É<¬¦´/Ã¦¶_¤¦¶A«
y0
¹
y1
Á�¬¦¶"¬¦®3«©´²¨�¶A«�­_¶�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�¥3¨±/¤ÐÊÖ¬¦§©¯�¨

wtt = wxx + cw
Á$¬0º

c ∈ L∞(0, T )
Á$¤(³¦¨�µ�±/¨�ª�µ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶_ªC¤¦­3Ì"±/´/¯�´Ë«©¨�ª

w(t, 0) = 0
¨�«
wx(t, L) = v(t)

À

D$õ



ÕY´a¬A¶nªU­>°_°G¬AªV¨x«©¬¦­3«Í¥�£ ¤¦®G¬¦§�¥zÂ$­>¨
c = 0

Áe¤¦±²¬A§©ªS´/±a¨�ªU«Íµ�±¸¤·´/§ÐÂ$­>¨L±/¨Lµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨
v(t) = −αwt(t, L)

Á�¬0º
α > 0

Áª<«�¤·®>´/±/´/ªV¨Ðµ�¨	ªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨AÀ3ãa¶�¨�ëE¨�«)Á>±¸¤xÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶*������}:�0�!�
t 7→

∫ L

0

(wt(t, x)
2 + wx(t, x)2)dt

¨�ªU«�¤¦±²¬A§©ªc¨�ÌY°G¬A¶>¨�¶$«V´/¨�±/±²¨�¯�¨�¶A«Ð¥3Ä)µ�§©¬¦´¸ªVª©¤·¶$«V¨�îÖ³¦¬A´²§Pó A0A.V Á A0A F ô °G¬A­>§S­>¶>¨"Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/´¸ªV¤�«©´²¬¦¶+¥3¨"µ�¨�µ�´¸ï�À&Èc¨"°>±/­_ª�ÁE­>¶µ�¤¦±/µ�­>±�Êl¤Aµ�´/±²¨Í¯"¬A¶A«©§V¨ÍÂ$­>¨Í±/¨�ªj³·¤·±/¨�­>§�ª�°>§©¬¦°_§V¨)ªj¥3¨Í±M£ ¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­_§cµ�¬¦§©§©¨�ªV°G¬·¶i¥>¤·¶A«j¬A¶A«^­>¶>¨Í°_¤¦§U«©´²¨	§©Ä�¨�±/±/¨Ð«V¨�¶i¥>¤·¶$«³¦¨�§�ª −∞ ±/¬¦§�ªVÂ$­>¨
α
«V¨�¶i¥�³¦¨�§©ª

1
À�¿�¨a§VÄ)ªU­>±²«�¤�«�¨)ª<«�¨�¶_µ�¬¦§©¨I³·¤·±¸¤·®>±/¨a¤¦ªVÔY¯"°>«V¬·«©´¸ÂA­_¨�¯�¨�¶A«�ªV´

c 6= 0
À�à�¤·§�µ�¬A¶_ªUÄ)Â$­>¨�¶$«�Á¥>¤·¶iª�±²¨jµ�¤¦ª�Ã¦Ä�¶_Ä�§�¤·±JÁ�ªV´

α
¨)ª<«�ªU­3ö�ª©¤·¯�¯�¨�¶$«a°>§©¬3µ©¾_¨�¥3¨

1
ÁA¤·±/¬¦§�ª�­>¶L¶>¬¦¯Í®_§V¨-×_¶>´iªV¨�­>±/¨�¯�¨�¶$«C¥>¨�³�¤¦±²¨�­>§©ªI°>§©¬¦°_§V¨)ª°G¨�­>³¦¨�¶A«�Ú�«V§©¨C°G¬AªV´Ë«©´²³A¨�ª�À(Û�¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�µ�¬A§V§©¨�ªV°G¬¦¶_¥>¤·¶$«�¹cµ�¨)ªe¯�¬3¥3¨�ª�°>§©¬¦°>§©¨�ª�´/¶_ª<«�¤·®>±/¨�ª�°G¨�­3«�ª�£ Ä�µ�§V´/§V¨cîl¨�¶Í­3«©´²±/´/ª©¤·¶$«­>¶>¨�¥3Ä�µ�¬¦¯�°G¬AªV´Ë«©´²¬A¶+¥3¨x±¸¤�ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶+¥>¤·¶_ª^­_¶>¨x®_¤AªU¨"¥3¨"á�´/¨�ªVå"¥3¨x³¦¨)µ
«V¨�­>§�ªc°>§©¬¦°>§©¨�ªcÃ¦Ä�¶>Ä�§�¤·±/´¸ªUÄ�ª�ï
ÁG¤·­+°>§©¨�¯�´²¨�§¬¦§�¥3§©¨¦ÁIµ�¬¦¯�¯�¨�­>¶ ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�¥>¨�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�±²´/¶>Ä�¤¦´²§©¨�´/¶_ª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨¦ÀaÓ^¶�°G¨�­3«�¤·±/¬¦§�ªxªU«©¤·®_´²±/´/ªV¨�§�µ�¨�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨�¨�¶­3«V´/±/´/ª©¤·¶$«j±/¤"°>§©¬3µ�Ä�¥3­>§©¨�¥3Ä�µ�§V´²«V¨Ð°>§VÄ)µ�Ä�¥>¨�¯�¯�¨�¶A«)À

» &:(t98�e)��.&!���%5^�-9%(qJ<��&:ON9% 250ö Ó^¶x°>§V¨�¶_¥Í±/¨�ª�¯�Ú�¯"¨)ª�¥3¬¦¶>¶>Ä�¨�ªIÂ$­>¨-°G¬¦­>§I±J£ Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶x¥3¨-±¸¤Sµ©¾i¤·±/¨�­>§)À�Ûe¤cÊl¤·¯�´/±²±/¨¹"­>¶�°_¤·§�¤·¯�Å�«©§V¨�¥&£ ¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­>§©ª�±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨)ª-Â$­>¨�±J£ ¬¦¶�¥3¬A´Ë«jÄ�«©­_¥3´/¨�§j´/µ�´eª�£ Ä�µ�§V´²«

Ã(τ) =

(
0 1

4 + 3ȳ(τ, .)2Id 0

)
,

ªU­_§
D(Ã(τ)) =

{
(w1, w2) ∈ H | w1 ∈ H2((0, L),C), w2 ∈ H1((0, L),C), w2(0) = 0, w1

x(L) = −αw2(L)
}
.

à�¬A­>§
τ = 0

ÁA±²¨)ªaÄ�±²Ä�¯"¨�¶A«�ªC°>§V¬A°>§©¨�ªa¥3¨
Ã(0)

ªV¬¦¶$«�¤·´¸ªVÄ�¯�¨�¶A«�µ�¤¦±/µ�­>±/¤¦®>±/¨�ª�Á¦¤¦´²¶_ªV´iÂ$­>¨c±/¤	®_¤¦ªV¨c¥3¨^á�´²¨)ªUå^¥3­_¤·±/¨¦ÀAãa¶§VÄ)ªU¬A±²³·¤·¶A«�°i¤·§�µ�¬A¶A«V´/¶$­i¤�«V´/¬¦¶�°G¬A­>§
τ ∈ [0, 1]

¥3¨�ª-°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨)ª�¤¦­3Ì�³·¤·±/¨�­>§�ª�±/´²¯�´²«V¨)ª�Á3¬A¶�µ�¤¦±/µ�­>±/¨^¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨�¯�¨�¶A«±²¨)ªÐ°_§V¨�¯"´/Å�§©¨�ªÐ³�¤¦±²¨�­>§©ªÐ°>§©¬¦°>§©¨�ª
λk(τ)

ÀIÕY­>§Í±/¤�×_Ã¦­>§©¨6B_Àôõ3Áe¹�Ã$¤·­_µ�¾>¨¦ÁeªV¬¦¶$«	§©¨�°>§©Ä�ªV¨�¶A«©Ä�¨)ª�±²¨)ª	³�¤·±/¨�­>§�ª�°>§©¬¦°_§V¨)ª
λ−2(τ)

Á
λ−1(τ)

Á
λ0(τ)

Á
λ1(τ)

Á
λ2(τ)

Á¦°i¬A­>§
τ ∈ [0, 1]

ÀAòj­>¯�Ä�§©´¸Â$­>¨�¯�¨�¶$«�Á¦¬¦¶Lµ�¾>¬¦´¸ªU´²«
α = 1.1

À¦Òc±²¬A§©ª�Á�±¸¤�³�¤·±/¨�­>§°>§©¬¦°>§©¨
λ0(τ)

¨)ª<«Ð§VÄ�¨�±/±²¨AÁG°i¤¦ª©ªV¤¦¶A«�¥3¨ −1.52
¨�¶Y³Y´²§©¬¦¶+°G¬¦­_§

τ = 0
Á�¹

9.66
¨�¶$³Y´/§V¬A¶+°i¬A­>§

τ = 1
À&Ûe¨�ªS³�¤¦±/¨�­>§�ª°>§©¬¦°>§©¨�ª

λ1(τ)
¨�«
λ−1(τ)

ªV¬¦¶$«�µ�¬A¯�°>±²¨�Ì3¨�ª-µ�¬A¶�É<­>Ã¦­_Ä�¨�ª�Á)É<­_ª©Â$­�£ ¹x­>¶>¨�³·¤·±/¨�­>§
τ0 = 0.31

¨�¶$³Y´/§V¬A¶�ÀYà�¬A­>§
τ = τ0

Á±/¤�³�¤¦±²¨�­>§�°>§©¬¦°>§©¨
λ1(τ0)

¨�ªU«	¥3¬¦­>®>±/¨¦Á�¨�«Ð±/¨LªV¬¦­_ªU»J¨)ªU°i¤¦µ�¨x°>§©¬¦°>§©¨"µ�¬¦§©§V¨)ªU°G¬¦¶_¥_¤·¶A«S¨)ª<«	¥>¨L¥3´/¯"¨�¶_ªU´/¬A¶z­>¶�À�àI¬¦­>§
τ > τ0

Á�±²¨)ªÍ¥3¨�­3Ìn³�¤·±/¨�­_§©ªÐ°_§V¬A°>§V¨)ª	ªU¬A¶A«Í§©Ä�¨�±²±/¨�ª�Á
λ−1(τ)

¨)ª<«x¶>Ä�Ã$¤�«©´²³¦¨AÁ&«�¤·¶_¥>´/ªxÂ$­>¨
λ1(τ)

¥3¨�³Y´/¨�¶A«x°G¬$ªU´²«V´/³¦¨¦Àç�´²¶_¤¦±²¨�¯�¨�¶A«)Ái°G¬¦­>§ |k| > 2
Ái±/¤L³�¤¦±²¨�­>§j°>§©¬¦°>§©¨

λk(τ)
¨)ª<«S¤·±/Ã¦Ä�®>§V´¸Â$­>¨�¯�¨�¶$«cªV´²¯�°>±/¨¦ÁGµ�¬A¯"°_±²¨�ÌY¨AÁi¥3¨	°i¤·§V«V´/¨Ð§©Ä�¨�±²±/¨ª<«©§V´¸µ
«©¨�¯�¨�¶$«j¶>Ä�Ã$¤�«V´/³¦¨¦À

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
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8

λ2(τ) 

λ−2(τ)

λ1(τ) 

λ−1(τ) λ0(τ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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−6

−4

−2

0
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8
ε=0.0001

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10−6 y−yhat at the final time, for ε=0.0001

¸
¹hº�¶$BiÀ õ 4 ÕY´/¯Í­>±/¤·«V´/¬¦¶_ª�¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ª-°G¬A­>§ y(t, ·) Á>¬<º t ∈ [0, 1/ε]
À

Ï<µ�´-¥3¬¦¶_µ�ªU¨�­>±/ªx±²¨)ªÍ¯�¬3¥3¨)ªÍ°>§©¬¦°>§©¨�ªÍµ�¬¦§©§V¨)ªU°G¬¦¶_¥_¤·¶A«x¹
λ0(τ)

¨�«
λ1(τ)

°G¨�­_³¦¨�¶A«�¥>¨�³¦¨�¶_´²§x´/¶_ªU«©¤¦®>±/¨�ª�ÀIÈÍ£ ­>¶°G¬¦´/¶A«�¥3¨^³Y­>¨S¤¦±²ÃA¬¦§©´Ë«©¾>¯�´¸ÂA­_¨¦Á$¤�×_¶�¥&£ Ä�³Y´²«V¨�§�±²¨)ª�¥3´²ö�µ�­>±²«VÄ�ª�«©¨�µ�¾>¶>´¸Â$­>¨�ª�±²´/Ä�¨)ª�¤·­�µ�¤¦±/µ�­>±E¥&£ ­>¶>¨^ÊÖ¬¦§©¯�¨^¥>¨S¢A¬¦§�¥>¤·¶¹S°_¤¦§©¤¦¯�Å�«V§©¨¦Á�¬¦¶�µ�¤·±¸µ�­>±/¨-¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨�¯"¨�¶A«)Á·°_¤¦§aµ�¬A¶A«V´/¶$­i¤�«V´/¬A¶�Á�¨�«a¨�¶�­3«©´²±/´¸ªV¤¦¶A«a­>¶_¨³�>��{e©��.£<�T£0�[{���}������´«�����Á¦­_¶>¨®_¤¦ªV¨�¥3¨j±M£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨-³¦¨�µ
«©¬¦§©´/¨�±3§©Ä�¨�±_¥3¨j¥3´/¯�¨�¶_ªV´²¬A¶x«©§V¬A´/ª
ker(A1(τ)−λ1(τ)I)(A1(τ)−λ0(τ)I)(A1(τ)−λ−1(τ)I),¨�«j­>¶>¨Ð®_¤AªU¨Ð¥3­_¤¦±²¨AÀ3ãC¶_ªU­_´Ë«©¨¦Á_¬¦¶�¯�¨�«j¨�¶�¬Y¨�­>³Y§V¨S­>¶_¨�°_§V¬3µ�Ä�¥3­>§©¨�ªU«©¤·¶i¥>¤·§�¥�¥3¨Ð°>±/¤Aµ�¨�¯"¨�¶A«c¥3¨�°GÑA±²¨)ª�ÀÛe¨�ª-§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ª�ªU¬A¶A«j¥3¬A¶>¶>Ä)ª�ªU­_§�±/¤x×_ÃA­>§©¨lBiÀ õ>ÁY°G¬A­>§

ε = 0.0001
À

D<D



e¬ëCR ã �>yfò� ���îÍ��¡ä����çÊòiVL���-�Bå±èx 8î�é	��¡ê�Ië\î� �¡����íì î½y��� � ��
ÈS¤·¶_ªxµ�¨�«V«V¨�ªU¨)µ
«©´²¬A¶�Áe¬¦¶Æ§V¨�°G¬¦§V«V¨L±/¨�ª	§©Ä�ªV­>±Ë«�¤�«�ª	¥3¨�±M£ ¤·§V«V´¸µ�±/¨"ó A F ô Á�¥>¤·¶_ª	±/¨�Â$­>¨�±C¬¦¶fª�£ ´/¶A«©Ä�§©¨�ª©ªU¨�¹�¥3¨�ªÍÄ�«©¤·«©ªª<«�¤�«©´²¬A¶>¶_¤·´/§©¨�ªC°_¤·§V«©´/µ�­>±²´/¨�§�ª�¥3¨)ª�Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶_ª�¥>¨Sò^¤)³Y´/¨�§V»XÕY«V¬¦Ù¦¨)ªC¥&£ ­>¶¬m_­_´/¥3¨S¨�¶A«©§V¨�¥3¨�­3Ì�µ�ÔY±²´/¶_¥3§©¨�ª�µ�¬A¶_µ�¨�¶A«©§V´¸Â$­>¨�ª´²¶>×_¶>´¸ª�¨�¶�§©¬·«�¤�«©´²¬A¶�Á(±/¨�ªdm_¬¦«©ªa¥3¨^¿�¬A­>¨�«V«V¨¦ÀY¿�¬¦¶>¶Y­_ªa¥3¨�°>­>´¸ª�±/¬¦¶_Ã·«V¨�¯�°_ª�Á·´²±¸ª�¬A¶A«CªU­_§U«©¬¦­3«aÄ�«©Ä�Ä�«V­i¥3´²Ä)ªa¥3­�°G¬A´²¶$«C¥3¨³Y­>¨�¥3¨C±¸¤cª<«�¤·®>´/±/´Ë«©Ä¦Á(¥3¨�ªe®_´ËÊÖ­>§�µ�¤·«V´/¬¦¶_ª�Á�¨�«I¥3¨�ªe®_§V´¸ªU­_§V¨)ªe¥3¨�ªVÔ$¯�Ä�«V§©´²¨^îÖ³¦¬A´²§aóùE3F3Á A.U C ô ¨�«�±/¨�ª�§VÄ�ÊÖÄ�§©¨�¶_µ�¨)ªeµ�¬A¶A«V¨�¶$­>¨)ª©ï�ÀÏ<µ�´JÁ>±²¨Ð®>­3«j¨)ª<«c¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�§-±/¨�ª�mi¬·«©ªj¥3¨x¿�¬¦­>¨�«V«V¨Ð¨�¶�¤·Ã¦´¸ª©ªV¤¦¶A«�ªU­_§�±/¤"§©¬·«�¤�«©´²¬A¶�¥>­�µ�Ô$±/´/¶_¥3§©¨�¨�ÌY«VÄ�§V´/¨�­>§)ÀÓ^¶�ÊÖ¬¦§©¯Í­>±/¨Í±²¨x°>§V¬A®>±/Å�¯�¨	¨�¶+µ�¬Y¬A§©¥>¬¦¶>¶>Ä�¨�ªj¤A¥3´²¯�¨�¶iªU´/¬¦¶>¶_Ä�¨�ªxîÖ³¦¬A´²§�ó A F ô °i¬A­>§Sµ�¨�«V«V¨x§©Ä�¥3­_µ�«V´/¬¦¶iï�ÀGÒc±²¬A§©ª�Á_±/¨�ªÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¥3¨	òc¤(³$´/¨�§V»<Õ$«V¬AÙ¦¨�ª-ªU¨�§�¤·¯�Å�¶_¨�¶A«j¤¦­�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨

∂

∂t
v = 4v −R (v · ∇)v −∇p, div v = 0,

¥>¤¦¶_ª
Ω,

vr = vz = 0, vθ = 1,
¨�¶

r = r1,

vr = vz = 0, vθ =
ω

η
,
¨�¶

r = r2,

îeBiÀ A'G ï

¬0º
Ω
¨)ª<«�±/¨�¥3¬¦¯L¤·´/¶>¨-¨�¶A«©§V¨-±/¨�ª�¥3¨�­>Ìxµ�ÔY±/´²¶i¥3§V¨)ª�Á

v = (vr, vθ, vz)
¨)ª<«�±/¨-³¦¨�µ
«©¨�­>§�³Y´Ë«©¨�ª©ªU¨�¥3¨�ªI°_¤¦§U«©´/µ�­>±/¨�ªI¥3¨�mi­>´/¥>¨îÖ¨�¶�µ�¬Y¬¦§�¥3¬A¶>¶>Ä�¨)ª�µ�ÔY±/´²¶i¥3§V´¸Â$­>¨�ª�ï
Á R ¨�ªU«-±/¨�¶>¬¦¯Í®>§©¨�¥3¨Ðá�¨�ÔY¶>¬A±/¥>ª�Á
p
¨)ª<«�±/¤x°_§V¨)ªVªV´²¬A¶�Á

η > 0
¨�ªU«-­_¶�°_¤¦§©¤¦¯�Å�«V§©¨¦Á¨�«

ω(t)
¨)ª<«j±²¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨�îÖ§©¬·«�¤�«©´²¬A¶�¥3­�µ�ÔY±/´²¶_¥>§V¨�¨�ÌY«©Ä�§©´²¨�­>§�ï�ÀàI¬¦­>§�«V¬A­3«j§VÄ�¨�±

α
Á>±²¨Tm_¬¦«j¥3¨x¿�¬¦­>¨�«U«©¨

(v̄α, p̄α) : Ω → Ï á 3 × Ï áp¨�ªU«j¥3Ä�×_¶>´�°i¤·§

v̄α(r, ·, ·) = (0, v̄α
θ (r), 0)T , p̄α(r, ·, ·) = R

∫ r

r1

(v̄α
θ (s))2

s
ds,

¤(³¦¨�µ
v̄α

θ (r) =
α− η2

η(1 + η)
r+

η(1 − α)

(1 − η)(1 − η2)

1

r
.

¿^£ ¨)ª<«j­>¶>¨	ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�ªU«©¤�«©´²¬A¶>¶_¤¦´²§©¨�¥3¨Lî!B_À A.G ïC°G¬¦­_§�±²¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�µ�¬A¶_ªU«©¤·¶$«
ω(t) ≡ α

ÀÛe¨x¥3¬¦¯L¤·´/¶>¨
Ω
Ä�«�¤·¶$«^¶>¬¦¶�®G¬¦§©¶>ÄAÁ_´/±�µ�¬A¶$³Y´/¨�¶A«)Ái°G¬¦­>§SÂ$­>¨Í±²¨Í°>§©¬¦®_±²Å�¯"¨xªU¬A´Ë«^®>´/¨�¶�°G¬$ªUÄ�îl³¦¬¦´/§°ó�E�F ô ¬¦­*ó A'U CYÁ¿�¾�À ÏUÏ
À B ô ï�Á�¥3¨-ªV­>°>°G¬$ªU¨�§IÂ$­>¨�±¸¤c³Y´²«V¨�ª©ªV¨

v
¨�«�±¸¤c°>§©¨�ª©ªV´²¬A¶

p
ªV¬¦¶A«I°GÄ�§V´/¬3¥3´¸Â$­>¨�ª�¨�¶

z
Á�¥3¨-°GÄ�§©´²¬3¥>¨

h > 0
îÖ¾$ÔY°G¬¦«V¾>Å)ªU¨Â$­>´�¨�ªU«�¨�¶�Êl¤·´²«j³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨Ð¤"°G¬AªU«V¨�§©´/¬¦§©´MÁ3¥>¤·¶iª-±²¨�«V¾_Ä�¬¦§©Å�¯�¨Ðµ�´²»½¥3¨)ªVªV¬¦­iª©ï�À3Òc±²¬A§©ª�Á

Ω
ª�£ ´/¥>¨�¶A«©´Ë×i¨Ð¹

Ωh = {(r, θ, z) ∈ Ω | − h/2 6 z 6 h/2}.
Ó^¶�¶>¬·«©¨

L2(Ωh)
±J£ ¨)ªU°_¤Aµ�¨Ð¥3¨�ª-ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ªj¥3¨Ðµ�¤·§©§VÄS´/¶A«VÄ�Ã¦§�¤·®>±/¨�ªV­>§

Ωh
¯Í­>¶>´�¥3­�°>§V¬>¥3­>´²«jªVµ�¤·±¸¤·´/§V¨

(φ.ψ)L2(Ωh) =

∫ r2

r1

∫ 2π

0

∫ h/2

−h/2

r φ(r, θ, z)ψ(r, θ, z)dz dθ dr.

ÕY¬¦´²«
L2

h(Ω)
±/¤�µ�±/¬·«©­>§V¨�¥3¨�±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�¥3¨�ªÐÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ªÍµ�¬A¶A«V´/¶Y­>¨�ªÍªU­_§

Ω
Á
h
»½°GÄ�§©´²¬>¥3´/Â$­>¨)ª�¨�¶

z
Áe°_¤·§	§�¤·°>°G¬A§U«	¹±/¤z¶_¬¦§©¯"¨�´/¶_¥3­>´²«V¨�°i¤·§�±²¨�°>§V¬>¥3­>´²«LªVµ�¤·±¸¤·´/§V¨

(φ.ψ)L2
h
(Ω) = (φ|Ωh

.ψ|Ωh
)L2(Ωh).

ÕY¬¦´²«
H2

h(Ω)
±J£ ¨�¶_ªV¨�¯Í®>±/¨�¥3¨)ª

ÊÖ¬¦¶_µ�«V´/¬¦¶_ªj¤·°>°_¤¦§U«©¨�¶_¤¦¶A«)Á)É<­_ª©Â$­�£ ¹"±/¨�­>§j¥>Ä�§©´²³¦Ä�¨�ªV¨�µ�¬¦¶_¥3¨AÁ>¹
L2

h(Ω)
À

� L8J=�$��;2(* Pb%ö�Wuö!��ö ®N���!���k{
(v̄α, p̄α)

��{
(v̄β , p̄β) � α, β ∈ � ü � £<���0��·���{:�´£0��µ²���k��{:{�� ý �������<����{��´�?�¬{����´«$� T > 0��{a�?�û�����${:}�¿3���

ω ∈ L2(0, T )
{����ù�°¡��k�½�,¥ �?�$�!¡��k�½�������?{��!���ÿ£0� � N$ý $ { � �

v ∈ {v | v ∈ L2(0, T ; [H2
h(Ω)]3), ∂tv ∈ L2(0, T ; [L2

h(Ω)]3), div v = 0}, p ∈ L2(0, T ;H1
h(Ω)),«�~�}�{�~��${�£<�

(v(0), p(0)) = (v̄α, p̄α) � ¤���}�� èa� (v(T ), p(T )) = (v̄β , p̄β)
ý

òc¬·«©¬¦¶_ª"Â$­>¨�±²¨�«©¨�¯�°_ª
T
¨)ª<«"ÃA§©¤¦¶_¥&À�¿�¨�µ�´�¨�ªU«"¶>Ä�µ�¨�ª©ªV¤¦´²§©¨�¥>¤¦¶_ªÍ±¸¤+°>§V¨�­>³¦¨¦Á�°G¬¦­_§"¤¦ª©ªV­>§V¨�§Í±M£ ¨�Ì3´¸ª<«©¨�¶_µ�¨�¨�«±M£ ­>¶>´¸µ�´²«VÄ^¥3¨j±¸¤ÐªV¬¦±/­3«©´²¬A¶�À·ãa¶LÊl¤·´²«�Á$µ�¨�«V«V¨c°>§V¬A°>§©´²Ä�«VÄ�°G¨�§©¯"¨�«�¥3¨j§VÄ)¥3­>´/§V¨�±/¨j°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨j¥3¨cµ�¬A¶A«©§VÑA±/¤¦®>´/±²´²«VÄj¥3¨ÍîeBiÀ A'G ï¤·­�°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Ð¥3¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤¦®>´²±/´²«VÄ^ÊÖ§©¬¦¶A«©´²Å�§V¨Ð¥&£ ­>¶>¨ÐÄ)ÂA­i¤�«V´/¬¦¶�°_¤·§�¤·®G¬A±²´¸Â$­>¨^¨�¶�¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶�­>¶�À
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Õ Ö É×ÈØÆ�Ì¬Â\Ä î

ï Ï ù üpð � þ Ï ã � � 	Ë�)� ã þ ÿ þ � Ø ñ ò Þ ÎzÏ �Ð	ÐÑ�ü � þ �

¿�¨fµ�¾_¤·°_´Ë«©§V¨Æ¨�ªU«+µ�¬¦¶iªV¤Aµ�§©Äì¹|±¸¤ °>§©Ä�ªV¨�¶$«©¤·«V´/¬¦¶Þ¥3¨�ª�§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ª�¥3¨f±M£ ¤·§V«V´¸µ�±/¨ ó D V4ô Áj¨�¶ µ�¬A±²±¸¤·®G¬A§©¤�«©´²¬¦¶p¤(³¦¨�µÕEÀ&Û�¤·®>®GÄAÀEÛC£ ¬A®YÉ<¨)µ
«©´ËÊ�¨)ª<«Ð¥&£ Ä�«�¤·®>±/´²§Ð¥3¨�ªS§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ªS¥&£ ¤·°>°>§©¬(Ì3´²¯L¤�«©´²¬A¶�¨�ö�µ�¤¦µ�¨�¯�¨�¶$«S´/¯�°>±/Ä�¯�¨�¶$«©¤·®_±²¨)ªS°G¬¦­>§�¥>¨�ªªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨)ª�¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨S±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨)ª�¨�¶�¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶�´²¶>×_¶>´²¨AÁ_¥3­�«<ÔY°i¨
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), y(0) = y0,

î:C>À A ï
¬0ºb±M£ Ä�«�¤�«

y(t)
¤¦°>°_¤¦§U«©´²¨�¶A«�¹z­>¶b¨)ªU°_¤Aµ�¨�¥3¨�Ýc´²±/®G¨�§V«

X
Á�±²¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨

u(t)
¤·°_°_¤·§V«V´/¨�¶A«L¹+­>¶|Ýj´/±²®G¨�§U«

U
Á
A :

D(A) → X
¨�ªU«�­>¶�¬A°GÄ�§�¤�«©¨�­>§)Á�¨�«

B
¨�ª<«�­>¶b¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­_§x¥>¨�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨ìîÖ¨�¶bÃAÄ�¶>Ä�§�¤·±JÁ�¶>¬A¶�®G¬¦§©¶>Ä)ïÍªV­>§

U
À�Ûe¤¥3´¸ªVµ�§VÄ�«V´¸ªV¤·«V´/¬¦¶ì¥3¨Lµ�¨�«U«©¨�ãCÈ^àIÁe°_¤·§Ð¨�Ì3¨�¯�°>±/¨�°_¤·§Ð­>¶nª©µ�¾>Ä�¯L¤�¤¦­3Ìz¥3´²ëGÄ�§V¨�¶_µ�¨�ª�×_¶>´²¨)ª�Á�¬¦­n¤·­3Ì+Ä�±²Ä�¯"¨�¶A«�ªS×_¶>´¸ª�Áµ�¬A¶_¥3­>´²«c¹"­>¶>¨�Êl¤·¯�´²±/±/¨Ð¥>¨ÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ª�¥3¨	µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨S¨�¶�¥3´/¯�¨�¶_ªV´²¬A¶�×_¶>´/¨

ẏh(t) = Ahyh(t) +Bhuh(t), y(0) = y0h,
î:C>À õAï

¬0º
yh(t) ∈ Xh

¨�«
uh(t) ∈ Uh

Á>°G¬¦­>§
0 < h < h0

ÀÕY¬A´²«
y1 ∈ X

±iªV´e±/¨ÍªUÔ3ªU«VÅ�¯�¨Í¥3¨Íµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨�î:C>À A ï�¨)ª<«^µ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨�¨�¶�«©¨�¯�°_ª
T
Ái¤¦±²¬A§©ª-´/±e¨�Ì3´/ªU«V¨	­>¶>¨xªU¬A±²­3«©´/¬¦¶

y(·) ¥3¨"î:C>À A ï
ÁY¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨c¹	­>¶�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨ u ÁA«V¨�±²±/¨SÂ$­>¨ y(T ) = y1
ÀYÛ�¤ÍÂ$­>¨�ªU«V´/¬¦¶�ªV­>´/³�¤¦¶A«V¨SªU¨^°G¬AªV¨c¶_¤�«©­>§V¨�±²±/¨�¯�¨�¶A«lS¨�ªU«U»½´²±�°G¬Aª©ªV´²®>±/¨�¥3¨�«V§©¬¦­>³¦¨�§Í¥3¨)ªÍµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨)ª

uh
Á�°G¬¦­>§

0 < h < h0
Á�µ�¬¦¶Y³¦¨�§©Ã¦¨)¤·¶A«	³¦¨�§�ª	±²¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨

u
Á�±/¬¦§�ª©ÂA­_¨±²¨"°_¤¦ªS¥3¨�¥3´/ª©µ�§©Ä�«©´/ª©¤�«©´²¬A¶

h
«V¨�¶_¥+³¦¨�§©ªcå�Ä�§©¬_Ái¨�«^«©¨�±¸ªSÂ$­>¨x±/¨�ªc«©§©¤�É<¨�µ�«V¬A´²§©¨�ª^¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨�ª

yh(·) Á&ªU¬A±²­3«©´²¬A¶_ª^¥>¨�î:C>À õAï
Áµ�¬A¶$³¦¨�§©Ã¦¨�¶A«-³¦¨�§©ª
y(·) ~	È^¨Ð°>±²­_ª�Á>¨�Ì3´¸ª<«©¨�»J«U»½´²±&­_¶�¤¦±²ÃA¬¦§©´Ë«©¾>¯�¨S¨�ö�µ�¤Aµ�¨�°G¬¦­>§jµ�¤·±¸µ�­>±/¨�§�±²¨)ª�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨)ª uh

~àI¬¦­>§	¥>¨�ªÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�ªÐ¥3­z«<ÔY°G¨�î:C>À A ï
Á&´/±a¨�Ì3´/ªU«V¨L¥3¨L¶>¬¦¯Í®>§©¨�­iªU¨)ªS¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�ª�°G¬A­>§Ð§VÄ)¤·±/´/ªV¨�§S±¸¤�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä¦ÀÇj¶>¨�¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨�®_´²¨�¶�µ�¬¦¶>¶Y­>¨¦ÁI¤A¥>¤·°3«©Ä�¨�¤·­>Ìn´/¯�°>±²Ä�¯"¨�¶A«�¤�«©´²¬A¶_ªx¶$­>¯�Ä�§©´¸ÂA­_¨�ª�Á�¨�ªU«"±/¤+¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨�Ý^Çc¼ îlÝj´/±/®G¨�§V«Çj¶>´¸Â$­>¨�¶_¨�ª©ª�¼�¨�«V¾_¬3¥_ï
Á-´²¶$«V§©¬3¥3­>´²«V¨ì¥>¤¦¶_ª�ó A õ3F ô Á-Â$­>´�µ�¬¦¶_ªV´¸ª<«©¨z¹f¯�´²¶>´/¯�´¸ªU¨�§�±¸¤f¶>¬A§V¯�¨
L2 ¥3­óµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨AÀ�Ó^¶ª�£ ´/¶A«VÄ�§V¨)ªVªV¨�´/µ�´>¹^±¸¤SÂ$­>¨)ª<«©´²¬A¶x°>§VÄ)µ�Ä)¥3¨�¶A«©¨�¥>¤·¶_ªI±²¨�µ�¤¦ª�¬<ºx±/¤�µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä�¥3¨Ðî�C3À A ï�¨�ªU«I§©Ä�¤¦±²´¸ªVÄ�¨�°_¤¦§I±¸¤^¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨ÝcÇ^¼ÆÀEÛe¨Í®>­>«S¨�ªU«S¥�£ Ä�«©¤·®_±²´/§S¥3¨)ª^µ�¬¦¶_¥3´²«V´/¬¦¶iª^¤¦ª©ªU­_§©¤¦¶A«c±M£��?�$� À��3}��6�6�����${:}�¿3��~0¨�������{��L¥3¨x±¸¤LÊl¤·¯�´/±²±/¨"¥3¨�ªSªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨)ª¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�î:C>À õAï
Á>¨�«c¥&£ Ä�«©¤¦®>±/´²§�­_¶>¨Ð¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨Ð¥&£ ¤¦°>°>§V¬(Ì3´/¯�¤·«V´/¬¦¶�¥3­�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ÝcÇ^¼ÆÀÛ�¤�Â$­>¨)ª<«©´²¬A¶+¥3¨x±J£ ­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯"¨"µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«VÄÍ¨�«�¼(¬A­�¬¦®iªU¨�§V³�¤¦®>´/±²´²«VÄx¤�Ä�«VÄxÄ�«V­_¥>´²Ä�¨x°_¤¦§^ãjÀeäE­_¤·å�­_¤�¨�«�¥>¨�ªSµ�¬·»¤·­3«©¨�­>§�ª�¥>¤·¶_ªS­>¶_¨�ªVÄ�§©´²¨�¥&£ ¤¦§U«©´/µ�±²¨)ª�ó�E U Á A'G F3Á A õ U Á A D0D3Á A D U Á A B=CYÁ A'U B>Á A E0E$Á A E V Á A E�F3Á A'V0G4ô Á&°G¬¦­_§�¥3´²ëEÄ�§©¨�¶A«�ª°>§©¬3µ�Ä)¥3Ä�ª�¥>¨j¥3´¸ª©µ�§©Ä�«V´¸ª©¤�«V´/¬¦¶eÁ�¨�«�¥3´²ëGÄ�§V¨�¶A«©¨�ªaÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�À·Ûe¬¦§�ªVÂ$­>¨-±¸¤Ðµ�¬A¶_ª<«�¤·¶$«V¨j¥&£ ¬¦®_ªV¨�§©³�¤¦®>´²±/´²«VÄ�¥3¨�ªCªVÔYªU«VÅ�¯�¨�ªa¥3¨¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶"×_¶_´²¨c¶>¨c¥3Ä�°G¨�¶_¥�°_¤Aªa¥3¨

h
Á¦¬A¶�°_¤¦§V±/¨j¥&£ ­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯"¨j¬A®_ªV¨�§V³·¤·®>´/±/´Ë«©Ä¦À·à�¬¦­_§C¥>¨�ªCª©µ©¾>Ä�¯L¤¦ªa¤¦­3Ì�¥3´ËëEÄ�§©¨�¶iµ�¨�ª×_¶>´/¨�ªcµ�±¸¤¦ª©ªV´/Â$­>¨)ª�Á>µ�¨�«U«©¨	°>§©¬¦°>§©´²Ä�«VÄÐ¤�Ä�«VÄ	Ä�«�¤·®>±/´/¨¦Á_¨�¶�¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶�­>¶eÁ_°G¬¦­>§c¥3¨)ª�Ä)Â$­_¤�«©´²¬A¶_ª�¥>¨Ð±¸¤Lµ©¾i¤·±/¨�­>§½ó A D0D ô Á¥3¨�ªÍÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ªÍ¥3¨�°G¬A­3«V§©¨�ªªó A õ U4ô Á�¥3¨)ª	Ä)ÂA­i¤�«V´/¬A¶_ª	¥3¨�Õ3µ©¾_§câ3¥>´²¶>ÃA¨�§ªó A.V0G4ô Àeà�¤·§xµ�¬¦¶A«©§V¨�¨�±/±/¨�¶�£ ¤�°_¤¦ª	±/´²¨�­Æ°G¬¦­_§¥3¨�ªÍÄ�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ªÍ¥3¨�ªÍ¬¦¶_¥>¨�ª	¨�¶�¥3´²¯�¨�¶_ªU´/¬¦¶Æ­_¶Qó A.G F ô À�È^¤¦¶_ªÍµ�¨�¥3¨�§©¶>´/¨�§xµ�¤Aª�Áe±¸¤�µ�¬¦¶iª<«�¤·¶A«©¨�¥&£ ¬A®_ªV¨�§V³·¤·®>´/±/´Ë«©ÄL¥>¨�ªªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨)ª�¥3¨S¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶�×_¶>´/¨^«V¨�¶i¥�³¦¨�§©ª

+∞ ±²¬A§©ª©Â$­>¨c±²¨S°_¤¦ª�¥3¨�¥3´/ª©µ�§©Ä�«©´/ª©¤�«©´/¬¦¶L«V¨�¶_¥�³¦¨�§©ª
0
À_¿�¨�±¸¤Í¨�ªU«-¥3Î�¹Í­>¶µ�¬A¯"°G¬A§U«©¨�¯�¨�¶$«�°_¤�«©¾>¬¦±/¬¦ÃA´/Â$­>¨"¥3¨)ªS¯�¬3¥3¨)ª�¥3¨�¾_¤·­3«©¨xÊÖ§©Ä�Â$­>¨�¶_µ�¨AÀ&È^­ì°G¬¦´/¶A«	¥3¨�³$­_¨�¥3¨�±/¤�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±/´Ë«©Ä¦ÁEµ�¨�±¸¤°>§©¬(³¦¬3Â$­>¨	±¸¤�¥3´²³¦¨�§VÃA¨�¶_µ�¨Í¥3¨)ªSµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨�ª�À&¿�¨�ª^§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«©ªSª�£ Ä�«©¨�¶_¥3¨�¶A«Ð¹�¥&£ ¤·­>«V§©¨�ª^ª©µ©¾_Ä�¯L¤¦ªc¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨)ª�ÁEµ�¬A¯�¯"¨±²¨)ª�Ä�±/Ä�¯�¨�¶A«�ª�×_¶>´¸ª

P1×P1
Á(¨�«�¤¦­_ª©ªU´JÁ)°G¬¦­>§�¥3¨�ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¥3¨)ª�¬A¶_¥3¨�ª�¨�¶"¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶x¥3¨�­3Ì�îÖ³¦¬A´²§�ó A.G FYÁ A D U Á A E<E ô ï
ÀÛe¨�µ�¤A¥3§V¨�¥>¤·¶_ªÍ±/¨�Â$­>¨�±�¬A¶�¥3Ä�×_¶>´²«"­>¶bª©µ©¾>Ä�¯�¤+¥3¨�¥3´¸ªVµ�§VÄ�«V´¸ªV¤·«V´/¬¦¶Æ¨�ªU«"¥>¤¦¶_ªÍ±/¨�¯�Ú�¯�¨�¨�ªV°>§V´²«"Â$­>¨�óùC�B>ÁéC<CYÁF0F3Á A0A C$Á A õ3B3Á A DAõYÁ A B<F ô ÀGÈS¤·¶_ª^µ�¨�ª^¤·§V«V´¸µ�±/¨�ª�Ái¥3¨)ªc§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«�ªc¥&£ ¤·°>°>§©¬(ÌY´/¯L¤�«©´²¬A¶�ªU¬A¶A«S¥3¬¦¶_¶>Ä�ªc°G¬¦­_§c±/¨Í°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨Û�âSá îÖ§©Ä�ÃA­>±/¤·«V´/¬¦¶�Â$­_¤¦¥3§�¤�«©´¸ÂA­_¨)ï
Ái¥>¤·¶_ªj±/¨Íµ�¤¦ª�°i¤·§�¤·®G¬¦±/´¸ÂA­_¨¦Á>Â$­>´�¯�¬¦¶A«©§V¨�¶A«c±¸¤�µ�¬A¶$³¦¨�§©Ã¦¨�¶_µ�¨Ð¥>¨�ªcµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨)ª�¥>¨�ª¯�¬3¥3Å�±/¨�ª�ªU¨�¯"´²»X¥3´/ª©µ�§©¨�«�ªc³¦¨�§©ª^±²¨�µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨"µ�¬¦¶$«V´/¶$­�À�¿�¨�°G¨�¶_¥_¤·¶A«)Á&¥>¤·¶iª^±/¨x°>§©¬¦®>±/Å�¯�¨"ÛIâSáÐÁG±/¨x°G¬A´²¶$«S×_¶_¤·±I¶�£ ¨�ªU«°_¤¦ª�×>Ì3Ä¦À&Ó^§�Á_¥_¤·¶_ªj±²¨Í°>§V¬A®>±²Å�¯�¨	¥3¨Íµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¤¦®>´/±²´²«VÄÐ¨�Ì>¤Aµ
«V¨AÁ>¬A¶�µ�¾>¨�§�µ©¾_¨	¹�É<¬¦´/¶_¥3§V¨	¨�Ì3¤Aµ
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ÀÓ^¶�¤·®G¬A§©¥>¨^´¸µ�´�±/¤�Â$­>¨�ªU«V´/¬¦¶�¥&£ ­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯"¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±/´Ë«©Ä¦Á3¥>¤¦¶_ª-±²¨	µ�¤¦ª-¬0º�±M£ ¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­>§
A
¨�¶>ÃA¨�¶_¥>§V¨S­_¶�ªV¨�¯�´Ë»Ã¦§©¬¦­>°G¨�¤·¶i¤·±/ÔA«©´¸ÂA­_¨¦À�º�´/¨�¶Æ¨�¶A«V¨�¶_¥3­�ÁI¹�µ�¤·­_ªV¨�¥3¨)ª	°>§©¬¦°>§©´/Ä�«VÄ)ª	¥3¨�§©Ä�ÃA­>±/¤¦§V´¸ªV¤�«©´²¬¦¶eÁ&±/¨�ªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨+î�C3À A ï�¶�£ ¨�ªU«Í°_¤Aª¨�Ì>¤¦µ�«V¨�¯"¨�¶A«cµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>±/¨S¨�¶�ÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±MÁY¯L¤¦´/ª�ªV¨�­_±²¨�¯"¨�¶A«j¨�Ì>¤Aµ
«V¨�¯�¨�¶A«cµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_±²¨�¹"å�Ä�§V¬iÀ

ó>ë�ê ô � ��òG������òGõ�¡& ��8ò	�
 
áj¤¦°>°G¨�±/¬¦¶iª�¥�£ ¤¦®G¬¦§�¥�ÂA­_¨�±¸ÂA­_¨�ªCÊl¤·´²«�ª�®>´/¨�¶�µ�¬A¶>¶$­iª�ªU­_§�±/¤xµ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«VÄ^¥_¤·¶_ª�¥>¨�ª�¨�ªV°_¤¦µ�¨)ª�¥3¨�Ýj´/±/®G¨�§V«�îl³¦¬¦´/§ó A E G Á A E A Á A.U<V'ô ï
À�Õ3¬¦´/¨�¶A«

X
­>¶n¨�ªV°_¤Aµ�¨�¥>¨LÝj´/±/®G¨�§V«�Á�¨�«

S(t)
­>¶ÆªV¨�¯�´Ë»½Ã¦§©¬¦­_°G¨ÍÊÖ¬¦§V«V¨�¯"¨�¶A«Íµ�¬A¶A«V´/¶$­ÆªU­_§

X
Áe¥3¨Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤�«©¨�­>§

(A,D(A))
À_ÕY¬A´Ë«

X−1
±/¨�µ�¬¦¯�°>±/Ä�«©Ä�¥3¨

X
°G¬A­>§-±/¤x¶_¬¦§©¯"¨ ‖x‖−1 = ‖(βI −A)−1x‖ Á3¬0º β ∈ ρ(A)¨�ªU«L×_ÌYÄAÀ�òj¬·«©¬¦¶_ª�Â$­>¨

X−1
¥3¨�¥>Ä�°G¨�¶_¥|°_¤Aª�¥3¨�±/¤n³·¤·±/¨�­>§�¥3¨

β ∈ ρ(A)
À�Ûa£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨

X−1
¨)ª<«�´¸ªU¬A¯"¬A§V°_¾>¨�¹

(D(A∗))′
Áe±/¨�¥3­_¤¦±�¥3¨

D(A∗)
°i¤·§	§�¤·°_°G¬¦§V«	¹�±M£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨L°>´/³¦¬·«

X
Áe¨�«

X ⊂ X−1
Á�¤)³¦¨)µ�´/¶�É<¨�µ�«V´/¬¦¶fµ�¬¦¶$«V´/¶$­>¨�¨�«¥3¨�¶iªU¨AÀ>Û�¨ÐªV¨�¯�´²»JÃ¦§©¬¦­_°G¨

S(t)
ª�£ Ä�«©¨�¶_¥�¹"­>¶�ªV¨�¯�´²»JÃA§V¬A­>°G¨SªU­>§

X−1
Á3¨�¶_µ�¬A§V¨S¶>¬¦«VÄ

S(t)
Á>¥>¬¦¶A«j±²¨�ÃAÄ�¶>Ä�§©¤·«V¨�­>§�¨�ªU«­>¶>¨Ð¨�ÌY«©¨�¶_ªV´²¬A¶�¥>¨

A
Á>¨�¶_µ�¬¦§©¨S¶>¬·«©Ä

A
À_Òe³¦¨)µ�µ�¨)ª-¶>¬¦«©¤�«©´²¬A¶_ª�Á

A
¨)ª<«j­>¶�¬¦°GÄ�§�¤�«©¨�­>§-±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨Ð¥3¨

X
¥>¤¦¶_ª

X−1
ÀÕY¬A´²«

U
­>¶�Ýj´/±/®G¨�§V«�À3Çc¶�¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­>§�±/´²¶>Ä)¤·´/§V¨Sµ�¬A¶A«©´²¶Y­

B : U → X−1
¨)ª<«�¥3´²«½~<£��P�������!¨����	°G¬A­>§

S(t)
ªU´G«©¬¦­3«©¨ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶�¥3¨

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t),
î:C>À D$ï

«V¨�±²±/¨�Â$­>¨
y(0) = y0 ∈ X

¨�«
u(·) ∈ L2(0,+∞;U)

Áa³¦Ä�§V´²×_¨
y(t) ∈ X

ÁC°G¬¦­>§L«V¬A­3«
t > 0

À�È^¤¦¶_ª�µ�¨+µ�¤¦ª�Á
y(·) ∈ H1(0,+∞;X)

Á>¨�«
y(t) = S(t)y0 +

∫ t

0
S(t− s)Bu(s)ds,

°G¬¦­>§-«©¬¦­3«
t > 0

À
àI¬¦­>§

T > 0
Á&¬¦¶ì¥3Ä�×_¶>´Ë«

LT : L2(0, T ;U) → X−1
°_¤¦§

LTu =
∫ T

0
S(t − s)Bu(s)ds.

Çj¶ì¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­_§S¥3¨µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨
B ∈ L(U,X−1)

¨�ª<«L¤¦¥>¯"´¸ª©ªU´/®>±/¨�ªV´-¨�«LªU¨�­>±²¨�¯�¨�¶A«LªV´�ÏX¯
LT ⊂ X

ÁI°G¬¦­>§"­>¶pîÖ¨�«L¥3¬¦¶_µ�°G¬¦­>§x«V¬A­3«�ï
T > 0

ÀÕY¬A´²«
B ∈ L(U,X−1)

­>¶ì¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­_§S¥3¨Lµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨"¤¦¥>¯"´¸ª©ªU´/®>±/¨¦ÀeÓ^¶z§©¤¦°>°G¨�±/±/¨"Â$­>¨"±/¨�ªVÔ3ª<«©Å�¯�¨�î:C3À DAïc¨)ª<«	¥3´Ë«���2~<��{����6���k{[�����${:}�¿3��~0¨����oçO6'��}���¨�¶+«V¨�¯�°_ª
T
ªU´JÁE°G¬¦­_§^«V¬A­3«

y0 ∈ X
ÁE´/±I¨�ÌY´¸ªU«V¨

u(·) ∈ L2(0, T ;U)
«V¨�±aÂ$­>¨"±/¤ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶�¥3¨�î:C3À DAï�ÁY«©¨�±/±²¨	Â$­>¨

y(0) = y0
Á_¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨S¹

u(·) Á>³¦Ä�§V´²×_¨ y(T ) = 0
À_Ûe¨ÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨Lî:C>À A ï�¨�ªU«�¨�Ì>¤¦µ
«©¨�¯�¨�¶$«µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_±²¨�¹"å�Ä�§V¬�¨�¶�«©¨�¯�°_ª

T
ªV´�¨�«cªU¨�­>±²¨�¯�¨�¶A«cª�£ ´²±�¨�Ì3´¸ª<«©¨

α > 0
«V¨�±eÂ$­>¨

∫ T

0

‖B∗S∗(t)ψ‖2
Udt > α‖S(T )∗ψ‖2

X ,
î:C>À BYï

°G¬¦­>§-«©¬¦­3«
ψ ∈ D(A∗)

îÖ´/¶>Ä�Ã$¤·±/´Ë«©ÄÐ¥&£ ¬¦®_ªV¨�§©³�¤¦®>´²±/´²«VÄ)ï�À
È^¤¦¶_ª�µ�¨�ª�µ�¬¦¶_¥>´Ë«©´²¬A¶_ª�Á�ªU¬A´Ë«

y0 ∈ X
À�à�¬¦­_§

ψ ∈ D(A∗)
Á�¬A¶S°G¬$ªU¨

J(ψ) = 1
2

∫ T

0
‖B∗S(t)∗ψ‖2

Udt+〈S(T )∗ψ, y0〉X .Ûe¤xÊÖ¬A¶_µ
«©´²¬A¶
J
¨�ªU«cª<«©§V´¸µ
«©¨�¯�¨�¶$«cµ�¬¦¶Y³¦¨�Ì3¨¦Á3¨�«cµ�¬3¨�§©µ�´²³A¨�¥&£ ¤¦°>§©Å�ª-±M£ ´/¶>Ä�Ã$¤·±/´Ë«©ÄLî:C>À BYï
ÀGÓ^¶�¥3Ä�×_¶>´²«j±/¨	µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨

u
°_¤¦§

u(t) = B∗S(T − t)∗ψ,
°G¬A­>§-«V¬A­3«

t ∈ [0, T ]
Á>¨�«cªU¬A´Ë«

y(·) ±¸¤�ªV¬¦±/­3«V´/¬¦¶�¥3¨�î:C>À D$ï
Á3«V¨�±/±/¨ÐÂ$­>¨ y(0) = y0
Á_¤¦ª©ªV¬3µ�´/Ä�¨¹

u
À_Òj±/¬¦§�ª�Á

y(T ) = 0
Á>¨�«c¥>¨�°_±²­_ª�Á

u
¨)ª<«j±/¨Ðµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨Ð¥3¨Ð¶>¬¦§©¯�¨

L2 ¯"´/¶>´/¯L¤·±/¨¦Á>°_¤¦§V¯�´E«©¬¦­_ª�±²¨)ª�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨)ª-¥3¬A¶A«±/¤Ð«V§�¤�É<¨�µ
«©¬¦´/§©¨j¤¦ª©ªU¬>µ�´/Ä�¨�³¦Ä�§©´Ë×i¨
y(T ) = 0

À3¿�¨)µ�´i¨�ªU«�°>±²­iªC¬¦­L¯�¬A´²¶_ªC±/¨cµ�¬¦¶$«V¨�¶Y­�¥3¨c±/¤	¯"Ä�«V¾>¬>¥3¨^ÝcÇc¼fÁ$¨�«�¥3¬A¶>¶>¨­>¶�¯�¬(Ô¦¨�¶�´/¯�°>±/Ä�¯�¨�¶$«©¤·®_±²¨	¥3¨	µ�¬A¶_ª<«©§©­>´²§©¨S±/¨Ðµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨
u
îl³¦¬¦´/§³ó A E�F ô ï�Á_¤·°_°G¨�±/ÄÐµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ÝcÇ^¼ÆÀ

ó>ë�� ö ���
T�îÐ�������aî	�x ��>X°ñ�ò�õ���ñ��
 %w÷����¡ ¡Bø�¡� �	j����¡×ïfò	�8ò�õûî°ñ��
�>y���¡ ��î	�x e�ùX½ñ�w�¡
¡��j����å}����¡��C�dw� ���¡%w�¡

Ó^¶�Êl¤·´²«j±²¨)ª-¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨)ª�ªU­>´/³�¤¦¶A«©¨�ª�À
_
H1 ` ;u�½�����P���!�3}��3�'«��

S(t)
����{�~3��~3�� �{:�!¡��k� ýÈÍ£ ¤·°_§VÅ)ª�ó A B U4ô ÁE´²±�¨�Ì3´/ªU«V¨�¥3¨�ªS§©Ä�¨�±/ª^°G¬$ªU´²«V´²Êlª

C1
¨�«
ω
«V¨�±/ª�Â$­>¨ ‖S(t)y‖X 6 C1e

ωt‖y‖X ,
ÁE°G¬¦­>§S«V¬A­3«

t > 0
¨�««V¬A­3«

y ∈ D(A)
À_ÈS¤·¶_ª�±¸¤�ªV­>´²«V¨¦Á_¬¦¶�°G¬AªV¨

Â = A− ωI
À>ãa¶�°_¤·§V«V´¸µ�­_±²´/¨�§)Á3±/¨�ª�°>­>´¸ªVª©¤·¶_µ�¨�ª�ÊÖ§�¤¦µ�«V´/¬¦¶>¶_¤¦´²§©¨�ª

(−Â)θªU¬A¶A«�®_´²¨�¶�¥3Ä�×_¶>´/¨�ª�Á>°G¬¦­>§
θ ∈ [0, 1]

À
_
H2 ` ;u�*£0���3}��*£<�ÿ�����K¨���}��k��{��k£0�*£0�

B
����{P��{�}��!��{����6���k{>���'À���}��!���?}ÿç

1/2
ý K �?{�}����6���k{6£���{ � ���½���0����{��

γ ∈ [0, 1/2)
{����%¡��k�

B ∈ L(U,D((−Â∗)γ)′).

D U



Û�¨	¥3¬¦¯L¤·´/¶>¨Ð¥3¨
B∗ ¨)ª<«c¤·±/¬¦§�ª D(B∗) = D((−Â∗)γ)

ÀG¿�¨�«V«V¨Ð¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�´/¯"°_±²´¸Â$­>¨	Â$­>¨
B
¨�ªU«°~<£��P�������!¨�����À

Ó^¶�´²¶$«V§©¬3¥3­>´²«�¨�¶_ªV­>´²«V¨Ð¥3¨)ª-¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�ª-¥�£ ¤¦°>°>§©¬)Ì3´/¯�¤·«V´/¬¦¶�ÁY´²¶_ªV°>´/§VÄ�¨�ª-¥>¨>ó A õ�B ô îÖ³¦¬A´²§�¤¦­_ª©ªU´dóùC�B_ÁkC0CYÁkF0F3Á A<A CYÁA D$õ$Á A B=F ô ï
À>Ó^¶�µ�¬A¶_ªU´¸¥3Å�§V¨c¥3¨�­3Ì"Êl¤¦¯"´/±/±²¨)ª
(Xh)0<h<h0

¨�«
(Uh)0<h<h0

¥&£ ¨�ªV°_¤Aµ�¨�ª�¥3¨^¥3´/¯�¨�¶_ªV´²¬A¶L×_¶>´/¨¦Á$¬0º
h
¨�ªU«±²¨Ð°_¤¦§©¤¦¯"Å�«V§©¨S¥>¨Ð¥3´¸ª©µ�§©Ä�«V´¸ª©¤�«V´/¬A¶�À_

H3 ` � �3�?}ª{����?{
h ∈ (0, h0)

� �������<����{��\£0���f~�«<«����!��~3{:�:���k�o��������~3��},��� Ph : D((−Â∗)1/2)′ → Xh
��{
P̃h :

Xh → D((−Â∗)1/2) � }����:« ý � �������<����{��o£<���o~�«<«����!��~3{:�!�3�k�¬��������~���}���� Qh : U → Uh
��{
Q̃h : Uh → U � �¤���}�� è�~��k{������a«�}���«�}��!��{����½���?��¤�~��${����Gú_

H3.1 ` � ���?}³{��3�?{
h ∈ (0, h0)

� PhP̃h = idXh
,
��{
QhQ̃h = idUh

._
H3.2 ` ���%���0����{��

s > 0
��{
C4 > 0

{������½¡��k� � «k���?}³{����?{ h ∈ (0, h0)
�

∀ψ ∈ D(A∗) ‖(I−P̃hPh)ψ‖X 6 C4h
s‖A∗ψ‖X , ‖(−Â∗)γ(I−P̃hPh)ψ‖X 6 C4h

s(1−γ)‖A∗ψ‖X ,

∀u ∈ U ‖(I − Q̃hQh)u‖U −→
h→0

0,

∀ψ ∈ D(A∗) ‖(I − Q̃hQh)B∗ψ‖U 6 C4h
s(1−γ)‖A∗ψ‖X .òj¬¦«V¬A¶_ª�Â$­>¨¦Á>°_¤·§�¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨AÁ

γ < 1/2
Á>¨�«c¥3¬A¶_µ·Á

Im P̃h ⊂ D((−Â∗)1/2) ⊂ D((−Â∗)γ)
À

à�¬A­>§�«V¬A­3«
h ∈ (0, h0)

ÁC±J£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨�³¦¨�µ�«V¬¦§©´/¨�±
Xh

¨�ªU«�¯Í­>¶>´S¥3¨�±¸¤Æ¶>¬¦§©¯�¨ ‖yh‖Xh
= ‖P̃hyh‖X ,

°G¬A­>§
yh ∈ Xh

¨�«
Uh

¨�ªU«	¯Í­>¶>´�¥3¨L±¸¤�¶>¬¦§©¯�¨ ‖uh‖Uh
= ‖Q̃huh‖U

Á�°G¬A­>§
uh ∈ Uh

À�ÈS¤·¶_ªÍµ�¨�ªÍµ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶_ª�Á
´/±�¨)ª<«Lµ�±¸¤·´/§"Â$­>¨ ‖P̃h‖L(Xh,X) = ‖Q̃h‖L(Uh,U) = 1,

°G¬¦­>§x«V¬A­3«
h ∈ (0, h0)

ÀIà�¤·§�¤·´/±/±²¨�­>§©ª�Á�´/±-§VÄ)ªU­_±Ë«©¨¥3¨�ªx¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�ªxµ�´Ë»X¥3¨�ª©ªU­iª�Á�¨�«�¥3­f«V¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨�¥3¨�º-¤·¶_¤Aµ©¾>»XÕ$«©¨�´/¶>¾_¤·­iª�Á�Â$­>¨�±²¨)ªÍ¶>¬¦§©¯�¨�ª ‖Ph‖L(X,Xh)
¨�«

‖Qh‖L(U,Uh)
ªV¬¦¶$«�®G¬¦§©¶>Ä�¨)ª�Á3­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯�Ä�¯�¨�¶$«�°i¤·§�§©¤¦°>°G¬¦§V«�¹

h
À

_
H3.3 ` � ���?}�{��3�?{

h ∈ (0, h0)
� ���*~ Ph = P̃ ∗

h ,
��{
Qh = Q̃∗

h,
���û�����P~<£����3���k{:�����3�k{8«�}����´«�~�}P}�~�«<«���}�{~3�0�f����«�~<���^«���¤4�3{!�

X � U � Xh
� ��{ Uh

ý_
H3.4 ` ���^���<����{��

C6 > 0
{����^¡��k� ‖B∗P̃hψh‖U 6 C6h

−γs‖ψh‖Xh
,
«��3�?}f{����?{

h ∈ (0, h0)
� ��{°{��3�?{

ψh ∈ Xh
ý

à�¬A­>§�«V¬A­3«
h ∈ (0, h0)

Á&¬¦¶n¥3Ä�×i¶>´Ë«	±/¨�ªÐ¤·°_°>§V¬(Ì3´²¯L¤·«V´/¬¦¶_ª
A∗

h : Xh → Xh
¥3¨

A∗ Á�¨�« B∗
h : Xh → Uh

¥3¨
B∗ Á°_¤·§

A∗
h = PhA

∗P̃h,
¨�«
B∗

h = QhB
∗P̃h.

ÕY¬A­_ª�±J£ ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨Lî
H3.3

ï�Á3´²±&¨)ª<«jµ�±¸¤·´/§�ÂA­_¨
Bh = PhBQ̃h

Á3°G¬A­>§�«V¬A­3«
h ∈ (0, h0)

ÀGÈÍ£ ¤·­>«V§©¨Ð°i¤·§V«�Á_¬¦¶�°G¬AªV¨
Ah = (A∗

h)∗
îl°_¤·§c§�¤·°>°G¬A§U«c¹�±J£ ¨�ªV°_¤¦µ�¨Ð°>´/³¦¬·«

Xh
ï�ÀGòj¬·«©¬¦¶_ªcÂ$­>¨¦ÁGªU´

A
¨�ªU«

¤·­3«©¬·»X¤¦¥(É<¬A´²¶$«�Á>¤·±/¬¦§�ª
Ah = PhAP̃h

À
_
H4 ` ¶��û~ª������«�},��«�}��!��{����³���?��¤�~��${����Gú_

H4.1 ` ;%~^À�~3�����e���>£u¥ ��«���}�~3{����?}��
etA∗

h
����{a�?�$� À���}��6���6���${�~���~��� �{��!¡��k� � � ý � ý � ���8���<����{�� C7 > 0

{����u¡��k�
∀t > 0 ‖etAh‖L(Xh) 6 C7e

ωt,
��{ ‖AhetAh‖L(Xh) 6 C7

eωt

t
,

_
H4.2 ` ���é���<����{��

C9 > 0
{����²¡��k� � «��3�?{�{����?{ f ∈ X

��{^{��3�?{
h ∈ (0, h0)

� �����°�������?{��!���k��}�����«�����{:��¤����ª£0�
Â∗ψ = f

��{
Â∗

hψh = Phf
¤���}�� èa���k{

‖Phψ − ψh‖Xh
6 C9h

s‖f‖X .

Òj­>«V§©¨�¯�¨�¶A«^¥3´²«�Á ‖PhÂ
∗−1 − Â∗−1

h Ph‖L(X,Xh) 6 C9h
s îl¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨ÐªV­>§�±¸¤"³Y´Ë«©¨�ª©ªU¨Ð¥3¨	µ�¬A¶$³¦¨�§©Ã¦¨�¶_µ�¨(ï
Àü´���6~3},¡��k�fC3Àôõ3À A=ý Ûe¨�ª�¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨)ª�î

H3
ïS¨�«�î

H4.2
ïSªV¬¦¶$«�³·¤·±/´/¥>¨�ªS°G¬A­>§Ð±/¤�°>±/­>°_¤·§V«	¥3¨)ªÐªVµ�¾>Ä�¯L¤AªS¶Y­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ªµ�±¸¤¦ª©ªU´¸Â$­>¨�ª°SG¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨�ªS¥3¨�Ü�¤¦±²¨�§VÙY´/¶�ÁGªU°G¨)µ
«V§�¤·±/¨�ª�ÁG¥3´ËëEÄ�§©¨�¶_µ�¨�ªc×_¶>´/¨�ªSµ�¨�¶A«©§VÄ�¨�ª�Á�À/À²ÀGãC¶+§V¨�³�¤¦¶_µ©¾>¨AÁGµ�¬¦¯�¯�¨Í´/±�¨)ª<«§V¨�¯L¤·§�ÂA­_ÄÐ¥>¤¦¶_ª½ó A õ3B ô Ái±M£ ¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�î

H4.1
ïj¥&£ ­_¶>´ËÊÖ¬A§V¯�¨x¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸µ�´²«VÄ	¶�£ ¨�ªU«^°_¤¦ªcªU«©¤¦¶_¥>¤·§�¥&Á_¨�«S¥3¬¦´²«cÚ�«V§©¨	³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨ªU­_§	µ�¾_¤¦Â$­>¨L¨�Ì3¨�¯�°>±/¨¦ÀI¿�¨�°G¨�¶_¥_¤·¶A«)Áeµ�¨�«V«V¨L¾YÔY°G¬·«V¾_Å�ªV¨�¨�ªU«	³¦Ä�§V´²×_Ä�¨AÁ�ªV¬¦­_ªÐ±M£ ¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�î

H1
ï
Áe±/¬¦§�ªVÂ$­>¨�±/¤�ÊÖ¬¦§©¯�¨®>´/±²´/¶>Ä�¤¦´²§©¨x¤¦ª©ªU¬3µ�´²Ä�¨	¹

Ah
¨�ªU«^­>¶_´ËÊÖ¬A§V¯�Ä�¯�¨�¶A«�µ�¬Y¨�§©µ�´²³¦¨�îl³¦¬¦´/§°ó U0V�ô ¥_¤·¶_ªc±/¨xµ�¤¦ª^¤·­>«V¬·»X¤¦¥�É<¬¦´/¶A«�Ái¨�«Pó A õ0DYÁEÛ�¨�¯�¯�¤B_Àôõ ô °G¬¦­_§-±/¨	µ�¤¦ª-ÃAÄ�¶>Ä�§�¤·± ï�À

� L8J=�$��;2(* o]-ö�@-ö!��ö ®����2�[������©? �«���{e©��������a«�}�������£<���${���� � ���l�� 4��{����6�³£<�½���3�k{�}�¿���� ẏ = Ay+Bu
����{¸���=~<��{����>���k{���3�k{�}�¿���~<¨����PçG6'��}��6���"{����´«$�

T � ���é��{é�����?�����>���${d���8��~�À�~3����������£<���[�� 4��{����6���³£0�°�����${:}�¿���� ẏh = Ahyh +Bhuh����{��?�k� À��3}��>���>���${^�����k{�}�¿���~<¨����ª~3�h�����k�½���?��¤�~��${ ý ���é���0����{��
β > 0 � h1 > 0 � ��{^£<����}������ù�°��{�}��!��{����>���${u«k�4����{:� À��

c � c′ � {����ù�½¡��k�½�,¥ ���ÿ~3��{��,¥ �������<~3����{��>£-¥ �<¨�����}�¤�~0¨��e���e{��>��{�£-¥ ~<£��P�������:¨����¢��{����?�$� À���}��6�
c‖eTA∗

hψh‖2
Xh

6

∫ T

0

‖B∗
hetA∗

hψh‖2
Uh
dt+ hβ‖ψh‖2

Xh
6 c′‖ψh‖2

Xh

D2E



«����?}½{��3�?{
h ∈ (0, h1)

� ��{a{����?{ ψh ∈ Xh
ý< ~��k�½�����°������£���{��e�3��� � «��3�?}³{����?{ y0 ∈ X � ��{�{����?{ h ∈ (0, h1)

� ���8���<����{��½�?���?�k�!¡��k� ψh ∈ Xh
�P���k���P����~��k{��~´À�������{��!���$���������

Jh(ψh) =
1

2

∫ T

0

‖B∗
hetA∗

hψh‖2
Uh
dt+

1

2
hβ‖ψh‖2

Xh
+ 〈eTA∗

hψh, Phy0〉Xh
,

��{���~6���?��{���£<�P���3�k{�}�¿������
(Q̃huh)0<h<h1

� �(� uh
����{�£<�:è²�k��«�~�}

uh(t) = B∗
he(T−t)A∗

hψh,
«����?}½{��3�?{

t ∈ [0, T ] ����3�k¤���}:�=�²À�~3�!¨������6���k{ � ç������2�������?��{��a«�},��� � � £0~��k�l�,¥ ���:«k~0��� L2(0, T ;U) � ¤4��}��l�?�h�����${:}�¿���� u {����-¡��k�³��~P�������?{��!���£0�
ẏ = Ay +Bu, y(0) = y0,

¤���}�� è��
y(T ) = 0

ý� ���?}³{����?{
h ∈ (0, h1)

� ���3��{ yh(·) ��~6���3���?{��!���t£<� ẏh = Ahyh +Bhuh, yh(0) = Phy0.
K ����}�� �

! yh(T ) = −hβψh
�

! ��~f���?��{�� (P̃hyh(·))0<h<h1

���3�k¤���}:�=�^À�~3�!¨������6���${ � ço�����2�������?��{��´«�}���� � � £0~3���P�,¥ ����«�~0��� L2(0, T ;X) � ¤4��}��
y(·) ���?} [0, T ]

�
! «��3�?}�{��3�?{ t ∈ (0, T ] � ��~T���?��{�� (P̃hyh(t))0<h<h1

�����$¤4��}:�<�%À�~��!¨������6���k{ � çT�����2�������?��{��%«�}���� � � £<~��k���,¥ ����«�~<���
X � ¤4��}�� y(t) ý< ��«����2� � ∫ T

0
‖u(t)‖2

Udt 6
1
c‖y0‖2

X ,
��{a���8���<����{��

M > 0
{����%¡��k� � «k���?}³{����?{ h ∈ (0, h1)

�
∫ T

0

‖uh(t)‖2
Uh
dt 6 M2‖y0‖2

X , hβ‖ψh‖2
Xh

6 M2‖y0‖2
X ,

��{ ‖yh(T )‖Xh
6 Mhβ/2‖y0‖X .

Ó^¶�°G¨�­3«�¥>¨�°>±/­_ªaªV¨j¥3¨�¯L¤¦¶_¥3¨�§CªV¬¦­_ªaÂA­_¨�±/±²¨)ªaµ�¬¦¶i¥3´Ë«©´²¬A¶_ª�±²¨cµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨-±²´/¯�´Ë«©¨
u
¨)ª<«C¨�ëE¨�µ
«©´²³¦¨�¯�¨�¶A«C±/¨jµ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨ÝcÇ^¼ «V¨�±eÂA­_¨

y(T ) = 0
À

sT���k#¸��5.&!�.&!���|]-ö�@-ö�@-ö�K ¤����T�����l���3{�~3{:�!�3���T£3�o{e©�����}����>� æ<ýML=ý $ � ���é£0��«����2�l��~����?��{��³£<�³},�����ù� ‖ψh‖Xh

� 0 < h <
h1
� ����{�¨���}������ � ~����3}�� u ����{a�,¥ �?�$�!¡��k�P���3�k{�}�¿����l¦"¾u­�{����u¡��k�

y(T ) = 0
ý¾8���>���3��£���{��!���ÿ����øq��~��${��°���?}

y0 ∈ X � ~������?}�~3�k{���~f¨���}��$��{:�k£<�>£<�>����{�{��½���?��{�� � ����{���~¬���?��¤4~3�k{���úé���d���<����{��
η > 0

{����a¡��k�ª���ª�� 4��{����>�f£0�\���3�k{�},¿3���
ẏ = Ay + Bu

������{³���2~0��{����6���${l�����k{�}�¿���~<¨����\çI6'��}�� � ���q{����?{[{����´«$�
t ∈ [T − η, T + η] � ��{¸��~6{�}�~�������{�����}�� t 7→ S(t)y0

£0~��k�
X � «��3�?} t ∈ [T − η, T + η] � ��¥ ����{-«�~��°�����k{����k�k�°£<~�����?�f©2 �«k��}�«���~3��£0�

X
ý

Çc¶f¨�Ì3¨�¯�°>±/¨�¥3¨�µ�¨�«V«V¨�ªV´²«V­_¤·«V´/¬¦¶Æ¨)ª<«x±/¨�µ�¤¦ª	¬<º�Áe¨�¶f°>±²­_ª"¥3¨�ªÍ¾$ÔY°G¬¦«V¾>Å�ªV¨�ªÍ°>§VÄ)µ�Ä�¥>¨�¶A«©¨�ª�Áe±J£ ¬¦°GÄ�§�¤�«©¨�­>§
A
¤­>¶>¨�®i¤¦ªV¨�Ýj´/±/®G¨�§V«V´/¨�¶>¶>¨�¥3¨�³¦¨�µ�«V¨�­_§©ª	°>§V¬A°>§©¨�ª

ek
Á�¤AªVªV¬3µ�´/Ä�ªÐ¤¦­3Ìì³�¤¦±²¨�­>§©ªÐ°>§©¬¦°>§©¨�ª

λk
Áe°G¬A­>§

k ∈ N
Áe³¦Ä�§©´²×i¤·¶$«

∑+∞
k=1

−1
λk

< +∞.
Û�¨Ð°G¬¦´/¶A«j´²¶_´Ë«©´/¤¦±

y0 =
∑

k∈N
y0kek

¥3¬A´Ë«c¤·±/¬¦§�ª�Ú�«V§©¨S«©¨�±eÂ$­>¨
y0k 6= 0

Á>°G¬A­>§-«V¬A­3«
k ∈ N

Àü´���6~3},¡��k�ûC>À õ>À õ ý ÏX¶_ªV´¸ª<«©¬¦¶_ª�ªV­>§L±²¨�Êl¤¦´Ë«�ÂA­e£��������f��¥ ~��0��{^«�~��h£-¥ �?�Q}������?��{�~�{�£0�û���3�k{�}�¿���~<¨����¢��{��t���2~0��{���çû6'��}���?�k� À��3}��>��ÀIÇc¶Æ«©¨�±�§VÄ)ªU­_±Ë«�¤�«x¶�£ ¨)ª<«"¨�¶�¨�ëE¨�«"°_¤¦ªÍ³·¤·±¸¤·®>±/¨�¨�¶fÃAÄ�¶>Ä�§©¤¦±^S�°G¬¦­_§x¥>¨�ªÍÄ)ÂA­i¤�«V´/¬¦¶iªÍ¥3¨�±/¤+µ�¾_¤·±/¨�­>§x¨�¶¥3´/¯"¨�¶_ªV´²¬A¶�¥>¨�­3Ì&ÁE¤)³¦¨)µ	µ�¨�§U«�¤·´/¶_ªc¥>¬¦¯L¤·´/¶>¨�ª^¥3¨xµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨¦Á_±¸¤LÊl¤·¯�´²±/±/¨x¥3¨)ª^ªVÔYªU«VÅ�¯�¨�ª^ªU¨�¯"´²»X¥3´/ª©µ�§©¨�«�ªj¬¦®3«©¨�¶Y­_ªc°_¤¦§­>¶|ª©µ©¾_Ä�¯L¤ì¤¦­3Ìb¥3´ËëEÄ�§©¨�¶iµ�¨�ª"×_¶>´/¨�ªL¶�£ ¨�ªU«L°_¤¦ª�­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯�Ä�¯�¨�¶$«L¨�Ì>¤Aµ
«V¨�¯�¨�¶A«�µ�¬¦¶A«©§VÑA±¸¤·®>±/¨�¹ìå�Ä�§©¬|îÖ³¦¬¦´/§\ó A.V<G'ô ï
À¿�¨�°G¨�¶_¥>¤·¶$«�Á_±/¨	§©Ä�ªU­_±Ë«�¤�«c¥3­�«©¾>Ä�¬A§VÅ�¯�¨	µ�´²»½¥3¨)ªVªV­_ª�¨)ª<«c°>±/­_ª�ÊÖ¬¦§V«^Â$­>¨Ð±¸¤�°_§V¬A°>§V´/Ä�«©ÄÐ¥>¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±¸¤·®>´/±²´²«©ÄÐ¤·°_°>§V¬3µ�¾>Ä�¨­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯�¨¦À-ãa¶ó¨�ëE¨�«�Á�±/¤bªV­>´²«V¨n¥3¨�ª�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª
uh

¥3­é«©¾>Ä�¬A§VÅ�¯"¨ìµ�¬A¶$³¦¨�§VÃA¨�³¦¨�§�ª�­>¶pµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨
u
§©Ä�¤·±/´¸ªV¤¦¶A«�±¸¤µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©ÄC¨�Ì>¤Aµ
«V¨�¹cå�Ä�§V¬^°G¬¦­>§�±/¨�¯�¬3¥3Å�±²¨�µ�¬¦¶A«©´/¶$­�À(ãa¶"§V¨�³·¤·¶_µ�¾>¨AÁ�±¸¤j°_§V¬A°>§V´/Ä�«©Ä�¥3¨-µ�¬A¶A«V§©Ñ¦±¸¤·®_´²±/´Ë«©Ä�¤·°_°>§V¬3µ�¾>Ä�¨­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯�¨^ªU´/Ã¦¶_´Ë×_¨^Â$­>¨c±¸¤ÍªU­>´²«V¨S¥3¨Sµ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª

uh
µ�¬¦¶Y³¦¨�§©Ã¦¨�³¦¨�§©ªC­>¶�µ�¬¦¶A«©§VÑA±²¨

u
¤¦¯�¨�¶_¤·¶$«�±²¨SªUÔ3ªU«VÅ�¯"¨xî�C3À A ïa¹	­>¶³¦¬¦´¸ªU´/¶_¤¦Ã¦¨�îÖ°>§©¨�ª©µ�§©´Ë«
ï�¥3¨Ðå�Ä�§©¬�ªV¨�­>±/¨�¯�¨�¶$«�ÀÈx£ ¤·­3«©§V¨	°_¤·§V«�Á>¶_¬·«V¬A¶_ªjÂ$­>¨Ð±¸¤�¶>¬¦«V´/¬¦¶�¥3¨Íµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¤¦®>´/±²´²«VÄ�­_¶>´ËÊÖ¬A§V¯�¨	­3«V´/±/´/ªVÄ�¨	´/µ�´e¨�ªU«j°G¨�§U«©´²¶_¨�¶A«©¨Í¥3­�°G¬¦´/¶A«^¥3¨³Y­>¨�¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨AÀ3ãa¶�¨�ëG¨�«�Á_¶$­>¯�Ä�§©´¸ÂA­_¨�¯�¨�¶$«�´/±�¨�ªU«�´/¯�°G¬Aª©ªU´/®>±/¨Ð¥3¨Ð§VÄ)¤·±/´/ªV¨�§-¨�Ì>¤¦µ�«V¨�¯"¨�¶A«�å�Ä�§©¬_À

ó>ëCR ãÜü �j�Óï\ñ�� �þý�ò½ïoï\ñ�����ò� ���îÍ� ���aî	�" e�>X°ñ�� ���  &ø>ïz� ç ��y��zò	��� ïûî½y��ñ,ý,w)�>yoò� ���î	�ÿ����ñ�ò �ù�fò½ñ���y��
Ó^¶b¥3¬¦¶>¶>¨�´¸µ�´�­>¶�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨�¥&£ ¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶�¥3­f«©¾>Ä�¬A§VÅ�¯"¨fC>Àôõ3À A Áe¨�«�¥3¨�ª"ªV´²¯Í­_±/¤·«V´/¬¦¶_ªÍ¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨)ª�À�ÕY¬A´²¨�¶A«

d > 1
­>¶n¨�¶$«V´/¨�§)Á

c
­>¶n§©Ä�¨�±JÁ

Ω
­>¶n¬A­>³¦¨�§V«Ð®G¬¦§©¶>ÄLµ�¬¦¶>¶>¨�Ì3¨L¥3¨LÏ á d Áe¨�« Γ = ∂Ω

À�ÕY¬¦´/¨�¶$«
Γ1

¨�«
Γ2

¥3¨�ªÍªU¬A­_ª<»¨�¶_ªV¨�¯Í®_±²¨)ª�¥3¨
Γ
«©¨�±¸ª�Â$­>¨

Γ = Γ1 ∪ Γ2
¨�«

Γ1 ∩ Γ2 = ∅ ÀG¿�¬¦¶iªU´¸¥3Ä�§©¬¦¶_ª�±/¨ÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨Ð¥3¨	µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨^ÊÖ§©¬¦¶A«©´²Å�§V¨
∂y

∂t
= 4y + cy

¥>¤·¶_ª
(0, T ) × Ω, y(0, ·) = y0(·)

ªU­_§
Ω,

∂y

∂n
= u

ªV­>§
[0, T ] × Γ1,

∂y

∂n
= 0

ªV­>§
[0, T ] × Γ2,

î:C>À CAï
D V



¬0º
y0 ∈ L2(Ω)

¨�«
u ∈ L2(0, T ;L2(Γ1))

À�à�¬AªV¬¦¶iª
X = L2(Ω)

¨�«
U = L2(Γ1)

ÀIÏX±-¨)ª<«�®>´/¨�¶|µ�¬¦¶>¶Y­óîl³¦¬¦´/§ó A D V Á A C3B3Á A C<C$Á A C=EAÁ A C V4ô Á�³¦¬A´²§e¤¦­_ª©ªU´kó F=E ô ï�Â$­>¨a±/¨CªVÔYªU«VÅ�¯�¨a¥>¨Cµ�¬A¶A«©§VÑA±²¨jî�C3ÀùC¦ïE¨)ª<«�¨�Ì>¤¦µ�«V¨�¯�¨�¶A«�µ�¬¦¶A«©§VÑA±/¤¦®>±/¨�¹�å�Ä�§V¬¥>¤·¶iª
X
Á�¤(³¦¨�µ�¥3¨)ª�µ�¬¦¶$«V§©Ñ¦±/¨�ª

u ∈ L2(0, T ;U)
À�ÏX±¦°G¨�­>«�ª�£ Ä)µ�§V´/§©¨�ªU¬A­_ª&±/¤-ÊÖ¬¦§©¯"¨cî:C3À DAï�Á�¬<º�±M£ ¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­>§�¤·­3«©¬·»X¤¦¥(É<¬A´²¶$«

A : D(A) → X
¨)ª<«S¥3Ä�×_¶>´�°_¤¦§

Ay = 4y + cy
Ái°G¬¦­_§j«V¬A­3«

y
¥_¤·¶_ª

D(A) = {y ∈ H2(Ω)
∣∣ ∂y

∂n = 0
ªV­>§

Γ2},¨�«
B = −AN ∈ L(U,D(A∗)′)

Á>¬0º
N
¨)ª<«j±M£ ¤·°_°>±²´¸µ�¤·«V´/¬¦¶�¥3¨Ðòc¨�­>¯L¤¦¶>¶�Á_¥3Ä�×_¶>´/¨Ð°_¤·§

Nu = y ⇔
(
Ay = 0

¥_¤·¶_ª
Ω,

∂y

∂n
= u

ªU­_§
Γ1,

∂y

∂n
= 0

ªV­>§
Γ2

)
.

Ï<µ�´JÁ_¬¦¶�ªV­>°>°G¬AªV¨	Â$­>¨ −c ¶�£ ¨�ªU«c°_¤¦ª�­_¶>¨	³�¤·±/¨�­_§�°>§©¬¦°>§©¨Ð¥3¨ 4 ÀiÛC£ ¤A¥(É<¬¦´/¶A« B∗ ∈ L(D(A∗), U)
¥3¨

B
¨)ª<«^¥3¬A¶>¶>Ä°_¤·§

B∗ψ = ψΓ1

Á_°G¬¦­>§j«V¬¦­>«
ψ ∈ D(A∗)

ÀGÈc¨Í°>±²­_ª�Á_±/¨Í¥3¨�ÃA§VÄ	¥3¨	¶>¬A¶�®G¬¦§©¶>´²«V­_¥>¨	¥3¨
B
¨)ª<«

γ = 1/4 + ε
Ái°G¬¦­>§«V¬A­3«

ε > 0
À>Ûe¨�ª-¾YÔY°G¬·«V¾_Å�ªV¨�ªÐî

H1
ï�¨�«	î

H2
ï-ªU¬A¶A«�³¦Ä�§V´²×_Ä�¨)ª�À>òj¬¦«V¬A¶_ª�Â$­>¨

D((−A)1/2) = H1(Ω)
À

»  2(*&h-�M%&!5.10�� <�'&!5')?�.&!���Q#d)?�"J2�:J=(* =�N�.56õd�%&:50ö Ó^¶�Ä�µ�§V´²«^­_¶�¯�¬3¥>Å�±/¨xªU¨�¯�´Ë»X¥3´¸ªVµ�§V¨�«^¥3¨�î�C3ÀùC¦ï�Ái¨�¶�­3«©´²±/´¸ªV¤¦¶A«S±¸¤¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨j¥3¨�ª�Ä�±²Ä�¯"¨�¶A«�ªI×_¶>´¸ªa¥&£ ¬¦§�¥3§V¨-­>¶�ÀY¿�¬¦¶_ªV´/¥3Ä�§V¬A¶_ª�­>¶>¨-Êl¤¦¯�´²±/±²¨j¥>¨-¯L¤¦´²±/±¸¤·ÃAª�ªU´/¯�°>±²¨�Ì3¨�ª
(Tn)n∈ s � ¥>¤·¶_ª�Ï á d Á¤)³¦¨)µ Tn = (Kk)k∈{1,...,Nn}

Á·¬<º�Á·°G¬¦­>§�«V¬A­3«
k ∈ {1, ..., Nn}

Á
Kk

¨)ª<«a­_¶
d
»½ªV´/¯"°_±²¨�ÌY¨�¬¦­>³¦¨�§U«�«V¨�±iÂ$­>¨¦Á¦°G¬¦­>§�«V¬A­3«

l ∈ {1, ..., Nn}\{k}
Á�¬A¶Í¤

Kk∩Kl = ∅ ¨�« ⋃Nn

k=1Kk = Ω
À�ÕY¬¦´²«

∂In
±J£ ¨�¶_ªU¨�¯Í®>±/¨�¥3¨)ªe´/¶_¥3´/µ�¨�ªe«V¨�±/ª�Â$­>¨¦Á)°G¬¦­>§e«V¬A­3«

k ∈ ∂In
Á(¬A¶x¤

Kk∩Γ1 6= ∅ À·ÕY¬¦´²« Sn
±²¨�¶>¬A¯Í®>§V¨�¥>¨-ªU¬A¯"¯�¨�«�ª�¥3´¸ªU«V´/¶_µ
«�ª

(pk)k∈{1,...,Sn}
¥3¨ Tn

Á(¨�«�ªV¬¦´²«
∂Sn

±J£ ¨�¶3»ªU¨�¯Í®>±/¨a¥3¨)ª&´/¶_¥3´¸µ�¨�ªe¥3¨)ª�ªV¬¦¯�¯�¨�«�ª�¥3´¸ª<«©´²¶_µ�«©ªe¥3¨
(Kk∩Γ1)k∈∂In

À)ÕY¬A´Ë«
hn = max

k∈{1,...,Nn}

¥>´/¤¦¯
(Kk)

Á�¬<º
diam(Kk)¨�ªU«Ð±/¨L¥3´/¤¦¯�Å�«V§©¨�¥>¨

Kk
À�Ó^¶ìªV­>°>°G¬$ªU¨LÂ$­>¨

(hn)n∈N

¨�ªU«	ª<«©§V´¸µ
«©¨�¯�¨�¶$«	¥3Ä)µ�§©¬¦´¸ªVª©¤·¶$«V¨¦ÀEà�¬A­>§	ªU´/¯�°>±/´Ë×_¨�§�Á�±M£ ´²¶i¥3´/µ�¨
n
¨)ª<«S§V¨�¯"°>±¸¤Aµ�Ä	°_¤¦§

h
¥>¤¦¶_ª^µ�¨xÂ$­>´IªU­>´²«�ÀGàI¬AªV¬¦¶_ª

Xh = {y ∈ C0(Ω) | ∀k ∈ {1, ..., Nh}, y|Kk

¨�ªU«�±/´/¶>Ä�¤·´/§©¨ } Á¨�«
Uh = {u ∈ C0(Γ1) | ∀k ∈ ∂Ih, y|Kk∩Γ1

¨�ªU«�±/´/¶>Ä�¤·´/§©¨ }. Û�¨�ª"¨)ªU°i¤¦µ�¨)ª Xh
¨�«
Uh

ªU¬A¶A«�§©¨�ªV°G¨�µ
«©´/³¦¨�¯�¨�¶A«¨�¶>ÃA¨�¶_¥3§©Ä�ª-°_¤¦§
Φh = (ϕk)k∈{1,...,Sh}

¨�«
Υh = (υk)k∈∂Sh

Á>³¦Ä�§V´²×i¤·¶$«
∀k ∈ {1, ..., Sh}, ϕk(pk) = 1, ∀l ∈ {1, ..., Sh}\{k}, ϕk(pl) = 0,

∀k ∈ ∂Sh, υk(pk) = 1, ∀l ∈ ∂Sh\{k}, υk(pl) = 0.

òj¬¦«V¬¦¶iªÐÂ$­>¨
Xh ⊂ D((−A)1/2) = H1(Ω)

¨�«
Uh ⊂ U

À�ÕY¬A´Ë«
P̃h

îl§V¨)ªU°eÀ²Á
Q̃h
ïS±J£ ´/¶�É<¨)µ
«V´/¬¦¶Æµ�¤·¶>¬A¶>´¸ÂA­_¨�¥3¨

Xh¥>¤·¶iª
D((−A)1/2)

îÖ§©¨�ªV°�À²Á_¥3¨
Uh

¥_¤·¶_ª
U
ï�À>à�¬A­>§-«©¬¦­3«

y ∈ D((−A)1/2)′ = H1(Ω)′
Á>¨�«�«V¬A­3«

u ∈ U
Á>°G¬AªV¬¦¶_ª

Phy = (M−1
h 〈y, P̃hΦh〉H1(Ω)′,H1(Ω)).Φh, Qhu = (M−1

∂,h 〈u, Q̃hΥh〉U ).Υh,¬0º
Mh = 〈Φh,Φ

T
h 〉Xh

Á�¨�«
M∂,h = 〈Υh,Υ

T
h 〉Uh

Á�ªU¬A¶A«"¥3¨�ªÍ¯L¤·«V§©´/µ�¨�ªÍ¥3¨�¯L¤¦ª©ªV¨¦À�Ûe¨�ªÍ¾$ÔY°G¬·«©¾>Å�ªV¨�ª�î
H3.1

ïÐ¨�«î
H3.3

ïÐªV¬¦¶A«	«©§V´/³Y´/¤¦±/¨�¯�¨�¶A«Í³¦Ä�§V´²×_Ä�¨)ª-±�±J£ ¾YÔY°G¬·«V¾_Å�ªV¨�î
H3.2

ï
Á�¤(³¦¨�µ
s = 2

Á�¥3Ä�µ�¬¦­>±/¨�¥3¨�±¸¤�«©¾>Ä�¬A§V´/¨�µ�±/¤AªVªV´¸ÂA­_¨L¥3¨)ªÄ�±/¨�¯�¨�¶$«©ª-×_¶_´/ª�Á>¨�«j±M£ ¾$ÔY°G¬¦«V¾>Å)ªU¨Lî
H3.4

ï-¥3Ä�µ�¬¦­>±/¨Ð¥&£ ­>¶>¨Ð°>§©¬¦°>§©´/Ä�«VÄÐ¥&£ ¤·°>°>§©¬)Ì3´/¯L¤�«©´²¬A¶�ªU«©¤¦¶_¥>¤·§�¥zîÖ³¦¬A´²§³ó A.U<U'ô ï
Àç�´/¶_¤·±/¨�¯�¨�¶$«�Á>±/¨Ð¯"¬>¥3Å�±/¨ÐªV¨�¯�´Ë»X¥3´¸ªVµ�§V¨�«�¥3¨�î:C>À CAï�ª�£ Ä�µ�§V´²«
MhẎ (t) = AhY (t) +BhV (t), Y (0) = Y0,¬0º

Y0 ∈ R
Sh
Á
V (t) ∈ R

#∂Sh
Á
Y (t) ∈ R

Sh
Á
Ah = −〈∇Φh,∇ΦT

h 〉Xh
+ cMh

Á>¨�«
Bh = −〈Υh,Φ

T
h|Γ1

〉Uh
.ü´���6~3},¡��k�oC3À D>À A=ý òc¬·«©¬¦¶_ª�ÂA­_¨¦ÁE°G¬¦­_§S±M£ ´/¯�°>±²Ä�¯"¨�¶A«�¤�«©´²¬A¶z¶$­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨AÁ&µ�¨"¯�¬3¥3Å�±/¨�¥&£ ¤¦°>°>§©¬)Ì3´/¯L¤�«V´/¬¦¶�¶�£ ¨�ªU«�°_¤AªÄ�µ�§V´²«S¥>¤¦¶_ªc±/¨�ª^¨�ªV°_¤¦µ�¨�ªc¤¦®_ªU«V§�¤·´²«©ª

Xh
¨�«
Uh
ÁG¯L¤·´¸ªc°>±/­3«VÑ¦«�¥>¤·¶_ª^Ï á Sh

¨�«SÏ á #∂Sh
À�¿�¨�±¸¤�¶>¨Í¯�¬3¥>´Ë×_¨x°_¤¦ª^±M£ ­>¶>´²»ÊÖ¬¦§©¯�´Ë«©ÄÐ¥3¨Ð±M£ ´/¶>Ä�Ã$¤·±/´Ë«©Ä�¥�£ ¬A®_ªU¨�§V³·¤·®>´/±/´Ë«©ÄS¨�«c¥&£ ¤¦¥3¯�´¸ªVªV´²®_´²±/´²«VÄLî�C3Àôõ3À A ï�À3ãa¶�¨�ëE¨�«)Á>±/¨�ª�¤¦°>°>±/´/µ�¤�«©´²¬A¶_ª

ιh : Xh −→ Ï á Sh

yh 7−→ M−1
h 〈yh,Φh〉X ,

ι∂,h : Uh −→ Ï á #∂Sh

uh 7−→ M−1
∂,h〈uh,Υh〉U ,ªU¬A¶A«j¥>¨�ª�´/ªV¬¦¯�¬¦§©°>¾>´¸ªV¯"¨)ª�®G¬A§V¶_Ä�ª�ªU­>°GÄ�§V´/¨�­>§©¨�¯�¨�¶A«�¨�«j´/¶3ÊÖÄ�§©´²¨�­>§©¨�¯�¨�¶A«)Á>­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯"Ä�¯�¨�¶A«j°i¤·§�§©¤¦°>°G¬¦§V«�¹

h
À

ÛC£ ¾YÔY°i¬¦«V¾>Å)ªU¨Lî
H4.1

ï-¥&£ ¤·¶_¤¦±²Ô$«V´¸µ�´²«©ÄS­>¶>´²ÊÖ¬¦§©¯�¨�§VÄ)ªU­>±²«V¨Ð¥3¨>ó U0V4ô À>ÛC£ ¾YÔ$°G¬¦«V¾>Å)ªU¨Lî
H4.2

ï�¨�ªU«�³¦Ä�§©´Ë×iÄ�¨�¤(³¦¨�µ
s = 2îÖ³¦¬A´²§³ó A õ�B>Á A.U<U'ô ï
À_àI¤¦§jµ�¬¦¶iªUÄ)ÂA­_¨�¶A«)Á3±/¨S«©¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨½C3Àôõ3À A ª�£ ¤¦°>°>±/´/Â$­>¨AÁ>¤)³¦¨)µ^°_¤¦§�¨�Ì3¨�¯�°>±/¨

β = 0.45
À

» &:(t98�e)��.&!���%5°�N98(*J=��&!ON98 =5<ö Ûe¤x°>§V¬>µ�Ä�¥3­_§V¨S¥3¨S¯�´²¶>´/¯�´¸ªV¤·«V´/¬¦¶�¥>­�«V¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨TC>À õ>À A ¤ÍÄ�«©ÄS´/¯"°_±²Ä�¯"¨�¶A«©Ä�¨ÐªU¬A­_ª­�~�{���~0¨�°G¬¦­>§
d = 1

¨�«
d = 2

ÁE¨�¶z­3«V´/±²´¸ª©¤·¶A«�­>¶>¨"¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�ª<«�¤·¶_¥>¤¦§©¥�¥3¨x«XÔY°G¨"Ã¦§�¤¦¥3´/¨�¶$«�ÁEÂ$­>´I¤�±J£ ¤(³�¤¦¶A«©¤¦Ã¦¨Í¥>¨¶>¨x°_¤Aª^¤(³¦¬¦´/§^¹�µ�¤·±¸µ�­>±/¨�§^±/¨xÃ¦§�¤¦¥3´/¨�¶$«S¥3¨x±/¤�ÊÖ¬¦¶iµ
«V´/¬¦¶_¶>¨�±/±²¨�îMµ�¨"µ�¤¦±/µ�­>±�Ä�«©¤¦¶A«^«©§VÅ)ª^µ�¬¦Î3«©¨�­3Ì_ï
ÀeÓ^¶+µ�¾>¬¦´¸ªU´²«
c = 1

ÀÛa£ ¬¦°GÄ�§©¤·«V¨�­_§
A
¤"­>¶_¨�³·¤·±/¨�­>§�°>§V¬A°>§©¨S°i¬$ªU´²«©´²³¦¨AÁ3¨�«j±/¨ÐªVÔ3ª<«©Å�¯�¨Lî:C>À CAï�¶>¬¦¶�µ�¬¦¶A«©§©Ñ¦±/Ä�îÖ´JÀ ¨AÀ²Á

u ≡ 0
ï�¨�ªU«�´/¶_ªU«©¤¦®>±²¨AÀ

;³¥ ��¡��k~3{:�!�3�Q£0�o��~t��©k~������?}f��� £����6�������!���g�?� ý ÕY¬A´²¨�¶A«
Ω = (0, 1)

Á
Γ1 = {1} Á Γ2 = {0} Á c = 1

Áe¨�«
T = 1

ÀÒe³¦¨)µÐ±/¨�ªj¶>¬¦«©¤·«V´/¬¦¶_ªj°>§©Ä�µ�Ä)¥3¨�¶$«V¨�ª�Áiµ�¬¦¶_ªV´/¥>Ä�§©¬¦¶_ª�±/¤�ªV­>®E¥3´/³Y´/ªV´/¬¦¶�¥3¨
Ω
Á
pk = (k − 1)h

Ái°G¬¦­>§
k ∈ {1, ..., Sh}

¨�«
h = 1/(Sh − 1)

À_Ûe¨�ª�ªV´²¯Í­_±/¤·«V´/¬¦¶_ª-¶Y­>¯�Ä�§©´/Â$­>¨)ª�ªU¬A¶A«-Êl¤¦´Ë«©¨�ªj¤)³¦¨)µ^­>¶�°_¤Aª�¥3¨�«V¨�¯�°_ª�Ä�ÃA¤¦±&¹
0.001

À
D<F



�8)�(* 
Sh h y0��������� A<A

10−1 y0(x) = x���	�
����� A.G�A
10−2 y0(x) = x�����
���
��� A.G0GkA
10−3 y0(x) = x����� ���	�
��� A<A
10−1 y0(x) = sin2(πx)����� ���	�����
� A.G�A
10−2 y0(x) = sin2(πx)����� ���������
�
� A.G0GkA
10−3 y0(x) = sin2(πx)�8)�(* ‖ψh‖X hβ ‖hβψh + yh(T )‖X ‖yh(T )‖Xh

‖yu
h(T )‖Xh��������� G À B A D V0G B=E U G À D2E·õ G B A0A G À G<G D G C U E G À A C U E G õ3D A À D<C=E0E V�A õ

���	�
����� G ÀùC3D A.V C�BAõ¦õ G À A õ U B U DAõ G À G<G D U F0F0F G À G E G0G0G C0C A À D<C=E0E V�A õ
���	�
���
��� G À�E G C3D U0U B=C G À G B0B U0V0V C G À G<G D0F0F G E G À G D0D0F=E A F A À D<C=E0E V�A õ
����� ���	�
��� G À B A D V D A D3B G À D2E·õ G B A0A G À G<G D G0V0V B G À A C U E A D A A À D<C=E0E V�A õ
����� ���	�����
� G ÀùC3D$õ¦õ¦õ0C·õ U G À A õ U B U DAõ G À G<G B G E G�A G À G E G0G E·õ A A À D<C=E0E V�A õ
����� ���	�����
�
� G À�E G C U C G õ A G À G B0B U0V0V C G À G<G D0F0F G F G À G D0D0F V B A A À D<C=E0E V�A õ

Ï<µ�´MÁ>¬¦¶�¶_¬·«V¨
yu

h(T )
±M£ ¨�ÌY«©§VÄ�¯�´Ë«©ÄÐ¤·­�«©¨�¯�°_ª

T
¥3¨Ð±¸¤�ªU¬A±²­>«V´/¬¦¶�¥3¨Lî�C3ÀùC¦ï�Á3°G¬¦­_§

uh ≡ 0
ÀÛ�¤^µ�¬A¶$³¦¨�§©Ã¦¨�¶_µ�¨�¥3¨�±¸¤c¯�Ä�«©¾>¬3¥3¨�¶�£ ¨�ªU«I°_¤¦ª�«V§©Å�ª�®i¬A¶>¶>¨AÀ¦¿�¨�µ�´Y¨)ª<«�µ�¨�°G¨�¶_¥>¤¦¶A«I¨�¶x¤Aµ�µ�¬A§©¥	¤(³¦¨�µC±/¨�ª�¨�ªU«V´/¯L¤�«V´/¬¦¶iªî:C>À õ>À A ï�¥3­	«©¾>Ä�¬¦§©Å�¯�¨�C>À õ>À A Á)¤)³¦¨)µ·Á�´¸µ�´JÁ

β/2 = 0.225
À·¿�¨)ªe§©Ä�ªV­>±²«©¤·«©ªe´/±²±/­_ªU«V§©¨�¶$«�±/¤^¥3´²ö�µ�­>±²«VÄ-¥&£ ­3«V´/±/´/ªV¨�§�±¸¤j¯�Ä�«V¾>¬3¥>¨ÝcÇ^¼ °G¬¦­_§cµ�¤¦±/µ�­>±²¨�§j¥>¨�ªcµ�¬A¶A«V§©Ñ¦±/¨�ª�À>ÈS¤·¶iª�¶_¬·«V§©¨	µ�¤Aª�Á_°G¬¦­>§c¥3´/³Y´¸ªU¨�§ ‖yh(T )‖Xh

°_¤¦§
10
Á_´/±�Êl¤¦­3«^¥3´/³Y´/ªV¨�§

h
°_¤¦§

30000
À_à�¤·§^¤·´/±²±/¨�­>§�ª�Á3´/±�Êl¤·­3«j«©§V¬A´/ªIÉ<¬¦­>§�ªj¥3¨Íµ�¤·±¸µ�­_±/ª�Á_ªU­_§j­>¶�®_´Ë»½°>§©¬3µ�¨�ª©ªV¨�­>§Ðî��c¨�¬¦¶�õ>À B G Ü�ÝjåAÁ�C A õ�ÜS¬�ácÒc¼+ï�Á°G¬¦­>§-Êl¤¦´²§©¨Ðµ�¬¦¶Y³¦¨�§©Ã¦¨�§�±M£ ¤·±/Ã¦¬A§V´²«V¾_¯"¨AÁY°G¬¦­_§

h = 10−3 À
9 ¡��k~�{��!���|£<�6��~h��©�~3�����?}ª���|£����6���k���!���g£0���0� ý ÕY¬¦´²«

Ω
±/¨�¥3´¸ªVÂ$­>¨�­>¶>´Ë«©ÄL¥3¨�Ï á 2 Á&ªV¬¦´/¨�¶$« c = 1

Á&¨�«
T = 1

À�Ûe¨�ªªU´/¯Í­>±¸¤�«©´²¬A¶_ª-¶$­>¯�Ä�§V´¸Â$­>¨�ª�ªV¬¦¶$«-Êl¤·´²«V¨)ª�¤(³¦¨�µS­>¶�°_¤¦ª�¥>¨S«©¨�¯�°_ª�Ä�Ã$¤·±�¹
0.001

À
�%)k(* 

Sh y0 Γ1 Γ2� �
��� ��� C0C
y0(x, y) = x+ y Γ ∅A.G B
y0(x, y) = x+ y Γ ∅� �
��� ��� C0C
y0(x, y) = x+ y {(x, y) ∈ Γ | x > 0

¤¦¶_¥
y > 0} Γ\Γ1A.G B

y0(x, y) = x+ y {(x, y) ∈ Γ | x > 0
¤¦¶_¥

y > 0} Γ\Γ1�8)�(* 
Sh ‖ψh‖X hβ ‖hβψh + yh(T )‖X ‖yh(T )‖Xh

‖yu
h(T )‖Xh� �
��� ��� C<C G À A C V E·õ�FAõ G À UkA B$õ�B$õ3D G À GkA E4B2E�D V G À G<V0G D G0U0V G À A.G D<C A õ UA.G B G Àôõ3D G F A E V G À B2C A0A õ�B U G À GkA F<C3D0F A G À G<V B<F3B<F3B G À A.G<V C¦õ V E

� �
��� ��� C<C G À A.U B=F=E'B<F G À UkA B$õ�B$õ3D G À GkA0A.U õ0C3D G À G F U õ3D0F V G À A.G D<C A õ UA.G B G À A E3C A D3F0D G À B2C A0A õ�B U G À GkA.G0U õ G0U G À A'G õ0C3F G B G À A.G<V0U�A0A C
Ûe¨c°>§©¬¦Ã¦§�¤·¯�¯�¨ � �
��� �
� ¥3¬¦¶>¶_¨^¥3¨�ª�§VÄ)ªU­>±²«�¤�«©ªC±/Ä�Ã¦Å�§V¨�¯"¨�¶A«�¯�¨�´/±²±/¨�­>§�ª�Â$­>¨ � �
��� ��� ÀY¿�¨�±¸¤Ð¨)ª<«-¥3Î�¤¦­LÊl¤·´²«�Â$­>¨±²¨^µ�¬A¶A«©§VÑA±²¨c¤·Ã¦´²«�ªU­_§C­>¶>¨c°_¤¦§U«©´²¨c¥3­�®G¬A§©¥LªU¨�­>±²¨�¯�¨�¶A«)À$Ûe¨�ªCªV´/¯Í­>±/¤·«V´/¬¦¶_ªa­>«V´/±²´¸ªV¨�¶A«

55
¨�«

104
¯L¤¦´²±/±²¨)ªcîl³¦¬¦´/§�×iÃ¦­>§©¨C3À A ï�Ài¿�¬A¯�¯"¨Ð°>§©Ä�µ�Ä�¥3¨�¯"¯�¨�¶$«�Á_±²¨)ª-«V¨�¯"°iªj¥3¨Íµ�¤·±¸µ�­>±¸ªjªU¬A¶A«�«V§©Å�ª�±/¬¦¶>ÃAª�Á3¨�«�Á_°G¬¦­>§c¥3´²³Y´¸ªU¨�§ ‖yh(T )‖Xh

°_¤¦§
10
Á_´/±Êl¤·­3«	¥>´²³Y´¸ªU¨�§�±²¨L¥3´¸¤·¯�Å�«©§V¨�¥3¨)ª�¯�¤¦´²±/±/¨�ªS°_¤¦§

30000
Á�µ¦£ ¨)ª<«V»½¹·»½¥>´²§©¨¦ÁG¯Í­>±²«V´/°>±/´²¨�§Ð±/¨"¶>¬A¯Í®>§©¨�¥3¨"¯L¤¦´²±/±/¨�ªS°_¤¦§

9.108 Áµ�¨�Â$­>´C¶�£ ¨�ªU«	°_¤Aª�ÊÖ¤¦´¸ªV¤¦®>±²¨�ªU­_§Ð­_¶>¨L¯L¤¦µ�¾>´/¶>¨�ªU«©¤¦¶_¥>¤·§�¥z¨�¶ì«©¨�¯�°_ª	§�¤·´¸ªU¬A¶>¶_¤·®>±/¨¦Á&¨�«Í´²¶i¥3´/Â$­>¨�±/¨�ªÐ±/´²¯�´²«V¨)ª	¥>¨L±¸¤¯�Ä�«V¾_¬3¥3¨¦À
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¸
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Ûe¨�ª-§©Ä�ªV­>±²«©¤�«�ª�¥3¨Ðµ�¬¦¶A«©§VÑA±/¤¦®>´/±²´²«VÄS¨�«cª<«�¤·®>´/±²´¸ª©¤�«©´²¬A¶�¬¦®3«©¨�¶$­_ª�°G¬¦­_§-±/¨�ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶_ª�¥3¨Ð±/¤�µ�¾_¤·±/¨�­>§�¨�«j¥>¨�ª-¬A¶_¥3¨�ª¥3¬¦´/³¦¨�¶$«�°G¬¦­_³¦¬¦´/§�ª�£ Ä�«©¨�¶_¥3§©¨+¨�¶Q¥3´/¯�¨�¶_ªV´/¬¦¶QªV­>°GÄ�§©´²¨�­>§©¨¦ÀCãC¶�Êl¤¦´Ë«)Á�¬¦¶Q¥3¨�³Y§�¤·´²«�°G¬A­>³¦¬¦´/§�¬¦®3«©¨�¶>´/§�­>¶Q§VÄ)ªU­>±²«©¤·«Ã¦Ä�¶>Ä�§�¤·±JÁE®_¤¦ªVÄ�ªV­>§Ð­>¶>¨�¥3Ä)µ�¬A¯"°G¬$ªU´²«V´/¬¦¶ì¥3¨L±¸¤�ªV¬¦±/­3«©´²¬A¶ì¥>¤¦¶_ª�­>¶>¨L®_¤AªU¨L¥3¨Láj´²¨)ªUå¦Á�°G¬¦­>§	¥3¨)ª�Ä�Â$­_¤·«V´/¬¦¶iª�ªV¨�¯�´Ë»±²´/¶>Ä)¤·´/§V¨)ª�¥3¨j±¸¤SÊÖ¬A§V¯�¨
ẏ = Ay+f(y)+Bu
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