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Introduction générale

L’objet de cette thése est I’étude du roéle des trajectoires anormales min-
imisantes en théorie du controle optimal.
Considérons un systéme de controle lisse sur R" :

&(t) = f(x(t), u(t)) (1)

ou I'ensemble des controles admissibles U est un ouvert de L ([0, 7], R™), avec
T > 0 fixé. On fixe £(0) = zo et on considére sur U "application entrée/sortie
Er :u— x(T,z0,u), o x(t, z,u) est la solution de (1) associée & u € U
et partant de o en ¢ = 0. Une trajectoire z(t,zo,u) est dite singuliére ou
anormale sur [0, 7] si w est un point singulier de 'application entrée/sortie.
Considérons maintenant le probléme de contrdle optimal suivant : parmi
toutes les trajectoires solutions du systéme (1) reliant xg & z1, déterminer une

trajectoire minimisant une fonction lisse appelée le codt : Cp(u) = fOT Oz, u)dt.
La fonction valeur S au point x; est alors définie comme la borne inférieure des
couts des trajectoires reliant xg & 1 en temps 7. Si un controle u € U est op-
timal sur [0, 77, alors il existe un multiplicateur de Lagrange (1,4°) € R" x R
non trivial tel que :

Y.dEr(u) = —p°dCr(u)

De plus d’aprés le Principe du Mazimum de Pontryagin (voir [50]) la trajectoire
x correspondant 3 ce controle minimisant u est la projection d’une extrémale,
i.e. une solution du systéme Hamiltonien :

. OH . OH OH
T = 6_p(xapvu)7 b= _%(xvpvu)a %(x,p,u) =0

ot H(z,p,u) =< p, f(z,u) > +p°f°(z,u) est le Hamiltonien du systéme, p est
une fonction absolument continue sur [0, 7] appelée vecteur adjoint, et p° est
une constante. De plus on a, & scalaire prés : (p(T),p°) = (¥, 4°). Si p® # 0,
I’extrémale est dite normale ; Les anormales correspondent & p° = 0. Une
anormale qui n’est pas la projection d’une extrémale normale est dite stricte.
Le role des trajectoires anormales en théorie du controle optimal doit étre étudié.
Ce sont des singularités de ’ensemble des courbes solutions de (1) et elles ne
dépendent donc pas du probléme de minimisation considéré. C’est pourquoi leur
analyse est essentielle. Le probléme des anormales était déja connu en théorie
du calcul des variations classique (voir par exemple [13]) et a été un probléme
majeur au cours du développement, dans les années 40, de cette discipline qui
est devenue la théorie du controle optimal. L’ouvrage [15] étudie leur role en
théorie du contrdle non linéaire. On a souvent essayé d’éviter les anormales en
cherchant un autre ensemble de multiplicateurs de Lagrange avec 1° # 0, ou
de les éliminer en prétendant (& tort) qu’elles ne sont jamais optimales. Dans
[45] auteur donne un exemple d’anormale stricte minimisante en géométrie
sous-Riemannienne, et donne une liste de plusieurs démonstrations fausses (de



plusieurs auteurs) du fait qu’une trajectoire anormale ne peut pas étre optimale.
Ce résultat a activé une série de travaux pour étudier le réle des anormales en
géométrie sous-Riemannienne.

Deux questions se posent alors naturellement :

Question 1 Sous quelles conditions une trajectoire anormale est-elle optimale,
et jusqu’ou l'est-elle ?

Question 2 Quelle influence ont les anormales minimisantes sur le comporte-
ment asymptotique et la transcendance de la fonction valeur et de ses
ensembles de niveaux ?

En ce qui concerne la premiére question, une avancée majeure dans le traite-
ment systématique des anormales a été faite par [19] pour des systémes affines,
par [8], [38], [43] pour des systémes sous-Riemanniens, puis par [10] en général,
ou ces singularités sont traitées dans un contexte générique. Leur analyse donne
des résultats de rigidité (cf [26]) des trajectoires anormales, c’est-a-dire qu’elles
sont localement isolées parmi les trajectoires ayant les mémes conditions aux
limites, et donc localement optimales. De plus, les auteurs ont développé une
théorie de Morse de lapplication entrée/sortie, qui permet de caractériser les
points ot I’anormale perd son optimalité.

Des réponses partielles & la deuxiéme question existent dans le cadre sous-
Riemannien pour un systéme analytique. Le probléme est de savoir si les sphéres
ou la distance sous-Riemannienne appartiennent & une "bonne" catégorie (en
particulier sont stratifiables), ou bien sont plutdt de nature fractale. Cette ques-
tion est trés importante du point de vue théorique et appliqué, mais aussi trés
difficile en général. Dans [1], [11], [36], les auteurs prouvent qu’en l’absence
d’anormale minimisante la distance sous-Riemannienne dsg(0,.) & 0 est sous-
analytique dans un voisinage épointé de 0, et donc en particulier les sphéres
de petit rayon sont sous-analytiques. Cette situation est générique (pour la
topologie de Withney restreinte aux métriques analytiques) pour des distri-
butions de rang supérieur ou égal & 3, voir [7]. En présence d’une anormale
minimisante la catégorie sous-analytique n’est plus assez grande : dans [6] les
auteurs prouvent que la sphére sous-Riemannienne dans le cas Martinet plat
n’est pas sous-analytique, et dans [14], [17], le résultat est étendu & certaines
déformations & un paramétre du cas plat. En fait les anormales minimisantes
apparaissent génériquement pour des distributions de rang 2 en dimension as-
sez grande, et on conjecture que dans ce cas les sphéres sous-Riemanniennes ne
sont jamais sous-analytiques. Remarquons que dans [7] les auteurs montrent
que l'existence d’une anormale minimisante de type Martinet est responsable
de la non sous-analyticité du germe en 0 de dsr(0,.) (mais laissent ouverte la
question de sous-analyticité des sphéres).

La contribution de cette thése est la suivante.

Le chapitre 2 de cette thése concerne ’optimalité des anormales. Le but
est de chercher des conditions sous lesquelles une anormale est optimale (min-
imisante ou maximisante), et de calculer son temps conjugué, c’est-a-dire le



temps au-dela duquel elle n’est plus optimale. S’inspirant de la méthode de [19],
on améliore leurs résultats en les étendant aux systémes affines mono-entrée avec
contrainte sur le contréle pour le probléme du temps optimal (théorémes 2.3.4,
2.3.7) mais aussi pour un colt quelconque (théorémes 2.3.8, 2.3.9), retrouvant
ainsi des résultats de [10]. On applique ensuite cette théorie aux systémes sous-
Riemanniens de rang 2 (théoréme 2.4.1), montrant que les temps conjugués peu-
vent étre calculés en utilisant le formalisme introduit pour les systémes affines,
ce qui fait le lien entre les travaux de [19] et [8]. Les résultats obtenus sont du

type :

Théoréme. Considérons le probléeme de temps optimal pour le systéme affine
& = fo(z)+ufi(z) ou le controle u vérifie la contrainte |u| < n (resp. le systéeme
sous-Riemannien & = v fo(x) + ufi(z), o v? +u? < 1). Soit v une trajectoire
anormale de référence. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées
le long de v :

(Hg) v est injective, associée ¢ u =0 sur [0,T].

(Hy) Vt € [0,T] K,(t) = Vect {ad* fo.f1(v(t)) / k € IN} (premier cone de
Pontryagin le long de ) est de codimension 1, et est engendré par les
n — 1 premiers vecteurs.

(Hz) Yt € [0,T] ad®fi.fo(y(t)) & K, (1)

2 alors : YVt € [0,T] fo(v(t)) et f1(~(t)) sont indépendants.
3 alors : Yt € [0,T] fo(v(t)) ¢ Vect {ad*fo.f1(7(t)) | k =
3}

Sous ces hypotheses, il existe un temps t. appelé temps conjugué tel que v est
localement C°-optimale si et seulement si T < t..

Si pour le systéeme affine on envisage un probléeme d’optimisation d’un codt
quelcongue C(u), alors le résultat précédent reste vrai pourvu qu’on suppose de
plus que ce codt soit indépendant de 'application entrée/sortie le long de .

S 3

2

OE@."?

L’équivalence entre le probléme de temps optimal et le probléme de cotit opti-
mal dépend de la nature de anormale (hyperbolique ou exceptionnelle), et du
fait que le temps final soit fixé ou non, voir section 2.3.2.

La partie IT de cette thése répond & la question 2 pour des systémes affines
analytiques de R™ avec un cofit quadratique :

m T m
b= fole) + 3 usfile),a(0) = 0, C’(u):/o S ude @)

Notons S la fonction valeur associée a ce cott. Le théoréme 3.1.3 montre qu’en
I’absence d’anormales minimisantes, la fonction valeur S est sous-analytique et
continue :

Théoréme. Considérons le systeme (2), et soient v, T > 0 assez petits. Notons
M. (T) = S~1([0,7]). Alors :



1. L’ensemble M, (T') est compact dans IR".

2. Soit K un sous-ensemble sous-analytique de M, (T). Supposons qu’il
n’eziste pas d’anormale minimisante reliant 0 & un point quelconque de K
en temps T. Alors S est continue et sous-analytique sur K.

Ce résultat généralise aux systémes affines les résultats correspondants obtenus
en géométrie sous-Riemannienne par [1], [11], [36]. Le point clé de la démon-
stration est, comme dans [1], la compacité de I’ensemble des multiplicateurs de
Lagrange associés aux trajectoires optimales.

S’il existe une anormale minimisante la catégorie sous-analytique n’est plus
assez grande en général pour décrire la régularité de la fonction valeur et de
ses ensembles de niveaux, voir [6], [7]. La présence d’une anormale minimisante
est liée & la non-propreté de l'application exponentielle (théoréme 4.2.3), i.e.
I'application paramétrisant les extrémales normales :

Théoréme. Soit v une trajectoire anormale minimisante du systéme (2) asso-
ciée 4 un unique contréle anormal strict sur [0,T], et A = v(T). On suppose
qu’il existe r > 0 tel que, dans tout voisinage de A, il eziste au moins un point
image par Er d’un contréle normal minimisant de codt inférieur a r. Alors
Uapplication exponentielle restreinte aux minimisantes n’est pas propre au voisi-
nage de A.

Réciproquement si cette application n’est pas propre alors il existe une anor-
male minimisante. Cette non-propreté est caractéristique de 'anormalité. Cela
provoque un phénoméne de tangence des ensembles de niveaux de la fonction
valeur par rapport & la direction anormale (théoréme 4.2.2) :

Théoréme. Soit v une trajectoire anormale du systéme (2) avec m = 1 (ou
m = 2 et fo = 0) vérifiant les hypothéses (Hy — H3) sur [0,T], et A = v(T).
Alors, au voisinage de A, les ensembles de niveaur S~1(r) de la fonction valeur
sont constitués de deuz parties : une sous-variété anormale (analytique), for-
mée par les points finauz de trajectoires anormales minimisantes, et une partie
normale, constituée de points finauz de trajectoires normales minimisantes, qui
se ramifie sur la partie anormale, et est tangente en A 4 K, (T) (voir fig. 4.3).

Ceci nous donne une description qualitative des ensembles de niveaux de S,
notamment des sphéres sous-Riemanniennes pour une distribution de rang 2,
au voisinage d’une anormale.

D’autre part, une analyse fine basée sur la théorie spectrale de ’application
entrée/sortie (initialisée par [19]) permet, dans le cas d’un systéme affine mono-
entrée, de décrire précisément le contact des ensembles accessibles avec une
direction anormale exceptionnelle (théoréme 4.3.1) :

Théoréme. Considérons le systéme © = fo(x) +ufi(z), ot le controle u vérifie
la contrainte |u| < n. Soit v une trajectoire anormale vérifiant les hypothéses
(Ho — Hs) sur [0,T]. On suppose de plus que v est exceptionnelle, c’est-a-
dire que le Hamiltonien est nul le long de ~. Alors il existe des coordonnées
(z1,...,2n) localement le long de ~ dans lesquelles, si T est assez petit :



e ~(t) = (t,0,...,0),

o ensemble accessible Acc(T) au temps T depuis O est inclus dans le demi-
espace x, > 0 (voir fig. 4.5). De plus la frontiére de cet ensemble dans le
plan (x1,,) au voisinage de v(T) ne dépend pas de la contrainte, et son
graphe est

Ty ~ Ap.(z1 — T)2

ot T — Ar est une fonction continue et décroissante (voir fig. 4.6).

Ce coefficient A7 est un invariant du systéme. Il peut étre calculé grace a la
dérivée seconde intrinséque de I’application entrée/sortie, voir remarque 4.3.1.

Dans le cas sous-Riemannien, le théoréme précédent, ainsi qu’une compara-
ison fine du systéme sous-Riemannien et d’un systéme affine associé¢ (lemme
4.3.2), conduisent au résultat suivant (section 4.3.2) :

Théoréme. Considérons le probléme sous-Riemannien pour le systéme & =
vfo(z) + ufi(x). Soit v une trajectoire anormale de référence vérifiant les hy-
pothéses (Hy — H3) sur [0,T). Alors il existe des coordonnées (x1,...,x,) lo-
calement le long de v dans lesquelles, si T est assez petit :

e y(t) =(t,0,...,0),

e La spheére sous-Riemannienne S(0,T) se scinde en deux secteurs au voisi-
nage de v(T) (voir fig. 4.9) :

1. le secteur L™ : (x, > 0)N S(0,T), constitué de points de la sphére
associés a des controles L°° -proches du contréle anormal de référence.
De plus dans le plan (x1,x,), son graphe est (voir fig. 4.8 et 4.9) :

12T ey ~ Ap.(x1 — T)2

ou T — Ar est continue, positive et décroissante.

2. le secteur L? : (xz, < 0)NS(0,T), constitué de points de la sphére as-
sociés a des controles L?-proches (mais pas L>-proches) du controle
anormal de référence. Il est tangent a la direction anormale.

Ces deuz secteurs sont séparés par le premier cone de Pontryagin x, =0
le long de ~.

Dans le cas Martinet on a un invariant du contact pour le secteur L? : le contact
est en £ X3, voir [22].

La question de transcendance de la fonction valeur et de ses ensembles de
niveaux en présence d’'une anormale minimisante est étudiée dans le cas sous-
Riemannien de Martinet. Considérons dans R? la distribution A = Ker (dz —
y—;dx) munie d’une métrique analytique g. L’unique direction anormale corre-
spond & P’axe « ; elle est minimisante, voir [8]. Les variables z,y sont graduées
en fonction de la régle de [12] avec les poids suivants : poids 1 pour z,y, poids
3 pour z. Une forme normale graduée pour la métrique g est, voir [6] :



e ordre —1 : g = dxz? + dy? (cas plat),
e ordre 0: g = (1 + ay)?dz? + (1 + Bx + vy)2dy>.

Dans le cas d’ordre 0, ’anormale est stricte si et seulement si o # 0 ; les
équations des extrémales données par le Principe du Maximum se projettent
sur une équation fondamentale, portant toute la transcendance du systéme,
qui est ’équation d’un pendule d paramétres (4.8). Dans cette représentation
la direction anormale se projette sur les singularités du pendule, qui sont des
points cols. En estimant des temps de retour au voisinage d’un tel point, on
montre (théoréme 4.4.13) :

Théoréme. Si o # 0, i.e. si l'anormale est stricte, alors les sphéres sous-
Riemanniennes de petit rayon ne sont pas sous-analytiques.

On appelle cas Martinet général intégrable le cas ot la métrique s’écrit :
g = a(y)dx? + c(y)dy?, ot a et c sont des fonctions analytiques de y telles que
a(0) = ¢(0) = 1. La métrique d’ordre 0 précédente avec 5 = 0 en est un cas
particulier. Les équations du Principe du Maximum sont alors intégrables par
quadratures, et conduisent au résultat suivant (corollaire 4.4.10) :

Théoréme. Dans le cas général intégrable, la sphére sous-Riemannienne de
Martinet n’est pas sous-analytique, et appartient a4 la catégorie log-exp.

La catégorie log-ezp, conceptualisée dans [28], est une extension de la caté-
gorie sous-analytique par les fonctions log et exp. En fait dans le cas Martinet
intégrable on utilise une sous-classe de cette catégorie, dans laquelle on peut
développer un algorithme général d’inversion de fonctions (algorithme 1.5.2).
Cet algorithme permet d’obtenir une échelle précise de fonctions décrivant la
trace de la sphére de Martinet dans le plan y = 0 (proposition 4.4.9).

Dans le cas général la question de transcendance est ouverte, et on conjec-
ture :

Conjecture. La sphére sous-Riemannienne de Martinet n’est pas log-exp dans
le cas non intégrable.

Cette thése est organisée de la maniére suivante.

La premiére partie rappelle des résultats de base en théorie du controle
optimal (chap. 1), et traite la question de 'optimalité des anormales (chap. 2).

En deuxiéme partie on étudie la régularité et les propriétés asymptotiques
de la fonction valeur et de ses ensembles de niveaux pour des systémes affines
quadratiques, tout d’abord s’il n’existe pas de trajectoire anormale minimisante
(chap. 3), puis en présence d’une telle anormale (chap. 4).

Pour faciliter la lecture et ne pas alourdir I’exposé, aucune preuve n’est
présentée. En effet les démonstrations notamment de 'optimalité des singuliéres
ou de la transcendance des sphéres de Martinet dans le cas intégrable sont trés
longues. Le lecteur souhaitant lire les démonstrations peut se reporter aux
articles correspondants, en appendice de cette thése ([21], [23], [58], [59], [60])-
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(Généralités



Chapter 1

Introduction

1.1 Problématique générale

D’un point de vue global, le probléme doit se formuler sur une variété M,
mais notre point de vue est local et on travaille sur un ouvert V assez petit
de R". Tous les objets manipulés sont, sauf mention particuliére, C*°. La
problématique générale du controle optimal est la suivante. Considérons un
systéme sur V'

() = f(x(t), u(t)) (1.1)
ot f: R" x R™ — R" est lisse et ’ensemble des controles admissibles I/ est
composé des applications mesurables bornées u : [0,7(u)] — Q@ C R™. Soit
I'application f* : R” x R™ — R, on note Cr(u) = fOT fO(x(t),u(t))dt le
coit d’une trajectoire x : t — xz(t), associée & u(.) et définie sur [0,7"(u)],
T'(u) < T(u). Soient Ny et N7 deux sous-variétés réguliéres de V. Le probléme
de controle optimal est de trouver parmi toutes les trajectoires z(.) joignant Ny
a Ni, celles dont le colit est minimal. Ici nous nous restreignons au cas o Ny
et N; sont des points xg et x; de V. Notre point de vue étant local, on peut
toujours supposer que zg = 0.

1.2 Application entrée/sortie

1.2.1 Définition

Considérons pour le systéme (1.1) le probléme de contréle suivant : étant donné
un point 21 € R", trouver un temps T et un contrdle u sur [0,7] tel que la
trajectoire x,, associée a u, solution de (1.1), vérifie :

2,(0) =0, z,(T) =1

Ceci nous conduit & définir :

10



Définition 1.2.1. Soit T > 0. L’application entrée/sortie en temps T du
systéme controlé (1.1) initialisé & 0 est lapplication :

g U — R"
Ty — 2u(T)
ol U est ’ensemble des controles admissibles.

Autrement dit, I'application entrée/sortie en temps T associe & un controle
u le point final de la trajectoire associée & u. Une question importante en
théorie du controéle est d’étudier cette application en décrivant son image, ses
singularités, etc.

1.2.2 Reégularité de ’application entrée/sortie
La régularité de E7 dépend bien entendu de D'espace de départ et de la forme
du systéme.

Pour un systéme général

En toute généralité on a le résultat suivant, voir par exemple [15], [55] :

Proposition 1.2.1. Considérons le systéme (1.1) ot f est lisse etU C L>°([0,T]).
Alors Er est lisse au sens L.

Soit u € U un controle de référence. Exprimons la différentielle de Er au
point u (au sens de Fréchet) : elle est donnée par le systéme linéarisé en u de
la maniére suivante. Posons :

A(t) = g(xu(t),u(t)) , B(t) = g_z

5 (zalt), u(®)

Le systéme :

o(t) = A(t)ys (1) + B(t)v(t)

est appelé systeme linéarisé le long de (z,,u). Alors la différentielle de Fréchet
de Er en u est ’application :

T
dEr(u)w = y,(T) = / M(T)M~(s)B(s)v(s)ds (1.2)
0
ot M est la solution matricielle de : M = AM, M(0) = Id.

Pour un systéme affine

Définition 1.2.2. On appelle systéme affine contrélé un systéme de la forme :
m
i = fo(x)+ Zuifi(x)
i=1

ou les f; sont des champs de vecteurs.

11



Pour un systéme affine on peut améliorer le résultat précédent, voir [55] et
[41] :

Proposition 1.2.2. Considérons un systéme affine lisse et supposons que U est
un ouvert de L?([0,T]). Alors Uapplication entrée/sortie Er est lisse au sens
L2, et est analytique si les champs de vecteurs sont analytiques.

11 est trés intéressant de considérer L? comme espace de controles. En effet
dans cet espace on bénéficie d’une structure hilbertienne qui permet de faire
une théorie spectrale de I’application entrée/sortie (voir chap. 2) ; on bénéficie
d’autre part de bonnes propriétés de compacité faible qui sont & la base de tous
les raisonnements effectués dans [58] (voir section 3.1).

On a donc besoin de connaitre la régularité de I’application entrée/sortie par
rapport & la topologie faible de L?. On note u,, — u la convergence faible de
u, vers v dans L?. On a :

Proposition 1.2.3 ([58]). Soit T > 0 fizé. Considérons le systéme affine :
Ty = fo(zu) + Zuszz(wu) ; 24(0) =0
i=1
ot les f; sont des champs de vecteurs analytiques sur R", et ot u = (uy,...,up) €
L3([0,T), R™). Alors :

1. Le domaine U de Er est ouvert dans L>.

2. Soit w € U et soit (up)new une suite de L*([0,T], R™). Si u, — u
alors pour n assez grand x,, est bien définie sur [0,T] et x,, — x4
uniformément sur [0, T]. De plus :

dE(u,) — dE(u)  lorsque n — 400

1.2.3 Controlabilité

On veut répondre & la question suivante : étant donné le systéme (1.1), ou
peut-on aller en temps T en faisant varier le controle v 7 On est amené & définir
la notion d’ensemble accessible.

Définition 1.2.3. L’ensemble accessible en temps T pour le systéme (1.1),
noté Acc(T), est 'ensemble des extrémités au temps 7' des solutions du systéme
partant de 0. Autrement dit, c’est 'image de Papplication entrée/sortie en
temps 7.

Définition 1.2.4. Le systéme (1.1) est dit contrélable si :

R" = | J Ace(T)

T>0
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Par des arguments du type théoréme des fonctions implicites, I’étude de la
controlabilité du systéme linéarisé (qui est plus simple), permet de déduire des
résultats de contrélabilité locale du systéme de départ, voir [40]. Par exemple :

Considérons le systéme (1.1) ou f(0,0) = 0. Notons A = %(07 0) et
B= %(0, 0). On suppose que :

rg (B|AB|---|A""'B) =n
Alors le systéme est localement controlable en 0.

Le théoréme de Chow (voir [27]) relie la controlabilité & des propriétés de
crochets de Lie du systéme. On a la conséquence suivante sur les systémes dits
sous-Riemanniens, voir par exemple [16] :

Proposition 1.2.4. Considérons dans R" le systéme sous-Riemannien lisse :
m
i=1

On suppose que l’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs f; est de
dimension n. Alors le systéme est contrélable.

1.3 Fonction valeur et contrdles optimaux

1.3.1 Existence de contréles optimaux

Maintenant, en plus d’un probléme de contréle, on se donne un probléme de
minimisation : parmi toutes les solutions du systéme (1.1) reliant 0 & z;, trou-
ver une trajectoire qui minimise une certaine fonction codt C(T,u). Une telle
trajectoire, si elle existe, est dite optimale pour ce colt. L’existence de trajec-
toires optimales dépend de la régularité du systéme et du cott ; pour un énoncé
général, voir [30] ou [40]. II se peut aussi quun controle optimal n’existe pas
dans la classe de controles considérés, mais existe dans un espace plus gros :
c’est le phénoméne de Lavrentiev, voir [54]. En particulier on a intérét a tra-
vailler dans un espace de controles complet et qui ait de bonnes propriétés de
compacité : voild pourquoi & nouveau l’espace L? est intéressant. On a par
exemple pour les systémes affines :

Proposition 1.3.1. Considérons le systéme affine dans IR" :

& = fo(z) + Zuifi(x) » 2(0) = zo,2(T) = 21 (1.3)
avec le coit o om
u) = u? .
Crla) = | > uioa (14)

ot T > 0 est fixé et la classe U des contréles admissibles est le sous-ensemble
de L*([0,T], R™) tel que :
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1. YuelU x, est bien définie sur [0,T].
2. 3By /Yueld Vte[0,T] ||lxu(t)|| < Br

Si x1 est accessible depuis xo en temps T, alors il existe un controle optimal
reliant xo a 1.

1.3.2 Définition de la fonction valeur
Définition 1.3.1. Soit x € R"™. Définissons la fonction valeur S : R xR" —
R* U {+oo} par :
e g’il n’existe aucune trajectoire du systéme reliant 0 & x en temps 7', on
pose : S(T,z) = +o0.
e sinon on pose : S(T,z) = inf{Cr(u) / Er(u) = z}.

La fonction valeur est la généralisation du concept de distance. Par exem-
ple en géométrie (sous-) Riemannienne, pour le cott (1.4), c’est le carré de la
distance (sous-) Riemannienne.

La fonction valeur vérifie I’équation d’Hamilton-Jacobi, voir par exemple [40].

Définition 1.3.2. Soient r,7 > 0. On définit les ensembles de niveaux de la
fonction valeur :

1. M.(T) = S8~'(r).
2. M, (T) = S~1([0,7]).

Ce sont les généralisations des sphéres ou des boules (sous-) Riemanniennes.
Ona:

Théoréme 1.3.2 ([58]). Considérons le systéme affine (1.3) avec le codt (1.4).
Si T est assez petit alors le sous-ensemble M, (T') est compact dans R".

Remarque 1.3.1. En revanche M,.(T') n’est pas nécessairement fermé, car S peut
étre discontinue, voir section 3.2.

1.3.3 Calcul des contrdles optimaux : Principe du Maxi-
mum de Pontryagin

Essayons de caractériser les controles optimaux. Pour cela on cherche d’abord
des conditions nécessaires d’optimalité. Introduisons I’application entrée/sortie
du systéme augmenté : B

E(u) = (E(u), C(u))

ou E est Papplication entrée/sortie, et C le cott. Supposons que C' soit dif-
férentiable. Il est bien clair d’aprés le théoréme des fonctions implicites que si
u est optimal alors c’est un point singulier de E. Autrement dit il existe un
multiplicateur de Lagrange (¢,1°) € R" x IR non trivial tel que :

YdB(u) = —°dC (u)
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En fait (1, 94°) est égal au vecteur adjoint (p(7T'),p°) associé au contréle u dans
le théoréme suivant (voir [50], [40]) :

Théoréme 1.3.3 (Principe du Maximum de Pontryagin). Considérons le sys-
teme & = f(z,u) avec un codt de la forme C(u) = fOT fO(x,u)dt ou f, f° sont
lisses. Si le controle u est optimal alors il existe une fonction non triviale
(p(.),p°) :[0,T] — IR™ x IR absolument continue appelée vecteur adjoint, o
p0 est une constante, telle que la trajectoire optimale x associée au controle u
vérifie le systéme :

i = 2 (2. p,w)
Xr = ap r,p,u

=~ )
p= O Z,p,u

(1.5)

ot H(z,p,p° u) =<p, f(x,u) > +p°fO(x,u) est le Hamiltonien du systéme, et
de plus :
H(z,p,p°,u) = max H(z,p,p°, v) (1.6)

Définition 1.3.3. On appelle extrémale une solution du Principe du Maximum.
Une extrémale est dite normale si p° # 0, et anormale ou singuliére si p° = 0.

Le vecteur adjoint étant défini a scalaire multiplicatif prés, on a deux nor-
malisations possibles :

premiére normalisation : si ’extrémale est normale, on normalise de sorte
1

que p° = —3.

seconde normalisation : on normalise de sorte que le vecteur adjoint final
(ou multiplicateur de Lagrange) (p(T),p°) soit de norme 1 dans R" x R,
i.e. on considére un multiplicateur de Lagrange projectivisé.

La premiére normalisation sert principalement & calculer le flot normal (voir
exemple 1.3.1 plus bas). On se sert de la seconde normalisation pour exprimer
des propriétés géométriques, voir notamment section 4.2.

Définition 1.3.4. Il peut arriver qu'une trajectoire admette un relévement
normal et un relévement anormal. Une trajectoire anormale n’admettant pas
de relévement normal est dite stricte.

Conséquence : calcul des contréles extrémaux C’est la contrainte (1.6)
qui permet de calculer les contréles extrémaux. En particulier si le controle
u est & 'intérieur du domaine des contréles admissibles, alors cette contrainte

devient : SH
%(x,p,po,u) =0 (17)
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Exemple 1.3.1. (calcul des controles normaux pour un systéme affine)
Considérons le systéme affine (1.3) avec le cott (1.4). Le Hamiltonien est :

m m
H(z,p.p% u) =< p, fo(@) + > u;fi(x) > +p° > u?
=1 i=1

On utilise ici la premiére normalisation sur le vecteur adjoint, i.e. p° = —%.

Les controles normaux sont donc donnés par :
U =< p, ft(x) >

Réinjectant cette expression dans le systéme (1.5), on voit que les extrémales
normales du systéme (1.3) sont solutions d’un systéme différentiel lisse (et donc
en particulier les extrémales normales sont lisses). Par conséquent il devient
possible de définir :

Définition 1.3.5. Pour le systéme affine (1.3) avec le cotit (1.4), on appelle ap-

plication exponentielle ’application exp : R — R
p(0) — (T

au temps 7' de la trajectoire x, et (x(.),p(.)) est solution du systéme différentiel

(1.5) avec u; =< p, fi(z) >.

) ot z(T) est Pextrémité

C’est une généralisation de ’application exponentielle en géométrie Rieman-
nienne. Cette application a la méme régularité que le systéme. Elle donne une
paramétrisation en dimension finie des extrémales normales, et définit ce qu’on
appelle le flot normal.

En revanche le calcul des controles singuliers n’est pas aussi systématique et
est envisagé a la section suivante.

Condition suffisante d’optimalité Le Principe du Maximum nous donne
des conditions nécessaires d’optimalité, et affirme que les trajectoires optimales
sont & chercher parmi les extrémales. On s’intéresse maintenant a la réciproque,
i.e. on se pose la question suivante : une extrémale est-elle optimale ?

La réponse est en fait positive pour les extrémales normales avec des condi-
tions assez faibles (voir [40]). En particulier pour le systéme affine précédent :

Proposition 1.3.4. Considérons le systéme affine (1.3) avec le cotdt (1.4). Soit
x(.) une trajectoire normale. Alors elle est optimale sur [0,T] si T est assez
petit.

1.3.4 Controéles singuliers ou anormaux

Lemme 1.3.5. Les définitions suivantes sont équivalentes :

1. Le contréle u est singulier, ou anormal, sur [0,T).

2. Dans le Principe du Maximum, u est associé d un vecteur adjoint de la
forme (p(.),0), i.e. tel que p® = 0.
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3. u est une singularité de Vapplication entrée/sortie Er.
4. Il existe un vecteur non nul v de R" tel que : p.dEr(u) = 0.

5. Pour toutt € [0,T], le sous-espace K (t) = Im dFE;(u) (appelé premier céne
de Pontryagin le long de la trajectoire associée a u) est de codimension
supérieure ou égale & 1 dans R".

Définition 1.3.6. Soit u un contrdle anormal sur [0,7]. Pour ¢ € [0, 7] on note
k(t) = codim K (t). On appelle k(t) 'ordre d’anormalité. Si k est constant, on
dit aussi que u est de corang k.

Calcul des contrdles anormaux La méthode est de dériver par rapport
a t la contrainte (1.7). On n’a cependant pas de résultat tout a fait général.
Effectuons ce calcul sur les systémes qui nous intéressent dans cette thése, a
savoir les systémes affines mono-entrée lisses :

= fo(x) + ufi(x)
L’algorithme est le suivant. Il convient d’utiliser le formalisme Hamiltonien.
Posons : H;(z,p) =<p, fi(x) >,i=0,1et 2(t) = (z(¢),p(t)) € T*R". On note
H,; le champ Hamiltonien associé & H;. En dérivant deux fois la contrainte on

obtient :
{{H1, Ho}, Ho}(2(t)) + u(t){{H1, Ho}, H1}(2(t)) =0

ou { , } désigne le crochet de Poisson. Ceci nous permet de calculer u(t) dans
de nombreux cas et justifie la définition suivante :

Définition 1.3.7. Pour toute courbe singuliére (z,u) sur [0, 7], on note R(z, u)
I'ensemble {t € [0,T] / {{Ho, H1}, H1}(2(t)) # 0}. L’ensemble R(z,u) est tou-
jours un ouvert de [0,7] (éventuellement vide).

Définition 1.3.8. Une trajectoire singuliére (z,u) : [0,7] — T*R" x R est
dite d’ordre 2 si R(z,u) est dense dans [0, T].

La proposition suivante est claire :

Proposition 1.3.6. Si (z,u) : [0,T] — T*R" X IR est une trajectoire singuliére
et R(z,u) est non vide alors :

1. z restreinte 4 R(z,u) est lisse.

— {{H07H1}7H0}(Z(t))
{H1, Ho}, H1}(2(t))

d=(t) _ 5o {{Ho, H1}, Ho}(2(t))
5. = HoG U o Y H ) (=0)

2. u(t) pour presque tout t.

Hi(z(t)) pourtoutt € R(z,u).

17



Réciproquement, soit (fo, f1) un couple de champs de vecteurs lisses tel que
Pensemble ouvert Q@ = {z € T*IR" | {{Ho, H1}, H1}(2) # 0} n’est pas vide. Si
Hy, Hy}, Hy
{{H1, Ho}, H1}
du champ Hamiltonien associé o H, partant au temps t = 0 de l’ensemble

Hy ={H,,Hy} =0, est une trajectoire singuliére d’ordre 2.

H : Q — IR désigne la fonction Hy+ H, alors toute trajectoire

On a donc vu comment calculer les trajectoires singuliéres d’ordre minimal.
On peut généraliser ce calcul :

Définition 1.3.9. Pour tout multi-indice « € {0,1}", o = (a1,...,a,) la
fonction H,, est définie par récurrence par : Hy, = {{H(qa,,....a,_1)» Ha, }- Une
trajectoire singuliére (z,u) est dite d’ordre k > 2 si tous les crochets Hg d’ordre
m < k avec 8 = (f1,...,0m), 81 = 1, sont nuls le long de z, et s’il existe
a=(1,as, - ,ar) tel que Hy1(2) n’est pas identiquement nul.

Les propriétés génériques des trajectoires singuliéres sont décrites par les
théorémes suivants de [20].

Théoréme 1.3.7. Il existe un sous-ensemble G ouvert dense dans l’ensemble
des couples de champs de vecteurs lisses tel que pour tout élément (fo, f1) de
G, toutes les trajectoires singuliéres du systéeme affine mono-entrée associé sont
d’ordre 2.

Théoréme 1.3.8. Il existe un sous-ensemble G1 ouvert dense dans G tel que
pour tout élément (fo, f1) de G1, toute trajectoire singuliére du systéme affine
associé est de corang 1.

En géométrie sous-Riemannienne les controles anormaux ont aussi des pro-
priétés génériques intéressantes, voir section suivante.

1.4 Généralités en géométrie sous-Riemannienne

On travaille dans la catégorie analytique. La référence principale de ces rappels
est [12].

Définition 1.4.1. Une structure sous-Riemannienne (M,A,g) est composée
d’un variété M de dimension n, d’une distribution A sur M de rang constant
m < n et d’'une métrique g sur A.

Une courbe admissible t — x(t) sur [0,7] est une courbe absolument continue
telle que pour presque tout ¢, &(t) € A(z(t))\{0}.

La longueur et I’énergie de la courbe = sont définies respectivement par :

I(z) = / VoG, #@) dt , E(x) = / g (1), (1)) dt

La distance sous-Riemannienne entre deux points zq et x1 de M, notée dgr (o, z1),
est la borne inférieure des longueurs des courbes admissibles reliant xg & 1.

La sphére sous-Riemannienne de rayon r centrée en xo est 'ensemble S(zg,7)
de tous les points situés & une distance r de z.
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1.4.1 Equivalence avec un probléme de contréle optimal

Le probléme sous-Riemannien de minimiser & T fixé la distance entre deux
points peut étre localement reformulé de la maniére suivante. Soit xg € M ;
on peut supposer que xop = 0 et M = R". Choisissons alors m champs de
vecteurs analytiques fi,..., f,, formant une base g-orthonormée de A. Dans
ces conditions une courbe admissible ¢ — z(t) est solution du systéme controlé :

B(t) = ui(t) fil=(t))
=1

Lalongueur d’une courbe ne dépend pas de sa paramétrisation et par conséquent
on peut supposer que toute courbe admissible est paramétrée par sa longueur
d’arc, voir [12] ou [43]. Dans ce cas, le systéme sous-Riemannien s’écrit :

T = Zulfl(x) avec Zuf =1 (1.8)
i=1 i=1

et la longueur de cette courbe est : [(x) = T. Autrement dit :

Le probléme sous-Riemannien de minimisation de la longueur est
équivalent au probléme du temps minimal pour le systéme avec con-
trainte (1.8).

Le domaine des controles n’est pas convexe pour cette contrainte, mais il est bien

connu que le probléme est encore équivalent au probléme du temps minimal avec
m

. A X 2 , .

contrainte convexe sur les controles : g u; < 1. 1l est également bien connu
i=1

(voir [16]) qu’a T fixé le probléme de minimisation de la longueur est équivalent

au probléme de minimisation de I’énergie.

1.4.2 Calcul des géodésiques
Le Hamiltonien du systéme (1.8) est :

m

H(l‘,p,po,u) =< p7zulfl($) > +pOZu12
i=1 i=1

On utilise ici la premiére normalisation sur le vecteur adjoint (voir section 1.3.3),
ie. p? = —% pour les extrémales normales. En géométrie sous-Riemannienne
une extrémale est encore appelée une géodésique.

Géodésiques normales

Le calcul est le méme qu’a Pexemple 1.3.1, et on obtient : u; =< p, fi(x) >. Le

m
. . . 1
Hamiltonien restreint aux géodésiques normales s’écrit : H,(x,p) = = u?.
) 2 3
i=1
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Les géodésiques normales paramétrées par la longueur d’arc sont donc sur le
niveau d’énergie H, = %, et sont solutions du systéme Hamiltonien :

0H, 0H,
= , p=— 1.9
b=, 0 P e (1.9)
Localement en 0 on peut compléter le systéme de champs de vecteurs (f1, ..., fim)
en une base (f1,..., fn) de R" dépendant analytiquement de x. La métrique

sous-Riemannienne g peut étre prolongée en métrique Riemannienne en décré-
tant que les f; sont orthonormés. Posons alors, pour ¢ = 1...n : P, =<
p, fi(x) > (coordonnées de Poincaré), et soit P = (Py,..., P,). Dans les coor-
données (z, P) les géodésiques normales sont solutions des équations :

&=y Pifix)
i=1
P, ={P,H,} =Y {P,, P}
j=1

Remarquons que {P;, P;} =< p,[fi, f;] >, ot [, | désigne le crochet de Lie de
champs de vecteurs, et puisque les f; forment un repére on peut écrire :

[fir i) = cly(@) fu(2)
k=1

N k .
ot les ¢} sont analytiques.

Géodésiques anormales

Elles correspondent & p” = 0 et sont les trajectoires singuliéres du systéme
(1.8). Lorsque m = 2, elles peuvent étre calculées en utilisant ’algorithme
de la section 1.3.4. Le cas m > 2 sera exclu de notre analyse car ’existence
d’anormales optimales n’est alors pas générique, comme le montre le théoréme
suivant de [7] :

Théoréme 1.4.1. Soit M une variété réelle analytique et k > 3. 1l existe un
ouvert dense (pour la topologie de Whitney restreinte auz métriques analytiques)
tel que toute distribution dans cet ouvert dense n’a pas de géodésique anormale
minimisante.

D’autre part la propriété de stricte anormalité est générique en géométrie
sous-Riemannienne. Précisément on a, voir [18] :

Théoréme 1.4.2. Il existe un ouvert dense de {(A,g) / rg A = m} pour la
topologie C>° de Withney telle que toute extrémale anormale non triviele d’un
couple (A, g) de cet ouvert est stricte.
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1.4.3 Application exponentielle. Lieu conjugué, lieu de
coupure

Supposons que toutes les courbes soient paramétrées par la longueur d’arc. Si
t — x(t) est une géodésique, le premier point ou x cesse d’étre minimisante
est appelé point de coupure ou cut-point. L’ensemble de tels points lorsque
x(0) = zo forme le lieu de coupure L(x(). Par exemple il résulte du fait qu’une
géodésique normale est lisse que l'intersection transverse de deux normales est
un point de coupure.

Le front d’onde W (xo,r) est I'ensemble des extrémités des géodésiques de
longueur r partant de x(. Si l'algébre de Lie engendrée par A est de dimension
n alors on déduit des sections 1.2.3 et 1.3.1 que si r est assez petit alors tout
point & distance r de x( peut étre joint par une géodésique minimisante, et donc
la sphére S(xg,r) est un sous-ensemble du front d’onde W (xq, 7).

L’application ezponentielle a déja été définie (voir définition 1.3.5). Pour une
géodésique normale (z(t), p(t)) partant de (0,p(0)) en ¢t = 0, c’est Papplication :

exp : (p(0),t) — =(t,p(0))

Son domaine est I'ensemble C xR, ou C = {p(0) / >°1", P?(p(0)) = 1}. Comme
m < n, c’est un cylindre non compact contrairement au cas Riemannien (m = n)
pour lequel c’est une sphére.

Un point conjugué le long d’une géodésique normale est défini de la maniére
suivante. Soit (p(0),¢) un point avec ¢ > 0 tel que exp n’est pas une immersion
en ce point. On dit que ¢ est un temps conjugué le long de cette géodésique
normale, et son image est appelée point conjugué. Le lieu conjugué C(xq) est
I’ensemble des points conjugués des géodésiques normales partant de .

1.4.4 Formes normales graduées

Définition 1.4.2. Soit A = Vect {f1,..., fm} une distribution de R"™ dont
I’algébre de Lie engendrée est de dimension n. On définit par récurrence :
Ag={0},A1 =A,etpour p >2: A, = Vect {A,_1 +[A1,Ap_1]}. Ainsi A,
est engendrée par les crochets de Lie des f; de longueur inférieure ou égale a p.
En x¢ on a donc un drapeau :

{0} = Aog(z0) C A1(w0) C -+ C Apag)(w0)

ot 7(xg) est le plus petit entier tel que A, (,.)(zo) = R"™. On dit que x( est un
point régulier si les entiers n,(z) = dim A,(x) sont constants dans un voisinage
de zy. Sinon on dit que xq est singulier.

Considérons maintenant un systéme de coordonnées (z1,...,x,) tel que dz;
s’annule identiquement sur ij_l(xo) et ne s’annule pas identiquement sur
Ay, (z0) pour un entier w;. Un tel systéme de coordonnées est dit adapté au
drapeau, et I’entier w; est appelé le poids de x;.

Définition 1.4.3. Considérons de plus une métrique g sur A et supposons que
les champs f; soient orthonormés pour cette métrique. Si f est un germe de
fonction lisse en xq, l'ordre de f en xg est défini par :
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(i) si f(xo) #0: u(f) =0. Par convention p(0) = +oo.

(ii) sinon : pu(f) = inf {p / 3 Vi,...,V, € {f1,...,fm} avec Ly, o --- o
Ly, (f)(qo0) # 0} ot Ly désigne la dérivée de Lie.

Le germe f est dit privilégié si u(f) = min{p / df(DP(qo)) # 0}. Un systéme
de coordonnées {z1,...,x,} est dit privilégié si toutes les coordonnées x; sont
privilégiées en z.
On a alors I’estimation suivante, voir [12], [39] :
Proposition 1.4.3. Si (M, A, g) est une structure sous-Riemannienne alors il
existe en tout point xo un systéme de coordonnées privilégié v = (x1,...,T,).
On peut supposer que xo = 0. Si w; est le poids de la coordonnée x;, on a
Destimation suivante de la distance sous-Riemannienne :

dsr(0,z) ~ ‘xl‘l/wl N |xn|1/w"

Définition 1.4.4. Dans ces conditions, le poids de B%i est par convention égal
a —w;. Chaque vecteur f; peut étre développé en série de Taylor en utilisant
la graduation précédente ; on note fl le terme homogéne de poids le plus bas
—1. L’ensemble {f1, ..., fm} est appelé la partie principale de la structure sous-
Riemannienne.

Proposition 1.4.4. [12] Les champs de vecteurs fi,i =1...m, engendrent une
algebre de Lie nilpotente de dimension n, indépendante du systéme de coordon-
nées privilégié.

1.4.5 Classification locale des distributions génériques de
rang 2 dans R?®
On rappelle la classification générique locale des distributions de rang 2 dans R?,

voir [63], et son interprétation en termes de trajectoire singuliére. Considérons
le systéme :

¢ =u1f1(q) +uz2fa(q)
ot ¢ = (z,y,2). On pose A = Vect {f1, fo} et on suppose que A est de rang
2 localement en 0. On ne traite que les situations génériques, i.e. les cas de
codimension inférieure ou égale 4 3. On a trois situations qui peuvent étre
distinguées en utilisant les trajectoires anormales.
Posons H; =< p, fi(z) >,i = 1,2. Une trajectoire singuliére doit satisfaire :
Hy =Hy,={Hy,Hy} =0
et donc est contenue dans I'ensemble M = {q € R® / det (f1, fo, [f1, f2]) = 0}
appelé surface de Martinet. Les controles singuliers d’ordre 2 satisfont :
ui{{Hy, Ha}, H1} + up{{H1, Ha}, Ho} = 0

On définit le lieu singulier S = 57 N S5 ot :
S’i = {q / det (f17 [f1>f2]7 [[f17f2]7f2])(Q) = O}

On distingue trois cas :
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Cas 1 : Soit zo ¢ M ; alors il ne passe aucune trajectoire singuliére par z.
Dans ce cas A est (C ou C*)-isomorphe & Ker w avec w = ydr+dz. Dans cette
normalisation dw = dy A dz (Darboux) et 2 est la direction caractéristique. Ce
cas est appelé le cas de contact.

Cas 2 : (codimension 1) Soit zy € M\S. Comme z( ¢ S, M est une surface
lisse au voisinage de z(, feuilletée par des trajectoires singuliéres. Une forme
normale (C* ou C*) est donnée par A = Ker w, ot w = dz — %dm. Dans cette
normalisation, la surface de Martinet M est le plan y = 0, et les trajectoires
singuliéres sont les courbes intégrales du champ % dans ce plan. Ce cas est
appelé cas de Martinet, et est étudié en détail en section 4.4.1.

Cas 3 : (codimension 3) Soit zp € M NS ; on suppose que z( est un point
régulier de M. L’analyse de [63] montre que dans ce cas on a deux réductions
C= différentes & une forme normale analytique dépendant toutes les deux d’un
module m. Ces deux cas sont les suivants :

1. Cas hyperbolique : A = Ker w avec w = dy + (zy + 222 + ma32?)dz. La
surface de Martinet est alors : y + 222 + 3ma?22 = 0, et le flot singulier
sur M dans les coordonnées (z, z) est :

i =2z 4 (6m — 1)2z?z — 2ma32?

3= —2z — 6maz>
On remarque que 0 est un col résonant. Le paramétre m est une obstruc-
tion & la C'°°-linéarisation.

2. Cas elliptique : A = Ker w avec w = dy + (xy + T—; + 222+ mad2?)dz. La
surface de Martinet est : y + 22 + 22 + 3ma22? = 0, dans laquelle le flot
singulier est :

. 2 3 2 3,2
x:2z—§x + 6ma z — 2ma°z
3= —2x — 6maxz?

Dans ce cas, 0 est un centre et le paramétre m est encore une obstruction

a la C*°-linéarisation. L’analyse de [62] montre que la singularité est C°-

équivalent & un foyer.

Ce cas 3 est appelé cas tangentiel parce que A est tangente a la surface de
Martinet en 0.
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1.5 Ensembles sous-analytiques et log-exp

1.5.1 Ensembles sous-analytiques
Rappelons les définitions suivantes, qui peuvent étre trouvées dans [33], [34].

Définition 1.5.1. Soit M une variété analytique réelle de dimension finie. Un
sous-ensemble A de M est dit semi-analytique si et seulement si, pour tout x de
M, on peut trouver un voisinage U de = dans M et 2pq fonctions analytiques
gij, hij (1 <i<petl<j<q) tels que

P
AﬂU:U{yEU/gij(y):Oet hij(y) >0pour j=1...q}

i=1
On note SEM (M) la famille des semi-analytiques de M.

Malheureusement I’image d’un semi-analytique par une application analy-
tique propre n’est pas nécessairement semi-analytique. Par conséquent cette
catégorie doit étre élargie :

Définition 1.5.2. Un sous-ensemble A de M est dit sous-analytique si et seule-
ment si, pour tout x de M, on peut trouver un voisinage U de x dans M et 2p
couples (99, A2) (1 <i<petd=1,2), ot A € SEM (M) pour des variétés
analytiques réelles M?, et oti les applications ® : M — M sont analytiques
et propres, tels que

ANU = O(fP}(A})\@?(A?))

On note SUB(M) la famille des sous-analytiques de M.

La classe des sous-analytiques est fermée par union, intersection, complémen-
taire, image inverse par une application analytique, image par une application
analytique et propre. En bref, la catégorie sous-analytique est o-minimale (voir
[29]). De plus les sous-analytiques sont stratifiables. Rappelons la définition :

Définition 1.5.3. Soit M une variété différentiable. Une strate dans M est
une sous-variété localement fermée de M.

Une partition localement finie S de M est appelée une stratification de M
si tout élément S de S est une strate telle que :

vI'eS TNFS#0=TCFrSetdimT <dim S

Enfin, une application f : M — N entre deux variétés est dite sous-
analytique si son graphe est un sous-analytique de M x N.

La propriété de base des fonctions sous-analytiques qui les rend utiles en
théorie du controle optimal est la suivante, voir [57].

24



Proposition 1.5.1. Soient M et N deux variétés réelles analytiques de di-
mension finie et A un sous-ensemble de N. Etant données des applications
sous-analytiques & : N — M et f : N — IR, on définit :

Vee M (x) = inf{f(y) [ y € O~ ()N A}
St ©, 5 est propre, alors | est sous-analytique.

Remarque 1.5.1. On peut définir les sous-analytiques globauz de la maniére
suivante, voir [42]. On note IP; la droite projective réelle munie de sa structure
analytique usuelle. Les espaces IR" sont naturellement plongés dans les variétés
analytiques P7, et tout sous-ensemble de R" peut étre considéré comme un
sous-ensemble de P7.

Un sous-ensemble de R"™ est un semi-analytique global si au voisinage de tout
point de PPT il est défini par un nombre fini d’égalités et d’inégalités satisfaites
par des fonctions analytiques.

Un sous-ensemble de R"™ est un sous-analytique global si ¢’est 'image d’un semi-
analytique global de R" x R™ par la projection canonique de R" x IR™ sur
R". Une fonction de R" dans R est une fonction sous-analytique globale si son
graphe est un sous-analytique global de R" x IR.

1.5.2 Catégorie log-exp

C’est une extension de la catégorie sous-analytique par les fonctions log et exp,
voir [28], [42]. Cette catégorie bénéficie des mémes propriétés que celle des
sous-analytiques. En particulier cette catégorie est o-minimale.

Définition 1.5.4. Une fonction logarithmico-exponentielle (en abrégé log-exp)
est une composée finie de fonctions sous-analytiques globales, d’exponentielles
et de logarithmes. Si ¢1,..., ¢, sont des fonctions log-exp de R" et si f est
une fonction log-exp de R™, alors la composée f o (g1, ..., gm) est une fonction
log-exp de R™.

Un ensemble log-exp est défini par un nombre fini d’égalités et d’inégalités sat-
isfaites par des fonctions log-exp.

Pour les besoins de cette thése (voir section 4.4.1), on construit en fait une
sous-classe € de la catégorie log-exp a 1’aide des fonctions suivantes :

=

hl(t) =t s hg(t) = hl% , hg(t) =e

Dans cette sous-classe, on développe un algorithme général d’inversion de la
maniére suivante.

Notation AP signifie h X h x ... x h (p fois).
hlP! signifie hoho ... oh (p fois).
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Définition 1.5.5. Posons :

& = {hzl’ H (h[;’“])k /igeZ*,meN,(pzleti’l<0)0u(p>2)}

0<iy <io <+ <im

7 = {h’; 11 (hgkl)" / (p=1ou(p=0et ill,z”1<2)}

0<iy <io<--<im

E = {h{ H (h[;“])i;ce*% /peZ,i;eZ,feI}

0<iy <io< - <im

E = EU&E

En gros, les fonctions de £ n’ont qu’un seul empilement d’exponentielle.
Dans cette sous-classe on a :

Algorithme 1.5.2 ([21]). Soit F(Xo, X1,...,Xy) un germe de fonction ana-
lytiqgue en O tel que : F v Xo. Soit X(t) = F(t, f1(t),..., fn(t)) ou f; € E.

Cherchons a inverser X (t), i.e. exprimer t en fonction de X. Soit r la plus
grande puissance de 1 dans les f;. Soit gi(t) tel que : X (t) = g1(t) + o(t"™1)
(en fait : g1 € Vect(hy,&1)). Alors :

1. 392 S Vect(hl,gl) / t(X) = QQ(X) + O(XT+1).

2. Si on pose : t(X) = g2(X) + X" u(X), alors u(X) € € peut étre calculé
avec le théoréme des fonctions implicites analytique.

Cet algorithme permet, étant donné X (t) dans la sous-classe £, d’exprimer
t comme fonction de X dans la catégorie log-exp, et de plus fournit une échelle
précise de fonctions. L’idée, pour inverser X (t), est d’isoler une partie de son
développement asymptotique jusqu’a un certain ordre (contenant donc en parti-
culier son équivalent), ce développement étant facile & inverser dans la classe £.
On procéde ensuite & une désingularisation de ’équation (rendue possible par
cette méthode) de maniére & calculer u(X) & 'aide du théoréme des fonctions
implicites analytique, voir exemple 1.5.1.

Remarque 1.5.2. On a besoin de calculer un développement asymptotique de
t(X) a Pordre r + 1. En effet, par hypothése, ¢(X) ~ X, donc - ~ <L+. Ainsi,
pour développer e i analytiguement en u (dans le but d’appliquer le théoréme
des fonctions implicites & u), on a besoin que w soit multiplié par une puissance
assez grande de X, i.e. t(X) = go(X) + X" u(X), comme le montre I’exemple

suivant. En revanche un simple équivalent suffit pour développer In %

Exemple 1.5.1. Posons
1
X(t)=t+e (1.10)

et cherchons & exprimer ¢(X) dans la sous-classe précédente. Selon l’algorithme,
on a r = 2, donc on regarde le développement de X (¢) jusqu’a l'ordre 3 :
X (t) =t + o(t?). Cherchons donc u(X) sous la forme :

tHX) = X + X3u(X)
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On note An(.) (resp. Ang(.)) un germe de fonction analytique en 0 valant 1 en
0 (resp. valant 0 en 0). On a alors :

1 1
t_2 = ﬁ —u—+ UATL()(X2U))
et par conséquent :
1 1
e 17 =e X7 An(u, X?u)

On voit donc ici I'intérét d’avoir écrit un développement asymptotique de X ()
a lordre r + 1 : le terme en exponentielle s’exprime alors comme une fonction
analytique en u (et d’autres termes). Remplacant dans I’équation (1.10) il vient :

X = X + X3 + e~ %% An(u, X?)

La intervient I’étape fondamentale de désingularisation, qui consiste ici & diviser
par X3 :
1
e xZ 9
3 An(u, X*)

0=u+
et donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites analytique :

_ 1
e x?

U:An(X2, X3 )

AiIlSi, fiIlaleIIleIll :
1
e x2

X?’)

HX) =X+ X3An(X?,
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Chapter 2

Optimalité des trajectoires
anormales

L’objectif de ce chapitre est de donner des conditions pour qu’une trajectoire
anormale d’un systéme affine mono-entrée z = X (z) +uY (x), avec |u| < 7, soit
optimale pour un probléme de minimisation donné. On applique ensuite cette
théorie a I’étude de ’optimalité d’une anormale d’un systéme sous-Riemannien
de rang 2 : & = vX () + uY (). Les résultats de ce chapitre généralisent les
résultats de [19], et s’inscrivent dans la théorie générale de [9], [10].

2.1 Introduction
Considérons un systéme affine de la forme :
= X(x)+uY(x) (2.1)

ouz € R", X et Y sont deux champs de vecteurs lisses, et le controle u(t) € R

vérifie la contrainte :
lul <n (2:2)

ol 1 > 0. On considére le probléme de joindre deux points zg et x; en min-
imisant un certain cott. Les problémes de minimisation que nous allons envis-
ager sont les suivants :

1. joindre x( et z1 en temps minimal.
2. joindre xg et x1 en temps T' (fixé & Pavance) en minimisant un cott C(u).

3. joindre z( et x1 en minimisant un cott C(7,u) ou le temps final T n’est
pas fixé.

Bien entendu le premier probléme est un cas particulier du troisiéme.
Bien qu’une théorie générale de 'optimalité existe déja (voir [9], [10]), la
méthode employée par [19] a ’avantage de représenter explicitement la dérivée
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seconde intrinséque par un opérateur différentiel dont I’étude du spectre peut en
fait donner plus qu’un résultat d’optimalité : on peut en fait décrire asympto-
tiquement le bord de I’ensemble accessible, et appliquer ce résultat en géométrie
sous-Riemannienne, voir section 4.3.2.

Considérons v, une trajectoire singuliére de référence, définie sur [0,7] et
telle que v(0) = xg. Si ~y est lisse et injective, on peut supposer qu’elle est asso-
ciée au controle u = 0. Dans tout le chapitre on fait les hypothéses suivantes :

(Hp) ~ est injective, associée & u = 0 sur [0, 7.

(Hy) Vvt € [0,T] K(t) = Vect {ad*X.Y(y(t)) / k € IN} (premier cone de
Pontryagin le long de 7) est de codimension 1, et est engendré par les
n — 1 premiers vecteurs, i.e. :

K(t) = Vect {ad*X.Y (y(t)) / k=0...n—2}

(Hy) Vte[0,T] ad’Y.X(+(t)) ¢ K(2).

(H3) Sin = 2 alors : Vt € [0,7] X(v(t)) et Y(y(¢)) sont indépendants.
Sin > 3alors: V¢t e [0,7] X(y(t) ¢ Vect {ad*X.Y(y(t)) /| k =
0...n—3}.

Sous ces hypotheéses, v est de corang 1, le vecteur adjoint p, associé & ~ est
unique & scalaire prés, et pour tout ¢t € [0, T, p,(t) est orthogonal & K (t).

Définition 2.1.1. Soit D =< p,, X > . < p,,ad*Y.X >y
e Si D >0, v est dite elliptique.
e Si D <0, v est dite hyperbolique.
e Si D=0, « est dite exceptionnelle.

D’aprés la condition de Legendre-Clebsch (voir [37]), les trajectoires ellip-
tiques ne peuvent pas étre temps-minimales. Elles peuvent par contre étre
temps-maximales. L’étude des trajectoires elliptiques ou hyperboliques est to-
talement similaire (au signe prés). Nous nous bornerons donc par la suite aux
trajectoires hyperboliques et exceptionnelles.

L’objet de base qu’il faut étudier pour obtenir des résultats d’isolement est
la dérivée seconde intrinséque de 'application entrée/sortie le long de ~ :

Définition 2.1.2. Notons u un contrdle associé a . La dérivée seconde intrin-
séque le long de v est la forme quadratique réelle :

Ell(v) = py(T).dEr(u).(v,v)

ou v € Ker dE7(u).
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En gros, si cette forme quadratique est définie positive (ou négative), alors
est localement isolée, et donc localement optimale. Réciproquement si +y est opti-
male, alors E!/ est positive (ou négative), voir [10]. Cependant ce raisonnement
ne marche que pour les trajectoires hyperboliques, voir [53]. Pour les trajec-
toires exceptionnelles la situation est plus compliquée, et il faut alors étudier
la dérivée seconde intrinséque sur un domaine plus grand (appelée application
temps xentrée/sortie dans [10], opérateur réduit dans [19]), voir plus loin.

D’autre part il faut préciser le sens de local. Dans [10] ol une théorie
générale de 'optimalité est faite, cela signifie dans un wvoisinage L™ du con-
trole de référence u. Dans [19] ou les auteurs étudient le probléme de temps
optimal sur des systémes affines mono-entrée sans contrainte sur le controle,
cela signifie dans un voisinage C° de la trajectoire de référence, ce qui est une
notion d’optimalité plus forte. Dans les deux théories, un temps conjugué est
un temps t; pour lequel la dérivée seconde intrinséque le long de v a un noyau
non trivial.

Nous allons d’abord étudier la temps-optimalité sur deux exemples représen-
tatifs sur lesquels les hypothéses précédentes sont satisfaites, I'un dans le cas
hyperbolique, 'autre dans le cas exceptionnel, sur lesquels les opérateurs dif-
férentiels représentant la dérivée seconde intrinséque sont trés simples. Ensuite
nous envisagerons le cas général pour le probléme de minimisation du temps,
puis d’un cott quelconque.

2.2 Deux exemples

2.2.1 Cas hyperbolique

Considérons le systéme :
P=1419y% 22
§=z (2.3)
z=u

ou u vérifie la contrainte : |u| < 1. La trajectoire anormale de référence est

~(t) = (t,0,0), associée & u = 0 sur [0, T], avec T > 0 fixé. La partie controlable
du systéme est (y, z), et la dérivée seconde intrinséque est :

T
By = [ =)

définie sur Ker dE(0) = {u / y(0) = 2(0) = y(T) = 2(T) = 0}. Par une
intégration par parties on voit que :

T T
B (u) = / (v — ) dt = / y(y + §)dt = Qy) (2.4)
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avec Q(y) = (y, Dy)r2, ot (, )z désigne le produit scalaire sur L2([0,71]), et
D est Vopérateur différentiel :

Dy=y+7j

On veut étudier le signe de la forme quadratique @ sur ’espace G correspondant
a Ker dE(0) :

G ={y / i€ L*([0,T]),y(0) = §(0) = y(T) = y(T) = 0}

G est un espace de Sobolev. Muni de la norme ||y||¢ = ||§j|| L2, ¢’est un Banach.
On est donc conduit & étudier le spectre de 'opérateur D. Or sur I'espace G ce
spectre est vide ; on doit donc élargir le domaine de fagon & ce que la relation
(2.4) soit toujours vraie, et que le spectre soit non trivial. Voila pourquoi on
travaille sur ’espace de Sobolev :

F={y / y€L*0,T)),y(0) = y(T) = 0}

Muni de la norme ||y||r = ||§||z2, F est un Banach. Le signe de Qs est
déduit du signe de Q,r par densité de G' dans F' et par continuité de la forme
quadratique @) au sens de la norme || ||p.

Le résultat est le suivant :

Lemme 2.2.1. Il existe une suite (\r)ren de réels, avec A\, =1 —

T+ kr\’
T
et une base Hilbertienne (ex,)remn de L?([0,T)) telles que e € C2([0,T)) et

er + € = A\ger
Par conséquent :
e siT <7, Q est définie négative.
e siT > 7, Q est indéfinie.

En fait, les valeurs propres A\, étant des fonctions croissantes de 7T, il suffit
de considérer I’évolution de la plus grande : Ao = 1— (%)2 Elle s’annule lorsque
T = . Ainsi le temps T = 7 est le premier temps pour lequel 'opérateur D,
ainsi que la dérivée seconde intrinséque, admettent un noyau non trivial. On

dit que 7 est le premier temps conjugué pour Popérateur D ou pour la forme Q.

Conséquences sur ’ensemble accessible. Désignons par Acc”(T') ’ensemble
des points accessibles en temps 7" pour le systéme (2.3) sous la contrainte |u| < 7.
Son allure en fonction de 1" est représentée sur la fig. 2.1.

On voit sur la figure que si T < 7, u = 0 est le seul controle dont la
trajectoire associée relie les points (0,0,0) et (7,0,0). Si T > 7, ’ensemble
accessible devient ouvert autour du point (7,0,0). Par conséquent :

Corollaire 2.2.2. La trajectoire vy est temps-optimale si et seulement si T < 7.
Autrement dit v est temps-optimale avant son premier temps conjugué, et ne
lest plus apres.
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Y,z Y,z

Figure 2.1: Cas hyperbolique

2.2.2 Cas exceptionnel

Considérons le systéme :

9.31 =1+ xro

Ty =3

2.5

P (2.5)
T4 = x% — :173

ol u vérifie la contrainte |u| < 7. Posons z; =t +&; ona: & = 5. La

trajectoire anormale de référence, associée & u = 0, est y(¢t) = (¢,0,0,0). La

partie controlable est (£, 9, x3), et la dérivée seconde intrinséque est la forme

quadratique :

T
B (u) = / (22— a2) dt

Contrairement au cas hyperbolique o un seul opérateur différentiel était na-
turellement associé & la dérivée seconde intrinséque, ici dans le cas exceptionnel
on a deux opérateurs différentiels naturels :

T T

LB = [ (@& a= [ e a-q
ot Q(&) = (§,DE) 2, et D est Vopérateur différentiel :

Dg =&+
dont le domaine correspondant & Ker dE(0) est :

G ={¢ /&M e L*([0,7)),£(0) = £(0) = £(0) = &(T) = &(T) = &(T) = 0}
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T T
2. Eg(u) = / (@3 —a3) dt = _/o za(z2 + d2) dt = Q1(z2)

ol Q1(z2) = —(x2, D122) 2, et D est Popérateur différentiel :

[}

Dizy = x9 + I9

dont le domaine correspondant & Ker dE(0) est :
T
G = {372/.%‘2 S LZ([O7TD7.’172(0> = .’172(0) = QTQ(T) = QTQ(T) = / To dt = O}
0

On dit que D; est Uopérateur réduit de D. De méme que dans le cas hyper-
bolique, le spectre de D (resp. D;) sur G (resp. (1) étant vide, on étudie :

L Qsur F ={¢ /e L2([0,T)),£(0) = £(0) = &(T) = §(T) = 0}
2. Qsur Fy = {xy / iy € L*([0,T]),22(0) = zo(T) = 0}

De méme que dans le cas hyperbolique, on déduit par densité que le signe de @
sur G est le méme que sur F. Par contre ce raisonnement ne marche pas pour
Q1 : en effet G; est un sous-espace fermé strict de Hy, o

H1 = {1’2 / £.Z.32 € L2([0,T]),£C2(0) == SCQ(O) = I’Q(T) = I’Q(T) = O}

La densité de Hy, dans F; et la continuité de )1 au sens de la norme ||za||p, =
[|Z2||L2 permettent d’affirmer que le signe de Q; sur H; est le méme que sur Fj.
Les résultats sont les suivants :

Lemme 2.2.3. Le premier temps conjugué de () sur F estt. = 2mw. Le premier
temps conjugué de Q1 sur I estt.. = w. Par conséquent, () est définie positive
sur G si T < 27 et indéfinie si T > 2w ; Q1 est définie positive sur Hy siT <
et indéfinie si T > 7.

Conséquences sur ’ensemble accessible. Pour représenter les ensembles
accessibles il faut comprendre la signification des formes @ et ();. La forme @
sur G représente la coordonnée xz4(7T) lorsque les autres coordonnées sont fixées :
21(T) =T, 22(T) = 23(T) = 0. Ainsi pour T < 27 les points (7,0,0,®), « >0
sont accessibles en temps 7. D’autre part, la forme quadratique @; sur H;
représente la coordonnée x4 (7T) lorsque seulement x5(T) et x5(7T) sont fixées a
0, i.e. la coordonnée x1(T) est libre. D’ou l’allure de Acc”(T) en fonction de T,
représentée sur la fig. 2.2.

On voit sur la figure que si T < 7, u = 0 est le seul controle dont la trajectoire
associée relie les points (0,0,0,0) et (7,0,0,0). Si T > 7, ’ensemble accessible
au temps T contient le point (T +¢,0,0,0), avec € > 0 petit. Par conséquent :

Corollaire 2.2.4. La trajectoire y est temps-optimale si et seulement si T < 7.
Autrement dit v est temps-optimale avant le premier temps conjugué t.. de
Uopérateur réduit, et ne l’est plus apres.
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Figure 2.2: Cas exceptionnel

Différence avec le cas hyperbolique Dans le cas hyperbolique, la frontiére
de I’ensemble accessible est, pour T < t., une courbe transverse a la direction
anormale (voir fig. 2.1), et donc quelle que soit la concavité de cette courbe
Pensemble Acc(T) ne peut pas contenir (T' + £,0,0,0), € > 0. Dans le cas
exceptionnel au contraire elle est tangente & la direction anormale, donc sa
concavité a une importance pour l'optimalité de la singuliére. Pour 1’étudier il
faut connaitre le signe de la dérivée seconde intrinséque sur son domaine ol on
a relaxé la condition aux limites £(7") = 0. C’est précisément ce que permettent
Popérateur réduit D et la forme Q1.

Remarque 2.2.1. Si on oublie la coordonnée x1, alors le systéme (2.5) se réduit
au systéme (2.3), i.e. au cas hyperbolique étudié précédemment.

2.3 Cas général

Considérons le systéme affine (2.1) avec la contrainte (2.2), et on suppose que la
trajectoire anormale de référence ~ vérifie les hypothéses (Hy — H3) précédem-
ment énoncées. Dans ces conditions on a des formes normales qui nous permet-
tent d’exprimer facilement opérateur différentiel et donc facilitent le calcul des
temps conjugués (voir [19]).

On envisage d’abord le probléme du temps minimal, puis de la minimisation
d’un coit quelconque.

2.3.1 Temps optimal

Définition 2.3.1. e On dit que v est C°-temps-minimale sur [0, T] s’il ex-
iste un voisinage C° de ~ tel que T soit le temps minimal pour relier v(0)
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a y(T) relativement & I’ensemble des solutions du systéme (2.1) avec la
contrainte (2.2) contenues dans ce voisinage.

e Rappelons que v est associée au contrdle v = 0. On dit que ~y est L>°-
temps-minimale sur [0, 7] s’il existe un voisinage de 0 dans L>([0, 7T + 4])
tel que T soit le temps minimal pour relier v(0) & v(7T') relativement &
I’ensemble des trajectoires associées & un controle de ce voisinage.

Bien entendu si v est CY-temps-minimale alors elle est L°°-temps-minimale.

Comme précédemment on distingue les cas hyperbolique et exceptionnel.
Les résultats suivants généralisent ceux de [19] qui considérent un systéme affine
(2.1) sans contrainte sur le controle.

1. Cas hyperbolique

Lemme 2.3.1 (cas hyperbolique). [19] Si v est hyperbolique, alors on peut
normaliser le systéme (2.1) par feedback équivalence en :

a n—1 n—1 a

= gt L gy, 2 g+ R
0

fl = E

0l anp > 0 sur [0,T] et R est un terme résiduel que l'on peut négliger dans
notre étude.

Dans ces conditions, la partie controlable du systéme est (s, . .., z,), 'anormale
de référence est y(t) = (¢,0,...,0), et la dérivée seconde intrinséque le long de
~ est identifiée 3 :

/0 Z aij (1) (1)€;(t) dt , o :

i.j=2
6.2 = 637""5“*1 = 5n7€n =0

Posons y = &;. Alors elle se met sous la forme :

Qr(y) = /0 gr(y)dt

n—2
ou gr(y) = Z bijy(i)y(j), avec bj_g j_o = %, et ou y évolue dans I’espace
i,j=0
correspondant au noyau de la dérivée premiére :
G={y [y e L2([0,T)), y?(0) =y(T) =0, i=0...n—2}

On a par intégrations par parties :
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Lemme 2.3.2 ([19]). La forme quadratique Qr est représentée sur G par
DVopérateur Dy de sorte que :

Qr(y) = (Dry,y) L2
et Vopérateur Dt s’écrit :
n—2 n—2

1 di 9g & d
D = 35 —-1)'— - - -1 j—bz—
r 2,2%( ) @ Ay Z( Y it g

1= 1,J

Comme dans les exemples étudiés précédemment, le spectre de D sur G
est trivial. On doit donc agrandir cet espace de fagon & ce que le spectre soit
non trivial et que le lemme de représentation 2.3.2 soit encore valable. Posons
donc :

F={y/y™? e L*0,T)),y"(0) =y (T)=0,i=0...n— 3}

Lemme 2.3.3. Pour tout f € L*([0,T)) il existe y € F unique tel que y>("~2) €
L2([0,T)) et Dry = f. On désigne par L lopérateur f — y considéré comme
opérateur de L*([0,T]) dans L*([0,T)) ; il est autoadjoint et compact.

Définition 2.3.2. On dit que T est un temps conjugué s’il existe y € F tel que
y?("=2) ¢ L2([0,T]) et Dpy = 0.

On note t. le premier temps conjugué de 'opérateur D. On sait (voir par
exemple [19], [53], [9]) que t. > 0 ou t. = +o00. Le résultat suivant généralise
exactement la situation décrite sur I’exemple 2.3 :

Théoréme 2.3.4 ([59]). La trajectoire v est C'-temps-minimale si et seulement
si T < t.. De plus v n’est pas L°°-temps-minimale si T > t..

De plus lallure des ensembles accessibles en fonction de 7" est similaire & celle
représentée sur 'exemple dans le cas hyperbolique (fig. 2.1), en remplacant 7
par t..

Remarque 2.3.1. En dimension 2, ’opérateur D est égal & byId, et donc t. = +o00
(pourvu que les hypothéses (Hy — Hs) soient vraies sur R™T).
2. Cas exceptionnel

Lemme 2.3.5 (cas exceptionnel). [19] Si ~y est exceptionnelle, alors on peut
normaliser le systéme (2.1) par feedback équivalence en :

a n—2 a n—1 (9
U TN AP Y L
0

axnfl

h

0% ap—1,n—1 >0 sur [0,T] et R est un terme résiduel que l’on peut négliger.
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Posons x; = ¢t + £. La partie controlable du systéme est (£, 22,...,Zn—-1),
Panormale de référence est v(t) = (t,0,...,0), et la dérivée seconde intrinséque
le long de v est identifiée a :

/0 i ai; (1)& ()& (t) dt , ou:

1,j=2
51 = 627 cee v£n72 = 57171757171 =

Comme dans ’exemple du cas exceptionnel, on peut I’écrire de deux maniéres
différentes :

1. Si £ = x1 —t, elle se met sous la forme :

Q) = / g(€)dt

ot g(§) = Tf bi€DEW ] avee by ;o1 = 21T%1 et on ¢ évolue dans
I’espace coi}je:slpondant au noyau de la dérivée premiére :

G ={¢ /€2 e L2(0,1)), €9(0) = D(T) =0, i=0...n -2}
Notons D l’opérateur représentant Q). On a :

Q&) = (&, DE)

avec

n—2 ; n—2 ; ;i
1 .dt Oq ) d
D = - 1) = -1 J—bl— 2.

2. En fonction de xo, elle se met sous la forme :

A= [ wla
n—3
ou q;(z2) = Z bi+1’j+1x§i)$éj), et ol x5 évolue dans I’espace correspon-
dant au noyeiﬁzdoe la dérivée premiére :
Gy = {as / 287 € L2(0, 7)), 257 (0) = 25(T) =0, i =0...n— 3,
et /OT xo dt =0}

Notons D; l'opérateur représentant ;. On a :

Q1(w2) = (2, D1x2) 12
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avec

n—3 i n—3 ; ;i
1 ~d' dq ;d d'
D = - —1 7’—_—4 = —1 j—.i y I .
D D P T
d

Remarquons que ¢(£) = ¢1(£) et que D = — DlE' Comme précédemment

dt
I’étude spectrale de ces opérateurs doit étre effectuée sur des espaces plus
grands :

o ' ={¢ /€2 ¢ L2([0,7]),6D(0) = ¢9(T) = 0,i = 0...n — 3} pour
lopérateur D.

o Fy={xy /2" € L2([0,T)), 25 (0) = 2 (T) = 0,i = 0...n — 4} pour
Dy sin >4 (si n =3, aucune condition aux limites n’est imposée).

Le lemme suivant est une amélioration de [19], ou I'inégalité large seulement
est montrée :

Lemme 2.3.6 ([59]). Notons t. (resp. t..) le premier temps conjugué pour D
sur F' (resp. Dy sur Fy). Alors : 0 < te. < te.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.3.7 ([59]). La trajectoire v est C°-temps-minimale si et seulement
st T < tee. De plus v n'est pas L>°-temps-minimale si T > t...

De plus lallure des ensembles accessibles en fonction de T est similaire &
celle représentée sur ’exemple dans le cas exceptionnel (fig. 2.2), en remplacant
T par t.. et 2w par t..

Remarque 2.3.2. Sin =3, on a t.. = +0o pourvu que les hypothéses (Hyo — H3)
soient satisfaites sur R™".

Remarque 2.3.3. Dans les deux cas hyperbolique et exceptionnel, la notion de
point conjugué et ’optimalité de v ne dépendent pas de la contrainte imposée
sur le controle. Cela vient du fait que le controle anormal de référence appartient
a 'intérieur de I’ensemble de contraintes.

2.3.2 Optimalité pour un coiit quelconque

On se pose maintenant le probléme de minimiser un certain coiat C(T,u), qu’on
note également Cr(u), ou C' est une fonction lisse vérifiant ’hypothése supplé-
mentaire suivante le long de la trajectoire de référence vy :

(Hs) VT' 1g (dE7(0),dCr(0)) =n

ou Er est lapplication entrée/sortie du systéme 2.1. Cette hypothése signifie
que la singularité de lapplication entrée/sortie du systéme augmenté est de
codimension 1. On envisage plusieurs problémes d’optimisation :
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1. Temps final non fixé

Définition 2.3.3. e On dit que 7 est C°-codit-minimale sur [0, T s’il existe
un voisinage C° de 7 tel que pour toute trajectoire ¢ contenue dans ce
voisinage vérifiant ¢(0) = v(0) et ¢(t) = v(T) on a: C(t,v) > C(T,0), ou
v est le controle associé & g.

e On dit que ~ est L™ -codt-minimale sur [0,T] s’il existe un voisinage de 0
dans L*>°([0,T + ¢]) tel que, pour toute trajectoire ¢ associée 3 un controle
v de ce voisinage, vérifiant ¢(0) = v(0) et ¢(t) = v(T), on a : C(t,v) >
C(T,0).

Bien entendu la C%-cotit-minimalité entraine la L>°-cott-minimalité.

On a le résultat suivant (comparer avec [10]) :

Théoréme 2.3.8 ([59]). 1. Si v est hyperbolique, v n’est jamais L°°-codt-
minimale.

2. Si vy est exceptionnelle, alors v est C°-codt-minimale si et seulement si
elle est CV-temps-minimale. En fait, v est C°-codt-minimale si T < t..,
et n’est pas L°°-cotdt-minimale si T > t...

Ainsi dans le cas exceptionnel, le probléme de minimisation du coit et le
probléme du temps-optimal sont équivalents. En fait, pour T < t.., v est
isolée, et donc en particulier optimale pour les deux problémes. Pour T > ¢,
I'hypothése (H,) permet de montrer ’existence d’un controle u de cott inférieur
au coit de v, voir [59].

2. Temps final fixé

Définition 2.3.4. e On dit que v est CY-cotit-minimale sur [0, T] s’il existe
un voisinage C° de 7 tel que pour toute trajectoire ¢ contenue dans ce
voisinage vérifiant ¢(0) = v(0) et ¢(T) = v(T) on a : Cr(v) > Cr(0), ou
v est le controle associé & g.

e On dit que 7 est L™ -codt-minimale sur [0,T] s’il existe un voisinage de 0
dans L*° (][0, TY) tel que, pour toute trajectoire g associée & un controdle v de
ce voisinage, vérifiant ¢(0) = v(0) et ¢(T) =v(T'), on a : Cp(v) = Cr(0).

On a alors :

Théoréme 2.3.9 ([59]). 1. Si~y est hyperboligque, alors ~ est CO-codt-minimale
si et seulement si elle est CO-temps-minimale. En fait, v est C°-codt-
minimale si T < t., et n'est pas L*>°-codt-minimale si T > t..

2. Si vy est exceptionnelle, alors v est C°-codt-minimale si et seulement si
T < t.. De plus, v n’est pas L*°-codt-minimale si T > t. (alors que v est
CO-temps-minimale si et seulement si T < tec)-
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Ainsi dans le cas hyperbolique les temps ou v perd son optimalité sont les
mémes dans le probléme de minimiser le colt & temps final fixé et dans le
probléme du temps minimal. Au contraire dans le cas exceptionnel ils sont
différents : v perd sa C°-temps-optimalité avant sa C°-cotit-optimalité (puisque
tee < te, voir lemme 2.3.6).

2.4 Application au cas sous-Riemannien

Soit (M, A, g) une structure sous-Riemannienne ot M est une variété lisse, A
est une distribution lisse de rang 2 sur M, et g est une métrique lisse sur A. Soit
~ une trajectoire anormale de référence définie sur [0,T], avec v(0) = qo € M.
Sans perte de généralité on peut supposer que A est engendrée par deux champs
de vecteurs lisses g-orthonormés X et Y, et que « est la courbe intégrale du
champ X. Alors, & reparamétrisation prés, le probléme sous-Riemannien est
équivalent au probléme du temps minimal pour le systéme :

& =vX(x)+uY(x) (2.8)
et ou les controles v, u satisfont la contrainte :
vP 4 u? <1 (2.9)
La trajectoire anormale  est associée au controle v = 1,u = 0.

Définition 2.4.1. On appelle systéeme affine associé au systéme sous-Riemannien
(2.8) le systéme affine :
&= X(z)+wY(z) (2.10)

ou le controle w vérifie une contrainte du type : |w| < 7.

Pour étudier 'optimalité de la trajectoire v pour le systéme sous-Riemannien
(2.8), on compare ce systéme avec son systéme affine associé (2.10). Le fait que
I'optimalité de v pour le systéme affine ne dépende pas de la contrainte est
essentiel. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1 ([59]). Supposons que les hypothéses (Hy — Hs) soient sat-
isfaites le long de v pour le systéme (X,Y). Alors v est C-optimale pour le
systéeme sous-Riemannien (2.8) si et seulement si elle est C°-temps-minimale
pour son systéme affine associé (2.10). De plus v est exceptionnelle pour ce
systéme affine ; autrement dit v est C'-optimale si T < t.. et n'est pas L™-
optimale si T > t,..

En particulier les temps conjugués sont les mémes le long de v pour les
deux systémes. Par conséquent tout le formalisme de calcul du temps con-
jugué introduit pour les systémes affines (I’opérateur différentiel D;) est encore
valable en sous-Riemannien. En particulier le temps conjugué du probléme sous-
Riemannien est calculable par un algorithme. Ce résultat fait le lien entre les
travaux de [19] et [8], [9].
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Exemple 2.4.1. Le cas Martinet (exposé en détails en section 4.4.1) est en
dimension 3, donc t.. = +00 (voir remarque 2.3.2). La trajectoire anormale est
donc optimale sur R™.

Remarque 2.4.1. D’aprés [3] la C°-optimalité est en géométrie sous-Riemannienne
équivalente & ’optimalité au sens L? sur les controles.

Remarque 2.4.2. Si T est assez petit (dépendant du choix de la structure Rie-
mannienne, et inférieur a t..), alors d’aprés [8] -y est de plus globalement optimale
parmi toutes les trajectoires sous-Riemanniennes reliant 0 & (7).

Remarque 2.4.3. 1l est important de remarquer que la perte d’optimalité se fait
dans L>™°. Autrement dit les contrdles L2-proches du contréle de référence n’ont
aucune influence sur l'optimalité de Panormale (voir découpage en secteurs,
section 4.3.2).
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Part 11

Propriétés asymptotiques et
régularité de la fonction
valeur et de ses ensembles de
niveaux
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Dans toute cette partie on s’intéresse & des systémes affines analytiques de
la forme :

= fo(w) + Zuifi(x)

2(0) =0

(2.11)

avec le cofit :

T m
C(u):/o Zuf(t)dt (2.12)

En fait plus généralement tous les résultats de cette partie sont valables pour un

T
coit C(u) = / fY(z,u)dt analytique au sens L?, semi-continu inférieurement
0

2 £0
pour la topologie faible sur L2, et tel que 502 soit coercive, i.e. :
U
n m anO 2
Je>0/VeeR" Vu,veR P (x,u).(v,v)| = el|v]||gm
U

Cependant par commodité d’écriture toutes les démonstrations de [58] sont
écrites avec le cont (2.12).

La régularité de la fonction valeur correspondante S et de ses ensembles de
niveaux dépend de la présence ou non d’anormales minimisantes. Le but de cette
partie est d’expliquer le role de ces anormales. Nous allons voir que s’il n’y en a
pas, la catégorie des ensembles sous-analytiques est adaptée a la description de
S. S’il y a des anormales minimisantes, cette catégorie n’est plus assez grande
en général ; les anormales minimisantes sont responsables de la non-propreté
de Vapplication exponentielle, ce qui provoque un phénoméne de tangence des
ensembles de niveaux par rapport & une direction anormale de référence. Si
m=1cet fo #0,0usim=2et fop =0, on peut décrire précisément ce contact
et en déduire une partition en secteurs au voisinage de I’anormale de référence.
La transcendance de S au voisinage de I’anormale est étudiée précisément dans
le cas sous-Riemannien de Martinet, et dans le cas général intégrable la sphére
appartient a la catégorie log-exp ; de plus on a une échelle précise de fonctions
paramétrant la sphére.
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Chapter 3

S’1l n’y a pas d’anormale
minimisante

Pour tenter de comprendre le réle des anormales minimisantes, plagons-nous
d’abord dans le cas o1 il n’y en a pas.

3.1 Sous-analyticité de la fonction valeur

Les ensembles de niveaux de la fonction valeur S correspondant au systéme
(2.11) avec le cott (2.12), notés M, (T') et M, (T'), ont été définis précédemment
(définition 1.3.2). On a :

Théoréme 3.1.1 ([58]). Considérons le systéme de contréle affine (2.11) avec
le cott (2.12). On suppose que r et T sont assez petits (de sorte que toute trajec-
toire ayant un codt inférieur a r est bien définie sur [0,T)). Soit K un compact
sous-analytique inclus dans M, (T). Supposons qu’il n’existe pas d’anormale
minimisante reliant 0 a un point quelconque de K. Alors S est continue et
sous-analytique sur K.

Corollaire 3.1.2 ([58]). Sirg et T sont assez petits et s’il n’existe pas d’anormale
minimisante reliant 0 & un point quelconque de M<,,(T), alors pour tout r in-
férieur a ro, M, (T) et M, (T) sont des sous-analytiques de R".

Ce résultat généralise aux systémes affines un théoréme de [1] sur les systémes
sous-Riemanniens (voir aussi [11],[36]). L’argument principal pour prouver la
sous-analyticité est le méme que dans [1], i.e. la compacité de Uensemble des
multiplicateurs de Lagrange associés aux trajectoires minimisantes.

Si le domaine U de ’application entrée/sortie est égal & L2([0, 7], R™) tout
entier, i.e. si les trajectoires associées & un contrdle quelconque u dans L? sont
bien définies sur [0,77], alors tout point de Acc(T) peut étre atteint par une
trajectoire minimisante. Le théoréme 3.1.1 devient :
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Théoréme 3.1.3 ([58]). SiU = L*([0,T], R™) et s’il nexiste pas d’anormale
minimisante, alors S est continue sur R" ; de plus Acc(T) est ouvert et S est
sous-analytique sur tout compact sous-analytique inclus dans Acc(T).

Remarque 3.1.1. En géométrie sous-Riemannienne (i.e. fo = 0) le controle u = 0
est toujours minimisant et anormal puisque Im dE(0) = Span {f1(0),..., fm(0)}
est de codimension supérieure ou égale & 1. Donc ’hypothése du corollaire
3.1.2 n’est jamais satisfaite. C’est pourquoi on doit exclure l’origine. Dans [1],
Agrachev prouve que la distance sous-Riemannienne est sous-analytique dans
un voisinage épointé de 0, et donc les sphéres sous-Riemanniennes de petit rayon
sont sous-analytiques.

Le probléme de la sous-analyticité de la distance sous-Riemannienne en 0
n'est pas trivial. Agrachev/Sarychev ([8]) ou Jacquet ([36]) prouvent ce fait
sous certaines hypothéses sur la distribution. En fait pour certaines dimensions
de l'espace d’états et codimensions de la distribution, ’absence d’anormales
minimisantes (et donc la sous-analyticité des sphéres) et la non sous-analyticité
de la distance & 0 sont des propriétés génériques. (voir [7]).

Néanmoins pour les systémes affines tels que fy # 0, le controle u = 0
(qui est toujours minimisant puisque C'(u) = 0) n’est pas anormal en général.
Les conditions assurant que ce controle est régulier sont bien connues (voir par
exemple [40]). On peut alors améliorer le corollaire 3.1.2 et énoncer :

Corollaire 3.1.4 ([58]). Considérons le systéme affine (2.11) avec le codt (2.12).
Siu =0 est admissible sur [0,T] et est régulier, alors pour tout r assez petit, S
est continue sur M, (T) et est sous-analytique sur tout sous-ensemble compact
sous-analytique de M, (T). De plus sir est assez petit alors M, (T') et M, (T)
sont des sous-analytiques de R".

3.2 Sur la continuité de la fonction valeur

Le théoréme 3.1.1 affirme en particulier que s’il n’y a pas d’anormale min-
imisante alors S est continue sur M, (T). Sans cette hypothése c’est faux,
comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 3.2.1. Considérons dans R? le systéme affine & = fo(z) + ufi(x)
avec 5

0
fo_%a f1_87y

Fixons T > 0. Il est clair que pour tout u € L?, x, est bien définie sur [0, 7.
On a:

Par conséquent
Ace(T)={(Ty) / y € R}

45



Y WA:O
A>0

xT

Figure 3.1: A <0

La fonction valeur prend des valeurs finies dans Acc(T), et est infinie en de-
hors, donc n’est pas continue sur R". Remarquons que pour tout contréle wu,
Papplication dE(u) n’est jamais surjective, et donc toutes les trajectoires sont
anormales.

Dans l’exemple précédent, S est cependant continue sur Ace(T). Mais c’est
faux en général, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 3.2.2. Considérons dans R? le systéme affine & = fo + uf; avec

0 0
= 27 = —
fo—(1+y)ax, fi a9

Fixons T' = 1. La seule trajectoire anormale = est associée au contréle u = 0 :
~v(t) = (¢,0). Soit A = ~(1) ; on a S(A) = 0. L’ensemble d’accessibilité au
temps 1 est :

Acc(l) = AU {(z,y) €R? / x> 1}

1
Considérons maintenant le probléme de minimiser le coiut C(u) = / u?(t)dt.
0

Les extrémales normales sont solutions de :

& 1+y° gy o= 1y
P = 0 py —2yp;

Posons p, = A. Le domaine décrit par (z(1),y(1)) lorsque \ varie est representé
sur la fig. 3.1.

Les ensembles de niveaux M, (1) de la fonction valeur S sont représentés sur
la fig. 3.2. La famillle (M, (1)),>0 est une partition de Acc(1). Remarquons que
la pente du vecteur u,. tend vers l'infini lorsque r tend vers 0.

Les ensembles de niveaux M, (1) se ramifient en A, mais ne contiennent pas
ce point, donc ne sont pas fermés. Maintenant on peut voir que la fonction
valeur S n’est pas continue en A, méme G l'intérieur de Acc(l). En effet sur
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Figure 3.2: Ensembles de niveaux de la fonction valeur

M,(1), S prend la valeur r, mais est égale & 0 au point A.

De plus on peut donner un équivalent de S en A dans le domaine (A < 0)
(voir fig. 3.1) :
1 y4
S(x,y) ~ =~
(@,y) ~ 17—
Remarquons que lorsque y # 0 est fixé, si x — 1,z > 1, alors A — —oo.
C’est un phénomeéne de non-propreté di a existence d’anormales minimisantes,
cf section 3.2.2.

Dans cet exemple A est atteint par le controle v = 0. On voit facilement
que l’ensemble des contréles minimisants reliant 0 aux points d’un voisinage de
A n’est pas (fortement) compact dans L?. En fait on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 ([58]). Considérons le systéme affine analytique (2.11) avec
le codt (2.12). On suppose que v et T sont assez petits. Alors S est continue
sur M<,(T) si et seulement si l’ensemble des controles minimisants reliant 0
auz points de M, (T) est compact dans L*.

Remarque 3.2.1. En géométrie sous-Riemannienne la fonction valeur S est tou-
jours continue, méme s’il y a des anormales minimisantes. Ceci est di au fait que
S est le carré de la distance sous-Riemannienne (voir par exemple [12]). Remar-
quons que [36] (voir aussi [1]) prouve que ’ensemble des contrdles minimisants
joignant M, (T) = B(0,r), r assez petit, est compact dans L?.
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Chapter 4

S’1] existe une anormale
minimisante

4.1 Insuffisance de la catégorie sous-analytique

4.1.1 En géométrie sous-Riemannienne

Le cas Martinet plat étudié dans [6] est le cas sous-Riemannien le plus simple
pour lequel il existe une anormale minimisante. Les auteurs montrent que les
sphéres de petit rayon, et donc la distance & 0, ne sont pas sous-analytiques
(voir section 4.4.1 pour une étude plus générale du cas Martinet). Se basant sur
ce fait, Agrachev et Gauthier montrent dans [7] le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1. Considérons une structure sous-Riemannienne (M, A, g) de
rang 2 telle que A3 # A% en qo. Alors le germe en qo de la distance sous-
Riemannienne 4 qo n’est pas sous-analytique.

Leur étude ne se limite pas au rang 2. Mais ’étude du rang 2 est intéres-
sante car génériquement il n’existe pas d’anormale minimisante pour les rangs
supérieurs ou égaux a 3 (cf [7] ou théoréme 1.4.1).

En revanche on n’a pas de résultat aussi général que le théoréme précédent
pour les sphéres sous-Riemanniennes pour des structures de rang 2. On con-
jecture cependant qu’elles ne sont jamais sous-analytiques au voisinage d’une
anormale minimisante (voir cas Martinet, section 4.4.1).

Conclusion La catégorie sous-analytique est donc insuffisante pour décrire la
régularité de la distance dans le cas o il existe des anormales minimisantes. Il
faut donc trouver une catégorie plus large et qui bénéficie des mémes propriétés
que la classe des sous-analytiques. Bref il faut trouver une catégorie o-minimale
plus large, ou du moins une catégorie dans laquelle on a de bonnes propriétés
de stratification.
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4.1.2 Pour des systémes affines

Considérons de nouveau I’exemple (3.2.2). On montre que la fonction valeur S
a le développement asymptotique suivant au voisinage du point A = (1,0) :

4 4 2 4 2

1 y Z/ P _ Y
— xr—1 x—1
4x_1+x_1e +of e )

S(x,y) =

rx—1

Elle n’est donc pas sous-analytique en A. De méme la branche S~1(r), qui se
ramifie en A, n’est pas sous-analytique au voisinage de A et a le développement

suivant :
4

1 _4r _4r
v=1+ 1y =3y’ +o(ye V)
r
En fait on peut montrer que cette branche et la fonction valeur s’expriment
au voisinage de A comme des fonctions analytiques d’une certaine échelle de

fonctions composées de logarithmes et d’exponentielles. Par exemple le graphe

de cette branche est : .

e v?

r=1+F(y, )
y3

ol F est un germe de fonction analytique en 0. Ceci signifie que la branche,
ainsi que la fonction valeur S, appartiennent & la catégorie log-exp introduite en
section 1.5.2. C’est une bonne catégorie dans le sens ou elle est o-minimale.
Elle contient les sous-analytiques. C’est un bon candidat pour décrire les
phénoménes anormaux.

Malheureusement on n’a pas de résultat général dans cette catégorie. Voyons
donc d’abord ce qu’on peut dire de général.

4.2 Aspect qualitatif : théoréme de tangence

Le but de ce paragraphe est d’expliquer de maniére générale sur des systémes de
controle affines que l'existence d’une anormale minimisante est & ’origine d’un
phénomeéne de non-propreté, ce qui a des conséquences sur 'aspect qualitatif
des ensembles de niveaux de la fonction valeur.

4.2.1 Théoréme de tangence

Lemme 4.2.1 ([58]). Considérons le systéme affine (2.11) avec le codt (2.12).
Supposons qu’il existe une trajectoire minimisante v sur [0,T] associée 4 un
unique contréle anormal minimisant u de corang 1, et qu’il existe r > 0 as-
sez petit pour que A = y(T) € M, (T). Notons (p1,0) le multiplicateur de
Lagrange projectivisé en A. Soit o(T)o<r<1 une courbe sur M, (T) telle que
lii% o(r) = A. Pour tout T on note P(t) C P(T; M) Uensemble des multi-

o(r
plicateurs de Lagrange projectivisés en o(7) : P(7) = {(pu(7),0%) / E(u) =
o(7),u est minimisant}. Alors :

P(r) — {(p1,0)}
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c’est-a-dire que chaque multiplicateur de Lagrange de P(7) tend vers (pi1,0)
lorsque 7 — 0.

Soit E Iapplication entrée/sortie du systéme augmenté dans R" x R :

&= folx) + ) uifi(x)
= (4.1)

Si P € M,.(T) C R", on note P = (P, ) le point correspondant dans ’espace

augmenté. De la méme fagon, on note MT(T), ]ngr(T) les ensembles correspon-
dants dans I’espace augmenté.

Théoréme 4.2.2 ([58]). Supposons que les hypothéses du lemme 4.2.1 soient
satisfaites, et posons ro = S(A). Si de plus MgT(T) est C-stratifiable au
voisinage de A = (A, rg), alors les strates de M@(T) sont tangentes en A 4
Uhyperplan I'm dE(u) dans R" x R. Si de plus A € M, (T), 1 < r, alors
r1 = ro et les strates de M, (T) sont tangentes en A a Uhyperplan Im dE(u)
dans R", voir fig. 4.1.

M, (T
<@ gy R Im dE(u) x {r1}
rt [—
= 1 (Ar
A Im dE(u) x {ro} rip (Ary)
A M, (T) x {1}
_ T dE(u)
M, (T)
Sow
R Im dE(u)
cas sous-Riemannien cas affine

Figure 4.1: tangence dans l’espace augmenté

Exemple 4.2.1. Dans [22] est faite une description précise de la sphére sous-
Riemannienne dans le cas Martinet (voir aussi section 4.4.1). Génériquement,
I’anormale minimisante est de corang 1. La section de la sphére avec le plan

(y = 0) au voisinage du point final A de 'anormale est représentée sur la fig.
4.2, (b).
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z z

A x A x

(a) cas plat (b) cas générique
Figure 4.2:

Dans le cas dit plat, ’anormale n’est pas stricte, et 1’allure de la sphére est
représentée sur la fig. 4.2, (a). Dans ce cas, I’ensemble des multiplicateurs de
Lagrange associés aux points d’un voisinage de (—r,0) tels que z < 0 est borné.
C’est pourquoi la pente ne tend pas vers 0 lorsque z — 0,z < 0.

Ainsi le théoréme 4.2.2 donne une explication géométrique au pincement de
la sphére de Martinet générique au voisinage de la direction anormale.

Exemple 4.2.2. Revenons 4 l'exemple 3.2.2. On a vu que ’ensemble M,.(1)
est tangent en A & 'hyperplan Im dE(u) = ]Ra%-

4.2.2 Interaction entre minimisantes normales et anor-
males

Considérons le systéme affine (2.11) avec le cout (2.12), et supposons qu’il existe
une trajectoire minimisante v associée & un unique contréle anormal strict sur
[0,T]. Notons A = ~(T).

Appelons point normal un point final au temps 7' d’une géodésique min-
imisante normale. On fait I’hypothése suivante :

(H) Pour tout voisinage V de A il existe au moins un point normal
dans V. N M¢,.(T).

Pour décrire le flot normal on utilise I’ application exponentielle (voir définition
1.3.5). On a:

Théoréme 4.2.3 ([58]). Sous les hypothéses précédentes Uapplication exp re-
streinte aux minimisantes n'est pas propre au voisinage de A.

Remarque 4.2.1. Réciproquement si exp n’est pas propre alors il existe une anor-
male minimisante. Ceci montre 'interaction entre les minimisantes normales et
anormales. En un sens les extrémales normales reconnaissent les extrémales
anormales. Ce phénomeéne de non-propreté est caractéristique de I’anormalité.
Notons que dans cette représentation les anormales sont vues comme une situ-
ation limite de normales.
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4.2.3 Application en géométrie sous-Riemannienne de rang
2 : description de la sphére au voisinage d’une di-
rection anormale

Soit (M, A, g) une structure sous-Riemannienne de rang 2, ott M est une variété
analytique de dimension n > 3, et g est une métrique analytique sur A. Notre
point de vue est local et on peut supposer que M est un voisinage de 0 dans R",
et que A = Span {f1, fo} ou f1, fo sont des champs de vecteurs analytiques g-
orthonormés. A reparamétrisation prés, le probléme de minimiser le coit (2.12)
en temps T fixé est équivalent au probléme du temps optimal avec la contrainte
u? +u3 < 1. Soit 4 une trajectoire anormale de référence sur [0, 7], associée & un
vecteur adjoint p. On suppose que ¥ est injective, associée & un unique controle
@ ; sans perte de généralité on peut supposer que §(t) = exp ¢ f1(0).

On fait les hypothéses (Hy — H3) sur le systéme affine associé (voir chap. 2),
que ’on rappelle :

(Hi) Soit K(t) = Im dE;(a) = Span {ad” f1.fs5 / k > 0} le premier cone de
Pontryagin le long de 4. On suppose que K (t) est de codimension 1 pour
tout ¢ €]0, 7] et est engendré par les n— 1 premiers vecteurs ad” f1.fo5, k =
0...n—2.

(Hz) ad?fs.f115 ¢ K(t) le long de 4.

(Hg) fllry ¢ {adkfl.fgﬁ, k=0... ,n— 3}'

Sous ces hypothéses, 4 est de corang 1. De plus d’aprés le théoréme 2.4.1 ¥
est minimisante si r est assez petit. Les hypothéses du lemme 4.2.1 sont donc
satisfaites.

Soit maintenant V' un voisinage de p(0) tel que toutes les géodésiques anor-
males partant de 0 avec p,(0) € V satisfont aussi les hypothéses (H;) — (H2) —
(H3). Remarquons que si V' est assez petit, elles sont aussi injectives. On a
alors d’aprés le théoréme 2.4.1 :

Proposition 4.2.4. [l existe r > 0 tel que les géodésiques anormales précédentes
sont CO-temps-minimales sur [0, 7).

Corollaire 4.2.5 ([58]). Les points finauz de ces anormales minimisantes for-
ment au voisinage de (1) une sous-variété de dimension n — 3 incluse dans la
sphére S(0,r).

Ainsi au voisinage de 4(r) la sphére sous-Riemannienne S(0, ) est constituée
de deux parties : la partie anormale précédente, et une partie normale (faite de
points finaux de géodésiques normales minimisantes). Pour décrire S(0,r) au
voisinage de 4(r) nous devons les recoller. Si ’hypothése de C'-stratification
est satisfaite, alors la partie normale se ramifie tangentiellement sur la partie
anormale au sens du théoréme 4.2.2. Ceci nous donne une description qualitative
de la sphére au voisinage de §(r), voir fig. 4.3.

En section 4.3.2, on améliore partiellement ce résultat en décrivant précisé-
ment le contact avec la direction anormale.
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partie normale

partie anormale

Figure 4.3:

Remarque 4.2.2. Si la structure sous-Riemannienne est analytique, alors la sous-
variété anormale précédente ’est aussi. En revanche on conjecture que la partie
normale ne se ramifie pas analytiquement sur la partie anormale. Ceci est lié 3
I’étude de la transcendance des sphéres sous-Riemanniennes, voir section 4.4.

4.2.4 Application : description des ensembles de niveaux
pour un systéme affine mono-entrée avec coiit quadra-
tique au voisinage d’une direction anormale

Soit T > 0 fixé. Considérons le systéme affine @ = fo(x) + ufi(x), avec un cott
T

Cr(u) = / f°(z,u)dt. Soit 4 une anormale de référence, le long de laquelle

0

les hypothéses (Hy — Hy) (voir chap. 2) sont satisfaites. On suppose de plus

que les conditions évoquées en introduction de la partie II sont vérifiées, i.e. la

fonction Cr est analytique sur L?([0,7]), semi-continue inférieurement pour la
2 £0

topologie faible sur L2, et tel que

90 est coercive, c’est-a-dire :
u

82 fO

Je>0/VeeR" Yu,veR™ 5

(z,u).(v,0)] = 5Hv||ﬁ1m

Sous ces hypothéses, le théoréme de tangence 4.2.2 est encore valable, et 4 est
stricte de corang 1. On note p un vecteur adjoint associé a ¥, et 4 son controle
anormal associé. On note r = Cp(4) le colit au temps T' de la trajectoire 4.
Soit S la fonction valeur associée au cott Cr au temps T, et soit M,.(T) =
S~1(r) 'ensemble de niveau r de S.
Soit V' un voisinage de p(0) tel que toutes les anormales partant de 0 avec
p~(0) € V satisfont aussi les hypothéses (Ho—Hy). Si# est de plus hyperbolique,
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ie. si < p, fo(§) ># 0, alors si V est assez petit toutes les anormales précédentes
sont aussi hyperboliques.
On a alors d’apreés le théoréme 2.3.9 :

Proposition 4.2.6. Il existe T > 0 tel que sur [0,T] :
1. si ¥ est hyperbolique, toutes les anormales précédentes sont minimisantes.

2. si 4 est exceptionnelle, toutes les anormales précédentes qui sont de plus
exceptionnelles (i.e. qui vérifient de plus < p., fo(y) >= 0), sont min-
imisantes.

En particulier, 4(T) € M,(T). Comme précédemment on peut maintenant
décrire M,.(T) au voisinage de 4(7T). La contrainte Cr(u) = r impose une
codimension supplémentaire. Il vient :

Corollaire 4.2.7. Les points finauz au temps T des anormales de la proposition
précédente forment au voisinage de ¥(T') une sous-variété de M, (T), et :

1. st 7y est hyperbolique, cette sous-variété est de dimension n — 3 si n > 3,
et est réduite @ un point si n = 2.

2. si 4 est exceptionnelle, elle est de dimension n—4 sin > 4, et est réduite
a un point st n = 3.

Ainsi comme précédemment ’ensemble de niveau M,.(T) se scinde en une
partie normale et une partie anormale. Si ’hypothése de Cl-stratification est
satisfaite, la partie normale se ramifie tangentiellement sur la partie anormale,
comme sur la fig. 4.3.

Remarque 4.2.3. Ces théorémes ne s’appliquent pas au probléme du temps min-
imal, i.e. lorsque Cr(u) = T, car ce colt ne vérifie pas les hypothéses précé-
dentes, notamment la condition de coercivité. Donc pour décrire le bord des
ensembles accessibles Acc(T) (qui sont les ensembles de niveaux de la fonction
valeur associée au probléme du temps minimal) il faut procéder autrement, ce
que l'on fait dans la section suivante.

4.3 Asymptotique des ensembles accessibles le long
d’une anormale

Dans cette section on décrit précisément le bord des ensembles accessibles
Ace(T) en temps T au voisinage d’une direction anormale pour un systéme
affine mono-entrée, i.e. un systéme de la forme (2.11) avec m = 1. Ce sont
les ensembles de niveaux de la fonction valeur associée au probléme du temps
minimal. On applique ensuite cette étude au cas sous-Riemannien de rang 2,
en se ramenant & un systéme affine mono-entrée. On obtient plus qu’une sim-
ple tangence (voir section précédente) : on décrit ici précisément le contact des
ensembles accessibles en temps fixé avec la direction anormale.
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v =T+ 3y

7":';4;45):.:

n = too

Figure 4.4:

4.3.1 Pour un systéme affine mono-entrée
Cas hyperbolique

Dans ce cas ’allure de ’ensemble accessible dépend de la contrainte, comme le
montre I’exemple :
. — 1 2
v _ u+ Y ol |u| <7

Cas exceptionnel
L’ensemble accessible Acc™(T') est représenté sur la fig. 4.4.
Dans ce cas le bord de Acc”(T') ne dépend pas de la contrainte au voisinage de

~(T). Précisément on a le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 ([59]). Considérons le systéme affine (2.1) avec la contrainte
(2.2), et supposons que les hypothéses (Hy — Hs) soient satisfaites le long de
la trajectoire anormale de référence v sur [0,T]. On suppose que 7y est excep-

tionnelle. Notons t.. et t. les temps conjugués associés 4 v (voir chap. 2).
Alors :

1. II existe des coordonnées (x1,...,x,) localement le long de ~ telles que
dans ces coordonnées «y s’écrit : y(t) = (¢,0,...,0), et le cone de Pontrya-
gin le long de v est : K(t) = Vect {% "7$}|7'

2. Si T est assez petit alors pour tout point (x1,...,x,) de Acc"(T)\{v(T)}
on a x, >0 (voir fig. 4.5).

3. SiT < t., alors dans le plan (x1,x,), au voisinage du point (T,0), le bord
de Acc(T) ne dépend pas de 7, est une courbe de classe C? tangente a la
direction anormale dont le premier terme est :

zn, = Ar(z1 — T)* + o((x1 — T)?)
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Tn

direction anormale
1

Ty

Figure 4.5: Allure de Acc"(T), T petit

La fonction T — Ar est continue et strictement décroissante sur [0,t.].
Elle est positive sur [0,t..] et négative sur [tec,tc[.

De plus, si n dépend de x1 — T alors le résultat reste vrai pourvu que :
x1 —T = o(n) lorsque ©1 — T.

Rem ufe4d§ g TJe fone é;fn o rtefsggcu it gurlafie, 4.6, Le, %&tv%%
%l freqt oﬁsn%%per or %)?mtr%al $ e %HS%T%D! CACETTR &

qua ratique associée & D, représentant la dérivée seconde intrinséque le long
de ~. 1l existe une fonctlon J de classe C2("=2) sur [0,T] telle que DJ = 0 et
vérifiant les conditions aux limites :

vk € {0,...,n—3} J®(0)=0, J(T) =4}

Alors :

Ar =Q(J) (4.2)
Remarque 4.3.2. Lorsque T = t.. on a Ay = 0. Le contact de Acc"(t..) est
alors d’ordre supérieur ou égal & 3 et dépend du systéme.

4.3.2 Application en géomeétrie sous-Riemannienne

Considérons le probléme sous-Riemannien comme le probléme de temps minimal
pour le systéme :

z=vX(z)+uY(x)

00 (4.3)

ol X et Y sont deux champs de vecteurs orthonormés pour une certaine métrique
sous-Riemannienne, et ot les controles vérifient la contrainte :

v 4u? <1 (4.4)

Définissons une notion d’ensemble accessible contraint :
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4!

Figure 4.6:

Figure 4.7:

Définition 4.3.1. On appelle Accgy(T") 'ensemble accessible en temps 7" pour
le systéme sous-Riemannien (4.3) avec la contrainte :

v4ul<l, 1—-a<v<l, lu] € a
(voir fig. 4.7)

Considérons le systéme affine associé au systéme sous-Riemannien (4.3) (voir
définition 2.4.1) :
= X(z)+wY(w)

et notons Acc’y (T') 'ensemble accessible en temps 7' pour ce systéme affine avec
la contrainte : |w| < 7.

Le lemme suivant donne une comparaison fine des ensembles accessibles des
deux systémes :
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Lemme 4.3.2 ([59]). 1. Va€]0,1] Accr(T) C U Acc;"%(s)
(1—a)T<s<T

T
2. | Accl(s) C Accip(T) oo =max|1— 2, —1—).
T \/1+n2
oSS iee

Le théoréme suivant est alors un corollaire du théoréme 4.3.1 :

Théoréme 4.3.3 ([59]). Supposons que les hypothéses (Hy — Hs) soient satis-
faites le long de la trajectoire anormale de référence v pour le systéme (X,Y).
Notons t.. et t. les temps conjugués de v pour le systéme affine associé. Soit
a €]0,1[. Alors :

1. 1l existe des coordonnées (x1,...,x,) localement le long de ~ telles que
dans ces coordonnées vy s’écrit : y(t) = (¢,0,...,0), et le cone de Pontrya-
gin le long de ~y est : K(t) = Vect {8%17""%}|7'

2. Si T est assez petit alors pour tout point (z1,...,x,) de Accir(T) au
voisinage de v(T) on a x, > 0 (voir fig. 4.5).

3. Si T < te, alors dans le plan (x1,x,), au voisinage du point (T,0), le
bord de Acc®y(T) ne dépend pas de «, est une courbe de classe C* sauf
en (T,0) tangente & la direction anormale dont le premier terme est :

e sixy <T alors z,, =0.
o sixzy =T alors v, = Ar(x1 — T)% + o((z1 — T)?)

La fonction T +— Ar est la méme que dans le théoréme 4.3.1.

La figure 4.8 représente I’évolution de Accgr(T) en fonction de T. 1l est
ouvert au voisinage de v(T') si T > t.., contrairement au cas affine ou il ne
devient ouvert qu’au dela de t..

Remarque 4.3.3. La méthode de comparaison du systéme (4.3) et de son systéme
affine associé utilise le changement de paramétrage (voir [59]) :

ds
at "

qui n’est possible que si le contréle v ne s’annule pas. Cette condition est sat-
isfaite lorsque (v, u) est dans un voisinage L du controéle anormal de référence
(1,0), car alors v est proche de 1 au sens L>°. Voila pourquoi par cette méthode
on ne peut décrire qu’un ensemble accessible contraint au sens de la définition
4.3.1, i.e. dans un voisinage L°>° du contréle anormal de référence.
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Figure 4.8:

Partition de la sphére en secteurs au voisinage d’une anormale Soit
T > 0 assez petit de sorte que les propriétés 2 et 3 du théoréme 4.3.3 sont
satisfaites, et que la trajectoire anormale v est globalement minimisante. Le
point A = ~(T) appartient alors & la sphére sous-Riemannienne S(0,7) de
rayon T. Si les controles transférant 0 aux points du bord de Acclr(T) (qui
sont L>-optimauz) sont en fait globalement optimauz, alors ce bord est dans
la sphére S(0,7). Dans ce cas on obtient le découpage de la sphére en deux
secteurs au voisinage de ~y(7T'), délimités par le cone de Pontryagin x,, =0 :

e secteur x,, > 0 correspondant & la description précédente,
e secteur x,, < 0.

Les résultats précédents montrent que les points finaux associés a des controles
L -proches du controle de référence sont dans le premier secteur : x,, > 0. Bien
entendu & cause de la controlabilité le secteur x,, < 0 est accessible. En fait il
est facile de vérifier par un calcul que :

Lemme 4.3.4 ([59]). Pour tout voisinage V du point A dans R" on a :
SO, 7)NVN(z, <0)#0D

Ces points dans (z,, < 0) sont atteints par des controles qui sont proches au
sens L? mais pas au sens L™ du contréle de référence.

Ainsi au voisinage de la direction anormale la sphére est constituée de deux
secteurs : un secteur L> (x,, > 0) décrit par le théoréme 4.3.3, et un secteur L?
(z, < 0). On connait le contact du premier secteur, mais pas celui du deuxiéme
a priori. Cependant d’aprés le théoréme de tangence 4.2.2, sous des bonnes
hypothéses de stratification, ce secteur se ramifie de maniére tangente au cone
de Pontryagin z,, = 0, voir fig. 4.9.

Remarque 4.3.4. En particulier, les trajectoires minimisantes v, joignant 0 aux
points de la sphére situés dans le secteur L™ sont C''-proches de la trajectoire
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Figure 4.9:

anormale de référence . Les trajectoires minimisantes 5 joignant 0 aux points
de la sphére dans le secteur L? sont C°-proches, mais pas C*-proches de vy, voir
fig. 4.9.

Exemple typique : le cas Martinet. Ce cas sous-Riemannien est étudié
de maniére plus systématique en section 4.4.1. On considére les deux champs

de vecteurs de R? : 5 2 5
Y
X=—+>=—,Y=—
Ox + 2 0z’ Ay
et on munit la distribution engendrée par ces deux champs de vecteurs d’une

métrique analytique g de la forme :
g = adz? + cdy?

avec a = (1+ay)? et ¢ = (1+ Bz +~y)?. Le contréle anormal de référence pour
le systéme sous-Riemannien # = vX (z) + uY (z) avec la contrainte v? + u? < 1
est v=1,u =0, et correspond & : z(t) =1,y(t) =2(t) =0. On a:

Lemme 4.3.5. Les hypothéses (Hy — Hs) sont satisfaites si et seulement si
a # 0. Dans ce cas les branches 1 et 2 (voir fig. 4.9 avec v1 = x,x, = z) ont

les contacts suivants avec la direction anormale :
o branche 1 : 2T, 2= 575(x—T)? + o((x — T)?)

e branche 2 : < T, z~ ¢(14+ O(T))(x — T)?
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Remarque 4.3.5. Pour la premiére branche on peut vérifier 4 ’aide de la formule
(4.2) (voir remarque 4.3.1) que :

1
Ar =955

4.4 Transcendance requise en géométrie sous-Riemannienne.
Catégorie log-exp.

L’étude est faite sur le cas sous-Riemannien de Martinet. Dans le cas dit général
intégrable la sphére appartient & la catégorie log-exp.

4.4.1 Présentation du cas Martinet

Considérons le cas sous-Riemannien de Martinet (U, A, g) ou U est un ouvert
de R? contenant 0, A = Ker w, w = dz — %dm, et g = adz? + cdy? ot a, ¢ sont
des germes de fonctions analytiques en 0 tels que a(0) = ¢(0) = 1.

Il existe une seule ligne anormale L issue de 0 correspondant & 'axe .
Paramétrée par la longueur, elle s’écrit L = (+¢,0,0). Elle est minimisante,
voir [8]. On note :

a y*o 0
“=a T ra Py
Le repére orthonormé est :
Gy Go 0
Ve P e T e

ou I, F, engendrent A.

Sans nuire 3 la généralité de notre analyse, on peut supposer que la métrique
g ne dépend pas de z ; c’est le cas pour la forme normale graduée d’ordre 0 (voir
plus bas). Ceci correspond & la situation isopérimétrique, i.e. il existe un champ

0
de vecteurs Z identifié ici & P transverse en 0 & D(0) et la métrique g ne dépend
z

pas de z. On note gr la métrique Riemannienne induite par ¢ sur le plan (z,y)
considéré comme espace quotient R®/(9/0z).
Le systéme s’écrit :
2
. . .Y
T=1Uy, Yy="1u2, Z*?ul

et le Hamiltonien associé aux géodésiques normales est :
Lo o 2
H,(q,p) = 5(“160 + u3c)

Les controles normaux sont :

Dy

1 2
— T z 27 .
uy a(p +p.y7/2), ug p
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Les géodésiques normales sont, d’aprés le Principe du Maximum (théoréme
1.3.3), solutions du systéme suivant :

1
(pz + 12 ¥2/2)

i=-
a
. p
==
c
y2 2
i=o (s tpy /2)
:picm + (pz + p- y2/2)2a
T2 2a? *
" _ Py L otp: v/2)? (e tp y2/2)py
y 202 2a2 Y a o
pz:0

Introduisons les coordonnées de Poincaré : P, =< p, F;(q) >,i = 1,2,3. Dans
les coordonnées (g, P) les extrémales normales sont solutions des équations :

bRk _nh

. P2 Cy
P, P+ —P

1 \/a\/a(y 3 2\/— 1+ 2\/6 2)

P a Ca
P, = y o p—_ - T
P;=0
En paramétrant par la longueur H,, = (P + P#) = } et en introduisant les

coordonnées cylindriques :
Py =cosf, P, =sinf, P3 =\

on obtient les équations suivantes :

R = T = S ol &
T=—"FH Y= —F, 2= o —F4=
Ja e 2 Ja ws)
1 ay Cy
=— P P
N N A AN AR Wk

Les variables x,y, z sont graduées en fonction de la régle de [12] avec les
poids suivants : le poids de z,y est un et le poids de z est trois. Une forme
normale graduée est, voir [6] :

e ordre -1 : g = dz? + dy? (cas plat).

e ordre 0 : g = adx?® + cdy? avec a = (1 + ay)? et ¢ = (1 + Bz + vy)?2.
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et & lordre 0 les équations (4.5) s’écrivent :

cos@ . sin @ . y? cosf
x:—v y:—7 Z=—=

14+ ay 14+ Bz + vy 2 14+ay
. 1
0= (=A\y + acosf — Bsin )

(1+ay)(1+ Bz +vy)

En introduisant le paramétrage (1 + ay)(1 + Bz + vyy)dr = dt, les équations se
projettent dans le plan (y,0) en :
dy

—= = (14 ay)siné, d—ez—)\y+a0059—ﬂsin0 (4.6)
dr dr

et le systéme équivaut & :

d?o de

— 4+ Asinf + o?sinf cos  — afsin® 0 + VAF— cosf = 0 (4.7)
dr? dr

Dans cette projection, la ligne anormale L s’identifie a 0 = kw. On a le résultat
suivant, cf [6].

Lemme 4.4.1. Il existe un ouvert V C U contenant O tel que :

1. Si A = 0, les géodésiques normales correspondantes dans V' sont min-
imisantes et en particulier sans point conjugué.

2. Si A # 0, les points conjugués des géodésiques normales correspondantes
q(t) = (z(t),y(t), 2(t)), 6 = 6(0), sont solutions de :

ox Oy Jy Ox

N0 00y ON

et les premiers points conjugués contenus dans V' correspondent a |\ >
My ot My — 400 quand le diamétre de V tend vers 0.

Cela conduit en particulier & la description d’un premier secteur de la sphére
de Martinet.

Définition 4.4.1. Les géodésiques normales et strictes correspondant & A =0
forment le secteur Riemannien de la sphére sous-Riemannienne de Martinet. Si
a # 0, elles sont toutes strictes et forment 1’équateur de la sphére S(0,7) de
Martinet (r assez petit).

Les élastiques d’Euler Ces élastiques sont ’outil géométrique pour com-
prendre la nature des géodésiques normales au voisinage de L. Pour A # 0, on
peut paramétrer les géodésiques par s = 7v/\. Sans nuire & la généralité on
peut supposer A > 0 et 'équation (4.7) s’écrit en paramétrant par s :

2 aﬁ

1 : a_ . A 2 ﬁ /! —
0" +sinf + 3 sin 6 cos 0 3 Sin 6+\/X9 cosf =0 (4.8)
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Figure 4.10:

Pour ) assez grand, ’équation précédente représente un pendule perturbé. Par
ailleurs les projections des géodésiques dans le plan (z,y) sont proches des élas-
tiques d’Euler et lorsque 6(0) — =+ ils prennent la forme représentée sur la
figure 4.10.

Le cas (i) correspond aux trajectoires oscillantes du pendule, (iii) aux tra-
jectoires en rotation, et le cas (ii) de transition correspond aux séparatrices.
L’amplitude de I'oscillation de y est de ’ordre de O(%)

Les points de coupure et les points conjugués ont été estimés dans le cas
plat : g = dz? + dy?, et l'on a (cf [6]) :

Proposition 4.4.2. Dans le cas plat :

1. Le point de coupure d’une géodésique normale issue de 0 avec A # 0 cor-
respond & sa premiére intersection avec le plan de Martinet y = 0.

2. Le premier point conjugué d’une géodésique normale avec \ # 0, issue de
0, est compris strictement entre la premiére et la deuxiéme intersection
avec le plan de Martinet.

3. La direction anormale est dans le lieu singulier de Uapplication exponen-
tielle et est contenue dans l’adhérence du liew conjugué C(0).

Lien avec le probléme d’uniformité Pour construire au voisinage de L =
(£t,0,0) un champ central il faudrait pouvoir paramétrer les géodésiques nor-
males par z, or ce n’est pas possible & cause des boucles des élastiques car &
chakpesidisnnia prifigrenceiavec le cas Heisenberg ot A = Ker w, w = ydz +
xdy — dz, g = dz? + dy?, o les points conjugués s’accumulent le long de la

direction caractéristique aﬁ mais ot on peut paramétrer les géodésiques par z.
z
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Figure 4.11:

4.4.2 Transcendance du secteur Martinet

Toute la transcendance du secteur au voisinage de la direction anormale est
contenue dans 1’équation du pendule (4.8). C’est un pendule perturbé par trois
paramétres : «, 3, v (les paramétres de la métrique). Il s’agit donc de com-
prendre le role de chacun de ces paramétres. On a le lemme suivant :

Lemme 4.4.3. L’anormale est stricte si et seulement si o = 0.
Le pendule (4.8) est conservatif si et seulement si 8 = 0.

Le paramétre « peut en fait étre absorbé par une reparamétrisation. Cepen-
dant ’étude asymptotique de la sphére dans le cas a« = § = 0 et v # 0 a fait
Pobjet d’un article ([17]).

On ¢’intéresse & la section de la sphére avec le plan y = 0 au voisinage du
point anormal A, car ce plan, appelé plan de Martinet, contient la direction
anormale. Pour construire cette section on considére toutes les géodésiques
partant de 0 au temps 0, et on considére le premier temps auquel elles recoupent
le plan y = 0. Dans le plan de phase du pendule (4.8), y = 0 se projette d’aprés
les équations (4.6) sur la courbe :

0 = % cosf — % sin 6 (4.9)

Les géodésiques reliant 0 aux points proches de A correspondent & des conditions
initiales en @ proches de —m. On voit donc qu’on a construit, dans le plan de
phase du pendule, une application premier retour. Sa transcendance est en fait
directement liée & celle de la sphére. Analysons maintenant les différents cas.

1. Casplat : a=p=~v=0

Dans ce cas I’équation du pendule se réduit 3 :

0" +sinf =0
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et la sphére peut étre paramétrée par des fonctions elliptiques. On rappelle le
paramétrage explicite des géodésiques normales, cf [6] :

Proposition 4.4.4. Les géodésiques normales issues de O paramétrées par la
longueur sont données par :

e N£0,u=K+tV/\

w(t) = —t + = (B(u) - B(K)

VA
(t):—%cnu
Y
2 2 12 2
z(t) = i ((Zk —1)(E(u) — B(K)) + K“tVX+2k?*sn u en u dn u)

ot snu,cnu,dnu et E(u) sont les fonctions elliptiques de Jacobi, et
K, E(K) sont les intégrales compleétes.

e A=0

x(t) =tsing, y(t) =tcosg
3

2(t) = %sin¢0052¢ ol ¢ €] — s

273

et les courbes déduites des précédentes en utilisant les symétries Sy : (x,y,2) —
(z,—y,2) et Sy : (x,y,2) — (—x,y,—2).

Chaque extrémale normale est minimisante jusqu’a son premier retour en
y = 0, c’est-a-dire pour tv'A < 2K. Le premier temps conjugué vérifie 2K <
tieV'\ < 3K, et plus précisément une simulation numérique montre que % ~

0.97.

Le module k des fonctions de Jacobi est donné par : k? = %1(0). Lorsque
k — 0, K(k) — T, et lorsque k'* = 1 — k> — 0, K(k) ~ In . La trace de

la sphére dans le plan de Martinet y = 0 et pour z > 0 est représentée fig.
4.12 ; elle forme 'adhérence du lieu de partage. Le théoréme de non propreté
4.2.3 ne s’applique pas ici dans le cas plat car la géodésique anormale n’est
pas stricte, néanmoins ’application exponentielle n’est pas propre. Dans ce
cas dégénéré, I’application exponentielle applique tout le bord du cylindre sur
la direction anormale. Lorsque A — oo, les points de coupure et les points
conjugués s’accumulent le long de la direction anormale.

L’intersection de la sphére avec le plan y = 0, représentée sur la figure 4.12,
est en fait symétrique par rapport a ’origine. Deux branches se ramifient sur
le point (—r,0). L’une, située dans z < 0, est semi-analytique et admet le
développement asymptotique suivant :

2r2

2 =——
32

(x+7)+o(x+r)
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-1 +1 A= (-r0)

Figure 4.12:

L’autre, située dans z > 0, n’est pas sous-analytique, comme le montre son
développement :

1
2= glatr)’ — e~ w (x4 1)% +ole T (z 4+ 1))

Remarque 4.4.1. Le cas Martinet plat se reléve isométriquement sur le groupe
d’Engel dont les géodésiques normales peuvent étre uniformément paramétrées
par la fonction elliptique de Weierstrass P (voir [23], en appendice).

2. Cas intégrable : =10

Dans ce cas : g = (1+ay)?dz?+ (1++y)?dy?. En fait, on peut généraliser cette
situation & ce qu’on appelle le cas général intégrable, i.e. g = a(y)dz®+ c(y)dy?,
ol a et ¢ sont des fonctions analytiques de y telles que a(0) = ¢(0) = 1. Dans ce
cas, la métrique g ne dépend pas de x, et on peut utiliser les formules intégrales
suivantes de [38] pour calculer x et z en fonction de y.

Soit (x(t),y(t), 2(t)),t € [0,T] une géodésique normale partant de 0 ; sup-
posons que la composante y(t) oscille périodiquement avec la période P. Ap-
pelons 0 < ¢t; < -+ < ty < T les temps successifs tels que y(t;) = 0. On

définit :
_ [ signey(0)  si y(0) #0
77 signe§i(0) si (0)=0

et on pose :

= t _ = i t
Yt tg[l(?,’é}y()’ Yy tén[&f%»]y()

Si on paramétrise les géodésiques par y, on doit intégrer les équations :

dv _ Jeb dz _ ytVeh dt \/Ed

dy ~ Vabk ' dy  2vap @ YT RY
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ot Py(y) = oy/1 — PZ(y) pour t € [0,1]. On obtient ainsi des formules intégrales
explicites. En particulier si y(T') =0 pour 7' =ty on a :

e N impair
sy =o [ oX D) I A ()N
(T)=2 . \/&mdy—i-(N 1) . ﬁmdy
Y A i 1C) oy [Y e PR
2(T) = ; Ve mdy+(]\f 1) . NG @dy)
4.10
e N pair
_n [N Bl
= /y- Va i) (4.11)
v 2Va /1 P2(y)
et la période est donnée par :
B Yt NG
P=2 /y NI 70) dy. (4.12)

Les fonctions intégrées ont des poles simples lorsque P;(y) = +1, donc les
intégrales sont bien définies.

On a la symétrie : (z,y,2) — (—z,y, —2) et donc on peut supposer A > 0.
Une autre symétrie est : (2,y, 2, P, Py, Pz, @, Y) — (T, =Y, 2, Dz, —Dy, Pz» — 0, —7).
Par conséquent on peut supposer que « > 0. D’autre part :

Lemme 4.4.5 ([22]). Toute géodésique normale (x(t),y(t), 2(t)) telle que y os-
cille périodiquement n’est plus minimisante aprés sa seconde intersection avec
le plan y = 0.

On est donc amené & définir :
Définition 4.4.2. Soit (¢,6(0),\) — (z(t),y(¢), 2(t)) une géodésique normale

paramétrée par la longueur d’arc. Si y # 0, on peut définir les temps 0 < t; <
... <ty < T correspondant & y(t;) = 0. On définit application :

R, (N, 0(0) — (2(tn), 2(ts))

Ainsi la sphére est-elle contenue dans 'image de Ry et Rs. Notons ¢;, d; les
courbes correspondant aux géodésiques dans le plan de phase du pendule, et
C;, D; leurs images par R; (voir figures 4.13 et 4.14). La contrainte y = 0 prend

la forme S': — = %cos f. Contrairement au cas plat on doit distinguer le cas

0(0) €] — 7r,0[801‘1 o = signe ¢(0) = +1 du cas 6(0) €]0,7[ ou 0 = —1. Lorsque
o = +1, on utilise le symbole .

On doit estimer les branches C, Dy, C}D},C1,C},Cy, Dy et Co. Les résul-
tats sont les suivants :
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o,

do
ds
R’y
AR\ 2
—7;.""’ ol 0 / T
—_Cd LN \ section D,
1 >
case 0 = —1
do
ds
Ry
ooy
T 17 0
_7T %\J ™

\ ;ection

case 0 = +1

Figure 4.13:

Proposition 4.4.6 ([22]). Si a # 0, les branches C1,C,C D} et Cy sont
semi-analytiques et ne se ramifient pas sur la direction anormale. Les branches
C1, D1,Cy et Dy se ramifient sur la direction anormale.

Proposition 4.4.7 (Comparaison des branches C1, Cs, D3). [22] Soit X =

On doit donc comparer les positions des branches Ci, Dy,Cs et Dy pour
déterminer lesquelles sont dans la sphére.
Tous les calculs de [21], [22], sont en fait effectués dans le cas général inté-
grable ot les coefficients a et ¢ de la métrique sont des fonctions analytiques de
y telles que :

a=14+2ay+---
c=14+2vyy+---

et Z = 5. On a les estimations suivantes :
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Figure 4.14: 0 = £1

e branche Cy : Z = X3 + (if + %(aJr’Y)) X4+ o(X*)

e branche Cy : Z = 53 X% + o(X?)

o branche Dy Z = 1X°% 4+ (587 = B(a+7)) X+ o(XY)
et par conséquent la branche Cy n’est jamais dans la spheére, et :

e if v > —a, la branche C; est dans la sphére.

o if v < —a, la branche Dy est dans la sphére.

Remarque 4.4.2. En 0 la courbure de Gauss de la métrique Riemannienne g =
2

adx?® + cdy? est K = %. Si B8 =0, elle se réduit & O‘(O‘TJ”). Donc la,

valeur critique @ + v = 0 est reliée & K = 0.

En fait des calculs trés précis conduisent au résultat suivant :

Théoréme 4.4.8 ([21]). Dans le cas général intégrable la sphére n’est pas sous-
analytique.

Remarque 4.4.3. Ce résultat ne peut pas étre obtenu par un argument de per-
turbation du cas plat, car les coefficients des développements asymptotiques des
branches ne sont pas continus par rapport aux coefficients de la métrique, voir
[22] pour plus de détails.

La question essentielle est maintenant la suivante : dans quelle catégorie est
la sphére ? La réponse précise est la suivante, et utilise ’algorithme 1.5.2 :

Proposition 4.4.9 ([21]). Posons X = &*, 7 = %. Les branches Cy, D; et
D, admettent les graphes suivants :

1
o branche Cy : Z = An(X, XIn X, XIn* X, XIn® X, &.5-) = 1 X3 + ..
ot An(.) est un germe en 0 de fonction analytique. De plus la partie

70



analytique de Z(X) est continue par rapport & v et auz coefficients de la
métrique.
On a le méme résultat pour D,.

e branche Dy : Z = An(v—X,v—X In(—X), e_N?Txa/j) =5 X24 ..

De plus la partie analytique de X (\/7 ) est continue par rapport 4 v et aux
coefficients de la métrique.

Corollaire 4.4.10 ([21]). Dans le cas Martinet général intégrable la sphére est
dans la catégorie log-exp.

Le corollaire précédent donne donc une réponse & la question de transcen-
dance. La proposition 4.4.9 donne de plus une échelle précise de fonctions.

3. Cas général : §#£0

Dans ce cas 1’équation du pendule (4.7) n’est pas intégrable. Pour calculer
un développement asymptotique des branches on peut utiliser des intégrales
premiéres formelles prés des points cols. Les techniques sont similaires & celles
utilisées par [51] et d’autres pour calculer I'application retour de Poincaré au
voisinage d’un polycycle pour une famille & un paramétre (X.) de champs de
vecteurs. Ce calcul peut étre réduit & I’évaluation de ’application de Poincaré
au voisinage d’un col résonant :

0
Xs = )\1(5)% + )\2(5)8_y/
_ Aie)
r= /\2(5) A1A2 <0

r(0) = -1 r=—1+a(e)
Dans cette méthode on utilise une forme normale pour laquelle :

e les séparatrices sont normalisées & : ' = 0,3’ = 0.

N .
- (Zaiﬂ(f)(w/y/)z) Y o
1=0

a un changement de paramétrage du temps preés, et dans un voisinage U x £(e) C
R? x R, avec &(¢) = 0, voir [51], [52] pour plus de détails.

Dans notre cas la méthode doit étre adaptée. En effet ici la section dépend
du paramétre et est imposée par le probléme. En particulier la distance du point
col & la section o, tend vers 0 lorsque € — 0.

Dans un premier temps, on calcule le contact de la branche D; avec la
direction anormale. Dans ce cas le 1-jet de (X¢, o.) suffit pour calculer le premier
terme du développement. Pour les termes suivants, le k-jet permet de déterminer
les N (k) premiers termes du développement, ot N (k) est un entier dépendant
de k qui tend vers +oco lorsque k — 400 (voir [52]). On obtient :

o) 1o}
o X. ~ xlaz/ - y/ay/
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Proposition 4.4.11 ([22]). Supposons que a = (1 + ay)?,c = (1 + Bz + vy)?
avec a > (0. Posons X = ’”;;f, Z = 7. Alors au voisinage de X = 0 le graphe
de la branche D, est une courbe de classe C° dont le premier terme est :

Remarque 4.4.4. Ce premier terme est d’ordre 2, ce qui est conforme au théoréme
4.3.3 et au lemme 4.3.5.

La méthode précédente ne peut pas s’appliquer & ’étude des branches C;
et Do, car dans le plan de phase du pendule ces branches ne sont pas localisées
au voisinage d’un col (voir fig. 4.13, 4.14). Elles correspondent donc & un
calcul global d’application premier retour. Cependant un examen approfondi
du systéme (4.5) conduit & :

Lemme 4.4.12. Le contact des branches Cq et Do avec la direction anormale
est :

z= (% + 0(r) X? + o(X?)

Notons que les contacts sont polynomiaux.

Comme précédemment on s’intéresse maintenant a la transcendance du secteur.
En estimant le temps de retour sur la branche d; (voir figure 4.4.2), i.e. au
voisinage d’un point col, et en utilisant le fait que, en gros, les multiplicateurs
de Lagrange coincident avec le gradient de la distance sous-Riemannienne, on
montre (voir [60]) que la branche D; n’est pas sous-analytique. Par conséquent :

Théoréme 4.4.13 ([60]). Si a # 0, i.e. si l'anormale est stricte, alors les
sphéres de Martinet de petit rayon ne sont pas sous-analytiques.

Malheureusement on n’a pas de résultat analogue au corollaire 4.4.10. 11
semble que la catégorie log-exp ne soit pas assez grande, & cause d’un phénomeéne
de dissipation (3 # 0). On conjecture :

Conjecture : Si g # 0 les sphéres de Martinet ne sont pas log-exp.
En fait & cause de cette dissipation on ne peut pas espérer avoir des propriétes

analytiques ; il faudrait donc étendre la catégorie log-exp & une catégorie plus
grande dans laquelle on remplace ’analyticité par une propriété asymptotique.
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Voila pourquoi on peut s’intéresser & la classe de fonctions FC' d’Il’Yashenko
(voir [35]). En effet, le probléme de Dulac de finitude des cycles limites a été
résolu il y a quelques années indépendamment par Ecalle et I1’Yashenko ; dans sa
preuve, II’Yashenko construit une classe trés large de fonctions non-oscillantes
pour décrire les applications premier retour de Poincaré. Mais précisément
dans notre probléme on construit de telles applications dans le plan de phase du
pendule, ot la section est y = 0. La différence est que notre pendule dépend de
parameétres ; donc notre probléme est lié au probléme de Dulac & paramétres, i.e.
au 16é probléme de Hilbert, sur le cas particulier du pendule. Remarquons que
I’on ne s’intéresse pas & la finitude des cycles limites, mais & cette catégorie de
fonctions que construit II"Yashenko pour décrire les applications premier retour.

Il faudrait donc construire une catégorie similaire 3 FC', mais avec des
parameétres, i.e. une classe & plusieurs variables, dans laquelle on puisse dévelop-
per un bon calcul différentiel. C’est en tout cas une piste de recherche possible
pour tenter de résoudre le probléme. Une telle catégorie serait trés intéres-
sante car le cas Martinet est un modéle que ’on peut immerger en dimension
supérieure, le but ultime étant d’avoir une catégorie générale pour décrire les
phénoménes anormaux en géométrie sous-Riemannienne.
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Conclusion

Dans cette thése on a donc d’abord étudié 'optimalité des anormales pour
des systémes affines mono-entrée avec contrainte sur le controle, d’abord pour le
probléme du temps optimal, puis pour un cotit quelconque a temps final fixé ou
non (chap. 2), généralisant ainsi les résultats de [19] et retrouvant des résultats
de [9]. On a ensuite étendu cette théorie aux systémes sous-Riemanniens de
rang 2, en montrant qu’on se raméne & un systéme affine du type précédent,
faisant ainsi le lien entre les travaux de [19] et [8]. Ces résultats montrent que,
sous des conditions générales, une trajectoire anormale est isolée parmi toutes les
solutions du systéme ayant les mémes conditions aux limites, et donc localement
optimale, jusqu’a un premier point dit conjugué que I'on peut caractériser.

On s’est ensuite intéressé (deuxiéme partie) au comportement asymptotique
et & la régularité de la fonction valeur associée & un systéme affine analytique
avec un colit quadratique. On a montré que, en ’absence d’anormale min-
imisante, la fonction valeur est sous-analytique et continue. En particulier ses
ensembles de niveaux (généralisations des sphéres sous-Riemanniennes) sont
sous-analytiques. On dispose donc d’une "bonne" catégorie pour décrire ces
objets ; en particulier ils sont stratifiables.

S’il existe une anormale minimisante, on sort de la catégorie sous-analytique
en général, notamment en géométrie sous-Riemannienne. La présence d’une
anormale minimisante est responsable de la non-propreté de ’application expo-
nentielle, ce qui provoque un phénomeéne de tangence des ensembles de niveaux
de la fonction valeur par rapport a la direction anormale. Dans le cas affine
mono-entrée ou sous-Riemannien de rang 2, on a décrit précisément ce contact,
et on en a déduit une partition de la sphére sous-Riemannienne au voisinage
de 'anormale en deux secteurs appelés secteur L™ et secteur L?. Ces résultats
donnent une idée du comportement qualitatif au voisinage d’une anormale min-
imisante.

La question de transcendance de la fonction valeur et de ses ensembles de
niveaux a été abordée dans le cas sous-Riemannien de Martinet ot on a montré
les faits suivants : pour une métrique graduée d’ordre 0, les sphéres de petit
rayon ne sont pas sous-analytiques. Dans le cas général intégrable, les sphéres
de Martinet appartiennent 4 la catégorie log-exp ; c’est un résultat encourageant
pour étudier les cas plus généraux. Mais dans le cas Martinet non intégrable
on conjecture que cette catégorie est insuffisante. La représentation du prob-
léme dans le plan de phase d’un pendule & paramétres montre le lien avec le
16é probléme de Hilbert, et on espére pouvoir appliquer une classe de fonctions
similaire & celle introduite par II’Yashenko pour résoudre le probléme de Dulac
de finitude des cycles limites ; c’est en tout cas une piste possible de recherche
dans I’étude de la transcendance au voisinage d’une anormale.
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