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Et que faudrait-il faire ?

Chercher un protecteur puissant, prendre un patron,
Et comme un lierre obscur qui circonvient un tronc
Et s’en fait un tuteur en lui Iéchant I'écorce,

Grimper par ruse au lieu de s'élever par force ?
Non, merci. Dédier, comme tous ils le font,

Des vers aux financiers ? Se changer en bouffon
Dans I'espoir vil de voir, aux lévres d’'un ministre,
Naitre un sourire, enfin, qui ne soit pas sinistre ?
Non, merci ...

... Non, merci! Mais ... chanter,
Réver, rire, passer, étre seul, étre libre,
Avoir I'ceil qui regarde bien, la voix qui vibre,
Mettre, quand il vous plait, son feutre de travers,
Pour un oui, pour un non, se battre — ou faire un vers!
Travailler sans souci de gloire ou de fortune,
A tel voyage, auquel on pense, dans la lune!
N’écrire jamais rien qui de soi ne sortit,
Et modeste d'ailleurs, se dire mon petit,
Soit satisfait des fleurs, des fruits, méme des feuilles,
Si c'est dans ton jardin a toi que tu les cueilles !
Puis, s'il advient d’'un peu triompher, par hasard,
Ne pas étre obligé d’en rien rendre a César,
Vis-a-vis de soi-méme en garder le mérite,
Bref, dédaignant d’étre le lierre parasite,
Lors méme qu’on n'est pas le chéne ou le tilleul,
Ne pas monter bien haut, peut-étre, mais tout seul!

Cyrano de Bergerac, Acte I, Scéne 8
EDMOND ROSTAND
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Introduction

L'analyse est parfois un moyen de se dégouter en détail
de ce qui était supportable dans son ensemble.

Mauvaises pensées et autres
PauL VALERY






Les travaux rassemblés dans ce mémoire ont pour point corfionigine des modeéles considérés en mécanique des
fluides. Il sont motivés par des applications potentielleg @omaine particulier de la mécanique et bien souvent par
les méthodes de simulation numérique qui leurs sont assclé décris brievement dans cette introduction la streictu
générale du document, chaque chapitre présentant lesatdsulibliés, ou en voie de publication, dans un ou plusieurs
articled.

La premiere partie de ce mémoire a ainsi pour objet des medBécoulements que I'on pourrait qualifier de
complexeslLes deux premiers chapitres concernent les modeles d&oents multiphasiques de type Cahn-Hilliard
/ Navier-Stokes. Ceux-ci, dans la classe de modéleaditerface diffusgont pour objectif de rendre compte de I'écou-
lement de mélanges de fluides non miscibles visqueux incessitnles par le biais de variables définies globalement
et notamment d’un ou plusieurs parametres d’ordre qui maf@tement mais continiment aux interfaces. On propose
ainsi une étude théorique (existence et unicité, compamé¢mmualitatif) et numérique de ces modéles, en portant une
attention particuliére a la construction de bons modéles tkacadre triphasique. Ces travaux ont donné lieu durant ma
thése a I'écriture d’'un code de calcul en Fortra §Qe I'on a repris et complété par la suite avec L. Chupin dans |
cadre de sa these pour prendre en compte les comportemseaghastiques.

La finalité des troisieme et quatrieme chapitres est I'étlidmodeéle plus classique des équations de Navier-Stokes
non-homogénes incompressibles dans le cadre de condéionfimites non usuelles permettant la prise en compte
d’écoulements entrant et sortant dans le domaine de cd@ams ce modele, bien que le champ de vitesse du fluide
satisfasse la contrainte de divergence nulle, sa dengiténesnouvelle inconnue du probléme vérifiant une équation
de transport pour le champ de vitesseDe facon plus précise, le chapitre 11l est consacré a I'&tdd probléme
de traces pour I'équation de transport et de la résolutioprdbléme de Cauchy/Dirichlet associé a cette équation.
On établit également des résultats de stabilité des sokigb des propriétés de régularité en espace de celles-ci. Le
guatrieme chapitre est consacré a I'étude du modéle de ttmmglaux limites non-réfléchissantes pour les équations
de Navier-Stokes non-homogénes proprement dit. On madeiistence globale de solutions faibles pour lesquelles on
peut interpréter la condition aux limites en un sens faible.

La seconde partie est dédiée a I'étude de I'approximatiordpa méthodes volumes finis d’équations elliptiques
linéaires et non-linéaires monotones. Le cadre linéairenamtenant assez classique (bien que non trivial pariosrta
aspects et encore tout a fait d'actualité). L'originaliténpipale des travaux présentés ici est I'étude du cas imgaire.

Ces travaux assez théoriques trouvent leur origine, panpbe dans I'étude des modeles d’écoulements en milieux
poreux ou les effets non-linéaires sont pris en compte deisyype Darcy-Forchheimer), ou encore pour des écoulements
de fluides non-newtoniens dans les milieux poreux.

Le chapitre V rassemble les résultats de divers travaux’appiloximation par volumes finis du-laplacien sur
maillages cartésiens. Cet opérateur constitue le problaodele des équations elliptiques non-linéaires monotones
Dans le cadre cartésien, pour lequel la situation géomriggt la plus simple, la question de la constructiobales
schémas volumes finis est déja non triviale. Apres avoiratérsé de tels schémas, on en propose I'analyse d’erreur
sous diverses hypothéses de régularité des maillages@&sdkition exacte, en particulier dans le cadre d'une réig@la
Sobolev fractionnaire (ou plus précisément Besov) de latisol.

Le chapitre VI est consacré a I'étude des schémas de type ODiR¢rete Duality Finite Volume) toujours dans
le cadre des équations elliptiques non-linéaires. Ceétesel de schémas a pour avantages de pouvoir s'appliquer a des
maillages non structurés trés généraux, de proposer uaestaction naturelle de toutes les composantes du gitadken
la solution et enfin (et surtout!) garantit que le schémataéies différentes propriétés qualitatives du problémdéicon

1Dans tout ce document, les références numériques [1] a¢¥bient a la liste des publications de l'auteur page 79 ré&sences littérales du
type [Aav02] renvoient a la bibliographie générale située ffn du document (page 81).
2\oir la pageht t p: / / www. cmi . uni v- nrs. fr/ ~f boyer/ CHNS/ i ndex. ht m



On a ainsi montré que ces schémas étaient bien posés (ceegtipa’s immédiat dans le cadre non-linéaire) et on en
a proposé I'analyse dans différents cadres. Dans la seqarte du chapitre, on propose une amélioration importante
de ces schémas pour prendre en compte d’éventuelles diagités spatiales dans les coefficients de I'équation. On
propose une analyse d’erreur de ce nouveau schéma donfdarpance est confirmée par les résultats numériques. Par
ailleurs, le schéma étant trés fortement non-linéaireqoefficients du schéma sont définis par des relations ingsit)

il est nécessaire de posséder un solveur effectif pour-cel@’est la raison pour laquelle nous avons proposé une
méthode de résolution itérative du schéma de type décotipusbordination avec un terme d’augmentation hétéregén
et anisotrope dont nous prouvons la convergence.

Le dernier chapitre rassemble la description de deux traeauypréparation. Dans le premier paragraphe, on étudie
une classe de schémas volumes fieis-centeredriginaux pour résoudre les équations de diffusion lirgsaftypique-
ment I'équation de Laplace) sur des maillages non admessinll sens VF usuel. On propose, contrairement a d’autres
approches de la littérature, de définir les flux numériquefaden implicite en intégrant a nouveau I'équation sur un
domaine bien choisi au voisinage de chaque aréte. La matitemuen finen’est pas connue explicitement et nécessite
I'utilisation d’un solveur itératif pour la résolution. Gehéma a pour intérét de montrer de bonnes performances sans
augmenter le nombre d’'inconnues, et on peut, par ailletablié une estimation d’erreur dans un cadre relativement
général.

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on propose éatiich modéle asymptotique d’écoulements dans les
milieux poreux fracturés. Le probleme que I'on doit résaidrfineest une équation de Darcy dans la matrice poreuse,
couplée avec un probléme elliptique en dimension inféequosé sur I'hypersurface de discontinuité modélisant la
fracture. On montre que le probléme est bien posé et on peopeschéma de type volumes finis pour résoudre ce
probléme pour une matrice poreuse 2D (et donc des fractusasdimensionnelles) dont on montre la convergence. On
illustre également le bon comportement du modéle en compkamsolutions a des calculs sur le probléme de départ.

Tous les résultats numériques de cette deuxieme parti@btarius grace a un code de calcul programmé en Fortran
90, en collaboration avec F. Hubert. Celui-ci permet dedrdes problemes elliptiques linéaires et non-linéailes,
problémes en milieux fracturés, les méthodes de déconmosie domaines de type Schwarz chaque domaine étant
maillé de facon indépendante, ... Il contient une interfacec le mailleur EMC2 développé a I'INRIA et avec le
visualiseur GMV développé a Los Alamos.

Sdisponible & I'adresskt t p: / / waw rocql. i nri a. fr/ gamma/ cdr oml ww/ enc2/fra. htm
4disponible & I'adresskt t p: / / waw- xdi v. | anl . gov/ XCM gnv/ GWHorre. ht ni



Premiere partie

Modeélisation et analyse en mécanique des
fluides

La science ne consiste pas seulement & savoir ce qu’on doit ou peut faire,
mais aussi a savoir ce qu’on pourrait faire quand bien méme on ne doit pas le faire.

Le nom de la rose.
UMBERTOECO






Les résultats présentés dans la premiere partie de ce nmeéésmyit consacrés a I'étude théorique et numeérique de
modéles d’écoulements complexes.

Dans le premier chapitre, je propose un bref résumé de meauxale thése portant sur les modeéles d’écoulements
diphasiques de type Cahn-Hilliard. Ces modeéles, ditdexfaces diffuseésoir [AMW98]) sont maintenant assez large-
ment utilisés et étudiés (voir par exemple [LT98, Jac9900aKKL04a]) notamment car ils se prétent bien & la prise
en compte de situations complexes avec forts changemeutietiques des interfaces et effets capillaires. Mes trava
dans ce domaine ont consisté en la justification formellealipage entre I'équation de Cahn-Hilliard et les équations
de Navier-Stokes incompressibles (plus précisément @acedre quasi-incompressible selon [LT98]), en la simaoitati
numérique d’'un tel modéle et en I'étude théorique des égugatiouplées ainsi obtenues. En ce qui concerne les résultat
d’existence, unicité et stabilité des solutions plusiaittsations distinctes sont considérées :

— Dans le cas homogéne ou on suppose que les phases sont delem&itée (ou de densités suffisamment proches
pour pouvoir se placer dans le cadre de I'hypothése de Buess), deux cas différents sont étudiés : celui ou la
mobilité (le coefficient de diffusion du potentiel chimiguest une fonction non-dégénérée du paramétre d'ordre
et le potentiel de Cahn-Hilliard une fonction réguliéreispeelui ot la mobilité peut dégénérer et le potentiel de
Cahn-Hilliard peut présenter des singularités de typerldgaique.

— Dans le cas non-homogéne, i.e. quand les variations déé&lensat prises en compte, le cas général est encore
largement ouvert (on a seulement I'existence et I'unicitéle de solutions réguliéres). En revanche, dans le cadre
faiblement non-homogéne on peut établir des résultatsagbokn temps par I'utilisation d’estimations d’énergie
appropriées dépendant de la différea@ntre les densités.

Par ailleurs, dans les résultats expérimentaux de [MKH®& % résultats numériques que j'ai obtenus, on peut

constater I'apparition de structures en bandes parakdlésoulement lorsque I'on provoque la décompositionsgale

d’'un mélange soumis & un fort cisaillement. Ceci nous a donduit, avec P. Fabrie, & s'intéresser au comportement
qualitatif des solutions de notre systéme (dans un cadngi§ié) dans une cellule de Couette et dans la limite de grand
cisaillement. Il s’agit d’analyser une forme de stabiligsdolutions monodimensionnelles (dans la direction venss

a I'écoulement) dans I'ensemble de toutes les solutionsizidd le taux de cisaillement tend vers l'infini.

Ce premier chapitre se termine par la description des ritswbtenus (en collaboration avec L. Chupin et P. Fabrie)
dans I'étude de la prise en compte d’éventuels comportesnasitoélastiques des fluides dans un modéle couplé du
type Cahn-Hilliard / Navier-Stokes. Il s’agit de couplesa&juations avec un modéle empirique de type Oldroyd. Les
résultats numériques obtenus permettent de valider gtiaéitnent le modeéle.

Le second chapitre, en collaboration avec C. Lapuerta,castacré a la généralisation du modéle de Cahn-Hilliard
au cadre triphasique, le but (issu d’un probléme indugtasi par I'Institut de Radioprotection de de Sireté Nu¢ai
étant de simuler des flux de bulles de gaz dans un mélange detases liquides stratifiées. La construction d'un tel
modéle nécessite des précautions pour assurer une boseesprcompte des interfaces entre deux des phases dans le
mélange triphasique. On établit des conditions nécessaiiuffisantes pour qu’un modéle de Cahn-Hilliard tripipaesi
satisfasse ces bonnes propriétés. On prouve ensuite quraziEdes sont bien posés et on propose des illustrations
numeériques répondant a I'objectif initial de ce travail.

Dans un second temps, je présente mes travaux consacrésde lde I'équation de transport et a leurs applica-
tions a l'analyse de conditions aux limites non-linéairesmi@n-réfléchissantes pour les équations de Navier-Stokes
non-homogenes. De fagon plus précise, le chapitre 11l eddaxré a I'étude de I'équation de transport pour des champs
peu réguliers non tangents au bord du domaine. On montrecaifikest possible de définir des traces pour les solu-
tions de ce probléme et que I'on peut donner un sens au preld@&nCauchy/Dirichlet qui lui est associé et bien sur



le résoudre. Ces résultats sont basés sur I'extension iédai¢ des solutions renormalisées de DiPerna et Lions a ce
nouveau cadre. Grace a la propriété de renormalisation di&éeg on établit en particulier la stabilité (au sens fde3
solutions (et de leurs traces) de I'équation de transpantggport aux données initiales, aux données au bord ettgurto
par rapport au champ de vitesse. Ce chapitre se termine paésiglitats nouveaux de régularité en espace des solutions
faibles de I'équation de transport dont la démonstratiamasée sur I'étude de la dépendance de la trace des solutions
en fonction de la coordonnée normale prés du bord du domaine.

Le chapitre IV est enfin dédié a I'analyse (avec P. Fabrie) ddéte de Navier-Stokes non-homogéne avec conditions
aux limites artificielles en sortie de I'écoulement. La citiod aux limites que I'on étudie est non-linéaire et s’iitep
de celle proposée dans un travail de Bruneau et Fabrie dasglte des écoulements homogenes. On donne ainsi une
formulation faible du problema la Leray, c’est-a-dire avec des fonctions test a divergence nudiet dn montre qu’elle
admet une solution. On établit ensuite I'existence de lagioa puis on montre que la solutigp, v, p) ainsi obtenue
satisfait la condition aux limites prescrite initialemgeh un sens faible. Les résultats du chapitre précédenpsomi
les ingrédients essentiels utilisés dans ce travail, notamt dans le but d’établir de bonnes propriétés de compsuité
les solutions approchées du systéme.



Chapitre |

M ODELES DE TYPE CAHN-HILLIARD POUR
LES ECOULEMENTS DIPHASIQUES
INCOMPRESSIBLES

Cette partie de mon travail, dans le cadre général de la nfeades fluides multiphasiques ou multicomposants,
est consacrée a la modélisation et la simulation numéritureegpart et a I'étude théorique des modéles d’autre part. Il
s'agit pour partie de mes travaux de thése que je résume ‘who, et de travaux réalisés apres celle-ci que je décris
plus en détail.

1 Résumé des travaux de these

1.1 Dérivation du modéle et simulations numériques

L'équation de Cahn-Hilliard décrit, par le biais de la doardune énergie libre contenant a la fois des termes
d’énergie libre volumique et des termes capillaires, llétion d’un paramétre d’ordre (typiquement une conceiurgt
dans un mélange de deux phases (voir l'introduction du ¢tealh). La premiére partie de mon travail de thése a consisté
a justifier {ia une étude dimensionnelle formelle) le modéle (I.1) ci-dasscouplant les équations de Navier-Stokes
et I'équation de Cahn-Hilliard. Ce couplage permet, & traVapproche “interface diffuse”, de prendre en compte les
phénoménes hydrodynamiques des écoulements diphasignei®( de surface, forces capillaires, etc ...) mais dessi
phénomeénes purement diphasiques de tgmmposition spinodalée systéeme complet s’écrit

Dy 1L o (Bl (#)) _
5 +v-Vop pedlv( p \Y . =0
p=—a*Ap+ F'(p)

00 (.90 = - div @n(e)D(0)) + Vp = KV + 1= w (1) 4
re |5 - (¢ p=KuVe+e—) o) Fee

div (v) =0,

(1.1)
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ou ¢ est le paramétre d’'ordre (normalisé de sorte que les vafgwysiques de celui-ci soientl < ¢ < 1), p le
potentiel chimique généralisg, la densité du mélange,le champ de vitesse moyeneta pression du mélange. Le
parameétrev est I'épaisseur de l'interface et la tension de surface@steniue dans le coefficient de capillaikt&voir
aussi le chapitre 11), enfin le comportement thermodynamidgll'interface est décritia I'énergie libre volumiquée ()
possédant, sous la température critique, une structur@eletpuits modélisant les deux phases du mélange (voir la
figure 11.2). On prendra par exempl&(¢) = %4 — %2. On ajoute a ce systéme des conditions aux limites de Neumann
pourp (hypothése d’orthogonalité entre I'interface et le bordddumaine) et pour (absence de diffusion a travers les
parois) ainsi que des conditions aux limites sur le champtéssev.

Dans ce modéle, la densité adimensionnéest une fonction du paramétre d’ordre vérifiant

—1
p€(¢):1+g¢2 , pourtout—1 < ¢ <1, (1.2)

oUe est le contraste de densités entre les deux phases

_ 1t =3l
max(p?, p3)

Pour I'étude mathématique du modeéle, on étend cette fan(die facon non-linéaire) & tout entier de sorte que I'on
ait, indépendemment de:

|p/5|oo S &, et O < Pmin S pe(%p) S Pmax-

Cette manipulation est cruciale car, si on ne suppose pasldlith dégénérée ou I'énergie libre singuliere, alors les
solutionsy de I'équation de Cahn-Hilliard ne sont pas contraintes@aysteme a demeurer dans l'intervalle des valeurs
physiqueg—1, 1] (voir par exemple [BB99]). On retrouve ici le fait que les &tjans paraboliques du quatriéme ordre
ne satisfont pas le principe du maximum. Il s’agit de I'un the®nvénients de ce type de modéle. Celui-ci est néanmoins
maitrisé par I'utilisation de coefficients de mobilité dagéés (ce qui rend I'analyse plus délicate et moins compléte

D’un point de vue numérique, la discrétisation de ces égnatest souple et permet notamment de prendre en
compte de forts changements topologiques des interfacegisdtement particulier, ce qui n’est pas le cas de modéles
“a interface fine” pour lesquels la localisation précise ‘itgtdrface au cours du temps est nécessaire et peut poser
des problémes importants d’algorithmique par exemple. éscdption du modeéle, des schémas utilisés ainsi que des
premiers résultats numériques sont parus dans l'arti¢le [4

1.2 Problemes d’existence, unicité et stabilité des solotis du systeme couplé

Dans un second temps, j'ai mené I'analyse du modéle (1. Babti-dessus dans le cadre des conditions aux limites
de cisaillement en vitesse (tous les résultats généraxistbace, unicité, et stabilité restent valables pour deslc
tions aux limites de type Dirichlet homogene par exempli)siBurs cas ont été envisageés et présentent des difficultés
différentes.

Dans [2], on étudie le modeéle simplifié obtenu en faisantdthése de Boussinesq, c'est-a-dire que I'on néglige
les différences de densité des fluides dans tous les termaedaas le terme source di a la gravité. On montre alors,
sous I'hypothése de non-dégénérescence de la mobilité€féiaient de diffusion du parametre d’ordre) I'existenea (
2D et 3D) et 'unicité (seulement en 2D bien entendu!) deatimis faibles globales du systeme ainsi que I'existence
et I'unicité locale en 3D de solutions fortes. Dans le casaomnbbilité est susceptible de dégénérer (ce qui est un cas
physique important) nous obtenons I'existence globaleotigiens faibles et nous perdons l'unicité.

Dans ce méme article, on montre la stabilité (en 2D et 3D) thas éits “métastables”, c’'est-a-dire les points de
convexité de I'énergie libré” dans le modele, sous faible cisaillement.

L'article [3] est consacré a I'étude du modele complet daagiél les différences de densité entre les phases sont
prises en compte. Sans autre hypothése, nous montrors¢ege et I'unicité locale de solutions trés régulieresgroe
bleme. C’est, a ce jour, le seul résultat disponible pourdeléhe complet en toute généralité. En revanche dans ce méme
article, sous I'hypothése que la différence de densitéedasrdeux phases est faible (cadfdiblement non-homogéhpe
nous montrons (Théoréme 1.1) I'existence d’une solutidbléeglobale et d’'une unique solution forte (globale en 2D et
locale en 3D).

Pour étre tout a fait précis, le résultat obtenu dans [3] eomeles conditions aux limites de cisaillement, mais la
preuve s’adapte sans difficulté au cas de conditions autelinuie Dirichlet sur un ouvert régulier &¢. Dans I'énoncé
suivant, on a usuellement nof& I'espace des champs de vecteurs(f&(Q2)¢) a divergence nulle et a trace normale
nulle.
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Théoréeme I.1

On suppose que le coefficient de mobiftéest une constante strictement positive. Soigne H, ¢ €
H3(Q), telle quem(§) est indépendant de On suppose qu'il exist€, indépendant de tel que

1 3
ol + llvoll L2 + &2 [l@oll a2 +ell@llas < Co.

Alors, il existezy > 0 tel que pour tout < g il existe une solution faiblép., v.) de(l.1) surR* pour la
donnée initialg(p§, v§ ), satisfaisant

1 3
el oo b1y + €2 |0 || oo R+ 12) + €T |[0el| oo+ 13) + || Vel Lo (m+;12) < Ch, (1.3)
1|0 NEE
H‘Ps”L?(to,toJrr;HS) +e2 8156 +e1 ats
L2(to,to+73L2) L2(to,to+7;H) (|4)

+ [|ptell 2 (to,to+r:m1) + [[Vell L2(t0,t0 1711y < C2(7), pour toutty > 0, 7 > 0,

ouCy, Ca(7), M(T) sontindépendants deet det.
De plus sip§ etwvs convergent respectivement verg dansH'! et versy, dansL?, alors (a une sous-suite
prés en 3D) on a la convergenpg — 1, o. — ¢ etv. — v 0l etv sont solutions du probleme homogéne.

L'élément clé de la preuve de ce résultat est I'obtentiomd’estimation de I'énergie non-usuelle dans laquelle
I'énergie proposée met en jeu des dérivées d'ordre élevéndeanues mais pondérées par des puissances positives de
e. Par des techniques similaires, on montre I'existenceiatdité de solutions fortes (globales en 2D et locales en8D s
un temps indépendant d¢ des que les données initiales (supposées indépendantesate suffisamment régulieres.
Nous généralisons également dans ce travail le résultaatiiteé asymptotique des états métastables obtenu dhas [2
ce cadre faiblement non-homogene.

1.3 Etude asymptotique d’un modele diphasique sous cisainent

Dans l'article [5], en collaboration avec P. Fabrie, nouasimtéressons au comportement qualitatif d’'un mélange
diphasique en dessous du point critique, lorsqu’il estégldans une cellule de Couette & grand cisaillement. Ce ltravai
est motivé par les résultats expérimentaux de plusieusuesi{Hashimoto, etc ...) et par une collaboration avec des
physico-chimistes (équipe d’A. Colin a Bordeaux).

Une cellule de Couette est formée de deux cylindres corigeies dont la différence des rayons est petite (d’ordre
~ 1) devant le rayon moyen de la cellule (d’ordre 1/<). Si on fait tourner les cylindres & des vitesses angulaires
opposées et de I'ordre de la vitesse de cisaillement obtenue est de I'ordré te

Les inconnues décrivant le systéme sont la vitesse et Isipres., p. ainsi que le paramétre d'ordre. (frac-
tion volumique d’'un des constituants dans le mélange) etierfiiel chimique:. du mélange décrivant les propriétés
thermodynamiques du systeme.

Dans ces conditions, sous une hypothése d’écoulementdamitiécoulement est décrit en 2D (voir [4],[5]) par le
systeme modeéle qui s'écrit po(r, z) € Q. =|0,1/¢[x] — 1, 1], sous la forme

aaig + gc?m% + ue - Ve — %Aﬂe =0,
He = _QQASDE + F/((PE)’

Que _ iAu + Vpe. = KV

at Re € € € €

div (u.) =0,

ou F(y) = %4 — %2 et o, ue etu. vérifient des conditions aux limites homogénes de type Geu€e systeme
apparait comme le couplage non-linéaire entre une équag¢i@tokes (dans le cadre laminaire) et une équation de type
Cahn-Hilliard décrivant I'évolution des interfaces daasriélange.
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On constate alors que @) est une solution de I'équation de Cahn-Hilliard 1D dans taation transverse,

aSDO 1 2
980 _ 120 —0
ot Pe =10 ’
po = —a*02¢0 + F' (o),

D200 = 03¢0 = 0, sur{z = £1}

alors le couple(p. = ¢o,u. = 0) est solution du probléme considéré plus haut. Ces solutiomespondent aux
solutions en bandes que I'on observe expérimentalemenmne¢niquement.

Si on note| f|» - la normeL? indépendante du domaine, c’est-a-dire

1

f & —
|f]2 T

£ llz2e0) = Vell 2.y,

alors on montre le résultat suivant :
Théoreme 1.2

On considere une famille de données initiales de la forme

©:(0) = ¢f + e,
u(0) = ug(2)eq + wy,

pour les équations précédentes dans le dom&ineOn suppose qug! est de moyenne nulle et qu'il existe
une constanté, ne dépendant que ds telle que pour tout > 0, on ait

1
[P0l2.c +7|Vellae < Ko, et [wl]se < Koe.

Alors, pour toutl’ > 0, il existeeo(T') > 0 etC(T") > 0 tels que pour tout < e, la solution (., u.) du
probléme posé dar3. vérifie

sup (m o — eprlae + Jue — uo|2,s> < o)., (1.5)
t€[0,T)
sup (|v<goe - wl)lz,s> <om)et, (1.6)
t€[0,T]

olwug ety sont solutions des équations linéaires

8u0 1
5 @aguo =0, dans] — 1,1, avecug(t = 0) = u, ug(z = £1) = 0,
et 9 )
01 2 _
i + 68:;(,01 + UQ(Z)awgD1 Pe Apy = 0 dansQ.
= —a’ Ay + F (o)1,
8901 o aﬂl - 0
avecw =%, = 0 au bord ety (0) = ¢ .

On peut améliorer de fagon significative ce résultatsest en fait la solution constanté de I'équation de Cahn-
Hilliard : o9 = w. On trouve alors une estimation en au lieu des dans (1.5) et emi au lieu de=2. Ceci montre donc
queyy + o1 est bien le développement asymptotique au premier ordgederia solutionp.. Si de plusw est un état
métastable du systeme, i.e /81 (w) > 0 alors les estimations (1.5)-(1.6) sont valables p&ue +co.

On établit donc une hiérarchie des propriétés de persistdes solutions 1D transverses de notre systéme : les
mélanges homogenes sont plus stables a grand cisaillemetegautres solutions de type “bandes”, et parmi ceux-ci,
les états métastables sont persistants sur tout temps, eempouvait s'y attendre.



2. Modele d’écoulements diphasiques non-newtoniens 13

2 Modéle d’écoulements diphasiques non-newtoniens

Dans le cadre de la thése de L. Chupin (que j'ai co-encad@e RvFabrie), nous avons étendu le modéele consi-
déré a des phases viscoélastiques et proposé une méthodequerefficace qui permette la simulation de ce type
d’écoulements (voir [6]).

Le modeéle développé et étudié dans ma these permet de dédtaide d’'une formulation par paramétre d’ordre, des
écoulements de mélanges diphasiques a interface diffuses Eertaines applications, on s'intéresse a des écoutemen
d’'une phase polymére dans un solvant, ou plus généraleradinides possédant des caractéristiques non-newtoniennes
(le propergol par exemple).

Le modele s’obtient de fagon similaire au modéle newtoréangcrivant les lois empiriques de comportement vis-
coélastique (de type Maxwell, Oldroyd, etc ...) pour chacdas phases, puis en regroupant les résultats obtenus afin
d’écrire une équation globale sur le tenseur des contritillee mise sous forme adimensionnelle des équations permet
enfin de dégager, dans une certaine plage de valeurs des parameétres, un systéeme d’équations fidéle a la physique
et néanmoins exploitable.

On montre ainsi que les équations s'écrivent en toute gétééde la fagon suivante :

X% L (Bl (r)) _

p=—a*Ap + F'(p)

o (%—t to w) — v (20(¢)(1 — r()D(v) + Vp — v (0) = pg + KV (17)
div (v) =0

Do 1 1

Dt T We)” = Weld) 2n(p)r(p)D(v).

Les inconnues sont & nouveau le parameétre d’ogdie potentiel chimique, la vitessev et la pression auxquelles
s'ajoute un tenseur de contraintes non-newtonidiéquation vérifiée pas est de type Oldroyd et prend en compte les
propriétés de relaxation et de retard des phases viscigglast Dans cette équation le parametre) est un parametre
de retard (qui dépend du rapport entre le temps de relaxatitentemps de retard de la phase de compositipet le

. . R ' L D -
nombre de Weissenbele(y) est un temps de relaxation du systeme. Enfin la derlvatlovemweﬁt qui y apparait
s'écrit en toute généralité sous la forme

D 0
=2 2% Ly Vo - Wk).o+ oW () — a(D(v).o + 0.D)),
Dt ot
ou D(v) et W(v) représentent respectivement les parties symétriquestietyamétriques du tenseWv et a est un
parameétre rhéologique empirique choisi en fonction detleaion physique que I'on souhaite modéliser.
Divers aspects de I'analyse de ce systéme ont été abordés@hupin dans sa these [Chu03, Chu04, Chu05].

Pour la simulation numérique de ce systéme, nous avonssrigsrischémas utilisés dans mes travaux antérieurs
[4] concernant la partie Cahn-Hilliard et Navier-Stokessystéme : en particulier le schéma antidiffusé de P. Rase-
tarinera (voir par exemple [BFR97]) pour les termes de panis Pour traiter I'équation d’Oldroyd et son couplage
avec I'équation de Navier-Stokes, nous proposons un schéomuplé basé sur une approximation “exponential fitting”
pouro. Nous prouvons que cette discrétisation en temps est quamiditionnellement stable (la seule condition est

ot < %, qui s’avéere trés raisonnable en pratique). Par ailleusstie®ma dégénére correctement lorsque les
phases sont newtoniennes ou lorsque le temps de relaxatiume des phases tend véxs

Nous retrouvons alors avec ce modele un certain nombre deigtés qualitatives connues de tels écoulements.
Nous validons également notre couplage Navier-Stokesrb@dddans le cas monophasique.

Atitre d’exemple, la figure 1.1 montre les résultats des satians d’'une décomposition spinodale sous cisaillement.
A I'état initial les deux fluides sont mélangés quasi-uniiément, puis on abaisse la température pour passer sous la
température critique et provoquer la séparation des ph&sgasitanément on déclenche un écoulement de cisaillement
dans la direction horizontale en imposant les conditionslimites adéquates sur les bords supérieurs et infériaurs d
domaine de calcul (et la périodicité dans la direction hantale).

Les différences de comportements qualitatifs sont clatesorrespondent aux observations expérimentales. Tout
d’abord, on remarque dans les deux cas que les phases ténderdtratifier dans la direction de I'écoulement mais
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Mélange viscoélastique Mélange Newtonien
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FIG. 1.1 — Décomposition spinodale sous cisaillement (comjmosdu mélange et profil de vitesse)

dans le cas non-newtonien la taille caractéristique deddmhorizontales est supérieure a celle obtenue dans le cas
newtonien. Par ailleurs, le profil de vitesse linéaire cgpmndant a I'écoulement de cisaillement permanent apirai
I'état limite en temps grand dans le cas newtonien. Dansdaoa-newtonien, dans une certaine plage de parametres,
ce profil linéaire de vitesse n’est pas un état stable du st on observe plutét en temps grand un profil de vitesse
qui a la forme d’une ligne brisée dont les pentes sont cditegaanalytiquement (au moins pour un modeéle simplifié) et
prennent au plus 3 valeurs.

Viis

In

Vais

~<}—
\__FLUID 2 U_>

ing

FLUID 1

FiG. 1.2 — Description de I'expérience de création de fibres

D’autres exemples sont donnés dans [6], notamment conttidarfabrication de fibres viscoélastiques qui est un pro-
bléme fondamental dans I'industrie chimique et pharmagiglee (voir la représentation schématique de I'expérience
figure 1.2). En particulier, on retrouve le fait que les fibvéscoélastiques ont tendance a se rompre beaucoup plus vite
lors de leur fabrication que les fibres ayant des propriét@ganiennes. Cette situation est illustrée dans le fig@rpdr
la comparaison des diagrammes de phase dans les dewositu®ans le cadre expérimental on obtient le diagramme
de phase donné dans la figure 1.4 qui est en bonne cohérercieavésultats numériques.
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FiG. 1.3 — Diagrammes de phase obtenus numériquement pour lelenoelwtonien et le modéle viscoélastique
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FIG. .4 — Diagrammes de phase obtenus expérimentalementésoul. Colin, Université Bordeaux 1)
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Chapitre Il

M ODELES DE CAHN-HILLIARD A TROIS
CONSTITUANTS NON-MISCIBLES

En collaboration avec Céline Lapuerta, j'ai introduit etidié dans [12] (voir également [22], [24]) un nouveau
modéele de type Cahn-Hilliard pour la simulation numérigireate d’écoulements a trois composants.

liquide léger

liquide lourd

FiG. 1.1 — Bulles de gaz traversant une interface liquideitigu

Plus précisément, le contexte général de la thése de C. ttamst I'évaluation par simulation numeérique directe de
coefficients d’échange thermique entre deux phases lig@id@résence d'un flux de bulles gazeuses dans des situations
extrémes telles que I'on peut en rencontrer lors d'évestaetidents nucléaires graves dans un réacteur. Les valeurs
estimées de ces coefficients servent de données en entrédateazones permettant la simulation a une plus grande
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échelle de la totalité de I'accident. A ce titre, il est esi@dile pouvoir simuler des écoulements de bulles gazeuses e
présence de deux autres constituants liquides que sorglespthases (métallique et oxyde) du corium (voir [Lap06]).
La situation est schématisée dans la Figure I1.1.

Le cadre général des modeles a interface diffuse est bignté@dae type de problémes (en comparaison par exemple
avec des méthodes de tylewel-se}. lls permettent notamment de rendre compte, sans graod effmérique et algo-
rithmique particulier, de changements topologiques irtggas dans les interfaces. Bien entendu, un des prix a payer
est par exemple la nécessité de mailler de facon suffisamifinerppour assurer la qualité de la discrétisation dans les
interfaces.

Bien que la littérature concernant les modéles de type GHliard multi-constituants soit assez riche, les modéles
disponibles sont plutdt adaptés a des situations difféseren particulier celles ou les changements de phase sont a
prendre en compte. Pour modéliser des situations typicikstelgure 11.1, on doit plutdt voir notre probleéme triphgse
comme un probléme 3 fois diphasique. Autrement dit, nous©igmesoin d’'un systéme d'équations le plus simple
possible susceptible de simuler correctement la coexistele 3 constituants et donc de 3 types d'interfaces (avec
des tensions de surface différentes) et I'évolution de ghad’entre elles sous écoulement. L'objet de ce chapitre es
de décrire la construction d’'un tel modéle, son analyse émagtique et enfin d'illustrer ses propriétés sur quelques
résultats numériques.

Bref retour sur le modéle diphasique - Dans le cadre diphasique, le modéle de Cahn-Hilliard esroétné par
I'expression de I'énergie libre totale en fonction de la camtrationc € [0, 1] de I'un des constituants dans le mélange
(le parametre d’ordre utilisé dans le chapitre précédent n’est autre gue 2¢ — 1). Celle-ci s’écrit usuellement

o) / 1221 ¢ + Soe (V2 dr, (11.1)
/ Q

ol o est la tension de surface entre les deux phasefégiaisseur de I'interface.

Pourquoi est-il Iégitime de nommer ainsi ces deux parara@tRour cela, calculons I'état d’équilibfgdu systeme
surR par exemple (ce qui revient & considérer une interface mamaulti-D). L'équation d’Euler-Lagrange s'écrit

3
—50606/ + 24gco(1 —¢0)(1 —2¢p) =0,
€

limeg =1
—+oo
limcy =0,
— 00

Ce qui se résout de fagon unique (a translations pres) par

=05 (1410 (2)).

On constate donc bien queest la taille caractéristique de la zone de transition datr@aleurs) et 1. Par ailleurs si on
calcule I'énergie totale contenue dans cet état d’éqgeilibn obtient

Fo'(co) = o,

ce qui justifie I'appellation “tension de surface” du syseepour le paramétre.

Un point crucial est que ces deux parametres sont donnéa pakique et interviennent dans le modéle de facon
explicite. Par ailleurs, ces deux quantités peuvent ééses indépendamment 'une de 'autre. On peut ainsi, temns
simulations numériques, augmenter I'épaisseur d'interfafin de pouvoir utiliser des maillages de taille raisdoeg
sans modifier la quantité d’énergie contenue dans l'interfa
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interface

phase2 phasel

0 1
c

FiG. 1.2 — Energie libre et profil d’interface a I'équilibre

1 Modeles a trois constituants non miscibles. Existence et u nicité
des solutions

En s’inspirant du cadre diphasique résumé ci-dessus, nursttons a modéliser des systémes triphasiques non
miscibles par la donnée d’'une énergie libre totale de la éorm

i 12 3 3 3

ftzn?sh(cl,CQ,Cg) = ?F(Cl,CQ,Cg)—F 5521|V01|2+ 5622|VC2|2 + §523|VC3|2d$, (”2)
Q

ol ¢y, co etes sont les fractions volumiques de chacune des espéces darétdage et est I'épaisseur de l'interface.

Pour l'instant® = (X1, ¥4, 33) est un paramétre a déterminer ainsi que I'énergie libreraa@jue F'. Le mélange étant

supposé parfait, les trois concentrations sont sujettacaritrainte

C = (c1,co,c3) € ST {(61,62,63) ER3, c14co+cy= 1}.

Avant de discuter le choix dE et F' (ce qui est en fait le nerf de la guerre!), il faut écrire lesigipns d’évolu-
tion correspondant a un flot de gradient, au sens du prodalitise deld —', de la fonctionnelleF sous contrainte de
conservation de la masse de chaque composant et sous laistty + c2 + c¢3 = 1 partout. On montre ainsi, par un
argument de type multiplicateur de Lagrange, que le systBétpiations a considérer est le suivant :

aCZ‘ o MO
5 div < T, Vm) ,
(11.3)
= 22 ( (0:F(C) — 0, ( >>) 3y,
& E N

ou My est un coefficient de diffusion (appelé la mobilité) qui estparamétre du systeme (lié au temps caractéristique
de la diffusion moléculaire dans le systéme) et qui peut inxdiement dépendre des concentrations:; et cs. Le
coefficientXr est défini (dés que cela a un sens) par
3 1 1 1
Lro X ¥y B3
La premiére question naturelle que I'on se pose est : solkegquenditions le systéme (11.3) est-il bien pose ? Pour
répondre a cette question il faut tout d'abord s’assureladepkrcivité des termes capillaires dans I ene@i@h En
effet, si cette coercivité n’est pas assurée alors, foenadht, il est possible de diminuer I'énergie totale a Vo
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la création d’interfaces d’énergies négatives! Notonslgumercivité est automatique des que tous les coefficients d
capillarité ; sont strictement positifs mais le cas ol I'un de ces coeffisiest négatif est un cas important dans les
applications et que nous souhaitons pouvoir traiter. Laltésobtenu est le suivant.

Proposition 11.1
SoitY = (31, 39, ¥3) € R3. Il existeX > 0 tel que pour tout, > 1, on ait

Sila]? + Saléel” + Sslés* > 2 (|€1|2 +1&f® + |53|2) ; (1.4)
pour tout(&y, &2, &3) € (R”)?’, tel que; + & + &3 = 0, si et seulement sles deux conditions suivantes sont
vérifiées

Y1Yo 4+ X133+ Xodig > 0, (1.5)

On considére maintenant les hypothéses suivanteg sur
— F est de classé? et vérifie

F(C) >0, YC€S, (1.7)
— Il existe B;, By > O telles que
|[F(C)] < Bi|CPP+B,, YCeS, (11.8)
IDF(C)| < B |CPF™' +B,, VCE€S, (1.9)
ID?F(C)| < B |ClP™2 +B,, YC €S, (1.10)

avecp =6sSid=3,et2 <p < 4oosid=2.
— Il existeD; > 0 tel que

(D*F(C)¢,€) > —Dy (1+[C|) ¢[°, VC € S,V¢ € R?, (1.11)

ou0<g<4dsid=3et0 <g< +oosid=2.

Les premiéres hypothéses sont standard dans la littéisuntes équations de Cahn-Hilliard. La derniére, indispbtes
pour prouver la régularité et donc l'unicité des solutioast, moins usuelle car bien souvent la partie non convexe de
I'énergie est quadratique, ce qui correspond awcas). Néanmoins, comme on le verra dans la suite, les énergies que
I'on va étre amené a considérer ne sont pas de la fajnaelratique-convexece qui nécessite de mener I'analyse du
modeéle sous I'hypothése plus générale (11.11).

En notanttl} 'espace de€ € (H'(2))? tels queC(z) € S, pour presque tout € €2, notre résultat d’existence et
unicité de solutions pour le probleme (11.3) est alors levant.

Théoréme I1.2

SoitQ) un domaine régulier borné d&?, d = 2 ou 3. On suppose quE vérifie les conditiongll.5), (11.6) et
que I'énergie volumiqué’ vérifie les hypothésdH.7)-(11.11). On suppose également que la mobilitg est
une constante strictement positive.
Alors, pour toute donnée initial€® € HY, il existe une unique solution faib(€, 1) de(11.3) sur [0, +-oc|
pour la donnée initialeC® et telle que

C € L*(0, +o0; HY) N L7 (0, +o00; (H*(€2))*) N €°(]0, +o00[; HY), (1.12)

loc

p € L2(0, 4o00; (HY(2))?). (1.13)

Dans le cas ou la mobilité est une fonction positive, régeled bornée des paramétres d’ordre et qui ne s’annule pas,
le résultat est encore vrai en dimensiren dimensior8, on peut toujours obtenir I'existence mais I'unicité demgeu
un probleme ouvert.

Bien que la motivation de ce travail réside essentiellerdant les modéles ditonsistantgjue I'on va décrire par
la suite, ce résultat a une portée assez générale et peptiglagy potentiellement & de nombreux modéles de Cahn-
Hilliard triphasiques. Les points nouveaux dans la dénratish sont essentiellement la possibilité de considéesr d



2. Modeles triphasiques consistants 21

coefficients de capillarit®&; négatifs (sous la condition (11.5)) et des énergies lib@# ¢es termes non convexes peuvent
étre d’ordre relativement élevé.

2 Modeles triphasiques consistants

Revenons maintenant & la question de la déterminationwiertiée libre volumique” et des parametrés en vue des
applications a des écoulements de trois composants naribfeis Nous souhaitons modéliser une situation physique
dans laquelle les 3 interfaces entre les 3 constituantssteexsans changement de phase, I'un des constituantamouv
éventuellement étre absent dans une certaine zone ded&egpast méme le cas générique, voir la figure 11.1). On peut
donc résumer les contraintes que I'on doit imposer a notréateosous la forme de deux propriétés :

Définition 11.3
Le modéle défini pa(il.2) et(11.3) est ditalgébriquement consistaavec les systemes diphasiques de tensions
de surfacerz, 013, 023 respectivement si les deux propriétés suivantes sontaesifi
(P1) Quand la phase est absente, c'est-a-dire gj = 0, I'énergie totale]—'gf’sh(cl, c2, c3) du systéme doit
étre exactement égale a I'énergie totale du modele dipli@sigrrespondant aux deux autres phases
Fg(e,1—¢,0) = FI_(c), Ve e H'(9),

012,€

FEt(e,0,1 - ¢) = FIPL(e), Ve € H(Q),

013,€

fg?sh(o, c,1—c)= Tgigje(c), Ve € HY(Q).

(P2) Quand le composaritn’est pas présent dans le mélange a l'instant initial, il r@tgbas apparaitre
au cours du temps. En d’autres termes, les solutions Benpdu systéméll.3) doivent satisfaire, pour tout
ie{1,2,3},

¢i(0)=0=¢;(t) =0, ¥Vt > 0.

Ces propriétés peuvent sembler parfaitement naturellggugtives néanmoins la plupart des modéles disponibles
dans la littérature et utilisés dans des situations sireigpour des calculs numériques ne vérifient pas ces prépriét
(voir [KLO5]). Nous montrons dans la section 4 que des émstgine vérifiant pas ces propriétés menent a des résultats
numeériques non satisfaisants.

Les tensions de surfaeg ., 013 et oqs des trois types d'interface présent dans le systéme étadsfpon peut
maintenant caractériser tous les choix des coefficientaddlarité 3 et de I'énergie libre volumiqué' produisant un
modéle algébriquement consistant au sens précédent.

Théoreme 11.4

Une énergie libre régulieré’ et des coefficients de capillaritg , X5 et33 fournissent un modeéle triphasique
algébriguement consistant avec les situations diphasigoeespondant aux tensions de surfage, o3 et
o923 Si et seulement si

Vi, X; = 05 + Oik — Ojk, avec{i,j, k} = {1, 2,3}, (11.14)

et

F(C) = 0'120%63 + 0'136%63 + O’Qgcgcg + 610263(2101 + Yoco + 2363)
+ 332 G(C) + (c1 + 2 +c3 — 1) H(C), VC € R,

ou G et H sont deux fonctions réguliéres.

Il convient de remarquer que, la contrainte-ca+c3 = 1 étant vérifiée en tout point et a tout instant par les solstion
dansH}, le terme contenant le factedif n’intervient jamais dans les équations et on peut donc ssesgb = 0 dans
la suite sans perte de généralités. Par ailleurs, les ceeffs®:; vérifiant (11.14) sont connus dans la littérature comme
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étant les opposés desefficients d'étalemengue I'on retrouve donc ici apparaitre par le calcul. Pdeaik, ils vérifient
Zi + Ej = 20'”‘, Vi 7& ]

L'un (au plus d’'aprés la relation précédente) de ces coefftsk; peut étre négatif dans un certain nombre de situations
ditesd’étalement totalNous verrons que le modéle proposé est capable de géressitatition dans de nombreux cas,
ce qui est une avancée importante en comparaison des modalass précédemment.

Les exemples usuels d’énergies libiégjue nous utilisons en pratique sont

F(](C) = 0'120%63 + 0'136%6?)) =+ Uggcgcg =+ 610263(2101 + Yoo + 2363)
(11.15)

) % %
= 716%(02 +e3)? + 7263(01 +e3)? + 7303(61 + ¢2)?,

qui est, en un certain sens, la plus simple autorisée paéteéime 11.4.

Certains travaux dans la littérature (voir notamment [KKhQKL05, GNS98, GNS99]) utilisent I'énergie libre
définie par la fonction

= 2 2 2 2 22
Fy = o12ci¢5 + o13¢ic5 + 023cscs, (11.16)

qui ne fournit pas un modéle consistant d’aprés le théorérdessus. Ceci est confirmé par les résultats numériques
donnés dans la section 4. On peut également observer |zediffé qualitative des portraits de phaseFgeet Fi, en
tracant les isovaleurs de ces fonctions dans le triangléed@®ibbs Dans cette représentation (figure 11.3) chaque point
du plan est représenté par ces coordonnées barycentfigues, cs) € S dans un triangle équilatéral auxquelles on
associe la valeuF'(c1, ¢a, ¢3). Chacun des sommets du triangle représente une des traisptia mélange.

21222223:4’F:F0 Yi1=Y=33=4,F=F, ¥1=6,2=8X3=4,F=F,

FiG. 1.3 — Isovaleurs de I'énergie libre volumique dans lerigie de Gibbs

On voit bien que I'énergié¢}, a un maximum local au centre du triangle et que les cotés angie sont des trajec-
toires d’énergie minimale liant deux sommets. Ce n’est pasis pour I'énergiéy ce qui illustre le mauvais comporte-
ment du modele pour ce choix. En résumé, I'énefgjea bien une structure en “triple-puits” mais pas

Ainsi, quand tous les coefficienty sont positifs, le choixt” = Fj satisfait toutes les hypotheses du théoréme 11.2 et
tout indique donc d'utiliser cette énergie volumique (plawguelle la résolution numérique du probléme est plus smnpl
En revanche, dans les cas d’'étalement total, i.e. quandiEsi; est négatif alors cette énergie n’est pas utilisable, par
exemple parce que I'hypothése (11.7) n’est jamais vérifiarsdce cas (il peut méme se produire digene soit pas
minorée sur I'hyperplais). Dans cette situation il est nécessaire d’introduiredigie

FA(C) = Fy(C) + Ac?c3c3, (1.17)

ou A est un parametre réel positif (on retrouve (11.15) dés que 0) et méme une forme un tout petit peu modifiée
(pour des raisons techniques dues a la dimension 3 d’esgécrfe en détail dans [12]. On peut alors montrer :
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Proposition 11.5

Soientois, 013 €t og3 trois réels strictement positifs &t;, >o et X3 définis par(ll.14). Pour toutA > 0,
I'énergie libre volumiqud-, définie par(ll.15) et (11.17) est minorée sur I'hyperpla8 eton a

AEYEOO (Hél'f FA) =0

De plus, il existe\y > 0 tel queinfs FA = 0 pour toutA > Ay si et seulement si on a

Y19 + 2123 + XXz > 0.

Ainsi sous la condition (11.5), I'énergiéy vérifie toutes les hypothéses du théoreme 1.2 (au moins ene2eéas
tridimensionnel nécessitant une légére modificationFdé et fournit un modéle algébriquement consistant avec les
modeéles diphasiques sous-jacents. De plus, toujours/fassez grand, on retrouve bien une forme en triple-puits.

Une fois que I'expression de I'énergiéest choisie (en fonction de la situation étudiée comme guplti-dessus),
les équations (I1.3) peuvent étre réduites a seulement ieoxinues:; etc,, la troisieme inconnue; étant exprimée
parcs = 1 — ¢y — co. Il est crucial de noter qu’il ne faut pas effectuer I'éliration de la troisiéme inconnue au début de
I'analyse car dans ce cas, le modeéle obtenu peut alors dépdada variable que I'on a choisi d’éliminer (3 choix sont
bien sdr possibles). Ainsi, dans certains travaux de Eréture (voir [KKLO4b] par exemple), il est proposé qu’atpar
d’'une énergie donnéE(ci, ¢z, c3), celle-ci soit restreinte a la variété des triplets adrbies, autrement dit I'énergie
réduitea deux variables’(c,c2) = F(ci,co,1 — ¢1 — c2) est considérée et les équations d’évolution pauet c,
sont obtenues de fagon classique. Cette approche faitgolagroisieme phase un role particulier par rapport aux deux
autres, ce qui dissymeétrise la situation et n'a pas lieuel ét

Au final, on peut récrire notre systéme, par exemple dansd®ad’énergieF’ choisie estt’ = Iy, sous une forme
plus agréable et plus simple qui est

861 2M
2oL 2P A
ot eXy H
221 12 212223 621
=)l —2¢) — = 1—c1— ) — —LA
f € el = e 1) € X1 Xg + M1 X3 + M3 crea(l —er =) 5~ (11.18)
ey _ 2M |
ot eXy He
222 12 212223 622
= 22001 — o) (1 — 2¢5) — = 1—c1 —ca) — —2A
p2 = — c2(1 = c2)( c2) P S0 ST S SAGSH crea(l =1 = e2) = —=Acy,

11 etus représentent les potentiels chimiques des phases 1 et@isigine phase a pour concentratign=1—c; —cs
et pour potentiel chimiqugs = —g—f/ﬂ — g—g/jg.
Si on résume les résultats obtenus, sous la condition,(le&modéles dits “algébriquement consistants” construit
a partir de I'énergie volumiqué' = F) vérifient les propriétés suivantes :
1) Le modéle est bien posé sur I'hyperplan des contraifites
2) Le modéle peut simuler les situations diphasiques. Angre dit, tout triplet par exemple de la forn@ co, 1 —
o) est solution du systeme et vérifie alors une équation de type Cahn-Hilliard avec unésépar d’interface et
une tension de surfaees. Autrement dit, le modéle est vraiment une extension desidtéans de Cahn-Hilliard
diphasiques que I'on pourrait écrire en mettant en présdaug des trois espéces considérées.
3) Les équations satisfaites par co etcs sont formellement équivalentes. En particulier, aucurstoes espéces
ne joue de rdle particulier par rapport aux deux autres dasgsteme.
4) Le modéle satisfait I'égalité d’énergie

h
dt tZrJIps Z /|v/1’l|2 x—O

le terme dissipatif étant bien positif, méme dans le casatéétent total, d’aprés la proposition I1.1 et la relation
algébrique entre leg;.
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3 Consistance dynamique

Le modele proposé a été établi pour qu’il vérdigébriquemerles propriété§ Py ) et (P2) de la Définition I1.3 qui
assurent la cohérence du modeéle avec les situations diptessiUne question naturelle est de savoir si cette cohgrenc
est stable vis a vis des perturbations (des erreurs nungigar exemple). Nous montrons que ceci est vrai au sens
suivant.

Théoréme I1.6

Toujours sous la conditiofil.5), il existeA; > Ag tel que pour tout > A4, le modéle obtenu pour I'énergie
F, estdynamiquement consistaavec les situations diphasiques, au sens suivant :

Pour toutM > 0, il existed,y > 0 tels que pour toute donnée initia@® € H} telle que||CO|| gz < M
alorson a

/Qc? dr =0, et Hc?||,1 <O=Vt>0, |c(t)]|-1 < ||c?|\,1e_'“.

Dans ce théoréme on a ndité|| _; la normeH ~! définie sur'ensemblé?, (2) des fonctions d&? a moyenne nulle par
I fll=1 = [[(=AN)"1f]| g1, linverse de 'opérateur de Laplace avec conditions de Neumi—A ) ~! étant considéré
comme un opérateur d&?, (2) dans lui-méme.

Ce théoréme établit donc que si a l'instant initial I'une descentrations est petite en norind _;, alors la solution
(c1(t),c2(t), cs(t)) est exponentiellement proche (dans toutes les nofiigmurs < 1) quand tend vers l'infini d'une
solution purement diphasique. Encore une fois, nos résuitamériques confirment I'importance de cette propriég qu
I'on doit vraiment comprendre comme un théoréme de stéldlisurant un bon comportement du modéle vis a vis des
erreurs numéeriques.

surete

4  Simulations numeériques et validation du modele

4.1 Schémas numériques

La résolution numérique du modele ci-dessus a été effegtaé€. Lapuerta dans sa thése ([Lap06]) & I'aide de
la plateforme de calcul PELICANS développée a I'InstitutRiedioprotection et de Sdreté Nucléaire sur le site de
Cadarache (voir [Pia04]).

Une des difficultés rencontrées tient & la discrétisatioteemps du probléme de Cahn-Hilliard triphasique (méme
sans le couplage avec Navier-Stokes) qui requiert un saticpher. Il est en effet nécessaire de faire en sorte gue I
égalité d’énergie soit satisfaite au niveau discret (ceagaure I'existence et parfois I'unicité de la solution dokpéme
discret et la stabilité générale du schéma). Cette prapni&st évidemment pas vérifiée par la discrétisation exglic
Il est donc nécessaire d'impliciter une partie des nondliités. Dans le cas diphasique, on découpe I'énergie liste v
migue en une partie convexe (qu’on implicite) et une parnieoave (qu’on explicite). Dans la situation triphasiqee, |
probléme est plus complexe et un tel découpage n’est pasutsypossible. On a donc proposé un schéma vérifiant les
propriétés ci-dessus.

La discrétisation en espace s’effectue alors par une méth@éments finisP! pour le paramétre d'ordre et le
potentiel chimique. On propose également I'étude du problavec conditions aux limites mixtes (Dirichlet/Neumann)
permettant de résoudre numériquement le probléme de ldaméies bulles en entrée du domaine (voir la figure 11.8)
sans variation de volume des autres phases du systéme.

Remarquons qu'il est délicat d’utiliser des éléments d'eqlus élevé lors du couplage avec les équations de Navier-
Stokes. En effet, pour assurer la conservation du volumepbases, on voit qu’il est important que la pression et le
parameétre d’ordre soient discrétisées par le méme élémmenti la divergence du champ de vitesse discret n'est pas
nulle en général. La montée en ordre sur le probléme de Cadlliarti nécessiterait donc I'utilisation d’'un élément fini
vitesse-pression inf-sup stable dans lequel la pressioR%<e qui s’avérerait bien trop colteux.

C’est néanmoins un point qui mériterait une étude plus dppdie. Il est probablement possible de contréler la
perte de volume des phases dans le cadre d'une discrétigatiépendante de la pression et du paramétre d’ordre. La
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montée en ordre du schéma pour Cahn-Hilliard permettratigiolement de considérer un parametpéus petit et donc
un calcul plus précis des interfaces, a nombre de degrébehtdiégal.

Dans tous les cas, la résolution numérique du probléme péogst plus simple que, par exemple, par une approche
de type level-set pour lesquelles les difficultés algorithms sont importantes (voir par exemple [SSCO02])

4.2 Résultats

D’un point de vue numérique, on peut vérifier que ce modéledate bons résultats et qu’en revanche les modeéles
ne vérifiant pas les propriétés de consistaf®e) et (P2) énoncées dans ce chapitre ne sont pas satisfaisants.

]

(1;0.8;1.4) (1;1;1) (1;0.6;0.6)

FiG. 1.4 — Angles de contact pour la bulle piégée avec les tessite surfaced(; s, 013, 023)

Par exemple, dans le cas d’une lentille coincée entre davesgphases, il est possible de calculer analytiquementles
angles de contact entre les phases et la distance qui sépg@ihts triples a I'’équilibre en fonction des trois tenside
surface. Nous obtenons une trés bonne coincidence avealeasscomme on le voit sur la figure 11.4 ou la zone blanche
représente la zone interfaciale (définie conventionnalteroomme celle olil — ¢1)(1 — ¢2)(1 — ¢3) > 2) et le trait
plein la solution analytique. Dans la figure 11.5, on obsdevdifférence entre les résultats obtenus avec notre modéle

1

C1
- ey
C3

0.5 0.5

0 0

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0 0.01 0.02 0.03 004 005 O
Cas non-consistank, = Fj Cas consistanty’ = Fj

FiG. I11.5 — Comparaison entre les modeéles consistants et nositants

algébriquement consistaet le modéle couramment rencontré dans la littérature ougiend seulement I'énergig,
définie par (11.16). La figure montre les valeurs des troispagtres d’ordre le long de la ligne de coupe montrée dans la
figure I1.4. Comme on le peut le constater dans le cas nonstansj lors de la traversée de l'interface entre les phases
etj, il y a apparitiomnon physiquede la troisieme phagede fagon tout & fait significative et persistante au raffingme
Ce comportement est bien entendu qualitativement mauvaisleit des probléemes importants lors du couplage avec
les équations de Navier-Stokein les forces capillaires. Si on utilise I'énerglg a la place d&f), ce comportement
disparait et on obtient bien le résultat attendu.

Dans la figure 1.6, on montre les résultats obtenus dansed'étalement, c’est-a-dire si I'un des coefficierifest
négatif. Comme on I'a vu plus haut, il est nécessaire danase'atiliser I'énergieFy, avec unA assez grand\ = 21
dans les cas présentés) afin de stabiliser le point tripl@btehir les résultats auxquels on s’attend. Dans ce cadltes
est bon de noter que les modéles usuels ainsi que le modé&stzomF, ne permet pas de passer le calcul et celui-ci
explose au bout de quelques itérations, car I'énefgréest alors pas minorée ce qui rend le modéle trés instable.

Par ailleurs, nous avons couplé ce modéle avec les équdtddavier-Stokes, dans I'esprit de [4], avec un terme de
forces capillaires de la formEf:1 i V; pour simuler des situations avec écoulement. Nous pouvnsissamuler de
fagon satisfaisante la traversée d'un flux de bulles gazaigavers une interface entre deux phases liquides (fig8je |
De plus, comme nous l'avons établi de fagcon théorique, natrdéle est capable de prendre en compte les situations
d’étalement total. Cette situation est exactement celéel'gm rencontre dans le cadre industriel qui a motivé ceditav
pour lesquels les deux liquides en présence sont les phagds(liquide Iéger) et métalliques (liquide lourd) duiaon
(le produit de la fonte du coeur de réacteur suite a une égattupture de cuve dans un réacteur a eau pressurisée).
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(3;1;1) (1;1;3)
FiG. 11.6 — Evolution de la lentille dans deux cas d’étalemeffédents

Dans ce cas précis, les modéles de la littérature ne sontg#aards et notre contribution a permis d’'accéder a des
simulations numériques dans ce contexte. Nous avons égatettudié le couplage avec la thermique dans le modéle
afin de quantifier les échanges de chaleur entre les phasesaeiment I'influence de la déformation de l'interface
métal/oxyde due au passage des bulles dans ces échangés ¢evhier chapitre de [Lap06])

Pour valider nos résultats nous avons, par exemple, étadi@éstion de savoir si une bulle de gaz traversait ou
pas une interface entre deux liquides en configurationifééat Un critere empirique a été établi dans [GCC88] qui
fournit la valeur d’un rayon de bulle critique en fonctionsddifférents parametres du problemes (tensions de surface,
densités, etc ...) et nous avons pu vérifier une bonne coacoedde nos résultats avec celui-ci (voir la Figure 11.7). On
vérifie également dans la Figure 11.8 que ce type de modélesgien effet de prendre en compte les changements de
topologies dans le systéme - ici la coalescence de dewshiiiposées de fagon asymétrique a l'instant initial.

5 Limitations du modéle. Perspectives

Décrivons ici quelques limitations qui semblent intringég au modeéle et/ou au point de vue adopté ;

— La prise en compte de tensions de surface non constantab®lument pas triviale dans cette approche. Cette
situation peut apparaitre dés lors qu’on s'intéresse a gstermes non isothermes avec de forts gradients de
température qui peuvent influer sur les tensions de surfaemoore si I'on souhaite modéliser les impuretés dans
un mélange.

D’un certain point de vue cette difficulté est naturelle cgaitir du moment ou les tensions de surface peuvent
varier, on ne peut pas vraiment dire que seulement troistgifieterfaces sont présentes dans le mélange, on n’est
donc pas tout a fait dans la situation “trois fois diphasfaque a fait I'objet spécifique de notre étude.

— Le développement de modeles consistants selon la défiitidessus ne semble pas pouvoir étre étendu de facon
immédiate a des mélanges de> 4 constituants non miscibles. Une fagon intuitive de comgreice probléme
est qu'un mélange de 4 phases par exemple est décrit par teéeaiet tensions de surface (il y@possibilités
d’interface dans le mélange), alors que I'oa ariori seulementt coefficients de capillarit&,, ..., X, comme
degrés de liberté dans le modéle. On peut bien entendu gevida rajouter des termes croisés du tyfzg - V;
dans la définition de I'énergie mais on peut se convaincezaspidement que cela ne change rien a ce probléme.
S'agit-il d'un défaut intrinseque des modeéles a interfaffaisk ou bien peut-on construire des formes différentes
de I'énergie multi-constituant pour lesquelles les prégs de consistance sont valables ? Cette question est au-
jourd’hui un probleme ouvert qui constitue une perspedtiressante dans la suite de ce travail.

— De méme, il ne semble pas immédiat de généraliser ce tiawiab interfaces ayant trois épaisseurs distinctes.
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Ce point est peut-étre moins dommageable dans un premipstpuaisque I'objectif de cette approche iestine
de pouvoir utiliser des épaisseurs d’interface non phyesquais bien adaptées a la simulation numérique sans
modifier de fagcon significative les autres propriétés physsdans le systeme.

Une des perspectives importantes ouverte suite & ce testdiEtude plus précise du couplage entre le modéle de
Cahn-Hilliard triphasique et les équations de Navier-8fkotamment du point de vue numérique. De nombreuses
difficultés sont apparues au cours de la thése de C. Lapaerfaarticulier dans les cas d'étalement total, qu'il serait
intéressant d’étudier de fagon plus systématique et plrsge.

r=0.002 < Tcritique

r=0.0029 > Tcritique

FIG. 1.7 — Ascension d’'une bulle dans un bain stratifié respeatient en-dessous et en-dessus du rayon critique

TIT11Y

FiG. 11.8 — Exemple de montée de bulles a travers une interfgcéde/liquide avec coalescence
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Chapitre Il

A PROPOS DE L EQUATION DE TRANSPORT

Le but de ce travail [9] est I'étude de I'équation de transpor
Op+uv-Vp=Ff, (1.2)

dans un domaine borr@, pour un champ de vitessedonné a divergence nulle et ne vérifiant pas nécessairement
v-n = 0 surle bordl = 99.

Rappelons que dans le cas d’'un champ tangent au bord et tel que' (0, T'[, (W'*'(€2))?), Di Perna et Lions
[DL89] ont montré I'existence et I'unicité des solutionsbii@s dansL>°(]0, T'[, L?(2)) du probléme de Cauchy avec
donnée initiale dang?(2), pour toutp € [1,4oc]. Par ailleurs, ils ont établi que toutes les solutions &slide cette
équation sont des solutions renormalisées. Cela signiBepqur toute fonction réguliéré : R — R qui ne croit pas
trop vite & I'infini, la fonctiong(p) est solution de I'équation de transport

oB(p) +v-VB(p) =B (p)f.

Cette propriété trés forte, permet en particulier de démeoitinicité des solutions, des estimations du type ppaau
maximum, la conservation du volume des ensembles de niveaawas du temps, et également la continuité en temps
des solutions de (l11.1) a valeurs dah®(Q2) des quepy € LP(Q) etp < +oo.
Par ailleurs, I'étude de I'équation aux dérivées part®e(ldl.1), permet d’obtenir des résultats sur I'équatiotedi
caractéristiquec’est-a-dire I'équation différentielle ordinaire
d

EX(s,t,m) =o(t, X (s,t,x)), X(s,s,2)=u, (1.2)

pour des champs de vecteuwrpeu réguliers. Cette approche est trés originale puisqueges champs lipschitziens,
on adopte plutdt la stratégie inverse qui consiste a utilese théoréemes de type Cauchy-Lipschitz pour définir les
trajectoires de (I11.2), grace auxquelles on construisiglsitions de I'EDP (l11.1).

1 Theéoreme de traces. Probleme de Cauchy/Dirichlet

Deés que le champ de vecteurs’'est plus tangent au bord d& I'étude de I'équation (11.1) améne directement a
celle du probléme de traces sous-jacent. C'est ce que jtednis dans la premiéere partie de ce travail.
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Lorsque le champ est suffisamment régulier (disons lipschitzien) ce prolelenété étudié par Bardos [Bar70] en
utilisant essentiellement la méthode des caractérisiquiest-a-dire en travaillant sur les trajectoires de.Z)ll Dans
le domaine des équations cinétiques, Cessenat a étudi§@esi4, Ces85] ce méme probléme pour I'équation de
transport neutronique (ot est unevariable et non plus une donnée du probléme) et Mischler [MisO0] aetgaht
étudié le probleme de traces pour I'équation de Vlasov. andernier travail, I'auteur n’utilise pas la méthode des
caractéristiques mais la méthode des solutions renongealide Di Perna et Lions [DL89], ce qui permet d’accéder a
des résultats plus précis pour des données moins réguliéres

C’est cette derniére approche que j'ai choisie pour étudigrobleme des traces pour I'équation (ll1.1). Une des
difficultés majeures est le fait que I'on ne souhaite paefdihypothése de régularité en temps sur le champ de vec-
teursv. Ceci s’explique par les applications potentielles de éssiltats aux équations de la mécanique des fluides par
exemple (voir le chapitre 1V) pour lesquelles le champ desse posséde seulement, dans le cadre de solutions faibles,
la régularité de I'espace d'énergie (0, T'[, (L2(2))?4) N L2(]0, T[, (H'(22))%).

1.1 Théoreme de traces

Considérons un champ de vecteurs vérifiant les propriétéarses

-1’
div v = 0, (n-3)
(v-n) € L%(]0,T[xT"), pourun certairy > 1.

v e LYo, T, (W' (Q))%), avecp’ = pi

Pour un tel champ on introduit les mesures suivantefisti{ xI" (en notantv € T la variable du bord)
dpy = (v-n)dtdw, du® = |v-n|*dtdw, dul = (v-n)Tdtdw, du, = (v-n) dtdw,

de sorte que l'ondu, = dut —du,, |du,| = dut +du, . Notons que la derniere hypothése dans (111.3) est seulemen
une hypothése d’intégrabilité en temps de la trace normede ah qui est par exemple vérifiée si celle-ci est fixée et ne
dépend pas du temps (en particulier si elle est nulle, onueér le cadre utilisé dans [DL89]).

Sous les hypothéses ci-dessus, j'ai montré I'existencemtité de la traceyp de toute solution faible dans I'es-
paceL>(]0, T, LP(©2)) de (lll.1) aveq €]1, +o0]. Par ailleurs, cette tracg p) vérifie une propriété de renormalisation.
Le résultat précis est le suivant :

Théoreme Ill.1

Soitp €]1, +00], v un champ de vecteurs Vvérifiafit.3) et f € L1(]0, T'[, L (2)).
Soitp € L*°(]0, T'[, L?(£2)) une solution, au sens des distributions, de I'équation degport

Op+v-Vp=Ff.

Onaalors:

1. La fonctionp est dan<’®([0, 77, L4(f2)), pour toutl < ¢ < p. De plus,p est faiblement continue en
temps a valeurs dans?(Q).

2. Il existe une fonctionp mesurable suf0, T'[xT telle que pour toute fonctiofi € C}(R), pour toute
fonction testp € C*([0, T x ), et pour toutto, 1] C [0,7], 0on a

/ 1 / B(p)(Oup +v- Vi) dt dz + / B(p(to))p(to) dr — / Blp(tr))p(t) d
to JQ Q Q

—/t:I/Fﬂ(yp)go(v-n)dtdw—i—/t:l/Qﬁ'(p)fgpdtdx:O. (111.4)

Enfin, la fonctionyp satisfaisant les propriétés ci-dessus est unique au pegsjue partoypour la
mesuredp, | sur]0, T[xT.

A ce stade, le théoreme dit seulement que la trgeest mesurable. C’est pour cela que la formulation (111.4) es
seulement valabla priori & travers toute fonctio € C}(R) afin que les intégrales aient toutes un sens.
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Dans le cap = 400, on montre aisémentia la propriété de renormalisation, que la trage vit dans I'espace
L>(]0,T[xT, |duy|). Dans ce cas, on retrouve la formulation & laquelle on pogtatiendre

Q

t1 t1
—/ /fyp(v-n)apdtdw—i-/ /f(pdtdx:O, (111.5)
to T to Q

Dans le cap < +o0, la traceyp peut ne pas appartenir a I'espatq]0, T[T, du,) (voir le contre-exemple de
Bardos [Bar70]) et la formulation (I11.5) n’a donc pas de s&m général. On reviendra sur une description précise de
'espace de traces dans ce cas dans la section 1.3.

/t:l/Qp(atswrv-vgp)dtdwr/ﬂp(to)gp(to)dx—/p(tl)gp(tl)dx

1.2 Reésolution du probleme de Cauchy avec donnée au bord - C&s°

On peut maintenant résoudre le probléme de Cauchy avec d@nbord dans le cas de données bornées. Etant
donnésy, f etp,, (pourinflow), on cherche etp, . (pouroutflow) tels que

Oip+v-Vp=f, danstl,

p(0) = po, dans(,

¥(p) = pin, SUr]0, T[xT',laou(v-n) <0,
Y(p) = pouts SUr]0, T[xT, laou(v-n) > 0.

(111.6)

Le résultat établi dans [9] est le suivant :
Théoréeme I11.2

SoitT > 0, f € L'Y(]0,T[,L>(Q)) et v vérifiant (111.3) (avecp’ = 1). Pour toute donnée initiale
po € L*(12), et toute donnée au bord,, € L>(]0,T[xT, du, ), il existe un unique couplép, p,,;) €
L>(]0, T[xQ) x L>(]0, T[xT,du.) tel que pour toutp € C1([0,T] x Q) avecy(T) = 0,0na:

T
/ / p(Orp +v-Vy)dtde + / pop(0) dx
0o Ja Q

T T T
—/ /poutgp(v-nfrdtdw—k/ /pingo(v-n)’ dtdw+/ /f(pdtd:r:O. (1.7)
o Jr o Jr 0o Ja

De plus,p est continue en temps a valeurs ddri$2) pour toutq < +oo et(p, p,,;) Vérifie une propriété de
renormalisation : pour toute fonctiofi dansC!(R), le couple(3(p), B(poy:)) €St 'unique solution déll1.7)
pour les donnée&3(po ), B(p;,)) et le terme sourcé’(p) f.

La preuve se déroule en plusieurs étapes. On commence pdéwr I'approximation parabolique suivante de ce
probléme
Otpe +v-Vp. —elAp. = f, dansQ

pe(t = 0) = po, (I11.8)
eaﬁer(~ — pi)(v-n)” =0, surdQ
on Pe Pin)\V - ’

dont on montre aisément I'existence et I'unicité des sohgi La donnée au bord de type Robin est choisie pour préserve
le principe du maximum et pour bien entendu converger vecotalition au bord souhaitée pour le probleme limite.
On établit alors des estimations d’énergie ppuet pour sa trace (qui est bien définie garc L2(]0, T'[, H(Q2)) pour
toute > 0) qui permettent de passer a la limite faible pour une soits-bien choisie. Cette étape permet d’obtenir
I'existence de la solutiop au sens des distributions ainsi que de la padigantede la trace de celle-ci.

L'unicité s’obtient en utilisant le théoréeme de traceslli{valable pour toutsolution au sens des distributions de
I'équation de transport).

Grace a la propriété de renormalisation, on peut établipdegriétés fort utiles des solutions :
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— Principe de comparaisonSi (p, pi,, f1) et(p3, p2,, f?) sont deux familles de données vérifiaht< p presque
partout,f! < f? presque partout e, < p2, presque partout pour la mesutg; , alors les solutions correspon-
dantes de (111.6) notée®1, pl,) et (pz, p2,;) Vérifientp; < po presque partout el , < p2., presque partout
pour la mesurel;’.

— Principe de produit :Si p; et p, sont deux solutions pour les termes sour¢ét f2 alors le produitp; p» est
solution pour le terme sourga f2 + po f1 et de plus les traces vérifient

Y(p1p2) = (vp1)(vp2)-

Notons que I'on peut prouver égalememposteriori la convergence forte de toute la famifieet de ses traces vers
p ety(p) respectivement dar®® ([0, 7], L9(12)) et dansL?(]0, T[xT', du,) pour toutg < -+oo.

1.3 Espace de traces

Dans le cap = +00, on a vu que la tracg(p) vit naturellement dans I'espade® (|0, T'[xI", du,), par contre dans
le cas p < +o0) la trace vit dans I'espace moins natufél(]0, T'[x I, v(7)du,) ou~(7) est la trace du temps de vie
dans() associé au champ de vitesseCe temps de vie (¢, x) est le temps que passe une particule située au paint
l'instantt entre son entrée et sa sortie du domdne

Ceci avait déja été remarqué par Bardos dans [Bar70] et Gaisdans [Ces84, Ces85] respectivement pour des
champs lipschitziens et pour le transport neutronique.sDas deux cas, ce temps de viese définit relativement
explicitement par résolution des équations caractétstgDans la situation qui nous occupe, on doit procédezmetnt
en construisant (un peu a la maniére de ce qui est fait dars[N)ivia le théoréme IIl.27_ et solutions de

Ot +v-Vr_ =1, O+ +v-Vrp = —1,
T— (O) = 0, et T+ (T) = O,
y7— =0, sur]0,T[xT'laou(v-n) <0, ~y1+ =0, sur]0,T[xT'laou(v-n)> 0.

On définit alors le temps de vie total par= 7 + 7— et on peut montrer que ce temps de vie est strictement ppsitif
tout temps et pour presque toukt que sa trace est aussi strictement posjtiyg |-presque partout.

On peut maintenant décrire I'espace dans lequel viventriese$ des solutions de I'équation de transport dans
L]0, T, LP(£2)).

Théoreme III.3

Soit p €]1,+o0| et v satisfaisant(l11.3). Pour tout f € L(]0,T[,LP(Q2)) et toute solutionp €
L°°(]0, T, LP(R2)) de I'équation de transporf;p + v - Vp = f, la trace vp appartient a I'espace
Lr(]0, T[xT,y7|duy|) etona

el Leqo,rixryrldu.)) < CUlpll Lo,z L)) + 1 flLrgo,r) L))

ouC dépend seulement deetp.

Il estimportant de remarquer que ce théoreme est non videneteddes informations non triviales sur la trace partout
ou elle est définie car, d’aprés ce qui précede, les mesutdg., | et|du.,| ont les mémes ensembles de mesure nulle.
Par ailleurs, on sait d’aprés I'exemple donné par Bardod'quene peut pas s'attendre a un résultat bien meilleur.

Dans le cadre de I'équation de transport neutronique, Gasfees84, Ces85] a caractérisé I'image de I'opérateur de
traces. Il obtient essentiellement que cette image estusraspace dé ()0, T'[xI", y7|du,|) défini par une condition
de compatibilité entre la trace entrante et la trace satantvoisinage des points ou le temps de vie s’annule. lltserai
intéressant d’étendre cette caractérisation a notre eHilréle mieux comprendre la structure de I'opérateur de $race
pour un champ de vecteurdaiblement régulier.

1.4 Reésolution du probleme de Cauchy avec donnée au bord - C&&

On peut maintenant s’attacher a la résolution du probléem@adechy / Dirichlet pour I'équation de transport avec
donnéed.”. Le résultat obtenu est le suivant.



2. Stabilité par rapport au champ de vitesse 33

Théoreme IIl.4

Soitp €]1,+o0|, v un champ de vecteurs vérifiaitl.3) et f € L(]0,T[, LP(Q2)). Pour toute donnée
initiale po € LP(12) et toute donnée au boyd,, € LP(]0, T[xT, du, ) il existe un unique couplg, p,,;) €

L*(]0, T, LP(Q)) x LP(J0, T[xT,du;) solution de(lll.6). Plus précisément, pour toyt € CL([0,T[xQ)
ona

T
/ /p(@tgo—HJ V) dtdx +/ pop(0) dz
o Jo Q

T T T
—/ /poutap(v-n)ertdw—F/ /pingo(v-n)_ dtdw—|—/ /f(pdtdxzo. (11.9)
o Jr o Jr 0o Jo

De plus,p est continue en temps a valeurs ddrg(2) et vérifie une propriété de renormalisation : pour
toute fonction réguliere telle que|3(s)| < C(1+ [s|?) et|'(s)] < C(1+ [s|P~1), oup = min(p, 5%7), le
couple(3(p), B(pout)) Vérifie(111.9) avec les donnéds (po), B(p;,)) et le terme sourcg’(p) f.

On remargue que sous I'hypothese que la donnée au bord est®igm, T'[xT", du. ) alors la trace en sortie de la so-
lution p,,, estdand.?(]0, T'[xT, du;}). Dans ce cadre, la traeép) de la solution est dans I'espat@(]0, T[x T, |du.|)
ce qui est plus fort que le cas général traité dans le théoh@BeEn particulier, cela prouve que la trace est intéd¢gab
sur le bord, ce qui permet de donner un sens a la formulatib8)(l

Par ailleurs, le théoreme de traces Il1.1 nous fournit imigkédnent la continuité en temps de la solution a valeurs
dansL?(Q)) pour toutq < p. Dans le théoréme précédent nous récupérons le cas ljrsitg.

2 Stabilité par rapport au champ de vitesse

La propriété de renormalisation établie plus haut a pouséquences relativement immédiates que la solution de
I'équation de transport, ainsi que ses traces, dépendatinment des données initiales et des données au bord. On va
voir dans cette section qu’elle implique aussi, par desragnis plus indirects la dépendance continue des solutens d
I'équation de transport par rapport au champ de vecteurpdd est crucial dans I'étude de problémes ou I'équation
de transport est couplée a une autre équation donnant lepctiamecteurs. Les résultats du chapitre IV concernant
les équations de Navier-Stokes incompressible non-honegeé donnent une bonne illustration.

Le résultat de stabilité suivant est ainsi démontré dank [14
Théoréme I11.5

Pour toutk > 1, soitvy € L'(]0,T[, (Wh1(Q))?) tel quediv vy = 0 et (vx - n) € L(]0, T[xT') pour
un certaind > 1. On se donne pour todt > 1, une donnee initiale,, , € L°(<2), et une donnée au bord
entrantep;,, , € L*°(]0, T[xI"). On appelle

(Pis Pout,i) € L(J0, T[xQ) x L=(]0, T[xT, (v, - n)* dt dw),
I'unique solution du probléeme
Oipr + vk - Vpp =0,
Pr(0) = po 1 (111.10)
V(pk:) = Pin,k> ou (vk ’ Il) <0.
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On suppose que :

— (py.)x €st bornée dans>(Q2) et converge fortement vepg € L>°(Q2) dansL' ().

= (pinp)r €St bornée dang.>°(]0,T[xI') et converge fortement verg,, € L>(]0,7[xI') dans
LY(J0, T[xT).

— (vx)x converge fortement vers dans L'(]0, 7, (L'(€2))%), ot v est un champ de vecteurs dans
L0, T[, (WHH(2))").

— (vx - n)y converge fortement vers- n dansZ’(]0, T[xT).

Alors, si on appell€p, p,,..) la solution du probléme limite associé au champ de vecteuésla donnée

initiale p, et a la donnée au bord,, on a:

— (p;)x converge fortement vepsdans tous les espacé$(]0,7'[x ), ¢ € [1, +oo[. Plus précisément, nous
avons:

pr(t) ——— plt), dansL?(Q), vt € [0,T],¥q € [1,+o]. (11.11)

— Les tracegv(p,) (v - m)), convergent fortement vesgp)(v - n) dansL’(]0, T[xT).

Un des points importants dans ce résultat est le fait quen®odemande pas la convergence fortegeersv dans
l'espaceL!(]0, T[, (W1(2))9) mais seulement dars' ainsi que la convergence forte des traces nornfalgsn).

La preuve du théoréme ci-dessus se déroule, grosso modojeatapes :

— D’apres la théorie du probléme de Cauchy/Dirichlet déupée plus haut, et notamment le principe du maximum,
on montre des bornds™ surp, etp_,, , de sorte qu'on peut en extraire des sous-suites faiblenoawecgentes
et passer ala limite dans la formulation faible du problé@w@nme le champ de vecteurs limitest suffisamment
régulier, on sait que la solution du probléme limite est urigt donc que les convergences faibles ont lieu pour
la totalité de la suite initiale.

— D'aprés la propriété de renormalisation appliquée aulprob (I11.10), & fixé, on obtient que?$ est solution de
ce méme probléme pour la donnée initiaggk et a pour trace/(pl) = v(p,.)°. En réitérant le raisonnement du
premier point on montre la convergence faiblesest de sa trace respectivement vers une foncliaet sa trace
YR.

— On utilise maintenant la propriété de renormalisationrgeyprobleme limite qui implique en particulier que la
solution de ce probléme limite pour les donngéset p) n’est autre qudp’, po ), et donc queR = p° et
vR = (vp)°. De tout cela on déduit que la normié(Q) dep,, converge vers la normg’ (£2) dep ce qui, assorti
de la convergence faible déja obtenu, fournit finalementdesergences fortes souhaitées.

3 Reégularité spatiale des solutions de I'équation de transp ort

3.1 Introduction

Les résultats précédents concernant le probleme de tracd'@guation de transport (I11.1) permettent d’accéder a
des résultats de régularité en espace de n'importe qudlii@ofaible de I'équation (méme en domaine non-borné).
Voyons d’abord sur un exemple en quoi ce type de résultateeish fait naturel.

Soitpy € L*°(R?) a support compact et(t, z,y) = (¢(t),0),Y(¢, z,y) €]0,T[xR? oty € L*(]0,T]) est une
fonction positive telle queniny, 7 > 0. L'unique solution faible de (l11.1) (ave¢ = 0) dans ce cas est donnée par

p(t,z,y) = po(z — @(t),y),
avecd(t) = fot ¢(s) ds. Il est donc bien clair qug est continue en temps a valeurs ddi$R?) (ceci est déja connu

depuis les travaux de Di Perna et Lions). Mais on peut aussi fiachangement de variables= ®(t¢) ce qui donne
pour touse, zp € R,

T T
/ / ot 2, y) — plt, w0, )| di dy = / / ool — Bt), ) — polo — B(t), )| dt dy
0 R 0 R

/w) 1po(@ = 7,5) — pof J—
= po(z —7,y) — po(xo — T,y)| ——-—= dr dy.
0 R @(q’ 1(7))
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Mais comm% € L*>(]0,®(T)|), la quantité ci-dessus tend vergiuandz tend versey par continuité des opé-
rateurs de translation dads. Ainsi, on a montré que est continue par rapport a la variabtgc’est-a-dire dans la
direction du champ) a valeurs dani,}’y(]o, T[xR). Bien entendu, sans aucune autre hypothése de régularigssu
donnéesp n'a aucune raison d’'étre continue en un sens quelconquepport a la variablg transverse au champ de
vecteursy.

Si maintenang est une fonction quelconque dé(]0, 7). Supposons par exemple gue’annule sur un intervalle

Jto, t1[, alors pour tout €Jty, ¢1] et touse, y € R la solution de (l11.1) s’écrit
p(ta z, y) = po(x - 07 y)a

avecC = fgo . Encore une fois, il n'y a aucune raison queoit continue par rapport & d’'une quelconque fagon.
Dans ce cas, on se convainc aisément que c’est en fait leipygdur, y)o(t) = p(t, z,y)(v - e,) qui est continu par
rapport ac.

3.2 Preuve pour des champs réguliers

Soitv = (v1,v2) € C(R x R?)? un champ de vecteurs régulier, borné et a divergence nuglgitet € C>° (R x R?)
un terme source régulier et borné. Soit maintename solution bornée de I'équation de transport

Otp + 0105, p + v202,p = f, (1.12)

pour la donnée initial(0) = py € L>°(R?).
Supposons que que le champérifie v, (¢, z) > § > 0 pour tout(¢, ). On écrit alors (111.12) sous la forme

O (&) + 0y, (pv1) + O, (%pm) =f.
1

U1

On peut donc voir I'équation de transport gutomme une nouvelle équation de transport sur I'inconRue pv; dans
laquellez; est maintenant la variable d’évolution (le “temps”)&tz2) sont les variables “spatiales”. Plus précisément
on écrit

Oz, R+ woOt R + w20y, R+ cR = f, (11.13)
ou .
wp = —, Wz = v—27 ¢ = 0wy + Oz, w2.
U1 U1

Le champ de vecteufsuy, w2) et la fonction scalaire sont régulieres et bornées, on peut donc appliquer lesta¢sde
la théorie de Di Perna et Lions [DL89] & ce probléme, au mainalement, et on déduit donc qRe= pv; est continue
par rapport a la variable de “temps” (c’est-a-dirg) a valeurs dans tous l&s} (R?) dans les variables “spatiales”
(t,z2), pour toutg < +oo.

Enfin, commey; est supposée réguliére et ne s'annule pas, on déduit deweela golutiorp du probléme initial est
elle aussi continue par rapporta a valeurs dans les espadgs, dans les variableg, x5).

Si I'on souhaite formaliser cette preuve dans le cas de chaepvecteurs moins régulievia la théorie de Di
Perna et Lions, on sait qu'il est nécessaire, au moins, qoledmp de vecteur@u,, we) Soit intégrable par rapport a la
variable de temps; a valeurs dans un espace de Sobolev du B/ge dans les variables spatial@sa-). Si on revient
au champ de vecteurs initial on voit que ceci réclame de la régularité par rapport au sepgur le champ. Ceci
n'est pas acceptable car dans les applications, en méeaigfiuides par exemple (voir le chapitre IV), on ne peut pas
espérer qué;v soit intégrable.

Malgré tout on est en droit d’attendre que le résultat sodfoem vrai dans ce cadre car, comme on I'a vu dans la
section 3.1, la régularité en temps du champ de vitesse nelsaisolument pas nécessaire pour établir la continuité
spatiale des solutions de I'équation de transport.

3.3 Cas des solutions bornées

Notations - On suppose le domairfe régulier et on paramétrise le voisinage du brde Q,d(z,T") < £q} pour
&n > 0 assez petit, par la coordonnée norm@le d(x,T") et par la projection suf : ¢ = Pr(x). Pour une fonctiorf
définie dan$? on notera indifféremment(z) ou f (o, &) pourz = o — &n(o) prés du bord.
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Résultats - On se donne un champ de vecteurs vérifiant (111.3) ainsi qugbthése supplémentaire suivante
(v-m) € ([0, &al, L¥(J0, T[xT)), (111.14)

aveco > 1, qui est par exemple vérifiée dés que L*(]0, T[, (W a T=2(Q))%).
Le premier théoréme que I'on montre concerne la contingtiadolution par rapport a la coordonnée normale pres
du bord du domaine.

Théoreme IIl.6

Soit f € L*(]0,T[,L>°(£2)) etwv vérifiant (111.3) et (111.14). Pour toute solutiorp dansL>°(]0, T[x2) de
I'équation de transportlll.1) dans(2, I'application

(t,€;w) €]0, T[x[0, &a[xT = p(t, &, w)(v(t, €, w) - n(w)),

est continue par rapport & € [0, {[ & valeurs dand.®(]0, T'[xT").

Ceciimplique la continuité en espace de la solution seleotadonnée normale a toute hypersurface non caractémstiq
pour le champ.

La démonstration du théoréme I11.6 repose sur la preuve dépgndance continue de la trace par rapport au do-

maine. Plus précisément, on procéde en deux temps :

— On considére la trace:(p) de p sur le bord du domain€, pour tout{ € [0,&q] que I'on rameéne &' par
l'isomorphisme entrd” et I'¢ induit par le champ des normales sortante.30n obtient ainsi une famille de
fonctions bornées définies s]iy, T[xT" dont on étudie la dépendance &mgrace aux différentes formulations
faibles de I'équation posées sur tous les domatines

— On montre que “les traces coincident avec la fonctibau sens ou

p(tafvw)(v(tafvw) : n(w)) = Vﬁp(tvw)(v(tafvw) : n(w))v

pour presque tout, £ etw. Ce qui montre le résultat.

3.4 CadreL?

Comme on I'a vu plus haut, I'espace de trace des solutitiig|0, 7'[, LP(€2)) de I'équation de transport n’est
pasLP(]0, T[T, |du,|) mais fait intervenir la notion de temps de vie associé au ghanDe ce fait, les résultats de
continuité en espace de telles solutions sont un peu plupleass a écrire. En notant le temps de vie par rapport au
champv et au domainé€l; et~ 'opérateur de trace pour ce domaine. On obtient ainsi pamgte le résultat suivant.

Théoreme I11.7

Soitp €]1, 4+o0[. Pour toute solutiop € L>(]0, T'[, LP(2)) de I'équation de transport, I'application

(t,€,w) €]0, T[x[0, &a[XT = p(t, §, w)reTe(t, w) (v(t, €, w) - n(w)),

est continue par rapport & a valeurs dand.”(]0, T[xT") pour toutr < p+(”;{1) .

4 Commentaires et perspectives

La condition de divergence nulle surn’est clairement pas nécessaire dans I'étude ci-dessisatiaipermet de
simplifier les écritures. De plus, elle est naturelle daoptique de I'application de ces résultats aux équationsaledk
Stokes incompressibles non-homogenes. Une hypothéegégtaibilité avec un exposant bien choisi de la divergence de
v serait suffisante pour aboutir a des conclusions similaires

Par ailleurs, les résultats donnés dans ce chapitre ontadtisésous I'hypothése que le domainest suffisamment
régulier. Cette hypothése n’est probablement pas indggi#a a I'analyse mais I'extension des résultats au cadre de
domaines polygonaux ou lipschitziens ne semble pas tout ianimédiate.
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Il y a de nombreuses questions ouvertes autour des résaliteaus ci-dessus. J'en cite ici quelques unes que

jenvisage d’aborder par la suite :

— Jai déja signalé la question de la caractérisation dealjende I'opérateur de trace et éventuellement de la
construction d’un opérateur de relevement de cet opérataig'inspirant des travaux de Cessenat [Ces84, Ces85]
sur I'équation de la neutronique.

— Comme je I'ai exposé rapidement en introduction de ce tteada théorie des solutions renormalisées pour
I'équation de transport a servi de cadre agréable pour défirgitudier le flot de I'équation caractéristique (l11.2)
pour des champs peu réguliers. Dans ce cas, il est nécedsdiftiee une hypothése sur la divergence du champ de
vecteurs. Dans [DL89], les auteurs proposaient une hygettie bornitude en espace de divcelle-ci a été af-
faiblie en une hypothese d’intégrabilité de I'exponeiiele la divergence dans [Des96]. Cette derniére hypothése
est relativement naturelle si on pense a la divergence comdeeobien du flot de I'équation caractéristique.
L'une des questions qui se pose suite aux résultats quejtanas est donc : Peut-on construire un formalisme
Lagrangien pour ce probléme, de la méme facon que dans lesikaités précédemment? La réponse est vrai-
semblablement oui si on construit par exemple le Xofau sens de (111.2)) associé a un prolongement bien choisi
du champ de vecteutsa I'espace tout entier, on doit pouvoir justifier que poutésudonnéegp,, p,,,), 'unique
solutionp du probléme de transport (avec terme source nul par exeregielonnée par :

N (X (t,0,1)), siT_(t,z) =t
Pt @) —{ :Z?n(t—T_(t,a:),X(t,t—T_(t,a:),a:)), sit_(t,a) < t.

Il s’agirait donc de montrer que cette écriture a bien un $ene des difficultés étant que le termg est seulement
défini presque partout sur le bord du domaine) et ne dépendipa®longement choisi pour le champ de vecteurs
initial.

Par ailleurs les résultats de régularité en espace desmsaude I'équation de transport présentés dans ce chapitre
doivent pouvoir également se traduire sur le plan Lagrangé de bonnes propriétés de régularité du Xatla
question étant pertinente méme dans le cas de I'espace Rftie

— Laquestion de la régularité des solutions est égalemgEmessante, par exemple en vue de I'obtention de solutions
plus réguliéres (et donc éventuellement uniques) au pmublée Navier-Stokes non-homogéne étudié dans le
chapitre suivant (voir [Des97h]). Il est clair gue méme adles données trés réguliéres celle-ci ne peut avoir lieu
gue sous certaines conditions de compatibilité entre lanéeinitiale, la donnée au bord et le champ de vitesse.
Dans le cas ou une telle condition n’est pas vérifiée, on paisemblablement s'attendre & obtenir une solution
réguliére par morceaux dont on pourrait essayer de carsetdes zones de discontinuité.

— Pourfinir, les travaux récents d’Ambrosio [Amb04] ou den@n|[Ler04] sur I'unicité des solutions faibles bornées
du transport par un champ BV ou partiellement BV peuvenst&igspérer que les résultats de ce chapitre vont
persister pour des champs ayant la réguldtitg0, 7'[, (BV (2))?). Peut-on dans ce cadre définir une notion de
trace raisonnable et résoudre les problémes de Cauchsfil@itidu type (I11.6) pour de tels champs ? L'obtention
d’un tel résultat devrait combiner les méthodes utiliséagrpnontrer les résultats de ce chapitre ainsi que les
techniques d’analyse fine des champs de vecteurs BV usilizgeAmbrosio par exemple dans [Amb04], ce qui
ne semble pas immédiat.

Notons que des résultats de trace (et de régularité en espage sens un peu différent de celui établi ici) dans
ce cadre ont été obtenus trés recemment par Ambrosio ettearaudans [ACMO05]. Néanmoins le probléme de
Cauchy/Dirichlet dans un ouvert borné #é pour de tels champs de vecteurs n’est pas traité dans citernée.

— Enfin, on pourrait également s'intéresser a I'analyse dwegence de la solutiof. de (111.8) vers la solution
du probléme de transport, pour des donnE®&s On a déja établi, par un argument indirect, la convergeoxte f
dans tous le€°([0, 7], L9(f2)) avecq < +oo, mais la preuve ne donne aucune information sur la vitesse de
convergence. Cette question est vraisemblablement liéléde I'analyse des couches limites engendrées par
cette approximation visqueuse de I'équation et les camtaux limites associées. Comme on I'a vu, on ne peut
pas espérer une grande régularité de la solution du proldentransport limite, ce qui peut rendre difficile I'utili-
sation de méthodes de développement en profils de couchteslide type BKW qui sont assez consommatrices
de régularité.
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Chapitre IV

CONDITIONS AUX LIMITES EN SORTIE
D'UN ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE
NON-HOMOGENE

Le probléme de la mise au point et de I'étude des méthodes nqumé pour le calcul d’écoulements dans des
domaines infinis (ou trés grands) est trés important daredpkcations. Une fagon raisonnable d’aborder ce probléme
est de faire le calcul sur un domaine de calcul borné inclas adomaine physique. Pour espérer approcher la solution
physique dans ce domaine de calcul introduit artificielletnen doit choisir de la fagon la plus raisonnable possikk d
conditions aux limites artificielles en aval de I'écouleren

Ces derniéres conditions aux limites doivent étre choig@mg que le probléme soit bien posé et, dans la mesure
du possible, pour étre non réfléchissantes, c’est-a-dieelgdiuide doit pouvoir s’écouler librement en aval sans in-
teragir avec le reste de I'écoulement et par exemple édterdflexions de tourbillons & la frontiere artificielle. teet
guestion a déja été abordée sous divers aspects dansrktuited: conditions aux limites en pression, formulation en
pression/vorticité, domaines extérieurs, équations dédsetc ... On renvoie par exemple a [Bao00, BCMP87, Ber99,
CMP94, HRT96, HS89, NSNV04, NSNV04, Nor97, Tou97, Tou98].

Dans des travaux antérieurs, C.H. Bruneau et P. Fabrie [BBB84, Bru00] ont établi des modéles de conditions
aux limites non réfléchissantes pour les équations de N&taes incompressibles pour un fluide homogéne (voir aussi
[1]) en formulation vitesse / pression qui ne supposentpaisori une géométrie particuliere du domaine considéré.

En vue des applications aux écoulements diphasiques, meushons a établir que des conditions aux limites si-
milaires sont utilisables dans le cas d’écoulements nondg@émes, c'est-a-dire pour les équations de Navier-Stokes
incompressibles avec densité variable. Plus précisémeus, étudions dans [14] le probléme

Orp + div (pv) = 0,

dive =0,

O¢(pv) + div (pv ® v) — div (o) = pf,
p(0) = py, v(0) = vo,

(IV.1)

ol le tenseur des contraintes est donnégpar 1(p)D(v) — pld, D(v) = (Vv + Vo). On se donne une partition
T'in, Tout du bordl’ du domaing?. Surl';, (la partie amont de I'écoulement) on se donne une conditiariimites de
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Dirichlet (p,,, pour la densité et;,, pour la vitesse), par contre s, (partie artificielle du bord en aval de I'écoulement)
on doit écrire des conditions aux limitasn-réfléchissantePour cela I'idée est de se donner un champ de vitesse et une
contrainte de référenag s et o,.r “proches” de celles d’'un écoulement moyen du systéme (pénse écoulement de
type Poiseuille dans un canal typiqguement). By, sile champ de vitesse est sortant on demande a ce que laiotatr
normale soit la contrainte de référence et si le champ estar@on corrige cette contrainte de référence par un terme
non-linéaire qui empéche de I'énergie de rentrer dans leaiiom

On s'intéresse donc a I'étude du systéme (IV.1) assorti deditions aux limites suivantes

P =P, Surl'laout(v-n)<o0,

U = Vi, SUrTip, (IV.2)

1 _
0N = Opef. — ipin(v ‘n)" (v — Vper), SUrTout.

1 Notations et hypotheses

On fixeT > 0. On se donng, € L>(Q), p, > 0 etp,, € L>(]0, T[xT), p;, > 0. On suppose par ailleurs gqu’il
existea > 0 tel que
1 1
r e L'(Q), etﬁ € L*(0,T[, L*(T")). (IV.3)
0 in

Ces hypothéses permettent de considérer des donnédgmitiaau bord dont I'infimum est nul mais qui ne s’annulent
pas sur un ensemble de mesure positive. Elles sont évidetwérifiees par exemple &if p, > 0 etinf p,, > 0.

En remplacant le coefficierg dans la condition aux limites suf,,; dans (IV.2) par n'importe quel coefficient
0> % alors nos résultats restent valables sous les seulestggast, > 0 presque partout gt > 0 presque partout.

On fait maintenant les hypothéses suivantes sur les données

vret € L(0,T[, (L*(92))?) N L7 (0, T[, (H*(2))%),

avecr =2sid=2etr =4sid =3,
div vyer = 0, (IV.4)
dyvrer € L2(J0, T, (L*())%),

Uref = Vin, Surrin;
et
orerm € L2(]0, T, (H~*(I'))%). (IV.5)

On prend maintenanty € v,.¢(0) + H (H étant I'ensemble des champs de vectdifra divergence nulle et tels que
v-n = 0surly,) etf e L2(]0,T],(L%(2))%). Enfin, on suppose que la viscosjtéest une fonction continue de la
densité telle qu'il exist@,iy, ftmax > 0 verifiant

Hmin S /J(S> S Hmax; Vs e R. (|V6)

2 Formulation faible et existence du champ de vitesse

La premiére étape de ce travail, suivant par exemple leadragte Simon [Sim90] et Lions [Lio96] dans le cadre des
domaines bornés avec conditions aux limites de Dirichleir @ussi [Des97a] pour le cas de I'espace entier), congiste
définir une formulation faiblé la Leray, c’est-a-dire avec des fonctions tests a divergence ruflut ensuite montrer
gu’elle admet une solution. On notel'espace des champs de vecteurg He (2))¢ a divergence nulle et nuls sIir,,.
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Théoréme IV.1
Sous les hypotheses précédentes, il exisians L>°(]0, T[x), poue € L™(]0, T[xT") et un champ de
vitessev dansL2(]0, T'[, (H'(2))¢) a divergence nulle, tel que = v, sur [, et vérifiant les formulations

faibles
— de la conservation de la masse :

T
/ / p(Orp+v-Vo) dtd:r+/ pop(0,.) dx
0 Q Q
T T
- / / pout@(“ ' Il)+ dt dw + / / pin%‘g(v ' Il)_ dt dw = Oa (IV7)
0 r 0 r

pour touty € CL([0, T[, H(Q2)).
— de la conservation de la quantité de mouvement :

- /OT/QPU : <5t1/J + ((v- V)d})) dt dx — /onvo - (0) da
+/()T/522u(p)D(v) : D(y) dtdfr—/OT (rer )y oy dt

)

+§/OT/Fpm<<v—vmf>-w(v-n)—dtdw/;/rv(p)(v-w><v-n>dtdw

:/()T/pr-wdtdx, (IV.8)

pour touty) € CL([0, T[, V).

La preuve de ce résultat s’obtient par passage a la limite darprobléme approché de type Galerkin sur le champ de
vitesse. La résolution de ce probléme approché n’est péalérien soit car I'application qui@associe la solutiop du
probléme de transport n’est pas locale de sorte que le prabégpproché n’est pas équivalent a un systéme d’équations
différentielles ordinaires. Sa résolution passe donc pargument de point fixe de Schauder utilisant les proprés
renormalisation de fagon cruciale (notammeiatle théoreme de stabilité 111.5).

Le passage a la limite dans ce probléme approché s’effeatomegen de deux outils :

— La compacité sur le champ de vitesse. Celle-ci s’obtierdstimant les translations en temps des quantités de
mouvement approchées et en utilisant les hypothéses .(M&8)e compacité permet de justifier le passage a la
limite dans le terme d’advection dans le bilan de quantitthdevement. Elle permet par ailleurs de prouver la
convergence fort&! du champ de vitesse et de ses traces.

— Grace a la compacité obtenue ci-dessus, on peut utilighé@éme de stabilité de la solution de I'équation de
transport par rapport au champ de vitesse (Théoreme Iffilbplabtenir la convergence forte? des densités (et
par exemple la convergence presque partout) ainsi que leeagence des traces.

3 Existence de la pression et interprétation de la condition aux
limites artificielle

Une fois que I'on a obtenu une solutign v) la formulation faible proposée (1V.7)-(1V.8), il est nésasre de vérifier
que 'on peut trouver un champ de pressjode sorte que I'on ait bien construit une solutignv, p) des équations de
Navier-Stokes au sens des distributions. Par ailleuraypit €tablir que la condition aux limites non-linéaire quala
proposée en sortie de I'écoulement est bien vérifiée en uaiceens.

Le théoréme suivant répond a cette question. Il faut noteta@pression est définie de maniére unique contrairement
au cas des conditions aux limites de Dirichlet pour le prolgéle Navier-Stokes pour lequel la pression est définie a
une constante en espace prées. Ceci est classique dansria théprobleme de Stokes avec conditions aux limites en
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contrainte, et on le retrouve ici.

Théoréme IV.2

Soientp et v donnés par le théoréme IV.1. Il existe une unique presgioa W —1°°(]0, T[, L*())
telle que, si on définit le tenseur des contraintes de l'émment parc = 2u(p)D(v) — pld €
W=122(]0, T[, (L?(Q))?*4), alors on a

Oy (pv) + div (pv @ v) — div (o) = pf,

au sens des distributions et telle que de plus la conditiotliaites en sortie dan@V.2) est vérifiée au sens
faible suivant :

1 /M 1
—/ o(, &, )ndl — oper.nt — =p3 (V1) 7 (U — Vger), SUr Loy
nJo n—0 2

Autrement dit, les moyennes de la contrainte normale prébaid du domaine convergent faiblement vers la
contrainte que I'on souhaite imposer dans (IV.2) c’esif@-..;.n — 3p;, (v - 1)~ (v — vyer) SUr Doue. EN régle gé-
nérale, on ne peut pas montrer gu@& a une trace en un sens usuel (par exemple en montrant queelgetice de
o est dans un espade’). Néanmoins, si on sait montrer par un autre argument (suppase la densité réguliére par
exemple) que cette trace existe alors elle est nécessaitémale ar.r.n — %pin(v ‘1) (v — Vret).

4 Perspectives

Suite aux travaux présentés ci-dessus, il resterait aaftielprobléme de I'unicité des solutions faibles (potédntie
lement accessible en 2D bien évidemment). Celui-ci estuédiams le cas des écoulements homogénes (te) dans
[BF96] (voir aussi [1]) mais reste ouvert dans le cadre nombgéne. Il est vraisemblable que ces résultats ne seront
accessibles que dans un cadre de solutions un peu plusnégidue celles obtenues précédemment, ce qui nécessiterai
de pouvoir monter en régularité sur les solutions du prokldmtransport comme je I'ai déja évoqué a la fin du chapitre
précédent.

L'étude du cas ou on autorise la densité de I'écoulementrnglar dans des zones de mesure non nulle (ce qui
modélise & des zones de vide dans cet écoulement) est eagament ouvert car dans ces conditions on ne sait obtenir
a I'heure actuelle de la compacité que sur la quantité de srentpv mais pas sur les traces du champ de vitesse.
On a vu que cette derniére propriété est cruciale pour jestdiconvergence forte de la densité et de ses traces dans le
probléme approché.

D’un point de vue pratique, lors de la résolution numériquerbbléme a l'instant®*! on prend comme écoulement
de référence la solution calculée a I'instéht c’est-a-dire (dans le cadre homogéne gvee 1 pour simplifier) avec la
condition en sortie 1

o"ln=0¢"n- E(U"Jrl n)” (v — ™). (IV.9)
Cette stratégie s'est avérée tout a fait efficace lors dailsatEécoulements homogénes (méme trés turbulents) derrie
un obstacle dans un canal (voir [BF96]). Il serait donc e$éant d’analyser cette méthode numérigue méme dans
ce cadre homogeéne probablement plus simple. A I'heure Betizestabilité d’une telle méthode quand on raffine le
pas de temps n’est pas établie. Intuitivement, en passantimite formelle quand le pas de temps tend W&rsout
semble se passer comme si la condition aux limites (IV.9) ptesée sur la dérivée de la contrainte. On s’attend ainsi
a la convergence de la méthode vers une solution des égsiattoNavier-Stokes assorties des conditions aux limites
suivantes en sortie de I'écoulement

Oon = —%(v -n)~ O

Ces conditions aux limites sont doublement originalesesediont non-linéaires et elles couplent le champ de vitesse
et la dérivée en temps deet de la contrainte.n. L'étude d'un tel probléme semble tout a fait importante poieux
comprendre les méthodes numériques efficaces de calculd&nents sur des domaines de calcul artificiels.

On peut également s’intéresser, dans des géométries sindpl@ question de la convergence de la solution sur le
domaine tronqué vers celle sur le domaine physique. Par @eeom peut se demander, dans le cas d’'un écoulement
dans un canal infini tronqué aux abscissdset L, si la solution calculée avec les conditions aux limitegppsEes va
converger, quand tend vers I'infini, vers la solution du probléme en canal irfin
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Deuxieme partie

Methodes de volumes finis pour les
problemes elliptiques

Appuyez-vous sur les principes : ils finiront bien par céder.

OSsCARWILDE
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Le cceur des travaux décrits dans cette partie est constituta pnise au point et I'analyse de schémas de type
volumes finis pour les équations elliptiques linéaires @i-léaires du type Leray-Lions. Ces travaux ne se situast p
dans un cadre applicatif trés précis, néanmoins les mathvasous-jacentes sont nombreuses et tout a fait conotiries
trouve en effet de telles équations dans de nombreuse8aitsigen général suite a I'écriture du principe de condama
d’'une certaine quantité physique pertinente pour la sdnahodélisée. Donnons ici trois exemples parmi tant desutr
de tels modeles :

e Laloi de Darcy-Forchheimer:

Parmi les modéles courants en mécanique des fluides en xil@eux, on trouve I'équation de Darcy qui lie la
vitesse de filtration dans le milieu au gradient de champ de presgigia une relation linéaire dont le coefficient
de proportionnalité est le tenseur d& permeéabilitd<. Couplée a la relation de conservation de la masse du fluide
on obtient le systéme

v=—-KVp, divv=0,

ce qui n'est autre qu’une équation elliptique linéaire (duellement anisotrope) pour la pressjon

Cette loi de Darcy, que I'on peut justifier a partir des équaide Stokes par exemple par des techniques d’homo-
généisation, est validée dans un certain régime asympolignt la taille des pores, la viscosité du fluide, etc...
Dans d’'autres régimes, on peut établir que cette loi doi étrrigée de la fagon suivante pour tenir compte du
comportement non-linéaire de I'écoulement

v+ plv|%v = —KVp, dive =0,

aveca > 0, et plus précisément = 1 pour le modéle de Darcy-Forchheimer proprement dit. En gmete
module de la premiére équation, on obtient ¢tjes’exprime comme une certaine fonction non-linéaire du nedu
deKVp:|v| = f(]KVp]|), et donc il vient

_ d|v (;
1+ pf([KVp|)«

ce qui est bien une équation elliptique non-linéaire (monetau sens usuel si la perméabilité est isotrope) sur la
pressiorp. On peut également raisonner en terme de fonction de cof@aD) et obtenir une équation elliptique
non-linéaire sur celle-ci K est isotrope.

e Les écoulements de glaciers :
On trouve dans des travaux récents [GR03, PBH de tels modéles non-linéaires pour I'étude des écoultsne
des glaciers. Le probleme complet est un probleme a franlilgre, celle-ci évoluant selon un champ de vitesse
calculé par la résolution a chaque pas de temps d’'une équdliigtique non-linéaire. Dans ce type de calculs ou le
domaine est en mouvement et doit donc étre théoriquemeriliéra chaque pas de temps il peut étre judicieux
d'utiliser une méthode de type domaine fictif et pénalisatpii permette de ramener le calcul en géométrie
complexe a un calcul en géométrie cartésienne pour laqdeBeschémas plus simples et plus efficaces sont
disponibles. C’'est également une des motivations de &tk nous avons menée sur la discrétisation de ces
équations (plus exactement du probléme modéle qu’estdplacien) sur des maillages cartésiens.

e Les écoulements de fluides non-newtoniens en milieu poreux :
On trouve ainsi dans [DdT94] par exemple un modéle qui £é&as la forme d’'une équation elliptique non-
linéaire dont le flux, monotone par rapport au gradient, déggalement de la solutian

Kvp> =0,
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Il existe une littérature assez importante concernantdardtisation des équations elliptiques non-linéairesipar
méthodes d’'éléments finis dont I'analyse profite de facoargssle de la conformité de la méthode. Néanmoins, il est
assez naturel de discrétiser ces équations par des métthedetumes finis qui sont conservatiesr natureet pour
lesquelles les flux (qui sont bien souvent la quantité que $ouhaite calculer de fagon précise) sont consistants. Par
ailleurs, on verra que certaines des méthodes étudiéespiennd’atteindre un niveau de complexité important dans |
géomeétrie des maillages (mailles non nécessairement xesv@ffinement local, etc ...), que I'on ne peut pas atteind
en général par des méthodes d’éléments finis conformedigtion de méthodes de type Discontinuous Galerkin est
alors probablement une approche a envisager dans ce cédrerésk finis).

Mes travaux dans cette thématique (en collaboration avémBreianov et F. Hubert) sont essentiellement divisés
en deux grands chapitres :

— Le chapitre V concerne le cas de la discrétisatiorpdaplacien sur des maillages cartésiens. Cette restmictio
géomeétrique assez forte permet d’'une part d’obtenir deémsab relativement simples (de type schémas a neuf
points) pour lesquels on peut pousser I'analyse assez loin.

On a ainsi tout d’abord caractérisé les schémas a neuf ppidtentant de bonnes propriétés, notamment de
symétrie et de monotonie semblables & celles du probléntmaoaet bien shr de consistance des flux. On a ensuite
proposé une analyse d’erreur de ces schémas dans le cadskitilens supposées suffisamment réguliéres, i.e.
dansW??(€)). Malheureusement ce cadre est un peu trop optimiste (ausnui@ins le cap > 2) et on sait
que les propriétés de régularité elliptique gilaplacien sont moins bonnes que celles des opérateuesriisé
Ainsi I'espace naturel dans lequel vivent les solutionsrptes données? (2), p > 2 est 'espace de Besov

1
Bi:ﬁ’p(ﬂ). En profitant tout a la fois de la structure variationnells dehémas proposés et de la régularité
cartésienne des maillages, on a ainsi obtenu une estindigoreur (qui semble numériquement optimale) pour
ces solutions peu régulieres. La méthode de preuve utigsésst assez différente des méthodssiellesdans
le cadre volumes finis. Pour terminer nous donnons, dans dme i solutions trés réguliéres et en fonction de
leur géométrie, des estimations d’erreur d’ordre élevéyde superconvergenc®©n montre ainsi, entre autres, la
convergence a I'ordr2 en normeL > pour des solutions réguliéres non-dégénéréeasidiplacien.

— Le chapitre VI concerne un cadre plus vaste dans lequel cousidérons des opérateurs de type Leray-Lions
guelconques sur des maillages bidimensionnels tres géngia I'adaptation et I'analyse de la méthode dite
Discrete Duality Finite VoluméDDFV). Nous proposons en particulier (avec F. Hubert) umélgoration de ces
schémas permettant de prendre en compte des éventuetlestitisités en espace des coefficients de I'opérateur,
en essayant d’empécher (ou en tout cas de limiter) la pereodsistance des schémas. Bien que le schéma
obtenu soit trés fortement non-linéaire, il est possiblealeuler la solution approchée grace a une méthode, de
type décomposition-coordination, que I'on propose et @orinontre la convergence.

Ces schémas peuvent étre utilisés par exemple a des prabikniansmission entre deux milieux poreux de per-
méabilités tres différentes et éventuellement fortemeistodropes. C'est ainsi que I'on a pu obtenir des résultats
de référence pour les problémes d’écoulements en milieteupdracturés étudiés dans le chapitre suivant.

Dans un dernier chapitre, je décris des travaux en cours distition qui concernent deux sujets ayant trait aux

méthodes de volumes finis mais largement indépendants tu res

— Dans un premier temps, on propose la mise en place et I'étuthe nouvelle méthode de volumes finis cells-
centered pour résoudre I'équation de Laplace sur un mail@g conforme (ou non-orthogonal) au sens VF usuel.
Notons que les méthodes décrites dans le chapitre VI perniele répondre a cette question mais nécessitent es-
sentiellement de doubler le nombre d'inconnues. La métpoaigosée ici conserve le méme nombre d’inconnues
que la méthode VF4 par exemple (voir [EGHO0Q]), mais consistéfinir les flux numériques de fagon implicite.

— Le second travail de ce chapitre (en collaboration avemBoAet F. Hubert) concerne la modélisation d’écoule-
ments en milieux poreux fracturés. Les fractures sont deezde trés faible épaisseur dans lesquelles la perméa-
bilité du milieu est, en général, anisotrope et trés difiézede celle de la matrice poreuse, il est ainsi naturel de
modéliser cette situation par un probléme asymptotique tizquel les fractures sont approchées par des hyper-
surfaces de discontinuité dans le milieu.

Le modéle couple ainsi une équation de Darcy dans la matdcsuge et une équation elliptique de type Darcy
d — 1 dimensionnelle dans les fractures obtenue comme une lagyptotique formelle des équations de Darcy
dans I'hypothése d’'une faible ouverture de fracture. OblétBexistence et I'unicité des solutions du modéle
pour lequel on propose également un schéma de volumes fini®danontre la convergence. On discute ensuite
sur des résultats numériques la pertinence du modéle astigquet en comparaison avec les résultats obtenus en
résolvant le probleme de Darcy original.
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Chapitre V

SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR LE
P-LAPLACIEN SUR MAILLAGES
CARTESIENS

Nous nous intéressons ici a la mise au point et a I'étude dénsak volumes finis pour lelaplacien, c’est-a-dire
pour I'équation elliptique non-linéaire

—div (|VueP2Vue) = f € L' (Q), (V.1)

assortie de conditions aux limites de Dirichlet homogénegxample. La discrétisation de ce type d’équations par
des méthodes éléments finis a beaucoup été étudiée maie&ootraissance, I'utilisation de méthodes volumes finis
pour ce probléme est tout a fait nouvelle. Cette approch@@sttant trés naturelle pour cette équation sous forme
conservative.

Une des premiéres approches de ce probléme se trouve daravaihde B. Andreianov, M. Gutnic et P. Wittbold
[AGWO04], dans lequel il est prouvé, par une méthode originkl convergence d’'un certain type de schémas volumes
finis pour le probléme parabolique associé a (V.1). Cetlartie concerne que des maillages assez particuliers et ne
contient pas d’estimations d’erreur pour les méthodesqsées.

Ainsi, avec B. Andreianov et F. Hubert, nous nous sommesaagés, dans un premier temps, a I'étude des méthodes
volumes finis pour ce probléme dans le cadre de maillageéstants. Cette restriction sur la géométrie des maillages
permet de décrire de fagon exhaustive les schémas volunieédits cells-centereflavec un stencil d’au plus points
préservant le caractére variationnel de I'équation. Ruas, nous donnons des estimations d’erreur pour difftsreas
de régularité de la solution exacte.

Le choix de maillages rectangles peut paraitre restriatifsdes applications. En réalité, on peut parfaitemertetai
avec ce type de maillages, le cas de domaines avec une géopiésr complexe en utilisant des méthodes de type
“domaine fictif” et pénalisation. S est un domaine borné régulier quelconque sur lequel on ésoudre (V.1), on
peut par exemple résoudre le probléme suivant

. 1
—div (|Vu. [P "2Vu.) + g_p].U\Q|uE|p72'U,5 = f dansU, (V.2)



48 Chapitre V. Schémas volumes finis pour lep-laplacien sur maillages cartésiens

avec une condition au bord de Dirichletlétest un domaine de géométrie plus simple (disons un rectang?® ou un
parallélépipede en 3D) qui contiefit Le terme de pénalisation étant monotone, ce probléme anigeaisolutionu,
et on peut montrer que

1 1
IVuell Lr o) + g”usHLP(U\Q) + [|Vue = Vue | pri) < Cer. (V.3)

Cette technique a de nombreux avantages, en particuli@skilplité de mettre en oeuvre de fagon simple les schémas
étudiés dans ce chapitre pour le probléme pénalisé (V.2)egttéellement des méthodes de résolution performantes du
type “multi-grilles” ou parallélisation.

On peut également considérer a moindre frais (c’est-asdins re-maillage), la résolution de (V.1) sur un domaine
qui dépend du temps dans le cadre de la modélisation desigaer exemple. Les modéles donnés par J. Rappaz et ses
collaborateurs (voir [GR0O3] par exemple) rentrent exaapehdans ce cadre. Il suffit alors de résoudre a chaque instant
le probléeme pénalisé (V.2) pour un domaine-= ); dépendant du temps.

Le cas des géométries et donc des maillages quelconquesstgoien entendu tout a fait important dans la pra-
tique, ainsi que des équations elliptiques non linéaires générales a été également traité par une approche tetglem
différente que je décris dans le chapitre VI. Notons déjaapite autre approche peut étre également utilisée sur des
maillages cartésiens mais alors le nombre d’inconnuestsrralé (et donc le temps de calcul augmenté) par rapport a
la méthode présentée dans ce chapitre. Par ailleurs, Iémsahétudiés ci-dessous permettent une analyse d’erceur pl
poussée et on verra que I'on peut tout & la fois obtenir deeside convergence élevés pour des solutions trés réguliere
gue des ordres de convergence plus faibles mais optimawdesisolutions possédant la régularité maximale associée
a I'équation et aux données dab’% (), c’est-a-dire une régularité fractionnaire de type Besov.

1 Construction des schémas

On se donne un maillage cartésierde ) (qu’on suppose donc étre un rectangle) et on A3té son maillage dual
c’est-a-dire celui obtenu en reliant entre eux les centessgliatre mailles primales ayant un sommet en commun. La
discrétisation par volumes finis du probléme (V.1) reviedistrétiser I'équation de bilan des flux sur chaque maille

/Kf(a“) de = — zg:/g |Vue|P~%(Vue - n) ds, (V.4)

ol la somme porte sur toutes les arétet volume de control&.

Ceci souléve deux difficultés essentielles :

1- On a besoin de I'approximation complete du gradient deliation sur les arétes, alors que dans le cas classique
du laplacien, I'approximation de la partie normale du geadiest suffisante.

2- Les schémas obtenus sont évidemment non-linéaires, does nécessaire de s’assurer de l'existence et de
I'unicité de la solution approchée. Par ailleurs, il fauteétapable d'implémenter des solveurs efficaces pour
résoudre les équations non-linéaires discrétes obtenues.

Pour le premier point, nous approchons la norme du gradieriacgolution (en fait il est inutile d’approcher le
gradient, seule sa norme nous intéresse ...) de facon ovasiar chaque maille duale du maillage. Cette fagon de faire
permet d'assurer la conservativité du schéma numériquarantjt que lestencildu schéma est le plus étroit possible
(autrement dit nous considérons seulement les schémasiat9)po

Il est naturel de chercher & approcher le carré de la normeatiigmnt sur une maille duale donnée par une certaine
forme quadratique en les quatre inconnues de la maille dRaler représenter une bonne approximation\dee|?,
un certain nombre de conditions de consistance doiventiidpesées sur la forme quadratique en question mais de
nombreuses possibilités de discrétisation existent ergcae stade.

Par ailleurs, dans I'équation de bilan (V.4) nous devonseggent approcher la partie linéaif® ue - n) de chaque
flux, et encore une fois plusieurs possibilités s’offrentausidont la méthode “traditionnelle” utilisée dans le cas du
laplacien.

Toutes ces possibilités de discrétisation sont-ellegaabkes ? La réponse esin. En effet, pour assurer I'existence,
l'unicité et la résolubilité effective pour le probléeme apphé par une méthode de gradient conjugué non-linéaire de
type Polak-Ribiere ou par une méthode de décompositiondamation (voir la section 2.3 du chapitre VI, mais aussi
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[Glo84]), il est nécessaire que le schéma construit soigssique, et en particulier découle d’'une fonctionnelledise
qui soit I'équivalent discret de la fonctionnelle asso@éeprobléme continu :

1
J(u):—/ |Vu|pda:—/fuda:, Yu € WyP(Q).
pJa Q

Cette propriété assure par ailleurs une plus grande fid#litgcchéma par rapport aux propriétés de I'équation continue
et permet de préciser les estimations d’erreur dans unicertenbre de cas, comme on le verra dans la section 3.

Dans [7], on montre que les seuls schémas acceptables datbdésgénéral esquissé ci-dessus forment une famille a
un parameétre de schémas pour chaque maille duale. En piarticapparait que, pour assurer le caractére variatibtime
schéma, le choix de la discrétisation|§eu.|? et celui de la discrétisation d&ue - n) ne peuvent étre dissociés. Ainsi,
sur une maille duale fixée, une fois choisie la forme quaguatiqui approchéVue|?, la discrétisation des gradients
normaux(Vue - n) nous estimposée et réciproquement.

De fagon plus précise, les schémas obtenus s’écriventuerad = (uy ), € R7

Z m(K* N T 0 agx 0 T (u”) = (m(K) fic) et » (V.5)
K*eM™

ou f est la moyenne d¢ sur la maillex, T\« est 'opérateur de projection sur la maille duale : T.-u” est le
quadruplet des valeurs d€ sur les quatre sommets de la maille dualeen tenant compte des conditions au baed
des mailles fictives. Enfin,- est I'application non-linéaire monotone B¢ dans lui-méme définie par

ap-(v) = (B,C*v,v)%B,cw, Yo € R%. (V.6)

Dans cette formule — (B,-v,v) est la forme quadratique qui approdReéve|? et dont la forme nous est imposée a un
degré de liberté prés (noé~ € R) par la volonté de conserver la structure variationnellschéma. Tous calculs faits,
on obtient

265+l 4 26 26~ —26%" — 7l
[ —— Rk b Bk 2" (V.7)
m(x) 26~ =2t T2 T T 2 o ’ '
—26%" — 7 26 A O e

ou les7f” sont les coefficients deansmissivitédu maillage (qui ne dépendent que de la géométrie des mailes
renvoie a [7] pour les détails. On peut alors montrer quehésta est effectivement bien posé et correspond a I'équation
d’Euler-Lagrange pour une bonne fonctionnelle approchant

Proposition V.1

Sous des hypothéses de régularité du maillage €'si> 0 pour toutx*, alors pour toutf € L?’ (Q), le
schéma(V.5) admet une unique solution” < R7?. De plus, cette solution est 'unique minimiseur de la
fonctionnelle convexe et coercive définie par

€ 1 l
Jr(vT) = = Z m(k* NQ)|B2. T (v7)|P — Z m(K) feve, Yo7 € RT. (V.8)
p K*eM* KkeT

Notons qu’en réalité, la conditiofi™ > 0 peut &tre un peu affaiblie (voir [7]). Ce paraméffe apparaissant dans
le schéma s’interpréte comme une sorte de paramétre detds&roent qui intervient dans la discrétisation de la partie
linéaire du fluxVue - n. Ainsi, quands®™ = 0 etp = 2 on retrouve le schéma a 5 points usuels pour le laplaciert, don
la généralisation naturelle au cas non-linéaire est donaée par le schéma (V.5). Le cas= 2 et£<" # 0 fournit lui
toute une famille de schémas a neuf points non-standard@taplacien.

2 Premieres estimations d’'erreur

Toujours dans [7], nous avons meneé une premiére étude tlueate ces schémas en donnant une estimation d’erreur
dans le cas ou I'on suppose que la solution exacte est dapatdl 27 (()). Cet espace peut paraitre naturel (on verra
gu’il ne I'est pas vraiment!) et constitue un premier cadrasllequel on peut espérer faire I'étude de I'erreur.
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De fait, en utilisant une technique de preuve relativemkssique en volumes finis, nous prouvons des estimations
d’erreur en norméV 1? discrete (notéé-|| 1.p.7) Semblables a celles obtenus initialement par BarrettiefRi 93] dans

le cadre éléments finis général (quand 2). La convergence obtenue est/en™ en normeV 1-» discréte. Dans le cas
olll < p < 2, on obtient un ordre de convergencelérr!.

Dans le cadréléments finisces estimations ont été améliorées par S. Chow [Cho89]iksant la structure varia-
tionnelle de I'équation et du schéma. Dans le cattames finigjui nous occupe cette méthode ne permet pas d’amélio-
rer les résultats du cadi&2-?. En revanche, elle permet d’accéder a des estimationsedigpour des solutions moins
réguliéres, c’est ce que nous allons voir dans la section 3.

3 Régularité Besov pour le p-laplacien et estimations d’erreur

Les propriétés de régularité elliptique gdaplacien sont malheureusement moins bonnes que celipthclen. En
particulier, poup > 2, on ne gagne pasdérivées quand on résoutpdaplacien. Plus précisément, un théoréeme de J.
Simon [Sim81] montre que la solution de (V.1) n'est pas erég@rdand? 2?() quand on suppose que la donnée est

1
dansL” (Q). Le résultat précis est que gic L* (Q) alorsu est dans I'espace de BesBi:fﬁ’p(Q), toujours pour
p > 2, ce résultat étant optimal en termes du degré de dérivatanl{exemple donné par (V.11))

Ainsi, d’'une certaine fagon, I'espace de régularité ndfpoar cette équation est I'espace de Besov ci-dessus. Nous
nous sommes donc intéressés dans [8] et [13] a I'obtentionedestimation d’erreur dans ce cadre pour les schémas
volumes finis précédemment construits. A notre connaigsanas résultats sont parmi les seuls a fournir des estinmsatio
d’erreur précises pour I'approximation volumes finis desisons peu réguliéres d’équations fortement non-linésir

Nos résultats sont valables pour des familles de maillag&nas en prenant I'image d’une discrétisation uniforme
par une fonction suffisamment réguliére. Plus précisémentbordonnéegr;, y;) du maillage sont supposeés de la
formex; = g«(ih) ety; = g,(jk) ouh > 0, k > 0 etgx, gy sont deux fonctions réguliéres strictement monotones.
Etablir le résultat suivant dans le cadre de maillages si@né quelconques (et fortiori dans le cadre encore plus
général du chapitre VI) est aujourd’hui un probléme totaatrouvert.

On note iciu” I'unique solution du schéma (V.5) et” = (ue(x«))« la projection sur le maillage de la solution
exacteue.

Théoréme V.2

Soitp > 2 et7 un maillage d&?2 comme ci-dessus. Pour tofite L*' (), on a

1
[u” —ue” ||y .7 < Csize(T)** | fII7, (V.9)
aveca, = ﬁ sip > 3eta, = % si2 < p < 3. La constanteC' dépend ici d'une certaine mesure

de la régularité du maillage et du schéma, i.e. du paramgfre(voir [8] et [13]). Par ailleurs, dans le cas

2 < p < 3, sion suppose qugest de class8® =1 (O , alors on peut prendre;, = —2—.
P p(p-1)

La méthode que nous utilisons pour montrer ce résultat pastclassique dans le cadre volumes finis. |l s’agit
d'utiliser les propriétés de minimisation de la solutioraete mais aussi de la solution approchée pour obtenir des
estimations d’erreur sans autre hypothése fjue LP'(Q). Comme on I'a dit plus haut, une telle approche avait été
utilisée par S. Chow dans [Cho89] dans le cadre élémentgpfinisaméliorer les estimations d’erreur pour les solutions
régulieres ¢ € W2?(1Q)).

Par rapport aux travaux de S. Chow, de nouvelles difficulpfmeaissent car, contrairement aux schémas éléments
finis qui présentent des propriétés de conformité (la fametelle approchée est la restriction de la fonctionnelle de
départ & un sous-espace de dimension finin}é’(Q)), les schémas volumes finis fournissent des solutions aotest
par maille qui ne sont pas daﬁéol’p(Q), espace de travail naturel pour I'équation considérée.

Description rapide du déroulement de la preuve. Comme la solution approché&€ minimise J7, nous avons
VJr(u™) = 0. On peut montrer (en utilisant la convexité dig) que ceci implique

Cllu™ —ue™||} , 7 < Jr(ue”) — Jr(u”).
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Pour toutv” € R7 on définitllrv” linterpolation affine par morceaux d€ sur les triangles obtenus en coupant en
deux les mailles duales par une diagonale. Ecrivons alessithation ci-dessus sous la forme

Cllu™ —ue”||?, 7 < {JT(UeT) - J(HTueT)} + [J(HTueT) - J(ue)] + {J(u@) - J(v)} + {J(v) - JT(uT)} :

pour toutv € W, (). Commeue minimise.J suriv, *(0), le troisiéme terme est négatif. On spécialise alors 'imég
lité pourv = II-u” et on obtient

Cllu” —uc |2, < {JT(ueT) - J(HTueT)} + {J(HTueT) - J(Ue)] + [J(HTUT) - JT(UT)} . (V.10)

Le terme du milieu ne fait intervenir que la fonctionnellelu probléme continu et s’estime de fagon usuelle en utilisan
les estimations de consistance des élémentsFihi©n obtient :

_2 —
| (Hrue) = J(ue)| < ClMzue” —uelfps (Mrue” [wrs + [fuellwsn )= < CR7= [Juel|? 1 lluellfr,,
S

oo

oull-[| ., 1, désigne lanorme dans I'espace interpolé de Bazov 7 (Q) = (WP (Q), W2P(Q)) 1 etque
Boo P =17
I'on peut caractériser par des estimations de translaf®ins78].
Il reste a majorer les deux autres termes dans (V.10). Ces ®@emes sont similaires, il s'agit de la différence
entre la valeur de la fonctionnelle discréfge sur un élément” deRR? et la valeur de la fonctionnelle continuesur

l'interpolation affine par morceaublrv” de cet élément. On montre alors le résultat suivant :

Proposition V.3

Pour touter €]0, 1], on a

¢ -2 T
T (Tro™) — Jr(07)] < ORI o r 07832 + CAIS o 107 s 0T € BT,

OU|[[*[ll144,p,7 €St une norme Besov discrete definie dans [8].

Ainsi le théoreme sera démontré si on est capable de troumeeborne Besov discréte sur la solution approakée
et sur la projection de la solution exaete . De fait, on peut obtenir ces deux bornes mais de facon tait différente :

— S’agissant dee”, on montre que la norme Besov discréte est contrélée parrfaen8esov continue, celle-ci
étant définievia les opérateurs de translation. Il s’agit d’un calcul locahaque maille duale qui fait intervenir un
opérateur de translatica priori différent pour chacune de ces mailles duales. Si le mailleggas la structure
particuliére décrite au début de cette section alors la sentoutes ces estimations locales ne fournit pas une
estimation globale car le membre de droite est composé delmations toutes issues d’opérateurs de translation
différents. C’est I'une des raisons qui restreint la méthadette classe de maillages.

— Pour estimer la norme Besov discréte de la solution apgeain adapte au plan discret la preuve du théoréme
de Simon, basé sur la méthode des translations de Nirenloerncore la géométrie particuliére du maillage
est utilisée. On voit également qu’on ne peut espérer uimaaibn pour un indice de Besav supérieur a}ﬁ
méme si la solution exacte de I'équation est supposée atigée. Ainsi, cette approche ne permet en aucun cas
(contrairement aux travaux de Chow pour les schémas élérfinis) de préciser les résultats de la section 2 pour
les solutions dan8/%7(Q).

Signalons enfin que d'un point de vue numérique, les estimatil’erreur que nous avons obtenues semblent opti-
males. Pour le montrer nous avons effectué les calculs riqu&& pour des solutions exactes possédant une singularité
de la forme

p—=1, 1 _ 2
up(x) = |z| » Tre-1|log|z||"¥, pour|z| ~ 0. (V.11)

. 1421, .
Ces solutions sont exactement dans I'espace de BBSOV | ’p(Q) mais dans aucun espabg” (2) pours > 1+ ﬁ

De méme le second membre assafjéest dans.”' () mais dans aucun espa&é(f2) avecq > p’. Ces fonctions
montrent en particulier que le théoréme de régularité dandosest optimal.

Lafigure V.1 montre en échelle logarithmique I'erreur rilaen norméy -» discréte en fonction du pas du maillage
ainsi que les droites de pentg(s{—l) correspondant a I'ordre de convergence théorique polgreifites valeurs de

Une des directions pos&bfes de développement de ce terait de fournir une preuve dans le cas de maillages
cartésiens quelconques. Ceci est encore un probléeme @uMegure actuelle.



52 Chapitre V. Schémas volumes finis pour lep-laplacien sur maillages cartésiens
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FIG. V.1 — Résultats numériques pour une solution Besav,{3.0,3.5,4.0}

4  Estimations d’erreur pour des solutions régulieres

Dans un dernier travail sur ces schémas [10], nous monte@sagméthode numérique proposée ci-dessus pour la
résolution dup-laplacien jouit de bonnes propriétés de symétrie sur deages cartésiens uniformes qui permettent
d’obtenir des estimations d’erreur améliorées, de tyggerconvergencgelées que la solution exacte est supposée suffi-
samment réguliére. Notons qu'il est en général difficilerdenter des conditions générales sur les données pour qu’une
telle régularité de la solution soit satisfaite. Néanmpatens certains cas particuliers (notamment quand la saluti
est supposée non-dégénérée), il est possible d'utilisgrrtgpriétés de régularité elliptique des opérateurs dagiin
linéaires sous forme divergence a coefficients régulieus ptieindre ces propriétés de régularité.

— Dans un premier temps, si on suppose que W*1() et sans autre hypothése sur la géométrie de la solution,
alors on montre une convergence en nofiri&? discréte d’ordreh? pourp = 2 (ce qui généralise les résultats
connus pour le laplacien a de nouveaux schémas a 9 pointslassigues) et d’ordres-1 pourp > 4, c'est-a-
dire le double de I'ordre établi dans un cadre plus génénas tlsection 2. Pow < p < 4, on obtient un ordre
intermédiaire erh -1 .

— Par ailleurs, en adaptant au cadre volumes finis la teckdigstimation en quasi-nornue Barrett et Liu [BL93,
LB93b, LB93a], on peut profiter d’hypothésagriori sur la géométrie de la solution pour préciser les estimation
d’erreur.

L'idée de cette méthode est d'utiliser le fait que la singtdade I'opérateur n’'a lieu que prés des points ou le
gradient de la solution s’annule. Cette technique permet aous des hypothéses de contrble de la dégénérescence
de la solution (par exemple si son gradient ne s’annule paslonverse du module de son gradient est intégrable

a une certaine puissance) d’obtenir des ordres de convergéuns précis, voire optimaux. Le prix a payer est que
ces estimations ont lieu dans des espaces de régularitéajibles que I'espace d’énergid -7 naturel pour le
probléme.

Parmi les résultats précis obtenus, citons comme exengsiigrtiation suivante : si on suppose la solution réguliére
et non-dégénérée (i.mf |Vue| > 0), nous montrons que la convergence du schéma est d'2elienormel. >

Sip > 2et d'ordre% sil < p < 2. Des résultats intermédiaires sont aussi donnés dans kidassolution

est seulement supposédaiblement dégénérée, c’est-a-dire quéNidic| = € L'(£2), pour un certains €]0, 2.
Notons que cette derniére propriété sdipeut étre obtenue comme conséquence de la régularité detfamset
d’un bon comportement du terme source, i.e. dés qu'il existe0 tel que|f|~7 € L1(Q).
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Chapitre VI

SCHEMAS DDFV POUR LES PROBLEMES
ELLIPTIQUES NON -LINEAIRES SUR DES
GRILLES NON STRUCTUREES

Les travaux précédents concernant la discrétisation games finis dyp-laplacien sur maillage cartésien nous ont
naturellement conduits & proposer des schémas qui puissewtir des équations et des maillages plus généraux. C’est
ce qui a été entrepris dans [11], [15].

Nous nous sommes inspirés d’'une classe de schémas volunsegditsnDDFV pour “Discrete Duality Finite Vo-
lume” introduits dans [Her00, DOO5] pour la discrétisatibm I'équation de Laplace sur des maillages trés généraux,
en s’'affranchissant des contraintes usuelles sur lesagasl ditsadmissiblegpour les méthodes de volumes finis (voir
[EGHO00]). On s'intéresse ici seulement au cas bidimengbmnais les schémas DDFV ont été étendus avec succés au
cadre 3D par exemple dans [CPT06, Pie05]. Notons que J. @ranproposé récemment dans [Dro05] une approche
de typeVolumes Finis Mixtegvoir aussi [DEO5]) qui permet, également en rajoutant devebles inconnues, la résolu-
tion du probléme sur une large classe de maillages. L'apalgda vitesse de convergence et la résolution pratique de
ce dernier type de schémas sont malgré tout délicates, hieteg résultats numériques semblent témoigner d’'un bon
comportement de I'erreur en fonction du pas du maillage.

Notre travail a consisté en I'adaptation et I'analyse derméthodes DDFV dans le cadre des équations elliptiques
non-linéaires de type Leray-Lions (dongldaplacien est I'exemple usuel) avec conditions aux limite Dirichlet. Pour
simplifier, on présente seulement ici le cas homogéne; le@n compte de données au bord dta/ﬁs*%’p(a(z) est
discutée dans [11]. Le probleme étudié est ainsi le suivant

—div (p(z, Vue(z))) = f(2), dansQ, Vi.1)
ue = 0, surofl,
ou € est un ouvert borné polygonal @, » une fonction de Carathéodory vérifiant les hypothéses lesuel
(¢(2,€) — ¢(z,m), € —n) > 0, pour tout # n, p.p.z € (2, (H1)

(0(2,€),6) > C1|€P — bi(2), pour touté € R?, p.p.z € Q,, (H2)
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lo(2, &) < Col€[P~" + ba(2), pour touté € R?, p.p.z € Q, (Hs)

avecp €]1,4o0, by € LY(Q), by € LP (Q). Alors pour tout terme sourcg € W17 (), il existe un unique
ue € WLP(Q) vérifiant (V1.1). Notons de plus que toyt € Ww-Le (Q) peut s’écrire (de fagon non unique) sous la
formef = fy+ div f; avecfy, f1 € L (€2). Ainsi, en rajoutany; au fluxe (les hypothéses ci-dessus sont alors encore
vraies) on peut se ramener au cas du second membre da(g¥).

Quelques exemples usuels qui entrent de ce cadre sont tdeipanisotrope (bien entendu linéairedliv (A(z)Vue) =
f, ou des modeles de typelaplacien généralisés- div (k(z)|Vue + F(2)|P~2(Vue + F(2))) = f, qui interviennent
dans I'étude des écoulements de fluides non newtoniens éanmmitieux poreux.

1 Les schémas DDFV dans le cadre non-linéaire

1.1 Description générale

Rappelons le cadre géométrique de la métHdiderete Duality Finite VolumeOn se donne un maillage primal
constitué de volumes de contrélespolygonaux dont les adhérences recouveert d’'une famille de point$z, ).
associée a chacun de ces volumes (les centres), voir laeFigut. On suppose ces volumes de contrdle d’intérieurs
disjoints. On rajoute également un point de contrdle auvemitie chaque aréte du bord (qu’on peut considérer comme
des mailles primales dégénérées). On ne considéere pasigathése de typeonformité du maillageAutrement dit,

A
iyt

4
RS > ] \

L maillage diaman®

FiG. V1.1 — Exemple de maillages considérés

il n'est pas nécessaire que soit vérifiée une condition dagonalité entre les arétes et les droites joignant legeent
des mailles. De méme une aréte (au sens géométrique) d'umeale contrble peut intersecter de fagon non triviale
plusieurs autres volumes de contrdle. On appelle ao&tedu maillage tout ensemble de la formen Z de longueur
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non nulle. On suppose que de tels ensembles sont des seg@eelgues autres hypothéses peu restrictives sont utiles
pour mener I'analyse du schéma et sont décrites en détal[dah On supposera par exemple que les cellules primales
sont étoilées par rapport a leur centre

A partir de ce maillage primal, on forme le maillage dOA* associé ; les mailles duales étant obtenues en joignant
(dans le sens trigonométrique par exemple) les centres dédesnprimales qui touchent un sommet- donné du
maillage primal. La maille duale ainsi construite assoai@sommet:,.- est notéec* ; le pointz,- est alors appelé le
centre de la maille duale*.

Le principe de la méthode consiste alors a placer des in@msimultanément au centre des mailles primales et au
centre des mailles duales (c’est-a-dire aux sommets ddagaiprimal). Il y a donc, grosso modo, deux fois plus d’in-
connues que pour les méthodes volumes finis cell-centeresdles (ou celles de nos travaux précédents sur maillages
cartésiens, voir le chapitre V) et il faut rajouter des émret. Ceci se fait en intégrant I'équation sous forme dieag
a la fois sur les mailles primales et sur les mailles dualespparait alors naturellement les mailldismants(voir la
Figure VI.1) qui sont des quadrilateres dont deux sommeis des centres du maillage primal et les deux autres des
centres du maillage dual. Il est alors possible de définirranlignt discret sur chacune des mailles diam@ntsar la
formule
(VDuT, 7') =

yoy7 L (u‘ — Uk, 4 e T e u*) —
sin ap |o*| lo] (VPuT,7%) = o
O—*
qui est bien entendu exacte pour les fonctions affines susteahtD. On appelle alorgradient discret de:” la fonction
constante par diamants définie pafu” = >, 1pVPu7. Les notations utilisées dans un diamant sont données dans

la Figure VI.2.

o =K|L Tic* o =K|L
Ry
- /
R4
R4
o ‘/ o* = K|t
o _
T o* = K| \,\\‘\\\\ -
,\‘
\¢
\o
\o
\a
€T

FIG. VI.2 — Notations dans une cellule diam&dnt
Le schéma s’obtient alors naturellement de la fagon sugvant

- Z |U| (@D(VDUT)7V)C) = |’C|f)Ca Vk € ma
DeDk

= 0 10" (en(VPuT) vee) = K| fiee, VT € DU,
DED e+

(VI1.2)

ou f, et fi~ sont les moyennes désurx et* etpp est le flux numérique dans le diamdntque I'on définit comme
la moyenne sur le diamant du flyx

1
e0(6) = 7 /D (2. ) d.

Ce schéma peut alors s’écrire sous la forme d’une sorferdeulation variationnellecomme suit :
23 [P (pp(VPu"), VP07 ) = 3 [kl feve + ) & firves, W07 € RT.
De® K K*

C’est cette écriture qui justifie le nom dzualité Discrétecar on voit bien que tout revient, une fois I'opérateur de
gradient discret construit prendre son dual comme opérddivergence discrete.
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1.2 Premiers résultats : existence et unicité, convergence
Notre premier résultat fournit I'existence et I'unicité ldesolution du schéma.

Théoreme VI.1

Pour toutf € L?' (Q2), le schéma volumes finis non linéa{kél.2) admet une unique solutiar¥ € R7 qui
satisfait de plus I'estimatioa priori

1 1 1
VU || < C <|f|g;& +{[ba |2+ [be] g;f) .

De plus,V7u” dépend de facon holderienne (en norfitg de la donné¢f (en normeL?").

On peut par ailleurs montrer que dans le cas variationrest&-dire sip dérive d'un potentiel convexe viala formule
0(z,8) = Ve®(2,8), alors le schéma (VI.2) est I'équation d’Euler-Lagrangsoag a la fonctionnelle discrete

Jr(v”) =2 Z |D|(I)D(VDUT) - Z |Klve fie = Z v fiex, Vo7 € R,

De® KeT K*eM™

On note maintenantg(7 ) la constante de régularité du maillage (qu’'on ne précisegyair [11]) et qui mesure
essentiellement la différence de taille entre deux maillEsines et le diamant correspondant (idem pour les mailles
duales). On note par ailleus” = Do Leug et U = > on+ Le=ux- les fonctions constantes par morceaux (sur
chaque volume de contrdle) définies sur le maillage prinessirdual) a partir de la solution numérigwfe Le théoréme
de convergence du schéma est alors le suivant.

Théoreme VI.2

La solutionu” = (v, »”"") de(VI1.2) converge quand la taille du maillagéze(7) tend vers) avecreg(7)
bornée vers la solutione du problemgVI.1) au sens suivant ;

1™ = wel| o + [[u™ = ue|l Lo + V70T = Vue| Lo + (-, VTuT) = o(-, Vue) || L — 0.

La convergence forte des gradients discrets et desd(uX/” u”) est cruciale dans les applications car ce sont bien
souvent ces grandeurs physiques que I'on souhaite cal®#eexemple, dans le cadre des modéles d’écoulements de
fluides non-newtoniens en milieu poreux le fluk, Vue) est le champ de vitesse incompressible de I'écoulement.
Les étapes essentielles de la preuve sont :
— Obtention d’'un théoreme de compacité discréte de typécRell
— Adaptation de I'argument de monotonie de Minty-Browdek§b] pour justifier le passage a la limite dans les
termes non-linéaires. Pour ce faire, il est nécessaire deqiofaire entrer la solution exacte comme fonction
test dans le probléme discret. Comme I'espace des fonatimmstantes par mailles n’est pas un sous-espace de
I'espace naturewol’p(Q) pour I'équation, nous avons mené une étude préalable destepés de projection des
fonctions dei¥/17(€2) sur 'ensemble des fonctions discrétes.
Ces deux étapes permettent d’obtenir la convergence fertdtet w”'" ainsi que la convergence faible du gradient
discret dang.P. La convergence forte des gradients s’obtient dans un setnps en commencant par montrer la
convergence presque partout des gradients (grace a le stranotonie de I'opérateur).

1.3 Estimation d’erreur

Nous avons ensuite étudié I'ordre de convergence de la méthous de bonnes hypothésessude monotonie
renforcée et de régularité de type Hélder par rappareda&. Plus précisément, on suppose :
e Danslecad <p<2:
— llexisteC3 > 0 etbs € L1(9) tels que pour tou&s, n) € R? x R? et presque tout € €,

p—2

(0(2,6) = @(2,m),& =) > Csl& = (ba(2) + [P + n|P) 7. (H1a)
— ll existeC, > 0 tel que pour tougs, n) € R? x R? et presque tout € €,

lp(2,€) — p(z,m)| < Calé — P~ (H1a)
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— llexisteCs > 0 etbs € (WLP(Q))2 tel que pour tout € R? et presque tou&, 2’) € Q2,

[p(2,6) = (2, &) < Cs(1+ [€P )]z = 2771 + 1bs(2) = bs ()" . (Hsa)

e Danslecay > 2:
— Il existeCs > 0 tel que pour tougé,n) € R? x R? et presque tout € (2,

(p(2:8) = p(z,m), & —n) > C31§ —nf?. (H17b)
— llexisteCy > 0 etby € L7°% () tel que pour toust, n) € R? x R2, et presque tout € €,
0(2,€) = p(z,m)| < Ca (ba(2) + €772 + [nP=2) |€ = . (Hap)

— llexisteC; > 0 etbg € L¥' (Q2) tels que pour toug € R? et presque tout € (2,

2 ()] < s )+ 1) ()

On montre alors 'estimation d’erreur suivante, qui foiles mémes ordres de convergence que dans la section 2 du
chapitre V.

Théoreme V1.3

Siue € W2P(Q) et sip vérifie les hypothéses ci-dessus, alors on a les estimadiengur suivantes

C'size(T)P™1, sil <p<2,

lue — u™|| 1o + [Jue — u™ || Lo + || Ve — VIuT || » < . R
C'size(T)?-1, sip > 2,

Cette estimation d’erreur donne l'ordteusuel pour le cap = 2, en particulier (mais pas seulement) pour les
équations linéaires du type Laplacien anisotrope. Danadg ¢ 2, nous montrons sur des cas tests numeériques que la
méthode se comporte mieux que I'ordre prédit par ce théor&wmei est usuel dans ce type de problémes non-linéaires
pour lesquels il est difficile de récupérer des ordres de emance optimaux par I'analyse (Cf. [BL93, LB93b, LB93a,
Cho89]) notamment dans la norme d’énergie, c’est-a-dite de W7 ().

En revanche, nous montrons que la méthode permet de tineteede raffinements locaux éventuels des maillages
au voisinage des singularités (voir la figure VI.3) ou desezode forte variation de la solution. L'ordre de conver-
gence observé numériquement est le méme que pour des raaitagformes usuels et a nombre d’'inconnues égal, les
maillages raffinés bien choisis fournissent les erreurpligsfaibles.
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FiG. V1.3 — Un exemple de maillage localement raffiné
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2 Le cas des coefficients discontinus

Dans ce travail [15] nous proposons I'adaptation des mé&h@DFV considérées plus haut au cas d’'un probléme
du type (VI.1) dans lequel le flux peut admettre des discontinuités spatiales. Dans le c#reéts finis ce type de
problémes a été considéré par exemple dans [FS90, Liu990L iZen90]. Dans ces travaux, le probléme peut faire
intervenir le couplage bidomaine de deux opérateurs nareilres pour différentes valeurs gdel’approche présentée
ci-dessous peut s’adapter & ce cadre mais nous présentdasisat ici le cas ou, malgré les discontinuités, le flua
le méme ordre de dégénérescence/croissance dans tout le domaine.

Le schéma présenté plus haut est bien entendu convergentdatadre (le théoreme VI.2 s’applique) mais les
estimations d’erreurs obtenues dans le théoréme V1.3 nepimgvalables. Il ne s’agit pas ici d’'une difficulté techunéq
mais d’'une réelle perte de consistance du schéma au voéstoegydiscontinuités des coefficients. Ce phénoméne est
bien connu déja dans dans le cas linéaire monodimensionhehesait qu'il faut alors soigneusement définir le flux
numeérique a la discontinuité pour retrouver la consistdetdonc la convergence a I'ordigour le cas linéaire).

Je présente dans la section 2.1 une illustration de la prailgue et du reméde que I'on peut y apporter dans le
cas monodimensionnel en supposant que le fiyrésente un unique saut a I'origine. Dans la section 2.2é¢=isl
comment nous avons généralisé ce travail de constructiomflix numérique consistant au cadre général non-linéaire
sur un maillage 2D de type DDFV décrit ci-dessus et les ratutt’'estimation d’erreur que nous avons obtenus.

Le schéma ainsi obtenu, appelé m-DDFV, se révéle a premigr@ssez délicat a mettre en oeuvre en pratique car
il nécessitea priori de résoudre un systéme non-linéaire défini par des fonagjonse sont pas connues explicitement.
C’est pourquoi je décris dans la section 2.3, un algoritheng/de descente vers un point-selle que nous avons établi (en
s'inspirant des travaux de Glowinksi notamment [Glo84, GJj 8t dont nous montrons la convergence. Cet algorithme a
pour propriétés de déméler les couplages dans le schémaetidoamener la résolution du systéme global & I'inversion
d’'un seul systéme linéaire (plusieurs fois) et a la résotusimultanée d’équations non-linéairedépendanteset de
petite dimension

Ce schéma a été implémenté dans notre code de calcul et sspkilfastrer le gain de consistance effectivement
obtenu par 'utilisation du schéma m-DDFV en lieu et placesdvéma DDFV usuel.

2.1 lllustration dans le cas mono-dimensionnel

On considére le probleme (V1.1) posé sue=] — 1,1 (on note alors: la variable d’espace) avet(z, &) = ¢_(¢)
siz < 0ety(x,&) = v, (&) siz > 0. On suppose que_ et p, sont deux applications strictement monotoneRde
dansR telles que les hypothések {) et (H3) sont satisfaites.

Le probléme s’écrit donc comme un probleme de transmission

~0,(p_(Opue)) = f(x), siz <0,
— 02 (¢4 (Dpue)) = f(x), siz >0,
ue(—1) = ue(1) =0,
¢ (9zue(07)) = ¢, (Dpue(07)).

On se donne maintenant un maillage volumes fini§ddespectant la discontinuité, c’est-a-dire une subdinisip =
—1<...<zy=0<...<ayyy = 1lde[-1,1]. Ondéfinitnotec,, , lamaille[z;, z.,,],i € {0, N+ M —1} etz ,
son centre La methode volumes finis associe a chagueune inconnuex, . . On appelleu” = (u;, 1 )o<i<y a1 la
solution approchée. On peut alors définir les quotlentedaﬁtlels (de type différences finies) suivants :

(VI1.3)

UH% —U;_1

Vau” = 2 ie{l,N+M—1},
.23,+ 1 — .237_%
avecu p = uyynyy = 0€tz 3 = =1, 2y, = 1 pour prendre en compte les conditions au bord. Le schéma

volumes finis s’obtient alors en mtegrant le probleme (V63r chaque volume de contréle :

—/ 0z (p(z, Oyue) dx—/ flx)de, Yie{l,..., N+ M —1}.

)Ci+1 7+l

En intégrant par parties et en remplagant les flux exactsgmflax numériques on obtient la définition du schéma

—F, +F = / f(z)dz, Vie {0O,N+ M —1}, (V1.4)
i+ E

2
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Fic. V1.4 — lllustration du cas monodimensionnel

ouF, i € {0, N + M} est le flux numérique correspondant a I'approximation du fix;, d,ue(z,)). Loin de la
discontinuitér = 0, ce flux numérique est construit de facon trés usuelle ennposa
F,=¢p (Vu"), Vie {0,N -1}, (VI.5)
F.=¢p (Vau™), Vie {N+1,N+ M}. '

Comme on I'a vu en introduction le probléme est de définirettement le flux numériqug, au point de discontinuité
xy = 0 car le fluxy(0, -) n'est pas bien défini en ce poaint. Il y a plusieurs fagons “esliide tenter de résoudre ce
probléme (qui n'a lieu que sur une seule équation du systésaeetl!). On peut par exemple poser :

1
Fy=p_(Vyu”), 0uFy = ¢, (Vyu”), OUFy = 5(90, (VauT) + @, (Vyu™)).

Mais, on peut montrer aisément (méme dans le cas linéaiesfous ces choix fournissent en général une approximation
non consistante de ce flux.

Le bon moyen de retrouver la consistance est de rendre caupitan discret de la condition de transmission dans
(VI.3). Pour cela il faut introduire une nouvelle inconnuéfecielle @ au point de discontinuité de sorte que I'on
peut définir deux gradients approchés de part et d’autrés de

-7 ﬂ'_uN—%
, etVyu' = ——=,
hx

Unpl — U

hy

4T
Viu' =

en posanhf, = Tyyy — 2y thy =xy —ay 1. En réalité, il est pratique (voir la Figure V1.4) de cherchiesous la

forme
h;,uNJr% + hf\,uN,%

hy +hy
La valeuru est la valeur e de 'interpolation affine entréry 1, uy_3) €t(zy, 1, un,y). Onadonc

u=1u+4d, avecu =

etVyu” = Vyu” + 9 (V1.6)

Viu” =Vyu” — o

+
hx

Il est maintenant nécessaire d’éliminer la nouvelle ina@h Ceci est fait en imposant un équivalent discret de la
condition de transmission dans (VI.3), c’est-a-dire

- (Vyu™) = o (Viu). (VL.7)

Cette équation définit de fagon unigiileomme une fonction (V yu” ) du quotient différentieV yu” car I'application
d— o (Vyu?) — o (Viu”) est strictement monotone et tend vers 'infini a I'infini.
On peut maintenant définir le flux numérique a la discontéhpér

In(Vyu? On(Vyu?
Fy=¢p_ (VNU,T 4 %) =, (VNU,T _ %) , (VI1.8)

la derniere inégalité provenant de la définitiondd€V yu”). De fagon équivalente on peut également écrire

_ 1 - r, On(Vyu?) N L On(Vyu”)
Fy = e hL (hth_ (VNU + R +hie, | Vau n , (V1.9)
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ce qui a I'avantage d’étre plus symétrique. C'est cette fdengui sera généralisée en dimension 2 par la suite.

Exemple V1.4
Considérons un exemple pour lequel tous les calculs sotiteep. Supposons donc que ety sont deux
flux de typep-laplacien définis par

p (&) =k |E+G PTHE+G ), VEER,

pi(€) =k JE+ G P2 (E+GL), VEER,
ouk_,k, € Rt etG_,G. € R2. L'équation(V1.7) se résout a la main et le flux numérique que I'on obtient
pour (V1.9) s'écrit

p—1

kP kP (h + hE)

Fy = 1 1
hik?™ + hyk?™!

IVau” + G2 (Vau” +G),

ouG est la moyenne arithmétique pondérée entieet G, définie par

e hyG_ +htG,
hy 4+ h%

Dans le cas linéaire, i.e. quand= 2 ici, on retombe sur I'expression classique de type moyeamadnique
entre les deux coefficients de diffusionet £, (voir [EGHOQ]) :

 kky (bt hY)

o
By =Tk 4 hak, (VT +6)

Si onrésume cette analyse d'un exemple relativement éléinenon a défini une application non-linéaire monotone
Vyu? — dy(Vyu?) grace a laquelle on a pu définir un flux numérigide a la discontinuité qui est elle-aussi une
fonction monotone par rapport au quotient différenf¥glu”. Le schéma volumes finis que I'on considéere est alors
donné par (VI1.4), (VI.5) et (VI.8).

Une remarque importante est que I'applicatéignest définie de fagon implicite a travers la relation (V1. 7@eigéné-
ral, ne peut pas étre calculée explicitement ('exempigéus haut est a ce titre un cas particulier agréable)i @ad
étre considérd priori comme un inconvénient majeur de la méthode pour laguelkskalution numérique du probleme
discret semble complexe. On va voir dans la section 2.3 guregdeut contourner la difficulté en adaptant les méthodes
de décomposition-coordination de Glowinski a notre schéna@nsi obtenir un solveur parfaitement programmable dont
on prouve, par ailleurs, la convergence.

2.2 Le cas 2D : définition du nouveau gradient et écriture du dtema

L'esprit de ce travail est essentiellement contenu damaligse du probléme modeéle présenté ci-dessus. Il est néan-
moins non trivial d’adapter ces arguments au cadre généralalllages 2D et de flua priori quelconques. Je ne vais
pas décrire en détail les calculs (que I'on peut trouver &5 qui requierent l'introduction de nombreuses notatio
Je vais donc seulement donner les grandes lignes de I'étufdésant le paralléle avec le paragraphe précédent.

e A partir dugradient discretv”«” défini dans le cadre DDFV (voir la section 1) on construit unveau gradient
VMu” constant sur chaque quart de diamant (chaque diamant fuppasexe est découpé en quatre par ses
diagonales) par la formule

VAuT = VPuT + Bod?,

ou 6 est un vecteur dR* constitué de quatre inconnues artificielles (dont on peundoune interprétation
géomeétrique) eB,, est une matrice rectangle de tailex 4 qui ne dépend que de la géométrie du diamant. Cette
formule est I'équivalent bidimensionnel de (VI.6).

e On suppose que le flux est continu sur chaque quart de diam@ntc’'est-a-dire que’{s,) n’est vraie que pour
tous z, 2z’ contenus dans le méme guart de diamantHa, Y n'est vraie que sur chacun des quarts de diamant.
Autrement dit, est autorisé a présenter des discontinuités a travers éssaiu maillage primal et celles du
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maillage dual. On se donne alors une approximatigrde ¢ sur Q, par exemple on peut prendre la moyenne en
z dey surQ mais d’autres choix sont possibles.

e On écrit maintenant les conditions de transmission dissrgtie I'on souhaite étre vérifiées par le schéma. Ceci
nous donne quatre relations ; une pour chaque moitié de nlidgdeD. Il s'avere que ces relations s’écrivent

> 19'Bo-pol(€ + Bod) =0, (V1.10)

QEQD

ol on a noté& = VPu7” le gradient DDFV usuel pour ne pas alourdir les notationgtefermule non-linéaire
doit étre vue comme la généralisation de la condition (V1.7)
Comme dans le cas 1D, on démontre que pourgo@tR?, il existe un unique € R* vérifiant (VI.10). On le
noted? (¢).

e On définit maintenant le nouveau flux numeérique sur le diarfapar

1 1
w%(v%ﬂ:W > |Q|¢Q(vgu‘~’>=ﬁ > |Q|sag(vDuT+Bgap(vDuT>), (VI.11)
QEQ'D QEQ'D

qui est a comparer a (V1.9). On obtient donc le nouveau scHe®BV, appelé m-DDFV en utilisant le flux
numériquep); a la place deop dans (VI.2).

On montre que ce schéma admet une unique solution vérifi@neéstmatiora priori similaire a celle donnée par
le théoréme VI.1. De plus, ce schéma m-DDFV conserve luiiaumeséventuelle structure variationnelle du probleme
initial.

On peut donc maintenant mener I'analyse d’erreur pour ceemuschéma. Nous supposons bien s(r pour cela que
la solution exacte du probléme est d&#$:7(£Q) I'espace des fonctions dont la restriction & chaque quadtateant du
maillage est de clas9& 2% pourq > p. La méthode générale de preuve est essentiellement la méeneetie utilisée
pour prouver le théoreme V1.3 et repose sur des estimatiercodsistance des flux. L'une de ces estimations requiert
I'analyse de consistance du nouvel opérateur gradientadiSE" (qui est un opérateur non-linéaire et qui dépend du
flux ), ce qui constitue la difficulté essentielle ici. Conteairent a I'analyse de consistance du gradient DDFV usuel
V7 qui s’obtient par des développements de Taylor relativerolassiques, ici la situation est plus complexe et il est
nécessaire d'utiliser & bon escient la relation non-lireéqiii définit cet opératewia les inconnues artificielles? .

Cette étude ne permet pas d’accéder (sans autre hypothéeatezas) a la consistance d'ordrede ce nouvel
opérateur a laquelle on aurait pu prétendre, on trouve s@reune consistance d'ordgé; pourp > 2 etd’ordrep — 1
pourp < 2.

En pratique, on utilise un schérhgbridequi consiste a prendre le flux numérique uspgl sur les diamants dans
lesquels le flux est continu et le nouveau flg¥ sur les diamants ou le flux est discontinu. Ceci revient asihtes
quatre flux approchég, égaux dans les diamants ne voyant pas les discontinuit€enSiuppose que les disconti-
nuités du flux sont situées sur des lignes brisées Qaalers on aboutit pour ce schéma hybride aux mémes ordres de
convergence que dans le cas régulier. Le résultat prédis sgivant :

Théoreme V1.5

Soit7 un maillage DDFV de?. On suppose que le flux est régulier par morceaux (au sens précisé ci-
dessus) et que les discontinuitésgla’ont lieu que le long d’'un nombre finis de lignes brisées dan®n
suppose que. € W24(0Q) avecqg = p(p — 1) pourp > 2 etq = ﬁ pourp < 2. Alors on a

. C'size(T)P~1, sil <p<2,
lue = w™ [ Lo + [lue = u™ || Lo + [|Vue = V07|10 < o
C'size(T)?1, sip > 2,

ouu” estla solution du schéma hybride décrit ci-dessus.

On retrouve en particulier la convergence a l'ordréu schéma dans le cas= 2. Notre résultat couvre donc,
comme cas particulier, I'analyse des schémas proposés (raianalysés) dans [Her03].

On établit par ailleurs dans [15] une étude du schéma m-DD#éml dans le cas ou les discontinuitésgeeuvent
se produire a I'échelle des mailles. Sans surprise, I'oddgreonvergence obtenu est moins bon que celui donné par le
Théoreme V1.5, mais on trouve tout de méme de 'orddans le cap = 2. Notre schéma permet donc de traiter le cas
de coefficients trés oscillants.
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2.3 Solveur non-linéaire pour ces schémas

Considérons maintenant des données (maillage, termees@icc...) fixées. Le but de ce paragraphe est de décrire
une méthode programmable qui permette de calculer la saldti schéma m-DDFV introduit précédemment (la mé-
thode s’applique également au schéma DDFV usuel). Cecnesirtant en vue des applications car le schéma défini plus
haut est hautement implicite et non-linéaire (a cause g@lieations” qui n’est pas définie explicitement) il est donc
difficile par exemple de mettre en oeuvre une méthode de tygudient conjugué non-linéaire, ou Newton. Décrivons
tout d’abord I'algorithme que 'on propose :

On se donne une initialisatiox, € R, p%, € R? pour tout quart de diamam@ et 4%, € R* pour tout diamanD. On
se donne enfin un parametre positit- 0 et une famille4 = (A, ), de matrices symétriques définies positives de taille
2. Ces matrices jouent le role de parameétres d’augmentaéitimdgenes et anisotropes. Pour tooh effectue alors les
calculs suivants

1. On cherché¢u?",6%) € R7 x (R*)® solution du problémeoupléetlinéaire suivant

2 Z |Q| (AQ(VDUT’” + Bodp —gi™h), VD'UT)

o€
= Z K| fireve + Z ™| frexviex +2 Z |Q|()‘g_1’ VPu), W € R7. (VI.12)
K Kc* €N
> Q' BoAg(Bobp + VPuT™ —gi™h) = Y |QI'BoAL =0, VD e D.
QEQD QEQD

La seconde équation est locale a chaque diamant et linEtizeaermet d’exprimes?, en fonction d&vPu”" en
inversant la matrice de tailledéfinie pary  , |Q|'Bo Ao Bo. On reporte ce calcul dans la premiére équation et on
obtient un probléme linéaire suf ™ que I'on peut résoudre. La matrice de ce systeme linéaira @éme pour
toutes les itérations de la méthode (elle est méme indépénda fluxp) ce qui permet d’envisager, au moins sur
les maillages pas trop fins, I'utilisation de solveurs linésapar des méthodes directes par exemple.

2. Pour tout quart de diama@ € £, on calculegy, en résolvant
Pa(98) + AL+ Ag(9h — VPuT" — Bodh) = 0. (VI.13)

Cette étape du calcul est la seule étape non-linéaire. Hieale a chaque quart de diamant et concerne une
équation monotone daiis'. On peut par exemple utiliser ici une méthode de Newton Guiése facile a mettre
en oeuvre et efficace. Cette étape est donc peu colteusakélmable par exemple.

3. On met enfin a jour le multiplicaten, par
Ao = A5+ 7Ag (gl — VPuT" — Bodp), VQ.

L'origine exacte de cette méthode numérique, provient éiutle du cas variationnel (i.e. quand le flmwest la gra-
dient d'un potentiel convex®) et est détaillée dans [15]. L'algorithme est largemenpiitsdes travaux de Glowinski
[Glo84]. En effet, si I'on choisit pour tout quart de diamatg = rId our > 0 est fixé, on retrouve la méthode de
décomposition/coordination appliquée au Lagrangien armdgéusuel dans ce type de situation.

Le point-clé est que, méme dans le cas non-variationnel premant des termes d’augmentation hétérogénes et
anisotropes, la méthode proposée converge :

Théoreme VI.6

Pour toute familleA de matrices d’augmentation et pour toyt e ]O, ”2‘/5}, la suite (u”™),, donnée

par I'algorithme précédent converge vers l'unique solatig” du schéma m-DDFV. De plus la suitg?),,
converge vers le gradient discretyu” correspondant.

2.4 lllustrations numériques

lllustrons le gain en précision et en ordre obtenu grace hérma m-DDFV en comparaison du schéma DDFV usuel
présenté au début du chapitre dans le cas de coefficientntisgs. On se place dans le casto@st le carréo, 1[2. Le
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flux est défini par
siz1 <05, ¢(z,€) = [¢P7%,

Si z1 > 057 QO(Z7£) = (A€7£)p_;2A€’ avecA = ( g g ) .

Il s’agit donc d’un probléme de transmission entre deux atgéns de type-laplacien. On choisit une solution exacte
ue polynomiale par morceaux (et satisfaisant la conditionale a I'interface bien sir) ce qui est possible explicitetnen
dans le cas présent dés queet 5 sont plus grands qué par exemple. On trace alors les erreurs en nofiffe et
WP (plus exactement I'erreut? sur le gradient) en fonction du pas du maillage (on a choisifamille de maillages
triangulaires).

La Figure VI.5 montre les résultats obtenus paue 2, 3 = 5 etp = 3, c’est-a-dire dans un cas anisotrope avec
une hétérogénéité modérée, alors que la Figure V1.6 mosdredkultats obtenus pour= 5 = 10 etp = 5 qui est un
cadre isotrope mais trés hétérogéne (le rapport entre kfficients de part et d’autres de la discontinuité veaft®).

109 10 ]
10 §
10

10 7

&< m-DDFV | &< m-DDFV
4—¢ DDFV 4—¢ DDFV
10 -3 j j HHHJZ j j HHH7‘1 j T 10 -3 j j HHH7‘2 j j “Hull j T
10 10 10 10 10 10 10 10
ErreurL*> - ordresl.71 et0.97 ErreurW? - ordresl.0 et0.3

FIG. VI.5 - Casa = 2, 5 = 5 etp = 3. Schéma DDFV usuel (en bleu ¢} et schéma m-DDFV (en noir &)

L'amélioration apportée par le schéma m-DDFV est bieneldiordre de convergence étant trés nettement augmenté
dans tous les cas. Nous remarquons aussi que les erreupds®fdibles méme pour les maillages grossiers ce qui est
un point important du point de vue pratique. En effet, dassfgplications les tailles de maillage ne tendent pasijers
et donc un schéma possédant un ordre plus grand mais doat dttendre un trés fin raffinement pour en ressentir les
bénéfices n'aurait pas été trés satisfaisant.

Il faut également remarquer que les estimations d’erretoriljues obtenues sont toujours moins bonnes (dég que
s'éloigne de2) que les vitesses de convergence observées numériquérentst classique dans I'analyse des méthodes
numeériques pour ce type de problémes et des estimationedreptimales ne sont bien souvent obtenues que dans des
normes plus faibles ou dans des solutions particuliéreslgv&ection 4 du chapitre V).

10 3 10 3

04 15 ’/Hii*ii*
10 3 10 3
-y 04

10 § 10§

10 3 10 §

&—% m-DDFV 1 &% m-DDFV
4—& DDFV i ¢—& DDFV

e B
10 10 10 10 10 10 10 10

Erreur L°° - ordres1.98 et0.98 ErreurW 7 - ordresl.04 et0.19
FIG. VI.6 — Casa = 8 = 10, etp = 5. Schéma DDFV usuel (en bleu ¢} et schéma m-DDFV (en noir €Y)

En conclusion de ce chapitre, on illustre les propriétésuwergence de la méthode de décomposition coordination
dans le premier cas test considéré ici-€ 2, 5 = 5 etp = 3), pour le maillage le plus fin (pas du maillage9.10~3).
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Ainsi la figure V1.7 montre I'évolution du résidu de la métleodinsi que de I'erreur par rapport a la solution exacte en
normesL? et WP en fonction des itérations. La figure de gauche concernedaisael d’un terme d’augmentation
homogéne et isotropd, = rId avecr = 1.5 ety = 1.0. La figure de droite montre est obtenue en utilisant un
terme d’augmentation anisotrope et hétérogéne a\vge= r Id dans le sous-domaine de gauchelgt= r A dans le
sous-domaine de droite.

On observe tout d'abord que la méthode est bien une méthotgdgradientpour laquelle la norme du résidu
décroit au cours des itérations ce qui garantit une bonmdistade la méthode. Par ailleurs, comme on pouvait s’y
attendre, un bon choix de matrices d’augmentatiqmermet d’assurer une convergence plus rapide de 'algogthers
une solution approchée suffisamment précise. Ainsi si I'ilise la méthode d’augmentation usuelle, il faut attendre
environ160 itérations et un réside- 5.10~7 pour que les erreurs dues au schéma soient atteintes adans le cas
d’un terme d’augmentation hétérogéne et anisotrope gilgrdu schéma est atteinte au boutidetérations environ et
un résidu~ 5.1076.

10 S—= e Lp 10 S—= e Lp
¢— er. Wip *—@ e Wip
D@ résidu O résidu

@
@@@®
@@GB 69@
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10 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 10 o 20 40 60 80 100 120 140

FiG. V1.7 — Convergence du solveur itératif. Augmentationiigspe (dessin gauche) et anisotrope (dessin droite)
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Chapitre VII

QUELQUES SCHEMAS NON STANDARD
POUR DES PROBLEMES ELLIPTIQUES
LINEAIRES

1 Définition implicite des flux numériques sur maillage non
orthogonal

Suite notamment aux travaux de R. Cautres, F. Hubert et Fhillsur les méthodes de décomposition de domaines
en volumes finis [CHHO4], je me suis intéressé au problémeodeconsistance des flux numériques pour les schémas
usuels type VF4 pour les équations elliptiques linéairépgut se produire lorsque la géométrie du maillage n’est pas
adaptée au probléme que I'on veut étudier comme dans laeréférci-dessus.

Ainsi dans le cas de la résolution du laplacien par exempleaidt (voir [EGHOQ]) que pour assurer la consistance

des flux numériques VF4 avet Vu - nds sur les arétes, il faut que les points de contr6le en lesaquretgpproche la

solution vérifient la propriété d'gfthogonalité :
(vex) L ok (VIL.1)

Ce cas favorable est illustré dans la figure VII.1.

Malheureusement, dans de nombreuses situations cett@ioconekut ne pas étre vérifiée :

— En décomposition de domaines, si les différents maillaigda décomposition sont choisis indépendamment (ce
qui est le cas intéressant!).

— Sur des maillages raffinés localement, méme avec des vsldeneontrble rectangulaires.

— Sur des maillages plus généraux que des triangles (pamda@®s quadrangles), il n'est pas possible en général
de construire des points; ) satisfaisant la condition (VI1.1).

— Dés que I'on souhaite discrétiser une équation de diffuglios générale

—div (AVu) = f, (VI1.2)
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FIG. VII.1 — Situation classique pour la diffusion isotrope
ou A est une matrice symétrique définie positive. Dans ce caglditton géométrique nécessaire a la consistance
du schéma a deux points devient une conditionie@rthogonalité
A Y aex,) L owr, (VI1.3)

et dans ce cas le choix usuel des maillages triangles aveeiigses des cercles circonscrits comme points de
contr6le devient non-admissible.

Les situations ou la condition (VII.1) (ou bien (VI1.3) si oegarde I'opérateur div (AV-)) n’est pas vérifiée sont

bien entendu préjudiciables puisque les flux ne sont passtants sur les arétes concernées. Ainsi, si I'on écrit les
schémas “classiques” dans ce type de situation, on perd @itéqde convergence. Les auteurs ci-dessus ont montré
gu’en décomposition de domaines pour une diffusion is@r@u les arétes problématiques sont seulement situées a
la frontiére des sous-domaines), on obtient en généraldme gie convergence en normg discréte erh? au lieu de
I'ordre h habituel et que cet ordre de convergence est optimal engléeéuf dans les cas de géométries trés particuliéres
des maillages).

Par contre, dans des cas ou toutes les arétes sont “nonre@a¥da situation est incontrélable et la convergence des

schémas n’est plus assurée.

Plusieurs solutions ont été récemment proposées pourtcaiprobléme que I'on pegtosso modalasser en quatre

catégories :

1. Les approhes de Coudiére, Vila, Villedieu [CVV99], FafFai92], Aavatsmark [ABBM98a, ABBM98b, Aav02],

ou encore Le Potier [LP05b, LP05a] : A partir des points detéd@ donnés, une procédure de reconstruction

(de type interpolation par exemple) est proposée pour foune approximation de la solution en de nouveaux

points (par exemple les sommets des volumes de contrdle)gtemt de calculer de fagon consistante les flux

numériques sur chaque aréte du maillage, en reconstr@isesitine approximation de toutes les composantes du
gradient.

. Schéma¥/F gradientde Eymard, Gallouét, Herbin [EGHO06] : Dans le cas de la diffusnisotrope mais sur

des maillages admissibles au sens ou (VII.1) est vérifi@eaeteurs reconstruisent un gradient discret sur chaque
volume de contréle a partir des inconnues sur la maille efesumailles voisines. Ensuite, le schéma peut s’écrire

sous une forme variationnelle proche de celle utilisée pEriméthodes éléments finis. Le flux numérique sur une

aréte dépend alors des inconnues situées dans les voluroestdide adjacents a celle-ci mais aussi de tous leurs
voisins, ce qui conduit a un stencil assez large du schéma.

. Les schémaBDFV introduits par Hermeline [Her00, Her03] et Domelevo et Om[fi2005, DDOO05] et dont le

principe est rappelé dans le chapitre VI. La constructioongétriqgue de base est la méme que pour les schémas
diamantsde [CVV99], a ceci prés qu’on considére maintenant les valda I'inconnue aux sommets des mailles
primales comme des inconnues a part entiere du schéma ouels une équation est obtenue en intégrant le
probléme de départ sur les mailles duales. Cette approakitdelessentiellement le nombre d’'inconnues en 2D
mais a pour avantage de respecter les propriétés du systetaement la symétrie.

. Schéma¥/F mixtesde Droniou, Eymard [DEO5] : Ces auteurs rajoutent le gradiestret de la solution comme

nouvelles inconnue constante par maille ainsi que les flurérigues comme nouvelle inconnue sur chaque
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aréte. Ceci augmente également de fagcon assez importaragenlere total d'inconnues du probléme, a maillage

fixé, méme si on peut par des manipulations algébriquesn&thinombre de ces inconnues (celui-ci étant au
final comparable a celui des schémas DDFV). Par ailleursscke8mas nécessitent l'utilisation de termes de
pénalisation pour assurer I'existence et l'unicité desitsohs (sauf dans le cas particulier des maillages dits
simpliciau®. Par ailleurs, I'étude de I'erreur pour un tel schéma nensdra ce jour que d'établir la convergence

a I’ordre% méme si les résultats numériques semblent montrer que \eemEnce a lieu a l'ordré.

TriangleTz L

oKL

|
1 P !
. IKkc

FiG. VII.2 — Situation non-consistante

Dans le présent travail [16], j'ai choisi de m'intéresseegpcoblémevia une approche différente (figure VI1.2) : au
lieu de tenter d’adapter la géométrie des points de condréldle des arétes (par interpolation ou par ajout de ncesvell
inconnues), j'ai proposé d’essayer d’adapter la géomdatearétes a celle des points de contrble qui sont des données

du probléme.

Considérons par exemple le cas de I'équation de diffusidhZ)/ Le principe de construction des schémas est
le suivant : connaissant les arétes du maillage et les pdetontrdle, on essaie de construire de “nouvelles arétes”
orthogonales aux direction$™! (z,z.) et a travers lesquelles on peut écrire une approximatiosistamte du flux par
une formule a deux points usuelle. Bien entendu ces nowvalfites ne sont pas les arétes du maillage original.

Néanmoins (voir la figure VII.2 dans le cas isotrope), engrdét I'équation sur le “sablier” formé des trianglEs
et T, on peut relier les flux artificiels introduits (dont on coftnae approximation consistante) aux flux numériques

réels pour le maillage de départ. On obtient

fdx— fdr=-— div (A.Vu) dz + div (A.Vu) dx
Tk Tc

Ty T
:—/ Vu-Ands+/ Vu-Ands—/ Vu-Ands+/ Vu - Ands.
kc oKL O ol

On peut alors par exemple choisir la nouvelle aréte pour gsiaires d€'. et deT’. soient égales, ce qui permet de
rendre le terme de gauche petit quahest réguliére. Quoi qu'il en soit ce terme de gauche est panfi@nt connu, c’est

un terme source dans notre schéma rigteg.
Il reste donc une relation entre quatre flux : le flux a travers que I'on cherche & exprimer pour écrire le schéma,

le flux a traversr. . que I'on sait approcher de fagon consistante (car par aget&inoe)., 1 A~ (zcz,.)) et les deux
flux restants qui sont des “bouts” de flux a travers les aut@&eades triangles et c.
Ainsi on obtient une relation entre ces différents flux nuionées

U — U

i K L

Fre = [0el S + Fyy, = Fo, + G,
KL
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ou o). et o, sont les parties des arétes,, eto... qui sont des cdtés des triangl&s et T,.. Il est alors naturel
d’approcher les flux a travers ces parties d’arétes promamgllement aux flux numériques a travers les aréigs et
o, - Au final, on obtient pour chaque aréte du maillage, uneicglatu type

U — Up
Fer = |U)/cc|T + Tiex Frewr — T Feer + Gre, (V”-4)
KC
ou les coefficients, .» = ‘(I;;;;I‘ etre = ‘(Ifzﬂﬂ" sont des quantités géométriques aisément calculablés e¢st un

terme source donneé.

Ainsiles flux numériques sont obtenus de fagon impliciten(et pas par une formule comme dans les cas usuels) en
résolvant I'ensemble des équations (VIIl.4) pour toutestéses du domaine. Dans le cas général, ce schéma volumes
finis se met sous la forme d’'un systéme linéaire du type

E(Id+ M(T))"'Du = b, (VIL.5)

ou (une orientation étant choisie pour chaque aréte) :

e F estla matrice rectanglera, (= nb de volumes de contréle) lignesret (= nb d’arétes) colonnes représentant le

bilan des flux discrets,

e D est la matrice rectangler, lignes etn, colonnes qui associe aux valeuts. ) les flux approchés a travers

les nouvelles arétes_,.
U — Ug
Fo . = |J'I“|T'

e [ + M(T) est la matrice de définition implicite des flux, . en fonction def,; . donnée par (VI1.4) (sans le

termeGy ;) et qui ne dépend que de tous les coefficiepts., ... notés dans leur ensemile

e b contient le second membre usuel du schéma VF4 (i.e. lesralesgdu terme source sur chaque volume de

contrdle) mais aussi la contribution des termigs. dans I'équation (VI11.4). Cette contribution peut étre rigéé
si le terme source est régulier et que I'on a choisi les ndesalrétes de sorte que les mesures des triafigles
T, soient égales.

Dans le cas ou le maillage est orthogonal, la mathiEeZ ) est nulle et on retrouve le schéma VF4 usuel.

Notons que la matricé + M (7) est trés creuse avec un profil agréable (au plus deux coeffaitra-diagonaux
non nuls par ligne) et se préte fort bien a la résolution pa méthode directe du type LU avec renumérotation des
lignes et des colonnes (qu’on peut sophistiquer a I'ende) peut alors résoudre le systeme (VII.5) par une méthode
itérative du type

ED(uF! —u®) =b— E(I1d + M(T)) "' Du”,

qui nécessite seulement l'inversion de la matifit® c’est-a-dire essentiellement de la matrice du schéma \é@rntlard
dans laquelle on a remplacé les mesures des alegtespar celles des nouvelles arétes .| et de la matrice Id +
M(1)).

Pour améliorer cette méthode de descente on peut utilisendthodes de type gradient conjugué (par exemple CGS)
préconditionnées par la matrideD. Dans les tests numériques effectués, la résolution demsgs{VI11.5) a nécessité
au plus une petite dizaine d'itérations.

Remarquons enfin que, dans certaines situations, le catqlicite des flux numériques est en réalité explicite
(autrement dit I'inverse de la matricel + M (7) se calcule explicitement). Ainsi, quand chaque maille dundioe a
au plus une seule aréte “atypique”, comme dans la majorgé&de de décomposition de domaines pour des équations
isotropes, les flu¥.. et .., dans la formule (VII.4) sont connus explicitement (voir gt ci-dessus) ce qui fournit
aussi I'expression d&). .. Dans ce cas précis, la méthode n’est pas plus colteuse sgiedma VF4.

Enfin, on peut établir un théoréme de convergence et d’estimd’erreur d’ordrel, en normesH! discréte et.?
pour ce schéma sous une condition classique de régulasitdailages et sous la condition que le défaut d’orthogtdali
entreA~!(z.x,) et les arétes ne soit pas trop important (c’est-a-dire déslegicoefficients.... sont uniformément
bornés par une constante universelle explicite). Commeestdules résultats numériques obtenus montrent que cette
convergence a encore lieu dans des cas de maillages défdenfeigon plus importante.

Dans la Figure VII.3, nous représentons les errdifret H' en fonction du pas du maillage pour la résolution du
probléme de Laplace sur un maillage triangulaire. La preznd@urbe (noir et)) correspond a I'utilisation du schéma
VF4 avec les centres de gravité; on constate en effet la nosistance et donc la non-convergence du schéma. La
seconde courbe (bleu ¢) correspond a I'utilisation du schéma VF4 avec les centessagrcles circonscrits ; dans ce
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10 3o ordre 0.02 10 5o ordre 0
76— ordre 1.99 J/6— ordre 0.99
H{@—® ordre 1.73 @@ ordre 1
i ————

10 5 5 i 10 5 5 i
10 10 10 10 10 10 10 10

ErreurL? ErreurH!

FiG. VII.3 — Equation de Laplace - comparaison schéma VF4 / satgéftux implicites

cas la condition d’orthogonalité est vérifiée par constacet on constate la convergence a I'ordren normef ! et a
I'ordre 2 en normel2. Enfin, la troisiéme courbe (vert ef) représente les résultats du schéma a flux implicite présent
dans ce chapitre lorsque I'on consideére les centres det§rdes triangles comme points de contrdle ; on observe un
comportementidentique a celui du schéma VF4 dans le casicoaf

Enfin, dans la Figure VII.4 on montre pour les mémes maillagdes mémes schémas les résultats obtenus pour
31
1 1
ne converge évidemment pas ni pour les centres de gravipdumiles centres des cercles circonscrits. En revanche, on
observe le bon comportement du schéma VF a flux implicited@isaen normel.? et en normef *.

la résolution d’'un probléme elliptique anisotropaliv (AVu) = f avecA = . Dans ce cas, le schéma VF4

10 3[5% ordre -0.01 o 10 3575 orare
J/#—e ordre -0.01 Jie—e ordre 0|
B ordre 1.84 10— ordre 1 P—Q:m
1] 4
10
3 CE|
7 10 J
107}5 L4
3 L4
] 107
4 & 3 &
103
3 @ @
@
=
] @ 10 3 ®
10 9
&
T T T T T
10 -3 2 1 10 3 2 1
10 10 10 10 10 10 10 10
2 1
ErreurL Erreurd

FiG. VII.4 — Equation de diffusion anisotrope - comparaisorésnh VF4 / schéma a flux implicites

2 Modéles asymptotiques d’écoulements en milieux poreux
fracturés

On se propose ici (en collaboration avec P. Angot et F. Hubeit[17] et [21]) et dans le cadre du GDR MOMAS,
d’'étudier et de valider des modeles asymptotiques d’écoetds en milieux poreux fracturés. La configuration indial
est la suivante : on a un milieu poreux (appklématrice caractérisé par un tenseur de perméablité@ l'intérieur
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duquel se trouve une zone de faible épaisseifappeléda fracture) dans laquelle la permeéabilité du mili@d, est trés
différente de celle de la matrice et peut étre fortementadrope. On peut penser aux cas limites d’'une perméabilité de
fracture tres faible (la fracture est alors une barrieresdammilieu poreux) ou au contraire la perméabilité de latfree

peut étre trés grande et donc engendrer un écoulement iampa@h son sein. On s'intéresse pour simplifier au cas
d’une unique fracture ce qui est bien slir un peu académigtanidoins toute I'analyse proposée permet de considérer
des situations plus réalistes ou le milieu fracturé congde nombreuses fractures dont les propriétés peuvent étre
éventuellement différentes.

Ecoulement de Darcy dans la matrice

Ecoulement de Darcy dans la fracture

FiG. VII.5 — Configuration pour le modéle & "double-perméa#ilit

A des fins de résolution numérique, il est trés délicat, esoommateur en ressources de calcul, de s’attaquer direc-
tement au probléme complet nécessitant un maillage tréd'fitérieur de la fracture.

L'idée est donc d’assimiler la fracture a une zone d’'épaisselle X a travers laquelle la pression et le champ de
vitesse peuvent connaitre des discontinuités. Ces distités sont liées par des relations asymptotiques qui greuv
étre ou bien des relations algébriques ponctuelles (matletere 0) ou des équations aux dérivées partielles dans
les variables tangentielles le long de la surfateCette approche avait déja été considérée dans [MJRO5] enais
se restreignant au cas de fractures rectilignes parta¢eaaimaine en deux sous-domaines disjoints (voir également
[FFNT02] et [BMTA, AT99]).

Nous proposons dans ce travail une étude plus compléte dalenedtamment dans le cas de fractures entierement
immergées dans la matrice. Ce modele est obtenu formellgpaemine étude de la limite asymptotigye — 0 dans
les équations initiales et s’écrit en 2D de la fagon suivatgdluide obéit a I'équation de Darcy dans la matrice

div v, = h dans(,
1 V1.6
vp = —;K - (Vp — pg) dansQ, ( )

avec des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumanm [gopressiom, et vérifie de plus I'équation asymptotique
monodimensionnelle posé sur la surface de discontiugédéfini par

Ve (bs(s)vp) = bs(s)hy —[vp - ml,

vf 1
=——K; (Vsp—pg),
L’p-nlz} LKy (Vsp = pg)

pr =i+ 26~ 1) (S, )

(VIL7)

ou T, n désignent respectivement la tangente et la normalefa] eta|s désignent resp. le saut et la moyenne d’'une
grandeum discontinue & travers la surfaie De plus,bs(s) désigne I'épaisseur de la fracture & I'abscisse curviligne
Enfin, p est la pression de fractur®,,- est I'opérateur de divergence de surfacé/gf'opérateur de gradient sut
défini par
Vrpys
Vep=| [p]
by
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Dans le modeéle ci-dessys est la pression de fracture ef la vitesse de filtration longitudinale moyenne dans la
fracture.

On ajoute a ce modele la condition aux limites de Neumang= 0 aux deux bords de la fracture. Le parametre
&> % est un parameétre de quadrature apparaissant au cours deviatida formelle des équations et qui permet de
retrouver diverses variantes de ce modeéle présentes dhttériture [BMTA, MJRO5].

Nous montrons que ce probléme couplé est bien posé (y compaisdé = % ce qui semble étre un cas important
non traité dans [MJRO05]) dans le cas de fractures totalementrgées dans la matrice poreuse. Puis nous proposons
un schéma volumes finis pour le résoudre, dont nous monteocarivergence. Celui a pour avantage, en comparaison
avec le schéma éléments finis Raviart-Thomas proposé dal(¥], de s’appliquer a toutes les géométries de fractures
(totalement immergées ou pas) et toutes les valeugsxié /2. En effet, quand = % le sautfv, - n] est seulement dans
le dual deH%(E) et la formulation mixte proposée dans [MJRO5] n’est pluspéékaau probleme. Dans le cas> %
cette approche fonctionne car on a alors une estimation dautedand.?(3).

Nous illustrons ainsi la dépendance des solutions en fomatu paramétre de quadraturequi semble montrer
que la valeug = % est celle qui fournit des solutions les plus fidéles au prokl&omplet dans les divers régimes
d’écoulements.

Voici un exemple de résultat numérique obtenu dans le casediasure verticale de forme conique située au milieu
du domaine. L'épaisseur de la fracture vadit0—2 en haut du domaine éD—2 en bas. Dans cet exemple, les perméa-
bilités sont isotropes et valehtdans la matrice et00 dans la fracture. Les conditions aux limites sont de typéebiet
sur les bords gauche et droit du domaine, Neumann homogeessords supérieur et inférieur et enfin Dirichlet sur

les deux bouts de la fracture.

I
I

| N\

Calcul complet Calcul complet Calcul modeéle asymptotique
maillage 1 (N=30282) maillage 2 (N=201496) Maillage regiaruniforme (N=65536)

\

FIG. VII.6 — Comparaison des résultats pour le modéle de milfneux fissurés

Les deux dessins de gauche sur la figure VII.6 montrent leslisors de la pression obtenues par le calcul de la
solution du modéle complet sur deux maillages triangudaties raffinés dans et au voisinage de la fracture (on uitdlise
le schéma m-DDFV exposé dans le chapitre VI). Le premierlaggl contienB0282 cellules et n’est pas suffisamment
fin pour prendre en compte de fagon satisfaisante la zongdnfé de la fracture. Le second conti@0t 496 mailles
et permet de commencer a voir les effets de la condition amitds en bas de la fracture. On observe sur le dessin de
droite, que le calcul de la solution du modéle asymptotiqoeasé (VII1.6)-(VI1.7) sur un maillage cartésien uniforme
de seulemeni5536 mailles permet de retrouver une solution convenable dul@nody compris sur la partie inférieure
de la fracture. Le gain en terme de co(t de calcul et de fadkitmaillage du domaine grace a l'utilisation de ce type de
modeles est donc assez clair.
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En guise de conclusion

La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c’'est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.
Ici, nous avons réuni théorie et pratique : rien ne fonctionne et personne ne sait pourquoi!

ALBERT EINSTEIN
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PROJETS ET PERSPECTIVES

Je conclus ce mémoire en donnant quelques éléments de gtersp®our les années a venir, reprenant (en partie)
celles mentionnées tout au long de ce mémoire. Certains @atsplécrits ci-dessus sont déja des projets en cours,
d’'autres relévent plutét de perspectives & moyen terme.

Ecoulements complexes

Deux grandes directions de travail possibles se dégagémbsix résultats exposés dans les deux premiers chapitres :

— Tout d’abord il apparait trés clairement que le dévelopgrende méthodes numériques performantes pour les
modéles de Cahn-Hilliard / Navier-Stokes triphasiquesssentiel pour pouvoir envisager I'exploitation de tels
modéeles avec une précision suffisante dans des géoméidieseinsionnelles. L'étude d’algorithmes de raffi-
nement local adaptatif pourrait étre une solution, de méuweleg développement de méthodes d’éléments finis
d’ordre plus élevé pour les paramétres d’ordre et les pmisnthimiques sans augmenter le degré des éléments
utilisés pour la vitesse et la pression.

L'ajout du terme d’ordre élevé dans le potentiel de Cahdidtd permettant de stabiliser le systéme dans les cas
d’étalement total induit un certain nombre de problémesateergence de la méthode de Newton a chaque pas
de temps gu’il serait important de mieux comprendre.

— D’autre part le développement de modéles a interfacessgiff & > 4 phases vérifiant des propriétés de consis-
tance similaires a celles que nous avons introduites estrenm probléme d’'importance non résolu. De méme,
les modeles présentés ne sont pertinents que sous la corditt, + .3 + 3133 > 0 qui n'a pas de sens
physique clair et qui n’est pas satisfaite dans certainpijues. Tout ceci nécessite probablement de considé-
rer des formes encore plus générales d’énergies libres te-Biliard, ce qui constitue a ce jour un probléeme
totalement ouvert.

Concernant I'étude des conditions aux limites artificel@ sortie d’'un écoulement, il y a la aussi plusieurs grandes
guestions en suspens :

— L'analyse de la méthode numérique consistant a calcusedldion a I'instantz+ 1 en prenant comme écoulement
de référence la solution calculée a I'instant

— Lanalyse du comportement de la solution quand on augniantglle du domaine de calcul fictif. On s’attend,
au moins dans des géométries simples, a ce que la solutiorobléme avec conditions aux limites artificielles
converge vers la solution du probléeme dans le domaine infini.

— Lextension de ce type de conditions aux limites dans leecadmpressible, par exemple isotherme barotrope.
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Méthodes de volumes finis

Les travaux présentés dans la seconde partie de ce mémuienbde nombreuses perspectives. L'étude des sché-
mas volumes finis pour les équations elliptiques non-lieSadloit permettre de s’attaquer maintenant aux probléemes
paraboliques dégénérés du type

Ob(u) — div (¢(t, z,u, Vu)) = f,

sous de bonnes hypothéses de monotonie sur la forticdbhien entendu sur le flux. Par ailleurs, les schémas DDFV
ont été récemment utilisés et étudiés par Delcourte, Domede Omnes dans [DDOO05] pour résoudre des systemes
linéaires plus complexes du type Stokes, Div/Rot, etc estldonc naturel maintenant de tenter d’adapter toutes ces
techniques aux problémes de type Stokes a viscosité varabinéme Stokes non-newtonien dans lesquels le tenseur
des contraintes dépend de facon non-linéaire du modulendete des taux de déformation :

~div (s(z, DEI)D() ) + ¥p = 1.
dive =0.

Si la fonctionn est discontinue em (dans le cadre d’écoulements diphasiques par exemple)erséaille ne dépend
pas du tenseub(v), il est crucial d’approcher les flux issus du tenseur des tidéformation compleb(v) =

(Vv + 'Wv)/2 et on ne peut pas mettre le probléme sous une forme plus sfaipéat apparaitre le Laplacien. Il me
semble que I'approche DDFV doit permettre de répondre ametsaintes de part sa souplesse d’'une part et de part le fait
gu’elle préserve, par nature, les propriétés qualitatfu@snotonie, symétrie, etc ...) des EDP auxquelles on séste.
Cette approche permettrait également de pouvoir considéeconditions aux limites en contrainte pour le probléme
de Stokes ce qui est un cas important comme on I'a vu dans et g/.

Du point de vue de I'analyse numérique, il me semble inté@resd’essayer de progresser dans I'étude de I'erreur
dans les schémas numériques pour les probléemes non-fiedaisque la solution est peu réguliere (dans un espace
de Sobolev ou de Besov d’'indice fractionnaire). Ce type dpile#ité est naturel dans les cas non-linéaires qui ne
possedent pas les bonnes propriétés de régularité allgptiq cas linéaire. Dans ce cadre, ou par exemple les résultat
d’interpolation sont souvent inopérants (ou en tout cagdis & mettre en oeuvre), de nouveaux outils techniques son
probablement nécessaires pour estimer directementuiietieeconsistance pour ce type de solutions.

Une des étapes cruciales dans cette direction serait deadjéré le résultat technique (Lemme 3.4 dans [11]) a
la base des estimations d’erreur usuelles en volumes fieigé€lltat donne essentiellement un contréle précis de la
différence entre la moyenne d’une fonction sur une aréteaehsyenne sur un volume de contréle en fonction de
l'intégrale sur le volume de contrdle (supposons-le coryale la puissancg-ieme du module du gradient de cette
fonction. Celui-ci s’obtient par I'utilisation de dévelppments de Taylor.

Si ces résultats pouvaient étre généralisésdes outils différents des simples développements de Tagdofagcon
a obtenir des bornes explicites en fonction de termes deélifractionnaires du type

// <|v(|?—_ yﬁiy”)p |j idjw (VI1.8)

alors la méthode usuelle d’estimation d’erreur devraipplaguer sans souci et fournir des bornes d’erreurs dans ces
cas de faible régularité. Des estimations faisant appardéis quantités du type (VI1.8) sont disponibles dans leecad
monodimensionnel mais I'extension aux dimensions supigene semble pas immédiate.

Simulation numérique du probleme des vagues en profondeur fi nie

En collaboration avec T. Colin, S. Labbé et D. Lannes, noamscommencé a nous intéresser a la simulation
numeérique directe des équations d’Euler a surface librerefopdeur finie et avec fond éventuellement non-plat.

L'idée de ce travail provient des travaux de D. Lannes [L3m2fs lequel il prouve I'existence et I'unicité locale
des solutions de ces équations, sous une condition de Lawyl@gystéme linéarisé qui correspond physiquement au
critere de Taylor. Pour ce faire, il a introduit, & partir defbrmulation Eulérienne des équations, des changements de
variable quidiagonalisenta partie principale du systeme.
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Cette formulation des équations se préte bien a la simulationérique du probléme. En particulier, nous pen-
sons proposer un schéma de splitting en temps naturel (ogdeétisation des termes de natures différentes peut étre
découplée) associé a des schémas de type Crank-Nicholspermette de conserver I'ordeede la méthode.

Du point de vue de la discrétisation en espace, nous consiséan maillage uniforme pour les variables horizontales
sur lequel les deux inconnues principales (la hauteur dé¢blupotentiel des vitesses) sont discrétisées. Bien éntéas
deux équations d’évolutions pour ces deux grandeurs (lditon cinématique de surface libre et la trace de I'équmatio
de Bernoulli sur la surface) sont non-linéaires et coupktef®nt intervenir I'opérateur Dirichlet/Neumann qu’iltes
nécessaire de recalculer & chaque itération en temps.

La méthode proposée ne fait intervenir qu’un seul calcula®rateur par pas de temps ce qui est un point crucial.
Ce calcul se fait en construisant un maillage quadrangusgaiucturé (mais non rectangle) a partir du maillage umfor
des coordonnées horizontales et de la hauteur d’eau calaliiéération considérée. Sur ce maillage non conformesnou
pensons utiliser les schémas volumes finis DDFV (voir [DC&3¢ chapitre VI) pour résoudre I'équation de Laplace.
Ceux-ci ont I'avantage de présenter de bonnes propriétéoaeergence quand le maillage se déforme et d’assurer
la consistance des flux, c’est-a-dire de la dérivée normalpadentiel des vitesses a la surface, qui est exactement la
guantité que I'on souhaite calculer.

Dans un premier temps, nous souhaitons étudier le comperntete la méthode numérique proposée par une étude
de la convergence en maillage sur des cas tests basiquelsisotomplexes ('onde solitaire de Tanaka par exemple).
Ensuite, nous utilisons la discrétisation proposée pautiét le domaine de validité des modéles asymptotiques dans
le régime ‘Ondes longuésdu type Boussinesq ou KdV. Des théorémes d’estimationreligrpour ces modéles sont
disponibles et il est intéressant de pouvoir déterminegsiastimations sont précises. De la méme fagon nous sonhaito
tester avec des données initiales de type train d’ondesglidité de I'approximation de Schrodinger pour laquelle il
n'existe pas, a ce jour, de théoréme d’estimation d’erreur.

Approximation numérique du contrdle aux trajectoires des E DP
paraboliques

En collaboration avec A. Benabdallah, F. Hubert, J. Le Reais®t I'équipe de théorie du contrdle de I'université
de Besancon nous souhaitons mettre en commun nos compeenaralyse numeérique et en théorie du contréle pour
s'attaquer aux problémes tout a fait actuels de I'analysedrigue des problémes de contrdle dans le cadre parabolique
On s'intéressera par exemple aux questions suivantes :

— Peut-on établir des propriétés de contrélabilité exantforme (en un sens a préciser) pour la semi-discrétisation
en espace de I'équation de la chaleur par exemple ? Des epgpastielles existent dans des cas particuliers
(notamment les travaux de Zuazua et de son équipe sur le casdineensionnel) qui utilisent des techniques
de preuve spécifiques et peu généralisables (voir égaldiieéd@] ou une notion de contrblabilité uniforme plus
faible est étudiée). Nous espérons adapter les technigugpeinégalités de Carlemaau cadre discret (ou semi-
discret). Ces techniques ont montré leur puissance cesedesrannées dans I'étude de problémes de contrdle
théoriques. Dans le cas parabolique, ces techniques omixparple permis de montrer la contrélabilité a zéro
d’équations & coefficients non constants et méme a coetfiaiiscontinus (voir par exemple [BDLRO5]).

— Comment utiliser I'outil numérique pour mieux comprenkh®cas encore ouverts dans les problémes de contrble
aux trajectoires d’équations de la chaleur semi-linéagesles systémes paraboliques ? L'idée est d'utiliserilout
numeérique pour explorer les questions théoriques encarertes dans ce domaine.

— On peut également envisager d'utiliser cet outil pour caangre la dépendance en le domaine de contrdle (inté-
rieur ou frontiére) du cot du contréle, ce qui est encore tabi@me théorique pour lequel peu de résultats sont
disponibles. En s’inspirant par exemple des travaux d’Anbti(sur I'équation des ondes), on espére pouvoir
proposer une méthode numérique itérative permettantigies{pour une taille de domaine de contrdle fixée) la
position du domaine de contréle pour lequel le colt seraus falible.
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