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Modeéles statistiques du développement de tumeurs
cancéreuses

Résumé

Les nombreux mécanismes biologiques & l'origine du cancer restent aujourd’hui en-
core mal compris. L’amélioration de leurs connaissances peut s’effectuer par le biais de
modeéles mathématiques. Dans ce travail de thése, nous nous sommes focalisés sur la mise
en place d’outils statistiques pour la détection précoce de tumeurs. Nous avons proposé
deux modéles stochastiques portant sur le développement de tumeurs cancéreuses. Le
premier modele s’intéresse & la détection de l'instabilité génétique dans une population
de cellules. Nous nous sommes attachés & détecter I’événement initiateur de cette insta-
bilité génétique en modélisant la généalogie des cellules par un arbre coalescent. Dans
le deuxiéme modéle, nous nous sommes intéressés aux liens entre ’adhésion cellulaire et
la croissance d’une tumeur. Nous avons intégré I’hypothése d’adhésion différentielle dans
un modeéle d’interaction de Gibbs afin de quantifier le dysfonctionnement de ’adhésion

cellulaire dans un tissu cancéreux.

Mots Clés : Cancer, Instabilité génétique, Perte de Mismatch Repair, Coalescent, Hy-
pothése d’adhésion différentielle, Diagramme de Dirichlet, Modéles de Gibbs, Estimateur

de pseudo-vraisemblance.



Statistical modeling of tumorigenesis

Abstract

Biological mecanisms responsible for carcinogenesis are nowadays poorly understood.
Mathematical modeling may improve the knowledge of these mecanisms. The present
work is dedicated to the elaboration of statistical procedures for early detection of tumors.
Two stochastic models, inspired respectively from the initiation phase and the progression
phase, have been proposed. The first model focuses on the detection of genetic instability
in cell population. the unknown genealogy of a sample of cells within a tumoral tissue
has been modeled by a coalescent tree. The second model analyses the links between
cellular adhesion and the spread of a tumor. In order to quantify alterations in cellular
adhesion of a cancerous tissue, the Differential Adhesion Hypothesis has been integrated

in a Gibbsian model.

Keywords :  Cancer, Genetic instability, Loss of Mismatch Repair, Coalescent, Diffe-

rential Adhesion Hypothesis, Dirichlet tilling, Gibbsian model, Pseudo-Likelihood.
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Chapitre 1

Introduction générale

Le travail de recherche présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans le contexte général
des probabilités et de la statistique appliquées a la biologie. Les travaux se sont focalisés
sur la modélisation probabiliste des processus de cancérisation et la mise au point d’outils
statistiques permettant une détection précoce du cancer. Dans la premiére partie de
I'introduction, I'historique des liens entre la biologie et les mathématiques est retracé.
Dans une seconde partie, nous rappelons briévement la maniére dont a été envisagé le
cancer dans I'histoire avant d’expliquer biologiquement son origine et sa formation. La
troisiéme partie présente quelques modélisations mathématiques dédiées & des processus

de cancérisation. Enfin nous introduirons les travaux réalisés au cours de cette thése.

1.1 Mathématiques et Biologie

Depuis de nombreuses années, des liens se sont tissés entre les mathématiques et la
biologie. L’interaction entre les deux disciplines s’est considérablement renforcée durant
ces deux derniéres décennies. Plusieurs raisons & cet important rapprochement sont avan-
cées par les spécialistes des deux domaines de recherche. Tout d’abord, I’explosion des
masses de données & caractére biologique a conduit les mathématiciens & développer des
outils d’analyse, d’exploitation et d’interprétation de ces données. Ensuite, ['accroisse-

ment phénoménal de la puissance de calcul des ordinateurs a également permis la résolu-
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tion théorique de certains modéles mathématiques ainsi que la simulation de nombreux
phénomeénes biologiques. Enfin, ’amélioration des outils techniques et des connaissances
en biologie a rendu possible de nouveaux protocoles d’expérimentation plus massifs. Les
mathématiques ont tenu un roéle dans I’élaboration de ces protocoles pour leur assurer
notamment certaines propriétés de reproductivité. Le séquencage complet du géndme
humain est un exemple représentatif de la collaboration qui s’est tissée entre les mathé-
matiques et la biologie. L’aboutissement d’un tel projet a nécessité d’importants moyens
de calcul et 'utilisation de nombreuses analyses mathématiques a contribué efficacement

A ce travail.

L’impact des mathématiques sur la biologie s’est fait & plusieurs niveaux. Nous pou-
vons citer tout d’abord la biologie moléculaire et cellulaire pour laquelle certains concepts
mathématiques ont permis des avancées spectaculaires. Par exemple, ’analyse de la struc-
ture de I’ADN a eu recours a des outils de géométrie différentielle [Dickerson, 1989].
L’étude du développement d’un organisme a donné lieu & de nombreuses modélisations
de processus comme 'embryogénése ou la morphogénése. Ces modélisations sont pour la
plupart issues d’équations mathématiques de type « Equations aux Dérivées Partielles »
ou de concepts stochastiques |Turing, 1952]. Le meilleur exemple de collaboration reste
celui concernant 1’écologie et la biologie des populations. La modélisation mathématique
de ces phénomeénes correspond & ce que certains appellent « ’age d’or de la biologie
théorique ». Sans que l'on ne puisse a proprement parler d’écoles, ces modeles se sont
concentrés autour de deux courants incarnés par Sir Ronald Fisher et Alfred James Lotka.
Les Equations aux Dérivées Partielles sont a la base de la dynamique des populations
(Equation de Lotka-Voltera). De son coté Fisher, pére fondateur de la génétique quan-
titative, reste aujourd’hui I'un des statisticiens les plus célébres. Dans les deux cas, les
mathématiques ont permis de comprendre certains phénoménes, d’élaborer de nouvelles

hypothéses et de vérifier certaines lois.

A Tinverse, les mathématiques ont souvent trouvé, depuis plusieurs années, une source
de développement importante dans la biologie. Cependant, I'utilisation d’outils purement
mathématiques pour résoudre un probléme biologique s’avére trés souvent inefficace. En
effet, I’application biologique nécessite la plupart du temps un raffinement du modéle

mathématique et peut donc engendrer une modification voire une complexification du
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modeéle. Dans d’autres cas, les problémes biologiques ne trouvent aucun formalisme ma-
thématique qui puisse leur étre appliqué. Ces problémes nécessitent donc le développe-
ment de nouveaux outils mathématiques par la généralisation d’autres concepts voire
méme par I’élaboration de nouvelles théories. Par exemple, I’apparition de la théorie des
systémes dynamiques, ainsi que le développement des équations différentielles partielles
ont été inspirés par des problémes biologiques. La statistique et les probabilités reste
certainement les domaines mathématiques les plus influencés par la biologie. Le mouve-
ment brownien, encore largement étudié aujourd’hui, fut, par exemple, découvert par un
botaniste du nom de Robert Brown en observant l’évolution des grains de pollen dans
leau. La théorie des bifurcations proposée notamment par René Thom [Thom, 1975]
fut, quant & elle, largement inspirée par les biologistes et notamment par le concept de
paysage épigénétique formulé par Waddington [Waddington, 1957].

Malgré I'apport des mathématiques, de nombreux phénomeénes biologiques restent a
ce jour inexpliqués. Dans certains cas, 'inadéquation entre des phénomeénes biologiques
et des solutions mathématiques ont révélé I’extraordinaire complexité de certaines situa-
tions. Certains de ces phénomeénes, comme le cancer par exemple, restent & ce jour des

problémes a 'origine de nombreux travaux.

1.2 Le cancer

Les travaux de recherche présentés dans cette thése se focalisent sur les processus de
cancérisation. Dans cette partie, nous donnons un bref état des lieux des connaissances
actuelles sur le cancer et leur évolution au cours du temps avant d’aborder dans les parties
suivantes les problémes biologiques autour desquels s’articuleront cette thése.

La mortalité liée au cancer tient malheureusement d’aujourd’hui une place de tout
premier rang. Dans les pays industrialisés, et notamment en France, le cancer est méme
en passe de devenir la premiére cause de mortalité devant les maladies cardio-vasculaires.
Mais qui est-il vraiment 7 Cette question, qui reste & ce jour sans réponse définitive, est
pourtant 'une des plus vieilles questions abordées par la biologie et la médecine. En
effet, les traces les plus anciennes du cancer se trouvent dans des fragments de squelettes

d’animaux préhistoriques et ont été datées d’environ un million d’années avant notre ére.
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Des tumeurs ont également été trouvées sur des momies découvertes dans des pyramides
égyptiennes. Des tablettes recouvertes de caractéres cunéiformes de la bibliothéque de
Ninive font également mention du cancer. Cette maladie est également évoquée lors de
la découverte de monuments funéraires étrusques ou sur des momies péruviennes. Le
plus ancien texte connu a ce jour semble étre un papyrus chirugical de Edwin Smith
qui daterait de 'ancien empire égyptien et qui serait attribué & Imouthe, grand prétre
d’Héliopolis et Premier Ministre du roi Djoser vers 2800 avant J-C. Les anciens hindous,
2000 ans avant notre ére, ont tenté de détruire les cancers en y appliquant des cataplasmes
de pate corrosive contenant de l’arsenic. Pour la petite histoire, les personnes qui ne

mourraient pas du cancer mourraient empoisonnées par 1’arsenic.

Quelques temps plus tard, vers 525 avant J-C, en Gréce, Hérédote nous apprend
qu’Atossa, fille de Cyprus et femme de Darius, fit appeler Démocedes, le médecin grec,
pour une tumeur ulcérée du sein qu’il réussit & guérir sans que le traitement employé ne
soit connu. Hippocrate, dans de nombreux écrits qui lui sont attribués, fait également
plusieurs fois allusion au cancer. Pour Hippocrate, le « carcinome » était une tumeur
envahissante conduisant a une mort inéluctable. Hippocrate emploie le mot « carcinos »

qui signifie crabe en Grec et qui évoque le crabe dévorant les tissus.

Au Moyen-Age, en France, Henri de Mondeville écrivait en 1320 : « aucun cancer ne
guérit, a moins d’étre radicalement extirpé tout entier. En effet, si peu qu’il en reste,
la malignité augmente dans la racine ». Vers 1585, Ambroise Paré, dans son traité des
« tumeurs contre nature », décrit la tumeur du sein d’une dame d’honneur de la reine Ca-
therine de Medicis. Au XVII®™ siecle, Gendron, médecin du frére de Louis XIV, concoit
le cancer comme « une modification tissulaire localisée qui s’étend par prolifération, cu-
rable si elle est extirpée dans sa totalité », jetant ainsi un pont de deux siécles et demi
entre son époque et la notre. Anne d’Autriche, reine de France, fut également atteinte
d’un cancer du sein, dont elle ne put en étre guérie.

C’est & Bichat et Laénnec, vers 1802, que l'on doit la conception anatomique de
la maladie cancéreuse et la théorie cellulaire moderne du cancer. La notion de cancer
tissulaire est apportée par ’allemand Miiller en 1826 tandis que Rudolph Vichow prouve

quant a lui que la cellule cancéreuse nait d’autres cellules.

L’histoire du cancer ne s’arréte malheureusement pas au XIX®™ siécle. La maladie
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va se répandre dans les populations. La lutte contre le cancer est d’ailleurs devenue dans
de nombreux pays industrialisés une cause nationale. Les causes de cet accroissement
du nombre de cas restent cependant difficiles & évaluer. Il semble néanmoins que le
vieillissement de la population, notamment grace aux progrés de la médecine et & une
amélioration de ’hygiéne de vie, soit en grande partie responsable de cet accroissement.
Ainsi, environ la moitié des cancers est diagnostiquée aprés 65 ans. Or la part de la
population dépassant 60 ans était de 15% avant 1750 et de 30% vers le milieu du XIX®me

siecle alors qu’elle atteint aujourd’hui 80%.

Les avancées sur la compréhension du cancer depuis le milieu du XIX®™ siécle sont
considérables. Il est donc difficile de retracer tout cet historique et nous allons nous

intéresser dans cette section & I’état d’avancement de ces recherches a ce jour.

Aujourd’hui, en France, environ 278 000 nouvelles personnes sont touchées par un
cancer chaque année et 150 000 en meurent, soit 25 000 décés supplémentaires en 20 ans.
Pour le cancer du sein, en France, 34 000 nouveaux cas sont déclarés tous les ans. Ce
chiffre s’éléve a 33 000 pour le cancer du colon tandis que pour le cancer du poumon, 19
750 nouveaux cas sont déclarés en France tous les ans. En voyant ces chiffres, il n’est pas
étonnant de constater que la probabilité d’avoir un cancer au cours de sa vie soit estimée

a une sur deux pour un homme et & une sur trois pour une femme.

De nombreuses études en santé publique et en épidémiologie ont été menées au cours
des derniéres années afin de déterminer certains facteurs de risque liés au cancer et ainsi
en améliorer le pronostic. Selon ces études, les facteurs de risque peuvent se classer en
deux groupes distincts : les facteurs comportementaux et les facteurs environnementaux.
Parmi les facteurs comportementaux, une des grandes découvertes de ces derniéres années
est la trés forte corrélation entre les fumeurs et les personnes atteintes d’un cancer.
Meéme si le tabac constitue le facteur de risque majeur, son association avec d’autres
facteurs comme ’alcool, 'inactivité physique ou le surpoids augmentent considérablement
le risque de développer la maladie. Ces facteurs comportementaux sont parfois associés a
des facteurs environnementaux comme la pollution, I’exposition aux radiations ionisantes

ou ultra-violettes qui multiplient d’autant plus le risque.

Le diagnostic d’un cancer peut se faire de plusieurs maniéres. D une part il existe des

signes et symptomes caractérisés pour certains types de cancers. Pourtant, a ce jour, le
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diagnostic définitif est prononcé suite a une biopsie. Cet examen qui consiste & prélever
des échantillons de tissu dans ’organe suspecté d’étre atteint permet d’indiquer ensuite
la nature des cellules en prolifération. Il permet également de déduire le grade de la
tumeur et ainsi de proposer un traitement approprié. Parmi les traitements pratiqués
pour contrer le développement d’une tumeur nous pouvons citer les plus utilisés : la
chirurgie, la radiothérapie, la chimiothérapie, I'immunothérapie, etc... Le but de chacun
de ces traitements est de faire disparaitre toute trace de la tumeur dans ’organisme

infecté et ainsi minimiser le risque de rechute.

Au cours des dix derniéres années, de nombreuses études épidémiologiques ont mon-
tré que plus la détection d’une lésion pré-cancéreuse est précoce, plus le pronostic est
favorable. Le principe est de chercher, par dépistage, chez une personne qui ne présente
pas de symptoémes, & mettre en évidence la maladie de maniére précoce. Les examens
nécessaires sont soit cliniques (palpation des seins pour le cancer du sein, toucher rectal
pour le cancer de la prostate, etc ...) soit paracliniques (radiographies, dosages biolo-
giques). Traiter un cancer a un stade précoce présente 'avantage d’offrir un traitement
moins lourd au patient. De plus ces traitements sont souvent beaucoup moins onéreux et

beaucoup plus efficaces que des traitements de cancer & un stade avanceé.

Meéme si les campagnes de dépistage permettent de soigner efficacement et & moindre
coit de nombreux cas de cancer, il est nécessaire de connaitre la biologie du cancer pour
améliorer les méthodes de détection ainsi que l'efficacité des traitements. Les moyens
importants alloués & la recherche contre le cancer ont permis, par exemple, a la biologie

de décrypter certains phénoménes mis en jeu dans le développement d’un cancer.

Comprendre la biologie du cancer est essentiel pour modéliser mathématiquement
ce phénomeéne. Dans cette section nous allons briévement rappeler certaines hypothéses

biologiques sur le développement d’une tumeur.

Pour commencer, il est difficile de parler du cancer de maniére générale et il est &
présent usuel de préciser : le cancer du sein, le cancer du poumon, le cancer du colon,
etc..., du fait des spécificités de chacun. Il n’existe d’ailleurs pas de véritable définition
du cancer. Le cancer correspond a une prolifération anarchique de cellules, qui échappent
aux mécanismes normaux de différenciation et de régulation de leur multiplication. Ces

cellules sont capables d’envahir le tissu normal avoisinant, en le détruisant, puis de migrer
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a distance pour former des métastases.

Chaque type de cancer a probablement des facteurs de déclenchement, de promotion
et de progression différents, qui doivent étre détaillés en étudiant chacun des cancers.
Cependant, un schéma général de I’histoire naturelle d’un cancer peut étre décrit. Ce
schéma comporte trois étapes principales :

1. Tinitiation,

2. la promotion,

3. la progression.

L’initiation correspond au tout premier phénoméne de la transformation cancéreuse.
On ne la connait que grace aux études expérimentales et aux études épidémiologiques qui
ont permis de faire le lien entre les cancers et certains facteurs déclenchants. L’initiation
correspond a une lésion (ou mutation) irréversible du matériel génétique d'une cellule
contenu dans ses molécules d’ADN.

La promotion correspond & une exposition prolongée, répétée ou continue, & une
substance qui entretient et stabilise la lésion initiée. L’agent promoteur va exercer son
action pendant de nombreuses années, et ainsi faciliter la multiplication des cellules
initiées. L’initiation et la promotion sont des phénoménes qui se déroulent & I’échelle
cellulaire, il est donc difficile de les observer en détails par les moyens actuels.

La progression correspond quant a elle & l'acquisition des propriétés de multiplica-
tion non controlée, & I'acquisition de 'indépendance, & la perte de la différenciation et a
Iinvasion locale et métastatique. La progression constitue une étape observable du dé-
veloppement d’un cancer. Malheureusement, le diagnostic & cette étape est bien souvent
trop tardif et ne permet pas, & ’aide des techniques actuelles, de vaincre la tumeur.

Ces découvertes sont le résultat d’expérimentations biologiques qui ont été pour la
plupart confrontées a des modéles mathématiques. Un exemple récent d’application des
mathématiques s’est manifesté dans une étude sur le cancer du sein. En effet, certains
chercheurs ont constaté que les tissus cancéreux étaient trois & quatre fois plus conduc-
teurs que les tissus sains. Guidés par cette idée, des chercheurs du CMAP (Centre de
mathématiques appliquées de I’'Ecole Polytechnique) ont résolu un probléme théorique
vieux de deux décennies sur des problémes inverses appliqués a la tomographie par im-

pédance électrique. En appliquant cette technique aux patientes atteintes d’un cancer du
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sein, ces chercheurs ont proposé un examen ne comportant aucun risque pour la patiente,
efficace et peu cotiteux [Ammari et al., 2004].

L’amélioration des procédures de détection précoce et de prévention passe par une
meilleure compréhension des phénomeénes impliqués dans la cancérogénése. L’outil ma-
thématique est donc devenu aujourd’hui incontournable pour modéliser ces phénomeénes.
Une étude récente retrace les différents concepts moléculaires impliqués dans le cancer
et explique I'apport d’'une modélisation mathématique de ces concepts pour améliorer le
pronostic [Hahn et Weinberg, 2002|. Cette modélisation mathématique du cancer a déja

donné certains résultats intéressants et laisse entrevoir de nouvelles perspectives.

1.3 La modélisation mathématique de la cancérogénése

La modélisation des processus cancéreux s’effectue aujourd’hui selon deux axes prin-
cipaux. Tout d’abord, les avancées en biologie moléculaire ont permis de mettre au point
des modéles de phénomeénes intracellulaires. Ces modéles, liés bien souvent & des hypo-
théses d’initiation du cancer, permettent d’améliorer la compréhension des phénomeénes
initiateurs. Un autre axe de modélisation s’intéresse au développement spatial d’'une tu-
meur au sein d’un tissu. Les agents mis en jeu dans cette approche sont des agents
intercellulaires et environnementaux.

L’investigation mathématique pour la cancérogénése a commencé dans les années 50
par des théories développées notamment par [Nordling, 1953], [Armitage et Doll, 1954],
[Armitage et Doll, 1957] et [Fisher, 1958]. Ces études pionniéres ont permis de dévelop-
per la théorie selon laquelle 'initiation d’un cancer est induite par une suite d’événe-
ments génétiques. Cette théorie, dite théorie « multiple hits », a été étudiée en détails
par Ashley [Ashley, 1969]. Une étude statistique menée par Knudson [Knudson, 1971]
sur 48 personnes atteintes d'un cancer de la rétine (retinoblastome) a montré que dans
certains cas de cancer, deux mutations sont nécessaires pour développer la maladie :
ce modeéle est appelé le modeéle « two-hit ». Pour une forme héréditaire, une mutation
provient des parents tandis que ’autre est aléatoire. Pour une forme non-héréditaire, les
deux mutations se produisent aléatoirement. Cette théorie est résumée a la Figure 1.1.

Ce travail de Knudson est la base de nombreux modéles décrivant les processus d’initia-
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tion d’un cancer. Une extension stochastique a été proposée au début des années 1980
[Moolgavkar et Knudson, 1981|. Dans ce modeéle, les événements de mutation sont consi-
dérés aléatoires et permettent la transition des cellules d’un état a un autre : I’évolution
d’un cancer sera donc une succession d’événements aléatoires. Cette vision explique en
partie le fait que la majorité des cancers sont détectés aprés 60 ans. De plus, par cette
hypothese, certains chercheurs ont évalué a 99% la probabilité de développer un cancer

pour un étre humain atteignant ’age de 150 ans.

Ce point de vue présente la génétique comme ayant un role fondamental dans le
développement d’un cancer. Cet aspect « tout génétique » a donné lieu & de nombreux
modéles mathématiques concentrés sur les processus intracellulaires permettant le dé-
veloppement d’une tumeur. En particulier ces travaux ont discuté en détail le role trés
controversé du phénotype de mutation exprimé par les cellules cancéreuses dans la tumo-
rogénése. En 1995, Tomlinson et Bodmer ont étudié un modele mathématique markovien
a états discrets [Tomlinson et Bodmer, 1995|. Le nombre d’états est fixé a quatre, et
chaque état représente un état cellulaire : Fy représente les cellules souches, F} les cel-
lules semi-différenciées et F5 les cellules complétement différenciées, tandis que F3 est un
état puits pour les cellules en apoptose. Les taux de transitions entre états dépendent des
paramétres suivants : le nombre de cellules dans chacun des états, le taux de division cel-
lulaire associé a chaque état et les taux de changement d’état. Une étude mathématique
du modéle a permis aux auteurs de conclure qu’un dysfonctionnement du programme de
mort cellulaire peut étre suffisant mais n’est pas nécessaire a la génése d’une tumeur. En
2002, Cairns propose un modéle mathématique expliquant le lien entre les phénotypes
des cellules cancéreuses et les agents cinétiques particuliers impliqués dans la cancérogé-
nése [Cairns, 2002]. Le role de l'instabilité chromosomique a été étudié par 1’équipe du
professeur Nowak [Nowak et al., 2002] et [Michor et al., 2005]. Ce modéle présente 1’évo-
lution d’une crypte de cellules contenant six types de cellules différents. Le processus
d’évolution est décrit & ’aide d’équations de Kolmogorov linéaires, qui peuvent étre réso-
lues analytiquement. Les auteurs, par une analyse mathématique du modéle, fournissent
des conditions pour que 'instabilité chromosomique soit responsable de I'inactivation de
génes suppresseurs de tumeurs et donc de l'initiation d’'une tumeur. Un autre type de

modélisation de I’évolution des cryptes colorectales au stade prétumoral a été proposé par
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Non—Héréditaire Q i .
Héréditaire .

Fi1G. 1.1: Schéma de la théorie dite « two-hit », développée par Knudson.

Dans le cas non-héréditaire, deux mutations doivent survenir, une
sur chacun des chromosomes, pour que le cancer soit initié. Dans
le cas héréditaire, par contre, une mutation est héritée sur l'un
des chromosomes, ce qui implique qu’une seule mutation est né-

cessaire sur l'autre chromosome pour développer un cancer.
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Calabrese |Calabrese et al., 2004|. Enfin, en 2003, l'instabilité génétique a été incorporée
au modele initial de Knudson [Little et Wright, 2003]. D’autres approches, issues de la
théorie des jeux, ont été proposées pour étudier les processus intracellulaires mis en jeu

dans la carcinogénése [Tomlinson, 1997| et [Root-Bernstein et Bernstein, 1999].

Une fois ’excitation liée & I’époque du « tout génétique » retombée, certaines décou-
vertes biologiques ont montré l'existence de signaux extracellulaires. Ces signaux jouent,

en particulier, un réle important dans la diffusion du cancer au sein d’un tissu.

En 1990, un modéle phénoménologique du cancer du colon mettant en corrélation
certains événements génétiques spécifiques et la morphologie du tissu a été développé
[Faeron et Vogelstein, 1990|. Cette approche a ouvert de nouvelles perspectives de mo-
délisation mettant ’accent sur le fait qu’une mutation particuliére donne & une cel-
lule un avantage sélectif si celle-ci se trouve dans un environnement favorable. La plu-
part des données expérimentales obtenues ont, par la suite, été intégrées dans divers
modéles. Par exemple, certains modeles déterministes étudient a aide d’équations de
réaction-diffusion, la propagation d’une tumeur dans les premiers temps du développe-
ment [Ward et King, 1999] et [Sheratt et Nowak, 1992] puis dans la phase invasive de
la tumeur [Orme et Chaplain, 1996] et [Gatenby et Gawlinski, 1996]. Une approche par
automates cellulaires a également été largement utilisée pour modéliser la progression
spatiale du cancer [Qi et al., 1993], [Diichting et al., 1996]. D’autres modeéles mathéma-
tiques se sont focalisés sur d’autres phénoménes cancéreux spécifiques comme ’angio-
genése [Anderson et Chaplain, 1998|, la réponse immunitaire de organisme contre le
développement d’une tumeur [Owen et Sherratt, 2004] ou le processus d’invasion d’une
tumeur [Turner et Sherratt, 2002]. D’autres concepts mathématiques, comme les frac-
tales, ont été également appliqués a la recherche de motifs spatiaux caractéristiques dans

un tissu cancéreux [Baish et Jain, 2000].

Nous constatons donc que, malgré la complexité des processus cancéreux, tant au
niveau génétique qu’au niveau cellulaire, de nombreux modéles mathématiques ont per-
mis de faire avancer les connaissances sur cette maladie. Des travaux de synthése récents
résument brievement les études marquantes dans le domaine de la modélisation mathéma-
tique du cancer [Komarova, 2005], [Wodarz et Komarova, 2005] et [Quaranta et al., 2005].

Ces travaux insistent sur le fait que le dialogue entre les théoriciens et les expérimenta-
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teurs doit se renforcer pour rendre la collaboration encore plus performante. Ce constat
est souligné par un article de May traitant de la modélisation mathématique en biologie
[May, 2004]. Dans cet article, 'auteur met en garde contre certains modéles pour les-
quels un des aspects du phénomeéne est modélisé dans les moindres détails (par une forte

paramétrisation, par exemple) au détriment d’autres aspects parfois éludés.

1.4 Contenu de ce travail de thése

Ce travail de these s’inscrit dans la tradition des modéles présentés a la section précé-
dente. L’objectif est de proposer des outils statistiques permettant la détection précoce
du cancer. Ces outils statistiques sont issus de la modélisation probabiliste de phéno-
meénes impliqués dans le développement d’un cancer. Deux axes de recherche principaux
ont été développés. D’une part une procédure d’estimation du phénotype de mutation,
résultant de I'initiation d’un cancer, est proposée. Cette procédure est fondée sur une mo-
délisation probabiliste de la généalogie des cellules d’un tissu. La modélisation du cancer
par un processus multi-cascades, est issue des théories développées dans les années 50
[Armitage et Doll, 1954] et [Armitage et Doll, 1957|. Ces théories sont fondées sur des
études concernant la distribution de ’dge d’un cancer. Etre capable de dater un cancer
reste une préoccupation forte et permet de traiter la maladie plus efficacement. Dans un
premier temps, nous nous sommes placés au niveau des séquences d’ADN de chacune des
cellules d’un tissu cancéreux. La généalogie des cellules d’un tissu peut se modéliser par
un processus de branchement appelé modéle coalescent [Kingman, 1982al. Ce type de
processus est couramment utilisé dans le domaine de la génétique des populations. Une
des applications les plus marquantes du coalescent consiste & dater ’age d’un alléle dans
une population. Une approche similaire, appliquée a un échantillon de cellules d’un tissu
cancéreux, peut permettre de dater I’événement initiateur d’un cancer. De plus, 1'utilisa-
tion de modeéles de mutation comme le modéle & infinité de sites [Watterson, 1975] fournit
un cadre théorique intéressant pour détecter une hausse brutale du taux de mutations
dans la généalogie d’un échantillon. Cette hausse brutale est biologiquement associée &
I'initiation d’un cancer. Des mesures de la diversité génétique sont couramment utilisées

pour estimer des taux de mutation au sein de populations. Dans notre probléme, 1'uti-
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lisation de ces concepts biologiques peut servir & la détection de la hausse brutale d’un

taux de mutation et ainsi aider au diagnostic précoce d’un cancer.

D’autre part, en se basant sur le fait que la phase de développement spatial d’un
cancer est le lieu d’interactions entre cellules voisines, une modélisation markovienne
de ces interactions est proposée. Cette modélisation permet ’estimation de paramétres
pertinents pour la détection d’un cancer comme ’évaluation de la force d’adhésion inter-
cellulaire. Les études biologiques nous ont appris qu’une altération génétique ne pouvait
suffire a elle seule & expliquer le développement d’une tumeur. L’environnement cellu-
laire joue également un role prépondérant dans ce phénomeéne : les cellules évoluent les
unes en fonction des autres par des voies de signalisation extracellulaire extrémement
complexes. L’évolution d’un tissu doit prendre en compte ces réseaux d’interactions en
ce sens qu’un tissu n’est pas le résultat de ’évolution de cellules indépendantes mais bien
I’ceuvre de cellules en société. Ce concept de sociologie cellulaire a été introduit dés 1977
[Chandebois, 1977]. 11 fut ensuite largement repris dans des modéles d’évolution de tissu
et notamment de tissus cancéreux [Marcelpoil, 1993] et [Bigras et al., 1996]. Ces modéles
font appel a des concepts mathématiques tels que la géométrie aléatoire et les processus
d’interaction « plus proches voisins ». Ces modéles mathématiques ont été introduits vers
la fin des années 80 |[Baddeley et Mgller, 1989]. Cette classe de modéles a été par la suite
bien étudiée et élargie [Bertin et al., 1999a|. Le rapprochement de ces deux domaines,
sociologie cellulaire et modéles d’interaction de Gibbs, permet une modélisation rigou-
reuse et fine des processus d’interaction intercellulaires. Ces processus biologiques sont
aujourd’hui assez bien caractérisés [Wheelock et Johnson, 1989]. De plus certaines pro-
cédures d’estimation, par maximum de pseudo-Vraisemblance, sont adaptées a ce type
de modele [Besag, 1975]. La modélisation mathématique des processus impliqués dans
le développement d’un cancer autorise I’extraction de paramétres importants comme la
force d’adhésion entre les cellules. Ces parameétres peuvent s’estimer par maximum de

pseudo-vraisemblance et permettent de discrimer différents types tissulaires.

D’une maniére générale, ce travail de thése propose des procédures statistiques afin
d’estimer certains parameétres associés au développement d’un cancer. Ces outils peuvent
aider & améliorer les moyens de détection actuels. Ces aides interviennent & deux niveaux

bien précis : le niveau intracellulaire par I'utilisation de données génétiques et le niveau
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intercellulaire par 'utilisation de données d’expression.

Dans un premier chapitre, nous allons décrire le modéle coalescent & deux taux de
mutation développé pour détecter la perte de MisMatch Repair. Dans le second cha-
pitre, nous allons détailler le modele d’interactions entre cellules proposé pour intégrer

I’hypothése d’adhésion différentielle dans ’étude du développement d’une tumeur.



Chapitre 2

Coalescent avec deux taux de
mutation et application a

I'instabilité génomique

2.1 Introduction

Le développement d’un cancer est connu pour étre un processus trés complexe. Depuis
le 20éme siécle, il est communément admis par la communauté scientifique que la présence
d’une zone tumorale est le résultat d’'un processus a plusieurs étapes. Ce processus est
généralement décomposé en trois étapes majeures : l'initiation, la promotion puis la
progression.

Les processus d’initiation d’un cancer présente la caractéristique d’étre difficile a
identifier. Certains spécialistes s’accordent & dire qu’au cours de l'initiation, le tissu est
considéré en phase pré-tumorale : la manifestation phénotypique du cancer n’est pas
effective, ce qui rend sa détection délicate.

La compréhension des mécanismes de l'initiation du cancer représente pourtant un
challenge particuliérement intéressant dans la lutte contre le cancer. Au cours de cette
étape, I'état cancéreux du tissu n’est en effet pas encore irréversible et I’organisme peut

dans certains cas encore empécher le développement de la maladie. La détection d’un dé-
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veloppement tumoral au cours de la phase d’initiation, souvent appelé détection précoce

d’un cancer, permettrait la mise en place de protocoles médicaux encore plus efficaces.

2.1.1 L’initiation d’un cancer

Certains mécanismes de 'initiation cancéreuse ont pu étre identifiés grace notam-
ment aux études expérimentales et aux études épidémiologiques. L’initiation correspond
a une modification au niveau de ’ADN, le plus souvent par altérations génétiques (mu-
tations) sur une ou plusieurs bases des séquences d’ADN [Boveri, 1929]. Dans les an-
nées 50, Armitage et Doll ont mis en avant qu’un nombre spécifique de mutations sont
nécessaires pour qu’'une cellule normale devienne cancéreuse ([Armitage et Doll, 1954,
Armitage et Doll, 1957]). Les auteurs ont, de plus, associé le degré de malignité d'une
cellule au nombre d’altérations génétiques subies par la cellule.

Ces résultats ont permis de caractériser les mutations responsables de l'initiation.
En effet une cellule subit de nombreuses mutations génétiques associées a des facteurs
internes ou des facteurs environnementaux au cours de ses différents cycles. Toutes ces
mutations n’induisent cependant pas l'initiation d’un cancer. La plupart des mutations
ont lieu dans les immenses segments d’ADN qui ne codent pour aucun géne et n’ont ainsi
aucune répercussion biologique.

Parfois, les mutations affectent un géne impliqué dans le « fonctionnement » d’une
cellule, comme par exemple dans la division cellulaire. Dans ce cas, la cellule posséde tout
un matériel enzymatique destiné & réparer les mutations produites : plusieurs points de
controle sont présents tout au long du cycle cellulaire. A ces points de controle certains
génes garantissent le maintien et l'intégrité du génome de la cellule. Il arrive cependant
que l'action de ces génes, appelés care takers échoue. Dans ce cas, une autre catégorie
de génes, appelés génes suppresseurs de tumeurs, force la cellule & se suicider par le
phénomeéne d’apoptose, par exemple.

Tous ces mécanismes de controle et de réparation d’ADN expliquent la rareté des can-
cers si on les compare au nombre infiniment grand de mutations et de divisions cellulaires
ayant lieu dans la vie d’un organisme vivant. Ces résultats mettent aussi en avant 1’im-
portance du bon fonctionnement de certains génes spécifiques : les génes « care takers »

et les génes « suppresseurs de tumeurs ». L’atteinte de ces génes par une (ou plusieurs)
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mutation a donc une grande importance puisqu’elle inhibe les fonctions de controle et
de réparation d’une cellule. La grande majorité des cancers humains est d’ailleurs asso-
ciée & une altération de ces génes, ce qui laisse & penser que l'initiation d’un cancer est
directement liée & ce phénomeéne.

Ainsi le développement d’un cancer s’accompagne d’une part d’un dysfonctionnement
des geénes régulant la fidélité de la réplication de PADN (génes care takers) et d’autre
part d’altérations des génes suppresseurs de tumeurs (génes codant par exemple pour les
protéines p53 ou pRb du rétinoblastome). Pour certains cancers, les génes care takers
ont été identifiés. Par exemple, l'initiation du cancer du colon HNPCC (Human Non
Polyposic Colon Cancer) est causée par une altération des génes MSH2 et MSH6 chargés
de surveiller l'intégrité du génome, associée a un défaut du géne MLH1, codant pour
la réparation de PADN [Fishel et al., 1993] et [Lindblom et al., 1993|. Le développement
de certains cancers du sein et des ovaires est associé & un dysfonctionnement des génes
BRCA1 et BRCA2 responsables du controle et de la réparation au cours de la réplication
[Wooster et Weber, 2003].

2.1.2 L’instabilité génétique et ses conséquences

Un déréglement des génes de réparation associé & un dysfonctionnement des génes sup-
presseurs de tumeurs a pour conséquence l'instauration d’une instablité génétique dans
une ou plusieurs lignées cellulaires. En effet, sous ces conditions, une cellule ancestrale
va, par division, générer deux cellules filles ayant les mémes propriétés de réplication. Par
conséquent, le nombre de mutations sur cette lignée va devenir anormalement élevé. Ce
constat est en accord avec de nombreuses expérimentations biologiques qui exhibent une
trés grande quantité de mutations au sein de tumeurs (voir [Loeb, 1991] par exemple).

Parmi les hypotheéses biologiques formulées pour rendre compte de ce nombre trés
¢levé de mutations dans les cellules cancéreuses, I’hypothése de phénotype de muta-
tion proposée par Loeb et collaborateurs [Loeb et al., 1974] s’avére étre trés robuste aux
expérimentations. Un phénotype de mutation est ’expression d’un dysfonctionnement
du systéme MMR (Mismatch Repair). Le systéme MMR est un systéme de controle et de
réparation de ’ADN mettant en jeu des génes care takers et des génes suppresseurs de

tumeurs. En exprimant un phénotype de mutation, les cellules cancéreuses manifestent de
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maniére sous-jacente un taux de mutation anormalement fort, que nous nommerons par
la suite le taux de mutation élevé. Ce taux de mutation élevé est transmis par divisions
successives a 'ensemble des cellules de la lignée cancéreuse.

Cette hypothése phénotypique a été largement éprouvée au cours d’expérimentations
biologiques [Loeb, 1991], [Jackson et Loeb, 1998a] et [Jackson et Loeb, 1998b]. Cepen-
dant, ces expérimentations ne permettent pas de déterminer si I’hypothése de phénotype
de mutation est une condition nécessaire et suffisante & l'initiation d’un cancer. A cet
effet plusieurs modéles biologiques, résumés dans un article récent, ont été développés
[Beckman et Loeb, 2005]. De plus, d’aprés une autre étude, le phénotype de mutation
doit se manifester trés tot dans la génése d’une tumeur pour que celle-ci puisse ensuite
se développer sous 'action de promoteurs [Bielas et Loeb, 2005].

En conséquence, si nous nous plagons sous 'hypothése de phénotype de mutation,
proposée et développée par Loeb, un cancer serait initié au sein d’une cellule par une perte
de MMR. Cette perte de MMR, assimilable & un dysfonctionnement des génes régulant la
réplication de ’ADN et des génes suppresseurs de tumeurs, engendre une hausse brutale
du taux de mutation dans la cellule, dite cellule ancestrale. Puis par divisions successives,
cette cellule ancestrale engendre une lignée de cellules filles, également affectée par une

perte de MMR et donc sujette & un taux de mutation élevé.

2.1.3 Détection de I’instabilité génétique

Il est bien connu qu’une détection précoce d’un cancer favorise largement sa guérison.
Bielas et Loeb [Bielas et Loeb, 2005] estiment & 20 ans le temps séparant l'initiation d'une
tumeur & la manifestation du cancer. La détection d’un phénotype de mutation représente
donc un challenge particuliérement intéressant dans la lutte contre le cancer.

Dans ce chapitre, nous proposons une procédure statistique de détection d’instabilité
génétique reposant sur l'estimation du taux de mutation élevé. Cette procédure s’ap-
plique & un jeu de données constitué par les séquences d’ADN issues d’un échantillon de
cellules du tissu. A partir de ces séquences, la généalogie du tissu peut se modéliser &
I'aide d’un processus mathématique de branchement, connu sous le nom de coalescent
[Kingman, 1982a|. Les mutations survenues au cours du temps suivent alors le modéle a

infinité de sites le long des branches de ’arbre de coalescence. Faire I’hypothése d’insta-
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bilité génétique revient a supposer qu’'un événement de mutation particulier s’est produit
une et une seule fois dans la généalogie de ’échantillon. Cet événement a pour consé-
quence la hausse du taux de mutation pour tous les descendants de la mutation. Dans
la suite de ce chapitre, nous proposons une modélisation mathématique de la généalogie
d’une population de génes. Le modéle mathématique de généalogie que nous proposons
est un modeéle de coalescence conditionnée & 1’événement de mutation engendrant la

hausse du taux de mutation.

Dans un premier temps, nous allons introduire mathématiquement le modéle du coa-
lescent. Nous allons rappeler certains fondements du modéle coalescent, & partir du mo-
déle de Wright-Fisher, ainsi que les principaux résultats existants sur la topologie des

arbres coalescents dans un cas neutre.

Par la suite, nous rappellerons comment un processus de mutation peut se superposer
a un modeéle généalogique coalescent. Nous évoquerons alors deux techniques classiques
d’estimation de taux de mutation, ’estimateur de Watterson et ’estimateur de Tajima.

A T’issue de ces rappels mathématiques, nous proposerons alors un modéle de généalo-
gie de génes a deux taux de mutation, inspiré directement du phénoméne biologique d’in-
stabilité génétique. Nous montrerons comment les contraintes biologiques de 'instabilité
génétique se traduisent mathématiquement dans un modéle de coalescence conditionnel,
introduit par [Wiuf et Donnelly, 1999|. Ce modéle, dit « coalescent conditionnel », sup-
pose qu'un événement de mutation particulier est survenu une et une seule fois dans la
généalogie de I’échantillon de geénes. Ce conditionnement induit une modification de la
topologie de ’arbre coalescent puisque nous ne pouvons plus considérer que les temps
inter-coalescents sont indépendants.

Nous étudierons alors certaines propriétés topologiques sur les arbres de coalescence
conditionnés. Ces propriétés se focaliseront essentiellement sur la distribution des temps
de coalescence. Grace & ces propriétés nous fournirons un algorithme de simulation
d’arbres coalescent conditionnés.

Nous présenterons ensuite des processus d’estimation du taux de mutation élevé. Nous
nous attacherons a corriger le biais des estimateurs de Watterson et de Tajima. Ces cor-
rections nécessitent ’obtention de nombreux résultats intermédiaires portant notamment

sur les longueurs des branches de 'arbre.
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Nous proposerons enfin des tests statistiques permettant la détection d’une instabilité
génétique dans le tissu. Ces tests se baseront d’une part sur la loi des temps de coales-
cence et d’autre part sur les deux statistiques correspondant aux estimateurs corrigés de

Watterson et de Tajima.

2.2 Le coalescent

Dans cette section, nous allons introduire le modéle mathématique du coalescent
proposé par Kingman au début des années 80 [Kingman, 1982b] et [Kingman, 1982a].
Nous rappellerons ensuite certaines propriétés fondamentales de ce processus, portant
sur les temps de coalescence et la longueur de l'arbre. Enfin, nous expliquerons, par
I'intermédiaire de 'exemple de I'4ge de I’alléle, comment ce modéle peut aider a répondre
au probléme biologique de détection d’un taux de mutation élevé.

Dans un premier temps, la construction du modéle mathématique du coalescent né-

cessite la description théorique du modéle de Wright-Fisher.

2.2.1 Le modéle de Wright-Fisher

Le modele de Wright-Fisher originel (|Fisher, 1922|, [Wright, 1931]), décrit I’évolution
au cours du temps d’une population diallélique de taille constante en ignorant les effets
des mutations et de la sélection. Dans cette section, nous allons rappeler les principales
hypotheéses simplificatrices du modéle de Wright-Fisher. Ce modéle présente U'intérét de
satisfaire une propriété markovienne facilitant son étude. Nous rappellerons 1’approxi-
mation de la diffusion dans ce modéle qui suppose que la population d’étude est de trés
grande taille N — oo. Enfin, nous nous intéresserons & 1’étude de la généalogie dans le
modele de Wright-Fisher. Nous montrerons, en particulier, comment ce modéle permet de
modéliser, & partir de ’état présent d’une population, I’évolution des générations futures
ainsi que la généalogie de cette population. Ce dernier point nous permettra d’introduire

le modele coalescent a partir de modeéle de Wright-Fisher.

Modéle de Markov
Une particularité du modeéle de Wright-Fisher est que la population est de taille
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constante et égale & N au cours des générations. De plus, les générations sont supposées
non recouvrantes, c’est a dire qu’aucun individu de la génération r n’est plus vieux qu’un
individu de la génération suivante r + 1. Chaque individu est caractérisé par un locus
pour lequel deux alléles A et B sont présents. La variable M, est définie comme le nombre
d’individus exprimant l’alléle A & la génération r. La population a la génération r+ 1 est
directement issue de la population & la génération r de la maniére suivante : chacun des
N alleles de la génération r + 1 est tiré aléatoirement et de fagon indépendante parmi
les IV alleles de la génération 7. Ainsi, la loi de M, sachant que M, = 7 est une loi

binomiale de paramétre i/N, quelque soit la génération r :

N 7 J 7 N—j
pi=rna=inn == ) (5) (1) osii=w
J

Nous en déduisons donc que le processus {M,,r = 0,1, ...} est une chaine de Markov
homogéne, de matrice de transition P = (pij),;:(),m,N;j:gm,N et d’espace d’états S =
{0,1,...,N}.

Pour des populations réelles, comme la population de génes chez un individu, le coef-
ficient N est souvent « trés grand ». Ainsi, pour prendre en compte mathématiquement

ce phénomeéne, il est usuel de se placer sous 'approximation de la diffusion.

Approximation de la diffusion

L’idée basique de la diffusion dans le modeéle de Wright-Fisher consiste & s’intéresser &
la proportion d’alléles A dans la population, c’est & dire M, /N, et non pas au processus
M, du nombre total d’alleles A [Neuhauser et Tavaré, 2001]. Afin d’éviter une limite
dégénérée pour ce processus, le temps doit également étre renormalisé avec comme unité
de temps N générations. Cette approximation joue un role trés important dans la suite
de ce chapitre.

Nous pouvons rappeler ici que notre probléme initial nécessite de modéliser, & partir
des séquences d’ADN, la généalogie de cellules au sein d’un tissu humain. Nous allons
a présent nous intéresser a la modélisation de la généalogie d’'une population grace au
modéle de Wright-Fisher. Cette modélisation nous sera utile pour étudier le probléme de

I'instabilité génétique.
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Généalogie dans le modéle de Wright-Fisher : processus « forward » et « ba-
ckward »

Dans ce paragraphe, nous considérons le modele de Wright-Fisher sous une perspec-
tive généalogique : nous allons chercher, selon les cas, & modéliser les générations futures
ou la généalogie passée si celle-ci est inconnue, en fonction de I’état présent [Tavare, 2004].
Cette reconstruction est considérée dans cette partie pour un échantillon de génes au sein
d’un tissu.

Dans cette section, nous allons tout d’abord nous intéresser a la modélisation des
générations futures (vision « forward »), puis nous verrons comment passer a la modéli-
sation d’une généalogie passée (vision « backward »).

En I’absence de recombinaison, une séquence, présente a la génération r, peut étre
vue comme une copie d’une séquence choisie aléatoirement parmi les séquences présentes
a la génération r — 1, elle-méme étant une copie d’une séquence de la génération r — 2,
etc...Ainsi, chaque séquence s d’ADN & la génération r peut étre considérée comme un
individu qui a un parent (la séquence de la génération » — 1 dont s est une copie) et des
enfants (les séquences de la génération r + 1 qui sont des copies de s).

Afin d’étudier en détail ce processus, il est assez usuel de numéroter les individus
d’une génération donnée : 1,2,... , N. De plus, v; (i =1,2,..., N) représente le nombre
d’enfants & la génération r 4 1 issus de l'individu ¢ de la génération r. Par le proces-
sus décrit ci-dessus, pour lequel chaque enfant choisit son parent aléatoirement dans la

population de la génération précédente, nous obtenons que :

N! 1\Y
P(v1 =my, v =ma,...,Un =mpy) = i A\ ) (2.1)

avec la contrainte que v1 + 5+ .-+ vy = N.

L’équation 2.1 nous permet donc de simuler la généalogie d’'une population. Cette
vision « forward », c’est & dire qui suit le sens du temps, permet de construire les géné-
rations futures d’'une population & partir du présent.

Un des nombreux avantages du modéle de Wright-Fisher est qu’il autorise également
une vision « backward » de la généalogie d'une population, pour laquelle le processus
remonte le temps. Pour cette vision, nous essayons de reconstruire la généalogie passée

d’un échantillon de séquences d’ADN séquencée au temps présent.
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FiG. 2.1: Ezemple de généalogie dans un modéle de Wright-Fisher ¢ N = 6

individus.

Pour décrire le processus « backward » du modéle de Wright-Fisher, nous pouvons
remarquer que chaque individu de la génération r choisit aléatoirement un parent parmi
les N individus de la génération r — 1. De plus, les choix successifs d’une génération
a une autre sont indépendants. Nous constatons également que tous les individus de
la génération r ne posséde nt par forcément un « enfant », ce qui modélise le fait que
certaines lignées s’éteignent & partir d’une génération.

Dans un premier temps nous allons déterminer le nombre de générations nécessaires
pour que deux individus au hasard dans la population aient un ancétre commun. Comme
les parents sont choisis au hasard et de facon indépendante, nous avons :

1
[P(2 individus ont 2 parents distincts) = (1 - N) .

Comme les parents choisissent eux aussi leurs parents aléatoirement et de facon in-

dépendante, nous obtenons que :

P(2 individus ont un ancétre différent a la génération r)
= P(Le premier ancétre commun de 2 individus est d'une génération antérieure a r)
1 T
~(1-3) -
N

La figure 2.1 donne un exemple d’application de la formule précédente. En renor-

malisant le temps par unité de N générations, par I’approximation de la diffusion, nous
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obtenons que :

Nt
1
P(Le premier ancétre commun de 2 individus apparait aprés un temps t) = <1 — N) .

Ce calcul consititue une des bases du modéle coalescent décrivant la généalogie d’un
échantillon de taille n pris dans ’ensemble de la population de taille N. Comme nous
I’avons remarqué pour la diffusion dans le modéle de Wright-Fisher, la taille de la popu-
lation IV peut étre considérée infinie. En pratique, I’étude d’un échantillon d’individus ne
peut donc pas satisfaire les hypothéses du modeéle de Wright-Fisher : il n’est pas raison-
nable de considérer que I’échantillon dont nous disposons est la population totale. Ainsi,
lorsque nous étudions un échantillon de séquences d’ADN, nous devons supposer que
cet échantillon de taille n est un sous-ensemble d’une population totale de taille N qui
elle suit la dynamique de Wright-Fisher. Dans la suite de cette section, nous allons nous
intéresser & la généalogie d’un sous-échantillon de taille n, choisie dans une population

de taille N suivant la dynamique de Wright-Fisher ou Moran.

2.2.2 Le coalescent : processus ancestral dans le modéle de Wright-

Fisher pour une population de grande taille

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au processus ancestral de la généalogie
d’un échantillon d’individus, pris dans une population de taille N. Une variable d’intérét,
caractérisant la généalogie de 1’échantillon, est le nombre d’ancétres de 1’échantillon de
taille n au temps t (« backward » dans le temps). Pour cela nous définissons le processus

{A,(t):t=0,1,...,n,...}, appelé processus ancestral, tel que :
Ay (t) = Nombre d’ancétres a la génération ¢ d’un échantillon de taille n & la génération 0.

Afin d’étudier le processus A, il est utile de calculer la probabilité que k individus

alent j parents distincts. Nous obtenons, par analyse combinatoire |Tavarée, 2004] :
P(k individus ont j parents distincts) = N(N —1)... (N —j + SN,

ol S,gj ) est le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, c’est & dire le nombre de partitions

en j classes d’'un ensemble de k individus.
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Nous pouvons donc constater que le processus ancestral A,(t) est une chaine de
Markov d’espace d’états {1,2,...,n} dont les probabilités de transition sont données

par :
P(An(t + 1) = ]‘An(t) = k) =

P(k individus ont j parents disctincts)
N(N=1)...(N—j+1D)SYN* pourj=1,....k etk<n.

Nous allons & présent nous intéresser au cas ol la population est de grande taille.
Ceci signifie donc que nous nous intéressons au processus ancestral d’un échantillon de

taille n dans une population de taille N avec N — +oco. Pour cette approximation nous

obtenons alors, pour k =2,...,n:
) NN —=1)...(N—-k+2)
P(An(t+1) = kA, (t) =k —1) = SFV T
k 1
= — N2
k
car S,(ﬁkfl) =
2

De plus, pour 1 < j < k — 1, nous obtenons que :

P(An(t+1) = k|Au(t) = 5) = s,gﬂN(N —1) -].\.NSN —k+2)

= O(N7?).

Et enfin, pour k=1,...,n:

P(A”(t‘i’l):]f’An(t):k) _ N(N—l).._(N_k+2)

Nk

k 1
= 1-— — N72).
) N+O( )

Nous posons I la matrice identité, et () la matrice dont les coefficients non nuls sont

donnés par :

Ak = — y Qkk—1 = , k=nn—1,...,2.
2 2
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Ainsi, la matrice de transition, G, du processus ancestral peut s’écrire :
Gy=I1+N"'Q+0O(N?).

En renormalisant, par approximation de la diffusion, le temps par unité de N géné-

rations, nous obtenons :
GN'= (I +N7'Q+O(N7?)) — €9,

Nous en déduisons donc que le nombre distinct d’ancétres a la génération Nt est
déterminée par la chaine de Markov a temps continu A,, dont le comportement est décrit
par la matrice (). Plus précisément, A, est un processus de mort pure, avec pour état
initial A, (0) = n, et décroissant par sauts successifs d’une, et une seule, unité. De plus,
lorsque A, est dans I’état k (1 < k < n), le temps d’attente, X, avant le prochain saut
suit une loi exponentielle de parameétre A\, = k(k — 1)/2, les X}, étant indépendants, et

satisfaisant 'approximation de la diffusion :
X —ENg) pourk=2,...,n, (2.2)

ou & représente la loi exponentielle.

Le processus ancestral a été largement étudié dans [Karlin et McGregor, 1972]
[Cannings, 1974] [Watterson, 1975] [Griffiths, 1980] et [Tavaré, 1984].

Nous allons a présent nous intéresser aux propriétés topologiques d’un arbre de coa-
lescence. Nous nous focaliserons essentiellement sur la loi du temps jusqu’a 'ancétre
commun le plus récent et la longueur totale de 'arbre. Ces deux quantités résument la

topologie de I’arbre.

2.2.3 Propriétés d’un arbre de coalescence

Dans cette section, nous allons rappeler certaines propriétés fondamentales du proces-
sus de coalescence dans le cas d’une population de grande taille. Ces propriétés permettent
de fournir un algorithme trés simple de simulation d’un arbre coalescent.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au temps nécessaire qu’il faut
attendre pour que I’échantillon n’ait plus qu’un seul ancétre dans la population totale.

Cet ancétre est appelé I’ancétre commun le plus récent comme traduction de « most recent
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common ancestor (MRCA) ». Cette quantité détermine ’age de la racine de I’arbre de
coalescence. Puis nous nous intéresserons a la longueur totale de I’arbre, c’est & dire & la
somme des longueurs de toutes les branches de ’arbre. Cette quantité est essentielle pour
étudier le nombre de mutations qui surviennent au cours de ’histoire de 1’échantillon.
Notons W, la variable représentant le temps nécessaire pour qu'un échantillon de taille
n n’ait plus qu’un seul ancétre. W, représente le temps minimal pour lequel A(W,,) = 1.

En rappelant que le temps est mesuré par unité de N générations, nous obtenons que :
Wn:Xn+Xn—l+"'+X3+X27

ou les X}, sont des variables indépendantes, de lois exponentielles de parameéetres k(k —

1)/2.
Nous déduisons donc que :

n n

2 1
E[W,] = kZ:ZIE[Xk] 3T 2 (1 — n) :

Puisque les X} sont indépendants, nous obtenons également que :

—2

Var(W,) = ZVar(Xk):Z

Notons L,, la variable représentant la longueur totale d’un arbre coalescent. Cette

longueur peut s’écrire de la maniére suivante :

N
Ln=2Xp+ - +nX,=> kX
k=2

Ainsi nous obtenons que [Tavaré, 2004] :
n—1 1
E[L,|=2) ==2logn
1=23 ]

et :
n—1 1
Var(Ly) =4)  — ~27°/3.
— j
7=1
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Fic. 2.2: Simulation d’un arbre de coalescence avec mutations pour un

échantillon de 5 individus. La figure (a) représente le tirage des
temps X selon leurs lois respectives et de facon indépendante.
La figure (b) nous montre le choix aléatoire des individus qui coa-
lescent a chaque événement de coalescence. La figure (c) nous
fait apparaitre le processus de simulation des mutations le long

de chaque branche de ’arbre.

Enfin, la loi de L,, est également explicite [Tavaré, 2004] :
P(L, <t)=(1—exp(—t/2))""!, t>0

La prochaine section est dédiée a la simulation d’un arbre de coalescence neutre. Ce

processus de simulation est relativement immédiat au regard de la formule 2.2.

2.2.4 Simulation d’un arbre de coalescence

Le processus de simulation se concentre sur la topologie de ’arbre. Pour cette étape,
les temps de coalescence X,,, X;,_1,..., X sont tout d’abord simulés selon leurs lois res-
pectives (X; — E(Ag)), voir Equation 2.2). Puis pour chaque événement de coalescence,
deux individus (ou neeuds de ’arbre) sont choisis au hasard. Ainsi, la topologie compléte
de ’arbre est déterminée. Un exemple de réalisation, pour un échantillon de taille n = 5,

est présenté a la figure 2.2.
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Nous allons & présent introduire une application classique du modéle coalescent. Cette

application, appelée I'age de I’alléle, constitue un probléme trés important en génétique.

2.2.5 Un probléme classique : ’age de I’alléle

Grace a l'explosion de la génétique, il est aujourd’hui possible d’étudier des événe-
ments du passé a l'aide d’observations présentes. L’étude de 1’age d’un alléle est en ce
sens d’un intérét tout particulier dans de nombreuses études génétiques. Par exemple,
I'utilisation de techniques de séquencage pour cartographier certaines maladies nécessite

de connaitre notamment 1’age des alléles.

De nombreuses techniques, résumées dans un article de synthése, ont été proposées
pour résoudre ce probléme statistique [Slatkin et Rannala, 2000]. L’une des techniques
les plus utilisées et les plus étudiées consiste & inférer I’dge d’un alléle & partir de sa fré-
quence d’observation dans une population donnée. Ainsi, Kimura et Ohta ont déterminé
I’espérance de I’dge d’une mutation, sous '’hypothése de neutralité et en supposant que

la fréquence d’observation vaut x [Kimura et Ohta, 1973|. Cette espérance s’écrit :

E[Age|x] = —21 i . log(z).

Ce résultat trés connu a par la suite été étendu dans de nombreux travaux. Nous
pouvons remarquer que, dans le cas de l'instabilité génétique, l'estimation de l'age de
I’alléle revient, dans une certaine mesure, & estimer ’age de la perte de MMR. Nous allons
nous intéresser ici & une extension consistant a utiliser une modélisation coalescente de
la généalogie de I’échantillon pour inférer ’age de ’alleéle. En 1998, Griffiths et Tavaré
ont proposé une étude sur des arbres de coalescence généraux, pour lesquels les temps

intercoalescences X; sont inconnus [Griffiths et Tavaré, 1998].

En rappelant que les variables X, pour k = 2,...,n, représentent les temps de coa-
lescence de ’échantillon étudié, nous allons citer les six résultats principaux déterminés

par [Griffiths et Tavaré, 1998|.

Tout d’abord, sous le modéle & infinité de sites, pour un arbre de coalescence général
) ) )
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la probabilité g, , qu'un site de ségrégation ait b bases mutantes est donnée par :

R ERICER >R (RN (N EE

o = (0= ) S FE ) 23)

De plus, dans le cadre d’une population & taille constante, ’espérance de ’age d’un
alléle ayant b copies dans un échantillon de taille n vaut :

-1
n

n—1 Z n—j \n—j7+1

b =\b-1 ) nG-1 24)

L’espérance du temps jusqu’au plus récent ancétre commun a 1’échantillon, condi-
tionnellement au fait que lalléle ait b copies au sein de 1’échantillon, vaut :
—1 n
1 n—1 n—j 1
2 <1 - ) +2 > (O [ (2.5)
n b —~\b-1)JiG-1
Le temps moyen jusqu’a ’ancétre commun le plus récent, conditionnellement & une

mutation de fréquence x est donné par :

2 2
p P (1+ xlogw). (2.6)

1—2z 1—2z
L’age moyen d’une mutation dans un arbre général de coalescence vaut :

23Ry k(k —1)(1 — )" 2E[SE - 7, ]
o k(k—1)(1—2)F2E[X,]

2.7)

ou Sk = Zzo X j-
Enfin, la probabilité qu’un alléle, observé avec un fréquence x, soit le plus vieux dans
la population est donnée par :

Yizo k(k — Dat?E[X]
o k(k —1)(1 — 2)F2E[X4] + Yooy k(k — 1)aF2E[X,]

(2.8)

Ces six résultats, démontrés dans un coalescent général, nous seront utiles dans la

suite de ce chapitre. Nous y ferons référence dés que nous les utiliserons.

Dans cette section, nous nous sommes intéressés & la modélisation de la généalogie

d’un échantillon de génes pris dans un tissu. Cette modélisation s’articule autour de la
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topologie de 'arbre généalogique représenté par un processus coalescent : les variables
d’intérét sont essentiellement les temps de coalescence, le temps jusqu’a ’ancétre commun
le plus récent et la longueur totale de l'arbre.

L’ensemble des résultats que nous venons de rappeler ne tient pas compte des mu-
tations qui surviennent au cours de I’histoire de la population de génes. Dans la section
suivante, nous allons rappeler comment les mutations sont classiquement intégrées dans
un modeéle coalescent. Cette technique suppose que le processus de mutation soit in-
dépendant du processus généalogique. Sous cette hypothése, nous allons rappeler deux

estimateurs du taux de mutation : 'estimateur de Watterson et ’estimateur de Tajima.

2.3 Estimation d’un taux de mutation sous le modéle & in-

finité de sites

Dans un premier temps, nous allons rappeler comment les mutations sont superposées
a un arbre de coalescence. Nous nous intéresserons, par la suite, a I’estimation du taux

de mutation dans un modéle coalescent neutre.

2.3.1 Mutations dans le coalescent

Nous pouvons noter p la probabilité d’'une mutation par base et par génération.
Ainsi, le nombre moyen de mutation pour une lignée, au cours de g générations, vaut
gp. En rappelant que le temps est mesuré en unité de IV générations, nous obtenons que
le nombre moyen de mutations pour une lignée pendant un temps ¢ vaut : t/Nu. Cette
derniére quantité est finie lorsque p est de l'ordre de 1/N. Sous ces conditions, nous
pouvons donc poser :

0 =4Np.

En nous placant dans le cas d’une population de grande taille, c’est & dire N — oo,
I’hypothése p — 0 doit étre considérée. Ainsi, sous ces conditions limites, les mutations
surviennent le long des branches de I’arbre coalescent selon un processus de Poisson de
parameétre 6/2.

Nous allons a présent rappeler certaines propriétés mathématiques du modéle coales-

cent. Ces propriétés focalisent exclusivement sur la topologie des arbres de coalescence.
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L’estimation du taux de mutation d’une population est associée & une mesure de
diversité génétique de cette population. Actuellement, deux estimateurs sont couramment
utilisés : I'estimateur de Watterson et ’estimateur de Tajima. L’analyse mathématique

de ces estimateurs est grandement simplifiée par I’hypothése du modéle & infinité de sites.

2.3.2 Le modéle A infinité de sites

Le modéle & infinité de sites a été introduit & la fin des années 60 par Kimura
[Kimura, 1969]. Ce modeéle postule que deux mutations ne peuvent affecter le méme
site. Cette hypothése vient du fait que le taux de mutation est faible, ainsi la probabilité
que deux mutations touchent le méme site peut étre considérée comme nulle. Ce modéle

a été formalisé par Watterson [Watterson, 1975].

2.3.3 L’estimateur de Watterson

L’estimateur de Watterson s’interpréte comme le nombre de sites de ségrégation pré-
sents sur ’ensemble de I’échantillon étudié. Sous I’hypothése du modéle & infinité de sites,
le nombre de sites de ségrégation correspond exactement au nombre total de mutations,
Sy, survenues au cours de la généalogie de ’échantillon. En supposant que cette généa-
logie se modélise par un processus ancestral comme décrit & la section précédente, nous
obtenons que, conditionnellement & la longueur de I’arbre L, S, suit une loi de Poisson

de taux 0L, /2.

Nous en déduisons donc que :

E[Sn] = E[E[Snu%“
= E[eLn/2]
6 e 2

Ainsi :

n—1
B[S =0Y ; ~ Blog(n). (2.9)
j=1
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Pour déterminer la variance du nombre de sites de ségrégation, nous pouvons nous

référer & Watterson [Watterson, 1975] qui a montré que :

n—1 n—1

1 1

Var(Sy) =0 = +6*) —. (2.10)
j=1 J j=1 J

D’apreés I’équation 2.9, nous avons :

Ow =

=

S
P

est un estimateur sans biais du taux de mutation 6. De plus, d’aprés I’équation 2.10,

B

nous avons Var(fy) — 0 quand n — +oo.

2.3.4 L’estimateur de Tajima

Par formalisme, supposons que I’échantillon, y soit composé de n séquences d’ADN,

chacune de longueur s. L’échantillon peut alors s’écrire :

y = (yi)izl...n = (yih Yi2y ooy yis)izl,..n-

Le nombre de sites qui différent entre la séquence i et la séquence j, noté II(i, j), peut
s’écrire :

(i, 5) = Y Wy # yj0) i # J.
=1

L’estimateur de Tajima pour un échantillon de taille n, est alors défini comme le

nombre moyen de différences entre deux séquences de ’échantillon, soit :
Im, = _ I1(4, 5).
" T ; (i, 5)

Afin de mesurer le biais de 'estimateur de Tajima, nous pouvons étudier la variable
aléatoire II, sous ’hypothése d’infinité de sites et en supposant que la généalogie de
I’échantillon suit un modéle coalescent. Rappelons ici que les mutations suivent un pro-
cessus de Poisson de paramétres /2 le long des branches de I’arbre de coalescence.

Nous rappellerons uniquement 1’espérance et la variance de II,, :

BN = 5 YO EING.)
i#£]
= E[I(1,2)]

— GE[X),
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ou X3 est le temps de coalescence pour un échantillon de taille 2. Nous avons vu précé-
demment que Xs suit une loi exponentielle de parameétre 1. Nous en déduisons donc que,

dans le cas d’une population de taille constante (c’est & dire NV constant), nous avons :
E[II,] = 6. (2.11)

La variance de II,, a été calculée par Tajima [Tajima, 1983] :

_ on+1 2(n* +n+3)
Var() = 30 =5+ —0nm—1)

62. (2.12)

D’aprés ’équation 2.11, II,, est un estimateur sans biais du taux de mutation 6.

Cependant, ’équation 2.12 nous montre que 11, ne converge pas lorsque n — +oc.

Dans cette section, nous avons rappelé comment les événements de mutation sont
intégrés & un modele coalescent. L’estimation du taux de mutation, dans un modéle

neutre & un seul taux, a également été évoquée.

2.4 Un modéle a deux taux de mutation

Dans cette section, nous allons proposer un modeéle & deux taux de mutation, sa-
tisfaisant les conditions de modélisation liées & l'instabilité génétique. Dans le cadre de
I'instabilité génétique, qui est le propos de notre étude, les cellules d’un tissu peuvent
étre de deux types disctincts : cellules cancéreuses ou cellules normales. Les cellules
cancéreuses manifestent un phénotype de mutation caractérisé par un taux de muta-
tion anormalement élevé pour ces cellules. Nous rappelons que ’hypothése d’instabilité
génétique postule que la hausse du taux de mutation est brutale : cette hausse est la
conséquence d'un événement unique, caractérisant la perte de Mismatch Repair et noté
A. Par conséquent la généalogie des cellules d’un tissu peut se représenter comme dans
la Figure 2.3.

Dans cette section, nous allons montrer que les hypothéses topologiques de 'instabi-
lité génétique sur la généalogie des cellules sont similaires aux hypothéses émises pour
construire le modéle du coalescent conditionnel. Nous rappellerons ensuite certaines pro-

priétés du modeéle coalescent conditionnel nécessaires & notre étude. Ces résultats nous
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Passé A

Fi1G. 2.3: Représentation de la généalogie d’un échantillon sous [’hypothése
d’instabilité génétique. La généalogie est conditionnée a l’événe-
ment A. Toutes les branches issues de A, en gris sur le schéma
ont un taux de mutation élevé. A linverse les autres branches, en

noir, ont un taur de mutation normal.

permettront d’une part de fournir un algorithme de simulation d’un processus de coa-
lescence conditionnelle et d’autre part d’étudier mathématiquement la correction des

estimateurs de Watterson et Tajima dans un modéle & deux taux.

2.4.1 Coalescent conditionnel et notations

Par la suite, nous considérons que la taille de I’échantillon de génes vaut n. Cet
échantillon est divisé en deux sous-échantillons que nous noterons respectivement B et
C. B caractérise le sous-échantillon de cellules cancéreuses tandis que C symbolise les
cellules normales. D’aprés nos hypothéses, les cellules de B sont les descendantes de la
cellule affectée par ’événement A (perte de MMR). Nous noterons B la variable aléatoire
caractérisant le cardinal de B, c’est & dire le nombre de cellules ayant un taux de mutation
élevé.

L’étude de modeles de coalescent conditionnel nécessite deux niveaux de condition-
nement. Tout d’abord, I'arbre de coalescent est conditionné au fait que ’ensemble des

séquences de B sont des descendants de I’événement A. Ce niveau de conditionnement
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est un conditionnement topologique que nous noterons par la suite E. Le second ni-
veau de conditionnement présuppose que ’événement A se produit une et une seule
fois dans la généalogie de ’échantillon. Cet événement est noté M. Le conditionnement
E affecte la topologie générale de ’arbre tandis que I’événement M influe sur les lon-
gueurs des branches de ’arbre. Il s’avére que le double conditionnement, EN M, revient a
considérer 'occurrence d’un événement unique de polymorphisme (UEP) dans l'arbre de
coalescence |[Wiuf et Donnelly, 1999] et [Tavaré, 2004|. Cette remarque fait le lien entre

notre modéle et les études sur ’age de 1’alléle présentées a la section précédente.

L’avantage sélectif des cellules prétumorales étant encore mal décrit dans la littéra-
ture, nous avons négligé les effets de ce phénomeéne et fait I’hypothése de neutralité pour
les mutations. Les taux de mutation sont notés 6y pour le taux de mutation normal et 6
pour le taux de mutation élevé. Le temps est compté en unité de IV générations de sorte
que 09/2 =2Npg et 01/2 = 2Np1 ou g est le taux de mutation normal par base et par

génération et p; le taux de mutation élevé par base et par génération.

Conditionner & I'événement F N M revient & supposer que seule la généalogie des
séquences du sous-échantillon B, i.e. les descendants de I’événement de mutations causant
la perte de MMR, est affectée par le taux de mutation 6;. Ainsi, les mutations suivent un
processus de Poisson de paramétre 6;/2 le long des branches issues de ’événement A et
un processus de Poisson de paramétre 6y sur les autres branches de ’arbre. Ces notations

sont résumées a la Figure 2.4.

Pour I’étude des processus coalescents conditionnels, certaines variables sont particu-
liérement utiles. Afin de décrire la topologie de ’arbre, nous allons étudier la distribution

du nombre d’ancétres de I’échantillon total dans la généalogie de 1’échantillon.

Dans un premier temps, nous allons rappeler la loi du nombre d’individus de 1’échan-
tillon sujets & un taux de mutation élevé (i.e. la loi de B). Cette loi va jouer un role
fondamental dans la suite de ’étude. Pour des raisons mathématiques, la plupart des ré-
sultats seront obtenus conditionnellement & B = b. Déterminer la loi de B nous permettra

d’intégrer les résultats conditionnels sur ’ensemble des valeurs de B.
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Passé A

n-b
Sous—échantillon € Sous—échantillon B
Taux de mutation 6 , Taux de mutation 6 ;

Fi1G. 2.4: Exemple d’arbre coalescent conditionnel avec n = 8 et b = 4. Cet
arbre satisfait la condition E N M : [’ensemble des individus du
sous-échantillon B coalesce avant qu’un individu de B ne coalesce
avec un individu de C. Ainsi la seule portion de l’arbre touchée

par le taux de mutation élevé 01 est la généalogie de B jusqu’a A.
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2.4.2 Le spectre de fréquences

La loi de probabilité pour la variable B, est communément appelée spectre de fré-
quences, comme traduction de frequency spectrum. L’analyse de cette loi a été faite dans
différentes études |Griffiths et Tavaré, 1998], [Stephens, 2000|, [Griffiths et Tavaré, 2003].

Nous rappelons cette distribution par la proposition suivante.

Proposition 1

1

P(B=0ENM) =,
n—1

b=1,...,n—1, (2.13)

ot H,_1 est le (n — 1)®™¢ nombre harmonique :

La preuve de cette proposition se trouve dans |Griffiths et Tavaré, 1998|, Equation
(8.3), page 285.

Nous allons & présent nous intéresser aux effets du conditionnement £ sur la topolo-
gie de 'arbre de coalescence. Ces effets seront quantifiés sur les variables modélisant le

nombre total d’ancétres a chaque événement de coalescence.

2.4.3 Le conditionnement £

En tout premier lieu, nous allons rappeler la probabilité de ’événement E, qui traduit
le fait que I’ensemble des descendants de 1’événement perte de MMR coincide exactement
avec les séquences du sous-échantillon B :

-1
2 n—1

PE =y |, (2.14)

Ce résultat a été démontré par Wiuf et Donnelly [Wiuf et Donnelly, 1999] en utili-
sant les propriétés markoviennes du coalescent, et par Tavaré [Tavaré, 2004] qui a utilisé
I’aspect combinatoire.

Comme nous ’avons fait remarquer précédemment, le conditionnement E affecte uni-
quement la topologie de la généalogie et n’a aucun effet sur les temps de coalescence.

La topologie d’'un arbre de coalescence peut se caractériser par le nombre d’ancétres des
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sous-échantillons & chaque événement de coalescence. Nous allons donc introduire cer-
taines notations qui nous permettront d’étudier le nombre d’ancétres du sous-échantillon

B et du sous-échantillon C.

Définition 1 (J;) Conditionnellement ¢ B = b, nous définissons J, (r=1,...,b—1) le
nombre total d’ancétres lorsque le sous-échantillon B a pour la premiére fois ezactement

r ancétres.

Cette définition implique que J, appartient a la plage de valeurs {r+1,...,n—b+r}.
De plus, en notant Jy le nombre total d’ancétres a 'instant ou le sous-échantillon B
coalesce pour la premiére avec un (ou plusieurs) individus du sous-échantillon C, nous
obtenons que :

1< o< h< << p=n.

De fagon analogue, nous allons nous intéresser au nombre total d’ancétres aux temps

de coalescence du sous-échantillon C.

Définition 2 (K;) Conditionnellement a B = b, nous définissons K, (r=1,...,c¢—1)
le nombre total d’ancétres lorsque le sous-échantillon C a pour la premiére fois exactement

r ancétres.

Nous obtenons que :
Ki<Ky< - <K.1<K.=n.

Enfin une derniére information topologique importante dans notre étude est le nombre

total d’ancétres, noté Ja, lorsque la mutation A survient.

Définition 3 (Ja) Conditionnellement ¢ B = b, nous définissons Ja le nombre total

d’ancétres lorsque la mutation A survient.

Ces notations sont résumées sur un exemple présenté a la Figure 2.5. Nous allons tout
débord étudier la loi des variables J, conditionnellement & E. Puis nous nous intéresserons
aux lois des variables K,. Enfin, nous déterminerons la loi de Ja. Cette derniére loi

permettra d’étudier la loi des J, conditionnellement & Ja. L’ensemble des résultats que
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Past 4 A
Kl=1

J0=2
Ka=s JA=4
=4

2=5
K3=6
13=7

Fi1G. 2.5: Résumé des notations sur un échantillon de n = 8 séquences dont
B = 4 ont un taur de mutation élevé. Cet exemple nous donne
les valeurs du nombre total d’ancétres a chaque événement de

coalescence.

nous allons montrer nous sera utile d’une part pour étudier les corrections des estimateurs
de Watterson et de Tajima et d’autre part pour proposer un algorithme de simulation

d’arbre coalescent conditionnel.

Grace au résultat fourni par I’équation 2.14, concernant la probabilité de E, nous
pouvons expliciter de nombreuses probabilités conditonnellement & E.

En rappelant le fait que dans un arbre de coalescence, les branchements sont choisis
au hasard nous avons aprés simplification ([Tavaré, 2004], équation 8.1.1, page 370) :

_2B(b—1)!(n—b)!(n — b—1)ljg

P(J, = jp,r=b—1,...,0) T r—

(2.15)

En combinant les équations 2.14 et 2.15, nous obtenons la loi jointes des J,, condi-

tionnellement & F (|Tavaré, 2004, équation 8.1.3, page 371) :

-1
n

P(J, =jr,r=b—1,...,0/E) = jo . (2.16)
b+1
En remarquant que I'équation précédente (Equation 2.16) est indépendante des j;

pour ¢ = b—1,...,1, la loi de Jy correspondant au nombre total d’ancétres lorsque le
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sous-échantillon B coalesce avec une lignée de C, s’écrit conditionnellement a F, par le

lemme suivant.

Lemme 1 Pour tout j € [1,....,n—b+1] :

-1

) [ n—35—1 n
P(Jo = jIE) = j . (2.17)
b—1 b+1
: : : n—j—1 . :
Ce résultat s’explique par le fait qu’il y a fagons de choisir les j,
b—1

(r=b-1,...,2).
A partir des équations 2.16 et 2.17, nous obtenons la loi jointes des J,., r > 1, condi-

tionnellement & F et Jy = jo par le lemme suivant.

Lemme 2 Pour tout j € [1,...,n — b+ 1], nous avons :
-1
. : n—j-1
P(J, =jr,r=b—1,...,1|Jy =4, FE) = . (2.18)
b—1
Ce résultat nous sera trés utile pour étudier I'estimateur de Watterson dans le modéle

a deux taux de mutation (voir section 2.5).

Certains résultats similaires peuvent étre montrés pour les K;. Nous allons proposer
ici un résultat qui nous sera utile dans I’étude de ’estimateur de Tajima dans le modéle
a deux taux de mutation (voir section 2.6). Ce résultat nous donne la loi des K, (i.e. le
nombre total d’ancétres aux instants d’événements de coalescence pour les individus de

C) conditionnellement & E et Jy = jo.

Proposition 2 Supposons que B = b, et notons ¢c = n —b. Pour r = j,...,c— 1 et
k=r+1,...,7+b, nous avons :
k—j—1 n—k—1
r—7j c—r—1

P(K, = k|Jo = j, E) =

n—j—1
b
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Preuve.

Nous pouvons remarquer que le vecteur (Jo, ..., Jy—1, Ko, ..., K,_p—1) est obtenu par
une permutation du vecteur 1,...,n — 1. Ainsi conditionnellement & Jy = j, le vecteur
Ji,. .oy Jp—1,Kj, ..., K, _p_1 constitue aussi une permutation du vecteur (j+1,...,n—1).
Nous pouvons donc en déduire, d’aprés I'équation 2.15, que :

~1
n—j—1

b

P(K, = jr,r=b—1,...,1|Jy = j, E) =

De plus, en remarquant que ’expression ci-dessus est indépendante des k;, nous en

déduisons que :

P(K, =k | Jo=j; ENM)

— Z Z P(K, =k, r=1,....c—1|Jo=7j; ENM)

J<by <<y 1 < 7 <kp i1 <<k 1<n

k—j—1 n—k—-1
r—17 c—r—1
n—j—1
b

Afin d’expliciter complétement la topologie de ’arbre de coalescence conditionnel, il
nous reste a déterminer le nombre d’ancétres de I’échantillon, Ja lorsque ’événement A
survient.

Les travaux de Stephens ont permis l'é¢tude de Ja [Stephens, 2000]. En particulier
lorsque ¢ tend vers 0, ou J est le taux de mutations pour la mutation particuliére A, nous

obtenons la propriété suivante

Proposition 3 Supposons que B = b et conditionnellement ¢ E nous avons, pour k =
n—b+1,...,2:
-1

pi =P(Ja = k|E) = . (2.19)



61 2.4. Un modéle & deux taux de mutation

Cette propriété est démontrée dans [Stephens, 2000] (Equation (33) page 117).
Ce résultat aide par exemple & retrouver ’age de la mutation, 7o grace a la formule

suivante :
n—b+1

m=2Y T;L(‘k’“jl)lp@.
k=2
Cette formule se retrouve dans différentes études, parmi celles-ci, nous pouvons ci-
ter |Griffiths et Tavaré, 1998], [Wiuf et Donnelly, 1999] et [Stephens, 2000]. En 2003, une
version simplifiée de cette formule a été proposée par [Griffiths et Tavare, 2003] :

2 = 1
TA — Z .
n—=>bt Parvil)

Nous pouvons également obtenir la probabilité conditionnelle pour Jy sachant Ja = k,

par la proposition suivante. Cette proposition sera utile pour l’algorithme de simulation.

Proposition 4 Supposons que B = b et conditionnellement 4 E et JA =k (k=n—b+
1,...,2), nous avons, pour j =n—"b,...,r—1:

23

(2.20)

Preuve :

En rappelant que les choix de coalescences sont uniformes et par des arguments de

combinatoire nous avons, pour j =n—>b,...,r—1:
k—1 k—2
2 2 j
P(Jo =j|Jn =k, E) =
k k—1 J+1 Jj
2 2 2 2
_ %
 k(k—1)

|
De facon similaire a la proposition 4, nous pouvons déduire la loi conditionnelle de J;.,
pour r > 0, sachant Jo = k. Cette quantité nous sera utile dans 1’étude de 1’estimateur

de Watterson sous le modéle & deux taux de mutation.
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Proposition 5 Supposons que B=10. Soitr =1,...,b—1 et k € [2,n — b+ 1]. Condi-

tionnellement a E et Ja = k, nous avons, pour j € [k+r—1,n—b+r| :

j—k n—j—1
r—1 b—r—1
P(J, =jlJan =k, E) = . (2.21)
n—k
b—1

Preuve.

D’aprés 'équation 2.16, la loi jointe des J, sachant E et B = b est donnée par :

-1

. , n
P(JT :Jrvr:b_ 1770‘E) =Jo
b+1
En remarquant que cette expression est indépendante de j1, ..., j,—1, nous obtenons

que :

P(J,=j|Ja=k; ENM)

= > Plhi=j1de=jre1, e = | Ja=ki ENM)
k<j1<-<gr-1<j
—1
j—k n—j—1 n—=k

r—1 b—r—1 b—1

Dans cette partie, nous avons étudié la loi du nombre total d’ancétres de 1’échantillon
a chaque événement de coalescence, ainsi qu’au moment de ’événement A. Ces lois ont
été étudiées conditionnellement & ’événement F. Nous allons a présent nous intéresser
aux effets du conditionnement M sur ’arbre de coalescence. Rappelons que ’événement

M signifie que ’événement A survient une et une seule fois dans la généalogie.

2.4.4 Le conditionnement £ N M

Dans cette section, nous allons nous intéresser a l'effet du conditionnement M sur
la longueur des branches de I’arbre. Nous rappelons ici que les temps inter-coalescences,

pour un échantillon de taille n, sont notés X;, ¢ = 2,...,n. De plus, dans le modéle
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coalescent neutre (voir section 2.2.2), les X; suivent une loi exponentielle de parameétre

)\i ou :

Nous proposons alors le théoréme suivant qui nous donne la loi jointe des temps de

coalescence sous ’hypothése £ N M, et conditionnellement & B = b.

Théoréme 1 Supposons que la mutation A a B = b descendants. La loi jointe des temps

inter-coalescences, (Xa, ..., Xy), conditionnellement @ E N M est donnée par :
n—b+1 n
F@a,mn) = Y pitdkzr [ [ fol@o), (2.22)
k=2 =2

ot, fo(xg) est la densité d’une variable de loi exponentielle de tauz \.

Preuve.
Cette preuve est inspirée des travaux de |Tavaré, 2004| (Chap. 8, p. 110).
Nous posons s = (s2,...,sp) et X = (Xo,...,X,,). Rappelons que :

n
5. X = Z SzXz
1=2

Conditionnellement & F, la transformée de Laplace multidimensionnelle est égale & :
n—b+1
Ee*X|E] = Y Ele*¥*l—|E]
k=2
n—b+1

S )
k=2

n—b+1
= Y Ee**P(Ja=Fk|X,E)
k=2
n—b+1 -1
X ) n n—=k n
= E[B_S'XXk§€_¥])\k
P b—1 b+1
-1
n—b+1
1) n—=k n
= - E[e* X X A\ + 0(0)
2 = b—1 b+1
-1
S n—b+1 A n—k n
= = E[e_S‘X] k +0(0).
2 = skt |\ bh—1 b+1
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En conditionnant & M, et en considérant le cas o1 § tend vers 0 nous obtenons que :

n—=k
Ele*X | ENM] = Ele™*¥]
k=2 set e (g
b

Pour conclure, il suffit de remarquer que la transformée de Laplace multidimension-
nelle de la densité donnée & ’équation 2.22 coincide parfaitement avec I'expression ci-
dessus.

|
D’apres le théoréme 1, nous pouvons déduire ’espérance des temps de coalescence

sous un modéle de coalescence conditionnel, donné par le corollaire suivant

Corollaire 1 Supposons que la mutation A a B = b descendants. Nous avons, pour
=2 ....,n:
(1+peA)/)\g sil<n—b+1

E[X,|ENM] =
1/X\¢ sinon.

Preuve : En supposant que ’événement A a B = b descendants, nous pouvons déduire

du théoréme 1 les distributions marginales des temps inter-coalescence.

Deux cas peuvent étre distingués. Tout d’abord, pour £ = 2,...,n—b+1, nous avons :
n—b+1
Flo) =1 > pi+pidewe | fo(ze).
k=2 k40
Puis pour £ =n —b+ 2,...,n, nous avons :

f(xe) = fo(xe).

Dans les deux expressions précédentes, fy représente la densité d’une variable de loi

exponentielle de paramétre \y. L’espérance des distributions ci-dessus nous donne :

(L+p2) /A sit<n—b+1

E[X,|E N M] =
1/A¢ sinon.
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En conséquence du théoréme 1 et du corollaire 1, nous pouvons remarquer que, condi-
tionnellement & EN M, les temps inter-coalescence X; ne sont plus indépendants. Cepen-
dant, d’apres le théoréme 1, le conditionnement & Jo = k (i.e. le nombre total d’ancétres
lorsque la mutation A survient vaut k), nous donne que la variable X} suit une loi
Gamma de paramétres 2 et )\, tandis que pour £ = 2,...,n, tel que £ # k, les variables
X suivent une loi Gamma de paramétres 1 et Ay (i.e. une loi exponentielle de parameétre
).

Dans cette section, nous avons donc déterminé la loi du nombre d’ancétres a chaque
événement de coalescence. Nous nous sommes également intéressés a la loi jointe des

temps de coalescence.

2.4.5 Simulation du modéle 4 deux taux de mutation

Cette étude théorique sur la topologie des arbres coalescents conditionnels ainsi que
sur la distribution des temps inter-coalescence nous a permis de fournir un algorithme de
simulation de ce type d’arbre. L’algorithme proposé se décompose en six étapes spécifiées

ci-dessous.
1. Le nombre d’individus, B, touchés par la mutation A est choisi selon la loi du
spectre de fréquences, donnée par I’équation 2.13 :

1
an,1 '

P(B =b|ENM) =

2. Le nombre total d’ancétres au moment de 1’événement A est choisi selon la loi

décrite & ’équation 2.19 :

-1
n—k n—1

b—1 b

P(Ja = k|ENM) =

3. Le nombre total d’ancétres lorsque le sous-échantillon B coalesce avec une lignée du
sous-échantillon C est alors déterminé conditionnellement & Jo = k, selon 1’équation
2.20 :

2)
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4. Le nombre total d’ancétres au moment des coalescences du sous-échantillon B,
représenté par les variables J;, est ensuite choisi. Pour cela, b — 1 valeurs sont
choisies uniformément dans lintervalle [Jy,...,n — 1]. Ces valeurs sont ensuite

ordonnées.

5. Le nombre total d’ancétres au moment des coalescences du sous-échantillon C est

choisi en prenant le complémentaire des J; dans [1,...,n].

6. Les temps de coalescence sont alors simulés selon les lois Gamma respectives.

Des exemples de simulations sont proposés a la figure 2.6.

Nous allons a présent nous intéresser a l’estimation du taux de mutation élevé, 6.
Rappelons tout d’abord que dans notre modélisation les mutations suivent un processus
de Poisson le long des branches de l'arbre. Plus spécifiquement, les mutations suivent
un processus de Poisson de paramétre 1/2 pour toutes les branches qui descendent de
Iévénement de mutation A et un processus de Poisson de paramétre 6y/2 sur toutes les

autres branches. Ces notations sont résumeées a la figure 2.4.

Comme nous 'avons vu a la section 2.3, dans un contexte génétique, ’estimation
d’un taux de mutation est souvent associée a une mesure de la diversité génétique dans
I’échantillon. Deux mesures de diversité sont couramment utilisées. La premiére mesure
consiste & compter le nombre de sites de ségrégation. Dans le cadre du modéle & infinité
de sites, cette mesure est directement proportionnelle au taux de mutation et conduit
a Destimateur de Watterson |Watterson, 1975|. La deuxiéme mesure de diversité géné-
tique qui nous a intéressé consiste & compter le nombre de bases différentes, considérées
sur ’ensemble des paires d’individus. Sous 'hypothése du modéle & infinité de sites, la
moyenne de cette mesure produit un estimateur du taux de mutations. Cet estimateur a
été étudié en détail par Tajima [Tajima, 1983].

Dans cette section nous allons étudier ces deux mesures de diversité génétique dans
le modéle & deux taux de mutations présenté précédemment. Plus précisemment, nous
allons nous focaliser sur la correction du biais de l’estimateur de Watterson puis de

I'estimateur de Tajima.
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. L
g
: \

(a) (b)

S =T R = T I

() (d)

Fi1G. 2.6: Résultats de simulations utilisant [’algorithme proposé. L’événe-
ment A est matérialisé par un point noir sur une branche. Chaque
simulation a été faite pour n = 10. Dans le cas (a) et (b), nous
avons obtenu B = 1. Pour (a), lorsque la mutation est apparue,
l’échantillon comptait Jn = 4 ancétres. Dans le cas (b), l’échan-
tillon comptait Jn = 9 ancétres. Pour la simulation (c), nous
avons obtenu B = 2 et Jn = 7. Enfin pour la simulation (d),

nous avons obtenu B =6 et Jo = 2.
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2.5 Correction de 'estimateur de Watterson

Certaines propriétés de l'estimateur de Watterson, dans le cas d’un modeéle & un seul

taux, ont été rappelées a la section 2.3.3.

2.5.1 L’estimateur de Watterson sous le modéle a4 deux taux de muta-

tion

Afin de corriger l'estimateur de Watterson, nous allons déterminer la loi du nombre
de sites de ségrégation dans le modéle & deux taux de mutation. De nouvelles notations

vont étre introduites par 'intermédiaire des quatre définitions suivantes.
Définition 4 Nous notons L5 la longueur totale d’un arbre de coalescence conditionnel.

Définition 5 La longueur de la généalogie du sous-échantillon B, est notée L). Cette
longueur est considérée jusqu’a la racine de cette sous-généalogie, c’est-a-dire jusqu’a

Uancétre commun le plus récent du sous échantillon B.

Définition 6 En empruntant les notations introduites par [Wiuf et Donnelly, 1999], nous
notons ny, le temps séparant la racine de la généalogie du sous-échantillon B et l’événe-

ment de mutation A.

Définition 7 Notons L? la longueur totale des branches sujettes a un tauz de mutation

normal, 8y. Nous pouvons remarquer que :
0 _ 1A 1
L, =L, — L, — 1.

Les notations introduites dans les définitions précédentes sont résumées sur un exemple
proposé a la figure 2.7.

Rappelons que sous le modéle & infinité de sites, le nombre de sites de ségrégation
est égal au nombre total de mutations. Ainsi, dans le modéle & deux taux de mutation,

le nombre de sites de ségrégation, S, peut étre vu comme la somme de deux termes :
§ =545,

ou S° représente le nombre de mutations survenues avec un taux g et S* avec un taux 6;.

Nous en déduisons donc que SY suit une loi de Poisson de paramétre Lofy/2 tandis que
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Passé A A

n-b b
Sous—¢chantillon ¢ Sous—échantillon B
Longueur L Longueur L,

FiG. 2.7: La longueur, jusqu’a sa racine, de la généalogie du sous-
échantillon B est notée L.. Le temps entre la racine de cette
sous-généalogie et ’événement de mutation A est noté n,. La
longueur du reste de l’arbre est noté L, avec la propriété que
LY = L& — L} —n,. La longueur L., est représentée en gris foncé
sur la figure, la longueur n, en gris clair et la longueur LY en

nour.
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S* suit une loi de Poisson de paramétre (LY +1,)61/2. Ainsi la variable So suit une loi de
Poisson de paramétre L26/2 et Sy suit une loi de Poisson de paramétre (L. + 1,,)00/2.
Ces notations nous permettent de fournir un estimateur sans biais du taux de muta-

tion élevé, 61, par le théoréme suivant.

Théoréme 2 Notons :

et
1
Ap = *[Lﬁ] — By
2
Soit 6 la quantité définie par :
~  S—A,0
0, = Bn” 0
Nous avons alors :
E[6)] = 6
Preuve.
Nous avons, par définition de 0,
N E[S] — A,0
E[d,] = [ ]B 2 (2.23)
De plus :
E[S] = E[S°] + E[S1]. (2.24)

Comme SO (resp. S') suit une loi de Poisson de paramétre LO6y/2 (resp. (L. +

7)00/2), nous avons :
E[S°] = E[Ly]00/2 = (E[Ly] — E[Ly] — El1a])f0/2 (2.25)

et
E[S'] = (E[Ly] + E[na])61/2. (2.26)

En substituant les équations 2.25 et 2.26 dans ’équation 2.24, elle-méme substituée

dans I’équation 2.23, nous obtenons que :
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L’utilisation pratique de cet estimateur nécessite cependant la connaissance des quan-
tités : E[LL], E[L}] et E[n,]. Ces quantités permettent le calcul des coefficients A,, et
B,.

2.5.2 Calcul des coefficients A,, et B,

Afin de proposer un calcul des coefficients correctifs A,, et B, nous allons formuler
explicitement des expressions de E[L5], E[L.] et E[n,]. L’expression de E[L2] est donnée
par la proposition 6. La quantité E[L.], conditionnellement a4 B = b, est explicitée par
I'intermédiaire de la proposition 7. Enfin, l’expression de E[n,], conditionnellement &

B =, est donnée par la proposition 8.

Commencons par ’expression de ’espérance de Lﬁ, la longueur totale de ’arbre de

coalescence conditionnel.

Proposition 6 Nous avons :

n—1n—b+1

Yty

b1k2

1
§E[Lﬁ] =H,_ 1+

’I’L

Preuve.

Lﬁ représente la longueur totale de ’arbre qui peut également s’écrire de la fagon

suivante :
n
-3k
k=2
D’apres le corollaire 1, nous avons, conditionnellement & B = b :

(L4+p2) /X sit<n—b+1

E(Xy) =
1/A¢ sinon.



72 Chapitre 2. Modéle coalescent

Ainsi, nous obtenons que :

E[L;|B =]

[
g
™
&=
s
w
I

Nous en déduisons, en sommant sur ’ensemble des b grace a la formule des probabilités

totales, que :

n—1
1
5IE[L,%] = Y E[L}|B=0bP(B=1)
b=1
n—1n—b+1
= Hiat), Z k—1an .
b=1 k=2
n—1n—b+1 A
= Hat ) > 5 nlb D)
b=1 k=2

|
Nous pouvons a présent nous attacher & expliciter la formule, conditionnellement &

B = b, de I'espérance de L}, la longueur du sous-arbre de coalescence du sous-échantillon

B.

Proposition 7 Nous avons pourb=1...,n—1:
n—b+1
E[L)B=0= > p} Z WE D9
7j=2 k=j+1
ot

n—k m—-—k!(n—-j-—b+1)!
n—j3 m—)(n—-—k—->b+1)I
pour j=2,....n—b+letk=54+1,....n

Le résultat de cette propriété a été démontré par Griffiths et Tavaré (Paragraphe 6,
pages 405-406, Equation 6.7) [Griffiths et Tavaré, 2003].

Enfin, la propriété suivante nous donne I’expression, conditionnellement & B = b, de
M, le temps séparant ’age de ’ancétre le plus récent du sous-échantillon B de I’événement

de mutation A.
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n 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A, 2171 2693 3.024 3.265 3.455 3.612 3.747 3.864 3.967 4.061
B, 0595 068 0.713 0.732 0.746 0.756 0.764 0.771 0.776 0.781

TAB. 2.1: Table des coefficients correctifs A, et B,. Ce tableau réca-
pitule les valeurs numériques des coefficients correctifs A,, et By,
intervenant dans la statistique 0, = (S — Apby) /By pour n dans

{"intervalle 5 — 50.

Proposition 8 Nous avons, pour b=1,...,n—1 :

n—b+lpA
En,|B =5b]=2 k|
mip=i=23 5

Le résultat de cette propriété a été démontré par Wiuf et Donnelly (paragraphe 4,
page 192, Equation 25) [Wiuf et Donnelly, 1999].

Ainsi en sommant sur b, les équations des propriétés 7 et 8, nous obtenons les ex-
pressions littérales de E[Ll] et E[n,]. Ces expressions, associées & la propriété 6, nous
permettent d’obtenir une expression des coefficients A,, et B, intervenant dans la défi-
nition de 6 (voir théoréme 2).

L’expression des coefficients A,, et B,, n’ayant, en elle-méme, que peu d’intérét, nous

avons choisi de reporter une table de valeurs de ces coefficients (voir Tableau 2.5.2).

2.5.3 Performances de él

Les performances de ’estimateur 61 ont été testées sur des données simulées. Ces
données ont été obtenues grace a l'algorithme proposé a la section 2.4.5. Le taux de
mutation normal a été fixé & 1 : 6y = 1. Le choix de cette valeur s’explique par le fait que
le taux de mutation normal a été estimé a pug ~ 10710, La valeur de 6 = 1 correspond
donc & un nombre total de cellules égal & N = 2.5 x 10? dans le tissu considéré, ce qui
constitue un ordre de grandeur tout a fait acceptable. De plus, notre approche se focalise
sur l'estimation du rapport entre 6y et 61, ce qui justifie également la normalisation du

parameétre 6.
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0, =10 6, = 100 6, = 1,000
n E  Ecart-type E Ecart-type E Ecart-type
10 9.9 12.0 974 112.4 947.5 1109.7
20 10.3 12.5 99.7 122.4 991.9 1211.1
30 10.2 12.8 102.9 126.1 1060.3 1286.1
40 10.2 13.2 100.9 128.9 1018.2 1286.2
50 10.4 13.5 102.0 131.7 1045.7 1235.9

TAB. 2.2: Résultats pour 0. Le biais et l’écart-type de 61 ont été calculés
a partir de 10.000 simulations pour des échantillons de tailles :

n = 10 — 50. Le taur de mutation normal a été fixé a 6y = 1.

Trois valeurs pour le taux de mutation élevé ont été considérées : 6, = 10,102, 103. De
plus nous nous sommes intéressés aux tailles d’échantillon suivantes : n = 10, 20, 30, 40, 50.
Le biais et ’écart type ont été estimés empiriquement sur 10000 simulations dans chacun
des cas. Les résultats ont été reportés dans le tableau 2.2.

Les résultats obtenus nous confirment que ’estimateur 6 est sans biais. Cependant,
les écart-types sont assez élevées. Ceci s’explique par le fait que les distributions empi-
riques montrent une queue de distribution lourde. De plus, il semble que I'erreur soit due &
un terme d’ordre 62. Nous avons ajusté un modéle de régression de la forme a,01 + 3,62 &
la variance. Pour n = 20, 'ajustement est presque parfait avec Var = 1.4762. Nous avons
en effet obtenu R? = 0.999 et une p — valeur < 10712, Pour n = 40, ajustement nous
donne Var = 1.680? avec R? = 0.997 et p—valeur < 10712, En conséquence, I’écart-type

n’exhibe pas une forte décroissance lorsque la taille de I’échantillon augmente.

2.6 Correction de I’estimateur de Tajima

Dans cette section, nous allons mener une étude similaire pour corriger I'estimateur
de Tajima sous le modéle & deux taux de mutation. L’estimateur de Tajima est défini

comme le nombre moyen de différences entre deux séquences de 1’échantillon. Certaines
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propriétés de 'estimateur de Tajima, dans le cas d’'un modéle a un seul taux de mutation,

ont été rappelées a la section 2.3.4.

2.6.1 L’estimateur de Tajima sous le modéle a deux taux de mutation

Afin de corriger I'estimateur de Tajima, nous allons déterminer la loi du nombre de
différences entre les bases de deux séquences. Trois cas particuliers doivent étre distingués.
Nous allons, tout d’abord, nous intéresser au nombre de différences entre deux séquences
appartenant toutes les deux au sous-échantillon B, puis entre deux séquences appartenant,
toutes les deux, au sous-échantillon C. Le dernier cas est celui pour lequel une des deux
séquences appartient & B et "autre a C.

En tout premier lieu, certaines notations doivent étre introduites par 'intermédiaire

des trois définitions suivantes.

Définition 8 Nous notons 15 le temps moyen de coalescence entre deux séquences ap-

partenant au sous-échantillon B.

Définition 9 Nous notons 1¢ le temps moyen de coalescence entre deuzr séquences ap-

partenant au sous-échantillon C.

Définition 10 Nous notons 1 le temps moyen de coalescence entre une séquence ap-

partenant au sous-échantillon B et une séquence appartenant au sous-échantillon C.

Nous pouvons également rappeler que 7 caractérise I’age moyen de la mutation, c’est-
a-dire, le temps moyen nécessaire & remonter pour atteindre I’événement de mutation A.
Ces définitions nous permettent d’introduire un estimateur, II;, du taux de mutation

élevé, 0. Le théoréme suivant nous montre que II; est sans biais.

Théoréme 3 Posons :
- Crbo

Dy,
tel que les coefficients CL (correspondant au coefficient C,, sachant B = b) et D% (cor-

IT;

respondant au coefficient D,, sachant B = b) sont définis par :

2b(n —b)

b 2
CSZTC <1—> +(2TB,C—TA) 3
n

n
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et

b\*  2b(n—b
phre(2) 4o
n n
II représente le nombre moyen de différences paire o paire entre deuzr séquences de
léchantillon.

Nous avons alors :

E[IT;] = 6;.

Preuve.
Nous allons tout d’abord montrer que E[II;|B = b] = 6;.

Conditionnellement & B = b, nous avons, par définition de II; :

E[L|B = b] — C0

E[I1|B =b] = Db (2.27)
Le terme E[II] peut se décomposer en trois termes :
b\? b\? 2b(n — b)

E[llg] représente le nombre moyen de différences entre deux séquences issues du
sous-échantillon B sachant B = b. Ce cas apparait avec une probabilité (b/n)%. E[ll¢]
représente le nombre moyen de différences entre deux séquences issues du sous-échantillon
C sachant B = b. Ce cas apparait avec une probabilité (1—b/n)2. Le dernier terme E[IIz ¢]
correspond au cas d’un séquence issue de B et I'autre de C sachant B = b. Ce cas survient
avec une probabilité 2b(n — b)/n?.

Ainsi, d’apreés les notations introduites concernant les temps moyens de coalescence
entre deux séquences (Définitions 8, 9 et 10) et le fait que les mutations suivent un

processus de Poisson le long des branches, nous avons :

E[llg] = 7301, (2.29)

Elllge] = (278 — 7a)00 + Tab1, (2.30)

E[M¢] = 7cbo. (2.31)



77 2.6. Correction de ’estimateur de Tajima

Ainsi, en combinant les équations 2.29, 2.30, 2.31 et 2.28, nous obtenons que :

E[I|B = b] = C%0y + DL6;.
Ceci nous permet, d’aprés I’équation 2.27, d’obtenir le résultat attendu :
E[II;|B = b] = 6;.
Nous en déduisons donc, en intégrant b sur la loi du spectre de fréquence que :

E[IL] = 6.

2.6.2 Calcul des coefficients C,, et D,,

L’utilisation pratique de ’estimateur de Tajima corrigé nécessite de connaitre 'ex-
pression des quantités 75, 75,c et 7¢c. Ces expressions sont données respectivement par les
propriétés suivantes : propriété 9, pour 75, propriété 10, pour 7¢, et les propriétés 11-12
pour 'expression de 75¢.

Avant de proposer les expressions de 75, 7¢ et 75, nous allons nous intéresser au

temps nécessaire pour que I’échantillon ait k ancétres.

Définition 11 Nous notons T, pour j = 2,...,n, le temps par lequel I’échantillon a

pour la premiére fois j — 1 ancétres. Ainsi :
T;=Xp+--+X;, j=2,...,n

Dans le lemme suivant, nous allons établir la loi sachant B = b des variables T}. Ce

résultat sera déterminant pour les démonstrations & venir.

Lemme 3 Conditionnellement a B =0, et pour k=2,...,n—b+ 1, nous avons :
2(n—j+1) sk
. — L] = n(j-1) S1) =
E[T3]Ja = k] = 2(n—j+1)

2 .
nG=1) T rgony Sinon.
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Preuve. Ce résultat se déduit du corollaire 1, qui nous donne, conditionnellement &

B=b:
2 .
E[X([Ja = k] = 0e-1) sil#k

2 .
2 m S1non.

En considérant dans un premier temps j > k, nous avons :

E[T)|Ja = k] =) E[X(|Ja = k].
t=j

Par une récurrence simple nous pouvons montrer que, si 7 > k alors nous avons :

2(n—j+1).

FTMa === 5

Dans le cas o j < k, nous pouvons remarquer que, conditionnellement a Ja = k, le
temps de coalecence X}, est, en espérance, doublé. Ainsi, comme les autres temps restent,
en espérance, inchangés, nous obtenons que pour j < k :

2n—j+1) 2

HVa=H="G20 M-y

Cas 1 : Coalescence au sein de B
Nous allons commencer par expliciter la formule de 75, représentant ’espérance du

temps de coalescence pour deux séquences du sous-échantillon B.

Lemme 4 Sachant que B = b, nous avons :

b—1

b+1 2
BTy ; (r+1)(r+ Q)E[TJTH]’

01171j+1:Xn+'--—|—Xj+1.

Preuve.
Par définition, T} correspond au temps minimum nécessaire pour que 1’échantillon
ait j ancétres. Ainsi, nous pouvons remarquer que si un nceud de I'arbre apparait lorque

Péchantillon a J ancétres, alors, le temps moyen de ce nceud vaut E[T;11].
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Lorsque B = b, nous pouvons constater que le sous-arbre de la généalogie de B
contient b — 1 noeuds, ou événements de coalescence. De plus, lorsque deux indivi-
dus de B coalescent au nceud 7, le nombre total d’ancétres vaut .J.. Notons P, =
P(2 individus coalescent au noeud 7). En conditionnant par rapport au nceud de coa-

lescence lorsque deux individus de B coalescent, le nceud r, nous obtenons que :

b—1

=Y P.E[T) 4] (2.32)
r=1

De plus, comme les coalescences se font au hasard parmi les individus, nous avons :

b ) -1 r+2
-1 -1
2 2 1
P, = X oo X X
b b—1 T+ 2 r+1
2 2 2 2
_ (b-1)(b—-2) b(b —3) " y (r+3)r y 2
B b(b— ) h-D(b-2) (r+2)(r+1) " (r+1)r
b+1 2
= ) 2.
b—1(r+2)(r+1) (2.33)
Ainsi, en remplagant ce résultat dans I’équation 2.32, nous obtenons que :
b+1 2
= E[T .
B bh—1 ; (7" + 1)(7" + 2) [ JT+1]
|

Afin d’expliciter la formule proposée au lemme précédent, nous allons donner une

formule de I’espérance des T7j,4; par le lemme suivant.

Lemme 5 Pourr=1,...,b—1, nous avons :

n—b+1 c+r
(

. 2(n — 7
=Y Y PO =jlia=k =0

mn
k=2 j=k+r—1 J

Preuve. En conditionnant a Ja = k, puis & J,. = j, nous avons :

n—b+1
E[T),11] = Y E[T;|Ja=klp;
k=2
n—b+1 n—b+r
= > > P(J|Ja=kE[Tja|]a = Klpp

k=2 j=k+r—1
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Enfin, d’aprés le lemme 3, nous avons, pour j > k :

2(n—7
EfTyilJa = K = 229,
Jjn
Nous en déduisons donc que :
n—b+1 c+r ( ])
A

BT,unl= >, Y, PUr=j|Ja= k)Tpk‘

k=2 j=k+r—1

|
La proposition suivante nous permet de proposer une formule de 75 facilement cal-

culable pour n de taille raisonnable.

Proposition 9 Nous avons :

n—b+1 c+r (

b—1 .
b4 1 2 —J) A
" b—l;(r—{—l)(r—l—Z ;gkzw1 W=l da =0 -

Preuve.
En combinant les deux lemmes précédents, lemmes 4 et 5, nous obtenons directement
le résultat.
|
Nous avons donc formulé une expression explicite de 75 en rappelant que P(J, = j |

Ja = k) est donnée par la proposition 5.

Cas 2 : Coalescence entre B et C
Nous allons & présent expliciter la formule de 75 ¢, représentant ’espérance du temps
de coalescence pour une séquence du sous-échantillon B et une séquence du sous-échantillon

C. Cette formule est donnée conditionnellement & B = b.

Proposition 10 Conditionnellement ¢ B = b, nous avons :

" 1N 22—+ 1) 2 L
7'86222 12( (j—1)n +/€(k‘—1)>j(j+1).

k=2 Jj=2
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Preuve.

En conditionnant & Ja, nous avouns :

n—b+1

mse= Y Elscla = klp;
o

Notons P; la probabilité que les deux individus coalescent au j¢ événement de coa-
lescence. Nous pouvons tout d’abord remarquer que le temps de coalescence entre un
individu de B et un individu de C est supérieur & 7a. Donc, d’aprés ’équation précé-
dente, nous obtenons alors :

n—b+1 k

o= Y Y E[TjlJa = kP;pp. (2.34)

k=2 j=2
De maniére similaire & la démonstration précédente, pour I’équation 2.33, nous avons :

k—i—l 2

P;= , . 2.35

TR0+ (2.35)
De plus, comme j < k, nous avons, d’aprés le lemme 3 :
2ln—j7+1 2

E[Tj|Ja = k] = (n=j+1) (2.36)

(j—Dn k(k—1)
Ainsi en remplagant les équations 2.36 et 2.35 dans I’équation 2.34, nous obtenons

que :

_ ktla (20 —j+1) 2 1
T5C =2 k—lZ( (j—1)n +/<:(k—1)>j(j+1)'

Cas 3 : Coalescence au sein de C

Enfin, nous allons expliciter la formule de 7¢, représentant l'espérance du temps de
coalescence pour une séquence du sous-échantillon B et une séquence du sous-échantillon
C. Cette formule est donnée également conditionnellement & B = b. Rappelons en tout
premier lieu que, conditionnellement & B = b, nous notons ¢ le nombre d’individus du

sous-échantillon C, ¢ =n — b.

Proposition 11 Conditionnellement ¢ B = b, nous avons, pour r=1,...,c—1 :

1
c+1cZ ETKTH

c—lT1 (r+2)
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Preuve.
Le schéma de cette preuve est trés ressemblant & la preuve de la propriété 9. En
rappelant que P, caractérise la probabilité que les deux individus coalescent au nceud r

de la sous-généalogie de C, nous avons :

c—1
T = ZPTEI:TKT+1:|.
k=1
De plus, nous avons :
c+1 2

b= A e ey

Nous en déduisons donc que :

c—1
c+1 E[TK+1]
=2 - .
i c—1§; r+1)(r+2)

|
L’expression de E[Tk, 1] étant compliquée, nous avons choisi de la décliner dans la

propriété suivante.

Proposition 12 Conditionnellement ¢ B = b, nous avons :

r b+r

BTk, 1] = Y > P(K|Jo =) (2(7;;1@) + ejk> P(Jo = j)
j=1 k=r+1
c—1
S <2(nn; ). €j> P(Jo = 5)
j=r+1

ou, pourk=r+1,....,b4+retj=1,...,r:

u 9

€k = 2 WP(JA = {]Jo = j),

2
6] < e(g_l) (JA g"]O .7)7

Pour{=j5+1,....n—b+1:
2 A
12(1231)1%

DA R
m=2 m(m—l)pm

P(Ja =€) Jy = j) =
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Preuve.
Nous remarquons facilement que :
¢
BTk, 11] = Y BTk, +11Jo = 51P(Jo = 7).

j=1
Le calcul de E[Tk,+1|Jo = j] nécessite de distinguer deux cas : j > r et j <.
Cas1l:j>r.
Nous pouvons remarquer que dans ce cas K, + 1 = r. Ainsi, en conditionnant par

rapport & la valeur de Ja et en utilisant le corollaire 1, nous obtenons que :

BTk aldo=4] = Y E[XilJo =]
l=r
7 n—b+1 n
2 2 2

- S 2———P(Ja={|Jop = VITBEEEY
2ot 2 g pEUa=th =0+ 3
—r :J+1 Kzn—b—i—Z

_ 2(n—r) .

nr
Cas 2 :j5<r.

Dans ce cas, nous sommes obligés de conditionner a la valeur de K,. Une fois ce
conditionnement fait, la suite est identique au cas 1.

b+r
BTk aldo =41 = > PK, =klJo=j)E[TklJo = ]
k=r+1
b+r

= Z P(Kr = k|Jy :]> (2(nn;k) +€jk> .

k=r+1
|

Ainsi en rappelant que 'expression de P(K,|Jy = j) est donnée a la proposition 2 et
que lexpression de P(Jy = j) est obtenue a 1’équation 2.17, nous obtenons une formule
explicite de E[Tk,+1]. En reportant cette formule dans ’expression de la proposition 11,
nous obtenons ainsi une formule explicite pour 7¢ sachant B = b.

En conséquence, en sommant les expressions des propriétés 10 et 11 par rapport a b,
nous obtenons une expression littérale pour 75 ¢ et 7¢. En utilisant de plus la propriété 9,
nous en déduisons I'expression des coefficients C), et D,,. Etant donné que ces expressions
sont particuliérement difficiles a déchiffrer, nous avons choisi de reporter une table de

valeurs pour ces deux coefficients, voir tableau 2.3.
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n 5 10 15 20 25 30 35 40 45 20
Cp 099 1.019 1.021 1.02 1.02 1.019 1.019 1.018 1.018 1.018
D, 0253 0.218 0.199 0.187 0.178 0.171 0.166 0.161 0.156 0.154

TAB. 2.3: Table des coefficients correctifs C,, et D,,. Ce tableau réca-
pitule les valeurs numériques des coefficients correctifs Cy, et Dy,
intervenant dans la statistique 11y = (IL— C,00)/D,, pour n dans
[intervalle 5 — 50.

2.6.3 Performances de II,;

Les performances de 'estimateur II; ont été testées sur des données simulées. Ces
données ont été obtenues grace a l'algorithme proposé a la section 2.4.5. Le taux de
mutation normal a été fixé a 1 : g = 1. Comme nous ’avons vu précédemment, la valeur
de 0y = 1 correspond donc & un nombre total de cellules égal & N = 2.5 x 10? dans le
tissu considéré. De plus, notre approche s’intéresse & ’estimation du rapport entre 6y et

01, ce qui justifie également la normalisation du paramétre 6.

Nous avons considéré trois valeurs pour le taux de mutation élevé : §; = 10, 102, 103.
De plus nous nous sommes intéressés aux tailles d’échantillon suivantes : n = 10, 20, 30,
40, 50. Le biais et I’écart-type ont été estimés empiriquement a partir de 10000 simulations

dans chacun des cas. Les résultats ont été reportés dans le tableau 2.4.

Les résultats obtenus nous confirment que ’estimateur II; est sans biais. Cependant,
les écart-types sont assez élevés, ce qui s’explique par le fait que les distributions em-
piriques montrent une queue de distribution lourde. De plus, il semblerait que l'erreur
provienne d’un terme d’ordre #7. Nous avons alors ajusté un modéle de régression de
la forme a,0; + 3,07 & la variance. Pour n = 20, I'ajustement est presque parfait avec
Var = 1.4767. Nous avons en effet obtenu R? = 0.999 et P < 1072, Pour n = 40,
I'ajustement nous donne Var = 1.686’% avec R? = 0.997 et P < 10~'2. En conséquence,
I’écart-type n’exhibe pas une forte décroissance lorsque la taille de I’échantillon aug-

mente.
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0, =10 61 =100 61 = 1,000
n E  Ecart-type E Ecart-type E Ecart-type
10 9.9 13.7 107.342 133.9 1006.2 1243.5
20 10.2 14.7 100.91 136.2 1030.5 1458.9
30 9.5 15.5 100.875 147.9 1040.0 1589.5
40 10.7 17.8 95.763 159.0 998.4 1538.1
20 10.3 17.6 106.478 164.6 1039.7 1598.1

TAB. 2.4: Résultats pour II;. Le biais et l’écart-type de 111 ont été calcu-
lés a partir de 10000 simulations pour des échantillons de tailles :

n =10 — 50. Le taur de mutation normal a été fixé a 6y = 1.

2.7 Tests de 'occurrence de I’événement A

Dans cette section, nous allons présenter des tests portant sur ’occurrence de 1’évé-
nement A. Nous proposons tout d’abord un test basé sur les temps de coalescence. Puis
nous proposons plusieurs tests issus des statistiques de Watterson et Tajima corrigées ou
non. Ces résultats ont été obtenus par simulations, en utilisant notamment ’algorithme

proposé a la section 2.4.5.

2.7.1 Test sur les temps de coalescence

Dans cette section, nous allons nous intéresser a un test de rapport de vraisemblance
construit sur les temps de coalescence permettant de rejeter ’absence de la mutation
A. Nous posons comme hypothése nulle pour ce test Hy : « absence de la mutation
A ». L’hypothése alternative, notée Hy, est la suivante : « occurrence de I’événement de
mutation A ».

Pour ce test, nous supposons que la généalogie de I’échantillon est connue. Rappelons
que les temps de coalescence sont notés (Xj)g=2.. - Sous 'hypotheése Hy, pour laquelle,
I’événement A n’est pas survenu au cours de I'histoire de I’échantillon, nous avons déja

constaté (voir Equation 2.2), que les temps inter-coalescence sont indépendants et suivent
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une loi exponentielle, de paramétres respectifs A\, = k(k —1)/2 :
Xi ~ E(Ng)-

Ainsi sous ’hypothése Hy, la loi jointe des temps inter-coalescence, s’écrit de la maniére

suivante :

Flaa, .. mn) =[] folze),
(=2

ou fy(xy) est la densité d’une variable de loi exponentielle de parameétre Ay. Sous ’hy-
pothése Hy, le théoréme 1, nous donne la loi jointe des temps inter-coalescence. Nous
pouvons rappeler que, conditionnellement & B = b et & E N M, nous avons :

n—b+1 n

flao, ) = > pR ek [ fole).
k=2 =2

Le test statistique proposé consiste & prendre le rapport des vraisemblances. Ce test,
théoriquement optimal pour des échantillons de grande taille, peut s’écrire de la facon

suivante :
n—b+1

L(x,Hy
r= LEZC:H(); = kZ_Q PoNETE.

Nous proposons comme critére de rejet que r soit plus grand que le quantile 95%
des données neutres. La puissance de ce test a été étudiée numériquement & partir de
10000 simulations de temps de coalescence sous 'hypothése Hy et sous I’hypothese Hj.
Les résultats que nous avons obtenus montrent que la puissance de ce test ne dépasse
pas 0.2 pour n = 10,20, 50,100 et dans le cas ou b =~ n. Dans le cas ou b a des valeurs
plus faible, la faible puissance du test est encore plus marquée : la puissance est environ
égal a 0.1 lorsque b/n ~ 0.5.

Puisqu’il suppose que la topologie de ’arbre de coalescence, ainsi que les temps de
coalescence (i.e. la longueur des branches de I’arbre) sont connus, ce test est difficile a
utiliser en pratique. Cependant, la faible puissance de ce test met en avant le fait que la

détection de occurrence de ’événement de mutation A est extrément délicate.

2.7.2 Test a laide des estimateurs de Watterson et de Tajima corrigés

Dans cette section, nous allons proposer plusieurs tests statistiques permettant d’étu-

dier 'occurrence de I’événement de mutation A. Ces tests sont construits a partir des
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n 91 =10 (91 = 100 91 == 1,000

10 0.10 0.29 0.90
20 0.06 0.18 0.70
30 0.13 0.29 0.65
40 0.11 0.24 0.99
20 0.09 0.21 0.55

TAB. 2.5: Puissance pour 01. Puissance du test construit a partir de la
statistique 01, pour lequel Hy est l'occurrence de A et 61 > 6y
contre l’hypothese alternative Hy : absence de A. Le taux de mu-
tation normal a €té fizré a Oy = 1 et nous avons fait varier le taux

de mutation élevé de 01 = 10 a 61 = 1000.

statistiques de Watterson et de Tajima corrigées, proposées respectivement dans les théo-

rémes 2 et 3.

Le premier test que nous proposons utilise la statistique de Watterson corrigée, 6;.
L’hypothése nulle, Hy, se définit comme 'occurrence de A associée a une hausse du taux
de mutation 61 > 6, tandis que ’hypothése alternative, Hy, est ’absence de ’événement
A. La puissance de ce test a été étudiée par simulations en fixant le taux de mutation
normal y = 1 et en choisissant le taux de mutation élevé #; = 10,100, 1000. La puissance
du test a alors été calculée pour des tailles d’échantillon variant entre n = 10 et n = 50.

Les résultats obtenus ont été reportés dans le tableau 2.5.

Nous pouvons constater que des puissances raisonnables sont obtenues pour des va-
leurs du taux de mutation élevé 61 supérieure au taux de mutation normal 6y d’un facteur
1000. De plus, la puissance ne semble pas augmenter lorsque la taille de I’échantillon aug-
mente de n = 10 & n = 50.

Le second test que nous proposons utilise la statistique de Watterson, 0. L’hypothése
nulle, Hy, est ’absence de ’événement A, tandis que '’hypothése alternative, Hy, se définit
comme 'occurrence de A associée & une hausse du taux de mutation 6; > 6. Ce test a

été étudié par simulations en fixant le taux de mutation normal #y = 1 et en choisissant
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n 91 =10 01 =100 91 == 1,000

10 0.44 0.75 0.93
20 0.44 0.74 0.90
30 0.48 0.75 0.89
40 0.42 0.73 0.88
20 0.43 0.72 0.87

TAB. 2.6: Puissance pour 0. Puissance du test construit a partir de la
statistique é, pour lequel Hy est ’absence de A contre I'hypothése
alternative, Hy, se définissant comme l’occurrence de A et 61 >
0o. Le tauz de mutation normal a été fixé a 0 = 1 et nous avons

fait varier le tauxr de mutation élevé de 01 = 10 a 61 = 1000.

le taux de mutation élevé #; = 10,100, 1000. La puissance du test a alors été calculée
pour des tailles d’échantillon variant entre n = 10 et n = 50. Les résultats obtenus ont
été reportés dans le tableau 2.6.

Les résultats obtenus nous montrent que la puissance de ce test se situe entre 0.43 et
0.93. Nous pouvons constater que pour des valeurs de 6y inférieure a 10, le test est trés
peu puissant. Lorsque le taux de mutation élevé atteint des valeurs supérieures a 1000
(f; > 1000), le gain en puissance est significatif. De plus, le tableau 2.6 nous indique que
la détection de I’événement A est meilleure avec un taux de mutation fort et une taille
d’échantillon faible.

Le troisiéme test que nous proposons est similaire au premier. La seule différence
est que ce test est construit & partir de la statistique de Tajima corrigée. Les résultats
obtenus ont été reportés dans le tableau 2.7.

Enfin, le quatriéme test que nous proposons est similaire au deuxiéme test proposé
en utilisant la statistique de Tajima II pour rejeter '’hypothése Hy d’absence de A. Les
résultats obtenus ont été reportés dans le tableau 2.8.

Les deux tableaux 2.7 et 2.8 nous montrent que les résultats obtenus avec la sta-

tistique de Tajima et la statistique de Watterson sont similaires. Dans chaque cas, des
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n 0 =10 0; =100 61 = 1000
10 0.09 0.32 0.72
20 0.12 0.29 0.54
30 0.14 0.24 0.44
40 0.12 0.19 0.35
50 0.13 0.20 0.40

2.7. Tests

TAB. 2.7: Puissance pour II;. Puissance du test construit & partir de

TAB. 2.8:

la statistique 111, pour lequel Hy est l’occurrence de A et 61 >

0o contre l’hypothése alternative Hy :

absence de A. Le tauzr de

mutation normal a €té fizé a Og = 1 et nous avons fait varier le

tauz de mutation élevé de 01 = 10 a 61 = 1000.

n 61 =10 61 =100 61 = 1000
10 0.44 0.73 0.91
20 0.44 0.69 0.84
30 0.39 0.64 0.80
40 0.34 0.64 0.79
50 0.34 0.62 0.76

Puissance pour II. Puissance du test construit a partir de la

statistique 11, pour lequel Hy est l’absence de A contre [’hypothése

alternative, Hy, se définissant comme [’occurrence de A et 61 >

0g. Le taux de mutation normal a été fixé a4 6y = 1 et nous avons

fait varier le tauz de mutation élevé de 61 = 10 a 61 = 1000.
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puissances raisonnables sont obtenues lorsque le taux de mutation élevé est supérieur au
taux de mutation normal d’un facteur d’au moins 1000. Ce facteur 1000 est en accord
avec certaines expérimentations biologiques selon lesquelles la manifestation d’un phé-
notype de mutation ne peut se détecter que pour une hausse du taux de mutation d’au

moins 1000 [Loeb, 2001].

2.8 Discussion et conclusion

Le travail développé dans ce chapitre est la modélisation d’une hypothése biologique
décrivant l'initiation d’un cancer. Cette hypothése biologique suppose que le développe-
ment d’un cancer débute par un événement de mutation particulier. Partant du constat
que les cellules cancéreuses sont caractérisées par un nombre anormalement élevé de mu-
tations, Loeb et ses collaborateurs ont proposé que le nombre de mutations anormalement
élevé soit la conséquence d’un phénotype de mutation exprimé par les cellules cancéreuses
[Loeb et al., 1974|. Ce phénotype de mutation serait di & une déficience du systéme de
controle de la réplication de ’ADN au cours de la mitose. Le systéme de controle de la
réplication est souvent appelé le systétme MMR, (MisMatch Repair), et met en jeu des
génes codant & la fois pour controler la fidélité de la réplication de ’ADN et pour répa-
rer ’ADN répliqué. Certains de ces génes, les génes MLH1 et MSH2, ont d’ailleurs été
identifiés pour leur implication dans le développement d’un cancer du colon.

La conséquence d’une perte de MMR est la hausse du taux de mutation. En effet,
en cas de perte de MMR, 'organisme « laisse passer » plus de mutations. La détection
d’une hausse dans le taux de mutation semble donc étre un bon outil pour améliorer la
détection précoce du cancer.

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modéle intégrant la perte de MMR. A cet
effet, nous avons considéré un échantillon de n cellules, & partir desquels n séquences
d’ADN on été extraites. Nous avons supposé que ces cellules provenaient d’un tissu
cancéreux. L’échantillon de n séquences d’ADN est donc composé d’un nombre aléatoire
de séquences ayant un taux de mutation élevé, complété par des séquences ayant un
taux de mutation normal. Les séquences ayant un taux de mutation élevé forment un

sous-échantillon, noté B, complété par le sous-échantillon C.
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Nous avons choisi de modéliser la généalogie de cet échantillon de séquences en in-
tégrant I’événement de mutation A. Le modéle de généalogie que nous avons utilisé est
un modeéle coalescent conditionnel introduit initialement pour estimer 1’age de ’alléle
[Wiuf et Donnelly, 1999], |Griffiths et Tavaré, 2003|. Les hypothéses de ce modéle de gé-
néalogie correspondent exactement aux hypothéses de la perte de MMR. Ainsi, la partie
de la généalogie affectée par le taux de mutation élevé correspond au sous-arbre qui

descend directement de ’événement A.

Nous nous sommes ensuite placés sous 'hypothése du modéle & infinité de sites
[Watterson, 1975]. Ce modeéle suppose que deux mutations ne peuvent se produire sur
le méme site. Nous avons alors utilisé pour les mutations un modéle de Poisson le long
des branches de la généalogie. Plus précisemment, les mutations suivent un processus de
Poisson de parameétre 0;/2 le long des branches qui descendent de A et de parameétre
0o/2 ailleurs. Les parameétres 6y et 01 correspondent respectivement aux taux de mutation

normal et élevé.

Sous ce modeéle & deux taux, nous avons corrigé deux statistiques classiques : l'esti-
mateur de Watterson |Watterson, 1975] et lestimateur de Tajima |Tajima, 1983] pour
le taux de mutation ;. Ces corrections ont nécessité ’étudé détaillée de la topologie de
Parbre de coalescence conditionnel. Certains résultats, comme ’age de la mutation A,

avaient déja été étudiés et nous ont été trés utiles.

Nous nous sommes efforcés de déterminer des résultats complémentaires sur 'arbre
de coalescence conditionnel. Ces résultats ont porté notamment sur la loi jointe des
temps inter-coalescence, ’espérance de la longueur totale de ’arbre, les temps moyens
de coalescence entre deux individus de B, entre deux individus de C et entre un individu

de B et un individu de C.

Ces résultats nous ont permis de corriger le biais des statistiques de Watterson et de
Tajima. Nous avons alors proposé plusieurs tests, & partir des statistiques de Watterson
et de Tajima corrigées ou non, permettant de tester d’'une part l'occurrence de I’événe-
ment A et d’autre part I’absence de A. Par ailleurs, les résultats théoriques que nous
avons obtenus, associés a certaines propriétés issues de I’étude de |Tavaré, 2004], nous

ont permis de proposer un algorithme de simulation d’arbre de coalescence conditionnel.

Les estimateurs de Watterson et de Tajima corrigés ont été testés a l'aide de si-
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mulations. Cette étude a confirmé que ces estimateurs sont effectivement sans biais.
Cependant, I’écart-type de ces estimateurs reste relativement élevé. C’est la raison pour
laquelle les tests proposés montrent une puissance significative uniquement lorsque le
rapport entre le taux de mutation normal et le taux de mutation élevé est au moins
égal & 1000. Nous avons également remarqué que la puissance optimale des tests pour
rejeter I’hypothése d’instabilité génétique est obtenue pour de faibles tailles d’échantillon
(n = 10). Ce constat vient du fait que notre modéle est conditionné a 'occurrence de
A. Ainsi, lorsque la taille de ’échantillon est faible, 'information relative concernant le
taux de mutation élevé est la plus importante. Ce résultat suggere qu’il est préférable
de choisir judicieusement les loci & séquencer, ou méme de développer de nouveaux mar-
queurs spécifiques, plutét que d’augmenter le nombre de cellules de 1’échantillon. Cette

expertise biologique pourrait améliorer la puissance des tests [Boland et al., 1998|.

Les simulations que nous avons fournies ont été obtenues sous I’hypothése de neu-
tralité. Au cours des premiéres étapes du développement prétumoral, cette hypothése
de neutralité parait compatible avec la théorie proposée par Loeb. De nombreuses hy-
pothéses alternatives & celle de Loeb ont cependant été avancées. L’une d’entre elles
explique notamment qu’une cellule doit exhiber un avantage selectif pour se transformer
en une cellule prétumorale. Cette cellule pourra devenir maligne par selection clonale
[Cairns, 1975], [Nowell, 1976], [Tomlinson et al., 1996|. Les travaux présentés dans ce cha-
pitre permettent de fournir un test pour cette hypothése. En effet, une fagon classique de
tester l'influence de la sélection est d’étudier la statistique D de Tajima [Tajima, 1989].
Dans le contexte de ce chapitre la statistique D de Tajima s’obtient comme la différence
6, —TI.

La prise en compte de la sélection dans le modéle & deux taux proposé dans ce chapitre
complique sensiblement le modéle. Cependant certaines contributions récentes peuvent
aider dans cette perspective [Krone et Neuhauser, 1997|, [Stephens et Donnelly, 2003],
[Coop et Griffiths, 2004].

Enfin, certaines difficultés concernant la mesure de l'effet précis de l'instabilité dans
le génome des cellules cancéreuses ont été avancées [Anderson, 2001]. Ces problémes
expérimentaux justifient notre approche. En effet, I’estimation rigoureuse de I'instabilité

génétique nécessite d’utiliser des outils mathématiques construits en ce sens. Le controle
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du biais des estimateurs de Watterson et de Tajima permet donc de minimiser I'erreur

de prédiction.
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Chapitre 3

Modéle de Gibbs pour l'organisation

tissulaire

Le processus de développement d’un cancer est connu pour étre un processus multi-
cascades. Bien que la succession des étapes de ce processus soit a ce jour mal connue,
chaque type de cancer semble présenter des caractéristiques différentes quant & son déve-
loppement. Un des facteurs de développement tumoral est la perte d’adhésion cellulaire.
L’adhésion cellulaire correspond a ’ensemble des forces mises en jeu entre les cellules voi-
sines d’un tissu pour assurer le maintien et 'intégrité d’un tissu. Depuis quelques années,
la perte d’adhésion cellulaire est considérée comme une étape importante du processus

de cancérisation, notamment au cours de la phase d’invasion générant des métastases.

Depuis les années 50, les mécanismes mis en jeu dans ’adhésion cellulaire ont fait
I'objet de nombreuses recherches. Avant de trouver une application directe au cancer, ces
recherches se sont concentrées sur I’explication de phénomenes biologiques traditionnels
dans le développement d’un organisme multicellulaire : I’embryogénése ou la morpho-
géneése, par exemple. Il a fallu attendre les années 90 pour que le lien entre adhésion
cellulaire et cancer soit mis en avant. Cette découverte a suscité ainsi une extension des

recherches sur ’adhésion cellulaire.

Dans une premiére partie de ce chapitre, le contexte précis d’adhésion cellulaire sera

défini. Puis nous présenterons le complexe Cadhérine-Caténine qui est une composante
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importante de ’adhésion cellulaire et nous rappelerons limplication de ce complexe
dans la cancérisation. Nous enchainerons avec la présentation de modéles mathématiques
construits pour étudier par simulation 'effet de I’adhésion cellulaire sur le développement
d’organismes pluri-cellulaires. Nous proposerons alors une classe de modeéles, la classe CC
(pour Cadhérines-Caténines), construite sur une géométrie continue du tissu. Apreés avoir
rappelé le contexte mathématique du diagramme de Dirichlet et des processus ponctuels
de Gibbs marqués, nous montrerons certaines propriétés théoriques de la classe C'C. Nous
formaliserons ensuite un algorithme de Metropolis-Hastings pour la classe C'C, puis nous
étudierons les propriétés de convergence de cet algorithme. Enfin, nous proposerons deux

estimateurs du parameétre d’adhésion basés sur la pseudo-vraisemblance.

3.1 L’adhésion cellulaire : un régulateur du développement

d’un organisme multicellulaire

3.1.1 Contexte général

Le développement d’un organisme multicellulaire se fait par 'intermédiaire d’un pro-
gramme de régulation complexe. La principale conséquence phénotypique de ce pro-
gramme est I’émergence de configurations particuliéres des cellules d’un tissu. Par exemple,
selon les cas, les cellules d’un tissu vont avoir tendance a s’agréger de fagon homotypique
ou hétérotypique, & migrer, a grossir, etc... Ces différentes configurations sont considé-
rées comme la signature d’un stade (ou phase) de développement d’un tissu présent dans
Pembryogénése ou la morphogénése par exemple [Cowin, 2000].

La connaissance précise des mécanismes physico-biologiques gérant 1’organisation cel-
lulaire d’un tissu reste, a ce jour, un sujet de recherche en plein essort. De nombreuses
expériences biologiques, menées essentiellement dans les années 60, par Steinberg et son
équipe ont permis de mettre en avant 'importance de la cellule comme entité primordiale
dans la formation d'un tissu [Steinberg, 1962a], [Steinberg, 1962b], [Steinberg, 1962¢],
[Steinberg, 1963]. Plus précisemment, ces expériences ont prouvé le role fondamental
joué par les interactions intercellulaires dans 1’émergence, le développement et le main-
tien d’un tissu. Par conséquent, un tissu peut étre vu comme un ensemble de cellules

(entité unitaire) contraint par des interactions.
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Les interactions au sein d’un tissu sont généralement classées en deux catégories :
les interactions entre les cellules d'une part (interactions de type Cellule-Cellule) et les
interactions entre les cellules et le substrat extra-cellulaire d’autre part (interactions de
type Cellule-Substrat). Par le biais de ces interactions, les cellules vont pouvoir adopter
des configurations trés diverses et induire de multiples configurations de cellules. Le
bon fonctionnement de ces interactions va ainsi permettre au tissu de se développer
normalement.

La compréhension de ces interactions, ainsi que leurs implications dans le développe-
ment d’un organisme, présente donc un intérét majeur pour de multiples phénoménes : les
organisations cellulaires caractéristiques des tissus sains mais aussi certains aspects méca-
niques impliqués dans de nombreux cancers et autres maladies [Steinberg et Foty, 1997].

Les phénomeénes cellulaires les plus étudiés sont ’auto-organisation spontanée des
cellules embryonnaires soit sous forme de damier, caractérisant des interactions hétéro-
typiques, soit en agrégats homogénes, caractérisant des interactions homotypiques. L’ob-
servation de ces phénoménes a donné lieu & de nombreuses hypothéses sur la nature des

interactions entre les cellules.

3.1.2 Hypothéses sur les interactions cellulaires

Les expériences biologiques réalisées dans les années 60 sur les mouvements auto-
induits de certaines cellules ont donné lieu & de nombreuses théories explicatives. Bien
que ces théories soient fondées sur différents concepts d’adhésion cellulaire, elles se
concentrent sur les forces mises en jeu au niveau des surfaces de contact entre les cel-
lules. 11 est assez usuel de classer ces hypothéses en 4 grandes classes |[Brodland, 2002] :

I’hypothése DAH, I’hypothése DSCH, I’hypothése specific-CAMs et ’hypothése DITH.

DAH : Differential Adhesion Hypothesis
Cette hypothése, issue d’'un paralléle entre un tissu et un fluide, a été formulée par
Steinberg a la suite de ses fameuses expériences |Steinberg, 1970]. L’hypothése DAH

suppose que
1. les cellules adhérent les unes aux autres,

2. la force d’adhésion varie d’un type de cellule a ’autre,
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3. Un agrégat de cellules va avoir tendance & se positionner dans une configuration

qui minimise ’énergie du systéme.

L’hypothése DAH est aujourd’hui la plus reconnue biologiquement et c’est en partie sur

cette hypothése que nous allons fonder notre étude.

DSCH : Differential Surface Contraction Hypothesis

Harris a effectué un travail paralléle sur le comportement des fluides et celui des tissus
[Harris, 1976]. I1 a ainsi pu mettre en évidence un certain nombre de différences qui 'ont
amené a énoncer des hypothéses sur les interactions cellule-cellule. En particulier Harris, a
formulé '’hypothése de la contraction de surface différentielle. L’hypothése DSCH suppose

que
1. les cellules présentent des contractions de surface,

2. la force de contraction est
— élevée lorsque la cellule est en contact avec le milieu extracellulaire,
— faible lorsque la cellule est en contact avec une cellule d’'un autre type histolo-
gique,
— la plus faible lorsque la cellule est en contact avec une cellule du méme type

histologique.

3. les cellules de différents types exercent différents degrés de contraction de surface

lorsqu’elles sont en contact avec le domaine extracellulaire.

Cette hypothése a permis d’élaborer des modéles d’interactions hétérotypiques exhi-

bant essentiellement des configurations en damier.

Specific CAM-based hypothesis

Dans les années 80, les recherches se sont concentrées sur les phénomeénes chimiques
liés & I’adhésion cellulaire. Ces recherches ont notamment permis de découvrir de nou-
velles molécules dédiées spécifiquement & 'adhésion cellulaire appelées CAMs (Cell Adhe-
sion Molecules). Friedlander et ses collaborateurs ont mis en avant que les CAMs, et plus
particuliérement les cadhérines (section 3.2), influencent 1’organisation spatiale des cel-

lules [Friedlander et al., 1989]. L’hypothése « Specific CAM-based » s’est développée en
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paralléle de ces recherches et prétend que ’organisation cellulaire d’un tissu dépend de
la nature et de la concentration des structures moléculaires & la surface des cellules.

Il s’avére que cette hypothése est complémentaire de I’hypothése DAH proposée par
Steinberg. En effet, elle permet de définir la force d’adhésion entre deux cellules voisines
qualitativement en décrivant les molécules exprimées au sein des deux cellules considérées,
et quantitativement en mesurant la quantité de ces protéines exprimées par les deux

cellules.

DITH : Differential Interfacial Tension Hypothesis

Au début des années 2000, certaines expérimentations biologiques ont montré 1’inco-
hérence de 'hypothése DAH [Brodland et Chen, 2000]. Par ailleurs, le concept de ten-
sion de surface différentielle, qui a débouché sur 'hypothése DITH, s’est montré cohé-
rent avec ces expérimentations biologiques. L’hypothése DITH, proposée par Brodland

[Brodland, 2002], suppose que

1. la tension de surface agit le long des frontiéres entre deux cellules et entre une

cellule et le domaine extracellulaire,

2. la valeur de cette tension dépend des types respectifs des cellules ou du domaine

extracellulaire formant l'interface,

3. cette tension induit des mouvements locaux au niveau des jonctions entre cellules
qui ménent & des configurations spécifiques de réarrangement cellulaire comme le

damier.

L’hypothése DITH offre une alternative intéressante aux autres hypothéses. Son utilisa-

tion pratique reste pour l'instant difficile |[Brodland, 2002].

Les différentes hypothéses proposées sur le fonctionnement de 1’adhésion cellulaire
ont été, et sont encore de nos jours, la source de controverses. Malgré les progres tech-
nologiques dans de nombreux domaines tels que la biologie moléculaire, la biochimie ou
I'imagerie, il semblerait qu’aucune hypothese générale sur I’adhésion cellulaire ne puisse
étre confirmée. Cependant, ’hypothése biologique la plus couramment admise reste 1’hy-
pothése d’adhésion différentielle (DAH) proposée par Steinberg. Dans la suite de ce cha-

pitre nous nous placerons sous ’hypothése DAH qui, dans sa forme originelle, est trop
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conceptuelle pour pouvoir étre utilisée directement dans un modéle. Ainsi, nous essaie-
rons de coupler 'hypothése DAH et les connaissances récentes obtenues sur les molécules
d’adhésion cellulaires (CAMs).

Le role précis des CAMs (Cellular Adhesion Molecules) a été particuliérement étudié
au cours de années 90. Geiger et Ayalon ont montré que, parmi les CAMs, les cadhé-
rines et les caténines tiennent un réle prépondérant chez les vertébrés, du fait de leurs
implications dans les jonctions adhérentes |Geiger et Ayalon, 1992]. Ces molécules sont
responsables de ’adhésion et de la force de cette adhésion entre deux cellules voisines,
par la formation d’un complexe appelé complexe Cadhérine-Caténine.

Afin de mieux comprendre les mécanismes d’adhésion induits par les complexes
Cadhérine-Caténine, il est nécessaire de faire un bilan des connaissances sur la com-

position et le réle précis joué par ces complexes.

3.2 Le complexe Cadhérine-Caténine : un des agents prin-

cipaux de ’adhésion cellulaire

Les cadhérines sont des glycoprotéines transmembranaires participant & 'adhésion
de type cellule-cellule et & la reconnaissance cellule-cellule [Yap et Goodwin, 2004]. Les
principaux types de cadhérines sont nommés en rapport avec le type de tissu ou celles-
ci furent découvertes. Par exemple les E-, N- et VE-cadhérines correspondent respec-
tivement & des cellules épithéliales, nerveuses et endothéliales vasculaires. Une protéine
cadhérine est caractérisée par un domaine extracellulaire et un domaine intracellulaire. Le
domaine extracellulaire se compose exactement de cing parties extracellulaires répétées
(voir figure 3.1). Les ligants entre deux domaines extracellulaires d’'une méme cadhérine
sont composés d’ions de calcium (Ca2+). Le domaine intracellulaire d’une cadhérine sert

quant & lui d’intermédiaire entre la cellule et le domaine extracellulaire.

3.2.1 Domaine extracellulaire d’une cadhérine

La liaison entre deux cellules voisines est assurée par des connexions entre de nom-
breuses molécules cadhérines appartenant aux deux cellules. Cette liaison est plus par-

ticulierement assurée par les domaines extracellulaires des molécules cadhérines. Deux
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Domaines extracellulaires

P Membrane Plasmique

Protéine P120 de liaison caténine —

. . o . ____.--""
Domaine de liaison caténine

FiG. 3.1: Schéma d’une molécule cadhérine. Les cadhérines sont caractéri-
sées par la présence de cing domaines extracellulaires répétés. Ces
domaines vont assurer l’adhésion entre deuz cellules voisines. Les
domaines cytoplasmiques (Protéine P120 et domaine de liaison
caténine) vont assurer la liaison entre la cadhérine et le cytos-

quelette de la cellule.

cadhérines appartenant a deux cellules différentes vont se lier par I'intermédiaire de leurs
domaines extracellulaires terminaux (voir figure 3.2). Les liaisons entre deux cadhérines
favorisent principalement des interactions homotypiques. Ceci signifie que : plus deux
cellules voisines se ressemblent (expriment des phénotypes proches), plus la liaison des

cadhérines est forte [Wheelock et Johnson, 1989].

3.2.2 Domaine intracellulaire d’une cadhérine et complexe Cadhérine-

Caténine

La partie intracellulaire permet le dialogue entre la cellule et les domaines extracellu-
laires des cadhérines. Cette partie est composée essentiellement d’une protéine de liaison
caténine (protéine P120) et d’un domaine de liaison caténine (voir figure 3.1).

Le dialogue entre la cellule et la cadhérine s’effectue par I'intermédiaire de molécules
appélées caténines [Ozawa et al., 1990]. Plus précisemment, une molécule S-caténine vient
se lier au domaine de liaison caténine de la cadhérine. Cette molécule est également reliée

a une autre molécule, nommeée a-caténine, qui vient s’attacher & un filament d’actine. Ce



102 Chapitre 3. Modeéle de Gibbs

Cellule 1

Membrane Plasmique de la cellule 1

Cadhérine de 1a cellule 1
Domaine Extracellulaire

Cadhérine de la cellule 2

___—Membrane Plasmique de la cellule 2

Cellule 2

Fi1Gc. 3.2: Schéma d’une jonction adhérente entre deux cadhérines issues de
deuz cellules voisines. Nous pouvons remarquer que la liaison se
fait au niveau du dernier domaine extracellulaire de chacune des

deuz cadhérines.
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Domaines extracellulaires §

Protéine P120 de liaison caténine - %
e

Domaine de liaison caténine Intérieur de la cellule

“\\—\
\—‘

o.—caténine

Extérieur de la cellule

p—caténine

Filament d”actine

Fi1G. 3.3: Schéma du complexe Cadhérine-Caténine au sein d’une cellule.

complexe est schématisé a la figure 3.3. Le filament d’actine fait partie du cytosquelette,
dont 'une des fonctions principales est d’assurer une certaine rigidité a la cellule.

Par 'intermédiaire du filament d’actine et du complexe Cadhérine-Caténine, il existe
une interaction entre le cytosquelette d’une cellule et ses cadhérines. Cette interaction
permet ’évolution et le maintien de ’architecture d’un tissu au cours de son développe-
ment (embryogénése, morphogénése, etc...).

Il apparait donc que le complexe cadhérine-caténine joue un réle majeur dans la vie
de la cellule en assurant le lien entre le milieu intracellulaire et le milieu extracellulaire.
Nous allons & présent résumer ’état des recherches actuelles sur la fonction précise du
complexe Cadhérine-Caténine. La compréhension de ces fonctions, nous permettra par la
suite de modéliser plus rigoureusement ’action de ces complexes sur ’adhésion générale

des cellules d’un tissu.

3.2.3 Fonctions du complexe Cadhérine-Caténine

Les premiéres recherches sur le complexe Cadhérine-Caténine ont montré que I'agré-
gation cellulaire s’opérait entre cellules exprimant le méme type de cadhérines. Ce phéno-
meéne est connu sous le nom de caractére homophilique des cadhérines [Nose et al., 1988|.

Ces premiéres observations ont montré le role régulateur des cadhérines pour I’adhésion
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cellulaire. Elles servent de joint intercellulaire « collant » entre deux cellules voisines selon
leurs types respectifs. Méme si ces résultats n’expliquent pas, a eux seuls, ’organisation
spatiale d’un tissu, ils ont permis d’orienter les recherches sur la fonction précise du
complexe Cadhérine-Caténine.

En 1994, Steinberg et Takeichi ont montré que l'organisation cellulaire, observée au
cours de la morphogénése notamment, est causée par des différences dans l'intensité des
adhésions intercellulaires [Steinberg et Takeichi, 1994|. L’intensité d’une adhésion cellu-
laire est caractérisée par le nombre de complexes Cadhérine-Caténine assurant la liaison
entre les deux cellules. Cependant, cette intensité n’est pas directement proportionnelle
au nombre de molécules cadhérines, elle tient également compte du nombre de cadhérines
présentes a la surface d’une cellule et non utilisées dans ’adhésion. Plus précisemment,
Steinberg et Takeichi ont considéré trois situations distinctes, décrites qualitativement

de la maniére suivante.

1. Si deux cellules voisines ont un faible niveau d’expression de cadhérines, alors leur

liaison sera relativement efficace,

2. Si deux cellules voisines ont un fort niveau d’expression de cadhérines, alors leur

liaison sera treés efficace,

3. Si une cellule a un faible niveau d’expression de cadhérines et 'une de ses voisines

un fort niveau d’expression, alors leur liaison sera inefficace.

Ainsi, dans un systéme cellulaire contenant deux types de cellules, caractérisés par
leurs niveaux d’expression des complexes Cadhérine-Caténine, le nombre de complexes
inutilisés va avoir tendance a étre minimisé [Steinberg et Takeichi, 1994]. Les complexes
Cadhérine-Caténine agissent donc comme de la « colle » liant deux cellules exprimant
le méme type de cadhérines. Cette « colle » sera d’autant plus efficace que deux cellules
adjacentes expriment le méme nombre de complexes sur leur surface commune.

Il s’avére également que les cadhérines participent & l'activation de protéines en tra-
duisant certains signaux extracellulaires [Yap et Goodwin, 2004]. Le complexe Cadhérine-
Caténine joue alors un role de boite de dialogue entre l'intérieur et ’extérieur de la cellule.

Kemler fut le premier a exprimer le fait que les caténines participent au lien fonc-
tionnel entre les cadhérines et le cytosquelette [Kemler, 1993]. Les principaux signaux

régulant 'activité adhésive des cadhérines sont le Wnt, la régulation de I'a-caténine,
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F1G. 3.4: Schéma rendant compte de l’efficacité de liaisons adhérentes entre
cellules voisines [Steinberg et Takeichi, 1994]. Dans le schéma,
les cellules sont représentées par des carrés. Une cellule notée L
exprime une faible concentration de molécules d’adhésion tandis
qu’une cellule notée H exprime une forte concentration de CAMs.
La liaison entre cellules H et H est trés forte, la liaison entre cel-

lules L et L est forte et la liaison entre cellules H et L est faible.
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Pexpression des petites GTPases (Rac, Rho et Cdc42), 'activation de la protéine p120
et la phosphorylation de kinases |Gumbiner, 2000].

Schématiquement, les complexes Cadhérine-Caténine répercutent 'information ex-
tracellulaire en activant ou inhibant des facteurs de croissance de la cellule. Selon de
nombreux biologistes moléculaires, il semblerait que ce role soit encore plus important,
démontrant une réelle communication intercellulaire dont le vecteur serait le complexe

Cadhérine-Caténine.

Pour résumer cette sous-section, nous pouvons rappeler que les complexes cadhérines-
caténines jouent un role de boite de dialogue entre le noyau de la cellule et le milieu ex-
tracellulaire. Ce dialogue s’effectue notamment par l’activation de voies de signalisation
complexes. Il parait beaucoup trop ambitieux de vouloir intégrer 1’ensemble des voies
de signalisation cellulaire dans un modéle d’adhésion. Nous devons donc a présent syn-
thétiser ces informations pour pouvoir les intégrer le plus simplement possible dans un
modele mathématique. Nous pouvons constater que le caractére adhésif d’un tissu peut
se résumer aux forces exercées entre deux cellules voisines. Ces forces peuvent se carac-
tériser, comme un phénotype cellulaire codé par ’expression des molécules cadhérines et

caténines.

3.2.4 Evolution des forces de ’adhésion

Shapiro et son équipe ont montré que la succession de liaisons Cadhérine-Cadhérine
entre cellules voisines s’organise selon une fermeture éclair [Shapiro et al., 1995] (voir
figure 3.5). Ce résultat a été obtenu en étudiant la structure crystalline des domaines
extracellulaires terminaux. Il apparait également que le caractére linéaire de la fermeture
éclair se vérifie par des expériences biologiques. Cette constatation a permis & Steinberg
et ses collaborateurs de raffiner ’hypothése DAH . En effet, il apparait que plus la
surface de contact entre cellules voisines est grande, plus I'adhésion est forte car plus la
fermeture éclair est fermée. Ces contraintes biologiques devront étre intégrées dans un
modeéle d’adhésion. Elles constituent un résumé quantitatif des fonctions du complexe
cadhérine-caténine dans l'adhésion cellulaire.

Nous venons de nous intéresser au role joué par le complexe Cadhérine-Caténine dans
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Cellule 1

Membrane Plasmique de la cellule 1

.

Domaine Extracelluaire

R N

Cellule 2 Membrane Plasmique de la cellule 2

FiG. 3.5: Schéma de type fermeture éclair d’une liaison cellule-cellule as-
surée par des cadhérines. Ce schéma est inspiré des travaux de

Shapiro [Shapiro et al., 1995].

I’adhésion cellulaire. Comme nous ’avons vu, ce role est prépondérant pour le maintien
et 'intégrité d’un organisme pluricellulaire. Etant donné que le cancer est la manifesta-
tion du développement anormal d’un organisme, nous pouvons raisonnablement penser
que le complexe Cadhérine-Caténine est directement impliqué dans le développement
d’un cancer [Conacci-Sorrell et al., 2002]. Dans la prochaine section nous allons nous in-
téresser au lien existant entre ’adhésion cellulaire, et tout particulierement le complexe

Cadhérine-Caténine, et le développement d’un cancer.

3.2.5 Adhésion cellulaire et cancer

Depuis quelques années, un lien a été fait entre "adhésion cellulaire et le développe-
ment d’une tumeur. En effet, il est apparu expérimentalement qu’'un dysfonctionnement
du processus d’adhésion cellulaire peut-étre fortement corrélé a plusieurs types de can-
cer. Ces expériences biologiques se basent sur le développement de nouveaux marqueurs
moléculaires qui permettent d’évaluer I'expression de protéines spécifiques au sein des
cellules d’un tissu. En particulier, de nombreuses recherches se sont focalisées sur 1'ex-
pression de plusieurs molécules d’adhésion (les CAMs) dont les cadhérines et caténines.
Par imagerie, il est alors possible de déterminer la quantité de protéines cadhérines ou

caténines exprimées par chacune des cellules composant un méme tissu, et ainsi d’établir
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une corrélation entre le niveau d’expression des complexes Cadhérine-Caténine dans une

cellule et le type de cette cellule (saine, pré-tumorale ou tumorale, par exemple).

Pendant le développement de la plupart des cancers épithéliaux humains, la fonction
adhérente des cadhérines est perdue [Birchmeier et Behrens, 1994]. Parmi les mécanismes
entrant en jeu dans la perte de fonction des E-cadhérines, des mutations délétéres du géne
codant pour la protéine E-cadhérine ont été caractérisées [Bracke et al., 1996]. L’utilisa-
tion de §-caténines tronquées ainsi que la dérégulation des (3-caténines sont associées a
Pémergence de tumeurs malignes |Oyama et al., 1994]. Takayama et ses collaborateurs
furent les premiers & mettre en avant la sous-expression de (-caténines dans différents
types de cancers : sous-expression dans 10 cas sur 15 (67%) pour I’ecesophage, 9 cas sur
19 (47%) pour 'estomac et 11 cas sur 22 (50%) pour le colon |Takayama et al., 1996].
D’autres mécanismes affectent directement ’expression et/ou la fonction des cadhérines :
le réarrangement de la chromatine, I’hyperméthylation et la perte de facteurs transcrip-

teurs [Birchmeier et Behrens, 1994|, [Bracke et al., 1996].

La non-activation de certains signaux intracellulaires se répercute sur ’adhésion cel-
lulaire gérée par les cadhérines. En particulier, les signaux mettant en jeu les petites
GTPases permettent I’expression de la molécule IQGAP1. Cette molécule est en compé-
tition avec les B-caténines pour s’associer aux a-caténines, régulant ainsi le lien entre les
E-cadhérines et le cytosquelette. Une dérégulation de ces signaux engendre une sur- ou
une sous-expression des complexes a-caténines - S-caténines, et ainsi une mauvaise régu-
lation des jonctions adhérentes [Kuroda et al., 1998]. De méme, la phosphorylation des
[-caténines par une tyrosine kinase peut conduire au démontage de complexes Cadhérine-

Caténine et donc a son dysfonctionnement.

Il apparait donc que les complexes Cadhérine-Caténine jouent un roéle de suppresseur
de tumeurs. Cette constatation est renforcée par des études in vivo qui montrent que
I’expression forcée de cadhérines dans des lignées cellulaires malignes induit une inversion

du phénotype cellulaire d’invasif & bénin.

Une question intéressante est de savoir si la perte d’adhésion cellulaire est un prérequis
& une progression tumorale ou simplement une conséquence. Selon Christofori et Stemb,
la perte de fonction adhérente des cadhérines ne constituerait qu’'une étape du processus

d’invasion des cancers [Christofori et Semb, 1999]. La seule perte d’adhésion cellulaire
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n’est pas suffisante pour induire une invasion tumorale puis des métastases.

De nombreux articles de synthése exposent les différentes causes et conséquences d’une
dérégulation de complexes Cadhérine-Caténine chez I’étre humain [De-Wever et al., 2001],

[Foty et Steinberg, 2004] et [Wijnhoven et al., 2000].

Il existe une tres forte corrélation entre la perte d’expression de cadhérines et ’aggres-
sivité de plusieurs types de tumeurs. Parmi les tumeurs les plus étudiées, nous pouvons

citer

— le cancer du sein [Berx et VanRoy, 2001],

— le cancer du poumon [Bremnes et al., 2002],

— le cancer de la peau [McGary et al., 2002],

— le cancer du pancréas |Joo et al., 2002a),

— le cancer du col de l'utérus [Chen et al., 2003,
— le cancer de I’endomeétre [Saito et al., 2003],

— les cancers gastriques [Joo et al., 2002b],

— le cancer de la tyroide [Scheumman et al., 1995],
— le cancer de I'cesophage [Doki et al., 1993],

— le cancer du colon |Dorudi et al., 1993],

— le cancer du rein [Shimazui et al., 1995|,

— le cancer de la vessie |Giroldi et al., 1999].

Pour d’autres types de tumeur, la corrélation est nettement moins évidente, et reste
une source de controverse. Par exemple, pour le cancer de la prostate, une étude sur
Tissue MicroArray a montré que les molécules de cadhérines ne sont pas un fort « mar-
queur de pronostic » méme si une différence dans I’expression était généralement observée
|[Rubin et al., 2001]. Pour le cancer du cerveau, la corrélation est également mal caracté-

risée |Schweichheimer et al., 1998|.

En résumé, nous avons vu dans cette section toute I'importance du complexe Cadhérine-
Caténine dans I'adhésion cellulaire. D’une part, les molécules cadhérines jouent le role
de « colle » entre deux cellules. La liaison de deux molécules cadhérines, issues de deux
cellules différentes, permet ’adhésion entre ces deux cellules. D’autre part, par voies de

signalisation complexes, les molécules cadhérines et caténines agissent indirectement sur
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le phénotype de la cellule et en particulier sur son caractére adhérent.

Nous avons également vu que la nature de ’adhésion entre deux cellules est direc-
tement liée a ’expression des molécules du complexe Cadhérine-Caténine. En effet, une
liaison adhérente entre deux cellules se schématise par une fermeture éclair, par consé-
quent, la force de cette liaison dépend directement de la nature des crans (les cadhérines)

de la fermeture éclair.

Du point de vue de la modélisation, nous pouvons retenir qu’un tissu est une confi-
guration de cellules. Cette configuration est le résultat d’une minimisation d’énergie,
elle-méme fonction de 'adhésion entre cellules voisines. Pour étre relativement complet,
I’adhésion entre cellules, qui se matérialise par une fermeture éclair, doit tenir compte du
type (ou phénotype) des deux cellules voisines ainsi que de la longueur de la membrane

entre ces deux cellules.

Nous allons & présent dresser un état de ’art des modéles de tissus biologiques mettant

en jeu spécifiquement ’adhésion intercellulaire.

3.3 Modéles mathématiques d’adhésion cellulaire

En 1952, Turing fut 'un des premiers mathématiciens & étudier la formation de
configurations spatiales dans des organismes biologiques et en particulier des organismes
multicellulaires [Turing, 1952]. Il proposa alors un modéle & base d’équations de réaction-
diffusion. Ce modéle a été largement commenté par Wolpert [Wolpert, 1969], puis étudié
dans des cas particuliers [Gierer et Meinhardt, 1972], [Thom, 1975], [Gray et Scott, 1984]
et [Lengyel et Epstein, 1991]. Ces modéles, couplés & des modéles de mouvements cellu-
laires induits par diffusion ont permis de rendre compte de configurations biologiques,
comme le damier |Oster et al., 1983], [Ngwa et Maini, 1995|. En 2000, Painter et ses col-
laborateurs ont notamment considéré le cas ou les cellules répondaient a I'action de deux

composants chimiques dans un systéme de Turing [Painter et al., 2000].
Pour ces modéles, I'interaction cellule-cellule n’est pas directement prise en compte,
mais s’opére par principe de diffusion. Ces modéles ne s’inscrivent donc pas dans les

hypothéses d’adhésion cellulaire présentées a la section 3.1.2.
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3.3.1 Les modéles mathématiques basés sur ’hypothése DAH

Les expériences de Steinberg I'ont conduit & développer ’hypothése d’adhésion DAH.
Bien que n’étant vérifiée que dans des cas particuliers, cette hypothése reste aujourd’hui
la plus reconnue pour expliquer 'arrangement des cellules dans un tissu. L’hypothése
DAH postule que I'organisation cellulaire est la conséquence d’une minimisation d’énergie
issue de ’adhésion entre les cellules. Cette constatation permet d’établir un lien entre
la physique statistique et l'organisation cellulaire en biologie. De nombreux modéles ont
donc été développés en ce sens et proposent des fonctions d’énergie, que nous appellerons
Hamiltoniens, permettant d’inclure d’'une part les connaissances biologiques et d’autre
part les hypothéses biologiques & tester.

Plus précisemment, '’hypothése DAH suppose que I’énergie d’un systéme cellulaire
est essentiellement caractérisée par des interactions entre cellules adhérentes. Dans la
plupart des travaux, « la cellule est considérée comme 1’entité primordiale pour laquelle il
convient de considérer son voisinage spatial comme une population organisée dans laquelle
la communication joue un role structurant » [Wolpert, 1969]. Dans une modélisation
géométrique d’un tissu, associée a une topologie de voisinage, cette remarque suppose
que deux cellules vont interagir uniquement si elles sont voisines. Ainsi, les Hamiltoniens
étudiés se décomposent en une somme de deux potentiels : un potentiel de singleton
associé a chaque cellule du tissu, et un potentiel de paires associé a chaque relation de
voisinage entre deux cellules du tissu.

Les modéles proposés sont usuellement classés en deux catégories principales : d’une
part, les modeéles déterministes et d’autre part, les modéles non-déterministes. Pour les
modéles déterministes, nous décrirons deux modéles particuliers proposés par Sulsky
[Sulsky et al., 1984] et Graner et Sawada [Graner et Sawada, 1993]. Ces modéles pro-
posent une expression fidéle de ’hypothése DAH. Les modéles non-déterministes quant
a eux, sont usuellement classés en différentes catégories selon la géométrie choisie pour
modéliser une cellule. Nous trouvons tout d’abord les modéles de réseau pour lesquels
chaque cellule a la méme géométrie et représente un élément d’une grille réguliére. Par la
suite, des modéles sur géométrie continue ont été développés. Enfin des modéles hybrides,
pour lesquels une cellule est représentée par un nombre aléatoire d’éléments d’une grille

discréte, ont été étudiés.
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3.3.2 Modéles déterministes
Modéle de Sulsky

En 1984, Sulsky et ses collaborateurs proposent un modéle étudiant 1’organisation
cellulaire d’un tissu [Sulsky et al., 1984|. Les auteurs se placent explicitement sous ’hy-
pothése DAH, et choisissent de modéliser les cellules biologiques par des cellules de Di-
richlet centrées sur les noyaux des cellules biologiques. Ce choix de géométrie est motivé
par une étude paralléle sur une méthode Lagrangienne pour la résolution d’équations de
Navier Stokes portant sur la vitesse et la localisation spatiale de N marqueurs fluides
|Borgers et Peskin, 1987].

Les auteurs proposent comme Hamiltonien, noté Hg et correspondant & 1’énergie &
minimiser, '’expression :

HS :Zlijei]’, (31)

in~j
ou ¢ ~ j signifie que 7 et j sont voisins au sens de Delaunay, e;; est la tension de surface
par unité de longueur associée a l’aréte de Dirichlet commune aux cellules ¢ et j et [;;
représente la longueur de ’aréte de Dirichlet associée aux cellules ¢ et j.

Les auteurs se proposent de formuler une dynamique qui non seulement permet-
trait d’atteindre I’état d’équilibre mais qui décrirait également 1’évolution du tissu pour
atteindre cet état d’équilibre. Pour cela, les auteurs utilisent un paralléle entre le com-
portement de cellules dans un tissu et le comportement d’un liquide visqueux élastique
[Phillips et Steinberg, 1969]. Par la suite les auteurs se placent dans un contexte déter-
ministe de résolution par équations aux dérivées partielles. Les auteurs ont ensuite réalisé
des simulations permettant de reproduire des situations biologiques telles que la sépara-
tion ou 'engloutissement total ou partiel. Le principal intérét de ce modéle est de vérifier
que la modélisation des cellules par le diagramme de Dirichlet est satisfaisante et permet
une meilleure flexibilité dans le modéle par rapport & des modéles incluant la mécanique

des membranes.

Modéle de Graner et Sawada

Graner et Sawada ont introduit un modeéle géométrique de cellules permettant de

modéliser le réarrangement cellulaire par adhésion de surface [Graner et Sawada, 1993].
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o

(a) (b)

F1G. 3.6: Schéma de domaines de Dirichlet libres
[Graner et Sawada, 1993]. Dans ce modéle géométrique,
la distance entre la membrane et le noyau est contrainte a étre
inférieure a une certaine valeur r. La figure (a) représente le cas
de deuz cellules de méme type (ayant le méme r). Si deux noyauz
sont situés a une distance inférieure o 2r, alors leur surface
commune correspondra & la surface de Dirichlet. La figure (b)
représente le cas de 2 cellules de types différents (ayant 2 rayons
différents, r1 et ro). Dans ce cas, pour garantir l'unicité des
sommets des membranes, les rayons r1 et ro ainsi que les angles
01 et Oy doivent respecter les contraintes : ri.sin(01) = ro.sin(62)
et r1.cos(01) + r2.cos(f2) = r, ot v est la distance entre les deux

centres des deux cellules.

Les auteurs introduisent des domaines de Dirichlet libres (voir figure 3.6). Le domaine
de Dirichlet libre d’un point p, noté DL(p), correspond a son domaine de Dirichlet
privé de tous les points de ’espace se trouvant & une distance supérieure a r de p.
Les auteurs définissent I’Hamiltonien de leur systéme par une formulation proposée par
|Graner, 1993|, analogue & la formule de Sulsky [Sulsky et al., 1984] (voir Equation 3.1) :

Has =Y Sijeij + > Simein (3.2)

i~ i

ol la premiere somme se fait sur I’ensemble des cellules ¢ et j voisines, S;; représente

I'énergie surfacique entre les cellules 7 et j tandis que e;; correspond a la longueur de
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la surface commune entre ¢ et j. La deuxiéme somme se fait sur I’ensemble des cellules,
Sin représente ’énergie surfacique entre la cellule ¢ et le milieu extérieur, tandis que e; s
correspond & la longueur de la surface entre la cellule ¢ et le milieu extérieur.

En ajustant les paramétres, les auteurs parviennent & simuler différentes situations
biologiques telles I’engloutissement, la configuration en damier, I’auto-arrangement par-
tiel ou total. Le principal intérét de ce modéle est de fournir une géomeétrie particuliére
aux cellules biologiques. Cette géométrie assure notamment que le périmeétre (= la surface
de contact) de la cellule est borné, inférieur & 27r. De plus, comme le modéle travaille a
nombre de cellules borné (il n’y a pas de création de cellules), 'énergie E,q4p, est toujours
bornée. Cependant les auteurs mettent en avant les problémes de stabilité numérique de
leur algorithme. Il propose, comme alternative, une simulation par méthode de Monte-
Carlo, analogue a celle utilisée chez Graner et Glazier, 1992 [Graner et Glazier, 1992].

Ce type de simulation garantit sous certaines conditions la convergence de I’algorithme.

Nous allons & présent nous focaliser sur les modéles non-déterministes. Ces modéles

peuvent se différencier par la géométrie choisie pour représenter un tissu.

3.3.3 Modéles sur grille : « Cell-lattice models »

Les modeéles sur grille sont les premiers modeéles développés pour étudier spécifique-
ment les interactions cellule-cellule [Goel et al., 1970]. Ces modéles caractérisent le tissu
comme un ensemble de cellules ol chaque cellule est représentée géométriquement par
un polygone régulier (carré ou hexagone). Grace a la facilité de programmation et la ra-
pidité d’exécution des algorithmes associés, ces modéles ont remporté un franc succes. Ils
permettent également de simuler un large panel de phénomeénes avec une interprétation
simple des paramétres.

Mochizuki et ses collaborateurs ont étendu ce modéle & un modéle stochastique
[Mochizuki et al., 1996]|. Dans ce cas, les cellules, de deux types histologiques différents
(type L et II), sont réparties sur une grille réguliére. Les auteurs se placent dans le cadre
de ’hypothése DAH et déterminent la probabilité de passer de la configuration 7 a la
configuration 7’ en un temps At par l’expression :

2m

1 4 exp(=2H)

m

P(r — 7' en un temps At) = At + O(At),
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FiGc. 3.7: Exemples de réalisations du modéle de Mochizuki. Le cas
(a) représente des relations hétérotypiques, le cas (b) des relations

homotypiques et le cas (c) des relations aléatoires.

o m est le taux de changement de type par cellule, AH correspond au changement de
la force totale d’adhésion (une forme d’énergie d’adhésion) entre la configuration 7 et 7’
Des exemples de simulation sont proposés a la figure 3.7. Les auteurs proposent ensuite
deux indices pour mesurer ’adhésion cellulaire : la fraction de cellules de type I dans le
voisinage d’une cellule de type I d’une part, et le nombre de cellules de type I d’autre
part.

Le modeéle de Mochizuki a été adapté par Takano et ses collaborateurs pour étudier
le phénomene de séparation de tissus [Takano et al., 2002|. Un troisiéme type de cellule
correspondant & des cellules neutres a été introduit tandis que les deux autres types de
cellules vont correspondre & deux types de tissus différents. La géométrie choisie pour les
cellules est une géométrie hexagonale. Dans cet article, les auteurs se sont placés sous
I’hypothése DAH et ont caractérisé les forces d’adhésion par I’expression de molécules
de cadhérines au sein de chaque cellule. Ils concluent qu'un changement de la quantité
d’expression de cadhérines ne suffit pas pour induire la séparation de tissus. Cependant
ce phénomeéne permet un nouveau réarrangement spatial du tissu.

Ce type de modéle, trés simple, s’apparente & des automates cellulaires et permet la
simulation de nombreux phénoménes biologiques. Cependant, la simplicité de cette caté-

gorie de modéles exclut la validation d’hypothéses biologiques. En effet, chaque cellule,
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peu importe son type, est modélisée soit par un carré, soit par un hexagone, de taille
identique. Les échanges entre les cellules ne sont donc pas trés réalistes du point de vue

quantitatif puisque les surfaces sont toutes identiques et fixes.

3.3.4 Modéles sur géométrie continue : modéles centrés et modéles sur

sommets

Afin de rendre la modélisation géométrique plus réaliste, des modéles a géométrie
continue ont été développés. Ces modeéles proposent de modéliser chaque cellule par un
polygone aléatoire. La dynamique liée aux phénomeénes d’adhésion cellulaire est intégrée
aux modeéles en permettant le mouvement soit du centre de la cellule (modéles centrés)

soit des sommets des polygones formant les cellules (modéles sur sommets).

Modéles centrés

Les modéles centrés partent du constat que les cellules biologiques sont assez bien
caractérisées par des cellules de Dirichlet centrées aux centres de masse des cellules bio-
logiques, correspondant aux noyaux des cellules [Honda, 1978] et [Honda, 1983|. L’avan-
tage de cette méthode est que la configuration du tissu est entiérement déterminée par
les noyaux des cellules. Cela permet d’alléger les contraintes de modélisation concernant

les interactions.

Un modéle permettant de simuler ’organisation spontanée de cellules épithéliales
chez les mammiféres a été étudié des 1996 |Honda et al., 1996]. Par la suite d’autres
géométries de cellules ont été introduites. En 2000, la différenciation des cellules des ailes
de papillon a été modélisée grace a un modeéle centré [Honda et al., 2000]. Pour cela, les
auteurs ont choisi de modéliser les cellules par un diagramme de Dirichlet pondéré et le

phénomeéne de différenciation par un processus d’inhibition aux plus proches voisins.

Dans les modéles centrés, la géométrie des cellules est donc calculée exclusivement &
partir du processus ponctuel formé par les noyaux des cellules. Par conséquent, il n’y a
pas de contrdle direct sur la forme des cellules. Ainsi des cellules & géométrie fortement

anisotropique ne pourront jamais étre simulées.
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Modéles sur sommets

Une autre catégorie de modéles d’organisation cellulaire & géométrie continue consiste
a utiliser des polygones non centrés pour la géométrie des cellules. En effet, ces modéles
déterminent la géométrie d’une cellule par un polygone. Les contraintes de modélisation
vont alors s’appliquer aux sommets de ces polygones pour permettre une approximation
plus fine et plus flexible de la géométrie d’une cellule.

Dans cette catégorie de modéles, les forces entrant en jeu lors des processus d’adhésion
cellulaire ou de mécanique cellulaire sont reportées sur les sommets des polygones (en
2D, les sommets des polygones sont localisés aux points d’intersection de trois arétes).

Cette classe de modéles a été introduite pour étudier notamment la dynamique des
bulles de savon et des polycristaux [Nagai et al., 1988]. Certaines modifications ont été
apportées a ce modeéle initial pour traiter des cellules biologiques en incluant notamment
un terme de potentiel pour contraindre les mouvements des sommets des polygones en 2D
[Nagai et Honda, 2001] puis en 3D [Honda et al., 2004]|. Plus précisemment, ce dernier
modéle étudie le comportement des cellules dans un agrégat homogeéne. Pour cela, les
auteurs utilisent une équation de mouvement pour les sommets :

W= v
ou, 1 est I’analogue d’un coefficient de viscosité, r; est la position de la cellule 4, ¢ le temps
et U une fonction potentielle. Cette fonction U peut-étre vue comme un Hamiltonien.
Les auteurs décomposent cet Hamiltonien en une somme de 2 termes principaux : U =
Us+U,, ou Ug représente I’énergie de surface, U, ’énergie de compression des polygones.

Le principal probléme de ces méthodes est qu’elles ne permettent pas ’incorporation
de contraintes mécaniques a l'intérieur d’une cellule. En effet, ’action du cytosquelette

sur la forme de la cellule est un élément primordial de développement cellulaire qui ne

peut pas étre appliqué dans ce cadre.

3.3.5 Modzéles sous-latticiels (Potts étendu)

Les modéles qui ont connu le plus de succés sont des modéles hybrides inspirés d’un
modeéle initial proposé par Graner et Glazier [Graner et Glazier, 1992]. Ce modéle consti-

tue 'une des bases de notre modélisation.
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Modéle initial de Graner et Glazier ou modéle de Potts étendu

En 1992, Graner et Glazier proposent un modéle original qui traite du probléme
d’auto-arrangement des cellules embryonnaires |Graner et Glazier, 1992|. Les auteurs ont
choisi un compromis intéressant pour la géométrie des cellules. Partant du constat qu’un
modeéle sur grille est trop restrictif pour modéliser finement une cellule et qu'un modéle
a géométrie continue ne permet pas, au contraire, d’inclure suffisamment de contraintes
géométriques, les auteurs proposent un modele & géométrie sous-latticielle pour lequel
une cellule est composée de plusieurs pixels d’une grille. Une illustration sommaire du
modeéle est proposée & la figure 3.8.

Plus précisemment, & chaque point de la grille est affectée une cellule d’appartenance,
notée a 'aide de la fonction o. Par exemple, le point de coordonnées (i, j) dans la grille
appartient a la cellule o(7,j). Ainsi, une cellule est composée de plusieurs pixels (ou
carrés de la grille), permettant une certaine flexibilité dans les géométries des cellules.
Puis, & chaque cellule est affecté un type, noté 7. Ainsi le type de la cellule & laquelle
appartient le pixel (7, ) vaut 7(o (i, 5)).

Dans le modéle original, les cellules sont de trois types différents correspondant aux
types histologiques : type « light », type « dark" et type « Medium ». Les cellules de
type « Medium » composent le milieu extracellulaire comme par exemple la solution de
culture, le substrat ou la matrice extracellulaire, tandis que les types « light » et « dark »
caractérisent deux types de cellules actives.

L’Hamiltonien du systéme proposé par Graner et Glazier s’écrit comme une somme
de deux termes : le premier terme modélise l'adhérence entre cellules par un modele
de Potts, et le second terme permet de contraindre I’aire des cellules du tissu par leur
élasticité. Ce second terme s’interpréte comme une contrainte de forme sur la cellule.

I’Hamiltonien s’écrit :

Hoo= Y J(r(0(i,0),m(a(@,5)) (1= oigown) A D_(al0)=A:0)*T(As)
(izj)"’(ilrj/) g
(3.3)

La premiére somme se fait sur 'ensemble des paires de pixels voisins, (,7) ~ (¢, )
signifie que les pixels (i,7) et (¢, 7’) sont voisins. Le voisinage choisi par les auteurs est

un voisinage octogonal pour lequel les huit pixels qui entourent le pixel (7,7) forment



119 3.3. Modéles mathématiques d’adhésion cellulaire

FiGc. 3.8: Un ezemple de configuration du modéle de Graner et Glazier.
Dans cette réalisation, le tissu est composé de trois cellules. Une
cellule de type « Medium » en blanc, composée de 24 pizels, une
cellule de type «light » en gris, composée de 8 pixels, et une cellule

de type « dark » en noire, composée de j pizels.

le voisinage de (7, 7) (voir figure 3.9). Cette premiére somme correspond au potentiel de
paires en physique statistique. La fonction J représente U'interaction entre deux pixels
voisins en fonction des types des cellules auxquelles appartiennent ces deux pixels, §
représente le symbole de Kronecker. Par conséquent 'interaction entre deux pixels voisins
appartenant a la méme cellule est nulle.

La deuxiéme somme se fait sur I’ensemble des cellules, correspondant & un potentiel
de singleton en physique statistique. Dans ce terme, A caractérise le coefficient d’élasticité
du tissu, a(o) est aire de la cellule o, A; laire cible d’une cellule de type 7 et I' est la
fonction de Heavyside : I'(z) = Irs (2).

Ce modele, appelé par les auteurs, le modéle de Potts étendu, a été appliqué a un
grand nombre de processus biologiques par le biais de simulations utilisant une version
de lalgorithme de Metropolis [Glazier et Graner, 1993|. Une itération de l’algorithme se
déroule de la facon suivante

— un pixel (¢, 7) de la grille est choisi au hasard,

— un pixel voisin de (i, ), noté (¢/,5") est choisi au hasard parmi les huit voisins,

— siles (i,7) et (¢/,j') n’appartiennent pas a la méme cellule (c’est a dire si o(i,j) #

o(i',5")), alors la différence d’énergie, AH(; jy_. (i pour changer la cellule d’ap-
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Fi1G. 3.9: Le pizel (i,7) est colorié en noir. Le voisinage du pizel (i,j) est

colorié en gris.

partenance de (i, 7), notée (i, ), en o(i’,j') est calculée,
— si cette différence est négative (AH, (z‘,j)—>(z",j’))> le changement est accepté, sinon le

changement est accepté avec une probabilité égale a exp(—AH 1 in /KT, ot

i,5)— (i
k est la constante de Boltzmann et 7' la température du systéme.

Pour chacun de ces processus biologiques (interactions hétérotypiques, interactions
homotypiques, engloutissement, auto-arrangement cellulaire total ou partiel et dispersion
cellulaire), les auteurs se sont efforcés de caractériser qualitativement les parameétres
choisis et I'influence de la température [Glazier et Graner, 1993]. La figure 3.10 montre un
exemple de calcul d’un Hamiltonien et la figure 3.11 explique une itération de I’algorithme
de simulation.

Selon les auteurs, un intérét majeur du modéle de Potts étendu réside dans le fait
que la dynamique interdit des grands sauts énergétiques. En effet, a chaque itération
seul un pixel est susceptible d’étre modifié ce qui veut dire que seule une petite partie
de la surface entre deux cellules peut étre modifiée. Ainsi, contrairement aux modéles
a géométrie continue, le modéle de Potts étendu risque de ne parcourir que le bassin
énergétique auquel appartient la condition initiale. Dans leurs campagnes de simulation,
les auteurs fixent les parameétres de contraintes d’aires (parameétres A, (,)) et font varier
les paramétres liés aux forces d’adhésion intercellulaires (paramétres J). Une condition
initiale pour laquelle le potentiel lié & la contrainte d’aire des cellules est déja optimisé, est

alors fixée pour ’ensemble des simulations. Ce faisant les auteurs se placent initialement
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FiGc. 3.10: Un exemple de calcul d’Hamiltonien pour le modéle de Gra-
ner et Glazier. Dans cette réalisation, le tissu est composé de
trois cellules, une cellule blanche de type « Medium », une cel-
lule grise de type « light » et une cellule noire de type « dark ».
Les 8 couleurs sont codées 1 pour noir, 2 pour gris et 8 pour
blanc. En choisissant comme paramétres, d’une part la fonc-
tion J symétrique telle que J(i,i) = 0 pour tout i, J(1,2) =1,
J(1,3) = 4 et J(2,3) = 3, et d’autre part la fonction A,
telle que A(1) = 3, A(2) = 6 et A(3) = —1, ou l'unité de
surface est un carré, I’Hamiltonien de cet état vaut : Hog =

(13x1)+(9%x4)+(29x3)+(4—3)2+(8—6)? = 136+1+4 = 141.
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FiG. 3.11: Ezemple d’une itération de l’algorithme de Métropolis-Hastings

pour le modéle de Graner Glazier. Les paramétres choisis sont
d’une part la fonction J symétrique telle que J(i,1) = 0 pour
tout i, J(1,2) =1, J(1,3) = 4 et J(2,3) = 3, et d’autre part
la fonction A, telle que A(1) = 3, A(2) = 6 et A(3) = —1,
ot l'unité de surface est un carré. En (a), I’Hamiltonien du
systeme vaut Hog = 141 (Cf figure 3.10). La premiére étape
de litération consiste a choisir un site au hasard, représenté
par un carré en gris foncé sur la figure (b). La deuziéme étape
consiste a choisir une couleur pour ce site. Pour ce faire, [’al-
gorithme choisit une couleur aléatoire parmi les couleurs des
voisins du site considéré. En (c), la couleur choisie est celle du
voisin au dessus du site : la couleur noire. La différence des Ha-
miltoniens est alors calculée localement AHgg = (21 — 22) +
(6—3)2+(7T—6)*—(4—3)2— (8 —6)?) = —1. La configura-
tion (c) est alors acceptée avec une probabilité p = e(=1/(kT)xq)
ot ¢ = min(0, —AHgg), k est la constante de Boltzmann et T
la température. Dans notre exemple, la transition est acceptée

avec la probabilité 1.
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dans une méme cuvette de potentiel, réaliste du point de vue biologique, pour la géométrie
des cellules. Grace a cette condition initiale optimisée, le modéle de Potts étendu décrit
avec succes de nombreuses configurations biologiques.

Ce succés a inspiré par la suite de nombreux autres modéles de simulations et tout

particulierement des modéles appliqués & la dynamique d’un cancer.

Modéles issus du modéle de Potts étendu appliqués 4 une problématique

cancéreuse

Le modéle de Potts étendu a été récemment utilisé pour modéliser la dynamique de
tissus cancéreux. Certains phénomeénes, comme la croissance en milieu non vascularisé
ou l'invasion, ont été particuliérement étudiés. Nous allons décrire ici deux extensions

particuliéres du modéle de Potts étendu : le modéle de Scott et les modéles de Turner.

Le modéle de Scott

En 1999, Scott et ses collaborateurs ont appliqué le modeéle de Potts étendu & la crois-
sance d’'une tumeur dans un milieu non vascularisé [Scott et al., 1999]. Les auteurs ont
légérement complexifié le modeéle pour inclure une dynamique de réponse a des facteurs
de croissance et a la diffusion de nutriments. Pour résumer, les différents types cellulaires,
ainsi que les coefficients d’élasticité, sont vus comme des fonctions des concentrations de
nutriments. Les auteurs supposent qu’un tissu normal contient une source homogéne de
nutriments. La concentration de nutriments au sein de la tumeur est alors calculée en
fonction de la distance des cellules saines & la périphérie de la tumeur et du volume
total de cellules actives (et donc consommatrices de nutriments) au sein de la tumeur.
Le taux de croissance des cellules en prolifération dépend lui aussi de la concentration de
nutriments. Les auteurs concluent que malgré d’importantes hypothéses simplificatrices,
ce modeéle de simulation de croissance de tumeurs en milieu non vascularisé reproduit

des résultats expérimentaux sur la croissance du volume d’une tumeur.

Les modéles de Turner
Le processus d’invasion du cancer a été traité en utilisant le modéle de Potts étendu.

Par des arguments biologiques et par souci de réalisme, les auteurs ont complexifié le
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modele en incluant le phénomeéne d’haptotaxie [Turner et Sherratt, 2002]. L’haptotaxie
est ’action du substrat sur le déplacement des cellules. En effet, le substrat peut gui-
der les cellules par adhésion vers leurs régions de préférence. Les auteurs ont modélisé
I'haptotaxie en attachant a chaque point (4, j) de la grille du modeéle un paramétre f;;,
correspondant a la concentration de protéines du substrat au point (4, j).

Ainsi, le potentiel Hamiltonien du modéle de Turner et Sheratt s’exprime par la

formule suivante :

He = Y J(r0(i,)m(0(,3) (1= dugigy o)

(6,5)~(i",5")
XD (a(0) = Aro))*T(Aro) + Dk fi
4 (6:9)

Les deux premiers termes de la somme correpondent exactement & la formulation
du potentiel Hamiltonien du modéle de Potts étendu. Le dernier terme représente le
potentiel lié & 'haptotaxie, ou kg définit la force de I’haptotaxie relativement & la force
d’adhésion. La simulation de ce modéle s’effectue a 'aide d’une dynamique de Métropolis
similaire & celle utilisée pour la simulation du modéle de Potts étendu.

Ce modeéle a permis aux auteurs de conclure qu’une modification de la force d’adhé-
sion entre une cellule et le substrat avait plus d’impact qu’une modification de la force
d’adhésion entre cellules. De plus une modification de la force d’adhésion entre cellules
n’a quasiment aucune influence sur l'invasion sauf si le taux d’expression de protéases
est élevé.

Dans un article suivant, une technique permettant d’étendre la version discréte du mo-
deéle de Potts étendu a une version continue de diffusion est proposée [Turner et al., 2004].
Pour cela, les auteurs observent, a partir de simulations du modéle de Potts étendu, le
comportement global d’un ensemble de cellules. Ils déduisent de ces simulations, en cal-
culant la surface couverte par les cellules, un coefficient de diffusion. Ainsi, les auteurs
peuvent déterminer une relation explicite entre les coefficients du modéle de Potts étendu
et ’expression du coefficient de diffusion associé. Cette relation permet d’éclaircir les liens
existant entre des lois microscopiques (I'interaction entre deux cellules voisines) et des
comportements macroscopiques (I'invasion d’une tumeur). Ces liens sont d’une impor-

tance capitale pour faire le pont entre la biologie moléculaire étudiant le comportement
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de la cellule et la thérapeutique cherchant & influer sur le comportement d’organismes
multicellulaires.

En 2005, Turner se propose d’étudier le coefficient de diffusion des particules ainsi
que la densité a 'équilibre d’un systéme issu du modele de Potts étendu [Turner, 2005].
A cet effet, auteur se base essentiellement sur les travaux de [Cohen et Murray, 1999|
et [Murray, 2002]. Dans ce modéle, les cellules biologiques sont supposées étre d’une part
adhésives et d’autre part des sphéres élastiquement déformables. L’évaluation des coeffi-
cients d’adhésion, des coefficients mécaniques d’élasticité et des coefficients de diffusion
se fait & partir de simulations du modéle de Potts étendu.

Ce modele propose des géométries de cellules particuliéres et peu réalistes. Pour
rendre ces cellules plus réalistes, il faut choisir une grille trés fine. Cette contrainte affecte

grandement la qualité des simulations, comme nous le verrons par la suite.

Le modéle proposé par Graner et Glazier est biologiquement trés intéressant puisqu’il
permet la simulation de nombreuses configurations classiques en biologie. Cependant,
I’étude mathématique de ce modéle se résume & des études par simulation. Ce manque
de cadre mathématique nuit & la fiabilité du modéle. Les modéles que nous venons de
présenter proposent des complexifications du modeéle de Graner et Glazier. Ces complexi-

fications rendent leurs études théoriques encore plus compliquées.

En résumé, dans cette partie, nous avons détaillé les différentes catéogories de mo-
déles mathématiques appliqués & ’adhésion cellulaire. Ces modéles se différencient par
la géométrie utilisée pour modéliser la cellule : géométrie sur grille ou continue, mais
aussi par la modélisation des interactions considérées. Certains modéles proposent des
modeéles de réaction-diffusion pour expliquer la dynamique cellulaire. D’autres modéles
se basent sur les hypotheéses formulées par Steinberg dans les années 60 qui supposait
que 'auto-organisation de cellules au sein d’un tissu suivait un processus de minimisation
d’énergie.

Dans la plupart des modéles énergétiques, I’énergie & minimiser s’exprime par un
Hamiltonien. Au fur et & mesure des découvertes de biologie moléculaire, les auteurs ont
complété et/ou amélioré ’expression de I’Hamiltonien pour coller au plus prés avec le

phénomeéne biologique qu’ils souhaitaient modéliser. Depuis plusieurs années, de nouvelles
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problématiques liées & ’adhésion cellulaire ont émergé. En particulier, le cancer semble
affecter fortement les mécanismes d’adhésion cellulaire. Ainsi I’adaptation de ces modeéles

a un tissu cancéreux apparait comme un nouveau challenge.

3.4 Une version continue de modéle de Potts étendu : la

classe CC (Cadhérine-Caténine)

Parmi les modéles non-déterministes, le modéle de Potts étendu, introduit par Graner
et Glazier est 'un des modéles les plus simples permettant la simulation d’un important
spectre de configurations biologiques [Graner et Glazier, 1992]. Ce modéle, basé sur I’hy-
pothése DAH émise par Steinberg, propose une minimisation d’'un Hamiltonien par une
dynamique de Métropolis-Hastings. Dans ce chapitre, nous proposons une alternative au
modeéle de Graner et Glazier dans le cas d’une géométrie continue. L’Hamiltonien choisi

par Graner et Glazier est rappelé ci dessous :

Hoe= Y J(r(0(i,7),7(0(,i)) (1 = oijotyn) T2 D (a(0)=Ar )T (Ar (o))

(6,5)~(i",5")
La dynamique de Métropolis-Hastings utilisée par Graner et Glazier est décrite en
détail a la section 3.3.5. Dans la suite de cette section, nous allons montrer que 1’étude
approfondie de ce modeéle souléve quelques limites. Ces limites sont principalement dues

a la discrétisation de ’espace en pixels.

3.4.1 Les limites du modéle de Potts étendu

En premier lieu, Graner et Glazier ont mis en avant le fait qu’aucune contrainte n’était
spécifiée quant a la connexité des cellules (voir Figure 3.12). Pour controler ce probléme,
la dynamique de Graner et Glazier utilise une configuration initiale qui satisfait déja a
une géométrie réguliére. Etant donné que le paramétre de température est faible, une
perte de connexité constitue dans leurs campagnes de simulation un événement rare.
Néanmoins, ce probléme de connexité est 1ié au fait que I’espace soit discrétisé : sur un
modeéle centré, la connexité des cellules est évidente.

En un second lieu, nous pouvons remarquer que 'algorithme utilisé par Glazier et

Graner construit une chaine de Markov non reversible. En effet, leur algorithme s’autorise



127 3.4. la classe CC

.
-

Une itération

FiG. 3.12: Exemple de perte de connexité d’une cellule. La cellule grise suite

a l’itération schématisée ci-dessus n’est plus connexe.

a « tuer » certaines cellules mais ne peut pas en créer. La convergence de ’algorithme
n’est donc pas garantie et ce probléme n’est pas traité par Graner et Glazier. Comme
pour le probléeme de connexité des cellules, les auteurs initialisent leur algorithme en une
configuration pour laquelle la contrainte de forme est déja presque respectée. Par consé-
quent, 'algorithme se trouve, dés I'initialisation, proche d’un minimum local. Or, comme
le précise les auteurs, leur algorithme ne s’autorise que des « petits » sauts énergétiques
a chaque itération et va donc rester bloqué dans le minimum local le plus proche de la
configuration initiale.

En troisiéme lieu, nous avons remarqué que les auteurs ne s’étaient pas préoccupés
de l'invariance par changement d’échelle. En effet, Graner et Glazier se sont concentrés
sur la simulation du modéle dans le cas d’un pas de discrétisation égal & 1 : chaque pixel
est représenté par un carré de coté égal & 1 et donc d’aire égale a 1. Pourtant, nous
pouvons constater que pour un méme jeu de parameétres et une discrétisation deux fois
plus fine, par exemple, I’'Hamiltonien du systéme se trouve changé et modifie également
le comportement de 1’algorithme.

Premiérement, le choix de la taille de la grille de discrétisation modifie le calcul de
I"'Hamiltonien (voir figure 3.13). Pour une grille carrée composée de neuf pixels, chacun
des carrés étant de coté 1, 'Hamiltonien de la configuration décrite dans figure 3.13(a)
vaut 31. Pour la méme configuration, mais sur une grille deux fois plus fine, composée

de 36 pixels, chacun carrés de coté 1/2, 'Hamiltonien vaut 58, figure 3.13(b).
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(a) (b)

Fic. 3.13: Exemple de calculs d’Hamiltonien pour une méme configuration
et un méme jeu de paramétres, mais avec des grilles de discré-
tisation de tailles différentes. Les configurations (a) et (b) sont
géométriquement identiques : elles sont composées de deuz cel-
lules, une grise et une blanche, dont la forme est conservée entre
la configuration (a) et (b). Dans la figure (a) la grille est compo-
sée de carrés de coté 1 et dans la figure (b) la grille est composée
de carrés de coté 1/2. En choisissant comme paramétres J = 3
pour une interaction entre un pizel d’une cellule grise et un pizel
d’une cellule blanche, A = 4 comme aire cible pour une cellule
grise et une cellule blanche, dans le cas (a) ’Hamiltonien du
systéeme vaut 31 et dans le cas (b) 58. Si l'interaction entre deux
pizels est pondérée par le pas de discrétisation, I’Hamiltonien du
systéme (a) vaut toujours 31 (car le pas vaut 1), et I’Hamiltonien

du systéme (b) vaut 35.5 (le pas vaut dans ce cas 1/2).
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Nous pouvons facilement remarquer que plus la grille sera fine plus le poids sur les
interactions entre pixels voisins deviendra grand par rapport & la contrainte de forme
sur les cellules. Afin de conserver le méme ordre de grandeur entre ces deux types de
contrainte, indépendamment de la finesse de discrétisation, il est naturel de pondérer
une interaction entre deux pixels par un facteur h, o h est le pas de discrétisation. Cette
pondération permet de modérer I'interaction entre deux pixels par la longueur de leur
surface de contact et conserve donc la philosophie du modéle de Graner et Glazier, basée
sur I’hypothése DAH de Steinberg. Dans ce cas, les Hamiltoniens du systéme calculés a
la figure 3.13 reste du méme ordre de grandeur : Hgg = 31 contre Hgg = 35.5.

Deuxiémement, ce probléme d’échelle se répercute également sur I’algorithme de si-
mulation. En effet, la discrétisation joue un réle important dans le calcul de la probabilité
d’acceptation d’une transition. Dans I’exemple décrit a la figure 3.14, si U'interaction entre
deux pixels n’est pas pondérée par le pas de discrétisation, la transition étudiée s’effectue
quasi-strement dans le cas (a) et avec une probabilité de exp(—4/(kT")) dans le cas (b).
Comme k ~ 1.38.10723 et T ~ 10, cette probabilité dans le cas (b) est trés faible. Si
au contraire, l'interaction entre deux pixels est pondérée par le pas de discrétisation, la
transition sera acceptée presque-sirement dans les deux cas (a) et (b).

La plupart des problémes mis en avant ci-dessus sont liés a la discrétisation de 1’espace.
Dans notre approche nous proposons une alternative au modéle de Graner et Glazier sur
un espace continu. Nous proposons ici un modéle centré, de type processus ponctuel, pour
lequel chaque cellule est caractérisée par un point et une zone d’influence. L’interaction
entre les cellules est également définie a ’aide d’un Hamiltonien, afin de conserver ’esprit

de I'hypothése biologique DAH.

3.4.2 Introduction d’une classe de fonctions Hamiltoniennes sur un

espace continu : la classe CC (Cadhérine-Caténine)

Notations
Dans notre approche, nous considérons n cellules, décrites par les coordonnées spa-
tiales de leurs centres (x;)i=1,. n. A chaque cellule est attaché un type, noté (7;)i=1, .n.

Ainsi, un ensemble de cellules, appelé configuration et noté ¢, peut se formaliser par :

o={(zi, 7)., (Tn, ™)}
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(a) I 1 itération I

4 itérations

(b)

FiGc. 3.14: Exemple de calculs de différence d’Hamiltoniens entre une confi-
guration initiale et une configuration terminale en fonction du
pas de discrétisation pour le modéle de Graner et Glazier. Le
jeu de paramétres choisi est : J = 3 pour une interaction entre
un pizel d’une cellule grise et un pizel d’une cellule blanche,
A =4 comme aire cible pour une cellule grise et pour une cel-
lule blanche. Dans le cas (a), ot le pas de discrétisation vaut 1,
la différence d’Hamiltonien entre la configuration de droite et la
configuration de gauche vaut AH = 26 — 31 = —5. Dans le cas
(b), ot le pas de discrétisation vaut 1/2, AH = 62 — 58 = 4.
Ainsi dans le cas (a), le changement est accepté avec une proba-
bilité de 1, tandis que dans le cas (b), le changement est accepté
avec une probabilité de exp(—4/(kT)). Si Uinteraction entre 2
pizels est pondérée par le pas de discrétisation, dans le cas (a),
AH reste inchangé : AH = 5. Dans le cas (b), nous avons :
AH = 34,5 — 35,5 = —1. La probabilité d’acceptation reste
différente entre le cas (a) et (b) mais reste du méme ordre de

grandeur.
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Par la suite nous noterons x = (x,7,) un point marqué, ou x correspond a la locali-
sation spatiale du point (ou du centre de la cellule), et 7., la marque attachée a ce point.
Ainsi une configuration de cellules, ¢, peut-étre vue comme une configuration de points

marqués de la maniére suivante :
f = {907 7—30}7

ou ¢ = {z1,..., 2y} correspond & un processus de points non marqués et 7, = {75, ..., 7, }
correspond aux marques associées a chaque point.

Nous proposons un modéle continu en associant & chaque cellule biologique une zone
d’influence dans R? définie par la cellule de Dirichlet centrée sur chaque point (@i)i=1,...n-
L’utilisation du diagramme de Dirichlet pour modéliser des cellules biologiques est as-
sez répandue. Cette modélisation a été étudiée en détail par Honda [Honda, 1978] et
[Honda, 1983]. Au début des années 2000, un test mesurant I’agressivité d'une tumeur a
été développé a partir d’une modélisation de cellules biologiques par un diagramme de Di-
richlet [Nawrocki-Raby et al., 2001]. Nous allons rappeler ici la définition du diagramme
de Dirichlet, également appelé diagramme de Voronoi. Pour de plus amples détails, le

lecteur est invité & se référer a [Okabe et al., 2000].

Définition du diagramme de Dirichlet

Définition 12 Soit ¢ un ensemble de points dans une configuration quadratique, i.e.
trois points de ¢ ne peuvent étre sur la méme ligne et quatre points de @ ne peuvent étre

sur le méme cercle. La cellule de Dirichlet d’un point x € ¢ est définie par :
Diry,(z) = {n € R? : |z — 5| < |y — 1| pour tout y € p\z}.

La cellule de Dirichlet de x est donc Uensemble des points de R? qui sont les plus proches
de x que des autres points de p. Ces cellules sont des polygones convexes qui constituent

une subdivision du plan appelé diagramme (ou mosaique) de Dirichlet.

La figure 3.15 reproduit un exemple de diagramme de Dirichlet calculé a partir de
100 points répartis selon un processus de Poisson sur le carré unité.
Remarque : L’aire de la cellule de Dirichlet associée au point x pour la configura-

tion ¢, s’écrit |Dir,(z)|. Lorsque deux points = et y possédent des cellules de Dirichlet
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FiG. 3.15: Ezemple de diagramme de Dirichlet engendré par un processus

de Poisson d’intensité 100 sur le carré unité.

qui s’intersectent, nous notons l’aréte de Dirichlet commune & = et y par le symbole

Diry(x) N Diry(y). La longueur de I’aréte commune & z et y pour la configuration ¢ se
note |Dir,(z) N Diry, (y)|.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la configuration de points considérée et pour
alléger les notations, nous omettrons la dépendance entre la cellule de Dirichlet et la
configuration en notant

— Dir(z) la cellule de Dirichlet du point z,
— |Dir(z)| I’aire de la cellule de Dirichlet du point z,
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— Dir(z) N Dir(y) 'aréte commune aux point x et y,

— |Dir(z) N Dir(y)| la longueur de ’aréte commune aux point x et y.

Diagramme de Dirichlet et triangulation de Delaunay
Le diagramme de Dirichlet permet la définition d’une topologie de voisinage pour les
points d’une configuration quadratique. Cette topologie de voisinage, appelée triangula-

tion de Delaunay, est définie de la maniére suivante :
x ~y, y <= Diry(x) N Diry(y) # 0,

ou le symbole ~, représente une relation de voisinage pour la configuration ¢.
L’exemple de la figure 3.15 est repris & la figure 3.16 en rajoutant les relations de
voisinage, au sens de Delaunay, entre les points de la configuration. Pour une configuration
donnée, ¢, nous pouvons noter ’ensemble des arétes de Delaunay, Dely(¢) et I'ensemble
des triangles de Delaunay, Dels(p).
De nouveau, lorsque le contexte n’introduit aucune ambiguité sur la configuration,
nous omettrons la dépendance entre la topologie de voisinage et la configuration. Dans

ce cas, deux points z et y voisins sont notés x ~ y.

Définition de la classe de fonctions CC
Ces notations nous permettent d’introduire une nouvelle classe de fonctions Hamil-

toniennes, la classe CC, définie de la maniére suivante :

Hee(p) = ) 9(IDirg(x) N Dirg(y))J (e, 7y) + Y h(Dirg(z), ), (3.4)

Ty TEP

ou les fonctions g, J et h sont des fonctions a valeurs réelles.

Ces fonctions Hamiltoniennes se décomposent en deux termes. Le premier terme est
une somme sur ’ensemble des cellules voisines au sens Delaunay. Ce terme fait intervenir
une fonction d’interaction J, analogue de la fonction J dans le modéle de Potts étendu, qui
dépend des types des cellules voisines. Cette dépendance aux types modélise 'hypothése
DAH. De plus, linteraction entre cellules voisines est pondérée par la longueur de la
surface de contact entre les cellules. Cette pondération modélise, quant & elle, "aspect

fermeture éclair des liaisons adhérentes. Le second terme fait référence a la contrainte
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FiG. 3.16: Ezxemple de diagramme de Dirichlet engendré a partir d’un pro-
cessus de Poisson d’intensité 100 sur le carré unité. Sur cet
ezemple, les relations de voisinage représentées en traits pleins

forment les triangles de Delaunay.
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de forme proposée par le modéle de Potts étendu. En effet, ce terme est une somme
sur I’ensemble des cellules, et met en jeu la forme de la cellule en fonction de son type.
De maniére analogue au modeéle de Potts étendu, la classe de modéles CC propose des
fonctions d’énergie composées d’une contrainte d’interaction entre cellules contigiies et

d’une contrainte de forme sur les cellules.

3.4.3 Lien entre la classe CC et le modéle de Potts étendu

Dans cette section, nous allons donner quelques ingrédients heuristiques expliquant
dans quelle mesure la classe de modeles CC (Equation 3.4) correspond a 'expression de
I"'Hamiltonien (Equation 3.3) du modeéle de Potts étendu. Pour cela, nous allons réécrire

I’équation 3.3, rappelée ci-dessous :

Hoo= 3 J(r(0li,0)m(0,3)) (1 = oot sn) A 3 (a(0)=Aro) T (Arc).
(65)~(i",5") 4
La notion de voisinage dans le modéle de Potts étendu est définie uniquement sur les
pixels de discrétisation de la fagon suivante : les huit pixels qui entourent le pixel (i, j)
forment le voisinage du pixel (i,7) (voir figure 3.9). Nous pouvons étendre la notion de
voisinage dans le modéle de Potts étendu au voisinage entre cellules de la facon suivante.

Soient deux cellules, o et ¢/, nous définissons :
o~ = 3(i,j) € 0,3, 5") € o tels que (4, 5) ~ (i, 7).

Ainsi, deux cellules sont voisines si et seulement s’il existe une relation de voisinage
entre un pixel de chaque cellule respective.
La surface de contact entre les cellules o et ¢’ est alors notée o N o’. La longueur de

cette surface de contact, notée |o N o’ |, peut se définir comme suit :
1
o N 0’| = Seard ({(i, ), (', 5')} tels que (i, j) € 0, (7', j') € 0" et (i, §) ~ (7', 57)) ,

ou card(E) représente le cardinal de 'ensemble E. La longueur de la surface de contact
entre les cellules o et o’ correspond donc au nombre de relations de voisinage entre o et
o'. Le facteur 1/2 traduit le fait que ~ est symétrique. Un exemple de calcul de surface

de contact est proposé a la figure 3.17.
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Fi1G. 3.17: Ezemple de calcul de la surface de contact entre deuz cellules. La
cellule o (en gris) et la cellule o’ (en blanc) ont une surface de
contact de longueur |0 N o'| = 10. Chaque trait noir représente

une relation de voisinage.

L’Hamiltonien du modéle de Potts étendu peut donc se réécrire de la fagon suivante :
Hog =Y lond|J(7(0),7(0") + XD _(a(0) = Aro) T (Are)-
o~o’! [oa

Lorsque les surfaces de contact entre deux cellules contigiies s’apparentent a des
droites (ce qui est biologiquement fondé), le terme |o N o’| est de Pordre de grandeur
de h.d(A, B) ou h est le pas de discrétisation, A et B sont les extrémités de la surface
de contact et d(.,.) la distance euclidienne (voir figure 3.18). Ainsi d(A, B) représente la
longueur de la surface de contact entre les cellules o et o/ dans le cas ou cette surface est
modélisée par une droite.

La figure 3.18 montre deux exemples représentatifs pour lesquels la longueur de la
surface de contact est de ’ordre de grandeur de hx(le nombre de relations de voisinage).
Dans le cas d’une surface de contact horizontale entre o et o/, |0 No’| = 3/h — 2, on
h est le pas de discrétisation. Dans le cas d’une surface de contact en diagonale entre
oet o, lond|=4/h—5, ou h est le pas de discrétisation. Ainsi, si nous considérons
que le potentiel d’interaction pour une relation de voisinage, noté J dans le modéle de
Potts étendu, est pondéré par le pas de discrétisation, |o N o’| est bien du méme ordre
de grandeur que I, ./, ol [, , représente la longueur de la surface de contact, modélisée

par une droite, entre o et o’.
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h=1/4 h=1/4

(a) (b)

FiG. 3.18: Ezemple de modélisation de la distance entre le point A et le
point B par un voisinage latticiel. Dans les deux configurations
proposées, le tissu est composé de deux cellules, une grise et une
noire, et du milieu extracellulaire (en blanc). Nous nous inté-
ressons & la surface de contact entre la cellule grise et la cellule
noire. Pour un pas de discrétisation de h = 1/4, la distance
euclidienne entre A et B vaut d(A,B) = 1 dans le cas (a) et
d(A, B) = v/2 dans le cas (b). Le nombre de relations de voisi-
nage, pour le modéle étendu vaut 10 dans le cas (a), et 11 dans
le cas (b). Nous pouvons montrer facilement que pour un pas de
discrétisation de 1/n, le nombre de relations de voisinage dans le
cas (a) vaut 3n—2 et dans le cas (b) vaut 4n—5. La pondération
par le pas de discrétisation permet de conserver le méme ordre
de grandeur pour le nombre de voisins et donc pour ['interaction

de paires.
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Si nous supposons que la grille de discrétisation est infiniment fine, nous avons donc :
Hao =~ Z lU,U/J (7’(0’), T(O',)) + AZ(G(O’) — AT(U))zl“(AT(U)).

On retrouve donc ici, pour le premier terme de la somme (le potentiel de paires), une
expression analogue & la fonction Hamiltonienne formulée dans les modéles de Sulsky
(voir Equation 3.1) et de Graner et Sawada (voir Equation 3.2). Nous rappelons ici
que les auteurs de ces modéles proposent une résolution déterministe. Notre classe de
modéles, définie par les Hamiltoniens formulés & I’équation 3.4, propose une résolution
non-déterministe du probléme initié par Sulsky. Nous proposons également une géné-
ralisation de ce type de modéle en intégrant une contrainte de forme sur chacune des
cellules.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons tout d’abord exhiber une classe de pro-
cessus ponctuels marqués de Gibbs associée a la classe de fonction Hamiltoniennes CC,
présentée dans cette section. Le cadre éprouvé des processus ponctuels de Gibbs nous
permettra de déterminer certaines conditions sur les fonctions g, J et h de la classe CC,
garantissant l’existence de tels modeéles. Les deux ingrédients principaux caractérisant
I’existence de tels modéles sont la stabilité locale de 1’énergie et la quasilocalité. La sta-
bilité locale de ’énergie nous permet de faire exister le modeéle dans tout borélien borné.
Cette propriété constitue également un argument fondamental pour I’étude mathéma-
tique d’un algorithme de simulation que nous proposerons par la suite. La quasilocalité
permet d’étendre I’existence de notre classe de processus a4 R? en s’appuyant sur un en-
semble de spécifications locales. La propriété de quasilocalité permet également 1’étude
théorique d’estimateurs de pseudo-vraisemblance pour ’ensemble des paramétres du mo-
déle. Bien que nous ne nous attacherons pas & étudier théoriquement ces propriétés, nous
proposerons des estimateurs de pseudo-vraisemblance pour les paramétres du modéle.

La définition formelle de la classe de processus ponctuels de Gibbs associée a la classe
de fonction Hamiltoniennes CC nécessitent quelques rappels sur la théorie des processus
ponctuels.

Remarque : Pour notre modélisation nous avons choisi de tenir compte de I'influence
des marques sur la disposition des points. Dans le modéle que nous allons proposer, nous

perturbons la mesure de Poisson d’un processus ponctuel marqué. Pour le processus ainsi
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défini, nous ne connaissons pas la loi marginale de la configuration des points sans les
marques. Une autre approche de modélisation, qui ne sera pas traitée dans ce manus-
crit, peut consister & supposer que le modéle suit deux aléas distincts. Tout d’abord
la configuration des points se modélise par un processus ponctuel non marqué. Puis,
conditionnellement & la réalisation de points, les marques en chaque point sont ensuite
déterminées selon un autre processus. Cette deuxiéme hypothése de modélisation nous a

inspirée pour proposer un estimateur de pseudo-vraisemblance a la section 3.10.

3.5 Les processus ponctuels

Les processus ponctuels ont été introduits pour caractériser des semis de points lo-
calisés dans l'espace, R? par exemple. L’étude mathématique de ce type de données a
nécessité la mise en place de structures probabilistes. Cette section est dédiée aux rappels
de ces structures et permet également d’introduire de nombreuses notations utiles dans

la suite du chapitre.

3.5.1 Les processus ponctuels sur R?

Un processus ponctuel ® est une variable aléatoire définie sur un espace métrique
S C R%. Une réalisation du processus ponctuel ®, notée ¢, est appelée une configuration.
Le nombre de points d’une configuration ¢ est symbolisé par n(p).

De plus si B C S est un sous-ensemble borné, alors :
yp=¢NB

représente la restriction de la configuration ¢ aux points inclus dans B.

L’espace métrique S est muni de la tribu des boréliens B, et By représente I’ensemble
des boréliens bornés, N;; caractérise 'espace des configurations localement finies dans
S :

Nip={p C S:n(ep) < oo, pour tout B C S}.

Enfin, I'espace Nj¢ est naturellement muni d’une tribu, notée ;.

Définition 13 Un processus ponctuel ® sur S est une variable aléatoire définie sur un

espace probabilisé (U, F,P) et a valeurs dans (Niy,Nis). La loi de probabilité Py de
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est définie par :
Py(F) =P({w € Q: ®(w) € F}) pour F € Njy.

Pour de plus amples détails sur les processus ponctuels, le lecteur peut se réferrer aux
deux livres suivants [Daley et Vere-Jones, 1988] et [Stoyan et al., 1995].

Dans de nombreux problémes, la localisation spatiale des points n’est pas la seule
information accessible. Dans ce cas, & chaque point du processus ponctuel, une marque

est attachée, nous parlons alors de processus ponctuels marqués.

3.5.2 Les processus ponctuels marqués

La classe de processus pour lesquels une marque est attachée a chaque point est
appelée la classe des processus ponctuels marqués dont une définition formelle est donnée

ci-dessous.

Définition 14 Soit ® un processus ponctuel défini sur l’espace T', et M un espace me-
surable, appelé espace des marques. Si pour chaque point x du processus ®, une marque

T+ € M est attachée, alors :

P ={(x,72),x € D}

est appelé un processus ponctuel marqué sur T x M.

Une étude trés compléte sur les processus ponctuels marqués a été réalisée dans le
livre suivant [Stoyan et Stoyan, 1994].

Lorsque nous nous intéressons & un processus ponctuel défini sur un espace borné,
nous pouvons remarquer que les deux notions de processus ponctuels et de proces-
sus ponctuels marqués peuvent étre unifiés dans un méme formalisme mathématique
[Mgller et Waagepetersen, 2003|. La distinction entre un processus ponctuel sur S C R
et un processus ponctuel marqué, dont les points sont dans 7' C R? et les marques dans
M, disparait en choisissant S =T x M.

Par la suite, nous considérons des processus ponctuels marqués définis sur S = T x M.

Une réalisation d’un processus ponctuel marqué sera notée :

¥ = {(vaI)7x € ()0}7
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ol ¢ est le processus ponctuel non marqué sous-jacent. L’exemple le plus célébre pour

les processus ponctuels marqués ou non, est le processus de Poisson.

3.5.3 Un exemple : le processus de Poisson

Le processus ponctuel de Poisson joue un réle fondamental dans I’étude des processus
ponctuels. En effet, il sert de modeéle de référence, mathématiquement étudiable, pour
lequel il n’existe aucune interaction entre les points. De nombreux modéles, comme les
processus ponctuels de Gibbs, par exemple, sont alors construits & partir du processus
ponctuel de Poisson.

Dans cette section, nous nous intéressons uniquement au processus de Poisson défini
sur S C R? et spécifié par une fonction d’intensité p : S — [0, 00). La fonction d’intensité

p est supposée localement intégrable ce qui signifie que :
/ p(&)dE < oo, pour tout borné B C S.
B

Cette fonction d’intensité sert a définir la mesure d’intensité d’un processus ponctuel

de Poisson.

Définition 15 La mesure d’intensité u d’un processus ponctuel de Poisson de fonction

d’intensité p vaut :

u(B) = /B p€)de, BCS.

Nous pouvons & présent définir un processus ponctuel de Poisson.

Définition 16 Un processus ponctuel ® sur S est un processus ponctuel de Poisson de

fonction d’intensité p si les deux propriétés suivantes sont satisfaites

1. Pour tout B C S, tel que u(B) < oo, le nombre de points de ® dans B, n(®p),

suit une loi de Poisson de paramétre pu(B).

2. Pour n € N et pour tout B C S, tel que 0 < u(B) < oo, conditionnellement a

n(®p) = n, le processus Pp est constitué de n points i.i.d. de fonction de densité

f(z) = p(z)/W(B).
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Nous pouvons remarquer que si la fonction d’intensité p est constante, alors le proces-
sus ponctuel de Poisson associé est homogéne. Dans ce cas, la distribution d’un processus
ponctuel est invariante par translation, i.e. la distribution de ® + s = {{ + s : £ € &}
est la méme que celle de ®. Nous pouvons également caractériser ce processus comme un
processus stationnaire.

La proposition suivante nous permet d’exhiber la mesure de probabilité associée & un

processus ponctuel de Poisson de fonction d’intensité p.

Proposition 13

1. Soit ® un processus ponctuel. ® est un processus ponctuel de Poisson sur S et de
fonction d’intensité p ssi pour tout B C S, tel que u(B) = [5 p(§)dE, et pour tout
F C le N

P(®p € F)

_ Zexp / /1{“’ @neF}Hp x;)dry, ... doy,

n=0

2. Soit ® un processus ponctuel de Poisson sur S et de fonction d’intensité p. Pour

toute fonction h : Nijy — [0,00) et tout B C S, tel que p(B) < oo :

E[h(‘PB)]

n=0

Le processus ponctuel de Poisson marqué
Nous nous intéressons & présent au processus ponctuel marqué ® = {(z,7,) : © € @},

ou les points sont dans un espace T et les marques dans un espace M.

Définition 17 Soit ® un processus de Poisson sur T et de fonction d’intensité localement
intégrable 0. Supposons que conditionnellement ¢ ®, les marques {1, : © € P} soient
mutuellement indépendantes. Alors le processus ® = {(z,7;) : x € ®} est un processus
ponctuel de Poisson marqué. De plus, si les marques sont identiquement distribuées avec

une distribution Q, alors Q est appelée la distribution des marques.



143 3.6. Processus plus proche voisin

Les marques peuvent prendre plusieurs formes : des entiers, des réels, des objets
géométriques, etc...La proposition suivante nous permet de caractériser la fonction d’in-

tensité d’un processus ponctuel de Poisson marqué.

Proposition 14 Soit ® un processus ponctuel de Poisson marqué ou M C RP. Le pro-
cessus ponctuel sous-jacent, ®, défint sur T a une fonction d’intensité o. Nous suppo-
sons que, conditionnellement a ®, chaque marque 7, a une densité p, et nous posons

p(x,72) = o(x)p(12). Sous ces conditions nous avons

D@ est un processus ponctuel de Poisson sur T x M et de fonction d’intensité p.
Une réalisation d’un processus ponctuel de Poisson marqué sur :
[0,1]% x {cercle vide, cercle plein, triangle}

est représentée a la figure 3.19. Sur cet exemple, le processus est stationnaire, homogéne

et défini sur le carré unité avec une densité de point égale a 50 par unité d’aire.

3.6 Les processus ponctuels de Markov marqués de type

plus proche voisin

Par la suite nous allons nous intéresser uniquement & des processus définis a partir
du processus ponctuel de Poisson. Ces processus permettent d’inclure des dépendances
entre les points. Ces dépendances peuvent étre de plusieurs types : dépendance sur la
localisation des points ou sur les types des points, par exemple. Une classe de modele,
appelée « processus ponctuels de Markov de type plus proche voisin » et introduite en
1989 [Baddeley et Mgller, 1989], est particuliérement intéressante pour notre étude. En
effet, cette classe de modéles permet de modéliser certaines dépendances entre des points
qui sont voisins pour un graphe donné. Ainsi, la relation de voisinage entre les points
dépend explicitement de la réalisation du processus. Or la modélisation d’un tissu par un
diagramme de Dirichlet a pour conséquence de faire dépendre le voisinage (de Delaunay)
de la configuration considérée. En effet, 'insertion d’un point dans une configuration
peut, par exemple, faire disparaitre certaines relations de voisinage. Par la suite, nous
nous focaliserons essentiellement sur les processus ponctuels de Markov marqués de type

plus proche voisin.
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Fi1G. 3.19: Ezemple de processus ponctuel marqué de Poisson défini sur T x

M, ou T = [0,1]? et M = {cercle vide, cercle plein, triangle}.
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3.6.1 Les processus ponctuels de Markov marqués

Dans cette section, nous nous intéressons aux processus ponctuels définis sur un
espace S =T x M, tel que T C R% et M C RP. L’ensemble des configurations finies de

S se définit de la mniére suivante :
Ny ={p e S:n(p) <oo}.

Considérons @ un processus ponctuel marqué de densité f par rapport au processus
ponctuel de Poisson marqué standard (i.e. pour lequel I'intensité du processus ponctuel
des points vaut o = 1 et la densité des marques se note p).

Ainsi d’apres la proposition 13, nous avons, pour tout F' C Ny :

- eXp(—|S|))// //
Poecr) = S XPERD) Lo ) o
(&€ F) ; a o ] M) er)

FH(z1,72y)s oy (@0, T ) D)P(Ty ) « o P(Ty, )dT1 AT, - . . dTpd Ty, . (3.5)

Les processus ponctuels de Markov sont caractérisés par certaines classes de densités
f. Ces fonctions vont s’interpréter comme des interactions entre les points du proces-
sus. Le caractére Markovien du processus ponctuel va se traduire par le fait que ces
interactions ne mettront en jeu que des points voisins dans 1’espace. Par conséquent, les

fonctions f vont représenter des fonctions d’interactions locales.
Définition 18 Soit f : Ny — [0,00), une fonction telle que :

f(@)>0=f(¢) >0 pour¢C o

f est alors une fonction héréditaire.

Pour définir un processus ponctuel de Markov marqué, nous devons introduire cer-
taines notations caractérisant le voisinage définissant la propriété Markovienne spatiale
utilisée. Nous notons ~ une relation de voisinage, de sorte que x ~ y signifie que les points

x et y sont voisins. De plus, le voisinage de x dans T est noté N, = {y € S :y ~ z}.

Définition 19 Soit ® un processus ponctuel marqué défini sur S et de densité f par

rapport au processus ponctuel de Poisson standard. Supposons que f : Ny — [0,00) soit
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une fonction héréditaire. Supposons, de plus, que pour tout o € Ny, tel que f(p) > 0 et

pour tout x € S\f, nous ayons :
fleuz)/f(p) dépend de v uniquement par l'intermédiaire de o N Ny.

Sous ces conditions, [ est une fonction de Markov. Ainsi, un processus ponctuel marqué
défini par une fonction de Markov par rapport au processus ponctuel de Poisson marqué

est appelé processus ponctuel de Markov marqué.

Le caractére markovien de ce type de processus vient du fait que le terme f(p U
z)/ f(p) s’interpréte comme la densité du point 2 conditionnellement & la configuration
. Ainsi, par définition cette densité conditionnelle ne doit dépendre que du voisinage de
x induisant une propriété markovienne dans I’espace.

Dans le domaine de la physique statistique, un processus ponctuel de Markov est
appelé un processus ponctuel de Gibbs de fonction d’énergie :

H(p)=— Y log(g(¢)),
$Cp:¢#0
ou g est une fonction positive. Ainsi la densité conditionnelle & n(®) = n, notée f,,, d'un
processus ponctuel de Gibbs, s’écrit par rapport au processus ponctuel de Poisson de la

maniére suivante :
fn(p) o exp(—0H (p)), 0> 0.

Cette remarque est trés importante pour la suite du chapitre. En effet, nous allons
introduire une classe de modéle de Gibbs, la classe CC, dont l'interaction entre les cel-
lules sera spécifiée par 'intermédiaire d’une fonction Hamiltonienne de la classe CC.
Cependant, dans notre étude, la relation de voisinage entre les points (ou cellules) est
la triangulation de Delaunay. Or cette relation de voisinage dépend explicitement de la

réalisation du processus.

3.6.2 Deéfinition des processus ponctuels de Markov marqués de type

plus proche voisin

Les processus ponctuels de Markov peuvent étre généralisés a des processus pour
lesquels le voisinage dépend de la réalisation du processus. Ce type de processus est

appelé « processus ponctuels de type plus proche voisin ».
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Les processus ponctuels de type plus proche voisins ont été introduits et étudiés a la
fin des années 80 [Baddeley et Moller, 1989]. Ils se différencient des processus ponctuels
de Markov, étudiés en détail dans [Van-Lieshout, 2000], en ce sens que la relation de
voisinage dépend de la réalisation du processus. Afin de marquer cette dépendance entre
le voisinage et la réalisation, nous notons ~, le voisinage associé a la réalisation ¢. Cette
notation est & mettre en relation avec le voisinage de Delaunay introduit a la section 3.4.2.
De plus, pour tout point z € S\, nous définissons le voisinage de x dans la configuration

@ Uz de la maniere suivante :

Ne(p) ={y € ¢y ~puz T}

Définition 20 Soit ® un processus ponctuel marqué défini sur S de densité h par rapport
au processus ponctuel de Poisson standard. Supposons que f : Ny — [0,00) soit une
fonction héréditaire. Supposons, de plus, que pour tout ¢ € Ny, tel que f(p) > 0, et pour

tout x € S\, nous ayons :
floUz)/f(p) dépendent uniquement de x, No(p) et des restrictions de ~, et ~yuz @ N ().

Sous ces hypothéses, ® est un processus ponctuel de Markov marqué de type plus

proche voisin par rapport au processus de Poisson standard.

L’existence de mesure de probabilités associées a ce type de processus nécessite cer-
taines conditions sur f. Etant donné que la relation de voisinage dépend de la réalisation,
nous pouvons remarquer qu’une modification locale d’une configuration donnée va modi-
fier sensiblement le graphe de voisinage. En particulier, 'insertion d’un point marqué, x,
dans une configuration donnée ¢, va créer de nouvelles relations de voisinages entre z et
certains points de . Cependant cette insertion peut également modifier les relations de
voisinages déja existantes entre les points de ¢, ce qui n’est pas le cas pour un processus
ponctuel de Markov. La définition de processus ponctuels de type plus proche voisin va
donc nécessiter certaines conditions, portant sur la densité f perturbant le processus
ponctuel de Poisson standard. Dans la section suivante, nous allons citer certaines de ces
propriétés et énoncer un théoréme nous donnant des conditions suffisantes sur f pour ga-
rantir ’existence de tels processus. Nous allons nous focaliser sur les processus ponctuels

de Gibbs de type plus proche voisin. Comme nous ’avons vu précédemment, ce type de
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processus est défini par une fonction Hamiltonienne, H, et I’expression de la densité f,

par rapport au processus de Poisson, s’écrit :
f(g) x exp(—=0H (p)).

3.6.3 Existence de processus ponctuel de Gibbs

Dans cette section nous allons nous focaliser sur I’étude de 'existence de processus
ponctuels de Gibbs. Cette étude peut se décomposer en deux cas selon que le processus
ponctuel étudié soit défini sur un borélien borné A C R%, ou sur R%. Dans le cas d'un
processus ponctuel défini sur un borélien borné A C R%, I'existence d’un tel processus
est garantie par une propriété de stabilité locale. Cette propriété, que nous expliciterons
par la suite, suppose que I’énergie nécessaire pour insérer un point dans une configura-
tion donnée est bornée inférieurerement. La propriété de stabilité locale d’un processus
ponctuel de Gibbs garantit que la fonction de partition associée & ce processus est finie.

L’extension d’un tel processus a un espace infini R? nécessite certaines conditions
supplémentaires. L’étude de tels processus présente un intérét tout particulier dans le
domaine de la physique statistique, ot des systémes constitués d’un trés grand nombre de
particules sont modélisés. Un des intéréts de ce type de systémes de particules est I’étude
de transition de phase caractérisant le comportement de tels systémes. L’étude de 1’exis-
tence de ce type de modéle a été développée dans de nombreux ouvrages parmi lesquels
nous pouvons citer les travaux de Ruelle [Ruelle, 1969| et de Preston [Preston, 1976].
L’approche la plus courante pour étudier les propriétés de processus de Gibbs sur R?
consiste & utiliser des spécifications locales pour le processus. Ces spécifications locales
caractérisent des densités conditionnelles du processus pour tout borélien borné A, en
supposant que le processus est connu a l'extérieur de A (A€). Un ensemble de spécifica-
tions locales, ITj, pour un processus de Gibbs de fonction d’énergie H peut s’écrire de la

fagon suivante, pour tout F' € Ny :

00 eXp(—|AD// //
Ia(p, F) = 3“2 120 L (orm ) (onms .
(f ) = n[ Y Adm {(wlv 1)7 7(337 n)}UQDA er

exp|—H (X1, Tay)y -y (Tny Tapy )y oA |D(Tay ) -« - P(T,, )1 d Ty - . ATy dTy,,

Dans ’expression précédente, le terme H ((21, Tz, ), - - -, (Zn, T, ), Ac ) Teprésente I’éner-
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gie nécéssaire pour insérer les n points marqués x; dans la configuration @pc. Ainsi
conditionnellement au fait que n points de ¢ sont localisés dans A, nous pouvons noter
or = {(21,72y), -+ (%0, Tz,)}. Le terme H(pa, @ac) s'interpréte alors comme 1'éner-
gie nécessaire pour insérer la configuration ¢ sachant que la configuration est fixée a
Pextérieur du domaine A.

La caractérisation d’un processus ponctuel de Gibbs par spécifications locales est équi-
valente a la résolution d’un systéme d’équations DLR, proposé par Dobrushin, Landford
et Ruelle [Dobrushin, 1969| et [Landford et Ruelle, 1969|. La proposition suivante, for-
mulée par Bertin, Billiot et Drouilhet, nous permet d’établir des conditions suffisantes
pour vérifier un systéme de spécifiactions locales [Bertin et al., 1999a]. Ces conditions,
portant essentiellement sur la fonction d’energie H, peuvent se décomposer en deux in-
grédients essentiels : une condition de stabilité locale et une condition de quasilocalité. La
condition de stabilité locale garantit que, conditionnellement a ’extérieur d’un domaine
borné, I’énergie est stable. Cette propriété joue un role trés important pour ’étude de
la convergence d’algorithmes de simulation par chaines de Markov. La seconde condition
permet le controle de la portée du processus, c’est & dire 'effet de conditionnement des

bords.

Proposition 15 Soit H ’énergie locale, définie a partir d’un ensemble de spécifications

locales, I1x. Nous supposons que H est invariante par translation et que

1. Stabilité locale. il existe une constante K > 0, telle que, pour toute configuration
[2AS le ;
H(pU(0,70)) — H(p) > =K pour tout 19 € M.

2. Quasilocalité. Pour tout borélien borné A, tel que 0 € A, pour toute configuration
(NS le :

|[H (£U(0,70))—H (@)]=[H (paU(0, 10))—H (pa)]| < £(d(0,A%))  pour tout 7o € M,

ou € est une fonction positive qui tend vers 0 a Uinfini et d(x, B) = minycpd(x,y)

est la distance euclidienne entre un point x et un borélien B.

Sous ces conditions, il existe une mesure de probabilité vérifiant les spécifications locales

T,
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La démonstration de cette propriété est donnée en détail dans |Bertin et al., 1999a|
(proposition 1 page 891). L’application de ces conditions, présentées a la proposition 15,
dans le cas de processus de type plus proche voisins (c’est a dire lorsque le voisinage dé-
pend de la réalisation du processus) constitue un intérét tout particulier de ces résultats.
L’application de ces résultats a été proposée sur différents modéles : le modéle 1-plus-
proche-voisins, des modéles d’interactions de Delaunay, le modéle de Ord et des modéles
de type composantes connexes markoviens [Bertin et al., 1999a|, [Bertin et al., 1999b].

Par la suite, nous allons pouvoir appliquer cette propriété pour montrer 1’existence
de mesures de probabilité, vérifiant les spécifications locales déterminées par les fonctions

d’énergie de la classe CC.

3.7 Etude de notre classe de modéles

Dans cette section, nous allons montrer que la classe de fonctions Hamiltoniennes
définies a ’équation 3.4, vérifie, sous certaines conditions, les hypothéses de la proposition
15. Tout d’abord, nous allons définir la classe de processus ponctuels de Gibbs marqués

a partir de la classe de fonctions d’énergie Hoe.

3.7.1 Deéfinition de la classe de processus de Gibbs CC

Nous pouvons rappeler ici que nous avions défini un modéle centré par la classe de

fonctions Hamiltoniennes suivante :

Hee(p) = Y J(7a,m)9(|Dirg () N Dirg(y)]) + Y h(Diry(2), 7).

zey z€p
Définition 21 (La classe CC) Nous notons CC la classe de processus ponctuels mar-
qués de Gibbs définie sur S = T x M ou T = R? et M C R. Cette classe de pro-
cessus est définie a partir du processus de Poisson marqué standard et nous notons
foco, la classe des densités des processus ponctuels marqués appartenant ¢ CC. foo
est l'ensemble des fonctions f telles que f(p) = exp(—0Hcc(p))/Z, ot Hoc(p) =
2wy I (T2, Ty)g(IDirg(z) N Diry(y)]) + >-,c, h(Dirg(z), 72) avec : J + M x M — R,
g:R—=R, h:NjyxM-—RJ
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3.7.2 Existence de processus de la classe CC

Nous allons & présent déterminer certaines conditions pour que la classe CC admettent
des solutions aux équations DLR. Ces conditions sont de deux types : des conditions
fonctionnelles, portant sur les fonctions J, g et h, et des conditions géométriques portant
sur la triangulation de Delaunay. Cette étude est trés largement inspirée de travaux
menés sur ’existence de processus ponctuels de Gibbs dont I'interaction est fonction de
la triangulation de Delaunay [Bertin et al., 1999a|. L’ingrédient essentiel pour ce type
de processus est 'utilisation d’un sous-graphe, noté Delaunay g , du graphe de Delaunay
pour controler la stabilité de la fonction d’énergie. En effet, pour la triangulation de
Delaunay associée a un processus ponctuel de Poisson n’a aucune contrainte géométrique :
la distance entre deux voisins de Delaunay n’est pas bornée, deux voisins de Delaunay
peuvent étre proche que 'on veut, le nombre de voisins de Delaunay d’un point n’est
pas borné, etc...Ceci se répercute sur le diagramme de Dirichlet associé & un processus
ponctuel de Poisson. En particulier, les arétes de Dirichlet ainsi que les aires des cellules
de Dirichlet ne sont pas bornées pour un processus ponctuel de Poisson.

Pour étudier I'existence des processus de la classe CC, nous allons utiliser un sous-
graphe, Delaunayg , du graphe de Delaunay. Ce graphe, noté formellement Delgf)ﬁ, est
composé de ’ensemble des triangles de Delaunay qui satisfont une contrainte de petit

angle.

Définition 22 Soit une configuration de points ¢, et soit By €]0,7/3]. Le sous graphe

Delaunayg,, noté Delgf)ﬁ(«p), se définit de la maniére suivante :

Dely'y(¢) = {v € Dels(p). 5(¢) > fo},

ot la fonction (3(v) désigne le plus petit angle du triangle 1. Nous pouvons également
définir les arétes du sous graphe Delaunayg, pour une configuration o, notées Delgfﬁ(go),
de la maniére suivante :

Delyty = | Pa).

peDel% (i)

Ce sous-graphe Delaunayg, va nous permettre en particulier de controler le nombre

de points en interaction dans le modéle CC. Cependant, 1'utilisation d’un sous graphe
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Delaunay 3, ne permet pas, en l'état, de controler la contrainte de forme sur les cellules
de Dirichlet en chaque point du processus. L’utilisation de ce sous graphe Delaunay 5, ne
permet pas de définir un diagramme dual caractérisant une zone d’influence pour chaque
point. Nous allons définir I’ensemble de points pour lesquels la cellule de Dirichlet peut
étre calculée et est identique pour le graphe de Delaunay et le sous graphe de Delaunayg, .

Nous notons cet ensemble de points Delfoﬁ que nous définissons comme suit.

Définition 23 Soit ¢ une configuration de points et soit By €]0,m/3].

Del{% () = {z € ¢ : Ty(z) C Del§% ()},

ot Ty, (x) est l'ensemble des triangles de Delaunay de la configuration ¢ contenant le point

x.

Afin d’étudier, en premier lieu, la stabilité locale de la classe de modéles CC, nous
allons contraindre les interactions a s’opérer entre les voisins du sous graphe Delaunayg, .
De plus, la contrainte de forme ne s’appliquera qu’aux points ayant une zone d’influence
dans le sous graphe Delaunayg , c’est & dire aux points de Delioﬁ. Cela revient a étudier

les propriétés de la fonction d’énergie suivante :

Hlp(9)= Y J(rm)9(IDirg(z) NDirg(y)) + > h(Dir(z), 7).

(:c,y)GDelﬁ0

Bo
2,8 xEDell,B

Cette énergie d’interaction permet de définir une nouvelle classe de processus, la classe
ccho.

Les contraintes, utilisées par I'intermédiaire du graphe de Delaunay g, sont essentielles
pour I'étude mathématique du modéle. Cependant, I’angle minimum Sy peut se choisir
aussi petit que possible, tant qu’il reste strictement positif. Par conséquent, dans la

pratique, nous pouvons considérer le modéle général, proposé a la définition 21.

Proposition 16 (Stabilité locale de la classe CC%)
Soit By €]0,7/3]. Soit ¢ = {(x,7;) : * € ¢} € Niy une configuration et 19 € M.

Notons ¢’ la configuration telle que :

¢ =9 U(0,7).

Supposons que
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— il existe une constante K telle que |J()| < Kj,
— il existe une constante K, telle que |g()| < Ky,
— il existe une constante Ky, telle que |h()| < Kj,

Sous ces conditions :

\HD,(¢)) — HE (0)| < C(K 5, Ky, K, o).

Preuve :
D’apres la définition de Hgoc, la différence entre Hgoc(ﬁ’) et Hgoc(f) est donnée par :
HEo(¢) = Hep(e) =
Z J (72, 7y)g(|Diry (x) N Diry (y)]) + Z h(Diry (), )

(z,y)EDelg?ﬂ(go/) xEDel?’Oﬂ(ap’)
- Z J (72, 7y)g(|Dirg () N Diry (y)[) — Z h(Diry(z), 1)
(w,y)eDelgf’ﬁ(go) zEDelff’ﬁ((p)

En utilisant les propriétés géométriques de la mosaique de Dirichlet, ’expression ci-

dessus se simplifie en une somme de six termes :

HEu(¢) — HEp(p)
= > g(|Diry (0) N Diry (x)])J (10, 72)
(O,I)EDelg?ﬁ(cp’)
+ > (9(|Diry () N Dirys (y)]) — g(|Dirg (x) N Diry (y)[)J (7e, 7)
(2,y,0)€Del5% (")
- > 9(|Diry(z) N Dirg(y)])J (2, 7y)
(,y)€Dely, (9)\Dely (')
+h(Dir (0), To)nOEDelf% o
+ > h(Diry (2), 7;) — h(Diry(z), 7;)

:L‘EDel’f% (go’);(x,O)GDelg% (¢")

- > h(Diry(z), 7).

xEDel’f?B (¥) \Del?% (¢")

Le premier terme correspond & l'interaction entre le point 0 et ses voisins. Le second

terme correspond aux différences d’interaction entre la configuration ¢’ et la configuration
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. La somme s’effectue sur I'ensemble des triangles de Delaunay g, de la configuration ¢’
mettant en jeu le point 0. La propriété d’insertion locale du diagramme de Dirichlet nous
indique que seules les interactions entre deux points du voisinage de 0 sont modifiées. Le
troisiéme terme quantifie les relations de voisinage qui ont disparu suite & 'insertion du
point (0, 7p) dans la configuration ¢. Le quatriéme terme est expliqué par la contrainte de
forme pour la cellule associée au point 0. Le cinquiéme terme représente la différence dans
la contrainte de forme entre la configuration ¢’ et . De nouveau, la propriété d’insertion
locale dans le diagramme de Dirichlet nous garantit que seules les cellules associées aux
points voisins de 0 ont une contrainte de forme modifiée. Enfin, le sixiéme terme nous
vient du fait que certaines cellules « perdent » leurs contraintes de forme & cause de la
contrainte de petit angle matérialisé par le paramétre Jy.

Nous allons a présent controler chacun des six termes indépendamment. Nous posons
tout d’abord N = m—ﬂ , ou [.] représente la fonction partie entiére. Le résultat suivant va
nous permettre de controler le nombre de termes de chacune des sommes composant les
six termes de 'expression précédente. En effet, nous pouvons rappeler que le nombre de
triangles qui apparaissent dans le graphe de Delaunay g, suite a I'insertion du point 0 est
majoré par N. De méme le nombre de triangles qui disparaissent du graphe de Delaunay g
est également majoré par N. Ces résultats sont démontrées dans [Bertin et al., 1999a).

Premiérement, nous en déduisons que le nombre de voisins du point 0 dans le graphe

de Delaunayg, est majoré par N. Ainsi, puisque g sont J sont bornées :

> g(IDiry (0) N Diry (z)))J (10, 72)| < NKGK . (3.6)
(z,O)EDelS%
Comme nous ’avons remarqué précédemment, le nombre de nouveaux triangles dans
le graphe de Delaunay 3, est majoré par N. Ainsi en rappelant que les fonctions g et J

sont bornées nous obtenons que :

Z (9(|Diry (x) N Diry (y)|) — g(|Diry(x) N Diry,(y)|))J (12, 7)) | < 2NK K.
(,4,0)€Del5%, (")
(3.7)

Le controle du troisiéme terme nécessite de remarquer que les relations de voisinages

qui ont disparu entre ¢’ et ¢ mettent en jeu deux points appartenant a des triangles
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ayant disparu. Comme nous avons remarquer que le nombre de triangles ayant disparus
est majoré par N, nous pouvons donc majorer par 3V le nombre de relations de voisinages
ayant disparu. En utilisant le fait que les fonctions g et J sont bornées, nous obtenons

que :

> g(|Diry(z) N Diry(y)|)J (12, 7y)| < SNK K ;. (3.8)
(2.y)€Dely % () \Del3% (")

Ensuite, par hypothése nous avons directement :

< Ky, (39)

'h(Dirap’ (0)7 TO)]IOEDelf?g(@,) -

Pour le cinquiéme terme, nous pouvons constater que la somme se fait sur I’ensemble
des voisins de Delaunay du point 0. De plus, la somme ne tient compte que des points
de Delioﬁ, ce qui implique que ces points sont voisins de 0 dans le graphe de Delaunayg, .
Le nombre de terme de la somme peut donc se majorer par 2N. En rappelant que la

fonction h est bornée, nous obtenons que :

> h(Diry (2), 7;) — h(Diry(z), 7,,)| < 2NKp,. (3.10)
z€Del}% (¢');(,0)€Dely% ()

Enfin, pour le sixiéme et dernier terme, nous pouvons constater que ’ensemble des
points de la somme appartiennent au voisinage de Delaunay du point 0. En effet, seuls
ces points appartiennent & des triangles ayant été modifiés par I'insertion du point 0. De
plus, ces points appartiennent nécessairement & des triangles ayant disparu du graphe de
Delaunay . Or nous avons constaté que le nombre de triangles ayant disparu du graphe

de Delaunayg, est majoré par N. Ainsi, puisque la fonction h est bornée, nous obtenons

que :

> h(Diry(z), )| < 3NK, (3.11)
mEDelf?ﬁ (@)\Delf% (¢")

Nous pouvons a présent combiner les équations 3.6-3.11, pour obtenir que :

\Hg%@’ ) — H@%(g)\ < 6N(K K, + Kp).
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Cette propriété nous sera particuliérement utile pour I’étude théorique de ’algorithme
de simulation dans la section suivante. En effet, la dynamique utilisée est une dynamique
de Métropolis-Hastings par insertion-délétion. Ainsi, & chaque itération de ’algorithme,
la proposition précédente nous permet le controle du saut d’énergie.

L’étude de la quasilocalité de la classe de fonctions d’énergie CC, nécessite de rajouter
des contraintes de portée sur les interactions. En tout premier lieu, nous allons supposer
que l'interaction entre deux points voisins, situés & une distance supérieure a un entier
2R, est nulle. De plus, nous allons considérer que la contrainte de forme ne porte plus sur
l'aire des cellules de Dirichlet, mais sur 'aire des cellules de Dirichlet intersectant une
boule centrée sur les points et de rayon R. Ce type de diagramme est trés ressemblant de
domaines de Dirichlet libres introduits par Graner et Sawada |[Graner et Sawada, 1993|
(voir figure 3.6). Pour étudier la stabilité, nous allons donc nous intéresser a la classe de

fonctions suivante :

R
HE (o) =
> J(77)g(IDirg(x:) N Dirg(y))Yje—yjjcor + Y, Dir(x) N B, R), 7o),
(2,y)€Del;?, zeDel",

ou B(z, R) représente la boule fermée de centre = et de rayon R.

Proposition 17 (Quasilocalité) Soient R > 0 et fy €]0,7/3]. Soit A un borélien
borné tel que 0 € A. Soit ¢ = {(z,7.) : ©* € ¢} € Ny une configuration et 9 € M.

Notons ¢’ la configuration telle que :
o = p U (0,79).
Sous ces conditions, nous avons :

wosm [HE () — HER (o)) - [HER () — Howl ()] = 0.

Preuve :
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Comme nous ’avons vu au cours de la preuve précédente nous avons :

HEs (@) — HEE (9)
= > g(IDirg (0) NDiry (2)])J (10, 72) Ljo—afj<2r

(0,2)€Dely % (¢')

+ > (9(|Diry () N Dirys (y)|) — g(|Dirg (x) N Dirg (1)) (s 7)Yy <2r
(2,y,0)€Del5% (")

- > 9(|Diry(x) N Dirg (y)[)J (72, 7y) Ljjz—y| | <2r
(2,5)€Del, (2)\Dely% (')

+h(Dir, (0) N B(0, R), 7'O)JIOGDel‘f?B(sD’)

+ > h(Diry () N B(z, R), ) — h(Diry(z) N B(x, R), 72
stDelf%(go’);(x,O)EDelg?ﬁ(cp’)
- > h(Dir,(z) N B(x, R), 7).

xEDel’f’Oﬂ (cp)\DeliOﬂ (¢")

La contrainte de forme, s’apparente & un modéle de Ord. Nous pouvons donc utiliser
la propriété de Markoviannité a l'ordre 1, établie par [Baddeley et Mgller, 1989, pour
constater que cette contrainte a une portée incluse dans la boule fermée de centre 0 et

de rayon 2R. De plus la portée sur les relations de voisinages nous permet d’établir que :

B 7R /8 7R —_ IB 7R ﬁ 7R
HCOC (ﬁl) - HCOC (f) - HCOC (EIB(OQR)) - HCOC (fB(o,zR))'

Nous en déduisons donc que :
lim HﬁO,R AN H/BO7R _ HﬂO,R / o H/BO,R =0.
(0,A )00 [Hee (¢) ce (@) —[Hee (¢'4) ce (@p)]
|
Les deux propriétés précédentes nous permettent donc d’établir le théoréme suivant

garantissant 1’existence de mesures de probabilité vérifiant les spécifications locales de la

classe CC.

Théoréme 4 Soit ¢ un processus ponctuel marqué de Gibbs de la classe CC, ayant
comme fonction d’énergie Hg%R. Supposons de plus que
— il existe une constante K telle que |J()| < Kj,

— il existe une constante K, telle que |g()| < Kg,



158 Chapitre 3. Modeéle de Gibbs

— il existe une constante Ky, telle que |h()| < Kj,
Sous ces conditions, il existe une mesure de probabilité satisfaisant les spécifications

locales liées a la fonction d’interaction Hg%R.

Preuve : Les propriétés 16 et 17 nous permettent de vérifier la propriété 15.
|
Il est important de remarquer que les contraintes supplémentaires, contraintes de
petit angle et portée, pour passer de la fonction Hoe a la fonction Hg%R n’ont aucun
sens biologique. Elles ne sont utiles que dans un but mathématique. Cependant, nous
pouvons remarquer que le paramétre [y peut étre choisi aussi petit que souhaité (3
condition qu’il reste strictement positif). De méme, le paramétre R peut-étre fixé aussi
grand que possible (& condition qu’il reste fini). Ainsi, en pratique il est raisonnable de
confondre la classe de modéle définie & partir de la fonction d’énergie HgOCLR, de celle
définie de maniére générale par la fonction d’énergie Hoe.
Nous allons & présent nous focaliser sur la simulation de cette classe de modéle. La
simulation s’effectue la plupart du temps dans un borné conditionnellement aux bords.
Cette remarque nous permet de comprendre que I'étude théorique de 1’algorithme de

simulation va s’appuyer essentiellement sur la propriété de stabilité locale du processus.

3.8 Simulation de la classe de processus de Gibbs CC

La classe de modéle étant complétement définie, nous allons & présent nous intéresser
a la simulation des processus de la classe CC. La simulation nous permettra en premier
lieu d’étudier le comportement de notre modéle et de vérifier que celui-ci est conforme a
la construction du modeéle (c’est a dire & nos attentes). Puis, dans une section suivante,
nous nous intéresserons a l'inférence des paramétres du modéle notamment & 'aide du
simulateur.

Dans cette section, nous allons décrire, dans un premier temps, les algorithmes dé-
veloppés pour simuler des processus Gibbsiens, puis nous présenterons 'algorithme de
Métropolis-Hastings que nous avons implémenté. Nous étudierons ensuite théoriquement

notre algorithme.
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3.8.1 Description de ’algorithme utilisé pour simuler notre modéle

La simulation de quelques processus spatiaux, comme le processus de Poisson, peut se
faire directement. En effet pour le processus de Poisson, la forme analytique de la densité
est connue ce qui permet une simulation simple (voir par exemple [Stoyan et al., 1995]
et [Mpller et Waagepetersen, 2003|). Malheureusement, la densité de processus spatiaux
n’est généralement pas connue analytiquement. Par exemple, pour les processus ponctuels
de Gibbs, la constante de normalisation (également appélée fonction de partition) est

généralement incalculable.

L’outil de base pour simuler ce type de processus repose sur la construction d’une
chaine de Markov ergodique dont la loi invariante est la loi du processus. Ce type de
simulation est communément appelé simulation MCMC (Markov Chain Monte-Carlo).
La simulation du processus conditionnellement au nombre de points fixé est assez simple

et a été étudiée en détail dans [Metropolis et al., 1953] et [Ripley, 1979].

Dans le cas général, la communauté de la statistique spatiale s’est longtemps focalisée
sur l'utilisation d’algorithmes de naissance et de mort. Certains résultats théoriques et
quelques utilisations pratiques de ces algorithmes sont présents dans différents ouvrages
[Kelly et Ripley, 1976], [Preston, 1977], [Ripley, 1977] et [Baddeley et Mgller, 1989]. Au
cours des derniéres années, d’'importants développements ont été apportés a la simulation
de processus stochastiques par l'intermédiaire de la simulation parfaite (ou exacte). Ces
algorithmes font suite aux travaux originaux de Prop et Wilson [Propp et Wilson, 1996].
De nombreux algorithmes de simulation exacte ont, depuis, été développés pour différents

processus spatiaux.

Cependant, une autre méthode, basée sur les travaux de [Metropolis et al., 1953] et
[Hastings, 1970], a été développée par Geyer et Mgller [Geyer et Mgller, 1994]. Cette mé-
thode reste & ce jour la plus utilisée pour la simulation de processus ponctuels grace a sa
simplicité de mise en ceuvre et son efficacité. La simulation de processus spatiaux par 1’al-
gorithme de Metropolis-Hastings consiste & construire une chaine de Markov ergodique,

dont la distribution invariante est la loi du processus.
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Algorithme 1 : Algorithme de Metropolis-Hastings pour la simulation de processus

de la classe CC

Parameétres

A > 0 : intensité du processus de poisson initial;

Hge la fonction d’interaction du processus de Gibbs;

Initialisation par un processus de Poisson homogéne d’intensité A

pour chaque i in n.iter faire
Uy — RANDOM;

Uy «— RANDOM,;

si U3 < 1/2 alors
Insertion : Generation uniforme d’un point;

& «—— Choix uniforme d’un point;

si (exp(—0(Heo(p U (x,7)) — Hoo(p))) > Us) alors
| o e—pU(z,T);

fin

fin

sinon
Délétion : Choix uniforme d’un point de ¢;

(n, ;) «— Choix uniforme d’un point de ¢ ;

si (exp(—=0(Hceo(p\(n, 7)) — Hee(p))) > Uz) alors
| o — o\, m);

fin

fin

fin

Nous avons choisi de simuler notre modéle par l'intermédiaire d’un algorithme de
Metropolis-Hastings & temps discret. Cet algorithme est présenté en détails page 160.
Nous allons ensuite étudier la convergence de la chaine de Markov construite & partir de

cet algorithme.
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3.8.2 Etude théorique de 1’algorithme

Afin d’étudier théoriquement la convergence de notre algorithme de simulation, nous
allons effectuer un certain nombre de rappels concernant les chaines de Markov. Puis
nous formaliserons 'algorithme proposé en décrivant le noyau de transition de la chaine
de Markov associée. Enfin, nous montrerons que la chaine de Markov décrite par notre
algorithme de simulation est ergodique ce qui garantit la convergence de I’algorithme en

nous appuyant sur des résultats de [Geyer et Mgller, 1994].

Généralités sur les chaines de Markov

Les résultats que nous allons présenter sont principalement issus des ouvrages de
Nummelin et de Meyn et Tweedie [Nummelin, 1984] , [Meyn et Tweedie, 1993|.

Considérons un espace {2 sur lequel est défini une distribution de probabilité w, et
notons B(2) la plus petite tribu engendrée par 2. Le principe général d'un algorithme
MCMC est de construire une chaine de Markov homogéne Yy, Y1, ...,Y,,... d’espace

d’états Q et telle que :

P™(z,F) — n(F) quand m — o0,

pour F'C B(Q) et x € Q, ou :

P™(z, F) = P(Y,, € F|Y = ).

Nous allons rappeler dans la suite de cette section certaines caractéristiques générales

sur les chaines de Markov.

Homogénéité L’homogénéité d’une chaine de Markov signifie que le noyau de transi-

tion, P(z, F) = P(Y;+1 € F|Y,, = x), est indépendant de m.

Invariance Une chaine de Markov est m-invariante, c’est & dire que 7 est une loi inva-
riante pour la chaine, si Y,, ~> m = Y41 ~> 7, ol le symbole ~~ signifie que Y, suit la

loi de .
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Réversibilité Une chaine de Markov est dite réversible si les couples (Yi,, Yi41) et

(Y41, Yy,) sont identiquement distribués, pour tout m, c’est a dire, VF, G € B(f?) :

P(Ym e F, Ym+1 S G, Yo 7é Ym+1) = ]P)(Ym € G, Ym+1 eFY, 7é Ym+1).

Irréductibilité Une chaine de Markov est dite W-irréductible s’il existe une mesure
non nulle ¥, telle que pour tout z € Q et F' € B(2) avec V(F) > 0, P"(x, F)) > 0 pour
m € N.

Harris-récurrence Une chaine de Markov Harris-récurrente est une chaine pour la-
quelle, il existe une mesure W, telle que la chaine soit W-irréductible et Vo € Q et F € B()
avec U(F) >0 :

P(Y,, € Fpour meN|Yy=z) =1

La proposition suivante nous permet de faire le lien entre ces différentes notions sur

les chaines de Markov.

Proposition 18 Supposons qu’une loi invariante w existe pour une chaine de Markov.
La V-irréductibilité de la chaine implique que

1. la chaine est m-irréductible,

2. m est U'unique distribution invariante pour la chaine,

3. m domine U, c’est a dire m(F) =0= ¥(F) =0,

4. il existe A C Q, avec m(A) = 0 tel que la chaine restreinte 4 Q\a soit Harris

récurrente et Q\ 4 est absorbant, c’est a dire si Yo € Q\ 4 alors Yy, € Q\a, pour

m € N.

Définition 24 Un espace C est dit petit s’il existe m € N* et une mesure sur B(Q) v > 0

tels que :

P™(F,x) >v(F) VzeC, VF € B(Q).

Le caractére Harris-Recurrent pour une chaine de Markov est bien souvent assez

délicat & montrer. La proposition suivante permet de faciliter ce point.



163 3.8. Simulation de la classe de processus de Gibbs CC

Proposition 19 Soit une chaine de Markov V-irredutible. Supposons qu’il existe un petit
espace C C Q et une fonction V : Q — [1,00) tels que {x € Q : V(z) < a} est petit
pour o > 1 et :

E[V(V1)|Yy = 2] < V(z) Vo€ G,

alors la chaine est Harris-récurrente.

Apériodicité Soit Yy, Y1,..., Y, ... une chaine de Markov définie sur 2 et W-irréductible.
Si Q peut étre partitionné en Qg,Qy,...,Qq et A, tel que P(z,Q;) = 1, Vo € €,
j =i+ 1modd et W(A) = 0, avec d > 1, alors la chaine est dite périodique, sinon
elle est apériodique.

De méme, la définition d’une chaine apériodique est délicate & utiliser et il est assez
usuel de passer par la proposition suivante pour montrer le caractére périodique ou

apériodique d’une chaine de Markov.

Proposition 20 Une chaine de Markov irréductible admettant m comme distribution
invariante est apériodique si et seulement si il existe un petit espace C' avec w(C) > 0 et

neN:

P"(x,C)>0 Vel etm >n.

Ergodicité Une chaine de Markov est dite ergodique si elle est Harris récurrente et

apériodique.

Proposition 21 Si une chaine de Markov est ergodique alors :
P™(z,F) — n(F) Yax €.

L’ensemble des caractéristiques introduites dans cette section vont nous permettre
d’étudier avec précision la chaine de Markov générée par 1’algorithme proposé & la page
160. Cette étude nécessite tout d’abord ’écriture formelle du noyau de transition de la

chaine de Markov.
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Description formelle de notre algorithme

Nous allons tout d’abord introduire quelques notations qui seront dans la mesure du
possible conformes aux notations utilisées par Geyer et Mgller [Geyer et Mgller, 1994].

Soit (S, B, A) un espace mesurable tel que S =T x M, 0 < p(T) < 00,0 < p(M) < o0
et pour lequel B contient tous les singletons. (£2, F, u) correspond a l’espace exponentiel

associé a (S, B, \) [Carter et Prenter, 1972|. Plus précisémment, Q = (J;7 2, o :
Q, = {(.lel,’]'l), e (-rn,Tn) C S}

est ’espace des configurations & n points inclus dans S. F représente la tribu engendrée
par 2 et p est le processus de Poisson d’intensité p = o X p sur S.
Nous pouvons également rappeler que I’hérédité d’un processus ponctuel de densité

f par rapport au processus de Poisson se définit de la maniére suivante :

fle)>0=f¥) >0 Vo<,

ou ¢ C 1 signifie que 9 est une sous-configuration de ¢.

Nous pouvons également introduire les espaces K,,, pour n = 1,..., 400 définis par :
K,=Q,NnKou K ={f>0}.

Les espaces K, correspondent donc aux configurations de mesure strictement positive
et composées d’exactement n points. Chaque espace K, engendre une tribu d’événements
que nous notons A, pour n =1,...,400.

Nous pouvons a présent décrire la chaine de Markov construite par ’algorithme de la
page 160. En supposant que p € K, avec n > 0 (resp. Ko), le noyau Q(yp, .) est concentré
sur Ky, 1 UK, UKy (resp. KoUK7). Plus précisemment, avec une probabilité ¢(y), un
nouveau point (marqué), z = (r,7;), est généré a partir d'une densité b(p, z) et avec une
probabilité 1 —¢(y), un point (marqué) y = (y,7,) € p, sélectionné selon une probabilité

d(¢\y, y), est enlevé au processus. La probabilité d’acceptation est notée A.

Pour I'algorithme décrit & la page 160, les fonctions utilisées sont les suivantes :

1 1

b(.,.)EW d(p,.) = o

si ¢ € Q.
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La probabilité d’acceptation A s’écrit, quant a elle :

min{l,1/r(p,z)} sipUze K

Alplpuz) = 0 s
sinon
min{l,7(p,z)} sipUze K
AlpUzlp) = { 0 e
sinon

"  H(pU) oT)p(M)
rlez) = f(o) n+1

Le noyau de transition de la chaine de Markov construite par ’algorithme de la page

V(ipUz) € Kpy1.

160 s’écrit donc, pour p € 2y, n >0 :

Qp, Fn) =0 VYE,, € F,, tel que |m —n| > 1,

Qp, Fry1) = q(p) / b(p, ) A(p U z|p)o(dx)p(dry) VFui1 € Frya,
eUxeFp 1

Q(p, Fu1) = (1= q(9) > 1, (2\)d(\y, ) A(L\yl®)  YFn1 € Fa,
yep

Q. 1) = q(0) /F b(0, 2)A(z|0)o(dr)p(drs) VFy € Fi,

Q0.7 = {a® [ 00.2)(1 - Aotdolp(ars) + (1~ a®) }.

En nous inspirant de I’étude menée par Geyer et Mgller, nous allons nous intéresser

a la convergence de la chaine de Markov décrite ci-dessus.
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Convergence de 1’algorithme

Dans cette section nous allons montrer que la chaine de Markov, générée par 1’algo-

rithme de la page 160, est ergodique.

Proposition 22 Soit ® un processus ponctuel marqué de Gibbs de la classe CC, ayant
comme fonction d’énergie Hgoc Nowus rappelons que Hgoc caractérise les fonctions d’éner-
gie Hoo satisfaisant une contrainte de petite angle. Supposons de plus que

— il existe une constante K telle que |J()| < Kj,

— il existe une constante K, telle que |g()| < Ky,

— il existe une constante Ky, telle que |h()| < Kj,
Sous ces conditions nous obtenons que la densité du processus ponctuel par rapport au

processus de Poisson est héréditaire.
Preuve. D’aprés la propriété de stabilité du processus (propriété 16), nous avons pour
tout p € Q et pour tout z € S :

HY (puz) -~ HY () > -K K >0

Soit ¢ € Q et 1) C p. Nous pouvons écrire que ¢ = YU (x1, 71) U (22, T2) - - - U (T, Tn)-

exp(— BO
Comme f(p) = w > 0, nous avons :

exp <—6Hg00(@))

fW) = 7
e (<Heole) + S (B (2Uim (@) — B (LU @) ))
B z
= f(fﬁ)ﬁexp Hee | ¢ ’ (zi,7i) | —Heeo ¢U(%Ti)
i=1 =1 i=1
> ﬁexp(—K)
-0

La propriété précédente se retrouve également dans les travaux de Geyer [Geyer, 1998|

Proposition 23 La chaine de Markov X1, Xo, ... générée par l'algorithme 1 est f-invariante.
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Preuve.
Par construction de l’algorithme, nous remarquons facilement que f est invariante

pour la dynamique de Métropolis Hastings proposée.

Proposition 24 La chaine de Markov X1, Xo, ... générée par l’algorithme de la page 160

est f-réversible.

Preuve.
On rappelle que Q = [JI>0Q,. Si X; € Q, (n > 0) et Xiy1 # X; alors, X;4q €
Qp—1 U Qp11. Pour montrer la réversibilité X, il suffit de vérifier que Vn € N, F,, € F,

et Fn+1 € fn_t,_l :

// // // 15, (P)1E, 1 (9 U z)q(p)b(p, 2) Alp U zlp)

F(p) exp(—|S])/nlp(7z) H p(7a,)dxdTy, drdry . . . dndr,

n+1

// // ZﬂFn (O\Wis ki) r, 43 (V) (1 = q(¥))d(\ (i, i) A\ (i, 5:) )

F() exp(—[S])/(n + 1)! H p(ki)dyrdra, . .. dyns1dkn i,
=1
ou Y= {(l‘laTl)v ) ($H’Tn)} et % = {(y1, /‘31)7 ) (yn+1a ’{n+1)}'

Le second terme dans 1’égalité précédente est égal a :

/ / / / 1, (\ (g1, 51)) L, 2 () (1 — q(0))d(0\ (91, ), (91, 51)) A (s, ) |)
TJM TJM

n+1

f (@) exp(—|S])/n! H p(ki)dyrde, . .. dyny1dkngr.
i—1

Et en choisissant ¢ = 9\(y1,%1) et £ = (y1,K1), nous obtenons pour le premier

/T/M/T/M 1, (015, 1 (V)a(@)b(e, z) A(Ye)

n+1

(@) exp(—|S)/n! T] p(ki)dyrdra, . .. dyni1dsina,
=1

terme :
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et pour le second terme :

// // Ir, ()17, . (9)(A = q(¥))d(e, 2)A(¢]Y)

n+1

F@)exp(—|S])/n! [ p(ki)dyrdes, . .. dynyidinga.
i=1

La condition de réversibilité se réécrit donc :

()b, 2) A(Y|@) f () = (1 = q(¥))d(p, 2) Alp|) f()-

Lorsque ¢ € K, cette égalité est directement vérifice car A(¢|¢) = A(g|y) = 0.

Dans le cas ot 1) € K et r(p,z) > 1, nous avons :

(1 —q(@)d(e, 2)Alel) f(¥) = (1—q(¥))d(p,z)

De méme, lorsque 1 € K et r(p,z) < 1:

q(@)b(p, 2)A(Y[) f(0) = a(p)ble, z)r(e,z)f(¢)
1

La chaine X;, 1 =1,2,... est donc f-réversible.

Proposition 25 La chaine de Markov X1, Xo, ... générée par l'algorithme de la page 160

est f-irréductible.
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Preuve
Définissons ¥ la mesure de probabilité telle que ¥ (F) = 1z(0) VF € K.
Soit ¢ € K, n > 1. Soit y € . Nous avons :

(1—qlp))d(e\y,y) >0
et
Fe\ya(p\p)b(p,y) >0  car f est héréditaire.

Ainsi :

Q(P\yle) = (1 —q()dP\y, y)Ale\yle)

F\yale\n)b(e\y, y)
2 (1=4@)\ V) 30— oNd\y, v)
> f(e\y)ale\yb(e, y)f(lw)

Vv
o

Nous notons P*(1|¢) = P(Xyik = ¢|Xm = @) Vm € N avec PH(y|p) = P(¥|p).

Par conséquent, sin =1 :
P(Dlg) >0 Vm e N.
De plus,sin > 1:
P"(0p) = P({£\y}e) P" (0{p\y})-
Par induction sur n, nous obtenons donc que Vn > 0 :
P"(0]¢) > 0.
Nous obtenons donc que VF € €2 tel que W(F) > 0 et Vo € K, avec n >0 :
Im € N tel que P™(F,p) > P™(0,¢) > 0.
Si a présent ¢ =0 :

P(F,0) > P{0},0)

= {a0 / / (0.9)(1 ~ AP )olds) + (1 - o)

(1—q(0)

> 0.

v
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Nous en déduisons donc que la chaine de Markov X1, Xo, ... générée par ’algorithme
de la page 160 est W-irréductible.

D’aprés la proposition 18, et en se rappelant que X, Xs,... est f-invariante, nous
obtenons que X7, Xo,... est f-irréductible.

Proposition 26 La chaine de Markov X1, Xo, ... générée par l’algorithme de la page 160

est apériodique.

Preuve
D’aprés la démonstration précédente, nous avons que P({0},0) > 0. Or () est un petit
ensemble, donc nous en déduisons que X1, Xo,... est apériodique.

Proposition 27 La chaine de Markov X1, Xo, ... générée par [’algorithme de la page 160

est Harris-récurrente.

preuve

Cette démonstration est largement inspirée du corollaire 2 de Tierney ([Tierney, 1994],
section 3.1). Nous allons donner les ingrédients principaux de cette preuve. Le lecteur
peut se référer a [Tierney, 1994] pour de plus amples détails.

Quelques définitions sont nécessaires pour cette démonstration

Définition 25 Une fonction mesurable h est harmonique pour la chaine X1, Xo, ... st :
Elh(Xpt1|Xn = 20)] = h(zn)

Proposition 28 Si X1, Xs,... est une chaine de Markov récurrente, alors, X1, Xo,...
est Harris récurrente si et seulement si toutes les fonctions harmoniques bornées de

X1, X, ... sont constantes.

Nous pouvons donc utiliser cette propriété pour étudier notre chaine de Markov.
Comme X1, Xo,... est f-irréductible et f-invariante alors X1, Xs, ... est récurrente. Soit
h une fonction harmonique bornée pour Xi, X, .. .. Donc d’aprés Nummelin [Nummelin, 1984],

h = f.h f presque partout.
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Supposons que ¢ € K, nous obtenons alors, d’aprés Tierney [Tierney, 1994], que :

(1 =r(p))(h(p) —7) =0,

ot 7(¢) est la probabilité que la chaine commence en ¢ et revienne en .

Puisque 7 n’est pas concentrée en un point, la 7-irreductibilité implique que r(¢) < 1,

pour tout . Ainsi, pour tout ¢ € K, h(yp) = wh. Nous pouvons en déduisons donc que

h = mwh, ce qui équivaut & h constante.
Nous obtenons donc que la chaine est Harris-Récurrente.
|

En combinant les deux proprositions précédentes (Proposition 26 et 27), nous obte-
nons que la chaine de Markov, générée par ’algorithme proposé a la page 160 est Harris-
récurrente et apériodique. Or par définition, une chaine de Markov Harris-récurrente et
apériodique est ergodique. Nous en déduisons donc que la chaine de Markov étudiée est

ergodique, ce qui garantit la convergence de 'algorithme de simulation.

Nous allons a présent étudier un modele particulier de la classe CC. Ce modéle consti-

tue extension continue du modéle de Graner et Glazier.

3.9 Exemple d’un modéle de la classe CC

Dans cette section, nous allons nous intéresser & un modéle particulier de la classe
CC. Ce modéle correspond & l'extension continue du modeéle de Potts étendu proposé par
Graner et Glazier. Dans un premier temps, nous allons préciser les fonctions g, J et h du
modeéle présenté, et nous allons montrer que ces fonctions vérifient les conditions d’exis-
tence de ce modéle. Puis, nous présenterons certaines simulations de ce modéle expliquant
les phénoménes biologiques tels que les configurations en damier, les configurations en

agrégats et 'engloutissement d’un tissu par un autre.
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3.9.1 Définition et propriété du modéle

En ¢’inspirant du modeéle de Graner et Glazier, nous définissons un processus ponctuel

de Gibbs de la classe CC défini sur S =T x M ou :

T = R?
= {r,n, 8}

L’espace des marques est donc composé de trois éléments correspondant a trois types
cellulaires précis. Deux de ces types, 71 et 7 représentent des types de cellules actives
tandis que 7g caractérise le milieu extracellulaire. Ainsi, les cellules de type 7 ne sont
pas sujettes & une contrainte de forme.

En s’inspirant, & nouveau, du modéle de Potts étendu, nous pouvons définir la fonction
g, quantifiant la pondération des interactions par l’aréte de Dirichlet, et la fonction h,

décrivant la contrainte de forme sur les cellules de Dirichlet de la maniére suivante :
g(w) = 2l g, (z) pour tout x € R?, avec K, >0

et
h(DiI‘w(.ﬁ),Tx) = (]Dirw(x)| — ATI)QI‘(TQJ)]I[Oy\/K—h[(|DirLP(x)|), avec Kj >0

ot, I' est la fonction de Heavyside, 0 < A, < oo, pour tout 7 € M et Kj > 0. Supposons
enfin que —oco < J(7,7') < 400 pour tout couple (7,7') € M2
Ainsi, nous allons étudier le processus ponctuel marqué de Gibbs, défini par la fonction

d’énergie suivante :

Heeo(p) = Z |Dirg(z) N Diry (y)[1pir, (2)nDiry (y)| <K I (T2 Ty)
TRy
+ > (IDir(x)| — Ar,)°T(72) |0y < R
TEY

ot ¢ = {(x,7;) : © € ¢} est une configuration marquée.

Nous allons a présent montrer que ces deux fonctions g et h satisfont aux hypothéses
du théoréme 4 page 157, garantissant ’existence de mesures de probabilité.

Nous remarquons aisément que La fonction g est bornée par K,;. De méme la fonc-

tion h est bornée par K} Nous en déduisons donc que le modéle, ainsi défini, satisfait
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aux hypothéses du théoréme 4, donc il existe une mesure de probabilité satisfaisant les
spécifications locales formulées par Heoe.

D’aprés ’étude menée a la section 3.8, nous en déduisons que la chaine de Markov,
générée par I’algorithme proposé a la page 160, est ergodique. Nous allons pouvoir étudier
des simulations obtenues en proposant des jeux de parameétres caractéristiques pour la

fonction J. Ces parameétres seront appelés les paramétres d’interaction.

3.9.2 Exemples de simulations du modéle

Dans cette section, nous allons proposer trois types de simulations qui correspondent
a des situations biologiques précises : configurations en damier, en agrégats et I’englou-
tissement d’un tissu par un autre. Pour chacune de ces situations, les coefficients de

contraintes de forme ont été choisis de la maniére suivante :

A, = 51072
A, = 51072
A, = -1

Ce choix de coefficients de contrainte de forme nous permet d’évaluer le nombre de cellules
actives dans le cercle unité & environ 630 cellules & ’équilibre.

Pour les trois situations, la configuration initiale est identique. Cette configuration
initiale a été obtenue en répartissant aléatoirement 1000 points dans le cercle unité. Pour
chacun des ces 1000 points, une marque choisie dans l'espace {11, 72} est attachée, de
sorte que ces points modélisent des cellules actives. Ces 1000 cellules sont entourées par
des cellules de types 7, modélisant le milieu extracellulaire. La configuration initiale est
décrite dans la figure 3.20.

Afin de caractériser les trois types de configurations (Damier, Agrégats et Engloutis-
sement), nous allons introduire le coefficient de tension de surface, 12 entre les types de

cellules actives, donné par [Glazier et Graner, 1993] :

J(11,71) + J(12,72)

y2 = J(11,72) — 5

Une configuration en damier est caractérisée par un coefficient de tension de surface

négatif, tandis qu’une configuration en agrégats est caractérisée par un coefficient de
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=10 -0.5 0o 05 1.0

FiGc. 3.20: Configuration initiale.

tension de surface positif.
Nous allons & présent présenter des exemples de simulation obtenus pour chacune des

trois configurations caractéristiques.

Configuration en Damier

Les configurations de cellules biologiques en damier ont été particuliérement étudiées
dans des travaux portant sur la transformation de I’épithélium au cours de la maturation
sexuelle [Honda et al., 1986].

Pour une configuration en damier, nous choisissons comme jeu de paramétres d’in-

teraction le jeu suivant :

J(m,m) = 1,
J(19,12) = 1,
J(m1,m2) = J(m,m)=0,
J(r,7g) = J(tg, 1) =0,
J(ro,78) = J(tg,72) =0,
J(tg,78) = 0.
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Ce jeu de paramétres conduit & un coefficient de tension de surface v19 = —1, ca-
ractéristique des configurations en damier. De plus, ces parameétres peuvent s’interpréter
énergétiquement. Les valeurs J(7i,71) = 1 et J(m2, 72) = 1 signifient que si deux cellules
actives de méme type sont voisines, le coup énergétique est de 1, pondéré par la longueur
de l'aréte commune aux cellules. Les autres valeurs, égales & zéro, nous indiquent que le
coup énergétique pour ce type de voisinage est nul. Ainsi, étant donné que la densité de
notre processus est inversement proportionnelle & I'energie, le processus va donc favoriser
des configurations ayant des cellules voisines de types actifs différents. Les configurations
a forte densité ressembleront donc & des damiers. Un exemple de données simulées est

décrit dans la figure 3.21.

Configuration en Agrégats

Les configurations en agrégats ont été observées expérimentalement dans de nom-
breuses situations. Un des exemples les plus célébres est ’arrangement spontané en agré-
gat de cellules homotypiques chez 'organisme vivant appelé Hydra [Gierer et al., 1972].
D’autres observations expérimentales peuvent étre trouvées dans les deux articles sui-
vants [Armstrong, 1989] et [Takeuchi et al., 1988|.

Pour une configuration en damier, nous choisissons comme jeu de paramétres d’in-

teraction le jeu suivant :

Ce jeu de parameétres conduit & un coefficient de tension de surface v12 = 1. Ce coeffi-
cient positif est caractéristique des configurations en agrégats. De maniére analogue aux
configurations en damier, les parameétres J(7,7’) peuvent s’interpréter énergétiquement.

En effet ce jeu de paramétres défavorise des configurations ayant des cellules voisines de
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FiGc. 3.21: Simulations de configurations en Damier
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types actifs différents pour favoriser des cellules voisines de méme type. Ainsi, les confi-
gurations a forte densité feront apparaitre des agrégats (ou clusters) de cellules de méme

type. Un résultat de simulation est proposé dans la figure 3.22.

Engloutissement d’un tissu par un autre

L’engloutissement d’un tissu par un autre tissu est un phénomeére biologique lar-
gement étudié dans les deux articles suivants [Armstrong, 1989] et [Foty et al., 1996].
Lorsque deux tissus sont en configurations d’agrégats, et que I'un des deux tissus pos-
seéde une affinité plus forte avec le milieu extracellulaire que ’autre tissu. Le premier tissu
a tendance a entourer le second.

Ce phénomeéne peut étre obtenu a l'aide du jeu de paramétres d’interaction suivant :

L’interprétation énergétique de ces parameétres est la méme que pour les configurations
en agrégats. Les paramétres J(m,7g) = 0 et J(72,7p) = 1, modélisent le fait que les
cellules de type 71 ont une affinité plus forte avec le milieu extracellulaire par rapport
aux cellules de type 7o. Ainsi, pour ce jeu de paramétres, les configurations de forte
densité vont avoir tendance minimiser les contacts entre les cellules de type 7o et le
milieu extracellulaire. Ainsi, les cellules de type 71 vont « entourer » les cellules de type
79 afin de minimiser ces contacts et donc matérialiser un engloutissement. La figure 3.23
représente une simulation du phénomeéne d’engloutissement & 1’aide du jeu de paramétres
décrit ci-dessus.

L’ensemble des résultats présentés ci-dessus (damier, agrégats et engloutissement) ont

été obtenus a 0 fixé : § = 10. Cependant, ce paramétre, inversement proportionnel dans
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Fic. 3.22: Simulations de configurations en Agrégats
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le modele d’Ising et le modeéle de Potts, joue un réle fondamental dans la modélisation.
La section suivante nous montre, sur des simulations, l'influence de ce paramétre pour
Pallure des configurations obtenues. Cette étude par simulation a été menée sur des

modeéles de type « damier » et « agrégats » uniquement.

3.9.3 Influence du paramétre ¢

Pour étudier, par simulations, I'influence du paramétre 6 sur le modeéle, nous avons
utilisé les parameétres d’interaction présentés lors des sections précédentes pour le cas
du damier (section 3.9.2) et le cas agrégats (section 3.9.2). Nous avons alors simulé ces
modeéles pour les valeurs de 6 suivantes : § = 1,5, et 10. Les configurations, présentées a
la figure 3.24, sont le résultat de 50000 itérations de 'algorithme de Métropolis initialisées
par la configuration de la figure 3.20.

Les simulations obtenues a la figure 3.24 nous montrent que pour des valeurs de 6
faibles (f = 1 par exemple), les marques restent réparties presque aléatoirement. Il est
donc tres difficile de distinguer les configurations de type damier des configurations de
type agrégats. Dés que 6 augmente (0 = 5), des regroupements homotypiques se forment
pour la configuration de type agrégats. Parallelement, nous pouvons remarquer visuel-
lement que le nombre de relations de voisinage entre cellules de méme type diminue
sensiblement. Enfin, lorsque 6 atteint la valeur de 10, nous remarquons que la configura-
tion de type damier s’apparente & un échiquier tandis de larges « clusters » se sont formés

pour la configuration de type agrégats.

Ces résultats montrent I'importance du paramétre # dans le modeéle. En effet, ce
paramétre détermine l'intensité donnée & la fonction d’énergie et peut étre interprété
comme l’écart entre le modele CC et le processus de Poisson (processus de référence).
Cette étude par simulations nous permet de comprendre que ’estimation du paramétre 6
peut étre utile pour discriminer les tissus cancéreux. Cette estimation pourrait permettre

de détecter une modifications des propriétés adhérentes de fagon précoce.
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FiGc. 3.23: Simulations de l’engloutissement d’un tissu par un autre
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Configurations en Damier
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FiG. 3.24: Influence du paramétre 6 sur des simulations de type Damier et

de type Agrégat. Nous présentons ici les configurations finales

utilisant des valeurs pour 6 : 0 =1,5,10.
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3.10 Estimation du paramétre d’adhésion ¢

Comme nous 'avons déja vu pour l'algorithme de simulation, les densités des pro-
cessus de la classe CC sont incalculables. Ainsi, la vraisemblance du modéle proposée
a la section précédente est incalculable. Dans cette section nous proposons un estima-
teur du parameétre d’adhésion 6 en utilisant des techniques de pseudo-vraisemblance. Ces
techniques ont été introduites par Besag pour 'analyse d’images bruitées |Besag, 1975].
Puis en 1982, la pseudo-vraisemblance a été introduite dans 1’étude de processus d’in-
teraction [Besag et al., 1982]. Dans ces travaux pionniers, 1’étude s’est concentrée sur
des processus définis sur des grilles réguliéres. Dans cette section nous allons proposer
deux estimateurs construits sur le concept de la pseudo-vraisemblance, mais qui s’ap-
pliquent premiérement & un processus pour lequel les points sont aléatoires mais fixes
et deuxiémement & un processus ponctuel de Gibbs. D’autres techniques d’estimation
ont été développées dans le cadre des processus ponctuels. Nous pouvons citer ici des
techniques basées sur la maximisation de la vraisemblance par Chaine de Markov Monte
Carlo [Geyer et Thompson, 1992] ou la technique de Takacs-Fiksel introduite dans les an-
nées 80 [Takacs, 1986] [Fiksel, 1988]. Ces techniques ne sont pas l'objet de notre étude,
cependant, le lecteur peut se réferrer & une récente revue d’ensemble du probléme de

I'inférence statistique pour les processus ponctuels [Mgller et Waagepetersen, 2003].

3.10.1 Définition d’estimateurs de 0

Considérons une configuration finie marquée, ¢ :

o={(z,7z) : x € p}.

De plus, nous notons la configuration des points par :
o=A{x1,..., 20},
et la réalisation des marques par :
Te = {Tuyy vy Tap }-

Nous allons proposer deux estimateurs du paramétre d’adhésion 6, construits par

pseudo-vraisemblance. Le premier estimateur, 6, suppose que la configuration est fixe, le
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second estimateur, @ s’inscrit dans un modéle de processus ponctuels et considére que le
nombre de points est aléatoire. Le premier estimateur se situe dans une philosophie de
modéle de Potts. Nous considérons que les marques sont conditionnelles & la réalisation
des points et n’ont aucun influence sur la configuration non marquée. Nous avons fait
référence a ce type de modélisation dans la remarque qui clot la section 3.4. Le deuxiéme
estimateur est, quant a lui, fidéle & la classe de modéle CC que nous avons proposé dans

les sections précédentes.

Définition de 6

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser & la pseudo-vraisemblance calculée
a partir des marques, en considérant que la configuration spatiale est fixe. En notant que
I’espace des marques est M, la pseudo-vraisemblance du modéle s’écrit comme le produit
des probabilités conditionnelles. Ce produit se fait sur ’ensemble des points marqués de

. La pseudo-vraisemblance, l;I:(O), s’écrit alors de la maniére suivante :

PLO) = ] P(7e,lo. 7\, 0).

Tz, €Tz

Dans la formule ci-dessus, la probabilité conditionnelle d’observer 7., au point x;, sachant
la configuration des points ¢ et la réalisation des marques sur l’ensemble des sites sauf
x; est décrite par :

exp(=0H ¢ (7))
Y ren eXp(=0HE (7))

P(TM ‘907 Tiv\Tétiﬂ 0) =

Dans cette formule, HZ(7;) correspond & la contribution de la marque du point 2; dans
I’expression de la fonction Hamiltonienne Heoc, i.e. :

HE o (12,) = Z |Dir(z;) N Dir(z)|J (72, 7w, ) + (|Dir(z;)| — Ar, )?T'(AL, ).

1 1
T~T;

Nous pouvons & présent définir un estimateur du parameétre d’adhésion 6 a partir de

I’expression de la pseudo-vraisemblance.

Définition 26 Soit ¢ = {(v,7.) : © € ¢} une configuration finie marquée, telle que

o = {x1,...,zn} est la configuration des points et T = {74;,...,Ta, }- Sous le modéle
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de Gibbs défini par une fonction d’énergie Hoco, conditionnellement a la réalisation des

points, le logarithme de la pseudo-vraisemblance PL s’écrit :

L) =- > <9ch(7'xi) +log > exp(—eﬂgc(r))> .

Tx; €T TEM

Nous définissons 0, un estimateur de 0, par :

0(rlp) = argmax,L(0),

Définition de 6

Le second estimateur de nous proposons correspond a ’estimateur de pseudo-vraisemblance
du modéle CC. L’introduction de la pseudo-vraisemblance pour 1’étude de processus
ponctuels de Gibbs a été effectuée par [Jensen et Moller, 1991]. Plus récemment, cer-
tains résultats ont été proposé concernant la consistance et la normalité asymptotique
de processus ponctuel de Gibbs de type plus proche voisin, invariant par translation
[Billiot et al., 2006].

Les travaux de Jensen et Mgller ont permis de déterminer ’expression générale de la
pesudo-vraisemblance pour un processus ponctuel de Gibbs. En adaptant cette expression
a nos notations, et en empruntant certaines notations a [Billiot et al., 2006], la pseudo-
vraisemblance, définie pour une configuration marquée ¢ = {(z,7;) : ©* € ¢} et un

domaine d’observation A est donnée par :

PLp0) =exp (= [ [ expl-Hoctzlghards ) TT exo (- Heclelo\a).

z€QP,

ot Hoo(zle) = Heo(p U z) — Hoo(p), représente 1'énergie nécessaire pour intégrer le
point marqué x dans la configuration . Nous pouvons également rappeler que dans nos
notations un point marqué se note z = (z,7;), ou x est la localisation saptiale du point
et 7, la marque associé a ce point.

En utilisant 'expression ci-dessus, nous pouvons définir un estimateur du paramétre

d’adhésion 6.

Définition 27 Soit ¢ = {(z,7;) : € ¢} une configuration telle que ¢ = {x1,...,2,}

est la configuration des points et T = {74,,..., Tz, }. Soit A un domaine d’étude. Sous
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le modéle de Gibbs défini par une fonction d’énergie Hoc, le logarithme de la pseudo-

vraisemblance PL s’écrit :

LPL(p,0) = — /A /M exp(—Hee(alp))drade — Y Heo(zlp\z, ).

zEP,

Nous définissons 0, un estimateur de 0, par :

o~

0(7|p) = argmax,LPL(p, 0),

Nous allons & présent étudier, par simulations les performances de ces estimateurs 6

et 5

3.10.2 Performances des estimateurs de 6

Les performances des estimateurs 6 ont été étudiées sur des simulations utilisant 1’al-
gorithme proposé & la page 160. Nous avons effectué 100 simulations pour des valeurs de
0 entre 1 et 20. Ces simulations ont été réalisées en utilisant des parameétres d’interaction
de type damier (voir section 3.9.2) et de type agrégats (voir section 3.9.2). Les valeurs
de la moyenne empirique et de la variance empirique ont été reportées dans les tableaux
3.1 et 3.2.

Les résultats que nous avons obtenus dans le tableau 3.1 nous montrent que l’es-
timateur 6 est trés faiblement biaisé pour les deux types de configurations, damier et
agrégat. Nous pouvons également remarquer que la variance de 0 est relativement faible
(Var < 1) pour des valeurs de 6 faibles (# < 10). Nous constatons également que la
variance augmente sensiblement lorsque 6 augmente pour atteindre, pour 6 = 20, la va-
leur de 3.55 dans le cas damier et 2.98 dans le cas agrégats. Nous constatons enfin que
la variance est légérement plus élevée dans le cas de configurations en damier que de
configurations en agrégats.

Le tableau 3.2 récapitule les résultats obtenus pour ’estimateur 0. Nous constatons
que les performances sont assez similaires & celles de 0 en terme de biais. Cependant, la
variance de § semble légérement plus élevée. Nous pouvons constater que nous retrouvons
le fait que la variance augmente lorsque 6 augmente.

Il est assez surprenant de trouver une variance plus élevé pour ) que pour 0. Ce

constat semble venir du fait que l'intégrale dans la formule de la pseudo-vraisemblance
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Damier Aggrégats
Moyenne Variance Moyenne Variance
0=1 0.98 0.70 1.03 0.4
=3 3.14 0.66 3.01 0.51
0=5 5.01 0.57 4.94 0.94
0=38 8.20 1.07 8.01 0.81
=10 10.47 1.20 9.80 1.00
=12 12.28 1.81 12.05 1.09
6=15 14.58 2.22 15.03 1.20
=20 20.44 3.55 20.08 2.98

TAB. 3.1: Performances de 0. Les moyennes et variances empiriques ont
été calculées a partir de 100 simulations pour des valeurs de 0 =
1,3,5,8,10,12,15,20. Ces simulations ont utilisé les paramétres

d’interaction typique de configurations en Damier et en Agrégats.
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Damier Aggrégats
Moyenne Variance Moyenne Variance
=1 1.01 0.91 0.97 1.3
=3 2.92 0.82 2.99 0.94
=5 5.17 1.12 4.93 1.05
=38 7.83 1.43 7.91 1.17
6 =10 10.24 2.24 10.30 1.38
0=12 12.37 2.81 11.88 1.85
0 =15 15.43 3.87 15.58 2.55
6 =20 20.22 5.29 20.18 6.65

TAB. 3.2: Performances de 0. Les moyennes et variances empiriques ont
été calculées a partir de 100 simulations pour des valeurs de 6 =
1,3,5,8,10,12,15,20. Ces simulations ont utilisé les paramétres

d’interaction typique de configurations en Damier et en Agrégats.
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PL est approchée par une somme. En effet, le calcul de cette intégrale pose un probléme
d’implémentation algorithmique et surtout de temps de calcul. Pour réduire sensiblement
la variance, il faut rendre la grille de discrétisation, utilisée pour le calcul de I'intégrale,
suffisamment fine. Associé au second terme de la pseudo-vraisemblance, ce calcul nécessite
un temps de calcul assez important. Au contraire, le calcul de 0 est fonction du nombre
de points étudiés. En conséquence, le coiit algorithmique de ce calcul est moins important
et 0 semble capter suffisamment d’information pour étre performant et discriminer entre

les configurations.

3.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modéle stochastique d’organisation spatiale
d’un tissu biologique. Ce modeéle a été construit & partir d’une hypothése biologique,
I’hypothése DAH, formulée par Steinberg et ses collaborateurs, qui postule qu’un tissu
est une configuration de cellules, minimisant une fonction d’énergie associée aux forces
d’adhésion entre cellules voisines [Steinberg, 1970]. En étudiant plus en détail les avancées
biologiques sur les processus chimiques gérant l'adhésion entre les cellules, nous avons
constaté qu’une liaison adhérente se développe telle une fermeture éclair. L’intégration
de cette propriété dans I’hypothése DAH consiste & supposer que 1’énergie d’adhésion
entre deux cellules, dépend cannoniquement du type des deux cellules voisines et de la
longueur de 'adhésion.

Nous avons alors étudié une classe de modéle de processus ponctuels marqués de
type Gibbs. Pour ces modéles, nous avons supposé que les informations disponibles sont
la localisation spatiale des centres de chacune des cellules et qu'un type a été associé
a chaque cellule. En s’appuyant sur des études de Honda, nous avons modélisé¢ géomé-
triquement un tissu par le diagramme de Dirichlet calculé a partir du centre de chaque
cellule [Honda, 1978], [Honda, 1983]. Ainsi, chaque cellule biologique est modélisée par sa
cellule de Dirichlet. Cette modélisation géométrique nous a permis de définir une topolo-
gie de voisinage entre les cellules du tissu. Grace & ce voisinage, nous avons proposé une
fonction d’énergie caractérisée par un potentiel de paire et un potentiel de singleton. Le

potentiel de paire mesure I’énergie utilisée par ’ensemble des paires de cellules voisines.
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Cette énergie de paire est fonction des types des deux cellules voisines et de longueur
d’interaction, modélisée par la longueur de ’aréte commune de Dirichlet entre les deux
cellules voisines. Le potentiel de singleton permet de controéler la forme de chacune des

cellules, modélisées par les cellules de Dirichlet.

Nous avons ensuite donné certaines conditions pour garantir ’existence des modéles
proposés. Ces conditions, essentiellement géométriques, consistent & étudier le proces-
sus sur un sous-graphe, le graphe Delaunayg  du graphe de Delaunay. Ce sous-graphe
conserve l’ensemble des triangles de Delaunay satisfaisant une contrainte de petit angle.
Cette condition a été utilisée pour garantir la stabilité locale de I’Hamiltonien H goc De
plus, afin d’étudier la quasilocalité, une portée finie a été introduite a la fonction d’éner-
gie. L’intérét de ces conditions est essentiellement mathématique. En pratique, il est tout

a fait raisonnable de supposer que ces conditions sont vérifiées.

Nous avons ensuite proposé un simulateur pour notre classe de modéle. Ce simulateur
suit une dynamique de Métropolis-Hastings de type insertion-délétion. L’étude mathé-
matique de la convergence de cet algorithme a été réalisée en couplant certains résultats
montrés pour 'existence du processus et certaines études menées notamment par Geyer

et Moller |Geyer et Moller, 1994].

La dynamique de Métropolis a déja été utilisée dans le cadre de I’adhésion cellulaire au
début des années 90 [Graner et Glazier, 1992]. Cependant, aucun controle mathématique
n’avait été formulé : les auteurs ont initialisé leur processus & une configuration déja
satisfaisante. Etant donné que 'algorithme proposé par Graner et Glazier ne s’autorise
que de « petits sauts » énergétiques a chaque itération, les résultats obtenus par les

auteurs sont interprétables biologiquement et mathématiquement.

Cependant, ce manque de controle théorique pose une limite importante au mo-
déle de Graner et Glazier. En effet, depuis plusieurs années, I’adhésion cellulaire a été
identifiée comme un facteur important pour de nombreux processus de développement
d’un organisme, comme ’embryogénése ou la morphogénése. Ces processus de dévelop-
pement sont connus pour leur caractére dynamique. Leur modélisation nécessite la prise
en compte de phénoménes cellulaires tels que le cycle cellulaire, I’apoptose ainsi que la
prolifération cellulaire [Steinberg, 1996]. L’étude de ces phénoménes morphologiques se

fait essentiellement par des simulations intégrant une composante spatiale d’interaction
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ou de diffusion couplée, & une composante temporelle. Ainsi, I’étude de ce type de phé-
nomeénes nécessite d’une part 'intégration d’une composante temporelle dans le modéle
et d’autre part un controle mathématique de l'algorithme de simulation. Les modéles
de Gibbs spatio-temporel ont déja été introduits dans différents domaines, 1’épidémiolo-
gie |[Chadoeuf et al., 1992], la segmentation d’images [Kamijo et al., 2001|, par exemple.
L’extension de notre classe de modéle & des modéles spatio-temporels nécessite donc
Iintégrétation de différents phénomeénes de régulation cellulaire. Les travaux que nous
avons produits sur ’existence de mesure de Gibbs et de convergence de l’algorithme de

Meétropolis peuvent étre adaptés & des modeles de Gibbs spatio-temporels.

L’intégration de notre modeéle dans le cadre mathématique des processus de Gibbs
nous a permis d’utiliser une technique classique d’estimation de paramétres : la pseudo-
vraisemblance. Notre modélisation nous a permis d’isoler le parameétre # pour controler
la force d’adhésion au sein d’un tissu biologique. Nous avons proposé deux procédures
d’estimation en supposant tout d’abord le diagramme de Dirichlet fixé et en s’intéressant
a la loi de la marque en chaque site puis en s’intéressant & la pseudo-vraisemblance d’un
processus ponctuel de Gibbs. La premiére procédure est largement inspirée de I'estimation
dans le modéle de Potts classique. Les résultats que nous avons obtenus nous montrent
que 'estimateur proposé est faiblement biaisé. Pour de faibles valeurs de #, la variance de
Iestimateur est également faible. Cependant, nous constatons que la variance augmente

sensiblement lorsque § augmente.

Pour continuer le paralléle avec le modele de Potts, dont notre modéle est une exten-
sion, nous pouvons rappeler que le paramétre 6, sous le modeéle de Potts, est inversement
proportionnel a la température du systéme. Une étude mathématique de ce modéle a
montré existence d’une transition de phase portant sur le paramétre 6. L’étude de la
transition de phase dans notre classe de modéle, ce qui revient & étudier 'unicité d’une
mesure de Gibbs vérifiant les spécifications du probléeme DLR associé, nécessite de plus
amples investigations mathématiques. Certaines études ont déja été menées sur la tran-
sition de phase dans des processus ponctuels & géométrie aléatoire [Haggstrom, 2000],
[Bertin et al., 2004]. Ces résultats semblent pouvoir étre adaptés a notre classe de mo-

deéle.

Pour la seconde procédure d’estimation, nous nous sommes reposés sur les travaux
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de |Jensen et Mgller, 1991] et plus récemment de |Billiot et al., 2006]. Dans cette der-
niére étude, les hypothéses de stabilité locale et de quasilocalité sont nécessaires pour
obtenir la consistance de I'estimateur tandis que la normalité asymptotique s’appuie sur
la quasilocalité de 1’énergie locale. Etant donné que nous avons montré sous certaines
conditions les propriétés de stabilité locale et de quasilocalité de notre classe de modéle,
il est envisageable d’étudier théoriquement la consistance et la normalité asymptotique

de I'estimateur 6.

Du point de vue des modéles de Gibbs, le principal intérét de notre approche a été de
pondérer l'interaction entre deux cellules par la longueur de ’aréte de Dirichlet. L’étude
de I’existence de cette classe de modeéle, permet donc son utilisation dans un contexte plus
large que le contexte de la biologie. En effet, le comportement des foréts est couramment
modélisé par un processus ponctuel d’interaction. Ainsi en supposant que la localisation
des arbres soit connue et qu’un type puisse étre affecté & chaque arbre, notre modéle peut

s’appliquer a ce type de probléme.

Le modéle que nous avons décrit dans ce chapitre est issu d’'un probléme biologique
concret, le cancer. La grande diversité liée aux processus de cancérisation et tout par-
ticuliérement aux cellules cancéreuses rend son étude difficile. Cette diversité se traduit
également au niveau de la répartition spatiale des cellules au sein d’un tissu. L’adhésion
cellulaire est un composant essentiel de la progression d’'une tumeur. En particulier, la
progression d’un clone tumoral est associée & une modification des propriétés adhérentes
des cellules cancéreuses avec les cellules et le substrat environnants. Cette modification
des propriétés adhérentes nécessite une évolution assez lente au début de cette progres-
sion. Une détection précoce de cette modification permet d’optimiser le traitement pour
le malade. La procédure d’estimation que nous avons mise en place constitue un outil

pouvant répondre & une détection des modifications d’adhésion au sein d’un tissu.

La qualité de la procédure d’estimation peut suivre deux axes de développement. Pre-
miérement, la détection de cellules cancéreuses au sein d’un échantillon histologique se
fait actuellement par un pathologiste. Cet expert discrimine les cellules en se basant es-
sentiellement sur la forme des cellules. Par conséquent, le modéle que nous avons proposé
peut étre amélioré en modifiant la contrainte de forme, c’est & dire la fonction h présente

dans la seconde somme de 'Hamiltonien Hoo. Dans un second temps, les progrés dans le
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domaine de la biologie moléculaire permettent le développement de nouveaux marqueurs
de protéines. La spécificité de ces marqueurs s’est particuliérement accrue, en particulier
pour le marquage de molécules d’adhésion. L’ameélioration des données peut donc avoir
un impact important sur la procédure d’estimation et également sur la classification des
tissus.

Enfin, notre modéle peut également aider aux tests de médicaments. En effet, en plus
de leurs roles dans l’adhésion entre cellules, les molécules Cadhérines sont largement im-
pliquées dans plusieurs signaux de régulation intra-cellulaire. Ces signaux ont été récem-
ment caractérisés comme suppresseurs de tumeurs. De plus, de récentes expérimentations
biologiques ont montré que l'injection de molécules de Cadhérines dans un tissu permet
de modifier in vitro les propriétés adhérentes des cellules [Foty et Steinberg, 2004]. Ainsi,
certaines recherches thérapeutiques se focalisent sur le développement de médications
permettant de modifier les propriétés d’adhésion des cellules cancéreuses. Cette voie thé-
rapeutique inhiberait alors le développement du clone tumoral et son invasion du milieu
environnant. Notre modéle pourrait aider a tester les effets de ce type de médicament en
évaluant la modification du paramétre d’adhésion et ainsi mesurer ’effet sur le ralentis-

sement de la propagation spatiale d’'un cancer.



Chapitre 4

Conclusion générale

Ce travail de thése représente une contribution a la modélisation mathématique de la
génése d’un cancer. Nous avons en effet proposé deux modeéles stochastiques construits
a partir d’hypotheéses biologiques reconnues. Pour chacun des deux modéles, nous avons
présenté une procédure statistique pour inférer les paramétres des modéles et proposer

une interprétation biologique de ces parameétres.

Bien que le cancer soit connu pour son extréme diversité, certains schémas généraux
concernant le développement de cette maladie ont été élaborés. Il est communément admis
que le développement d’un cancer suit trois phases principales : 'initiation, la promotion
et la progression. Les deux premiéres phases, l'initiation et la promotion, constituent des
modifications intra-cellulaires, tandis que la phase de progression représente le dévelop-
pement extra-cellulaire de la tumeur qui aboutit & l'invasion d’autres organismes par
voie sanguine notamment. Au cours de cette thése nous avons proposé un modéle corres-
pondant & la phase d’initiation d’un cancer et un modéle s’intéressant a la progression

spatiale d’une tumeur.

Pour le premier modéle, nous avons considéré que l'initiation d’un cancer est due a
une altération génétique de génes codant pour le controle de la fidélité de la réplication
de ’ADN et pour la réparation de ’ADN. Cette altération a pour conséquence la perte
du systéme « MisMatch Repair » (MMR), entrainant une hausse brutale du taux de mu-

tation pour I’ensemble de la lignée issue de la cellule ancestrale. Cette théorie biologique
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a été développée par Loeb et ses collaborateurs depuis les années 70 [Loeb et al., 1974].
Une vingtaine d’années sont nécessaires pour pouvoir observer phénotypiquement cet
événement initiateur (la perte de MMR). Nous avons proposé un modeéle stochastique
intégrant I’hypothése de perte de MMR. Ce modéle permet de tester ’occurrence de
I’événement perte de MMR a partir d’'un échantillon de séquences d’ADN, caractérisant
les cellules d'un tissu (pré-)cancéreux. Nous avons développé une approche de coales-
cence pour modéliser la généalogie de cet echantillon conditionnellement & la perte de
MMR & un instant donné de I’histoire de I’échantillon. L’étude théorique du modéle, axée
principalement sur la topologie des arbres coalescents, nous a permis de fournir deux es-
timateurs sans biais du taux de mutation élevé, conséquence de 'occurrence de la perte
de MMR. Ces statistiques nous ont ensuite aider & construire des tests pour détecter,
I'occurrence ou I'absence de ’événement perte de MMR dans I’échantillon d’étude. Les
résultats que nous avons obtenus ont été testés a partir de simulations, produites par un

simulateur d’arbre conditionnel coalescent, étudié théoriquement.

Pour le second modéle, décrivant le développement spatial d’'une tumeur, nous nous
sommes placer sous I’hypothése DAH, formulée par Steinberg [Steinberg, 1970]. Nous
pouvons rappeler que I’hypothése DAH, postule que ’adhésion entre les cellules, respon-
sable de la configuration spatiale d’un tissu, est fonction des types cellulaires des cellules
adhérentes. Nous avons intégré cette hypothése biologique dans un modéle stochastique
de processus ponctuels. Pour prendre en compte de ’hypothése DAH, nous avons for-
mulé une fonction d’énergie composée d’un potentiel de paire, modélisant les contraintes
d’adhésion entre cellules voisines et un potentiel de singleton, décrivant une contrainte
de forme sur les cellules. Cette fonction d’énergie, ou Hamiltonien, nous a permis de
décrire une classe de processus ponctuels de Gibbs dédiée a I'organisation spatiale de cel-
lules dans un tissu. Par la suite, nous avons proposé un algorithme de simulation inspiré
d’une dynamique de Métropolis-Hastings. La convergence de cet algorithme a été étu-
diée en détail. Puis nous avons proposé une procédure d’estimation pour un paramétre,
s’'interprétant comme la force d’adhésion du tissu. Cet estimateur a été testé a partir
de simulations produites par notre algorithme. Les résultats nous montrent que notre
estimateur est faiblement biaisé et permet de discriminer les interactions homotypiques

et les interactions hétérotypiques, par exemple.
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Les deux modéles proposés dans cette thése s’intéressent a ’étude de deux phases
du développement dun cancer : linitiation et la progression. Ce type de modélisa-
tion rejoint I'avis de certains spécialistes quant a ’étude des processus de cancérisation
[Hanahan et Weinberg, 2000]. En effet, Hanahan et Weinberg affirme que la recherche
contre le cancer doit se développer de la maniére suivante : la compréhension du cancer
doit aujourd’hui essayer de décomposer cette maladie selon des principes fondamentaux
sous-jacents. Ces auteurs proposent d’expliquer la croissance d’'une tumeur par six mo-
difications physiologiques principales. Ces modifications mettent en jeu des altérations
génétiques ou moléculaires. Une cellule, pour devenir cancéreuse, doit donc acquérir les

six propriétés suivantes
1. le développement d’un réseau de signalisation de croissance propre a la cellule,

2. le développement d’une insensibilité aux signaux de non-croissance produits par le

milieu environnant,
3. la capacité & échapper a ’apoptose,
4. le développement d’un potentiel de croissance illimité,
5. la capacité & soutenir une angiogéneése forte,
6. la capacité & envahir les tissus environnants et & métastaser.

Nous pouvons constater que la perte de MisMatch ne fait pas partie de cette liste de
six événements. Les auteurs précisent toutefois que ’acquisition d’un phénotype de mu-
tation ne peut pas étre considérée comme un événement indépendant. Au contraire,
I’augmentation du taux de mutation doit étre vue comme une combinaison des proprié-
tés précédemment citées. Le travail proposé dans cette thése fait écho a une conclusion
formulée dans cet article de synthése

« We will then be able to apply the tools of mathematical modeling to explain how
specific genetic lesions serve to manifest cancer » [Hanahan et Weinberg, 2000].

En marge de cette conclusion, certains travaux ont essayé d’intégrer ’ensemble des
six propriétés dans un unique modéle. Un modéle & base d’Equations Différentielles Or-
dinaires a été récemment proposé [Spencer et al., 2004]. Ce modéle est caractérisé par
un schéma d’évolution trés complexe : chaque cellule peut se trouver dans 17 états ca-

ractéristiques différents. Ainsi, le jeu de paramétres nécessaires pour modéliser chacune
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des six propriétés proposées par Hanahan et Weinberg est de taille considérable. L’étude
mathématique du systéme d’Equations Différentielles Ordinaires est rendu difficile par
ce surparamétrage. Afin d’étudier la sensibilité du modéle aux paramétres, les auteurs
se proposent de faire varier chacun des paramétres indépendamment, en laissant le reste
des parameétres fixes. Une premieére difficulté de cette approche est de fixer correctement
les paramétres du modéle. Ce choix est particuliérement délicat dans certains cas, pour
lesquels aucune données réelles de référence sont présentes dans la littérature. En consé-
quence, l'interprétation biologique de cette étude de sensitivité est peu fiable. A cet effet,
les auteurs précisent en conclusion que de nombreuses expériences biologiques sont né-
cessaires pour que leur modéle puisse mimer le développement complet d’un cancer. Il
apparait cependant que l'intégration dans un seul modeéle de plusieurs phénoménes in-
teragissant les uns avec les autres rend son interprétation quasi-impossible. Ce constat
est renforcé par le fait qu’aucune étude mathématique ne permet le controle théorique

du modéle et de sa simulation.

D’autre part, un modéle multi-agents, appelé CANCERSIM, a également été développé
pour les dynamiques et interactions proposées par Hanahan et Weinberg [Abbott et al., 2006].
Ce modele de simulation décrit ’évolution en trois dimensions d’un tissu sous 'influence
de ces six propriétés. Les résultats expérimentaux obtenus par le modéle CANCERSIM,
montrent un certain désaccord avec les résultats expérimentaux décrits chez Hanahan
et Weinberg. De plus, les auteurs ont des difficultés & expliquer ces désaccords. De nou-
veau, 'interprétation biologique des résultats est trés difficile du fait du grand nombre de
parameétres régissant la dynamique du systéme. Les caractéristiques mathématiques du
modele ne sont pas non plus complétement étudiées et posent la question de la fiabilité

des simulations proposées.

Les deux modéles qui viennent d’étre présentés, le modeéle aux Equations Différen-
tielles Ordinaires et le modéle CANCERSIM, pose le probléme de la modélisation et de la
simulation en biologie. Ces modéles, en voulant intégrer le plus de phénoménes biologiques
possibles, semblent paradoxalement perdre de leur efficacité. Cette perte d’efficacité peut
s’expliquer par le fait que la biologie du cancer reste encore partiellement élucidée. Méme
si chaque phénomeéne, pris séparément, est relativement bien compris, les interactions

entre ces phénomeénes et les conséquences quant au développement tumoral constitue
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une limite forte pour ce type d’approche. Nous rejoignons ici 'article de May qui précise
que dans de nombreux cas, une modélisation moins ambitieuse donne des résultats plus
satisfaisants quant a leur interprétation et aux prédictions fournies [May, 2004]. En effet,
dans les deux modéles précédents, aucune hypothése biologique n’est clairement testée.
Par conséquent, ces modeéles, essentiellement intéressés par la simulation du développe-
ment d’un cancer, restent difficile & utiliser pour vérifier certaines hypotheéses biologiques.
De plus le manque d’étude théorique de ces modéles limite leur utilisation. Il semble en
effet difficile de formuler de nouvelles hypothéses biologiques & partir de simulations peu

fiables.

Le travail produit dans cette thése s’est concentré sur une modélisation mathématique
de deux hypothéses biologique précises : la perte de MisMatch Repair et I’hypothése DAH.
Nous nous sommes focalisés sur la production et I’étude mathématique d’estimateurs
permettant d’évaluer I'impact de ces hypothéses dans la cancérisation. Actuellement,
I’évaluation d’hypotheéses biologiques utilise beaucoup la simulation informatique. Grace
a 'explosion des moyens informatiques, les simulateurs ont pu intégrer de plus en plus de
phénomeénes. Pourtant, la prise en compte de nombreux phénoménes rend l'interprétation
et la fiabilité des simulations d’autant plus délicates. En particulier, dans le cas de la
simulation du cancer, 'impact des phénomeénes biologiques étant partiellement connu,
I'utilisation de ce type de simulateurs est peu utile pour le développement de nouvelles

voies thérapeutiques.

Le modéle coalescent & deux taux de mutation, présenté dans cette thése, trouve son
utilité dans ’évaluation directe de l'instabilité génétique au cours de la cancérogénése.
L’étude mathématique des estimateurs du taux de mutation élévé fournit un outil ri-
goureux pour le développement de nouvelles approches thérapeutiques. En effet, nous
pouvons envisager le développement de substances chimiques qui se substitueraient aux
molécules associées a la réparation de I’ADN, lorsque ces derniéres sont déficientes. Les
statistiques que nous avons proposées pourraient permettre d’évaluer le bénéfice apporté

par ces substances.

D’autre part, le modeéle d’interaction spatiale proposée pour étudier 1’adhésion entre
les cellules d'un tissu peut également s’inclure dans un processus de validation thérapeu-

tique. Afin d’endiguer le développement spatial d’un clone tumoral, certaines recherches
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s'intéressent & modifier les propriétés adhésives des cellules cancéreuses. L’estimateur de
pseudo-vraisemblance proposé pourrait permettre une évaluation rigoureuse de la modi-

fication de ces propriétés adhérentes.
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