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CONTEXTE ET THESE

Calcul exact

Si a sa naissance le calcul scientifique mélait le calcul approché au calcul exact, son essor a
partir des années 1950 reste fortement li€ au calcul approché, aussi appelé calcul numérique.
En effet ses principales applications provenaient de problemes physiques ol une approxima-
tion de la solution par ses premiers chiffres significatifs est souvent suffisante. Les nombres
flottants et leur arithmétique ont été introduits pour approcher les nombres réels, et ont rapi-
dement occupé une place privilégiée dans les architectures des ordinateurs. Parallelement, le
calcul exact souffrait de son principal désavantage : obtenir tous les chiffres d’une solution
était trop coliteux, et I’intérét de la communauté scientifique restait limité pour cette approche.

Il a fallu attendre les avancées théoriques des années 1980, comme celle diies a Dixon ou a
Wiedemann pour relancer I’intérét des méthodes exactes en algebre linéaire. Parallelement, de
nouvelles applications en mathématiques (topologie algébrique, théorie des graphes, théorie
de la représentation, ...) sont apparues et pour lesquelles les résultats approchés des méthodes
numériques n’ont aucun sens. Des efforts important ont été fournis pour le développement de
bibliotheques efficaces d’arithmétique exacte (PARI, GMP, NTL, ...) d’une part, et d’algo-
rithmes performants en algebre linéaire d’autre part (en particulier au niveau des complexités
binaires lors des dix dernicres années).

Il s’imposait donc de s’intéresser a la mise en pratique de ces algorithmes dans le cadre
d’une bibliotheque d’algebre linéaire exacte. C’est 1’objectif que s’est donné le projet LIN-
BOX, créé en 1998, avec pour objectif premier, la mise en ceuvre des récents algorithmes de
type boite noire. Cet objectif a rapidement été élargi au projet d’une bibliotheque générale d’al-
gebre linéaire exacte. Ce projet servira de cadre pour les développements logiciels effectués
dans nos travaux.

Algorithmique en algebre linéaire exacte

Le domaine privilégié en calcul exact est I’anneau des nombres entiers Z, et éventuelle-
ment le corps des nombres rationnels Q. Dans ces domaines, les nombres manipulés ont des
tailles variables et les opérations arithmétiques ont donc un cofit dépendant des tailles de leurs
opérandes. Ainsi la croissance des calculs intermédiaires doit €tre contrdlée afin de réduire la
complexité des algorithmes.

Une alternative consiste a utiliser les corps finis pour effectuer les calculs dans Z ou QQ. En
algebre linéaire, ils peuvent intervenir de deux manieres :

— soit par la remontée p-adique de Dixon [26] pour la résolution de systemes linéaires,
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— soit par le théoreme des Restes Chinois pour le calcul du déterminant, du polynome
caractéristique, etc

Il s’agit dans les deux cas d’effectuer les opérations dominantes dans des corps finis dont la
taille des coefficients reste constante. Les avantages de ces approches sont multiples. Elles
permettent tout d’abord d’améliorer d’un ordre de grandeur les complexités de plusieurs algo-
rithmes dans Z. Par ailleurs, elles permettent I'utilisation d’algorithmes définis sur un corps
utilisant donc une division toujours définie. Enfin, la taille fixe des coefficients des corps finis
est adaptée a I’utilisation des mots machine et de I’arithmétique entiere des ordinateurs.

L’ algorithmique en algebre linéaire distingue deux fagcons de représenter les matrices :

les représentations denses ou 1’on considere les n x m coefficients de la matrice et s’ autorise
toutes les opérations sur ses coefficients.

les représentations boife noire ou la matrice est uniquement vue comme une application li-
néaire. La seule opération possible est I’application a un vecteur. Elle permet en particu-
lier de tirer partie de la structure des matrices.

En algebre linéaire dense, la multiplication de matrices est a la fois une opération fonda-
mentale et un sujet de recherche toujours tres actif, tant au niveau théorique que pratique.

Sur le plan théorique, la révolution qu’a initiée Strassen [108] en introduisant en 1969 un
algorithme sous-cubique de multiplication matricielle a conduit a de multiples améliorations
de I’exposant dans la complexité du produit matriciel. La question de la meilleure complexité
asymptotique pour cette opération reste actuellement encore ouverte. Par ailleurs ces progres
ont rapidement bénéficié aux autres problemes d’algebre linéaire au niveau de leur complexité
théorique, grace a des réductions. Cependant au niveau pratique, ces algorithmes ont long-
temps été considérés comme inintéressants, car leur amélioration asymptotique ne pouvait
prendre effet que pour des dimensions alors inaccessibles. C’est a partir des années 1980, que
les progres technologiques des architectures informatiques permirent d’aborder des dimen-
sions suffisantes pour s’intéresser a la mise en pratique de 1’algebre linéaire rapide. Souffrant
de certains problemes d’instabilité numérique, ces algorithmes rapides n’ont jamais ét€ massi-
vement utilisés. En revanche, le calcul exact, qui ne connait pas ce probleme d’instabilité peut
bénéficier sans réserve de ces algorithmes rapides.

Au niveau pratique enfin, la différence de vitesse grandissante entre les unités de mémoire
(Ientes) et les unités de calcul (rapides) ont conduit a la création d’une structure hiérarchique
de la mémoire des architectures modernes. Une utilisation adaptée de cette structure, respec-
tant la localité des données permet a certaines routines de base d’atteindre des performances
extrémes. La multiplication matricielle en calcul flottant fait partie de ces routines.

Ainsi, la multiplication matricielle doit est la brique dans I’élaboration de routines d’al-
gebre linéaire exacte dense. En nous appuyant sur ces deux aspects, nous développerons une
routine efficace de multiplication matricielle sur un corps fini, qui servira ensuite de brique de
base pour le développement de routines d’algebre linéaire exacte dense, menant au calcul du
polyndme caractéristique de matrices denses.

Avec les représentations boites noires, la brique de base en algorithmique est le calcul du
polyndme minimal. Cette approche est issue des méthodes itératives en calcul numérique (de
type Krylov, Lanczos). Les travaux de Wiedemann [[119] ont montré que leur adaptation au
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calcul exact était possible, et leur analyse par Kaltofen et Saunders [76] a jeté les bases né-
cessaires a la création de la bibliotheque LINBOX. C’est donc a nouveau par des réductions
a cette brique de base que nous aborderons le calcul du polynéme caractéristique de matrices
boite noire.

Enfin, le modele de calcul probabiliste est fréquemment utilisé dans les algorithmes d’al-
gebre linéaire exacte. Un résultat exact est calculé avec une probabilité d’erreur bornée. Si
en théorie, leur nature diffeére de celle des algorithmes déterministes, nous soutenons que leur
fiabilité en pratique n’est pas moindre, pourvu que la probabilité d’échec soit réduite a la pro-
babilité d’apparition d’autres phénomenes physiques pouvant engendrer des erreurs lors du
calcul dans la machine.

Theéese

Dans ce contexte, nous pouvons formuler la these que nous défendons ainsi :

Le calcul exact en algebre linéaire est a la fois utile et praticable en grandes dimensions.
Les récentes avancées théoriques dans la résolution de problemes classiques, comme le calcul
du polynome caractéristique, peuvent ainsi étre confrontées a la mise en pratique par des
algorithmes denses ou boite noire, éventuellement probabilistes, et aboutir a des solutions
efficaces en pratique.

A travers ces travaux, nous proposons avant tout une démarche pour 1’élaboration d’al-
gorithmes exacts efficaces en pratique. Devant la diversité des algorithmes disponibles, des
domaines de calcul (Z, Z,), des représentations matricielles (dense ou boite noire) et des ni-
veaux d’optimisation (du nombre d’opérations algébriques, a la gestion de la mémoire cache),
il convient de structurer la conception des algorithmes.

Les calculs dans Z sont ramenés a des calculs dans des corps finis par des techniques de
Reste Chinois. Les algorithmes dans les corps finis se réduisent ensuite aux briques de base
(polyndbme minimal pour les matrices boite noire et produit matriciel pour les matrices denses).
Lorsque différentes réductions sont envisageables, ayant chacune des domaines de prédilec-
tion. Des algorithmes adaptatifs permettent alors de combiner ces algorithmes. Enfin nous
pouvons concentrer les efforts d’optimisation sur les briques de base (essentiellement le pro-
duit matriciel pour les matrices denses). Nous considérons des optimisations tant au niveau
matériel (optimisation de la mémoire cache, unités arithmétiques flottantes) qu’au niveau algo-
rithmique (réductions modulaires différées, algorithmes de multiplication rapide). L’efficacité
de ces routines de base, combinées a la pertinence de cette structuration permet d’obtenir des
performances expérimentales jusqu’alors inégalées.

La premiere étape dans ce travail consiste donc a élaborer des routines de base pour I’al-
gebre linéaire dense sur des petits corps finis. Ainsi nous abordons d’abord la mise au point du
noyau de produit matriciel dans le chapitre 2] tirant son efficacité des routines BLAS du calcul
numérique et des algorithmes de multiplication rapide. Nous étudions ensuite le probleme de
I’élimination de Gauss et de la résolution de systemes linéaires dans le chapitre 3] Enfin nous
appliquons ces deux briques de bases a plusieurs autres problemes d’algebre linéaire dans le
chapitre @]
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Dans une deuxieéme partie, nous traitons du calcul du polyndme caractéristique de matrices
denses. Nous proposons dans le chapitre 0] un nouvel algorithme tirant parti de 1’efficacité
des routines présentées en premicre partie. Le chapitre [/| traite de 1’algorithme par branche-
ments de Keller-Gehrig, dont nous proposons une amélioration ainsi qu’une application a un
probleme de théorie du contrdle : le calcul de la forme de Kalman. Enfin nous étudions 1’al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig dans le chapitre [§] : nous mettons en évidence son intérét
pratique et relachons sa condition de généricité en ouvrant des perspectives de généralisation
de son domaine d’application. Ces algorithmes sur des corps finis sont ensuite utilisés dans le
chapitre 9] pour le calcul du polyndme caractéristique dans Z. Nous donnons une borne amé-
liorée sur la taille des coefficients, pour un algorithme déterministe, utilisant le théoreme des
restes chinois. Nous présentons aussi un algorithme probabiliste calculant les mutliplicités des
facteurs du polyndme caractéristique. Cette méthode congue ici pour les matrices denses, sera
approfondie par la suite pour les matrices boite noire.

La troisieéme partie est consacrée aux algorithmes de type boite noire. Nous résumons dans
le chapitre [10|les résultats asymptotiques dans le domaine, incluant une perspective d’amélio-
ration. Nous présentons ensuite dans le chapitre [TT] différentes techniques de calcul des mul-
tiplicités de facteurs irréductibles du polyndme caractéristique dans un corps fini, débouchant
sur un nouvel algorithme adaptatif. A nouveau cet algorithme est utilisé dans le chapitre
pour le calcul dans Z, grice cette fois-ci a une remontée p-adique. Il est enfin appliqué a la
résolution d’un probleme issu de la théorie des graphes.
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LA BIBLIOTHEQUE LINBOX

Le projet LINBOX est une collaboration internationale (France, Etats-Unis, Canada) pour le
développement d’un outil logiciel générique pour résoudre les problemes classiques en algebre
linéaire exacte : calcul du rang, du déterminant, de formes normales matricielles, . ..

Motivation originale : I'algébre linéaire exacte en boites
noires

Initialement, ce projet visait particulicrement a rassembler les techniques de type boite
noire pour ’algebre linéaire dans des corps finis ou dans Z. Le terme boite noire, initiale-
ment introduit par Trager et Kaltofen pour les polyndmes [77]], désigne les matrices creuses ou
structurées, dont on ne suppose qu’une unique fonctionnalité : 1’application a un vecteur (et
éventuellement I’application de sa transposée a un vecteur).

Aec Knxm

ve K™ Av e K

FIG. 1 — Principe d’une matrice boite noire dans un corps K

L’intérét de cette approche est de préserver la structure des matrices, pour conserver 1’ef-
ficacité de leur produit matrice-vecteur. De plus, elle permet de manier des matrices de tres
grandes dimensions, descriptibles avec peu d’éléments, 1a ou une description dense par les
n X m coefficients serait impossible. Les algorithmes boite noire de calcul exacts s’étant
fortement développés (76, 44, (115} 146, 39, 30] etc, de paire avec les techniques de précon-
ditionnement pour le calcul exact [12]], il s’imposait de les rassembler au sein d’une méme
bibliotheque.
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La généricité d’un intergiciel]|

Le calcul exact se distingue par la multiplicité des domaines de base manipulés : corps finis,
nombres entiers, rationnels, polyndmes, ... Et pour chaque domaine, de multiples implémen-
tations sont disponibles, chacune ayant des domaines de prédilection spécifiques. Par exemple,
une représentation logarithmique tabulée peut étre préférable pour des calculs arithmétiques
alors qu’une représentation modulaire sur des flottants permet 1’utilisation de routines d’al-
gebre linéaire numériques. 1l faut ajouter a cela, que les meilleurs outils de calcul exact sont
dispersés en diverses bibliotheques : la bibliotheque GMP [60] pour les calculs multipréci-
sions, en particulier avec des nombres entiers, la bibliotheque NTL [100] pour I’arithmétique
des polyndmes, ou encore la bibliothéque de calcul algébrique Givaro [52]]. A I’opposé de
ces bibliotheques spécialisées et efficaces, on trouve des logiciels généralistes et complets de
calcul, tels que Maple [11} 85] ou Mathematica [121]. Ils sont largement diffusés, et tres
simples d’emploi, mais les algorithmes qu’ils mettent en ceuvre ne sont pas toujours les plus
performants et ils sont donc souvent inadaptés au calcul intensif.

Le projet ambitieux de LINBOX [33] est de former un intergiciel fournissant les meilleurs
algorithmes aux logiciels généralistes, tout en utilisant les bibliotheques spécialisées les plus
adaptées pour les calculs de base.

C’est ce double besoin de généricité et de performance qui a conduit a I'utilisation du
langage C++.

LINBOX-1.0

Apres six années de maturation, la premiere version officielle 1.0 de LINBOX E] a pu voir le
jour en juillet 2005. La conception prévoit désormais quatre niveaux d’utilisation :

— atravers des serveurs de calcul en ligne, et des formulaires JavaScript.

— par des exécutables précompilés, ou comme paquetage de logiciels généralistes.

— en incluant les sources et en y accédant par des méthodes générales correspondant a
des solutions de problémes classiques (déterminant, rang, polyndme minimal, ...). La
bibliotheque se charge de faire les choix opportuns dans les algorithmes, en fonction des
données.

— en incluant directement les algorithmes a un niveau inférieur, laissant ainsi plus de choix
a I’utilisateur dans les optimisations.

Les solutions disponibles au troisiéme niveau d’utilisation sont les fonctions suivantes :
déterminant, rang, polyndme minimal et caractéristique, résolution de systéme linéaire, test si
la matrice est définie positive. Chacune de ces solutions est utilisable sur un corps fini ou dans
7., avec des matrices denses ou boite noire.

L’introduction d’algorithmes par blocs (comme la résolution de Lanczos par blocs) a néces-
sité d’ajouter des algorithmes pour les matrices denses. Nous avons donc introduit les routines

I'Traduction proposée par D. Durand du terme anglo-saxon middleware, utilisé dans le contexte des réseaux,
désignant la classe de logiciels qui assurent I’intermédiaire entre les applications et le transport des données par
les réseaux. Voir www . linux—france.org/prj/jargonf/I/intergiciel.html

’La bibliothéque, ainsi que sa documentation et I’acces a des serveurs de calculs sont disponibles en ligne 4
I’adresse www.linalg.org
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de base d’algebre linéaire dense, que nous décrirons dans la partie [IL ainsi que nos travaux
concernant le polynéme caractéristique (parties [[I et [[TI)).

Enfin la bibliotheque dispose d’un jeu de tests pour ses différents algorithmes, ainsi que
de programmes d’exemples d’utilisation des solutions. Leur compilation a été testée sur des
architectures différentes et des systemes variés (Linux, Cygwin, Pentium 4, Itanium?2-64).

Contexte des expérimentations

Pour illustrer les algorithmes que nous présentons, nous donnons des résultats expérimen-
taux de leur implémentation en C++. Il peut s’agir de I’implémentation directement disponible
dans la bibliotheque LINBOX ou alors d’une implémentation expérimentale, mais faisant ap-
pel a des routines de LINBOX. La these de Pascal Giorgi [56] décrit en détail I’intégration des
routines d’algebre linéaire dense dans LINBOX, que nous avons réalisé en collaboration. Pour
cette raison nous ne rentrons pas dans les détails de I’intégration de nos travaux dans LINBOX,
et renvoyant le lecteur a ce document.

Comme nous le verrons dans la partie 2.1.2] ces implémentations reposent grandement
sur les routines BLAS d’algebre linéaire flottante. Nous en utilisons deux implémentations :
ATLAS version 3.6, qui fournit un code s’adaptant automatiquement lors de I’installation
a ’architecture [118] et le GOTO BLAS version 1.02, développé par Kazushige Goto [S8]]
plus particulierement optimisé pour les architectures PC. Par la suite nous les désignerons
respectivement par ATLAS et GOTO. Nous utilisons aussi les bibliotheques GMP, version
4.1.4 et NTL, version 5.4, pour I’arithmétique des nombres entiers et des polyndomes. Nous
utilisons le compilateur gcc, versions de 3.2.3 (sur Itanium) a 4.0 (sur certains PC).

Ces expérimentations servent le plus souvent a comparer la rapidité de calcul des algo-
rithmes. Nous donnons soit le temps CPU en secondes (temps passé effectivement par le
processus dans le CPU), soit éventuellement pour les corps finis, la vitesse de calcul. Cette
vitesse est obtenue en divisant une estimation du nombre d’opérations algébriques effectuées
par le temps CPU utilisé. Son unité est le Mfops, pour Millions d’opérations dans le corps par
seconde.

Les matrices que nous avons utilisées sont le plus souvent des matrices denses dont les
coefficients sont tirés aléatoirement et uniformément dans le corps fini utilisé, ou dans un in-
tervalle [0...n| de Z. Pour les expérimentations avec les méthodes boite noire, nous avons
utilisé des matrices creuses provenant de diverses applications (complexes simpliciaux, ro-
botique, matrices d’adjacence de graphes fortement réguliers, ...). Toutes ces matrices ainsi
qu’une description du format utilisé pour leur représentation sont disponible sur internetﬂ

3www.netlib.org/atlas
Ywww.tacc.utexas.edu/resources/software/
Swww-1lmc.imag. fr/lmc-mosaic/Clement .Pernet/Matrices/
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RAPPELS THEORIQUES ET NOTATIONS

Nous rappelons ici les notions mathématiques de base sur lesquelles nous nous appuyons
dans notre étude.

Ouvrages de référence : Pour les approfondir, on pourra se reporter a I’excellent ouvrage
de Gantmacher [50] pour les questions générales d’algebre linéaire. Le livre de Gerhard et
von-zur-Gathen [S1]] ainsi que la référence encyclopédique [S9] sont les références en ce qui
concerne 1’algorithmique pour le calcul formel. Pour les questions de complexité algébrique,
on pourra se reporter a ’ouvrage de Biirgisser, Clausen et Shokrollahi [13]. Enfin, le livre
d’Abdeljaoued et Lombardi [84]] illustre la théorie de la complexité algébrique par 1’algebre
linéaire et particulierement le calcul du polyndme caractéristique.

Algebre linéaire

Soit une matrice carrée A de dimension n X n sur un anneau principal 4.

Polynéme caractéristique : Nous définissons le polyndme caractéristique comme le déter-
minant de sa matrice caractéristique :

A

P (X) =det(XI, — A).
Pour des raisons de commodité, nous avons préféré la définition anglo-saxonne rendant ce
polyndme unitaire, a la définition frangaise, P2 (X) = det(A — X1,), ajoutant un facteur
(—1)™ dans le mondme dominant.
Nous rappelons également la définition du déterminant d’une matrice A = [4, ;] :

n

det(A) = Z e(o) Ha“(j)vj (1)

0'6671 ]:

—_

ot &,, est ’ensemble des permutations de I’intervalle [1...n] et ¢(o) est la signature de la
permutation o.

Polynome minimal : Considérons le .4][X]-module formé par .A™ dont la mutliplication ex-
terne par A[X | est définie comme suit : V(«, 5,v) € A x A x A" (aX + f).v = aAv + Po.
Le polyndme minimal du vecteur v relativement a la matrice A est défini comme le polynome
unitaire de plus petit degré, annulateur de v dans ce .A[X|-module. Plus simplement, on peut
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le définir comme le polyndme unitaire P de plus petit degré tel que P(A)v = 0 dans .4™. Nous
le noterons P+

Le polyndme minimal de la matrice A est défini comme le polyndme unitaire de plus petit
degré tel que P(A) = 0 dans .A™*". Nous le noterons P4 .

A A,
Enfin, pour étre complets, nous définissons aussi le polynéme P, pour deux vecteurs u

et v, comme le polyndme minimal générateur de la séquence des scalaires
buv, 'uAv, ..., tuA, . ..

Il est est utilisé en particulier dans 1’algorithme boite noire de Wiedemann [[119].

Le polyn@me minimal de A étant annulateur de A, il vérifie aussi P(A)v = 0. Il est donc
divisible par P Y. Par ailleurs, on sait par le theoreme de Cayley- Hamllton que le polyndme

caractéristique est annulateur de A. Enfin P " annule la séquence ‘uv, ‘uAv, ..., ‘uA',
et est donc multiple de Pl;‘l’n’ Nous avons donc les relations de divisibilité suivantes dans
A[X] -

P Apv A

1'1'111'1 | Pl’nlll | min | car*

Matrice compagnon : Soit P = X9 + Zl 0 ' X un polyndme unitaire de degré d. La
matrice compagnon associée au polyndme P, notée Cp, est la matrice de dimensions d x d

0 —Cp

1 0 —C
Cp=

- 1 _Cn_l_

Son polyndme caractéristique égale son polyndme minimal et vaut P : PCP = PSr = P.

car min

Forme normale de Frobenius : Si la matrice A est maintenant définie sur un corps K, on
définit la transformation de similitude de la matrice A avec la matrice inversible U comme
étant la matrice U~ AU. On dit alors que deux matrices A et B sont équivalentes par transfor-
mation de similitude (ou semblables), si il existe U € GL,,(K) tel que B = U~ *AU. On peut
alors décomposer M, (K') en classes d’équivalence pour cette relation. La forme normale de
Frobenius définit alors un unique représentant pour chacune de ces classes :

Définition. Toute matrice A € K™*™ est semblable a une unique matrice diagonale par blocs,
F = P7'AP = diag(Cy,,Cy,, ..., Cy,)

ou les blocs Cy, sont des blocs compagnons définis par les polynomes unitaires f1,..., fs
vérifiant f;,1|f; pour 1 < i < ¢ et appelés les facteurs invariants de A. Cette matrice est
appelée forme normale de Frobenius de A.
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De maniere similaire, sur un anneau principal .4 on considere les transformations d’équiva-
lence, de la forme U AV ou U et V' sont inversibles, et on peut définir des classes d’équivalence
de la méme facon que pour les transformations de similitude. La forme normale servant a ca-
ractériser chaque classe d’équivalence est la forme normale de Smith :

Définition. Toute matrice A n x m définie sur un anneau principal est équivalent a une matrice
diagonale

S1

52

S=UAV =

Sn

ou U et V sont des matrices n X n et m X m unimodulaires (de déterminant inversible dans
A), ot les r = rang(A) premiers s; sont non nuls et vérifient s;1|s; pour: € [1...r — 1].
Cette matrice est appelée forme de Smith. Elle est unique a la multiplication pres des s; par
des éléments inversibles de A.

A noter qu’il s’agit ici de la définition donnée par Villard dans [112] facilitant la mise
en relation de la forme de Smith avec la forme de Frobenius. Dans la définition classique
[101}50], les facteurs invariants sont ordonnés dans le sens inverse : Vi € [1...7 — 1] s;]S;41.

Les polynomes fi, ... fs, comme les éléments s1, . .. s, sont appelés les facteurs invariants
de la matrice. Cette identification provient de la propriété suivante :

Théoreme ([50, Chap 6]). La forme normale de Frobenius de A est diag(Cy,,...,Cy,) si et
seulement si la forme normale de Smith de la matrice X 1,, — A est diag(fi,..., fs,1,...,1).

La forme normale de Frobenius résume tous les invariants algébriques et géométriques de
la matrice A. En particulier, on montre que f; = P4 et que Hf’zl fi = P4 le déterminant

se lit sur le coefficient constant de ce polyndme et le rang est le nombre de facteurs invariants
ayant un coefficient constant nul.

Modele de calcul et complexité

Pour les algorithmes déterministes, nous utilisons un modele de calcul de type RAM (Ran-
dom Access Machine) binaire ou arithmétique, dont on trouvera une description dans [2, §1.2].

Pour les algorithmes probabilistes, nous supposons disposer aussi d’un générateur aléa-
toire : il s’agit d’une séquence, de taille polynomiale dans la taille des entrées, de bits aléa-
toires, ou d’éléments d’un sous-ensemble fini du domaine. Un algorithme est probabiliste s’il
retourne un résultat juste pour une proportion constante des entrées aléatoires. Le comporte-
ment pour les autres entrées définit deux classes d’algorithmes probabilistes :

les algorithmes Monte Carlo : dont le résultat n’est pas spécifié dans ce cas,
les algorithmes Las Vegas : qui retournent Echec.

Ainsi ' utilisateur d’un algorithme Las Vegas peut I’exécuter tant qu’il retourne Echec pour en
faire un algorithme toujours correct, probablement rapide. A I’inverse, les algorithmes Monte
Carlo ne permettent pas de certifier le résultat et sont donc toujours rapides, probablement
corrects.
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Pour les calculs de complexité, nous utiliserons le modele de complexité algébrique (comp-
tant le nombre d’opérations algébriques effectuées sur un corps ou un anneau) et le modele
binaire (comptant le nombre d’opérations binaires effectuées). Plus précisément nous utilisons
essentiellement la complexité algébrique (pour les corps finis) sauf dans les chapitres [5] [0 et
ou nous utilisons la complexité binaire pour les algorithmes dans Z.

Nous rappelons la signification de la notation O (n) :

f(n) = O (g(n)) sietseulement si Ing, C,Vn > ny f(n) < Cg(n)
De plus, la notation O () (soft O) inclut les facteurs logarithmiques et polylogarithmiques :

O (f(n)) = O (f(n)(logn)®)

une certaine constante o.

Si les notations O () et O () conviennent a 1’étude asymptotique, elles dissimulent des
constantes pouvant rendre un algorithme impraticable, quoique asymptotiquement le meilleur.
Par exemple, la dimension n a partir de laquelle un algorithme en 61287 est moins cofiteux
qu’un algorithme en 2n3 est n = 297. C’est ainsi que les algorithmes de multiplication matri-
cielle rapide n’ont longtemps été considérés que pour leur intérét théorique.

Notre point de vue étant ici I’efficacité en pratique des algorithmes, nous nous attachons a
détailler le plus souvent leur complexité en donnant systématiquement la constante dissimulée
par la notation O (). Ainsi, nous donnons pour un algorithme X sa complexité Ty (n) par le
terme dominant de sa complexité, incluant la constante multiplicative. Il s’agit d’un abus de
notation qui nous fait écrire Tx(n) = f(n) quand la complexité de 1’algorithme X est f(n) +

o(f(n)).

Matériel de récurrence pour la complexité algébrique

Dans les chapitres [3] et 4] nous étudierons les complexités algébriques de différents pro-
blemes réduits au produit matriciel. En particulier, nous donnons une expression de la cons-
tante du terme dominant de ces complexités. Pour ce faire nous aurons besoin des deux lemmes
suivants.

Lemme 0.1. Soit m un entier positif, w > 2 et C, a, g, € des constantes. Si
1. T(m) = CT(%) + am® + e(m), avec e(m) < gm? et T(1) = e
2. logy(C) < w.

Alors
a2¥

T w_(C

Démonstration. On pose t = log,(m). En déroulant la formule de récurrence, on obtient

T(m) m“ 4+ o(m*) = O (m").

T(m) = C'T(1)+am® 3 (%)i+§ofe(ﬁi)

7=

o
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SiC #4,0ona
20.)
T(m) = 2wa_ Cm” + kC' + g'm?
ol g < ;L eth <T(l)— ;2 — ¢ Parailleurs si C =4, 0na
T(m) = 5 Cm“’ + K'C" 4 gm? log,(m),
ol k' < T(1) — 522 Dans les deux cas, on obtient T'(m) = 5%=m* + o(m®), en utilisant
le fait que Ot = m!°82(C), O

Voici maintenant une généralisation pour le cas ou le probleme fait intervenir deux dimen-
sions indépendantes, m et n.

Lemme 0.2. Soit m et n deux entiers positifs, w > 2 et C,a,b, g, h, e des constantes. Si
1. T(m,n) = C(T(%,n) +T(%,n— 1)) +am® + bm“ " 'n + e(m,n), avec e(m,n) <
gm? + hmn et T(1,n) < en.
2. logy(C) <w—2
Alors T(m,n) = O (m¥) + O (m“~'n).

Démonstration. De la méme fagon, on déroule la récurrence pour trouver
- 1 ()’
T(m,n) = C’tZT(l,n —i+1)+am® ——=—
- 1—
=1
t—1 21

+X>e(5)

RalE0

w—1 m

=G - +e (- G- D)

i=0 j=1
_ o m(m — 1) a2® o [ a2¥ -1
- mn = 2 T ow_ (O +m QW_C_ZZ Qiw
=0 j=1
t—1 2 -1 2
w3 (55) 23 (§) @ n -
=0 j=1 i=0 j=1

zz( Y

=0 j=1
= C'k(m,n) +am® + Bm“"'n4+o(m*) +o (m“’_ln)

pour certaines constantes « et 3, et comme k(m,n) = O (mn) + O (m?). O

Le lemme [0.1] permet d’obtenir le terme dominant dans sa totalité (constante et exposant)
a partir des parametres de la formule de récurrence. Pour le lemme 0.2, nous avons préféré ne
laisser que I’information sur I’exposant par souci de simplicité. Les constantes « et 3 pourront
ensuite &tre déterminées facilement en injectant I’expression 7'(m, n) = am® + 3m“~n dans
la formule de récurrence.
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Premiere partie

Algebre linéaire dense efficace sur un
petit corps fini

31






INTRODUCTION

Motivation

En calcul exact, les corps finis jouent un rdle central : soit par leurs applications en crypto-
graphie ou en théorie des codes, soit comme brique de base pour des calculs dans Z ou Q. En
effet, les techniques de restes chinois ou de remontée p-adique permettent de réduire des cal-
culs tels que le déterminant d’une matrice entiere ou la résolution d’un syst¢me entier dans QQ
a des calculs sur des corps finis. Contrairement aux nombres entiers, tous les coefficients d’un
corps fini peuvent étre représentés dans le méme espace mémoire, ce qui permet de développer
des arithmétiques efficaces, en utilisant les unités élémentaires de mémoire des ordinateurs :
les mots machine.

Par ailleurs, I’expérience acquise en algebre linéaire pour le calcul numérique montre qu’un
ensemble restreint de routines de base particulierement optimisées suffisent a assurer des per-
formances excellentes pour la plupart des problemes faisant appel a I’algebre linéaire. 11 s agit
de la démarche qui a conduit a 1’élaboration des BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines)
(83} 128, 27].

De telles bibliotheques n’existaient pas pour le calcul exact avec des corps finis. Nous avons
donc cherché a combler, partiellement, ce manque en développant des routines de base, sur
lesquelles nous allons pouvoir par la suite nous appuyer pour le calcul du polynéme caracté-
ristique.

Démarche adoptée

Opération fondamentale en algebre linéaire, le produit matriciel tient toujours une place
de choix parmi les problemes d’algorithmique en algebre linéaire et son importance va crois-
sante. Jusqu’a la fin des années 1960, les algorithmes en algebre linéaire étaient décrits par des
boucles d’opérations arithmétiques sur un domaine de base. Et les complexités algébriques
des problemes canoniques (déterminant, rang, résolution de systémes, etc) étaient cubiques en
la dimension des matrices considérées, tout comme celle du produit matriciel, mais sans lien
apparent. Cette complexité €tait alors considérée comme optimale.

Or en 1969, Strassen a ouvert une bréche en proposant dans [108] un algorithme sous-
cubique (en O (n?8°7)) pour effectuer le produit de deux matrices carrées d’ordre n. Depuis,
de nombreux autres algorithmes ont ét€ proposés, réduisant I’exposant a 2, 7799 (Bini, Capo-
vani, Lotti et Romani dans [7]), 2, 55 (Schonage dans [99]), 2, 39 (Coppersmith et Winograd
dans [[17]) et enfin 2,376 (Coppersmith et Winograd dans [18]). Enfin, notons aussi les ré-
cents travaux de Cohn et Umans [14] utilisant une approche différente, basée sur la théorie
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des groupes, pour tenter d’approcher I’exposant w = 2 + o (1), mais n’obtiennent a 1’heure
actuelle que I’exposant w = 2, 41.

Par la suite, nous désignerons par w, un exposant réalisable pour le produit matriciel, en
reprenant les notations de [S1, §12.1]. On appelle [’exposant du produit matriciel i, 1a borne
inférieure sur tous les exposants réalisables w. La valeur de . reste a I’heure actuelle inconnue,
et I’hypothese ;1 = 2 qui semble la plus réaliste n’est qu’une conjecture.

La question s’est immédiatement posée de savoir si les autres problemes canoniques ver-
raient leur complexité algébrique réduite de ce fait (Strassen, dans son article [108]], appliquait
déja son résultat a 1I’élimination de Gauss). La réponse affirmative a été rapidement établie pour
la plupart d’entre eux (voir [[10} [13] pour une revue détaillée sur le sujet), dont la complexité
algébrique est devenue O (n*) par des réductions au produit matriciel. A notre connaissance,
seul le calcul du polyndme caractéristique ne répond pas a la reégle et nous aurons I’occasion
de revenir sur le sujet dans la partie

Des lors, le produit matriciel est devenu un constituant de base de la plupart des algorithmes
d’algebre linéaire, pour permettre les réductions de complexité. Le phénomene se poursuit
encore actuellement pour améliorer des complexités binaires, comme par exemple celle du
déterminant dans [/8]].

Parallelement, cette réduction s’est aussi imposée au niveau des implémentations en cal-
cul numérique, indépendamment de 1’existence d’un exposant sous-cubique. En effet, comme
nous le verrons dans la partie [2.1.2] ¢’est sur le produit matriciel que les efforts d’optimisation
de code ont le plus porté leurs fruits et ces réductions permettent donc d’en tirer parti pour les
autres algorithmes.

Ainsi, pour élaborer des implémentations efficaces sur des corps finis, nous procédons de
maniere similaire. Les efforts d’optimisation porteront essentiellement sur deux routines cen-
trales : le produit matriciel d’une part et la résolution de systemes triangulaires multiples
d’autre part. Les autres routines de bases se réduiront a ces deux routines grace a des algo-
rithmes récursifs par blocs.

Pour garantir I’efficacité des routines centrales, nous considérons autant le niveau de 1’im-
plémentation (réduction modulaire différée, utilisation de I’ arithmétique flottante, optimisation
de la gestion du cache) que de I’algorithmique (utilisation de la multiplication matricielle ra-
pide de Winograd). Ces considérations conduisent a des algorithmes en cascades reposant sur
des parametres seuils dont nous proposons des méthodes de détermination fine.
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CORPS FINIS ET PRODUIT SCALAIRE

La premiere tache pour implémenter des routines d’algebre linéaire exacte est de développer
I’arithmétique sous-jacente. En effet les objets mathématiques impliqués, tels que les corps
finis, n’existent pas au niveau des unités arithmétiques des ordinateurs actuels. Une émulation
logicielle est donc nécessaire. L’ implémentation d’arithmétiques efficaces pour les corps finis
est une partie importante du développement de routines d’algebre linéaire exacte.

Ce sujet a déja été largement étudié et nous nous reportons par exemple a [31] et aux
références qui y sont incluses pour un revue détaillée sur le sujet. Nous rappelons ici les diffé-
rentes facons d’implémenter une telle arithmétique et argumentons notre préférence pour 1’'une
d’elles dans le cadre des routines d’algebre linéaire efficaces.

1.1 Implémentation des corps finis

Par la suite, nous distinguons les corps finis dits premiers, dont la cardinalité est un nombre
premier, parmis les corps finis en général, appelées corps de Galois, dont la cardinalité est
du type ¢ = p*, avec p premier et K > 1. Pour k > 1, ils sont obtenus comme une exten-
sion algébrique de degré k a partir d’un corps premier. Nous nous concentrons principalement
sur les corps premiers. Afin de faciliter I’utilisation de 1’arithmétique des mots machine, nous
considérons les corps de cardinalité inférieure a 27, ou y est le nombre de bits de la représen-
tation entiere utilisée. Par exemple ~ peut valeur 32 ou 64 pour des types entiers ou encore 53
pour des flottants double précision dont on n’utilise que la mantisse. C’est en ce sens que nous
appelons ces petits corps des petits corps.

Une implémentation consiste a choisir une représentation pour les éléments du corps, ainsi
qu’une arithmétique pour les manipuler. Nous décrivons dans la partie [I.1.1] les principaux
types d’implémentations existantes pour les corps finis, puis nous décrirons plus précisément
dans la partie [I.1.2] celle que nous avons privilégiée pour la plupart de nos expérimentations
utilisant des corps premiers.
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1.1.1 Les principaux types existants

Représentation classique avec divisions entieres : Les éléments sont représentés par les en-
tiers d’un intervalle de longueur p. On distingue en particulier deux cas : les représenta-
tions positives, utilisant I'intervalle [0, ..., p—1] et les représentations centrées utilisant
I’intervalle

p—1 p—1
[— 5 g ]
pour p > 2. Les opérations du groupe additif sont faites par 1’unité arithmétique de la
machine, suivies d’un test et d’une éventuelle correction. La multiplication est suivie
d’une réduction modulaire alors que la division est calculée par 1’algorithme d’Euclide
étendu.

Représentation de Montgomery : Cette représentation, proposée dans [86]], permet d’éviter
la réduction modulaire coliteuse pour les multiplications. Une représentation décalée
est utilisée et la réduction modulaire est remplacée par des multiplications. Les autres
opérations restent inchangées, mise a part la division.

Inverse en virgule flottante : Une autre idée est de réduire le cofit de la réduction modulaire
en précalculant I’inverse de la caractéristique p sur un nombre flottant. Ainsi seulement
deux multiplications sur des nombres flottants et des arrondis sont nécessaires. Cepen-
dant, les arrondis peuvent introduire des erreurs de £1 et un ajustement doit donc €tre
fait, comme c’est le cas dans la bibliotheque NTL [100].

Logarithmes discrets (ou logarithmes de Zech) : Ici, les éléments sont représentés par la
puissance d’un générateur du groupe multiplicatif. Ainsi, les opérations du groupe mul-
tiplicatif sont effectuées par des additions et soustractions modulo p — 1. Néanmoins
les additions et soustractions sont rendues plus complexes et sont généralement tabulées
[31, §2.4].

Concernant les corps de Galois non-premiers, une premiére approche repose sur la pro-
priété suivante : GF(p*) = Z,/(P) ou P est un polyndme irréductible de degré k sur Z,.
Ainsi, les éléments sont représentés par des polyndomes a coefficients dans un corps premier.
L’ arithmétique est donc celle de polynomes modulo P dont les coefficients utilisent une des
arithmétiques décrites ci-dessus. Alternativement, on peut utiliser la représentation logarith-
mique Zech, en représentant chaque élément par la puissance correspondante d’un polyndéme
générateur, de la méme fagon que pour les les corps premiers.

1.1.2 Modular<double> : une implémentation flottante pour I’al-
gébre linéaire exacte

Comme nous I’avons mentionné précédemment, les architectures informatiques modernes
(Pentium III et IV, Athlons, Itaniums, Optérons, . ..) privilégient les calculs en virgule flottante,
en particulier concernant 1I’opération AXPY ou fused-mac. Par ailleurs la réduction modulaire
par inverse flottant est parmi les plus efficaces (voir [31] sur le sujet). C’est pour ces raisons
que nous avons développé une implémentation de corps fini premier, basée sur les flottants
double précision (type double en C). Les éléments sont donc représentés par des entiers
stockés dans la mantisse d’un double. L’exposant est inutilisé dans cette représentation. Les
opérations arithmétiques du groupe additif ainsi que la multiplication et le AXPY sont effectués
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par les unités arithmétiques machine alors que la division est toujours faite par un algorithme
d’Euclide étendu. Enfin la réduction modulaire utilise le principe de I’inverse flottant décrit
dans la partie Nous verrons dans la partie [2.1.2]que cette implémentation permet surtout
d’utiliser les routines numériques directement sur les éléments, sans effectuer de copies ni
de conversions, ce qui est un avantage majeur. Plus de détails sur cette implémentation sont
donnés dans [56]. La caractéristique principale de cette implémentation est qu’elle utilise un
type flottant, dédié€ aux calculs approchés sur les réels, pour des calculs exacts sur des corps
finis.

1.2 Le produit scalaire

L’ opération essentielle en algebre linéaire est sans doute la succession d’une multiplication
et d’une addition (ou accumulation a un résultat temporaire) : y < ax + y. Souvent appelée
AXPY, cette opération peut €tre vue comme atomique, surtout depuis son introduction en vir-
gule flottante dans les processeurs sous le nom de fused-mac. Ainsi, les arithmétiques de corps
premiers définissent aussi cette opération, ce qui permet de n’appliquer qu’une réduction mo-
dulaire pour deux opérations arithmétiques.

Le produit scalaire consiste ensuite a enchainer ces opérations sur les éléments de deux vec-
teurs, ce qui permet en particulier d’utiliser les structures de pipeline des architectures dans le
cas des calculs flottants. En revanche, sur des corps finis, la réduction modulaire apres chaque
AXPY est pénalisante (ajout d’opérations et éventuellement de branchements conditionnels) et
empéche une mise en pipeline efficace des calculs.

De ce constat est née 1’idée de différer la réduction modulaire autant que possible. En effet,
pour toutes les implémentations décrites précédemment, sauf celle des logarithmes de Zech,
les éléments sont plongés canoniquement dans Z et peuvent donc €tre maniés par les unités
arithmétiques machine. Une réduction modulaire finale permet ensuite de retrouver le résultat
dans le corps fini. La représentation de Z par les mots machine est bien str limitée a un in-
tervalle borné. L’approche différée n’est donc valide que lorsque les résultats restent dans cet
intervalle.

Par exemple si on utilise une représentation positive sur des mots de y bits avec le modulo
p, on peut effectuer A accumulations sans réduction modulaire si

Mp —1)% < 2. (1.1)

Si la représentation est centrée, (i.e. _;%1 <z < p%l pour la représentation d’un élément x
du corps premier impair Z,), I’équation|1.1|devient :

p—1 2 y—1

ce qui améliore A d’un facteur 2. A noter qu’un bit est pris a la mantisse pour exprimer le signe
(d’ouley —1).

Ainsi, le surcofit des réductions modulaires peut étre amorti puisque seulement H-‘ réduc-
tions sont nécessaires pour un produit scalaire de dimension 7.

Par ailleurs, on note que la représentation centrée est mieux adaptée aux calculs avec réduc-
tion modulaire différée. Dans la mesure ou on a le choix d’utiliser cette représentation, il faut
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la préférer. Cependant, de nombreuse implémentations existantes pour les corps finis utilisent
des représentations positives. Pour cette raison, nous déclinons par la suite chaque résultat
concernant les réductions modulaires différées pour les représentations positives et centrées.
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2

LE PRODUIT MATRICIEL

Nous présentons ici des travaux sur le produit matriciel que nous avons initiés dans [91],
publié dans [34] et prolongés depuis.

2.1 Par I'algorithme classique

Nous considérons 1’opération C' «+— A x B ou la matrice A a pour dimensions m X k,
B, k x net C, m x n. Par algorithme classique, nous désignons la méthode qui consiste a
cacluler chacun des m x n coefficients du résultat comme un produit scalaire de dimension k.
Les opérations arithmétiques sont donc 1’addition et la multiplication sur le corps fini. Nous
étudions ici comment les ordonnancer de la maniere la plus efficace.

2.1.1 Reéduction modulaire différée

Le produit matriciel étant vu comme un ensemble de produits scalaires, on peut donc lui
appliquer la remarque de la partie : la réduction modulaire peut étre différée. Soit \ le
nombre maximal de AXPY pouvant étre effectués sans réduction modulaire. Nous distingue-
rons essentiellement deux cas :

— celui des représentations positives sur des mots de  bits non signés, pour lesquelles A

vérifie
AMp—12 <22 <(A+1)(p—1)>~ 2.1)
— celui des représentations centrées sur des mots de - bits signés, pour lesquelles \ vérifie
-1\° —1\?
A (pT) <27l < (14N (pT> . 2.2)

Cette contrainte induit un découpage en blocs des matrices a multiplier : A est découpée en
k /X blocs de dimension m x A et B en k/\ blocs de dimension A X n (sauf les derniers blocs
de A et B qui sont de dimension plus petite).

Ainsi, I’algorithme consiste maintenant a effectuer les produits par blocs par une arithmé-
tique de Z, en effectuant les réductions modulaires entre chaque opération de blocs. Cette
organisation laisse maintenant entrevoir la possibilité d’utiliser les routines numériques spé-
cialisées, pour effectuer les opérations de blocs. C’est ce que nous allons maintenant étudier.
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2.1.2 Utilisation de I'arithmétique flottante

Une approche naive pour le produit matrice-vecteur et la multiplication matricielle serait de
les considérer comme respectivement n ou n? produits scalaires. De la sorte I’efficacité serait
celle du produit scalaire, traitée dans [31] : en général autour d’une opération de corps pour
deux cycles d’horloge.

Or des efforts considérables ont été menés pour améliorer ces opérations linéaires en tirant
parti de la structure hiérarchique de la mémoire des ordinateurs actuels ainsi que des unités
arithmétiques spécialisées [118]. Dans la plupart des architectures des ordinateurs modernes,
un acces a la mémoire vive est plus de cent fois plus cofliteux qu’une opération arithmétique.
Pour contourner ce ralentissement, la mémoire est structurée en deux ou trois niveaux de mé-
moire cache, jouant le role de tampon pour réduire le nombre d’acces a la mémoire vive et
réutiliser au maximum les données chargées. Cette technique n’est valable que si 1’algorithme
permet la réutilisation de certaines données. C’est la principale raison pour laquelle le produit
matriciel est particulierement bien adapté a ce type d’optimisation : ¢’est la premiere opération
basique en algebre linéaire dont la complexité arithmétique O (n?) est d’un ordre de grandeur
supérieur a la complexité en mémoire O (n?).

Ces considérations ont mené les numériciens a 1’élaboration des BLAS [83, 28, 27]], dont
I’efficacité est principalement basée sur un noyau optimisé pour le produit matriciel. L’un de
ses principes constitutifs est d’effectuer les produits matriciels par blocs de petite dimension,
de sorte que les arguments pour un produit de blocs tiennent dans la mémoire cache, limitant
ainsi les surcolits d’acces mémoire. Initialement, ces routines étaient fournies par le construc-
teur d’une architecture donnée. Mais les récents travaux de [[118]] ont permis le développement
de BLAS génériques s’adaptant aux spécificités de la plupart des architectures existantes grace
a un systeme d’optimisations basées sur des expérimentations lors de I’installation. L’efficacité
de telles routines est sans comparaison : par exemple la puissance de créte du produit matri-
ciel sur un Pentium 4 cadencé a 3,4 Ghz est de 5,276 milliards d’opérations par seconde, ce
qui correspond a 1, 55 opérations arithmétiques par cycle d’horloge. Cette efficacité provient
d’une utilisation pertinente des niveaux de cache, des structures de pipeline et du parallélisme
interne a ce type de processeur.

Il est donc tout naturel d’utiliser ces routines pour effectuer les produits matriciels sur Z des
blocs décrits dans la partie Pour ce faire on doit pouvoir convertir les éléments du corps
fini vers leur image dans Z représentée sur un double. A I'inverse on doit aussi disposer du
mécanisme réciproque de conversion d’un entier représenté sur un double vers un élément
du corps fini, impliquant une réduction modulaire. Ces conversions sont toujours réalisables,
mais elles demandent de dupliquer les blocs de matrices dans le cas d’une implémentation
quelconque. En revanche, I’avantage de I’'implémentation Modular<double> tient dans le
fait que les éléments sont directement représentés sur des double, et les BLAS peuvent donc
les utiliser sans recopie. Apres le calcul sur Z, une simple réduction modulaire suffit pour
retrouver le résultat sur le corps fini.

2.2 Lalgorithme rapide de Winograd

En calcul numérique, les travaux de [63] puis de [69, [/0] ont mis en évidence le gain en
pratique des algorithmes de multiplication matricielle rapide. L’instabilité numérique de ces
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algorithmes a été mise en évidence et analysée par Bini et Lotti dans [8] puis par Higham
dans (63, 64]. Cette instabilité dépend fortement des matrices utilisées (parfois 1’algorithme
classique est méme moins stable). Méme si leur intégration au sein des BLAS a été envisagée
dans [29, [70]], les numériciens considerent ces algorithmes comme instables et des BLAS de
référence, comme ATLAS, refusent de considérer leur implémentation.

Les techniques d’agrégation et cancellation de Laderman [82] sont aussi comparées dans
[79]. Elles permettent d’obtenir une meilleure stabilité que la variante de Winograd mais avec
des temps de calcul plus longs.

Mais pour le calcul exact, la stabilit¢ numérique ne pose pas de probleme, et nous allons
étudier comment intégrer I’algorithme rapide de Strassen [[108]] pour une routine sur les corps
finis. Plus particulierement, nous considérerons la variante de Winograd décrite dans [S1, al-
gorithme 12.1], qui en réduit le nombre d’additions.

2.2.1 Mise en cascade avec l'algorithme classique

Asymptotiquement, 1’algorithme de Winograd améliore le nombre d’opérations arithmé-
tiques requises pour le produit matriciel de O (n?) a O (n*8°™). Mais pour une dimension
n donnée, le nombre minimal d’opérations n’est pas atteint en appliquant tous les appels ré-
cursifs de 1’algorithme, mais en remplagant ceux d’un certain niveau seuil par des produits
matriciels classiques. Pour justifier cette remarque, nous considérons I’algorithme en cascade
effectuant k£ niveaux récursifs de 1’algorithme de Winograd puis des multiplications classiques.
Nous allons étudier 7'(n, k), le nombre d’opérations arithmétiques (additions, soustractions et
multiplications) en fonction de n et k, d’abord pour n = 2% avec i > k puis pour n quelconque.

Pour n = 2': Soit A le nombre d’additions de bloc dans un niveau récursif de I’algorithme
(respectivement A = 18 et A = 15 pour les algorithmes de Strassen et Winograd).

T(n, k) = 7T(g, k—1)+A (g)Q

k—1 3
n A 7
— 7’“T(—2,C ,0) + =n? (—)
i=0

SCRONEN(OR)
- () + (50 () -5

Cette fonction est minimale en
7 8
ko =logan+ 1+ (log2 3 — log, In 1 + log, In -~ logy (A — 3)) . (2.3)
Pour A = 15, on obtient ky ~ log, n — 3,067257711. Donc le niveau récursif seuil optimal,
k, est nul pour n = 2,4, 8, puis k = i pour n = 2+3,

Le tableau [2.1] compare le nombre d’opérations arithmétiques en fonction de I’ordre des
matrices et du niveau récursif ou le changement intervient.
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Nombre de niveaux récursifs de 1’algorithme de Winograd

n | Classique 1 2 3 4 5 6
4 112 144 214
960 1024 1248 1738

16 7936 7680 8128 9696 13126
32| 64512 59392 | 57600 | 60736 | 71712 | 95722
64 | 520192 | 466944 | 431104 | 418560 | 440512 | 517344 | 685414

TAB. 2.1 — Nombre d’opérations arithmétiques dans le produit de deux matrices d’ordre n

Pour n quelconque : Plusieurs techniques, décrites dans [69, [/0] peuvent étre appliquées
pour obtenir des dimensions paires afin d’effectuer le découpage de I’ algorithme de Winograd.
Suite a la discussion [70, §4.1], nous utilisons le pelage dynamique (dynamic peeling), qui
consiste a découper des bandes de rang 1 pour rendre les dimensions paires. Apres le calcul
de I’algorithme de Winograd, des mises a jour de rang 1 sont nécessaires. Il s’agit de produits
matrice-vecteur et de produits tensoriels.

Nous ne donnons pas de formule explicite pour le nombre d’opérations arithmétiques dans
le cas général, mais si n = 2° + p avec p < 2¢, alors le seuil kg calculé pour n = 2¢ avec la
formule [2.3]sera toujours meilleur qu’un seuil supérieur.

Ainsi, cet algorithme en cascade est préférable pour le calcul en pratique. Ce phénomene
est d’ailleurs amplifié par le fait que les opérations arithmétiques effectuées dans le produit
classique sont plus rapides lorsqu’elles sont groupées en opérations des BLAS (grace a la
meilleure gestion des acces mémoire). Par conséquent, le nombre optimal de niveaux récursifs
a effectuer dépend de parametres li€s aux architectures et doit donc étre déterminé expérimen-
talement. On peut le décrire par le parametre suivant : la dimension Awinograa pour laquelle un
niveau récursif de I’algorithme de Winograd est aussi rapide que 1’algorithme classique. Le
nombre optimal de niveaux [ pour des matrices d’ordre n est alors donné par la formule :

= {log2 J + 1. 2.4)

Winograd

Au passage, I’équation (2.3)) permet de calculer la constante C'5 gy74 pour les algorithmes de
Winograd et Strassen en prenant £ = log, n. Quand n est une puissance de 2, on obtient

A

A A
T(n,log2 n) — logzn (1 + 5) _ §n2 _ (1 + g) n 28074

Ainsi, pour I’algorithme de Winograd, C g974 = 6 et pour celui de Strassen, Co go74 = 7.
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2.2.2 Etude de I’'allocation mémoire

Nous rappelons d’abord le principe de 1’algorithme pour le calcul du produit C' «+— A x B.
Un niveau récursif de 1’algorithme consiste a effectuer les découpages suivants sur A et B :

A A B B
A= 11 12 et B — 11 12
A21 A22 BQI BZQ

Puis les 22 opérations suivantes sont effectuées :
— 8 additions :

Sy Ay + Ay Ty < Bia — By3
52<—S1—A11 T5 « By — T
Sg «— Ay — Ay T3 «+ Byy — B2
Sy — A1 — 5 Ty« T, — By
— 7 multiplications, par appels récursifs :
PlHAHXBH P5<—51XT1
P2<—A12><B21 P6<—SQ><TQ
P3<—S4><BQQ P7<—83XT3
P4 — AQQ X T4
— 7 additions finales :
U1<—P1—|—P2 U5<—U4+P3
U2<—P1+P6 U6<—U3—P4
U3<—U2+P7 U7<—U3—|—P5
Uy — Uy + P
U, Us

— Le résultat est le suivant : ' =
Us Uz

La figure 2.1 donne le graphe de dépendance des taches de 1’algorithme de Winograd. A
partir de ce graphe, on peut retrouver I’ordonnancement de ces taches donné dans [29], qui
minimise le nombre d’allocations temporaires pour 1’opération C' «+— A x B. Nous le rappelons
dans le tableau[2.2] Cet ordonnancement n’exige que 1’allocation de deux matrices temporaires
X et X, de dimensions m/2 x max(n, k)/2 et k/2 x n/2. Dans le cas de matrices carrées,
ces allocations temporaires additionnées pour tous les niveaux récursifs sont bornées par

logn

n\2 2,
=1

Considérons maintenant 1I’opération C' «— A x B + $C'. Une premiere méthode naive est
d’appliquer 1’ordonnancement précédent pour calculer A x B dans une matrice temporaire.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

FIG. 2.1 — Graphe de dépendance des tdches dans un appel récursif de I’algorithme de Wino-

B11 |

A22

grad

# operation loc. | # operation loc. | # operation loc.
1 S3=A1—Ay X1|9 Fy= 5T, Cio | 17T Us=Us+P; (o
2 Ty3=DBy—By Xy|10 S;=Ap—95 X, |18 T,=T,— By Xo
3 Pr= 5515 Co1 | 11 P3 = S4By Ci [ 19 Py = AT, Cii
4 Si=An+Ap» X, |12 P=A;Bny X120 Us=Us— P Cy
5 Tl = Bl2 - Bll X2 13 U2 = Pl + P6 C112 21 P2 = A12821 Cll
6 Ps=5T1T Cyp |14 Us=Uy+P; Cy |22 Uy=P+PFP Cy
7 So=5—-An X1 |15 U=Us+ P Chp

8 Ty =By — 1T Xo |16 U; =Us+ P Oy

TAB. 2.2 — Ordonnancement de 1’algorithme de Winograd pour ’opération C' +— A X B
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2.2. ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

Puis le résultat est additionné a SC. Dans le cas de matrices carrées, ceci impliquerait (1 +
2/3)n? allocations temporaires.

On peut cependant réduire le nombre d’allocations temporaires en incorporant I’accumula-
tion +3C" au sein de 1’algorithme. Nous rappelons dans le tableau I’ordonnancement de
[70] n’utilisant que trois blocs temporaires X1, X» et X3, de dimensions m/2xn/2, m/2xk/2
et k/2 xn/2.On se référera a cet article pour la preuve de I’optimalité de cet ordonnancement,
grice au jeu des galets (pebble game).

#  operation loc. | # operation loc.
1 S1 = A9 + Ag Xo | 12 Py =0aA3By +Cii Cny
2 Ty=DBin—Bn X3 | 13 Si= A1 — 5 Xo
3 Ps=a5T X, |14 T,=1T,— By X3
4 Cop=PF+pCyn Cy |15 Us=aSiB»n+U, Crz
5 Cup=PF+pCh Ci|l16 Py=adypT,+ pCy Cy
6 Sy=05 —An Xo | 17 S3=An — An Xo
7 To=DBxp-T X3 | 18 T3 = By — Bz X3
8 P =aAnB X1 |19 Us=aS3T5+ U, X
9 Cu=h+pCh Cn |20 U =U;+Us Coz
10 Uy=5T+P Xi |21 Us=Us+U; Co
11 Uy=Ci+U, Cha

TAB. 2.3 — Ordonnancement pour C' +— «AB + C

Le total des allocations temporaires de cet ordonnancement est borné par

logn

BZ (%)2 < n?.
i=1

Nous résumons dans le tableau [2.4]les propriétés de différents algorithmes rapides, concer-
nant le nombre d’allocations temporaires et le nombre d’opérations de blocs. Il montre que
I’ordonnancement du tableau [2.3est le meilleur en ce qui concerne 1’allocation mémoire, sans
surco(it dans le nombre d’opérations effectuées.

2.2.3 Traitement des dimensions impaires

L’algorithme de Winograd repose sur un découpage récursif des opérandes. Par conséquent,
il n’est défini que pour des matrices carrées dont I’ordre est une puissance de deux. En se
limitant a [ niveaux récursif de 1’algorithme, il est alors bien défini, pour le produit de matrices
m x k par k x n si 2! divise 2 1a fois m, k et n. Dans le cas général un traitement spécifique doit
étre appliqué pour gérer les dimensions impaires. On trouvera dans [70, §4] une étude détaillée
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Algorithme Operation #d’Add.  #deblocs. Total de mémoire
temp. alloués temp. allouée
Strassen C— AxB 18 2 2/3n?
Winograd C—AxB 15 2 2/3n?
Strassen C «+— aAx B+ 3C 22 2+4 (2/3 + 1)n?
Winograd C «— aAx B+ pC 19 2+4 (2/341)n?
Huss-Ledermann & Al. C «— aA x B+ C 19 340 n?

TAB. 2.4 — Comparaison de différents ordonnancements et algorithmes de multiplication ra-
pides

sur le sujet : le pavage (padding) consistant a compléter les dimensions impaires par des zéros,
et le pelage (peeling) consistant a découper les dimensions impaires. Chacune de ces méthodes
pouvant étre statique si elle est appliquée avant le découpage récursif, ou dynamique si elle est
appliquée au cours de chacun des appels.

En suivant les conclusions de cet article, nous avons opté pour la technique du pelage dy-
namique : a chaque niveau récursif, chaque opérande est découpée en un bloc de dimensions
paires et un ou deux éventuels vecteurs formant la derniere colonne ou la derniere ligne im-
paire. Les blocs pairs sont traités par 1’algorithme récursif de Winograd, et une mise a jour est
ensuite appliquée avec les éventuels vecteurs. Les opérations de mise a jours sont des produits
matrice-vecteur, des produits scalaires, ou des produits tensoriels.

2.2.4 Controle du débordement

Afin de I’insérer au sein de la structure en cascade décrite dans la partie[2.1.1] il faut envisa-
ger d’effectuer 1’algorithme de Winograd aussi bien sur le corps fini que sur Z, en employant la
réduction modulaire différée. Il faut donc pouvoir controler la croissance des valeurs entieres
manipulées au cours des appels récursifs pour éviter les débordements. En effet, les bornes
données en partie 2.1.1| pour le produit scalaire ne s’appliquent plus pour 1’algorithme de Wi-
nograd. Nous donnons ici la borne optimale pour ce calcul en montrant que la plus grande
valeur intermédiaire calculée intervient dans le pire des cas dans les calculs récursifs de F;.
Nous avions donné ce résultat pour 1’opération C' «— A x B dans [34, theoreme 3.1], et nous
le généralisons maintenant pour le calcul de C' «+— A x B + C.

Theoréme 2.1. Soit A € Z™**F, B € ZF" C € Z™*", trois matrices et 3 € 7 avec m, <
a;j < My, mp <bj; < Mpetme < c¢;j < Mc. Etdeplus 0 < —my < My, 0 < —mp <
Mg, 0 < —mg < Mg, Mo < Mg et |3| < Ma, Mp. Alors toutes les valeurs intermédiaires
z impliquées dans le calcul de A x B + C par | > 1 niveaux récursifs de I’algorithme de
Winograd vérifient :

1+ 3 1— 3t 1+ 3 1-—3 k
|z|§( 5 My + 5 mA)( 5 Mp + 5 mB)liJ.
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2.2. ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

De plus, cette borne est optimale.

Démonstration. Nous allons montrer que le pire cas a lieu dans le calcul récursif de F;.

Nous commencgons par le cas & = 2!q, ot [ est le nombre de niveaux récursifs, avant de le
généraliser pour k quelconque. Nous terminons la preuve en donnant une instance de calcul
pour laquelle la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Quelques propriétés sur les suites du type 2u — v

Considérons les suites (u,,) et (v,,), définies récursivement par :

(
U1 = 2up — vy

Vi1 = 200 —

Uo S 0
Vo Z 0
Comme
U4 + Vg1 =W+ =+ = Uy + U
Vg1 — U1 = 3(vp — ) = -+ = 3 (vg — ug) 7

on en dédult
1+3l 13!

o (1+43Y (1-3YH
U = Vo5~ T U

Ainsi, nous obtenons les propriétés suivantes :

w <0andv; >0 (2.5)
u, est décroissante et v; est croissante (2.6)
v > —uy S1 vy > —Up 2.7)

Nous définissons maintenant v*! et v2, deux suites du type v en posant uj = m 4, vy = My,
P . 2 J —37 ..
ug =mpetvf = Mp. Nous définissons également t; = 1 et s; = 1= Ainsit; +s; = 1
ett; — s; = 3’. La propiét€ suivante est vérifi€e :

(QMA — mA)tj + (QmA - MA)Sj = Mutji1 +masjp = U;‘_'_l. (2.8)

Notations

Soit

1 +3 13 1 +3 1 -3 k
b = M M L
: < y AT mA)( p BT )9

La suite (b;);>0 est croissante d’apres (2.6).

Nous voulons borner les valeurs intervenant dans le calcul de chacune des opérations de
I’algorithme de Winograd. Tout d’abord, remarquons que le résultat du produit matriciel est
indépendant de la fagon dont il est calculé. Il est donc toujours borné par

kmax(|m.al, |Ma|)max(|mp|, [Mg]) + fmax(|me|, |Mc|) < (k + 1) MaMpg.
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Or cette valeur est toujours inférieure a b; pour £k > 1 et donc inférieure a b; VI > 1. Par
conséquent, les coefficients des blocs Uy, Us, Ug et U, vérifient toujours la borne.

Il reste maintenant a montrer que chacun des neuf résultats intermédiaires suivants est borné
par b;.

Py = Ayn x B

Py = Ay x By + BCn

Py = (Ap+ Ay — Ay — Agy) X By

Py = A X (Byy + Biy — By — Biz) + (Ca2 — Cra — Co1)
Ps = (Ay + Ax) x (Bia — Bu) + 801

Ps = (Ao + Agy — Apr) X (B + By — Bia)

P; = (A — Agr) X (Bogy — Bra) + B(Coy — C1a)

Uy = (Ay + Aoy — A1) X (B — Bia) + (Ao + Ax) X Bu
Us = Ay x (Byy — Bia) + (Aa1 + Age) X By + 5(Ca — Ch2)
Uy = (An + Agz) X By + Ay X (Biz — Bo) + 5C12

Nous allons montrer que le plus grand calcul intermédiaire possible est toujours lors du
calcul de Fy. Considérons [ niveaux récursifs indexés par j : 7 = [ est le premier découpage
des matrices en quatre blocs et j = 0 correspond au dernier niveau, pour lequel le produit
matriciel est effectué par la multiplication classique.

Nous définissons aussi les notations suivantes :

— M ar g s me.nie (X)) est une borne supérieure sur les résultats intermédiaires du

calcul de X = A x B + 3C avec j niveaux récursifs et my < a; j; < My, mp < b;; <
Mpetme < ¢;j; < Mc. k estla dimension commune de A et B
oy (X).

_ Ji.k
- MmAvMAvayMB,m07MC = maxx MmA,MA,mB,MB,mc,MC

— M(X)Z£ pour MI* (X).

ma,Ma,mp,Mp,mc,Mc
Les formules suivantes correspondent aux sept appels récursifs :

Jt+L1.k _
MmAVMA,m&Mvacch o
- k
M(P)E = M)>2
27 7 “ma,Ms,mp,Mpg,0,0
-k
M(Py) g = M,*

ma,Mamp,Mp,mc,Mc
k

e

=

— MJ)?

- 2ma—2Mp,2M o —2m 4,mp,Mp,0,0

j. &
ma,Ma2mp—2Mp,2Mp—2mp,mc—2Mc,Mc—2m¢c

J. % (2.9)

2ma,2Ma,mp—Mp,Mp—mp,mc,Mc

=

max

ES ES
[l

=

= M2

- 2ma—Ma2Ma—map,2mp—Mp,2Mp—mp,0,0
j. %
ma—Ma,Ma—mamp—Mp,Mp—mpmc—Mc,Mc—mc

=

e N s T e s T N e N

SSESFIIIIIID

=

~— O~ — — N~ N~ ~— ~— ~— ~—

R R R Blx W

=
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Par ailleurs, 1’algorithme classique est utilisé pour j = 0 :

MaMgk + Mo
Mp% s ps s My menie = Max | —ma Mgk — fme (2.10)
—MA’ITLB]{? - ﬂmc

Quelques invariants

Lemme 2.1. Les invariants suivants sont vérifiés au cours des appels récursifs :

0<-ma< My 0<—mp< Mg, 0<—mc < Mc (2.11)
meg > mpet Mo < Mg (2.12)
Mo —me < Mg —mp (2.13)

Démonstration. D’apres 1’équation (2.9), on obtient les invariants (2.11)) et (2.12). Puis I’in-

variant (2.13)) est une conséquence de (2.11)) et (2.12). O

Récurrence pour k = 2/q

Soit H R; I’hypothese de récurrence suivante :

Si les invariants (2.112.12} [2.13)) sont vérifiés, alors

M7

ma,Ma,mp,Mp,mc,Mc

= [P =. (2.14)

Supposons que les invariants précédents sont vérifiés et que H R; est vraie. Nous allons
montrer que le maximum de (2.9) est atteint pour le calcul de Fg, ce qui permet de vérifier
HRj+1 .

Les conditions sur m 4, M4, mp, Mg, mc et Mq sont vérifiées pour chacun des sept appels
récursifs. Nous pouvons donc appliquer H R; a chacun d’eux.

— Pour P, = Ay X By :

M(P6) — M(Pl) = [(QMA — mA)tj + (2mA — MA)Sj] X
[(QMB — mB)t]’ + (2mB — MB)SJ'] — U;-L‘H’UjBH
= vl — o
= Uj+1U]B+1 - U}L‘Uf
Et comme v* et v? sont croissantes et positives, il vient M (Ps) > M(P,).

>
— Pour P, = Aj3 X By + 8C1; : de la méme maniere, M (Ps) > M(P,).

49



2. LE PRODUIT MATRICIEL

— Pour P3 = (A12 -+ All — A21 — AQQ) X B22 .
M(P@) . M(P3) UA+1UJB+1 v;411+A12—A21—A22Uszz
U;‘HUJBH [(2M4 — 2ma)t; + (2ma — 2M4)s;]o?
= vﬁrlvﬁrl ( ;‘4+1 — mat; — Mys;)v? d’apres (2.8)
U}AJr [ fﬂ Uf] - U;‘Uf
= Uf+1[vf+1 - QU}B]
> UJAHSJ [Mp —mg] >0
— Pour P4 = A22 X (BQQ + Bll — Bgl — Blg) + ﬂ(CQQ — 012 — 021) : de la méme maniére,
M(PG) o M(P4) — U;‘q-&-lUjB-&-l o 2)]{4221};322-&-311—1312—321 >0
— Pour Ps = (A9 + Ag2) X (B12 — By1) + 5Ch2 ¢
M(Pg,) . M(P5) _ 1)34+1U]B+1 . UA21+A220]B12 Bi1
A B
= vhav — 20) [ — o]
A B A B B
[QU ] Ujp1 — Y5 [ Vjy1 — uj}
U]A’UJBH uAv]BH + vAu;B
it o +uf ] = utefy
A A B
= v} [207] —ujvih
et comme uf < 0 < v, 0P 0P, il vient M(Ps) — M(Ps) > 0.
— Pour P7 (AH — Agl) (322 — Blg) + 5(022 — 012> : en utilisant P5,
M(P5) . M(P7) — UA21+A22 312 B U;‘ln*AmUszQ*Bm
= [ MAt +2mAs] (MA—mA)t-—(mA—MA)sj] X
[(Mp —mp)t; + (mp — Mp)s;]
= [(MA +ma)(t; + ;) [(Mp — mp)(t; — 55)]
>

— Les coefficients des blocs Uy, Us, Ug et U; sont bornés par kM 4 Mg + M et sont donc
inférieurs en valeur absolue a ceux de F;.

— Pour Ug = (Azl + A22 —

Vx coefficient de Uy, |

Or 2MA —ma — (—QmA

An)

X (B — B12) +

(A1 + Agg) X By :

<2MA —mA)(MB —mB) + 2M 4 Mg

| <max | (—
(_

=Mas+my>0et0 < —my < My, donc I’équation

—l—MA)

2ma + My)(Mp —mp) — 2maMp k/2j.
2mA + MA)(MB — mB) — QMAmB

(2.15)

2.15[se réduit a |z| < (2My — ma)(Mp — mp) + 2M s Mp.
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2.2. ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

M(Ps) — M(Uy) > (2M4s—ma)(2Mpg —mp) — (2Ma —ma)(Mp — mp)
—2MaMp
= (2M4 —ma)Mp — 2MsMp
= —myaMp >0

— Pour Uz = Ayy X (Bas — Bia) + (Ag1 + Ags) X Byy + 3(Cos — Co) : de la méme maniére,

(Ma(Mp —mp) + 2MsMp)k/2? + |B|(Mc — mce)

Va coeff. de Us, |z| <max | (My(Mp —mp) — 2maMp)k/27 + |B|(Mc — me)
(Ma(Mp —mp) — 2Mamp)k/2 + |B](Mc — mce)

Le maximum est toujours atteint par le premier argument et comme k/2/ > 1, 3 <

Myg—mapet Mo —me < Mg — mpg, il vient :

lz| < (Ma(Mg —mp) +2MsMg)k/2 + (Me — me)
(2M 4 — ma)(Mp — mp) + 2MsMp)k/2?
< M(U2) < M(P6).

— Pour U4 = (Azl + A22) X BQQ + All X (Blg — ng) + ﬁclg : de la méme maniére,

IA

Va coefficient de Uy, |2| < (Ma(Mp —mp) + 2MaMp)k/27 + |3|Mc.
Comme My < Mg —mp, —my < My et —mp < Mp, il vient
M(Uy) < M(Us) < M(Fs).
Ainsi
JV ety _ M(Pﬁ)i A B F

ma,Ma,mp,Mp 2i+1 = Uj+1Yj41 2i+1°
et HR;,, est vérifiée.

Pour I’initialisation de la récurrence (; = 1), les produits des blocs sont effectués par 1’al-
gorithme classique. D’apres (2.9) et (2.10), on obtient :

Myt siams s monie(P1) = MaMgpk/2
rlriivMA,mB,MB,maMc (P2) = MaMpk/2+ |B|Mc
Mi{i,MA,mB,MB,mC,MC(P?») = 2(Mg—ma)Mpk/2
M oo (Pr) = 2Ma(Mp — mp)k/2 + ||(2Mc — me)
e Mam M menie(P5) = 2Ma(Mp —mp)k/2+ || Mc
;ii,MA,mB,MB,mc,MC(PG) = (2Ma —ma)(2Mp — mp)k/2
s o (P = (Ma —ma)(Mp — mp)k/2 + |8|(Mc — me)
iiﬁ,MA,mB,MB,mC,MC(Uﬂ = (2My —ma)(Mp — mp)k/2 +2MMgk/2
o sty mento(Us) = Ma(Mp —mp)k/2 +2MaMpk/2 + |8|(Mc — mc)
Mi{x]vaAymB,MB,mc,Mc(Uzl) = 2MsMpk/2+ Ma(Mp —mp)k/2 + |B|Mc
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A nouveau nous allons montrer que Méi Mamp Mpme M (Fo) atteint la valeur la plus grande,
en utilisant les invariants (2.11)), (2.12) et (2.13)) et le fait que |3| < My, Mp.

C’est évident pour P et Ps.
— Pour P; :

MyE (Pg) = MYE (Py) = ((2Ma —ma)(2Mp —mp) — 2(M4 — ma)Mp)k/2
= (ZMAMBk — (2MA — mA)mB)k/Z Z 0

— Pour P, : Comme —|3|(2M¢ — m¢) > —M4(2Mp — mp), on obtient

MyE (Po) = MyE (P = ((2Ma —ma)(2Mp —mp) — 2Ma(Mp — mp))k/2
—|B|(M¢c — 2m¢)

(MA - mA)(QMB - mB) - QMA(MB - mB)

= ma(mp —2Mp) >0

Lk Lk
- Pour P5 ' MmA7MAamB7MvaC'7MC <P5) S MmA7MA7mBuMBumC7MC (P4>
— Pour F; :

Mk (Ps) = Myh (Pr) = ((2Ma —ma)(2Mp — mp)
—(Ma —ma)(Mp —mp)k/2 —|B|(Mc — mc)
> My(2Mp —mp)+ (Ma —ma)Mp
—MA(MB — TTLB)
> (2My—ma)Mp >0

— Pour U,, U; et Uy : avec le méme argument que pour le cas ol j est quelconque.
H R, est donc vérifiée.

Avec % quelconque

Soit [ tel que 2'd < k < 2!(d 4+ 1) (d = |4;]). Les opérations de mise a jour, de pelage
dynamique, sont des produits matrice-vecteur, des produits scalaires et des produits tensoriels.
Ces calculs n’impliquent donc pas de valeurs intermédiaires supérieures en valeur absolue a
EMaMp + |B|Mc < (k+ 1) Mo Msp.

Nous allons montrer que cette borne est toujours inférieure a celle de I’algorithme de Wi-
nograd utilisée pour les blocs pairs :

Vi >1 24d+ 1) MsMp < vf'vP {gJ

(car (k + 1)MsMp < 2/(d + 1) M4 Mp).
— Pour [ = 1, I'inéquation est vérifiée : 2M Mp(d + 1) < (2Ma — ma)(2Mp — mp)d
(card > 1).
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2.2. ALGORITHME RAPIDE DE WINOGRAD

— Supposons qu’elle est vérifiée pour [ > 1 et montrons la pour [ + 1 :

k
Uljilvﬁl L%J = [(QMA — mA)tl + (QmA — MA)SI]
X [(QMB — mB)tl + (2mB — MB)Sl]d
Z 2[MAtl + mAsl] [MBtl + mle]2d
>

2(2' My Mp(2d + 1))
2 My Mp(d +1)).

(AVARVS

Par récurrence, la borne de I’équation (2.14)) est vérifiée pour k quelconque.

Optimalité de la borne

Nous construisons simplement une suite de paires de matrices carrées A; et B; d’ordre 2!
pour lesquelles [ niveaux récursifs de 1’algorithme de Winograd impliquent des calculs inter-
médiaires égaux en valeur absolue a la borne (2.14).

Soit .J; la matrice carrée d’ordre 2! dont les coefficients sont égaux a 1. Soit (Ap)en- et
(B))ien+ définies récursivement comme suit :

; - -

m 0 Mg m
A = A B = B B
My My 0 Mg
A0 B, B
Al+1 = ) Bl+1 =
Al Al 0 Bl

oﬁE = (MA + mA)Jl — Al etE = (MB —|—mB)Jl — Bl.
Comme a chaque niveau récursif, le calcul de Ps = (Agy + Aoy — A1) X (Bag + Bip — Bia)
implique la plus grande valeur intermédiaire possible, définissons :

S(A) = (Ao + (Ao — (A1 =240 — Ay =341 — (Ma+ma)Ji—s.

Par ailleurs, S(.J;) = J;_; et S est linéaire. Ainsi, en appliquant Py récursivement [ fois :

S(S(...(S(A)))) = SYA) = 371S(A) — (M4 +my) (Z 3’“) Ji.

S(Ay) = [2M 4 — ma] et J; = [1] impliquent :

=11 1+3 1—3¢
- (Ma+my) = + My +

SZ(AZ) = 31_1(2MA — mA) — B 9

ma.

De méme pour B; :

1+ 3 13
Mg +

l _
S(By) = 9 9

mpg.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Lordre de A; et By est k = 2!, donc | % | = 1. Ainsi, le calcul de A; x B; avec [ niveaux ré-

cursifs de I’algorithme de Winograd implique des valeurs intermédiaires égales a UlAl UZB ! L%J ,

ce qui prouve I’optimalité de la borne. O]

Remarque 2.1. Cette borne ne dépend pas de I’éventuel terme supplémentaire +3C' car c’est
le calcul de F; qui domine la croissance des coefficients.

Si les éléments du corps fini sont représentés par des entiers compris entre 0 et p — 1
(représentation positive), la borne devient :

Corollaire 2.2 (Représentation modulaire positive). Avec a; j,b;;,¢i;,0€[0...p—1], 0ona

b () (o

Et dans le cas d’une représentation centrée, la borne est améliorée :

Corollaire 2.3 (Représentation modulaire centrée). Avec a; ;,b;;,¢;j, 3 € [—7%1 O = )

o] < (%) 5| -

Corollaire 2.4. On peut calculer | niveaux récursifs de I’algorithme de Winograd sans réduc-
tion modulaire sur des entiers représentés sur -y bits des lors que k < Kqc 0l

o = («1 n 32><p P 1)2.

pour une représentation modulaire positive et

27 +2
kmax = <—2 + 1) 2l’
B'p—1)

pour une représentation modulaire centrée.

Démonstration. Les bornes des corollaires [2.2] et [2.3] doivent étre inférieures a 27. On pose
d = | %], et on résout I'inéquation pour d. Enfin I’encadrement 2'd < k < 2!(d + 1) donne le
résultat. [

Corollaire 2.5 (Optimalité de la représentation modulaire centrée). Parmi toutes les représen-
tations modulaires représentant Z,, par un intervalle [m ... M|, avec M —m = p—1, c’est la
représentation centrée (m = —M = (p — 1)/2) qui minimise la borne du théoréme 2.1}

Démonstration. On supposera sans perte de généralité que 0 < —m < M. Pour deux matrices
A, B représentées par des coefficients dans I’intervalle [m . .. M], 1a borne devient

(5t o] (o)

qui est minimal quand m = —M. On en déduit M = —m = (p — 1)/2. O
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2.3. MISE EN (EUVRE

2.3 Mise en ceuvre

Dans la nomenclature des BLAS, I’opération de multiplication matricielle s’appelle gemm,
pour GEneral Matrix Multiplication. Le nom de la routine BLAS s’obtient en y apposant le
préfixe correspondant au type utilisé pour la représentation flottante : dgemm pour des flottants
double précision, sgemm pour des flottants simple précision, ... Par analogie, nous nommons
la routine de multiplication matricielle dans un corps fini f£gemm, pour Finite field GEneral
Matrix Multiplication.

2.3.1 Une structure en cascade

Pour résumer, nous avons proposé trois idées permettant d’accélérer le produit matriciel sur
un corps fini :

1. différer la réduction modulaire en effectuant le plus longtemps possible le calcul sur Z,
2. découper les matrices en petits blocs pour tirer parti des niveaux de mémoire cache,
3. utiliser ’algorithme de multiplication rapide de Winograd.

Chacun de ces points définit un découpage en blocs des matrices et donc un seuil de granu-
larité, séparant deux traitements différents :

1. les bornes sur le débordement ((2.1)), (2.2) ou théoreme [2.1)) définissent une taille maxi-
male k., de bloc pouvant étre traité sur Z. Au dela de cette taille, les matrices sont
découpées en blocs de dimensions m X ky,x et knax X 1, chaque bloc est traité sur Z et
les réductions modulaires sont effectuées entre chaque produit de blocs.

2. Pour profiter des niveaux de mémoire cache, les matrices doivent étre découpées en blocs
contigus (une copie est donc nécessaire). La taille de ces blocs dépend de 1’architecture
utilisée. Cette idée est développée dans [61]].

3. Comme nous I’avons vu dans la partie[2.2.1] ’algorithme de Winograd doit étre combiné
en pratique avec 1’algorithme classique qui effectue le produit matriciel pour des tailles
de blocs inférieures a un seuil. Ce dernier doit étre déterminé expérimentalement.

Pour le deuxieme point (optimiser 1'utilisation du cache), cette tache peut étre effectuée a
la main ou bien confiée aux BLAS qui I’incluent parmi d’autres optimisations. Le graphique
de la figure [2.2] compare les vitesses de calcul (en Million d’opérations arithmétiques par se-
conde) pour I’algorithme classique d’une implémentation standard, de I’implémentation a la
main du découpage en blocs de taille 33 (expérimentalement le meilleur pour la machine utili-
sée) et de notre implémentation utilisant les BLAS (fgemm). A titre de comparaison, la vitesse
de la méme opération par les BLAS en calcul flottant est aussi donnée (dgemm). On constate
premierement I’intérét du découpage par blocs (gain de facteur 10). Par ailleurs, 1’utilisation
des BLAS améliore encore cette vitesse de pres du double, grace a d’autres optimisations de
I’arithmétique en virgule flottante (fused-mac, SSE, pipeline...). Ainsi il est préférable d’utili-
ser directement les BLAS, plutdt que s’efforcer a les imiter. Leur fréquente mise a jour et la
diversité des architectures qu’ils recouvrent sont aussi un gage de pérennité.

Il reste donc deux criteres de basculement : celui entre 1’algorithme de Winograd et I’algo-
rithme classique et celui entre les opérations sur Z et les réductions modulaires. Nous avons
représenté leur agencement dans notre implémentation sur la figure [2.3]
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Multiplication classique dans Z/65521Z sur un P4, 3.4 GHz
6000 T T T T T T

5000

4000

3000

Mfops

2000

1000

O Il Il Il Il Il Il
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

dgemm —+—— fgemm Standard Bloc-33 —x—

FIG. 2.2 — Optimisation de cache : multiplication classique par blocs.

La routine visible, fgemm, consiste a calculer les deux seuils : k. pour le calcul différé
et [, le nombre de niveaux récursifs de I’algorithme de Winograd a effectuer. La procédure
WinoMain effectue les tests relatifs aux seuils. Sil > 0, le calcul est délégué a WinoCalc
sur Z, ou a WinoMain sur Z, selon le seuil kpy,. WinoCalc effectue les 22 opérations par
blocs de I’algorithme de Winograd ainsi que les mises a jour de rang 1 pour les dimensions
impaires. Si [ = 0, le calcul est effectué par ClassicMatmul qui découpe les matrices en
blocs de taille k.« (éventuellement un seul bloc) et fait effectuer les produits de blocs sur Z
par ClassicMatmul qui appelle directement la routine dgemm des BLAS, en effectuant les
éventuelles conversions et réductions modulaires.

Le calcul des seuils est un point délicat de cette routine. D’une part le nombre de niveaux
récursifs [ est calcul€ a partir de Awinograd, 1a dimension a partir de laquelle un niveau récursif
devient plus intéressant que 1’algorithme classique. Or ce kwinograd, déterminé expérimentale-
ment, varie, selon que le premier niveau récursif est exécuté dans Z (kya > k) ou dans Z,
(Fmax < k). Ainsi [ dépend de k.. Or d’autre part, kn, est calculé d’apres les formules du
corollaire [2.4) et dépend donc de [ et de p.

Afin de résoudre cette dépendance réciproque nous ignorons simplement le fait que [ dé-
pende de k. en utilisant la relation (2.4) pour le méme seuil Awinograa quelque soit la valeur
de Kmax.

Une perspective d’amélioration serait de d’automatiser le calcul de [ en fonction de k et
kmax (en utilisant quelques données expérimentales), afin de calculer la valeur optimale [ par
le schéma itératif suivant :

-1=0
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2.3. MISE EN (EUVRE

Zpz z
|
( fgemm h |
kmax= 1
= J l
|
L ;
WinoMain -1 WinoCalc | WinoMain -1 WinoCalc
22 Winograd’s ops : «t 22 Winograd’s ops
|
i A
|
|
| N
‘ 1=0?
|
} (0]
l ClassicMatmul
|
|
|
|
|
|

FIG. 2.3 — Structure en cascade de I’implémentation de fgemm

Architecture | PIII - 2Mo de Cache | P4- 512Ko de Cache Itanium?2
Fwinograd 400 550 2200
m 1000 5000 1000 5000 1000 5000
p= [ 2 4 1 4 0 2
5 kmax || 1, 1E14 | 5,49F12 | bE14 | 5,49F12 | 2,25F15 | 1,1E15
p= [ 2 4 1 4 0 2
1048583 | Kmax 1622 95 7283 95 32768 1622
p= [ 2 4 1 4 0 2
8388617 | kmax 29 17 115 17 512 29

TAB. 2.5 — Exemple de valeurs des seuils [ et k., pour le produit matriciel avec une repré-
sentation modulaire centrée
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

— Calculer kpax (1, p, k)

— répéter

- Calculer [(k, kmax)

- Calculer k. (1, p, k)

— tant que [ augmente

Pour illustrer cette discussion, nous donnons dans le tableau @] différentes configurations
des seuils k.« €t [ selon les architectures, les nombres premiers p et la dimension k& considérés.

2.3.2 Expériences et comparaison avec les routines numériques

Nous montrons dans cette partie, que les temps de calcul de cette implémentation sont
comparables a ceux du calcul numérique en virgule flottante, pour le produit classique. De
plus I'utilisation de 1’algorithme de Winograd permet méme d’é&tre plus rapide que ces derniers
pour des matrices suffisamment grandes.

Pour le produit classique, nous avons vu sur la figure [2.2] que la vitesse sur un corps fini
premier reste tres proche de la vitesse d’un calcul similaire en virgule flottante. Le gain par
rapport a une implémentation naive du produit est considérable (un facteur 20). Concernant
les corps de Galois de type GF(p"), cette technique peut aussi étre appliquée, en utilisant une
représentation g-adique des éléments sur Z, ou ¢ est un nombre premier différent de p : chaque
élément étant un polyndéme k(X) a coefficient dans Z,, on le représente sur Z par sa valeur
en ¢, k(q). On se reportera a [34, §2.5, Annexe B] pour plus de détails a ce sujet. La figure

Multiplication matricielle classique sur un Pl 735 MHz
700 T T T T T T

T T
ATLAS. (1) —+—
GF(19) —— Différée "a la main" (entiers de 32 bits). (2) —&—

600 GF(32) —— Corps de Galois vers ATLAS. (4) —*—

4

~——+—

500

400

300

Speed (Mop/s)

200

100

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n

FIG. 2.4 — Comparaison de vitesses pour le produit matriciel classique

[2.4]donne les temps de calcul pour ce type de corps (courbe (4)). Les opérations de conversion
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2.3. MISE EN (EUVRE

étant plus cofiteuses, la vitesse est inférieure a celle des corps premiers, mais reste toujours
quatre fois supérieure a celle d’'une implémentation naive. On remarque aussi sur cette figure
les bonnes performances de 1’approche naive sur des petites tailles de matrices. Il y a plusieurs
raisons a cela : I’architecture considérée est un Pentium III qui ne dispose pas des opérations
de type fused-mac, donc I’avantage des BLAS est essentiellement celui de la gestion des blocs
pour la mémoire cache ; or pour de telles tailles, les défauts de ligne de cache n’ont pas lieu
(toutes les données tiennent dans les caches), et ’utilisation des BLAS pour ce critere est donc
inutile ; enfin, la représentation de corps finis utilisée n’est pas Modular<double>, et les
conversions d’un type entier vers un type flottant pénalisent donc I'utilisation des BLAS. Ces
résultats auraient pu plaider en défaveur de I’utilisation des BLAS, mais leurs progres avec les
architectures plus récentes (Pentium 4, Itanium...) et le recours a la représentation Modular—
<double> rendent cette discussion obsolete, comme le montre la figure @

Multiplication rapide dans Z/65521Z sur un PIIl-1.6Ghz (1Mo de cache L2)

2000 T T T T T
—
1800 -
1600
1400
[%2]
o
L
=
1200
1000 | f .
{ Classique —+—
T Winograd 1 niveau
800 I Winograd 2 niveaux —— |
| Winograd 3 niveaux —&—
| Winograd 4 niveaux
1 Winograd 5 niveaux
600 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

n

FI1G. 2.5 — Gain dit a lutilisation de I’algorithme de Winograd

Nous étudions maintenant 1’intérét de 1’algorithme de multiplication rapide de Winograd.
La figure 2.5 montre la vitesse du produit matriciel pour différents niveaux récursifs de 1’al-
gorithme de Winograd. On constate que sur cette architecture, un seul niveau récursif accélere
I’opération pour des tailles supérieures a 80, 2 niveaux pour 140, 3 pour 400, etc. On obtient
un gain de 38% pour n = 3000. Ces parametres sont tres variables selon les architectures,
comme nous allons le voir.

Nous comparons maintenant les temps de calculs entre 1’algorithme classique et notre im-
plémentation, avec un choix automatique du nombre de niveaux récursifs de 1’algorithme de
Winograd, dans les tableaux [2.6|pour un Pentium 4 et dans le tableau 2.7 pour un Itanium2 64
bits.
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2. LE PRODUIT MATRICIEL

Ici, le parametre winograa défini pour I’équation vaut environ 1000 pour le tableau
et 2500 pour le tableau Les gains atteignent jusqu’a 29% pour des matrices d’ordre
8000. En revanche I'utilisation de mémoire temporaire dans 1’algorithme de Winograd peut
devenir pénalisante lorsque les ressources en mémoire sont critiques, comme c’est le cas pour
les matrices d’ordre 10000.

On remarque aussi I’intérét de faire reposer notre implémentation sur I’interface générique
des BLAS : elle bénéficie du coup directement de leur amélioration, comme c’est ici le cas
avec les BLAS GOTO, optimisés pour ce type d’architectures.
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n 1000 | 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000
fgemm || 0,41s | 2,86s | §,81s | 36,82s | 101,27s | 144,66s | 213, 69s DM
% | dgemm || 0,39s | 3,06s | 10,28s | 47,19s | 129,20s | 192,61s | 276,43s | 379,05s
<E:]t ggjzz 1,05 | 0,93 0,85 0,78 0,78 0,75 0,77 -
fgemm || 0,37s | 2,60s | 8,32s | 34,80s | 90,54s | 128,18s | 181,98s DM
o | dgemm || 0,36s | 2,79s | 9,3bs | 43,36s | 118,07s | 178,23s | 251,11s | 344,73s
g ggzzz 1,02 | 0,93 0,88 0,80 0,76 0,71 0,72 -
DM : Débordement Mémoire
TAB. 2.6 — Comparaison fgemn/ dgemm sur un P4-3,4GHz-1Go

n 1000 | 2000 3000 5000 7000 8000 9000 10000
fgemm || 0,50s | 3,66s | 11,87s | 51,21s | 131,78s | 188, 14s | 273,39s | 363,41s
2 | dgemm || 0,46s | 3,47s | 11,74s | 53,90s | 147,06s | 217,20s | 311,57s | 422,85s
z foemm |l 1,08 | 1,05 | 1,01 | 095 0,89 0,86 0,87 0,85
fgemm || 0,44s | 3,35s | 10,68s | 46,08s | 119,33s | 173,24s | 245,50s | 328,22s
o | dgemm || 0,40s | 3,17s | 10,61s | 48,90s | 133,90s | 200,26s | 284,47s | 391, 01s
é gz:z;:: 1,1 | 1,05 1,00 0,94 0,89 0,86 0,86 0,83

TAB. 2.7 — Comparaison fgemn/ dgemm sur Itanium2-1,3GHz-16Go




RESOLUTION DE SYSTEMES

La résolution de systemes pour des matrices denses est essentiellement basée sur la méthode
du pivot de Gauss. Celle-ci peut €tre décomposée en deux phases distinctes : la mise sous
forme triangulaire de la matrice, puis la résolution des systemes triangulaires obtenus. Depuis
[1O], la description en opérations par blocs de ces algorithmes fait reposer la mise sous forme
triangulaire sur deux opérations principales : la résolutions de systemes triangulaires multiples
et le produit matriciel. Dans un ordre constructif, nous commencgons donc par 1’étude de la
résolution de systémes triangulaires multiples avant d’étudier les triangularisations. Enfin nous
appliquerons ces méthodes a I’inversion matricielle.

Ces travaux ont été réalisés en étroite collaboration avec Pascal Giorgi. Son mémoire de
these [56] développe également le sujet en mettant davantage 1’accent sur leur intégration
au sein de la bibliotheque LINBOX. La plupart de ces résultats ont aussi été présentés dans
’article [35].

Les complexités algébriques des algorithmes considérés sont toutes en O (n*). En revanche,
nous nous concentrerons sur la constante du terme dominant dans cette complexité, que nous
exprimerons en fonction de la constante du produit matriciel. Nous utiliserons ainsi les no-
tations suivantes : pour un algorithme X, 7k désignera le terme dominant de la complexité
algébrique de cet algorithme. Par exemple, pour la multiplication de deux matrices de dimen-
sions m X k et k x n, on définit Ty (m, k, n). En particulier Typy(n, n,n) = Cyn®, ou C,
est la constante du produit matriciel (Cs = 2 pour I’algorithme classique, Clog,7 = 6 pour
I’algorithme de Winograd).

Pour ces calculs, nous aurons souvent recours au produit matriciel de dimensions quel-
conques Tyy(m, n, k). Les meilleurs résultats de complexité selon m, n et k sont donnés dans
[68]. En particulier, une complexité proche de quadratique, 7'(n",n,n) = O (n2+°(1)), est at-
teinte pour des matrices fortement rectangulaires (0 < x < 0,2946). La complexité finale des
algorithmes que nous étudions étant O (n*), nous n’utiliserons pas ces résultats. Il nous suffira
de considérer le découpage des opérandes A et B en blocs carrés d’ordre z = min(m, k, n)
pour obtenir I’expression suivante :

Tt ko) =[] [2] [ £] =
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3.1 Résolution multiple de systémes triangulaires

La résolution de systemes triangulaires se décline sous plusieurs variantes : résolution a
gauche, a droite d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Nous détaillerons ici, sans
perte de généralité, le cas de la résolution a gauche avec une matrice triangulaire supérieure.
De plus nous considérons la résolution avec un membre de droite matriciel, ce qui peut étre
vu comme une résolution simultanée de plusieurs systémes utilisant la méme matrice trian-
gulaire. Cette opération est en effet tres utilisée dans les algorithmes d’algebre linéaire par
blocs, a commencer par I’élimination de Gauss, comme nous le verrons dans la partie |3.2
Nous étudions donc I’opération

X =U"'B,

ou X et B sont de dimensions m X n et U est triangulaire supérieure inversible et d’ordre m.
Dans la nomenclature BLAS, cette opération s’appelle t rsm pour TRiangular System solving
with Matrix right/left handside. De la méme facon que pour le produit matriciel, le préfixe
d indique que la routine dt rsm correspond a I’'imlpémentation spécialisée pour les flottants
double précision.

Cette opération peut étre effectuée par un algorithme récursif par blocs, reposant essen-
tiellement sur le produit matriciel. Nous rappellerons cet algorithme dans la partie [3.1.1] en
détaillant le calcul de sa complexité algébrique. Nous montrons ensuite comment améliorer
les performances en pratique de cet algorithme dans deux implémentations en cascade : 1’une
basée sur la routine correspondante des BLAS dt rsm (partie et I’autre utilisant le pro-
duit scalaire avec réduction modulaire différée, de la partie (partie|3.1.3)).

3.1.1 Lalgorithme récursif par blocs

Une approche diviser pour régner permet de construire un algorithme par bloc pour ce
probléme, et de le réduire ainsi a des produits matriciels, en utilisant le découpage

A X B
A1 AQ X1 . Bl
A3 X2 BQ

pour m < n. Nous en rappelons le principe dans 1’algorithme [3.1]

Cet algorithme maintient au cours de ses appels récursifs 1’invariant m < n, ce qui per-
met de calculer la complexité en déroulant la relation de récurrence. En revanche on ne peut
procéder de méme pour le cas m > n. Nous proposons dans ce cas, d’ajouter au découpage
précédent, le découpage des matrices X et B suivant sa dimension 7 :

A X B
AN AN AN

™~

Al AQ Xll X12 Bll Bl2
Ag X21 X22 B21 822

Ainsi, les blocs X771, X129, Xo1 et Xyo sont calculés par quatre appels récursifs pour lesquels
I’invariant m > n est respecté.
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Algorithme 3.1 : ft rsm : algorithme récursif
Données : A € Z;*™, B € Z;*", telque m <n
Résultat : X € Z7"*" tel que AX = B

début
si m=1 alors
‘ X = Aﬁ x B
sinon

Bl = Bl — A2X2
X, :=trsm (A1, By)
retourner X

L Xy :=trsm (A3, By)

fin

Lemme 3.1. L’algorithme est correct. Le terme dominant de sa complexité arithmétique

dans 7., est
Cw n w :
o | Y sim <,
Ttrsm<m7 n) S C m2 w .
2(2%-2-1) [n_Q-‘ n sim 2 mn,

ot Cwn® est le terme dominant de le complexité du produit de deux matrices carrées d’ordre
n. En utilisant le produit matriciel classique, T ,cn(m,n) = min{mn? nm?}

Démonstration. On montre que 1’algorithme est correct en remarquant que

Xl . A3X2 = BQ
X = est solution <
X A Xy 4+ Ay Xy = By
On tire de I’algorithme récursif la relation T}, qn(m,n) = 2Tt .on(%, 1) + Tw(%, 5, n).
Notons t = log,(m). Sim < n,ona
Co
Ttrsm(mun) - 27ﬁt]:sm< 7 + ’Vﬁ-‘ mw
m

ot S 3 [2] (1)

=1

ni C, ! 2\’
< 2tTrsm 17 ’V_—‘_ v
< I Ten(lm) + [ Qm;(% )

n C 2 1_( 1)t
< 2T, (1, {—W— w 1)
=~ t ( n) m 2 2(4}—1 1_2“)%1

Comme T'..4(1,n) = 2n et (2°~1)" = m“~, on obtient

Co n
< — = | — w .
Tirsn(m,n) < 2@ 1) [mw m* + O (m + mn)
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Sim > n, larelation de récurrence devient

m n m m n
Trsm ) = 4Trsm a0 A 27, a0 A A
trem(m, 1) t (2 2)+ MM(2 5 2)
m n m*] 2C,

< 4Ttrsm(§7§)+ {F -5

VAN
ey
~
[a}
w0
3
R
3
~
82
=
+
—|
:w| Sw
_ _ )
| Q
€
VN
| e
N———

IN
=
€

[a]

9]

3
]
~~

&2,

—
~—

+

- 1

On trouve donc

Trnlmn) < gei—s ﬁﬂ w0 ((2)),

]

Remarque 3.1. Dans le cas ou m et n sont des puissances de 2, I’expression de ces complexités
se simplifie en

Cou w—1 :
- B sty sim <n
trsm(ma n) - C w—9 .
mn m S1m 2 n

Par la suite, nous nous placerons systématiquement dans cette situation pour étudier les
constantes, afin de simplifier les notations. Le résultat asymptotique reste inchangé.

Remarque 3.2. Ces complexités pourraient étre améliorées dans certaines distribution de m
et n en utilisant le produit de matrice rectangulaire de Huang et Pan [67]]. Par la suite nous
utiliserons le plus souvent cet algorithme pour dans le cas oit m = n, pour lequel cet algorithme
reste avantageux.

Au niveau de la mise en pratique, la réduction au produit matriciel, permet aussi de tirer parti
de I’efficacité de la routine de produit matriciel £gemm étudiée dans le chapitre[2] Néanmoins,
une démarche alternative consiste a appliquer I’'idée de la partie en utilisant la routine
équivalente des BLAS : dt rsm.

3.1.2 Utilisation de la routine dtrsm des BLAS

Nous montrons dans cette partie comment utiliser la routine dt rsm des BLAS pour le
calcul sur un corps fini. Pour ce faire nous montrerons comment contourner le probleme des
divisions, puis nous étudierons les limitations dues au grossissement des coefficients.
Traitement des divisions

Comme nous I’avons vu dans la partie [2.1.2] I’utilisation d’une routine des BLAS pour un

corps fini, revient a plonger le calcul dans Z, pour ensuite convertir le résultat dans le corps
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

fini. Pour résoudre un systéme triangulaire de dimension n, il faut effectuer n divisions dont
le dividende est chacun des éléments diagonaux de la matrice triangulaire. Ces divisions ne
sont pas a priori exactes, et un systeme a coefficients dans Z peut ainsi faire apparaitre une
solution rationnelle. Ceci rend impossible la conversion finale dans le corps fini. En revanche,
la diagonale de la matrice triangulaire est formée de 1, les divisions seront nécessairement
exactes, et le résultat appartiendra a Z.

Nous proposons donc un pré-traitement simple permettant de se ramener au cas de la dia-
gonale unité. Pour le systeme triangulaire AX = B, il suffit de factoriser A sous la forme
A = UD, ou D est la matrice diagonale formée par les coefficients diagonaux de A, et U,
une matrice triangulaire de diagonale unité. Le systtme UY = B peut ensuite étre résolu sans
division. Enfin, on trouve la solution du systéme initial en calculant X = D~'Y dans le corps
fini. Ce préconditionnement demande un surcoit de :

— m inversions dans Z, pour le calcul de D'

— (m — 1)% + mn multiplications dans Z, pour la normalisation de U et de X.

Controle du grossissement des coefficients

Le calcul sur Z est rendu possible. Il reste maintenant a s’assurer que les valeurs calculées
sont toujours représentables en machine. De la méme facon que nous avons procédé dans les
parties 2.1.1] et [2.2.4] pour le produit matriciel, nous allons borner les valeurs possibles des
calculs intervenant dans la résolution sur Z.

On peut avoir une premiere idée de la croissance des coefficients en remarquant que le
kieme coefficient x, du vecteur solution du systeme Ax = b est une combinaison linéaire des
n — k coefficients suivants : x;,i € [k + 1...n]. Par conséquent, la taille du plus grand des
coefficients croit linéairement en fonction de la dimension du systeme. Nous donnons dans le
théoreme [3.T)une borne plus précise de la valeur des coefficients calculés. Nous donnons aussi
une classe de systemes pour lesquels la borne est atteinte, ce qui prouve son optimalité.

Theoreme 3.1. Soit T' € Z"*"™ une matrice triangulaire supérieure avec une diagonale unité
etb € 72", avecm < T;; < Metm < b < M. On suppose que m < 0 < M. Soit
T = (2;)icp..n) € Z" la solution du systeme T'x = bdans Z. Alors, Vk € [0...n — 1] :

—up < Ty < v sik estpair,

—Up < Ty S uy  sik estimpair,

avec

w, = M (M + 1)k — MER (M — 1),

vp = M (M 4 1)k 4 MEm (A — 1),

Démonstration. On remarque tout d’abord les propriétés suivantes :

Ug < v
VE S —mu, < Muy,
—mu, < Muy
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Les deux premieres sont évidentes et la troisieme s’obtient en vérifiant que

M? —m?

2
La preuve se fait maintenant par récurrence sur k, en suivant I’odre de la résolution par remon-

tée du systeme triangulaire.
Le cas initial £ = 0 correspond a la premiere étape de la remontée : z,, = b,,, d’ou I’on tire

Muy, + muy, = (M +1)* = (M —1)") >0.

—ug=m<x, <M =1,

Supposons maintenant que les inégalités soient vérifiées pour & € [0...[] et montrons les
pour k = [+ 1. Si [ est impair, [ 4 1 est pair.

n
Tpg-1 = bpy1— E Th1-1,j7;

j=n—l
-1
2
< M+ max(Mug;, —muvg;) + max(Muwvg;y1, —mugit1)
1=0
-1
2
< M 1+ZU2¢+021‘+1
i=0
-1
2 M- M A
< M1+ Qm(M+2)(M+1)2Z+ M oy — 1)
1=0
M—m M+ -1 M+m (M -1 -1
< M1 M+ 2 M—2
= (+ s M+ 2= s M= =
M—-—m M+m
< 2 (M+1)l+1+T(M—1)H1:’Ul+1-
De méme,
-1
2
Tpoi_1 > m— max(Muvg;, —mug;) + max(Mugjt1, —mv2i+1)
=0
-1
2
> m—M)» v+ uzit1
i=0
-1
2 M= M ‘
> m-M (M 4+ 2)(M + 1) - T 9y — 1)
i=0
M —m (M+1)H*1 -1 M+m (M — 1)1 —1
> - M| —(M+2 — M -2
= M ( 7 M+ e 7 ==
M M
S . m(M—|—1)l+1—ﬁ(M—l)l+1 —w

Et on montre de la méme fagon que pour [ pair, on a

V41 < Tpogo1 < Uy

66



3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

Corollaire 3.2. En reprenant les notations du théoréme 3.1

M+m
2

M —m

lz| < (M+1)"+ (M —1)" 1.

De plus, cette borne est optimale.

Démonstration. On remarque simplement que la suite (vy) est croissante et toujours supé-
rieure a la suite (uy). AinsiVk € [0...n — 1|z, | < up < vp < v, g.
Or le systeme suivant

1 M m
1 M
1

~ 23 &
T
SR

admet pour solution le vecteur © = (;)cn..n) € Z" tel que Vk € [0...1n — 1] [2p_i| = vg.
La borne étant atteinte, elle est donc optimale. ]

Nous appliquons ce résultat pour les représentations positives dans le corollaire [3.3] et les
réprésentations centrées dans le corollaire [3.4]

Corollaire 3.3 (Représentation modulaire positive). Si 7; ;,b; € [0...p — 1], ona

p_l n— n—
ol < 2226+ (- 1),

1 p—1

p —
2

Corollaire 3.4 (Représentation modulaire centrée). Si T;;,b; € [-25~ ... %5, ona

-1 1 n—1
2] < pT (&) .

Démonstration. En prenant m = 0, M = p — 1 pour les représentations modulaires positives
et—m=M = 7%1 pour les réprésentations modulaires centrées. ]

Remarque 3.3. La représentation modulaire centrée permet donc de réduire cette borne d’un
facteur 271,

Ainsi, pour un corps fini donné, on peut calculer la solution d’un systeme triangulaire de
diagonale unité de dimension n par des opérations arithmétiques sur des nombres entiers re-
présentés sur -y bits si

p— 1 n— n—
@ -1 < (3.1)
pour une représentation modulaire positive et
-1 \"
. (2%) < (3.2)
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100 T - — —
Représentation positive -
Représentation centrée

80 1

60 b

e
40 g
20 t Tl i
0 1 1
1 10 100 1000

p

F1G. 3.1 — Dimension maximale du systeme triangulaire pour une résolution sur des entiers
de 53 bits

pour une représentation modulaire centrée.

Par exemple, pour les entiers représentés sur les double machine (53 bits de mantisse), on
obtient des dimensions maximales respectivement de 55 et 93 pour des représentations posi-
tives et centrées de Z,. Nous montrons 1’évolution de cette dimension maximale selon p dans
la figure [3.1] Pour des corps plus grands, cette dimension maximale devient trés rapidement
petite : pour p = 1001, n < 5 pour une représentation positive et n < 6 pour une représen-
tation centrée. Réciproquement, pour un systeme de dimension 3, le plus grand corps fini que
I’on peut utiliser est Zygps7 pour une représentation positive et Zyig107 pour une représenta-
tion centrée. Ces dimensions peuvent paraitre trop petites, mais nous montrerons dans la partie
[3.1.4] que cette technique permet pourtant d’améliorer la rapidité de la résolution de systéme
triangulaire dans certains cas.

Intégration dans I’algorithme récursif

Cette limitation dans la dimension des systemes pouvant étre résolus sur Z par les BLAS
nous pousse a considérer a nouveau une approche en cascade : 1’algorithme récursif est utilisé
en premier lieu ; la dimension décroit au fil des appels récursifs jusqu’a ce qu’elle vérifie I'une
des bornes ou (3.2)), et alors, la résolution sur Z par la routine dt rsm peut étre utilisée.

Dans cette configuration, on remarque que la normalisation du systeme n’est nécessaire
qu’au niveau terminal de la partie récursive, lors de ’appel a dt rsm. Il est donc préférable de
I’effectuer a ce niveau, plutdt que sur le systeme entier. Plus précisément, soit (3 la taille des
systemes lors de I’appel a la résolution par dt r sm. On supposera sans perte de généralité que
la taille du systéme initial s’écrit m = 2°3, ou i est le nombre de niveaux récursifs effectués.
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3.1. RESOLUTION MULTIPLE DE SYSTEMES TRIANGULAIRES

Nous proposons donc d’effectuer 2¢ normalisations de systeémes de dimension (3, soit un cofit
de :

— m inversions dans Z,,

- (8 — 1)% + mn multiplications dans Z,.

Ceci permet de gagner (% — 21%) m? multiplications dans Z, par rapport a la normalisation

initiale du systeme. Un seul niveau récursif permet déja d’économiser }LmQ multiplications et
ce gain peut atteindre %(m2 — m) multiplications avec log, m niveaux.

3.1.3 Reésolution avec réduction modulaire différée

L’ algorithme récursif de la partie [3.1.1] réduit la résolution de systemes triangulaires a des
produits matriciels de différentes tailles. Sur un corps fini, cette démarche engendre des réduc-
tions modulaires inutiles et on peut essayer de différer ces réductions comme nous 1I’avons fait
pour le produit scalaire ou le produit matriciel. Il faut donc effectuer les produits matriciels
des appels récursifs sur Z et controler la croissance des résultats pour appliquer la réduction
au moment opportun.

FI1G. 3.2 — Découpage pour I’algorithme t rsm en double cascade

Cette technique peut étre intégrée au sein de 1’algorithme en cascade précédent pour don-
ner I’algorithme [3.2]en double cascade illustré sur la figure[3.2] Le principe est d’effectuer un
découpage fin selon le grain ngpas, déterminé avec (3.2)) ou (3.1)), permettant Iutilisation de la
routine BLAS dt rsm pour la résolution triangulaire. Puis un découpage au niveau supérieur
selon ngifrere, déterminé avec (2.1) ou (2.2), permettant I'utilisation de la routine BLAS dgemm
pour le produit matriciel différé. La taille de ce dernier découpage doit étre un multiple de la
taille du découpage précédent. L algorithme procede alors de la fagon suivante : une boucle
lance les résolutions des blocs triangulaires de taille nggee puis la mise a jour par un produit
matriciel sur Z suivi d’une réduction modulaire. Les blocs triangulaires sont traités par 1’algo-
rithme récursif t rsm_di f féré dont le niveau terminal est la résolution par la routine BLAS
dtrsm et dont les mises a jours se font sans réduction modulaire.
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

Algorithme 3.2 : t rsm : Recursif Blas Différé

Données : A € 2™, B € Z;""

Résultat : X € Z7"*" tel que AX = B

début

Calculer le seuil ng a5 d’apres (3.2)) ou (3.1)

Calculer le seuil ngigee d’apres (2.1) ou (2.2))

Ndécoupage — Min(m /2, Naifrers)

Ndécoupage <— (Ndécoupage/TBLAS)BLAS 3 /* Ajustement de Ngscoupage & UN
multiple du grain ngras */

Vi
pour tout bloc-colonne de A de largeur nggcoupage de la forme | U; | faire
0
X; =trsm_différe(U;, B))
X; =X, modp
By i1=Bi.i1—-V.X;; /* avec réduction modulaire =/

retourner X
fin

Algorithme 3.3 : trsm_différé

Données : A € Z;*™, B € Z;*", m doit étre inférieur a ng; rre-e
Résultat : X € Z7"*" tel que AX = B

début
si m < ngyas alors

‘ X =trsm_blas(A, B); /+ décrit dans la partie *x/

sinon
/* (découpage des matrices en deux blocs de tailles
3] et [3]) */
A X B
A Ay X1 By
As Xo By
Xy :=trsm_différé (As, By)
B, = B; — Ay Xy ; /* sans réduction modulaire x/

| X1 ::trsm_différé (Al,Bl)
retourner X

fin
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3.1.4 Résultats expérimentaux
Comparaison des variantes

De 1I’étude précédente, nous retenons quatre variantes pour 1I’implémentation de la résolu-
tion multiple de systemes triangulaires :

Récursive pure (rec—pure) : simplement I’algorithme récursif,

Récursive-BLAS (rec-BLAS) : la méthode en cascade de la partie|3.1.2} utilisant la routine
dtrsm,

Récursive-BLAS-Différée (rec-BLAS-différé) : la méthode en double cascade de la
partie[3.1.3]

Récursive-Différée (rec-différé) : idem, sans le recours a dt rsm. Correspond a rec—
—pure dont les mises ont des réductions modulaires différées.

Nous comparons ces quatre variantes pour des corps finis de tailles différentes permettant
de faire varier les parametres ngpas €t ngissrs, comme indiqué dans le tableau 3.1

p [log, p] | nBLAS Ndifféré

5 3 23 | 2147483642
1048583 20 2 8190
8388617 23 2 126

TAB. 3.1 — Valeurs des seuils npras et nagsre pour différents corps finis

Dans la figure la matrice B est carrée (m = n) et nous utilisons I’'implémentation de
corps fini Modular<double>.

On constate tout d’abord I’avantage donné par I'utilisation de dt rsm en comparant les
courbes rec-blas et rec—pur pour p = 5. Cette différence s’estompe pour les autres
corps finis, puisque la taille du seuil ngy o5 devient trop petite : ngpas = 2.

Le fait de différer les réductions modulaires donne un gain d’environ 500 Mfops. Les
courbes pour p = 5 et p = 1 048 583 sont similaires, puisque dans les deux cas n < ngigere €t il
n’y a donc aucune réduction modulaire entre les produits matriciels. Enfin, pour p = 8 388 617,
le découpage en blocs de taille ngis¢ donne un net avantage aux variantes rec-différé et
rec-blas-différé. Les variantes rec-pur et rec-blas sont pénalisées par leur dé-
coupage dichotomique des dimensions, engendrant au final un nombre excessif de réductions
modulaires. En revanche nous ne pouvons pas expliquer la raison pour laquelle la variante
rec—blas-différé est nettement supérieure a rec—-différé pour p = 8388617, alors
qu’elle est sensiblement inférieure pour p = 5 ou p = 1048 583.

Performance de la routine ftrsm

Suite a la comparaison précédente, nous utiliserons pour ft rsm la variante rec-BLAS—
-Différée. Afin d’illustrer son efficacité, nous la comparons a la routine numérique dt rsm
ainsi qu’au produit matriciel.
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Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/5Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur —+—

Recursif + Blas —<—
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/1048583Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur —+—
Recursif + Blas —<—
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—
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n

Résolution de systémes triangulaires multiples dans Z/8388617Z sur un P4-3.2Ghz-1Go

Recursif pur —+—

Recursif + Blas ———
Recursif + Différé —x—
Recu‘rsif + Bla§ + Diﬁéré‘ —a—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

F1G. 3.3 — Comparaison des variantes de t rsmpour p = 5,1 048 583, 8 388 617 avec le BLAS
GOTO sur un Pentium4-3,2Ghz-1Go
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De la méme fagon que dans la partie [2.3.2] nous utilisons deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO) et deux architectures. Néanmoins nous ne présentons pas les résultats de la routine
dtrsm d’ATLAS sur le pentium 4 tellement ses performances sont faibles. Nous utilisons le
corps finis Zgss21 avec I’implémentation modulaire positive Modular<double>.

n 1000 | 2000 | 3000 5000 7500 10000
ftrsm || 0,40s | 2,49s | 7,46s | 30,40s | 96,89s | 228, 03s
dtrsm || 0,24s | 1,88s | 6,00s | 27,21s | 90, 71s | 226, 80s
[trsm 1,66 | 1,33 | 1,24 1,12 1,07 1,01

dtrsm

GOTO

TAB. 3.2 — Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un P4-3,2GHz-1Go

n 1000 | 2000 | 3000 5000 7500 10000

ftrsm || 0,37s | 2,30s | 6,59s | 31,75s | 101,7s | 209, 39s

2 | dusm || 0,22s | 1,71s | 5,50s | 29,87s | 99,4s | 210, 45s
Z firsm 167 | 1,35 | 1,20 1,06 | 1,02 0,99
ftrsm || 0,33s | 2,23s | 5,95s | 25,62s | 81,18s | 209, 25s

o | dirsm || 0,19s | 1,59s | 4,85s | 22,68s | 76,97s | 190, 87s
§ QZZ’TTZ 1,72 | 141 | 1,22 1,13 1,05 1,09

TAB. 3.3 — Temps de calcul de la résolution triangulaire multiple sur un Itanium2-1,5GHz--
24Go

Les tableaux [3.2]et[3.3| montrent que notre routine £t rsm atteint des performances proches
de celles de la routine numérique dtrsm, en particulier pour les grandes dimensions. Par
ailleurs, sur un Pentium 4 avec les BLAS GOTO, elle atteint des performances meilleures
qu’en numérique pour n = 10 000. Cette amélioration provient de 1’utilisation d’un produit
matriciel rapide pour ft rsm, alors qu’il s’agit d’un produit classique pour dt rsm.

Pour illustrer I’importance du produit matriciel dans cette opération, nous montrons dans la
figure[3.4]les ratios des temps de £t rsmet fgemm selon les architecture et les BLAS utilisées.
Avec un produit matriciel classique, ce ratio est théoriquement de 1/2. En utilisant le résultat
du lemme 3.1} il est de m = 2/3 avec I’exposant w = log, 7 de 1’algorithme de
Winograd. Expérimentalement, les courbes de ratios semblent converger vers cette valeur. Par
exemple le ratio est de 0, 7 pour n = 10 000 sur un Pentium 4 avec ATLAS.

3.2 Triangularisation

Par triangularisation, nous désignons la mise sous forme triangulaire d’une matrice, a partir
de la méthode du pivot de Gauss. Cette élimination peut étre vue comme une factorisation (ou
décomposition) matricielle sous la forme A = LU ou L et U sont respectivement triangulaires
inférieures et supérieures. On peut obtenir cette décomposition par des opérations élémentaires
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Ratios des temps de calcul entre ftrsm et fgemm
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FI1G. 3.4 — Ratios des temps de calcul entre la résolution triangulaire et le produit matriciel

sur les lignes de A. La décomposition A = LU est définie pour une matrice A générique, de
sorte qu’a chaque itération, le pivot soit inversible. On généralise ensuite cette décomposition
aux matrices inversibles quelconques, en autorisant une permutation sur les lignes, ce qui
permet de toujours trouver un pivot inversible. La décomposition devient alors A = PLU.
Si, on choisit plutdt une permutation sur les colonnes pour trouver le pivot, on obtient une
décomposition A = LU P. Dans les deux cas, le fait que la matrice soit inversible certifie
que I’on trouvera un élément non nul sur la ligne ou la colonne ou on le recherche. Enfin,
les matrices non inversibles, peuvent étre triangularisées sous une forme dite échelonnée par
ligne ou par colonne. Nous détaillerons ce dernier point dans la partie On associe alors
a ces matrices une décomposition A = LQUP ou A = PLUQ en introduisant une seconde
permutation, ou encore une décomposition A = LS P que nous étudierons plus en détails.

Afin de réduire ces décompositions au produit matriciel, des algorithmes par blocs ont été
proposés en 1974, dans [2, [10] pour les matrices inversibles. Ils sont depuis intensivement
exploités dans la bibliotheque LAPACK. Nous rappelons avec ’algorithme le principe de
la décomposition LU par blocs de matrices génériques.

Pour le calcul de la décomposition LUP de matrices inversibles, il suffit de modifier le cas
terminal m = 1 en ajoutant la recherche dans A d’un élément non nul et sa permutation, ainsi
que la mise a jour des permutations au cours des appels récursifs.

Lemme 3.2. Le terme dominant de la complexité algébrique de 1’algorithme LUP pour m < n

est C C
o w w—1 w
TLUdec(man) - 2(2w—2 _ 1)m n-—= 2(2w—1 _ 1)m
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Algorithme 3.4 : LUdec : décomposition LU
Données : A, une matrice m x n générique
Résultat : L triangulaire inférieure unitaire de dimension m x m et U triangulaire
supérieure de dimensions m x n telles que A = LU

début
si m=1 alors
| retourner (L =[1],U = A);
sinon
Ay A
Découper A = O ol Ay est m/2 x m/2;
Ay Agp
(Ll, [UH, Ulg]) = LU([AH Alg]) ou U11 est m/2 X m/2,
G= Aleﬁl;
H = Ay — GUyg;
(Lo, Us) = LU(H);
L Un U
retourner | L = ! U = e
G L2 U2

fin

Ce dernier vaut nm? — %m?’ avec la multiplication matricielle classique.

Remarque 3.4. Avec la multiplication matricielle classique et en prenant m = n, on retrouve
la complexité de 1’algorithme de Gauss : 2 n3.

Démonstration. D’apres le lemme (0.2} ce terme dominant est de la forme O (m* + nm®~1).
Il reste a établir les constantes « et B telles que Tiygec(m,n) = am® + Bnm~~!
La structure récursive de I’algorithme donne la relation

TLUdec(ma n) - TLUdec(m/Q» 7’L> + Ttrsm<m/2u m/2> + TMM(m/2) m/27 n— m/2)

3.3
+ Trugec(m/2,m —m/2). 3-3)
D’ou I’on tire
am? +Bnmw—1 = 20 <E>w _|_ﬁ <2n _ E) (@)(ul + L (@)w
B 2 2/ \2 2(2¢72 — 1) \ 2
m m\ w—1
(n=3)(3)
T nm3) 5
L B+ Co - C, +5 (2ﬁ+0)
- o\ 2(2¢-2 _ 1) m
Ce qui donne le systeme
a = < ﬁ+ Qw 2 1) Cw)
qui se résout en @ = — g4 e —etf= C—“é_l) O
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En 1982, les décompositions LSP et LQUP ont été introduites dans [71]] pour les matrices
quelconques. Parallelement, Keller-Gehrig a présenté en 1985 dans [81] un autre algorithme
par blocs pour la mise sous forme échelonnée en ligne.

Pour I’élaboration d’une routine de triangularisation, nous avons donc retenu les décom-
positions LSP et LQUP. Nous montrons que la décomposition LQUP, qui n’est qu’une faible
variation de la décomposition LSP, permet une meilleure gestion de la mémoire puisqu’elle
peut étre effectuée completement en place. Par ailleurs ces décompositions remplacent avan-
tageusement la mise sous forme échelonnée de Keller-Gehrig car elles produisent une véri-
table factorisation matricielle, dont les facteurs peuvent ensuite €tre utilisés dans les calculs.
Par exemple, nous verrons dans le chapitre 4] comment la décomposition LQUP permet non
seulemement de déterminer le profil de rang d’une matrice, mais fournit aussi les matrices
nécessaires a sa mise sous profil de rang générique et a sa complétion en une base.

3.2.1 La décomposition LSP

La décomposition LSP est une généralisation de la décomposition LUP pour des matrices
non nécessairement inversibles. Pour ces matrices, la recherche d’un pivot non nul sur une
ligne peut échouer. Dans ce cas, la ligne est simplement laissée nulle. Par conséquent, la ma-
trice triangulaire supérieure U est donc remplacée par une matrice S dite semi-triangulaire
supérieure : la matrice extraite en prenant ses lignes non nulles est triangulaire supérieure.
Nous renvoyons a [[71]] ou [9} §2.7c] pour plus de détails sur I’algorithme. Nous représentons
sur la figure [3.5]son déroulement en quatre phases. On remarque que la matrice L ne peut étre

AL Ses | ISes ) S|

A2 A

FIG. 3.5 — Principe de I’algorithme de décomposition LSP

stockée en place “sous la matrice” S, et nécessite donc 1’allocation de m? coefficients. De plus,
pour le calcul de A,; U, il faut extraire la sous matrice inversible de S; que 1’on peut copier
dans I’espace libre de L. Nous verrons dans la partie [3.2.2]que la décomposition LQUP permet
de remédier a cet inconvénient.

Remarque 3.5. Pour des matrices de plein rang, cet algorithme est équivalent a 1’algorithme
LUP, et a donc la complexité annoncée dans le lemme [3.2] Pour le cas des matrices de rang
quelconque, nous ne pouvons donner une expression simple de la complexité de 1’algorithme
en fonction du rang.
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3.2. TRIANGULARISATION

3.2.2 La décomposition LQUP

L’inconvénient de la décomposition LSP est que les lignes nulles intercalées dans la ma-
trice .S interdisent de stocker la matrice L “en dessous” de celle-ci, c’est a dire, dans la partie
triangulaire inférieure laissée nulle. Pour cette raison, il est préférable d’utiliser la décomposi-
tion LQUP, elle aussi introduite dans [71]. Il s’agit d’une variante de la décomposition LSP ou
la matrice S' est remplacée par la matrice U triangulaire supérieure, obtenue par des permuta-
tions des lignes nulles de S. Ces permutations sont représentées par la transposée de la matrice
(2. Ainsi on passe de la décomposition LQUP a la décomposition L.SP en posant simplement
S =QU.

v | v

FIG. 3.6 — Principe de ’algorithme de décomposition LQUP

Cette décomposition permet ainsi d’effectuer toute la décomposition en place, comme in-
diqué dans la figure [3.6] et par ailleurs, il n’est plus nécessaire d’extraire la matrice U; pour
effectuer I’opération Ay, U; *. Toujours dans un souci de réduire les copies de données, il est
préférable de stocker la matrice L sans ses colonnes nulles, c’est a dire sous la forme L(Q),
comme représenté dans la figure [3.6]

Nous verrons dans la partie [3.2.3] que ces différentes améliorations permettent a la routine
LQUP d’étre a la fois plus efficace en temps et en mémoire que la routine LSP.

3.2.3 Comparaisons expérimentales
LSP contre LQUP

Pour ces comparaisons, nous avons a nouveau utilisé I’implémentation Modular<dou-
ble> positive pour le corps fini, et les BLAS ATLAS. Nous avons utilisé des matrices denses
(n? éléments alloués), mais avec seulement 3n éléments non nuls choisis aléatoirement. Ceci
afin d’avoir potentiellement des matrices de rang inférieur a n.

n 400 | 1000 | 3000 | 5000 | 8000 | 10000
LSP | 0,05s | 0,48s | 8,01s | 32,54s | 404,8s | 1804s
LQUP || 0,05s | 0,45s | 7,59s | 29,90s | 201,7s | 1090s

TAB. 3.4 — Comparaison du temps réel d’exécution entre LSP et LOUP dans 71, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Les temps de calculs donnés dans le tableau [3.4]sont globalement proches pour des dimen-
sions allant jusqu’a 5000 car les opérations dominantes dans les deux algorithmes sont les
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3. RESOLUTION DE SYSTEMES

mémes (produits matriciels et résolutions triangulaires). Néanmoins LSP est plus lente sans
doute a cause des copies de données supplémentaires. Ce surcolit reste limité, mais a partir de
dimensions supérieures a 8000, I’écart devient considérable. Il s’agit du ralentissement di a
I’utilisation de la mémoire virtuelle sur le disque dur (mémoire swap), qui intervient lorsque
la mémoire vive est saturée. Ainsi, I’algorithme LSP, le plus coliteux en mémoire se retrouve
aussi pénalisé en temps de calcul pour ce type de dimensions.

n 400 1000 3000 5000 8000 10000
LSP | 2,83Mo | 17,85Mo | 160,4Mo | 444,2Mo | 1136Mo | 1779Mo
LQUP || 1,28Mo | 8,01Mo | 72,02Mo | 200,0Mo | 512,1Mo | 800,0Mo

TAB. 3.5 — Comparaison de [’allocation mémoire entre LSP et LQUP dans Zqo1, sur un P4,
2,4GHz-512Mo

Le tableau précise le volume des allocations mémoires de ces deux implémentations.
LSP alloue légerement plus du double que LQUP, pour stocker la matrice L (voir figure [3.5)),
ainsi que pour former les blocs contigus a partir des blocs semi-triangulaires de la matrice
S. On note par ailleurs que pour n = 8000, LQUP alloue 512,1 Mo qui ne nécessite qu’une
utilisation minime de la mémoire virtuelle (512 Mo de mémoire vive disponible), alors que
LSP alloue 1136 Mo, ce qui sollicite beaucoup plus la mémoire virtuelle, provoquant ainsi un
fort ralentissement.

Nous reviendrons sur le sujet de la gestion mémoire dans la partie [3.2.4] ot nous étudions
I’algorithme de triangularisation TURBO qui permet, outre son parallélisme, de mieux gérer
les probleme de débordement de 1a mémoire vive.

Pour des comparaisons plus détaillées, on pourra aussi se reporter a ’article [35] sur le
sujet.

Comparaison avec la routine numérique dgetr£f

Nous avons vu dans les parties [2.3.2]et [3.1.4] que I'utilisation du produit matriciel rapide de
Winograd permettait aux routines sur les corps finis d’atteindre des performances similaires
voire supérieures a celles en calcul numérique. Nous répétons ici cette approche en comparant
la routine LQUP avec son équivalent numérique : dgetrf de la bibliotheque LAPACK [3]].
Plus précisément, nous utilisons son implémentation fournie dans ATLAS, en la liant soit avec
les BLAS d’ATLAS soit avec ceux de GOTO.

Les tableaux et comparent ces temps de calcul dans le corps Zgss21. Les matrices
tests sont formés de coefficients tirés aléatoirement dans le corps. Elles ont ainsi un profil de
rang générique avec une grande probabilité, et les algorithmes n’ont donc aucune permutation
de ligne ou de colonne a effectuer dans le recherche des pivots.

Pour n = 10000, LQUP est moins de 10% plus lente que dgetrf sur un Pentium 4.
On ne peut espérer tirer autant parti du produit matriciel rapide que dans le tableau [2.6] en
effet I’algorithme LQUP ne fait intervenir au plus qu’un produit matriciel de dimension 7/2.
Ainsi, le gain de I’algorithme rapide sera forcément moins important. Dans le cas du calcul
sur un Pentium 4, le seuil Awinograa du premier est 1000. Ainsi, le produit matriciel avec n =
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n 1000 | 2000 | 3000 5000 7000 8000 9000 10000

Iqup || 0,34s | 1,98s | 5,54s | 21,38s | 54,67s | 79,45s | 110,29s | 137, 56s

2 | dgetef | 0,17s | 1,22s | 3,93s | 17,39s | 46,65s | 65,09s | 97,99s | 133,01s
Ec] dng 7 2,00 | 1,62 | 1,40 1,22 1,17 1,22 1,12 1,03
Iqup || 0,30s | 1,78s | 5,08s | 19,94s | 49,67s | 73,22s | 97,71s | 129, 76s

o | dgetrf || 0,15s | 1,14s | 3,54s | 16,86s | 41,77s | 62,28s | 88,00s | 120, 71s
é dg‘ggf 7 2,00 | 1,56 | 1,43 1,18 1,18 1,17 1,11 1,07

TAB. 3.6 — Comparaison en temps de calcul de LOUP avec dgetrf sur P4, 3,4GHz-1Go

n 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 9000 | 10000
lqup || 0,45s | 2,59s | 7,32s | 28,94s | 71,19s | 101,57s | 141,79s | 189, 39s
dgetrf || 0,22s | 1,53s | 4,84s | 21,14s | 55,84s | 81,81s | 116,02s | 156, 34s
e | 2,04 | 169| 151 136 121 1,24 1,22 1,21
lqup || 0,57s | 2,48s | 6,32s | 22,77s | 49,36s | 68,90s | 107,46s | 184, 83s
dgetrf || 0,20s | 1,39s | 4,33s | 18,69s | 49,44s | 73,28s | 103,07s | 140, 81s

d;q;;f 7 285 | 1,78 | 1,45 1,21 0,99 0,94 1,04 1,31

ATLAS

GOTO

TAB. 3.7 — Comparaison en temps de calcul de LOQUP avec dget rf sur Itanium2-1,5GHz--
24Go
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10000 utilise 4 niveaux récursifs, alors que 1’algorihtme LQUP n’en utilisera au plus que 3.
Ce phénomene est amplifié sur 1’architecture Itanium?2, pour laquelle le seuil est plus élevé :
kWinograd = 2500.

3.2.4 TURBO : un algorithme pour la localité en mémoire

Nous avons vu dans la partie [3.2.3] que la gestion de la mémoire pouvait avoir des réper-
cussions sur le temps de calcul des implémentations, en particulier lorsque la totalité de la
mémoire vive disponible est allouée, et que la mémoire virtuelle sur disque (mémoire swap)
est utlisée. Dans de telles situations, 1I’ordonnancement des opérations effectuées séquentiel-
lement importe fortement : un algorithme traitant les données disséminées dans toute la mé-
moire multipliera les appels mémoire au disque dur, ralentissant ainsi I’exécution. A I’inverse,
un algorithme respectant la localité en mémoire des données qu’il manipule, limitera ce ralen-
tissement.

Nous étudions donc maintenant un algorithme produisant la décomposition LQUP, mais
dont les opérations sont organisées différemment, afin de mieux respecter la localité des don-
nées et de permettre une meilleure granularité. Il s’agit de 1’algorithme TURBO, décrit dans
[37] et dont la figure donne un apercu du principe. Cet algorithme differe de celui dé-

sW SE

FI1G. 3.7 — Principe de I’algorithme TURBO

crit dans la partie [3.2.2] en ce qu’il effectue un découpage récursif sur les lignes ez sur les
colonnes. Ceci permet de conserver les proportions dans les dimensions des blocs au fil des
appels récursifs. A I'inverse, ’algorithme de la partie [3.2.2] produisait des blocs de plus en
plus rectangulaires. De plus TURBO permet d’utiliser une structure récursive par blocs pour le
stockage de la matrice. Ces deux points assurent a TURBO un meilleur respect de la localité
des données en mémoire. Ceci est essentiel en parallélisme, mais aussi en calcul séquentiel,
comme nous allons le voir. On pourra se rapporter a I’article [61] sur le sujet des structures
matricielles récursives, et leurs avantages.

Nous rappelons d’abord brievement le principe de 1’algorithme TURBO (voir [37] pour plus
de détails). A chaque niveau récursif, la matrice est partagée en quatre blocs. Puis cinq appels
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récursifs triangularisent les blocs (U, V,C, D et Z) (dans I’ordre sur la figure , combinés
avec des calculs de compléments de Schur, utilisant six inversions triangulaires multiples et
quatre produits matriciels.

Nous avons implémenté une version simplifiée de cet algorithme : I’algorithme n’est appli-
qué que sur un seul niveau récursif, les niveaux inférieurs étant effectués par LQUP. En effet,
nous voulons montrer le bénéfice de cet algorithme pour le cas des matrices dépassant de peu
en taille la quantité de mémoire pouvant étre allouée. Ainsi, le premier niveau récursif devrait
permettre de traiter plus efficacement les blocs de taille critique, et les niveaux inférieurs trai-
teront avec des blocs totalement alloués en mémoire vive, qui conviennent a LQUP. De plus, la
matrice L n’est pas calculée dans notre implémentation, pour des raisons de simplicité. Cela
permet néanmoins d’obtenir un algorithme de calcul du rang ou du déterminant.

Dans la figure [3.8] nous comparons les vitesses de calcul de TURBO et de LQUP, utili-

TURBO et LQUP pour le calcul du rang dans Z/101Z sur un P4-2.4Ghz-512Mo
3000 T T T T T

2500

2000

1500

Mfops

1000

500 M/ (1) TURBO avec Givaro—-ZpZ ——+— G
i (2) LQUP avec Givaro—-ZpZ h

(3) TURBO avec Modular<double> —x—
(4) ILQUP avec II\/Iodular<doyb|e> —a—

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Matrix order

FI1G. 3.8 — Comparaison des vitesses de TURBO et LQUP pour le calcul du rang

sant les deux représentations de corps fini modulaires : Givaro-ZpZ et Modular<dou-—
ble>, basées respectivement sur des entiers machines ou des flottants double précision. Les
matrices carrées d’ordre inférieur a 8000 peuvent étre stockées intégralement dans les 512
Mo de mémoire vive. Alors LQUP est légerement plus rapide que TURBO, sans doute péna-
lisé par un morcellement plus important des blocs (le produit matriciel, qui est I’opération de
base de ces algorithmes, est d’autant plus rapide que les blocs sont grands). La représentation
Givaro-Zp?Z utilise des entiers machine. Elle engendre donc des allocations mémoire sup-
plémentaires dans les produits matriciels pour la conversion vers des flottants afin d’utiliser la
routine BLAS dgemm. Ce surcofit en mémoire devient critique lorsque n est proche de 8000.
A partir de ce seuil, les performances de LQUP s’effondrent alors que celles de TURBO se
maintiennent sensiblement au méme niveau jusqu’a n = 8500. Ceci s’explique par la moins
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bonne localité en mémoire de LQUP : de grands blocs rectangulaires doivent étre alloués pour
les produits matriciels, ce qui implique une forte utilisation de la mémoire virtuelle. A 1’op-
posé, la meilleure localité en mémoire de TURBO limite 1’ utilisation de la mémoire virtuelle et
a I'implémentation de rester efficace avec des dimensions supérieures.

Concernant la représentation Modular<double>, il n’y a plus d’allocation de mémoire
temporaire, les deux algorithmes effectuent leurs calculs “en place”. L’absence de conversion
permet de gagner en vitesse pour n < 8000. A partir de 8000, on constate le méme effon-
drement en vitesse pour LQUP, mais aussi pour TURBO qui partagent la méme complexité en
mémoire. Cependant, 1’effondrement est moindre pour TURBO, ce que nous attribuons a sa
plus grande localité en mémoire, grace a la structure de données récursive.

Ces comparaisons, plaident en faveur du développement des structures de données récur-
sives et des algorithmes respectueux de la localit¢ en mémoire. Par ailleurs, lors de calculs
impliquant la mémoire virtuelle, ce n’est pas forcément la quantité totale d’allocations en
mémoire qu’il faut améliorer, mais plutdt la localité de données manipulées. En effet, c’est
I’implémentation de TURBO avec Givaro—ZpZ qui est la plus efficace pour n > 8000. Nous
renvoyons aussi a [35, §4.5] ol cette comparaison est détaillée.
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ETUDE SYSTEMATIQUE SUR CERTAINS
NOYAUX D’ALGEBRE LINEAIRE

Les routines que nous avons étudiées aux chapitres [2] et [3] sont des briques de base sur les-
quelles reposera I’efficacité de I’ensemble des routines que nous décrivons. Pour la résolution
de plusieurs autres problemes canoniques en algebre linéaire, nous utilisons des algorithmes
récursifs par blocs, permettant de réduire ces problemes a ces briques de base et de tirer ainsi
parti de leur efficacité. Nous décrivons ici en particulier les problemes suivants :

— calcul du profil de rang,

— le calcul d’une base du noyau d’une matrice rectangulaire ou non inversible,

— le produit de matrices triangulaires,

— I’élévation au carré,

— la triangularisation de matrices symétriques,

— D’inversion de matrices (carrées, triangulaires ou méme rectangulaires par I’inverse géné-

ralisé).

Tous ces problemes sont résolus par des algorithmes de complexité O (n*). En vue de leur
mise en pratique, il reste a préciser la constante du terme dominant dans leur complexité. Ceci
motive donc une description précise de chacun de ces algorithmes pour lesquels nous don-
nons I’expression de cette constante (en fonction de w et C,,). Afin de réduire ces constantes,
nous proposons des algorithmes parfois différents de ceux utilisés pour la réduction au produit
matriciel. Certes ils ne sont probablement pas nouveaux dans la plupart des cas, mais 1’étude
systématique de leur constante, et leur compilation au sein d’un chapitre comme celui-ci faisait
défaut dans la littérature.

4.1 Le profil de rang

Le profil de rang d’une matrice décrit la localisation des colonnes linéairement indépen-
dantes de cette matrice. On trouve par exemple dans [[104, §2] la définition suivante :

Le profil de rang en colonne d’une matrice de rang r est la sous suite (jy,...,J,) de
(1,...,m) lexicographiquement minimale telle que les colonnes ji, .. ., j, sont de rang r.

On définit de 1a méme facon le profil de rang en ligne.
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On dit qu'une matrice a un profil de rang générique, si tous ses mineurs principaux sont
non nuls, ou de facon équivalente, si ses profils de rang en ligne et en colonne sont les suites
(1,...,7).

Le profil de rang d’une matrice peut s’obtenir a partir de sa forme échelonnée par ligne
(aussi appelée forme échelon) qui est largement étudiée dans [[104, §2]. Le premier algorithme
tirant parti du produit matriciel rapide est di a Keller-Gehrig [81]] en 1985. On trouvera aussi
dans [[13 §16.5] une étude détaillée sur la complexité de I’algorithme de Keller-Gehrig. Storjo-
hann propose dans [104] une version de 1’algorithme de Gauss-Jordan par blocs afin d’obtenir
la forme échelon en O (nmr“—2). Cette méthode présente I’avantage d’inclure le rang r de la
matrice dans I’expression de la complexité.

Nous montrons dans la partie.1.1] que la décomposition LQUP permet elle aussi d’obtenir
le profil de rang d’une matrice. A partir de cette décomposition, nous proposons dans la partie
une transformation basée sur des permutations, pour obtenir une matrice ayant un profil
de rang générique.

4.1.1 D’aprés la décomposition LQUP

Lemme 4.1. Soit A une matrice m X n de rang r et soit la décomposition LQUP de sa trans-
posée : 'A = LQUP. Alors

le profil de rang de A est (j1, . .., j,) si et seulement siVk € [1...r] Q; r =1

Démonstration. On utilise la décomposition LSP (en posant S = QU), pour obtenir L~ A =
SP. Soit (j1,...,7,) les indices des lignes non nulles de S. Ces indices vérifient la relation
Vk € {17”] ijvk = 1.

Par ailleurs, les lignes non nulles de S, donc de S P sont toutes linéairement indépendantes
et le déroulement de 1’algorithme LQUP garantit que cette séquence est lexicographiquement
minimale.

Enfin, la multiplication de *A A gauche par une matrice triangulaire ne change pas les

propriétés d’indépendance linéaire de la matrice, donc (jy, . . ., j,) est bien le profil de rang de
A. O

On en déduit en particulier I’algorithme {. 1| qui calcule la forme réduite en colonnes d’une

Algorithme 4.1 : FRC : Forme Réduite en Colonne
Données : A une matrice m x n de rang r (m,n > r) sur un corps
Résultat : A’ la matrice m x r formée des r premiéres colonnes linéairement
indépendantes de A.

début
<L7Q7U7P7T):LQUP( tA>’ /* r=rang (A) */
retourner '([1,0]('Q ‘A))

fin

matrice A de rang r : ¢’est la matrice formée des r premieres colonnes linéairement indépen-
dantes de A. Nous I’utiliserons dans la partie [7.2] pour le maniement des matrices de Krylov
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dans le calcul du polyndme caractéristique. On peut définir de la méme facon 1’algorithme
FRL calculant la forme réduite en ligne, qui sera utilisée dans la partie

Ainsi, le profil de rang d’une matrice peut étre obtenu a partir d’une décomposition LQUP.
Comme les algorithmes de Keller-Gehrig ou de Storjohann, elle offre une complexité sous-
cubique. Cependant, nous ne connaissons pas d’expression de cette complexité en fonction du
rang, comme c’est le cas pour 1’algorithme de Keller-Gehrig. En revanche, elle a I’avantage
d’étre une factorisation matricielle, permettant d’effectuer d’autres opérations, comme I’inver-
sion, le calcul d’une base du noyau, etc. En particulier, nous allons montrer comment cette
propriété permet de mettre la matrice sous profil de rang générique.

4.1.2 Mise sous profil de rang générique

Lemme 4.2. Soit A une matrice m X n de rang r, dont la décomposition LQUP s’écrit A =
LQU P. Alors, la matrice "QA ' P est de profil de rang générique.

Démonstration. Soit L le bloc diagonal principal r x r de la matrice ‘QL(). La multiplication
a droite par () consiste a effectuer sur les r premieres colonnes de L 1’opération C}, «— C, .
Ainsi, pour k£ € [1,...,r], la kéme colonne de L() correspond a la jyeéme de L. Ses j — 1
premiers coefficients sont donc nuls et le jzeme est 1.

Puis la mutliplication 2 gauche par ‘@) correspond a I’opération sur Ly < L;_ sur les
lignes de L(Q. La matrice L est donc triangulaire inférieure avec une diagonale unité. Comme
la matrice U est triangulaire supérieure, avec ses r premiers €léments diagonaux non nuls, on

L x
conclut que 'QA'P = U est de profil de rang générique. [l

4.2 Complétion d’une famille libre en une base

Soit une famille de k vecteurs libres (vy, . .., v;) dans K™. On veut calculer n — k vecteurs
de K", (wy,. .., w,_x) tels que la famille (v, ..., vk, wy, ..., w, k) soit une base de K™.
Du point de vue matriciel, on pose V' = [U1 . yk] et on cherche une matrice W de

dimensions n x (n — k) telle que B = [V W} soit inversible. Cette opération est élémentaire
a partir d’une décomposition triangulaire de la matrice de V. En effet si la décomposition LUP
de 'V s’écrit 'V = [Ll] [U1 UQ} P, 1l suffit de poser

L U, U v
tB: 1 1 2 P:

0 I, » [o In_k}P @D

:’\1

4

T
On en déduit directement 1’algorithme [4.2]
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Algorithme 4.2 : CompleteBase : Complétion d’une famille de vecteurs libres en une
base

Données : V' une matrice n x k de rang k (k < n) sur un corps

Résultat : B une matrice n X n inversible dont les k premiéres colonnes sont celles de

1%
début
(L,Q,U, P) =LQUP('V); /* Q=1Id car V est de rang k */
0
retourner B = |V P
[nfk

fin

4.3 Une base du noyau

La décomposition LQUP permet aussi d’obtenir facilement une base du noyau d’une matrice
rectangulaire ou non inversible.

U, U

Lemme 4.3. Soit A une matrice m x n de rang r, avec m < n et (L, Q, b , P) sa
0 0

décomposition LQUP, ou Uy estr X 7.

. t UflUQ
Alors les vecteurs colonne de la matrice *P forment une base du noyau de A
et on peut les calculer en au plus
Cy el Cy 1 1 w
Ty, 1) = 55=—3m ”‘7(w2_1+w1—J”‘

opérations algébriques sur le corps de base.

Démonstration.
Ut
Atp | Tt = LQ[0] = (0]
_In—r
Et Thoyau(m, n) = Troue(m, n) + Tt pom(m, n — m). O

Avec le produit matriciel classique, Thoga (m, n) = 2m?n — gm?.

Enfin, pour calculer une base du noyau a gauche de la matrice, il suffit d’appliquer cette
méthode sur la transposée de A.

4.4 Les multiplications triangulaires

Afin d’obtenir les constantes les plus faibles possible, dans I’expression des complexités, il
faut tenir compte de la structure des matrices manipulées. En particulier, nous nous intéressons
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ici a la multiplication de matrices triangulaires. Avec le produit matriciel classique, on réduit la
constante a sa moitié pour la multiplication d’une matrice triangulaire avec une matrice carrée
et au tiers pour la multiplication de deux matrices triangulaires. Avec le produit matriciel
rapide, ces gains sont réduits, comme nous allons le montrer.

4.4.1 Multiplication triangulaire avec une matrice rectangulaire

On considere 1’opération C' = U x B ou la matrice U est triangulaire supérieure, de dimen-
sion m x m et la matrice B est rectangulaire de dimension m x n avec m < n. Cette opération
est désignée par t rmm (Triangular Matrix Multiplication) dans la terminologie des BLAS.

La réduction au produit matriciel, se fait par un découpage récursif similaire a celui de
I’opération t rsm :

u, V B | | G
0 UQ BQ CQ
On effectue successivement les opérations suivantes :
1. 02 — UQBQ
2. Cl — UlBl

3. Cl — VBQ +Cl

Lemme 4.4. Le terme dominant de la complexité algébrique de I’algorithme t rmm est

Cy w—1 .
T B e M* N sim <n,
trmm<m7 TL) - C w2 2 .
n _
—2(2w,2_1)n m* sin<m.

Ce dernier vaut m?n avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration. Larelation de récurrence T} . (m, n) = 2T; .o (m /2, n)+Tin(m/2,m/2,n)
est similaire a celle du lemme [3.1] La preuve est donc identique. O]

4.4.2 Mutliplication triangulaire supérieure - inférieure

La multiplication par blocs d’une matrice triangulaire supérieure par une matrice triangu-
laire inférieure s’écrit sous la forme suivante :

Al AQ Bl A1B1+A233 AQB4
A4 B3 B4 A4B3 A4B4

Lemme 4.5. Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

o 23-w(2w=2 — 1)(2%-1 — 1)

w

Tyr(n)
Ce dernier vaut %n?’ avec la multiplication matricielle classique.
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Démonstration. D’apres le lemme Ty(n) = an®. La formule de récurrence

To(n) = 2Ty(n/2) + 2T con(n/2,n/2) + Tiw(m/2,m/2,m/2)

_ Co
dOIlIle Of -_— 23_w(2w_2_1)(2u—1_1) . D

Ce résultat vaut aussi pour le produit LU d’une matrice triangulaire inférieure par une ma-
trice triangulaire supérieure.

4.4.3 Multiplication triangulaire supérieure - supérieure
La multiplication par blocs de deux matrices triangulaires supérieures s’écrit :
Al A2 B1 B2 A1B1 A1B2 + AQB4
Ay By AyB,y

Lemme 4.6. Le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme est

Co
22072 — 1)(2v-1 — 1

)nw.

Tuu(n) =

Ce dernier vaut %n?’ avec la multiplication matricielle classique.
Démonstration. D’apres le lemme[0.1], T}y (n) = an®. La formule de récurrence
TUU(TL) - QTUU<TL/2) _|_ 2Ttrmm(n/2, n/2)

_ Cu
donne o = ST 1)) ]

Ce résultat vaut aussi pour le produit LL de deux matrices triangulaires inférieures.

4.5 Elévation au carré

Nous ne détaillerons pas le cas du calcul de AA pour une matrice carrée A quelconque,
pour lequel il n’y a pas de meilleure constante connue que celle du produit matriciel habituel.
En revanche, des considérations de symétrie permettent de réduire le nombre d’opérations
algébriques pour le calcul de la matrice de Gram (A *A) d’une matrice carrée ou triangulaire,
ainsi que pour le carré d’une matrice symétrique.

4.5.1 Matrice de Gram d’une matrice carrée

La matrice de Gram d’une matrice carrée A est la matrice A *A. Nous étendons 1’étude au
calcul de la matrice AD ' A, faisant intervenir la matrice diagonale D. L’introduction de cette
matrice diagonale est fréquente dans le contexte du préconditionnement. La décomposition en
blocs s’€écrit :

A As
As Ay

Dy A1Dy Ay + AsDy PAy AyDy PAz 4+ AsDy tAy

AsDy Ay + AyDy tAy  A3Dy TAs+ AuDy tA, |
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Lemme 4.7. Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul du produit AD ' A est

G
2(2¢-2 _ 1)

w

TADTA(n) =

Ce dernier vaut n® avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration. AD'A étant symétrique, ses deux blocs antidiagonaux sont transposés. Un
seul calcul est donc nécessaire pour les deux. Quant aux blocs diagonaux, ils sont calculés ré-
cursivement. On a la formule de récurrence Thpra(n) = 4Tapra(n/2) +2Tm(n/2,n/2,n/2) +
5(n/2)%. D’apres le lemme Tapra(n) = an® et on trouve ov = O

w
2(2¢-2-1)"

Remarque 4.1. Pour une matrice A rectangulaire, de dimensions m X n ,on vérifie que

Cy w—1 :
7 B oM n sim <n,
Z—\DTA(m7 n) = c w2 9 .
n _
etV TmT sin <m.

4.5.2 Carré d’'une matrice symétrique

Lorsque la matrice A est symétrique et que la matrice D est la matrice identité, on peut
améliorer encore la constante. En effet, dans ce cas, Ay = 'A; eton peut économiser le calcul
de Ag tAg.

Lemme 4.8. Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul de A% pour A symé-
trique est

(22 = 3)Cy w
Tamasn) = g Tyt =y

Ce dernier vaut %n3 avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration. Les deux produits A; *A; et A, “A, sont effectués par des appels récursifs
et le produit A, " A, est effectué par 1’algorithme ADTA de la partie précédente (A, n’est pas
symétrique). On a donc la formule de récurrence Tsyuan(n) = 27 5yman(n/2) + Tapra(n/2) +
2Tm(n/2,n/2,n/2) + 5(n/2)%. D’apres le lemme Tapra(n) = an® et on trouve a =

(24=3)C. 0

A 2-1) (2% 1-1) "

4.5.3 Matrice de Gram d’une matrice triangulaire

Ici, la matrice A est triangulaire inférieure, mais le résultat vaut aussi pour une matrice
triangulaire supérieure. A nouveau, une matrice diagonale peut étre insérée dans le produit. Le
produit en blocs s’écrit :

Ly D, 'Ly 'Ls LDy 'Ly LDy 'Ly
Ly Ly Dy 'Ly L3Dy 'Ly L3Dy'Ly+ LyDy'Ly
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Lemme 4.9. Le terme dominant de la complexité algébrigue du calcul du produit LD 'L pour
L triangulaire est

Co
222 — )21 — 1)

Ce dernier vaut %nS avec la multiplication matricielle classique.

w

TLDTL(”) =

Démonstration. Les produits LDy "L, et L,D, "L, sont effectués par des appels récursifs, le
produit L3 D; L3, par I’algorithme ADTA et L3 D, "L par t rmm. Ainsi

TLDTL( ) = 2TLDTL(”/Q) + TZ—\DTA(n/Q) + Ttrmm(n/Qa n/2)
D’apres le lemme (0. 1] m TLDTL (n) = an® et en injectant dans la relation de récurrence précé-

dente,ona o = GRS 1)(2w - ]

4.6 Factorisation de matrices symétriques

Dans le cas d’une matrice symétrique, on privilégie une décomposition triangulaire qui res-
pecte cette structure symétrique. C’est pourquoi la factorisation de type LU est remplacée par
une factorisation de type LDTL (A = LD L) ou L est triangulaire inférieure et D est diago-
nale (voir I’ouvrage de Golub et Van Loan [57] a ce sujet). Nous présentons ici 1I’algorithme de
décomposition pour une matrice de profil de rang générique. Il se généralise pour les matrices
quelconques en introduisant des permutations. Leur cofit n’entre pas en compte dans le terme
dominant de la complexité, ¢’est pourquoi nous les omettons par souci de simplicité.

L’ algorithme repose sur la décomposition en blocs suivante :

A Ay Ly D, 'L, ‘G
A= = X X
tAQ A4 G L2 D2 tLQ

Lemme 4.10. Le terme dominant de la complexité algébrique de I’algorithme est
Co
n
2(2¢72 — 1)(2v-1 = 1)

Ce dernier vaut %nS avec la multiplication matricielle classique.

w

TLDTLdec(n) =

Démonstration. Les opérations 7 et 10 sont effectuées par deux appels récursifs, I’opération
8 par un trsm et ’opération 9 par un produit ADTA. On a donc la relation de récurrence :

TLDTLdec( ) = 2TLDTLdec(n/2) +Ttrsm(n/2) +TZ—\DTA(n/2) D’apres le lemmem TZ—\DTA ) =
an® et on trouve o = [

2(2w=2 1)(2w y-

4.7 Inversion de matrices

4.7.1 Inverse d’une matrice triangulaire

On utilise a nouveau une décomposition par blocs :
-1

A A ATt AT AALY
Ay At
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Algorithme 4.3 : LDTLdec : décomposition triangulaire symétrique

Données : A, une matrice carrée symétrique d’ordre n de profil de rang générique
Résultat : [ triangulaire inférieure unitaire et D diagonale telles que

1 début
2 A=LD'L
3 si n=1 alors
4 | retourner (L =[1],D = A)
5 sinon
A A
Découper A = PP ol A est n/2xn/2
"4, A
6 2 4
7 (Ly,D,) = LDTLdec(4,)
8 G="(D{'L7'A,)
9 H = A4 — GDl tG
10 (Lg, Dy) = LDTLdec(H)
Ly D,
retourner | L = , D=
1 G L, D,
12 fin

Lemme 4.11. Le terme dominant de la complexité algébrique de l'inversion d’une matrice
triangulaire est
C, w
n”.
2(2v2 = 1)(2v-1 —1)

TtrINV(n) =
Ce dernier vaut %ng avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration. L algorithme consiste en deux appels récursifs pour le calcul de A; ' et A"
et deux t rmm pour le calcul de —A; A, A; . On a donc la relation de récurrence suivante :
TtrINv(n) - 2TtrINv(n/2) + 2Ttrm_m(n/2>. D’apl‘éS le lemme TtrINv(n) - O./TLW et on
trouve

Cw
2202 — 1)(2¢ 1 — 1)

o =

4.7.2 Inverse d’une matrice quelconque

L’inversion d’une matrice quelconque se fait par 1’intermédiaire d’une décomposition tri-
angulaire. Dans le cas d’une matrice inversible, les décompositions LQUP et LUP sont confon-
dues. Il reste a inverser la matrice L avec ’algorithme t rINV, résoudre UX = L~! avec un
t rsm, et appliquer la permutation ‘P a droite.

Lemme 4.12. Le terme dominant de la complexité algébrique de l’'inversion d’une matrice
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inversible quelconque est

B 3C,,
o 23—w(2w—2 _ 1)(2w—1 _ 1)

w

Trwv(n) n®.

Ce dernier vaut 2n® avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration.
3C,,
n
23—w(2w—2 _ 1)<2w—1 _ 1)

w

TINV(n) = Troup <n7 n) + TtrINV(n) + Ttrsm<n7 n) =

4.7.3 Inverse d’une matrice symétrique

Si A est symétrique, on remplace la factorisation LU par la factorisation LDTL.

Lemme 4.13. Le terme dominant de la complexité algébrique de l’'inversion d’une matrice
Symétrique est

3C,
2(2972 —1)(2v-1 — 1

Ce dernier vaut n® avec la multiplication matricielle classique.

"

TsymINV(n) =

Démonstration. Apres la décompostion LDTL, il reste a inverser la matrice triangulaire avec
t rINV puis a calculer le produit *L='D~'L~! avec LDTL.

Soit, TsymINv(n) = Tiprraec(n) + Termww(n) + Tripri(n) = 2(2w*1—1§(2“f*2—1)nw N

4.7.4 Pseudo inverse de Moore-Penrose
Matrices de rang plein

Soit A une matrice rectangulaire de dimensions m x n avec m < n et de rang plein. On
définit le pseudo—inverse de Moore-Penrose de A par AT = "A(A'A)~L. Voir [97] et les
références incluses a ce sujet.

Lemme 4.14. Le terme dominant de la complexité algébrique du calcul de ’inverse de Moore-
Penrose d’une matrice de dimensions m X n, avec m < n et de rang plein est
3C, Cy w

w—1
a1 "Tam_pee_n"

TMPINV(m7 n) =

Ce dernier vaut 3m®n + %m?’ avec la multiplication matricielle classique.

Démonstration. Pour calculer cette matrice, il suffit d’effectuer la décomposition LDTL de la
matrice symétrique A ‘A, suivie de deux t rsm:

TMPINV(m7 n) = TADTA(m7 n) + Tiprr (m) + 2Ttrsm(m7 n)

On trouve alors

3C,,
——m m
2(2¢2 —1) 2(2¢-1 = 1)(2¢2—-1)

Typ v (m7 n) =
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Remarque 4.2. Ce dernier algorithme correspond a la résolution en calcul numérique des
équations normales [S7, algorithme 5.3.1].

Matrices de rang quelconque

Pour une matrice A de rang r < n, [89] donne une méthode utilisant une décomposition de
A en produit de deux matrices de rang r.

Ay A
Propriété 4.1 (Noble 1966). Soit A une matrice m x n de rang r. A = AH A12 ou Aqq
21 A

estr X r et est inversible.
Alors A peut s’écrire sous la forme A = Aqp [ I N ] et l'inverse généralisé de

Moore-Penrose de A vérifie

Al = tiv (I 4+ "MM)Ay(I+N'N)|™ [ I ‘M } :

L’auteur propose d’appliquer une modification de la décomposition de Gauss-Jordan pour
calculer cette matrice. A nouveau, nous proposons de la remplacer par la décomposition LQUP
de la matrice A comme suit.

Soit (L, Q,U, P) la décomposition LQUP A quelconque. La premiere étape consiste a
donner a A le profil de rang générique. En suivant la technique de la partie 4.1.2] on pose

_ L
A = '"QA'"P. On décompose en blocs les matrices suivantes : ‘QLQ = YletU =

[ U, Y } En posant M = GL{' et N = U 'Y, on retrouve la décomposition de A et par
conséquent, on obtient

I f—
AT = tY tU . ((Ll + tLl—l tGG)(Ul 4 Y tYUf1>) 1 [[| tLl—l tG] (42)
1

On calcule ensuite W = (L1 + L;" 'GG)(U;+Y "YU ') par deux ADTA et deux t rsm et un
produit matriciel. Pour le calcul de W1, il est préférable de passer par une décomposition UL
que I’on définit de la méme maniere que la décomposition LU, en permutant 1’aspect supérieur
ou inférieur des matrices. On calcule ainsi successivement la décomposition W = Uy, Ly,
puis ‘LU et Ly 'U; par deux produits de matrices triangulaires supérieur-supérieur. On
calcule ensuite H = ('LiUy) 1 'Get Z = 'Y (Ly 'U;) ! par deux trsm.

Wt L}H
ZUy  ZH

triangulaires et un produit supérieur-inférieur, Z H par un produit matriciel, et les deux blocs
restants par deux t rsm.

Pour obtenir AT = , on calcule W1 par deux inverses de matrices
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Au final, on a

TMPINV(m7 n) = Trque (m7 n) + TADTA<T7 m — 7") + TADTA(Ta n— 7") + 2Ttrsm(r7 T)
+TMM<T) T, 7“) + Troue (7’7 7") + 2Ty (7’> + 2Ttr1Nv(7”) + 2Ttrsm(7’a n— 7")
+2T ron(rym — 1) + Tyn (1) + Taw(m — ryrym — 1),

Nous ne pouvons exprimer cette complexité en fonction de w car elle dépend du signe de

m — 2r et de n — 2r (pour les t rsm). En revanche, avec la multiplication classique, on obtient
1 8
T v (M, n) = m*n — §m3 + gr?’ + 72m + r*n + 2mnr.

A titre de comparaison, le calcul basé sur la décomposition de Cholesky, de A * A présenté dans
[19] demande 3m?n + 2r2m + 3r3 opérations algébriques. En prenant m = n = r, on obtient
8n? contre (7 + %) n? pour notre décomposition, et cette derniére est d’autant plus avantageuse
que r est petit. Enfin les méthodes basées sur la décomposition en valeurs singulieres sont
encore pire [S7]].

4.7.5 Performances expérimentales

Comme nous 1’avons fait dans les parties [3.1.4] et [3.2.3] nous comparons les performances
des routines d’inversion matricielle de matrices triangulaires ou carrées avec leur équivalent
numérique ainsi qu’avec la multiplication matricielle. La comparaison avec les routines numé-
riques est toujours basée sur la bibliotheque LAPACK ainsi que deux BLAS différents (ATLAS
et GOTO). Ici encore, nous ne donnons pas les résultats de I’inversion triangulaire numérique
sur Pentium4 avec ATLAS a cause des mauvaises performances de la routine dt rsm. Nous
utilisons toujours I’'implémentation de corps fini Modular<double> pour représenter le

corps Zgsso1.-

n 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 9000 | 10000
tri. inv || 0.10s | 0.65s | 1.99s | 8.38s | 22.00s | 32.34s | 45.67s | 62.01s
dertri || 0.19s | 1.06s | 2.97s | 11.27s | 27.89s | 40.13s | 55.43s | 74.44s
iriiny 0.52 | 0.61 | 0.67 0.74 0.78 0.80 0.82 0.83

dtrtri

GOTO

TAB. 4.1 — Temps de calcul de ’'inversion de matrices triangulaires sur un P4, 3.4GHz

Les tableaux {4.1| et 4.2l montrent les performances de la routine exacte d’inversion triangu-
laire, en comparaison avec celles de la routine dt rt ri de LAPACK. Les résultats dépendent
fortement du BLAS utilisé : avec le BLAS ATLAS, la routine numérique est meilleure, mais
I’écart tend a se réduire quand la dimension augmente. A I’opposé, avec GOTO, la routine
exacte parvient méme a €tre plus rapide que dt rt ri ; mais le ratio tend lui aussi vers 1.

Les tableaux [4.3] et 4.4] reprennent cette comparaison pour les routines d’inversion de ma-
trices carrées. L’inversion matricielle en numérique est réalisée par la succession des opéra-
tions dget r f pour la factorisation LU et dget ri pour I’inversion des matrices triangulaires.
On constate que seule I’implémentation utilisant le BLAS GOTO sur I’architecture Itanium 2
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n || 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 9000 | 10000
tri. inv || 0.20s | 1.11s | 3.17s | 12.67s | 32.05s | 46.26s | 64.96s | 86.27s
o | dutri | 0.10s | 0.75s | 2.42s | 10.66s | 28.26s | 41.65s | 58.83s | 79.21s
Elwim | 500 | 148| 130 118| 13| 11| 10| 108
tri. inv || 0.14s | 0.84s | 2.50s | 10.20s | 26.37s | 38.61s | 54.15s | 73.34s
o | dutri | 0.16s | 0.94s | 2.72s | 10.83s | 27.57s | 40.14s | 56.16s | 75.74s
2 tridny | 087 | 0.89 | 0.91| 094 | 095| 096 | 096| 0.96

TAB. 4.2 — Temps de calcul de ’inversion de matrices triangulaires sur un Itanium2, 1.3GHz

n 1000 | 2000 | 3000 | 5000 7000 8000 | 10000

inverse 0.88s | 5.22s | 15.00s | 59.03s | 152.20s | 218.15s | 394.56s

2 | dgetrf+dgetri || 0.55s | 4.06s | 13.85s | 64.51s | 176.34s | 298.89s | 604.83s
éﬁ % 1.6 | 1.28 1.08 0.91 0.86 0.72 0.65
inverse 0.78s | 4.66s | 13.63s | 54.15s | 136.55s | 197.26s | 362.91s

o | dgetrf+dgetri || 0.48s | 3.52s | 11.81s | 62.68s | 137.21s | 201.81s | 477.27s
é % 1.62 | 1.32 1.15 0.86 0.99 0.97 0.76

TAB. 4.3 — Temps de calcul de I’inversion de matrices sur un P4, 3.4GHz

n 1000 | 2000 | 3000 | 5000 7000 8000 | 10000

inverse 1.22s | 7.02s | 20.13s | 80.91s | 201.58s | 289.50s | 538.93s

2 | dgetrf+dgetri || 0.65s | 4.83s | 15.88s | 73.17s | 206.11s | 308.30s | 603.26s
éc % 1.87 | 145 1.26 1.10 0.97 0.93 0.89
inverse 1.05s | 6.14s | 18.10s | 73.85s | 180.21s | 258.17s | 496.39s

o | dgetrf+dgetri || 0.71s | 4.56s | 13.96s | 59.26s | 155.71s | 230.29s | 440.82s
3 Ty || 147 134 129 | 124 1.15 1.12 1.12

TAB. 4.4 — Temps de calcul de l’inversion de matrices sur un Itanium2, 1.3GHz
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donne I’avantage au calcul numérique pour toutes les tailles de matrices considérées. Dans les
autres cas, le produit matriciel rapide permet a la routine de calcul exact d’étre plus rapide
pour des tailles de matrices suffisamment grandes.

Pour illustrer la corrélation entre ces routines d’inversion matricielle et la multiplication
matricielle, nous montrons dans les figures .| et[4.2]1es rapports des temps de calcul entre les
routines d’inversion et de multiplication matricielle. D apres le ratio théorique entre les
termes dominant des complexités algébriques de 1’inversion triangulaire et du produit matriciel

est
1

2(20-2 — 1)(2v° L — 1)

Ce dernier vaut 1/6 pour w = 3 et environ 0,267 pour w = log,(7) de I’algorithme de

Winograd. En pratique nos routines utilisent un produit matriciel hybride entre 1’algorithme

classique et 1’algorithme de Winograd (voir partie et il faut donc s’attendre a un ratio

asymptotique compris entre 1/6 et 0, 267. On vérifie effectivement sur la ﬁgureque ce ratio

est bien inférieur a 0, 267 pour de grandes valeurs de n pour la plupart des implémentations.
Pour la figure[4.2] le ratio théorique est

3
23—w(2w—2 _ 1)(2w—1 _ 1)

et vaut 1 pour w = 3 et 1,4 pour w = log,(7). En pratique, les ratios tendent vers 1,4 mais
restent cette fois supérieurs. Ceci s’explique sans doute par le fait que 1’algorithme d’inversion
de matrices carrées est plus sophistiqué et fait appel a de nombreuses routines. Cela a pour
conséquence de réduire le nombre de produits matriciels de grandes dimensions et donc de
réduire 1’apport de 1’algorithme de Winograd mais aussi des routines BLAS.

Nous résumons les résultats présentés dans cette partie dans le tableau 4.5] Pour chaque
algorithme, nous donnons I’expression de la constante K, du terme dominant de sa com-
plexité algébrique. Pour des raisons de simplicité, les matrices sont supposées carrées. A titre
d’exemple nous donnons les valeurs de K, en utilisant deux algorithmes de produit matriciel :
le produit classique (w = 3, C,, = 2) et le produit de Winograd (w = log, 7 ~ 2,808, C,, = 6).
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4.7. INVERSION DE MATRICES
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4. ETUDE SYSTEMATIQUE SUR CERTAINS NOYAUX D’ALGEBRE LINEAIRE

Nom Opération K, K3 | Kiog,7
MM C — AB C, 2 6
trsm X —U'B c
@21 1 4
t rmm X —UB
LUdec LU)— A
(L.0) SEETT) — Bt 0,667 | 28
UL X — UL
9]8] X «—UU
LDTL X — LD'L o
2(2w72_1)“()2u;71_1) 0,333 1,6
LDTLdec (L,D) — A
trINV X U
ADTA X —AD'A ﬁ 1 4
symAA | X « AA, A symétrique T T 0,83 | 32
INV X — A_l 23—w(2wfgff)(2w—l_1) 2 8’4
SymINV | X < A~!, A symétrique 2(2w,2_316)%2w,1_1) 1 4.8
3C, Cu
MP INV X — At st T | 3333 | 13.1

TAB. 4.5 — Récapitulatif des constantes des complexités algébriques présentées
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APPLICATION AUX PROBLEMES MAL
CONDITIONNES

Au dela des champs d’application propres aux corps finis, I’efficacité de ces routines ouvre
de nouvelles perspectives dans le traitement de certains problemes en calcul numérique. Nous
nous intéressons en particulier ici a la résolution de systemes et a I’inversion de matrices.

Dans ce type de problemes, les approximations faites sur les coefficients des entrées, ainsi
que dans les méthodes de résolution approchée, peuvent avoir des répercussions plus ou moins
importantes sur la qualité d’approximation de la solution obtenue. Le nombre de condition-
nement d’une matrice A permet de borner en particulier ’erreur relative de la solution du
systtme Ax = b en fonction d’une erreur relative commise sur le vecteur b. On le définit par
k(A) = ||A]l - ||A7Y]. T vérifie

|0+ Ab|

A

5.1

Il permet aussi de borner 1’erreur relative de la solution quand A et b sont perturbés :

|z + Ax|| < K(A) (HA+AAH N Hb+AbH) .

[T = T- w4 ol

Ainsi, pour une erreur relative donnée sur les entrées, 1’erreur relative sur la solution sera
d’autant plus petite que le conditionnement de la matrice sera petit. On pourra se référer par
exemple a I’ouvrage de Higham [635] sur le sujet.

Dans la résolution de problemes numériques, les données sont le plus souvent approchées,
et induisent de facto une certaine erreur dans la solution qu’on peut espérer obtenir du pro-
bleme réel. 1l s’agit 1a d’une limitation inhérente a cette approche, dont on ne peut s’affranchir.

En revanche, les méthodes numériques choisies pour la résolution sont basées sur une arith-
métique de R approchée. Elles introduisent donc de nouvelles approximations dont 1’effet sur
la qualité de la solution dépend en général aussi du nombre de conditionnement. En effet, pour
une fonction ¢(a), notons ¢(a) la valeur calculée par 1’arithmétique approchée. Wilkinson

[120] définit ’erreur inverse Aa comme la variation sur @ qui aurait entrainé la méme erreur
sur p(a) :

5(a) = p(a+ Aa).
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

Ainsi, en étudiant I’erreur réciproque des algorithmes utilisés sur I’arithmétique approchée
de R, on peut appliquer la borne pour majorer I’erreur dans la solution en fonction du
nombre de conditionnement.

Par conséquent un mauvais conditionnement (grandes valeurs de x(A)) peut rendre I’arith-
métique approchée impraticable. De plus, on montre que lors de la résolution d’un systeéme
linéaire par une méthode itérative de type gradient conjugué, le conditionnement décrit aussi
la rapidité de convergence d’un tel algorithme. Un mauvais conditionnement pénalise donc ces
méthodes par une convergence trop lente. De nombreuses solutions basées sur des précondi-
tionneurs, améliorant le conditionnement de la matrice ont été développées, pour contourner
ces situations. Cependant, avec I’augmentation des dimensions, les problemes mal condition-
nés sont de plus en plus nombreux, comme le montre par exemple le survol de Schatzman [98]
s’appuyant sur les travaux de Edelman [47] et Demmel [25]].

Pour remédier a ce probleme, la démarche générale consiste a augmenter la précision des
calculs. Pour ce faire, diverses solutions peuvent étre considérées. L’utilisation de nombres
flottants multi-précision en fait partie. Les bibliotheques GMP ou MPFRE] proposent des im-
plémentations efficaces de I’arithmétique des flottants a précision arbitraire. A un niveau su-
périeur, la bibliotheque iRRAM permet d’utiliser ces implémentations en limitant les calculs
pour ne garantir que la précision demandée par 1’ utilisateur sur les résultats. L’ inconvénient de
cette approche vient du fait que les flottants multiprécision ne peuvent étre manipulés qu’au
sein d’opérations scalaires. On ne peut donc bénéficier de I’efficacité des BLAS nécessitant
des flottants de taille fixe (un ou deux mots machine).

Une autre approche développée par Demmel [24], concernant la résolution de systemes
linéaires, consiste a utiliser les flottants machine, mais en effectuant des raffinements itératifs
des solutions. Il s’agit d’une démarche trés récente, semblant prometteuse.

Une approche alternative consiste a utiliser le calcul exact. Son premier avantage est bien
sir de ne pas dépendre d’une arithmétique approchée. En outre elle permet de tirer profit
de l'efficacité des BLAS, grace aux routines que nous avons présentées dans les dernicres
parties. Enfin, pour des problemes tels que la résolution de systemes linéaires, le raffinement
itératif exact de I’algorithme de Dixon assure une complexité cubique, équivalente a celle des
méthodes numériques. Le principal inconvénient de cette méthode est qu’il faut calculer la
solution exacte dans sa totalité, quelle que soit la précision demandée par 1’ utilisateur. Hormis
la résolution de systeme linéaire, la résolution exacte des autres problemes implique donc
une complexité supérieure. Nous montrons dans cette partie que ce sur-cofit reste cependant
raisonnable ce qui justifie I’intérét a porter a cette approche dans le cas de problemes mal
conditionnés.

5.1 Restes chinois ou raffinement itératif exact

Pour résoudre le probleme de facon exacte, il faut d’abord le ramener a un probleme entier
équivalent. Si les coefficients flottants de la matrice A du probléme ont un exposant compris
entre ey, et em,x et que leur mantisse est de (3 bits, on considere la matrice A = 28emin A ¢
Z.. Ses coefficients sont bornés par 2¢m=x—¢mnt8_ Pour fixer les idées, les systémes extraits de

'www.mpfr.org
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5.2. CALCUL DE L’INVERSE DE LA MATRICE DE HILBERT

problémes physiques vérifient en général e,,.x < 20 et ey, > —20. Les coefficients de A sont
donc représentés sur 93 bits.

La résolution exacte du probleme entier se fait ensuite de deux facons différentes selon le
probleme :

Inversion de matrices : on utilise 1’algorithme des Restes Chinois, que nous décrirons plus
en détails dans la partie Pour une matrice A, il consiste a calculer dans différents
corps premiers Z,, la matrice det(A)A~! et d’en déduire la valeur dans Z par une in-
terpolation pour obtenir la matrice des numérateurs de A~'. Le dénominateur commun
étant évidemment det(A).

Résolution de systémes : dans le cas particulier de la résolution de systémes, on utilise la re-
montée p-adique de Dixon [26], qui permet de gagner un facteur n dans la complexité
binaire, par rapport a la méthode des Restes Chinois. Cet algorithme fait appel a plu-
sieurs résolutions de systemes dans un corps fini Z, pour calculer ainsi successivement
les différents termes de la décomposition p-adique de la solution. En ce sens, il s’agit
d’un algorithme de raffinement itératif, mais contrairement aux méthodes numériques,
celui-ci débute par les termes les moins significatifs pour terminer par les plus significa-
tifs.

Dans la suite nous présentons deux cas d’application ou le calcul exact, par la méthode
des restes chinois, permet de résoudre des problemes réputés mal conditionnés pour les algo-
rithmes numériques.

5.2 Calcul de I'inverse de la matrice de Hilbert

Il s’agit d’un exemple classique en calcul numérique de probleme mal conditionné. On
définit la matrice de Hilbert H,, = [h; ;] de dimensions n x n par

1
hij = ———,1<1,5 <n.
14+5—1

La formule exacte donnant la valeur du coefficient d’indices (7, j) de son inverse H—* = [h, ]

est connue :
L +i—1\(n+ji—1\[(i+j—2\"
hos = (—1)H —p(" . 52
=" (T () e

Mais cette matrice étant tres mal conditionnée, le calcul de son inverse par les méthodes
classiques d’analyse numérique représente un test pour les bibliotheques numériques multi-
précision.

De la méme facon nous cherchons aussi a calculer I’inverse de H de facon exacte par les
algorithmes présentés dans cette partie. Pour ce faire, nous calculons d’abord la matrice H
dans Q. En appliquant 1’algorithme des Restes Chinois, on calcule les inverses des matrices
H,, = H mod p; dans des corps finis premiers Z,,, afin de reconstruire le résultat dans Z.
Pour déterminer le nombre de corps finis a utiliser, on calcule une approximation du logarithme
du plus grand des coefficients de la matrice H ' par la formule (5.2).

Nous n’avons pas pu effectuer ce calcul avec la bibliotheque iRRAM, et nous appuyons
notre comparaison sur les temps de calcul donnés dans sa documentation [88, §15] (utilisant
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

Dimension 50 100 150 200 250 300 500 | 800

# nombre premiers 13 25 37 49 61 76 125 | 200
LINBox (P4-3.2GHz) || 0,103s | 0,87s | 3,19s | 8,30s | 16,84 | 30,83s | 169s | 775s
iRRAM (Athlon 800MHz) 3,2s 79s 457s | 1200s | 3052s
Calcul direct || 0,023s | 0,215s | 0,818 | 2,1s 4,46s | 8,29s | 51,6s | 279s

ratio LINBOX/ direct | 4,47 4,04 39 395 | 3,78 3,72 | 3,28 | 2,78

TAB. 5.1 — Calcul exact de I’inverse de la matrice de Hilbert sur un Pentium4-3,2Ghz-1Go

un Athlon 800Mhz). Nous les reportons dans le tableau [5.1] en les comparant a ceux de la
bibliotheque LINBOX sur un Pentium4-3,2Ghz. Malgré la différence entre ces deux architec-
tures, on peut constater avec le tableau [5.1] que les temps mis par la bibliotheque iRRAM
restent nettement moins bons que ceux de LINBOX pour le calcul exact.

A titre de comparaison nous donnons le temps de calcul obtenu par la méthode directe,
utilisant la formule (5.2)) avec des entiers multiprécision. IIs sont inférieurs a ceux de LINBOX,
mais on peut constater que le rapport entre ces temps se réduit quand la dimension croit.
Il s’agit de I’avantage donné a LINBOX par I’utilisation des BLAS. En effet, comme nous
I’avons montré dans le chapitre [2] le regroupement des opérations dans des produits matriciels
augmente 1’efficacité globale.

5.3 Le défi More Digits

Dans le cadre de la conférence RNC7, sur les nombres réels et les ordinateurs [[62]], la com-
pétition amicale More Digits était organisée pour mesurer les performances de bibliotheques
de calcul numérique en multiprécision. Une liste de 17 problemes devaient étre résolus, avec
une précision imposée.

Parmi ceux-ci nous avons retenu le probleme 10, d’algebre linéaire :

Probléme 5.1. Soit S € N et M une matrice de dimensions A X A

X1 X2 cee XA
M — XA+1 XA+2 <o X24
| XA2-A+1 XA2-A42 - XA2]

ou xp est le générateur pseudo-aléatoire de Marsaglia défini par

X1 = Su
Xir1 = (69069x; +3) mod 23

Soit M~ = [my;], Uinverse de la matrice M et z la somme des valeurs absolues des coeffi-
cients de M~', z = 3, | ;|. Afficher les N décimales significatives de z.
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5.3. LE DEFI MORE DIGITS

Nous avons mis en ceuvre la résolution exacte de ce probleme pour calculer le numérateur
et le dénominateur de z, ce qui permet ensuite de calculer toutes ses décimales.

Le dénominateur de z est simplement le déterminant de M. Pour calculer son numérateur,
il suffit de calculer la matrice entiere det(M )M ! en utilisant I’algorithme des restes chinois
et le calcul de I’inverse matricielle dans un corps fini, que nous décrirons dans la partie
Le déterminant s’obtient directement comme le produit des pivots de la décomposition LUP
calculée pour le calcul de I’inverse. Ce n’est qu’une fois la matrice M reconstruite dans Q, que
I’on peut calculer la valeur de 2. En effet la fonction valeur absolue n’étant pas définie dans un
corps fini, on ne peut calculer directement les projections de z dans ces corps.

Dimension LINBoOX dans Q iRRAM : 10 décimales iRRAM : 520 décimales
A #nb premiers | temps | temps | LINBOX/ iRRAM | temps | LINBOX/ iRRAM
50 82 1,01s 0,14s 7,21 1,03s 0,98
100 160 9,141s | 1,19s 7,68 11,07s 0,83
200 312 85,23s | 13,88s 6,14 98s 0,87
300 480 Sm4ls | 56,1s 6,07 5m10s 1,1
500 814 32m40s | 5Sm8s 6,35 30m20s 1,08

TAB. 5.2 — Temps de calcul pour la résolution du probleme 10 du défi More Digits sur un
Pentium 4-3,2Ghz-1Go

Les temps de calcul de notre implémentation sont reportés dans le tableau [5.2] pour des
tailles de matrices considérées comme faciles (50, 100) ou difficiles (200, 300, 500) par
I’énoncé. Pour ces calculs, nous avons utilisé la graine S = 10 générant a chaque fois une
matrice inversible. A titre de comparaison, les temps de calcul de la bibliotheque TRRAM [&8]
sont aussi donnés pour le calcul approché du résultat, avec 10 ou 520 chiffres significatifs. On
constate que le temps de calcul avec 10 chiffres significatifs est certes nettement inférieur a
celui de LINBOX, mais reste dans un rapport constant. Pour 520 chiffres de précision, iRRAM
nécessite autant de temps de calcul que LINBOX pour la solution exacte. Cette précision est
inutile dans ce cas, car les numérateurs et dénominateurs de la solution rationnelle ont moins
de 325 chiffres. Cependant, cela montre qu’il existe une précision limite au dela de laquelle le
calcul exact est plus efficace que le calcul approché multiprécision.

Ainsi, lorsque I’on cherche a augmenter la précision dans la résolution de certains pro-
blemes approchés, plusieurs approches sont envisageables. Pour certains problemes comme la
résolution de systeme linéaire, le raffinement itératif permet d’augmenter la précision tout en
utilisant I’algebre linéaire sur des mots machine, permettant I’utilisation des BLAS. Le cal-
cul flottant multiprécision permet d’aborder tous les problemes, et des bibliotheques comme
iRRAM permettent de limiter les calculs a I’obtention d’une précision souhaitée dans le ré-
sultat. Cependant la taille variable des nombres manipulés interdit I’utilisation des BLAS. A
I’inverse, le calcul exact impose le calcul de la solution dans toute sa précision, mais cette
alternative permet I’ utilisation de I’efficacité des BLAS. En ce sens il est complémentaire avec
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5. APPLICATION AUX PROBLEMES MAL CONDITIONNES

le calcul approché multiprécision et leur utilisation combinée dans des algorithmes hybrides
exact/appoché est une perspective prometteuse.
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Deuxieéme partie

Le polynome caractéristique de
matrices denses
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INTRODUCTION

Les algorithmes de calcul du polyndme caractéristique sur un corps avec des matrices denses
sont nombreux. On trouvera dans les ouvrages [48, 166/ 50, 84] une description détaillée des
différents algorithmes connus jusque dans les années 1960. Ceux-ci peuvent étre regroupés en
trois familles distinctes :

Les algorithmes de type Krylov basés sur les itérés d’un vecteur par la matrice. L’ algorithme
de Danilevskii [23]], décrit dans [48]], est basé sur des transformations élémentaires de
la matrice mais peut &tre vu comme un algorithme de type Krylov [66, §6.3]. Nous
étudierons en détails les algorithmes de Keller-Gehrig [81], tantdt explicitement ou im-
plicitement de Krylov. L’algorithme de Giesbrecht [54] pour le calcul probabiliste de la
forme normale de Frobenius est aussi de type Krylov.

Les algorithmes de type Leverrier basés sur le calcul des traces des puissances de la matrice
et les formules de Newton [[111]. L’algorithme initialement dii a Leverrier a ensuite été
redécouvert et amélioré par Souriau [[102], Faddeev [22] et Frame [49]. L’ algorithme de
Csanky [20] I’applique au calcul parallele.

Les algorithmes de type Samuelson basés sur une formule de développement du détermi-
nant. Il a été initialement proposé par Samuelson [96], puis amélioré par Berkowitz [6]].

Les algorithmes de type Leverrier ont une complexité O (n*) ou O (n“*1) en calcul séquen-
tiel et ne peuvent donc pas rivaliser avec les algorithmes de type Krylov. Il sont en revanche
adaptés au calcul parallele, et I’algorithme de Csanky permet en particulier de prouver que le
calcul du polyndme caractéristique est dans la classe N'C? des problémes pouvant étre résolus
en temps parallele log? n avec un nombre polynomial de processeurs.

Dans leur amélioration de 1’algorithme de Csanky, Preparata & Sarwate [94]] utilisent la
complexité du produit matriciel rapide, mais n’effectuent pas la réduction au produit matriciel.
Ce n’est qu’en 1985 que ce probleme a été partiellement traité par Keller-Gehrig [81]. La
réduction du probleme a la complexité O (n“) n’est donnée que pour les matrices génériques,
alors que pour le cas des matrices quelconques, seule la complexité O (n“ logn) est atteinte.
Ces deux algorithmes sont de type Krylov : explicitement pour le deuxieme, et de maniere
implicite pour le premier, comme nous le montrerons dans la partie [8.4.1] Ces complexités
n’ont pas été améliorées depuis et le probleme reste ouvert de trouver un algorithme général
de complexité O (n*).

Les algorithmes de type Samuelson sont de complexité O (n') ou O (n**1), sans division.
IIs sont ainsi essentiellement utiles pour le calcul dans des anneaux commutatifs.

Enfin, les méthodes de type Hessenberg sont basées sur des transformations élémentaires
et une formule de développement du déterminant des matrices quasi-triangulaires. Comme
I’algorithme de Danilevskii, elles possedent la meilleure complexité séquentielle, en consi-
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dérant Iarithmétique matricielle classique : 2n® + O (n?). En revanche ces formules de dé-
veloppement du déterminant empéchent leur adaptation par blocs et donc ne permettent pas
d’envisager la réduction au produit matriciel.

Pour ces raisons, nous étudierons par la suite des algorithmes de type Krylov pour le calcul
sur un corps.

Pour le calcul du polynéme caractéristique sur I’anneau des nombres entiers, plusieurs mé-
thodes sont possibles. Certaines utilisent uniquement des opérations d’anneau, avec éventuel-
lement des divisions exactes [1] a partir de la méthode d’Hessenberg, quand d’autres évitent
les divisions [6) 73, [78]. Ces méthodes permettent le calcul sur des anneaux quelconques. Une
méthode plus spécifique au calcul dans 1’anneau Z est 'utilisation du Théoréme des Restes
Chinois. Le calcul est effectué sur plusieurs corps finis premiers et le résultat dans Z peut €tre
reconstitué pourvu que le produit des caractéristiques de ces corps soit supérieur au résultat.
Cette technique relie donc 1’algorithmique dans I’anneau Z avec celle dans les corps finis.

Du point de vue des complexités binaires de ces algorithmes, la méthode des Restes Chinois
esten O (n“log| A||). Les techniques Pas de Bébé, Pas de Géant appliquées par Kaltofen
dans 73] améliorent cette complexité en O~ (n>log|| A||) (avec I’arithmétique matricielle clas-
sique). Plus récemment, les dernieres améliorations de [78, §7.2], utilisant les techniques de
I’algorithme de Coppersmith par blocs [[15} (74} 114} [113]] fixent le meilleur exposant connu a
ce jour pour ce calcul : 2, 697263 en utilisant I’arithmétique matricielle rapide.

Afin de construire des algorithmes de calcul du polyndme caractéristique dans Z nous nous
intéressons donc d’abord au calcul dans des corps finis. Nous présentons dans le chapitre [6]
un premier algorithme de type Krylov, LU-Krylowv, tirant parti des opérations par blocs des
chapitres [2] et [3| mais dont la complexité asymptotique n’est que O (n?). Dans le chapitre
nous étudions 1’algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en en donnant une application
en théorie du contrdle. Le chapitre([§]traite de I’algorithme rapide de Keller-Gehrig. Enfin, nous
présentons dans le chapitre [9)comment appliquer ces algorithmes au calcul dans Z.

Ces travaux ont été initiés lors d’une collaboration avec Zhendong Wan [93, 92] puis pour-
suivis dans I’article [36], dont la partie présente reprend et complete les résultats.
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L'ALGORITHME LU-KRYLOV

Les méthodes de Krylov tirent I'information de la matrice a étudier en I’appliquant suc-
cessivement plusieurs fois a un méme vecteur v. Les vecteurs A'v ainsi produits sont appelés
itérés de Krylov du vecteur v. La plus petite relation de dépendance linéaire entre ces vecteurs

N .. . N . Av
est le polyndme minimal du vecteur v relativement a la matrice A. Nous le noterons P, ..
C’est le polyndme unitaire P, de plus petit degré, tel que P(A)v = 0. Il divise le polyndme
minimal P2 de la matrice A, car ce dernier annule aussi cette séquence.

Les méthodes de Krylov reposent sur le résultat suivant, liant les calculs d’itérés d’un vec-
teur a celui de son polyndme minimal :

o e -
e , 10 —nm
Propriété 6.1. Soit V = [v Av A% ... Ad—lv], et Cpan =
1 —Mq-1 |
la matrice compagnon associée au polynome Pmm X+ Z -0 mZX *. Alors la relation
suivante est vérifiée :
AV =V0pan. (6.1)

min

Si le vecteur v engendre 1’espace total (d = n), alors la matrice V' est carrée et inversible.
On lit alors les coefficients du polyndme caractéristique P4 = Plfif sur la matrice compagnon
VIAV = CPA v.

Dans le cas ou d < n, la méthode de Krylov consiste a compléter la matrice V' en une
matrice V en lui ajoutant n — d vecteurs colonnes, pour former une base de I’espace total.
Cette matrice vérifie alors :

_—1 = C A,v X
V AV = | P . (6.2)
0 Y

A L. . , . . A
Le polyndme caractéristique de A s’obtient donc comme le produit de P,." avec le poly-
ndme caractéristique de Y, qui pourra étre calculé récursivement.

109



6. L’ALGORITHME LU-KRYLOV

On se reportera a [66, 50] pour une description plus détaillée des méthodes de Krylov.

Nous présentons dans la suite des techniques basées sur la décomposition LUP permettant
une mise en pratique efficace de la méthode de Krylov. En particulier, nous montrons qu’une
seule décomposition LUP de V, permet 2 la fois de calculer les coefficients de P/’ (sans
calculer explicitement le produit V~'AV) et de compléter V en V.

6.1 Le polynéme minimal par élimination sur la ma-
trice de Krylov

Nous présentons ici un algorithme qui détermine le polyndme minimal d’un vecteur v re-
lativement a une matrice A. Un algorithme similaire est présenté dans [84, Algorithme 2.14],
mais ne bénéficie pas des opérations par blocs pour I’élimination.

Le principe est de calculer la matrice K 4 ,, de dimension n X n (appelée matrice de Krylov),
dont la 7éme colonne est formée par le vecteur A*"'v, puis d’effectuer une élimination sur
cette matrice. Plus précisément, on calcule la décomposition LQUP (voir partie [3.2]et [71]) de
la matrice ‘K A- Les d premieres colonnes de K 4, (d est le degré de Prfi;f) sont linéairement
indépendantes et les n—d suivantes sont des combinaisons linéaires des d premieres. Pour cette
raison, la matrice () de la décomposition LQUP est la matrice identité, et cette décomposition
correspond 2 la décomposition LUP des d premicres lignes de ‘K 4 ,. Elle peut étre représentée
comme sur la figure[6.1]

F1G. 6.1 — Décomposition LOUP de la matrice de Krylov K 4,

A partir de cette décomposition, on obtient les coefficients du polyndme Prfi’;’ par une
simple résolution de systeme linéaire :

Lemme 6.1. Avec les notations précédentes, soit m = (mq, ..., mq_1) le vecteur formé par
les d coefficients de P2Y Alors

min : 1
m = —Lag1 Ly 4
Démonstration. Notons K = 'K 4,,. On a alors
trad
Ko = (A%)
d—1



6.2. CALCUL D’UN SOUS-ESPACE SUPPLEMENTAIRE PAR COMPLEMENT DE
SCHUR

Ainsi Ly UP = —m - Ly_4UP etdoncm = —Lg.1.L7 . U

On en déduit directement 1’algorithme [6.1]

Algorithme 6.1 : MinPoly : Polyndme minimal d’un vecteur relativement a une matrice

Données : A une matrice n X n et v un vecteur de dimension n
Résultat : P>"(X), le polyndme minimal de v relativement a A

pour i = 1...log,(n) faire

L Kl...n,zi—1+1...2i = A21_1K1...n,1u.2i—1
(L,Q,U, P) = LQUP( 'K),d = rank(K)
m = —Lqg1.L7"y
retourner P"(X) = X? 4+ S0 m, X

min

fin

L’ opération dominante dans cet algorithme est le calcul des puissances 2° de la matrice A,
soit log, n produits matriciels. La complexité est donc O (n* logn) opérations algébriques.
Cependant, on peut aussi obtenir la matrice K en calculant les n itérés successivement, avec
n produits matrice-vecteur de la forme : K _, ;41 = AK; , ;. La complexité devient alors
O (n?). Pour w = 3, cette derniere approche est donc préférable, car elle ne fait pas intervenir
de facteur logarithmique.

Par ailleurs, on peut fusionner les opérations de construction des itérés et leur élimination
LQUP dans un schéma de type maitre-esclave : ’algorithme LQUP s’effectue sur les lignes de
'K disponibles, et lance le calcul des lignes manquantes, lorsqu’une opération implique un
bloc non complet. Ceci permet d’économiser le calcul d’itérés linéairement dépendants. La
structure en bloc de 1’algorithme LQUP impose de calculer ces itérés en blocs et ne permet
donc pas d’arréter le calcul au premier itéré linéairement dépendant. En revanche, si d est le
degré de Pfi’n”, on peut certifier qu’au plus 2d itérés seront calculés. Ainsi les complexités de
I’algorithme peuvent s’exprimer en fonction du degré du polyndme minimal. Avec la multi-
plication matricielle rapide : O (n“ log d) en multiplication matricielle rapide, ou O (n?d) en
multiplication classique.

Enfin, dans le contexte d’un calcul dans un corps fini suffisamment grand, cet algorithme
permet de calculer de fagon probabiliste le polynome minimal de la matrice A. Si les co-
efficients de v sont tirés aléatoirement et uniformément dans un sous-ensemble S du corps,
la probabilité de réussite est minorée par 1 — n/|S| (en appliquant I’analyse de Wiedemann
[119]).

6.2 Calcul d’un sous-espace supplémentaire par com-
plément de Schur

Une fois calculée une base du sous espace invariant engendrée par le vecteur v, il faut
la compléter en une base de 1’espace total pour obtenir la forme triangulaire supérieure par
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blocs de 1’équation (6.2)). Cette opération est effectuée par 1’algorithme [4.2] On notera, que la
décomposition LQUP dans cet algorithme a déja été effectuée pour le calcul de Pn?i’rf’ .
On peut donc maintenant écrire 1’algorithme

Algorithme 6.2 : LU-Krylov : polyndme caractéristique par la décomposition LUP de
la matrice de Krylov

Données : A une matrice n X n sur un corps K
Résultat : P2 le polyndme caractéristique de A

car?

début
Tirer un vecteur v aléatoirement et uniformément dans X"
Prfi’: = MinPoly(A, v) de degré d ; /+ la décomposition
v = [L1] [U1 U2} P pour V = [v Av ... Ad—lv] est calculée

*
si (d =n) alors
‘ retourner P2 = pPAv

car min
sinon
AL A
11 12 N .
A'=P'A'P = ou Ay, isd x d
Al Al
21 22
A§2_A/215f132 _ ! / —1
Pear (V) = LU—Krylov(A122 — AL ST Ss)
A _ pAwv A/22*Al2151_ S2
| retourner P, = P, X Fu;

fin

Theoreme 6.1. L’algorithme LU-Krylov calcule le polynéme caractéristique d’une matrice
A de dimensions n x n en O (n3) opérations algébriques.

Démonstration. Soit V la complétion de V' obtenue dans 1’équation 4.1 et on pose
Yy="V=TLUP

On applique alors la transformation de similitude avec la matrice Y sur ‘A :

YtAyfl _ _ tCPﬁiﬂv — —E)l——l
0 ]n_d]P A'PU 'L
[ tCPHﬁ‘,lv ‘ 0
S A U
-tCPA,v 0
— me .

oit R = Ay — Ay U U,
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Le polyndme caractéristique étant invariant par similitude, P2 est égal au produit des po-

lyndmes caractéristiques des deux blocs diagonaux de cette matrice. Ainsi,
Al — A —1
PA = Pnf‘i;f x Poz it Uz

Soit T1y-kry10v(n) le terme dominant de la complexité algébrique de cet algorithme et
Tinpoty (1, d) celui de 1’algorithme appliqué a une matrice de dimensions n X n dont le
polyndme minimal est de dégré d.

En utilisant le produit matriciel classique, on a :

TLUK(n) = Tminpoly(n7 d) + TLQUP (d> n) + Ttrsm(n - d, d + TMM(n - d» d7 n— d)
+TLUK(TL — d)
= O (n*d+dn+d*(n—d)+d(n—d)?®) + Tx(n —d)

=0 (Z n’d; + dfn) =0 (n*)

ou les (d; — 1) sont les degrés de polyndmes minimaux calculés a chaque appel récursif. Ils
vérifient en particulier Y, d; = net >, d? < n?
]

Comme nous I’avons vu dans la partie Ialgorithme calculant P." donne de fagon
probabiliste P4 . Si tel est le cas pour chaque appel récursif, la suite de ces polyndmes mini-
maux correspond aux facteurs invariants de la matrice A. Ainsi cet algorithme calcule de fagon
probabiliste la forme de Frobenius de A. Dans le cas contraire, I’algorithme reste cependant
déterministe car la dimension du bloc R décroit strictement a chaque appel récursif. Dans ce
cas les facteurs apparaissent dans un ordre différent de celui de la forme normale de Frobenius.
On trouvera dans [[104, §9.3] comment obtenir la suite des facteurs invariants a partir d’une
décomposition en facteurs quelconque de P

Bien que cet algorithme soit basé sur des opérations par blocs, sa complexité ne peut
pas se réduire a celle du produit matriciel. En effet, en remplagant T}; .01, = O (nd) par
O (n“logd), les termes log d; ne peuvent se sommer en logn. De méme pour les termes
d¥~*n? qui ne peuvent se sommer en n* pour w < 3. C’est justement sur ce point que 1’al-
gorithme par branchements de Keller-Gehrig propose une réponse en atteignant la meilleure

complexité algébrique de O (n“ log n) connue pour ce probleme.
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I

’ALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE
KELLER-GEHRIG

Nous rappelons ici I’algorithme par branchements de Keller-Gehrig, en le présentant dans
un contexte plus général : le calcul de la matrice de Krylov compressée d’un ensemble de
vecteurs B = [by] ... |b,,] relativement a une matrice A. Ceci permet a la fois une présentation
simplifiée de I’algorithme et son application a un probleme issu de la théorie du contrdle : le
calcul de la forme de Kalman. L’algorithme original de Keller-Gehrig consiste a choisir B =
1,, et considérer une transformation de similitude a partir de la matrice de Krylov compressée
obtenue. Nous définissons la matrice de Krylov compressée dans la partie puis détaillons
I’algorithme pour son calcul dans la partie Nous présentons certaines améliorations pour
sa mise en pratique dans la partie Enfin nous étudions comment 1’appliquer au calcul de
la forme de Kalman dans la partie

7.1 La matrice de Krylov compressée

Soit A et B deux matrices de dimensions n X n et n X m respectivement. On considere la
matrice de Krylov K de dimension n x (mn), engendrée par les m vecteurs colonnes de la
matrice B et leurs itérés par la matrice A :

K=o | fae | o] |4, . (7.1)

Soit r le rang de de K. Evidemment » > rank(B). Formons la matrice K de dimension
n X r et de rang plein, en prenant les r premieres colonnes linéairement indépendantes de la
matrice /.

Définition 7.1. K est la matrice de Krylov compressée de la matrice B relativement 2 la
matrice A.

Si un vecteur colonne Akbj est linéairement dépendant avec les colonnes précédentes dans
K, alors tout vecteur de la forme A'b;, | > k sera aussi linéairement dépendant. Par conséquent
K est de la forme suivante :

E=|o|..|ame | b, ] |4t | (7.2)
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pour des d; vérifiant 0 < d; <n —1letd . d; =r.

L’ordre dans le choix des vecteur-colonne indépendants (de gauche a droite) peut étre in-
terprété en terme d’ordre lexicographique pour la séquence (d;). En suivant Storjohann [[104]
Fact 9.4], la matrice de Krylov compressée peut donc aussi étre définie comme suit :

Définition 7.2. La matrice de Krylov compressée de la matrice B relativement a la matrice A
est la matrice de la forme

T P R B P
de rang r, telle que la séquence (d;) est lexicographiquement maximale.

Nous présentons dans la partie suivante un algorithme calculant cette matrice de Krylov
compressée.

7.2 Principe de l'algorithme

Le calcul de la matrice de Krylov compressée se décompose en deux taches : le calcul d’ité-
rés, et la sélection de vecteurs linéairement indépendants. Cette derniere opération correspond
a la mise sous forme réduite en colonne décrite dans la partie 4. 1] Pour cette opération, Keller-
Gehrig a proposé dans [81, §4] un algorithme de mise sous forme échelonnée. Nous proposons
d’utiliser a la place I’algorithme (page [84)), de description plus simple, et permettant cer-
taines améliorations, comme nous le verrons dans la partie Pour le calcul des itérés, il
suffit de calculer les [log,(n)] puissances de A :

2 21 9[loga(n)]—1
A A2 A% A .

Le schéma suivant permet alors d’obtenir tous les itérés d’un vecteur b,.

Vo = [bj]

_ (7.3)
Vil = [V;’vai]
ou la matrice V; a 2° colonnes.

Cependant, on ne peut pas calculer explicitement la matrice /& pour ensuite en dé-
duire K sa forme réduite en colonne. En effet K est n x n? et son calcul demande O (n“*!)
opérations. L’algorithme par branchements de Keller-Gehrig consiste donc a combiner chaque
€tape du calcul des itérés avec mise sous forme réduite en colonne : une élimination est effec-
tuée apres chaque multiplication par A% pour éliminer les itérés linéairement dépendants avant
Iitération suivante. De plus, si a Iétape i, un vecteur b; n’a que k < 2° itérés linéairement in-
dépendants, il n’en aura jamais davantage. Ainsi le schéma ne sera appliqué qu’aux blocs
d’itérés de taille 2°.

Nous pouvons maintenant présenter 1’algorithme par branchements de Keller-Gehrig dans
I’algorithme

Theoreme 7.1 (Keller-Gehrig). Soit A et B deux matrices de dimensions n X n et n X m
respectivement, avec m = O (n). La matrice de Krylov compressée de B relativement a A
peut étre calculée en O (n“logn) opérations dans le corps.
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Algorithme 7.1 : Matrice de Krylov Compressée [Keller-Gehrig]

Données : A a n x n matrix over a field, B, a n x m matrix
Résultat : (K, r) comme dans (7.2)

début
1=20
VE) = B = (‘/0,17%,27"'7‘/0,m)
C=A

tant que (3k, V), a 2 colonnes) faire
pour tout j faire
si (Vi ; a strictement moins de 2¢ colonnes ) alors
| W=V
sinon
L W = [Vi,|CViy]
W = [Whl...|W,]
Visr = FRC(W) (r = rank(W)); /% Vg = [Vigaal .o [Vigin] ot Vigy
sont les vecteurs de W, présents dans Vi %/
C=CxC
Li=1+1
retourner (V,r)

fin

Démonstration. D’apres I’algorithme [7.1] (cf [81]). O

L’algorithme de Keller-Gehrig a été introduit pour le calcul du polyndme caractéristique.
La propriété [/.1{montre le lien entre matrice de Krylov compressée et une forme proche de la
forme normale de Frobenius, permettant le calcul du polyndme caractéristique.

Propriété 7.1. Soit K la matrice de Krylov compressée de la matrice identité relativement a

. o s .
une matrice A. Alors la matrice K ~AK est sous forme Hessenberg polycyclique : elle est
triangulaire supérieure par blocs, avec des blocs compagnons sur la diagonale et ses blocs
supérieurs sont nuls sauf sur leur derniere colonne.

0 * *
1 0 * *
* *
1 = *
K AR = (7.4)
0 *
1 0 *
*
1 =
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Corollaire 7.2 (Keller-Gehrig). Le polyndéme caractéristique d’une matrice carrée A d’ordre
n peut étre calculé en O (n“logn) opérations dans le corps.

Démonstration. Le polyndme caractéristique de la matrice Hessenberg polycyclique est
le produit des polyndmes associés a chacun des blocs compagnons de sa diagonale. Et comme
les déterminants sont invariants par transformation de similitude, il est égal au polynome ca-
ractéristique de A. [

7.3 Obtention de la forme polycyclique

Pour obtenir la forme Hessenberg polycyclique (7.4), Keller-Gehrig suggere de calculer

simplement le produit K AR ce qui engendre 4, 66n> opérations dans le corps supplémen-
taires (avec le produit matriciel classique).

Or en utilisant la factorisation LQUP pour calculer la forme réduite en colonnes (algorithme
, nous disposons gratuitement de la décomposition LQUP de K, ce qui permet d’économi-
ser 2/3n3 pour ce calcul. Mais il est méme possible de réduire ce coiit a ¢n?, ou ¢ est le nombre
de blocs diagonaux dans la forme Hessenberg polycyclique. 1l s’agit d’une généralisation de
la technique de la partie |6. 1| pour le calcul du polyndme minimal Prfi’n”.

Tout d’abord, considérons le cas ou ¢ = 1 (les n itérés d’un seul vecteur v sont linéairement

indépendants). K = [v|Av|...|A" 1] vérifie
' —
1 0 ma

KAk =| T,

1 Mp—1

ou Prfi’n” =X"— Z;:Ol m; X*. On obtient donc la forme Hessenberg polycyclique en calculant
le polynome minimal de A et v avec 1’algorithme [6.1]

Nous montrons ensuite le cas de ¢ = 2 dont la généralisation est évidente. La figure [7.2
représente leur matrice de Krylov compressée et la matrice L de sa décomposition LQUP, four-
nies par I’algorithme par branchements. La premiere relation de dépendance pour v; s obtient

comme précédemment (figure [7.I). Pour le vecteur vy, la premiere relation de dépendance

FI1G. 7.1 — Calcul des coefficients de la premiere relation de dépendance linéaire

linéaire obtenue pour le vecteur A%v, s’écrit :

do—1 di—1

Ad2U2 = Z /BiAiUQ + Z viAivl.
=0 i=0
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0
LQUP
—
Vo
N
o 0L,
n I,
Afizvz 0

FI1G. 7.2 — Matrice de Krylov compressée a deux itérés

On obtient alors les vecteurs de coefficients § = [3;] et v = [;] comme les solutions du
systeme décrit sur la figure[7.3]

FI1G. 7.3 — Calcul des coefficients de la seconde relation de dépendance linéaire

Il suffit ensuite de construire la matrice de Hessenberg polycyclique a partir de ces coeffi-
cients :

0 Qg Y0
1 0 a1 7
oo 1 ag—1 Ydi—1
0 Bo
10 b1
L 1 /Bd2 -1 ]

Cette technique s’applique a tous les blocs d’itérés, et par conséquent, la matrice de Hes-
senberg polycyclique peut étre calculée en ¢ résolutions de systemes linéaires.

Remarque 7.1. Comme ces résolutions utilisent la méme matrice triangulaire, on peut envisa-
ger de les regrouper en une résolution de systeme multiple (t rsm). Dans I’exemple précédent,
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il s’agit de calculer
-1

L 0] [Ly
n l2 N L2

Cette méthode a I'inconvénient d’ignorer les zéros du membre de gauche et peut donc aug-
menter le nombre d’opérations. En revanche si ¢ = O (n), la méthode habituelle nécessiterait
O (n) résolutions de systemes linéaires, soit O (n?) opérations, ce qui dominerait la complexité
O (n¥logn). La résolution simultanée ne nécessite quant a elle que O (¢*~2n?) opérations, ce
qui reste cohérent avec la complexité globale de 1’algorithme.

Noter aussi que pour le calcul du polyndme caractéristique, la forme polycyclique n’est
pas nécessaire, mais seuls les coefficients des blocs diagonaux importent. Ainsi, on peut se
contenter de ne résoudre que les systemes [; = al; et [ = [Ls. Le coft total devient alors
O (n?) par la méthode classique.

7.4 Comparaisons expérimentales

Nous avons implémenté les deux algorithmes LU-Krylov et Keller-Gehrig par branche-
ment, en utilisant les routines présentées dans la partie [[ et la représentation positive des corps
finis de Modular<double>. La figure|/.4compare les temps de calcul des deux implémen-

Comparaison entre LU-Krylov et Keller-Gehrig par banchements

1.6 T T T T T T

N Keller-Gehrig par branchements ——
14 | \\ LU-Krylov
12 | e .

8 o8} .
'% 06 | \777+ ;
04 | ]
02} |

0 ‘ ‘ w w w ‘ ‘ ‘ ‘

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre de blocs

F1G. 7.4 — Comparaison entre les algorithmes LU-Krylov et Keller-Gehrig par branche-
ments sur un Pentium4-2.4Ghz-512Mo

tations pour une suite de matrices d’ordre 300 dans Z1y1, dont on fait varier le nombre de blocs
dans la forme de Frobenius.

Il ressort que LU-Krylov est le plus rapide sur toutes les matrices. Ceci est dii au facteur
log n supplémentaire dans la complexité de 1’algorithme par branchements. Ce surcofit n’est
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pas ici compensé par le produit matriciel rapide car la dimension 300 est trop faible. Plus préci-
sément, on remarque que le temps de calcul de ce dernier algorithme décroit quand le nombre
de blocs augmente. Cela provient du fait que ce facteur logn est en fait log dax, OU dpax €St
la dimension du plus grand des blocs diagonaux. Or pour ces matrices, cette valeur diminue
quand on augmente le nombre de blocs. A I'inverse, le temps de calcul de LU-Krylov est
presque constant, mais en légere augmentation quand le nombre de blocs croit. Ceci provient
du fait que les produits matriciels mis en oeuvre ont des dimensions de plus en plus rectangu-
laires : ce qui pénalise I’efficacité des BLAS.

7.5 Application au calcul de la forme de Kalman en
théorie du contréle

En théorie du contrdle, la forme de Kalman intervient dans I’étude de problemes de controle
de systemes différentiels linéaires. On étudie des systemes de la forme

X(t) = AX(t) + BU(t)

ol X (t) est un vecteur de dimension n, A est une matrice carrée d’ordre n, B est une matrice
de dimension n x m et U(t) est le vecteur de contrdle de dimension m. L’espace d’état se
décompose en un sous-espace contrdlable et un sous-espace libre. Il est alors utile de repré-
senter ce systeme de facon canonique, en séparant ces deux sous-espaces. C’est ce que permet
la forme de Kalman, introduite dans [72].

Theoreme 7.3 (Kalman). Soit A et B deux matrices dans un corps K, de dimensions n X n et
n X m respectivement. Soit r la dimension de |’espace engendré par les vecteurs colonne de
B et leurs itérés par la matrice A. v = dim(Vect(B, AB, ..., A""'B)). Il existe une matrice
inversible T d’ordre n dans K qui vérifie

B H X B »
T AT = : =T7'B
0 Y 0

ou H et By sont respectivement de dimensions r X r et r X m.

7.5.1 Complexité du calcul de la forme de Kalman

Une premiere étude dans [38]] met en évidence les liens entre les algorithmes de calcul des
matrices de Krylov et celui de la forme de Kalman. Suite a une remarque de Gilles Villard
[116], nous avons poursuivi cette étude, pour aboutir au résultat suivant :

Theoreme 7.4. Soit V' la matrice de Krylov compressée de B relativement a A. Soit T la
matrice inversible obtenue en complétant V' en une base de K" par I’ajout de n — r vecteurs
colonnes a droite. Alors T vérifie la définition de la forme de Kalman de A et B.

Démonstration. La matrice V vérifie la relation

AV =VH
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ou H est de dimension r X 7 et est sous forme Hessenberg polycyclique (7.4). Notons 7' =
[Viw].

Alors
X

AT:[AV\AW]:T
0 Y

De plus, V' est une base de Vect(B, AB, ..., A" B). Ainsi chaque colonne de B est combi-
naison linéaire de colonnes de V' :

]

Corollaire 7.5. La forme de Kalman de A et B peut étre calculée en O (n“logn) opérations
dans le corps.

Démonstration. D’apres le théoreme la matrice V' peut étre calculée dans la complexité
annoncée. On complete celle-ci par I’algorithme 4.2 pour obtenir

_ 0
T=|K|P" ,
]n—r

ot 'V = LUP est la décomposition LUP de V.

Reste ensuite a calculer les blocs H, X, Y et B;, avec des produits matriciels et des réso-
lutions de systemes. Toutes ces opérations étant en O (n*), c’est le calcul de V' qui domine la
complexité. [

Ce dernier résultat améliore celui donné dans [38, Theorem 2] d’un facteur n.

7.5.2 Mise en pratique

Nous proposons I’algorithme |[/.2| pour la mise en oeuvre du calcul de la forme de Kalman,
a partir de I’algorithme par branchements de Keller-Gehrig.

Theoreme 7.6. L’algorithmeest correct et nécessite O (n® log n) opérations dans le corps.

Démonstration. On rappelle (d’aprés la preuve du théoréme que

.0 H X
AV | AP =T
Ly 0 Y

AT

On rappelle aussi que




7.5. APPLICATION AU CALCUL DE LA FORME DE KALMAN EN THEORIE DU
CONTROLE

Algorithme 7.2 : Kalman-KGB : Kalman-Keller-Gehrig par Branchements

Données : A et B deux matrices dans un corps, de dimension n X netn X m
Résultat : v, 7, H, X, Y, B, comme dans le theoréme

1 (V,r) = CompressedKrylovMatrix(A, B)

2 si (r=n) alors

3 | retourner (n,Id,A,0,0,B)

4 sinon

s | (L,[UU,], P) = LUP('V)

; 0

T=\|V]|'P

6 ]n—r

7 | By=L"TU"PB
A/:PAL‘P: Alll A,12

s Ay Ap

9o | X=LTUTA,

10 Y = A, — Uy 'UTTAY,

1 pour tout j faire

12 L m; =1 Lj_1 comme expliqué dans la partie

13 Construire la matrice polycyclique H d’apres les m;, comme vu dans la partie
14 retourner (r, 7, H, XY, By)
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7. LALGORITHME PAR BRANCHEMENTS DE KELLER-GEHRIG

t—t— | X
Donc X et Y vérifient U L

= PA'P .
Y ITL*T‘
-A’ Al
Enposant A = PA'P = |7 " on obtient
Al Al
| 21 22
Uy 0 .6 Al
Uy, I, Y Al
et le systeme
tUl tLX = A/12,
' LX +Y = Al,,
admet la solution suivante :
X — thl tUl_lA/m,

Y

/ t t —1 Ar
Ay — Uy "UL Al

Enfin, pour By, on tire de 7'B; = B I’équation :
B, = 'L™"'U,”'PB.
O

Remarque 7.2. La décomposition LUP de 'V est déja effectuée a la sortie de ’appel a
CompressedKrylovMatrix. L’étape 5 peut donc étre supprimée.

Pour le calcul du polyndme caractéristique, 1’algorithme LU-Krylov est une alternative
a ’algorithme par branchements de Keller-Gehrig, et nous avons montré dans la partie
qu’elle est plus efficace en pratique. De la méme fagon, nous proposons 1’algorithme [7.3]
inspiré de I’algorithme LU-Kry1ov, dont la complexité algébrique est O (n?) mais ayant une
meilleure efficacité pratique (présumée).
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7.5. APPLICATION AU CALCUL DE LA FORME DE KALMAN EN THEORIE DU
CONTROLE

Algorithme 7.3 : Kalman-LUK : Kalman-LU-Krylov

Données : A et B deux matrices dans un corps, de dimensions n X netn x m
Résultat : v, 7", H, X, Y, B, comme dans le théoréme

début
v = Bl

K = [v Av A%
(L, [U1|Us), P) = LUP(KT), 7, = rank(K)

calculée au vol : au plus 2r; colonnes sont calculées */

/* La matrice K est

b

m=(my,...,my )= Lr1+1Lf,1,7«1
f — Xr1 _ Z:;l min'fl
si (r; =n) alors

| retourner (n, Id, A,0,0, B)
sinon

Ay Al
Ay A
AR:A/22_U2TU1_TA/12

LT 0 utoooo
o I| |-Ufu/T 1

A= PAPT =

NIV
ou A}, estry X ry.

B = PB

k%
Calculer la permutation () telle que B'Q = ou Zest(n—ry) Xp
0 Z

si (1 = 0) alors
X =L"Tu;T A,

Y = A
0
T=|K|PT
[n—m
retourner (r1,7,Cy, X,Y, X)
sinon
(ro, T®, H® X@ y® B®Y) = kalman-LUK(Ag, Z)
0
T=|K|P"
T2)

J = L‘TUfTA’nT(Q) = [Jl JQ} ;/+ J1 et Jy sont resp. ry X7y
*

et M X (n—1r—1ry) */
Ccy J J.

gH=|7 "]l x=|"
0o H® X2

retourner (r, + 7o, T, H, X,Y® B)

fin
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’ALGORITHME RAPIDE DE
KELLER-GEHRIG

Le calcul du polyndme caractéristique sur un corps est le dernier probléme canonique en
algebre linéaire qui n’a pas été réduit au produit matriciel. En effet la meilleure complexité
connue a ce jour est celle de 1’algorithme par branchement du chapitre [7| en O (n“ logn).
Cependant Keller-Gehrig décrit dans [81] un algorithme en O (n*), appelé algorithme rapide,
pour des matrices génériques.

Nous rappelons son principe dans la partie[8.1] puis nous mettons en évidence, dans la partie
B.2] I’intérét pratique de cet algorithme par une étude fine de sa complexité et en nous appuyant
sur des résultats expérimentaux. Ceci justifie que 1’on s’intéresse a sa généralisation, afin de
supprimer la contrainte de généricité. Nous avons initié des travaux sur le sujet en proposant
dans la partie [8.3] des modifications significatives de 1’algorithme, pour relacher la contrainte
de généricité et permettre a I’algorithme de traiter plus de cas. En outre nous fournissons, dans
la partie[8.3.5] une preuve de validité avec les matrices génériques pour ce nouvel algorithme.

Une autre piste pour sa généralisation est le recours aux techniques de préconditionnement,
développées pour les algorithmes de type Krylov. Dans son article, Keller-Gehrig dit s’étre
inspiré de I’algorithme de Danilevskii ([23] et sa description dans [66]) pour son algorithme
rapide. Il semble en particulier ne pas €tre basé sur une méthode de Krylov. Nous montrons
dans la partie [8.4.1] qu’il s’agit implicitement d’un algorithme de Krylov par blocs, ce qui
permet d’envisager 1’utilisation de préconditionnements.

8.1 Notations et rappel

On définit les matrices J; ; de dimensions n x 2%, en plagant Io: entre les lignes (j—1)2°+1 et
72¢. 11 s’agit d’une généralisation “par blocs” des vecteurs de la base canonique. En particulier,
multiplier une matrice a droite par J; ; revient a en extraire le jéme bloc colonne.

On rappelle qu’une matrice carrée d’ordre n est sous la forme m-Frobenius si elle s’écrit
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En particulier, toute matrice d’ordre n est sous forme n-Frobenius et les matrices sous forme
1-Frobenius sont les matrices compagnon.

L’algorithme de Keller-Gehrig consiste a transformer la matrice initiale Ay = A en une
série de matrices A; sous forme n/2!-Frobenius par des transformations de similitude. Au
final, la matrice Ajg,, = Cpa est une matrice compagnon, dont on lit les coefficients du
polyndme caractéristique sur la derniere colonne.

Chacune de ces grandes étapes s’écrit A; = K; ' A;_1 K; et se décompose en 3 — 1 petites
étapes qui sont elles-mémes des transformations de similitude avec une matrice U; ;. On définit
ainsi les matrices intermédiaires A; ; telles que :

-1
Ai,O = Ai—h Ai’2i_1 = Az et Ai,j—f—l = Ui,j Ai,jUi,j-

On en déduit que
Ki = Ui,l e U’i,Qifl'

L’ algorithme consiste a choisir les matrices U; ; comme suit :

0
U, = I V:J
—
n2' 2!

avec V;; = A; ;J E (dernier bloc colonne de A; ;). La ﬁgure@illustre le principe d’une petite
étape.

O Ci‘j Ci'j ij+1]
1 O 1 O O Cl
) 0 0
CI’J = b i _ d
Ui,j: |d 2 Ai,j I d B . CZI Ai,i*I BLM Ci2,j+1
0 Id 0 Id
n2 2 2 2 2 2 (12 2

FIG. 8.1 — Principe d’une petite étape de l’algorithme rapide de Keller-Gehrig

Cet algorithme est valable si, au cours du calcul, toutes les matrices U; ; sont inversibles,
permettant d’effectuer ainsi les transformations de similitude. Dans [81], Keller-Gehrig es-
quisse une preuve pour montrer que c’est toujours le cas avec des matrices génériques. Néan-
moins cette preuve reste tres allusive et sujette a caution. Nous donnons dans la partie [8.3.5]
une preuve de généricité pour une version modifiée de 1’algorithme.
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8.2. INTERET PRATIQUE DE L’ ALGORITHME

8.2 Intérét pratique de I'algorithme

8.2.1 Etude de la constante dans la complexité algébrique

L’algorithme rapide de Keller-Gehrig est asymptotiquement le meilleur, mais la notation
O (n*) cache souvent une constante multiplicative grande, rendant 1’algorithme inapte a la
mise en pratique. Comme dans les chapitres [3| et 4, nous donnons dans le lemme [8.1]le terme
dominant de la complexité algébrique de cet algorithme, montrant ainsi qu’il est du méme
ordre de grandeur que celui de 1’algorithme LU-Krylov.

Lemme 8.1. Le calcul du polynome caractéristique d’une matrice n X n avec l’algorithme
rapide de Keller-Gehrig (s’il aboutit) nécessite k,n“ + o(n*) opérations sur le corps, on

2w=1(5. 2973 1) 2 2 1 1
Ry = Cw - + - -
(2@ —1)(2v=1 —1)2(2@=2 —1) 2w-1 1 2w-2_1 2w _1 (u=1_1)2v—1)

Remarque 8.1. En particulier, avec la multiplication matricielle classique, (w = 3,C,, = 2),
on obtient x,, = 176/63 ~ 2,794. A titre de comparaison, 1’algorithme LU-Krylov appelé
sur une matrice générique nécessite (2 + 2/3)n3 ~ 2, 667n> opérations sur le corps (2n® pour
le calcul de la matrice de Krylov et 2/3n? pour sa décomposition LUP). Les deux algorithmes
ont donc une complexité algébrique voisine (avec I’arithmétique classique des matrices). Il est
donc intéressant de les comparer en pratique.

Démonstration. Nous noterons X, _; la sous-matrice extraite de X en prenant les lignes d’in-
dice compris entre a et b. Comme dans la partie on indice par ¢ les grandes étapes et j les
petites. Chaque petite étape peut €tre décrite par les opérations suivantes :

1 B;L72i+1...n = 01,1.21'31...21

2 Bi...n—Qi = _02i+1~~~”B;L—2i+1...n + B2i+1...n
3 ¢ = B/C/\+1...>\+21'

4 §i+1...2i+,\ += Ci.a

5 Chiingrm T= Copriinm

La premiere opération est une résolution de systemes multiples : elle consiste en une dé-
composition LUP et deux résolutions de systemes triangulaires multiples. Les deux opérations
suivantes sont des produits matriciels. Enfin, les deux dernicres sont des additions dont le
colit est dominé par les opérations précédentes. Le cofit d’une transformation de similitude est
donc :

T;; = Tooe(2,2") + 2Tresm (2", 2°) 4+ Tam(n — 27, 2°,2) + Ty (n, 2, 2°).
D’apres les lemmes [3.1] et[3.2] on obtient

Cw2w72
2(202 1) (21— 1)
i 2w—3 + 2w—l -1
- @O (G ey

D,,

Ti,j (Qi)w + WW_D(T)w + C’w(n _ 21‘)(2i)w—1 + Cwn(2i)w—1

— 1> +2nC,, (21~ 1,
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Le terme dominant dans la complexité de I’algorithme est donc

log(n/2) n/2'—1 log(n/2) n
T = Ti; = — -1 D, (2D + 2nC,, (281
> Z ; ;(T ) (CoDu(@)° + 2nCu(2)*)
log(n/2) ‘ ‘ ‘
= C, (D, — 2)n(29)“~ 1 + 2n2(29)%72 — D, (2%)“.
i=1
Et comme
log(n/2) nt — 1 ne
21 T _ _ Eg
> @Y=y mog o)
on obtient :
D, 2wt 2
w = Cw = - .
" @ —Dvi—1) 2 1-1 2o2_71
Or
5.2¢73 1
D, = -1
(2w72 _ 1)(2(;)71 _ 1)
on a donc

I 20752973 — 1) o2 2t 1
YT (2w - 1) (2@t = 1)2(2w-2 — 1) 2@l 1 2921 2w 1 (2wl 1)(2% —1)

8.2.2 Comparaison expérimentale

Avec le produit matriciel classique, cet algorithme est proche de 1’algorithme LU-Krylov
en terme de complexité (2, 794n3 contre 2, 667n3). Il est donc intéressant de les comparer en
pratique. Nous les avons donc implémentés, avec 1’implémentation de corps fini Modular—
<double> et les routines de la bibliotheque fflas_ffpack décrites dans les chapitres
et[3] Pour simuler des matrices génériques, nous utilisons des matrices denses aléatoires sur le
Ccorps fini 265521'

La figure 8.2| compare les vitesses en Mfops de ces deux implémentations. On constate que
I’algorithme LU-Krylov est plus rapide pour des matrices de petites tailles, mais 1’ordre s’in-
verse pour des dimensions supérieures a 1500 et la différence tend a augmenter. Ce compor-
tement provient de la fagon dont les O (n?) opérations sont effectuées. En effet, LU-Krylov
est basé en partie sur des produits matrice-vecteurs (calcul de la base de Krylov) alors que 1’al-
gorithme rapide de Keller-Gehrig est basé sur des produits matriciels. Or les BLAS sont plus
efficaces pour les produits matriciels que les produit matrices-vecteur, et ceci, d’autant plus
que la dimension est grande. Ceci corrobore le point vue énoncé dans I’introduction du cha-
pitre 2] : les algorithmes reposant sur le produit matriciel, sont a la fois intéressants en théorie
(pour la réduction de la complexité en O (n*)) mais aussi en pratique.
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Comparaison entre Keller—-Gehrig rapide et LU-Krylov

1800 T T T T T
LU-Krylov 2,66n"3 —+—
— 1 i A
1600 - Keller-Gehrig rapide 2,794n"3
1400 -
1200 e
oS 1000 r
= /
800 /
/
600 /
400 | /
200 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

n

F1G. 8.2 — Comparaison des vitesses entre [’algorithme rapide de Keller-Gehrig et L.U—-
—-Krylov sur un Pentium4-2,4GHz-512Mo

8.3 Vers une généralisation pour les matrices quel-
conques

Nous proposons ici quelques idées pour élargir le champ d’application de 1’algorithme ra-
pide de Keller-Gehrig. La limitation de 1’algorithme vient de ce qu’il suppose le bloc C’i’j de la
figure 8.1/ inversible. Ce bloc joue un rdle de pivot pour une élimination par blocs (la multipli-
cation a gauche par U~!). Nous montrons comment relacher cette contrainte en composant un
bloc pivot de taille aussi grande que possible, permettant d’effectuer une petite étape similaire
a celle de la figure [8.1]

Pour ce faire, il faut mettre la colonne C' sous un profil de rang générique en appliquant des
permutations, d’apres la méthode de la partie[d.1.2] Ces permutations modifient la structure de
la matrice, c’est pourquoi nous commencgons par donner les nouvelles notations dans la partie
.3.1] La partie [8.3.2) montre comment mettre la colonne C' sous profil de rang générique et la
partie indique comment appliquer la transformation de similitude pour effectuer la petite
étape. Nous décrivons enfin, dans la partie les limitations de cette méthode.

8.3.1 Geénéralisation des notations

Nous appelons forme m-Frobenius généralisée, une matrice sous la forme

0
> |B
W_JKH
n—-m m
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ou P est une matrice de permutation. Chaque grande étape consiste a transformer une forme
2171 Frobenius généralisée en une forme 2'-Frobenius généralisée. Avant et apres chaque pe-
tite étape, la matrice est sous la forme indiquée dans la figure |8.3| On retrouve la forme de

0 D
A= B C|avecB3 |E| .R etD= m
T 0 R, S et T sont des permutatiol
—_—— "
Mp g D AP

FIG. 8.3 — Structure de la matrice a chaque itération

I’algorithme initial (figure en prenant toutes les permutations R, S et T" égales a I’identité.
On définit les lignes permises, comme étant les lignes d’indice inférieur a A 4+ p pour les-
quelles Destnul. [y ={i€[l...\+p],D; =1[0...0]}.

8.3.2 Mise sous profil de rang générique de C

Nous nous placons ici dans le cas ;i > 2°. Le traitement du cas opposé sera précisé dans la
partie[8.3.4]

Pour donner au bloc C' un profil de rang générique, nous appliquons la méthode de la partie
4.1.2] Pour éviter le remplissage lors de la transformation de similitude, cette méthode doit étre
appliquée uniquement aux lignes permises de C'. On définit donc C' de dimensions (A4 p) x 2!
tel que

C; Vi € Iy

= [0...0] sinon.

Ql ql
I

.

_ _ — I 0
Lemme 8.2. Soit C' = LQUP la décomposition LQUP de C. Soit P = et ) =

0 P
@ de dimensions n x n. Alors la matrice A" = ( P Q) tA P Q est sous la forme
0 I
C T |0
0 ; 0
A =| B’ avec B’=P|ET R’ etD’'=S".1g
GG
2
T 0 R’, S’ et T” sont des permutations
~
A+p [ | Aop
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ou (] est inversible.

Démonstration. P et @ sont respectivement de dimensions 2°x 2% et (A+p) x 2%, Or 2+ X\ +p <
n donc les matrices P et () commutent. Ainsi

(‘PQ)'A'PQ=P QA'PQ
et d’apres le lemme[d.2] C'y est bien inversible.

On vérifie ensuite que sur le reste de la matrice, ces permutations ont les effets suivants :
multiplication A gauche par P : modifie T (dans I’hypothése que 1 > 2%),
multiplication a gauche par t@ : modifie Set F,
multiplication a droite par () : modifie R,

multiplication a gauche par "P: modifie C ,

mais ne modifient pas la structure des blocs. [

8.3.3 Application de la transformation de similitude

Apres I’application de ces permutations, nous nous sommes ramenés a une situation proche
de celle de I’algorithme initial de Keller-Gehrig : le bloc ' est inversible, mais peut étre de
rang 7 < 2°. Nous montrons ici qu’on peut toujours construire une transformation de simili-
tude, faisant croitre i de r (au lieu de 2°).

Il suffit d’effectuer la transformation de similitude avec la matrice U = 2 21 . Les
matrices calculées ont la forme suivante. 2
0
A = B | c|l uA= B : OF - B’ e
T T R Ui’in’jUi’j = R
R 0 |1 0 |1d
Mp oo 2 Mp o M T Mp-t W i

Une petite étape préserve donc la structure de la figure en augmentant /i, la taille de la
matrice R, de r. Ainsi, tant que la matrice C' est non nulle, 1’algorithme progresse, jusqu’a ce
que ;. = n — 2¢, marquant comme précédemment la fin d’une grande étape.

8.3.4 Compléments et limitations de la généralisation
Rendre la matrice inversible

Pour réduire les chances d’avoir C' nulle, il est préférable de considérer une matrice A
inversible. On peut soit imposer cette condition dans les conditions de validité de I’ algorithme,
soit s’y ramener en utilisant des préconditionneurs.
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On peut par exemple utiliser la matrice A = A+ al, ot « est un élément du corps tiré
aléatoirement. La probabilité que A soit singuliere est la probabilité que « soit une valeur
propre de A, donc inférieure a n/p (ot p est la cardinalité du corps fini).

Traitement du cas ; < 2°

Dans la partie précédente, nous avons laissé de coté le cas ou i < 2¢, car I’application de la
permutation P 3 gauche pouvait détruire la structure des blocs. Nous montrons ici, que ce cas
n’a jamais lieu en dehors de la premiere grande étape (i = logn — 1) si la matrice est supposée
inversible.

Pour i < logn — 1, la matrice se présente avant la premiere petite étape sous la forme :

0 B1 C,

AJ: T B2 CZ
~~

n-=21 2 21

Les lignes permises pour former la matrice C' sont, pour ce cas, les 2°*! premiéres, donc
C = (. Silamatrice est inversible alors, le bloc [ B, Cl] est de rang 2" et donc forcément,
C est de rang 2°. Ainsi, pour la premiére petite étape, r = 2' et donc ;. = 2° avant la deuxiéme
petite étape. 1l est ensuite croissant pendant le reste de la grande étape en cours. Ainsi, la
situation p < 2° quand ¢ < logn — 1, n’apparait que pour u = 0 et dans ce cas, aucun
probléme ne se pose.

Pour i = logn — 1, si la premiére petite étape génére une matrice 7" d’ordre u < n/2, la
matrice a la forme suivante :

O Cl C 2
A=B

T o

L n/2-p

On ne peut effectuer des permutations avec toutes les colonnes de C, car elles implique-
raient, par transformation de similitude, des permutations entre les n/2 dernieres lignes de
la matrice, ce qui détruirait la structure du bloc 7'. C’est pourquoi, on doit choisir la matrice
C = C, ayant n/2 — 1 colonnes, pour effectuer la mise sous profil de rang générique. Si cette
matrice est nulle, I’algorithme est en situation de blocage.
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Les situations de blocage

Pour résumer, 1’algorithme peut connaitre les deux situations de blocage décrites sur les

figures [8.4] et[8.5]

0| C,
0

A=B
T s
K n/2-p

FIG. 8.4 — Premiere situation de blocage de I’algorithme généralisé pour 1 = logn — 1

C,(C, D m
0 avecB=| | |.R etD=S.[IdetC,=S.
A=|B GGk {0]E
T 0 R, S et T sont des permutations
7\,+p n r I8 p

FI1G. 8.5 — Deuxieme situation de blocage de I’algorithme généralisé pour v < logn — 1

Pour la premigre, 0 < p < 2° comme nous I’avons vu précédemment. La deuxiéme situation
de blocage correspond a la situation ol I’ensemble des lignes permises est de rang nul. Ainsi,
I’algorithme génere la transformation de similitude triviale laissant la matrice inchangée. Dans
cette situation de blocage, on peut aussi supposer que A > 0 et p > 0. En effet, si A = 0, la
matrice est triangulaire inférieure par blocs, et si p = 0, elle est triangulaire supérieure par
blocs. Dans les deux cas, on peut donc calculer récursivement les polyndmes caractéristiques
des deux blocs diagonaux.

Lalternative : un algorithme en cascade

Pour une mise en pratique de cet algorithme, nous proposons de le combiner avec un autre
algorithme de calcul du polyndme caractéristique pour résoudre les cas de blocage. Pour mi-
nimiser le nombre d’opérations algébriques, on doit essayer de tirer parti de la structure de
la matrice laissée en situation de blocage. C’est ce que permettent les algorithmes basés sur
le calcul successif d’itérés par une méme matrice, en spécialisant le produit matrice-vecteur.
Nous avons donc choisi I’algorithme LU-Krylov.

Un produit matrice-vecteur, spécialisé pour les matrices sous la forme de la figure[8.5]cotite
2n(2° + p) + O (n). Dans I’hypothése ou I’algorithme ne calcule qu’un seul bloc d’itérés, on
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peut majorer le nombre d’opérations algébriques nécessaires par 2n22! + 2/3n3 + O (n?).
Avec le produit matriciel classique, cet algorithme en cascade a une complexité en O (n?), tout
comme les algorithmes LU-Krylov et Keller-Gehrig rapide. La figure représente 1’évo-
lution de la constante K dans la complexité Kn? de ’algorithme en cascade, selon le niveau

Constante K dans la complexité Kn® de I'algorithme en cascade

4 T T
35k ]
3 - m
v 25+t E
Q
<
g 2+ E
[%2]
c
o
O 15 - .
l - m
05 | LU-Krylov ——— 4
KG rapide
0 ‘ ‘ ‘ Cqscade K‘G rapidq -> LU—‘Krylov T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

niveau i de la cascade

FIG. 8.6 — Constante dans la complexité de I’algorithme en cascade pour n = 2'°

récursif ¢ ou la cascade intervient. On rappelle que ¢ = logn — 1 correspond a la premiere
grande étape et 1 = ( correspond a la derniere. On donne a titre de comparaison les constantes
des algorithmes LU-Krylov (2,667) Keller-Gehrig rapide (2, 794). Lorsque la cascade in-
tervient lors des premiers appels récursifs (i = 9; 8), le surcoft reste inférieur a 1n>. Pour les
appels récursifs suivants, la spécialisation du produit matrice-vecteur rend le cofit la construc-
tion de la matrice de Kylov négligeable. Il reste un surcoiit proche de 0,667 correspondant a
la décomposition LQUP de la matrice de Krylov, dans I’algorithme LU-Krylov.

8.3.5 Preuve de généricité

Dans [81]], Keller-Gehrig esquisse une preuve montrant que son algorithme rapide aboutit
avec des matrices génériques. Nous proposons ici une démonstration détaillée de ce résultat
pour I’algorithme généralisé que nous venons de présenter.

Lemme 8.3. Soit n > 0 et K un corps. Il existe un polynéme @, € K[X,,...,X, ] an?
variables tel que I’algorithme de Keller-Gehrig rapide généralisé peut calculer le polynéme
caractéristique d’une matrice A = |a; ;| si et seulement si

@n(aljl, . ,an,n) 7£ 0

Démonstration. Pour que 1’algorithme puisse aboutir il faut et il suffit que tous les blocs C',
apparaissant dans les petites étapes (voir partie [8.3.2)) soient inversibles. C’est a dire, que le
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produit de leur déterminant soit non nul. Chacun de ces blocs étant obtenu par des transforma-
tions élémentaires a partir de la matrice A, ces déterminants sont donc des polyndmes en les
coefficients a; ;. ]

Pour prouver que 1’algorithme aboutit avec des matrices génériques, il suffit donc de prou-
ver que ce polyndme @,, est non identiquement nul. Nous allons donc exhiber une famille de
matrices G,, € K?"*2?" et montrer que I’algorithme peut calculer leur polyndme caractéris-
tique. Ainsi on aura montré que ®5.(G,,) # 0 et donc que $on # 0 Vn > 0.

Soit (G,)n>0, la famille de matrices définie par

Go = [1]
0 G,
Ion 0

Gn+1 -

(G, est de dimensions 2™ x 2™).

Remarque 8.2. Soitn > 0.
— G, est une matrice de permutation.
— Toutes les transformations de similitude appliquées par 1’algorithme sur G,, sont aussi des
matrices de permutation, et toutes les matrices intermédiaires sont donc des permutations.
— En particulier, il n’y a toujours dans ces matrices qu’un seul élément non nul, égal a 1,
par ligne et par colonne.

Pour montrer que I’algorithme ne rencontre aucun cas de blocage dans son exécution, nous
allons d’abord montrer cette propriété au niveau de la derniere grande étape . Puis nous mon-
trerons comment toute grande étape est équivalente a la dernicre pour une matrice d’ordre
inférieur, ce qui permettra enfin de conclure.

Preuve pour la derniére grande étape

Soit n > 1. On s’intéresse a la dernicre grande étape de 1’algorithme de Keller-Gehrig
rapide généralisé, appliqué a la matrice G5,,. Nous verrons dans la propriété [8.3| que celle-ci

0 01
0 1
consiste a transformer la matrice Ay = 0 1 0] enlamatrice Agon_1 =
Irn_y O
Ins 00 .

Comme précédemment, on indexe par j les petites étapes intermédiaires, et Ay ; est I’état de
la matrice apres la jieme petite étape. Le but de cette preuve est de montrer que I’élément non
nul de la derniere colonne de la matrice se trouve toujours sur une ligne permise, ce qui évite
ainsi la deuxieéme situation de blocage (figure[8.5). Pour ce faire nous montrons qu’il se trouve
sur la ligne j + 1 au cours des 2" /2 premieres petites étapes, et qu’il fait toujours partie des
n — j premieres lignes au cours des 2" /2 dernieres petites étapes.

Propriété 8.1. Si j < 2"/2, alors Ay s’écrit
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i1
*=0oul
1H 0 j
. B 0
| S B -
] 11
A, = I

n .
2 -j=2

La notation utilisée pour le bloc H de dimension j x (j — 1) signifie que hj j_o = hj_9;_4 =
h]_47]_6 — = 1.

Démonstration. Pour j = 0, Ay vérifie bien cette propriété.

Considérons maintenant le passage de A ; a Ay ;.. La mise sous profil de rang générique
de la derniere colonne consiste a permuter les lignes d’indice 1 et j + 1. Comme c’est une
transformation de similitude, il faut aussi permuter les colonnes des méme indices. On obtient
alors la matrice

f_JR
o o
£ 0
1!
j+l S
. P | l TAT T
Q Ao,jQ =t ] ,‘,Qh
O -
0 I,
. . L . 0 1
On applique alors la transformation de similitude avec la matrice U = pour obte-
]Qn_l O

nir
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o 0 i+

1 l
E3 :

U O |

A ] 1]

0j+1 L1
0 I j+l
qui est bien de la forme annoncée. [

La petite étape intermédiaire entre les états j = 2"/2 — 1 et j = 2"/2 élimine la colonne
B :

I I 1
Lo ____1 B I A |
\1 0 O | 0
* B B * O
vl || 1
T 1] n/2-1 B _ ]
0,n/2—l_ 71 - Q AO,n/Z—IQ_ 71 -
0 0
0 | 00 |
n/2-1
|
| O C
3
1 |
® |
—_ 1
AO,n/Z_
0
In/2 0

Pour les 2" /2 dernieres étapes, la matrice A, ; va garder la structure décrite dans la propriété
Le coefficient de coordonnées (n — j,n — j — 2) valant 1, on est assuré que le coefficient
non nul de la colonne C' est sur une ligne d’indice strictement inférieur a n — j, ce qui empéche
I’apparition du cas de blocage 2.

Propriété 8.2. Pour j > 2" /2, la matrice Ay j a la forme suivante
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n—j—-1
K_/%
L 0 c
*
1
A =
0,
0 I
! 0

Démonstration. Soit k I’indice de la ligne ou se trouve I’élément non nul du bloc C' a permuter
en ligne 1. L’étape de mise sous profil de rang générique consiste a permuter les lignes et les
colonnes d’indices 1 et k. Comme les lignes d’indice n — j,n — j — 2, ... comportent déja des
1, on en déduit que n — 5 — k est impair. Ainsi, cette étape ne modifiera pas la structure des 1 en
diagonale, ni par son action sur les lignes ni sur les colonnes. La transformation de similitude

. 0
avec la matrice U = effectuera un décalage vers le haut et vers la gauche de ce

Ion_ 1 0
bloc, en préservant ainsi la forme annoncée pour la matrice Ag ;1. ]
Nous avons donc montré que 1’algorithme effectue la derniere grande étape sans rencontrer

de situation de blocage. Nous allons maintenant montrer que la structure récursive des matrices
G, permet de généraliser ce résultat aux autres grandes étapes.

Réduction d’'une grande étape quelconque

el . , 0 Gii1
Propriété 8.3. Soit2 <i < ket A=
[2k_2i+1 0

L’algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule sans blocage la grande étape fai-
sant passer A d’une forme 21 -Frobenius & une forme 2'-Frobenius. Le résultat est la matrice

0 G,
IQk_Qi O

, . k k A . '3 i k—1 k—1
Démonstration. A € K**%" peut étre vue comme une matrice B € (K2*2")%" 2" dont
les coefficients sont des matrices d’ordre 2°. Plus précisément

0 0 G;
B = 0 1 0
_[Qkfi_g 0 0

Ainsi, faire passer la matrice A de la forme 2/"'-Frobenius a la forme 2‘-Frobenius revient
a faire passer la matrice B de la forme 2-Frobenius a la forme 1-Frobenius. On peut donc

140



8.4. VERS UNE GENERALISATION PAR DES METHODES DE
PRECONDITIONNEMENT

utiliser le résultat de la partie précédente, en remplacant les coefficients 1 par des blocs I5:
sauf 1I’élément non nul de la derniere colonne que I’on remplace par (G;. Au final, on obtient
bien la forme 2’-Frobenius

0 G
12k721', O
[

Nous avons donc montré ici que chaque grande étape est équivalente a la derniere grande
étape du méme probleme en plus petite dimension. Il ne reste qu’a assembler ces éléments
pour conclure.

Preuve de la généricité

Theoreme 8.1. L’algorithme rapide de Keller-Gehrig généralisé calcule le polynome carac-
téristique des matrices génériques.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le calcul aboutit pour la famille des matrices (G,,).

Or d’apres la propriété chaque grande étape fait passer sans blocage d’une matrice de la
0 Giy1| : 0 G A
forme a une matrice de la forme . Les polyndmes ®,. sont
IQk_QiJrl O IQk_Qi
donc non identiquement nuls et on généralise facilement ce résultat aux matrices d’ordre n
quelconque. [

8.4 Vers une généralisation par des méthodes de pré-
conditionnement

Une autre piste, pour relacher les contraintes de généricité de 1’algorithme rapide, est de
considérer des préconditionnements de la matrice, permettant d’éviter avec grande probabilité
les situations de blocage.

Dans la partie nous montrons que chaque grande étape peut étre vue comme une
transformation de similitude avec une matrice de Krylov par blocs. Ce dernier résultat doit
permettre d’envisager d’autres méthodes pour la généralisation de 1’algorithme, en particulier
en utilisant des techniques de préconditionnements des méthodes de Krylov par blocs, ce que
nous évoquerons dans la partie [8.4.2]

8.4.1 Implicitement un algorithme de type Krylov

Propriété 8.4. Les matrices K; sont des matrices de Krylov par blocs, engendrées par la
matrice A; a partir du bloc vecteur J%.

Démonstration. Onnote K; = [K;1|...|K; | la décomposition en blocs colonnes de K;.

On commence par montrer que le premier bloc vecteur est J%- On remarque que la multi-
plication a droite par U; ; consiste a décaler vers la gauche les 5; — 1 derniers blocs colonnes.
Ainsi, K;; estla (3; — 1)éme colonne de U; 1, c’est a dire Ji'
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8. LALGORITHME RAPIDE DE KELLER-GEHRIG

I1 suffit ensuite de montrer que les blocs colonnes sont obtenus en itérant la matrice A;,
c’est a dire Ki,j = AiKi,j—l-

Ki;=K;J; = U;...UynJ;
21
= Uiar... Uiz 1Jj11

= Ui,l e UZJJ£
= Ui,l e Ui,j—l‘/;,j'

Ki,j - Ai(UiJ e UZ’]_l)Jz%
= Ai(Uix... Uij-2)Vij
— AiKi,j—l-

8.4.2 Perspectives

Ainsi, chaque grande étape peut €tre vue comme une transformation de similitude a partir
d’une matrice de Krylov par blocs. Si la condition de généricité est mise en défaut par la ma-
trice, c’est que cette matrice de Krylov n’est pas inversible. En suivant les travaux [45], on doit
pouvoir borner la probabilité qu’un tel événement se produise, et I’améliorer en précondition-
nant la matrice A; et en utilisant des projections de blocs efficaces.

Par ailleurs, en cas de blocage, la matrice de Krylov par blocs est partiellement calculée.
On peut donc aussi envisager d’utiliser des techniques d’extraction de sous-espace supplémen-
taire, comme pour 1’algorithme LU-Krylowv, afin de poursuivre le calcul.
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CALCUL DANS LANNEAU DES ENTIERS

Il n’est pas question ici de faire une étude exhaustive sur les algorithmes de calcul du po-
lyndme caractéristique entier. Notre but est de montrer comment les algorithmes sur les corps
finis, efficaces en pratique, peuvent s’appliquer de facon simple au calcul sur Z en dépassant
les performances des meilleures implémentations actuelles.

Nous donnons un premier algorithme déterministe dans la partie [.1] reposant simplement
sur le Théoreme des Restes Chinois. Ces travaux suivent ceux effectués par Giesbrecht [S3]]
puis Giesbrecht et Storjohann [S5] pour le calcul de la forme normale de Frobenius dans Z.
Notre étude porte principalement sur 1’amélioration de la borne sur les coefficients du poly-
ndme caractéristique, afin de réduire le nombre de corps fini a utiliser.

Cet algorithme peut étre transformé en un algorithme probabiliste grace a un mécanisme
de terminaison anticipée inspirée de [40, §3.3] que nous décrivons dans la partie Nous
proposons ensuite un autre algorithme dans la partie [9.2.2] basé sur une terminaison anticipée
pour le calcul du polyndme minimal et une recherche des multiplicités des facteurs du poly-
ndme caractéristique. Cette derniere méthode, inspirée de [105] aussi développée dans [78,
§7.2] ouvre les perspectives d’un calcul sur les matrices boite noire, que nous aborderons dans
la partie [lIIl Enfin nous donnons une comparaison en pratique de ces implémentations.

9.1 Un algorithme déterministe par le Théoréeme des
Restes Chinois

Le Théoreme des Restes Chinois établit un homéomorphisme entre le produit d’anneaux
Loy X -+ X L, et1’anneau Zy, «...x, sous la condition que les p; soient premiers entre eux.

Ainsi, la méthode classique pour effectuer un calcul sur Z, consiste a déterminer une borne
supérieure sur le résultat attendu, choisir suffisamment de nombres p; premiers entre eux, puis
effectuer ce méme calcul dans chacun des anneaux Z,, . Le résultat sur Z sera ensuite calculé
grace a une formule d’interpolation. On se reportera a [S1, §5.4] pour une description plus
détaillée de la méthode et son application au calcul du déterminant.

Pour appliquer cette méthode au calcul du polyndme caractéristique sur Z, il faut four-
nir une borne supérieure sur les coefficients de ce polyndme. La précision de cette borne est
importante car elle détermine le nombre de calculs modulaires devant étre effectués.
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Lemme 9.1. Soit A € Z"*", avec n > 4, dont les coefficients sont bornés en valeur absolue
par B > 1. Soit (c;) les coefficients de son polynome caractéristique. Alors

logs(lcj]) < = (logy(n) + logy(B?) + 0.21163175)

NS

Démonstration. La définition du déterminant (1)), appliquée a P-4 donne :

det(X1 — A) = > e(o)w(o)

O’GGn

avec

w(0) = [[Go)sX = ao(i).)-

Le terme de degré k de w(o) existe si o laisse invariant un sous-ensemble I;, de k valeurs de
k
[1...n]. M vautalors £]];o, as(;),; X"
Ainsi le i-eme coefficient ¢; du polyndme caractéristique est une somme alternée de tous les
mineurs principaux d’ordre n — i de A. En appliquant la formule de Hadamard [51), Theoréme
16.6], pour borner les déterminants d’ordre n — 4, on obtient

)| < H(n,i) = (ZL) CENE

Tout d’abord, la symétrie des coefficients b1n0n1aux 1mp11que que seuls les |n/2] derniers

coefficients doivent étre considérés, car \/(n — )32 S ViB? pouri < |n/2].

Pour i = 0, le coefficient ¢, = det(A) vérifie la borne du lemme d’aprés la borne de
Hadamard [51, Theorem 16.6].

Pourz=1,0na

log, (H(n, 1)) < g(logg(n) +log,(B?) + 0.21163175)

car la différence est négative et décroissante pour n > 6.
Nous allons maintenant borner log,(H (n,4)) pour i € [2...|n/2]]. Tout d’abord, la for-
mule de Stirling

nl=(1+ e(n))\/%Z—:

appliquée trois fois permet de borner (") :

w2 ()< A O ()

Or d’apres [93]], 12 < In(1 + €(n)) <
1 1+ €(n) - 1
AT (12n + 1)In2

De plus ;- est décroissant en i pour i < |n/2] donc son maximum est =]

7 2(n—2)
2[5

1 z
5,51+ Par conséquent pour n > 4,

— log, V21 < —1,2963.

car 1 €
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9.1. UN ALGORITHME DETERMINISTE PAR LE THEOREME DES RESTES CHINOIS

Ainsion a

) 1 n ——(n—i) /N\? n \"?
< - - L —i)B2 - .
logy H(n,i) < 1,296+210g2<2(n2)>+10g2< (n—1)B (z) <nz> )
K(n,z)

Or

K(n,i) = r 2_ Z(logQ(n — z) + logy B?) +i(logy n — logy i) + (n — i)(logy n — logy(n — 1))
= gloan—i— logQB + - <log2< nz) —log2 (n—z)>'

On en déduit que
log, H(n,i) < g (logy n + logy B* + L(n, 1))

n 1 n—1 2 1 n
Lin,7) =1 —_— —1 — | — —1,296 + — 1 — .
(n, 1) = log, (n—l) + 0 Og2( ;2 ) s + n 089 (2(n—2))

Pour un n donné, cette fonction est maximale en 7,, = ——-=" 3?“46"

Enfin, la valeur maximale de 7'(n,i,) est atteinte en n = 15 et vaut approximativement
0, 208935, ce qui est strictement inférieur a 0.21163175. U

Ce résultat rappelle tout d’abord que les coefficients du polyndme caractéristique ont une
taille de I’ordre de O™ (n) bits. Plus précisément, il montre que cette taille differe de celle
donnée par la borne de Hadamard de $0.21163175. Ce résultat améliore celui de [55, lemme
2.1] ot est donné 2 + log, (e) ~ 3,4427 au lieu de 0.21163175.

Par exemple, pour la matrice

(11 01 1 1]
11 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1,
1 -1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1 1|

le polyndme caractéristique est X® —5X*+40X?2 —80X +48. La borne de Hadamard qui vaut
55,9 est inférieure a 80 = (?) \/14. La borne calculée d’apres [55, lemme 2.1] vaut 21792, 7
alors que le lemme [0.1] permet d’obtenir la borne beaucoup plus précise de 80, 66661.

En utilisant I’arithmétique entiére rapide et I’algorithme rapide des Restes Chinois [S1,
Theorem 10.25], on obtient la complexité pour le calcul du polyndome caractéristique dense
par les Restes Chinois : O (n*(log(n) + log(B))) .

Nous allons dorénavant étudier les variantes probabilistes de ce type d’algorithme, qui per-
mettent d’améliorer considérablement les temps de calcul.
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9.2 Algorithmes probabilistes

Nous rappelons dans la partie comment 1’algorithme des Restes Chinois permet d’ob-
tenir des algorithmes probabilistes, grace a la terminaison anticipée. Nous verrons ensuite dans
la partie[9.2.2]un autre algorithme de type Monte Carlo réduisant I’utilisation des Restes Chi-
nois au calcul du polyndme minimal.

9.2.1 Terminaison anticipée

Le théoreme des Restes Chinois assure qu’un nombre entier peut étre reconstruit a partir
de ses images modulaires, pour peu que le produit des p; soit supérieur a ce nombre. Pour le
calcul déterministe, nous avons utilisé une borne supérieure sur ce nombre, mais s’il est nette-
ment inférieur a cette borne, de nombreux calculs modulaires seront inutiles. Ne connaissant
pas a priori ce résultat, on ne peut le calculer de facon déterministe qu’en effectuant tous les
calculs modulaires. En revanche, du point de vue probabiliste, si la valeur reconstituée par le
théoreme des Restes Chinois reste inchangée apres 1’ajout d’un calcul modulaire, il y a une
forte probabilité que cette valeur soit le résultat attendu. On peut alors arréter le calcul ou le
poursuivre encore sur quelques calculs modulaires, afin d’augmenter cette probabilité.

Plus précisément, nous appliquons le résultat de [40, §3.3] au calcul du polynome caracté-
ristique dans le lemme[9.2]

Lemme 9.2. [40] Soit v € 7Z un coefficient du polynéme caractéristique d’une matrice A
d’ordre n et U, une borne supérieure sur |v|. Soit P un ensemble de nombres premiers et soit
{p1...pk,p*} un sous-ensemble de P. Soit | tel que p* > l et M = Hle pi. On pose v, = v
mod M, v* =v mod p* et v; = v, mod p*.

U—
1Ogl( ]ka)

1P|

Si v, = v*, alors v = vy, avec une probabilité supérieure a 1 —
La preuve est celle donnée dans [40, lemma 3.1].

Remarque 9.1. Ce résultat concerne la reconstruction d’un seul coefficient du polyndéme ca-
ractéristique. En pratique, on teste la stabilisation des n coefficients. Reconstruire n coeffi-
cients entiers avec le Théoreme des Restes Chinois a chaque nouveau calcul modulaire, peut
étre coliteux. A la place, on peut calculer une combinaison linéaire de ces coefficients et tester
la terminaison anticipée sur cette valeur témoin. Apres terminaison, on pourra alors effectuer
la reconstruction de 1I’ensemble des coefficients par 1’algorithme des Restes Chinois rapide.

L’algorithme [9.1] résume cette combinaison des Restes Chinois avec la terminaison antici-
pée.

Ainsi, I’algorithme est devenu sensible a la taille du résultat : pour une méme borne a priori
sur le résultat, il sera plus rapide si celui-ci est petit. Pour poursuivre dans cette direction, nous
allons désormais essayer de le rendre sensible au degré du polyndme minimal.

9.2.2 Lalgorithme HenselPolcar

La relation de divisibilité entre le polyndme caractéristique et le polyn6me minimal d’une
matrice apporte une information supplémentaire liant les coefficients du polyndme caractéris-
tique. Or le calcul du polyndme minimal est moins cofiteux que celui du polyndme caracté-
ristique, d’autant plus que son degré est faible. Il parait donc préférable d’utiliser 1’algorithme
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Algorithme 9.1 : Restes Chinois et terminaison anticipée

Données : A une matricen x nsurZ, et <e < 1
Résultat : P2 le polyndme caractéristique de A avec une probabilité de 1 — ¢

car?

début
Soit & = (v, ..., ay) € Z" choisis uniformément dans un intervalle borné (entiers
de 20 bits par exemple)
1 =1

B — 23 (loga(n)+1og,(1|A]|)+0.21163175)

Tirer p, uniformément dans un ensemble de %logQ(\/n +12"*'B + 1) nombres
premiers

(Tl,lv c. arl,n) = LU—Krylov(A mod pl)

T = tl = Z?:l ;T 5 mod P1

répéter

1=1+1

T = TRC((t;),(p;));  /* reconstruction par le Théoreéme des
Restes Chinois =/

Tirer aléatoirement p; parmi les nombres premiers de 20 bits

(rity...,Tin) = LU-Krylov(A mod p;)

t; = Z}Ll a;r1,; mod py

si (t; = T mod p;) alors

Calculer i, la probabilité du lemme [9.2]

tant que (1 < 1 — ¢) faire

1=1+1

T = TRC((t;),(p;)); /* reconstruction par le Théoréme
des Restes Chinois «*/

Tirer aléatoirement p; parmi les nombres premiers de 20 bits
(ri1,...,rin) = LU-Krylov(A mod p;)

b = Z?;l a;ry; mod py

| Calculer g, la probabilité du lemme 0.2

| retourner P = (ry,...,7,)

juqu’a linfini
fin
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des Restes Chinois avec terminaison anticipée uniquement pour le calcul du polynéme mini-
mal. Les coefficients du polyndme caractéristique pouvant €tre obtenus a partir de ceux-ci par
d’autres moyens.

Ainsi Storjohann propose dans [[105] un algorithme qui a partir du polyndme minimal entier
et du polyndme caractéristique sur un corps fini, calcule le polyndme caractéristique entier,
grace a des calculs de bases pgcd-libres.

Pour une premiere mise en pratique, nous en proposons une version modifiée dans 1’al-
gorithme 9.2 qui remplace le calcul de la base gcd-libre par une factorisation du polyndéme
minimal sur Z. En théorie, cette opération est trop coliteuse mais des implémentations effi-
caces de la remontée de Hensel, comme celle disponible dans la bibliotheque NTL [100] la
rendent praticable dans beaucoup de cas.

Algorithme 9.2 : HenselPolcar : Polyndme caractéristique entier par la factorisation
de Hensel.

Données : A € Z™"", 0 < e < 1.

Résultat : P, le polyndme caractéristique de A avec une probabilité de 1 — ¢ ou

car?

ECHEC.

début
n=1—-+v1-¢
P4 =PolMinTRC(A4,n); /* par [[40, §3] ou par 1’algorithme
appliqué au calcul du polynbéme minimal =*/
Factoriser P, = [], f: en facteurs irréductibles sur Z, par la remontée de Hensel
B— 2%(logQ(n)JrlogQ(HA\\2)+0‘21163175)
Tirer p, uniformément dans un ensemble de %logQ(\/n + 12" B + 1) nombres
premiers
P, =LU-Krylov(A mod p)
pour tout f; facteur irréductible factor of P2 faire

f;=f; modp _

Déterminer «;, la multiplicité de f, dans P,

si o; = 0 alors

| retourner ECHEC

}2§;w = I_Ii j?xz = X" — ji:;iif a@;X(Z
si () audegree(f;) # n) alors
| retourner ECHEC
si (trace(A) # a,_, ) alors
| retourner ECHEC
retourner P-4

char

fin

Theoreéme 9.1. L’algorithme|9.2| est correct.

Démonstration. Soit P4 le polyndme minimal entier de A et ﬁr‘;‘in le résultat de ’appel
4 Po1MinTRC. Avec une probabilité supérieure 2 /1 —¢, PA = PA . Dans ce cas, le
seul probléme pouvant arriver est qu’un des facteurs irréductible de P74 divise un autre fac-
teur modulo p, ou de maniere équivalente, que p divise le résultant de ces deux polyndmes.
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Or d’apres [51, Algorithm 6.38] et le lemme [0.1] la taille de ce résultant est bornée par
log,(v/n + 12" B+1). Par conséquent, la probabilité de choisir un mauvais nombre premier
est inférieure a 7). Le résultat sera donc correct avec une probabilité supérieure a 1 — € [

Cet algorithme est aussi capable de détecter différents résultats faux en retournant ECHEC.
Dans ce cas, on peut relancer le calcul. Cependant, il ne s’agit pas d’un certificat pour toutes
les erreurs possibles et par conséquent il ne s’agit pas d’un algorithme de type Las-Vegas.

Dans le cas ou I’algorithme probabiliste de calcul du polyndme minimal entier donne un
résultat correct, P = P4 la seule erreur pouvant arriver est qu’un facteur de P divise un
autre facteur modulo p. Dans ce cas, I’exposant de ce facteur apparaitra deux fois dans le po-
lyndme caractéristique reconstruit et le degré total sera supérieur a n. L’algorithme retournera
alors ECHEC.

Dans le cas ou le polyndme minimal est incorrect, P™in = PMin e test a; > 0 le détectera

sauf si P™" est un diviseur de P™" modulo p. Dans ce cas, soit Q tel que P™" = P4 Q

mod p. Si ) ne divise pas PA modulo p, c’est que certains facteurs de P4 ont été omis

min
dans P/ donc le degré total sera inférieur a n et I’algorithme retournera ECHEC. Dans le cas
contraire, un polyndme caractéristique incorrect, de degré n, sera reconstruit, mais le test de la
trace détectera la plupart des cas.

C’est ce dernier point qui empéche d’avoir un certificat de correction et donc un algorithme
de type Las Vegas.

La complexité binaire de 1’algorithme est moins bonne que celles de [[105] ou [78]] mais les

résultats expérimentaux, présentés dans la partie [0.3| montrent son intérét pratique.

9.2.3 Vers un algorithme pour les matrices boite noire

Cet algorithme est avant tout concu pour le calcul avec des matrices denses. On y utilise les
algorithmes denses [6.1]et [6.2] pour le calcul des polyndmes minimal et caractéristique dans des
corps finis.

Cependant, le polyndme minimal entier peut tre calculé par d’autres algorithmes. En parti-
culier, avec des matrices boite noire, on peut utiliser 1’algorithme de Wiedemann, combiné de
la méme facon avec les Restes Chinois (voir [40, §3]). Le calcul du polyndme caractéristique
modulo p reste quant a lui un calcul dense. Il en découle un algorithme tirant parti de la struc-
ture des matrices pour son opération dominante (le calcul du polynéme minimal dans 7Z), mais
limité au niveau de la mémoire par 1’algorithme dense LU-Krylov. Ce premier pas vers les
méthodes boite noire s’avere intéressant en pratique, comme nous le montrons dans la partie
9.3] Mais nous nous intéressons plus particulierement aux algorithmes creux dans la partie

9.3 Résultats expérimentaux

Nous comparons ici ces algorithmes en pratique. Nous désignons par LUK-det I’algo-
rithme déterministe présenté dans la partie (9.1 basé sur I’algorithme LU-Krylov, les Restes
Chinois et la borne du lemme [9.1] Nous déclinons 1’algorithme probabiliste HenselPolcar
en une version dense, HPC—dense et une version boite noire, HPC—BN, comme expliqué
dans la partie @ Pour la factorisation par la remontée de Hensel, nous avons utilisé la
bibliotheque NTL [[100].
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Le choix des moduli est lié¢ aux contraintes du produit matriciel. En effet, pour appliquer les
techniques décrites dans la partie et utiliser les BLAS, il faut que n(p — 1)? < 253 (avec
une arithmétique matricielle classique). Nous avons donc choisi de tirer les nombres premiers
aléatoirement entre 2™ et 2™*! (o m = [25,5 — 1log,(n)|). Cet intervalle est toujours suf-
fisant. Mé&me pour les matrices d’ordre 5000, m = 19 et il y a 38 658 nombres premiers entre
219 and 22°. Et si les coefficients de la matrice sont compris entre —1000 et 1000, la borne
supérieure sur les coefficients du polyndme minimal est log,..(U) ~ 4267, 3. Par conséquent
la probabilité de trouver un mauvais nombre premier est inférieure a 4267, 3/38658 ~ 0, 1104.
Puis, en effectuant quelques calculs modulaires supplémentaires pour vérifier que le résultat
reconstruit reste invariant, on pourra rapidement réduire cette probabilité. Dans cet exemple,
seulement 18 calculs supplémentaires sont nécessaires (a comparer avec les 4268 pour le cal-
cul déterministe) pour assurer une probabilité d’erreur inférieure 2 27°5. A ce niveau, il y a
par exemple plus de chance qu’un rayonnement cosmique ait perturbé le calcul sur la machine
physiqueE] Dans la suite, les temps donnés pour les algorithmes probabilistes correspondent a
des probabilités d’erreurs inférieures a 27,

n || Maple | Magma | LUK-det | HPC-dense
100 163s 0,34s 0,23s 0,20s
200 3355s 4,45s 3,95s 3,25s

11,1Mo 3,5Mo 3,5Mo

400 || 74970s 69,8s 91,4s 71,74s
56Mo 10,1Mo 10,1Mo

800 1546s 1409s 1110s
403Mo 36,3Mo 36,3Mo

1200 8851s 7565s 5999s
1368Mo 81Mo 81Mo

1500 DM 21010s 16705s
136Mo 136Mo

3000 DM 349494s 254 358s
521Mo 521Mo

DM : Débordement Mémoire

TAB. 9.1 — Calcul du polynéme caractéristique de matrices entieres denses (temps de calcul
en s et allocation mémoire en Mo)

Dans le tableau 0.1]les matrices sont denses, et a coefficients choisis uniformément entre 0
et 10. Leur polyndme minimal égale leur polyndme caractéristique. Nous comparons les com-

'En effet, les rayonnements cosmiques sont responsables de 10° erreurs de calcul toutes les 10° heures sur
une puce au niveau de la mer ([90]). Avec une fréquence de 1GHz, cela donne une erreur tous les 2°° cycles
d’horloge.

150



9.3. RESULTATS EXPERIMENTAUX

portements de LUK-det, HPC-dense de Maple-v9 et Magma-2.11. Ces calculs ont été
effectués sur un Athlon 2200 (1,8 Ghz) avec 2Go de mémoire vive sous Linux—2.4 Dans le
logiciel Maple, la fonction LinearAlgebra :-CharacteristicPolynomial im-
plémente 1’algorithme de Berkowitz. Celui-ci est trés vite trop coliteux en temps de calcul
pour des matrices d’ordre supérieur a 100.

Le logiciel Magma utilise un algorithme p-adique combinant un calcul probabiliste et une
preuve de correction, rendant le résultat déterministe. Pour ces matrices, cette vérification est
négligeable car le polyndme caractéristique égale le polyndme minimal [103]]. Concernant les
algorithmes déterministes, LUK—det est sensiblement plus rapide que magma dans la plupart
des cas. Pour des matrices d’ordre supérieur a 800, magma cherche a allouer plus de 2Go de
mémoire vive pour stocker la matrice de Krylov correspondante (a coefficients entiers). Par
conséquent le calcul est abandonné, ce que nous désignons par DM (pour Débordement Mé-
moire). Les allocations de 1’algorithme LUK-dense sont nettement inférieures et permettent
de manipuler des matrices d’ordre largement supérieur.

Concernant les algorithmes probabilistes, 1’algorithme HPC—dense améliore les temps de
calcul de LUK-dense d’environ 20%.

Nous nous intéressons désormais a des matrices ayant une structure plus riche. Les ma-
trices A et B, d’ordre 300 et 600 ont un polyndme minimal de degré respectivement 75 et
424. A est la matrice Frob08blocks sous forme normale de Frobenius, avec 8 blocs com-
pagnons. Elle est donc tres creuse (moins de 2 éléments non nuls pas ligne). B est la matrice
ch5-5.b3.600x600. sms présentée dans [40].

Matrice A|UTAU | tAA B|U'BU | 'BB
300 300 300 | 600 600 600

75 75 21 | 424 424 8

w 1,9 300 | 2,95 4 600 13
Magma-prob 1,14 7,11 0,23 6.4 184,7 6,04
Magma-det 1,31 10,55 | 0,24 | 64 185 | 6,07
LUK-det 1,1 93,3 | 64,87 | 68,4 2305 | 1553
HPC-BN 0,32 4,32 | 0,81 4.4 352,6 | 2,15
HPC-dense 1,22 1,3 | 0,87 | 389 42,6 | 2,57
PolMinTRC-BN || 0,03 4,03 | 0,02 1,62 349 | 0,08
PolMinTRC-dense || 0,93 1,0 | 0,08 | 36,2 399 | 0,50
Fact || 0,04 0,04 | 0,01 | 0,61 0,58 | 0,01
LU-Krylov || 0,25 0,25 | 0,78 | 2,17 2,08 | 2,06

TAB. 9.2 — Calcul sur des matrices creuses ou structurées, temps en s

2Nous remercions le centre de calcul Médicis, http://medicis.polytechnique.fr/medicis, du
laboratoire CNRS STIX pour avoir mis a notre disposition ses machines ainsi que ses logiciels.
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Dans le tableau d est le degré du polyndme minimal et w le nombre moyen d’éléments
non nuls par ligne.

Nous donnons les temps de calcul de I’algorithme décomposé en chacune de ses opéra-
tions principales : le calcul du polynd6me minimal entier (Po1MinTRC—-BN pour 1’algorithme
[40, §3] ou Po1MinTRC—-dense for[6.I]combiné avec les Restes Chinois ; la factorisation de
ce polyndme sur Z (Fact) et le calcul du polyndme caractéristique modulo p (LU-Krylov).
Ces temps sont comparés a ceux de I’algorithme déterministe LUK-det, ainsi qu’a 1’algo-
rithme de magma, avec ou sans vérification d’exactitude (respectivement magma-det et
magma-prob). A nouveau, LUK-det est plus rapide que magma. Pour les deux matrices
Aet B, HPC-BN est le plus rapide, grace a I’avantage que lui confére 1’algorithme de Wiede-
mann de calcul du polyndme minimal pour les matrices boite noire (Po1MinTRC—-BN).

Nous avons ensuite appliqué une transformation de similitude dense sur ces matrices, afin
de conserver leur structure de Frobenius (en particulier, un polyndme minimal de faible degré)
mais sous forme d’une matrice dense. La densité des matrices ralentit magma et HPC—BN,
alors que HPC—dense maintient des temps similaires et dépasse donc les autres algorithmes.

Nous donnons aussi des temps de calcul pour des matrices symétriques avec un polyndme
minimal de faible degré : Il s’agit des matrices (*AA et "BB). HPC-BN est toujours efficace
(meilleur pour ‘BB), mais magma se révéele particulierement rapide sur *AA.

Matrice n w | magma-prob | HPC-BN | HPC-dense
TF12 552 | 17,6 10,1s 6,8s 61,77s
Tref500 500 | 16,9 112s 65,1s 372,65
mk 9b3 1260 3 48,4s 31,3s 433s

TAB. 9.3 — Avantage de HPC sur d’autres matrices creuses

Enfin, nous donnons dans le tableau des comparaisons supplémentaires avec des ma-
trices creuses tirées de diverses applications. LUK—-det est relativement coliteux, tout en res-
tant 1égerement plus rapide que magma. L’ approche probabiliste de HPC—-dense ou HPC-BN
permet d’atteindre les meilleurs temps de calcul dans presque tous les cas.

Conclusions :  Ces expérimentations ont mis en évidence I’efficacité de 1’approche que nous
avons suivie pour I’algorithmique dense. Elle permet dores et déja d’améliorer les perfor-
mances des meilleurs logiciels de calcul, grace a des routines efficaces sur les corps finis. Mais
I’algorithme HPC peut étre encore amélioré, par exemple en remplagant la factorisation avec
la remontée de Hensel par des manipulations de bases pgcd-libres, en suivant [105]. Cet al-
gorithme nous a par ailleurs permis d’entrevoir la problématique de I’algorithmique pour les
matrices boite noire, ce que nous allons développer dans la partie |[II
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Troisieme partie

Le polynome caractéristique de
matrices boite noire
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INTRODUCTION

L’ opération de multiplication d’une matrice par un vecteur est récurrente dans les méthodes
de type Krylov. Pour certaines classes de matrices, cette opération peut €tre spécialisée et ne
nécessiter qu'un colt de o(n?) opérations. Il s’agit par exemple des matrices creuses (ayant
o(n?) coefficients non nuls) ou des matrices structurées (descriptibles avec o(n?) coefficients).
Afin de préserver leur structure, seule 1’opération de multiplication a un vecteur est permise.
Ces matrices sont donc vues comme des endomorphismes dont on a abstrait la structure in-
terne. On les regroupe sous 1’appellation boites noires.

L’algorithmique pour les matrices boites noires consiste donc a réduire les opérations uti-
lisant la matrice a des produits matrice-vecteur. En reprenant les conventions de [[112, §6], on
notera E(n) le cofit du produit matrice vecteur d’une matrice boite noire carrée d’ordre n.

Le calcul du polyn6me minimal d’une matrice creuse sur un corps a déja été largement étu-
dié : Wiedemann [119] a adapté en 1986 les méthodes itératives du calcul numérique (Lanczos,
Krylov) au calcul exact. Ses travaux ont été analysés plus en détails, et appliqués a la résolu-
tion de systemes linéaires par Kaltofen et Saunders dans [76]. Plus récemment, une version par
blocs de cet algorithme a été introduite par Coppersmith [15] et analysée successivement par
[74] et [113]]. L’algorithme de Wiedemann conduit a des implémentations efficaces et constitue
une brique de base pour 1’algebre linéaire creuse de la bibliotheque LINBOX.

En revanche, le calcul du polyndme caractéristique de matrices boites noires reste un pro-
bleme largement moins maitrisé. Kaltofen fait figurer parmi sa liste de problémes ouverts
favoris [75, Probleme 3] le probleme suivant :

Probleme 9.1 (Kaltofen 1998). Calculer le polynéme caractéristique d’une matrice boite
noire avec O (n) produits matrice-vecteur, n* log(n)o(l) opérations arithmétiques supplémen-
taires et O (n) allocations mémoire supplémentaires.

Nous présentons dans le chapitre |10 les meilleurs résultats asymptotiques obtenus pour la
résolution de ce probleme par Villard. Méme s’ils ne résolvent pas le probleme de Kaltofen,
ils constituent les premiers algorithmes donnant asymptotiquement 1’avantage aux méthodes
boite noire.

Comme dans les parties précédentes, nous étudions ensuite ce probleéme du point de vue
de la mise en pratique. Nous présentons dans le chapitre |11|des méthodes basées sur le calcul
des multiplicités des facteurs du polyndme minimal. Elles prolongent celles présentées dans
la partie [9.2.2] pour les matrices boites noires et s’assemblent en deux algorithmes hybrides
selon que I’on recherche I’efficacité pratique ou la meilleure complexité asymptotique. Nous
appliquons ensuite ces résultats au calcul du polyndme caractéristique entier de matrices boites
noires dans le chapitre
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10

ETUDE ASYMPTOTIQUE DES METHODES
BOITE NOIRE

Nous présentons ici deux algorithmes boite noire pour le calcul de la forme normale de
Frobenius sur un corps. Le premier, présenté dans la partie est I’algorithme du k'*me
facteur invariant [113] pour le calcul de la forme normale de Frobenius, nécessitant O™ (n!? )
produits matrice-vecteur dans le pire cas. Dans le cadre de I’arithmétique matricielle classique
et avec E(n) = O (n), il s’agit du premier algorithme boifte noire asymptotiquement plus
rapide que les algorithmes denses (O™ (n*°) contre O (n?)).

Mais, avec le produit matriciel rapide, la meilleure complexité asymptotique reste atteinte
par I’algorithme dense de Keller-Gehrig par branchements en O (n?3®) opérations arith-
métiques. Ainsi, ’étape suivante dans la résolution du probleme de Kaltofen est de don-
ner un algorithme boite noire ayant un exposant inférieur a celui du produit matriciel, pour
E(n) = O (n). Cela prouverait I’intérét asymptotique de I’approche boite noire pour le calcul
du polyndme caractéristique.

C’est précisément ce qu’apporte 1’adaptation par blocs de cet algorithme [[112, Théoreme
6.4.4], que nous présentons dans la partie[I0.2] Grace au produit de matrices rectangulaires, cet
algorithme ne nécessite plus que O™ (n3*") produits matrice-vecteur. Avec E(n) = O (n), on
obtient la complexité O (n?%57), asymptotiquement meilleure que celle du produit matriciel.

Enfin, les récents travaux présentés dans [43]] sur les projections de blocs efficaces, laissent
entrevoir la possibilité de réduire cet exposant. Dans la partie [[0.2.2] nous montrons que sous
I’hypothese de la conjecture formulée dans cet article, cette complexité se réduit 2 O (n?13%9)
opérations arithmétiques, pour un produit matrice-vecteur cotitant O™ (n).

Pour compléter I’étude, nous mentionnons aussi 1’algorithme d’Eberly [44,43]], qui propose
une complexité en O (nE(n) + ¢n?) ol ¢ est le nombre de facteurs invariants de la matrice.
Ainsi, pour de petites valeurs de ¢ cet algorithme est particulierement intéressant, mais peut
devenir trop cofiteux dans le pire cas ot ¢ = O (n).

10.1 Lalgorithme du k-ieme facteur invariant

Cet algorithme repose sur une technique de perturbation additive permettant de calculer
directement le k'™ facteur invariant. Une recherche récursive permet ensuite de déterminer la

157



10. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES METHODES BOITE NOIRE

totalité de la forme de Frobenius en ne calculant que ulog(n) facteurs invariants, ol  est le
nombre de facteurs invariants distincts.

10.1.1 Perturbation additive de rang k

Villard réduit le calcul du k™ facteur invariant 4 celui d’un polyndme minimal grice a
I’introduction de perturbations additives de rang k£ — 1. Plus précisément :

Theoreme 10.1 (Villard 2000). Soit A une matrice dans K™*" ayant pour facteurs invariants
fi,. .., fnetS unsous-ensemble fini de K. Soit U € K™** et V € K**" des matrices Toeplitz
dont les coefficients sont choisis uniformément et aléatoirement dans S. Le polynome minimal
de A+ UV est friit, out € K[X] est premier avec le polynome minimal de A avec une
probabilité supérieure a 1 — (nk +n+ 1)/|95).

Pour rester dans le modele boite noire, il faut que le produit matrice-vecteur avec les ma-
trices U et V' soient peu cofiteux. C’est pourquoi nous utilisons les matrices Toeplitz, dont le
produit matrice-vecteur est basé sur la Transformée de Fourrier Rapide et cofite donc O™ (n).

L’algorithme s’écrit donc comme suit :

Algorithme 10.1 : InvFact : k™ facteur invariant

Données : A : une matrice d’ordre n sur dans un corps K, k€ 1...n
Résultat : f, : le k'™ facteur invariant de A
début
Calculer f; = P2
si k=1 alors
| retourner f,
Choisir uniformément et indépendamment des matrice Toeplitz U et VV de rang k£ — 1
Calculer g = PATUV

retourner pgcd(f1,g)

fin

Ainsi le calcul du k™ facteur invariant peut étre effectué en O (n) produits matrice-
vecteurs et O (n? lognloglogn) opérations supplémentaires sur le corps. La probabilité de
réussite est supérieure 2 1 — (n? + 5n + 1)/|S|. On se reportera a [113] pour plus de détails
sur ces résultats.

10.1.2 Recherche récursive

Soit A € K™*™. Pour déterminer la forme normale de Frobenius, on pourrait calculer ses
® facteurs invariants non triviaux avec 1’algorithme Or & = O (n), ce qui conduirait a
O (n?) produits matrice vecteurs.

Cependant les propriétés particulieres de ces facteurs invariants permettent d’éviter certains
calculs. En particulier, ils vérifient :

1. fl - Prfllin’
2' fi+1‘fi9

158



10.1. L’ALGORITHME DU K-IEME FACTEUR INVARIANT

3. il y a au plus 3y/n/2 facteurs invariants distincts.

Pour vérifier le troisiéme point, on considere . le nombre de facteurs invariants distincts, et
(gz-)izlmu la séquence de ces facteurs distincts. D’apres la regle de divisibilité, ils sont tous
de degré distinct, par conséquent le polyndme [[%_, g; est de degré au moins égala > % i =
p(p 4 1)/2. On en déduit que p < 3/n/2.

La regle de divisibilité implique que si deux facteurs invariants f; et f; sont égaux, tous les
facteurs invariants intermédiaires fj,? < k < j leur seront aussi égaux. Ainsi I’algorithme de
recherche récursive|10.2| calcule les facteurs invariants de fagon dichotomique, jusqu’a trouver
deux facteurs égaux.

Algorithme 10.2 : recherche seuils : Recherche dichotomique des facteurs inva-

riants distincts
Données : [(, f1), (m, fn)],l <m
Résultat : [(I, 1), ..., (g, ¢r)], une décomposition de f; . .. f,, vérifiant

,
fioo fn = OO0

WV = fi,0f = £,

) =g == =gy, 1< <

| Vi1, 1<i<k

début
si/ =m — 1 alors
si f; = f., alors retourner |2, fi|

L sinon retourner |1, f,,, 1, f

k= [(m+1)/2]

fr = InvFact(4, k)
si f; # f. alors

| k1,1, ..., ke ] = recherche seuils([(l, fi), (k, fx)])
sinon

L r=15k, 1] =k —1+1,f]
si fj, # f’ll alors i
[ma, 1, ..., ms, 5] = recherche seuils([(k, fx), ([, fi)])

sinon
L Szl;[mlawl] = [m_k+17fm]
retourner [k, ¥y, ...k, +my — 1,0, ma, g, ..., Mg, U]

fin

L’algorithme final [I0.3] consiste a effectuer la recherche dichotomique entre les deux fac-
teurs invariants extrémaux. Cette démarche permet de n’appeler I’algorithme |[10.1|{que p logn
fois, ou p est le nombre de facteurs invariants distincts. On obtient alors bien une complexité
de O (unlognE(n)) + O (un?) opérations dans le corps.
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Algorithme 10.3: Forme normale de Frobenius : parlarecherche des facteurs
invariants distincts
Données : A : une matrice carrée d’ordre n
Résultat : La forme de normale de Frobenius de A
début
fi = InvFact(4,1)
fn=InvFact(A,n)
retourner recherche seuils(l, fi,n, f,)
fin

10.2 Intérét asymptotique de I’'approche boite noire

10.2.1 Amélioration grace aux calculs par blocs

Villard a ensuite récemment amélioré ce dernier résultat dans [112, §6.4] en introduisant
une méthode par blocs dans cet algorithme. En remplacant le calcul du polyndme minimal de
A + UV par celui du polyndme minimal matriciel F’ )’?+UV’Y € K™ ™[X] pour des matrices
X € K™ ™etY € K™™ aléatoires, on peut calculer simultanément m facteurs invariants de
la matrice A avec une grande probabilité.

Le principe est de construire la séquence des matrices X (A + UV)Y pouri =1...2n/m.
Le calcul des (A + UV)?Y nécessite 2n/m(O (mE(n)) + O™ (mn)) opérations. La projection
a gauche sur le bloc X se fait par un produit de matrices rectangulaires en Ty (m,n,n). Le
polyndme minimal matriciel est ensuite calculé par un algorithme d’Euclide matriciel [78,
section 3] en O (m“~'n). Enfin m facteurs invariants de A+ UV sont obtenus par le calcul de
la forme normale de Smith de la matrice F§+UV’Y grace a I’algorithme de High Order Lifting
de Storjohann [107, Proposition 24] en O (m“~'n).

La procédure de recherche binaire des facteurs invariants de 1’algorithme [10.2] s’adapte
facilement aux blocs de m facteurs invariants : soit x le nombre de blocs distincts comportant
m facteurs invariants. Ils ont tous un degré distinct, au moins égal a m. Le degré de leur
produit est donc au moins égalam +m+ 1+ .- -4+ m+ pu — 1 et doit etre inférieur a n. Ainsi

1+--~+u<n/msoitu:O(\/n/m).
On pose m = n" (0 < k < 1). L’approche par blocs permet 1’utilisation du produit de
matrices rectangulaires. Coppersmith a établi dans [16] que iy (n",n,n) = O (n‘”(”)) avec

2+0(1) si0 <k <a=0,2946,
w(k) =
2(1—kr)+twk—0a))/(l—a) sia<kr<]1.
Le coit total de I’algorithme s’écrit donc
T=0 (nl_TN(nE(n) +n? 4 @D nw(”))> :
En particulier, pour E(n) = O (n), on vérifie que c’est le produit de matrices rectangulaires

qui domine : T' = O (17"@71”(")). L’exposant est minimal pour k = « ce qui donne la com-
plexité O (n?35%7).
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Ce résultat est de premiere importance puisqu’il s’agit du premier exposant inférieur a celui
du produit matriciel, atteint par un algorithme de type boite noire pour résoudre ce probleme.
Il prouve ainsi au niveau asymptotique qu’il est avantageux d’utiliser des méthodes boite
noire, lorsque le produit matrice-vecteur est suffisamment économique.

10.2.2 Vers l'utilisation des projections de blocs efficaces

L’ opération dominante dans 1’algorithme précédent était le produit de matrices rectangu-
laires. Il est donc naturel d’essayer de le remplacer par un produit de matrices structurées
plus économique. C’est ’approche qui est développée dans [45] pour la résolution de sys-
temes linéaires. Les projections de blocs efficaces sont définies comme un triplet (R, u,v) €
K™ x K™*™ x K™ tel que :

1. les matrices de Krylov (AR, v) et K( “(AR), *u) sont inversibles,
2. le produit de R par un vecteur nécessite O™ (n) opérations dans K,

3. on peut appliquer des vecteurs a gauche et a droite de u et v en O™ (n) opérations dans
K.

Dans cet article, les auteurs émettent la conjecture que de telles projections existent pour toute
matrice A. Il I’auraient par ailleurs vérifié depuis [117].

En introduisant un préconditionnement par transformation de similitude (R~ AR au lieu de
AR), utilisant par exemple des matrices Toeplitz, on pourrait alors appliquer cette approche a
la projection a gauche sur la matrice X, évitant ainsi le recours a la multiplication de matrices
rectangulaires. Le terme 7yy,(m, n,n) dans la complexité serait alors remplacé par nO™ (n) =
O (n?). Par conséquent, I’exposant dominant dans la complexité totale serait alors

1—-k 1—-k
max | — +2, 5 +rw—1)+1

qui est minimal pour K = ﬁ ~ 0, 72702 et vaut 2, 1365.

Ainsi la complexité du calcul du polyndme caractéristique dans le modele boite noire avec
E(n) = O (n) deviendrait O (n*'3%%). La validité de ces projection de blocs par transforma-
tion de similitude doit étre étudiée et devrait ainsi débouché sur une amélioration du meilleur

exposant de la complexité boite noire du calcul du polyndme caractéristique.

Ces algorithmes présentent un intérét majeur au niveau théorique. Cependant, dans I’étude
de la résolution en pratique du probleme, ils ne sont pas encore envisageables en I’état. En
particulier le calcul de la forme de Smith de matrices polynomiales demanderait d’une part
le développement de toute I’arithmétique des matrices polynomiales, inexistante actuellement
dans LINBOX. D’autre part, les expérimentations de Dumas et Urbanska [41]] pour le calcul du
déterminant ont montré que I’algorithme du High-Order Lifting n’était pas le plus avantageux
en pratique. Enfin, les multiples facteurs logarithmiques dissimulés dans la notation O () ré-
duisent aussi la praticabilité de tels algorithmes. Pour ces raisons, nous aborderons la question
de la mise en pratique du calcul boite noire du polyndbme caractéristique sous un autre point
de vue : le calcul de multiplicités.
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11

CALCUL BOITE NOIRE DANS UN CORPS,
PAR LA RECHERCHE DES MULTIPLICITES

Nous reprenons dans ce chapitre, la démarche de la partie [0.2.3]: connaissant le polyndome
minimal de la matrice et sa décomposition en facteurs irréductibles, il reste a déterminer les
multiplicités de chacun de ces facteurs dans le polyndme caractéristique.

Avec les matrices denses, ce calcul était effectué griace a un algorithmes déterministe pour
le calcul du polyndme caractéristique dans un corps fini. Avec les matrices boite noire, nous
pourrions également utiliser les algorithmes probabilistes de Villard [[115] ou Eberly [44] di-
rectement, mais nous proposons des techniques alternatives visant a améliorer la complexité.

Nous présentons dans la partie [T1.1] différentes méthodes pour calculer ces multiplicités,
puis montrons comment les combiner en un algorithme probabiliste adaptatif efficace dans
la partie [[1.2] L’étude de la probabilité de succes de cet algorithme est inachevée. Menée a
terme, elle conduirait a un algorithme nécessitant O (n\/n) produits matrices vecteurs, ce qui
améliorerait d’un facteur log n la complexité de [115].

Dans ce chapitre, nous considérons une matrice A sur un corps parfait, dont nous rappelons
la définition :

Définition 11.1 (Corps parfait). Un corps est parfait si toutes ses extensions algébriques sont
séparables.

Nous utiliserons la caractérisation des corps parfaits selon laquelle les racines d’un poly-
ndme irréductible dans une clture algébrique d’un corps parfait sont simples. Puisque tout
corps fini est parfait, il s’agit simplement d’un cadre plus général. En pratique, nous nous
intéressons essentiellement aux corps finis. Soit P4 = Hle P la factorisation du poly-
ndme minimal de A en facteurs irréductibles unitaires. Le polyndme caractéristique s’écrit

k ; )
alors P4, = T[,_, P/ pour des m; > e;. Enfin, nous noterons d; les degrés des facteurs :

d; = degree(P;).

11.1 Heuristiques de calcul des multiplicités

Nous présentons trois techniques basées sur des calculs boite noire avec la matrice A, pour
déterminer les multiplicités m;. La premiere, (partie [[I.1.1) utilise le lien entre la nullité de
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la matrice P;(A) et la multiplicité m;. La deuxiéme (section est une simple recherche
combinatoire sur les valeur possibles des m;. Enfin, dans la derniere (section , les multi-
plicités sont les solutions d’un systeme linéaire obtenu en évaluant le polyndme caractéristique
en des valeurs aléatoires.

11.1.1 Méthode des nullités
Définition 11.2. La nullité d’une matrice A, notée v(A) est la dimension de son noyau

Soit P un polyndme et C'p la matrice compagnon associée. Nous rappelons que le polynome
minimal et le polyndme caractéristiques de C'p sont égaux a P.

Nous rappelons aussi la définition de la forme primaire de la matrice A, aussi appelée la
seconde forme de Frobenius dans [50] : foute matrice A est similaire a une somme directe de
matrices compagnons ; chacune étant associée a une puissance d’un polynome irréductible.
Cette forme est unique, a I’ordre des blocs pres. Elle peut étre vue comme une décomposition
plus avancée de la forme normale de Frobenius : chaque facteur invariant est décomposé en un
produit de facteurs irréductibles élevé a une certaine puissance.

Exemple 11.1. La matrice

[0 0 0

1 00
A =Diag(Cxs_x2,Cx2_x)= | 0 1 1
0 0
L 11 .
est sous forme normale de Frobenius et sa forme primaire est :
g -
0 0
Diag(Cx 1, Cx2,Cx1,0x) = 10
1
L 0 .

La méthode des nullités s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 11.1. Avec les notations précédentes,
v(PL(A)) = myd,

Démonstration. Soit F' la forme primaire de A sur K : 3U € GL,(K), U 'AU = F. F
est diagonale par blocs, ses blocs diagonaux sont des matrices compagnons associées a des
puissances des polyndmes irréductibles ;. Comme ces polynomes sont issus des facteurs
invariants de la matrice, la plus grande puissance avec laquelle un facteur P; peut apparaitre
dans un bloc compagnon est sa multiplicité e; dans le polyndme minimal.
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Alors

P(A) = U PR (F)U = U'Diag(P{(C ).

J
D’une part P*(Cpr) = 0 Vk < e;. D’autre part la matrice P (C p]gc) est réguliére pour
jJ # i car P; et P; sont premiers entre eux.
Par conséquent, la nullité de P (A) correspond exactement a la dimension totale des blocs
C Phs qui vaut m;d,. O

On en déduit directement 1’algorithme [I T.T| pour le calcul de la multiplicité m; d’un facteur
P;.

Algorithme 11.1 : Nullité

Données : A, une matrice n x n ; P, un facteur irréductible de Plfm
dans P2
Résultat : m;, la multiplicité de P; dans P4
début
r = rang(P(A));
retourner m; = (n — r)/degree(P;);
fin

et e; sa multiplicité

Propriété 11.1. L’algorithme calcule la multiplicité de P; dans le polynéme caractéris-
tiqgue de A en O (e;d;inF(n)) opérations dans le corps.

Démonstration. En utilisant le schéma de Horner, on peut créer la matrice boite noire P (A)
dont I’application a un vecteur ne coiite que E'(n) = d;e;E(n) opérations sur le corps. Le
calcul du rang de cette matrice peut étre effectué en O (nE’(n)) opérations, en utilisant 1’al-
gorithme de Wiedemann combiné avec des préconditionneurs [42]. ]

Cet algorithme, adapté pour des petites valeurs de e;d;, est beaucoup trop coliteux quand
e;d; devient grand. Nous présentons comment déterminer partiellement la multiplicité quand
de telles situations ont lieu.

Sur la forme primaire de A, la multiplicité m; d’un facteur P; est formée par la contribution
de plusieurs blocs compagnons Cp; pour j € [1...¢;]. Si e; est grand, seuls quelques blocs
avec des j grands peuvent exister, a cause de la limitation de la dimension totale. A I’inverse,
les blocs pour un j petit peuvent étre nombreux, mais leur nullité est facile a calculer.

On pose n; ;, le nombre d’occurrences du bloc C'(,; dans la forme primaire de A. La multi-
plicité m; s’obtient directement a partir de n; ; par la relation

mi =Y jn;. (11.1)
j=1

Nous allons montrer comment calculer n; ;, pour des petites valeurs de j, a partir de 1’algo-
rithme[IT.1] Cette donnée partielle de 1a multiplicité, réduit le nombre d’affectations possibles
pour les n; ; restants. Ceux-ci pourront étre déterminés par exemple par une recherche combi-

natoire (voir partie [[T.1.2)).

Commencgons par ce résultat :
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Theoreme 11.1. Soit P un polynéme irréductible de degré d sur un corps parfait K et k et
e > 1 deux entiers. Alors,

v(P*(Cpe)) = min(k,e)d.

Démonstration. Soit A = Cpe et B = P*(A).

Si k > e, alors P* est un multiple du polyndme minimal de A. Donc B est la matrice nulle
et sa nullité égale sa dimension.

Considérons maintenant que k < e. Soit K une extension de K telle que le polyndme P
soit scindé sur K : P = ]_[Z 1 ;. Ces facteurs sont tous différents car K est un corps parfait.

Le polyndme minimal de A dans K est toujours P¢ (en appliquant [50, equation (54)] soit
sur K soit sur K). Donc la forme normale de Frobenius de A sur K est Cpe et sa forme
primaire est F' = Diag(Cpe). Plus précisément, il existe U € M, (K) tel que A = U™'FU.
Ainsi, B = U 'PH(F)U = U*1Diag(P’“(Cpie))U.

Si k = 1: le polyndme minimal de chaque P(Cpe) est X© donc leur forme de Frobenius
est Cx.. Il existe donc V € M,,(K) tel que

B = U 'V 'Diag(Cxe,...,Cx:)VU.
d foi

Enfin, le rang de C'x. étant e — 1, on en déduit que rang(B) = d(e — 1). La nullité de B vaut
donc v(B) = d.
Pour £ quelconque

B = UV 'Diag((Cx:)", ..., (Cxe)")VU.

J

-

d fois

Or C'xe est la matrice nilpotente de d’ordre e dont la sous-diagonale est formée de 1. Sa
puissance k™ est de rang ¢ — k. Ainsi rang(B) = (e — k)d et la nullité de B est v(B) =
kd. []

On applique ensuite ce résultat a une matrice A sur K, dont le polyndme minimal admet la
factorisation en polynomes irréductibles PA, = []I_, P7*. On note v; ; = v(P?(A)) la nullité
de P/ (A).

La nullité de P;(A), vue sur sa forme primaire, se décompose en la somme des nullités de
chaque F;(Cpr) :

Vi1 = an,kdz (112)
k=1

Si on applique Pij a A, chaque Pij (Cpr) pour k < j sera un bloc nul et contribuera donc de
kd; ala nullité. Et & > 7, la contribution a la nullité est de jd;. On obtient ainsi :

ankkd + Z n; kjd;. (11.3)

k=j+1

Calculons

% . :_ankkd +n, id; + Z i ;.

k=j+1
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Et comme
€;
Vij+1 — Vij = E ik di,
k=j+1
on en déduit que

1/ 1 1 =
Nij = d_z <J.T1Vi,j—1 + Vi — Vz',j+1) - j——l ankk
k=1

On peut alors exprimer les formules permettant de calculer les n; ; de proche en proche
dans le corollaire 1121

Corollaire 11.2.

nip = (21 —v0)/d;

1 1 1 )
ng; = EZ <j—— Vi1 + v — Vz’,j—&-l) — j—— ] ;mkk Viel.. e

Vz',ei ]~
Niey, = —75 — — E ni,kk
‘ eid; €;

La derniere formule pour n; ., est donnée ici par souci d’exhaustivité. En pratique, le calcul
de la nullité de P suffit a déterminer la multiplicité m; (lemme et il est alors inutile
de calculer les occurrences n; ;. Celles-ci sont utiles dans le cas ou I’on n’en calcule qu’une
partie. Nous allons maintenant décrire la recherche combinatoire permettant de déterminer les
n; ; restants.

7j—1

11.1.2 Recherche combinatoire

Il s’agit d’une stratégie de type Branch and Bound : toutes les affectations possibles pour
les occurrences inconnues sont testées et les branches pour lesquelles le degré total dépasse la
dimension n sont coupées.

Pour tout polynéme irréductible F;, on définit k; tel que, les occurrences n; ; ont été calcu-
1ées pour tout j < k;.

Les n; ; vérifient I’équation du degré total : >, ; jdin; ; = n. On définit alors I’objectif {2
comme le degré total que doivent former les occurrences inconnues :

ki
Q=n—>Y_ > jdni;. (11.4)
j=1

7

Encore une fois, le fait que jd; soit grand assure que les n; ; seront petits et réduit donc le
nombre de candidats possibles.

Un autre test facilement réalisable est celui de la trace : le coefficient du mondme de degré
n — 1 du polyndme caractéristique doit étre égal a la trace de la matrice. Or, si Vi P, =
X% 44, X% 4+ ., le coefficient du mondme de degré n — 1 de [], P/ vaut

Tr(A) == tm,. (11.5)
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On peut donc facilement discriminer les candidats obtenus par la recherche combinatoire par
ce test.
L’algorithme [IT.2]résume cette méthode.

Algorithme 11.2 : recherche combinatoire

Données : () : I’objectif, N = (NN, ;) : un vecteur de bornes inférieures sur les
occurrences inconnues 7; ;

Résultat : sol est une liste de candidats vérifiant les équations (11.4)) et (11.5)

début

si 2 < 0 alors
L exit

sinon si {2 = 0 alors
siTr(A)=—-> .t <Z§;1jNi,J’> alors
| sol.empile(V)

sinon

pour tout N, ; faire
Ni,j++
recherche combinatoire(sol, 2 — jd;, N)
Ni7j' -

fin

Enfin, dans le cas ou plusieurs candidats subsistent, on les discriminera par autant d’éva-
luations aléatoires du polyndme caractéristique que nécessaire. Pour une valeur aléatoire A, il
s’agit de calculer le déterminant det(A] — A) et de le comparer avec la valeur du polynome
reconstruit en \. L’algorithme résume la stratégie de calcul des multiplicités des grands
facteurs par recherche combinatoire.

Cet algorithme pourrait étre utilisé seul, pour déterminer toutes les multiplicités. Mais sa
complexité exponentielle (due a I’explosion combinatoire de la recherche de 1" algorithme[T1.2))
peut le rendre impraticable. Il n’est donc a utiliser qu’en complément d’un autre algorithme,
comme celui des nullités, afin de calculer les occurrences des blocs de grande dimension.

11.1.3 Résolution du systéme logarithmique

Nous présentons ici une méthode alternative pour déterminer les multiplicités, par la réso-
lution d’un systeme linéaire.
Principe

On se place dans un corps fini GF(q) ot ¢ est suffisamment grand devant n : ¢ — 1 possede
un facteur premier supérieur a n. Une évaluation du polyndme caractéristique en la valeur \;
forme 1’équation

[T 77 () = det(\T — A)
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Algorithme 11.3 : Multiplicité des grands facteurs
Données : A, une matrice n X n; d = (d;);, les degrés des facteurs irréductibles P; de
P etk = (k;); tels que n, ; est calculée Vj < k;.
Résultat : N = (nw)‘v’] > I{JZ
début
N =(0,...,0)
sol =[]
Q=n—3, jdins,
recherche combinatoire(sol, 2, N)

tant que # sol > 1 faire
Tirer A € K uniformément

d = det(A — A)
pour tout N € sol faire

L si JJ(P7)"3(\) # d alors
| rejeter N

retourner N = sol.dépiler()

fin

dont les inconnues sont les multiplicités m;. Si A; n’est pas une racine du polynome caracté-
ristique, les logarithmes discrets des membres de cette équation conduisent a 1’équation

k
ij log(P;(\;)) = log(det(N\l — A)) mod ¢ —1 (11.6)
j=1

qui est linéaire en les m; modulo g — 1.

On peut alors former un systeme linéaire de dimensions [ X k en choisissant [ valeurs \;
aléatoirement, en dehors des racines de P4 . Ce systéme est consistant car les multiplicités m;
en sont une solution. Si il est régulier, avec £ < [, 'unique solution modulo ¢ — 1 plongée dans
Z correspondra au vecteur des multiplicités m;.

La résolution du systeme pourra étre effectuée soit par une élimination de Gauss dans I’an-
neau Z,_; ou, de fagon plus efficace, dans le corps fini Z, ou p est un grand facteur de ¢ — 1
(supérieur a n). Dans ce dernier cas, le résultat sera correct tant que le systeme restera régulier

modulo p.

Lalgorithme

L’algorithme précise le principe décrit précédemment.

k est le nombre de multiplicités m; a calculer. La premiere étape consiste a choisir & valeurs
A; afin de former une matrice B inversible. En premiere approche, on pourrait se contenter de
tirer aléatoirement ces k valeurs. Mais comme nous le verrons dans la preuve de la proposition
[I1.2] le cotit de la construction d’une ligne de cette matrice est négligeable devant les autres
opérations de 1’algorithme. On choisit donc d’en calculer [ > k, afin d’augmenter la probabilité
de former une matrice de rang k. L’algorithme calcule ainsi / lignes de GG en choisissant [ \;
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Algorithme 11.4 : systeme logarithmique discret

Données : A, une matrice n X n sur un corps fini GF(q) ; (F;);=1..x, les facteurs
irréductibles de son polyndme minimal ; [ > & un entier

Résultat : (m;);—1. 4, les multiplicités des P, dans P

début

Choisir uniformément [ \; € GF(q) distincts, non racines de PZ,

Former la matrice [ x k G = [g; ;] ot g; ; = log(P;()\;)) mod ¢ — 1

Soit p un facteur premier de ¢ — 1 tel que p > n

(L,Q,U, P) = LOUP(G) mod p

B =FRL(G); /+ Forme Réduite en Ligne de G : B=[[0]QTG

*/

Former le vecteur b = [b;] ou b; = log(det(N\;I — A)) mod p

Résoudre Bx = b mod p

retourner (x;)

fin

aléatoirement. Puis B s’obtient en calculant la forme réduite par ligne de G (voir partie 4.1).
Une fois les k£ \; sélectionnés, on peut former le vecteur b en calculant les &£ déterminants
det(\;I — A). La résolution du systéme utilise ensuite la décomposition LUP de B, lisible sur
la décomposition LQUP de G.

Propriété 11.2. Si la matrice G est de rang k, I’algorithme calcule les multiplicités en
O (knE(n)) opérations arithmétiques, en choisisant | tel que | = O (nE(n)k*>™*) et | =

Démonstration. La construction de chaque ligne de la matrice se fait par une évaluation des
polyndmes suivant un schéma de Horner. La somme des degrés des facteurs P; étant inférieure
an, la construction d’une ligne de la matrice G cotite O (n) opérations dans Z,. Le calcul des
logarithmes discrets des coefficients peut se faire de deux fagons :
— en tabulant la correspondance entre les éléments de GF(q) et leur logarithme discret [31]],
ce qui nécessite O (q) allocations mémoire.
— en triant d’abord les coefficients de GG et b. Puis en calculant itérativement toutes les puis-
sances d’un générateur et en établissant les correspondances avec les coefficients triés.
Le surcoiit mémoire n’est alors que de O (lk) pour un O (Ik 4 ¢) opérations supplémen-
taires dans GF,.
Chaque calcul de déterminant nécessite O (n) produits matrice-vecteur avec la matrice A dans
Z, 110, §3.1]. La décomposition LQUP nécessite O (Ik“~1) opérations dans Z, etlarésolution
du systeme, O (k?).
La complexité totale est donc O (knFE(n) + nl + lk“~1) soit, O (knE(n)) en choisissant [
telque l = O (kE(n)) etl = O (nE(n)k* ). O

L’analyse de cet algorithme est incomplete. Si nous pouvons donner sa complexité, nous
n’avons pas pu fournir une borne sur la probabilité que la matrice G soit de rang k. Les ex-
périmentations pratiques confirment I’intuition selon laquelle, seulement £ valeurs \; choisies
aléatoirement suffisent a former une matrice de rang k£, et la marge permise sur le parametre
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[ devrait permettre d’assurer une probabilité de succes grande. Cependant, nous laissons cette
question ouverte, pour 1’instant.

Remarque 11.1. La construction des lignes de la matrice peut étre intégrée dans le processus
d’élimination LQUP. Ceci permet de terminer leur calcul de fagon anticipée, lorsque le rang k
est atteint.

Méme si chacune de ces trois techniques permet la détermination de toutes les multiplicités,
leur complexité est trop élevé. En revanche, leurs domaines de prédilection étant disjoints,
des algorithmes adaptatifs permettent de les combiner afin de tirer parti de chacun de leurs
avantages.

11.2 Algorithmes adaptatifs

Nous présentons ici comment combiner les algorithmes des parties précédentes, entre elles
et avec la méthode du 7°™ facteur invariant de Villard [113]]. Les algorithmes hybrides obtenus
sont adaptatifs, dans le sens ou ils tiennent compte des propriétés des données pour choisir le
meilleur algorithme. On se reportera a [21] pour plus de détails sur la définition des algorithmes
hybrides, adaptatifs, . ..

Nous montrons d’abord comment combiner I’algorithme de résolution du systeme logarith-
mique avec le calcul des nullités ou une recherche combinatoire. Nous présentons ensuite un
premier algorithme pour I’étude asymptotique. Enfin nous donnerons certaines améliorations
a ce dernier pour une meilleure efficacité pratique.

11.2.1 Méthode des nullités et recherche combinatoire

Une premiére idée est de combiner les algorithmes [T1.1] calculant des nullités, et [I1.2]

complétant les occurrences manquantes par une recherche combinatoire.
On suppose connu le polyndme minimal P2 et sa décomposition en facteurs irréductibles
PA = Hle P?. On rappelle que le n; ; est le nombre d’occurrences du bloc compagnon C' P
dans la forme primaire de A. Ces deux algorithmes sont complémentaires puisque le premier
est efficace dans la recherche des occurrences des facteurs de petit degré €élevés a une petite
puissance (jd; petit), alors que la recherche combinatoire admet d’autant moins de branches
que le degré est grand et que le facteur est élevé a une puissance grande (jd; grand).

Ainsi, ’algorithme hybride consiste a dresser la liste des occurrences n; ; a déterminer,
en les classant par jd; croissant. On calcule ensuite successivement les nullités des matrices
P!(A) jusqu’a ce qu’il reste un certain nombre de grands facteurs. Ceux-ci sont traités par
la recherche combinatoire et on calcule les n; ; ainsi que les multiplicités m; par le corollaire
11.2i

Cependant la recherche combinatoire dévient rapidement tres cotiteuse. Il faut donc limiter
son utilisation a la détermination d’un nombre arbitraire et fixe d’occurrences. Expérimenta-
lement, cinq facteurs semblait correspondre au meilleur compromis sur les matrices que nous
avons manipulées (voir partie [12.3.2)). Il faut donc essayer de combiner cet algorithme avec

d’autres, pour traiter le cas de facteurs de grand degré trop nombreux.
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Algorithme 11.5 : Nullité et recherche combinatoire

Données : A, une matrice n X n sur une corps fini; (F;);=1._x, les facteurs irréductibles
de son polyndme minimal

Résultat : (m;);—1. 4, les multiplicités des P, dans P
début
Soit & ={(i,5),i€[l...k,j€[l...e]}
Trier £ selon les valeurs croissantes des jd;
tant que (#& > 5) faire

Dépiler (7, j), le premier élément de £
| Calculer v; j = n — rang(P/(A))
pour tout ; € [1...k| faire

Soit j; le plus grand indice tel que v; j, a été calculé

si J; < e; alors

L Calculer v; j, 11 = n — rang(P}*'(A))

| Calculer les n; ;Vk € [1. .. j;] d’apres le corollaire[11.2]

Recherche des grands facteurS(A, (di)i7 (]z)z)
retourner (m; = > jn; ;)i

fin

11.2.2 Réduction de la taille du systéeme logarithmique

On peut restreindre 1’algorithme [TT.4]au calcul d’un sous-ensemble de multiplicités : soit C
I’ensemble des indices des multiplicités déja connues, alors I’équation (I1.6) dévient

Zm] log(P;(\;)) = log(det(A\I — A)) ij log(P;(A;)) mod g — 1.
Jjgc jec

11 suffit alors de prendre Vi b; = log(det(\il — A)) — >, m;log(P;(A;)) mod g — 1 dans
I’algorithme.

On peut ainsi combiner cet algorithme avec celui des nullités : les facteurs de degré 1
et de multiplicité 1 dans le polyndme minimal (d;e; = 1) sont traités par 1’algorithme des
nullités, et le restant est laissé a la résolution du systeme logarithmique. Cette approche est
toujours bénéfique car elle remplace le calcul d’un déterminant par celui d’un rang, qui est
moins colteux, et réduit la dimension du systeme a résoudre.

On peut aussi combiner cet algorithme avec la recherche combinatoire : on définit C comme
I’ensemble des s facteurs P; de plus grand degré (pour un s convenablement choisi). On dresse
ensuite par recherche combinatoire la liste de toutes les affectations possibles pour les multi-
plicités des (P;);cc. Pour chaque affectation possible (m§k)) jec, indicée par k, les multiplicités
restantes sont déterminées par la résolution du systeme logarithmique de la forme :

Vi ij log(g;(\;)) = log(det(A\I — A)) Zm )log (A;)) mod g — 1.
jgc jec

Il s’agit d’une résolution d’un systeme linéaire multiple (avec une matrice inconnue). La
construction de la matrice et le calcul des déterminants sont communs a tous les systemes. Il
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suffit donc de remplacer les résolutions de systémes triangulaires (avec L et U de la décompo-
sition LUP de B) par des résolutions de systemes triangulaires multiples. Ainsi on peut réduire
la dimension du systeme logarithmique en utilisant la recherche combinatoire. En contre partie,
des opérations supplémentaires sont nécessaires pour les résolutions de systemes triangulaires
multiples mais un choix judicieux de s assure que celles-ci seront amorties dans le cofit total.

Soit k£ le nombre total de facteurs et soit h = minp,¢c (degré(P;)). Le nombre total d’affec-
tations possibles pour les (m;);cc est borné par ("é—?)g Cette méthode économise, snFE(n) +
2/3(k* — (k — s)® opérations (s déterminants et 1’élimination d’une matrice de dimension
k — s au lieu de k). Elle engendre par ailleurs un surcofit de ("/S%l@ pour les résolutions de
systémes triangulaires.

On peut donc imaginer un algorithme introspectif, déterminant s de facon a maximiser la
fonction )

snE(n) +2/3(k* — (k — 5)*) — WS—}:))/{:?
La valeur de s étant petite, la maximisation se fait par le calcul explicite des premieres valeurs
de cette fonction pour s = 1,2, . ..

Par exemple, soit une matrice d’ordre 2000, dont le polyndme minimal se décompose en 2
facteurs de degré 100, 2 facteurs de degré 50 et 6 facteurs de dégré 10. La valeur optimale pour
s sera 3, ce qui revient a calculer toutes les affectations possibles pour les 2 facteurs de degré
100 et pour un des facteurs de degré 50.

11.2.3 Un algorithme asymptotiquement performant

Le premier algorithme boite noire de Villard [115] est le premier a avoir atteint une com-
plexité sous-cubique pour le calcul de la forme normale de Frobenius sans faire appel au pro-
duit matriciel rapide. Il repose sur le calcul de seulement ;. log(n) facteurs invariants ol p est
le nombre de facteurs invariants distincts de la matrice. Comme ;1 < 3/n/2 et qu’un fac-
teur invariant peut étre calculé en O (n) produits matrice-vecteur, I’algorithme nécessite donc
O (n3/?log(n)E(n)) opérations sur le corps, ainsi que O (n*/*log®(n)loglog(n)) opérations
supplémentaires pour les préconditionnements.

Nous proposons 1’algorithme adaptatif [I1.6]qui utilise la technique de 1’algorithme de Vil-
lard pour calculer le k'™ facteur invariant et la résolution du systéme logarithmique présentée
dans la partie Le principe est de limiter 1’utilisation de 1’algorithme de Villard au
calcul des \/n premiers facteurs invariants. Une fois ce calcul effectué, il y a moins de \/n
multiplicités inconnues, et 1’algorithme[I1.4] peut alors s’appliquer efficacement.

Propriété 11.3. L’algorithme calcule le polynéme caractéristique P2, en O (n\/n) pro-
duits matrice-vecteur avec la matrice A et O (n5/ 2log(n) log log(n)) opérations supplémen-

taires sur le corps.

A nouveau, il manque une borne sur la probabilité de réussite de cet algorithme. Si elle
peut étre fournie, alors cet algorithme améliore d’un facteur log(n) le nombre de produits
matrice-vecteurs dans la complexité de I’algorithme de Villard [115, Theorem 3].

Démonstration. Laboucle tant gque est exécutée au plus /n fois. En effet, sinon il y aurait
plus de \/n facteurs invariants ayant plus de \/n facteurs irréductibles. Il y a donc O (/n)
appels a la fonction InvFact.
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Algorithme 11.6 : Boite Noire Adaptatif
Données : A, une matrice n x n sur un corps fini GF(q)
Résultat : P/ le polyndme caractéristique de A
début

fi = InvFact(1)

Factoriser f; = Hle P par I’algorithme de Cantor-Zassenhaus

Soit S ={P,i=1...k},j=2

tant que (#S > \/n) faire

f; = InvFact(yj)

pour tout P; € S faire

Calculer « tel que ged(FP;", f;) = P
si a = 0 alors

| S =5\{~}
sinon
L m; +=«

| J++

Tirer uniformément k& = #S différents \; € GF(q) tels que fi(\;) # 0
Construire la matrice G = [g; ;] ou g; ; = log(P;()\;)) for P; € S

Construire le vecteur b = [b;] ol b; = log(det(Ail — A)) = > - p og m;log(P;(Ai))
Résoudre Az = b

retourner P = [, ¢ P [[;45 P}

fin

La condition de sortie de la boucle assure par ailleurs que la dimension du systeme loga-
rithmique sera inférieure 2 \/n. En prenant ¥ = /n dans la proposition on obtient la
complexité annoncée. O

11.2.4 Améliorations pour la mise en pratique

Dans I’algorithme de Villard, [[115], une recherche récursive permet a 1’algorithme d’éviter
le calcul de certains facteurs invariants répétés. L’idée est de calculer le premier et le dernier
facteur invariant, puis de calculer les invariants intermédiaires en suivant une découpe dicho-
tomique. Lorsque deux invariants d’ordre ¢ et 5 sont égaux, la propriété de divisibilité assure
que tous les facteurs invariants intermédiaires leur seront aussi égaux. Ainsi, I’algorithme ne
calcule que v/n logn au lieu de n dans le pire cas. On peut adapter cette recherche pour le cal-
cul des /n premiers facteurs invariants dans 1’algorithme : en pratique cela évite dans de
nombreux cas des calculs inutiles, mais n’améliore pas la complexité asymptotique. En effet,
dans le pire cas, il peut y avoir O (1/n) facteurs invariants distincts dans les y/n premiers.

Enfin, on peut aussi incorporer dans 1’algorithme les techniques de la partie A
la fin de la boucle tant que, et avant la construction du systéme linéaire, on peut calculer
les nullités des petits facteurs (e;d; = 1) et tenter une résolution par recherche combinatoire.

En effet, le calcul de la nullité d’un facteur de degré 1 est un simple calcul de rang, plus
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Algorithme 11.7 : Facteurs de degré 1

pour tout P; € S tel que d;e; = 1 faire
mi = v(P,(A))
S =5\{P}
si (#S < T) alors
| Multiplicité des grands facteurs(4,(d;),(0))

économique qu’un déterminant (r = rang(P;(A)) < n applications de la boite noire, contre n
pour le déterminant). Par ailleurs cela fait décroitre la dimension du systeme logarithmique a
résoudre. La recherche combinatoire est effectuée pour un nombre de facteurs inférieur a un
seuil 7" qui pourra étre déterminé soit par une estimation introspective de la complexité de la
recherche, soit fixé empiriquement. En pratique, nous avons vérifié que 7' = 5 convenait dans
la plupart des situations. Ces modifications ne modifient pas la complexité asymptotique mais
rendent 1’algorithme plus efficace en pratique.

175






12

CALCUL BOITE NOIRE DANS LANNEAU
DES ENTIERS

A nouveau, notre propos n’est pas de fournir de nouvelles méthodes pour le calcul entier,
mais d’adapter des techniques existantes pour pouvoir mettre en pratique nos algorithmes pour
les corps finis. Nous présentons donc deux méthodes basées sur le calcul des multiplicités :
’une utilisant directement 1’algorithme [TT.6]et la remontée multifacteurs de Hensel, proposée
par Storjohann, I’autre appliquant la méthode des multiplicités directement sur Z. Enfin, nous
donnons les résultats pratiques obtenus dans 1’application de ces algorithmes & un probleme
concret de théorie des graphes.

12.1 Par le calcul des multiplicités et la remontée de
Storjohann

Comme nous 1’avons mentionné dans la partie [9.2.2] Storjohann propose dans [105] une
méthode pour le calcul de la forme normale de Frobenius d’une matrice creuse dans Z. Elle
suppose donnés le polyndme minimal sur Z et la forme normale de Frobenius sur un corps fini
Z,. I’idée est de calculer la partie sans carré s du polyndme minimal dans Z, et son image
5 dans Z,. Une base pgcd-libre est alors calculée en utilisant [5, §4.8] pour représenter ce
polyndme et les facteurs invariants de la matrice. On applique alors une remontée de Hen-
sel mutlifacteurs (voir par exemple [S1, §15.5]) a cette base pour reconstruire le polyndme s
dans Z. Ceci est valable si chaque facteur invariant de A dans Z réduit modulo p égale le fac-
teur invariant correspondant dans Z,. On en déduit alors les facteurs invariants dans Z. Cette
note technique n’étant pas publiée, on pourra aussi se référer a [[/8, §7.2] ou I’algorithme est
rappelé.

Nous appliquons cette idée au calcul du polyndme caractéristique directement, sans passer
par le calcul des facteurs invariants. On utilise donc la base pgcd-libre de s avec P4 mod p
et P2 mod p. Ainsi, la condition de validité est plus faible, puisqu’il s’agit simplement de
vérifier que I'image de PZ., modulo p soit égale au polyndme minimal de A dans Z,.

Nous décrivons cette méthode dans 1’algorithme [12.1]

Pour le calcul du polyndme minimal sur Z, on utilise a nouveau 1’algorithme probabiliste
de Wiedemann combiné avec le Théoreme des Restes Chinois [40, Theorem 3.3] pour un
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Algorithme 12.1 : Remontée multifacteur et base pgcd-libre

Données : A, une matrice n X n dans Z Pn‘?in, son polyndme minimal dans Z ; p, un
nombre premier ; P4, le polyndme carctéristique de A dans Z,, ; (3, une
borne sur les coefficients des facteurs de P4

Résultat : P, le polyndme caractéristique de A dans Z

début

Calculer s la partie sans carré de P4

min

5=s mod p, PA = P4 mod p

Calculer une base pged-libre (g7, - . ., gy) de (5, P4 | PA), ainsi que les exposants
(fi,---, fy) tels que PA =[] g

Faire la remontée multifacteurs de Hensel pour obtenir (g1, . .., g,) tels que

s=gi...g, modp~et(gi,...,9,) = (g1,...,g,) mod poup”>p
retourner P2 =[] g/

car

fin

colit de O (sdE(n)) opérations binaires, ol s est la taille en bits des coefficients du poly-
nome minimal et d son degré. Le polyndme caractéristique dans Z, est calculé par 1’algo-
rithme en O (n'?E(n)) + O (n*%) opérations dans Z,. La remontée de Hensel de la
base pgcd-libre nécessite O™ (nk) (ot k ~ log, (3) opérations de mots avec I’arithmétique ra-
pide des entiers et des polynomes [51, Theorem 15.18]. D’apres le lemme [9.1] les coefficients
du polyndme caractéristique et par conséquent ceux du polyndme minimal sont bornés par
s = O (n(logn + log ||A]|)). Comme d est borné par n, le colit dominant est celui du calcul
du polyndme minimal, en O™ (n?log || A||E(n)).

En pratique, les matrices creuses ou structurées peuvent avoir des polyndmes minimaux
avec des coefficients de petite taille, ou de faible degré. C’est le cas par exemple des matrices
d’homologie utilisées dans [40]]. Dans ce cas, c’est le calcul du polyndme caractéristique dans
Z, qui peut devenir dominant, et notre approche améliore alors ce cofit d’un facteur y/n, en
comparaison avec 1’algorithme dense de calcul de la forme de Frobenius utilisé dans [105].

12.2 Mise en pratique

min

ductibles dans Z est trop cofiteuse en théorie. C’est la raison pour laquelle nous avons utilisé
dans I’algorithme précédent, la factoristion de Cantor-Zassenhaus dans un corps fini, puis une
remontée de Hensel sur la base pgcd-libre uniquement. Mais les excellentes implémentations
de I’algorithme de Hensel, comme celles de la bibliothéque NTL le rendent envisageable en
pratique dans de tres nombreuses situations. Ainsi, une démarche alternative consiste a décom-
poser le polyndme minimal en facteurs irréductibles dans Z, puis a chercher les multiplicités
de ces facteurs dans le polyndme caractéristique en appliquant les méthodes du chapitre [IT]
dans un corps fini Z, ou p est tiré€ aléatoirement. Cela revient a faire faire effectuer la remontée
de Hensel de 1’algorithme [T2.1] par 1’algorithme de factorisation de la bibliotheque NTL.

Comme nous 1’avons expliqué dans la partie (9.2.2] la factorisation de P4 en facteurs irré-
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12.3 Application et expérimentations

Pour illustrer I’efficacité en pratique de cette méthode, nous 1’avons appliquée a un pro-
bleme de la théorie des graphes que nous rappelons dans la partie[I2.3.1] Nous donnons ensuite
les résultats expérimentaux dans la partie

12.3.1 La conjecture des cubes symétriques cospectraux

Ce probleme qui nous a ét€ soumis par G. Royle est décrit dans [4] ainsi que sur sa page
internef']
Nous rappelons d’abord quelques définitions :

Définition 12.1. Soit X un graphe a n sommets dont les ensembles de sommets et d’arétes
sont respectivement V' (X) et E(X).

— On définit la k™ puissance symétrique X ¥} de X, comme le graphe dont les som-
mets correspondent aux (Z) k-sous-ensembles de V' (X'). Deux sommets sont reliés par
une aréte si et seulement si la différence symétrique des sous-ensembles correspondant
appartient a E(X).

— On définit le spectre du graphe X comme le spectre de sa matrice d’adjacence.

— X est un graphe fortement régulier de paramétres (n, k, a, ¢) si il n’est ni complet ni vide,
et le nombre de voisins de deux sommets x et y est k, a ou ¢, selon que x et y sont égaux,
adjacents ou distinct et non adjacents.

La définition de la k'™ puissance symétrique permet de généraliser la notion de marche
aléatoire dans un graphe ou £ jetons sont placés sur k£ sommets distinct du graphe. Une k-
marche est une séquence alternée de sous-ensembles V; de k sommets de V' (X) et d’arétes ¢; €
E(X): (Vh,e1,V1,ea,...,6,,V,), tels que la différence symétrique entre V; et V;_; est I’aréte
e;. Ainsi une k-marche dans X est plus simplement vue comme une 1-marche dans X ¢},
Les puissances symétriques des graphes apparaissent dans I’étude des systemes Hamiltoniens
d’interaction en mécanique quantique [4, §12] : les superpositions d’états sont représentées
par les k-sous-ensembles de V' (X). L’évolution d’un systéme quantique correspond a une k-
marche dans X et peut étre représentée par une 1-marche dans X ¢},

Par ailleurs, les puissances symétriques de graphes ouvrent aussi des perspectives dans la
résolution du probleme d’isomorphisme de graphe.

Probleme 12.1. Trouver un algorithme polynomial déterminant si deux graphes sont iso-
morphes.

Les propriétés spectrales d’un graphe ne suffisent pas a déterminer sa classe d’isomor-
phisme, mais celles de ses puissances symétriques contiennent plus d’information. Si ’on
trouve un degré k tel que le spectre de la kieme puissance symétrique décrive la classe d’iso-
morphisme du graphe, alors on dispose d’un algorithme polynomial pour résoudre le probleme
de I’isomorphisme.

A T’inverse, si tel n’est pas le cas, cela signifie que pour tout k, il existe une infinité de paires
de graphes X et Y non-isomorphes, telles que X {*} et Y{¥} sont cospectraux.

Thttp ://www.csse.uwa.edu.au/ gordon/sympower.html
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L’équipe de Audenaert, Godsil, Royle et Rudolph ont abordé cette question en testant cette
hypothese sur une classe de graphes non isomorphes mais partageant de nombreuse propriétés
spectrales : les graphes fortement réguliers. Dans [4], ils montrent qu’il existe une infinité de
paires de graphes ayant des carrés symétriques cospectraux, en montrant que toute paire de
graphes fortement réguliers ayant mémes parametres sont non seulement cospectraux (résultat
classique) mais ont des carrés symétriques cospectraux.

En revanche, pour £ = 3, on s’attendrait a trouver une infinité de paires de graphes ayant des
cubes symétriques cospectraux, mais les auteurs n’en ont trouvé aucune pour tous les graphes
fortement réguliers ayant jusqu’a 29 sommets. Pour ce faire, ils ont calculé les spectres de
chacun de ces graphes en comparant ceux des graphes ayant les mémes parametres. Le tableau
[12.1] décrit le nombre de chacun de ces graphes et la dimension de la matrice d’adjacence de
leur cube symétrique. A partir de 35 sommets, la dimension devenait trop importante, et le

Parametres | Nombre de graphes | (%)
(5,2,0,1) 1 10
9,4,1,2) 1 84
(10, 3,0, 1) 1 120
(13,6, 2,3) 1 286
(15,6,1,3) 1 455
(16,5,0,2) 1 560
(16,6, 2,2) 2 560
(17,8,3,4) 1 680
(21, 10, 3, 6) 1 1330
(21, 10,5, 4) 1 1330
(25,8,3,2) 1 2300
(25,12,5,6) 15 2300
(26, 10, 3, 4) 10 2600
(27,10, 1, 5) 1 2925
(28, 12, 6, 4) 4 3276
(29, 14, 6,7) 41 3654
(35,16, 6, 8) 3854 6545
(36, 10, 4, 2) 1 7140
(36, 14, 4, 6) 108 7140
(36,14,7,4) 1 7140
(36, 15, 6, 6) 32548 7140

TAB. 12.1 — Nombre de graphes fortement réguliers ayant moins de 36 sommets
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calcul trop lent pour effectuer les 3854 calculs avec les outils logiciels existants. C’est a ce
niveau que nous avons pu mettre en ceuvre nos algorithmes implémentés dans la bibliotheque
LINBOX, comme nous le décrivons dans la partie Ceux-ci nous ont permis de vérifier
qu’aucune paire de graphe fortement régulier ayant jusqu’a 36 sommets n’ont des cubes symé-
triques cospéctraux. Cette constatation prend plus de force dans la mesure ou elle porte 36 582
graphes, au lieu des 72 étudiés jusque la.

12.3.2 Résultats expérimentaux
Banc d’essai pour les algorithmes creux

Les matrices d’adjacence des cubes symétriques de graphes fortement réguliers nous ont
d’abord servi de banc d’essai pour expérimenter les algorithmes boite noire présentés dans
cette partie. Les matrices EX1, EX3, EX5 sont les matrices d’adjacence des cubes symé-
triques de graphes de parametres (16,6,2,2), (26,10,3,4) et (35,16,6,8). Leurs dimensions sont
respectivement 560 = (136) ,2600 = (236) et 6545 = (335).

Nous avons implémenté les algorithmes en utilisant la bibliotheque LINBOX pour la mani-
pulation des boites noires et les calculs d’algebre linéaire. La factorisation des polyndmes est
effectuée par la bibliotheque NTL. Pour ces matrices particulieres nous avons indiqué aux algo-
rithmes de LINBOX que la matrice représentée est symétrique, permettant ainsi d’économiser
la moitié des produits matrice-vecteur dans la plupart des algorithmes (rang, déterminant, po-
lyndme minimal).

Matrix EX1 | EX2 | EX3 EX4 EX5
n : dimension 560 | 560 | 2600 2600 6545
d : degré du polyndme minimal 54 103 1036 1552 2874
w : # nombre d’éléments non nuls par ligne | 15,6 | 15,6 27,6 27,6 45,2
Polyndéme minimal sur Z 0,11s | 0,26s | 117s 260s 5002s
Factorisation dans Z 0,02s | 0,07s 9.4 18,15 | 74,09s
Nullité et recherche combinatoire 3,37s | 5,33s | 33,2s | 30,15s 289s
Total 3,51s | 5,66s | 159,4s | 308,11s | 5366s
Systeme logarithmique 3,46s | 4,31s | 64,0s | 57,0s 647s
Total 3,59s | 4,64s | 190,4s | 336,4s | 5641s

TAB. 12.2 — Temps de calculs des différents modules de I’algorithme boite noire sur un P4-
3,2GHz-1Go

Nous donnons dans le tableau [12.2]1es temps de calcul des différents modules décrits dans
le chapitre[TT] Pour chaque matrice, deux calculs différents sont comparés : ils ont en commun
le calcul du polyndme minimal et sa factorisation dans Z. Pour déterminer les multiplicités des
facteurs irréductibles, ’un utilise 1’algorithme [I1.5] et I’autre 1’algorithme [IT.4] On constate
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que la détermination des multiplicités peut étre I’opération dominante, comme c’est le cas avec
la matrice EX1 dont le polyndme minimal est de faible degré. Selon la structure des facteurs
irréductibles, la méthode des nullités combinée avec la recherche combinatoire peut étre plus
rapide que la résolution du systeme logarithmique. Ces remarques justifient 1’approche de la
partie [IT.2] qui permet de tirer parti des avantages des deux méthodes en les combinant.

Nous comparons maintenant les performances de ces implémentations totalement boite
noire avec celles présentées dans la partie[9.3]ou la variante HPC—BN avait introduit I’intérét de
I’approche boite noire sur des matrices creuses. Le tableau [12.3|montre le gain apporté par les

Matrice n w HPC-BN | nullité-rec-comb. | systeme-log.
A = 08blocks | 300 | 1,9 0,32s 0,08s 0,07s
ATA 300 | 2,95 0,81s 0,12s 0,12s
B = ch5-5.b3 | 600 4 4.4s 1,52s 1,97s
B'B 600 | 13 2,15s 3,96 7,48s
TF12 552 | 7.6 6,8s 5,53s 5,75s
mk 9b3 1260 | 3 31,25s 10,51s 177s
Tref500 500 | 16,9 | 65,14s 25,14s 25,17s

TAB. 12.3 — Comparaison entre HPC—BN et les algorithmes boite noire sur un Athlon-1,8-
GHz-2Go

implémentations boite noire en comparaison avec HP C—BN, pourtant déja la meilleure dans les
tableaux [9.2]et[9.3] A nouveau, la structure des facteurs irréductibles du polyndme minimal de
chaque matrice implique des comportements différents. Ainsi, 1’algorithme systéme-1log
est parfois comparable a celui des nullités, voire plus rapide, mais il peut étre aussi beaucoup
plus lent comme sur la matrice B ' B et surtout mk 9b 3.

Recherche des cubes symétriques cospectraux

Ces premieres expérimentations ont laissé entrevoir que la recherche de cubes symétriques
cospectraux parmi les graphes fortement réguliers de 35 ou 36 sommets était réalisable. Nous
avons donc mis en ceuvre un calcul parallele permettant d’effectuer une recherche exhaustive
parmi les 3854 graphes a 35 sommets. La démarche adoptée consistait d’abord a sélectionner
les graphes remplissant une condition nécessaire pour la cospectralité : leur polyndme caracté-
ristique évalué en une valeur aléatoire dans un corps fini doivent étre égaux. Ainsi la premiere
phase consistait a tirer un nombre premier p de 20 bits aléatoirement et une valeur \ € Z,, et
de calculer les v; = det(A — A;) pour toutes les matrices A; considérées. Le parallélisme ne
consiste alors qu’a distribuer chacun de ces calcul de déterminant sur les différents processeurs
utilisés. Parmi les paires restantes, on peut a nouveau appliquer cette méthode avec une autre
valeur pour . Ce n’est que sur les éventuels derniers candidats que 1’on calculera le polynome
caractéristique afin de vérifier qu’ils ont les mémes spectres.

Pour le calcul des déterminants, nous avons utilisé 1’algorithme de Wiedemann [119] com-
biné avec un préconditionnement cyclique rendant les polyndmes minimaux et caractéristiques
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égaux (voir [[12] a ce sujet). En testant si le degré du polyndme minimal calculé est égal a n, on
a un certificat du résultat. Ainsi, 1’algorithme est probabiliste du type Las-Vegas : le résultat re-
tourné est toujours correct, mais plusieurs calculs peuvent €tre nécessaires. L’ implémentation
de I’algorithme de Wiedemann est spécialisée pour les matrices symétriques, ce qui permet
d’économiser la moitié¢ des produits matrice-vecteurs. De plus les matrices sont représentées
par des boites noires dont le produit matrice-vecteur tient compte du fait que les coefficients
sont dans I’ensemble {0, 1}.

Le test des 3854 matrices de parametre (35,16,6,8) a été effectué en 131,35 heures CPU
d’un Itanium?2 cadencé a 1,5Ghz (soit 16h25 effectives sur les 8 processeurs). Pour toutes les
matrices A;, nous avons calculé det(A + 26 21397) mod 1048 573. Parmi les 3854 résultats,
14 paires étaient identiques. Pour ces matrices, nous avons ensuite calculé det(A; 4+ 26 21471)
mod 1048571 et aucune paire ne restait identique. Il n’a donc fallu que 3866 calculs de dé-
terminants pour vérifier qu’aucun polyndme caractéristique n’était égal.

De la méme fagon, le test des 32 548 matrices de parametres (36, 15, 6, 6) a été effectué
en 588 heures : aprés un premier calcul des det(A + 12345477) mod 67 108 859, il restait
12 paires identiques et le calcul de det(A + 12345437) mod 67 108 819 les a toutes distin-
guées. Ainsi nous avons vérifié qu’il n’y a pas de graphes fortement réguliers ayant au plus 36
sommets, dont les cubes symétriques sont cospectraux.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire la mise en ceuvre du calcul efficace du polyndome
caractéristique dans Z.

Elle a d’abord consisté en I’introduction d’un ensemble de routines de base pour 1’algebre
linéaire dense dans un corps fini. Nous avons proposé une démarche de conception basée sur
une prise en compte d’optimisations tant algorithmiques que matérielles, pour un ensemble
restreint de routines, ainsi qu’une utilisation intensive de réductions a ces routines. Cette struc-
turation débouche sur des algorithmes adaptatifs utilisant des seuils de différentes natures dont
la détermination précise est essentielle.

L utilisation des routines de base du calcul numérique, couplée a une analyse fine des bornes
sur les calculs intermédiaires des algorithmes, permet d’approcher sur des corps finis les per-
formances des routines numériques. Par la réduction des constantes dans les complexités et
I’utilisation de I’arithmétique matricielle rapide, elles peuvent méme étre dépassées.

Au dela de ses applications propres en calcul discret (théorie des graphes, cryptographie,
etc), le calcul exact est aussi complémentaire au calcul approché multiprécision dans la réso-
lution de certains problemes numériques mal conditionnés dans la mesure ou il permet 1’ utili-
sation d’une algebre linéaire efficace.

Pour le calcul du polyndme caractéristique de matrices denses, nous avons comparé plu-
sieurs algorithme de type Krylov sur des corps finis, tirant leur efficacité de ces routines de
base. Grace a une estimation fine de la taille des coefficients du polyndme caractéristique
dans Z, nous en avons déduit un premier algorithme déterministe. Les performances dépassent
celles des meilleures implémentations disponibles actuellement. De plus 1’approche probabi-
liste, certifiant une probabilité d’erreur négligeable en pratique, améliore ces performances, en
particulier en tirant parti des spécificités des données.

Enfin, pour le calcul avec des matrices boite noire, un algorithme adaptatif est proposé,
combinant les avantages de différentes méthodes basées sur des calculs de polyndmes mini-
maux, de rangs et de déterminants. En particulier, une méthode basée sur le calcul d’index est
proposée et permet d’ores et déja d’atteindre une grande efficacité en pratique. Par exemple,
ces algorithmes ont été mis en application pour un probleme de théorie des graphes, sur des
classes de matrices qu’aucun logiciel ne pouvait manipuler jusque la. L’étude de la probabilité
de réussite de cet algorithme boite noire reste cependant a finir.

Les points essentiels que nous avons dégagés dans cette étude sont les suivants :

1. Le produit matriciel sur des corps finis, ainsi que les résolutions de systemes triangu-
laires multiples, la décomposition LQUP et I’inversion matricielle peuvent €tre effectués
avec des performances avoisinant celles des BLAS numériques et de LAPACK.

2. L’algorithme de Winograd peut étre employé pour améliorer ces performances. Nous
précisons le domaine de validité de son utilisation sans réduction modulaire.

3. Des réductions au produit matriciel permettent de faire bénéficier de multiples autres
calculs (profil de rang, base du noyau, multiplications triangulaires, inversions, ...) de
ces performances.

4. 11 est réaliste d’envisager la résolution exacte de certains problemes numériques mal
conditionnés.

5. Dans un corps fini, I’algorithme LU-Krylov, basé sur une méthode de Krylov et des

187



Conclusion

10.

11.

opérations par blocs est plus efficace que 1’algorithme de Keller-Gehrig par branche-
ments.

La forme de Kalman d’un probleme de contrdle d’un systeme différentiel linéaire peut
étre calculée en O (n“ log n) opérations algébriques.

. L’algorithme rapide de Keller-Gehrig est intéressant en pratique. Nous présentons une

relaxation des conditions de généricité et une approche adaptative pour traiter les situa-
tions de blocage.

. La taille du plus grand coefficient du polyndome caractéristique d’une matrice entiere

dépasse d’au plus 0.211631757 bits celle de son déterminant.

La factorisation du polyndme minimal entier par la remontée de Hensel, permet d’obte-
nir des algorithmes efficaces en pratique pour de nombreux cas.

Sous I’hypothese de la généralisation des projections de blocs efficaces au cas des trans-
formation de similitude, la complexité algébrique du calcul du polyndme caractéristique
d’une matrice boite noire est réduite a O~ (n>135),

Des algorithmes adaptatifs, pour la recherche des multiplicités des facteurs polyndme
minimal, permettent d’atteindre une grande efficacité pour le calcul du polyndme carac-
téristique de matrice boite noire en pratique.

En outre, ces travaux ont permis de dégager un certain nombre de questions qui constituent
autant de perspectives.

1.

La résolution exacte de problemes numériques mal conditionnés est possible lorsque
les coefficients du probléme sont du méme ordre de grandeur (par exemple entre 102
et 10%°). Dans le cas contraire, les coefficients entiers du probléme exact pourraient
étre trop grands ce qui pénaliserait la méthode exacte. Il faudrait alors étudier des tech-
niques de raffinement en séparant le probleme par ordres de grandeur, comme le suggere
Schatzman. De maniere plus générale, il manque une étude approfondie de la relation
entre le nombre de conditionnement et la complexité des méthodes exactes.

Nous avons pu esquisser des techniques pour relacher la contrainte de généricité dans
I’algorithme rapide de Keller-Gehrig. Supprimer ces contraintes est d’un intérét mul-
tiple : au niveau pratique, on obtiendrait I’algorithme le plus efficace sur un corps fini, et
au niveau théorique, on pourrait obtenir la complexité O (n*) dans tous les cas, ce qui ré-
soudrait le dernier probleme canonique de réduction au produit matriciel, en complexité
algébrique.

. Les algorithmes probabilistes que nous avons présentés reposent sur un calcul proba-

biliste de type Monte Carlo du polyndme minimal, puis sur le calcul de multiplicités.
L’information apportée par ces dernieres permet de détecter de nombreux cas d’échec
de I’algorithme de calcul du polyndme minimal. Sil’on parvenait a détecter tous ces cas,
on pourrait alors certifier le polyndme minimal grace au calcul du polyndme caractéris-
tique et I’algorithme serait alors du type Las Vegas.

La généralisation de I’utilisation des projections de blocs efficaces au cas des transfor-
mation de similitude permettrait de réduire 1’exposant de la complexité algébrique du
calcul du polyndme caractéristique de matrices boite noire.
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5. Dans nos algorithmes boite noire, nous avons utilisé la remontée de Hensel pour la fac-
torisation en polyndmes irréductibles du polyndme minimal, pour des raisons de simpli-
cité de mise en ceuvre. Il est pourtant préférable de cantonner cette remontée a une base
pgcd-libre décrivant le polyndme minimal et le polyndme caractéristique, comme 1’a
montré Storjohann. Cette idée doit étre validée en pratique et doit permettre d’améliorer
encore I’efficacité des implémentations.

6. La méthode du systeme logarithmique pour le calcul des multiplicités, permet d’at-
teindre a la fois une complexité intéressante, et une efficacité en pratique d’autant plus
grande qu’elle peut étre combinée avec d’autres méthodes complémentaires. 1l reste a
compléter I’analyse de sa probabilité de réussite.
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Résumé : L’algebre linéaire est une brique de base essentielle du calcul scientifique.
Initialement dominée par le calcul numérique, elle connait depuis les dix dernieres années des
progres considérables en calcul exact. Ces avancées algorithmiques rendant I’approche exacte
envisageable, il est devenu nécessaire de considérer leur mise en pratique. Nous présentons
la mise en ceuvre de routines de base en algebre linéaire exacte dont I’efficacité sur les corps
finis est comparable a celles des BLAS numériques. Au déla des applications propres au calcul
exact, nous montrons qu’elles ouvrent une alternative au calcul numérique multiprécision pour
la résolution de certains problemes mal conditionnés.

Le calcul du polyndme caractéristique est I’un des problemes classiques d’algebre linéaire.
Son calcul exact permet par exemple de déterminer la similitude entre deux matrices, par le
calcul de la forme normale de Frobenius, ou la cospectralité de deux graphes. Si I’amélioration
de sa complexité théorique reste un probleme ouvert, tant pour les méthodes denses que boite
noire, nous abordons la question du point de vue de la praticabilité : des algorithmes adapta-
tifs pour les matrices denses ou boite noire sont dérivés des meilleurs algorithmes existants
pour assurer I’efficacité en pratique. Cela permet de traiter de fagcon exacte des problemes de
dimensions jusqu’alors inaccessibles.

Mots clés : Calcul exact, Algebre linéaire, BLAS, Polyndme caractéristique, Algorithmes
de Keller-Gehrig, Matrice denses, Matrices boite noire.

Title : Efficient exact linear algebra : computing the characteristic polynomial

Abstract: Linear algebra is a building block in scientific computation. Initially dominated
by the numerical computation, it has been the scene of major breakthrough in exact com-
putation during the last decade. These algorithmic progresses making the exact computation
approach feasible, it became necessary to consider these algorithms from the viewpoint of
practicability. We present the building of a set of basic exact linear algebra subroutines. Their
efficiency over a finite field near the numerical BLAS. Beyond the applications in exact com-
putation, we show that they offer an alternative to the multiprecision numerical methods for
the resolution of ill-conditioned problems.

The computation of the characteristic polynomial is part of the classic problem in linear al-
gebra. Its exact computation, e.g. helps determine the similarity equivalence between two ma-
trices, using the Frobenius normal form, or the cospectrality of two graphs. The improvement
of its theoretical complexity remains an open problem, for both dense or black-box methods.
We address this problem from the viewpoint of efficiency in practice: adaptive algorithms for
dense or black-box matrices are derived from the best existing algorithms, to ensure high effi-
ciency in practice. It makes it possible to handle problems whose dimensions was up to now
unreachable.

Keywo rds: Exact computation, Linear algebra, BLAS, Characteristic polynomial, Keller-
Gehrig algorithms, Dense matrices, Black Box.
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