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Avant-propos

La rédaction d’une Habilitation a Diriger

. des Recherches est sans doute pour la plu-
part d’entre nous un exercice délicat. Il consiste
d’abord a trouver une suite logique, un fil con-
ducteur, sur les travaux de ces premieres années
de recherche. De nombreuses options sont per-
mises parmi lesquelles un document le plus ex-
haustif possible sur les résultats obtenus, une
| synthese sur un domaine de recherche émergeant.
| Jai fait un autre choix, celui de présenter les
nombreux développements autour du probléeme
de la décomposition modulaire des graphes que
nous avons connu ces dix dernieres années. Sur
les aspects combinatoires de la décomposition
modulaire, ’article de Mohring et Radermacher [MR84] fait toujours référence
méme si de nombreuses généralisations ou extensions sont apparues ces 20
dernieres années. Mais, il n’existe pas, & ma connaissance, dans la littérature,
de document similaire sur les aspects algorithmiques de la décomposition mod-
ulaire. En tout cas, aucun qui ne soit a jour des résultats de ces dix dernieres
années qui sont les plus importants puisqu’il existe désormais des algorithmes
linéaires [CH94, MS94b].
Il m’a donc semblé opportun, compte tenu de mes contributions et celles de
mes co-auteurs sur la décomposition modulaire, de faire le point sur les aspects
algorithmiques de la décomposition modulaire. L’Habilitation a Diriger des
Recherches en était I’occasion. Ce choix a aussi été motivé par la beauté des
algorithmes mis en jeu dans ce domaine. J’espere humblement ainsi participer
un peu plus a leur diffusion.

Enfin pour rendre plus digeste ce mémoire, je propose & la fin de chaque
chapitre, une recette de tarte a consommer avec un rosé léger ou un blanc
vendange tardive ou un muscat sec bien frais.
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Introduction

Malgré la simplicité de leur définition, les graphes sont des objets combina-
toires fondamentaux en informatique. D’une part, ils sont la base de nombreux
modeles dans des domaines applicatifs aussi différents que les réseaux, la bi-
ologie, la chimie... et plus récemment les sciences sociales. Par ailleurs, ils
permettent d’exprimer une grande partie de la théorie de la complexité. Il
est donc important de comprendre la structure des graphes. Une approche
classique, et commune a la plupart des disciplines scientifiques, avait déja été
suggérée par Descartes en 1637 dans le second principe du Discours de la
méthode :

Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais en au-
tant de parcelles qu’il se pourrait et qu’il serait requis pour mieux les
résoudre.

Ce principe, aussi connu sous le terme de diviser pour résoudre, est en-
core d’actualité comme en témoigne la récente preuve [CRST02] de la con-
jecture des graphes parfaits [Ber61] pour laquelle de nouvelles méthodes
de décomposition sont développées. Ce fut aussi le cas pour la preuve de
la conjecture de Wagner [Wag37] résolue par Roberston et Seymour et
désormais connu sous le nom de Théoréme des mineurs de graphes [RS04].
Une étape importante de cette preuve repose la décomposition arborescente
d’un graphe [RS86].

Par ailleurs, de nombreux problemes difficiles (NP-difficile) en général,
deviennent polynomiaux lorsqu’ils sont restreints aux arbres. Il est donc na-
turel de mettre au point des techniques permettant de réduire les graphes aux
arbres. Dans cette optique, des invariants de graphe ont été défini : largeur ar-
borescente [RS86], largeur de branche [RS91], largeur de clique [Cou86]. .. Si
I’'un de ces parametres est borné, alors beaucoup de problemes difficiles admet-
tent un algorithme de complexité paramétrique polynomial [DF97, Nie02]. Ces
décompositions sont aussi & 'origine de méthodes heuristiques efficaces. Elles
ont permis d’obtenir des résultats significatifs pour le probleme du voyageur
de commerce [CC].
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Sans entrer dans les détails, les méthodes évoquées ci-dessus relevent
d’un paradigme de séparations successives du graphe en blocs. L’arbre de
décomposition peut étre compris comme une image de ce processus de
séparation. Nous allons, dans ce mémoire, nous intéresser a une autre méthode
de décomposition, que 'on pourrait qualifier de décomposition en parties
homogenes. 11 s’agit par exemple de définir des relations d’équivalence sur
les sommets d’un graphe. Une décomposition hierarchique est alors obtenue
en calculant récursivement les partitions en classes d’équivalence. La théorie
des familles partitives [MR84, CHMS81]| entre pleinement dans ce cadre et
s’applique & de nombreux objets combinatoires (graphes, hypergraphes, per-
mutations, fonctions booléennes. ..) En terme de graphes, on parle de mod-
ules. La décomposition modulaire a été utilisée pour la premiere fois par
Gallai [Gal67] pour I’étude des graphes de comparabilité. Il en résulte que
les ordres partiels partageant le méme graphe de comparabilité ont été
complément décrits. Par ailleurs, la décomposition modulaire est a la base de
représentations compactes pour différentes familles de graphes d’intersection,
telles que les graphes de permutations. .. [Spi03].

Il existe des articles de synthese relativement complets sur les aspects
théoriques des familles partitives, voir par exemple [MR84], méme s'ils com-
mencent un peu a dater. Ce n’est en revanche, pas le cas pour I'algorithmique
associée. En particulier, les algorithmes obtenus au cours de ces dix derniéres
années mériteraient une présentation unifiée (éventuellement simplifiée par
rapport aux articles d’origine).

Retracons un bref historique. Le premier algorithme polynomial pour la
décomposition modulaire apparait début 70 [CJS72]. Apres des améliorations
successives ([CHMS81, MS89] par exemple), les deux premiers algorithmes
linéaires n’arrivent qu’en 1994 [CH94, MS94b]. Ces deux algorithmes restent
”théoriques” tellement ils sont compliqués & prouver et a mettre en ceuvre.
De nouveaux algorithmes de décomposition modulaire, plus simples que ceux
de 1994, avec éventuellement un léger surcotit de complexité (logarithmique),
ont depuis été mis au point avec pour objectif principal la simplicité. Pourtant
dans son livre “Efficient graph representation” [Spi03], Spinrad écrit :

Le nouvel algorithme [linéaire [MS99]] est trop compliqué pour étre
présenté ici [dans le livre [Spi03]]. Les premiers algorithmes quadra-
tiques [MS89] étaient également compliqués; j’espére et crois que dans
quelques années, les algorihmes linéaires seront simplifiés.

Je propose donc, dans ce document, de faire le point sur ’ensemble des
connaissances accumulées autour de I'algorithmique de la décomposition mod-
ulaire avec I'espoir de dégager de nouvelles perspectives pour répondre posi-
tivement a la remarque de Spinrad.

La présentation s’organise de la maniere suivante. Le Chapitre 2 rappelle
des définitions et des résultats connus pour la décomposition modulaire des
graphes. Puis nous présentons (Chapitre 3) les techniques algorithmiques de
base que nous utiliserons par la suite. Curieusement, ces méthodes, basées sur
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Iaffinage de partition, sont apparues tres tot : en 1971 pour le probleme de la
minimisation d’automates finis déterministes [Hop71]. Le Chapitre 4 est dédié
aux algorithmes récents de décomposition modulaire. Nous ne présenterons
pas les deux algorithmes linéaires estimant, comme Spinrad, que c’est inu-
tile pour la clarté de la présentation. Enfin dans les Chapitres 5 et 6 nous
discutons de nouveaux algorithmes qui sont, & mon avis, trés prometteurs
dans la perspective d'un algorithme linéaire simple. Pour terminer, les deux
derniers chapitres évoquent des applications a la décomposition modulaires : la
représentation de graphes dynamiques et la génomique comparative en bioin-
formatique.






2

Fondements mathématiques

La décomposition modulaire doit étre comprise comme un cas particulier
du concept de famille partitive dont I’étude théorique remonte au début des
années 80 [CE80, CHMS81]. Nous commencerons par introduire les définitions
et théoremes principaux de cette théorie. Puis nous discuterons plus en détails
de la notion de module d’un graphe et aborderons ses aspects algorithmiques
de base. La suite de ce chapitre est dédiée a la présentation de familles de
graphes pour lesquelles la décomposition modulaire est particulierement im-
portante (cographes, graphes de comparabilité. .. ) Finalement nous mention-
nerons des variantes ou généralisation de la décomposition modulaire.

Ce chapitre n’est que rappel de résultats connus de longue date. Pour les
preuves omises, le lecteur devra se référer a la littérature existante.

2.1 Familles partitives et théoreme de décomposition

La différence symétrique de deux ensembles A et B est notée AAB = (A \
B)U(B\ A). Deux sous-ensembles A et B d’un ensemble S se chevauchent si
ANB #£ (0, A\B # 0 et B\ A # (). Nous noterons la relation de chevauchement
entre A et B par A L B. Par ailleurs, C sera le symbole utilisé pour I'inclusion
stricte et C celui utilisé pour l'inclusion large.

Définition 2.1. Soit S C 25 une famille de parties de S. S est partitive si

1.5€8,0¢ S8 et pour tout z € S, {z} €S,
2. Pour toute paire de parties A, B € S telles que A L B:
a) ANBe€S;
b) A\BeS etB\AeS;
¢) AUBE€S;
d) AAB € S.

On parle de famille faiblement partitive lorsque la condition (2.d) n’est
pas requise. Sauf contre-indication explicite, nous ne considererons que des
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familles partitives. C’est en particulier le cas pour la suite de ce chapitre.
Dans le cadre de familles faiblement partitives, certains résultats et définitions
doivent étre adaptés.

Définition 2.2. Un élément F € S est fort s’il ne chevauche aucun autre
élément de S. L’ensemble des éléments forts de S est noté Sg.

Clairement les éléments triviaux S et {z}, pour tout = € S, sont des
éléments forts. Remarquons que Sg s’organise en un arbre T's dont les noeuds
sont les éléments de Sp: les feuilles correspondent aux singletons {z} tels
que z € S, et le pere d’'un nceud S; est I’ensemble minimal Sy € Spg tel
que S7; C Ss. La racine de Ts est associé a ’ensemble S. En fait Ts est la
réduction transitive de ordre d’inclusion des éléments de Sp (voir Figure 2.1).
Il en découle que si |S| = n, alors |Sp| = O(n).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fig. 2.1. L’arbre d’inclusion des éléments forts de la famille
S = {{1,2,3,4,5,6,7,8,9},{1,2,3,4},{1,2,3},{2,3,4},{1, 3,4}, {1, 2,4},
{77879}’{172}7{273}7{374}7{471}7{173}7{274}7{7’8}7{879}7{779}7

{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}}

Définition 2.3. Soit ¢ un neud de Uarbre Ts ayant k fils f, ..., f. Le neud
q est dégénéré si pour tout J C [1,k]|, J # 0, Ujle]q € S. Un neeud non
dégénéré est premier.

Théoréme 2.4. [CHMS81] Tout élément A € S est soit forte, soit l'union d’un
sous-ensemble strict des fils d’un neud dégénéré de Ts.

Le Théoreme 2.4 nous indique que cet arbre T’s est suffisant pour représenter
I’ensemble de la famille S et que les éléments forts de S forment une ”base”
de S. Autre conséquence intéressante, toute famille partitive (qui peut étre de
taille exponentielle) admet une représentation de taille O(n): en effet, il suffit
pour cela de coder l'arbre Ts et les ensembles forts associés a chacun de ses
nceuds. Un simple parcours de Ts (par exemple un parcours postfixe) permet
d’ordonner les éléments de S de sorte de chaque ensemble fort soit codé par
un intervalle de cet ordre. La notion de permutation factorisante présentée
ci-dessous parait donc naturelle.
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2.2 Permutations factorisantes

Ce n’est que tres récemment que le concept de permutation factorisante a été
formalisé [Cap96]. Il était pourtant déja sous-jacent a plusieurs articles [HM91,
Hsu92, HHS95]. De maniére plus surprenante, nous verrons que dans certaines
applications (voir Chapitre 8), la donnée est une permutation factorisante de
la famille étudiée. Ce concept est, & mon sens, central dans la simplification
des algorithmes de calcul de l'arbre Ts. Avant de le définir formellement,
posons quelques notions utiles.

Une permutation o d’'un ensemble S a n éléments est définie comme un
ordre total sur S ou, de maniére équivalente, comme une bijection entre S
t [1,n]. Soient i € [1,n] et € S, alors o(x) désigne le rang i de = dans la
permutation o et o~1(i) désigne le i-eme élément  de S dans o.

Un ensemble I C S est un facteur ou intervalle d’'une permutation o s’il
existe i € [I,n] et j € [I,n] tel que I = {z : z=0"1(k),i <k < j}. Moins
formellement, I est un ensemble d’éléments consécutifs dans o.

Définition 2.5. [Cap96] Soit P une famille (faiblement) partitive d’un en-
semble S et soit F [’ensemble des éléments forts de P. Une permutation o
de S est une permutation factorisante pour P si pour tout F € F, F est un
facteur de o.

Par exemple, 7=12345678 9maisaussim =652143798et
T =98751324 6 sont des permutations factorisantes pour la famille S
décrite Figure 2.1. Dans ces trois permutations, les deux ensembles forts non-
triviaux {1,2, 3,4} € Sr et {7,8,9} € Sp sont effectivement des intervalles.

Observation 2.6 Si Sp ne contient que des éléments triviaux, alors toute
permutation de S est factorisante.

2.3 Modules d’un graphe

Sauf indication contraire, nous ne considérons que des graphes non-orientés,
simples et sans boucle. Nous utilisons les notations classiques. Le voisinage
dans un graphe G = (V, E') d’un sommet z est noté N¢(x) et son non-voisinage
Ng(r). L’indice G n’est pas utilisé si le contexte est non-ambigii. Le graphe
complémentaire de G est noté G. Etant donné un sous-ensemble de sommets
X C V, G[X] désigne le sous-graphe induit par X (toute aréte entre deux
sommets de X est conservée).

Soient M un ensemble de sommets d’un graphe G = (V, E) et « un sommet
de V'\ M. Le sommet = est un casseur! pour M s’il existe y € M et 2 € M
tels que zy € F et xz ¢ E. Si x n’est pas un casseur pour M alors M est
uniforme ou homogéne par rapport a x.

1" Le terme anglais utilisé est splitter. Nous préfererons casseur & coupeur pour

éviter la confusion avec la notion de coupe (voir Section 2.6.2).
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Définition 2.7. Soit G = (V, E) un graphe. Un ensemble M C V sommets
est un module si pour tout x ¢ M, M C N(z) ou M N N(z) = 0.

Un module est donc un ensemble M uniforme par rapport a tout sommet

Lemme 2.8. [CHM81] La famille M des modules d’un graphe est une famille
partitive.

Les ensembles V et {z}, tels que © € V sont les modules triviaux. Un
graphe est premier s’il ne possede aucun module non-trivial. Un module fort
de G est un élément fort de la famille M des module de G. Rappelons qu’'un
module fort ne chevauche aucun autre module (voir Section 2.1). Ainsi lorsque
M et M’ sont des modules se chevauchant, alors M \ M’, M'\ M, M N M’,
MUM' et MAM' sont aussi des modules.

Soient M et M’ deux modules disjoints. M et M’ sont adjacents si tout
sommet de M est adjacent & tout sommet de M’ et non-adjacents si tout
sommet de M est non-adjacent & tout sommet de M’.

Observation 2.9 Toute paire M et M' de modules disjoints est soit adja-
cente soit non-adjacente.

Un module M est mazimal pour un ensemble S de sommets, si M C S et
s’il n’existe pas de module M’ C S tel que M C M’. Par défaut, si ’ensemble
S n’est pas spécifié, nous supposerons qu’il s’agit de ’ensemble des sommets

V.

Définition 2.10. Soit P = {M,..., My} une partition de ’ensemble des
sommets d’un graphe G = (V, E). Si pour tout i, 1 <1i < k, M; est un module
de G, alors P est une partition modulaire de G.

Notons que par définition, tout sommet appartient & un unique module
fort maximal. Il existe donc une unique partition des sommets en modules
forts maximaux.

Définition 2.11. La partition modulaire maximale d’un graphe G = (V, E)
est l'unique partition modulaire P = {Mj, ..., My} ne contenant que des mod-
ules forts mazrimaux.

Observation 2.12 Soit P une partition modulaire d’un graphe G et soit M
un module fort de G contenu dans aucun module de P. Alors M est ['union
disjointe de modules de P.

D’apres ’Observation 2.9, il est possible de définir un graphe, appelé graphe
quotient, dont les sommets sont les parties (ou modules) appartenant & la
partition modulaire P.
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Définition 2.13. Soit P = {My, ..., My} une partition modulaire d’un graphe
G = (V,E). Le graphe quotient G /p a un ensemble de sommets en bijection
avec les modules M; € P. Deux sommets v; et v; de G/'p sont adjacents si les
modules correspondants M; et M; sont adjacents dans G.

L’opération inverse au quotient est la substitution. Elle consiste a remplacer
un sommet z de G par un graphe H = (V' E’). Le graphe résultant de
I’opération est :

Goeg = (V\{z)h) UV (E\{zy e E}) UE' U{yz:azy € Eet z € V'})

Fig. 2.2. Les ensembles grisés sont des modules du graphe G décrit. Q@ =
{{1},{2,3}, {4}, {5},{6,7},{9},{8,10,11}} est une partition modulaire de G. Le
graphe quotient G,o est présenté a droite. La partition modulaire maximale de G
est P = {{1},{2,3,4},{5},{6,7},{8,9,10,11}}. Le graphe quotient associé & P est
présenté Figure 2.3.

Remarquons que le graphe quotient G p avec P = {My,..., My} est iso-
morphe & tout sous-graphe induit G[V’] par un sous-ensemble V' C V de
sommets tel que Vi € [1, k], |M; N V’| = 1. Ainsi plus généralement, quotien-
ter un graphe GG par un module M consiste & contracter le module M en un
seul sommet. Le graphe résultant est noté G ,5;. Le graphe représentatif d’un
module M est le graphe quotient G[M],p olt P est la partition modulaire
maximale de G[M] (c’est donc aussi le sous-graphe obtenu en sélectionnant
un sommet par module fort maximal de G[M]).

234567891011

4 5 6 7 8 9 10 11

Fig. 2.3. L’arbre Tx des modules forts de GG. Le graphe représentatif associé a la
racine est G/p avec P = {{1},{2,3,4},{5},{6,7},{8,9,10,11}}.
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L’arbre T dont les nceuds sont les modules forts de G permet de
représenter entierement le graphe G, a condition de lui associer a chacun de
ses noeuds le graphe représentatif du module correspondant. Sur la Figure 2.3,
les graphes représentatifs des nceuds autres que la racine sont des cliques ou
des stables.?

Le probleme de la décomposition modulaire d’un graphe consiste a cal-
culer cet arbre T'\(. Nous verrons que le théoréme de décomposition modulaire
(Théoréme 2.16) décrit naturellement un algorithme pour ce probléme. Nous
présentons préalablement deux propriétés sur les partitions modulaires et les
graphes quotients qui permettront d’obtenir des algorithmes plus efficaces
(voir Chapitre 4).

Lemme 2.14. [M6h85b] Soit P une partition modulaire d’un graphe G =
(V,E). Alors X C P est un module de G ;p ssi Uy e M est un module de G.

Ce lemme peut étre renforcé pour observer la méme correspondance entre
les modules forts de G et ceux de G /p.

Lemme 2.15. Soit P une partition modulaire d’un graphe G = (V, E). Alors
X C P est un module fort non-trivial de G,p ssi Uycy M est un module
fort non-trivial de G.

Preuve. Soit X C P un module de Gp. Notons X = J,;cx M le module
correspondant de G (Lemme 2.14). Par hypothese X" est non-trivial, il contient
donc au moins deux modules de G appartenant a P.

< Supposons que X ne soit pas un module fort. Il existe donc Y C P, module
de Gp tel que X L ). D’apres le Lemme 2.14, Y = (J;;cy M’ est un
module de G. De plus, X LY, donc X = (J,,cp M n’est pas un module
fort de G.

= Supposons que X = (J,,;c, M ne soit pas un module fort de G. D’apres le
Théoreme 2.4, X est I'union d’un sous-ensemble strict de ’ensemble des
modules forts maximaux inclus dans un module fort Z dégénéré de G.
Notons que Z \ X est aussi 'union disjointes de modules de P. Puisque
|¥ NP| > 1, il existe un module Y € Z de G tel que : ¥ L X,V =
UM/ey M’ avec ) C P et X L Y. Par conséquent, d’apres le Lemme 2.14,
Y est un module de G/p et donc X n’est pas un module fort de G p.

O

Nous pouvons maintenant décrire le théoreme de décomposition modulaire.

Théoréme 2.16. [Gal67, CHMS81] Soit G = (V, E) un graphe. Alors l'une
des trois conditions suivantes est vérifiée:

1. G n’est pas connexe;
2. G n’est pas connexe;

2 La clique est le graphe complet, alors que le stabe est le graphe sans aréte.
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3. G et G sont connexes et le graphe Gp, ou P est la partition modulaire
maximale de G, est un graphe premier.

Il est clair que toute union de composantes connexes d’'un graphe G est
un module. Il en est de méme pour toute union de composantes connexes du
graphe complémentaire G. Dans ce cas, le graphe G est dit dégénéré (voir
Théoréme 2.4).

En particulier, lorsque le graphe G n’est pas connexe, la partition modu-
laire maximale est la partition en composantes connexes et le graphe quotient
associé est un stable. La racine de 'arbre Ty est alors étiqueté paralléle. La
composition paralléle, ou union disjointe, de k graphes connexes Gy, ...,Gg
résulte en un graphe dont les composantes connexes sont exactement les
graphes G1,...,Gy. Cette opération est généralement notée G1 @ - - - ® G.

Lorsque le graphe complémentaire G n’est pas connexe, le graphe quotient
associé & la partition en composantes connexes de G (qui est la partition
modulaire maximale) est une clique. . La racine de T est alors étiqueté série.
La composition série de k graphes Gy, ...,Gy résulte en un graphe dont les
composantes co-connexes sont exactement les graphes G, ..., G (pour toute
paire de sommets z,y appartenant a des graphes G; et G; différents, I’aréte
xy a été ajoutée). Cette opération est généralement notée G; ® - - - ® Gy.

Algorithme 1 : Naif
Données : Un graphe G = (V, E)
Résultat : L’arbre de décomposition modulaire M D(G) = (M, F)
début

si |[V| =1 alors M D(G) ne contient que la feuille {v};

Soit r la racine de M D(G);

si G n’est pas connexe alors

r est étiquetée paralléle;

pour chaque composante conneze C faire
| MD(G[C]) est un sous-arbre de connexe de M D(G) —r

sinon
si G n’est pas connexe alors
r est étiquetée paralléle;

pour chaque composante conneze C de G faire
| MD(G[C]) est un sous-arbre de connexe de MD(G) —r

sinon
r est étiquetée premier;
pour chaque module maximal M de G faire
| MD(G[M]) est un sous-arbre de connexe de M D(G) —r

fin

3 Une clique est un graphe complet.
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Dans tous les cas, on peut directement déduire du Théoreme 2.16, un
algorithme naif pour le calcul de M D(G) pour le calcul de T'aq (voir ci-dessus,
Algorithme 1): le Théoréme 2.16 est appliqué récursivement sur les modules
forts maximaux de G. L’arbre Ty dont les nceuds sont étiquetés parallele, série
ou premier, sera noté M D(G) et appelé arbre de décomposition modulaire.
Notons qu’il n’est pas nécessaire de stocker les graphes quotients des nceuds
séries ou paralleles.

Fig. 2.4. Un graphe et son arbre de décomposition modulaire. Tous les noeuds
excepté la racine sont dégénérés. A gauche de la racine est affiché le graphe quotient
G/’P avec P = {{1}7 {27 3, 4}7 {5}5 {67 7}5 {87 9,10, 11}}

Notation 2.17 Dans la suite, les modules forts correspondants a des neuds
p et q de Uarbre MD(G), seront notés respectivement M(p) et M(q). Pour
alléger les notations P et QQ pourrons étre utilisés.

Notation 2.18 Le module fort minimal contenant deuxr sommets x et y sera
noté m(x,y). Par ailleurs, M(x,7g) désignera le module fort mazimal con-
tenant le sommet x mais pas le sommet y.

On constate que le probleme principal consiste a calculer la partition mod-
ulaire maximale lorsque le graphe et son complémentaire sont connexes. Il
n’est pas nécessaire de procéder ainsi. Des qu'un module non-trivial M est
identifié, grace aux Lemmes 2.14 et 2.15, il suffit de calculer récursivement
MD(G[M]) et MD(G/p) et de reconnecter MD(G[M]) sur la feuille de
M D(G /) correspondant au sommet représentatif de M. Nous verrons qu’une
solution possible pour identifier un module M est de calculer le plus petit mod-
ule m(x,y) contenant les sommets x et y (voir Théoreme 2.28). Ce calcul peut
étre effectué en O(n + m).

La propriété suivante peut étre utile pour ’analyse de la complexité des
algorithmes.

Lemme 2.19. [dM035] Soit G = (V, E) un graphe et soit F l’ensemble de ses
modules forts. Alors

Z |F| < 2m + 3n avec |[V| =n,|E|=m
FeF
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2.4 Sur la structure des graphes premiers

La structure des graphes premiers a particulierement été étudiée. Il est par
exemple facile de vérifier que le plus petit graphe premier est le Py , le chemin
a 4 sommets (voir Figure 2.5). Comme le montre le résultat suivant, les Py
ont un réle fondamental dans la structure des graphes premiers.

Lemme 2.20. [CI98] Soit G un graphe premier. Alors par tout sommet, sauf
au plus un, il passe un Py. Un tel sommet est appelé le "nez du taureau” (voir

Figure 2.5).

X

Fig. 2.5. Le P4 a gauche et le taureau a droite. Les sommets a et d sont les extrémités
du Py, b et ¢ sont ses milieux. Le sommet = est le "nez du taureau”.

Le Théoréme 2.16 peut étre étendu en considérant la structure des graphes
premiers [JO95b]. Un ensemble de sommets C' d’un graphe G = (V, E) est P-
conneze si pour toute bipartition {4, B} de C, il existe un P4 contenant des
sommets de A et de B. Ce n’est par exemple pas le cas du taureau. Une com-
posante P-connexe est un ensemble P-connexe maximal. Il faut noter que les
composantes P-connexes d’un graphe définissent une partition de ’ensemble
de sommets. Une composante P-connexe H est séparable si elle admet une
bipartition (Hi, Hs) telle que tout Py intersectant a la fois Hy et Ha, a ses
extremités dans H; et ses milieux dans Hs.

Théoréme 2.21. [JO95b] Soit G = (V, E) un graphe. Alors l'une des quatre
conditions suivantes est vérifiée:

1. G n’est pas connexe;

2. G nlest pas connexe;

3. G est P-connexe;

4. il existe une unique composante P-connexe séparable H avec une bi-
partition (Hy, Hy) telle que pour tout sommet x ¢ H, Hy C N(z) et

2.5 Quelques familles de graphes

2.5.1 Les cographes

La premiere famille & considérer pour la décomposition modulaire est cer-
tainement la famille F des graphes totalement décomposables. C’est a dire
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les graphes dont I’arbre de décomposition modulaire ne contient pas de noeud
premier. Par définition, tout graphe de F peut étre obtenu par compositition
série et union disjointe de graphes appartenant a F. Le graphe réduit a un
seul sommet est le plus petit graphe de F. Par conséquent, il faut noter que si
G appartient & F, alors son complémetaire G aussi. Cette famille de graphes
s’appelle les cographes, pour complement reducible graphs [CLSB81, Sum?73].
On déduit aussi du théoreme de caractérisation suivant que la famille des
cographes est héréditaire (tout sous-graphe induit d’un cographe est aussi un
cographe).

Théoréme 2.22. [Sum78] La famille des cographes est exactement la famille
des graphes sans Py induit.

Fig. 2.6. Un cographe et son arbre de décomposition modulaire (ou coarbre).

La famille des cographes a été étudiée et redécouverte dans de nombreux
contextes différents (voir [Sum73, CLSB81, CPS85] pour des références). Le
premier algorithme linéaire de reconnaissance est di & Corneil, Perl et Stew-
art [CPS85]. Cet algorithme construit de maniere incrémentale I’arbre de
décomposition modulaire, appelé coarbre pour les cographes. Probablement
a cause du fait que la reconnaissance des cographes constitue le cas de base
de la décomposition modulaire, de nombreux autres algorithmes linéaires de
reconnaissance [Dah95a, HP05, BCHPO3] ont été découverts depuis. Nous en
présenterons dans le but de simplifier les explications pour les algorithmes de
décomposition modulaire d’un graphe quelconque.

Enongons quelques propriétés importantes des cographes. On déduit facile-
ment, de la définition des cographes, ’observation suivante.

Observation 2.23 Soit M D(G) larbre de décomposition (ou coarbre) d’un
cographe. Alors le pére de tout neud série est paralléle et le pere de tout neud
paralléle est série.
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Les propriétés énoncées dans le Lemme suivant sont classiques. Les prouver
permet de se familiariser avec la famille des cographes.

Lemme 2.24. Soient x,y et v trois sommets d’un cographe G = (V, E).

1.Siave E, yv ¢ E etxy € E, alors m(v,y) C M(v,T)

2.SiazveE, yo¢ E et xy ¢ E, alors m(v,z) C M(v,7)

3.8 xv e E, yv € Eetxy ¢ E, alors M(v,T) = M(v,7) et m(v,z) =
m(v,y)

4.8 av ¢ E, yo ¢ E et xy € E, alors M(v,T) = M(v,g) et m(v,z) =
m(v,y)

Preuve. Nous ne ferons que les preuves des propriétés (1) et (3). Les deux
autres sont similaires. Notons que par définition, les modules forts m(v, x) et
m(v,y) sont comparables pour l'inclusion puisqu’ils s’intersectent. Il en est de
méme pour M (v,T) et M(v,7).

(1) Remarquons tout d’abord que y € m(v,x) car y casse = et v. Nous avons
donc linclusion m(v,y) € m(v,x). Supposons que m(v,y) = m(v,x).
Alors z, y et v sont dans trois modules forts maximaux m(v, z) = m(v,y).
Le sous-graphe induit par ces trois sommets doit donc étre soit une clique,
soit un stable. Ce n’est par hypothese pas le cas : contradiction. Donc
nécessairement m(v,y) C m(v, z). On en déduit que m(v,y) C M (v,T).

(3) C’est un corollaire direct de la propriété (1). Il suffit d’inverser les roles
de x et v pour constater que y € M (z,7). De maniére symétrique, on a
x € M(y,v) et donc M(z,7) = M(y,v) et m(v,z) = m(v,y).

O

2.5.2 Les graphes P4-creux

Les graphes Ps-creux sont une généralisation des cographes : la présence de P,
est possible mais réduite. Un graphe est P;-creux si tout sous-graphe induit
par 5 sommets contient au plus un P4. On déduit facilement de cette définition
un ensemble de sept sous-graphes exclus (voir Figure 2.7).

IRRa

Fig. 2.7. Les 7 sous-graphes exclus des graphes Ps-creux.

Théoreme 2.25. [JO92b] Un graphe est Py-creuz ssi il ne posséde aucun des
graphes de la figure 2.7 comme sous-graphe induit.
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Pourtant ce n’est pas la caractérisation en sous-graphes exclus qui permet
de reconnaitre les graphes Pj-creux en temps linéaire [JO92a], mais la struc-
ture de leur arbre de décomposition modulaire [JO92b] et en particulier des
neeuds premiers.

Une araignée (voir Figure 2.8) est un graphe G = (V, E) tel que V admet
une tripartition {5, K, R} (avec R possiblement vide) tel que : i) |S| = |K| > 2
et S est un stable, K est une clique; ii) pour tout sommet = € R, K C N(x)
et SN N(z) = 0; iii) il existe un couplage f : S — K tel que soit pour chaque
sommet v € S (cas de laraignée fine), N(v) = {f(v)} soit pour chaque
sommet v € S, N(v) = K\ {f(v)} (cas de I’araignée épaisse).

R R
K K
S S s s

Fig. 2.8. Une araignée épaisse a gauche et fine a droite.

Théoréme 2.26. [JO92b, JO92a] Un graphe est Py-creux ssi tout noeud pre-
mier p de son arbre de décomposition modulaire M D(G) vérifie:

1. le graphe représentatif de p est une araignée dont les sommets se parti-
tionnent en {S, K, R};

2. tous les fils de p correspondants aux sommets de S et K sont des feuilles
de MD(G).

Donc comme pour les cographes, les graphes P,-creux se distinguent
comme des graphes ayant un arbre de décomposition avec une topologie con-
trainte : parmi les fils d’'un nceud premier, au plus un fils n’est pas une feuille.

Il faut aussi mentionner l'existence de toute une série de familles de
graphes généralisant les cographes et les graphes Pj-creux. Les graphes
Py-réductibles [JO95a] forment 'une d’entre elles (voir [BLS99] pour plus
d’information a ce sujet).

2.5.3 Les graphes de comparabilité

De nombreuses familles F de graphes peuvent étre caractérisées par la pro-
priété que tout graphe représentatif associé & un nceud premier de Iarbre de
décomposition appartient a F. Le probleme de la reconnaissance se réduit
alors a la reconnaissance des graphes premiers de la famille. C’est par exem-
ple le cas des graphes de permutation, des graphes d’intervalles, des distance
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héréditaire. . . mais aussi des graphes de comparabilité(voir [BLS99] pour une
présentation de ces familles). Nous présentons ici les forts liens qui unissent
les graphes de comparabilité a la décomposition modulaire.

Un graphe G = (V, E) est de comparabilité* ssi les arétes de E peuvent étre
orientées transitivement. Un graphe orienté est transitif si pour tout triplet
de sommets x,, z, 'existence des arcs zy et yZ implique Pexistence de I’arc
—

TZ.

On définit une relation de forcage I" sur l'orientation des arétes d’un graphe

G = (V, E) de la maniere suivante [Gal67] :

e (e e o

La fermeture reflexive et transitive I'* de la relation I est une rela-
tion d’équivalence dont les classes d’équivalence sont appelées classes de
forcage. Pour une aréte zy, nous notons I'*(zy) la classe de forgage con-
tenant lorientation zy de ay. Soit I'*~!(zy) = I'*(y#). Remarquons que
[=1(75) N 1*(7) = 0 ou alors I™~1(7) = [*(77)

L’orientation transitive d’'un graphe G = (V| E) s’appuie sur la relation
I'*. Chaque aréte xy € F peut étre orientée soit en Ty, soit en yz. Pour toute
aréte yz € E telle que vz ¢ E, on a alors y2 € I'*(xy) et zy € ['*(y#). On en
déduit la caractérisation suivante des graphes de comparabilité.

Théoréme 2.27. [Gal67] Un graphe G = (V, E) est un graphe de compara-
bilité ssi pour toute aréte vy € E, I'*(zy) N ' (yz) = 0.

Ce théoreme suggere directement un algorithme de reconnaissance des
graphes de comparabilité.

Algorithme 2 : Naif
Données : Un graphe G = (V, E)
Résultat : Vrai ssi G est un graphe de comparabilité
début
tant que E # ) faire
choisir une aréte xy quelconque de E;
si I'*(zy) N '™~ Y(zy) # 0 alors
| retourner G n’est pas de comparabilité;
E e B\ {uv | b € ™ ()}:
retourner G est de comparabilité;
fin

Le lien le plus intéressant entre les classes de forgage et la décomposition
modulaire est sans doute exprimé par le prochain théoreéme. Soit I une classe
de forcage de G. On définit la couverture de I comme ’ensemble :

4 Les graphes de comparabilité sont des graphes non-orientés.
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C(I)={x €V |3yeV tel que 7y € C ou yz € C}

Théoreme 2.28. [Gol80] Soit G = (V, E) un graphe. Pour toute classe de
forcage I de G, C(I) est un module. De plus, si I = I'*(zy), alors C(I) est
le plus petit module m(x,y) contenant x et y.

Le calcul des classes de forcage d’un graphe G = (V, E) peut donc étre
utile pour le calcul de I'arbre M D(G) de décomposition modulaire (pas seule-
ment pour les graphes de comparabilité). Par ailleurs, nous avons la propriété
suivante.

Lemme 2.29. [M6h85b] Si un graphe G admet au plus deuz classes de
forcage, alors tous les modules non-triviaur de G sont des stables.

Autrement dit les graphes de comparabilité premiers n’admettent que deux
orientations transitives dont I'une est obtenue en renversant ’orientation de
tous les arcs de lautre. Finalement les graphes de comparabilités sont car-
actérisés par les graphes représentatifs de leurs modules premiers.

Théoréme 2.30. [Gal67] Un graphe G = (V, E) est de comparabilité ssi tout
graphe représentatif d’un neud premier de l'arbre de décomposition M D(G)
est un graphe de comparabilité.

Les meilleurs algorithmes pour 'orientation transitive et la reconnais-
sance des graphes de comparabilité sont basés sur le Théoreme 2.30 et le
Lemme 2.29. Une étape préliminaire de décomposition modulaire est donc
utile [MS94b, MS99]. Cependant, il est possible de simplifier ces algorithmes
et d’éviter cette étape préliminaire en utilisant des techniques d’affinage de
partition (voir Chapitre 3). Toutefois la complexité devient légérement moins
bonne [HMPV00].

Parmi les graphes de comparabilité remarquables, ceux dont le graphe
complémentaire est aussi un graphe de comparabilité, sont importants (des
graphes de co-comparabilité). En particulier, restreint & cette famille de
graphes, le probleme de 'orientation transitive devient linéaire. Cette famille
admet une représentation géométrique tres intéressante : ce sont les graphes
d’intersection de segments compris entre deux droites paralleles. Ils sont ap-
pelés graphes de permutation a cause de la définition suivante dont découle
directement les propriétés discutées ci-dessus. Pour un exposé plus complet,
se référer & [Gol80, BLS99, Spi03]. Nous rencontrerons ces graphes au cours
des prochains chapitres.

Définition 2.31. Un graphe G = (V, E) est un graphe de permutation ssi
il existe deuxr permutations m et T de l’ensembles V' des sommets telles que
xy € E ssi w(x) < w(y) et 7(y) < 7(x). La paire de permutations (w,T) est le
réaliseur de G.

Par exemple le graphe de la Figure 2.3 est un graphe de permutation dont
un réaliseur est donné par les permutations 7t =123 456 7 8 9 10 11 et
T=6751410119 8 2 3. Un autre exemple est présenté Figure 2.9
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Fig. 2.9. Un graphe de permutation G et son réaliseur (71, m2) avec 71 l'identitité
et m =4,2,5,1,6,3. Notons que les ensembles M = {1,2} et M’ = {7,8} sont des
modules. Renverser M ou M’ dans 7 et w2 produit un autre réaliseur de G.

2.6 Variantes et généralisations

2.6.1 Décomposition modulaire des graphes orientés

La définition de module s’étend naturellement aux graphes orientés. Un en-
semble M est un module orienté si pour tout ©z ¢ M, M C NT(z) ou
MNN*t(z) =0, et pour tout z ¢ M, M C N~ (z) ou M NN~ (z) = 0.

Lemme 2.32. [MR84] La famille M des modules orientés d’un graphe ori-
enté est une famille faiblement partitive.

Un graphe orienté G = (v, ﬁ) est un k-ordre s’il existe une partition de
Ven {Vi,...,Vi} telle que pour tout z € V; et y € V; tel que ¢ < j, alors
Ty € E et yt ¢ E. Les ensembles V; sont appelées les composantes ordres de
5’. Notons que pour tout graphe 5, il existe un unique £ maximum tel que
6 est un k-ordre.

Observation 2.33 Soit G = (v, E)) un k-ordre et {Vi,...,Vi} la partition
de V' en composantes ordres. Alors M est un module ssi il existe i, j tels que
1<i<j<k, Uensemble M = U] _. V.

Le fait que M ne soit plus partitive découle de I’observation précédente et
implique I'existence d’un quatrieme cas pour le théoreme de décomposition.

Théoreme 2.34. [MR84] Soit G = (V, E) un graphe. Alors l'une des trois
conditions suivantes est vérifiée:

1. G n’est pas connexe;

2. G n’est pas connexe;

3. il existe k > 1 tel que G est un k-ordre;

4. G et G sont connexes et le graphe Gp, ou P est la partition en modules
maximauz de G est un graphe premier.

Il existe dans la littérature de nombreuses familles partitives ou faiblement
partitives. Une présentation assez exhaustive est proposée dans [dMO03].
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CPremier )

6 7 8

Fig. 2.10. Un graphe orienté et son arbre de décomposition modulaire. Le graphe
représentatif de la racine est présenté a sa gauche.

1 2 3 4 5

2.6.2 Décomposition en coupes

La décomposition en coupes complétes d'un graphe a été introduite [Cun82,
CE80] pour les graphes orientés. Mais elle se révele un outil trés puissant pour
les graphes non-orientés. En particulier, dans le probléme de la reconnaissance
des graphes de cercle [Bou87, GHS89, MS94a], elle joue un rdle similaire & la
décomposition modulaire pour la reconnaissance des graphes de comparabilité.
Un graphe de cercle est le graphe d’intersection d’une famille de cordes d’un
cercle [BLS99]. En effet, un graphe est un graphe de cercle ssi toutes les
composantes de la décomposition en coupes sont des graphes de cercle.

Par ailleurs, la décomposition en coupes complétes joue un role primordial
dans le probleme de la reconnaissance des graphes de largeur de clique 3
[CHL'00]. La largeur de clique est un parametre de graphe définissant aussi
une décomposition en arbre [CER93].

Définition 2.35. [Cun82, CE80] Soit G = (V,E) un graphe. Une coupe
compléte de G est une bipartition {Vy,Va} de l’ensemble des sommets V telle
que:

11| 22 et |[Vo] 22 B 5
2.s50it Vi = ViNN(Va) et Vo = Vo N N(V1), alors pour tout x € Vi et tout
yeVo, zye F.

Décomposer en coupe complete un graphe consiste a trouver, s’il en existe,
une coupe compleéte {V;,V5} et décomposer récursivement les deux graphes
G[Vi U {D}], G[Va U {51 }] ot 9y € V] et &y € Vo (voir Figure 2.11).

Clairement le concept de coupe complete peut étre vue comme une
généralisation de celui de module puisque tout module ayant au moins deux
sommets définit une coupe (pour laquelle I'un des deux ensembles V; \ Vi,
Vo \ Vs est vide).

Actuellement le meilleur algorithme pour la décomposition en coupe
complete est linéaire [Dah00], mais il reste tres (trop!) compliqué. L’algorithme

5 La décomposition en coupes complétes, méme si on peut la comprendre comme un
généralisation de la décomposition modulaire, releve peut-étre plus du paradigme
de décomposition par séparation succesives discutée dans I'introduction.
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<

Fig. 2.11. Une coupe {Vi,V2}. Notons que {u,v} est un module et donc
{V \ {u,v},{u,v}} est aussi une coupe complete. La décomposition se poursuit
récursivement sur les deux graphes du bas de la figure.

précédent était quadratique [Spi94]. Autant, je pense que l’algorithmique de la
décomposition modulaire est aujourd’hui bien comprise (en témoigne le nom-
bre d’algorithmes linéaires), autant ce n’est pas le cas pour la décomposition
en coupes completes. L’algorithme linéaire actuel n’est en aucun cas satis-
faisant.

Probléme 2.36. Trouver un algorithme simple linéaire, ou sous-quadratique,
pour le calcul de la décomposition en coupes completes.

2.7 Notes bibliographiques

L’article fondateur de la décomposition modulaire des graphes est sans
doute celui de Gallai [Gal67] sur lorientation transitive. A ma connais-
sance le seul article de synthese existant sur la décomposition modulaire et
plus généralement les familles partitives est celui de Mohring et Raderma-
cher [MR84]. Plus récemment, Ehrenfeucht, Harju et Rozenberg [EHR99] ont
publié un livre sur la décomposition des 2-structures (une généralisation des
graphes) et proposent une présentation de la décomposition modulaire dans
un cadre plus général. Concernant les familles de graphes (graphes de compa-
rabilité, d’intervalle, de permutation, cographes...) se structurant autour de
la décomposition modulaire, il faut se référer aux livres de Golumbic [Gol80]
et plus récemment & [BLS99, Spi03]. L’aspect algorithme est particulierement
présent dans [Gol80, Spi03].
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Tarte au poivron et a 1’ail

Ingrédients : 3-4 poivrons rouges, 8 gousses d’ail, coriande fraiche, huile
d’olive, une pate a pizza ou une pate feuilleté.

Découper les poivrons rouges en large lamelles et les passer au grill (250,
environ 10 minutes) et les éplucher. Faire revenir 8 gousses d’ail dans leur
peau dans un fond d’huile d’olive (5 minutes). Couvrir le plat & tarte d’une
feuille d’alu. Tapisser le fond du plat avec les poivrons. Répartir les gousses
d’ail épluchées entre les lamelles de poivrons. Recouvrir la préparation avec
la pate. Mettre au four chaud pendant 25 minutes (250). Démouler la tarte
et sopoudrer la coriande coupée finement.



3

Affinage de partition

L’affinage de partition est une technique algorithmique utilisée dans de nom-
breuses applications parmi lesquelles on peut citer la minimisation d’automates
finis déterministes [Hop71]. En 1987, Paigue et Tarjan ont publié un premier
article de synthese sur cette technique [PT87]. Elle a depuis été maintes fois
appliquée et mériterait sans doute d’étre présente dans les livres d’introduction
a l'algorithmique de graphes. Comme nous allons le voir, elle joue un role
primordial pour la décomposition modulaire. Ce chapitre présente cette tech-
nique et I'illustre avec ’exemple du calcul d’une partition modulaire maximale.

3.1 Principe et structure de données

Le principe de I'affinage de partition est tres simple, il s’agit de répéter autant
de fois que nécessaire une opération, appelé affinage : étant donnés une par-
tition P d’un ensemble V' et un sous-ensemble S C V', appelé ensemble pivot,
il s’agit de calculer la partition maximale P’ plus fine que P stable pour S.
Soient P et P’ deux partitions d’un ensemble V', P’ est plus fine que P si
toute partie de P’ est contenue dans une partie de P. Si aucune partie de la
partition P’ ne chevauche S C V, on dit que P est stable pour S.

Algorithme 3 : Affiner(P, S)
Données : Une partition P d’un ensemble V et S CV
Résultat : La partition maximale plus fine que P stable pour S
début

pour chaque partie X € P faire
| siXNS#0etXNS#X alors remplacer X par X NS et X\ S;

fin
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Dans de nombreux algorithmes de graphes, ’ensemble partitionné est
I’ensemble des sommets du graphe et les ensembles pivots sont des voisinages
de sommets. En général toute la difficulté de 1’élaboration d’un algorithme
d’affinage de partition réside dans le choix de la partition initiale et des en-
sembles pivots a utiliser.

Décrivons brievement la structure de données (voir Figure 3.1). Les
éléments de I’ensemble V' a partitionner sont stockés dans une liste double-
ment chainée. Chaque élément de V possede un pointeur vers la partie qui le
contient. Les éléments de chaque partie X' sont consécutifs dans cette liste (ils
forment un intervalle). Chaque partie maintient un pointeur vers son premier
et son dernier élément dans la liste.

ﬁiﬁiﬂgﬁiﬂiﬁ
o Céee

Fig. 3.1. P’ =Affiner(P, S).

Notation 3.1 Cette structure de données décrite manipule donc implicite-
ment des partitions ordonnées : les parties sont totalement ordonnées. Cet
aspect est ou mon important selon les applications. Pour distinguer ces deux
cas, une partition ordonnée sera notée P = [X1,...,X] et une partition non-
ordonnée P = {X, ..., Xx}. Il pourra étre pratique de considérer une partition
ordonnée P comme un ordre partiel : chaque partie est une antichaine et toute
paire d’éléments appartenant a deux parties différentes est ordonnée.

Remarquons qu’il est équivalent d’affiner une partition par un ensemble S
ou par son complémentaire V\S : Affiner(P, S)=Affiner(P, V\S). Il est donc
possible de manipuler le graphe complémentaire sans en avoir explicitement
stocké les arétes. Il faut néanmoins, dans le cas des partitions ordonnées, faire
attention a lordre entre les parties. Ce dernier aspect pourra étre spécifié
selon les applications : & savoir X' N.S est placé & gauche ou & droite de X'\ S.

Lemme 3.2. La complezité de l'opération Affiner(P, S)=Affiner(P, V' \ 5)
est O(]S)).
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Ainsi lorsqu’il est possible de n’utiliser qu’'une seule fois le voisinage de
chaque sommet comme pivot, on obtient une complexité linéaire, O(n + m),
pour l'algorithme. Pour une présentation plus complete de la technique
d’affinage de partition et de la structure de donnée nécessaire, il est possi-
ble de se référer a [Pau98, HPV9I8, HPV99, HMPV00].

Lorsque les partitions manipulées sont ordonnées, la maniere de placer
deux nouvelles sous-parties X, et A&} issue de I'affinage d’une partie X peut
étre importante. Nous devons décider selon la situation de leur ordre relatif.

Terminons cette bréve présentation par une remarque portant sur ’affinage
de partition appliquée aux graphes. Il s’agit souvent de partitionner les som-
mets pour obtenir soit un ordre total, soit une partition en classe d’équivalence
(par exemple chaque partie peut contenir les ensembles de sommets deux a
deux jumeaux). Pour cela, les ensembles pivots utilisés sont les voisinages
des sommets. En enrichissant la structure de données, McConnell et Spin-
rad [MS00] montrent comment il est possible & chaque étape d’affinage,
sans surcout de complexité, d’extraire les arétes incidentes & des sommets
n’appartenant pas a la méme partie. Pour cela, un tri par ”paquets” sur les
arétes est nécessaire. Si m’ est le nombre des arétes extraites, le cotlit de
Vopération est O(m’). Cette extraction permettra notamment de calculer ef-
ficacement le graphe quotient associé & une partition modulaire.

3.2 Calcul d’une partition modulaire et regle de
Hopcroft

L’affinage de partition est I’outil naturel pour le calcul d’une partition mod-
ulaire. Nous allons montrer dans la suite que certaines partitions modu-
laires sont d’une grande utilité pour obtenir des algorithmes efficaces de
décomposition modulaire. Dans un premier temps, nous nous intéressons au
probléeme du calcul de la partition modulaire mazimale (voir Definition 3.3).
Nous présentons un algorithme de complexité O(n +mlogn). Cet algorithme
qui nous permet d’introduire la régle de Hopcroft. 1l sera la base d’algorithmes
de décomposition modulaire quasi-linéaires trés simples (Voir Chapitre 4 et
Chapitre 5).

Définition 3.3. Soit une partition P des sommets d’un graphe G = (V, E).
La partition modulaire maximale pour P et G est la partition Q plus fine que
P dont toute partie X est un module de G ne chevauchant aucune partie de
P et mazximal pour cela.

L’idée principale est la suivante : tant qu’il est possible de trouver une
partie X' qui n’est pas uniforme par rapport & un sommet = ¢ X, la partition
courante P est affinée avec le voisinage N(z). L’algorithme terminera donc
lorsque toute partie est un module. La difficulté consiste donc & trouver a
chaque étape un sommet x suceptible de casser une partie de P. C’est un
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probleme difficile si on souhaite obtenir une complexité linéaire, car il ne faut
utiliser qu'un nombre constant de fois le voisinage de chaque sommet. Ce
premier algorithme garantit que chaque voisinage intervient au plus log n fois.
Pour cela, nous utilisons la propriété suivante découlant directement de la
définition d’un module.

Lemme 3.4. Soient P une partition des sommets du graphe G = (V, E) et
X une partie de P. Si pour tout sommet y ¢ X, P est stable pour N(y),
alors X est un module de G et pour x € X quelconque, la partition Q =
Af finer(P,N(x)) est stable pour N(x'), Vo' € X.

Il est donc possible de n’utiliser que les sommets de toutes les parties de P
sauf une. Il est avantageux de choisir la plus grande partie pour cette derniere.
De méme, lorsque les sommets d’une partie X ont été utilisés, il est possible
que X soit coupée en deux. Il faut donc poursuivre le travail localement sur
le sous-graphe induit par X. De méme, la plus grande sous-partie de X peut
étre mise de c6té pour n’utiliser qu'un seul de ses sommets. C’est la régle de
Hopcroft !, aussi appelée régle de la plus petite moitié.

Pour gérer ces deux ”catégories” de parties, nous utiliserons deux listes
K et L. Les voisinages de tous les sommets d'une partie extraite de L seront
utilisés, alors que le voisinage d’un unique sommet sera nécessaire pour les
familles extraites de K. La gestion de la liste K sera FIFO, c’est a dire que
Pextraction se fait en téte de liste et ’ajout en fin de liste. Ainsi seulement
nous pourrons garantir que la partie extraite est un module.

Théoréme 3.5. Soit P une partition des sommets d’un graphe G = (V, E).
L’algorithme 4 calcule la partition modulaire pour G et P en temps O(n +
mlogn).

Preuve. Pour démontrer la correction de l’algorithme, nous prouvons les in-
variants suivants :

e Si M est un module de G contenu dans une partie X € P, alors a chaque
étape, il existe une partie Y de la partition courante contenant M : Par
contradiction. Considérons la premiere étape a laquelle M n’est pas con-
tenu dans une partie de la partition. Donc M intersecte deux parties )i
et ), résultantes de Paffinage d’une partie ) par le voisinage N(z) d'un
sommet x ¢ Y. Puisque M C Y, x ¢ M et donc x est un casseur pour M
qui ne peut pas étre un module.

o SiL =20, alors la partic Y en téte de K est un module : Par induction.
Supposons que ) soit la premiere partie extraite de K. Notons que )i
est incluse dans Z, la plus grande partie de la partition P. Soit X # )i
une partie de la partition courante. Que X soit ou non incluse dans Z,

! La régle de Hopcroft est ainsi appelée car elle a été, & notre connaissance, utilisée
pour la premiére fois par Hopcroft dans I’algorithme de minimisation d’automates
finis déterministes [Hop71]
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Algorithme 4 : Partition modulaire

Données : Une partition P de I’ensemble V' des sommets d’un graphe G

Résultat : La partition modulaire maximale Q plus fine que P

début

Q«—P;

Soit Z la plus grande partie de P;

K —{Z};

L—{X|X#Y,X P}

tant que L U K # () faire

si il existe ¥ € L alors S «— X et L «— L\ {X};

sinon

1 Soient X la premieére partie de K et x € X;

| S {a} et K — K\ {X};

pour chaque sommet ¢ € S faire

pour chaque partie Y # X telle que N(x) L Y faire

2 Remplacer dans Q, Y par Y1 = YN N(z) et Yo =Y\ N(z);

Soit Ymin (resp. Ymaz) la partie de plus petite (resp. grande)

taille parmi )i et Vs;

siY € L alors L «— LU {YVmin,Vmaz} \{V};

sinon
L— LU {ymm};

L si Y € K alors Remplacer Y par Vma. dans K;

sinon Ajouter Vpq., a la fin de K

L a contenu une partie X D X. Comme L = (0, pour tout sommet = ¢
V1, la partition courante est stable pour N(z). Donc Y; est un module
de G. Supposons l'invariant vrai pour les ¢ premieéres parties Yi,...,YV;
extraites de K et montrons que la partie extraite ) suivante est aussi un
module. Notons tout d’abord que puisque, pour tout j € [1,4], J; est un
module, la partition courante est stable pour N(y,), pour tout y; € ;.
L’argument utilisé pour )4 s’applique donc récursivement pour ) et la
partition courante privé des parties Vi,...,V;.

e Si la partition courante contient une partie X qui n’est pas un module,
alors il existe Y € LU K, différente de X, contenant un casseur y pour
X : Supposons par contradiction que Y ¢ L U K. Alors la derniere fois
que N(y) a été utilisé pour affiner la partition, X' et ) étaient contenues
dans une méme partie W. Or lorsque & et ) ont été séparées, elles ont été
ajoutées a L U K. Puisque Y ¢ L U K, le voisinage de y (ou d’un sommet
y' tel que N(y)NX = N(y') N X) a été utilisé pour affiner la partition.
Donc X n’appartient plus a la partition courante.

Le premier invariant garantit qu’aucun module contenu dans une classe

de P n’est coupé. Le troisieme assure que la partition modulaire Q retournée
par 'algorithme ne contient que des modules.
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Sachant que I'opération d’affinage par le voisinage d’un sommet x nécessite
un coiit O(d(x)), lanalyse de la complexité de 1’Algorithme 4 se réduit a
estimer le nombre de fois que le voisinage d'un sommet peut étre utilisé, le
colt global de gestion des listes L et K étant O(n). La premiere observation
est que lorsqu’un sommet x d’une partie X issue de K est utilisé, ni x ni aucun
autre sommet de X ne sera plus utilisé. En effet, les parties extraites de K
étant des modules, elles ne sont jamais modifiées dans la suite de ’algorithme.
Il reste a estimer le nombre de fois qu’'un sommet peut appartenir & une partie
de L. Lorsqu’une partie n’appartenant pas a L est coupée, seulement la plus
petite moitié est ajoutée a L : un sommet n’apparait donc au plus que logn
fois dans une partie de L. On en déduit que le voisinage de chaque sommet
n’est utilisé qu’au plus logn fois pour affiner la partition. La complexité de

I’Algorithme 4 est donc O(n +logn. ) i, d(z)) = O(n +mlogn). O

3.3 Notes bibliographiques

Comme nous 'avons mentionné en introduction de ce chapitre, la premiere
utilisation des techniques d’affinage de partition remonte a 1971 pour le
probléme de la minimisation d’automate fini déterministe [Hop71]. En 1987,
Paige et Tarjan [PT87] s’en servent pour trois problemes : la partition fonc-
tionelle, la partition relationelle maximale, et les ordres doublement lexi-
cographique des matrices. Ce n’est que fin 90 que son utilisation se systématise
dans le cadre de la décomposition modulaire et de I'orientation transitive des
graphes ([MS00, HMPVO00] par exemple). Par ailleurs, cette technique per-
met d’obtenir pour 'algorithme du parcours en largeur lexicographique, une
implémentation extrémement simple qui, nous le verrons Chapitre 6, autorise
de nombreuses variantes.

Il faut toutefois modérer notre enthousiasme. L’affinage de partition
couplée a la regle de Hopcroft a permis d’obtenir de trées nombreux algo-
rithmes simples et efficaces. Par exemple, dans le cas de la décomposition
modulaire, nous le verrons Chapitre 4 et Chapitre 5, elle permet de concevoir
sans trop de peine des algorithmes de complexité O(n+mlogn). Pour autant,
ces algorithmes restent tres loin d’un algorithme linéaire. L’énorme difficulté
réside dans le choix du sommet pivot. Pour chaque probleme, il faut tout
reprendre a zéro et trouver a chaque fois une nouvelle astuce. De ce point de
vue, laffinage de partition reste tres ”artisanal”.
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Soupe de melon au basilic

Ingrédients : 2 melons, basilic, poivre, mozzarella et chiffonade de jambon de
parme bien sec.

Vider les melons et mixer la pulpe. Découper les feuilles de basilic finement.
Ajouter le poivre et le basilic dans la soupe. La mettre au frigo au moins
pendant 2 heures. Servir frais avec des petites boules de mozzarela enroulées
de jambon de parme.
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Calcul de I’arbre de décomposition modulaire

En 1994, Ehrenfeucht, Gabow, McConnell et Sullivan [EGMS94] présentent
un algorithme quadratique pour la décomposition modulaire des 2-structures.
Les 2-structures peuvent étre vues comme des graphes orientés complets dont
les arcs sont colorés. Cet algorithme est donc linéaire en la taille d’une 2-
structure. Par contre, il ne ’est plus lorsqu’on I'utilise pour la décomposition
modulaire des graphes. Nous verrons dans ce chapitre que le principe de
cet algorithme est pourtant la base de nombreux autres algorithmes efficaces
(sous-quadratiques) de décomposition modulaire de graphes [MS00, DGMO01].
On peut donc abusivement considérer que cette série d’algorithmes ne con-
stitue qu’une série d’implémentations différentes de 1'algorithme de Ehren-
feucht et al., permettant ’amélioration de sa complexité : O(n + m.a(n,m))
puis O(n +m) [DGMO1], et O(n + mlogn) [MS00].

L’objet de ce chapitre est la présentation de l’algorithmique de Ehren-
feucht et al. et de ses variantes. Dans un premier temps, nous en décrirons le
principe sans entrer dans les considérations de complexité. Nous montrerons
ensuite comment Dahlhaus, Gustedt et McConnell [DGMO01] ont pu rendre cet
algorithme linéaire. En fait, pour des raisons de lisibilité, seule leur version en
O(n+m.a(n,m)) sera détaillée. Enfin nous nous intéresserons a I’alternative
proposée par McConnell et Spinrad [MS00] en O(n + mlogn), beaucoup plus
simple grace a 'utilisation de 'affinage de partition.

4.1 L’algorithme de Ehrenfeucht et al.

Commengons par une remarque préliminaire a la description du principe de
Palgorithme de Ehrenfeucht et al. Il ne calculera pas exactement M D(G) mais
une forme non réduite 7' de 'arbre M D(G). C’est & dire que T pourra contenir
des noeuds séries fils de nceuds séries et des nceuds paralleles fils de nceuds
paralleles. L’ensemble des algorithmes décrits dans ce chapitre procederons
de méme. Cela n’a aucune conséquence sur la complexité globale puisqu’un
simple parcours de cet arbre permettra de le "nettoyer” en temps O(n) en
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supprimant les noeuds inutiles. Dans la suite, nous dénommerons abusivement
par M D(G) larbre calculé par 'algorithme.

L’idée principale utilisée par Ehrenfeucht et al. [EGMS94] est de trou-
ver une sorte de ”colonne vertébrale” de ’arbre de décomposition modulaire
MD(G) : & savoir un chemin entre une feuille de larbre de décomposition
et sa racine, avec pour chaque nceud interne l’ensemble de ses fils. Ainsi,
pour un sommet v fixé, I'algorithme calcule d’une part ’ensemble des mod-
ules forts contenant v et d’autre part I’ensemble des modules maximaux ne
contenant pas v. Il est alors possible de définir la branche de arbre M D(G)
comprise entre la racine et la feuille v (voir Figure 4.1). L’algorithme est
réitéré récursivement dans chacun des modules non-triviaux ne contenant pas
v, ces modules correspondent aux fils des noeuds internes ancétres de v (voir
Algorithme 5).

Définition 4.1. Soit v un sommet quelconque d’un graphe G = (V, E). Alors
on définit la partition modulaire
M(G,v) ={v}U{M | M est un module mazimal ne contenant pas v}

Fig. 4.1. Un arbre de décomposition modulaire M D(G) & gauche; la partition
modulaire M(G,v) et la branche correspondante entre v et la racine de M D(G) a
droite.

Pour faire suite a la remarque préliminaire, notons que tout module
dégénéré (série ou parallele) contenant v sera représenté par un nceud bi-
naire dans ’arbre construit par ’algorithme. Le test de la ligne 1 permet la
suppression ”a la volée” de ces nceuds binaires.

La correction de ’algorithme repose sur la propriété suviante.

Lemme 4.2. [EGMS9)] Soient v un sommet d’un graphe G = (V,E) et
M(G,v) la partition modulaire associée. Alors :

1. tout module non-trivial de G pq(G,v) contient v;

2. un ensemble X C M(G,v) est un module fort non-trivial de G jp(c,v) 551
Unrex M est un ancétre de v dans M D(G);

3. tout module ne contenant pas v est un sous-ensemble d’une partie M €

M(G,v).
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Algorithme 5 : Ehrenfeucht et al. [EGMS94|

Données : Un sommet v quelconque de G = (V, E), T = MD(G,am(a,v)) €t
{MD(GIX]) | X € M(G,v)}
Résultat : L’arbre de décomposition modulaire M D(G) = (M, F)
début
pour chaque feuille X de T faire
Soit T'x = M D(G[X]) et p(X) le pére de X dans T}
Remplacer X par Tx dans T}
1 si la racine r(Tx) et p(X) sont tous les deuzx paralléles ou séries
alors
| Supprimer r(Tx) et connecter les fils des r(Tx) & p(X)

fin

Preuve. 1. Supposons quun module non-trivial M de G rq(q,») ne contienne
pas v. A chaque sommet z € M correspond un module M (z) € M(G,v).
D’apres le Lemme 2.14, l'ensemble UgecpM(x) est un module de G.
Puisque M est non-trivial, il contient au moins deux sommets = et z’.
11 existe donc M (z) et M(z’) deux modules de M(G,v) qui sont stricte-
ment contenus dans un module de G ne contenant pas v: contradiction.

2. Cette seconde propriété est une conséquence directe de la premiere et du
Lemme 2.15.

3. Soit M un module ne contenant pas v. Par définition de M(G,v), M
ne peut contenir aucun module M’ € M(G,v). Supposons qu'’il existe
M € M(G,v) tel que M L M’'. Alors M U M’ est un module de G
ne contenant pas v et M’ C M U M’, ce qui contredit la maximalité de
M’ € M(G,v). Donc M est contenu dans un module de M(G,v).

O

Il ’agit donc de calculer : 1) la partition modulaire M(G, v) et 2) arbre de
décomposition du graphe G/ vq(q,v)- En utilisant I’ Algorithme 4 du Chapitre 3,
M(G,v) peut étre calculé en temps O(n + mlogn) grace a I'affinage de par-
tition. Le calcul de M D(G /(G ,v)) est plus délicat. Rappelons que tout au
long de l'affinage de partition, il est possible d’extraire les arétes comprises
entre des parties différentes de la partition obtenues. Soit m’ le nombre de ces
arétes. Il est alors possible a ’aide d’un tri par paquet de calculer le graphe
quotient G/ pq(@v) €n temps O(m’) (voir [MS00] ou [DGMO1] pour les détails
de cette opération).

Le reste de cette section est dédié¢ au calcul de M D(G/rqq,v))- Cette
étape constitue le verrou de complexité pour 'algorithme qui implique un
temps global quadratique. Nous verrons par la suite que c’est précisement ce
point qu’améliorent Dahlhaus et al. [DGMO01] pour obtenir une complexité
sous-quadratique.
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4.1.1 Calcul de ’arbre M D (G /pr(c,v))

Définition 4.3. Un graphe G est emboité s’il existe un sommet v contenu
dans tous ses modules mon-triviaur. Ce sommet v sera appel le sommet
intérieur.

Le Lemme suivant est une reformulation de la premiere propriété du
Lemme 4.2 :

Lemme 4.4. Pour tout graphe G = (V, E) et tout sommet v € V, le graphe
quotient G/ pq(G,v) €st un graphe emboité dont le sommet intérieur est v.

Corollaire 4.5. Les neeuds dégénérés de M D(G aq(q,v)) Sont binaires.

Il s’agit donc de calculer les modules de M D(G/rq(,v)) qui contiennent
v (il n’y en a pas d’autre). Pour cela, il est possible d’utiliser le graphe de
forcage introduit par Ehrenfeucht et al. [EGMS94].

Définition 4.6. ' Soit v un sommet quelconque d’un graphe G. Le graphe
de forgage F(G,v) est un graphe orienté ayant pour ensemble de sommets
V\ {v}. L’arc xj existe si y est un casseur pour {z,v}.

Notons que par définition, si zy existe alors tout module M contenant v
et x doit contenir le sommet y.

s Cserie)
SN 7
w )
™

% 1 4

Fig. 4.2. Un graphe G avec son arbre de décomposition modulaire M D(G) et &
droite le graphe de forcage F(G, v). Les compasantes fortement connexes de F (G, v)
sont {1},{2,3,4},{5}. Tout module de G contenant 3 et v doit aussi contenir
{1,2,4}, les sommets atteignables dans F(G,v) depuis 3.

Lemme 4.7. [EGMS94] Soit X 'ensemble des sommets atteignables depuis x
dans le graphe F(G,v). Alors {v} UX est le module minimal de G contenant
v et

! Nous avons adapté la définition proposée par [EGMS94] afin de faciliter le par-
allele avec les travaux de [DGMO1].
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Preuve. Soit M un module contenant v et x. Montrons par induction que
X C M. Soit y un sommet de X. Si zy est un arc de F(G,v), y € M par
définition de F (G, v) (car y sépare x et v). Supposons que tout y, atteignable
depuis = dans F(G,v) par un chemin orienté de longueur k, appartienne a
X. Soit z atteignable depuis x par un chemin de longueur k 4+ 1 et soit y
son prédecesseur. Par hypothese, y € M. Or Pexistence de yZ implique que z
sépare y et v, donc z € M.

Pour conclure, il reste & montrer que M est uniforme par rapport a tout
sommet w ¢ X. Supposons qu'il existe w ¢ X et y € X,z € X tel que wy € E
et wz ¢ E. Donc soit w sépare y et v soit w sépare z et v. Autrement dit,
soit yw soit zw est un arc de F(G,v) et donc w est atteignable depuis = :
contradiction. O

Dans la suite de la section, nous ne considérerons plus que le graphe
G/ m(G,v) et noterons le graphe de forgage associé¢ F(M(G,v)) (dont les som-
mets sont M(G,v) \ {v}). En appliquant le Lemme 4.7 & F(M(G,v)), on
obtient comme conséquence directe du Lemme 4.4 et du Corollaire 4.5 :

Corollaire 4.8. [EGMS9/] Soit M, le module de M(G,v) contenant le som-
met x. Soit X l’ensemble des modules atteignables depuis M, dans F(M(G,v)).
Alors Jprex M est le module fort minimal de G contenant v et .

Les composantes fortement connexes de F(M(G,v)) seront appelées les
blocs de (G,v). Nous pouvons alors définir B(G,v) le graphe des blocs de
F(M(G,v)) (voir par exemple [CLRI0]) dont les sommets sont les blocs de
(G,v). Un arc de B(G,v) relie le bloc B au bloc B’ si les sommets de B’ sont
atteignables dans F(M (G, v)) depuis les sommets de B.

Lemme 4.9. [EGMS9/] La réduction transitive du graphe des blocs B(G,v)
est une chaine.

Preuve. Supposons que la réduction transitive de B(G,v) ne soit pas une
chaine. Il existe donc deux sommets (ou modules de M(G,v)) mq et my non
atteignables I'un depuis Pautre dans F(M(G,v)). Soit X et X les ensembles
respectivement atteignables depuis m; et mg. D’apres le Corollaire 4.8, les
ensembles &7 et X correspondent a des modules de G/ (g,») contenant v.
Notons que ces deux modules sont incomparables pour I'inclusion: contradic-
tion, le graphe G /a4 (q,v) est emboité (Lemme 4.4). O

Un ensemble de sommets d'un graphe orienté est un puits s’il ne possede
aucun voisin sortant. D’apres le Lemme 4.9, tout ensemble puits de F(M(G, v))
est donc une union de blocs suffixe de la réduction transitive de B(G,v).
Chaque ensemble puits correspond en fait & un module de G/ rq(G,v)-

Corollaire 4.10. [EGMS94] Soit v € V un sommet d’un graphe G = (V, E).
Un ensemble M de sommets contenant v est un module de Gy vy 851 M

est Uunion de {v} et des modules de M(G,v) appartenant ¢ un esemble X
puits de B(G,v).
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Le graphe des blocs B(G,v) permet donc de calculer les modules de
G/Mm(Gw)- Le Lemme 4.4 et le Corollaire 4.5 permettent la construction de
MD(Gm(c,v))- Finalement M D(G) est reconstitué récursivement grace au
Lemme 4.2.

4.2 Un algorithme quasi-linéaire

En 2001, Dahlhaus, Gustedt et McConnell [DGMO01] améliorent la complexité
de ’algorithme de Ehrenfeucht et al. Deux ”implémentations” sont proposées,
la complexité de la premiére est O(n + m.a(n,m)) alors que celle de la sec-
onde est linéaire. Dans 'algorithme de Ehrenfeucht et al., les deux principaux
verrous de complexité étaient le calcul de la partition M(G,v) et le coit de
la construction M D(G /rq(G,v))-

Nous présentons la version quasi-linéaire dans cette section. Son principe
est le méme que celui de 'algorithme de Ehrenfeucht et al., & savoir : 1)
calcul d'une partition modulaire M(G,v); 2) calcul de M D(G/rq(G,0)); 3)
pour chaque X € M(G,v), calcul récursif de M D(G[X]); et 4) fusion des
arbres M D(G[X]) et M D(G/rq(q,v)) pour obtenir M D(G).

Pour éviter les deux verrous de complexité mentionés, une stratégie in-
spirée de Dahlhaus [Dah95b] est utilisée. L’idée est de résoudre le probleme
récursivement sur les sous-graphes induits G[N(v)] et G[N(v)], et de recom-
poser M(G,v) et MD(Gpa ) & partir des arbres de décomposition mod-
ulaire M D(G[N(v)]) et MD(G[N(v)]). Pour assurer une faible complexité,
cette recomposition doit se faire en utilisant seulement les arétes comprises
entre les ensembles {v}, N(v) et N(v). Ces arétes seront appelées les arétes
actives. Clairement un cout linéaire en le nombre d’arétes actives permet
d’obtenir une complexité globale linéaire.

En faisant appel & une analyse et des structures de données tres fines
(union-find [Tar83, CLR90] et plus petit ancétre commun [HT84]), [DGMO01]
obtiennent un algorithme linéaire. Nous ne présenterons ici que la version
simple dont la complexité est O(n+ m.a(n,m)). L'unique différence entre ces
deux implémentations réside dans un prétraitement du graphe et une analyse
tres fine de la complexité. Nous ne détaillerons pas ces différences.

4.2.1 Calcul de M (G, v)

Les deux observations suivantes sont des conséquences directes de la définition
de module. Elles nous permettent de déduire un algorithme qui, étant donné
MD(G[N(v)]) (resp. MD(G[N(v)])), nous permet d’obtenir non seulement
les modules X € M(G,v) inclus dans N (v) (resp. N(v)), mais aussi les arbres

MD(GJX]).

Lemme 4.11. Si X' est un module de M(G,v), alors X est soit un module
de G[N(v)] ou un module de G[N(v)].



4.2 Un algorithme quasi-linéaire 37

Algorithme 6 : Dahlhaus [Dah95a]
Données : Un graphe G = (V, E)
Résultat : MD(G)
début
si G ne posséde qu’un seul sommet v alors
| MD(G) est un arbre avec un seul sommet {v};
sinon
Soit v un sommet quelconque de G;
Calculer récursivement M D(G[N(v)]) et M D(G[N(v)]);
Extraire M(G,v) de MD(G[N(v)]) et MD(G[N (v)]);
pour chaque X € M(G,v) faire
| Extraire MD(G[X]) de MD(G[N(v)]) ou MD(G[N(v)]);
Calculer MD(G/pm(aw));
Calculer M D(G) a partir de M D(Ga(c,v)) €t ensemble
| {MD(G[X]) | X € M(G,v)} (voir Algorithme 5);

fin

Lemme 4.12. Un ensemble M C S CV est un module de G = (V, E) ssi M
est un module de G[S] et M est uniforme par rapport & tout sommet x € V\S.

L’algorithme d’extraction des modules maximaux X € M(G,v) inclus
dans N(v) (resp. N(v)) est un marquage de I'arbre M D(G[N(v)]) (resp.
M D(G[N(v)])) des feuilles vers la racine. Pour simplifier sa description, nous
le paramétrons par un ensemble S qui sera soit N (v) soit N(v). Chaque nceud
recoit le type supprimé ou copié selon que ses fils aient ou non le méme voisi-

nage dans V' \ S.

Lemme 4.13. [DGMO01] L’Algorithme 7 appliqué successivement a N(v) et
a N(v) (ie. Extraction(G,N(v)) et Extraction(G,N(v))) permet de calculer

M(G,v) et pour chaque module X € M(G,v), Uarbre de décomposition mod-
ulaire MD(G[X]).

La preuve du lemme précedent, et donc la correction de 1’Algorithme 7,
découle des Lemmes 4.11 et 4.12.

4.2.2 Calcul de M D(G/rm(G,v))

De la méme maniere que dans l'algorithme de Ehrenfeucht et al., un graphe
forgage est utilisé pour construire 'arbre de décomposition modulaire d’un
graphe emboité. Celui défini par Dahlhaus et al. est toutefois différent.
Ses sommets ne sont plus les modules de M(G,v) \ {v}, mais les classes
d’équivalence d’une relation d’équivalence K(G,v) définie sur les sommets de
V' \ {v}. Un graphe de forgage, F(K(G,v)), sur les classes d’équivalence sera
défini de manieére analogue au graphe F(M(G,v)) (voir Définition 4.6).
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Algorithme 7 : Extraction(G, S)

Données : Le graphe G et M D(G[S])
Résultat : L’ensemble des arbres M D(G[X]) tels que X € M(G,v) et X C S
début
pour chaque feuille © de M D(G[S]) faire

| Soit L(z) = N(z)N(V\S);
tant que il existe un neud N non marqué dont les fils sont marqués
faire
si N posséde un fils marqué SUPPRIME alors

| N est marqué SUPPRIME;
sinon
si tous les fils de N ont la méme liste de voisins alors

N est marqué COPIE;

L L(N) = L(N') avec N’ 'un des fils de N;

| sinon N est marqué SUPPRIME;

pour chaque neud N COPIE dont le pére P est SUPPRIME faire
si P est dégénéré alors
Créer un nouveau nceud X, dégénéré, dont les fils sont les freres
coPIE de N ayant L(N) pour liste de voisins;
X € M(G,v) et MD(G[X]) est le sous-arbre enraciné en X;
sinon

| N e M(G,v) et MD(G[N]) est le sous-arbre enraciné en N;

fin

Définition 4.14. [DGM01] Soient = et y deuzr sommets distincts de N (v)
(resp. N(v)), alors xKy ssi :

o 1z ety appartiennent & la méme composante connexe de G[N(v)] (resp.
G[N(v)]), ou

e la composante connere de G[N(v)] (resp. GIN(v)]) contenant z et celle
contenant y sont incluses dans un module M de G tel que M C N(v)
(resp. M C N(v)).

Puisqu’un module ne peut chevaucher une composante connexe, les classes
d’équivalence sont des union de modules de composantes connexes de G[N (v)]
ou G[N(v)]. Notons que le premier intérét de cette définition est que les classes
d’équivalence de K(G,v) peuvent étre calculées & partir de celles issues de
K(G[N(v)],u), avec u € N(v), et de K(G[N(v)],w), avec w € N(v), en
n’utilisant que les arétes actives?. Il suffit pour cela de calculer 1'union de
composantes connexes (ou composantes co-connexes). Ce n’était pas le cas
des modules de M(G,v).

Commengons par montrer les liens entre les classes d’équivalence de
K(G,v) et modules de M(G,v).

2 Rappelons que les arétes actives sont les arétes comprises entre les ensembles
{v}, N(v) et N(v).
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Fig. 4.3. Les classes d’équivalence de K(G,v) apparaissent en grisé. Les parties

blanches correspondent respectivement aux composantes connexes de G[N(v)] et

G[N(v)].

Lemme 4.15. Toute classe d’équivalence K de K(G,v) est l'union de modules
de M(G,v). De plusVx,y € K tels que x© # y, nous avons m(x,v) = m(y,v).

Preuve. Considérons une classe d’équivalence K contenue dans N(v). Une
preuve similaire s’applique lorsque K est incluse de N(z).

Si K est non-connexe, alors c’est, par définition, un module M de M(G,v).
Si M n’est pas un module fort de G, alors M est I'union de modules forts fils
d’un neeud parallele ancétre de v dans M D(G) (voir Théoréme 2.4). Nous
avons donc m(z,v) = m(y,v).

Supposons K connexe. S’il existe un module M tel que K 1 M, alors K
contient deux sommets adjacents u ¢ M et v € M. Or par définition v est
adjacent a I’ensemble des sommets de M qui est donc un sous-ensemble de
K : contradiction. Aucun module ne chevauche donc K. K est donc une union
de modules ne contenant pas v. Par maximalité d’une classe d’équivalence,
il n’existe pas de modules contenant K. K est bien une union de modules
appartenant & M(G, v). Pour terminer la preuve, il faut montrer que pour tous
sommets distincts z,y € K, m(v,z) = m(v,y), o m(v,x) est le plus petit
module fort contenant v et z. Supposons par contradiction que m(v,z) C
m(v,y). Puisque K est connexe, il existe un chemin sans corde dans G[K]
entre x et y. Soit z le premier sommet sur ce chemin n’appartenant pas a
m(v,z) (z peut étre égal & y). Mais z posséde un voisin dans m(v,z) (son
prédécesseur sur le chemin) et un non-voisin (le sommet v) : contradiction
m(v,z) est un module. O

Autrement dit, les modules contenus dans une classe d’équivalence K
sont tous fils d’un méme ancétre de v dans M D(G) (voir Figure 4.4). Le
Lemme 4.15 indique donc que les classes d’équivalence de K(G,v) définissent
une partition plus large que M(G,v), mais qu’elle doit aussi permettre de
retrouver I'arbre de décomposition modulaire M D(G/rq( v))- Le Lemme 4.16
est similaire & la propriété 2 du Lemme 4.2.
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Fig. 4.4. Les classes d’équivalence de K(G,v) dans larbre de décomposition mod-
ulaire M D(G). En grisé, celles issues de N(v).

Lemme 4.16. Tout module fort de G contenant v est l'union de {v} et d’un
ensemble de classes d’équivalence de K(G,v).

Preuve. D’apres le Lemme 4.2, tout module fort de G contenant v est 'union
de modules de M(G,v). Le résultat découle du Lemme 4.15 puisque toute
classe d’équivalence de K(G,v) est une union de modules de M(G,v) fils du
méme ancétre de v. 0O

Ainsi, chaque nceud de M D(G) ancétre de v (ou module fort contenant v)
est associé a une ou plusieurs classes d’équivalence : une seule si ¢’est un noeud
dégénéré, éventuellement plusieurs sinon. Nous pouvons maintenant définir le
graphe de forgage sur les classes d’équivalence de IC(G,v).

Définition 4.17. [DGMO01] Soit v un sommet quelconque d’un graphe G. Le

graphe de forgage F(K(G,v)) est un graphe orienté ayant pour ensemble

de sommets les classes d’équivalence de KK(G,v). Soit K et K' deux classes
—

d’équivalence de K(G,v), alors l'arc KK’ existe ssi il existe v € K ety € K’
tel que y est un casseur pour x et v.

Intéressons nous aux composantes fortement connexes de F(K(G,v)), que
nous appellerons K-blocs. Le graphe des K-blocs B'(G,v) est définit de la
méme maniére que B(G,v). Les Lemmes 4.15 et 4.16 permettent de déduire
des résultats similaires au Corollaire 4.8 et au Lemme 4.9. Les preuves étant
de méme nature, nous les omettons ici.

Lemme 4.18. [DGM01] Soit x un sommet dont la classe d’équivalence est
K. Soit X l’ensemble des classes d’équivalence atteignables depuis K, dans
B'(G,v), alors {v} Uxex X est le module fort minimal de G contenant v et
x.

Lemme 4.19. [DGMO01] Le graphe des K-blocs B'(G,v) est une chaine.
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Corollaire 4.20. [DGM01] Soit v € V un sommet d’un graphe G = (V, E).
Un ensemble M de sommets contenant v est un module de G saq(G vy 851 M\
{v} = Ugex K 00 X est un ensemble puits®.

Il est donc possible d’obtenir les modules forts de G contenant v a
laide d’un tri topologique de B'(G,v). Pour résumer, I’algorithme ci-dessous
décrit les grandes lignes du calcul de I'arbre de décomposition modulaire de

GM(G,U) :

Algorithme 8 : Calcul de M D(G,r(c,v)) [DGMO1]

Données : Un graphe G, un sommet v et M D(G[N (v)]), MD(G[N (v)])
Résultat : MD(G/M(G’U))
début

Calcul des graphes F(K(G,v)) et B (G, v);

Construction de M D(G/r(c,v)) & partir d’un tri topologique de B'(G, v);
fin

4.2.3 Mise en ceuvre et analyse de complexité

Nous ne décrirons pas dans les détails I’analyse de I’algorithme de Dahlhaus
et al. [DGMO1]. Le lecteur intéressé est invité & se référer & l’article d’origine.
Nous allons en revanche indiquer quels sont les outils nécessaires & sa mise en
ceuvre, en espérant ainsi donner une intuition qu’il est possible d’obtenir une
complexité en O(n + m.a(n,m)).

Précalcul de ’arbre de récursion

L’idée principale est lors de chaque appel récursif, de n’utiliser que les arétes
actives. Il faut pour cela précalculer un arbre de récursion a partir du quel
une partition des arétes sera calculée. A chaque sommet v on associe une liste
d’aréte Actives(v).

La méthode pour le calcul de 'arbre est simple, elle peut s’assimiler a un
algorithme de partitionnement. Sa complexité est clairement O(n + m).

Il s’agit maintenant de calculer les arétes actives de chaque sommet. L’aréte
xy appartient & Actives(v) ssi lea(z,y) est le pere de la feuille étiquetée par
{v} dans I’arbre de récursion. En utilisant des requétes de plus petit ancétre
commun, il est alors possible de calculer pour chaque sommet v, ’ensemble
Actives(v). Cela peut se faire avec un cout O(n+m.a(n,m)) en utilisant une
structure de donnée décrite dans [CLR90].

3 Les ensembles K € X sont les classes d’équivalence de K(G,v)
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Algorithme 9 : Précalcul de 'arbre de récursion [DGMO1]
Données : Un graphe G = (V, E)
Résultat : Un arbre de récursion T' et pour chaque sommet, les arétes
actives associées

début
si G ne posséde qu’un sommet v alors
| T n’a qu’un neceud étiqueté par {v};
sinon
Soit v un sommet de V;
L La racine de T étiquetée par V posséde 3 fils T(G[{v}]), T(G[N (v)])

et T(GIN(v)]);
fin

Extraction des arbres M D(G[X]) tels que X € M(G,v)

En utilisant une structure de donnée adéquate pour représenter un arbre de
décomposition modulaire (voir [DGMO1] plus les détails), I’Algorithme 7 ap-
pliqué respectivement & N (v) et N (v) (ie. respectivement Extraction(G, N (v))
et Extraction(G, N(v))) peut étre implémenté en temps O(| Actives(v)|).

En plus de la représentation de l’arbre de décomposition modulaire,
une structure d’union-find est maintenue pour représenter les composantes
connexes du graphe. Elle permet notamment d’identifier, lors de la phase
d’extraction, les classes de la relation d’équivalence K (G,v) sans surcoiit de
complexité.

Calcul de M D(Grm(G,v))

Nous avons vu que M D(Gp(c,v)) Pouvait s’obtenir & partir du graphe de
forcage F(K(G,v)) avec un tri topologique du graphe des blocs B'(G,v). Re-
marquons qu'’il existe au plus une classe d’équivalence de K(G,v) dont aucun
sommet n’est incident & une aréte de Actives(v). On en déduit que le graphe
F(K(G,v)) est de taille O(|Actives(v)|). En utilisant un résultat de Dahlaus
et al. [DGMO02], il possible de calculer un tri topologique des composantes
fortement connexes de F(KC(G,v)) en temps linéaire, (ie. O(|Actives(v)|)).

Calcul de M D(G)

L’unique travail supplémentaire a faire par rapport a I’Algorithme 5, est de
retrouver les composantes connexes de G a partir de celles de G[N(v)] et de

G[N (v)]. C’est le rdle de la structure d’union-find. Le cotit global de 'ensemble
des opérations d’union sera O(n + m.a(n,m)).
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4.3 Une implémentation simple et sous-quadratique

On peut lire en conclusion de [MS00] le commentaire suivant sur les deux
implémentations de I'algorithme de Ehrenfeucht et al. proposées par Dahlhaus
et al. [DGMO1] :

7 Up until now, turning [Dalhlaus et al.’s] idea into an O(n + m.a(n,m))
algorithm requires conceptually difficult tricks, [...]. It also requires careful
charging arguments to prove the time bound. The linear variant uses sophis-
ticated union-find data structures.”

Cet section présente I'implémentation de l'algorithme de Ehrenfeucht
et al. proposée par McConnell et Spinrad [MS00]. Sa complexité est en
O(n + mlogn). Elle repose fortement sur l’algorithme 4 (dont l’analyse de
complexité a été présentée Chapitre 3) d’une part pour le calcul de la par-
tition modulaire M(G,v) mais aussi pour obtenir M D(Gp(c,v)). Pour ce
dernier aspect, 'ordre entre les parties de la partition a affiner est important.
On parle dans la littérature d’affinage de partition ordonnée [HPV98, MS00].
En effet, nous allons montrer que M D(G /q(c,v)) Peut étre reconstruit a par-
tir de I’algorithme 4 s’il utilise la regle d’affinage qui lorsqu’une partie X est
coupée par N(z), alors N(x) N X est placé apres N(z) N X ssi le sommet x
apparait dans P avant les sommets de la partie X'. Il est donc notamment
possible d’éviter la construction de F(G,v) et du graphe des blocs associé.

Algorithme 10 : Partition modulaire ordonnée : PMO(G, v)

Données : La partition P = [{v}, V \ {v}] de Pensemble des sommets d’un
graphe G = (V, E)
Résultat : La partition modulaire ordonnée M (G, v)
début
Utiliser I’Algorithme 4 en remplacant la ligne 2 par;
Soient Y1 = YN N(z) et Yo =Y\ N(z);
si X <g Y alors Remplacer dans Q, Y par [Va, V1];
sinon Remplacer dans Q, ) par [V1,)s];

Notation 4.21 Désormais, M(G,v) désignera la partition modulaire or-
donnée obtenue par PMO(G,v) (Algorithme 10). Il est alors possible d’associer
a M(G,v) un unique ordre total o(G,v) sur les sommets du graphe quotient
G/ m(aw) de la maniere suivante @ v <g(qw) Y 881 X <pmao) VY avec X et Y
étant respectivement les modules de M(G,v) contenant z et y.

Lemme 4.22. Si G, r(q,v) est un graphe conneze, alors le dernier sommet z
de o(G,v) est un sommet issu d’un module fils de la racine de M D(G /(G v))-

Preuve. Nous devons considérer deux cas selon que la racine de M D(G ) pm(a,v))
est un noeud premier ou série.
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La racine de M D(G/aq(G,v)) est un neeud premier : Supposons que z ne
soit pas fils de la racine. Et considérons la premiere étape de ’algorithme
ou un sommet z fils de la racine et voisin de v a été séparé de z. Soit y
le sommet ayant séparé x de z. Puisque y <,(q,v) T <g(G,v) > NOUS avons
yr ¢ E et yz € E. Notons que y est nécessairement un fils de la racine :
sinon il ne pourrait étre un casseur pour {z,x} car G/ m(Gw) est un graphe
emboité. Il existe donc a cette étape un sommet, fils de la racine, qui a
déja été séparé de z : contradiction, z est bien fils de la racine.

La racine de M D(G ) aq(q,v)) st un neeud série : Puisque G/ pq(q,0) st un
graphe emboité, il possede un sommet x universel. Supposons que x # z.
Soit X la derniére partie ayant contenu x et z lors du processus d’affinage et
soit y le sommet pivot ayant permis de séparer x et z. Puisque X contient
le dernier sommet z de o(G,v), nous avons y <,(Gw) T <o(Gw) 2. La
regle d’affinage ordonné implique donc que y et x ne sont pas adjacents :
contradiction, x est universel. Nous avons donc montré que = = z.

O

Corollaire 4.23. Si G est un graphe emboité connexe de sommet intérieur

v

et si z est le dernier sommet de o(G,v), alors M(G,z) contient tous les

modules forts mazimauz de G v)-

Nous pouvons donc déduire du Corollaire 4.23 un algorithme récursif sim-

ple pour le calcul de M D(G/rq(q,v)) (voir Algorithme 11). Le seul cas restant
a prendre en compte est celui ot la racine de M D(G /aq(,v)) est un noeud par-
allele. Ce cas est néanmoins trivial puisque G rq (@) possede alors un unique
sommet isolé z. Le reste des sommets de G, @) constitue alors 'unique
module fort maximal différent de {z}.

Algorithme 11 : [MS00] Calcul de M D(G rq(c )

Données : G/ rq(cv) et Pordre o(G,v) obtenu par PMO(G,v)
Résultat : MD(G/rmc,0))
début
si G/ m(a,v) ne posséde un sommet isolé alors Soit z ce sommet;
sinon Soit z le denier sommet de o(G,v);
si G/am(a,v) ne posséde qu’un seul sommet alors retourner {z};
sinon
Soit [X1 ... X] = PMO(G (G v)s 2);
Soit r la racine de M D(G p(c,v));
pour chaque X; faire soit MD(G/prc,v)[Xi]) le i-eme fils de r;
retourner M D (G pm(c,v));
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Théoréme 4.24. Etant donné un graphe G = (V| E), I’Algorithme 5 permet
de calculer MD(G) en temps O(n +mlogn) siles Algorithmes 10 et 11 sont
utilisés.

Preuve. La correction de I’algorithme a déja été discutée plus tot. Elle découle
du Théoreme 3.5, du Lemme 4.2 et du Corollaire 4.23. Nous allons donc
discuter ici de ’analyse de complexité.

Rappelons dans un permier temps que la complexité de I’Algorithme 10
est O(n+mlogn) (voir Théoréme 3.5). Mais I’ Algorithme 5 a besoin d’appeler
récursivement I’Algorithme 10 dans chacune des parties de M(G,v). Pour ne
pas acroitre la complexité globale, il suffit pour chaque module X de M(G,v)
de relancer Dalgorithme avec la partition [{z}, X \ {z}] ot x est le dernier
sommet de X dont le voisinage a été utilisé pour affiner la partition. Sous
cette condition, on peut garantir que le voisinage de chaque sommet sera
utiliser au plus logn fois dans un appel a 1’Algorithme 10.

Par ailleurs, nous avons vu [DGMO1] qu’avec une structure de donnée
adaptée, il est possible d’extraire en temps O(n + m') le graphe quotient
d’une partition modulaire P, avec m’ le nombre d’arétes zy telles que x et
y n’appartiennent pas aux mémes modules de P. Notons que les graphes
quotients, pour lesquels I’Algorithme 11 est utilisé, ont tous des ensembles
d’arétes disjoints. Ainsi le cott total d’extraction de I'ensemble des graphes
quotients est O(n +m) d’une part. Et d’autre part, le colit cumulé des appels
a P Algorithme 11 est O(n + mlogn).

On en déduit que les Algorithmes 10 et 11 permettent une implémentation
de PAlgorithme 5 en temps O(n +mlogn). O

4.4 Notes bibliographiques

L’algorithme de Dahlhaus et al. [DGMO01] peut étre implémenté en temps
linéaire grace a une étape plus attentive de précalcul de I’arbre de récursion.
Dans la mesure ou certaines propriétés de connexité sont garanties pour l'arbre
de récursion, alors analyse tres fine de la complexité permet de montrer
la borne linéaire. Nous invitons le lecteur & lire article d’origine [DGMO1]
pour plus de détails. Il faut cependant rappeler les différents commentaires
(voir [MS00] et [Spi03]) indiquant que le probléme de lexistence d'un algo-
rithme simple et linéaire de décomposition modulaire reste a leur connaissance
toujours ouvert. Nous proposerons dans les chapitres suivants deux pistes pos-
sibles pour résoudre ce probleme.
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Tarte a ’oignon et aux raisins

Ingrédients : 4 beaux oignons, 150g de raisin de corinthes, gingembre frais, 1
clou de girofle, huile d’olive, vinaigre de Xéres.

Emincer les oignons et les faire revenir a feu doux dans I’huile d’olive avec
le clou de girofle. Lorsqu’ils sont bien dorés, déglacer les oignons avec une
cuiller & café de vinaigre de Xéres et ajouter 2 cuillers & soupe de gingembre
emincé. Couvrir le plat a tarte d’une feuille d’alu. Tapisser le fond du plat
avec les oignons et les raisins. Recouvrir la préparation avec la pate. Mettre
au four chaud pendant 25 minutes (250). Démouler la tarte et sopoudrer la
coriande coupée finement.



5

Autour des permutations factorisantes

En 1996, Capelle [Cap96] étudie I’algorithmique associée a différentes familles
partitives. En particulier, il constate ’existence d’algorithmes calculant ’arbre
Ts d’inclusion des parties fortes d’une famille partitive S a partir d’'une per-
mutation factorisante des éléments de S. Les exemples cités sont notamment
Parbre de décomposition modulaire pour les graphes triangulés [HM91] et
Parbre des blocs des graphes d’héritages [HHS95]. Capelle [Cap96] généralise
ces travaux et propose le premier algorithme linéaire qui étant donnée une per-
mutation factorisante des modules d'un graphe G, retourne en temps O(n+m)
larbre de décomposition modulaire M D(G) [CHAMO02].

En 1998 [HPV98, HPV99], nous avons proposé un algorithme d’affinage
de partition en O(n + mlogn) calculant une permutation factorisante d’un
graphe G. Restreint aux cographes, il est possible d’améliorer cet algorithme
afin d’obtenir une complexité linéaire [HP05].

L’algorithme de décomposition modulaire peut donc se décomposer en
deux étapes : 1) calcul d’une permutation factorisation; 2) calcul de I’arbre
de décomposition a partir de la permutation factorisante. Le principal intérét
de cette méthode est d’obtenir un algorithme simple (par exemple basé sur
Paffinage de partition) évitant des structures de données telles que union-
find et plus petit ancétre commun. Méme si certaines similitudes peuvent étre
faites avec l'algorithmes de Ehrenfeucht et al., je suis convaincu que cette
méthode est une piste sérieuse pour répondre & la question de Spinrad [Spi03]
sur l'existence d’un algorithme linéaire simple de décomposition modulaire
basée sur 'affinage de partition.

Par ailleurs, nous le verrons dans le dernier chapitre, dans certaines ap-
plications (en génomique comparative par exemple), la donnée n’est pas le
graphe, ou la famille partitive, mais bien une permutation factorisante. Il est
donc intéressant d’étudier cet objet combinatoire.
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5.1 Calcul d’une permutation factorisante

Nous allons dans un premier temps revisiter I’algorithme d’affinage de parti-
tion (Algorithme 3) en utilisant cette fois des partitions ordonnées [HPV9S].
Nous montrerons ainsi comment il peut étre facilement adapté pour obtenir
une permutation factorisante en temps O(n + mlogn). Ce premier algo-
rithme est & comparer & I'implémentation de McConnell et Spinrad [MSO00]
de lalgorithme Ehrenfeucht et al. Ici I’arbre n’est pas construit au fil de
I’algorithme, par contre l'ordre entre les différentes parties lors de 'affinage
est important.

> e N\, 4123456789101

“ V:PV
e A

3 10 1 23 45 67 89 10 11

Fig. 5.1. Un graphe G = (V,E) dont une permutation factorisante est o =
123456789 10 11 (voir Definition 2.5).

5.1.1 Notations

Comme indiqué ci-dessus, ’algorithme utilise la technique d’affinage de par-
tition, mais pour des partitions ordonnées. Commencgons par fixer quelques
notations et par généraliser la notion d’intervalle d’une permutation pour
I’appliquer aux partitions ordonnées.

Par hypothese toute partition manipulée dans ce chapitre sera une parti-
tion ordonnée. Remarquons qu’une partition ordonnée P = [}, ..., X;] d'un
ensemble € peut étre interprétrée comme un ordre partiel sur £. Chaque partie
X € P est une anti-chaine et pour toute paire x;, x; d’éléments appartenant
a des parties distinctes X; et X, z; <p x; ssi ¢ < j. De méme, nous noterons
abusivement x <p M avec z € £ et M C £ si x <p y pour tout y € M.

Définition 5.1. Soit P une partition ordonnée d’un ensemble £. Un sous-
ensemble S C & est un intervalle de P ssi il existe deux parties L € P et
R € P (éventuellement identiques) telles que LOX # 0 et RNX # 0 et telles
que pour toute partie X :

o siL<pX<pR,alrsX CS;
o siX<pLouR<pX, alorsXNS =1

Notons que 'opération d’affinage d’une partition ordonnée P de £ peut
étre interprétée comme une extension de 'ordre partiel associé : des compa-
rabilités sont ajoutées entre les éléments des parties de £ séparées.
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Définition 5.2. Soient P et Q deux partitions ordonnées d’un ensemble £. O
est compatible avec P ssi pour tout x # y € £ tels que x <p y, alors x <g y.
En particulier, une permutation o de £ est compatible avec P ssi pour tout
x#y €& tels que x <p y, nous avons o(x) < o(y).

Autrement dit, si o est compatible avec P, alors o est une extension linéaire
de P. C’est a dire que o peut étre obtenue par affinages successifs de P.

5.1.2 Principe de base

L’idée principale de ce premier algorithme est : 1) de calculer une partition
modulaire M(G,v) en garantissant que les modules contenant le sommet v
soient tous intervalles de M(G,v); et 2) de calculer récursivement une per-
mutation factorisante pour chacun des sous-graphes induits par un module

M e M(G,v).

Algorithme 12 : Permutation-Factorisante(G, v)

Données : Un graphe G = (V, E) et un sommet v € V
Résultat : Une permutation factorisante de G
début
Soit P = [N(v), {v}, N(v)] une partition ordonnée;
Appliquer I’Algorithme 4 avec la regle d’affinage suivante;
Soient x le pivot courant et ) une partie telle que N(z) L Y;
siz<pv<p Y ou) <puv<px alors
| Substituer Y par [V N N(z),Y N N(zx)];
sinon
| Substituer ¥ par [y N N(z),Y N N(z)];
pour chaque partie X € M(G,v), telle que |X| > 1 faire
Soit x le dernier sommet de X" utilisé comme pivot;
L Px < Permutation-Factorisante(G[X], z);
Substituer X par Px;

fin

Théoreme 5.3. L’Algorithme 12 calcule en temps O(n + mlogn) une per-
mutation factorisante d’un graphe G = (V, E).

Preuve. Nous savons déja que 1’Algorithme 4 appliqué & [N(v), {v}, N(v)]
permet de calculer la partition modulaire M(G,v). D’apres le Lemme 4.2, les
modules ne contenant pas v sont tous contenus dans un module de M(G,v).
Pour montrer la correction de I’Algorithme 12, il suffit donc de prouver que
la propriété

I = tout module fort contenant v est un intervalle de P



50 Autour des permutations factorisantes

Fig. 5.2. Organisation de ’arbre de décomposition modulaire M D(G) de sorte que
les sommets voisins de v soient a droite de v et ceux non-voisins soient & gauche.
L’arbre de gauche fait aparaitre les modules de M (G, v) ainsi que les modules forts
M, My, M3 et My contenant M. La partition M(G, v) ordonnée de la gauche vers la
droite est obtenue au cours de I’Algorithme 12. Il faut ensuite calculer récursivement
une permutation factorisante pour chaque module de M(G,v).

est un invariant. IT est clairement vérifiée par la partition initiale P =
[N(v),{v}, N(v)]. Supposons qu’elle soit aussi vérifiée par la partition P et
soit P’ =Affiner(P, N(z)) la partition obtenue en utilisant les regles d’affinage
de I’ Algorithme 12. Supposons sans perte de généralité que z € N (v). Soit M
un module fort contenant v. Nous avons deux cas a considérer :

o = ¢ M: Soit X est une partie de P telle que X L N(z). Aucun sommet
y € X N N(x) n’appartient & M, sinon x serait un casseur pour v et y.

e 1 € M: Soit X est une partie de P telle que X L N(z). Si X C N(v),
alors tout sommet y € X N N(z) appartient & M, sinon un tel sommet y
serait un casseur pour z et v. De méme, si X C N(v), alors tout sommet
y € X N N(x) appartient & M.

On en déduit dans les deux cas que si P vérifie I1, alors les regles d’affinage
garantissent que M reste un intervalle de P’.

Concernant ’analyse de complexité, c’est essentiellement la méme que celle
de I’Algorithme 10. En effet, elle repose entierement sur celle de I’Algorithme 4.
Il suffit de remarquer que la précaution de relancer récursivement 1’algorithme
dans les modules X € M(G,v) avec le dernier pivot utilisé pour la partie
X garantit que le voisinage de chaque module est utilisé au plus logn fois.
Puisque le test pour la regle d’affinage a un cout constant, la complexité
globale est donc O(n +mlogn). O

5.2 Le cas des cographes

Une étape préliminaire & la compréhension de l'algorithme linéaire de calcul
d’une permutation factorisante d’un graphe est de restreindre le probleme aux
cographes. Pour cette famille, il est possible d’obtenir un algorithme linéaire
de décomposition modulaire basé sur ’affinage de partition.
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Rappelons que les cographes sont les graphes totalement décomposables
pour la décomposition modulaire (voir Chapitre 2 pour la définition et les
propriétés de cette famille de graphes). Leur arbre de décomposition modulaire
ne contient que des nceuds dégénérés.

Contrairement a 1’Algorithme 12, nous allons contraindre le processus
d’affinage de partition ordonnée a n’utiliser qu'un seul sommet (ou pivot)
par partie. Il est donc possible qu'un pivot ait été utilisé pour chaque partie
et que la partititon courante P ne soit pas M(G,v). Le Lemme 4.2 ne peut
donc pas s’appliquer et le processus ne peut pas étre relancé récursivement
dans chaque partie. Pourtant, une analyse fine des pivots utilisés nous permet
de montrer que la permutation factorisante est déja obtenue pour un cer-
tain module fort M contenant le sommet v (voir Lemme 5.6). D’une certaine
maniere, l'algorithme peut donc étre poursuivi sur le sous-graphe quotient
G /nm- L'astuce consiste alors a "décaller son point de vue” : I'algorithme est
relancé autour d’un nouveau sommet central v'.

Définition 5.4. Une partition ordonnée P des sommets d’un graphe G est
centrée sur le sommet v ssi

1. tout module fort de G contenant v est un intervalle de P;
2. tout module fort de G ne contenant pas v est inclus dans une partie de P.

Nous dirons aussi qu’une partition P est bloquée si toute partie est utilisée
(i.e. contient un pivot); sinon P est libre.

Notation 5.5 Soit P une partition ordonnée centrée sur le sommet v. La
partie X € P est X} = mazxep{X | X <p v et |X| > 1}. Respectivement
nous définissons X, = minyecp{X | X >p v et |X| > 1}. Si ces parties sont
utilisées, leurs pivots sont notés respectivement p; et p,..

Lemme 5.6. Soit P une partition ordonnée bloquée et centrée sur v, des som-
mets d’un graphe. Alors :

o sipp, ¢ E, alors Vr € M(v,p;)! , {x} € P;
o sipp, € E, alorsVz € M(v,p;), {z} € P.

Preuve. Considérons le cas ou pip, ¢ E. L’autre cas se prouve de maniére
similaire. Puisque pip, ¢ FE, on a X; N M (v,p;) = (0 (sinon p, serait un
casseur de M (v, p,)). Donc par définition de Aj, pour tout sommet = € N (v)N
M(v,pyr), {x} est une partie de P.

Supposons qu’il existe z € N(v) N M (v, p,). Par hypotheése sur P, il n’est
pas possible que p, <p x. Puisque x existe, M (v, p,) # {v}. Puisque vp, € E,
m(v, pr) est associé & un noeud série de M D(G) et donc M (v,p;) & un neeud
parallele. Il existe donc y € N(v) N M(v,p,) tel que Vo € N(v) N M(v,Dy,),
yx ¢ E. Or nous avons prouvé que {y} est une partie de P. Puisque P est
stable pour le voisinage de y, © ¢ X,.. Par définition de X, {x} est une partie
deP. O
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Fig. 5.3. Les sommets p; et p, sont les pivots utilisés. La partition P =
[N(v),{v}, N(v)] est stable pour leurs voisinages. En noir, les voisins du pivot
pr et en blanc, ses non-voisins. La partie X, contenant p, peut étre affinée en
[N(p-) N &y, {p+}, N(p-) N X,] tout en préservant I'existence d’une permutation fac-
torisante compatible avec P.

Lemme 5.7. Soit P une partition ordonnée bloquée et centrée sur v des som-
mets d’un cographe G. Si tout module non-trivial contenant v contient p,.,
alors P’ obtenue en substituant [X. N N (p,), {p,}, X- N N(p,)] @ X, la partie
contenant p,., est une partition ordonnée centrée sur p,..

Preuve. Soit M un module fort ne contenant pas p,. Alors, par hypothese,
v ¢ M. Donc M est inclus dans une partie X de P. Si X # X, alors X € P'.
Sinon soit M C N(p,) ou M C N(p,). M est donc contenu dans une partie
de P'.

Soit M un module fort contenant p,. Si v ¢ M, alors M est contenu dans
X, et donc M est un intervalle de P’. Sinon, par hypothese M est un intervalle
de P. Or N(v) N N(p,), qui est un sous-ensemble de X,., est contenu dans M.
Donc M reste un intervalle de P’. O

Une illustration du Lemme 5.7 est proposée Figure 5.3. De maniere
symétrique, nous avons :

Lemme 5.8. Soit P une partition ordonnée bloquée et centrée sur v des som-
mets d’un cographe G. Si tout module non-trivial contenant v contient py,
alors P’ obtenue en substituant [X; N\ N (p;), {pi}, X N N(py)] a Xy, la partie
contenant p;, est une partition ordonnée centrée sur p;.

Tout le matériel est désormais en place pour détailler 'algorithme et en
démontrer la correction.

Théoréme 5.9. L’Algorithme 13 calcule en O(n + m) une permutation fac-
torisante d’un cographe G.

! Nous notons M (z,7) le module fort maximal contenant le sommet x mais pas le
sommet y.
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Algorithme 13 : PF-cographe(G, P, v)

Données : Un cographe G = (V, E), une partition ordonnée P de V et un

sommet v € V

Résultat : Une permutation factorisante de G

début
si P ne contient que des singletons alors retourner P;
si v est isolé ou universel alors

| retourner P =PF-cographe(G, [V \ {v}, {v}], v') avec v # v € V;
sinon
Substituer [X(v) N N(v), {v}, X(v) N N(v)] & X(v) la partie de P
contenant v;
tant que il existe une partie X non-utilisée faire
pivot(X) = x avec  un sommet quelconque de X;
| P =Affiner(P,N(z));
si p; = pivot(A}) est voisin de pr = pivot(X;) alors
M=(Np)NNw)U{z|p <pz<p v}
P’ =PF-cographe(G a, P/ur, p1);
sinon

M = (N(p:) " N()) U{z | v <p 2 <p pr};

| P’ =PF-cographe(G s, Pyar, pr);
1 P est obtenue en substituant P[M] & {v} dans P’;
retourner P;

fin

Preuve. Pour démontrer sa correction, il faut de prouver que I’Algorithme 13
manipule toujours une partition ordonnée centrée sur un sommet v. D’apres
les preuves des Algorithmes 3 et 12, la partition ordonnée bloquée obtenue
apres affinage successifs de [N(v),{v}, N(v)] est centrée sur v. Puisque G
est un cographe, il est facile de vérifier que M est précisemment le module
M(v,p;) ou M(v,p;) selon le cas. Le Lemme 5.7 ou le Lemme 5.8 s’applique
donc. Notons que la partition obtenue en affinant la classe du nouveau centre
n’est plus stable et contient plus de parties. Le processus d’affinage peut donc
se poursuivre. La propriété d’étre centrée reste vérifiée. De plus le processus
récursif ne s’arréte que lorsque la partition courante ne contient que des par-
ties singletons. Pour conclure, d’apres ’observation suivante, ’opération de
substitution de la Ligne 1 est correcte.

Observation 5.10 Sio est une permutation factorisante d’un graphe H et T
une permutation factorisante d’un graphe G, alors substituer o d un sommet
x dans T produit une permutation factorisante du graphe Gy .

Concernant 'analyse de complexité, si on admet qu’'une opération d’affinage
par le voisinage d’un sommet x cotite O(| N (x)]), alors puisque chaque sommet
est utilisé un nombre constant de fois, I'algorithme est bien linéaire. O



54 Autour des permutations factorisantes

Remarque 5.11 I faut noter que I’Algorithme 13 permet aussi de reconnaitre
les cographes en temps linéaire. Pour cela, il suffit de lui donner en entrée un
graphe quelconque et de tester si a partir de la permutation retournée par
lalgorithme, il est possible de construire un ordre d’élimination par sommets
Jumeauz [HP05]. La complexité de ce test est linéaire.

5.3 De la permutation factorisante a ’arbre de
décomposition

Il existe actuellement plusieurs algorithmes linéaires qui étant donnée une per-
mutation factorisante d’un graphe G calculent ’arbre de décomposition modu-
laire M D(QG). Le premier est dit & Capelle, Habib et de Montgolfier [CHAMO02].
En 2005, deux équipes (Bui Xuan, Habib et Paul [BXHPO5b] d’un c6té, et
Bergeron, Chauve, de Montgolfier et Raffinot [BCAMRO05] de I'autre) ont pro-
posé de généraliser un algorithme dit & Uno et Yagiura [UY00] qui était utilisé
en bioinformatique pour le calcul des intervalles communs a un ensemble de
permutations (voir Chapitre 8).

Pour une présentation détaillée de ces algorithmes, nous faisons référence
aux articles d’origine [CHAMO02, UY00, BXHP05b, BCAMRO05]. Décrivons
toutefois leurs principes. Ils effectuent plusieurs passes sur la permutation fac-
torisante afin d’en extraire I’arbre de décomposition modulaire. Les approches
développées par [CHAMO02] d’un c6té et par [UY00, BXHP05b, BCAMRO05] de
I’autre, sont pourtant complémentaires.

5.3.1 L’arbre des fractures

L’idée principale de I’algorithme de [CHAMO02] est pour chaque paire (z,y)
de sommets consécutifs dans la permutation factorisante o de repérer deux
intervalles (un terminant en x, Pautre débutant en y) qui seront contenus
dans tout module contenant = et y. Ces intervalles, lorsqu’ils existent, sont
respectivement appelés fracture gauche et fracture droite de (x,y) et notés

Fg(x,y), Fd(z,y) :
o Fyg(z,y) = [z,2] si z est le casseur de {z,y} le plus & gauche de = dans o;
o Fd(z,y) =[y,z] si z est le casseur de {x,y} le plus & droite de y dans o;

Intuitivement la fracture (gauche ou droite) d’'une paire (z,y) est un in-
tervalle contenu dans le plus petit module contenant x et y.

Il est possible de parenthéser la permutation factorisante o a l’aide de
lensemble de fractures (gauches et droites) des sommets consécutifs, et d’en
déduire un arbre (voir Figure 5.4). Cet arbre est appelé arbre des fractures. 11
peut étre obtenu en deux passes sur la permutation factorisante o : la premiere
calcule les fractures, la seconde construit ’arbre.

Les auteurs de [CHAMO02] montrent que l'arbre des fractures est une bonne
estimation de l'arbre de décomposition modulaire. En fait, ils montrent le
résultat suivant :
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(1(((23)4)s5(67))89 (011))

Fig. 5.4. Un graphe G = (V,E) dont une permutation factorisante est o =
12345678910 11 (voir Definition 2.5). La fracture droite de (3,4) n’existe
pas, par contre Fg(3,4) = [2, 3]. Par ailleurs, nous avons F'd(1,2) = [2,7] = Fg(7,8).

Lemme 5.12. [CHIM02] Soient o une permutation factorisante d’un graphe
G et M un module fort de G. Si M est premier ou si le pére de M dans
MD(G) est dégénéré, alors il existe un neud N de Uarbre des fractures
réprésentant M (i.e. U’ensemble des feuilles issues de N est exactement le
module M ).

Par exemple, Figure 5.4, le module fort M = {8,9,10,11} n’est pas
représenté alors que tous les autres le sont. Notons qu’il n’y avait aucune
garantie pour que {2,3,4} soit représenté par un nceud de l’arbre des frac-
tures.

Ainsi pour obtenir I'arbre de décomposition modulaire, il suffit de ”net-
toyer” l’arbre des fractures. Pour cela, Capelle et al. [CHAMO02] proposent
4 passes sur la permutation factorisante. La premieére a pour objectif de
retrouver les modules représentés; la deuxieme identifie les noeuds inutiles;
la troisieme détecte d’éventuels modules forts fusionnés en un nceud; et la
derniere supprime finalement les noeuds correspondants a des modules non
forts. La complexité de chacun de ces parcours est linéaire en la taille du
graphe.

5.3.2 L’algorithme de Uno et Yagiura revisité

Un ensemble S d’éléments est un intervalle commun & plusieurs permuta-
tions si dans chaque permutation, les éléments de S sont consécutifs (i.e.
sont des intervalles). L’algorithme de Uno et Yagiura [UY00] calcule les in-
tervalles communs & deux permutations avec une complexité O(n + K), ou K
est le nombre d’intervalles communs (K est possiblement quadratique). Nous
verrons en détails, Chapitre 8, les liens entre les intervalles communs et les
modules. Brievement les intervalles communs forment une famille faiblement
partitive. Il est donc possible de définir des intervalles communs forts et un
arbre des intervalles forts. L’algorithme de Uno et Yagiura peut étre adapté
pour ne calculer que les intervalles communs forts [BXHP05b, BCAMRO5]. Le
calcul de larbre des intervalles forts en découle. La complexité est alors O(n)
puisqu’il n’existe au plus que K = O(n) intervalles forts.
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La preuve de l'algorithme de Uno et Yagiura est difficile. Dans [BXHPO05b)]
et [BCAMRO5] une généralisation aux graphes de I’algorithme de Uno et Yag-
iura est proposée. Les deux approches sont légerement différentes. Les auteurs
de [BCAMRO5] décrivent un nouvel algorithme, plus simple dans le cas des
intervalles communs que celui de Uno et Yagiura. Dans [BXHPO05b], nous
présentons une nouvelle preuve pour I'algorithme de Uno et Yagiura qui per-
met sa généralisation naturelle aux graphes. Nous décrivons brievement ci-
dessous les idées développées dans [BXHPO05D].

L’algorithme de Uno et Yagiura ne parcourt qu'une seule fois la permu-
tation factorisante. Il est décrit ci-dessous. Nous notons abusivement [i, j]
I'intervalle de o constitué des sommets compris entre la position 7 et la posi-
tion j (i.e. [i,5] ={z |i < o(x) < j}).

Algorithme 14 : Algorithme de Uno et Yagiura [UY00]

Données : Un graphe G et une permutation factorisante o

Résultat : Les modules facteurs de o

début

Soit Potentiel une liste vide;

pour i den a 1 faire
(Filtre) supprimer de Potentiel les bornes r tq Vj < 4, [§,7] n’est pas
un module de o;
(Ajout) ajouter ¢ & Potentiel;
(Extraction) parcourir Potentiel pour trouver les bornes r tq [i,7]
est un module de o;

A chaque étape, on ne supprime de la liste Potentiel que les sommets qui
ne sont pas borne gauche d’un module contenant le sommet o1 (7). Sous cette
forme, 'algorithme de Uno et Yagiura calcule les modules qui sont facteurs
de 0. Notons donc que tous les modules de G ne sont pas calculés et que les
modules obtenus ne sont pas nécessairement des modules forts de G.

La gestion de la liste Potentiel, i.e. le filtre et l’extraction, peut étre
faite de maniére efficace en comptant le nombre de casseurs de l'intervalle
considéré. Soit [i, j] un intervalle de o, alors C([i, j]) est ’ensemble des casseurs
de I'ensemble de sommets [i, j] et ¢([¢, j]) = |C([i, ])|. Les propriétés suivantes
sont fondamentales pour la correction de 'algorithme.

Lemme 5.13. [UY00] [i, j] est un module facteur de o ssi c([i, j]) = 0.

Lemme 5.14. [UY00, BXHP05b] Si c([i,j]) > c([i,5 + 1]), alors il n’existe
pas r < i tel que [r,j] est un module de G.

Le dernier lemme dit simplement que si ¢([,j]) > ¢([i,j + 1]) alors le
sommet o~ 1(j+1) est un casseur pour I’ensemble de sommet [i, j]. Ce sommet
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devra donc étre compris dans tout module contenant [i, j]. Par exemple, sur
le graphe de la Figure 5.4 et la permutationc =123 456 78 9 10 11, le
sommet 11 est un casseur pour l'intervalle [9, 10]. Donc tout module contenant
9 et 10 devra contenir 11. Il n’est donc pas nécessaire de conserver le sommet
10 dans la liste Potentiel. Il en est de méme avec [3,6] et [3,7], 7 est un
casseur pour [3,6].

En fait, si on souhaite se restreindre au calcul des modules forts, il faut
légerement modifier 'algorithme de Uno et Yagiura. Une premiere passe per-
met alors de calculer les modules forts a droite (modules facteurs de o qui
ne sont pas chevauchés sur leur borne droite). Puis une seconde passe élimine
ceux qui ne sont pas modules forts a gauche. Pour plus de détails, se référer
aux articles [UY00, BXHPO5b].

5.4 Notes bibliographiques

Le calcul d’une permutation factorisante en temps linéaire (sans passer par
Parbre de décomposition modulaire) reste un probléme ouvert. En 2004, nous
avons publié un algorithme [HAMPO04] & base d’affinage de partition. Cet al-
gorithme n’est malheureusement pas juste dans sa forme publiée. Nous pou-
vons le corriger mais le prix a payer est une trop grande complication de
I’algorithme. Rappelons qu’il existe déja plusieurs algorithmes linéaires pour
la décomposition modulaire d’un graphe. Un nouvel algorithme n’aurait de
sens que s’il est plus simple que ceux déja connus. Ce ne serait pas le cas
pour la version corrigée de [HAMPO04]. Nous laissons donc pour instant ce
probléme ouvert.

Par ailleurs, je pense qu’il devrait étre possible grace a l'affinage de parti-
tion de calculer une orientation transitive d’un graphe de comparabilité sans
avoir recours au calcul intermédiaire de 'arbre de décomposition modulaire
tel que c’est fait dans [MS99].

Tarte tomates et mozzarella

Ingrédients : tomates pelées, mozzarella, 1 gousse d’ail, basilic, origan, huile
d’olive.

Faire revenir les tomates peles dans I’huile d’olive, y ajouter 1’ail minc, et
le basilic hach. Laisser mijoter a feu doux jusqu’a ce que la sauce devienne
épaisse.

Couvrir le fond du plat avec une feuille alu. Disposer la mozzarella
découpée en large rondeles sur le plat et étaler la sauce tomate par dessus. Re-
couvrir la préparation avec la pate. Mettre au four chaud pendant 25 minutes
(250). Démouler la tarte et la sopoudrer avec 1'origan.
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Parcours en largeur lexicographique

Le parcours en largeur lexicographique (LexBFS) a été proposé par Rose, Tar-
jan et Lueker [RTL76] pour la reconnaissance des graphes triangulés [BLS99].
L’importance de cet algorithme est tres vite reconnue puisqu’il est présenté
dans le livre référence de Golumbic [Gol80]. Malheureusement, I'implémentation
alors proposée était sans doute trop compliquée. LexBFS est resté “dans
les cartons” pendant pres d’une vingtaine d’années. Au milieu des années
90, il est replacé sur le devant de la scéne par Corneil, Olariu et Stew-
art [COS97] pour le calcul d’une paire dominante dans les graphes sans triplet
asteroide [BLS99]. Une implémentation utilisant ’affinage de partition n’a été
proposée qu’en 1998 [HPV98]. Depuis un nombre considérable d’algorithmes
basés sur LexBFS ont vu le jour. La liste est trop longue pour étre présentée
ici. Citons seulement les différents algorithmes de reconnaissance des graphes
d’intervalles [HM91, HMPV00, COS98].

L’objet de ce chapitre est donc de présenter LexBFS et ses liens étroits
avec la décomposition modulaire. Apres les définitions et la description de cet
algorithme, nous montrerons en quoi LexBFS est utile dans le probleme de
Porientation transitive d’un graphe de comparabilité [HMPV00]. Puis nous
décrirons un algorithme récent extrément simple pour la reconnaissance des
cographes [BCHPO03]. Cet algorithme n’utilise que deux parcours LexBFS, le
premier sur le graphe, autre sur son complémentaire.

6.1 L’algorithme LexBFS

De maniere générale, un parcours en largeur d’un graphe G = (V, E) visite
I’ensemble des sommets en respectant les ”couches” de distance depuis le
sommet source x. C’est & dire que les sommets & distance k < k' de x sont
visités avant les sommets & distance k' de . Mais aucune contrainte n’est posée
sur 'ordre de visite entre deux sommets équidistants de = !. Le parcours en

! De ce point de vue, I'implémentation & ’aide d’une file ne permet pas d’obtenir
n’importe quel parcours en largeur.
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largeur lexicographique permet de contraindre le choix du prochain sommet
visité. A chaque étape, on sélectionne un sommet dont les voisins ont été
visités les plus t6t dans le parcours.

Notons que nous considérons ici que le résultat du parcours d’un graphe
G = (V, E) est ordre selon lequel les sommets ont été visités : c’est donc une

permutation o : V — [1,n] telle que o(y) = i signifie que y est le i-eme
sommet visité (et inversement o~1(i) = y). Nous noterons = <, y le fait que
o(x) < o(y).

L’implémentation présentée dans [RTL76] et [Gol80] affecte & chaque som-
met une étiquette (une liste triée initialement vide). Lorsqu’un sommet v est
sélectionné, il ajoute o~1(x) a I'étiquette de chacun de ses voisins non-visités.
A chaque étape, on visite un sommet dont I'étiquette est maximum pour
I’ordre lexicographique. Obtenir une complexité linéaire en maintenant et com-
parant ces étiquettes, n’est pas une tache aisée. Par contre, 'affinage de parti-
tion permet une implémentation trés simple de LexBF'S (voir Algorithme 15).
Curieusement cette implémentation n’a été proposée (ou redécouverte ?)
que relativement récemment [HMPV00]. Nous verrons dans la suite tous les
avantages de cette version de LexBFS. En particulier, elle permet de cal-
culer, en temps linéaire en la taille d’'un graphe G, un ordre LexBFS de son
complémentaire G. Puisque le résultat du parcours est une permutation sur
les sommets du graphe, 'algorithme d’affinage doit manipuler des partitions
ordonnées.

Algorithme 15 : LexBFS(G, z)

Données : Un graphe G = (V, E) et un sommet z € V
Reésultat : Un ordre o sur les sommets de V

début

P «— [V] (une partition triée de V');

1 — 1

tant que i # n faire

1 Extraire un sommet x de X}, la i-éme partie de P;
o(x) =1

Remplacer dans P, X; par [{z}, N(z) N X;, N(z) N &;];
pour chaque partie X € P faire

L si XN N(z)#0 et XN N(z) # X alors

| remplacer X par [X¥ N N(z), X\ N(z)];
| i—i+1;

Les ordres LexBFS sont caractérisés par des “configurations interdites”
(décrites ci-dessous). Nous serons amenés a utiliser cette caractérisation a
différentes reprises. En effet, elle permet souvent de simplifier des preuves
existantes.
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Fig. 6.1. Un graphe dont un ordre LexBF'S o est calculé Tableau 6.1.

o()[v[NT(v) Partition

aubevcdwzyx‘

al{ubve} ’aubev cdwzyx
ul{b c d} @u@@ wWzyX
b|{v ce} [a][u]b[ev] wWzyX
{cdwzyx}@@e
{ed} [a] (] [b][e] v [e][d] [w 2y ]
{d} [l (b [] [ e[d][wzyx]

{} @@@
{2} [a] [ [b] (][] [ [d] w [ [y ]
{y x} [a] (] [b] [e] (V][] [d] [w] = [y %]
y|[{x} @E]y
x|{} [a] [u] b [e] [v] [c] [d | [w] [z] [¥] x
Tableau 6.1. Pas a pas, le calcul d’'un ordre LexBFS du graphe G de la Figure

6.1. NT(v) désigne 'ensemble des voisins non-numérotés de v. L’ordre obtenu est
c:aubevcdwzyx
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N
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Lemme 6.1. [DNBY6] Soit o un ordre total des sommets d’un graphe G =
(V,E). Alors o est un ordre LexBFS ssi pour tout triplet de sommets © <,

y<,ztel quexy ¢ FE et xz € E, il existe un sommet v <, x tel que vy € E
etvz ¢ E.

6.1.1 Les couches lexicographiques

Etant donné un ordre o sur V, pour chaque sommet x, nous définissons le
sous-ensemble du voisinage

Ni(z) ={u|u € N(x) et o(u) < i}

Définition 6.2. Une couche lexicographique (ou ensemble de sommets égaux
pour Uordre lexicographique) d’un ordre LexBFS o est un ensemble de sommets
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consécutifs S = {v | i < o(v) < j} tel que pour toutv € S, N;(v) = N;(o~1(i))
et pour tout v avec j < o(v), N;(v) # N;(a71(i)).

L’ensemble des sommets V' est une couche lexicographique, ainsi que le
voisinage du premier sommet de o. Si le graphe est une clique (ou un stable),
alors tout ensemble de sommets consécutifs est une couche lexicographique.

Notation 6.3 Pour chaque sommet x, il est possible de définir la couche
lezicographique mazimale S(z) dont le premier sommet est x.

Remarquons que toute couche lexicographique S(z) est constituée de z
suivi de son voisinage dans la couche puis de son voisinage dans la couche.
Ainsi pour lordre o (voir Table 6.1), S(a) = V, S(u) = {u,b,e,v},...,
S(w) = {w,z,y,x}. L'ensemble des couches lexicographiques S(.) possede
une structure emboitée, ou arborescente (voir Equation 6.1).

a ool o] [e ][ [a)s] @

Lemme 6.4. [COS98] Soit S une couche lexicographique d’un ordre LexBFS
o d’un graphe G = (V, E). Alors o restreint auxz sommets de S, noté o[S] est
un ordre LexBFS du sous-graphe induit G[S].

Preuve. Supposons par contradiction que o[S] ne soit pas un ordre LexBFS.
D’apres le Lemme 6.1, il existe un triplet x, y, z de sommets de S tel que
T <oy <52 xz € Eetay ¢ E et pour tout sommet v € S tel que v <, x,
vy € F implique vz € E. Puisque o est un ordre LexBFS de G, il existe
u €V avec u <, z tel que uy € E et uz ¢ E. Donc v ¢ S et v <, S. Les
sommets y et z n’appartiennent donc pas a la méme couche lexicograhique :
contradiction. 0O

6.1.2 Regles de tie-break

A chaque étape, il est possible que plusieurs sommets soient éligibles a la
numérotation. Il peut étre intéressant de contraindre davantage le choix afin
de bénéficier de propriétés supplémentaires. Différentes regles de tie-break
sont possibles. Nous présentons les deux plus courantes : la régle plus et la
regle minus. Pour ces deux regles, on suppose qu'un ordre préliminaire 7 sur
les sommets est donné. A chaque étape i, le sommet o~1(i) sera sélectionné
parmi S = S(c71(i)) en fonction de 7. Dans la régle plus, on préferera le
sommet de S maximum dans 7. Dans la régle minus, on choisira le sommet
de S minimum dans 7.

Ces deux regles sont tres simples a implémenter. Il suffit d’initialiser la
liste initiale des sommets en respectant 7 pour la régle minus et en respec-
tant 7 renversée pour la regle plus. Le choix du sommet & numéroter porte
alors systématiquement sur le premier de la partie correspondant & S(o (7).
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L’Equation 6.2 décrit 'ordre LexBFS de G obtenu avec la regle minus & partir
de l'ordre o du Tableau 6.1.

LexBFS™ (G,0)=a|c |w [z] @ H u H (6.2)

Ces regles ont été utilisées dans des algorithmes a base de plusieurs par-
cours LexBFS. La regle plus intervient pour de la reconnaissance des graphes
d’intervalles [Sim91, COS98]. La régle minus permet la reconnaissance des
cographes a ’aide de deux parcours LexBFS.

6.2 LexBFS et ’orientation transitive

Les liens entre l'orientation transitive d’un graphe de comparabilité et la
décomposition modulaire, mis en évidence par Gallai [Gal67], ont été présentés
au Chapitre 2. Nous présentons ici des propriétés portant sur le role de LexBFS
dans le probleme de l'orientation transitive. L’ensemble de ces propriétés
permet d’esperer un jour ’existence d’un algorithme d’orientation transitive
uniquement basé sur LexBF'S, et pourquoi pas un algorithme de décomposition
modulaire & partir de LexBFS.

En fait, le premier résultat dans cette direction est peut-étre I’algorithme
de Korte et Mohring [KM89] simplifiant les PQ-arbres [BL76] pour la recon-
naissance des graphes d’intervalles.

Définition 6.5. Un graphe G = (V, E) est un graphe d’intervalles si c’est le
graphe d’intersection d’une famille d’intervalles.

Les graphes d’intervalles sont des graphes de co-comparabilité (les graphes
dont le complémentaire admet une orientation transitive) et sont caractérisés
par lexistence d'un arrangement consécutif de leurs cliques mazximales, a
savoir un ordre total des cliques maximales tel que pour tout sommet =,
les cliques maximales contenant 2 sont consécutives.? Notons la totale corre-
spondance entre un arrangement consécutif des cliques maximales d’un graphe
d’intervalles et un réaliseur (famille d’intervalles) de ce graphe.

Lemme 6.6. [KM89] La cliqgue mazximale contenant le dernier sommet x d’un
ordre LexBFS est la derniére clique d’un arrangement consécutif.

2 En fait, LexBFS est trés important pour les graphes d’intervalles. En 1998,
Corneil, Olariu et Stewart ont proposé un algorithme pour la reconnaissance
des graphes d’intervalles basé sur plusieurs parcours consécutifs afin d’obtenir un
ordre sur les sommets caractéristique des graphes d’intervalles. Dans le méme
temps, nous avons présenté un autre algorithme de reconnaissance utilisant un
parcours LexBFS et affinage de partition [HPV98].
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Fig. 6.2. Un graphe d’intervalles n’admettant, au renversement pres, qu'un seul
arrangement consécutif de ses cliques maximales. Par ailleurs sur ce graphe, tout
ordre LexBFS se termine soit sur le sommet 1, soit sur le sommet 8. Par exemple,
0=4532617 8 est un ordre LexBFS.

En fait, le lemme précédent signifie que = est une source d’une orientation
transitive de G. Pour obtenir une orientation transitive de G, il suffit d’orienter
les non-arétes & partir d’un réaliseur (ou d’un arrangement consécutif des
cliques) de la maniére suivante : xy € E est orientée yz ssi l'intervalle de
x précede celui de y. Ainsi un sommet n’appartenant qu’a la derniére clique
maximale est effectivement une source. Ce résultat se généralise & tout graphe
de co-comparabilité.

Lemme 6.7. [HMPV00] Soit o un ordre LexBFS d’un graphe G = (V, E) de
co-comparabilité. Si x est le dernier sommet de o, alors il existe une orienta-
tion transitive de G pour laquelle x est une source.

Nous omettons la preuve du Lemme 6.7 mais présentons les propriétés
nécessaires a sa démonstration. Elles montrent le "bon comportement” de
LexBFS vis-a-vis des modules et nous seront utiles pour la suite. La méme
propriété avait déja été observée pour les couches lexicographiques (voir
Lemme 6.4).

Lemme 6.8. [HMPV00] Soit o un ordre LexBFS d’un graphe G = (V, E). Si
M est un module de G alors la restriction o[M] de o aux sommets de M est
un ordre LexBFS du sous-graphe induit G[M].

Preuyve. Puisque M est un module aucun sommet v ¢ M ne permet de dis-
tinguer des sommets de M. Donc l'ordre relatif entre les sommets de M ne
peut jamais étre influencer par un sommet v ¢ M. 0O

Lemme 6.9. [HMPV00] Soit o un ordre LexBFS d’un graphe G = (V, E). Si
P est une partition modulaire de G, alors la restriction o /p de o auzx premiers
sommets de chaque partie de P est un ordre LexBFS du graphe quotient G /p.

Preuve. Soient P = {1, ..., X} la partition modulaire et z; le premier som-
met de la partie X; dans o. Notons que G[S = {x1,...,xzx}] est isomorphe &
G /p. Supposons que la restriction o, ne soit pas un ordre LexBFS. D’apres le
Lemme 6.1, il existe un triplet u, v, w de sommets de S tel que u <, v <, w,
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uw € E et uv ¢ E et pour tout sommet y € S tel que y <, u, yv € E implique
yw € E. Puisque o est un ordre LexBFS de G, il existe x ¢ S avec <, u
tel que zv € E et zw ¢ E. Soient X; la partie de P contenant . Notons
que par construction w n’appartient pas au module &;. Puisque zv € E, nous
avons aussi z;v € E. Or nous avons montré que z;v € E implique z;w ¢ E.
Le sommet w est donc adjacent a x mais pas a x;, deux sommets d’'un méme
module : contradiction. O

Le lemme suivant sera tres utile pour les algorithmes de décomposition
modulaire que nous présentons dans ce chapitre. Il montre que tout module
fort contenant le dernier sommet & d’un ordre LexBFS o est un intervalle de
o. Il est donc possible pour ce sommet z de reconstruire la branche de M D(G)
allant de la racine a la feuille x.

Lemme 6.10. Soit x le dernier sommet d’un ordre LexBFS o d’un graphe
G = (V,E). Pour tout module fort M contenant x, il existe un sommet y tel
que S(y) = M.

Preuve. Soity = o(i), le sommet ayant séparé M dans deux parties différentes.
Supposons que y ¢ M. Puisque y sépare M dans deux parties différentes, M
n’est pas uniforme par rapport a y, contradiction. Donc nous avons y € M.
Puisque z = 0(n) € M et puisque y est le premier sommet séparant M, tous
les sommets {o(i),...,0(n)} appartiennent & la méme partie X; = M. La
propriété est satisfaite. 0O

Pour le graphe de la Figure 6.1 et I'ordre LexBFS o du Tableau 6.1,
les modules contenant le dernier sommet x sont : S(y) = {y,z}, S(w) =
{w, z,y,2} et S(a) =V.

Pour conclure, mentionnons le résultat peut étre le plus prometteur mais
aussi le plus difficile a appréhender algorithmiquement entre les graphes de
comparabilité et LexBFS. Tout ordre total o sur les sommets d’un graphe
définit naturellement une orientation : chaque aréte est orientée de la plus
petite de ses deux extrémités vers la plus grande. Le lemme suivant montre
que pour les graphes de co-comparabilité, il existe toujours un ordre LexBFS
qui définit une orientation transitive du graphe complémentaire.

Lemme 6.11. [COS99] Pour tout graphe G de co-comparabilité, il existe un
ordre LexBFS o tel que Vu <, v <, w, si uw € F, alors wv € E ou vw € E

u ' w u \ w

Fig. 6.3. Si G est un graphe de cocomparabilité, alors il existe un ordre LexBFS
qui définit une orientation transitive des non-arétes.
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Nous terminerons donc cette section avec le probleme ouvert suivant :

Probléme 1: LEXBFS - ORIENTATION TRANSITIVE

Données : Un graphe de comparabilité G
Question : Calculer en temps linéaire un ordre LexBFS qui définisse une
orientation transitive de G.

6.3 Reconnaissance des cographes

Tester si un graphe est un cographe semble un probléeme bien maitrisé main-
tenant puisque le premier algorithme linéaire date de 1985 [CPS85] et aussi
que les algorithmes linéaires de décomposition modulaire [CH94, MS94a]
peuvent accomplir cette tache. Toutefois, ce probleme peut étre résolu de
maniere extrémement simple par I’Algorithme 16 ci-dessous. Il est peut-étre
plus intéressant pour notre propos sur la décomposition modulaire de noter
que deux parcours LexBFS suffisent a construire le coarbre d’un cographe en
temps linéaire & ’aide d’un algorithme du type de celui de Ehrenfeucht et al.
(voir Chapitre 4). Nous ne présenterons pas dans cette section les détails al-
gorithmiques, ni 'analyse précise des complexités. Par contre, nous tenterons
de fournir au lecteur des indications pour les preuves de correction.

Algorithme 16 : LexBFS-Cographe

Données : Un graphe G = (V, E)

Résultat : Vrai si G est un cographe, un P4 sinon

début
o — LexBFS(G);
7 « LexBFS™ (G, 0);
si o et o vérifient la propriété d’inclusion des voisinages alors

| Retourner G est un cographe;

sinon Construire un Pj;

Avant de prouver la correction de I’Algorithme 16, spécifions quelques
notations et définitions. Nous terminerons cette section en montrant comment
adapter simplement cet algorithme pour construire un coarbre si le graphe en
entrée est un cographe. L’ensemble des concepts et propriétés sera illustré sur
le cographe de la Figure 6.4.

Notation 6.12 Soit o un ordre LexBFS calculé. Alors pour tout sommet x,
nous définissons :

1. S4(x) la couche lexicographique S(x) N N(z) de o;

2. SN(z) = S(x) N N(x) et Si(z),...,Sk(x) les couches levicographiques
mazimales contenues dans SN (z).
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Fig. 6.4. Un cographe et son coarbre dont les ordres LexBFS calculés par
I’Algorithme 16 sont :c =xywzuvadcbeetog=xadecbzyuvw

De maniére similaire, pour Uordre & (calculé dans I’Algorithme 16), nous

noterons S(x) la couche lexicographique mazimale débutant par x, SA(z) =
S(z) N N(z), SN(z) = S(z) N N(z) @(az), .., Sk(x) les couches lexi-

cographiques maximales contenues dans SN (x).

Par exemple, pour les ordres LexBFS o et & du cographe de la Fig-
ure 6.4, nous avons S4(x) = {y,w, z,u,v}, Si(x) = {a}, S2(z) = {d,c,b,e}
et SN (z) = {a,d,e,c,b}, Si(z) = {z}, Sa(x) = {y,u,v,w}.

Si S est une couche lexicographique dont le premier sommet est x, alors
le voisinage de S est noté N(S) = N;(x) avec i = o(z).

6.3.1 La propriété d’inclusion des voisinages

Commencgons par présenter quelques propriétés élémentaires de LexBFS sur
les cographes. Dans un ordre LexBF'S o, le voisinage local d’une couche lexi-
cographique S;(x) est défini par

N'(Si(z)) = N(8;(x)) N S(x)

Lemme 6.13. Soit 0 un ordre LexBFS d’un cographe G. Alors pour tout som-
met v et tout © < j, nous avons:

1.Vz € S;(v), Yy € S;(v), zy ¢ E et
2. N(5j(v)) € N(Si(v))

En fait le Lemme 6.13 a déja été décrit en d’autres termes dans [Dah95a].
Nous pouvons d’ores et déja énoncer une conséquence directe de cette pro-
priété : chaque couche lexicographique S;(v) est un module de G et en parti-
culier :

Corollaire 6.14. Si v est le premier sommet de o, alors toute couche lexi-
cographique S;(v) est un module de la partition modulaire M(G,v).
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La seconde propriété du Lemme 6.13 est en fait trés importante pour les
cographes et permet de les caractériser.

Définition 6.15. Un ordre LexBFS o d’un graphe G = (V,E) satisfait la
propriété d’inclusion des voisinages ssi

Vo €V, Vi< j, N'(Sj(x)) Cc N'(Si(x))

Théoréme 6.16. [BCHP03] Soit o un ordre LexBFS d’un graphe G = (V, E).
Alors G est un cographe ssi o0 et @ = LexBFS™ (§7 o) vérifient la propriété
d’inclusion des voisinages (dans les graphes G et G respectivement).

Preuve. (=) Supposons que G soit un cographe. Notons que N'(S;(v)) =
N(S;(v))N({v}uS4(v)). Ainsi le Lemme 6.13 implique la propriété d’inclusion
des voisinages sur o. Puisque G est un cographe, il en est de méme pour &.

(<) Supposons que G ne soit pas un cographe, i.e., il existe un P, induit.
Le théoreme repose sur les deux propriétés suivantes dont nous omettons les
preuves.

Fait. Soit p = {a,b,c,d} un Py de G dont les extrémités sont a et d. si S(a)
contient p, alors il existe deux entiers 4, j tels que S;(a) et Sj(a) ne respectent
pas la propriété d’inclusion des voisinages.

Fait. Soit p = {a,b,c,d} un Py de G. Si S(v) avec v ¢ {a,b, c,d} est la couche
lexicographique minimale de o contenant p, alors il existe deux entiers ¢, j tels
que S;(a) et Sj(a) ne respectent pas la propriété d’inclusion des voisinages.

Soit S(v) la couche lexicographique minimal contenant les sommets du Py
p={a,b,c,d} de G. Nous devons distinguer 3 cas différents :

1. v est une extrémité, par exemple a, de p: alors le premier fait appliqué a
S(v) montre que @ ne vérifie pas la propriété d’inclusion des voisinages.

2. v n’est pas un sommet de p: alors le second fait ci-dessus appliqué & S(v)
montre que ¢ ne vérifie pas la propriété d’inclusion des voisinages.

3. v est un sommet de p, mais pas une extrémité, par exemple b. Puisque
v = b est le premier sommet de S(v) dans 7, la régle minus implique que v
est aussi le premier sommet parmi {a, b, ¢,d} dans o. Soit S(u) la couche
lexicographique minimale de o contenant p. Si u = v alors le premier
fait ci-dessus appliqué a S(u) montre que o ne vérifie pas la propriété
d’inclusion des voisinages. Sinon w n’est pas un sommet de p et puisque
S(u) est minimale, le second fait ci-dessus s’applique, montrant que o ne
vérifie pas la propriété d’inclusion des voisinages.

O

Pour conclure, notons qu’il est possible de tester en temps O(n + m) si
les ordres o et @ vérifient la propriété d’inclusion des voisinages (donc sans
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calculer le graphe complémentaire). Par ailleurs, il est possible, si 'un des
deux ordres LexBFS ne vérifie la propriété, de trouver en temps O(n) un P;.
Supposons sans perte de généralité que o n’a pas la propriété requise (pour &
et G un résultat symétrique existe).

Lemme 6.17. [BCHPO03] Soit o un ordre LexBFS d’un graphe G = (V, E)
ne vérifiant pas la propriété d’inclusion des voisinages pour les couches lexi-
cographique S;(x). Soit j le plus petit entier tel que N'(S;41(z)) ¢ N'(S;(z)),
alors il existe un Py induit par les ensembles de sommets

{z,w,v,uj1} ou {ujp1,v,w,u;}

avec u; € Si(x), w € NY(S;(2))\N'(Sj41(z)) et v € NY(Sj11(x))\ N'(S;(z)).

Py
ST el TrEs
AN s; (9 S0 S0 S, )

Fig. 6.5. Exemple de configuration permettant de trouver un P, lorsque o ne
satisfait pas la propriété d’inclusion des voisinages. Ici N'(S;41(x)) ¢ N'(S;(z)) et
il existe v € Si(xz) N N(Sjy1(x)).

6.3.2 Construction du coarbre

Rappelons encore une fois que si le probleme qui nous intéresse est la re-
connaissance des graphes, alors ce qui suit est strictement inutile. Nous al-
lons montrer que dans le cas des cographes, LexBFS permet d’implémenter
lalgorithme de Ehrenfeucht et al. (voir Chapitre 4). Plus précisemment le
coarbre peut étre construit en temps O(n+m) & partir de deux ordres LexBFS
o et ¢ = LexBFS™ (G, o). Nous supposerons donc dans cette section que G
est un cographe.

Lemme 6.18. Soient o un ordre LexBFS d’un cographe G débutant en v
et @ = LexBFS™ (G,o). Alors la partition modulaire M(G,v) est composée
du singleton {v}, des couches lexicographiges S;(v) de o et des couches lexi-
cographiques S;(v) de G.

Preuve. Conséquence directe du Lemme 6.13 et du fait que tout module ap-
partenant a la partition modulaire M(G,v) est inclus soit dans N(v), soit
dans N(v). O

Afin d’établir la correspondance entre les couches lexicographiques et les
sous-arbres du coarbre de G, introduisons quelques notations.
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Notation 6.19 Soit x un sommet de G, alors 0f (resp. 17) désigne le i-éme
neeud paralléle (resp. j-éme neud série) sur le chemin allant de la feuille
correspondant au sommet © & la racine du coarbre. Le sous-arbre T, (resp.
17;) dénote le sous-arbre enraciné en 0F (resp. 1%) et contenant ’ensemble de
feuilles pour lesquelles 07 (resp. 13”) est le plus petit ancétre commun avec x.

X
T12

N

X
TOl

Fig. 6.6. Correspondance entre les sous-arbres et les couches lexicographiques. La
couche Si(z) = {a} contient les feuilles de Tg1, S2(z) = {d,c,b,e} celles de Tg;,
S1(z) = {z} celles de T1; et Sa2(z) = {y,u,v,w} celles de T7].

Corollaire 6.20. Soient o un ordre LexBES d’un cographe G débutant en
v 3 et 5 = LezxBFS™ (G,0). Alors les feuilles des sous-arbres Ty, et 17; sont

respectivement les sommets de S;(v) et S;(v).

Le Corollaire 6.20 s’applique en particulier pour les ordres LexBFS o et
G = LexBFS~(G,0). De plus, un simple test d’adjacence entre les premiers
sommets de S; (v) et S1(v) permet de déterminer si le pere de v dans le coarbre
est un noeud parallele ou série. L’ensemble du chemin allant de v a la racine
du cographe peut donc étre construit. Ainsi le Corollaire 6.20 permet une
implémentation récursive de lalgorithme de Ehrenfeucht et al. [EGMS94] :
il suffit de calculer récursivement un ordre LexBFS sur le graphe induit par
chaque module de M(G,v) et un autre sur son complémentaire. Bien en-
tendu, la complexité obtenue n’est pas linéaire. Pour cela, il faut “pousser” le
Lemme 6.8 et mieux tirer partie de la regle minus. En fait, on peut montrer
la propriété suivante.

Lemme 6.21. Soit 0 un ordre LexBFS d’un cographe G. Alors pour tout som-
met v et tout i, la couche lexicographique S;(v) est un module de la partition

M(G,v).

3 Notons que ni dans le Lemme 6.18, ni dans ce Corollaire, & n’a besoin d’étre
obtenu par la regle minus. Il doit seulement débuter par le méme sommet v.
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Preuve. D’apres le Lemme 6.18, la propriété est vraie pour le premier sommet
de o. Supposons qu’elle le soit pour tous les sommets précédents v. Soit S(z)
la couche lexicographique minimale contenant S(v).

e S(v) = 85j(z) : Par hypothese S;(z) est un module de M(G, z). Donc re-
streint & S(v), o reste un ordre LexBFS et le Lemme 6.18 s’applique. Donc
dans le sous-graphe G[S;(z)], S;(v) est un module maximal ne contenant
pas v. Puisque S;(z) est un module de M(G, z), S;(v) € M(G,v).

e S(v) = S4(2) : Montrons que si S;(v) n’est pas un module, alors il existe
un Py. Supposons qu'il existe y ¢ S;(v) tel que ay € E et by ¢ E pour
a,b € S;(v). Alors y ¢ S(v), sinon le Lemme 6.13 serait contredit. Puisque
S(v) est une couche lexicographique, S(v) précede y dans o. Soit S(x)
la couche lexicographique minimale contenant S(v) et y. Alors nous de-
vons avoir S(v) C S4(x). En examinant les adjacences entre les sommets
x,v,a,b,y, on constate dans tous les cas I'existence d’un Py : contradic-
tion. Il reste & montrer que S;(v) € M(G,v). Si ce n’est pas le cas, alors
il existe M € M(G,v) contenant S;(v) et un sommet z ¢ S;(v). Notons
que nécessairement x précede z dans o. Donc x est soit adjacent soit non-
adjacent a S(z). Le premier cas est impossible car v sépare x de S;(v). Le
second cas non plus car z sépare x de S;(v). Nous pouvons donc conclure
que S;(v) € M(G,v).

O

Théoréme 6.22. Soient G un cographe et o, @ = LexBFS™ (G, 0) des ordres
LexBFS. Pour tout sommet v, si S(z) est la plus petite couche lexicographique
de @ contenant S(v), alors M(G[M (v,Zz)],v) est composée des ensembles {v},

Si(v) (Vi) et S;(v) (¥3).

Preuve. En utilisant le Lemme 6.21, il suffit de montrer que S;(v) C M (v,z)
et que S;(v) C M(v,z). Si S(v) = S;(2), alors S(v) est un module maximal
ne contenant pas z et donc S;(v) C M(v,z). Si S(v) = §A(z), puisque v
sépare z de S;(v), nous avons aussi S;(v) C M(v,Zz). Considérons maintenant
la couche lexicographique S;(v). Notons que la régle minus implique que z
précede v. Si v € S(z), alors les mémes arguments que ci-dessus s’appliquent
et la propriété est vérifiée. Supposons donc que v ¢ S(z). Soit S(y) la couche
lexicographique minimale contenant z et v, alors S(v) = S;(y). Or d’apres le
Lemme 6.21, S;(y) est un module de M(G, y). Ce module contient v mais pas
z. On en conclut que le module S;(v) C M(v,z). 0O

L’énoncé du Théoreme 6.22 se traduit en termes de sous-arbres du coarbre.

Corollaire 6.23. Soient G un cographe G et 0, @ = LexBFS™ (G,0) des
ordres LexBFS. Pour tout sommet v, si S(z) est la plus petite couche lexi-
cographique de @ contenant S(v), alors

e pour tout i, S;(v) est l'ensemble des feuilles de Tg; C Tieq(z0);
e pour tout i, S;(v) est l’ensemble des feuilles de T}, C Tica(z,v)
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avec Ticq(v,z) le sous-arbre enraciné en lca(z,v) du cographe de G.

Les Lemmes 6.18 et 6.21 avec le Théoreme 6.22 permettent de trou-
ver récursivement les partitions modulaires recherchées dans 1’algorithme de
Ehrenfeucht et al. On déduit que toute I'information nécessaire a la construc-
tion du coarbre est présente dans les ordres o et @ = LexBFS™ (G, o). De plus,
il est possible en temps linéaire, d’extraire cette information. Pour cela, il suf-
fit de construire pour chaque sommet = deux listes ordonnées L(z) et L(x)
contenant respectivement les premiers sommets des couches lexicographiques
Si(z) et Sj(x). La construction de ces listes est linéaire. Pour plus de détails
sur cette implémentation, se référer & [BCHPO03] ou [Bre04].

6.4 Notes bibliographiques

Une vaste littérature existe sur les cographes. Le premier algorithme linéaire
de reconnaissance de cette famille [CPS85] a marqué une étape importante
pour l'algorithmique de la décomposition modulaire. De nombreux articles
(méme treés récents) s’en inspirent encore, citons par exemple [MS89, SS04,
CP04]. Vu les troublantes propriétés de LexBFS vis & vis de la décomposition
modulaire, je ne serais vraiment pas surpris de l'existence d’'un algorithme
de décomposition modulaire simple basée sur I’analyse de plusieurs parcours
LexBFS.

Concernant I’algorithme 16, une anecdocte mérite d’étre racontée. L’algori-
thme original, présenté dans [BCHPO03] et [Bre04] utilise en fait trois parcours
LexBFS. Ce n’est qu’en relisant la preuve pour la rédaction de la version
complete de I'article que nous nous sommes rendu compte que deux parcours
suffisaient. Ce qui finalement est troublant dans cet algorihme, c’est sa non-
symétrie en G et G (un parcours LexBFS quelconque sur G est suffisant).
Nous n’avions pas pensé un seul instant qu’une telle assymétrie était possible.

Jespere avoir illustré dans ce chapitre la ”puissance” de I’algorithme
LexBFS. Les innombrables développements autour de cet algorithme ces dix
dernieres années, mériteraient qu'une synthese bibliographique soit faite. D.
Corneil a entamé ce travail long et important dans [Cor04].

Jus d’orange a la menthe et au gingembre

Ingrédients : 3 litre de jus d’orange, un bouquet de menthe, une racine de
gingembre frais

Ciseler la memthe, émincer le gingembre et mettre le tout dans le jus
do’range. Mettre au frais plusieurs heures avant de servir.
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Représentation de graphes dynamiques

Ce chapitre considere le probleme de la représentation de graphes dynamiques
permettant de répondre efficacement a des requétes d’adjacences. Un graphe
est dynamique ' §’il est soumis & des modifications d’arétes ou de sommets.
Les quatres opérations classiques sont :

e ajout et suppression d’un sommet (avec son voisinage);
e ajout et suppression d’une aréte.

L’objectif est que la représentation soit la plus compacte possible. En
particulier, plus petite que les représentations classiques en listes d’adjacence
par exemple. Il n’est donc pas possible de résoudre ce probleme pour tous les
graphes. Cependant la décomposition modulaire s’avere efficace pour certaines
familles de graphes dynamiques. C’est le cas par exemple des cographes [SS04,
CP06] et des graphes de permutation [CPO05].

A plus long terme, le probleme de la maintenance dynamique de la
décomposition modulaire nous intéresse. Idéalement, nous aimerions que le
colit d’une modification soit linéaire en la taille de la modification (ou du
moins en la taille de la mise & jour). Nous montrerons qu’une modification
peut impliquer O(n) modifications. Mais le probleme reste toutefois ouvert
quant a la décomposition modulaire dynamique d’un graphe quelconque en
temps O(n) par opérations.

Comme application, les algorithmes présentés permettent de résoudre
le probleme de reconnaissance et représentation dynamique d’une famille
de graphe F. Ce probléme consiste & maintenir une représentation, car-
actéristique de la famille F, d’un graphe tant que les modifications apportées
ne remettent pas en cause ’appartenance a cette famille. Lorsque le graphe
modifié n’appartient plus a la famille, on peut éventuellement rechercher un
certificat. Relativement peu de résultats existaient pour ce probleme a part

L L’objectif de ce chapitre n’est pas de faire une synthése des algorithmes pour les
graphes dynamiques. Pour cela, d’excellents articles, auxquels on peut se référer,
existent, par exemple [EGI97, FKO00].



74 Représentation de graphes dynamiques

pour les graphes d’intervalles propres [HSS02], les graphes triangulés [Iba99]
et les cographes [SS04].

Notation 7.1 Nous noterons G' = G + z le graphe obtenu par lajout au
graphe G = (V, E) d’un sommet x et son voisiange N(z) CV :

G'=VU{z},EU{zy:y € N(z)})

Le graphe G' = G — x résulte de la suppression d’un sommet x € V et des ses
arétes incidentes :

G' = (V\{z},E\{zy:y € N(2)})

Finalement G' = G+ ay et G' = G — xy désignent respectivement les graphes
G'=(V,EU{zy}) et G' = (V, E\ {zy}).

7.1 Le cas général

7.1.1 Modification d’aréte

La propriété suivante nous indique qu’il n’est pas possible d’espérer mieux
qu’une complexité en linéaire en le nombre de sommets du graphe.

Lemme 7.2. [Cre05] L’ajout ou la suppression d’une aréte peut générer O(n)
modifications dans l’arbre de décomposition modulaire.

Preuve. Notons que I'ajout d’une aréte dans un graphe G a le méme effet
que la suppression de cette aréte dans G. Considérons donc le cographe G
de la figure 7.1 au quel nous ajoutons laréte zy. Remarquons que : i) aréte
xy casse tout module M de G tel que M L {xy}; ii) tout module M de G
contient exactement un sommet parmi z et y (i.e. M L {z,y}). Donc aucun
module de G n’est conservé dans G’ = G + zy. Soit M’ un module de G’.
Puisque M’ n’est pas un module de GG, nécessairement, M’ contient soit x soit
y mais pas les deux. Supposons sans perte de généralité que x € M’. Puisque
xy € E', tout sommet v € M doit vérifier vy € E’ et donc v € {v,,...v2,}
(car lca(v,y) doit étre un noeud série). Or il existe v/ € {vq,...v,} tel que
v'v ¢ E' et vz € E. Nous venons de montrer que v’ est un casseur pour M’ et
ne peut pas appartenir & M’. M’ est donc restreint au sommet z. Finalement
nous pouvons conclure que G’ ne contient que des modules triviaux : G’ est
donc premier. O

Nous pouvons donc conclure que tout algorithme dynamique maintenant
Parbre de décomposition modulaire d’un graphe a une complexité en §2(n)
par opération. Cette remarque est valable y compris pour les modifications de
sommets puisque toute modification d’aréte peut étre faite par la suppression
et 'ajout d’un sommet.
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Parallele

vy Parallele Parallele
I I

| |
| |
vy Vouot Vi Vo X ¥ Vo Von
Yo X y Yo+l

Fig. 7.1. Un exemple d’ajout d’aréte entrainant O(n) modification dans I’arbre de
décomposition modulaire M D(QG).

7.1.2 Modification de sommet

Concernant ’ajout de sommet, I'algorithme quadratique de Muller et Spin-
rad [MS89] construit I'arbre de décomposition modulaire de maniére incré-
mentale avec un cotit O(n) par sommet. Reste donc & considérer la suppression
de sommet. Supprimer un sommet 2 dont le module fort minimal m(z) O {z}
est dégénéré, ne pose pas de probléeme. Il suffit de :

1. supprimer la feuille correspondant & x dans 'arbre de décomposition;
ii. si le nceud n(z) correspondant & m(x) ne posséde plus qu'un seul fils f,
supprimer n(z);
iti. si m(x) n’est pas la racine, raccrocher f au peére p(z) de n(x), sinon f
devient la racine de ’arbre de décomposition

Lemme 7.3. Le cout de mise a jour de l’arbre de décomposition modulaire,
lors de la suppression d’un sommet x dont le module minimal m(x) D {z} est
dégénéré, est O(d).

Le Lemme 7.3 a été présenté dans le cadre des cographes dynamiques [SS04].
Le cas difficile consiste donc a supprimer un sommet x dont la feuille corre-
spondante est fils d’un nceud premier.

Probléme 7.4. Existe-t-il un algorithme compléetement dynamique de dé-
composition modulaire ayant un complexité O(n) par opération ?

Remarquons toutefois qu’il est peu probable que 'algorithme de Muller et
Spinrad [MS89] puisse s’étendre de maniére & supporter les suppressions de
sommets. En effet, pour obtenir la complexité O(n) par ajout de sommet, ils
ne maintiennent pas une reprénsetation complete du graphe. En particulier
les graphes quotients des nceuds premiers ne sont pas maintenus.
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7.2 Les cographes dynamiques

Est-il possible, si I’on se restreint & une famille de graphe particuliére de faire
mieux que O(n) par opération ? La premiére classe de graphe & examiner est
la famille des graphes complétement décomposable par la décomposition mod-
ulaire, & savoir les cographes (voir Chapitre 2). En effet, nous avons vu dans
la section précédente que le point difficile était la gestion des noeuds premiers.
Nous présentons dans cette section les résultats diis & Shamir et Sharan [SS04]
basés sur I’algorithme incrémental de reconnaissance des cographes de Corneil
et al. [CPS85].

Nous allons dans cette section présenté les conditions dans lesquelles il
est possible de modifier un cographe en restant dans la famille des cographes.
Nous décrirons alors les mises a jour du coarbre impliqué par ces modifications
et leur cotit.

7.2.1 Modification de sommet

Puisque l'arbre de décomposition modulaire d’un cographe, le coarbre, ne
contient que des nceuds dégénérés, le Lemme 7.3 s’applique. Le premier al-
gorithme linéaire de reconnaissance des cographes [CPS85] est un algorithme
incrémental. A chaque étape, 'ajout d’un sommet x cotlite O(d) ou d est le
degré du sommet x.

L’algorithme incrémental se base sur une étape préliminaire de marquage
du coarbre en fonction du voisinage N(z) du sommet z. Initialement tous
les noeuds du coarbre sont non-marqués, sauf les feuilles correspondantes aux
voisins de = qui sont marquées adjacentes. Un nceud adjacent marque son
pere (s'il existe) mizte. Si tous les fils d’'un noeud sont adjacents, alors ce
neeud devient aussi adjacent. La complexité de ce processus de marquage des
neeuds du coarbre est O(d), avec d = |N(x)|.

Le Lemme 7.5 caractérise les insertions possible d’'un sommet x dans un
cographe.

Lemme 7.5. [CPS85] Soient G = (V, E) un cographe et x ¢ V un sommet
voisin de N(z) CV. G+ x est un cographe ssi

1. le coarbre M D(QG) ne contient pas de neud mizte;

2. les neeuds mixtes, sauf le plus profond, sont les neuds série d’un chemin
de MD(G) contenant la racine et tous leurs fils sauf un (celui du chemin)
sont adjacents.

Le noeud mixte ¢ le plus profond pourrait étre appelé le noeud d’insertion
de z. Lorsque l'insertion de = est possible, alors toutes les modifications du
coarbre M D(G) ont lieu dans le sous-arbre enraciné en ¢. En effet, le module
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fort ) correspondant au nceud d’insertion ¢ est le plus petit module fort de
G tel que F U {x} est un module fort de G’ = G + 2.2

En fait les modifications consistent & ajouter un fils au nceud d’insertion
q qui permet de distinguer les fils marqués adjacent des autres. Un exemple

de modification est présenté Figure 7.2.

&» [parallélej (parallélej
b
e 1

Fig. 7.2. Ajout du sommet = voisin de {b,e, f}. Dans M D(G), les nceuds grisés
sont marqués adjacents, les noeuds rayés sont mixtes. Si un des sommets c ou d avait
été voisin de x, un Py serait apparu (e.g. a,b, z,d). De méme, si 'un des sommets e
ou f n’était pas voisins de z, G’ ne serait pas un cographe. Notons que le nouveau
noceud de M D(G') (en blanc) permet de distinguer les fils de ¢ adjacents & = des
autres.

7.2.2 Modification d’aréte

Notons que les problemes de ’ajout et de la suppression d’une aréte dans
un cographe sont les mémes. En effet, ajouter une aréte dans un graphe G
équivaut & la supprimer dans son complémentaire G. Or le complémentaire
G d’un cographe G est un cographe et son coarbre est obtenu & partir de
celui de G en inversant les nocuds séries et paralleles. Les modifications sur la
topologie du coarbre seront donc les mémes dans les deux cas. Une illustration
du lemme de caractérisation ci-dessous est donnée Figure 7.3.

Lemme 7.6. [S504] Soient x et y deux sommets non-adjacent d’un cographe
G G’ = G+xy est un cographe ssi x est un fils de m(x,y) et M(y,T) C N(z).?

2 Cette approche consistant & identifier le nceud d’insertion comme le plus petit
module fort F' de G tel que F'U {x} est un module fort de G’ est utilisée pour
les graphes de permutations dynamiques (voir Section 7.3). Son intérét est de
dissocier I'aspect combinatoire de ’aspect algorithmique de la mise a jour dy-
namique.

3 Rappelons que m(x,y) est le module fort minimal contenant x et y alors que
M(y, =) est le module fort maximal contenant y mais pas x. Voir Chapitre 2.
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Fig. 7.3. Mise a jour du coarbre lors de l'insertion d’une aréte dans un cographe.

On déduit du Lemme 7.6 que les modifications du coarbre sont locales. Il
est donc possible de les mener en O(1).

Théoreme 7.7. [SS04, CPS85] Il existe un algorithme complétement dy-
namique de maintient de 'arbre de décomposition modulaire pour la famille
des cographes dont la complezité est O(d) par modification impliquant d arétes.

Notons que dans [CP04, CP06] nous étendons 1’algorithme de reconnais-
sance dynamique des cographes de [SS04] aux cographes orientés. De plus,
notre algorithme permet d’extraire, dans la méme complexité, un sous graphe
exclu lorsque le graphe modifié n’est plus un cographe. Le cas non-orienté
est relativement simple puisque la seule configuration interdite est le P,
(voir Chapitre 2) et ce probleme était déja résolu pour linsertion de som-
met dans [CPS85]. Par contre, le cas orienté nécessite plus de travail. Les
sous-graphes exclus sont au nombre de 7 et peuvent contenir 3 ou 4 sommets.
Notons que le processus de marquage utilisé dans [CP04, CP06] différe de
celui décrit dans [CPS85] (voir la note 2 page précédente).

7.3 Les graphes de permutation dynamiques

Il n’est pas tres étonnant d’obtenir des mises a jour efficace pour les cographes
puisque leur arbre de décomposition ne contient pas de nceud premier. Il
serait plus intéressant de trouver une famille F de graphes qui répond au
probléme 7.4 et n’impose aucune restriction sur la topologie de 'arbre (i.e.
n’ayant aucune restriction sur le nombre de nceuds premiers, ni leurs positions
dans l'arbre, ni leur degré). Nous montrons dans cette section que les graphes
de permutation vérifient ces propriétés [CP05]. Pour un rappel de la définition
de ces graphes et des exemples, voir Chapitre 2.

La famille des graphes de permutations généralise celle des cographes. Pour
s’en rendre compte, observons qu’un réaliseur peut facilement étre construit
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a partir d’'une permutation factorisante 7 d’un cographe G. Pour obtenir 75,
il suffit de renverser chaque facteur correspondant a un module fort sauf celui
de la racine si G n’est pas connexe.

Puisque I’arbre de décomposition modulaire d’un graphe de permutation G
peut contenir des nceuds premiers, nous devrons maintenir en plus de M D(G),
un codage des graphes représentatifs de chacun des nceuds premiers, nous
utiliserons leurs réaliseurs. Avant de présenter les algorithmes de maintenance,
intéressons nous a la structure de M D(G) et son codage.

7.3.1 Décomposition modulaire des graphes de permutation.

La famille des graphes de permutation est une famille héréditaire. Donc tout
graphe représentatif associé a un nceud premier de 'arbre de décomposition
modulaire est aussi un graphe de permutation. Il est facile de voir que la
réciproque est vraie. En effet, soient G = (V, E) et H = (V', E’) deux graphes
de permutation, ’opération de substitution d’un sommet x € V par H produit
un graphe de permutation.

Lemme 7.8. [Gol80] Un graphe est un graphe de permutation ssi les graphes
représentatifs des neuds premiers de l'arbre de décomposition modulaire sont
des graphes de permutation.

On peut aussi montrer, pour les graphes de permutation, une propriété
similaire au Lemme 2.29 dont une des conséquences est que les graphes de
comparabilité premiers n’admettent (au renversement prés) qu'une orientation
transitive. En effet, nous avons :

Lemme 7.9. [Gol80] Un graphe de permutation premier admet un unique
réaliseur (@ retournement prés ).

Par ailleurs, on déduit du Lemme 7.8 si le réaliseur du graphe représentatif
de chaque noeud premier est stocké avec I’arbre de décomposition modulaire,
alors d’apres le Lemme 2.19, on obtient une représentation de taille O(n) d’un
graphe de permutation.

Dans la suite, nous maintiendrons pour un graphe de permutation G, son
arbre de décomposition modulaire M D(G) couplé avec le réaliseur de chacun
de ses noeuds premiers. De plus, pour des raisons d’efficacité, il sera utile
d’avoir aussi un réaliseur de I’ensemble du graphe.

Un ensemble de sommets I C V est un intervalle commun a deux permuta-
tions 71 et o de V si I est un intervalle (ou facteur) de 71 et my. Autrement
dit les éléments de I sont consécutifs dans les deux permutations. La pro-
priété suivante sera tres utile pour reconstituer les modules d’un graphe de
permutation modifié.

4 Soit 7 une permutation, T désigne la permutation. Si (m1,m2) est un réaliseur
d’un graphe de permutation, alors (72, 71), (71, 72) et (2, 71) le sont aussi. Nous
dirons que ces quatres réaliseurs sont les mémes.
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Lemme 7.10. [dM03] Soit (m1,72) le réaliseur d’un graphe de permutation
G. Alors tout module fort M de G est un intervalle commun a 71 et 7.

7.3.2 Modification d’aréte

Notons que le graphe G de la Figure 7.1 est un cographe, donc un graphe
de permutation, et que G’ = G + xy est un aussi un graphe de permutation.
Le Lemme 7.2 s’applique aux graphes de permutation. Puisque, comme nous
allons le voir I'insertion et la suppression de sommet cotitent O(n), pour sup-
primer ou ajouter une aréte xy, il suffira de supprimer le sommet z, puis le
rajouter avec son voisinage mis a jour.

7.3.3 Suppression de sommet

Puisque les graphes de permutation sont héréditaires, la suppression d’'un
sommet quelconque maintient le graphe dans la famille des graphes de per-
mutation. De plus, pour tout module M d’un graphe G, M’ = M \ {z} est un
module de G’ = G —x. Les modules de G sont donc conservés, éventuellement
tronqués du sommet . Par contre, G’ peut contenir des nouveaux modules :
les ensembles de sommets pour lesquels x étaient le seul casseur.

Lemme 7.11. [CP05] Soit (w1, m2) le réaliseur d’un graphe de permutation
premier G = (V, E). Soit M’ un module fort de G’ = G — x pour x € V tel
que M' U {z} n’est pas un module de G, alors M' U {x} est un intervalle de
w1 ou un intervalle de mo.

On en déduit qu’il y a au plus 2n nouveaux modules dans G’ = G —
z et qu’ils forment deux familles totalement ordonnées pour l'inclusion. En
utilisant un algorithme de recherche d’intervalles communs [UY00, BXHPO05b]
a deux permutations (voir Chapitre 5), il est possible de les identifier en temps
O(n). Il est toutefois possible d’utiliser un algorithme plus simple compte tenu
de la structure imbriquée des modules de G’.

7.3.4 Ajout de sommet

La mise a jour de I’arbre de décomposition modulaire M D(G) et de I’ensemble
des réaliseurs associés aux nceuds premiers aprés 'ajout d’un sommet x
s’effectue en trois étapes :

1. Un processus de marquage (alternatif & celui développé dans [CPS85])
permet d’identifier le plus petit module fort @ du graphe G tel que QU{x}
est un module fort de G’ = G + .

2. L’arbre de décomposition M D(G’) est alors calculé étant donné M D(G)
et ’ensemble des réaliseurs. Notons que cette étape est valide quelle que
soit la nature du graphe G’. Par contre, elle ne permet pas de mettre &
jour les réaliseurs de G’ si ce graphe est un graphe de permutation.
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3. Enfin, un test basé sur une caractérisation des graphes de permutation
permet de vérifier si G’ est un graphe de permutation. Si c’est le cas, il est
alors possible de mettre & jour les réaliseurs des noeuds premiers de G'.

La complexité de chacune de ces trois étapes n’excede pas O(n). Nous en
décrivons ci-dessous les grandes lignes mais ne présenterons pas les preuves, ni
ne décrirons les algorithmes dans le détail. Pour plus de précision, se référer
a [CP05]. Pour faciliter I'intuition sur cette partie relativement technique,
commengons la discussion par l'insertion d’un sommet dans un graphe pre-
mier. La suite de la section, présente les trois étapes évoquées ci-dessus.

Insertion d’un sommet dans un graphe de permutation premier

Supposons que nous souhaitions ajouter un sommet non-universel et non-
isolé a un graphe de permutation premier. Rapellons que si G est un graphe
premier, alors il ne possede (& renversement pres) qu'un seul réaliseur (1, 72).
De plus 'ajout de x ne permet de créer qu’un seul module M de taille deux
contenant z (sinon G ne serait pas premier). Donc soit G’ = G+ est premier,
soit x posséde un jumeaux y dans G’. On en déduit que si G’ est un graphe
de permutation, alors il existe au plus deux positions d’insertion dans (my, )
pour le sommet z. Si x possede un jumeaux y, alors = et y seront consécutifs
dans les deux permutations du réaliseur de G'.

Il est possible de tester si x possede un jumeau ou si « peut étre inséré dans
le réaliseur (71, m3) avec un parcours simultané de 7, et my. La complexité de
ce test est O(n).

Processus de marquage et nceud d’insertion

Chaque noeud de M D(G) est marqué en fonction de ses relations de voisinage
avec le nouveau sommet = a insérer.

Notation 7.12 Pour simplifier, les neuds de M D(G) seront notés par des
minuscules p,q,r ... et les modules forts associés par les majuscules corre-
spondantes P,Q, R . ..

Soit p un nceud de M D(G). Alors p est adjacent & x si P C N(z), non-
adjacent & x si P C N(x), et mixte sinon®. Dans les deux premiers cas, p
est uniforme par rapport a x. Marquer l'ensemble des noeuds de M D(G) par
leurs types (adjacents, non-adjacents ou mixte), se fait en O(n) par un simple
parcours de M D(G) depuis les feuilles jusque la racine.

Afin de caractériser le nceud d’insertion, nous avons besoin de la définition
technique suivante.

5 Remarquons le parallele avec les marques utilisées pour les cographes [CPS85].
Celui-ci est plus complet. La marque "non-adjacent” n’était pas utilisée et la
marque "mixte” était plus limitée. En contre-partie, nous n’aurons pas la méme
complexité.
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Définition 7.13. Un neud p de MD(G) est propre ssi soit p est uniforme
par rapport a x, soit p est mixte mais ne posséde qu’un seul fils mixte f et
FuU{z} est un module de G'[PU{x}]. Dans le cas contraire, p est dit impropre.

Lemme 7.14. [CP05] Si q est le plus petit ancétre commun de tous les neuds
impropres de MD(G), alors Q' = QU {x} est un module fort de G' = G + x.

Notons que g existe toujours, c’est éventuellement la racine de M D(G).
Enfin, il est possible d’obtenir M D(G’) en remplacant dans M D(G) le sous-
arbre enraciné en g par M D(G'[Q’]). De plus, nous pouvons prouver que ¢
est le plus petit noeud vérifiant ces propriétés. Ce nceud g, plus petit ancétre
commun a tous les noeuds impropres, sera donc le nceud d’insertion.

Calcul de M D(G")

Remarquons que le noeud d’insertion ¢ est lui-méme impropre. De ce fait,
différentes situations peuvent se distinguer. Nous dirons que g est préservé si

1. ¢ est un nceud dégénéré (i.e. série ou parallele) dont les fils sont uniformes
mais de différents types;

2. g est premier, tous ses fils sont uniformes dont un est jumeaux de x dans
le graphe représentatif G;

Si g n’est pas préservé, il est dit cassé. Dans ce cas, ¢ peut étre dégénéré
avec un fils mixte ou premier sans fils jumeaux de x dans Gj.

Dans le cas ol le nceud d’insertion ¢ est préservé, alors M D(G') est facile
a obtenir. Si ¢ est dégénéré, la méthode de mise a jour utilisée pour les
cographes [CPS85] s’applique (voir Figure 7.2 ou Figure 7.4). Si ¢q est pre-
mier, alors il existe dans Gy un jumeau de z. Il suffit donc de remplacer le
fils f de g correspondant & ce jumeau par un noeud série ou parallele (selon
sa relation avec x) et ayant f et x comme fils.

Il est plus difficile de mettre a jour I’arbre de décomposition modulaire
lorsque q est cassé. Si g est série (resp. paralléle), alors les fils de ¢ marqués
voisins (resp. non-voisins) seront des fils de ¢’ et les autres seront regroupés
sous un fils ¢/ de ¢’. Pour décrire arbre M D(G’), nous devons donc décrire
I'ensemble des sommets Q) correspondant & ce fils ¢, de M D(G")

si ¢ est premier, alors Qs = Q;
si q est série, alors @) est I'union des modules fils de ¢ marqués mixtes ou
non-voisins;

e si g est parallele, alors Qs est 'union des modules fils de ¢ marqués mixtes
ou voisins;

Le processus de marquage a permis d’identifier des modules forts uniformes
(voisins ou non-voisins). Mais il est possible que certains de ces modules soient
coupés ou fusionnés pour former des modules forts de G’. En fait, il faut
s’'intéresser aux modules uniformes maximaux contenus dans Q. Ils forment
une partition de Q.
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série
série
q
premier/parallele

Voisins \
Voisins Mixtes Non—voisins

my Non-voisins

Fig. 7.4. Modification de M D(G) lors de I'ajout d’'un sommet z. Seul le sous-
arbre enraciné en ¢, le noeud d’insertion, est représenté. Ce noeud est série. Si g est
préservé, alors 1) ¢ ne posséde pas de fils mixte; 2) le noceud interne de M D(G’)
est parallele et ses fils sont x et les fils de ¢ marqués non-voisins. Par contre si ¢
est cassé, le noeud interne devient premier et les fils mq, ..., mx sont définis par les
modules uniformes maximaux de G[Q] (voir Théoréme 7.15).

Théoreme 7.15. [CP05] Si q est préservé, alors G'|Qs U {x}] est conneze et
co-connexe et ses modules forts mazimaux sont exactement {x}, et les modules
uniformes mazimauz de G[Qs].

MD(G") est donc décrit par le Théoréme 7.15. Puisque la structure de
MD(G) en dehors du sous-arbre enraciné en ¢ est conservée. Aussi pour
chaque modules uniforme maximal M;, M D(G[M;]) peut étre extrait de
MD(G) et le Théoreme 7.15 spéficie les modifications autour du nceud g.

Notons que ces modifications peuvent étre effectuées en temps O(n)
(voir [CPO5]).

Caractérisation dynamique des graphes de permutation

Il reste & vérifier que le graphe G’ = G + x est un graphe de permutation.
Remarquons que d’apres les discussions précédentes sur la mise a jour de
MD(G), G’ est un graphe permutation ssi G'[Q U {x}] est un graphe de
permutation. De plus, nous pouvons mettre en évidence une propriété similaire
au Lemme 7.11. A savoir, au plus 2 branches de M D(G) enracinées en ¢
contiennent des nceuds mixtes.

Lemme 7.16. [CP05] Si G’ est un graphe de permutation, alors le neeud
d’insertion q posséde au plus deux fils mixtes, et tout neud p # q posséde
au plus un fils mizte.

Preuve. L’idée de la preuve est simple. Suppposons que G’ soit un graphe
de permutation, alors la suppression de x dans G’ provoque éventuellement
la création dans M D(G) de deux ensembles de modules totalement ordonnés
par linclusion tel que le décrit le Lemme 7.11. Ces noeuds de M D(G) sont
précisemment les noeuds mixtes. 0O
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Le Lemme 7.16 n’est encore pas suffisant pour caractériser les insertions
possibles d’'un sommet dans un graphe de permutation. La caractérisation
ci-dessous est relativement technique. Pourtant elle peut étre testé en temps
O(n). Nous suggérons & nouveau de se référer & [CP05] pour plus de détails.

Notons Fiizte(p) I'union des modules forts mixtes fils d’un neeud p de
MD(G). Si nous supprimons les arétes entre z, le sommet & ajouter, et les
modules mixtes Fiizte(p), alors les modules forts maximaux de G[P], notés
M fort(p) sont aussi des modules de G'[P U {z}] — 2Fnizte(p) ©

Pour chaque noeud p descendant de ¢ dans M D(G), nous définissons le
sous-graphe suivant :

H(p) = (G'[PU{z}] — 2Fmizte(P) /(M ore (9)U{{x}})

L’idée est en fait de partitionner les arétes incidentes a x en fonction des
modules forts de G uniformes par rapport & x. Ainsi, il sera possible de tester
I’insertion de maniere récursive sur chaque noceud mixte descandant du nceud
d’insertion. En fait, grace au graphe H(p), chaque noeud mixte p descendant
du noeud d’insertion ¢ est transformé en un nceud préservé.

Théoreme 7.17. [CP05] Soit G un graphe de permutation et x un sommet
a ajouter. Alors G' = G + x est un graphe de permutation ssi soit le neud
d’insertion q est préservé; soit q est cassé et les conditions suivantes sont
satisfaites.

1. le neeud d’insertion q vérifie l'une de ces deux conditions :

a) q posséde exactement deux fils miztes f1 et fo and H(q) est un graphe
de permutation admettant un réaliseur (wi,72) tel que x et f1 sont
consécutifs dans w1 et x et fo le sont dans wo;

b) q posséde un unique fils miztes f1 et H(q) est un graphe de permu-
tation admettant un réaliseur (71, m2) tel que x et fi sont consécutifs
dans my;

¢) q n'a pas de fils mixte et H(q) est un graphe de permutation.

2. tout neeud p descendant de q vérifie l'une de ces deux conditions :

a) p posséde un unique fils mizte f1 et H(q) est un graphe de permutation
admettant un réaliseur (my,ms) tel que x et f1 sont consécutifs dans
w1 et x est le premier élément de ms;

b) p n'a pas de fils mixte et H(q) est un graphe de permutation admettant
un réaliseur (my,ms) tel que x est le premier élément de ms;

Pour prouver le théoreme précédent, nous avons besoin des lemmes suiv-
ants. Ils permettent notamment de comprendre comment un réaliseur du
graphe G’ = G + x peut étre reconstruit en remontant dans Iarbre de
décomposition et en substituant les réaliseurs associés aux différents modules
dans ceux de leur pere.

6 8i S est un ensemble de sommets d’un graphe G = (V,E) et y € V' \ S, alors
G — yS désigne le sous-graphe dont les arétes sont E \ {yz | z € S}.
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Lemme 7.18. Si G’ = G + x est un graphe de permutation et si le neud
d’insertion q est cassé et posséde deux fils mixtes fi et fo, alors H(q) est un
graphe de permutation admettant un réaliseur (71, m2) tel que 1) x et fi sont
consécutifs dans m1; et 2) x el fo sont consécutifs dans ms.

Lemme 7.19. 51 G' = G + x est un graphe de permutation, si le neeud
d’insertion q est cassé et si le neud p # q, descendant de q, posséde un
unique fils mizte fi, alors H(p) est un graphe de permutation admettant un
réaliseur (w1, ms) tel que 1) x et fi sont consécutifs dans 7.; et 2) x est le
premier élément de .

Rappelons les grandes lignes de 'algorithme d’insertion d’un sommet x
dans un graphe de permutation G : 1) un processus de marquage permet en
une passe sur M D(G) de trouver le nceud d’insertion ¢; 2) MD(G' = G + x)
est ensuite calculé en fonction de la nature de g (préservé, cassé); 3) un test
permet de vérifier si G’ est un graphe de permutation en n’examinant que les
réaliseurs associés aux noeuds descendants de ¢; 4) les nouveaux réaliseurs, y
compris celui de G sont calculés en insérant = dans les réaliseurs des nceuds
de M D(G) selon un parcours des feuilles vers la racine.

La complexité de chacune de ces étapes est O(n). On en déduit le résultat
suivant.

Théoréme 7.20. [CP05] Il existe un algorithme complétement dynamique de
maintient de l'arbre de décomposition modulaire pour la famille des graphes
de permutation dont la complexité est O(n) par opération.

7.4 Notes bibliographiques

Quelques résultats similaires sont connus pour d’autres familles de graphes :
graphes d’intervalles propres [HSS02], graphe triangulés [Iba99]. Toutefois
pour cette derniere famille, les complexités annoncées ne sont pas fantas-
tiques. Il est possible que des améliorations soient possibles, du moins pour
certaines sous-familles telles que la famille des graphes d’intervalles. Concer-
nant les graphes d’intervalles propres, on pouvait s’attendre a des résultats
intéressants. En effet, comme les cographes, un graphe d’intervalle propre
possede une représentation compacte canonique (voir [HSS02]).

Je suis persuadé que toute famille de graphes ayant une représentation
canonique compacte doit supporter des algorithmes efficaces pour leur recon-
naissance dynamique. Par exemple, une famille intéressante a considérer est
celle des graphes distance héréditaire qui jouent pour la décomposition en
coupe, le méme role que les cographes pour la décomposition modulaire.
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Tarte a la courgette et a la menthe

Ingrédients : 3 courgettes, 1 bouquet de menthe, 3 ceufs, huile d’olive et coulis
de tomates (épais avec morceaux).

Faire revenir les courgettes (rincées et non épluchées) découpées en gros
cubes dans ’huile d’olive. Les réserver lorsqu’elles sont dorées mais toujours
fermes. Dans un saladier, mélanger le coulis (pour le faire soit méme, voir par
exemple Chapitre 5), la menthe ciselée et les ceufs.

Couvrir le fond du plat avec une feuille alu. Disposer les courgettes et
verser la préparation et recouvrir avec la pate. Mettre au four chaud pendant
25 minutes (250). Démouler la tarte et la sopoudrer avec 1'origan.
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Tri par renversements et décomposition
modulaire

Ce chapitre aborde un probleme issu de la bioinformatique et en particulier
de la génomique comparative pour lequel la décomposition modulaire joue un
role primordial. Les objets combinatoires manipulés dans ce probleme ne sont
plus les graphes mais des permutations.

En 1992, Sankoff [San92] définit la distance de renversement entre deux
permutations. Renverser un intervalle I dans une permutation m consiste
a inverser la relation d’ordre entre les éléments de I. La distance de ren-
versement entre deux permutations 7 et 7 est le minimum de renversements
nécessaires pour transformer 7 en 7. En supposant que les permutations
modelisent des génomes, la distance de renversement est alors interprétée
comme une distance d’édition (ou d’évolution) entre ces génomes. Ce modele
(trop! ?) simple est justifié puisque des opérations de renversements de parties
de génomes sont observées dans les processus d’évolution. Malheureusement,
le probleme du calcul d’une séquence de renversements de longueur minimum
entre deux permutations a été prouvé NP-difficile [Cap97]. Mais, du point vue
biologique, utiliser des permutations signées comme modele est plus réaliste.
Et le probleme du tri par renversements d’une permutation signée est, lui,
bien maitrisé [BMS05]. Une théorie importante [HP99] et des algortihmes de
tri efficaces [TS04] existent.

Une critique possible a I’encontre de la distance par renversements est que
les opérations impliquées dans un scénario transformant une permutation en
une autre ne respectent pas la structure commune a ces deux permutations.
En effet, si ces deux permutations possedent des fragments de génomes com-
muns, alors il est raisonnable de penser qu’ils aient toujours été présents au
cours du processus d’évolution. Ces fragments de génomes communs peuvent
étre modélisés par la notion d’intervalle commun. Dans ce contexte, Figeac
et Varré [FV04], ont introduit le probléme du tri parfait par renversements
de permutations signées. Une séquence de renversements est parfaite si au-
cun renversement ne casse un intervalle commun. Malheureusement Figeac et

! En particulier, ce modele n’autorise pas la duplication ou la répétition de génes.
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Varré [FV04] annoncent que le probleme du tri parfait est NP-difficile [FV04].
Néanmois, en étudiant la structure des intervalles communs & deux permuta-
tions, il est possible de montrer que dans la plupart des cas, ce n’est pas un
probléeme difficile.

Ce chapitre consideére dans un premier temps les intervalles communs &
deux permutations et leurs structures. Nous étudierons ensuite les scénarios
parfaits et terminerons ce chapitre par quelques résultats et questions ouvertes
sur les permutations qui ont la propriété d’admettre un scénario parcimonieux
(de longueur minimal) et parfait.

8.1 Intervalles communs

Cette section ne considere que des permutations non-signées sur un ensemble
{1...n}. La permutation identité sur {1...n} est notée I,. Si 7 est une
permutation de {1,...n}, alors T désigne la permutation renversée : i précede
Jj dans T ssi j précede ¢ dans 7. Rappelons (voir Chapitre 2, Section 2.2) qu’'un
intervalle d'une permutation 7 d’un ensemble V' est un ensemble I C {1...n}
d’éléments consécutifs dans w. L’objectif de cette section est d’étudier les
structures communes a plusieurs permutations.

Définition 8.1. Soient 7 et o deuz permutations sur {1...n}. Un intervalle
commun ¢ 7 et o est un ensemble I C {1...n} tel que I est a la fois un
intervalle de m et un intervalle de o.

Sans perte de généralité et pour simplifier les notations, nous ne con-
sidérons pas une paire de permutations quelconques, mais une permutation
quelconque 7 et la permutation identité I,, (au besoin, il suffit d’effectuer une
composition de permutations pour retrouver le cas général). Dans la suite,
nous dirons abusivement que I est un intervalle commun de m signifiant que
c’est un intervalle commun a 7 et I,. Il est clair que par définition, ’ensemble
{1...n} est un intervalle commun ainsi que tout ensemble singleton {i} (pour
ie{l...n}).

(6 (@) 8

Fig. 8.1. Une permutation 7 =3 25149 6 7 8 et ses intervalles communs non-
triviaux (avec I,) : {2,3}, {1,2,3,4,5}, {6,7}, {7,8}, {6,7,8} et {6,7,8,9}.

Lemme 8.2. Si I et J sont deux intervalles communs d’une permutation T,
alors TUJ, INJ, I\ J et J\ I sont des intervalles communs de 7.
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Autrement dit, d’apres la Définition 2.1, la famille des intervalles communs
d’une permutation, notée Z, est une famille faiblement partitive. En définissant
une opération de fermeture, il est possible de se restreindre & un sous-ensemble
des intervalles communs.

Définition 8.3. Soit F un ensemble d’intervalles commun d’une permutation
7. La fermeture F* de F est le plus petit ensemble d’intervalles communs de
7w contenant F, les intervalles triviauz et tel que pour tout I, J € F* tels que
ILJ,{IUJINJI\J J\I} CF*

Par définition donc F* est aussi une famille faiblement partitive. Nous
pouvons donc appliquer tous les résultats connus et en particulier définir, pour
une famille F d’intervalles communs d’une permutation, I’arbre des intervalles
forts, noté Tr«. Un intervalle commun est un fort s’il ne chevauche aucun autre
intervalle commun de F*. Dans la suite, un intervalle fort I est fils d’intervalle
fort J si I est fils de J dans l'arbre Tiz«.

Fig. 8.2. L’arbre T des intervalles forts de m. Les intervalles communs {6, 7} et
{7,8} ne sont pas forts.

Une partition P = {I1,... Iy} de {1,...n} est une partition intervallaire
de la permutation 7 si pour tout j € {1...k}, I; est une intervalle commun
de 7. Les partitions intervallaires ont les mémes propriétés que les partitions
modulaires des sommets d’un graphe. De méme, il est possible de définir
la notion de permutation quotiente. En effet si I et J sont deux intervalles
communs d’une permutation 7, alors tout élément de I précede tout élément
de J dans 7w (ou l'inverse).

Définition 8.4. Soient m une permutation de {1,...n} et P = {I,...I;}
une partition modulaire. Alors 7,p est une permutation sur {1...k} telle que
i précede j dans m/p ssi I; précede I dans .

Ainsi pour la permutation 7 de la Figure 8.1, si la partition interval-
laire est P = {{1,2,3,4,5},{9},{6,7},{8}}, la permutation quotiente est
7/p = 142 3. Parmi les partitions intervallaires, il faut distinguer la partition
intervallaire maximale qui ne contient que les intervalles forts non-triviaux
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maximaux. (Cette notion est définie aussi bien pour ’ensemble Z des inter-
valles communs que pour n’importe quelle famille 7* d’intervalles communs.)
Nous pouvons alors formuler un théoréme de décomposition des permutations
similaire au Théoreme 2.16. Nous 1’énongons pour ’ensemble Z des intervalles
communs d’une permutation, il reste vrai pour toute famille F*.

Théoréme 8.5. Soit © une permutation sur {1,...n} et P la partition inter-
vallaire maximale de w. Alors:

1. soit tout ensemble I = {i,...j} déléments consécutifs dans 7,p est un
intervalle commun de 7,p (et K = Uighgj I; est un intervalle commun
de 7);

2. soil les seuls intervalles communs de 7/p sont triviaur.

Dans le premier cas du Théoréme 8.5, nous avons soit m,p = I, soit
Tp = Iy = k k—1...1. Dans ce cas, 7/p est dit linéaire (croissante ou
décroissante); dans le second cas 7/p est dit premiére.

L’application récursive du Théoreme 8.5 permet de construire I’arbre des
intervalles forts T7 (voir Figure 8.3). Par la suite & chaque intervalle fort I
(ou neeud de T7), nous associons une permutation représentative, my. Si (1]
désigne la sous-permutation induite par les éléments de I, et P = {I1,... I}
la partition de I en intervalles forts maximaux, alors 7; est la permutation
quotiente 7[I],p. Par exemple la permutation représentative de I'intervalle
fort {3,2,5,1,4} de la permutation 7 de la Figure 8.2 est 7y =24 1 3.

Fig. 8.3. La permutation quotiente associée au nceud “rond” est 2 4 1 3, c’est une
permutation premiere. Dans la suite les intervalles linéaires seront représentés par
des rectangles.

Le Théoreme 8.5 peut se reformuler de la maniére suivante.

Lemme 8.6. Un intervalle d’une permutation m est un intervalle commun ssi
soit c¢’est un intervalle fort, soit c’est l'union d’intervalles forts consécutifs fils
d’un intervalle fort linéaire.
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8.1.1 Calcul des intervalles communs

L’étude des intervalles communs a deux permutations et plus généralement
a un ensemble de permutations a connu des récents développement dans le
cadre de la génomique comparative et plus particulierement pour le probleme
du tri par renversement (voir Section suivante).

Le premier probleme considéré est le calcul des intervalles communs d’une
permutation. En 2000, Uno et Yagiura [UY00] ont proposé un algorithme en
O(n+ N) ou N est le nombre d’intervalles communs de la permutation 7. La
complexité est donc possiblement quadratique (borne atteinte pour l'identité
par exemple). En 2001, Heber et Stoye [HSO1] obtiennent un algorithme de
complexité O(n). En fait, ils ne calculent pas 'ensemble des intervalles forts,
mais une famille génératrice des intervalles forts, les intervalles irréductibles.
Cette famille, contrairement aux intervalles forts, n’a pas 1’élégante propriété
de pouvoir s’organiser simplement en un arbre.

Récemment, nous avons adapté [BXHPO5b] lalgorithme de Uno et Yag-
iura [UY00] pour qu’il ne calcule que les intervalles forts (voir Chapitre 5).
Nous proposons aussi une preuve plus combinatoire et plus simple de cet
algorithme. De plus l'arbre des intervalles forts est calculé. De maniere
indépendante, Bergeron et al. [BCAMRO5] ont proposé un autre algorithme
pour le calcul de I’arbre des intervalles forts. Ce dernier algorithme est sans
doute le plus simple a ’heure actuelle.

8.1.2 Liens avec les graphes de permutation

Nous évoquons ici une correspondance, observée dans [dMO03] puis [BXHPO05b,
BCdMRO5], entre les intervalles communs & deux permutations et les modules
d’un graphe de permutation (voir Définition 77).

Soit (7, 7) un réaliseur d’un graphe de permutation. Sans perte de généralité
et pour simplifier les notations, nous pouvons supposer que V = {1,...n} et
7 =1I,. Il est bien connu que les graphes de permutations sont exactement les
graphes de comparabilité (voir Chapitre 2) dont le complémentaire est aussi
de comparabilité (voir par exemple [Gol80, BLS99]). Un exemple de graphe
de permutation est présenté Figure 8.4.

Lemme 8.7. [dM03] Soit G = (V,E) un graphe de permutation dont le
réaliseur est (w,1,). Un ensemble de sommets M est un module fort de G
ssi c’est un intervalle fort de m.

Il faut noter que la correspondance ne porte que sur les intervalles forts
et les modules forts. Par exemple, dans le graphe de la Figure 8.4, ’ensemble
{8,10,11} est un module de G mais pas un intervalle commun de 7. En fait, les
deux permutations du réaliseur d’un graphe de permutation sont des permuta-
tions factorisantes. Une conséquence du Lemme 8.7 et des algorithmes linéaires
de calcul de I'arbre des intervalles forts d’une permutation est qu’étant donné
le réaliseur d’un graphe de permutation G, M D(G) peut étre calculé en O(n).



92 Tri par renversements et décomposition modulaire

Fig. 8.4. Un graphe de permutation dont le réaliseur est (m,I11) avec m =
6751410119 8 2 3. Les modules forts non-triviaux sont représentés.

Lorsque l'arbre des intervalles forts d’une permutation 7 possede la pro-
priété de ne pas avoir de noeud premier, alors M D(G), avec G le graphe de

permutation associé & 7w, ne posséde pas non plus de noeud premier. G est
donc un cographe.

Lemme 8.8. Soient m une permutation et Tt son arbre des intervalles forts.
Si T1 ne contient que des neeuds linéaires, alors le graphe de permutation G
ayant (m,1,,) pour réaliseur est un cographe.

Pour terminer, remarquons que les graphes de permutation sont des
graphes de comparabilité de dimension 2. Les graphes de comparabilité de
dimension k sont représentés par un réaliseur comprenant k permutations
(voir [Gol80, BLS99]). Malheureusement, la correspondance entre les inter-
valles forts de k permutations et les modules forts des graphes de compara-
bilités n’est plus valide.

8.2 Tri par renversements et scénarios parfaits

Une permutation signée d’un ensemble {1,...n} est une permutation de
{1,...n} ol un signe (positif ou négatif) est affecté a chaque élément. Toute
permutation considérée dans la suite sera signée.

Renverser un intervalle I d’une permutation signée consiste & renverser
Pordre entre les éléments de I et changer leurs signes (voir Figure 8.5). Nous
noterons 7 la permutation 7 entierement renversée. Pour la permutation 7 de
la Figure 8.5, 7 =426 13 5.

5 3 4

5 3 4

Fig. 8.5. Renversement d’intervalle d’'une permutation signée .
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Définition 8.9. Un scénario entre deux permutations w et T est une séquence
S de renversements qui transforme m en T (oum en T). La longueur de S est
le nombre de renversements qu’il contient. La distance de renversement est la
longueur minimum d’un scénario.

Sans perte de généralité et pour simplifier les notations, nous supposerons
que 7 est la permutation identité I,,. Nous parlerons alors de scénario pour 7.
Un scénario de longueur minimum est appelé scénario parcimonieux. Le calcul
de la longueur d’un scénario parcimonieux est linéaire [BMYO01], alors que la
complexité du meilleur algorithme calculant un scénario est sous-quadratique,

O(ny/nTogn) [TS04].

Remarque 8.10. Etant entendu qu’a une étape donnée d’un scénario, un in-
tervalle renversé n’est pas nécessairement un intervalle de la permutation
d’origine, nous identifierons un renversement (plus généralement un intervalle)
par I’ensemble des éléments qu’il contient.

Définition 8.11. [FV0/] Un scénario S est parfait pour la permutation 7
et un ensemble F d’intervalles communs de w, si aucun renversement de S
ne chevauche un quelconque intervalle commun de F. Un scénario parfait est
optimal s’il est de longueur minimum parmi [’ensemble des scénarios parfaits.

Lemme 8.12. Soient m une permutation signée et F un ensemble d’intervalles
communs de w. Un scénario S est parfait pour w et F ssi il est parfait pour
7 et la fermeture F* de F.

Preuve. Soient I et J deux intervalles de F se chevauchant. Puisque S est
parfait, aucun renversement ne chevauche I et J et donc aussi TU J, I NJ,
I'\ J et J\ I. Reciproquement, puisque F C F*, si S est parfait pour F*,
alors S est parfait pour 7. O

Pour simplifier la discussion, nous ne considérerons que I’ensemble 7 de
tous les intervalles communs de 7. Notons les résultats applicables & Z le sont
aussi a tout ensemble F* d’intervalles communs de 7.

Il existe toujours un scénario parfait [FV04]. La difficulté n’est donc pas
de trouver un scénario parfait, mais un parfait optimal.

Théoréme 8.13. [BBCPO04] Un scénario S pour une permutation signée m
est parfait ssi chaque renversement de S est soit un intervalle fort de w, soit
l'union d’intervalles forts fils d’un intervalle premier de Tz

Preuve. = Soit I un renversement de S. Si I est un intervalle fort, alors
par définition, il ne chevauche aucun intervalle commun. Supposons que [
soit I'union de fils d’un intervalle premier J. I ne chevauche aucun intervalle
commun contenant J ni aucun intervalle commun contenu dans un fils de J.
Puisque J est premier, il n’y a pas d’autres intervalles communs.
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<= Soit I un renversement de S et soit P = {I1,...I;} la partition de I en
intervalles forts maximaux contenus dans I. Si k > 2, les intervalles I;... Iy
doivent étre fils d’'un méme intervalle fort J (sinon I chevaucherait le pere
de n’importe quel intervalle I;). J ne peut pas étre linéaire. En effet puisque
I C J, il existerait un fils K de J non contenu dans I et donc il existerait
un intervalle I; € P tel que I; U K soit un intervalle commun de 7. Or cet
intervalle I; U K chevaucherait . O

Le Théoreme 8.13 montre que l'arbre T7 des intervalles forts est un guide
précieux pour le calcul d’un scénario parfait optimal. Pour cela, nous devons
signer T7 afin de mieux prendre en compte les informations présentes sur la
permutation. Notons que la définition d’intervalle commun reste indépendante
du signe des éléments. Affecter un signe positif, respectivement négatif, & un
intervalle fort I signifie qu’il faut trier la permutation induite par I vers I,
respectivement Idk.

Définition 8.14. L’arbre signé d’une permutation signée m est l’arbre Tg
des intervalles forts de m au quel un signe a €té affecté a chaque neud de la
maniéere suivante :

1. le signe d’une feuille de T est le signe de l’élément correspondant dans

™

2. le signe d’un neeud linéaire est + si l'intervalle est croissant, — s’il est
décroissant;

3. le signe d’un neceud premier est celui du signe de son peére si celui-ci est
linéaire.

Remarquons donc qu’en général, la Définition 8.14 ne signe pas tous les
neeuds de T7 : c’est le cas des noeuds premiers dont le pere est premier. La
Figure 8.6 montre un exemple d’arbre totalement signé.

Lemme 8.15. [BBCP04] Si I est un intervalle fort de m ayant un pére
linéaire J de signe opposé a celui de I, alors I appartient a tout scénario
parfait.

Preuve. Soient S un scénario parfait et I un nceud négatif dont le pere J est
linéaire croissant (i.e. positif). Supposons que I ¢ S. Notons que I n’est pas
premier. D’apres le Théoreme 8.13, tout renversement contenant I contient
aussi J. Soit m le nombre de renversements contenant J. Si m est pair, puisque
J est croissant, S tri w vers I,. Si I est une feuille, elle le restera apres les
m renversements : contradiction. De méme, si I est un nceud linéaire, il est
décroissant et le restera apres les m renversements le contenant : contradiction.
L’argument est similaire si m est impair ou I positif et J négatif. O

Premiere conséquence intéressante du Lemme 8.15, un scénario parfait
pour toute permutation correspondant a un cographe se lit directement sur
Tr. Ces permutations ont notamment été étudiée par [BBC04].
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’ 13,4,5,6,12,8,7,2,1, 3,9, 10, 11, 14, 15, 16

d

] 13,4,5,6,12,8,7,2,1,3,9, 10, 11 \

EENE
[14] 15[ 16]

Fig. 8.6. L’arbre signé des intervalles forts de la permutation © =

13456128 7213910 11 14 15 16. Notons que cet arbre est complétement
signé. 7 ne possede qu’'un seul intervalle fort premier dont la permutation quotiente
associée est 2 5 3 1 4. Si on modelisait une partie du chromosome X de I’homme, alors
7 représenterait portion la correspondante du chromosome X du rat. Un scénario
de tri transformant 7 en I,, est un scénario d’évolution possible du chromosome X
entre ces deux especes.

Lemme 8.16. [BBCP0/] Si  est une permutation signée n’ayant aucun in-
tervalle fort premier, alors il exsite un unique scénario parfait. De plus, ce
scénario peut se calculer en temps O(n).

Le probleéme essentiel reste donc la détermination des signes des intervalles
premiers fils de premiers. Actuellement, on se sait pas mieux faire que d’essayer
toutes les affectations des signes possible.

Théoreme 8.17. [BBCP04] Etant donnée un permutation signée 7 et son
arbre signé, lalgorithme 17 calcule un scénario parfait optimal en temps

O(2% x ny/nlogn).

Preuve. La correction de I’Algorithme 17 est impliquée par le Lemme 8.15
et le Théoréme 8.13. Quant & sa complexité, observons que : 1) 2¥ boucles
internes sont effectuées; et 2) le tri de 7; pour un intervalle premier I se fait
en temps O(ny/nlogn) [TS04]. Pour étre complet, rappelons que le calcul
de Tr [BXHPO05b, BCAMRO5] et Daffectation des signes nécessitent un coiit
O(n). O

Remarque 8.18. L’ Algorithme 17 reste valide si on ne considére qu’une sous
famille F d’intervalles communs. Il faut alors signer I’arbre T'z-.
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Algorithme 17 : Tri parfait

Données : une permutation signée 7 et son arbre signé T

Résultat : Un scénario parfait optimal

début

Soit Iy,... Iy les intervalles forts non-signés;

pour chaque affectation de signes aux k intervalles non-signés parmsi les
2% possibles faire

S — 0

pour chaque intervalle fort I premier faire

Soit 77 la permutation quotiente associée;

si I est positif alors
| Calculer un scénario parsimonieux de 7y vers Ii;
sinon

L Calculer un scénario parsimonieux de my vers I;
Soit Sy le meilleur des deux scénario ci-dessus;

pour chaque renversement R de Sy faire
| Ajouter a S le renversement |J ;. J (J fils de I);

Ajouter a S tous les intervalles I linéaires de pere linéaire J n’ayant
| pas le méme signe que [;
Retourner le scénario S optimal;

fin

Nous pouvons déduire du Théoreme 8.17 que, pour les permutations
signées dont I’arbre T est totalement signé, le calcul d’un scénario parfait
optimal est polynomial.

8.3 Discussion et notes bibliographiques

Récemment, Sagot et Tannier [ST05] ont proposé un algorithmique polyno-
mial pour le calcul d’un scénario parfait et parcimonieux. Si un tel scénario
existe, il sera toujours trouvé par leur algorithme. Sinon 1’algortihme stoppe
lorsqu’il détecte une obstruction. Ces obstructions sont exprimées a 'aide de
calcul de distance. Autrement dit, elles reposent essentiellement sur la théorie
de Hannenhali et Pevzner [HP99]. Pourtant, il serait intéressant de pouvoir
caractériser ces permutations a ’aide de leur arbre des intervalles forts. Pour
cela, il faudrait peut-étre reconsidérer des objets combinatoires tels que le
graphe des chevauchements des intervalles [BMS05] qui ont été utilisés dans
la théorie de Hannenhali et Pezner [HP99]. Par exemple, quels sont les liens
entre ce graphe des chevauchements et 'arbre des intervalles forts ?

Il existe d’autres notions que les intervalles communs pour modéliser la
structure conservée entre deux génomes. Par exemple, Béal et al. [BBCR04]
s’intéressent a la notion d’équipe de genes. Un ensemble de génes G forme une
d-équipe dans une permutation 7 si la distance séparant deux membres suc-
cessifs de G est au plus d dans 7. Béal et al. proposent un algorithme basé sur
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des techniques d’affinage de partition pour le calcul des équipes de génes com-
munes a plusieurs génomes. Ce probleme peut s’exprimer et se généraliser en
terme de graphes [HPRO04] de la maniére suivante : étant donnés deux graphes
G1 et G5 sur le méme ensemble de sommets, calculer les ensembles maximaux
de sommets qui induisent un sous-graphe de G et de G5. Ces ensembles sont
appelés composantes connezres communes a G1 et Ga. L’aspect algorithmique
est assez bien maitrisé, le calcul des composantes connexes communes utilise
aussi les techniques d’affinage de partition. Par contre, I’aspect combinatoire
est peut-étre moins bien connu. Des liens ont pu étre mis en évidence avec la
décomposition modulaire.

Tarte tomates, basilic et chevre

Ingrédients : tomates pelées, 3 oignons blancs, chevre frais, 2 ceufs, 20cl de
creme fraiche légere, huile d’olive.

Faire revenir les tomates peles dans I’huile d’olive avec les oignons blancs
et le basilic. Dans un bol, mélanger les ceufs, la créme et la sauce tomates.
Découper les fromages de chévre en rondelles.

Couvrir le fond du plat avec une feuille alu. Disposer les rondelles de chevre
sur le plat et étaler la sauce tomate par dessus. Recouvrir la préparation avec
la pate. Mettre au four chaud pendant 25 minutes (250). Démouler la tarte
et la sopoudrer avec 'origan.
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